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Principales notations

Les principales notations sont données ci-apres par ordre alphabétique.
Les symboles surlignés correspondent aux grandeurs du milieu ambiant
non perturbé par Pexplosion: (7, . €)

Les symboles accentués correspondent aux grandeurs sur la

frontiere (¥').

Les grandeurs sur le choc sont indicées ”c”.

Toutes les grandeurs indicées 7 o0”
(en hypersonique}).

Les grandeurs sans dimensions correspondant aux grandeurs physiques (p, p, u, v)
dans le milieu perturbé sont affectées de:

sont caractéristiques de ’écoulement infini amont

e lindice 0 pour ['écoulement de base

o lindice 1 pour Iécoulement relatif a Veffet d’ordre 1 de U

o indice 21 pour 'écoulement relatif a I’effet anisotrope d’ordre 2 de U/
e U'indice 22 pour Iécoulement relatif a Ieffet de la contre-pression p
o Pindice 23 pour écoulement relatif & I'effet isotrope d’ordre 2 de 7

_ (y+1)(2-0)
A= 2{2+a)

Z: vitesse du son: € =

=R

Cy : coeflicient de pression
D : déterminant de la matrice | M,]
D’ : déterminant de {Ms3)

Dy : domaine perturbé par I'explosion, compris entre Xj et .

€,€ : energies interne telles que: e = (7_”])” et €= (7_7’1)3

E : intensité de "apport d’énergie
1
o B2+
B (852)
& : energie isotrope par unité de longueur telle que & = Ft®

fz, fen o dérivées premiere et seconde de la fonction f par rapport i la variable
quelconque

F,., F, : trainée et portance



G;,1=1,2,3: fonctions dépendant de uy et de zy. Elles sont déterminées 3 partir
des fonctions simples f;(ug, 2o)-

h : enthalpie d’arrét

{: coordonnée sans dimension du choc (Sedov): [ = -R%

m : parametre déterminant la nature de ’explosion:

e m =1 pour le cas cylindrique

e m =2 pour le cas sphérique

oS

M : nombre de Mach du milieu ambiant: M =

il

m'g

M. : nombre de Mach du choc cylindrique: M,
Mg : nombre de Mach par rapport a l'écoulement extérieur: Mg = “’—}—b]

M3, Fyo : matrices carrées d’ordre 3 dont les coefficients dépendent de ug et de 2
My, Fy : matrice carrées d’ordre 4 dont les coefficients dépendent de wug et de zp
M. : nombre de Mach amont défini par: M, = l%».

f 1 exposant caractérisant la forme du corps tel que 7 = 2—”:—“
g : puissance de ’apport de l'energie

pe o pression sur le choc du c6té du fluide en mouvement

Py : matrice définie par [P} = [M,]7'{F]

Py : matrice définie par [Py = [M3]7![Fao]

q : variable de perturbation de Sedov relative a

g : vecteurs vitesse telles que: T‘]’ =07

Gn, Gy : composantes normale et orthoradiale de la vitesse en aval du choc
r,0 : coordonnées polaires associées au repere mobile

7,0 : coordonnées polaires dans le repere fixe lié au fil

r= Ro(t) = B¢, : équation de 'onde de choc

r = R(t,0) : position de 'onde de choc dans le repere mobile

r= R(t, #) : position de I'onde de choc dans le repere fixe



r = R'(t,0) : position de la frontiere (¥’) dans le repére mobile
RY : longueur caractéristique de Sedov: R = \/——"_g

—

%(O, 3(_), Y, 7) : repere fixe 1ié au fil dont axe est O?

- . - T T . g
®(0,7,%, Z): repere en translation uniforme de vitesse U suivant O Z avec
—_ -
z

=2
8o : entropie de I’écoulement de base: sq = log (pz)

t: temps

t* : temps caractéristique: ¢+ =

— "
U : vitesse de I"écoulement uniforme suivant O Z
u,v : composantes radiale et orthoradiale de la vitesse ¢ telleque: ¢ = ue ,+v e’y
U,,U, : composantes normale et orthoradiale de la vitesse en amont du choc

V. : vitesse en aval du choc

Vi Pooy Pos @ Vitesse amont, masse volumique et pression de écoulement hyperson-
ique

w : vitesse de perturbation longitudinale

. . —
z : abscisse du corps suivant Oz

-
{,X 1} : vecteur de composantes x| = pyug, Y1 = pous, 21 = poty € Py
—
X1 7 ¢ vecteur de composantes 9 = porla, Yo1 = Polay, 2o = pPovg et pry
k%
X oo p ¢ vecteur de composantes 2y = paglp, Y22 = PolUas €b P22

{_)?23} : vecteur de composantes .3 = posug, Yoz = Polas et pos
zo : variable auxiliaire définie par: -y = &2
« : constante positive < 2

a; : incidence

B : scalaire caractérisant la vitesse du repere mobile



~ : chaleur spécifique du milieu ambiant

§ : coefficient sans dimension caractérisant la minceur du corps: é = ~L)

141

¢ : fonction définie par ¢ = ug — 35

5 : variable adimensionnée caractérisant leffet de U: g =

S

N

ol

3

wl Y

o

o
ey

: variable adimensionnée pour le cas du piston rigide: 7 = (

3t
—
|
=
—
=3

( : variable adimensionnée caractérisant l'effet de p: ( = % (‘;_Ea)
A : angle de la tangente au choc avec le rayon polaire

A . angle de la tangente & ¥’ au ravon polaire

As © coordonnée adimensionnée variant de &5 a 1.

g - variable définie par p = log¢

p,p : masse volumique et pression du domaine Dy

Po, Po, U : fonctions sans dimension, normalisées relatives a p, p, u

Diy @i, U;, P; + fonctions de répartition normées relatives a la masse volumique, vitesses
et pression

¥ : angle de déviation des trajectoires

7 @ épaisseur relative du corps

{ : coordonnée adimensionnée relative a r

£ : constante de normalisation

w : vitesse de propagation de 'onde de choc: w = R;sin A

W' : vitesse de propagation de la frontiere (¥'): w' = R;sin X’
wp : vitesse de propagation du choc telle que wy = Rg,

N
{A 1} : vecteur de composantes A;. Ay et A3

7
—
A, ¢ : vecteur de composantes AL, Ay, Aj et A

IT: fonction définie par II = p%



o
16}

202

: plan perpendiculaire au fil auquel on associe le repere polaire (O, €., &)

: plan formé par V,, et V,

: frontiere formée par ’'onde de choc

surface formée par l'onde de choc cylindrique de I’écoulement de base

o o frontiére matérielle oli la masse volumique s’annule.



Chapitre 1

Introduction

Au cours des années 1945 & 1965, I'étude des explosions violentes dans un fluide a
été menée avec succeés grace aux travaux de Taylor [1], Sedov [2], Sakural [8], Von
Neumann [11].

A cette époque, la possibilité d’une résolution numérique des équations d’Euler
n'était pas envisagée et ce theme de recherche n’a pu étre creusé que grace a une
approche théorique et analytique. La résolution de ce probleme fut 'un des grands
succes de Panalyse dimensionnelle couplée a la théorie des groupes de transforma-
tions et aux développements asymptotiques.

La découverte de solutions asymptotiques dans le cas des explosions instantanées a,
non seulement été un résultat élégant sur le plan théorique mais également une base
indispensable pour le développement des techniques numériques a titre d’initialisa-
tion du calcul {Von Neumann [11]. Goldstine [12]) ot de comparaison des résultats
(Chuskin [6], Korobeinikov [7], Godounov [19], Goldstine {12]).

Depuis les années 1970, I'attention s’est naturellement portée sur les techniques de
résolution numérique des équations aux dérivées partielles de la mécanique des fluides
et peu de travaux ont cherché a s’appuyer sur la physique du phénomeéne. Il faut dire
que les méthodes numériques et surtout leur mise en oeuvre technique sont parfois
plus tributaires des languages et des architectures informatiques que des propriétés
des systemes d’équations a résoudre; l'exemple de la méthode des caractéristiques,
tres adaptée aux équations hyperboliques mais peu maniable ”informatiquement” a
sans doute contribué a éloigner les numériciens de la physique. De ce fait, ils ont
réduit leurs travaux & Pexpérimentation numérique et & la comparaison a posteri-
ori de leurs résultats avec une expérience dont la fiabilité est régulierement mise en
doute pour expliquer les différences avec le calcul. De plus, lorsque la sensibilité du
phénomene est tres grande, la seule ressource est de multiplier les points de mail-
lage et parfois sans succes: citons a ce propos les écoulements turbulents et, plus
récemment, le probleme de la localisation des chocs en écoulement hypersonique.
Dans ce dernier cas, des points de repéres théoriques peuvent étre de précieux aux-
illiaires. Nous verrons dans ce document que certaines propriétés des solutions de
Pexplosion apportent un éclairage nouveau sur ce probléme.
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Evidemment, aujourd’hui, une étude théorique ne se limite pas généralement a la
recherche de solutions analytiques; le calcul numérique permet de calculer Pensemble
des solutions, mais la modélisation ramene le probleme a des systemes mathématiques
dont Pexistence et le comportement des solutions sont établis analytiquement. Le
calcul ne consiste donc pas en la simple résolution d’un probleme numérique, il est
une approximation d’un probléeme analytique qui a une solution. Le lien entre les
résultats numériques et le probléme mathématique est établi, ce qui n’est pas le
cas pour la plupart des schémas numériques traitant de problemes non linéaires.
La contre partie est, bien entendu, le cadre restreint dans lequel il faut limiter les
hypothéses de travail pour pouvoir bénéficier de simplifications mathématiques suff-
isantes offrant des possibilités de développements théoriques. C’est en ce sens qu'il
faut considérer nos résultats comme des points de repere qui, nons Pespérons, en-
richirons la culture et les débats scientifiques tant sur 'explosion que sur son analogie
avec certains écoulements hypersoniques.

Cette étude est structurée de la maniere suivante:

e Le chapitre 2 présente l'aspect analytique de "écoulement consécutif &
I'explosion non instantanée d’'un fil rectiligne infini dans un écoulement ini-
tialement uniforme. Nous abordons la mise en équation et la modélisation du
probléme par Panalyse dimensionnelle et la méthode des petites perturbations.
Les conditions sur le choc ainsi que celles sur la frontiere £’ ou la masse vo-
lumique s’annule sont déterminées analytiquement. La conservation globale
de ’énergie est donnée sous forme finie. Nous obtenons alors un modele qui
permet une approche séquentielle du probléme: la résolution successive des
différents systemes différenticls aboutit a la détermination complete du champ
aérodynamique.

o La résolution et le traitement numérique du probleme fait Uobjet du chapitre
3. Nous exposons:

— Les moyens numériques utilisés pour résoudre les systeines: nous faisons
souvent appel aux méthodes de Runge-Kutta [21} et d’Adams-Bashforth
[20].

— Les cas particuliers: celui de I'explosion instantanée et celui de I'explosion
ou la frontiere ¥’ se dilate a vitesse constante.

— Les résultats de calcul suivis d’'un commentaire détaillé des courbes

tracées.

e L’aspect pratique de I’étude. traité dans le chapitre 4, est marqué par deux
importantes sections:

— Le probléme du piston indéformable

— L’analogie instationnaire avec les écoulements hypersoniques



On montre le lien mathématique entre I'explosion linéique et ’écoulement hy-
personique autour d’obstacles de formes particulieres, nommeés ”corps en puis-
sance”. Des conclusions physiques intéressantes sont mises en évidence.

Dans le chapitre 5, nous donnons une formulation généralisée des équations.
Cette généralisation permet d'établir un code de calcul valable aussi bien pour
Pexplosion ponctuelle que pour 'explosion linéique. Une confrontation des
résultats obtenus avec ceux acquis dans la littérature met en évidence la validité
et la fiabilité de notre modele.

Les formules utiles, les relations entre les divers parametres et grandeurs ainsi
que les expressions et comportements asymptotiques des fonctions sont donnés,
par ordre d’apparition dans le texte, en Annexe. Un résumé des méthodes de
Runge-Kutta et d’Adams-Bashforth s’y trouve également.

Les résultats de calcul des fonctions de répartition du champ aérodynamique
(p7, p*, u™ et v*), des fonctions de courant (¢, ¥ et ;) suivant les valeurs
croissantes de a (ou 7) et de vy sont exposés et classés sous forme de tableaux
numérotés dans le fascicule des résultats numériques.

10



Chapitre 2

Aspect théorique

2.1 Ecoulement de base

Considérons un milieu ambiant au repos assimilable & un gaz parfait de chaleur
spécifique v , de masse volumique 7 et de pression P constantes, au sein duquel un
fil rectiligne infini libere de maniére isotrope, a partir de l'instant { = 0, une énergie
trés intense dont la répartition par unité de longueur est notée &. Cette grandeur
& suit une loi puissance du temps /:

(2.1) & = Et°

ou
e a est une constante arbitraire qui vérifie I'inégalité 0 < o < 2 (le choix de la
limite supérieure sera justifié par la suite),

o E est une constante dont la valeur est suffisamunent grande pour que 'on puisse
considérer explosion comme violente.

Physiquement , le phénomene se traduit par I’expansion d'une onde de choc cylin-
drique Zq de tres forte intensité qui sépare le milieu au repos et le milien Dy perturbé
par D'explosion. Celui-ci est le siege d’un écoulement instationnaire dont nous allons
calculer les caractéristiques .

R e g
Soit (R : O, X .Y, Z) un repere fixe avec O X pris le long du fil et Iy un
plan perpendiculaire au fil {fig 1. fig 2). Le phénomene est supposé adiabatique et
I’écoulement consécutif a 'explosion est plan et & symétrie cylindrique . On associe
a I, le repere (O, ¢, €y) dans lequel 7 et 8 représentent les coordonnées polaires
(fig 3).
On note respectivermnent par p et p la masse volumique et la pression et par u, v
les composantes radiale et orthoradiale de la vitesse d’une particule.
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Compte tenu de la symétrie, la composante tangentielle v est nulle et les inconnues
p,p, u ainsi que la position du choc (£p) sont indépendantes de 6. L’écoulement a

lintérieur du milieu (Dp) est régi par les équations suivantes:

rp+ (rpu)y =0

(2.2) plrus + ruw,] +rp, =0
ril; + rull, =0
oull = &

Le choc Yy d’équation r = Rg(1) est supposé suffisamment intense pour qu’il soit
possible de négliger, en premiere approximation , la pression p devant p . Ainsi les
conditions sur le choc s’écrivent:

Ty
p= p
¥ - 1

9

(2.3) u= 2
v+1

2—- 2

p= P

v+1

dans lesquelles wy désigne la vitesse de propagation du choc définie par:
(24) wp = ROL
L’intensité du choc décroit & mesure qu’il se déplace ; cela signifie qu’il arrive un

moment ou il n’est plus possible de négliger la pression p .
Appelions M, le nombre de Mach Ju choc tel que :

(2.5) M, =20
4

ol T est la vitesse du son définie par:
) P
(26) Cz ==
P

En désignant par e la pression sur le choc du coté du ﬂuide en mouvement, nous
)
pouvons diStillgUel‘ schématiquement trois phases B

e M, — 0o = p. > P: choc violent , la pression 7 peut étre négligée

12



o M, > letp, ~ P : choc atténué , 'effet de P ne peut plus étre négligé puisque
p et 7 sont de méme ordre de grandeurs .

e M, = 1= p.~p: choc dégénéré en onde acoustique dont nous n’aborderons
pas Pétude ici.
Dans cette section, nous étudierons la premieére phase qui vérifie 'hypothese de
choc fort (p > p) . L'inventaire des grandeurs intervenant dans le phénomene est:
o données constantes : £, 7, a,~ dont seules F et p sont dimensionnées.
e inconnues :p, p,u, Ry
e variables :r, ¢

L’analyse dimensionnelle des équations (2.1), (2.2}, (2.3) fournit les relations suiv-
antes, le symbole U signifiant "a méme dimension que”:

s pUp

. uLJ%

L4 R()U'I‘
—.,.4

o BU 5

. pLJ:L’;-

Comme il n’y a que deux données dimensionnées F et 7, il n’est possible de construire
un systéeme de grandeurs primaives qu’en utilisant conjointement avec E et p une des
variables r ou t. Il v a similitude interne. Nous choisissons ¢ pour troisieme grandeur
primaire .

On note par ¢ la variable sans dimension relative a r; nous pouvons lui donner la

forme : ,

2.7 =
car Ro(t) peut s’exprimer. en fonction de E,7,t & laide de :
(2.8) Ro(t) = E¢
ol
. E#+(Z+a) ¥
(2.9) i= (——:—)
7

&o est une constante adimensionnée qui permet de normaliser 4 1 la valeur de ¢ sur
le choc

13



Pour le cas d’une explosion instantanée (o = 0) , la variable £ varie de 0 a 1
[2] ; pour les autres cas (o # 0) , elle reste supérieure & une valeur positive & avec
£ < 113],[4]. Cela se traduit physiquement par la présence d’une frontiere matérielle
Y’ dont la position est inconnue puisque la valeur de £ est a déterminer. Le milieu
D, se trouve ainsi compris entre cette frontiere X' et le choc ¥ (fig 3). L’existence
de ¥’ est confirmée expérimentalement dans certains phénomenes de forte décharge
électrique [3] . L’équation de ¥’ dans le plan Il s’écrit :

(2.10) r = Ri(t)
ol

Ry(t) = E¢ot)

Compte tenu des relations dimensionnelles et des conditions sur e choc , Landau
[5] propose une forme de solution voisine de celle donnée par Sedov {2], telle que:

(1) = = pm(e)
8
2 2 7"2
(2.11) p(r,t) = é—(%ﬁt—.zpo(ﬁ)
2 r
u(r,t) = ———2(7—:_61);“0(6)

Sous cette forme les fonctions pg, pg, ug sont normalisées a 1 sur le choc. En
substituant (2.11) dans (2.2) , on obtient le systeme d’équations de base suivant:

f[/’of]g = —2pguo

-1 2(y + 1 A
(2.12) ¢ potoe + 2 3 POL = Ejr—a-))ﬂouo —3poug — (v~ 1)po
Ay +1)
Posoc], = ————=po — 2 504 1
€ [poso ]g 2+ a) Po — 2poug(se + 1)
ou
7+
9 1° - . i
(2.13) &= ug 5

) (Po )
S = log -
Po

L’intégration de ce systeme permet de déterminer la solution de base pg, po, o et
&. La valeur de €] est la valeur constante atteinte par £ quand pg — 0 au voisinage
de ¥'.

14



2.2 Modélisation de ’effet d’un écoulement uni-
forme

Supposons maintenant que le milieu ambiant n’est plus au repos mais est animé

d’un mouvement uniforme de vitesse U suivant 07 . existence de T entraine une
dissymétrie de la forme de 'onde de choc et donc de I’écoulement engendré. De plus,
le phénomene perd sa similitude interne car il y a une troisieme donnée dimensionnée.
La similitude interne disparait également deés que 'on tient compte de 'effet de la
contre-pression P {mais la symétrie de ’écoulement demeure).

Cette anisotropie sous l'effet de I entraine que les grandeurs physiques p, p, u de
P’écoulement qui prend naissance dans le domaine D compris entre ¥ et ¥’ dépendent
de trois variables : r,8,f. De plus, la composante tangentielle v de la vitesse n’est
plus nulle. La connaissance de la solution de base permet de surmonter ces difficultés
en construisant une solution par la méthode de petites perturbations, compte tenu
du fait que la vitesse U du milien ambiant est faible devant celle de la propagation du
choc. Cette idée a été déja utilisée par Sedov [2], Freeman [3], Sakurai [8], Kobuta
[9] pour considérer leffet de J et par Merlen et Dyment pour Veffet de U [10] .
Ainsi nous gardons 7, £/,t comme grandeurs primaires et il en découle que la prise
en compte de U fait apparaitre une variable adimensionnée 7 qui a pour expression:

U (ptenN\"" 240 T
(2.14) n=— (/I ) _zrae b
& E 4 Ry,

On voit que la variable 5 est significative du rapport entre la vitesse de 'écoulement
uniforme et celle du choc. L’hypothese n < 1 signifie que nous nous bornons a
la phase de ’écoulement pour laquelle la vitesse de Pécoulement extérieur est tres
inférieure a celle du choc. Cette hypothése est vraie au début de Vexplosion et reste
verifiée d’autant plus longtemps que 'apport d’énergie par unité de longueur £ est
grand. Elle peut étre traduite par la relation:

(=)
(2.15) t < (@é) )
pU

Cela impose o < 2, faute de quoi 7 deviendrait infini au début de 'explosion ce
qui rend impossible le traitement cn petites perturbations. La variable n augmente
au fur et a mesure que le choc diminue d’intensité; (2.15) définit donc la condition
temporelle pour laquelle 'approche proposée ici est valable.

On a vu que Uhypothese de 'explosion violente est fondée sur le fait que p influe
peu (en premiere approximation) sur Iécoulement de base, mais on peut pousser
le niveau d’approximation jusqu’a introduire Peffet de . De plus, il convient de
s’assurer que la prise en compte de U n’implique pas nécessairernent celle de p .
Nous pouvons adimensionner  avec notre systeme de grandeurs primaires, ce qui
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fait apparaitre la variable adimensionnée ¢ définie par:

216) ‘ P (t2(2—0)>1/4_ 1 (2+a)2< z )2

‘ &\ pr? T\ 4 Ry,
En premiére approximation, la variable ( est proportionnelle a I'inverse du carré du
nombre de Mach du choc, elle est donc significative du degré d’atténuation du choc.

L’hypothése { < 1 signifie que le choc doit étre suffisamment intense.
On vérifie facilement que ( et 1 sont liés par la relation:

1 7]2
2.17 = —
(2.17) ¢ 57

ol M est le nombre de Mach du milien ambiant:

(2.18) M=

o

Il a été montré dans [4] que la résolution du probleme de I'explosion ponctuelle non

instantanée dans un écoulement uniforme ne pouvait se faire, en général, que dans
N . — o . . . — .

un repere mobile (R : O, 7", ¥, =) en translation uniforme de vitesse SU suiv-

ant 07 par rapport a O. En effet £/ est déformée sous leffet de U et de § mais
reste une surface matérielle qui sépare le domaine D d'un domaine non régi par
nos équations. Nous verrons que cette modification de la géométrie de ¥ peut se
traduire par une translation uniforme paralléle & 07 a laquelle se superpose une pe-
tite déformation. L’objectif du repere mobile est donc d’accompaguer la translation
de ¥/ afin d'éliminer son effet sur 'expression des grandeurs locales et de n’en tenir
compte que d’une facon globale par la détermination de sa vitesse 3U.

Toutes les équations qui vont suivre sont donc exprimées dans un repere en trans-
lation uniforme suivant O Z et coicidant avec le repere R a Vinstant ¢ = 0. Cette
approche sera justifiée par la géométrie que les conditions sur le choc imposent pour
% et suggérent pour ¥

La relation (2.17) donne la condition pour laquelle 'effet de p peut étre négligé ou
non devant celui de T; ainsi pour M non voisin de zéro, Ueffet de p est traduit par
un terme en 7°.

Par suite, 1l faut donc effectuer des développements au moins jusqu’a l'ordre 2 en
n si 'on désire tenir compte des effets simultanés de U et de 7 .

En effet:

o lorsque M est de 'ordre de 1 . I'influence de P est de l'ordre de n? donc Peffet
d’ordre 1 en 5 est prépondérant

e lorsque 77 devient de l'ordre de T2, les effets de T et de p sont du méme ordre.
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o lorsque M est petit devant 1 et dés que M < n , C’est Peffet de p qui 'emporte;
il en est de méme pour le cas limite M = 0 pour lequel ( reste non nul alors
quen=20.

Ainsi , un développement a l'ordre 2 en 7 contient des termes de deux natures
différentes :

N . 2 X =
¢ la premiere contient des termes en %7 et correspond a Veffet de p

o la seconde contient des termes en n? uniquement : c’est effet d’ordre deux de

U

En posant r = R(0,t) pour 'équation du choc ¥ et » = R'(6,1} pour "équation
de la frontiere ¥/ nous cherchons la solution du probleme sous la forme:

(2.19) 19, 1) = B&R™(0,9)

(2.20) R'(0,t) = E&R™(0,n)

(2.21) plr.0,t) = (7—1:%) pp (£, 0,m)
(2.22) plr,0,t) = %ﬁ—i) 7—2 (€,0,m)
(2.23) u(r,0,t) = Z(E—Jr;l)—)fu (£,8,m)
(2.24) v(r,f,t) = 2((“+ 1)); “(€,0,m)

Si on néglige leffet de p et si 7 — 0, les fonctions sans dimension R*, R™, p*,
P, u* et v* verifient les relations suivantes :

hm R =1

7]-—*

lim R™ = §&

n—0

lim o™ = pol€)
n—0

(2.25) lim P" = po(€)
hmu = ug(§)
=0
imv =0
7—0
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En Pabsence du courant U , nous savons que ’écoulement est & symétrie cylin-
drique puisque l'effet de 7 est isotrope [2], [5]. Par conséquent, les termes dimen-
sionnés représentatifs de I’effet de P ne dépendent que de r et £, nous pouvons ainsi
chercher R*, R"™, p*,p*,u",v" sous la forme suivante:

2
2 ! / 7’ ! 2 T]
& + ¥y (0) 1”2522 7°R5(0) + o(n®) (]\/[)
n? n*
R =1+7%(0) + ﬁ;ﬁm%—n?’%z(a)*‘o( )+O(ﬁ)
ou &y, et &), sont des constantes
2 2
7= pol€) 926 0) + 2zpa(€) 4% 0a€.0) + o0?) + ol 7)
7

2

(226)  p"=pol&) +aPal€,0) + wzpzz(é) + 0 Pa(€.0) + o(n?) + 0(%)

1

2 2

= ug(€) + i (€,0) + l-:_ij—zun(o + 02 U(E,0) + o(n®) + o(vz )
2
vt = VI(E,0) + 0 Va(€.0) + o(n?) + o(%;)

712 3 G - * : k) —_ . . . .
Le terme en = 0 existe pas pour v* puisque l'effet de P ne détruit pas la symétrie
Bz
cylindrique.

Les fonctions R, p7,p=,u” et v* prennent des formes particulieres sur le choc. Les
conditions sur ¥ peuvent s’écrire dans le repere R’ comme suit:

F(55-8)- (=)
=) (5

(w — ([n)

=w-U,

bllb

Dans ces relations,
o w désigne la vitesse normale de propagation du choc ¥,

® g, et ¢, sont les composantes normale et tangentielle de la vitesse des particules
fluides sur la surface interne du choc {c’est a dire en aval du choc),

e U, et U, sont les composantes normale et tangentielle de la vitesse des particules
fluides en amont du choc (c6té milieu ambiant).
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La vitesse w est donnée par la relation :

(2.28) w = Rysin A

ou A= (7,7%€,) (fig3) avec:

(2.29) cotgh = % %

Dans le plan polaire Ilp, les composantes ¢, et ¢, vérifient les relations :

¢n = usin A —vcos A
{(2.30) ¢y = uCcos A+ vsin A

Dans le repere Oxyz |, les composantes U, et U, vérifient :

(2.31) U, =

En substituant (2.26) dans (2.27), on constate que les fonctions ®,(8), 9;(1,0),
Pi(1,0), U;(1,0), V;(1,8) avec j = 1.2 prennent des formes simples en § [4].
Ceci suggere de chercher la solution sous la forme:

o Uy(£,0) = () cos b

o Up(£,0) = wa(€) + ua () cos 20
o Vi(£,6) = vy(€) sin

o Vi(£,6) = va(£) sin 20

Ainsi, les fonctions inconnues R, p*. p*,u”, v™ et R, par analogie avec R*, seront
déterminées sous la forme définitive suivante:

]2 . 2
B = 14 06 c0s 0+ sopbon + (€ Eax o 20) 4 o(y?) + o)

2
Ix / 7]
R™ = &+ né cosf + _‘__77—2632 + 7 (&53 + &5y cos 20)

( 2) (___7)2 )
+o(n“)+o 5
! M




2
p" = pol€) + 1pa(€) cosh + K”J—_Q-pm(a) + 1 {paa(€) + par(€) cos 26}

2

+o(n?) + o(%g)

2
(2.32) P~ = pol€) + npr{€) cos 0 + '_lMiPn(ﬁ) + 0% {p2a(€) + p21(€) cos 26}
+o(i?) + o(%)

2
u” = uo(§) + nui(§) cos b + leuzz(f) +1? {u2a(€) + un() cos 26}
2 4 oL
+o(n°) + (Mz)

2
v* = no(€) sind + n?e,(€)sin 20 + o(n?) + 0(%)

avec:
(2.33) R <t <R
Les quantités §;,£!,7 = 1,21,22,23 sont des constantes. Les grandeurs sans

dimensions indicées par:
o 0 sont représentatives de I'écoulement de base,
e 1 sont représentatives de I'effet anisotrope d’ordre 1 du courant U,
e 21 caractérisent l'effet anisotrope d’ordre 2 de U,
¢ 22 sont caractéristiques de I'elfet de la contre-pression P seule,
o 23 caractérisent l'effet isotrope d’ordre 2 de U.

Notre modele suscite plusieurs observations. Un calcul rapide et limité a l'ordre 1
en 77, montre que les équations de R™ et R* coincident respectiveinent, a cet ordre
d’approximation, avec celles de deux cylindres en translation uniforme suivant O
de vitesses respectives &0 et £,U. L'effet d’ordre 1 du courant sur la géométrie de
ces deux surfaces est bien une translation qui, au moins pour £, est imposée par les
conditions sur le choc.

Le repére mobile évoqué précédemment est donc celui qui restera centré sur X' et il
sera déterminé par la condition & = 0. un premier avantage évident de ce repere est
de reporter & Pordre 2 en n la déformation de ¥'.

Le deuxiéme point important qu'il convient d’évoquer est celui du domaine de
définition de £. Compte tenu de la déformation de ¥’ et de ¥, notre variable £ évolue
entre des bornes inconnues et qui ne peuvent étre déterminées qu’apres résolution
compléte du probleme.
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Pour remédier a cela, deux possibilités s’offrent a nous.

La premiére est la méthode de Sedov qui consiste a adimensionner r par R et non
par Ry. On obtient alors une variable A\, = % avec %; < A; € 1. Dans le cas
de I’explosion instantanée (a = @), R™ = 0 et les bornes de A, sont parfaitement
déterminées; le procédé semble donc correct. Malheureusement dans le cas général,
R™ # 0 et cela introduit les inconnues {3, €31, £22 et &3 dans toutes les conditions
qui seront écrites sur ¥'. Il y a alors couplage des conditions sur ¥’ et sur ¥ au
niveau de la résolution numérique. De plus, et méme dans le cas de Uexplosion
instantanée, le choix de \; fait intervenir également les inconnues &, £a1, €22 et o3
dans les systemes différentiels. De ce fait, les conditions sur ¥ ne jouent plus le réle
de conditions initiales pour intégrer les systémes différentiels mais elles déterminent
les systémes d’équations. Le traitement numeérique se complique donc.

Sedov et Sakurai [2], {8] ont évité ce couplage en linéarisant leurs solutions pour
I'effet de p sous la forme [ + €320 et en séparant le systeme d’indice 22 en deux
systémes indépendants. Ce procédé devrait étre étendu aux conditions sur ¥’ dans
le cas général, multipliant par deux le nombre de systemes et le nombre d’équations
a établir. Ceci peut sembler tolérable lorsque 'on traite un seul développement mais
nous en avons quatre.

La deuxieme méthode pour laquelle nous avons opté consiste a trouver une variable
dont les bornes solent connues des Uordre 0 et qui soit lie linéairement & €. Il est
naturel de choisir [£], 1] comme domaine de variation de cette variable et de poser,
chaque instant:

2

(234) f = /\s —+ 7];__Xl cos + '/%fAZ‘Z + 7]2(A23 + AZICOS:ZH)
2 n’ A
+o(n°) + ol
(%) —]‘/[2)

Dans cette formule. 7 doit &tre considéré comme un parametre car le changement de
variable se fait a ¢ fixé.

(Les A; sont des fonctions linéaires de ¢, & j = 1,21,22,23 et de A, dont les
expressions sont données en Aunexe 3).

A, est donc lapproximation d’ordre 0 de €. On remarque, dans la relation (2.34),
que £ et A, sont liées par une relation biunivoque et que ¢ est connu pour A, donné
si les coefficients &; et & (j = 1,21.22,23) sont déterminées. La dérivée

I 2
(2.35) -(;Té =1+ né cosf + %522 + %635 + b1 cos 26)
; 2 r
t+o{n®) + o=
7 7

montre que si l'on écrit les équations en fonction de A;, les termes &; et € ap-
paraitront dans les systemes différentiels et que 'on retombe dans les difficultés
mentionnées précédemment (les coefficients é; sont donnés en Annexe 3). Nous
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traitons donc directement le probleme pour les fonctions de {. Afin de discuter
toutes les conséquences de ce choix et de montrer la validité de la transformation
(2.34), établissons tout d’abord les équations générales du probleme.

2.3 Equations régissant le phénomeéne

2.3.1 Equations générales

Dans le repére &', les équations d’Euler ainsi que celle de la conservation d’entropie
s’écrivent:

(236) ot (rup), + (v9)g = 0
(2.37) p{ru;+ruu, +v(ug —v)}+rp, =0
(2.38) pl{rvi+ruv, +v(vg+u)}+ps=0
(2.39) Il + rull, + vlly =0

avec II= p%

Grace 4 1’équation de la conservation de la masse (2.36), on peut écrire (2.37), (2.38),
(2.39) sous la forme dite conservative dont P’avantage sera justifié par la suite:

(2.40) rpe + (rpu)y + (pv)s =0

(2.41) r(pu)e + (pru®), + (puv)e — pv* +rp, = 0
(2.42) r(pv)e + (rpuv). + (pv*)g + puv + pg = 0
(2.43) r(pIl); + (rpull), + (pvll)y =0

On définit la fonction s par:
(2.44) s =log I

Le systeme d’équations (2.40), (2.41), (2.42), (2.43), une fois adimensionné, permet
d’écrire & l'aide des régles de dérivation {Annexe 1):

(2.45) 3 [p ( -t U)] + Anpy + (p"0")g + 2p™u" =0
(246) [ ( * A/ _2*— 1)) + ( ; ]‘)p*] + AU(P*UX)n + (p*u*'u*)g
3
2(v+1) u

( ) +3p*u*_p*v*2+(7_1)p*:0
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-~ 1 _ 1
(2‘47) 6 [p-:vx (ux _ _(_L(_)] + An( )7, [ *, %2 + (7 )p#]
2 ¢ 9 ,
20+ .
+4p"umv* — pfvt=0
FeY T re
* * (7 + ) * - * 4(’)’ + 1)
(2.48) €s¢ <U Ty + Ans) +v7sp + 2u” — ———(2 7o) =
ol
_b+D2 -0
(2.49) = G4l
A Pinstar des inconnues, la fonction s* sera approximée par:
n’ n?
(2.50) s =sg+ysicosd + NQSzz + 772 {523 + $21 cO820} + 0(7]2) + O(ﬁ)

Les fonctions s;, 1 = 0,1,22,23,21 dépendent de £; leurs expressions sont données
en Annexe 2. On développe chaque terme des équations (2.45), (2.46), (

a laide de (2.32) et on regroupe les termes de méme ordre.

Comme la solution doit étre vraie Vn et V(, on obtient 5 systemes différentiels

spécifiques.

Ces systémes s’écrivent:

o Ordre 0 (systeme différentiel déterminant ’écoulement de base):

Les équations (2.51), (2.52), {
La résolution dy systeme (2.1

dire A,.

5(/’05)5 = —2pouo

(y—1) 2y +1
(:

£ | poige + — 5 Po| = ——)Pouo = 3poug — (v = 1)po

2.53) sont évidemment celles du systeme (2.12).
2) fournit "approximation d’ordre 0 de £ c’est &

e Ordre 1 (systeme différentiel déterminant Peffet anisotrope d'ordre 1 de U):

A
(2.54)  &lpows + 5/)1]5 + 2pous + povy + (2 + ) pr1tg =0
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-1 +1
(2.55) ¢ [POuOul + e(pous + prta) + (—7—2"—)171] - (7—2—) (powy + prug)
¢

+potovs + 3(2pouour + prud) + (v —1)pr =0

(2.56) £ [povic], + (4u0 - (;;—ll) Povy — '(LQ—L)IH =0

(2.57) € [pourso + (pos1 + p1so)le + (A + 2uo)(pos1 + p15o)

v+l

+poso(v1 + 2u1) + 2(pous + prto) — mm =

o Ordre 22 (systeéme différentiel déterminant l'effet isotrope de la pression f
seule):

(2.58) & [pouaz + 5/’22]5 + 2{pouaz + (A + ug)pa2) = 0

y-1
(2.59) & |poupusz + £(potiaz + ugpaz) + o 5 )P22
= 14
oy +1
——(—%a—))(ﬂoun + uppa2) + (v + 1)paz + 3(2potiotizy + pazug) = 0
(2.60) € [posoua + c(pose + /)2280)]5 + 2posouz:
40y +1
+2{ug + A)(posze + sop22) + 2{potiaz + paguo) -L/-'—lpz-z =0
2+ a)

e Ordre 23 (systéme différentiel déterminant Ueffet isotrope de la vitesse U7):

1
(2.61)  €lpouas + paale + 2 [pouss + (A + uo)pasl = —pr1w —~ 551 [prua];

9

v =1
(262) 13 [pouou-gg + < ([)ou-zg + U()p23) + ( 7 )p23}
3

aly+1)

—m(ﬂouzs + ugpaa) + 3(2pouctias + paug) + (v — 1)pas =

aly+1)
202+ «)
1 2
‘55 [Poul + prug(ug + 5)}5
(2.63) £ {posouss + £(posas + 80P23)]5 + 2A(posas + Sopas)

1 1
pruy — 3(pruour + Eﬂouf) + gpovf
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4(y+1
+2potosas + 2(so + 1)(pouzs + vop2s) — —((2—7;7))st =

1 1

—¢ [=zu1{pos1 + p15o) + —€P131] —~ Ap15;
2 2 ¢

—(s0 + 1)prur — s1(pows + p1ug)

e Ordre 21 (systeme différentiel déterminant l'effet anisotrope d’ordre 2 de la
vitesse U ):

1
(2.64) & lpoust +epnle + 5E [P + 2(A + uo)p

1 1
+2 [ﬂo“zl + pova2 + M + ;Po%] =0

41
(2.65) ¢ [Po“oufn + =(pottar + puuo) + o 5 )]921}
3

_a(y+1)
2+ a)

1 1
+5¢ [walpour + pruo) + eprule + §P003 + (v = 1lpa

1
(pottay + AL + parug)

) . 1
+3 (2/10’UOU21 + pauy + pruour + ;Poﬁ)
+2pougve + v1 (porr + prug) =0

: 1 alv+1
(266) 5 [[)02}25 + 3 {ﬁOulvl + Epvy }] __(_/*)

1
; - Cra) (Povz + 5/’101)
+povi — (v = 1)pa1 + tpotovs + 2v; (pous + prug) =0
1
(2.67) ¢ {Po"i’num + 2 {posar + parse) + 5 {u1 (pos1 + prso) + 3P151}]
+2(A + w)posar + 51 [(A + uo)p1 + pous] + 2As¢pa
iy +1)
(2 +a)
2posory + v1 (posy + pmiso) =0

3

. 1
po+ 2(so+ 1) (Pouzl +5mur P21U0> +

La résolution de ces systemes donnent les solutions du probleme mais en des
points non parfaitement identiques suivant I'ordre d’approximation. En effet, la
relation ¢ = 1, par exemple, n’a pas la méme signification aux ordres 0, 1 ou 2. A
Pordre 0, elle signifie £ = 1 4 0(y) alors qu’a ordre 2, £ = 1 4 0(n®).

Ainsi a I'ordre 2, la grandeur £ doit ¢tre considérée comme exacte dans les équations,
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alors qu’a ’ordre 0 elle n’est connue que par sa valeur approchée A,. Les solutions des
systémes d’ordres successifs correspondant & une méme valeur numérique £ = £ ne
correspondent pas au méme point physique. Remarquons par exemple, qu’a 'ordre
0, £ = 1 désigne le choc, mais qu’a P'ordre 1, il n’en est rien puisque celui-ci est a
E=1+nécosh.

Pour illustrer cette question, sans calculs superflus, limitons nous a l'ordre 1 et
étudions la grandeur p*. On a p*(£) = po(€)+7n cosbp;(£). Soit ¢ la valeur numérique
de ¢ considérée, le calcul donne po(As) ol A, est la valeur de I’approximation d’ordre
0 correspondant a . On a:

ho=ea o (28 s (1)) o

p(Xs) = po(é — 2 cos 0)

et

On en déduit donc:

(2.68) po(é po(Ae) + 181 po, (As) cos B + (1)
p(€) = p(A) + O(n)

Ainsi en regle générale, les fonctions fo(£) sont obtenues & partir des fonctions fo(Ay)
calculées & I’ordre 0 par une approximation compatible avec la précision requise.
On peut se convaincre rapidement que les termes d’ordre 7 contenus dans notre solu-
tion po(€), ug(€), po(€) & cause de la définition de ¥ et X C’est a dire npo (As)A; cos b,
o (As) A1 cos 8 et npo, (A;)A; cos U constituent une partie de la solution d’ordre 1.
En effet, substituons les expressions en A; de ug(€) et po(ﬁ) dans I'équation (2.51) par
exemple et compte tenu de P'expression de la dérivée < dg =1 —1nb, cos 8, on trouve,
a Vordre 0:

(2.69) Aslpo(As)e(As)]a, = —2po(As)uo(As)
a l'ordre 1:
(2.70) Ao [0 {poA, o (As) + po (A=A F]

+ (Ay = & A)[p(As)e(As)la, = =201 ][po(AsJuo(As)a,

A Vaide de (2.69), on montre tres facilement que (2.70) est vérifiée. On généralisera
ce procédé a l'ordre 1 en § 3.2.

Pour pouvoir résoudre ces systemes différentiels, nous devons adjoindre les conditions
aux limites qui sont ici les conditions sur le choc. Les remarques précédentes doivent
étre soigneusement prises en compte car a chaque ordre d’approximation I'équation
du choc n’a pas la méme précision en 7.



2.3.2 Conditions sur le choc

Les relations qui déterminent les conditions sur le choc £ sont données par le systéme
d’équations (2.27)
La relation (2.29) peut étre développée en 7 en utilisant (2.32). On obtient :

. 1 .
(2.71) cotgh = —néysind + 7]2(5512 — 2£21) sin 260 + o(n?)

Les développements de cos A et sin A donnent:

cosA = cotg/\ + o(n?)

20 .
(2.72) sind =1 — =22 <—Cis—) +o(?)
A Paide de (2.19), de (2.72), et des regles de dérivation [Annexe 1]. w peut s'écrire :
24 @ E
w= () eFw o)
ou
(2.73) . 1+( ! )5 0s0+ L (6 ){
& w* = né ¢
2+ a 161 P \21a

G P (=T

2

Ui
+o(n?) + o[ =5
[.)
On peut adimensionner (2,27) a laide de (2.19), (2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24),
puis développer en utilisant (2.32).

A Tordre 0, £ = R” s’approxime par £ = 1 + 0(n), la condition sur le choc s’écrit
donc comme pour la solution en A, a des termes d’ordre 5 pres. Mais & l'ordre 1, ces
termes négligés a l'ordre 0 vont intervenir car € = R* =1 + né; cos d.

Par exemple:
p(R) = po( ) + np1(R™) cos §
= po(L) +mcosOlpy (R") + &1po (1)] + 0(7)

Si on se limite a l'ordre 1, on a:

p"(R") = po(1) + ncosBpy(1) + &1 po, (1)] + 0(7)

La condition d’ordre 1 s’écrit donc au point £ = 1+0(?) intérieur & I’écoulement. En
poussant le raisonnement jusqu’a l'ordre 2, on obtient les conditions adimensionnées
sur le choc:



e Ordre 0:

po(l) =1
(2.74) pol1) = 1
up({l) =1

e Ordre 1, en tenant compte de (2.74):

22 — 3(1 -8
nin) = |22 ~m 0] & -
pi{l) = —E1po.(1)

9 20v - 1)1 -3
(2.75) uy (1) = [ﬁ—u%(l)] & +(—/2—£(a—'/_)
2 1)1 -p
wfy) =g - 200
e Ordre 2:
¢ effet de la pression:
42 - a Sy —
_ 32
(2.76) pa(l) = ~Capol) - e o
22 - 16
ugo(l) = [ (2+§) “'uoé(l)} & — FH—()O()—(E

¢ effet isotrope de la vitesse:

4(2 — «v 2 _4a -4 1 5
paa(l) = [ (24_0 ) —Pog(l)] o3 + [a—(.z—#— - ZPO“(I) &

4Ba+ (1 -B) 1 8(1 — B)°
+[ @+ a) ﬁm“ﬂ&+(2+@2




(2.77) p23(1) = —€apo (1) — 51/’15(1) 2 1p0ee(1)

U23(1) = l:-z-(;—;—éa—) — qu(l)} 523 — [2-‘2_ + 1U¢)€5(1) 2

| e pmanls

¢ effet anisotrope de la vitesse:

) = [ )] €+ |2 )] &
- [————4(2 (;i)(al); Py %plé(l)] &+ %;ai));
(278)  pn(1) = ~Enpo (1) - 1€0uc(1) — Seapn (1)
) = [ )] €0+ 2 - un )]
- [EBE= B )]
) =26 - g4 LD L)

Les valeurs en £ = 1 des fonctions dérivées premieres et secondes de la solution
de base (indice 0) sont données en Annexe 4.
Les valeurs des fonctions Pl P1es Wi, U1 en € = 1 sont données en Annexe 5.
Dans toutes ces conditions, les constantes &, £91, €99 et &9 sont a (éterminer.

2.3.3 Conditions a la frontieére Y

Les coefficients &, €5, &, &by et 3 se déterminent en écrivant les conditions sur
X', L’écriture de ces conditions fait intervenir des développements des inconnues au
voisinage de £ = £j. Le calcul montre, cependant, que les quantités vy et v, tendent
vers l'infini quand £ tend vers &; il en résulte que leur développenient au voisinage
de £ = £ n’est pas légitime. La forme conservative des équations permet d’éviter
cette difficulté puisqu’elle ne fait apparaitre v; et v; que sous la forme povs, pov, et
p1vy . Le calcul montrera que ces dernieres quantités sont bornées. En effet, pour
que le développement en petites perturbations ait un sens , il faut que les fonctions
développées restent bornées, c’est a dire que si f = fo(£) + n/1(£)cosf alors | f; |
doit rester finie ( en particulier quand £ — &) ) faute de quoi f; deviendrait le terme
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négligeable devant 7 f; ce qui serait contraire a la notion de petites perturbations .
La mise en forme conservative montre que c’est en fait la quantité de mouvement
qui est développée et non la vitesse elle méme.

La frontiére ¥’ est une surface matérielle ( dite de contact ) et joue le réle d’un
piston:

e Sion laisse le piston se déformer, les coefficients 8, &5,, €53, €5, intervenant dans
Péquation de ¥’ ne sont pas tous nuls. Ce probléeme fait 'objet de ce chapitre
et du chapitre 3.

o Si le piston est rigide, les coefficients 8, £3,, €5, €25 sont tous nuls, mais cela
exige que l'on fournisse une énergie par unité de longueur du fil qui compense la
déformation. Ce cas correspond a I’analogie hypersonique que nous traiterons
dans le chapitre 4.

Soit «' la vitesse de propagation de ¥/. A Dordre 1, I’écriture de la condition de
glissement w' = ¢;, sur ¥’ n’est pas valable puisque la vitesse v; y tend vers 'infini; il
en résulte que l'on n’obtient pas de conditions supplémentaires pour le calcul de vy,
ni pour uy: le probléme n’est donc pas surdéterminé. La seule expression utile de la
condition de glissement sur L/ est celle qui, a l'ordre 0, donne £ c'est a dire u = ',

soit ug — “’—;—l — 0 qui équivaut a py — 0 en général sauf pour a = 2.

Dans le plan Ilg, ’équation de &' est donnée par (2.20) et w’ peut s’exprimer de
fagon analogue a w par :

2 .
(2.79) w = Risin\ = ( _Z a) E%O—w'*
ol X désigne 'angle entre la tangente a ¥’ et le rayon vecteur {fig 3) qui vérifie:

l

By _ By

2 g\ = =
(2.80) cotgA T

Des développements a I'ordre 2 en 7 de (2.80), de cos A', de sin A’ et de w™ donnent
les expressions suivantes :

;. & . n’? 612 / . 2
cotgh = —n=sinf + | = — 2§, | sin 20 + o(n")
€o o \26
(2.81) cos X = cotg\ + 0(1}2)
2
sin X =1—197 él—,— (1 — cos 20) + o(n?)
46’
* ' 4 t 772 6—a !
o =+ (g3 Greos0+ 2 (550) €
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6—a 2 6—-a 2
2 ’ 1 2 1 1
S—o\p _ & 9 (_) &
+7 {(2-}—0[)623 456] + % cos 2 [ T a 521+4€6]
2 ’72
+o + o{—=5
(n°) (Mz

On exprime la conservation de 'énergie & l'intérieur du volume diédrique V, de
sommet O et limité par la portion de ¥’ que délimite un angle  constant centré sur
Porigine O du repére mobile (fig 3).

L’énergie émise en O est transmise intégralement et instantanément au mouverment
de dilatation de X', ce qui signifie qu’il n’y a pas de consommation d’énergie dans V
et que 'apport d’énergie est égal au travail des forces de pression sur la surface 3'.
Dans le repére fixe, on voit ¥’ sous ’angle §. Cet angle dépend du temps et diminue
au fur et & mesure que l'origine O du repere mobile se déplace. Cette diminution de
I’angle 6 compense le flux d’énergie a travers la surface mobile Sy de facon a garder
une répartition isotrope de ’énergie.

L’égalité entre le travail des forces de pression sur ¥’ et 'apport d’énergie en O s’écrit
en tenant compte du déplacement du repére mobile Ozyz:

(2.82) P—[[ ¥ (B” + ﬂﬁ?) 7'dS = 0

El
on p' désigne la pression qui régne sur ¥’ et ou P est la puissance de 'apport de
I’énergie & telle que:

1

T

() .
(2.83) P /0 %{Et"} o = %G(t)Et(a‘l)

L’angle 6 (Annexe 3) s’exprime en fonction de @ par la relation suivante:

(2.84) 0(t) =0 — nﬁ, sinf + {w} n?sin 26 + o(n?)
< 2o

On sait que sur ¥/, § = R™ et dS = Si’:i, par unité de longueur et on développe en
7 jusqu’a Dordre 2 les équations (2.82) et (2.83) respectivement a 'aide de (2.22),
(2.79) et de (2.84). De leur égalité et d’une identification terme a terme, on obtient
une succession de relations liant la déformation de ¥’ aux termes de pression sur

cette meéme surface:

e Ordre 0:

16a(y + 1)

(2.85) Po = po(&) = T2+ o el
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Cette équation permet de calculer la valeur de &, apres intégration du systeme
formé par les équations (2.51), (2.52), (2.53).
Le cas o = 0 est particulier puisque 1’équation (2.85) reste indéterminée car £} = 0;
dans ce cas, le calcul de & fait appel a la conservation globale de V’énergie dans le
domaine compris entre ¥ et le fil [§2.3.4].

e Ordre 1:
Compte tenu de la valeur de po,(£;) donnée en Annexe 6, on a:
6+a\ (B+E
;7 _ AN 1 !
(256) = mie) = - (52) (255

A Vordre 0, la masse volumique po(£) s’annule sur ¥’, avec une pente po, infinie pour
a> 42—72‘;‘ (Annexe 6), sauf pour le cas particulier o = 2 ou elle tend vers une valeur
finie.

Le développement de p(£), & l'ordre 1, au voisinage de £ = £ donne, pour a # 2:

(2.87) p(E) = po(€5) + 1 cos [pr (&) + E1po,(6)] + o(n?)
Or
po(€o) =0
et comme po,(£y) — +00, la masse volumique n’est positive ou nulle, Va que si:
(2.88) & =0
et .
(2.89) p1 — 0 quand £ — &

La condition (2.88) détermine le repere mobile (donc de la valeur de 3). Ce repere est

celui dans lequel la frontiere ¥’ est vue comme un cylindre en translation uniforme
qui ne subit pas de déformations sous I'effet d’ordre 1 de U.

L’équation (2.89) fournit une équation de fermeture sur laquelle nous reviendrons au
§ 3.3 du chapitre 3.

Notons que la formule (2.87) correspond a (2.68) dans le cas particulier ou £ = £
On percoit ici I'un des inconvénients de notre méthode de calcul. En effet, si nous
simplifions fortement la mise en oeuvre du calcul en évitant d’introduire les ; et &’
dans les systémes différentiels, nous nous heurtons a un probleme de précision au
voisinage de & puisque po, tend vers l'infini pour o > 52%;’. Dans le cas de Sedov ou
de Sakurai [2], [8], le terme po, apparait explicitement dans les systemes différentiels
qui sont donc beaucoup plus difficiles a traiter que dans notre cas.

Le choix du repére défini par la condition (2.88) permet d’éviter cet écueil pour Pordre
1, mais celui-ci persiste & l'ordre 2. C’est pourquoi la condition sur la pression sur
¥’ est plus pratique pour nous, quoique nous ayons pu mettre en oeuvre également
le critere de masse volumique nulle 4 la frontiere &'

Compte tenu de (2.88), les conditions sur ¥’, a l'ordre 2, s’écrivent:
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o Ordre 2 effet de la pression:

2ta,r,
8 “%ph

(2.90) oo = —
ol phy = paa(&p)

o Ordre 2 effet isotrope de la vitesse:

4 S B R

2+a, [p’zs 2(6 + a)ﬂ"’]
5

olt phs = pas(£p)

e Ordre 2 effet anisotrope de la vitesse:

@ A a? a 2
(292) f=23 5{)[ Py <+6_+16>£]

- + 7
8 Po (2 + )¢’
ot py; = pxn(éo)

2.3.4 Equation globale de 1’énergie

Les conditions sur £’ ne fournissent que les coefficients déterminant sa déformation.
La détermination de &, &, €22 et de €23 qui interviennent dans les équations sur
le choc, ainsi que celle de € pour a = 0, nécessite d’autres équations. Elles sont
obtenues en exprimant le principe de la conservation de ’énergie dans un domaine
fluide occupant, & 'instant t, le volume V + V' inscrit dans un diedre de sommet O
et d’angle 6.

Le volume V est délimité par le choc ¥, la frontiere ¥’ et la surface latérale conique
S (fig 5).

Le volume V'’ contient des particules fluides non perturbées par I’explosion (particules
situées en amont du choc ).

L’expression de la conservation de 'énergie s’écrit:

w A (i) @ (e 57 ] -
T I

3

ds

33



. -?1_') et 7 et e et Esont les vitesses et les énergies internes spécifiques des milieux
perturbé et ambiant respectivement.
e et € sont définies par les relations:

p p

€ =

o —[fsis,p0MdS et —[f5,.5,,5 ﬁ?—ﬁ dS correspondent aux travaux
des forces de pression sur les surfaces indiquées.

o L’énergie émise en O est transmise intégralement au milieu continu D par le
mouvement de . Elle est égale & — [f5., p¢ n dS .

¢ En appelant Z.;; et Ly, les faces externe et interne du choc ¥, I'équation de
conservation de ’énergie a travers le choc donne:

@) [[ [pe+3THT -7 +0

Compte tenu du fait que [ffy [ﬁ (€+ %?)] dV = 0 et a laide de (2.94), (2.95),
i
I’équation globale de ’énergie (2.93) devient:

1
2
o/ R PRk =2 P 1 52\
—//_ {—=+;P7 T 7 S+/ ——+5p¢ | ¢ndS
5145, -1 2 \Y - 2

e Sur &, 7.7 =v et dS = dr pour un fil de longueur unité
o Sur S, @ =(1— BT Z avec 7 =cosbe, —sinbey

o Le calcul montre que les intégrales sur S; et S, sont d’ordre supérieur a 2 .
Elles peuvent donc étre négligées.

': !
e La condition de glissement sur ¥’ permet d’identifier ¢ 7" a w'.
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Compte tenu de toutes ces remarques, I’équation (2.96) prend la forme définitive
suivante:

I/ [-—+ (u +v2)] v+ [[ v [ 2p(u +v)] ds
(2.97) +// [{——+ ~p(u? +v)} {m+§ﬁ(1—ﬂ)2ﬁz}] ds
—//‘;"W'[’y—_-f+§p(u2+v2)] as - [[ wrds=o

On peut adimensionner (2.97) a laide de (2.19), (2.20), (2.21), (2.22), (2.23),
(2.24) , puis développer en 5 et ( & l'aide de (2. 39) et enﬁn ramener les bornes
d’intégration £ = R™ et { = R aux bornes { = &) et £ = | en faisant des
développements de Taylor des fonctions inconnues aux ordres 0 et 1 au voisinage
de £ = ¢} d’une part et au voisinage de £ = 1 d’autre part.

Une identification a chaque ordre en 5 donne aprés un long calcul:

e Ordre 0:
1 2 14
(2.95) o [ Mol d = (<7 (7 - sy
a0
ou
Ho(€) = po + poup
Ho(l) =2
¢ Ordre 1:
(2.99) /1 {(3@ +2)Hi(€) + 2(—23{1 o€ )vl(é)] €% de
+(3a +2) {26 - €1€PH(E0) } = (v = 1) [(2 + a)plés’ + (e + 6)pheics?]
avec

H1(€) = p1 + uo (pruo + 2poua)
HO(&) = v¥po + /)oua
'Ho(fé) = plo car li[llf__,% po — 0 pour o ?é )
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Compte tenu des expressions de pj et de p, le second membre de I'équation
(2.99) est équivalent & —W g,y avec
16aB(v* — 1)(a + 6)
w(2 + )®6E8
Dans le repere défini par (2.88), les équations de I'énergie a 1'ordre 2 sont:

(2.100) Wiy =

— Ordre 2, effet de la pression:

@101 [} Haal€)6*de + 26 ~ S0

7(2 + a)?
ny 4,
(7_1)[ 041’22 m€22€031’6]

~ € Mol &) =

ou
Haa(€) = pag + uo(paztio + 2pouze)
— Ordre 2, effet isotrope de la vitesse:
5 10 ! 3 . 3.  20°-1)(0-8)7
(2.102) /66 Haa(€)E7 €+ 2(&s + 761) ~ EERNCUNTI
1 1 o
+551H1(1) + —ffHoﬁ(l) — &b Hol£0)
1., &, o,
=(v-1) [ 5041723 21 afzséospo]
avec
1
Hos(€) = pas + uolpasuo + 2poug3) + pruouy + é‘ﬂo(ug + Uf)
[P 3y -2 st 41— 1], 4G =30 - )
H‘(l)_[ 2+a)(r2-1) bt 2+a
la valeur de Ho, (1) est donnée en [anuexe 4]
— Ordre 2, effet anisotrope de la vitesse:
109 [ a6+ g {Faloyl) + guerale)}| € ae
+2(£a1 + 35%) + —{1’}-{1(1) + ‘5127'(%( ) = €166 Ho(&G)
+6ui(1) = (v — 1) [ £o'P + 52150 10]
avec

1
Har(€) = Par + to(partio + 2potiar) + pruious + 5 po(ul — v1)
7:(1(5) = vp; + ua(pruc + 2pguy )
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Les systémes sont maintenant fermés et leur intégration donne les solutions
propres a chaque ordre d’approximation.

Il n’y a pas de solution analytique sauf pour le cas a = 0 ou la solution d’ordre
0 est explicite ainsi que la solution d’ordre 1 dans le repére mobile de vitesse U.
L’acceés aux solutions se fait par voie numérique et il est treés important d’avoir
une bonne précision pour la solution de base puisque la résolution des ordres
supérieurs en dépend. Les méthodes numériques utilisées sont diverses, mais
certaines s’adaptent bien & nos problémes: nous les exposons dans le chapitre
suivant.
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Chapitre 3

Résolution et traitement
numeérique

3.1 Calcul de I’écoulement de base

Cet écoulement est régi par le systéme fermé suivant :

6(/)05)5 = —2pyug
=1 2(~ N
€ | pouos + G 5 )Po ((9 )) poto — 3pouy — (v — 1)po
2 ¢ 2
(v +1
(3.104) € [posoc], = 4((2 ,++a)) po — 2potio(se + 1)
po(l) =1
po(l) =1
'llo( ) 1

Sedov a montré P'intérét d’introduire une variable auxiliaire zg afin de pouvoir
ramener (3.104) & une succession d’équations différentielles [2].
Cette variable zp est définie par:

(3.105) 5= 10

o

La substitution de zo dans les trois premiéres équations du systeme (3.104)
donne les deux équations différentielles suivantes:

oo - (2525 2 (252 2
4y
2

(3107) < [ezu] + (7 = g, = 2 2y

+
.+_

C‘Sl lm



L’élimination de £zy, permet ensuite d’aboutir
aux équations différentielles ordinaires:

dz
(3.108) d—u% = Gy(uo, 20)
avec
zo(1) =y et 29 € {y,+00]
1
ug(l) =1 et up € [1, 7—:—;—],
dl
(3.109) 088 _ (2, (uoy 70)
dug
avec
¢ =1 sur Je choc;
(3.110) dlogpo _ Gs(uo, 20)
dlogé ’
avec
po(l) =1

Les fonctions Gi(ug, z6)(: = 1,2,3) sont données en Annexe 7.

La recherche de la solution du systeme (3.104) revient donc a intégrer successivement
les équations (3.108), {3.109) et (3.110).

Nous déterminons la constante & a partir de (2.85) soit:

| _2f atixd) JF
(3.111) =g L(‘z ¥ a)%}

La masse volumique py(€) peut-étre calculée éventuellement a partir d’une formule
simple dite intégrale d’adiabaticit¢”, déduite par des considérations dimensionnelles
[2] (voir chapitre 4).

En effet, ’écoulement au sein du milieu Dy est adiabatique et I'entropie de chaque
particule fluide se conserve.

Ainsi, po s’exprime en fonction de zg, de ug et de £ par la formule suivante:

- (2+4a) 9 A 1 (2—o) v
(3.112) Po = [(TU) {7_——l—< {i— —Uo)} 58}

avec

1
T v(2+a)—4

L'utilisation de cette formule reste délicate car py décroit lentement vers zéro a
la frontiére %' [11]; ceci est trés cofiteux du point de vue numérique puisqu’il faut un
maillage serré. La vitesse de convergence est plus rapide en intégrant directement
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I’équation (3.110). Le coefficient v tend vers l'infini quand 4(2 + a) = 4 mais, grace
aux relations dimensionnelles , nous trouvons dans ce cas une relation simple qui lie
zp et &

-1
- y—1
(3.113) 20 = YE | —o——
2 (3 - w)
La résolution de ce cas revient a intégrer successivement les équations différentielles
suivantes:

dlogf
(3.114) ™ = Gy(uo, )
dlogpo
(3.115) T Gs(uo, &)
avec

ug{l) =1l et po(l) =1

(les fonctions G, 7 = 4,5 sont données en Annexe 7).

Pour déterminer £ , on partage réguliérement I'intervalle [1, “’zi] et on integre (3.114).
A T'aide de (3.113) et de (3.105) , nous déduisons zg et pg une fois pg calculée.

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (Annexe 8) est 'une des méthodes
numériques utilisées pour intégrer les différentes équations différentielles. Le pas
d’intégration est arbitraire, mais peut étre choisi en fonction de 'exposant c.

En voici quelques ordres de grandeurs:

pour
0<a<l,pas~1071

I <a <14, pas~ 1072

ld <a<?2, pas~107*2107°

La méthode d’Adams Basthforth d’ordre 4 {20] (Annexe 9) peut-étre utilisée
conjointement avec la méthode de Runge-Kutta pour intégrer (3.110) et (3.109).
Pour éviter les erreurs dues a la discrétisation, nous gardons le méme pas
d’intégration, donc la méme variable d'intégration utilisée dans la résolution

de (3.108).

Nous arrétons les itérations lorsque la masse volumique pg est suffisamment petite
(voisine de 1073); £ tend alors vers une constante qui est £; . On détermine ainsi le
premier terme de R™ .

3.2 Fonctions de répartition

Conformément aux explications du chapitre 2), §2.3.1, nous allons expliciter toutes
les fonctions de £ grace a la variable A; par les développements de (2.21), (2.22),
(2.23) et de (2.24) suivants:
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(3.116)  p= (%) 70" (€,0,m)
v
()+0’) PE fo 2.«
eun  p= TR E 0
_ (2+a) E€0
(3.118) 0(/+1) ; c(E,0,7m)
_ (2+0) Eé,
o) o= 2 e
avec

1
Pp* = pa(As) +npi(As) cosb + 7 {'—sziz(&) + pEB(As)}
+0°ph(As) cos 20 + o(n’) + 37

1
£7p" = pa(Xs) + pj(A,) cos 0 + 7 {ﬁap&(%s) + P;3()‘S)}

2 e 2 772
+1°p3{As)cos 20 + o(n”) + o(l\:]—2-)

Fi%

, [ 1
Eu” = () + pui{A,)cos O + n? {ﬁu;Q(/\s) + 163(,\5)}

2
+n%u3, (Ns) cos 20 + o(n?) + o(%)

Ev™ = qui(X,) sin @ + p*us(As) sin 20 + o(n°) + 0(12)
M
Les expressions de toutes les fouctions de A, sont données en Anncxe 10.
Les fonctions "étoilées” constituent ainsi les fonctions de répartition de 1’écoulement
compris entre le choc et ¥/, c’est & dire pour € € [R™, R].
En appellant p. ,p. st ,v. les valeurs des fonctions (3.116), (3.117), (3.118), (3.119)
sur le choc, on peut obtenir les fonctions de 1epa‘1t1t10n normées suivantes:

(3.120) ﬁ = po(As) + np1{As)cos 0+ {%ﬁn()\s) + ﬁza()\s)}
+n%pa1(As) cos 20 + o(n®) + 0(.}:74?2)

(3.121) 117); = po(As) +npi(As)cos b + 7 {M—l_‘ 22{As) + 1323(/\5)}
+7pa1(\s) cos 20 + o(n*) + (%—i)
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' 1
(3.122) ;—l = 1ip(A,) + it (A, ) cos @ + 7° {ﬁﬁﬂ()‘s) + 1]23(/\3)}

c

2
Fan(As) cos20 + o(1”) + o=

(3.123) ;”— = Go(hs) + 791 (As) o 8 + 52 {Ba0(\s) + B2 (As) cos 26}
[+ 772
+o(n*) + O(ﬁf)

Les fonctions "tilde” sont données en Annexe 10

3.3 Résolution des équations d’ordre 1

Un des principaux soucis pour résoudre les systemes différentiels est de savoir si les
solutions trouvées sont hornées, en d’autres termes si les solutions sont physiquement
acceptables. Dans le cas de I'explosion ponctuelle [4], on a constaté que u; et vy
présentaient un comportement singulier sur L. Afin d’éviter cette difficulté, nous
introduisons comme en {4] les inconnues auxiliaires pou; et pgvy qui représentent la
quantité de mouvement radiale et orthoradiale de la vitesse de chaque particule fluide

Grace aux équations sous forme conservative (2.51), (2.52), (2.53), nous pouvons
écrire (2.54), (2.55), (2.56), (2.57) sous la forme matricielle suivante:

— —
(3.124) (M) {xl} — [F] {xl}
1

T

ol {i’:} = ‘7{]
%
P

avec

I = o

Y1 = poly

21 = pPoh

p=log¢

(%), = (%

[My] et [F1] sont des matrices carrées 4 x 4 dont les coefficients dépendent unique-
ment de zp et de ug; leurs expressions sont données en Annexe 11.



En inversant la matrice {My] , nous obtenons une forme simplifiée de (3.124) qui
s’écrit:

(3.125) (=} - SrI{%}

ou D représente le déterminant de {M,] dont ’expression est donnée
en Annexe 11,
[P,] étant une matrice 4 x 4 dont les coefficients sont donnés également en Annexe 11

La résolution du systeme d’ordre 1 revient donc 4 déterminer :

¢ La position du repere mobile par rapport au repere fixe 1ié au fil ; cela consiste
a calculer le coeflicient 3

o La déformation que subit le choc ¥ sous l'effet d’ordre 1 de U ; cela implique
le calcul du coefficient. &

e Les inconnues auxiliaires 2y, y;, 21, puis les vraies inconnues py, u;, vy et py
caractérisant ’écoulement d’ordre 1.

Ainsi, les inconnues /3, &y, vy, y1, 23, 1 satisfont les équations regroupés ci-dessous qui
sont respectivement les équations du mouvement (3.125), la condition sur le choc
(2.75, la condition qui détermine le scalaire 3 donc du repere mobile (2.88), les
conditions sur ¥’ (2.86) et ’équation de I’énergie {2.99):

(3.126) (x} - 5]

(3.127) {Xie=n}=a{xi}+{%a}

(3.128) € =0

(3.129) &+8+ (éig) z—éfé =0

(3.130) [ [(3& FOH, + zf—:l‘flﬂovl] €3 dé + 2(3a + 2)¢,

— (3 + 2JE1ETHo(€)) = (7 — 1) [(2 + @)pl€5" + (6 + a)€1 65y

— —
Les expressions des vecteurs {.\11} et { X12} donnés en Annexe 5 contiennent

les termes po (1), po.(1) et ug (1) explicités en Annexe 4.

Il est commode d’utiliser comme a l’ordre 0, la variable zo platot que € pour intégrer
les équations (3.126) et (3.130). En effet la discrétisation sur zg a été choisie réguliére
alors que celle sur £ ne lest pas puisque c’est une conséquence du calcul d’ordre
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0. Les méthodes numériques sont moins commodes & mettre en oeuvre et leurs
performances que nous avons testées en sont affectées. Il est donc nécessaire de
reformuler les équations (3.126) et (3.130) en prenant z, comme variable:

o A laide de (3.108) et (3.109), le systeme différentiel (3.126) devient :

(3.131) 562—0 {)_('1} = —3:})1 (2] {ECI}

o L’évaluation de I'intégrale

1 2(2 .
= [(30 )M+ —(-ff—a—)Hovl] £ de,
& v+1
ol les expressions H,; et H, sont données en (2.99), revient a chercher la solution

de P’équation différentielle:

dz 22+ a) - 3
3.132 — = 1{(3 2 ———Hy °d
(3.132) & [(a+)H1+ P HOUI:|§ €
limZ =0
£—1
IimZ =W,
£—&f
W, vérifie I'équation:
(3.133) Wy = (30 +2) [26 — 1657 Ho(€0)]

~(v =D [2+ )&y’ + (o + 6)E167p0)

A Taide de (3.108) et (3.109), cette équation différentielle peut s’écrire en
prenant z, comme variable:

dT 2(2 ~
(3.134) =Dy [(3a +2)H + M%vl € de
20 v+1
IimZ =0
20—
lim Z=W,
20—+ 40X
5§4f2
Dy =
! Zofl

Cette reformulation sous forme différentielle permet de procéder au calcul de
7 simultanément, & chaque pas de calcul, avec celui de (3.125).
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Nous intégrons alors (3.131) avec les conditions (3.127) a l'aide d’une méthode
numérique simple (Runge-Kutta ou Adams-Bashforth). Nous déterminons 3 et ¢;
grace a deux criteres alternatifs, phyvsiquement équivalents, ce qui permet de vérifier
la validité des résultats :

¢ Le premier critére est celui de la conservation globale de I’energie; 3 et £; sont
définies comme étant les solutions des équations (3.128) et (3.133)

o Le second critére repose sur le fait que la masse volumique p tend vers zéro
au voisinage de ¥’ a 'exception du cas a = 2. Le développement de p™(R"™) a
lordre 1 donne:

(3.135) P (R") = p(&) + nlpi(&o) + €1poe (£9)] cos O

On sait que pg(€y) = 0 alors pour que p*(K™) tende vers zéro, il faut que le
terme d’ordre 1 en 7 s’annule également, soit:

(3.136) p1(&o) + £1p0 (&) = 0
avec & =0

B et & sont définies comme étant les solutions des équations (3.128) et de
(3.136). Le calcul numérique montre que ce critere de masse volumique nulle
a la frontiere ¥’ représente bien la solution physique puisque la solution qui
vérifie

m(R™) =0

est aussi celle qui vérifie (2.99).

On sait que le calcul est correct car les valeurs de 3 et de £; trouvées pour chacun des
deux criteres sont les mémes. Nous avons récapitulé dans un tablecau [Tabl] toutes
les constantes caractérisant le repere mobile et les déformations respectives du choc
et de la frontiere &', Les valeurs de f calculées sont voisines de 0.5: plus I'exposant
o est grand, plus 3 est voisin de 0.5 et plus le choc s’aplatit a contre courant car le
coefficient £, passe d’une valeur positive a une valeur négative.

Nous avons déterminé les solutions de I’écoulement d’ordre 1 dans le repére mobile.

Pour terminer considérons la solution de base translatée & la vitesse AU par
rapport & O.
Pour donner ’expression de la solution dans le repere fixe lié a O, on peut exprimer
la translation & la vitesse 3U sous la forme d’une perturbation.
Avec les notations de la figure 3 et de 'annexe 3, on a:

3*9*(1 — cos 26)

£= €+ Bneosd + —y o(n’)
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é [uo(f) + 7 cos éul(f)] = £cos(f — é)uo(f) + (27_:-:)[377 cos @
(3.137) €nsin O, (€) = Euo(€) sin(d — §) — 2(27_: ),Br] sin 6

po(€) + n cos Bp(€) = po(£)
€ [po(€) + 1 cos Bps(€)] = €%po(€)
Nous effectuons des développements au voisinage de £ = ¢ des inconnues ug, us,

v1, Po, P1, Po, P1 €t par identification, nous déduisons les expressions suivantes, pour
les fonctions de perturbation:

pi(€) = —Bpo,(£)

(3.138) p() =8 [“poé(é) + of(f)]
wiér=altl_y 20+
Ux(f)-—ﬁ[g{ ol€) + 2+ a } oi(f)]
on(é) = 2 _2+y
v (&) = E [Uo(é) 21 & ]

Les fonctions définies par les formules (3.138) vérifient le systeme d’équations (2.54),
(2.55), (2.56), (2.57) et constituent les formules de transport de la solution de base
vue depuis le 1epére fixe 1ié au fil.

Cependant, ’équation de conservation globale de Pénergie (2.99) n’est pas vérifiée
par ces fonctions. En effet, la translation de la solution de base correspond a une
dépense d’energie égale au travail des forces de pression sur la frontiere £’. Une
forme finie de ce travail lors d’une translation pure de vitesse U exprimée dans le
repere fixe (donc telle que & = & = 3) de la solution de base est donnée par la
relation (2.100) [4].

Cela signifie qu’une partie de I’énergie est dépensée en translation pure de la solution
de base et qu’une autre partie correspond & dans une distorsion pure de I’écoulement
autour de ¥'.

Les expressions {3.138) ne sont pas bornées en ¢ = ¢ pour a > 42-72:' eten £ =
pour o = 0 (Annexe 6), ce qui prouve bien qu’une solution bornée ne peut étre
obtenue, Vo, que dans un repere ol cette translation n’existe pas c'est & dire £} = 0.
Ainsi, nous avons la certitude que l'introduction du repeére mobile est le seul moyen
de déterminer une solution bornée a 'ordre 1 quel que soit 0 < o < 2.
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3.4 Résolution de 'ordre 2 propre
a l’effet de p

Nous avons montré dans le chapitre 2 que 1’on ne peut plus négliger effet isolé de p
dés que le choc s’affaiblit. De la 'importance d’étudier ’écoulement relatif & Deffet
de p. '
Nous adoptons la méme démarche que pour la résolution de 1’écoulement d’ordre 1.
Grace aux équations (2.51), (2.52) et (2.53), les équations (2.58). (2.59) et (2.60)
peuvent éire écrites sous la forme matricielle suivante :

= [F2O] {Y22}

(3.139) [M;] {X”n}

ol

"

€T

- 22 )

Xt = Y22 est le vecteur inconnu tel que :
P22

T2 = P22uo

Y22 = Poliz

[Ms] et [Fyo] sont des matrices carrées 3 x 3 dont les coefficients sont donnés en
[Annexe 11].

L’écoulement et les déformations respectives &, et &332 du choc ¥ et de la frontiere
5/ sont entierement définis par les équations regroupées ci-dessous qui sont respec-
tivement les équations du mouvement {3.139), la condition sur le choc (2.76), la
condition sur X’ (2.90) et I'intégrale de I’énergie (2.101):

— 1 -
(3-140) {Xzz} = E[PZO] {)‘ 22}
n
ou D' désigne le déterminant de [Mj]

[Pyp) une matrice 3 x 3, dont les coefficients sont donnésen Annexe 12;

(3.141) {?22(5 = 1)} ={n {?221} - {:}7222}

1 2 +a ! pIZ‘Z
2 =— 2
(314 ) 622 ( 3 ) 0 P{)

4y +1)

_ '3 !t
7(2+a)2 60 £2ZPU

(3.143) /; (P22 + uol@2z + 2y22)] €3 dE + 263 —

Polobrs
)riccs

1, .
=(y-1) {?jpnfo + (2+a

— —
Les expressions des vecteurs {X 22,} et {X 222} se trouvent en Annexe 3.

La résolution de 1’écoulement propre a Veffet de la pression P s’avere plus délicate.
En effet numériquement deux problemes se posent:
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o Le premier est celui de lintégration du systeme (3.140). Certains coefficients

de la matrice [Py} tendent vers I'infini quand wy — 2L, ce qui signifie que la
2 u1 sig

matrice [Pyo] peut avoir des valeurs propres tres grandes. Il s’ensuit que les
solutions du systéme (3.140) peuvent tendre vers linfini.

o Le second est celui de la recherche des racines d’une équation dégénérée du
type [oo — oo] = 0.
C’est le cas de I’équation:

p22(€6) + €200, (€5) = 0
puisque le produit §5,p0,(£o) peut tendre vers linfini du fait que &5, # 0.

Il est donc préférable de travailler avec une variable bornée ( ¢ par exemple ).
L’intégrale

1
I= /E’ [22 + ol + 2y22)] € d€
0
peut étre évaluée en intégrant 1’équation différentielle suivant [20}:

dT

(3.144) " €% [pa2 + o222 + 2u20)]
llmZ =0
£l
lim 7 = Wy,
E—Ef

ou Wy, vérifie ’équation suivante:

4(v+1)

'3
W+P650522—0

(3145) "‘/22 - 2522 +
Le coefficient €3, apparalt comme une inconnue, le coefficient £, étant déterminé a
partir de (3.142).

—
Les composantes du vecteur {X 22} sont les solutions du systeme (3.140).

Cette reformulation permet d'intégrer simultanément, a chaque pas de calcul, les
équations (3.139) et (3.144).

Les méthodes numériques utilisées pour intégrer les diverses équations sont les mémes
que pour l'ordre 1 ([21],[22]). Nous pouvons vérifier la validité des calculs en utilisant
le critére de masse volumique nulle & la frontiere ¥'. Le développement de p*( R™)
jusqu’a Vapproximation d'ordre 2 qui tient compte de V’effet de § donne:

(3.146) P (R™) = po(&y) + n cos Op1 (& + €100, (€0)]

2

+%—2[p22(53) + €50, (65)]
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Puisque les termes d’ordre 0 et d’ordre 1 en 5 sont nuls ﬁx la suite des intégrations,
alors le développement (3.146) s’annule si le facteur de %7 Pest également, soit:

(3.147) p22(€o) + Es2P0, (&) = 0

Lorsque les calculs sont corrects, les valeurs de €25 calculées pour chacune de ces
deux équations sont identiques. Le tableau 1 donne les valeurs de &, et de £, pour
différentes valeurs de « et pour trois valeurs de ~.

3.5 Résolution de Pordre 2 propre a
Peffet isotrope de U

Contrairement au cas de ’explosion ponctuelle [4], I"écoulement propre a l'effet
isotrope de I est découplé de ’écoulement anisotrope d’ordre 2 puisque les équations
qui le régissent ne contiennent pas de termes en pgvy. Par conséquent, leur résolution
ne dépend que des résultats d’ordre 0 et d’ordre 1. Comme dans les paragraphes
précédents, nous pouvons mettre sous forme matricielle les équations (2.61), (2.62),
(2.63). Cette forme s’écrit :

(3~148) []”3] {Y%}u = [on] {Yza} - {X)l}

ou
X
- s . .
Xoap = Y23 désigne le vecteur inconnu tel que :
D23
Z23 = pP2silo
Y23 = pPolizs
A
. —
et ol { A 1} = A2 est un vecteur dont les composantes sont
As

données en Annexe 12

Les inconnues 223, ¥23, P23, {23 €t &y sont entierement définies par les équations
du mouvement (3.148), la condition sur le choc (2.77), la condition sur la frontiere
¥’ (2.91) et Péquation de ’énergie (2.102) regroupées ci-dessous:

(3.149) {?23}” = %{on] {?23} VAR {X’l}
(3.150) {}?za}{:l = {2 {}?231} =& {?232} - & {?233} + {stq}
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' _ Pza 2(6 + @) _@i
(3.151) §p3 = — ( )fo 2 <—(2 n a)2) (112}
1 a2 _ A2
(3152) /él [P23 + Uo(123 + 2y23)] €3 df + 2({23 + %{f) _ 2( 7 1)(1 ﬂ)

@ +ar
1 1 1 / 4
+5EaMalL) + 76 o (1) — i€ = (1= 1) [5pnte! + (5= ) P660)

. = = - - ,
Les expressions des vecteurs {A 231}, {X 232}, {X 233} et {X 234} sont données

en Annexe 5.
Nous procédons de la méme fagon que pour la recherche de la solution
de 'écoulement propre a leffet de p :

e Le calcul de I'intégrale 7 = fg [p2s + wo(@23 + 2u23)] €2 d€ peut se ramener &

Pintégration du probleme différentiel suivant:

dT
d{ = ¢ [P2s + o223 + 2y93)]

avec
IimZ =0
=1

Im 7 = Wy
E—E]

(3.153)

W4 vérifie I'équation:

¢ ~2 — 3)\2
150 Wadew+ 36+ I e
1, —1)(6 L
—foﬁoe( ) +Pofo oz + W 23 =0

Le coeflicient &;3 est défini comme racine de (3.154)

o Le coefficient £}, est déduit de (3.151)

Les composantes du vecteur {X 23} sont déterminés comme étant les solutions
du systeme (3.149)

1l est également possible de déterminer £33 en utilisant le critére de masse
volumique nulle a la frontiere X'
Le développement de p*(R'™) a 'ordre 2 s’écrit:

2
(3.155) p"(R™) = po(€h) + 11cos O[pa(£)) + €, po, (€5) + %{pﬂ(a’)) + €500, (£0)]

+1%[p23(£5) + Er3p0,(£0)]
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Le critére impose:
(3.156) p23(&0) + féspoe(f(l)) =0

€23 est déterminé comme étant le zéro de I’équation (3.156).

Les mémes difficultés numériques rencontrées pour la détermination de &3 se
posent pour la détermination de £33 a partir de (3.156) puisque &3, n’est pas nul et
limg_.gy po, — o0 pour o > 4212;’

La méthode d’Adams (Annexe 9) s’applique bien au systéme avec second membre et
les résultats obtenus sont satisfaisants puisque les valeurs de €23 calculées a partir de

(3.156) d’une part et (3.154) d’autre part sont les mémes.

3.6 Résolution de ’ordre 2 propre a
I’effet anisotrope de U

Les équations (2.64), (2.65), (2.66) et (2.67) peuvent étre écrites sous la forme ma-
tricielle:

(3.157) (M,] {?QI}u — [Fa] {X”Zl} _ {Tl}

ou
21
3 Y21
22
P

est le vecteur inconnu tel que :
T21 = Partlo
Y21 = Uz1P0

Z2 = poU2

[F21] est une matrice carrée 4 x 4 dont les coefficients sont donnés en Annexe 11.

M

— Py
Ayt = 2
SON
Xy

est un vecteur dont les composantes A} (i = 1,2,3,4) sont données en Annexe 13.

Les inconnues 2,1, Y21, 22, Pa1, €21 et &, sont entierement définies par le systeme
fermé suivant :

(3.158) {X’} = 5Pl (R} - a0 {K'}
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(3.159) {2?21(6 = 1)} ={n {?211} =& {)_()212} —- & {Yns} + {?214}
(3.160) &, = _(M) ¢ [lﬂ _ {a2+6a+ 16} _ﬁi]

8 Po (2+a)? &’
1 ) . . 1
(3.161) /E’ [’Hn + TH1 (Hovz + %Hlvl)] £ dE +2(6n + 2512) + 55}7'{1(1)
1 I 1 ’ ’
76 Mo (1) = rheSeh + (1) = (7= 1) [ + (57 ) mieies]

avec
¢ 1 1 2 1 2

Har = pa1 +uo [T + 2yn + — (2191 + zy1 — 521)

Po 2 2

. 1 - . z
Hova + 57'[1'01 = z(20 + ué) + ﬁ {vpr + volz1 + 2u1)}

7 < < ey 4 . .
Les vecteurs {AX 211}, {/\ 212}, {‘\ 213} et {X 214} sont donné analytiquement

en Annexe 5.
La substitution de (3.160) dans (3.161) fournit I’équation ci-dessous:

3 1 1. ) ia

(3.162) War — 2(Ea1 + 153) - 5517{1(1 ) — ng?—tofu) + pobE,

o? 4+ 6o+ 16
2(2 4 a)?

=&n(l) + { }P{)fgzﬂz =0

dans laquelle Wy, est un résultat de calcul issue de I'intégration du systéme diffé-
rentiel suivant:

dZ 2 . 1~

% = {Hm + m (Hovz + 5”1”1)} '53
imZ =0

£

lim 7 = W-
by 21

Le coeflicient €3, peut étre déterminé soit par la résolution du systeme fermé
(3.157) a (3.162), soit par la résolution du systéme constitué par (3.157) et équation
ci-dessous:

(3.163) p21(€g) + € po, (&) = 0

Cette équation est écrite selon le critéere de masse volumique nulle a la frontiere ¥'.
On annule ainsi les termes d’ordre 2 relatifs 4 Ieffet anisotrope du courant dans le
développement de p*( R*).
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3.7 Explosion instantanée (a = 0)

L’energie & ne dépend plus du temps, elle est constante et coincide avec I'apport
d’energie E.

Sedov [2] a mis en évidence une intégrale premieére de I’energie (voir chapitre 4), d’ou
Pexistence d’une solution analytique qui s’écrit:

2
EUg v+1
29 = —————— avec €l——-,1
TS
(3.164) € = [uo(y + 1 — yue)] * e
_ [ =Dy +1 = )]
po== 3+ 1 — 2u
1
Po = —Zofo
¥
ou
U S A o
T\v -1 0 7 —1
gl IO 2
m = el vy =
T P24

Si on substitue la valeur a = 0 dans (2.98), I'égalité n’a de sens que si & = 0
puisque py # 0.
Cela signifie physiquement que la frontiere matérielle £’ n’existe pas dans ce cas.
Dans ce cas, I'équation globale de 'energie (2.98) s’écrit compte tenu de (2.85):

-1

&

(3.165) /01 [po + poud] € dé =

La valeur de £, peut étre déterminée a partir de (3.165) en évaluant I'intégrale
par une méthode numérique simple telle que la méthode des trapezes.

La détermination de ’écoulement propre a leffet de P seule peut se faire en
prenant dans toutes les équations la valeur « = 0.
La substitution de £ = 0 dans (2.90) donne:

52:0

Cela montre que l'effet de P n’entraine pas ’apparition de la frontiere X',

La solution relative & 'effet de la contre-pression peut étre calculée en intégrant
(3.139) et (3.144) pour a = 0. Les calculs effectués par nos soins donnent &z =
0.9919.

La comparaison de nos résultats avec ceux de la littérature, en particulier ceux de
Sakural est satisfaisante.
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La variable z utilisée par Sakurai est identique & celle de Sedov ( notée A, dans notre
cas ). Elle est reliée a ¢ par:

(3.166) €= X+ 141 cos8 + 72 Az + o(n?)

Nous avions pu établir une correspondance entre les fonctions f, g, A de
Sakurai et les fonctions u*, p*, p* utilisées ici. On obtient:

o Ordre 0:
A,) = 2 A A
Jo(Xy) = (m) suo{As)
{2
(3.167) go(Xs) = (7 n 1) Xpo(As)
1
to() = (257 st

Ces fonctions fy, gg, by vérifient le systeme d’équations (2.12)

o Ordre 2 ( effet de 7 ):

Atz Ae) + MaBpptiog(As) + Agu(N,)]

Mpaa(As) + A Agapoc (As) + 20, Bzapo(A,)]

—_ —— —

) A’ [pzz(/\s) + A22P05(/\3)]

-2
|
p—

A22 = Ay — 0

2—n

o = =
T

Ces fonctions f;, ga, by verifient les équations (2.58) ,(2.59), (2.60). La substi-
tution de nos resultats ( & ,u; ,p; ,p; avec j = 22) dans les relations (3.168) a
permis de tracer les courbes définies par :
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fa(As)

P2(As) = Y=ol
_ gZ(As)
(3169) 1»[)2()‘3) - go()\s)
_ ha(%s)
x2(/\s) - hZ(/\s)

L’identité des courbes obtenues (fig 7) avec celles tracées par Sakurai {8]
est manifeste. L’equivalent de {5, est noté A, par Sakurai et ces deux
coefficients sont liés par la relation :

(3.170) Ay (Sakural) = 2A(20 — 3)&s

Ainsi,
pour v = 1.4

—XAi(Sakural) = 1.9836
—A; (calculé par (3.170)) = 1.9838

pour v = 1.67

—A(Sakurai) = 1.9374
—Ay (calculé par (3.170)) = 1.9392

Une autre vérification de la validité de nos calculs s’obtient en comparant
ceux-ci avec ceux de Sedov [2] avec contre-pression seule. Sedov utilise une
variable de perturbation appelée ¢, égale a I'inverse du carré du

nombre de Mach M, du choc défini par:

w 24+ a) W'
3.171 M.=Y = <__> T
(3.171) —2- (3%
Dans le cas présent, ¢ et ¢ sont liés par la relation:
(3.172) q=4y¢(1 — 67(&22)

Comme Sedov exprime sa solution sous forme d’un développement du

premier ordre en ¢, une identification montre que:

-les termes d’ordre 0 du développement de Sedov sont liés aux termes

d’indice 0 de nos répartitions (3.120), (3.121), (3.122) par les relations:

fo(SedOV) = ‘ll() go(Sedov) = ﬁo ho(sedov) = 150
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-les termes d’ordre 1 du développement coincident avec les termes d’indice
22 de nos répartitions tels que:

fi1(Sedov) = Yip, 91(Sedov) = 154, hy(Sedov) = 1py,

Sedov note ! la coordonnée sans dimension du choc; avec nos
notations, on obtient:

(3.173) 2= ( R )2 =

I3 £

1
4
ou

A est une constante positive voisine de 2

et R est une longueur caractéristique définie par:

[E
3.174 Rf =.,/=
( ) 0 >

Compte tenu de (3.172), nous pouvons développer (3.173) au premier ordre en
q. Le développement ainsi obtenu coincide avec celui de Sedov si:

(3.175) by =-A

| =

La constante A est celle —\; de Sakurai et vaut 1.9836 pour v = 1.4 dans le
cas d'une explosion cylindrique [8]. Cela conduit a £, = 0.9918, cette valeur
est a comparer a £ = 0.9919 obtenue par nos calculs.

Quant a Veffet de premiére approximation de la vitesse { ordre 1 en 7 ), nous
constatons que si I'on choisit & = 0 ( ce qui, physiquement, signifie que le choc
ne se déforme pas sous ’effet d’ordre 1 de T ), la solution triviale dans le repere
mobile &/,

p=0
p=0
(3.176) u; =0
vy =0

vérifie les équations (2.54), (2.33), (2.56), (2.57) et (2.99).

Cette solution impose 3 = 1 pour que les conditions sur le choc (2.75) soient
satisfaites.

Physiquement, cela signifie que 1’écoulement consécutif a l’explosion instan-
tanée du fil est entrainé & la vitesse U du milieu ambiant.

Pour démontrer I'unicité de la solution bornée et de son indépendance vis-a-vis
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des repéres , exprimons la translation i la vitesse SU de écoulement de base
par rapport a O.
Les fonctions définies par (3.138) s’écrivent pour a = 0:

Pl(é) = "5Po¢(f~)~

(3.177) n(d) = -8 [2”%(5)
. 1 N .

w() =8 [z {’7 +1- Uo(ﬁ)} - ng(ﬁ)]

G

0(é) = ?[uo(.f) (4 1))

Ces fonctions ne vérifient les conditions sur le choc exprimées dans le repere
fixe (obtenu en faisant formellement 3 = 0 dans (2.75)) que si §; = =1 et
ne restent pas finies en & = 0 (£ varie de 0 a 1 puisque la frontiere ¥’ n’existe
pas); par contre, elles vérifient bien I"équation globale de l'energie (2.99).
Pour le montrer, écrivons les équation locale et globale de I'energie dans le
repere R.

La forme conservative de ’équation locale s’écrit:

(3.178) rpW, + rpuW, + poWy —rp, = 0
avec
T NP Lo, o
W=|——]=~+-
(7_1>/}+2(u +v7)

On remplacera ¢ par £ dans la suite pour simplifier les notations.
Le développement & l'ordre 0 de ces équations pour a = 0 permet d’aboutir
aux formes adimensionnées suivantes:
On obtient pour la premieére:
4

La substitution de (3.138) et de (3.179) dans (2.99) pour & = 0 donne ’équation
suivante:

2

-1
(3.179) [63 {6(71)0 + poud) + | £
-1

) + ( 3
+&* [5(‘71’0 + poug) + ( 5
S

La seconde est formellement identique a (2.98)

! 3 2
= [ €0 + poud)], e
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2 _
(3.180) +7% /01 [53 {E(’)’Po + poul) + (7_21) po}L d¢

o (7)) 20

Nous voyons que les conditions sur le choc (2.74) vérifient bien cette équation
intégrale.

Ainsi, on peut conclure que tout se passe comme si I’écoulement de premiére
approximation reste & symétrie cylindrique, mais translaté & la vitesse U. On
peut vérifier que les écoulements issus des effets isotrope et anisotrope d’ordre
2 de U admettent également dans R’ les solutions triviales :

pi =0
(3.181) p; =0
u; =0
avec 3 = 23,21
vy =0

a la condition que g =1, £ =0 et £ =0 ( j = 23,21) La vitesse U n’a donc
pour effet que de translater globalement I’écoulement de base. Cela est vrai du
fait que £ ne dépend pas du temps et que le repére mobile est galiléen, tout se
passe comme s1 F avait été apporté a t = 0 en O, fixe par rapport au milieu
extérieur. La seule solution bornée est donc la solution triviale exprimée dans

%I. '

3.8 Casa=2

Dans ce cas I'énergie émise par le fil prend la forme:
(3.182) & = Et?

et, avec les grandewrs primaires E, P et ¢, les variables correspondant & U et a
P se réduisent a des constantes:

ol
T

— A U correspond la constante 5 = (%) qui reste < 1 tant
7\ 4
que E>7p (%)

— A la pression P correspond la constante { = E’ﬁﬁ
0
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— Ces constantes sont toujours liées par la relation (2.17)

Nous substituons a = 2 dans toutes les équations et dans tous les
développements en 7 et nous obtenons :

Ecoulement de base (ordre 0)

L’écoulement de base est entierement défini en intégrant successivement
les équations différentielles suivantes :

dzo _ 20[e(y + 1)(uo —1) ~ (v — 1)z

18 = =
(3.183) dug ug[e2 — (v — 1)z0)
avec
1
Ug c [1, 7:‘ ]
20 = 7 quand ug =1
dlog¢ (v — 1)z — 2¢2
3.184 =
( ) dug Qup [e? — (v — 1)20)
£ =1quand up =1

1
£ — & quand wy — 1;—

Nous avons intégré (3.183) en prenant ug comme variable. L'intervalle [1, 2]
a été subdivisé en N parties égales et on a utilisé la méthode

de Runge-Kutta. Le calcul montre que zy prend une valeur finie quand

ug — “%1, cela signifie qu’au voisinage de Y’ la température reste finie

contrairement aux autres cas ou elle croit indéfiniment. Ce résultat n’a rien
d’étonnant puisque (2.53) fournit la relation simple:
(3.185) £s0, = —2

L’égalité (3.185) montre que l'entropie est constante et vaut
so(&g) = ~2log §
sur ¥'. Cette quantité est bien positive puisque £, < 1.

Nous gardons dans la suite de nos calculs la variable d’intégration
ug et nous intégrons les systemes avec un pas constant.

La masse volumique py peut-étre déterminée:
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— soit en intégrant

dlogpy €

(3.186) 7y e v

— soit en utilisant la relation déduite de (3.185)

2’052} 7
3.187 = =
( ) Po [ 5

La pression pg est calculée a partir de la formule suivante :

_ 239v71:T
(3.188) zm—{f<7)]

La pression et 'entropie restent constantes a l'ordre 0 sur la frontiere 3

comme [’écoulement est adiabatique , la masse volumique tend vers une con-

stante non nulle donnée analytiquement par:

(3.189) lim o = po(&) = [Phés’]”

Ceci est vérifié par le calcul et la valeur obtenue pour py est positive.

Nous voyons ainsi que la nature de la solution du cas o = 2 est tres différente
de celle des cas étudiés précédemment puisque la masse volumique ne s’annule
plus sur la frontiere ¥/. Ce cas n’est autre que celui du piston cylindrique &

vitesse de dilatation constante.

Nous pouvons calculer & a partir de (2.85) en y posant a = 2,
soit:

(3.190) £ = éi (7 + 1)T

2pg

Rappellons que l'intégrale de 'energie s’écrit :

1 ~—1 '
(3.19) [ Hog® de = (1= wies
£ <
Ecoulements d’ordre 1 et d’ordre 2
Ces écoulements sont entiérement déterminés en intégrant les

systemes différentiels suivants pour o = 2 :
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— (3.126) a (3.130) pour l'ordre 1

— (3.140) & (3.143) pour Veffet de P seul

— (3.149) a (3.152) pour V'effet isotrope d’ordre 2 de U

— (3.158) a (3.161) pour effet anisotrope d’ordre 2 de U

Nous avons intégré tous ces systémes par rapport a la variable ug.
Pour cela il faut:

— Transformer les intégrales de type

1
[, Floe de
en d’autres intégrales de type
hEas 1 z
_/ : f(1t0)§4———f2(u0’ 20) duyg
1 f4(u0’ 30)

— Transformer les matrices [Py] et [Py;] en multipliant leurs
coeflicients respectivement par -‘% et %9;:—0 Cependant,
nous remarquons les identités de certains coefficients

tels que (Annexe 11):

ki = ki kyy = Ky kg = k3 kiy = ki
ka = ki ki = Ky kay = ki ki = ki = k74
- kag = Ky

3.9 Résultats

Les solutions du probléme de I’écoulement consécutif a I’explosion isotrope
et non instantanée du fil rectiligne infini dans un courant sont désormais
connues numériquement malgré la singularité rencontrée a la frontiere
matérielle ¥'.
Les calculs ont été faits pour différentes valeurs de P'exposant a et pour
trois valeurs de v:

* v = 1.33 pour les gaz monoatomiques

* v = 1.4 pour les gaz diatomiques

* v = 1.67 pour les gaz triatomiques

Les résultats numériques sont repertoriés dans des tableaux numérotés de
1a27.
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3.9.1 Variation des coefficients {; en
fonction de a et v

La figure 8 montre 1’évolution de £ en fonction de « et de .

Pour les trois valeurs de + choisies, la valeur de &) est comprise entre
0.75 et 0.95 et on constate que plus le gaz est compressible, plus les deux
surfaces constituées par la frontiere ¥’ et 'onde de choc ¥ se rapprochent
et donc plus Pécoulement consécutif & ’explosion est comprimé. Cette
compression est d’autant plus forte que a est élevé.

Quant a ’évolution de &, représentée sur la figure 9, elle est contraire 3
celle de &. La plus faible valeur de £o est obtenue pour o = 2. La figure
10 montre la variation de pf, en fonction de a et de v: p) varie dans le
méme sens que les deux parametres.

La variation de &; est donnée par la figure 11. Toutes les courbes se
coupent en un point pour o = «*, valeur voisine de 1. Il existe donc
une valeur de a pour laquelle la déformation du choc est insensible a la
compressibilité du milieu extérieur. Nous avons ainsi deux configurations
pour les effets d’ordre 1 du courant:

- La premiere correspond a o < o*; & est alors positif. Cela signifie que
le choc est freiné dans le sens du courant

- La seconde correspond aux valeurs de o supérieures a «*; &; est négatif,
le choc est donc peu ralenti dans le sens du courant (figure 6).

Au point ou & = «a~, les courbes représentatives de la variation de f3
(figure 12) présentent une forte inflexion. Cette inflexion est significative
d’un changement brusque de la position du repere mobile. Il semble que
plus le milieu extérieur est compressible, plus I'inflexion tend a disparaitre
et les courbes deviennent de plus en plus rectilignes.

Les courbes de la figure 13 montrent que la variation de £, dépend peu
de 4. Pour o < a, les courbes sont confondues et leur écart reste faible
pour a > a*. Nous pouvons estimer que l'effet de la contre-pression sur
la déformation du choc est presque indépendant de la compressibilité du
milieu extérieur. Cependant &;2 reste positif et tend & compenser 'effet
de compression du courant; ce qui provoque un élargissement de la couche
comprise entre &' et I,

Ce résultat est confirmé puisque le coefficient &}, est constamment négatif,
comme le montre la figure 14, et il varie dans le méme sens que a. II est
d’autant plus faible que le milieu est compressible. Cela se traduit par
une nette déformation de la frontiere ¥’ par rapport au choc sous 'effet
de la contre-pression.

Compte tenu de l’accumulation des erreurs d’arrondis & l’ordre 0 et 1,
Pintégration des équations qui déterminent les effets isotrope et anisotrope
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d’ordre 2 du courant ne permet d’obtenir les valeurs de {5, &5;, €23 €t &5y
qu’avec une précision de I'ordre de 10%. C’est pourquoi, les courbes des
figures 15 et 16 sont moins précises.

3.9.2 Valeurs sur le choc

Bien que les conditions sur le choc soient déterminées analytiquement &
chaque ordre en 7, on peut cependant évaluer les sauts des grandeurs
physiques au passage du choc d’une autre fagon grace au nombre de Mach
relatif Mp du choc par rapport a I’écoulement extérieur.

On procede ainsi car le développement analytique de p n’est valable que
pour ¢ tres petit (¢ ~ 0.05), alors que celui de My issu de celui de R reste
valable pour { ~ 0.3. Ceci montre la particularité du comportement de
p [4], [14], [15]. Pour p, u et v, les développements de ces variables sur
le choc donnent des valeurs tres proches de celles issues de celui de Mp.

L’expression de Mp est donné par:
w—U,
c

Mp =

soit

a=2

(3.192) Mp = (2 : “) % (%)Tw* — (1 = B sin(A+0)

t* désigne un temps caractéristique construit & partir du systéme primaire
(E, P, ©). Il est défini par:

(3.193) t = (£>_

p—é2

La formule (3.192) montre que toutes les valeurs sur le choc peuvent étre
calculées & partir du développement de w*. Grace aux équations (2.27),
ces valeurs sont données par les expressions suivantes:

. Pe 2y 2 Y1
3.194 I L V- S
( ) P <7+1> LRV |
(3.195) P DMz
' P 2+(y—1)M}
et
Ce _ [PeP
[¢ PP

Dans le repére mobile, nous pouvons écrire la progression du choc sous la
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forme adimensionnée suivante:

R Lt
(3.19) = = &R (F)
Rt est une longueur caractéristique définie par:
1
EqZ\ ==
(3197) R* = ( _Z:)
pe

Sil’on s’intéresse a la progression du choc sur axe de symétrie par rapport
au repere fixe lié au fil, la formule (3.196) peut étre sécrire:

R R __/t
(3.198) F = E + LﬁM (t_+)
avec
¢ = 1 dans le sens du courant
¢ = —1 a contre-courant

R désigne la position du choc par rapport au repere fixe lié au fil.

La figure 17 montre la valeur de cette fonction pour trois valeurs de a et
pour v = 1.4. On voit que la progression du choc est d’autant plus lente
que Pexposant « est élevé. Cette progression est une fonction linéaire du
rapport t% pour a = 2.

Pour 6 = 0 et pour % suffisamment grand (fig 18), l'effet du courant
seul se distingue nettement de celui de la contre-pression seule. Plus le
nombre de Mach de ’écoulement extérieur est grand, plus le choc est
freiné a contre-courant, la compressibilité du milieu extérieur ne joue pas
un réle prépondérant dans la progression du choc (figures 18 et 19).

Les figures 21 et 22 montrent respectivement les évolutions de % et de &
en fonction de la progression du choc sur I'axe de symétrie et par rapport
au repere fixe. Dans le sens du courant (6 = 0), la pression et la masse
volumique sur le choc sous les effets simultanés de U et p sont moins
importantes que celles sur le choc cylindrique de base. On constate le cas
contraire se produit a contre-courant. Des que ;% est supérieur & 0.5, les
courbes n’ont plus de significations physiques puisque la pression sur le
choc reste inférieure & la pression p du milieu extérieur.

La pression et la masse volumique sur le choc varient dans le méme sens
que le nombre de Mach pour § = 7 et inversement pour § = 0. Cela
signifie que la pression et le saut d’entropie sur le choc sont plus grandes
a contre-courant que dans le sens du courant.

3.9.3 Courbes des répartitions

Les figures 24 a 29 représentent les évolutions des répartitions p*, p*, u*
et v™ en fonction de ¢ qui vaut respectivement 1 sur le choc £ et & sur la

64



frontiere X'.

Etant donné que 0.7 < £, < 1 pour a # 0, nous avons choisi de tracer les
courbes pour £ €]0.7, 1].

Les couleurs représentent les évolutions pour quatre valeurs de 5 et (
(nous nous sommes fixés la valeur maximale 7o = 0.3 pour 7 et nous
avons choisi quatre valeurs de 7 auxquelles correspondent quatre valeurs
de ( et du temps. La valeur maximale 7,,,, a été choisie de facon a
satisfaire I’hypothese de petites perturbations. Les figures a droite de
chaque quadrant sont représentatives des effets de U a contre-courant et
celles a gauche dans le sens du courant.

Ainsi, pour 5 = 0 et { = 0, I'écoulement intérieur au choc reste bien
symétrique. Cette symétrie est détruite des que l'on tient compte de
effet de U (5 # 0), d’oli une répartition pour v* pour # # 0 qui devient
infinie sur ¥’. Nous remarquons alors:

- Une nette dissymétrie des répartitions: d’un coté, le choc est plus freiné
que la frontiere ¥’ a contre-courant ce qui entraine une compression; d’un
autre cdté c’est ¥ qui progresse moins vite, d’ou une détente.

- Des effets plus importants de U suivant la compressibilité du milieu.

- Une variation considérable de ”’épaisseur” du domaine D entre le choc
et la frontiere ¥’ en fonction de n, de (, de v et de a. Cette "épaisseur”
est d’autant plus grande que 7 est proche de 7,4z

Le cas o = 2 est bien particulier puisque les figures 28 et 29 illustrent
parfaitement des répartitions qui demeurent finies sur ¥’; les répartitions
correspondent a différentes conditions physiques initiales.

Ces résultats ne sont pas dépourvus d’applications et nous verrons dans
le chapitre suivant comment traiter le probleme des écoulements hyper-
soniques par le biais de ’étude de I’explosion non instantanée du fil.
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Chapitre 4

Application aux écoulements
hypersoniques

4.1 Probleme du piston indéformable
Nous avons vu précédemment que le repere (R : O, 7,7, z ) dans lequel sont
déterminées les solutions du probleine du piston déformable ¥’ (chapitres 2 et 3) est

) . . .. i
en translation de vitesse 37" par rapport au repere fixe (R: O, X, Y, 7)) lié au
fil.
Le coefficient 3 est défini par la condition qu’a l'ordre 1) ¥ reste circulaire et qu’elle
est simplement translatée avec le repere mobile.
Plagons-nous dans ce repere. Puisque le piston ¥’ n’y est pas déformeée et reste centré
— .y 5 : . . N .
sur 02", et on peut considérer que c’est le fil qui se déplace & contre-courant a la
. FT— N .
vitesse —3U =" par rapport a O (figure 30).
Mais alors, dans le repere (R'), I'écoulement extérieur est vu en translation de vitesse
FF—
1-8U7=.
Cela revient a traiter le probleme comme celle de Iexplosion d’un fil, initialement

4

) e , o .
1'_3 dans un milieu extérieur en mouvement uniforme de
Aeals

vitesse U = (1 — 3)T par rapport & O ou le piston ¥’ reste cylindrique et centré.

en O, animé d’une vitesse

Nous devons écrire alors la solution sous forme d’un développement par rapport
a une variable sans dimension 7 qui caractérise ’effet du courant extérieur /.
La variable 7 s'écrit:

X U ﬁt(2~a))1/‘*
4.199 N = —
( ) =g < 7

Les variables 7 et 7 sont ainsi liées par la relation:

(4.200) i=(1-8)n
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L’expression de la coordonnée adimensionnée ¢ relative a r reste inchangée:

r

§=E—£O

La solution s’écrit sous la forme de développements par rapport a 1 tels que:
-Equation du choc &:

(4.201) r = R(#,1)
avec
R(9,t) = E&R(3,9)
R =1+ 1€, cos 0 + o(1}*)
ol fl est une constante inconnue

-Equation du piston T’

(4.202) r=R(0,1)
avec

R0.1) = L&

-Composantes de la vitesse:

) N 24 1, N
(4.203) a(r,6,t) = m;u (&.17,8)
'Z . ~
(4.204) o(r.0.1) = ﬁ—)%ﬁﬁ](f)sin())
avec

i = wa(€) + i (€) cos b + ()

-Masse volumigue:

(1.205) pr0.1) = (%i) pi(€.7.0)
avec /
p™ = pol€) +1p1(€) cos b + o(7?)
-Pression:
(4.206) plr0.t) = %ﬁ—f;ﬁ:—_'ﬁ(g,w)
avec

P* = pol€) + 1B (€) cos 0 + o(7*)

Substituons les formes (4.203) & (4.206) dans les équations (2.40) a (2.43).
En identifiant les équations a chaque ordre en 7, nous obtenons:
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-a Pordre 0, les mémes équations que (2.12).

-a l’ordre 1, des équations identiques aux équations (2.54) a (2.57) dans lesquelles on
remplace respectivement les termes np,, nuy, nvy et ppy par fpy, fuq, 701 et 7p;.
L’identité des solutions & Pordre 1 pour les deux problemes (pistons déformable et
indéformable) se traduit par 1’égalité:

ifi=nf
soit, compte tenu de (1.2):
; fi
2 =
(4.207) fi= 125

Vfl € [51,‘&1,@1»/313131}
Vi1 € [, u1, 01, p1, 1]

Il en résulte que les solutions d’ordre 1 du probleme du piston rigide se déduisent de
celles d’ordre 1 du piston déformable & l'aide d’une division par (1 — ) de toutes les
fonctions indicées 1.

Compte tenu de ce résultat, les conditions sur le choc (6 = £*) & I'ordre 1, ramenées
en £ = 1, peuvent étre deduites de (2.75) en divisant également par (1 — ) toutes
les grandeurs d’indice 1; de la:

pr(1) = —€1pog(1)

R 92— s 2y -1
(4.208) m(u:[ﬂg—ws(l)} 3 (27+ a)
.oy 41
bl =6 - A

Ces expressions sont évidemment celles des conditions sur le choc vu d'un repeére fixe
dans 'écoulement de vitesse 7.

Quant aux conditions sur ¥, elles s’écrivent:
-a l'ordre 0

A ,_ _16a(y+1)
(4.209) Po =

(2 + a)265&,!
-a Vordre 1

(4.210) Pillo) = - (g 2) ﬁ%

Cependant a ’ordre 2, 'indéformabilité de £’ conduit aux relations suivantes:

(4.211) §1=6n =6 =0
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Celles-ci ne sont plus déductibles des équations (2.90) a (2.92) puisqu’elles sont de
simples conditions géométriques alors que ces derniéres étaient des conditions dy-
namiques. Ainsi, & ordre 2, les solutions ne sont plus les mémes que dans celle du
piston déformable.

A Dordre 0, ’équation de conservation globale de Uenergie est identique a (2.98).

A T'ordre 1, elle s’écrit:

1 N 22+ a) -
(4.212) /ea [(3a +2)Hi(€) + T;r—l—Ho(f)vl(f) e de
+2(3a +2)6 = (v — 1)(2 + a)pi o'
avec

7:{1(5) = p1 + ug (Prug + 2pothy)

Ho(€) = vpo + pouy

A Vordre 2, les équations de conservation globale de Ienergie sont différentes de
(2.101), (2.102) et (2.103) puisque &, €5,, &4y sont nuls et qu’il faut les reformuler
avec les expressions de pi. Uy, U1, 1. Cependant, nous omettrons ici ces équations
qui ne seront pas toutes utilisées dans la suite puisque seule 'équation correspondant
4 Peffet de P servira dans le calcul de la solution.

4.2 Analogie instationnaire

4.2.1 Rappel sur les écoulements hypersoniques

forts
Un écoulement hypersonique fort {13], [14], dans un gaz parfait non visqueux {masse
volumique p.., pression p,., de vitesse amont V., est caractérisé par la présence d'une
onde de choc tres oblique et trés intense suivie par un écoulement davantage dévié
que freiné par le passage a travers le choc.
La forte obliquité du choc se traduit par:

(4.213) ot <1

—
o étant I'angle de la vitesse au loin V ., avec la tangente au choc contenue dans le

— —
plan (II;); ce plan est formé par la vitesse amont V' ; et la vitesse V . de Pécoulement
en aval du choc (fig31).
La forte intensité du choc signifie que:

2
(4.214) M2o% > ——
v -1
de sorte que la polaire de choc devient une droite, soit:

2
2 U g | ——
(4.215) Y ( 1) o
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ol ¥ désiaue Pangle de la déviation des trajectoires par rapport a 0 (figure 31),
M, = -A est le nombre de Mach de 'écoulement infini amont et c,, = lp’;%" est la
vitesse (lo 50N

Rappellons que les conditions sur un choc oblique peuvent s’écrire:

21
Pe _ -1
Pec 1 + ‘y—-—l M2, :m7 o
i 1
(4.216) P _ 2 =1 A2 sinto - L
Pos ¥+1 y+1

1+ %]\l; sin? &

AA2 2 =t
yMZ sin o — 15~

Mf sinz(a — ) =

lglo —¢.) .

b4

>

tgo

Soit un obstacle mince de longueur L. caractérisé par une épaisseur de référence §
telle que:

(4.217) 5~57L-)<<1

(R(L) est la position du choc en &= L)

En tenant compte de (4.215). nous avons les ordres de grandeur suivants:

v~ R,

(1.218) o~R,

[

On suppose que RZ < 1. Nous vovons que R? et ,\,, > constituent les deux petits
parametres qui caractérisent |'écoulement h\pusomque fort autour d’un obstacle
mince.

Ainsi, les conditions sur le choe (4.216) peuvent s’écrire en premiere approximation:

Pe T+ 1 1
S 1 P
P ~ 1 { +0( M2 o2 )]
Pe 25 2 2 2 !
— = ——J\/ g
L= o [1 O + 0 372 )]
22 (1) 1
1.219 Mot = ———— 11 R
(1.219) ot = Sy | O 0 )
2714 0(RE) + 0( )
P =
v+ 1 M2 02
La vitesse en aval du choc s’exprime:
. 1
o9 2 2
(4.220) V=12 [I+O(R )+ 0(—— R 02)]
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—
En exprimant la vitesse V' des particules fluides sous la forme suivante:
—
7 . — — —
V=(WVe.+tw o +ue,+vey
on peut écrire les équations de I'écoulement stationnaire comme suit:

e Equation de la couservation de la masse:

. 1 1
(1.221) [p(Voe 40l + ~frpul, + = [pely = 0
e Equations de la quantité de mouvement:
. . v 1
(1.222) (Ve + w)w, + uw, + —wg + —p, =0
r 14
, v v? 1
(1.223) (Ve + wuy +uv, + —ug — — 4+ —pp =0
r roop
. v uv 1
(1.220) (Ve +wjvy +uv, + —vg+ — + —pg =0
r T
o Lguation de la conservation de entropie:
(1.225) (Ve + )l +rull, + 0l =0
avec
e
o Equation de encrgie:
(1.226) rp(Vie + w)h,y + rpub, + pohy =0

avee h enthalpie darrét définie par:

: 1 .
slu +0%) + 5 (Vi + w)?

P~ P

P~ px VIR,
(4.227) u~ VR,

v~ Vi Ry

w o~ VMRﬁ
En développant les équations (4.221) a (4.226) et en retenant les termes d’ordre
inféricur & B2, on obtient le systeme suivant:
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e Lquation de la conservation de la masse:
(1.228) Vepr + [rpul, + [pr]s = 0
o [Equations de la quantité de mouvement:
(4.229) rpVaily + rput, + poug — pv® +rp, =0
(4.230) rpVaty + rpue, + provg + puo + ps =0
¢ Equation de la conservation de I'entropie:

(4.231) rV Il +rull, +0ll; =0

o Lquation de energie:

(-1.232) rpV Mo+ rpuH, 4+ poHy =rVop, =0
avee |
TP 2 2
H=—"— 4 —(u” +v*)
(v=Dp 2

L'équation (4.222) est découplée des équations (4.229) et (4.230) et s’écrit:
2 : v 1
(4.233) Vew, + uw, + —wy + —p, =0
r p
La conservation de l'enthalpic d'arrét h sur une trajectoire fournit une intégrale
premicre de (1.233) et permet Fexpliciter la vitesse de perturbation longitudinale w:

2 ¢ 2
c* u? 4 v?

231 w=— -
(4-23) CETETOw T o

Ces équations régissent I'écoulement hypersonique en petites perturbations
autour d'un obstacle mince.

4.2.2 Analogie

L analogic qni existe entre les écoulements instatiounaires a deux dimensions et les
écoulements hypersoniques a trois dimensions autour de corps minces découle de
Uidentité formelle des équations qui déterminent les deux phénomdnes. En effet, si
nous appliquons aux ¢quations (2.36) a (2.44) le changement de variable:

1.235 =
(4.235) T

nous retrouvons les équations (4.228) a (4.231).
Les conditions sur le choe (4.219) sont celles d’une onde de choc violente (chapitre

=1
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2).

La correspondance entre écoulement hypersonique et explosion non instantanée con-
siste & considérer ’obstacle comme un piston indéformable qui reste centré sur I'axe
O7 (fig 32). L’energie de dilatation représente la trainée de 'obstacle [16], [13], [14],
[15]. L’intensité de Papport d’energie E est ainsi lide & Vo, po et L par la relation:

(4.236) E = po. (VL)

Pour que cette analogie soit compléte avec les solutions de la théorie de I'explosion
non instantanée, les formes du choc et de 'obstacle doivent étre des lois en puissance
de z c’est A dire en z* ou 'exposant 7 est défini par:

24«
4

(4.237) A=

Comme « varie entre 0 et 2, Pexposant 7 varie de 0.5 a 1.
Le cas 1 = 1 correspond au c6ne parfait.

4.3 Ecoulements hypersoniques autour de corps
en puissance

4.3.1 Ecoulements hypersoniques de base

Nous appellerons ”écoulements hypersoniques de base” les écoulements hyperson-
iques sans incidence et dont les solutions sont analogues de celles de Pexplosion non
instantanée d’un fil rectiligne dans un milieu ambiant au repos a pression P = po,
négligeable.

Plagons ’obstacle ¥’ dans un écoulement hypersonique de gaz parfait non visqueux,
de vitesse amont V., suivant Oz ( incidence nulle ). L’écoulement qui régne entre
Pobstacle et le choc est alors axisymétrique.

Compte tenu des hypothéses faites sur ’hypersonique fort (choc trés oblique et tres
intense), l'inventaire des grandeurs intervenant est:

¢ données constantes: Vi, L, pos, 22 €t v dont seules V,,, L et p,, sont dimen-
sionnées; la pression po, peut étre négligée puisque le choc est intense;

e inconnues: p, p, u, w Ry et Ry ou Ry et R désignent respectivement la position
du choc et celle de 'obstacle

e variables: z,r

X

Etant donné que z n’apparait qu’a travers la variable t = 7%, nous sommes ramenés &
-

un probléme a similitude interne et ’analogie avec le probleme de ’explosion suggere

de chercher les solutions sous la forme suivante:
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o Equation de 'obstacle:

(4.238) R = 6L} "a™€y€),
o Equation du choc: o
(4.239) Ry = 6L 2"
o Expressions des inconnues:
A/ + 1
210 rVi
(4.241) u= <7 — 1) : —uo(¢)

202 Ve 2
1,212 y = ) e, (—) o (&
( ) I (vﬂ)’ — ) ol

Les fonctions py. ug et py vérifient le systeme d’équations (2.12).

De cette manicre. la solution des écoulements hypersoniques de base autour des
obstacles en puissance définis par (1.238) est donc analogue a celle de I'écoulement
de base de Fexplosion d'an fil.

4.3.2 Ecoulements hypersoniques autour de corps en puis-
sance en incidence

Le fait de mettre N'obstacle en incidence a; revient a considérer que la vitesse au loin
a deux composantes: 'une Vo suivant 072 et Pautre U,, = V  tga; suivant Oz
{(voir fig 32). soit:

(1.2:13) Vie=Voor +0U.=

Nous allons voir que la présence d'une incidence en hypersonique est équivalente a
un effet de courant uniforme pour 'explosion.

La vitesse de ce courant nest autre que la vitesse de 'écoulement extérieur dans le
cas du piston indéformable. Pour reveuir au probleme initial de I'explosion dans un
écoulement. posons

(4.244) U= (1=-3T

Nous pouvons par conséquent traiter le cas du corps mis en incidence en s'inspirant
de la formnlation dn probleme de Vexplosion du fil avec effet de courant de vitesse

U,

Lellet de Vincidence fait disparaitre axisymétrie de I'écoulement autour de
I'obstacle ot entraine une dépendance en § de toutes les inconnues.

Sclon la théorie de la similitude hypersonique des obstacles élancés et dans le cadre
des écoulemients a faible incidence défini par:

(4.245) af 1
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l’effet de l'incidence est déterminé par un parameétre unique caractéristique du rap-
port ; a une grandeur relative & ’élancement de l'obstacle (pente de 1’obstacle)
[14],[15], [16]. Ainsi, effet de 'incidence peut étre introduite par I'intermédiaire du
rapport £-.

Pour que la méthode des petites perturbations puisse étre appliquée, il faut que:

.
4.246 — <1
(4.246) 7 <

Nous pouvons alors chercher la solution sous la forme suivante:

2

(4.247) F=fo+ Fh+0(G)

ou f représente une grandeur quelconque (p, p, etc...), fo désigne la solution de base
correspondant & l'incidence nulle et f; le terme représentatif de ’effet de Vincidence.
Cependant, par analogie avec I'explosion, le petit parametre - est lié a la variable
7 par la relation:

—~€—1cos
(1 L 0)

(¢ 5 _
(4.248) o

La forme de solution écrite en (4.247) prend donc, al’ordre 1 en 4, une forme identique
a celle de ’explosion, soit:

S>3

R = 8L "2 (1 + 711 cos 0)
R = 6L a6t

(4.249) p = T 1o(6) + 1 ) cos )

(4.250) w= <72j’ 1) ’"Z [uo(€) + i1 (€) cos 6]
(4.251) v= (721’31) Voo 26 (€) sin 0

(4.252) p= (72121) Poo (T—Z‘i)z [Po(€) + 7p1(€) cos ]

4.3.3 Effet de la contre-pression

Leffet de la contre-pression p,, ne détruit pas la symétrie de I’écoulement autour de
I’obstacle. En hypersonique classique, la forme la plus générale des conditions sur le
choc est donnée par les équations (4.216): nous voyons que l'effet de po, est marqué

ar la présence du rapport sz SOit — pour un choc trés oblique.
1% MZ, sino Mz,

La dégénérescence du choc, obtenue pour des valeurs de M, telles que W < 1,
peut &tre appréhendée en effectuant des développements de la solution hypersomque
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de base. Pour que ces développements soient valables, il faut que les termes d’ordre
supérieur ou égal a 2 restent négligeables c’est a dire:

1 2
(4.253) (W) <1

Contrairement au probléme de ’explosion dans lequel apparaissent les parametres
n et ¢ qui sont liés par la relation (2.17), le probleme de I'hypersonique de faibles
incidences se distingue par l'indépendance des parametres Z- et 7‘—?1-07

Cela signifie physiquement que l'effet de faibles incidences ne dépend pas de M.
Si nous nous intéressons uniquement aux effets d’ordre 1 de l'incidence et de la contre-
pression, les développements que I'on peut formuler & partir de deux parametres -
et H;}:;y sont entierement découplés.

4.3.4 Forme définitive et mise en équations

En posant
T M20?

nous pouvons chercher la solution du probléme sous la forme:

¢

r = R(z,0) = 6L} 2¢o(1 + 7€y cos 0 + C&2)
r= R'(z,0) = §L "z £E]

o &g, &, €1, &, sont des constantes

(4.254) p(z,0) = z—ipw {po(&) + 71p1(€) cos 0 + (p2(€)}

(4259) u(r0) = (2 ) T uolg) + () cos + (6]
(4.256) v(r,z,0) = (jjfl) Ve G ) sin 0 + Cox(©)}

27*

r+1

: 2
4250 pr0) = (227) e (22) (ule) 4 7 cos0 4+ Gu(e)

Le développement de la masse volumique p ne s’avere valable que pour des valeurs
de ¢ trés petites devant 1. Pour ¢ de l'ordre de 107!, le comportement de p n’est
plus conforme a la réalité physique: il faut donc trouver une autre formulation pour
Pévolution de p lorsque z € [0, %] et pour des grandes valeurs de . Par conséquent,
pour que les expressions (4.254) a (4.257) aient un sens Va € [0, L], il faut que:

(4.258) Plet(Pxl

La substitution des développements (4.254) a (4.257) dans les équations (4.228)
4 (4.231) permet d’obtenir les systémes d’équations suivants:
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Ordre 0:

(4.259) € (o), = ~2potio
-1 2v+1 2
(4.260) € | pouos + b—.,‘—)?o] = '((Q’YT’)—)POUO = 3pouy — (v — L)po
= £
' 4y +1
(4261) {[poSoE]E = %_—Fa—))po b 2[)0“0(80 + 1)

Ordre 1 en 7:

. . R R AN
(4262) f[/)oul + '5ﬂ1]5 + 2[)0“1 + Poth + (2 + ;‘) P1Uo = 0
0
. . R —1). v+1 . .
(4.263) £ [Pouulh + e(poti + prue) + u 5 )Px] e 5 )(poul + pruo)
= 3

+potioty + 3(2pouotn + prug) + (v — 1)p1 = 0

o . v+1 . (v—1).
(4.264) € [potnz]; + (4"0 -4 5 )) poy — — 5 )Pl =0
(4.265) € [potiso + £(pods + prso)g + (A + 2ug){poss + pr1so)
4 1
posolin + 2it1) + 2 poin + pruo) — %%)—)p —0
avec R X
- h £
== —7—
Po Po
Ordre 1 en (:
(4.266) £ [pouz + cpa); + 2 [pouz + (A + uo)p2] = 0
96 ; - (‘Y N 1)
(4.267) € | portous + £(pots + uopz) + 5 P2
£
a(y+1) , e 2y
—m(ﬂouz + ugp2) + (v + 1)p2 + 3(2pououz + paug) =0
(4268) f[[)o&oll-} + 6([)052 + pzSo)]E + QPOSOUQ
4y +1)
uo + A)(posz + 5 2 - -
+2(uo + Aj(posz + sop2) + 2(pouz + pauo) Z1a) p2=10
avec
P2 P2
Sg = — ——
Po Po

Nous associons & ces équations les conditions sur le choc ramenées en £ = 1:

Ordre 0:
(4.269) uo(1) = po(1) = po(l) =1
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Ordre 1 en 7t

- - 2y -t
(4.270) aan—[9+z u%uﬂ&+ g+“)
2y + 1
oi(l) =& ~ (‘),—:_a)

Ordre 1 en ¢:

1(2 — «) 3(y - 1)
pa(l) = { 7+ a "1’05(1)} £y — T2+ a)?
32
(4.271) (1) = —&po, (1) — g

Coes systemes différentiels ne sont pas fermés puisque les constantes £y, & et &
restent judéterminds tandis que la coustante £ est déterminée par application de la
condition de glissement sur lobstacle ¢’est a dive ug(&)) = "—;—1
II fant done trois velations supplémentaires et nous pouvons les obtenir soit en
éerivant de thidoreme global d'Fualer sur un domaine diedrique que Pon projete sur
Faxe O N soit en appliquant le principe de la conservation globale de énergie.

L application de ce principe fournit des équations identiques aux équations (2.98)
pour 'écoulement sans ellet diincidence et (4.212) pour P'écoulement avec effet d’ordre
1 de lincidence.

L'équation de conservation globale de Pénergie pour 1'écoulement avec effet de la
contre-pression s éerit:

(1.272)

o , 5 e - A+l -l

[ 2 + ol patto + 2pous))E7 dE + 26, — S2ta)y = 3 £y

La recherche des sohutions du probleme de 1'écoulement hypersonique ne nécessite
pas wn nonvean programme de caleul car le programme qui déterniine les solutions
de écoulement conscéentil a lexplosion du fil infini est utilisable.

La solution d’ordre U de Fécoulement hypersonique est identique a celle d’ordre 0 de
Vexplosion a piston ¥ déformable.

Celle dCordre 1 est obtenue en divisant par (1 — ) la solution d’ordre 1 de 'explosion.
Quant & la solution d'ordre 2, une modification doit étre apportée au programme
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établi ponr I'explosion, & savoir qu’il faudra substituer dans toutes les équations
contenant des termes dlindice 22 I'équation €5, = 0 et poser py(€)) = 0.

Le calcul de l'intégrale T = f:é [p2+uo(paro+2pouz) €3 d€ revient a intégrer 'équation
différentielle suivante:

(4.273) ((ZI‘% = [p2 + uo(pauo + 2pouy)|€°
limg; T =0
limg_g T = Wy
Wy vértlie Féquation:
4D 3=l

(1.271) Mo 2t = Y

Le scalaive & est déterming a partir de I'équation (4.272).

4.4 Fonctions de répartition

Les fonctions de répartition du chaimmp aérodynamique relatif a Pécoulement entre le
clhioc ¥ et T'obstacle X' sont déterminées comme dans le chapitre 3. Les solutions
(4.25:1) a (1.257) s"¢erivent sous fa forme:

(1.275) Pl ) = t i/),x/)*(f,f].())

(4.2706} u(r.e 0) = < 2 ) (£>”_1 SV bu™(€,7.6)
4+ 1 L

(4.277] U 0) :( 20 )<i>”_l65()\/;,{1/‘(5,1},0)
T+ 1) \L

(1.278) e 0) = (L) ,;N[(iy_l Q& VL PR (£, 17, 0)
5+ L ’

aNee

"= () AT cos 0+ Cp3(,)

u” = ug{Ag) + pui(Ag) cos O 4 Cui{A,)
Tom= T (Ay) sint
P = B + (A cos 0+ Cp3(A)

§
2

P T 2T AT

Les expressions des lonctions "étoilées™ sont données en fin d’annexe 10.

4.5 Domaine de validité du modele

Il faut noter cependant ue 'analogie reste limitée puisque dans le domaine de
I'hypersonique fort. on doit distinguer trois zones d’écoulements entre le choc X
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et 'obstacle ¥’ (figure 33):

-zone I: nez de P'obstacle

Cette zone correspond i Pémoussement (0 < ¢ < £). L’angle ¢ y est voisin de
90degrés, donc Phypothése (4.213) n'est pas vérifiée. De plus, dans cette zone, les
conditions sur le choc y sont mal déterminées. Il en résulte que I'analogie ne peut
pas étre appliquée.

-zone II et zone III:

e La zone Il est une zone ol le choc est tres oblique et tres intense (o est inférieur &
20degrés). Nous pouvons donc y calculer la solution par analogie car les lignes
de courant y traversent le choc dans la limite de validité des hypotheses de
petites perturbations.

o La zone I1I est la zone qui contient les lignes de courant provenant de I’émous-
sement. Cette zone est mince pour les corps a émoussement faible (?j.—z <n<
1). La masse volumique y tend vers zéro dans le modele de petites perturbations
car celui-ci confond ¢, sin o et tgo, ce qui induit une erreur infinie sur le saut
d’entropie a I’émoussement.

Les lignes de courant traversant le choc en zone I sont douc affectées d’une
entropie tendant vers l'infini; la ligne correspondant a 'obstacle se trouve ainsi
dotée d’une entropie érronée et infinie. En [14], [15], on montre que la pression
est par contre bien calculée, cela explique pourquoi la masse volumique y tend
vers zéro.

Sans tenir compte des effets aval de la zone I, nous pouvons évaluer les efforts
aérodynamiques.

4.5.1 Calculs des efforts aérodynamiques
Trainée
Le coefficient de pression sur 'obstacle est donné par:

p(Z)—p
(4.279) C, = Ty

ou p(¥'), pression sur 'obstacle, est égale a:

272

PN L
250) 9 = (2) pul() " stV + it cost +
En substituant (4.280) dans (4.279), nous obtenons:

. Chp,
(4.281) Cp = Cp(z) + 7Cp () cos 6 + M—’;

o
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avec

CPO (z) _ 7.275L2 (ﬁ) 2(R-1) po(éé)

v+ 1\L
2roapfhn® [\t
Cnle) = T2 (F) i)
_ 4R EIpa(&) 2
" v+1 2l
oll
T = 2660,

définit I’épaisseur relative du corps. La valeur de po(&)) est donnée par la formule
(2.85).

La trainée définie par:

(4.282) F}:ilhlf{pQY)—p}RVdedﬂ
Le calcul donne: -
(4.283) F, = ngrzﬁVchr
ou C, est le coefficient de trainée et vaut:
, T2 Cps

= gy ML

Portance

La portance est donnée par:

2r oL
(4.284) F.= —/ / p(Y )R cos 8 da df
o Jo

Le calcul montre que seul le terme d’indice 1 subsiste:
(4.285) R:%ﬂ#m@a

avec (,, coefficient de portance,

__20Ehi(&)

. v+1

Le calcul numérique montre que le terme $,(;) est négatif ce qui montre que la
portance est bien positive.
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4.5.2 Correction d’entropie et lignes de courant

Nous avous montré que la seule valeur de 72 pour laquelle la masse volumique ne
s’annule pas est 1. Cette exception est réservée aux corps coniques pour lesquels
I'onde de choc est droite et toutes les grandeurs physiques restent linies.

Pour les autres valeurs de i # 1. la validité des résultats obtenus pour p est com-
promise du fait de la valeur de I'entropie s. En effet, ’hypothése # < 1 n’est plus

valable au voisinage du nez car o — % et I'expression:
po_ 205 = IPVERNe) 2y — 1) VEtdo
O R T S DAy A

montre que Fentropie s tend bien vers Uinfini dans ce modele.

Cela conduit a ane surestimation de la valeur de s dans la zone qui contient les
lignes de courant issues du domaine d'invalidité (voir figure 33). Cette zone con-
stitue ce que Ton appelle “couche d'entropie” est tres mince dans le cas des corps a
faible dmoussement. la pression qui v regne peut étre considérée comme égale a celle
sur 'obstacle: ce qui se traduit par une masse volumique tendant vers zéro. Par
conséquent, ¢est la masse volumique qui mérite d’étre corrigée dans cette zone.
Ces considérations nous suggérent une correction de la forme [15}:

(1.256) p=pC,
cos o \
e
Cos oy

Voici le principe de cette correction: Prenons un point de coordonnées (z,r,6) de

I'éconlement entre le chioe et Pobstacle (couche de choc) et "remontons™ écoulement
alin de tronver les coordonnées (. 12, 0;) d'un point ou la ligne de courant passant
par (w.r.0) a traversé le choc,

On aflecte alors a la ligne de courant son véritable saut d'entropie en appliquant
{(-L.286G) @ p. Ceel est disentable puisque les lignes de courant sont connues par la
théorie des petites perturbations qui n'est pas applicable au voisinage du nez.
Cependant dans le cadre de Ta théorie des émoussements faibles [13]. [14], [15], erreur
ainsi conmise ost tres petite, Le calcul de g; nécéssite une connaissance préalable
de la fonction de courant. On trouvera dans {15] le calcul des fonctions de courant
géndralisée, Rappellons que pour un écoulement sans incidence avec contre-pression,
la fonction de courant s'¢erit:

T 2n , .
(1.287) o= (3) o+ cual

T+ 1

g = polun —

o 1
e [/’2(“0 - 7) + poly



La connaissance d unce unique fonction de courant permet de déterminer les lignes de
courant. (‘e raisonnement reste vrai méme si ’écoulement cesse d’ét re axisymétrique
mais que o se place dans le plan de symétrie du corps (8 = 7 ou 8 = 0); dans ce
cas une lorne adimensiounée de la fouction de courant s’écrit:

T 2n o -
(4.288) = (T) [Yi0 + 7¢h1 cos 8 + (apa)
avec )
27

1+n

. v+1
& [Pl(u()_ /9 )+PUU1]

Dos que le corps est en incidence, la détermination des lignes de conrant qui entrent
dans le choe en un point situd hors du plan de symétrie nécessite la connaissance de
denx fonctions de conrant o et 2, cette dernicre tient conmpte uniqiement de 'effet
de Tincidence et prend Ja valeur nulle sur le choce: ainsi. les lignes de courant sont
formées par Uintersection des surfaces dp = 0 et dy = 0.

Pour 0 # = on 0. les expressions de o et de p sont:

LN 27 ’h
(4.289) U= (%) [sind |[7F7 (19 + 1Py cos § + ()
4.290) > =0, =0+ g, sin b
v !
ANCC

o ) 2 e Hi 31 I)U(’li .
Y’I“l <17 —C b . ““——_Tf.ﬁf
— — £

2 D 20
et Péguation des hgnes de cowrant est obtenue par 'intégration de:

1201] da _ dr B rd0
(1.2 Ve ouw v

L expression de la correction (1.2386) n'est utilisable que si celle de cos o est connue.
On pent Pobteniv a partiv de 'éguation du choc et de Pexpression des vecteurs du
repere local, oo point de coordonnées (i = R.r.0). on a. sans aucune hypothese
de petites pertnrbations.

-t

I+ 2amn066 (}) cos @

(1.292)  cos’a =

N a-11? . A1 S 2 PEs
| + {fzéfu ([i) } + 2a;10& (Jz) £1cosf + e2-nlee ‘(;ﬁnk‘

Nons savons que sur une ligne de courant, la fonction v est constante et vaut:

| —~ g 24 ) 20 N 1 §
(4.298) o, = —— (%—) [ sin g, |7+7 [1 +20;(& — g ycos 8; + 2¢;&,

n

[
kA



sur le choe (F'indice i désigne les valeurs initiales des variables sur chaque ligne de
le 0, est définie par (4.290). La détermination de coso; revient a

courant ot la

it . . . .
calculer Aw.v A partir de (4.293) pour z, 8 et £ donnés, soit, apres calculs:

1
i A1 7
e =1 . 2(1—#) 2 7 w: |ﬂ>~vm~
1,294 =L = ||sind; |TF -
(1:294) I [ sind | =) T Ream:
n— 1La; 1
IA: - Jar € — ) cosd,
no&o I+n

Liintroduction de cette valeur dans (4.292) fournit I'expression de la masse volumique
corrigée par (1.286).

la formule (4.234) moutre que la vitesse de perturbation
longit nfint pour deux cas: p tendant vers zcéro ou v tendant
vers Uinlini. La pression est bien prédite dans la couche d’entropie et Perreur est

I faut noter copendant «

e tend vers

duc & rho puisqu
pottz sont des quantités linies et sont corvectement calculées; ainsi. il faut également

¢ doit rester finie. Les quantités de mouvement pouy, povr et

appliGuer e correction inverse a uy. ¢ et uy. On éerit:

Uy = A.QI—:;

N/J = mwM~C~

iy = C

C'es corrections on

lignes de con jon {1.291) prend la forme adimeunsionnée:
d€ 24 >\+_+-, 0+ i dx
— = |ug — ——— + U, cos b Uyl —
3 — o 5 Uy Cuz -
21 o du
df = I\lm\? stn l—
5+ 1 €
Les denx fonctions de comrant o et > prennent la forme corrigée:
. v 2n ] . i . i
(120) = (E)T sind 5 [y + o i cost + Qua)
L Yy
(1300 =0, =045 sinl
avee: )
o= I
i m»c

(' ¢tant le cocfiicient de correction {15] a lordre 0,

: ) ~ 5\ qn— 1/~
12[( = poluy — HEEE2)] T 41

Cy=

von du choc) Les corrections effectuées sur les fonctions de

s toute la couche de choc:

34



¢ une forme finie des équations des lignes de courant
¢ une masse volumique qui ne s’annule pas 4 la paroi de l'obstacle

¢ une conservation du saut d’entropie sur chaque ligne de courant méme pour
celles issues du nez de l'obstacle.

4.5.3 Résultats

Les résultats de calculs sont donnés sous forme de tableaux. Nous n’avons pris que
deux valeurs de vy (7 = 1.2 et v = 1.4) pour plusieurs valeurs de i allant de % al cest
a dire pour des corps a émoussement faible et des corps pointus. La perturbation
due a l'incidence est petite c’est a dire 0 < o < 0.1

Variation des coefficients ¢; en fonction de y et n

Les résultats obtenus a Pordre 0 sont identiques a ceux d’ordre 0 de 'explosion du
fil.

A Tordre 1, les variations de €, (fig 34) sont également les mémes que pour 'explosion
du fil. Les courbes se coupent en un point ou n = n* (o« = a™ pour le cas de
Pexplosion). Cela signifie qu’il existe, en écoulement hypersonique, un obstacle en
loi de puissance pour lequel la déformation du choc demeure insensible a la com-
pressibilité du milieu ambiant extérieur.

Pour #i = #*, Teffet de la variation de v affecte peu la portance puisqu’elle est di-
rectement liée a ;.

Pour n* < n <1 c’est a dire pour les corps forts pointus, le choc a tendance a se
rapprocher de l'extrados {15], le phénomene s’inverse si I’émoussement s’accroit. soit
pour £ < n < A" (fig 34).

Les courbes de la figure 35 montrent les variations de €,, en fonction des parame
-tres v et 2. Contrairement au cas de l'explosion non instantanée du fil, le coefficient
£a2 est sensible a la compressibilité: plus le milieu extérieur est compressible, plus la
valeur de €37 est importante puisqu’elle varie entre 0.4 et 1.05. Ce résultat montre
que la rigidité de lobstacle L' (£5, = 0) se traduit par une plus forte déformation du
choc sous Veffet de la contre-pression.

Le fait que &;, soit positif confirme I’épaississement de la couche de choc vers 'aval.

Allure des champs de pression et des lignes de courant

L’exploitation de nos résultats de calcul ne se limite pas uniquement a des tracés de
courbes et a des interprétations mais aussi a des représentations tridimensionnelles
de allure des champs de pression et des lignes de courant [24)].

Les figures 36, 37 et 38 montrent une vue en perspective et une vue de face de la
répartition du champ de pression pour des corps en puissance de méme épaisseur
relative (7 = 0.47) placés en incidence dans un écoulement hypersonique a nombre
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de Mach M, de ’ordre de 8.

Le coeflicient de pression C, décroit lorsque x augmente. Ce résultat, en accord avec
les résultats expérimentaux [15], indique une évanescence des phénomenes lorsque
l’on progresse vers P’arriere du corps et du voisinage proche de 'onde de choc.
L’effet de l'incidence «; tend a augmenter la valeur du C, a l'intrados. Cela est
d’autant plus perceptible quand le nombre de Mach M, croit. Cette sensibilité se
remarque plutét au voisinage de ’émoussement que vers ’arriéere du corps.
L’influence du parametre # intervient dans ’épaississement de la couche de choc:
pour z fixé, C, varie dans le méme sens que 7. Un commentaire plus détaillé de ces
résultats se trouve dans les rapports [15] et [24].

Les déviations des lignes de courant sont représentées par les figures 39 et 40.
L’absence de déviation angulaire est évidente pour un écoulement axisymétrique
(e; = 0 et la fonction de courant se réduit a ¢ = 0).

La déviation est d’autant plus importante que incidence «; est grande tout en
restant dans le domaine des faibles incidences [24]. Cette déviation dépend de I’angle
d’entrée des lignes de courant dans la couche de choc:

e Pour une entrée a 0 ou a 7, il n’y a pas de déviation puisque l'on se trouve
dans le plan de symétrie du corps.

¢ Pour une entrée s’effectuant loin du nez du corps, les déviations des lignes de
courant sont faibles.

o Pour une entrée comprise entre 30 et 120 degrés, les déviations sont maximales
et atteignent les 15 et 30 degrés selon les valeurs de a;.

e Un léger tassement des lignes de courant correspond a un amincissement de la
couche de choc.
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Chapitre 5

Formulation généralisée des
équations

5.1 Equations générales

Nous nous sommes intéréssés a une formulation plus générale des équations valable
aussi bien pour le cas d’uue explosion ponctuelle [4] que pour celui d’une explosion
linéique. Le milieu dans lequel s’effectue 'explosion est animé d’un mouvement
uniforme de vitesse U et la pression qui y régne est 5. Nous supposons que l'energie
libérée suit une loi en puissance du temps t telle que:

) = Ei"r

n

ou
F >0l <a<m+]1.
m dépend de la nature de 'explosion, avec:
m = 1 pour Pexplosion linéique
et m = 2 pour P'explosion ponctuelle

Les équations qui régissent le phénomene s’écrivent alors:

o 9

. 1 -
pe+ —[r"pu], + im) [pv@(m)] =0

P {'rut + rut, + vug — 02] +7rp, =0
plrve + ruv, + vog + vu] + pg = 0
rIl; + rull, +vllg =0

avec

= (sin )™

2.
P

,
=3
e

o
-1



5.2 Forme conservative des équations

Les équations écrites ci-dessus se mettent aisément sous la forme conservative suiv-
ante:

(5.301) Pt = [ ™ pu), + 7;(1_) [pvb(m)], =0

(5.302) (m) [1 {pu} + {rmpu?} |+ 077 [f(m)puv],
+r™"1(m) [—pv2 + rp,.] =0

(5.303) Bim) [ {pv}, + {7 puv},] + 770 [(m)pv?],
+™ 1 (m) [puv + po] = 0

(5.304) o(m) [ {pl}, + {#™pull},] + +™! [é(m)pvﬂ}ﬁ =0

Nous avons montré dans les chapitres précédents que I'écoulement consécutif a
I’explosion se trouve confiné entre deux surfaces mobiles: I'onde de choc ¥ d’équation
r = R(9,t) et une surface matérielle &’ d’équation r = R'(#,t) avec B’ < R. On
va, tirer profit de I'existence d’une similitude interne pour les équations de premiere
approximation. Nous représentons I'une des variables d’espace par:

Nous associons a £ les variables adimensionnées 7 et ¢ qui correspondent respective-
ment a {/ et a P

1
; fm+1 o]l mie
n = —'l E———-——
&L E

m+3 E

m+l Y R
p} ,dlot o < m 4+ 1;

tel que n € 151t K {(50)

— t2(m+l—o) m

Ces deux variables sont liées par la relation

"3

.ot

— ,yf/[?

avec

o L
YP
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R* =14 né cosf + %25-22 + 7% (Egs + Ea1 c0820) + o(5) + (=)

La variable ( reste finie méme si M — 0.
En se référant au chapitre 2, les inconnues du probleme peuvent s’écrire:

r = R(6,t) = E{oR* r=R(8,t) = E&R™
- — = 712\ —7 *

/ Ei}%pp = (%) par

w= () fo v=(F) v

avec

La recherche de la solution se fait par la méthode des petites perturbations en posant:

2 2

U]

2 2

R™ = € + €} cos 0 + %é + 0%(Ey + Ep, c0520) + o(n?) + o(%)

2 2
P = po(&) + np1(€) cos b + j\][’p”( )+ 1% {p23(€) + par(€) cos 20} + o(n?) + 0(%)
-2 2
pol&) +npi(&) cos§ + ‘[2])22(5) + 0% {paal€) + par(€) cos 20} + o(n*) + 0(%)
0’ ] 2
u” = up(§) + nua(§) cos b + ” — (&) + 1° {uas(€) + ua () cos 20} + o(n®) + O(Tnj—)
o™ = oy (€) sin 0 4 n2v,(€) sin 20 + o(n?) + ()(]\l_l-—)
avec: R* <¢( <R~
Avec les regles de dérivation suivantes valables Vf(r, 6, t)et f(£,0,n)
(m +1- a) n
= ——— =
m+ 3 t
N 1
fr = _Efﬁ
m+1—a
=g [aenos (P50
les équations (5.301) a (5.304) deviennent:
wow ¥ t1 _— « .
(5.305) Elpr(u” — 5 )] + Anp) + p" [(m + 1)u™ + (m — 1)v” cotgb)
< 3
Hpro)e =0



* kg * + 1 +1 . * * * *

G305) e[t - 5=+ g+ Aneu) + s
e .+ 1Dim+3)
+y = 1)p" + pu [(m+2)u 52 +a)
+p v" [(m - 1 u' cotgh —v*] =0
~1
(307 [oortr = T3]+ anere)y + [+ =],
3

+pT 0" [ (m +3) { 9(9 } +(m—1)o” cotg@] =0

{5.308) é[p» } + An(p*s™), + p u* [(m 4 1)s™ + 2]
+(p v s — ————jS%lp' + (m — 1)p"v™s" cotgh =0
24+«
oil

(v+D(m+1-0qa)

224+ «a)
En tenant compte des formes développées des fonctions "étoilées” et en identifiant,
les équations (5.305) & (5.303) donnent les systemes d’équations suivants, avec ¢ =

A=

Ug — ’%1'
Ordre 0
€ [pocl; + (m + 1)poug = 0
v -1
(5.309) 3 {/’0“05 + 1 Po} + (v = 1)po
= 3
+)(m+3
+ potty [(m + 2ug — (O 2(2):_;) ) =0
4+ 1m+3
€ [posos]y + pouo [(m + 1)so + 2] - U—72)—%5&—_)/)0 =0

A partir du systeme (5.309), nous déduisons les équations différentielles
déterminant Pécoulement de base:

dz
(5.310) ﬁ = G (uo, %)
0
dUO 1
5.311 =
(5:311) T10g€ ~ Galuor70)
dl
(5.312) dl‘;ggpﬁo = Gis(uo, 20)
avec
Giluo, z0) = %{l Gz(um 2g) % Gis{ug. 20) = ;%



Les expressions des fonctions f; (1 = 1,4) sont données sous leurs formes généralisées
en Annexe 7.

L’existence et 'unicité de la solution de 'équation (5.310) dépendent de la continuité
des fonctions G et %% au point I(1,v) du plan (ug, 2o).

Le lieu des points singuliers est défini par:

v+
(5.313) up = o=
- [(H1)(m+3)
5.314) S uoe [255 — o]
. o= v =1 [(W+1)(m+1—a) —7(m +1)u ]
24a Y
zo = 0 sl ug =0 Ug = 7;1 Uy = ﬁ%_(:;TM

Y+ D(m+1-a)

Y2+ a)(m+1)
On montre facilement que [ est un point régulier puiqu’il n’appartient ni a la droite
d’équation (5.313) ni a la courbe définie par (5.314).

zp — 00 8l ug =

La masse volumique py(€) peut étre calculée a partir d’une formule déduite des
considérations dimensionnelles. En effet, 'écoulement est adiabatique, ce qui en-

traine la relation: »

== ¢ pour une particule
p

On écrit, en prenant comme grandeurs primaires M, F et 7:
P N ~ b—c
— = fla.y) M E"p*
o
avec

M = pr"Hle qui est une coordonnée

lagrangienne
Les constantes a, b, ¢ sont déterminées par identification dimensionnelle. On remplace
p,p, et M par lewrs expressions a l'ordre 0 et on calcule la fonction f(a,v) a partir
des conditions initiales po = po = up = 1 en £ =1 . En introduisant z , po s’écrit :

BRI

nn={m+ 12+ a)

avec

,=2m+1-a
T3 =2(m+3)(m+1)

1
T4 =

2+a){(l —m)+y(m+1)} —2(m +3)

9



On peut remarquer que les équations qui régissent 1’écoulement de base (Ordre
0) d’une explosion plane peuvent étre obtenues en substituant m = 0 dans le
systeme d’équations (5.309). Cette remarque n’est plus valable pour les autres ordres
d’approximation.

Ordre 1

(5.315)  &lpowr + prcle + Ap1 + mpov1 + (m + 1)(pows + prug) =V

1
(5.316) ¢ [po'u.oul + £(pows + prug) + - pl] + mpougvy

. v+1
+{potty + prug) [(m + 2)ug — —/—)-—} + (m + 2)pouguy + (5 —1)p; =0
v+ l] v -1
5 5

(5.317) f[/)o'v\s]g + poty [(m + 3)up — pp =0
(5.318) f[/)U,SUIL, + 2(poysy + 50/’1)]5 + A(pos1 + /’L*U) + mpgsory
~+1)m+3
+(m 4 Lpouns; + (pory + prue) [(m + s + 2] — (—’?)—M——-—)/)l =

Les équations (5.315) a (5.318) peuvent se mettre sous une forme matricietle:

i), = {7 o= () = b (7

ou
Ty = prug
v Y1 = 1o
{ X 1} - =y
<1 = Uiy
”
2
-y Ir-z L. . . ,
D=1 désigne le déterminant de [M,]
2

2zt
La matrice [M,] est définie en Annexe 11

La matrice [Fy] est définie par:

-~ ~(m +1) -m 0

—€2 — €99 —iNUy ( /)

{Fl] - 0 0 —€33 ;;l
—ey1{sg — ) — [lj + {m + 1).50} —msy —€4y

avec

e = (mt1) - OF D {(m+1) +a(m+2)} <7+]>5G3

2(2 + a)ug 2ud
e = (1 — Gy)

v 41
eqr = 2(m + 2)ug — ]—é— —2:Gs
y+1
833—911.0———)‘—'— G'3



en=2 {A_ (f_+f_>]

20 f2
La matrice [P,] est définie par :
k11 kig ki3 kg
_ ko ka2 ka3 kaa
[A]= 0 0 k33 k3q
kg k4o ks kay

Les coefficients k;; sont:

Ye 1
ki == |eexn — eqr(eug — =
11 > €€ 1w 2f2

0
3 - — 2 T
- Gl y+D{m-1)+a(m+1)} L6 CB
20 (24 a)ug ud
- . =201,
kg = —ve¥ {m — 0+ Ditm = 1) + alm + 1)} + = G
(2 + a)ug up
— 27 v
kry = — (2w, — 11:_1) + 25(;3] —(y-1)A
20 L &
3 1 5 1
kyy = Ye [25G3+1—t—+(777‘_1)u0} +e M+A <
ZolUg 2 2
— :2 [ -~
kyp = e m(2uy — -~ —i— 1) + 2eCis + %}
Up L = Y
bio = —mye?
20
my(y — 1)?
koqg = T
3 AT
D633
k3z = —
33 -
— ’63
by = T2
Ug
by = Yy = 1) 2y — (v+ D{a+54+m) IR
2z 2(2 -+-C¢) fg
—(y —1)e? (y+ D45+ m) fi+ /s
k — i i 2 ‘ / - h
24 2zoug to 2(.2+O) + f2
(71N D
e )“
5 .
. fi+
kyg = = [(A/—l)z0~s{A* <~1 . fs)”
ZoUg f?
Ordre 2

Effet de la pression:
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(5.319) ¢ [pouzz + P225]5 +2Apys + (m + 1)(potin2 + p22tie) = 0

(5.320) £ [p()'LLOU22 + (potaz + pazuo) + 7 ; PnL
+(m + 2) [potious2 + uo(pouzz + p22tto)]
+ 1){m~-1-2«a
-i-(,7 3%2 T ) [potaz + p2aug] + (v = 1)pa2 = 0
(5.321) € [e(posaz + Sop2z) + posouaz]e + 2A(posas + p22se)

+(m + 1)pouose + (pazuo + pouzz) [(m + 1)sg + 2]
(v+ Dm+3)
B 24«
Ce systeme d’équations peut étre mis sous forme matricielle:

(M) {?2} = () { X} = {?22}“ = 5Pl { X

=5
— T2z = pP22Uo
{X 22} = Y22 = U220

P22

pr2 =0

~véfa
2zog

Les coefficients de la matrice [M3] sont donnés en Annexe 11

D' =

désigne le déterminant de {Ms3]

La matrice [[y] est définie par

—€l —(m+1) 0
[Fao) = —€n =€y (1—7)
—¢fi(s0 = 7) — 2+ (m o+ 1)so) ~€hy
avec
/ ay + Dm+3)  (~v+1
‘= 1) - - e
en = (m+1) 2(2 + aug 2ud G
v+ 1)(m—1-2q) ,
e E R
. (y+ Di(m -1 - 2a)
6’22 = Z’lto —+ ! 2(2 T Q’) — ..5G3
! Y fl + J‘3>j|
€hy = — |2A — | /——=
33 20 [ ( f‘z
La matrice [Payg] est définie par :
k11 ki ks
[PQO] = ko kéz ks
k3, k3 kss

Les coefficients &, sont:

~

1
kyy = — ey — iy (Euo — 3f‘2)]
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k31
ks,
kiz
ko2
kas
ki

’
23

’
k33

5 [m v+ {(m-1 +a(m—|—1)}+62G3}

(7+Q)UQ u%
G+ D{m - +a(m+1)} G
—e [m 9(9+a)u0 + u33J
2 [y - LD om0 2263] ~(2 1)
(v + 1)(m —1 - 2a) ¥ = re(m+1)
— [ 2@ a) + (m — 1)qu + [A+ 2 }
vy —1) [u _(r+H(m+3) n (f1 + ﬁs)}
20 0 2() +(1) 2f2
—{y = 1) . v+ 1)(m+ 3) n h+fs
ZoUg o 224 a) 2f

e . hoa L+ 1
ZoUg ':(7 ~ =< {2‘4 ( fa >}j|

Effet isotrope de la vitesse:

1 1
(5.322) ¢ [/’ou'm + 5ot /)235] + 2Apa + (m — 1)(povy + ;Plﬁ)
L 5 <

1
H{m + 1){pottas + 5P1U1 + pastig) = 0
. 1 1 |
(5.323) & {pouotias + stl{pors + pruo) + <(pouss + 51U+ paato) + —

1)23}
£

1
+(m +2) [Pououn + 5‘“1(/10“1 + f)luo)}
(7

1 m-—1-2
+(potaz + SP1t F pasiy) [(m + 2)ug + $ Q)}

+1)
212+ a)

1 -
+(m —1) [/’ouovz + suilpour + /’luo)} + {7 = U)pas — 5/’01}1~ =0

1 1
(5.324) ¢ {5(/)0523 + 55+ 50/)23]€ +¢ [gul(ﬂosl + p1so) + /30501023}
2 2 ¢

1 1
+2A(posas + P18+ Sopas) + 5(777' + L}si{pous + prug)

__('7 + 1)(m + 3)
24+«

1 ,
+(m + 1)poupsys + (m — 1) [Posovz + vi(pos: + /)150)] =0

1
P23 + (pouas + FP1U + pasuo) {(m + 1)s0 + 2]



La forme matricielle est donnée par:

(M;] {Xf*zs}u = 1Fal { R s} - { R4}

soit
{x—\"za} = %[on] {j{%} —[Ms)™! {X:}
1
N T3 = P23l
{Xzs} = Y3 = U230
P23
ou
— )\1
{ A 1} = )\2
/\3

Les expressions des composantes A; sont données en Annexe 12.

Effet anisotrope de la vitesse:

1
(5325) f I:[)()Um + ;/)1 uy + /)215] + 2;4/)21
= 4

1
+(m+1) {/)ouu + parto + povz + gpl(ul + vl)} =0
—1

1 1
(5.326) ¢ [/)o?to’um + 3“1(#0“1 + prug) + £(pouar + 5Pt + parug) + 7 > Pz]]
2 2 €

4

1 A+ Dm -1 -2«
+(pouay + P + patg) [(’771 + 2)uy + 0 l( )}

(2+ «)
1 1,
+(m + 1) {/)Ouuv-z + 3'(71(poul + pluo)] + 5Pt
1
+(m+2) [/}Uuuuﬂ + ;1’1(/101!1 + pluo)] +(y=1ljpa =0
| 1
(5.327) ¢ [p(ﬂ'gf + 51v1(pou1 + /)15)] 4 3P0V [(m + vy + (m 4 3)uy)
L 6 Z

(v+ Liim —1—2a)
212+ a)

+ [(m + 3)ug +
13 1 1
(5.328) ¢ [5(P0521 + 5ot ~50/)21L +¢ [3“1(/’051 + p1so) + Pub"o“n]
2 2 ¢

1
+{m + Lpouosa + 2A(posa + 5/)151 + Spp21)

v+ 1) (m + 3 1
"b—.)%‘a—lﬂm + {pouan + AL + parttg) [(m + 1)so + 2

1 1
+;)~(771 + 1)s1(porr + prug) + (m +1) [/)05002 + :j‘vl(/)osl + Plso)] =
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La forme matricielle de ce systéme s’écrit:

[My] {)_()21}# = [F] {3‘?21} - {X)’l}

soit

{3\?21}“ = %[le] {7\"21} — My {K’l}

Z21 = P21tio

{X)ﬂ} _ 3121_:’ 2100
22 = Vzf0
P21
! /\/1
/\/
ol {Tl} = z
Ay
A

Les expressions des composantes A: sont données en Annexe 13

La matrice [Fz;] est définie par :

—€l; —(m+1) —(m+1)
B —€hy —ehy —(m + 1)ug
[Fn] = 0 0 e
—e31(s0 — ) - [% + (m 4+ 1)30] —(m+1)sg
avec
. (vy+1)(m—1-2a)
€y = 2up + 22+ a) — &G
La matrice [Py,] est définie par :
ekyy <k, ki ki
- eky ek kgs k3
Pal=1" 0 k 9
ki ki ki ekis
Les coefficients k; sont:
e —y(m+ 1)
kys = - ( T
Zo
kK= 7(7 - 1)(777' + 1)52
B 2U0
De!
]C" I 44
33 =
e —y(m+1)&?
3= T —
"
B ly — 1) (v+Hm+3) 1/(fi+fs
4= — - (% — BYD +3
20 22+ a) 2 fa
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..\~kll — )52 _(7+1)(7n+3) +l f1+f3
2 ZoUp 2(2 + O’) 2 fz
k= —7(7 _ 1)€f2
34 2zqug

)

Les autres coeflicients k; sont les mémes que pour la matrice [Py)

Les équations (5.322)

doivent étre intégrées simultanément [4].

5.3 Conditions sur le choc ¥ ramenées en { =1

Sur le choc € vaut R* et les conditions sont définies par les équations (2.27).

vitesse de propagation w du choc est donnée par Pexpression suivante:

RE
=T
avec
. & 7] 2m+2) —«
w —1-{—77(5)&%04— T T a 2o
2m+2) —« 2m+2) -«

gl

Nous ramenons,

£ =1. On obtien
Ordre 0
Ordre 1

24«

o1

comme dans le ¢
i

24«

chapitre 2, les condittons valables en ¢ =

po(l) =1
po(l) =
up(l) =1
m(l) = flpof( )
mil-a Y- -8 3
) = [ 1))+ I
w(l) =€ — (r + D{L — )m+3)

202 1

a (5.324) ainsi que les équations (5.325) a (5.328) montrent bien
que pour le cas de I'explosion ponctuelle ( m = 2 ), il y a couplage entre les effets
isotrope et anisotrope d'ordre 2 de la vitesse. Par conséquent, ces sept équations

) Eo + %{f} cos 29} + o(7*)



Ordre 2 @

Effet de la pression:

p22(1) - [4 (m_H—;a) "pof(l)] 622 - w

2+a 272+ a)?
3 _ 2(m+3)°
p22(1) = —£aap0, Y -1D)2+a)2
T m+ 1~ (m + 3)2
ug(l) = [2 (—24-—01-) - “05(1)] b — (2+a)

Effet isotrope de la vitesse:

1- 2a% —4 D4+m?=2m -7 1 .

pas(l) = [4 (%) —Poe(l)] Sz + [ 2 a(ng j_ Q)T = - Ipoge(l) &
Ba+3-—m)(m+3)(1-3) 1 (m+3)}1 — 3)?
+[ @+a) ‘5”4“}5+“*3§:EF‘*

p23(1) = ~Laspo, — i/)o&(l) — ;;—61/;15(1)
1= P -] [0 s b

2+a 22+a) 4
B=ym+3)(1-8) 1

Effet anisotrope de la vitesse:

7 l -« 20 —m 1) 1 9
pa(l) = {4 <%a—a> —1)05(1)] En + {(_%(‘ZTZSZL —- 4—1)0&(1)} &
B [(m+1 —a)m+3}{1-8) 1

+ —Plf(l)} &+

(m+3)%(1 - 3)?
(24 «a)? 2

2(2 + a)?

1 1
pu(l) = =& po, — 1/’055(1) - 551/’15(1)
ug (1) = [2 <ﬁ1‘_“> — uui(l)] oy + [M — luo&(l)} £

24 a 212+ a) 4
DL~ A m + 3 1
_[(w )4((1)+(3§ + )+§U1€(1)} ‘.
e _(2-mi 1), (= =f)m+3) 1
vo(l) = 289 — (m) &+ [ 125 a) - 5’01&(1)} &

Ces conditions dépendent des valeurs en £ = 1 des fonctions d’ordre 0 et d’ordre 1.
Ces valeurs sont données analytiquement en Annexes 4 et 5.
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5.4 Conditions sur ¥’ ramenées en £ = ¢

La vitesse de propagation de ¥’ est définie par:

hE
= —fow

2

_ & 7 |2(m+2)—al
=&+ (= )COSH+K_F —51a |

2Am+2)—a 2 Am +2) — a 1 3
+r H<(°+l>f 4ao}+{(—(*2%‘—>551 ffo}““z"] + ot

L’energie libérée par ’explosion sert intégralement a la dilatation de la frontiere
matérielle ¥, ce qui est traduit par 'équation:

(5.329) P // A& + U TR dS = 0
avec -
‘ 1 o[ d .
P_é—”;; A [dt ]9(771)610

L’angle 0(t) est défini par:

i Bl + 1)

0= 0—7]—51110+ -

€o 260

N g .. 3(3 2¢;
cosf = cos 0 + = sin’ 0 — —W—,&)
& 260

En développant (5.329) jusqu’a l'ordre 2 en 7 et en identifiant terme a terme, on

obtient:

Ordre 0

2o T p%sin 20 + o(n®) pour m = 1,

n? cos @sin® 0 + o(n*) pour m = 2.

a(r+1)
7-r2m+lﬁ3(€0£6)m+3

(5.330) P =

Cette équation donne donc la valeur & Pordre 0 de la pression sur la frontiere ¥’
Pour a = m 4+ 1, nous obtenons:

L (m+DE+Y

Ordre 1

C(Bta)B+E)
@ta) °

2a+9)(B+&)
C+a), °

Sim =1 alors pj

Sim =2 alors py = —
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Le coefficient 3 sera déterminé, comme dans le chapitre 2, grace a I’équation
& =0
Ordre 2

Dans le repere défini par £ =0, on a:

Pour m=1
24« 4
5;2:“( 56#

3 0
o 2+ & ! {23 2(6+O‘)52
‘523—( S )éO[ 6+(2+04)
¢ = <2+a)§, _@ (a® + 6a + 16)5?
no 8 ¢ PO (24 @)
Pour m = 2
. 2+a P
€22__<12+a €Op'
24a\ | v BF (3 H(20+9)
523“(12+a>5"[ A <4+2(2+a)2
24+ a o BE(9 520+ 9)
6“_<;+ >€°[ o 4+2(2—!—a)2

5.5 Equation de conservation globale
de P’énergie

La conservation globale de I'energie s’exprime par équation (2.97). Elle s’applique
3 un domaine diédrique pour 'explosion linéique et & un domaine conique pour
Pexplosion ponctuelle. On substitue dans Péquation (2.97) les développements des
inconnues p, u, v et p ainsi que ceux de w et de w’. On exprime suivant le type
de domaine les éléments de surface et de volume et on raméne enfin les bornes
d’intégration ¢ = R et £ = R™ respectivement en { = §; et £ = 1. Une identification
3 chaque ordre en 7 donne les équations suivantes:

Ordre 0
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(5.331) a/{{j Ho(£)E™+2 dE = (2_+f_) (v - 1)) {(m+3)

m-+3
a#0
ou
Ho(€) = po + pouf
Ho(1) =2

Compte tenu de (5.330), nous pouvons écrire I’équation (5.331) sous la forme plus
générale:

(5332) /1 H0(5)5m+2 dé — (72 - 1)(777, + 3)2
&

20+ (2 + a)zégmﬂ)

valable quel que soit a. Le second membre de I’égalité prend, pour a = m + 1, la
forme simple suivante:

7 -1
Ordre 1
G333) [ [{a e+ 2) 4 o D} a(6) + 222 ey (é)] £mv de

+{a(m+2)+ (m+1 }{'761 - «f;{é)(m“)'}'fo ) } =
(v—-1) [( a)py fo(m+3) + {ma+3(m+1 }Pofl{o(m”q

avec
Hi(€) = py + ug (pruo + 2pota)
Hol€) = po + pous
Ho(&) = po car limg_g po — 0 pour a # 2

Pour le cas a = m + 1, équation (5.333) s’écrit:

it Homvl(f)} £ de

+m+1) {‘)fl — ﬁ’ﬁ(lj(mH)HO(d))} =
(v — l) [ (m+?) + (771 + 1)]766;{(,)(”1+2)]

(5.334) /E,l [(m+ DH(E) +

Q

Dans le repére défini par [2.88], les équations de 1’énergie a 'ordre 2 sont:



Ordre 2:
-Effet de la pression

(m+3)2(y+1)

1
m+2 _ _ gt g (m+2) ry
(5:335) [, Poal €06 de + 26 — 5 0 TS — Gl Ho (8
(7 -1 m+3) : mtl+alm—1) , rmy
™+ 1 60 2+ 27 &2260 Po
ou
Haa(€) = pa2 + wolpaztia + 2potins)
Cette équation s’écrit pour @ = m + 1:
(5336) /1 ’}-[22(€)£m+2 dé + 2522 _ _(Zil_)__ _ 6,‘ fl(m+2)H0(§i) —
€ 2y(m +1) 20 o
(vr=1)

— 6™ s + (m + D™ g

-Effets isotrope et anisotrope de la vitesse

(5.337) /; [(m + DY Has(€) — (m — 1) Hay (6)) €m¥2 de

)4 = B)(m +3)°
4(2 + a)?

(1) + 36 Ha, (1) — [(m+ 1~ (m — e, 6" H4(6))

7 T
= (Z55) & {lm + 1y~ (m ~ 1))

2 [< + 1o — (m ~ 1) + (m . 2) 61] b=

m+1
y=1 [4m+ 1) +a(m=1)
m+1{ 2+a {m o+ 1) — (m = 1)) &7
avec
1
Ha3(£) = pas + vo(pasuo + 2pouas) + pruous + §/’o(uf + v¥)
Iy + ah F3)(3 = 1)1 -
Hl(l) =92 v + Ozzlz - (m )( 7)( ﬂ)
2+a)(v* - 1) 5T a
ou

i =m(3y" =8y = 3) + (v + 1)(y - 5)
ho=m(y - 1By +1)+ (v +1)(57 - 1)
2(/’51 —a/i»z)
Ho (1) = —————"—
= i)
e =m(=7" + 87+ 1)+ (7" + 4y +3)
ko = m(3v° =29 — 1) + (T4 + 4y = 3)

103



Pour m = 2, ’équation (5.337) est couplée a ’équation suivante:

(5.338) /s., [Hzl(<)+?{no<f)vz(s)+;vl(fml(f)}] £ de

12 (6 + 28 4 560(0) + 6 Hecl1) — 8™ Ho(6))

(v=1 [,m 4(m+1)+a(m—l) m ;
+6ui(l) = m_-I——l— éo( +3)17’21 + 2t a 52150 +2)P0

avec
1
Hau (&) =pa 1’0(/’21110 + 2pouar) + pruou; + 500(”% - vf)
Hl(f) = yp1 + uo(prug + 2pouy)

Les équations (5.337) et (5.338) s’écrivent sous la forme simplifiée suivante pour
a=m+1:

(5.339) L? [(771 + LY Hzs(€) — (m — 1)H21(f)] fm+2 d¢

P -na -8y
4

+2¢7 K)jff) mt 2] =l DEs — (m = DEL & M)

+2[(m + Dz — (m — 1)y — -—(3—‘-)(1 — P&

b {m+3 /
= <m n 1) o * ){ (m + 1)pos — (m — 1)ph, }

+;;;ll [(m + 1) {(m+ )& — (m — 1)&,} d)(mﬂ)p,o]
1 (5 T
(5340) _/é, {'Hzl(f) + 5 + {HU(é)OQ(g) + é-vl(é')'}-{](é)}:! ém+2 dg

2 1 {m+2 ’
2 (60 + 26 ) + 56 (1) + T8 HlL) - e Ho(E))

+een(1) = 20— [, + (m + 1)es ")

5.6 Solution analytique pour le cas a =0

La solution analytique est obtenue grace a l'existence d’une intégrale
premiére de energie [2]. En effet, 'energie du fluide situé entre deux surfaces mobiles
R/(r,t) et R"(r,t) vaut:

. RII
5.341) g = P Lo comem gy
—5t3r
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ou

r= Eéof
La variation de cette energie est égale au travail des forces de pression sur ces
surfaces. Cette égalité peut s’écrire:

d R 1 "
(5342) :l? - <7 ﬁ 1 + '2‘/)u2) 727 dy = — [ermpu]g

Le premier membre de (5.342) est égal a:

(Z R” 4 1 2 om, .m p 1 2 dT "
T S (ﬁ+§pu>772r dr+{<7—_7+§pu T

.
ou % désigne la dérivation par rapport au temps effectué sur un volume d’intégration
mobile constitué des mémes particules.

Or, par des considérations dimensionnelles,

(5.343) &= Et“f(g’,{”,a,w,)d’oil((ll—j = a%

ol f(&',¢€", o, y) est une fonction inconnue dans laquelle £ et ¢ sont des
constantes prises par £ respectivement sur 2’ et R”, & un instant donné.

Compte tenu de (5.342), (5.343) et des expressions de u, p, p & I'ordre 0,
nous obtenons:

U

af(é.lyé-"s avA/) — Cvte [5171+3 {(A’ — 1)])0'110 -+ 5(p0 + poug)}] ¢
ou

47:L3§6n+3
(v+1)P2(v—1)

Le premier membre de I'égalité précédente est nul puisque o = 0 dans
le cas d’une explosion instantanée, ce qui entraine:

Cvte - _

(5.344) €+ {(7 ~ Dpouo + £(po + poud)} = C1

La constante €'y peut étre calculée sur le choc et 1'on trouve ¢ = 0.
En substituant zp = 12 dans Iéquation (5.344), la solution analytique est donnée
par:

— vipeTes
§=ug I'Ply
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+1 2 I
e[t () e

v—1
avec

e 2 (2]

I = 2{y(m+ 1)+ (1l —m)}uo — (m+3)(y+1)
’ y(m—1) = (3m+1)
2
= —m+3
!
ve = 29+m—1
e mA(y? =3y +4)+ (v + 1)(2my + 5y — 4)
T mA3)I—m =2 {y(m+ D+ (1 —m)}
2
vy = "“_)_A/
. om+l
Vs = 29+m—1
(m+3)rs
Ve = T

5.7 Comportement de ug,,py,, po, au voisinage de
£=&

On sait que, pour &) < € < 1, yy varie de 1 a A’% pour a # 0 et de '%1 a 1 pour
a=0.

La fonction z,, représentative de la température, reste supérieure a ¥ pour toute
valeur de « différente de 2.

On montre aisément que:

-les pentes des fonctions ug et pp restent finies quand £ — ¢, c’est a dire:

. (7+1 m+l—-a m+1
m ug, = —
i & 72+ a) 2
_ —2po(&)

&

lim po, pour les 2 valeurs de m et Vo
E—&

-la fonction py, se comporte comme | € | ou:
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_Am+1—a)—v(m+1)(2+a)
S m+ )24+ a) —2(m+1-a)

On distingue ainsi deux cas suivant que v soit positif ou négatif:

lim py, — 0 si
e—g *

2m+1)(2—7) ou < 4m+1—-a)
yim+1)+4 K (m+1)(2+a)

lim po, — oo si
£—¢;

2(m+1)(2—7) 4m+1—-q)
yim+1)+4 our = (m+1)24a)

Le cas o = m + 1 est particulier puisque nous obtenons, Vm:
= _9
¢ S0, K

Uoé(fé) _ ~(’y+ L)(m +1)

260

L’ensemble de ces résultats confirme celui de la référence [4] et permet de concevoir
une généralisadion du programme de calcul traitant & la fois le probleme sphérique
[4] et le probléme cylindrique exposé dans les chapitres 2 et 3.
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Chapitre 6

Conclusion

L’analyse dimensionnelle des équations qui régissent Pexplosion en loi de puissance
dans un gaz au repos a mis en évidence 'existence d’une similitude interne. L’étude
se trouve ainsi simplifiée puisque le nombre de variables passe de deux a un. La solu-
tion du probleme, qualifiée de solution de base, est alors déterminée par la résolution
de simples équations différentielles.

Le probleme de I'explosion dans un gaz en mouvement uniforme a pu étre traité grace
a la méthode des petites perturbations en effectuant des développements asympto-
tiques par rapport & la variable caractérisant 'effet du courant et en procédant & une
séparation des variables suggérée par les conditions sur le choc. Le nombre de vari-
ables passe alors de trois a un. Cela a permis d’obtenir des modeéles mathématiques
simples constitués de plusieurs systemes différentiels.

Les solutions sont déterminées dans un repere mobile afin qu’elles soient bornées et
physiquement acceptables [4],[15].

Les fonctions de répartition du champ dynamique sont évaluées a chaque ordre du
développement puisque la "couche de choc” n’est connue qu’a lissue de chaque
intégration, d’oli I'idée de dilater la solution de base et de linéariser seulement apres
calculs.

Les calculs sont effectués pour différentes valeurs de « et de ~. Les difficultés

i

numériques proviennent notamment des points suivants:

e La détermination de la solution de base pour des valeurs de o tendant vers
zéro nécessite un maillage serré puisqu’a la frontiere du vide ', la dérivée po,
peut étre soit nulle soit infinie.

e L’accumulation des erreurs d’arrondis a ’ordre 0 et 1 rend difficile le calcul des
solutions d’ordre 2 surtout si la dérivée pg, tend vers Pinfini a la frontiere 3/,
c’est a dire pour des valeurs de o supérieures a 2/3.

Les résultats obtenus sont universels. Ils sont regroupés sous forme de tableaux dans

un fascicule séparé. Nous avons montré que:
-Les effets du courant ne se limitent pas uniquement a des déformations du choc ¥
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et de la frontiére ¥’ mais aussi & des translations.

Le choc est translaté dans la plupart des cas a une vitesse voisine de 0.5U. Le cas de
I’explosion instantanée (o = 0) fait exception puisque le choc est entrainé a la méme
vitesse que le courant.

Le piston X' est également translaté a peu pres a la méme vitesse que le choc, mais
cette translation est légérement plus lente pour 0 < a < 1, ce qui se traduit par
un amincissement de la couche de choc a contre-courant. On obtient un effet con-
traire pour 1 < o < 2. La valeur o ~ 1 correspond a une situation pour laquelle la
déformation du choc est insensible a la compressibilité du gaz.

-La contre-pression P ne détruit pas l’isotropie de I’écoulement mais entraine un
épaississement de la couche de choc. On remarque également cet épaississement avec
les effets d’ordre 2 du courant. L’anisotropie du choc ainsi que celle de la frontiere
%' deviennent plus importantes sous ’effet anisotrope d’ordre 2 du courant.

-La compressibilité v et 'exposant a jouent un réle important sur la répartition du
champ dynamique (masse volumique, pression et vitesse).

Nous avons évoqué également le fait que la frontiere ¥’ joue le role d’un piston qui
peut étre déformable (cas de 'explosion) ou rigide (cas de 'hypersonique). La solu-
tion d’ordre 1 du probleme du piston rigide se déduit de celle du piston déformable
par une simple considération physique de repérage; la solution relative a Peffet de la
contre-pression se calcule a I'aide de la condition géométrique de rigidité. L’analogie
entre les équations de 'explosion non instantanée et celles des écoulements hyper-
soniques montre qu’en hypersonique les effets d’incidence et de coutre-pression sont
découplés. Les solutions d'ordre 0, d’ordre 1 ainsi que celle relative a leffet de
la contre-pression du piston rigide constituent la solution aux écoulements d’ogives
élancées en puissance placées en incidence en hypersonique. Les résultats de calcul
qui ne dépendent que du degré d’émoussement n de Uogive et de vy sont également
universels et sont regroupés dans le fascicule des résultats numériques.
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Annexe 1

Regles de dérivation

La variable & est définie par:
r

===
E¢o
avec
1
BT
#[5]
p

Les fonctions f'(vg 8,t, U, ) s’écrivent toutes sous la forme:

o(r, 1) f(&,n,0)

Les fonctions f se dérivent de la facon suivante par rapport a r et t:

J=eh,
fo= 5[ (B er (B52) )

On rappelle que:

(n vient de U)
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Annexe 2

Expressions des fonctions 55,7 =0,1,22,23,21

so = log (@)
rs

P am
Po Po

i P22 VP22
S22 = T — —

Po Po

2 2
wo . — | P2 { P1 } 5 P2; { "M }
e e — _— b

! Po 2py Po 2po

avec 7 = 3,1

8 =
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Annexe 3

Expression de la relation entre A, et ¢

¢ Relation

On sait que :

<A<
R <A<K
avec

2 .
R™ =g} + nj cos b + %532 + 1?(&hy + €5 cos 20) + o(n?)

2
R* =145 cosb + %522 + 0% (€ + €21 co820) + o(n°)

La relation qui lie As et £ est donnée par:

2

£ =X +n);cosb + %2 Aoy + 72Dz + Ay cos28)

Vi

+o(n*) + 0(;)
M

avec
{Ai}i=1.22,23,21 =LA) + éz(A'()‘S)
)‘s - 56
A(A) = -
(As) =7 &
B 1= X

NN =1

La dérivée s'écrit:
2

d .
d/fs =1 + 7]61 COs 0 + %622 + 7]2(623 + 621 COs 2(9)
2 7’
+o(n°) + o=
{n (Mz)
avec ,
51_ — {z B 6’1
1-&



¢ Développement au voisinage de £ = ),
des fonctions du type F*(£,6,7) et G* (5, )

Soient :
F* = F(€) + nFi(§) cos0+ =7 D Foa(€) + 1 {Fasl€) + Fn(€) o5 26} + o) + o(L)
G* = Gy (€) sin 8 + 1°Go(€) sin 26 + o(n?) + o(—M—2
En utilisant les expressions ci-dessus, on obtient les développements suivants:
F* = Fo(A) + neosf [Fi(A) + ArFo, (M) + % [Fa(Xs) + A Fo (V)]
S|
n? [FQI(AS) + A Fo (M) + i—A'{’FO&(/\s) + %AlFlé(/\s)] c0s 20 + o(n?) + of

1
+1? [Fzs(/\s) + Aaafo, (As) + ZA%)Fo{E()\s) +
2
Y
7
1 2
G* = nsin0Gy(\) + 175in20 [Ga(A,) + 5 M Girg(A)] + of®) + o)

On rappelle que , pour un entier k , on a:

k(k — 1)/\k_2A2
s 1

f = /\J” + k\k IAincos + — M k/\k YAg 47 [k/\f_lAgg +

k(k —1 2

+7? cos 20 [k/\f_lAgl + 1 ))\f_zAf] + o(n?) + 0(%)

Expression de la relation entre £et &

La variable ¢ est définie par:

f*‘za

En tenant compte de la translation uniforme du repére Ozyz (fig 3), les deux variables
£ et ¢ sont liées par la relation:

écosézfcos@—{—ﬂn
fsin 6= £sinf
De cette relation, on obtient pour { = R™:

p
&y cos b

&
&

cotgd = cotgh |1 + 7 -7 ﬂ
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Annexe 4
Fonctions dérivées :
€p057 §p0£7 6”057 6‘505

o Dérivées premiéres

Gy
£po :PO[ ]
¢ el
£po, = e [ 5{7“0 R 1)} - - 1)20] § o [(2 = Y)uo + O+ 2y —e-2)

fr 2+ fa 2+ a
€po, = poGs

1
§U0€ = ‘(Z

4(v+1
fs0c =7 [“(ol;a—) - ]

e Dérivées secondes
CY
52?0@E = po {Ga(G3 -1+ {GaJ (, {('1()(73 — 1)+ &Gy, — ( ) £G, }
& poee = po [G?,(Gs -+ fGSE]
Lo
+ 266

1
G
1 190G, JG,
éGjé_G? [0 o ]j=1)3

2
6 U0y = — 5~

avec

Ug Jzg

o Valeurs en £ = 1 des fonctions py,, py, et ug,
Pour le cas cy hndnque (m=1):

402y — a2y - 1)]

P =~ TG o)
-
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Pour le cas général (m =0,1.2):

po (1) = 2 [771(37 —D4y+l—a{myly -+ +1)3y - 2)}}
A 2+a)(v-1)

po.(1) = 2 [m(’)’ +5)+3(v+ 1) —a{m(y—-1)+3(v + 1)}]
R 2+a)(¥? - 1)

mB—-v)+v+1-2a{my+2(v+1)}
(2+a)(y+1)

La fonction Ho(€) est définie par:

up, (1) =

Hol€) = po + pous = Ho, = po, + ugpoé + 2up poug,
d'ou :

83y + 1) —4a(pa® +v — 2

Ho (1) = By + 1) y—2)

(2+a)(v?-1)

e Valeurs en { = 1 des fonctions pg, po, et g,
Les valeurs en £ = | sont obtenues en substituant £ =1, ug = 1 et z9 = v dans
les expressions des dérivées sccondes. En tenant compte des valeurs en £ =1
des dérivées premieres, on obtient apres de longs calculs:
Pour le cas cylindrique (m = 1):

(m + amy + alrs + ary)

poge (1) = . *
Pog (1) (24 a2 (72 —1)2[2 — a(3y — 2)]
avec
T = —87° + 8077 4 40y — 16
my = 527" — 1647° — 2409% — 28y + 44
73 = 607" + 385" + 1989° + 13297 — 18y — 26
7y = 6";4 _ 177' — 32*]/2 — 15y =2
40’y + Sagy + 1693
poeell) = — Y 3
T (2+a)2 (42 -1)
avec
o1 = —167° 4 21% + 56y + 23
¢ =97 = 197" =81y - 45
03 = —7° + 27 + 257 + 26
—2(a’py — apy + p3)
lLO“(l) = 2( .2
2+ a)? (2 -1 +1)
avec

=992+ 149 — 57 — 6
py = 347% 4+ 2647 — 18y — 26
tz = 1242 — 16y — 12
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Pour le cas généralisé:

o1 + a0y — 2oy

BRCENSECESECE))
2 — ar + a’n)
poD) = T3 oy - 17
(1) = 2(m + amy + o?rs — o3my)
P T B — )E B =) + (7 + 1) —2a (ym +2(y + DY)

ugg (1)

Les expressions des fonctions a;, 7; et x; sont données en Annexe 14.
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Annexe 5
Valeurs en ¢ =1 des dérivées py,, p1,, ui, vy,

Le calcul des dérivées py, uy,, v1, et py, peut se faire a partir de la formulation
matricielle

X, = BRI G)

Les valeurs en £ = 1 s’obtiennent en utilisant les conditions sur le choc a ordre 1 et
en prenant £ = 1, ug = 1 et 29 = v dans cette équation. Les calculs donnent:
Pour le cas cylindrique (m = 1),

x = pyug — p1 (1) = 21, (1) — 21 (Due (1)

(1) = —251(02‘1&'1 —aX, +X3) 48(1 —pB)(2—«a)
¢ (=126 +D24+a)? (v =12+ a)?

Xi = —8y" + 547 + 38

Xy = 1297 + 1447y + 116

X3 = 407% + 407 + 128

“26(*R) 4+ oRy + R3) 48(1 - B)(2 - «)

(v - 12+ a) (v-D2+a)
R = —329° + 4242 + 112y + 46
R, = 129° — 1004% — 300y — 156
R3 = 407* + 6477 + 1529 + 160

y1 = pouy — ur (1) = 51 (1) ~ y1(1)po(1)

—&(a ’)1+a) +Y5) 21— 8) {a(v +9) +2(y - 15)}
(7-—1)(>+a) (2+a)?
=257 4324 + 29

= (527 = 92){y + 1)

)/3-44 — 485 420
u, (1) = —&(a?Uy + alz + U3)  2(1 — B)(aly + Us)
¢ ('>+1)( - 12+ «a)? (v+1)(2+e)
Uy = ~25v> =332 + 17Ty + 17
Uy = 527° + 36~% — 20y — 36
Uy = 44~% + 1242 — 129 — 12
Us=7"+27+5
Us = 29° — 20y — 14
21 = povy — 1 (1) = (1) — z1(1)po, (1)

prll) =

ylf(l) =
Yl -
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()< 20=BNaZ + Z) G falty = 1) + 67 - 26)
¢ (v-1(2+a)? (y=D(2+0a)
Zy=7"+10y -3
Zy =297 — 4y =30
o (1) = —&i(aVy + V) 2(1 - B)Vs
¢ 2+a)(v*-1)  (v-1(@2+a)
V=T —2y -5
V, =642 — 12 — 10
Vi=7 42y -7
Plf(l)

o (1) = 16(2y +1)(1 = 3)  &(@®Pi+aPy+ Ps)
| (Y+DE+a) (P -1DP2+a)

P = —187" — 87 + 56~ + 24y — 6

Py = T2+ — 10479° — 18447 — 24y 4 48

Ps = 564" — 169° 4 807% + 80y — 8

Pour le cas ou m = lou2,

_26(a’ay —aay —as) | 12(m 4 3)(1 = B)(m+ 1 —a)

(- 12 + P (- 1@+ a)
=& (—atus + aas +ag)  (m+3)(1 — B)(aar + 2as)
= GG e rer 2Nt ar
—&laag + aro) | (m+3)(1 = Ban
B P B R
) = AL = 3)m +3)(my + v+ 1) B 261 (cPayy + aays + a14)
L

(5 + 12+ a) (v =122 +a)?

Les expressions des fonctions «;, 1 = 1 a 14 sont données en Annexe 14.

Vecteurs associés aux conditions sur le choc (en
§=1)
1) Ordre 1:

do(2v+1)~4{2v+4)

(2+a)(%-1)
. 2v—1)+a(5v+3)
{X“} - 1 @ra
43 =2y-1)+2a(3+°-1)
(2+a)(+*-1)
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0
v 2 1-21+2_ﬁ
= =2(y+1)(1-5)

—8(1355'

2+
2) Ordre 2:
2.1) isotrope pression:

4a! 2'y+1!—4!2’y+4!

) 7-1)

37 _ 4y+20(2v+1)
{Fa}={ st

8(v2—y—1)+4ary?
(2+a)(v*-1)
32

(2+)(v=1)
B 6
{./\ 222} = Py

40 (2y+1)=4(2v+4)
2+a)(7-1)
4v420(2v41)

2.2) isotrope vitesse:
2re)(v+1)
8(+* —y=1)+4a+’

-
{Fa} =
(24a)(v?-1)
-, %Q'lf(l)
7 4=3}(1—} \
(Mo =0 )+ 2022 by 0,01
Ly (1) — Meat3iu—p)
Zl1e
-
{3\ 233} =
1 o —4o—4
Poge (1) — GFay
0

(2+0a)?
i/)ofg(l) + %goé(l)uof(l)
N
X, } ! o
{ s 8(1-53)2
(2+4c)?

iuotf(l) t 5=

2.3) anisotrope vitesse:

da(2y+1)—4{2v+4)
2 —1
*{\,? _ 4752:(0%(11) )
AL = (2+a)(v+1)
8(~%—~y—1)+4a+>
(24+a)(v7-1)

%a?lf(l)
(Fu=1 - = (Do (1)
o 3oc(1) = B — Lo (1o, (1)

24a
2—a){1-73
P11 + & (2+‘S§ )
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%p()“(l) + %gos(l)uog(l)
(Ra}=y Gl
< 202
1—1)(,“(1) T [2+a)?
0
- 0
{‘X 214} = 0
8(1-8)?
(2—0—01)§
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Annexe 6

Comportement asymptotique des fonctions

Do, pPo, Ug
a la frontiére matérielle Y’

(pour £ — &)

L<E<t
306[77_’—00[

1[sic1'760

1
Uge[lj— I}sia=0

&

ug € [1, s

. vy+1{ 2—«
lim ug, = g, () = —r | ——— —1
5—’56 O¢ 05(50) 66 [7(2 + Q) ]

Eling, o, = &opo, (o) = —2po(&) , Va
<o

On rappelle que £po, = poG'3 et que py, a la méme dimension que {lgd — Uy)*® ou

22-a) -2 +a)
(v+1)2+a) -

Vg =

I vient:
lim po, — 0'si vy >0 c.a.dsiae€l0, _27[
E—eh 2+
lim po, — 00 si v5 < 0 c.a.d si o €] — A/,—i—oo{
) 24~
4 — 2") . Y + 1 (44)
sia= , on a: lim —
g Jism po, (7_1>k P&’
Pour

v=1330ona a=0.179
v=14o0na a=0.353
v =167o0n a: a=10.353



Annexe 7
Fonctions Gj,7 =1,2,3,4,5

Les fonctions Gy, G4, G3 sont des fonctions dépendant de ug et de zo et sont définies
a partir des fonctions élémentaires fi, fo, f3, f4 telles que:

-Pour le cas cylindrique (m = 1)
1
£ =Ug — ;(’)’ + 1)
_ (D)2 —a) . 2 2+ 1)
f]—("/—l);,o['.——Zé' +4€ ’)’UO-—'H—Q
I~
—2(y — 1)uge [ug - M]

fa=(y = 1)z - 2¢ .
f3 = 2upe {uo _evt 1)] - (0’ — D@ =o)

24+« ¥(2+ @) ®
2y +1 -1 +1)(2—«
f4:2u05[u0— ‘2/+a')]+77 zo[(7 Qlfa )-—27uo]

-Pour le cas général (m = 0,1,2), les expressions sont les suivantes:

_ v+1 m+1—a o (V' =1(m+3)
= e [T (1 5 ) -] 4 g

{(v+1)(m+3)
24+«

~2(y = Lude — 2&* [ +ug {(m—1) —y(m+ 1)}]

5. v+ {m—-1+a(m+1)} (v =Dim+1—-0a)z
fs = 2euo [m’llo - 22+ a) } - 72+ a)
i v+ 1)(m+3) (' =1(m+1-q)
f4 = QUOC {UO - 2(2 + a) } 7(2 + a)
+(v — 1){m + 1)zpuo

20

Ainsi , les fonctions Gy , G5 , G5 s’écrivent :

i N -1 = f
Gy = efs Gz—h G3-Sf2

Les fonctions G4, G5 sont des fonctions de ug et de & et sont définies a partir des
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fonctions élementaires suivantes:

1
fs =Ko — 2527(1%— ~ uo)™

+1 +1
fo = 208" [1(15=) — o] (13 — o) + Kofr? = 1~ 2y10)

. +1 +1 _ +1)(v* -2
fo = ~27Ko + 4v(15 — o)™ + 2uo( L= — o) (l——)—gy———)——(Q——'y)uo

- —-1\7 N
avec Kg =2 (—le) Dot :
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Annexe 8

Rappel de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4
pour un systéme différentiel

Considérons le systeme différentiel défini par :

v} = [Fen@me, @)
{7(11)} = {?1

dans lequel

yi{z)
{?(x)} est. le vecteur inconnu de composantes 4 V7%
yn&‘r)
File,1(2),3a(@), -+ wal2))
(Flaniehmto - aan} = FEOnEhee )
fale, m1(2),pal@), -+ 9al2))

Notons par :

m le nombre de points
h =2y —z; le pas
x; = @1 + (1 — 1)h les points nodaux otz =1,---,m

y;i avec J = 1,---,n la valeur itérée de chaque composante au point z;

Connaissant Y1, Y2, - -, Yn,; correspondant a z;, on calcule ¥y i11, Y2415 Yn,it1
correspondant & z;4; par les formules de Runge-Kutta d’ordre 4 suivantes:

1 i=1.m
Yigrr = Ypi + g {11+ 2125 + 215, + T} o

J=1
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avec

Ty =hfi(zi+abiyii+ ooy 5y + aTio1 ;-

et
a=0s1k=1
1
a=531k=2etk—3
a=1sik=4¢
TOJ:

Pour une équation différentielle ordinaire de type Cauchy:

Y e
y(zo) = yo

la formule d’ordre 4 de Runge-Kutta s’écrit:

Ty Yni + aTk—l,n)

Lo o
Yi+1 = y; + (—3(71 + 275 + 275 + Ty)i=vn-1

T = 1f(35,0,)
T3 = hf(z; + 0.5k, y; + 0.517)
Ts = hf(z; + 0.5k, y; + 0.5T3)
Ty=hf(z; + h,y; +T5)
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Annexe 9

Rappel de la méthode explicite
d’Adams-Bashforth d’ordre 4 appliquée a
un systéme différentiel avec second membre

Considerons le systeme différentiel défini par:

szl; {Tf’(x)} = [P(2)] {?’(x)} + {?(z)} = {F’(x)}

(o) = (7

dans lequel :

—
{Y (:v)} désigne le vecteur inconnu

[P(2)] est une matrice carrée d’ordre fini quelconque et dont les coefficients

dépendent de z

-
{ S (m)} est le vecteur second membre

Notons par:

n le nombre de points
h=xjy, —x; le pas

z; = z1 + (j — 1}k les points nodauxou j =1,---,n

{?1} = {?(1])} la valeur au point z; du second membre de 1’équation
— —
{ Yj} = { Y (x])} la valeur itérée du vecteur inconnu

— —
Connaissant {Y j} , on détermine {Y j+1} par la formule explicite d’Adams-

Bashforth d’ordre 4 suivante:
h —
(Fon) = (P (7)< (7o} o (7o) (7.
Z =4, n—1

Les 3 premieres valeurs (j = 1,2,3) seront déterminées par une méthode
de Runge-Kutta de méme ordre (ordre 4).



Annexe 10

Fonctions de répartition pour

Pexplosion

e Fonctions de répartition simples

- ordre 0

p:)()‘s) = pO(/\s)
Po(As) = Alpo(As)
ug(As) = Asuol(Ay)

Les valeurs en £ = A; = I:

pl) =1
po(l) =1
uy(l) =1

- ordre 1
*(/\s) 1 ( )+ Alpo(()‘ )
PLA) = Mpa(A) + Aoy [Aspog (As) + 2po( )]
W) = X (A) + A1 [suog (M) + uo( )]
vi(As) = Asvi(As)
Les valeurs en £ = A, = 1:
(1) =0
Pil) = = (6 — (1= 8]

26+ (- 1)1 - )

2y+ 1)1 -5
=g - ENC=D)

— ordre 2



x isotrope pression

prz(Xs) = p2a(As) + Dzapoe(Xs)
p;Z(AS) = /\3p22(/\3) + A.31322 [/\spoé(’\s) + 2P0()\s)]
Upa(As) = Asting(As) + Ao [/\suoe(/\s) + uo()\s)]

Les valeurs en £ = A, = 1:

. _ -32

ey 2A6—a) 8(y—1)
pnl(l) = 2+ o a2 — 72 + a)?
. 6 —a 16
upn(l) = 2+a£22 - (2 + @)?

« isotrope vitesse
pinl0) = s )+ Bapag(0) + FA () + A ()
Pra(Xs) = AL [1723()\5) + Agzpog(As) + iAipo&( A+ % Aup,( As)]
AL i) + Bupog(0)] + polAe) [2Acan + %Ag}
uaalAe) = As [“23“5) + Agsuog(As) + EA?U%(AS) + %Amfus)]
%AI [ul(ks) + Aluoé()\s)] + Agatiolhs)

Les valeurs en £ = A, = Lt

p3s(1) =0
2(6 — 6 2 - -

i) = [ s [(—-;L(;L:ffa—);—)] &+ ol =) - (2 et
6 -« . 2(1—

)= (575) o gt + s

« anisotrope vitesse

1

2
) ! 1

Ph(Xs) = A3 [Pn()\s) + Anpo(As) + ZAfpoef(/\s) + 'Q‘Alplf(/\s)]

1
Pr(As) = par(As) + Dapo(As) + ZAnggg(/\s) + zA1p1(As)
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+A:A [pl()‘s) + Alpof()\s)] + Po(As) [2)\31321 + %Af]
W) = A, [ugl()\s) T Aavuio (M) + zll-Aqu“()\s) + %Alulé()\s)]
+éA1 [1100) + Avio, (A)] + Aaruo(A,)
b30) = Aa(0) + 51 [Aonc ) + wa(A)]

Les valeursen £ = A, = 1.

pu(1) =0

0 = | e+ | SR e S k0 -5 -0+
- () B2

vj(1) = 2 + [Qé;‘;)} g-L =0

¢ Fonctions de repartition normées

— ordre 0
folAs) = PS(/\s)
p~0()‘s) = PS(/\a)
tio(As) = u3(\s)
. 03 (As)
Vo )\s =
W)=
- ordre 1
P(As) = pl(As)
Pi(As) = pi(As) — pi(1)pg(Xs)
(As) = wi(A) — ui(Ljup(A,)
. 2 . 3
G(As) = () [vz()‘S) — &7 (As)]
avec
__ul)
~oi(1)



— ordre 2

* isotrope pression

p2(As) = 220‘ ) — 22(1 o(As)
p2a(As) = pa(As) — Po(As)
uza(As) = uza(As) — ( ug(As)
va2(As) = —k1(As

x isotrope vitesse

p23(As) = p3a(As)

1 1
Pisl ) = pha(hs) — 5o (DRI + 8500 5

1 1
tzs(hs) = ) = (L) + w5(0) [35%(1) — (1)
U§3()\s) = —K171(/\s)

P = pigl1)]

+ anisotrope vitesse

P = pia(\)
1 1 .
Pl = Ph(0e) = GA) R0 [571) = s

) = e (0) = 50 0) + w504) [52(0) = 3,1

1}51()\5) S 1)2()\3) _v;(ll()/\s)v;(l)]

Fonctions de répartition pour
I’hypersonique

e ordre 0

Po(As) = po(As)
Pa(As) = Alpo(A,)
U As) = Asuop(As)
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e ordre 1 en 7

A = A1(A) + Apo (M)

() = AZh1(A0) + A [Aupog (As) + 2p0(As)]
@A) = A (M) + A Ao (M) + uo(As)
o7(As) = Adr(A)

e ordre 1 en (

p2(As) = p2(As) + Apo, (As)

P3(Ae) = A2p2(As) + XA [Mapog(As) + 2po(N,)]

w3(Ae) = Aawa(Ae) + A Mo, (As) + uo(As)]
avec

A:éi:%
-4
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Annexe 11
Matrices et coeflicients

1) Matrices intervenant pour ’ordre 1:

Matrice [My]

= 1 0 0
_ € (€ + uo) 0 =
[Md] = 0 0 € 0
=(s0—7) o 0 =
On note par D le déterminant de la matrice [My] tel que:
1 [~e?
D =dét[My] = —= [’—fﬁ]
2| zoug
On note par [M,]™! la matrice inverse de {M,]
£Emy 7 %sz 0 <(A’—;l) &
1 2m ol 0 _ r_—_l.) 2
M -1 = 21 zZouo 2 u
MI™ =5 0 0 D 0
5277141 —:052 0 i%
avec
€ v—1
my = (6 + UO)’)/— — (-/—> Sg
20 2
iy = A Dls0=7) e
QUO 20
€
Mgy =79 — Eg(so -7)
Matrice [F}]
—€11 —2 -1
_ —€21 —€22 —Uo
[Fl] - 0 0 —€33
—~en(so —7) —2(£ + s0) =50

avec



(r+1)Ba+2) (v+1
n=2- - €G3
2(2 + a)ug 2ul
€] = E(l — G3)
1
€9 = )Uo — %— - 2&:G3
1
€33 = Z’U,() - —_:— —€G3

_ala_(hth
-2 (42)

Matrice [P)] = [M4]” A avec

kyy Fy2 ki3 k14

_ kg kas ks ka4
Al=1 0 kss kas
kg kg kaa Faq

Les coefficients k;; , fonctions de ug et de zo , sont donnés par leurs

expressions suivantes :

7t f3
]{.' = L_ & — i
" <0 ( f'z)
ve, Lo (v 4DBat2) (v+1N fo
—:_0(°“U 2‘]‘2) [2 224 a)uo ( 2 > faul }
P ol PR G VS
1T (24 a)ug ul

a(y+1) | £2Gs
by = —v* |l — ——— + —=
41 ) [ @+ a)u + ”

—_E +
[— (?10—7———+25G3) —(y-1)A
=)
7 v+ -1
kyp = ——(2¢ 63+—)+5(7€+A)( )
ZoUg Uy
et
- +
kg = ()UO—L‘“+2 63-}-—-)
o
k13 = -74—.
)
p. = 1 = DE?
93 =
2Uo
De.
by = - 28

&
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3

fog = 1(_;2_:‘;125 [2u0 O ;r(;)iaan; 6 . (fl ; fs)}
bt = —7(2";0;01)62 {2% _( ;r(;)iaaj 6) (fljc;fB)]
e ()2

Sl P U O
= 25 [0 va-efa- (22

2) Matrices intervenant pour 'ordre 2:

2.1) isotropes pression et vitesse:

Matrice [Mj;]

= 1 0
[M;] = € (& + ug) 1t
fo‘(&‘o -7) So %

On note par D’ le déterminant de la matrice [M3] tel que:

—~E y=1
myy o (""‘)
(Ms]™! = L em e - ’7;21 =
3 - D/ =il oo 2 ug
em == £
41 7o "

Les coefficients m;, n2g;, My sont identiques a ceux de [M,]™!

Matrice [Fy)

—eq -2 0
[F2o] = —eh —€h, (1=7)
—e11(s0 —7) —2(% + S0) —ehy

avec
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2 1 1
e'n:?.— a(7+ )~‘(7+ )€G3

(24 a)uo 2u
.o ar+l) .
€91 = Ug — —(2—+—aT — &lrg
/ a(y+1)
€9y = 2u0 - —‘m— — 2EG3

633:;10[2/4_ (fl;;f3>]

Matrice [Py] = [17\/13]—1[F20] avec

kg krz ki3
[Pao] = ko k2 k2
ka1 k32 k33

/

Les coefficients k;; ,

suivantes :

kh:ﬁluo_ﬂlﬂ_é}

o 24+ o fa
Ve Lo [, 2aG41) (141N fy
Zo(puo zfz) [“ (2 + a)uo 2t )
& ’)’52 [ a(y+ 1) 52G3}
n= | - mr o &
%o (2+ajuo “
, a(y+1) | &’Gs
kbhy = —ve [1 — ——————
31 e [ (24 a)uo N ud
g 27e 7+1 ' A
’v12—_z0(u0—‘2+a+663) (7——1)5
e? +1)) , -1
by = 2 (206, 4+ 20 At e
2 :o’uU( 3+(2+a) " Yo e
, —2ve, 7+1
ki, = - o
% - U (uo 2+G+SG3+7)
Ay =1) 2(v +1) fL + fs
w1 _ :
13 7o to 24« + 2fa
v~y —1e 20v+1) | (fi+ ]
kys = ZpUp [uo 24+ * 2fa

v JE _ _ _ i+ fs
o = 2o [(7 D2 5{2_4 ( . )H
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fonctions de ug et de zo , sont donnés par leurs expressions



2.2) anisotrope d’ordre 2:
Matrice [Fy]

—eh -2 -2 0
- —€y —€h —2ug (1-7)
] = 0 0 (-1
—eh1 (80 —7) —-2(% + so) —250 —ehs
avec
a(y +1) ,
634 = 2u0 — ——2-1‘—(;—‘ — €G3

Matrice [Py ] = [My]™}[Fy)

avec

1 1/ " "
ekiy ks ki L

) X " . "
(Py] = ekyy eky, ka5 ko,
- " 1t
0 0 k%, k%,

1 =1 L Lt
C]‘31 J‘:sz 1”43 ~k33

Les coefficients k; , fonctions de ug et de 2o , sont donnés par leurs expressions

suivantes :
) 53
ks = ‘j = k3
20
Yy —1)e?
];,” I e 2 ()k
23 " 23
o 75f2 9 a(7+ 1) _
’»—,——[ °T ora
P
2ye .
k"l’B = uo = 2k43
—1)e 2 1 1 .
k;/l‘:'y(ﬁ )C Uy ~ (7+ )+_ f1+f3
) 24+« 2 f2
— —1)? 2 1 1
k_;/4____ 7(7 ) o — (7+ )+_ fl+f3
ZoUp 24+« 2 f2

e~ — 1)e F
K, vy —Defs ks
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Les autres coefficients ki; sont les mémes que pour la matrice [Py
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Annexe 12

Composantes A, Az, A3 du vecteur {71}

z +1 1
A = 191 (2 _7 _G3) + (21, + T171,)

Pato dug 2poug
1 v+1 741
Ag = ;;‘ [yl,. {yl + (1 - m)} + (1 - Tug )551,,]

11 1
+E [51!?(3 - G3) - 5%]
L {3 _ At o {1 b+ I)QH

Po (2 + o)ug 8ud
N [(50 -y vEr | ep ]
3= 5%, - 3
2 Polio Poltly  Polo
1 Sg — Y)x 1 ex 15
i, [p_ L so=7) } L [ LB plzpo}
Po Pollo = Polo Do Po

vl (At _lpop'f[ _(f1+f3>}
* Do ,1 ( 2efs >} 2 p 4 f2

can [ ab+l) (”/+ 1) Gy (fl +f3>J

0 ;
Potg | 24+« 4ug 2f,

2 5 P
QLT (v +1)(Ba +2) (7+1>
- Qug — - G

2poud [ o 21 a) I A

- y+1 A
2 = - () 4
pPolip L fug 3

Expressions généralisées:
1 m+1 1
)\1 = 5 [5PIU1]§ + < 5 ) P1iy + (m - 1)(p0”02 =+ splvl)

Z

m+2

Ay = %f [ur(z1 +y1) + epra + ( ) [u1 (221 + 1))

(y+1(m-1-2a)

1 1 .
+ K21 a) prur + (m —1) [Zzuo + :2‘111(1’1 + y1)] - §P0Uf
Aa=¢ _EPOP% _ yex? | cmpr n z141{s0 — 7)
4p(2) 4/)011(2) 2pgu0 Zpo 2p0’d0 ¢

2 2 '
. poPi _ Y% i nn | 2iz(so —7)
+2A |- - T IV~ 1) [zgse + Bt p RO T T
l: 4pt  dpoud 2p0uJ ( ){t 20 2pg 2potio }

2 2
H(m+1) {Pl(xl + 1) _ PoYopi RES :i Z1h

- m+1)(so —v)+2
%% 2 dpous| T Zpoug (( J(so —7) +2]
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Annexe 13

_>/
Composantes A}, A5, A5, A} du vecteur {A 1}

Polo

’ Z
A2=Az+—‘(x1+y1+zl)

2[10

{ + 2, 2, (3 + &)]
+§ (221 + y1(4 — Gs))

2
LA [4_ 20y + 1)(a+1) _a, (1 R +21) )}
2po (2+ a)uo 4ud
Ny=As+ 2 [p—l- Tl ) 21 —7)“}
Po Polo

Expression généralisée:
M =XM—(m—1)z+ plvl
Xy =g — (m —1)z5u + = P S tmta)
o

1 3 sx
X = - [fﬂ% U (yl n Zl) oyt 21 {(m 1)z 4 yalm + 3 — G3)}]
(1] 0

121 (7 +1)(m+3)(a+1) (v+1)?
- —l1-
t 2p0 [m +3 2(2 + a)up 4 Ga
M= —(m—=1)z80+ 2 [111-4— M]
Po Polo

(la fonction G3 doit étre utilisée également sous sa forme généralisée).
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Annexe 14

Expressions des fonctions
Oiy Tis Tiy a; du chapitre 5

Expression des fonctions oy, 0y et oa:

o1 =m*(=37° + 159 ~ 17y = 3) + 8m(y* — v — 2)
+(3y ++* - Ty -5)

oy = 4m?(=29% + 2% — 3y + 1) + m(—279% = 254? 4+ 197 + 17)
+{(—=337° — 359 + 29y + 31)

o3 = dym*(—7 + 1) + m(~67> — 84> + 2y + 4)
+(—=129° — 1692 + 47 + 8)

Expression des fonctions 7, 7, et 7a:

= m?(y® =997 + 35y + 77) + 4m(—> + 4% + 27 + 25)
+(=57" + 219 + 577 + 31)

12 = m*(=37% + 1197 + 27y — 19) + m(—117° + 234% + 147y + 113)
+(—2279% + 4247 + 1507 + 86)

m=2m (=P 44—y + 1)+ m(—13'y3 +199% + 217 — 11)

Expression des fonctions wy, 7y, 73 et m4:

m = mP(—° + 129" — 5847 + 8847 + 197 — 12) + m?*(37° — 10¢* — 304°
+1287% + 997 — 46) + m(—37° — 84 + 427> + 8842
+337 = 8) + (¥* + 69" + 149> + 1672 + 97 + 2)
=m3(~57° + 429" —1207° + 3097 + 57) + m3(=9° + 91+*
—2107% — 314~4% 4 277 + 31) 4+ m(—T7° + 84~* — 1884°
—5267" — 117y + 130) + (217° — 9v* — 1387° — 1504 — 274 + 15)
T3 = m>(~67> + 347" — 42+ + 149%) + m*(—354° + 100" + 744°
—529% 4 97) + m(~100+° + 729* + 418> 4 206+°
54y — 14) + (=997° — 54~* + 3424° 4+ 36042 — 27y — 90)
Ty = 87" m (1 — ) + m*(=27° — 264" + 29° + 264%)
+m(—279" — 149" + 29° 4 3892 + 247) + (49° + 24~* 4 564> + 6442
+367 + 8)

™

¥
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Expression des fonctions a;

ay = 2m¥(y* — 42 + v — 1) + m(137° — 1992 — 21y + 11)
+(179% — 2192 — 93y — 55)

az = m*(37® — 1197 — 277y + 19) + m(57° — 294% — 141y — 107)
+(47% - 607 — 132y — 63)

a3 = m*(79* — 377 + 297y + 71) + 2m(10~° + 14+% + 42+ + 38)

ag =4y(y — 1)m? + m(8y* + 8y — 4y —4) + (179% + 2177 — 9y —'13)

as = m*(107° — 84% 4 10y — 4) + m(264° + 264% — 18y — 13)
+(167° + 1892 — 12y — 14)

ag = m*(107° — 1297 + 107) + 4m(67° + 372 — 4y — 1)
+{10v* + 1292 — 67y — 8)

az = (v' + 6y +5) — 4m~y

ag = (7"~ 3y —4) = m(Ty + 3)

ag = 5(7% = 1) + 2my(y — 1)

ao = 2my(y —3) +2(2y° =3y - 5)

an =7 +2 =7

az = —4m*y (v = 1) = 3mr(y + 1)*(v = 1) = 3(y + 1)*(27° =57 + 1)

aiy = miy(y — 1)(5v* = 129 = 1) + m(y + 1)(167° — 399% — 104 + 9)
+v + 1)(159% — 42y + 15)

a1 = m*(57* — 1397 + 2792 + 9y —4) + m(y + 1)(144° — 184 + 347 — 6)
37+ 143y -3y + 2)

I
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Représentation dans I'espace fig 1

plan

axe du fil

R :rayon du choc Z

R': rayon de la frontiére ¥ oU p s'annule sauf pour o=2



Représentation dans le plan yOz fig 2

Y y
A
5 U
planl‘ll)
—_— >
U 7=7
ecoulement chot 3
perturbé
milieu rontiére ¥'

ambiant

OXYZ: repére fixe 1ié au fil
Oxyz: repére en transiation de vitesse BU
r,0: coordonnées polaires



Représentation des angles A et A’ fig 3

s
couche de choc z

couche de choc: écoulement entre Z' et
T, § : coordonnées dans le repére fixe OXYZ iié au fil

Représentation du domaine diédrique ¥

z z

VO volume diédrique de sommet O et limité par S ( surface mobile) et T’

0

0 angle sous lequel on voit X' de 0



Dilatation de la solution d'ordre O pour la masse volumique fig 4

Eo<h &l @ R*<E<RX

Y

g, S

solution

p : masse volumique sur le choc
xg:variable adimensionnée de Sedov telle que Eochged
§:variable adimensionnée telle que R'* < £ < R*

R*=§+ L&, +1¥ &, +1¥ §,,C0528+ 0(n?) dans le repere & =0

R*=1+ 1§ cosO+LE, +n%,;+ 1P &, 0528+ 0(n°)



Domaine d'intégration de l'intégrale de I'énergie fig 5

domaine non perturbé

domaine de l'écoulement consécutif a
I'explosion

domaine ou p est nul

.S surfaces latérales



Position du choc en fonction de § 4 fig 6

Y

§1<0

axe du fil
choc

Y

é1>0



Fonctions de Sakurai

0S5 66 07 08 09

fig7



0,9

0,8

0,?

N

fig 8



1,1

1,0

0,9

0,8

fig9




1,2

1,1

1,0

fig 10

n=(2+u0)/4



fig 11

0,00

-0,05 «




fig12

p
0,56
- ¥=1.33
1 -+ T
0,54
0,52
0,50
0,48 o
1 I 1 l ] I




0,6

0.5

04

03

0,2

22

fig 13



-0,3

-0,4

-0,6

fig 14

22

- 'Y—'1.33

e =14
- 1=1.67
o




fig 15

&23
0,10
] -O0- =133
0,09 J -~ y=14
v=1.67
0,08 _
0,07
0,06
0,05 4
0,04 . . . T T ;O
4] 1 2 3
3y
3
- 23
- =133
0,06 1 - y=14
""""" ¥=1.67
0,05
0,04
0,03 T T T T T 1 o




0,09 -

0,08 4

0,07 4

0,06

8- =133

¥=1.67

fig 16



progression du choc par rapport au repére fixe fig 17
en fonction de a

- +
R/R
0.5 7
i - o=l.
-4~ o=14
....... a=2
+
t/t

0.4



progression du choc par rapport au repére fixe fig 18
a=14

en fonction des effets

+

R/R
0,1‘ - Y= 14
- ordre0
P, ~s U seule
- P seule
0.3 - v
0,2
0,1 4
+
0.0 t/t

0,0 0,1 0.2 0,3 0.4

en fonctionde y

R/R
0,4 ~
- y=1.33
%~ y=1.4
- y=1.67
+
t/t

0,0 ¢i— T v r v I v 1
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4




progression du choc par rapport au repére fixe fig 19

en fonction du nombre de Mach et de 6
a=1.4

R/R 0=0
0.5 -

t/t
0.4

en)
Il
P2

Co0O00O0
[oo BN e NN 8

1] i} n ] n

TR

t/t
0,4




pc/§
14

atpha= 1.0

~basse
-effet de U seuis
-effet de p seule

-effots simu!tanes

0=0

pc/o
14 _

0.08

R/R+

R/}«



fig 21

alpha= 1.0
. =bose
pc/ p -effet de U seule
-etfet de p seule
SL -effels simu!tanes
60=0

41

3L

2t

L

R/R+
1 L L : L . i
0. 0.04 0.08 0.2
0=nm
— |

Pc/ p

51

41

3L

2L

[ 8

R/R+
1 1 e

:
0. 0.04 0.08 0.12




alpha= |.0
| gam= | .40 M= .00
pc/p .25
.50
.75
3t 0=0
25 L
20|
15
fo L
5 |
0. * 5010 5 020
|
0=n |
pc/p
30}
25 |
20}
150
1o}
5 L
0. .00 57020

fig 22

R/R+

R/R+



' fig 23

alpha= 1.0
gam= | .40 M= .00
/
Pc/ P M= .25
.50
5L .75
| 9=0
4l
3L
2L
s
R/R+
0. y 5o ' 0020
f=x
2|
(s
R/R+
0. o000 ' 0.020



courbes des répartitions en fonction de &

masse volumique

elo=
eta-
eta=
eta=

. 27€+00
. 25E+00
.21E+00
. 00E+00
vitesse radiale

fig 24

dzeta-=
dzefar
dzeta:=
dzeta=

.74E-0O!
.60E-0!
.42E-01
.00E+00

TR TR

ol | \
0.80 | 0.90 |
0.60 | s
0.40 | 0.70 L
0.20 L r
it 1 I 1 " f 3t 1 1 1 L i [— It 1 n 1 D 50 Lt X L 1 1 i "
-1.05 -0.95 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 1.00 ~1.05 -0.95 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 1.00
vitesse orthoradiale pression
\})} ) V
0.6 ¢ 0.9 |
c.2 |
— Lox 4
-1.05 -0.95 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 1.00
-0.2p 0.70 |
I
-0.61L
L
“tOp et v a0y oo sole o
-1.05 -0.95 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 1.00
angle (courant) teta= 45.0deg
1sse vo!.ext. Ro= 1.3kg/m3 energie (explosion) E= .10E+!0

im= | .4
lpha= 1.0

vitesse (courant) U= 280.00m/s
pression ex!. P= | 102E+Q06Pa




H
t
courbes des répartitions en fonction de ¢ \
efe= .27E-00 dzeta= .74E-0O!
eta= .25E+00 dzeto= .60E-OI
eta= .21E+00 dzeta= .42E-0Ol
eta= .0OE+O0 dzeta= .OOE-QO
masse volumique vitesse radiale
1.00 | N &
0.80 | 0.%0 |
o.60 | I
0.40 | 0.70 |
o.20| L :
L ' 1 L 1 DL 1 L L 1 1 1 Il 1 ' L £.50 Lo 1 s 1 1 i 2 l
-1.05 -0.95 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 1.00 -1.05 -0.95 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 1.00
vitesse orthoradiale pression
1.0 L R
) |
I i
0.6 [ 0.90 L i
‘
o2 | !
-11‘05] -0‘.95x -0‘.85, -01‘75 I0170 ! O.‘BO * 0.l90 * I.:)O
-0-2p o.70 |
i i
0.6}
-1.op s oo o esele oy s
-1.05 -0.85 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 1.00 i
|
l
angle (courant) teta= .Odeg '
sse vo!.ex!t. Ro= | .3kg/m3 energie {(explosion) E= .!QOE+!0
m= 1.4 vitesse (courant) U= 280.00m/s
pha= 1.0 pression ext. P= .102E+O6Pa




fig 26 !
courbes des répartitions en fonction de & :
eta= .30E+Q0 dzela= .88E-O!
etos .27E+00 dzete= .72£-01
eta~ .23£400 dzetar .S51E-OI
ela=, 00E-00  dzetao= .Q0E+00
masse volumique vitesse radiale
1.00 | I &
0.80 L 0.90 |
0.60 L s
c.40 | o.70 |
o.20 | L :
— s a2l o b [ S S S SO S  U5..1o 7 1Y SN WO S SN S S i
-1.0% -0.95 -0.85 -0.750.70 -1.05 -0.95 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 1.00
- ’ ;
vitesse orthoradiale pression
i !
1.0} ‘
0.6 0.90 | '
0.2 | E
- i
R R e s e T |
0.2 0.70 |
i
0.6l i
~1.0p OO SO TS SV S Y01+ 3 KU ST S ST S S
-1.05 -0.95 -0.85 -0.750.70 0.80 0.90 | .00
angle (courant) teta= .Odeg i
masse vol.ext. Ro= 1.3kg/m3 energie (explosion) E= .I1Q0E+!! R
gam= 1.4 vitesse (courant) U= 280.00m/s f
alpha= 1.0 pression exi. P= . l10O2E+0O6Pa :




courbes des répartitions en fonction de §

masse volumique

ela= .30E+00
eta= .27€+00
eta= .24E+00
etas .QOE~Q0

itesse

ey =17

dzeta=
dzetas=
dzetfa=
dzeta=

radiale

.88E-0!
.75E-01
.57E-0l
.00E+00

1.00 | | \\\\~\‘:::::===-
b.80 | 0.%0 | _
b.6o | L
.40 L 0.70 |
.20 L L
! 1 L 1 L0 1 L L I 1 v " 1 1 050 L . 1 1 i n
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. courbes des répartitions en fonction de § '

eta= ,25E+00 dzeta=

fig 28
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courbes des répartitions en fonction de §

fig 29
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Piston indéformable vue dans le repére & =0 fig 30
1

(1»;3)11

frontiére ¥ indéformable



fig 31

Représentation des angles y et o en hypersonique fort

IT:plan orthogonal a (Ox)

Ox: axe de l'obstacle ¥

V_:vitesse amont

VC:vitesse aval

o:angle forme dans le plan I} par la vitesse amont et 1a tangente au choc
I - plan formé par V cet v



Analogie explosion-hypersonique fig 32

choc

obstacle
Hypersonique sans incidence Explosion dans un gaz au
repos
obstacle

Hypersonique avec incidence explosion dans un courant ou
le piston reste indéformable



fig 33
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Structure de la couche de choc



fig 34 |
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fig 36

Vue 3D ogive hypersonique
champ de pressions
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vue en perspective

Alpha =.100
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Gamma =1.40
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Alpha = .100
Minf = 8.00
n=.700
Gamma =1.40

Tau = .47



fig 38
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Déviation des lignes de courant
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