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Principales notations 
Les principales notations sont données ci-après par ordre alphabétique. 

Les symboles surlignés correspondeiit aux grandeurs du milieu aml>iailt 
non perturbé par l'explosiori: (7, p. c) 
Les symboles accentués correspondent aux grandeurs sur la 
frontière (C'). 
Les grandeurs sur le choc sont iildicées "c". 
Toutes les grandeurs iildicées "m" sont caractéristiques de l'écouleiiient infini ainolit 
(en hypersonique). 
Les grandeurs sans dimensions correspondant aux grandeurs physiques (p, p, u, v)  
dans le milieu perturbé sont affectées de: 

l'iildice O pour l'écoulerileiit cl(: base 

l'indice I poiir l'écoulen~eiit ic4atif à l'effet d'ordre 1 de 

l'indice 21 pour l'écouleiiieilt ielatif à l'effet anisotrope d'ordie 2 de Ii' 

l'indice 22 pour l'écoulerneilt relatif à l'effet de la contre-pressioil p . l'indice 213 pour l'écouleiiiei~t relatif à l'effet isotrope d'ordre 2 de 

c : vitesse du son: C' = 

C', : coefficieilt de pressiuii 

D : déterminant de la ma.trice [II%,] 

Do : doinaille pertiirl~é pa,r l'esplosioil, coinpris entre Ch et Co. 

e , t  : eiiergies interne telles que: t = -1- 

E : intensité de l'apport d'énergie 

& : energie isotrope par unité de longueur telle que Eo = Et" 

f,, fzz : dérivées première et secoiicle de la fonction f par rappoi t à la variable x 
quelconqiie 

F,, F, : traînée et portance 



G;, i = 1 ,2 ,3  : fonctions dépendant de uo et de zo. Elles sont déterminées à partir 
des fonctions simples fi(uo, 2"). 

h : enthalpie d'arrêt 

l : coordonnée sans dimension du clioc (Sedov): 1 = % 
m : pa.ramètre déterinina.iit la na.tiire de l'explosion: 

m = 1 pour le cas cylindrique 

in = 2 pour le cas sphérirlue 

- - 
A4 : nombre de Mach du iiiilieu ainbiant: M = 

?Li, : nombre de Ma,ch du clioc cyliiidriclue: ,WC = 

Ail,, : iloiilbre de hilacli par rapport à. I~écouieiiierlt extérieur: !PIR = + 
fil3, fi0 : niatrices carrées (l'ordre 11 dont les coefficients dépeildeiit de uo et de zo 

AT4, FI : matrice carrées d'ordre 4 clont les coefficielits dél>eildeiit de uo et de zo 

ml, : nombre de Mac11 ailioiit défiiii par: ,VIrn = 

6 : exposa.ilt ca,ractérisaiit la. forrnr du corps tel que f i  = y 
63 : puissance cle l'apport de l'energie 

p, : pression sur le choc du côté dii fluide en iiiouveineiit 

Pl : matrice cl4fiiiie par [Pl] = [!lf4]-'[FI] 

Pzo : iiiatrice clbfiilie par [Pz"] = [Fzo] 

q : \-ariahle de pertfurba.tioii de Seclov relat.ive à p 

3 3 -+ y : vecteurs vitesse telles que: q = Li z 

qn, q7 : coniposailtes noriliale et ort Iioradiale de la vitesse eii aval (lu choc 

r, O : coordonnées pola.ires associées au repère rriobile 

7.' 8 : coordonnées polaires daiis le repère fixe lié au fil 

r = Ro(t) = Eto : équation de l'oncle de choc 

r = R(t, O )  : position de l'onde de choc dans le repère mobile 

1- = ~ ( t ,  O )  : position de l'onde de choc dans le repère fixe 



r = R1(t, 0) : position de la frontière (C') dans le repère mobile 

&+ : longueur caractéristique de Sedov: &+ = fi 
4 - f -  - --+ 

%(O, X ,  Y ,  Z ) : repère fixe lié ai1 fil dont l'axe est O X 

- -f 
%'(O, 2, y', 2) : repère en translation uniforme de vitesse pÜ suivant O Z avec 

- + +  z = z  

sa : entropie de 17~coulement de base: so = log (q) 
Po 

t : temps 

t+ : temps caractéristique: t+ = ($)& 
- * + 
U : vitesse de l'écouleriieilt uiiiforiiic suivant O Z 

U , V  : composailtes radiale et o r tho~~~dia le  de la vitesse 9 telle que: 7 = u?, +do 

Un,  U ,  : coinposantes ilorinale et ortlioradiale de la vitesse eil ainoiit du choc 

V, : vitesse en ava,l du choc 

V,, p,,p, : vitesse amoiit, inasse \-olumique et pression de l'écoulement hyperson- 
ique 

20 : vitesse de perturl~atioil longjtsiicliiiale 

x : abscisse du corps sui~~aii t  03' 

( 2 2 3 )  : vecteur de composantei r23 = p23u". = pou13 et pz3 

zo : variable auxiliaire rl6fiiiie pax: zo = 
PO 

a : constante positive 5 3 

ai : incidence 

/3 : scalaire caractérisarit la vitesse du repère mobile 



y : chaleur spécifique du milieu ambiant 

6 : coefficient sans dimension caractérisant la minceur du corps: 6 = 

E : fonction définie par E = uo - y 
- 1 
U ptz-" 7 9 : variable adimensionnée caractérisant l'effet de Ü: g = g (T) 

fj : variable adimensionnée pour le cas du piston rigide: ij = (1 - / j )g  

t 2 - a  5 C : variable adimensionnée caractérisant l'effet de p: 5 = 4 (-) - 
Co PE 

X : angle de la tangente au clioc arr(:c le rayon polaire 

A' : angle de la tangente à. C' au rayon polaire 

A, : coordonnée adimensionnée variant de (A à 1. 

p : variable définie par /L = log J 

p,p : masse volumiqiie et pression <lu domaine Do 

po,l&, zig : fonctioils sans dil l~ensjo~~, ~iorrnalisées relatives à p ,p ,  u 

Pi, Ci, üi ,p i  : fonctions de répartitioii normées relatives à la rnasse volumique, vitesses 
et pression 

4 : angle de déviation des trajectoires 

T : é~a.isseur relative du corps 

J : coordonnée adiriiensioiinée relative à r 

: constante de normalisation 

w : vitesse de propagation de llori<lc~ de choc: w = Rt sin X 

w' : vitesse de propagatioil de la frontière (C l ) :  i ~ '  = Ri sin A' 

wo : vitesse de propagation du clioc telle que wo = Roc 

II : fonction définie par II = 5 



Ilo : plan perpendiculaire au fil auquel on associe le repère polaire (O, et,, 2,) 

II, : plan formé par V, et V,  

C : frontière formée par l'onde de choc 

Co : surface formée par l'onde de choc cylindrique de l'écoulement de base 

Co : frontière matérielle où la masse volumique s'annule. 



Chapitre 1 

Introduction 

Au cours des aimées 1945 à. 1965, l'étude des explosions violentes dans un fluide a 
été menée avec succès grâce aux travaux de Taylor [ l] ,  Sedov [2]. Sakuraï [SI, Von 
Neumann [Il] .  
A cette époque. la possibilité d'tiire résolution numérique des équations d'Euler 
n'était pas envisagée et ce thème de recherche n'a pu être creusé que grâce à une 
approche théorique et  analytique. 1,a résolution de ce problème fut i'uil des grands 
succès de 1'ana.lyse diinensioiinelle couplée à la théorie des groupes de transforma- 
tions et aux développe~neiits a.symptotiques. 
La découverte de solutioils asyinptotiques clails le cas des explosioiis instantanées a, 
noil seuleinent été un résulta,t élégant sur le plail théorique mais également une base 
iridispensable pour le développeilîeiit des techiiiques numériques à titre d'iiiitialisa- 
tion du calcul (Voii Neuiilaiiii [ I l ] .  Goldstine [12]) où de coiiiparaisori des résultats 
(Chuskiil [6], I<orobeiriiltov [ ï] ,  Goclouiiov [19], Goldstine [12]). 
Depuis les aiiiiées 1970, l'atteiitio~i s'est naturellerilent portée sur les techniques de 
résolutioil numéricjue des écluatioiis ilus dérivées partielles de la i i léc~~lic~ue des fluides 
et  peu de travaux oilt cherché à s'appuyer sur la physique du phénoiiiène. Il faut dire 
que les rnéthodes iiuniériques et surtout leur illise en oeuvre techirique sont parfois 
plus tributaires des 1aiigua.ges et des architectures iilforinatiques yue des propriétés 
des systèmes d'équatioiis à résoudre; I'exeinple de la niéthode des caractéristiques, 
très adaptée aux équatioi~s liyperboliques niais peu maniable "infotrnatiqueiiiei~t" a 
sans doute contribué à éloigner les nuinériciens de la physique. De ce fait, ils ont 
réduit leurs trava.us à l'expériirientation numérique et à la comp;iraisoil a posteri- 
ori de leurs résultats avec une espbrience dont la fiabilité est régulièrement mise eii 
doute pour expliquer les différences a.vec le calcul. De plus, lorsqu<~ la sensibilité du 
phénomène est très gra.ilcIe, la seule ressource est de multiplier les points de rilail- 
lage et parfois sans succès: citons à ce propos les écoulemeiits turbuleilts et, plus 
récemment, le problèine de la localisation des cliocs en écoulement hypersonique. 
Dans ce dernier cm, des points de repères théoriques peuvent être de précieux aux- 
illiaires. Nous verrons da.ns ce docunlent que certaines propriétés des solutions de 
l'explosion apportent un éclairage nouveau sur ce problème. 



Evidemment, aujourd'hui, une étude théorique ne  se limite pas généralement à la 
recherche de solutions analytiques; le calcul numérique permet de calculer l'ensemble 
des solutions, mais la modélisation ramène le problème à des systèmc.~ mathématiques 
dont l'existence et  le comportement des solutions sont établis analytiquement. Le 
calcul ne consiste donc pas en la simple résolutioii d'un problème numérique, il est 
une approximation d'un problème analytique qui a une solution. Le lien entre les 
résultats numériclues et le problèiiie mathématique est établi, ce qui n'est pas le 
cas pour la plupart des schémas numériques traitant de problènies non linéaires. 
La contre partie est, bien entendu, le cadre restreint dans lequel il faut limiter les 
hypothèses de travail pour pouvoir Iknéficier de simplifications mathématiques suff- 
isantes offrant des possibilités de développements théoriques. C'est eii ce sens qu'il 
faut considérer nos résultats coniiiie des points de repère qui, noiis l'espérons, en- 
richirons la culture et les débats scientifiques tant sur l'explosion yu,, sur son aiialogie 
avec certains écoiilements liypersoiiiques. 
Cette étude est structurée de la minnière suivante: 

Le chapitre 2 présente l1aspe<-t analytique de l'écoulement coiisécutif à 
l'explosion noil insta.iita.née d'un fil rectiligne infini dans uii écoulement ini- 
tialement uniforme. Nous abordons la mise en équation et la modélisation du 
problème par l'analyse di~ne~isioiinelle et la méthode des petites perturbations. 
Les conditions sur le choc ainsi que celles sur la frontière C' où la niasse vo- 
lumique s'annule sont déteriiiinées a.iialytiquement. La coi~servatioi~ globale 
de l'énergie est donnée sous lorine finie. Nous obtenons alors uii rilodèle qui 
permet une approche séqueii~ielle du problèine: la résolution successive des 
différents systènies différentic,ls aboutit à la déterinination coiiiplète du clianip 
aérodyna,rnique. 

La résolution et le traitement numérique du problèine fait l'objet du chapitre 
3. Nous exposons: 

- Les moyens numériques utilisés pour résoudre les systèines: nous fa,isons 
souvent a.ppel a.ux inétliodes de Ruiige-Kutta pl] et d'.idains-Bashforth 
[20] . 

- Les cas particuliers: celui de l'explosioi~ instantaiiée et c<,lui de l'explosion 
où la frontière Y' se di1iit.e à. vitesse constante. 

- Les résultats de calcul suivis d'un coinrilentaire détaillé des courbes 

tracées. 

L'aspect pratique de l'étude. traité dans le chapitre 4, est inarqué par deux 
importantes sections: 

- Le problèine du piston i~idéformable 

- L'analogie iiistationiiairc avec les écoulements hypersoiiiques 



On mo~itre le lien mathématiclue entre l'explosion linéique et l'écoulement hy- 
personique autour d'obstacles de formes particulières, nomrnk "corps en puis- 
sance". Des conclusions physiques intéressantes sont mises eii évidence. 

Dans le chapitre 5, nous doiiilons une formulation généralisée des équations. 
Cette généralisation permet d'établir un code de calcul valable aussi bien pour 
l'explosion ponctuelle que pour l'explosion linéique. Une confrontation des 
résultats obteiius avec ceux acquis dans la littérature met en él-idence la validité 
et  la fiabilité de  notre inodèle. 

Les formules utiles, les relations entre les divers paramètres et graildeurs ainsi 
que les expressions et compoi teinents asyn~ptotiques des fonctions sont donnés, 
par ordre d'apparitioii dans le texte, en Annexe. Un résumé des méthodes de 
Ruilge-Iiut t a  et d'Adams-Bahforth s'y trouve également. 

Les résultats de calcul des fc~iictioiis de répartition du chaini> aérodyiiarnique 
(p* ,  pi, zi* et v'), des foiictioiis de courant (go, Si et &) silivaiit les valeurs 
croissantes de cu (ou fi) et de y sont exposés et classés sous forme de tableaux 
numérotés dails le fascicule cles résultats nui~iériques. 



Chapitre 2 

Aspect théorique 

2.1 Ecouleineiit de base 

Coiisidérons un iriilieu aiiibiaiit ail repos assimilable à un gaz parfait de chaleur 
spkificlue 7 . de niasse \~ol~iiiiicliie 7 et de pressioii i> coilsta.iltes, a i i  sein ducluel uii 
fil rectiligne irifiili libere de iiiaiiieir(3 isotrope, à partir de l'iilstaiit / = O. une énergie 
très irit,eiise dorit la répaititioii pai. iiiiité de loiigueur est notée Eu. Cette grandeur 
Eo suit une loi puissa.iice dii t,enips 1 :  

(2.1) Eo = Et" 

a est. une const,a.iit.e arl~itraircs qui vérifie l'inégalité O 5 a 5 2 (le choix de la 
limite supérieure sera justifié par la suite). 

E est une coiist,aiite tloiit la viileur est sufisaiiliiieiit graiide poiir que 1'011 puisse 
considérer l'explosion coiinncv violente. 

Physiquement . le phéiloiilbile sc t d u i t  par l'expaiisioii d'une onde de choc cyliii- 
dYique Co de très forte i~it~eiisité qui sépare le iiiilieu au repos et le iiiilieu Do ~ ~ e r t u r b é  
par l'explosioii. Celui-ci est le siègo d'uil écoulernent instationnaire dont nous allons 
calculer les caractérist,iques . 

++4 - 4 
Soit (8 : O, .Y, 1.. Z ) uii rephre fixe avec OX pris le long du fil et IIo uil 

plan perpendicula.irc= a.u fil (fig 1. fis 2) .  Le phénorilèiie est supposé adiabatique et 
l'écoulemeiit coiisécutif à. I'exl>losioii est plan et à. syrilétrie cylindrique . On associe 
à no, le repère (O, L,., Co) daiis Icqiiel r et 0 représeiitent les coordonnées polaires 
(fig 3 ) .  

011 note respecti\.eiireilt. par p V I  11 la ma.sse volumique et la prcmion et par ,u, ü 

les composa.ntes ra.diale et orthoratliale de la vitesse d'une particule. 



Compte tenu de la symétrie, la ~omposant~e tangentielle v est nulle et les inconiiues 
p,p, u a.insi que la position du choc (Co) sont indépendantes de 6. L'écoulement à 

l'intérieur du milieu (Do)  est régi par les équations suivantes: 

rp, + (rpu),  = O 

p [TU, + 1-uti,] + rp, = O 

I-n, + T U U ,  = O 

o ù I I = f  

Le clioc Co d'écluatioii t .  = no(!) est supposé suffisamlilent inteiise pour qu'il soit 
possible de négliger. en prelîiirire al)pioximatiori , la pressioil p de\-aiit p . .4irisi les 
conditions sur le choc s'écriveiit: 

clans lescliielles wo désigne la vit~ss(. de propagation du choc définir par: 

L'intensité du clioc clécroit à illesiire qu'il se clél~lace ; cela signifie qu'il arrive un 
momeiit où il n'est plus possible négliger la pressioii p . 

Appelloils 121, le iioml~re de Mach ( I L I  clioc tel que : 

où est la vitesse clu soli défiiiicx par: 

En désignant par p, la pressioii siil le clioc du côté du fluide en inouvemeiit, nous 
pouvons distinguer scliéinatiquemerit trois phases : 

hf, + cx + 11, » j7 : choc violent , la pression p peut être nbgligée 



M, > l e t p ,  - P : choc atténué , l'effet de p ne peut plus être négligé puisque 
p et js sont de même ordre de grandeurs . 

M, 4 1 + p, E p : choc dég4nél.é en onde acoustique dont nous n'aborderons 
pas l'étude ici. 

Dans cette section, noiis étudieions la première phase qui vérifie l'hypothèse de 
choc fort ( p  » F )  . L'iilveritaire dei grandeurs intervenant dans le phénoinèiie est: 

données constantes :E, 7, a, 7 doiit seules E et soilt dimensioilnées. 

inconnues :p, 11, I I ,  Ru 

variables :r, t 

L'analyse dinleiisionnelle des éyuabions (2 .1 ) ,  (2 .2 ) .  (2 .3 )  fouriiit les relations suiv- 
antes, le symbole U signifiant "a. ili@rne diinensioii que": 

. RoUr  

7r1 
E u -  . J I U  g 

Comine il n'y a clue deus tloiiriées diiiiensioiiiiées E et 7, i l  n'est 11osi;ible de coiistruire 
uil système de gra,rideurs pririia,ires clu'eli utilisarit. conjoi~iteinerit awc E et. une des 
variables 1- oii 1 .  11 y a. similitude interile. Nous clioisissoiis t pour tioisièriie grandeur 
primaire . 

011 note par ( la ~ a r i a l ~ l e  saris cliirie~isioii relative à r ;  rious po~t\o1is lui donrier la 
forme : 

car Ro(t) peut s'espriiner. en fonction de E,P,  t à l'aide de : 

est une co~istante adirnensioniiée qui permet de riorinaliser à 1  la valeur de ( sur 
le choc 



Pour le cas d'une explosion instantanée ( a  = 0) , la variable ( varie de O à 1 
[2] ; pour les autres cas (a # O) , (4le reste supérieure à une valeui positive th avec 
th  < 1 [3],[4]. Cela se traduit pl~ysic~uement par la présence d'une frontière matérielle 
C' dont la position est inconnue puisque la valeur de to est à déteiminer. Le milieu 
Do se trouve ainsi compris entre cette frontière C' et le choc C (fig 3).  L'existence 
de C' est confirmée expérinientaleiiiei~t dans certains phénomènes de forte décharge 
électrique [3] . L'équation de C' daiis le plan IIo s'écrit : 

Cori~pte teiiu des rela.tioiis diiiir~iisioilrielles et des conditions sui. le choc . Landau 
[5] ~ ropose  uiie fornie cIc solut,ioii \-oisille de celle doilnée par Sedo\- [2], telle que: 

Sous cette fornie les foiictions / I , , . ~ I ~ .  tio sont i~orinalisées à 1 sur  le choc. En 
sul~stituaiit (2.11) claiis (2 .2)  . oii ol~tieiit le systèiiie cl'équatioi~s base suivant: 

L'intégration de ce systèrile periiiet de déterminer la solution de base po, 110, uo et 
to. La valeur de 4; est la valeur coiistante atteinte par J quand po + O au voisinage 
de Y'. 



2.2 Modélisatioii de l'effet d'un écoulement uni- 
forme 

Supposons maintenant que le milieu ambiant n'est plus au repos mais est animé 
- -+ 

d'un inouvemeilt uniforme de v i tese  Ü suivant O Z . L'existence de U entraîne une 
dissymétrie de la forme de l'onde de choc et donc de l'écoulement eiigendré. De plus, 
le phénomène perd sa siiliilitude interne car il y a une troisième doniiée dimensionnée. 
La similitude iriteriie di~paraît également dès que l'on tient compte de l'effet de la 
contre-pression (mais la symétrie de l'écoulement demeure). 

Cette anisotropie sous l'effet de B entraîne que les gïa.ndeuïs physiques p' p ,  'u de 
l'écoulement qui prend tia.issaiice d;ins le domaine D conipris entre ': et C' dépendent 
de trois variables : I * ,  O, t .  De plus. la cornposailte tangentielle v cle la vitesse n'est 
plus nulle. La coriiia.issance de la soliitioii de hase permet de surinoiiter ces difficultés 
en construisant uiie solutio~i par lit iiiétliode de petites perturbations, conipte tenu 
du fait que la vitesse G di1 iililieli aiiibiaiit est fail~le devant celle de la propagation du 
choc. Cet,te idée a ét,é déjà ut,ilisécb par Sedov 121. Freeinan [ 3 ] ,  Sal;ilraï [SI? Icohuta 
[9] pour consiclérer l'effet de j j  et  par Merleii et Dymeiit pour ].effet de [IO] . 
Ainsi nous ga.rcloiis p. E, t co~iiiiie gra.ndeurs prinia,ires et il en dé(-oule que la prise 
en coillpt,e de fa.it appara.ît,re un<- varia.l~le adiiiieiisioiiiiée 17 qui a pour expressioii: 

On voit que la va.riable 11 est. sigriific,ative dii rapport, entre la vit,esst- de l'écoulenient 
uniforme et celle du choc. I,'li~.potlièse « 1 sigiiifie que nous nous 1.1orrioiis à 
la phase de I'écouleriient pour la.cltielle la vitesse de l'écouleinent extérieur est très 
inférieure à. c.elle du  choc. li~.~>ot.hèse est vra.ie a.u début de 1'c:xplosion et reste 
verifiée d'autant plus loiigternps q i i ~  l'apport d'énergie par unité cle longueur E est 
grand. Elle peut être tratliiite pa.r Iii relation: 

C,ela impose o 5 2, faute de quoi 71 deviendrait infini au début de l'explosiorl ce 
qui rend iml>ossil>le le traitenient <,II petites perturbations. La variable 7) auginente 
au fur et à iilesure que le cl-ioc diii~inue d'intensité; (2.15) définit donc la condition 
teinporelle pour la.clitelle I'approclit~ proposée ici est valable. 

On a vu que l'hyl>othèse de l'explosion violente est fondée sur 1~ fait clue p influe 
peu (en première approxiniation) sur l'écoulement de base, mais on peut pousser 
le niveau d'approsiiilation jusqii'à introduire l'effet de p. De plus, il convient de 
s'assurer que la prise en compte dc Ü n'implique pas nécessaireiiient celle de p . 
Nous pouvons adimensioniier p avec notre système de graildeurs ~~rimaires, ce qui 



fait apparaître la va.riable adimensionnée C définie par: 

En première approximatioii, la variable Ç est proportionnelle à l'in\,erse du carré du 
nombre de Mach du choc, elle est donc significative du degré d'att6nuation du choc. 
L'hypothèse (; « 1 signifie que le clioc doit être suffisamment inteiise. 
On vérifie facileinerit que j et  7 soiit liés par la relation: 

où x est le iiombre de Mach dit i~iilieu arill~iant: 

Il a été montré clans [4] que la résoliition du problème de l'explosion poilct~uelle iioil 
instantanée dalis un écoitleiilent uiiiforine ne pouvait se .faire, eii cjue daris 
un repère inobile (8' : 0, 7, 7, 2) eii t,ranslatioil uniforme de vitesse suiv- 

- --i 
ant O Z par ra.pport à 6. En effvi C' est déformée sous l'effet do U et de p mais 
reste une surfa.ce matérielle qui sbpare le domaine 'D d'un doiniiine non régi par 
nos équatio~is. Nous verroris que cette modificatioii de la géométi,ie de C' peut se 

+ 
tracluire par une transla.tioii uriiforiiie parallèle à O x à laquelle se superpose une pe- 
tite cléforn~atio~i. L'ol~jectif du repère iiiobile est donc d'accompagiier la translation 
de 2' afin d'élimiiier soli effet sur I'c~spressioii des giarideurs locaies ct de n'eri tenir 
conipte que d'iiiie façoii glol~ale pai. la déterminatiori de sa vitesse 3v. 
Toutes les écluat,ioiis yiii \:ont sui\.re sont donc esprimées daris uii repère en traiis- 

.-$ 
lation tiniforine suivaiit O Z et coïiicidailt avec le repère % à l'iiisi ant t = O.  Cette 
approche sera justifiée pa.r la géomi.trie que les coiiditioiis sur le choc irnposeiit pour 
C et suggèreiit poitr Y'. 
La relation (2.17) cloiirie la coiiditioii pour 1a.quelle l'effet de p peut être négligé ou 
non devant celiii de v; ajiisi pour 11011 voisin de zéro, l'effet de Ti est traduit par 
un terme en q2. 

Par suite. il faut donc effectuer cles développements au inoiiis jusqu'à l'ordre 2 en 
si l'on désire tenir compte cles efi'cts simultanés de et de p . 

En effet: 

lorsque est de l'ordre de 1 . l'iilfluence de p est de l'ordre cle 7' donc l'effet 
d'ordre 1 en est prépoild6raiit 

lorsque 17 devient de l'ordre de M*, les effets de et de p sont du mêiiie ordre. 



lorsque v est petit devant 1 et dès que g2 < 77 , c'est l'effet de pqui l'emporte; 
il en est de même pour le cas limite M = O pour lequel C reste non nul alors 
que 7 = 0 .  

Ainsi , un développemeilt à l'ordre 2 en q contient des termes de deux natures 
différentes : 

la première coi~tieiit des termes en 2 et correspond à l'effet de p 
M 

la secoiide contient des termes en 77' uniquement : - u 
c'est l'effet d'ordre deux de 

En posailt 1- = R ( 0 , t )  pour l'éqiiation du choc S et r = R1(H, 1 )  pour l'équation 
de la frontière Y', iious clierchoiis 1i1 solution du problème sous la l'orme: 

Si oii néglige l'effet de p et si 1- O , les fonctioiis sans diineiisioil Rn; RI*; p*, 
p*, ,u* et v* verifient les relat~ions siiivantes : 

li11.1 R* = 1 
77-0 

lin1 R" = [A 
11-0 

lirn p* = po(<)  
11-0 

liin II* = p o ( [ )  
n-0 

lim u* = u o ( [ )  
11'0 

lim v* = O 
71-0 



En l'absence du courant , noiis savons que l'écoulement est à symétrie cylin- 
drique puisque l'effet de jj est isotrope [ 2 ] ,  [ 5 ] .  Par conséquent, les termes dimen- 
sionnés représentatifs de l'effet de ne dépendent que de r et t ,  nous pouvons ainsi 
chercher R', RI*, p* ,  p*, u', v' sous la forme suivante: 

71 ' v2 Ri* = [A t v%;(O) + -5' + 72g2(6) t 0(v2) + 4,) 
nlL 22 M 

v2 2 v2 R' = 1 + q%1(0) + +22 + v2%2P2(0) + 417 ) + o(=i)  
M 

oit F2* et [i2 sont des constantes 

11 11 
p* = pu(<) + rlol(t.0) + - - ;~22(<)  + ) ? e 2 ( l r O )  + 0(ri2) + 4-1 

M M 

Le terme en & 11'existe pas poiii. v* puisclue l'effet de ne détruit pas la syiiiétrie 
AI 

cylindriclue. 

Les foilctioils R', p*,  p*, T L * ;  et 2)- prei~neilt (les forines ~~articulières sur le choc. Les 
conditions sur Y pcu\,ent s'écrire d;iiis le repère R' conliiie suit: 

Dans ces rela.tions, 

a w désigne la vitesse ilorinale tle propagation du choc C,  

r q, et q, sont les composantes riormale et tangentielle de la vitesse des particules 
fluides sur la surface interne du choc (c'est à dire en aval du choc), 

a Un et UT sont les conil>osailtes i~orinale et tangentielle de la vitesse des particules 
fluides eii amont du choc (côt ci milieu ambiant). 



La vitesse w est donnée par la relatioii : 

(2.28) w = Rt sin X 
A 

où A = (?,e',) (fig 3) avec: 

Dans le plan polaire no, les composantes q, et q, vérifient les relations : 

q7L = IL sin X - î) COS X 

(2.30) qr = t~ cos X + 21 sin X 

Dans le iepkre 0.u~: , les composantes lin et G, vérifient 

En substituai~t (2.26) cla.iis (?.?y), on collstate que les foi~ctioiis %](O), p3( l ,0) ,  
q ( 1 ,  O ) ,  U,(1, O), V,(1,0) avec j = 1.2 prennent des formes simple. en O [4]. 
Ceci suggère de clierclier la solutioii sous la forme: 

U,((,@) = l l l ( ( ) c ~ s d  

&((, 0 )  = 7123(() + 1121( t )  COS 26' 

VI((, O )  = ol([) sin O 

V2((, O) = 02(() sin 20 

Aiilsi, les foiict,io~is iiicoiiiiiies R-, pW.p* ,  n', ti* et RI", pa.r analogie avec R*. seroiit 
déterminées sous la fornie définitil.? suivante: 

']' v 
R* = 1 + 7Ei cos8 + = q J 2 2  + q2((23 + (21 COS 28) + o ( ? , ~ )  + O(-) 

h l  M 

R'" = + I I ( ;  cos O + + r ~ ~ ( ( i ,  + (4, cos 28) 



avec: 
(2.33) 

q  ' 
t ~ *  = q2l1([) sin O + q ' ~ . ~ ( ( )  sin 28 + o(v2)  + O(-) 

M 

Les quantités [,, , [J, j = I ,  21,22,23 sont des constantes. Le5 grandeurs sans 
dimensions iridicées par: 

O sont représentatives clr I'écouleinent de base, 

1 sont rel>réseiit,atives de I'eff'c-t anisotrope d'ordre 1 du courzi~it f7, 

21 caractérisent l'effet anisotrope d'ordre 3 de U ,  

22 sont caractéristiques de 1't.lfet de la contre-pression p seul(.. 

23 caractériseilt l'effet isotrol>cl d'ordre 2 de 

Notre modèle suscite plusieurs obsc~rvations. Uri calcul rapide et limité à l'ordre 1 
en 7 ,  moiitre que les équatioiis de RI* et R' coïiiciderit respectivei~ieiit. à cet ordre 
d'approximation, avec celles de deiis cylindres en traiislatioii uiiifoi-nie suivant 02 
de vitesses respectives (;C et ~ ~ 8 .  L'effet d'ordre 1 du couraiit sur la géoniétrie de 
ces deux surfaces est bieii une t,rarislatioii qui, au moins pour C, ehl i~nposée par les 
conditions sur le choc. 
Le repère mobile évoqué précédemiiient est donc celui qui restera rentré sur C' et il 
sera déterminé par la condition [i = O. un premier avantage évident de ce repère est 
de reporter à l'ordre 2 eii 7 la déforina,tion de C'. 

Le deusièriie point irilportarit qu'il convient d'évoquer est. celui du doinaiiie de 
défiiiitioil de [. C'oiiiptr tenu de la tléforrria,tion de C' et de C, notre variable [ évolue 
entre des boriies i~icoiiriues et qui lie peuvent être déteriiiiiiées qu'après résolutioii 
complète du problème. 



Pour remédier à cela, deux possibilités s'offrent à nous. 
La première est la méthode de Seclov qui consiste à adimensionner r par R et non 
par Ro On obtient alors une variable A, = 2 avec 5 A, 5 1. Dans le cas 
de  l'explosion instantanée (a = O ) ,  RI* = O et les bornes de A, sont parfaitement 
déterminées; le procédé semble donc correct. Malheureusement dans le cas général, 
R'" # O et cela introduit les inconnues C i ,  12i, Ç22 et 123 dans toutes les conditions 
qui seront écrites sur C'.  Il y a a.lors couplage des conditions sur C' et  sur C au 
niveau de la résolution numérique. De plus, et même dans le cas de l'explosion 
instantanée, le clioix de A, fait intervenir également les inconnues El ,  Ez l ,  (22 et (23 
dans les systèmes différentiels. De ce fait, les conditions sur C ne jouent plus le rôle 
de conditions initiales pour intégrer les systèmes différentiels mais elles déterminent 
les systèmes d'équations. Le traitenient numérique se complique donc. 
Sedov et Saliiirai [-1, [SI ont éviti. ce couplage eii linéarisant leurs solutions pour 
l'effet de p sous la. forme j' + et en séparant le système d'iiidice 22 en deux 
systèmes indépendants. Ce procédé devrait être étendu aux conditions sur Cr dans 
le cas généra.1, miiltipliaiit par cleus le nombre de systèmes et le iioinbre d'équations 
à établir. Ceci peut sernl~ler toléral~le lorsque l'on traite un seul dé~elopperrient mais 
nous en avons cluatre. 
La deuxiènie i~iétliode pour lacluellr* nous avons opté colisiste à troiiver une variable 
dont les bornes soient coi-iiiues dès l'ordre O et qui soit liée linéairement à (. 11 est 
naturel de choisir [[b, 11 coiniile doiiiaine de variation de cette varia Ille et de poser, à 
chaque inst,ant: 

Dans cette formule. 11 doit être considéré coiiime 1111 pararilètre car le changement de 
variable se fa.it à t fixé. 
(Les A, sont des fonctions liiléair~~s de (, , (; j = 1 , 2 1 , 2 2 , 2 3  pi de A, dont les 
exl~ressions sont données en Aiiiiesc- 3 ) .  
X, est donc 1'a.pproxiilia.tioiiati d'ordre. O de (. 011 remarque, dans lii relation (2.:34), 
que ( et A, sont liées par une relation biunivoclue et que [ est conliu pour (4, donné 
si les coefficieiits (, et. [: ( j  = 1; 21. '>2,23) sont déterrniriées. La dCyrivée 

montre que si 1'011 écrit les écluatioils en fonction de A,, les terines [, et [i ap- 
paraîtront da.ns les syst,èines différentiels et que l'on retombe diins les difficultés 
mentionnées précédemment (les coefficients 6; sont donnés en Annexe 3 ) .  Nous 



traitons donc directement le problème pour les fonctions de J. Afin de discuter 
toutes les conséquences de ce choix et  de montrer la validité de la transformation 
(2.34), établissons tout d'abord les équations générales du problème. 

2.3 Equations régissant le phénomène 

2.3.1 Equatioiis générales 

Dans le repère V , les équations d'Euler ainsi que celle de la conservation d'entropie 
s'écrivent: 

avec 

T P t  + ( ~ u P ) ~  + ( v P ) ~  = 0 
p { r u t  + r u u ,  + u (us  - v ) )  + rp,  = O 

P {rut + ruv ,  + v (ve + u ) )  + ps = O 
T H ,  + I - U H ,  + V I I ~  = O 

Grâce à l'équation de la conservation de la masse (2.36)' on peut écrire (2.37), (2.38), 
(2.39) sous la forme dite conservative dont l'avantage sera justifié par la suite: 

On définit la. fonction s par: 

(2.44) = iogn 

Le système d'équations (2.40), (2.41), (2.42), (2.43), une fois acliiriensionné, permet 
d'écrire à l'aide des règles de dérivation (Annexe 1) :  

(2.45) [p* (u* - ) ]  + Anp; + (p*u*), + 2p-u* = 0 
F 

(2.46) ( [p..* (u* - v) + v p * ]  + A ~ / ( p * u ~ ) ~  + (p*u*u*)# 
E 

-- 2(' + l)p*u* + 3p*u* - p*v*' + (' - l)p* = 0 
( 2  + a )  



A l'instar des inconnues; la fonctioii s* sera approximée par: 

Les fonctioils Y,, i = 0,1,22,1:3,21 dépendent de <; leurs expressions soiit données 
en Annexe 2. On développe cllaclue terme des équations (2.45), (2.-16), (2.47), (2.48) 
à l'aide de (2.32) et oii regroupe les ternies de même ordre. 

Comme la solutioil doit être vraie ' d ~  et 'di, on obtient 5 systt3rnes différentiels 
spécifiques. 

Ces systèiiles s'écrivent: 

Ordre O (systèilie différentiel (Iétermiiiailt l ' écoule~~~e~i t  de ba5e): 

Les équations (2.51), (2.52). (2.53) sont évicleiliment celles dii système (2.12). 
La résolutiori dy syst,èrne (2.12) fournit l'approxiniatioii d'ortlre O de [ c'est a 
dire A,. 

Ordre 1 (systèiue différentiel cléterininant l'effet anisotrope cl'ordre 1 de v): 



Ordre 22 (système différentiel déterminant l'effet isotrope de la pression p 
seule): 

Ordre 23 (sj~stèiile diff&rei~t,iel détcriniilant l'effet isotrope de la vitesse M): 



Ordre 21 (système différentiel déterininailt l'effet anisotrope d'ordre 2 de la 
vitesse Ü): 

+ 2 ( A  -'Ï ? ~ O ) P O S Z I  + .SI [ ( A  + tlO)p1 + pou1] + 2ASOPî1 

La résolution de ces systèines clonnent les solutions du problt-me mais en des 
points non parfaitenlent ideiltiques suivant l'ordre d'approximation. En effet, la 
relation C = 1, par exemple, n'a pas la même signification aux ordres O ,  1 ou 2. A 
l'ordre O ?  elle signifie C = 1 + O(11) alors qu'à l'ordre 2, C = 1 + O ( I ~ ' ) .  
Ainsi à l'ordre 2 ,  la grandeur C doit ;tre considérée comme exacte diins les équatioiis, 



alors qu'à l'ordre O elle n'est connue que par sa valeur approchée A,. Les solutions des 
systèmes d'ordres successifs correspondant à une même valeur numérique ( = [ ne 
correspondent pa.s au même point physique. Remarquons par exerilple, qu'à l'ordre 
O, Ç = 1 désigne le choc, mais qu'à l'ordre 1, il n'en est rien puisque celui-ci est à 
( = 1 + qÇ1 COS 6. 
Pour illustrer cette question, sans calculs superflus, limitons-nous à l'ordre 1 et  
étudions la grandeur p'. On a p*(()*= po(J)+q cosBp1((). Soit ( la valeur numérique 
de < considérée, le calcul donne po(A,) où As est la valeur de l'approximation d'ordre 
O correspondant à t. On a: 

et 
p(,is) = Po([ - 9 ~ 1  cos e)  

On en déduit donc: 

Aiiisi en règle générale, les fonctioils .fo(() soilt obtenues à partir de.; fonctions ,fo(A,) 
calculées à l'ordre 0 par une approximation compatible avec la prt.c.ision requise. 
On peut se convaincre rapideinent que les termes d'ordre 7 contenus dans notre solu- 
tion po((), ,uo( ( ) ,  po(() à cause de la cléfinition de C et C' c'est à dire 7/poc(Xs)Al cos 0, 
quo,(Xs)Al COS 0 et r/po, (&)Ai  cos 0 coilstituent une partie de la solution d'ordre 1. 
En effet,, substituons les expressions en A, de uo(J) et po(() dans l'écluatioil (2.51) par 
exemple et coinpte tenu de l'expressioii de la dérivée 2 = 1 - qbi cos 0, ou trouve: 
à l'ordre 0: 
(2.69) As[po(As)t(,\s)]x.. = -2po(As)uo(Xs) 

à l'ordre 1: 

A l'aide de (2.69), on inoiitre très facilement que (2.70) est vérifiée. On gél~éralisera 
ce procédé à l'ordre 1 en 5 3.2. 
Pour pouvoir résoudre ces systèmes différentiels, nous devons adjoindre les conditions 
aux limites qui sont ici les conditions sur le choc. Les remarques pr4cédentes doivent 
être soigiieuseineilt prises en comptt: car à chaque ordre d'approxiination l'équation 
du choc n'a pa.s la même précision en 7 .  



2.3.2 Coiiditioiis sur le choc 

Les relations qui déterminent les conditions sur le choc C sont donn4es par le système 
d'équations (2.27) 

La relation (2.29) peut être développée en 17 en utilisant (2.32). On obtient : 

(2.71) 
1 

cotgr = nt1 sin 0 + - sin20 + o ( . ~ )  

Les développements de cos X et siil X donnent: 

cos X E c0tgX + 0(?2) 
1 1 - cos w 

s i u i  = 1 - ( - ) + o ( t I 2 )  
2 

A l'aide de (2.19), de (2.72), et des règles de dérivation [Annexe 11. u, peut s'écrire : 

On peut adimeilsioniler (2.27) à. l'aide de (2.19), (2.20), (2.21), (2.22)! (2.23), (2.24), 
puis développer en utilisalit (2.32). 

A l'ordre 0, [ = R' s'ap~rosimc. par ( = 1 + O(v), la condition sur le choc s'écrit 
donc coinme polir la solutioil en A, des terines d'ordre 71 près. Mais à l'ordre 1: ces 
termes négligés à l'ortlre O vont iiltervenir car [ = R" = 1 + r / t l  cos 8. 
Par exeniple: 

Si on se limite à l'ordre 1, on a: 

La condition d'ordre 1 s'écrit donc nu point ( = 1 +0(112) iiitérieur à I'écoulemerit. En 
poussant le raisonne~neiit jusqu'à l'orclre 2, on obtient les condition5 adimensionnées 
sur le choc: 



Ordre O: 

Ordre 1, en teila.iit compte de (2.74): 

Ordre 2: 

effet de la pressioii: 

effet isotrope de la vitesse: 



effet anisotrope de la vitesse: 

4(2 - L U )  2a2 1 
~ 2 1 ( 1 )  = --- [ ,+a 

- [ ( 2 +  a)' 

Les valeurs en E = 1 des fonctions dérivées preiiiières et secontles de la solution 
de base (indice 0) sont doilnées en .21iiiexe 4. 
Les valeurs des foiictioiis pl,, pi,. r c , , ,  vl, en ( = 1 sont données eii Annexe 5 .  
Dans toutes ces conditioiis, les coii~Lantes El, tZ1, EZ2 et (23 sont à ,[éterniiner. 

2.3.3 Coiiditioiis à la froiitière C' 

Les coefficients Eh,  J;,, [i2. <i3 et  3 se déterininent en écrivant les conditioiis sur 
C'. L'écriture de ces conditions fait intervenir des développemeiits des iilconnues au 
voisinage de E = t h .  Le calcul montre, cependant, que les quantité5 vl et L ! ~  tendent 
vers l'infini clua,nd ( tend vers ( A ;  il en résulte que leur développenient au voisinage 
de 5 = 5; n'est pas légitime. La forme conservative des équation5 permet d'éviter 
cette difficulté puisqu'elle lie fait apparaître vl et v2 que sous la forme poul, pou2 et 
plul . Le calcul montrera que ces tlerilières quantités sont bornées. En effet, pour 
que le développement en petites perturbations ait uii sens , il faut que les foiictions 
développées restent bornées, c'est à dire que si f = fa([) + 7 fi([) cos tl alors 1 f; 1 
doit rester finie ( en particulier qua.iid [ + (0 ) faute de quoi fo de~iendrait le terme 



négligeable devant q fi ce qui serait contraire à la notion de petites perturbations . 
La mise en forme conservative montre que c'est en fait la quantité de mouvement 
qui est développée et non la vitesse elle même. 
La frontière Cf est une surface matérielle ( dite de contact ) et joue le rôle d'un 
piston: 

r Si on laisse le piston se défornier, les coefficients P, [i2, [i3, [il intervenant dans 
l'équation de Cf ne sont pas tous nuls. Ce problème fait l'objet de ce chapitre 
et du chapitre 3. 

Si le piston est rigide, les coefficients P, [;,, [ S 2 ,  [i3 sont tous nuls, mais cela 
exige que l'on fournisse une énergie par unité de longueur du fil  qui compense la 
déformation. Ce cas correspond à l'analogie hypersonique que nous traiterons 
dans le chapitre 4. 

Soit w' la vitesse de propagation de Cf. A l'ordre 1, l'écriture de la condition de 
glissement i ~ '  = y; sur C' n'est pas valable puisque la vitesse vl y tend vers l'infini; il 
en résulte que l'on n'obtient pas dc conditions supplémentaires polir le calcul de vl, 
ni pour ul: le problème n'est donc pas surdéterminé. La seule expiessiori utile de la 
condition de glissement sui 2' est celle qui. à l'ordre 0, donne c'est à dire u = wf, 
soit uo - + O qui équivaut à po + O en général sauf pour a = 2. 

Dans le plan Ilo, l'équation de Y' est donnée par (2.20) et w' pc,ut s'exprimer de 
façon analogue à w par : 

où A' désigne l'angle entre la tangeiite à C' et le rayon vecteur (fig 13) qui vérifie: 

Des développeinents à l'ordre 2 en 7 de (2.80), de cos A', de sin A' et de i~ '"  doilnent 
les expressions suivantes : 

I . cotyA1 = -7l' sin O + 
II 

cos A' = cotg,\' + 0(712) 

sin A' = 1 - T ($1 1 - cos 20) + O(?') 



On exprime la conservation de l'énergie à l'intérieur du volume diédrique Vo de 
sommet O et limité par la portion de C' que délimite un angle O constant centré sur 
l'origine O du repère - mobile (fig 3). 
L'énergie émise en O est transmise intégralement et instantanément au mouvement 
de dilatation de C', ce qui signifie qu'il n'y a pas de consommation d'énergie dans Vo 
et que l'apport d'énergie est égal au travail des forces de pression sur la surface C'. 
Dans le repère fixe, on voit C' sous l'angle 8. Cet angle dépend du temps et diminue 
au fur et à mesure que l'origine O du repère mobile se déplace. Cette diminution de 
l'angle O compense le flux d'énergie à travers la surface mobile So de façon à garder 
une répartition isotrope de l'énergie. 
L'égalité entre le travail des forces de pression sur C' et l'apport d'énergie en O s'écrit 
en tenant compte du déplacement du repère mobile Oxyz: 

où p' désigne la pression qui règne sur C' et où P est la puissance de l'apport de 
l'énergie telle que: 

1 
P = - I"~) (Et') = Efi(t)Et("-l) 

27: O 27: 

L'angle 9 (Annexe 3) s'exprime en fonction de 8 par la relation suivante: 

On sait que sur C', [ = R" et dS = 5 par unité de longueur et on développe en 
9 jusqu'à l'ordre 2 les équations (2.82) et (2.83) respectivement à l'aide de (2.22)' 
(2.79) et de (2.84). De leur égalité et d'une identification terme à t,erme, on obtient 
une succession de relations liant la déformation de C' aux termes de pression sur 
cette même surface: 

Ordre O: 



Cette équation permet de calculer la valeur de JO après intégration du système 
formé par Ies équations (2.51), (2.52)' (2.53). 
Le cas a = O est particulier puisque l'équation (2.85) reste indéterminée car (1, = 0; 
dans ce cas, le calcul de to fait appel à la conservation globale de l'énergie dans le 
domaine compris entre C et le fil [§2.3.4]. 

a Ordre 1: 

Compte tenu de la valeur de po,([1,) donnée en Annexe 6, on a: 

A l'ordre 0, la masse volumique PO(() s'annule sur Cl, avec une pente po, infinie pour 
a > * (Annexe 6), sauf pour le cas particulier a = 2 où elle tend vers une valeur 

%Y 
finie. 
Le développement de p(f), à l'ordre 1, au voisinage de [ = [A donile, pour a # 2: 

(2.87) P(t) = PO([;) + >) cos 8 [PI ((3 + f:Poc ([A)] + 0(v2 ) 

Or 
Po(l0) = 0 

et comme po, (6;) --+ +w, la masse volumique n'est positive ou nulle, V a  que si: 

pl --+ O quand f 4 fh 

La condition (2.88) détermine le repkre mobile (donc de la valeur de P) .  Ce repère est 

celui dans lequel la frontière C' est vue comme un cylindre en traiislation uniforme 
qui ne subit pas de déformations sous l'effet d'ordre 1 de Ü. 
L'équation (2.89) fournit une équation de fermeture sur laquelle nous reviendrons au 
§ 3.3 du chapitre 3. 
Notons que la formule (2.87) correspond à (2.68) dans le cas particulier où f = g. 
On perçoit ici l'un des inconvénients de notre méthode de calcul. En effet, si nous 
simplifions fortement la mise en oeuvre du calcul en évitant d'introduire les [, et [j 
dans les systèmes différentiels, nous nous heurtons à un problème de précision ail 
voisinage de (1, puisque pot tend vers l'infini pour a > z. Dans Ir cas de Sedov ou 
de Sakuraï [2], [SI, le terme PO, apparaît explicitement dans les systèmes différentiels 
qui sont donc beaucoup plus difficiles à traiter que dans notre cas. 
Le choix du repère défini par la condition (2.88) permet d'éviter cet écueil pour l'ordre 
1, mais celui-ci persiste à l',ordre 2. C'est pourquoi la condition sur la pression sur 
C' est plus pratique pour nous, quoique nous ayons pu mettre en oeuvre également 
le critère de masse volumique nulle à la frontière C' 

Compte tenu de (2.88)' les conditions sur C', à l'ordre 2, s'écrivent: 



Ordre 2 effet de la pression: 

Ordre 2 effet isotrope de la vitesse: 

Ordre 2 effet anisotrope de la vitesse: 

2.3.4 Equatioii globale de l'énergie 

Les conditions sur C' ne fournissent que les coefficients déterminant sa déformation. 
La détermination de Ç1, (21, (22 et de cfz3 qui interviennent dans les équations sur 
le choc, ainsi que celle de JO pour a = 0, nécessite d'autres équations. Elles sont 
obtenues en exprimant le principe de la conservation de l'énergie dans un domaine 
fluide occupant, à l'instant t, le voliime V + V' inscrit dans un dièdre de sommet O 
et d'angle 6. 
Le volume V est délimité par le choc C, la frontière C' et la surface latérale conique 

s (fig 5 ) .  
Le volume V' contient des particules Auides non perturbées par l'explosion (particules 
situées en amont du choc ). 
L'expression de la conservation de l'énergie s'écrit: 



-+ 
ïj et q' et e et ë sont les vitesses et les énergies internes spécifiques des milieux 
perturbé et ambiant respectivement. 
e et ë sont définies par les relations: 

-++ -$3 
- S.fc+& p q n d S  et - S h + s l + c  p q n d S  correspondent aux travaux 
des forces de pression sur les surfaces indiquées. 

L'énergie émise en O est transmise intégralement au milieu continu 2) par le 
+-+ mouvement de CI. Elle est égale à - J&, p q n d S  . 

En appelant CeZt et Cint les faces externe et interne du choc C, l'équation de 
conservation de l'énergie à travers le choc donne: 

Compte tenu du fait que JJJp [p (é+ $?)] d V  O et à l'aide de (2.94)' (2.95), 
t 

l'équation globale de l'énergie (2.93) devient: 

+-+ Sur SI, q . n = v et d S  = dr pour un fil de longueur unité 

-+ -+ 
Sur 7 = (1 - p)ÜZ) avec z = cos 6 e . - sin 6 2 ,  

Le calcul montre que les intégrales sur Si et Sz sont d'ordre supérieur à 2 . 
Elles peuvent donc être négligées. 

-+l+' La condition de glissement sur C' permet d'identifier q n à w' 



Compte tenu de toutes ces remarques, l'équatioil (2.96) prend la forme définitive 
suivante: 

On peut adiniensioriner (2 .97)  ;i l'aide de (2 .19) ,  (2.20),  (2.21 ), (2 .22) ,  (2 .23) ,  
(2 .24)  , puis développe1 en q et < à l'aide de (2 .32)  et enfin, rainèner les horiles 
d'intégration C = R" et Ç = R* aux bornes [ = et [ = 1 en faisant des 
développements de Taylor des foilctions incoilnues aux ordres O ct 1 au voisinage 
de Ç = d'une part et au voisinage de [ = 1 d'autre part. 

Une identification à chacliie ordre en q donne après un long calcul: 

Ordre O :  

Ordre 1: 

+(30 + 2) { X I  - < : t : x o ( t ~ ) }  = (7 - 1) [ ( 2  + 0)p;Ç: + (a  + 6)p;C:~:] 
avec 

%(O = PI + 710 ( P I U O  + 2 ~ 0 ~ 1 )  

H o ( ( )  = ?Po + ~ " ~ 1 :  

'FIo(Ç;) = ph car l i i ~ i ~ , ~ ~  po + O pour a # 2 



Compte tenu des expressions de pb et de pi, le second membre de l'équation 
(2.99) est équivalent à - W(cJ) avec 

Dans le repère défini par (2.88)' les équations de l'énergie à l'ordre 2 sont: 

- Ordre 2, effet de la pression: 

- Ordre 2, effet isotrope de la vitesse: 

- 

1 )', 1 4 
= (7 - P23 + s ? ; ; ~ 3 6 P b ]  

avec 

la valeur de 'HOc(l) est donliée en [aniiexe 41 

- Ordre 2, effet a,nisotrope de la vitesse: 

avec 



Les systèmes sont maintenant fermés et leur intégration donne les solutions 
propres à chaque ordre d'approximation. 
Il n'y a pas de solution analytique sauf pour le cas a = O où la solution d'ordre 
O est explicite ainsi que la solution d'ordre 1 dans le repère mobile de vitesse Ü. 
L'accès aux solutions se fait par voie numérique et il est très important d'avoir 
une bonne précision pour la solution de base puisque la résolution des ordres 
supérieurs en dépend. Les méthodes numériques utilisées sont diverses, mais 
certaines s'adaptent bien à nos problèmes: nous les exposons dans le chapitre 
suivant. 



Chapitre 3 

Résolution et traitement 
numérique 

3.1 Calcul de l'écouleinei~t de base 

Cet écoulemeilt cst ~ é g i  pnr le systi.riie fermé suivaiit : 

Sedo\. a i~iontré l'intérêt d'introtluire iiiie variable auxiliaire zo afin de pouvoir 
ramener (3.104) à une siiccession d'écluations différentielles [2]. 
Cette variable -0 est clbfiiiie par: 

(3.105) - - Y 1% 
-0 - - 

Po 

La sul~stitution tle zo tla.ils les trois premières équations du système (3,104) 
donne les deux équa.tioiis diff6reiitic:lles suivantes: 



L'élimination de (zo, permet ensuite d'aboutir 
aux équations différentielles ordinaires: 

cl20 
(3.108) --  - G i ( u o ,  20) 

cluo 
avec 

2 o ( l )  = y ct 20 € {[^(,+00[ 

7 + 1  z iO( l )  = 1 et uo E [ l ,  -1; 
2 

avec 

( = 1 sur le choc; 

(1 log: po - -- G ( u o ,  O )  
(1 log [ 

avec 

po(1)  = 1. 

Les fonctions G,(uO,  z0)(2 = 1 , 3 ,  :3) sont donilées en Annexe 7. 
La reclierclie de la soliitioii du systèine (3.104) revient doi~c  à intégrer successiveinent 
les équations (3.10S), (.3.109) et (3 .110) .  
Nous déterminoils la coiistante à partir de (3.83) soit: 

La masse voluillique p u ( [ )  peut-êt,re calculée éventuellemel-it à partir d'une formule 
simple dite "iiltégrale d'atlial~aticité", déduite par des considérations dimensionnelles 
[2] (voir chapitre 4). 
En effet, l'écoulemeilt au sein c l i i  iiiilieu 'Do est adiabatique et l'ei~tropie de cha.que 
particule fluide se coriser1.e. 
Ainsi, po s'esl>riirie en fonction de :o. cle 110 et de ( par la formule suivante: 

L'utilisation de cette formule reste délicate car po décroît lentement vers zéro à 
la frontière C' [ I l ] ;  ceci est très coûteux du point de vue numérique puisqu'il faut un 
maillage serré. La vitesse de convergeilce est plus rapide en intégrant directement 



l'équation (3.110). Le coefficient v tend vers l'infini quand y(2 + a )  = 4 mais, grâce 
aux relations dimensionnelles , nous trouvons dans ce cas une relation simple qui lie 

La résolution de ce cas revient à int,égrer successiveinent les équations différentielles 
suivantes: 

-- - G4(uo,C) 
duo 

avec 

~ ~ ( 1 )  = 1 et po(1) = 1 

(les fonctioi~s G,,j = 1.5 sont donilées en Annexe 7). 
Pour déterminer < , 011 pa.rta.ge régulièreineiit l'intervalle [ l ,  q] et on intègre (3.114). 
A l'aide de (3.11:3) et de (13.105) , iious déduisons zo et po une fois po calculée. 
La méthode de Riinge-I<ut,ta. d'ordre 4 (Annexe 8) est l'une des mbthodes 
numériques utilisées pour iiitégrer les différentes équations différentielles. Le pas 
d'intégration est arl)itraire; niais peut être choisi eii fonction de l'exposant a. 
En voici quelques ordres de granclelirs: 

1>our 

O < a  < 1 ,pas  - 10-' 

1 < a  < 1.4, pas - 1 0 - ~  

1.4 < a  < 2, pas- 1010-4 à 1 0 - ~  

La. inét,hode d'Adams Basthfortli d'ordre 4 [20] (Annexe 9)  peut.-être utilisée 
conjoiiiteineiit avec la méthode de Iluiige-Iiutta pour iiitégrer (3.1 10) et (3,109). 
Pour éviter les erreurs clues à la discrétisation, nous gardons le mê~ne pas 
d'intégration, clonc la inênie va.ria.ble d'intégration utilisée dans la résolution 
de (3.108). 

Nous arrêtons les ib&rations lorsque la masse volumiclue po est suffisamment petite 
(voisine de 1 tend a.lors vers une constante qui est 16 . On clétermine ainsi le 
premier terme de R" . 

3.2 Foi~ctioiis de répartition 

Conformément a.us explications du chapitre 2), 52.13.1, nous allons expliciter toutes 
les fonctions de ( grâ,ce à la varia.l)le A, par les développeillents de (2.31): (2.22), 
(2.23) et  de (2.24) suiva.iits: 



(3.116) 

( 2  + a)2 pÊ2t; 2 
(3.117) p = -- 

S(y + 1 )  t2 t l'*(ti 0 , ~ )  

(2 +a) Êt,  
(3.118) u = -- 

2 + 1) t 
t u * ( < ,  07 7) 

( 2  + a )  Ê t o  
(3.119) v = - ---<v*(<. 0 , ~ )  

2(y + 1 )  t 
avec 

p* = pO(X,) + ~/p;(X,)c.os0 + q2  + P S ~ ( X S )  

Les expressioris cle tolites les f'oiictioiis de A, sont doiinées eil .4111i(xe 10. 
Les fonctions "étoil6es" coiistituent ainsi les forictioils de répartitioii de l'écoulen~e~it 
compris entre le choc et Y, c'est à. dire pour J E [RI*, R']. 
En appellant p, .II, .u, ,u, les \~aleiii.s des foilctioris (3.116), (3.117), (:3.118), (3.119) 
sur le choc, 0x1 peiit ol~tenir les foilctioils de répartition normées suivailtes: 



Les fonctions "tilde" sont doilnées en Annexe 10 

3.3 Résolutioii des équations d'ordre 1 

Un des principaux soucis pour résoudre les systèmes différentiels est de savoir si les 
solutions trouvées sont bornées, en (l'autres termes si les solutions sont physiquement 
acceptables. Dans le cas de l'explosion ponctuelle [4],  on a constaté que ul et ul 
présentaient un coinportenieilt siilgulia sur Cl. Afin d'éviter cette difficulté, nous 
introduisons coiiiilie eii [4] les iiicoiinues auxiliaires poul et poul qiii représentent la 
quantité de mouveineiit ra.diale et oi.thoradiale de la vitesse de chaque particule fluide 

Grâce aux équations souç forinc conservative (2.51), (2.52), (2.5.3), nous pouvons 
écrire (2.54). (2.5.5), (2.56). (2.57) sous la forme matricielle suivante: 

{x}, = -& {n} 
[ M 4 ]  et [ F I ]  sont des matrices carrées 4 x 4 dont les coefficients dépendent unique- 

ment de z0 et de î c o ;  leurs expressions sont données en Annexe 11. 



En inversant la. ma.trice [M4] , nous obtenons une forme simplifiée de (3.124) qui 
s'écrit: 

où D représente le détermina.nt de (M4] dont l'expression est donnée 

en Annexe 11, 

[Pl ]  étant une matrice 4 x 4 dont les coefficients sont donnés également en Annexe 11 

La résolution du syst.èrne d'ordre 1 revient donc à déterminer : 

La position du repère iiiobile par rapport au repère fixe lié au fil : cela corisiste 
à calculer le coefficieiit /3 

La déformation que subit le clioc Y sous l'effet d'ordre 1 de ; cela implique 
le calcul du coefficient €1 

r Les inconnues auxiliaires X I ,  !/Ir -1, puis les vraies inconnues pl, u l ,  vl et pi 
caractérisant l'tcoulei~ieiit d'ordre 1. 

Ainsi, les iiiconnues /.j, Cl, .KI, .yl, z , .  pl satisfont les équatioiis regrou]>és ci-dessous qui 
sont respectivement les équatioiis <lu inouveinent (3.125), la contlitioii sur le choc 
(2.75, la condition qui déterinine Le scalaire 3 donc du repère iiiobile (2.88), les 
conditions sur Y' (2.86) et l'équatioii de l'énergie (2.99): 

{.Y(< = 1 ) }  = (1 {-z} + {z} 

4 4 
Les expressions des vecteurs {xIl} et {XI2) donnés en Annexe 5 contiennent 

les termes po,(l) ,  po,(l)  et uo , ( l )  explicités en Annexe 4. 
Il est commode d'utiliser comme à l'ordre 0, la variable 20 plûtôt que ( pour intégrer 
les équations (3.126) et (:3.1:30). En effet la discrétisation sur zo a ét6 choisie régulière 
alors que celle sur ( ne l'est pas puisque c'est une conséquence tlu calcul d'ordre 



O. Les méthodes numériques sont moins commodes à mettre en oeuvre et leurs 
performances que nous avons testées en sont affectées. Il est donc nécessaire de 
reformuler les équations (3.126) et  (3.130) en prenant zo comme variable: 

A l'aide de (3.108) et (3.109), le système différentiel (3.126) devient : 

L'évaluation de l'intégrale 

où les expressions If1 et 'F& soilt données en (2.99), revient à chercher la solution 
de l'écluation clifféreiltielle: 

Wl vérifie l'écluatioii: 

A l'aide de (3.105) et (3.10!)), cette équation différentielle peut s'écrire en 
prenant zo coilinie varialde: 

Cette reform~ilatioil sous forme différentielle permet de procéder au calcul de 
Z simultanément, à. cllaclue pas de calcul, avec celui de (3.125). 



Nous intégrons alors (3.131) avec les conditions (3.127) à l'aide d'une méthode 
numérique simple (Runge-I<utta. ou Adams-Bashforth). Nous déterminons B et 
grâce à deux critères alternatifs, physiquement équivalents, ce qui permet de vérifier 
la validité des résultats : 

Le premier critère est celui de la conservation globale de l'energie; P et t1 sont 
définies comme étant les solut.ions des équations (3.128) et  (3.133) 

Le second critère repose sur le fait que la masse volumique p tend vers zéro 
au voisinage de C' à l'exception du cas a = 2. Le développeiiient de p*(R1') à 
l'ordre 1 donne: 

On sait que p,([;) = O alors pour que p*(R1*) tende vers zi.ro, il faut que le 
terme d'ordre 1 en 11 s'annule également, soit: 

pi(lo) + <:PU, ( E h )  = 0 
avec (i = O 

,f3 et Il sont définies coiiiine étant les solutions des écluati<)ns (3.128) et de 
(3.136). Le calcul nuiliérique montre que ce critère de inassr volumique nulle 
à la frontière S1 représente bien la solution physique puisque la solution qui 
vérifie 

p1(R1*) = O 

est aussi celle qui vérifie (2.99) 

On sait que le ca.lcul est correct ca.r les valeurs de 13 et de II trouvée. pour chacun des 
deux critères sont les inêilies. Nous avons récapitulé dans uii tabl(~au [Tabl] toutes 
les constantes caractérisant le repère mobile et les déformations respectives du choc 
et de la. frontière Cr. Les va.leurs de /3 calculées sont voisines de 0.5: plus l'exposant 
o est grand, plus 13 est voisin de O..5 et plus le choc s'aplatit à coii~re courant car le 
coefficient tI passe d'une valeur positive à une valeur iiégative. 
Nous avons déterminé les solut,ions de l'écoulement d'ordre 1 dans le repère mobile. 

Pour terminer considérons la soliition de base translatée à la vitesse ijn par 
rapport à O. 
Pour donner l'expression de la solution dans le repère fixe lié à O, on peut exprimer 
la translation à la vitesse sous la forme d'une perturbation. 
Avec les notations de la figure 3 et de l'annese 3, on a: 

(r3'112(1 - cos 20) < = ( + p 7 ) ~ ~ ~ e + ,  
4ç 

+ o h 3 )  



(3.137) t g  sin Ovl(i) = tuo(<) sin(0 - 0) - - - 2(7+1)pgsin,g 
2 + a  

 PO(^) + 9 cos B ~ l ( i )  = po(t) 

iZ [p0tii + v cos fipl (01 = t2po(t)  

Nous effectuons des développements au voisinage de f = [ des inconnues uO, ul, 
V I ,  PO, pl, po, pl et par ideiltificatioii, nous déduisons les expressions suivantes, pour 
les fonctions de perturbation: 

Les fonctions définies par les fornliiles (3.138) vérifient le système d'équations (2.54), 
(2.55), (2.56)' (2.57) et constituent les formules de transport de la solution de base 
vue depuis le repère fixe lié au fil. 
Cependant, l'écluation de conservation globale de l'énergie (2.99) u'est pas vérifiée 
par ces fonctions. En effet; la translation de la solution de base correspond à une 
dépense d'energie égale au travail des forces de pression sur la frontière Cr.  Une 
forme finie de ce travail lors d'une trailslatioii pure de vitesse ,Bu exprimée dans le 
repère fixe (donc telle que t1 = 5; = ,B) de la. solution de base est donnée par la 
relation (2.100) [4]. 
Cela signifie qu'une partie de l'énergie est dépensée en translation pure de la solution 
de base et qu'iiile aut,re partie correspond à dans une distorsion pure de l'écouleinent 
autour de Y'. 
Les expressioils (3.138) ne sont pas bornées en [ = [A pour a > 5 et en J = O 
pour a = O (Annexe 6).  ce qui prouve bien clu'uile solution bornée ne peut être 
obtenue, Va,  que clans un repère où cette trailslatioii n'existe pas c'est à dire [; = 0. 
Ainsi, nous avons la certitude que l'introductioil du repère mobile est le seul moyen 
de déterminer une soliition bornée i l'ordre 1 quel que soit O 5 cu 5 2. 



3.4 Résolutioii de l'ordre 2 propre 
à l'effet de p 

Nous avons montré dans le chapitre 2 que l'on ne peut plus négliger l'effet isolé de p 
dès que le choc s'affaiblit. De là l'importance d'étudier l'écoulemeiit relatif à l'effet 
de P. 
Nous adoptons la niênle démarche que pour la résolution de l'écoulement d'ordre 1. 
Grâce aux équations (2.51)' (2.52) et (2.53)' les équations (2.58). (2.59) et (2.60) 
peuvent être écrites sous la forme matricielle suivante : 

[Ais] et [Fzo] sont des niatrices carrées 3 x 3 dont les coefficients sont doiii~és en 
[Annexe 111. 

L'écoulen~eiit et les cIéforriiat,ioiis respectives CS2 et f 2 2  du choc C et de la froiitière 
C' sont entièreriieiit défiiiis par les équatioils regroupées ci-dessous qui soilt respec- 
tivement les écluatioiis dit iiiouveiiient (3.139), la condition sur le choc (2.76), la 
condition sur C' (2.90) et l'intégrale de l'énergie (2.101): 

-+ 1 
(3.140) { x 2 2 }  = F[P20] { 2 2 2 }  

v 

où D' désigne le déteriilinant de [ A I 3 ]  

[Pzo] une inatrice 3 x 3, dont les coefficients sont donnésen Annexe I I ;  

(3.141) { ? 2 i ( C  = 1 ) )  = C 2 2  ( 2 2 2 1 )  - { ? 2 2 2 }  

Les expressions des vecteurs { ? 2 2 1 }  et { X 2 2 2 }  se trouvent en Aiinexe 5. 

La résolution de l'écoulen~ent propre à l'effet de la pression p s'avère plus délicate. 
En effet numériquement deux problèmes se posent: 



Le premier est celui de l'intégration du système (3.140).  Certains coefficients 
de la matrice [P20] tendent vers l'infini quand uo + y, ce qui signifie que la 
matrice [Pzo] peut avoir des valeurs propres très grandes. Il s'ensuit que les 
solutions du système (3.140) peuvent tendre vers l'infini. 

Le second est celui de la recherche des racines d'une équation dégénérée du 
type [co - CO] = O. 
C'est le cas de l'équation: 

puisque le produit t ; 2 p ~ , ( t b )  peut tendre vers l'infini du fait que th2 # 0 .  

Il est donc préférable de travailler avec une variable bornée ( [ par exemple ). 
L'intégrale 

peut être évaluée en intégrant l'équation différentielle suivant [ZO]: 

lim Z = O 
E- 1 

lin1 Z = 1/1/i2 
<-th 

où wz vérifie l'écluation suivante: 

Le coefficient tZ2 apparaît comme une inconnue, le coefficient Ji ,  étant détermillé à 
partir de (3.143).  

-3 

Les composanto du iertîiir ( 2 2 )  sont les solutions du système (3 .140) .  

Cette reformulation permet d'intégrer simultanén~eilt, à chaque pas de calcul, les 
équations (3.139) et (3 .144) .  
Les méthodes numériclues utilisées pour intégrer les diverses équatioiis sont les niêmes 
que pour l'ordre 1 ( [21] , [23] ) .  Nous pouvons vérifier la validité des cdculs en utilisant 
le critère de masse volumique nulle à la frontière Cl.  Le développement de p*(R1*) 
jusqu'à l'approsimatio~l d'ordre 2 qui tient compte de l'effet de p donne: 



Puisque les termes d'ordre O et  d'ordre 1 en q sont nuls à la suite des intégrations, 
alors le développement (3.146) s'annule si le facteur de 2& l'est également, soit: 

M 

Lorsque les calculs sont corrects. les valeurs de ( 2 2  calculées pour chacune de ces 
deux équations sont identiques. Le tableau 1 donne les valeurs de Ez2  et de Ji2 pour 
différentes valeurs de a et pour trois valeurs de y. 

3.5 Résolution de l'ordre 2 propre à 
l'effet isotrope de Ü 

Contrairement a.u cas de l'explosion ponctuelle [4], l'écouleineni propre à l'effet 
isotrope de Ü est découplé de l'écoule~nent anisotrope d'ordre 2 puisque les écjuations 
qui le régissent ne cont,ie~ineiit pas de termes en poufi Par conséque~lt. leur résolutioil 
ne dépend que des résultats d'ordre O et d'ordre 1. Coinme danh les paragraplies 
précédents, iious pouvons mettre sous forme matricielle les équations (2 .61) ,  (2.62),  
(2.63). Cette forme s'écrit : 

données en Aiiilexe 12 

Les inconnues 5 2 3 , 1 / 2 3 ,  p 2 3 ,  <23 et Fi3 sont entièrement définies par les équations 
du mouvement (3.14S),  la conditioii sur le choc (2.77), la condition sur la frontière 
C' (2.91) et l'équation de l'énergie (2.102) regroupées ci-dessous: 



Les expressions des vecteurs {?231}, {?,}, {?233) et  { X 2 3 )  sont données 

en Annexe 5. 
Nous procédons de la même façon que pour la recherche de la solution 
de l'écoulement propre à l'effet de jj : 

Le calcul de l'intégrale z = J:; bZ3 + u " ( . L . ~ ~  + 2y23)]  t3 d t  peut se ramener à 
l'intégration du prol~lèrne diffbrentiel suivant: 

dZ  
(3 .153)  - = t3 b23 + uo(.L.23 + 2 ~ 2 3 ) ]  

d t  
avec 

W23 vérifie l'équation: 

(3 .154)  a;, - i . ( tZ3 + ;t:) 3  + 2 ( 1 2  - - P)' - ; t I H , ( l )  
( 2  + a)2 

Le coefficient (23 est. défini coinine racine de (3 .154)  

Le coefficient [ i 3  est déduit cl? (3 .151)  

+ 
Les composantes clu recteur { X  2 1 }  sont déterminés comme btant les solutions 

du système (3 .149)  

Il est également possible de déterminer [23 en utilisant le critère de masse 
volumicliie nulle à la frontière Cl .  
Le développement de p*(R1*) à l'ordre 2 s'écrit: 

1 B2 
( 3 .155)  p*(R1*) = ~ o ( l O )  + B c o s o [ ~ ~ ( t O )  + t i p o , ( f o )  + -[p22([;)  + [L2poc ([O)] 

M 
+ B 2 [ ~ 2 3 ( t A )  + [13poc(tO)] 



Le critère impose: 
(3.156) ~23(tO) + [23poc(tO) = 0 
[23 est déterminé comme étant le zéro de l'équation (3.156). 

Les mêmes difficultés riumériques rencontrées pour la détermination de (22 se 
posent pour la détermination de tZ3 à partir de (3.156) puisque [;, n'est pas nul et 

4-27 limt,[; pot + CO pour a > ?+7. 
La méthode d'Adams (Annexe 9) s'applique bien au système avec second membre et 
les résultats obtenus sont satisfaisants puisque les valeurs de tz3 calculées à partir de 
(3.156) d'une part et (3.154) d'autre part sont les mêmes. 

3.6 Résolution de l'ordre 2 propre à 
l'effet anisotrope de U 

Les équations (2.64), ('5.65). (2.66) et (2.67) peuvent être écrites sous la forme ma- 
tricielle: 

est le vecteur inconnu tel que 

2 2 1  = Pz17lo 

Y21 = 7121Po 
z2 = pou2 

[F21] est une iuatrice 4 x 4 dont les coefficients sont clonnés en Ailnc'xe 11. 

est un vecteur dont les cornposa.ntes A: (i = 1,2,3,4) sont données en Annexe 113. 

Les inconnues xzl, yzl, z2,pzi, Jzl et ES, sont entièrement définies par le système 
fermé suivant : 



avec 

Les vecteurs {?,Il}; {?212}, ( 2 2 1 3 )  et {?,14} sont donni! analytiquement 

en Annexe 5. 
La substitution de (3.160) clans (:3.161) fournit l'équation ci-dessous: 

dans laquelle 1,i/21 est un résultat de calcul issue de l'intégration du système diffé- 
rentiel suivant: 

dZ .> 
- = [n,, + + (TL,., + ffi,,",)] t3 
dE , + 1  2 
liin Z = O 
(-1 

liin Z = I,I,'zl 
E-t; 

Le coefficient fzl peut être déterminé soit par la résolution du système fermé 
(3.157) à (3.162), soit par la résolution du système constitué par (3.157) et l'équation 
ci-dessous: 
(3.163) ~21(<;) + <il~o((t ;)  = 0 

Cette équation est écrite selon le critère de masse volumique nulle à la frontière C'. 
On annule ainsi les termes d'ordre 2 relatifs à l'effet anisotrope du courant dans le 
développement de p*( R* ). 



3.7 Explosion instantanée (ai = 0) 

L'energie & ne dépend plus di1 temps, elle est constante et coïncide avec l'apport 
d'energie E. 
Sedov [2] a mis en évidence une intégrale première de l'energie (voir chapitre 4), d'où 
l'existence d'une solution a.na.lytique qui s'écrit: 

EU; 
20 = - Y S 1  avec uo €1 -, 11 r+l- 

27 uo 27 

Si on substitue la valeur a = O dans (2.98), l'égalité n'a de siSns que si = O 
puisque ph # O. 
Cela signifie pliysiquen~eiit que la frontière inatérielle C' n'existe pas dans ce cas. 
Dans ce cas, l'équation globale de l'energie (2.98) s'écrit conlpte tenu de (2.85): 

La valeur de Eo peut être déterininée à partir de (3.165) en é\.dluant l'intégrale 
par une méthode nunlériclue simple telle que la méthode des trapèzes. 

La détermi~iatioil de l'écoulemerit propre à l'effet de p seule peut se faire en 
prenant dans toutes les équations la. valeur a = 0. 
La substitution de Eh = O dails (2.90) donne: 

Cela montre que l'effet de p n'entraîne pas l'apparition de la frontière C'. 
La solution relative à l'effet de la contre-pression peut être calciilée en intégrant 
(3.139) et (3.144) pour a = O. Les calculs effectués par nos soins donnent Ç22 = 
0.9919. 
La comparaison de nos résultats avec ceux de la litt,érature, en particulier ceux de 
Sakuraï est satisfaisante. 



La variable x utilisée par Sakuraï est, identique à celle de Sedov ( notée A, dans notre 
cas ). Elle est reliée à [ par: 

Nous avions pu établir une correspondance entre les fonctions f , g ,  h de 
Sakurài e t  les fonctions îi*, y*, p* utilisées ici. On obtient: 

Ordre O: 

Ces fonctions fo ,go ,  h ,  vérifient le système d'équations (2.12) 

Ordre 2  ( effet de ): 

avec 
2 + 0  

n = - 1 .  
+ - s 1 0 = 0  

4 2 

Ces fonctions f 2 . g2 ,  1~~ verifient les équations (2.58) , (2 .59) ,  (2 .60) .  La substi- 
tution de ilos resu1tat.s ( tJ ,u, ,& ,pl avec j = 22) dans les relations (3 .168)  a 
permis de tra.cer les courbes &finies par : 



L'identité des courbes obtenues (fig 7) avec celles tracées par Sakuraï [Y] 
est manifeste. L'equivalent de Ç22 est noté Al par Sakuraï et (:es deux 
coefficients sont liés par la relation : 

Ainsi, 
pour y = 1.4 

-X1(Sakiiraï) = 1.9836 
-A1 (cal(,ulé par (3.170)) = 1.9838 

pour y = 1.6'7 

-X1(Saliiiraï) = 1.9374 
-Al  (calculé par (3.170)) = 1.9392 

Une a.utre vérifica.tioii de la validité de nos ca.lculs s'obtient cil comparant 
ceux-ci avec ceux de Sedov 121 avec contre-pression seule. Sedov utilise une 
variable de perturbation appelée q ,  égale à l'inverse du carré du 
nombre de Macli AJC du choc cléfini par: 

Dans le cas présent, y et ( sont liés par la relation: 

Comme Sedov exprime sa solution sous forme d'un développement du 
premier ordre en q ,  une identification montre que: 
-les termes d'ordre O du développement de Sedov sont liés aux termes 
d'indice O de nos répartitions (3.120)' (3.121), (3.122) par les relations: 



-les termes d'ordre 1 du développement coïncident avec les termes d'indice 
22 de nos répartitions tels que: 

Sedov note 1 la coordonnée sans dimension du choc; avec nos 
notations, on obtient: 

où 
A est une constante positive voisine de 2 
et Rt  est une loiiguciir caractéristique définie par: 

Compte tenu cle (:3.172), nous pouvons développer (3.173) au premiei ordre en 
y. Le développeiiieiit ainsi ohtenu coïncide avec celui de Seduv si: 

La consta.nte '4 est celle -A1 de Sakuraï et vaut 1.9836 pour y = 1.4 dans le 
cas d'une explosion cylindrique [SI. Cela conduit à lZ2 = 0.9918, cette valeur 
est à comparer à (22 = 0.9919 obtenue pa.r nos calculs. 

Qua,nt à l'effet de première approximation de la vitesse ( orclre 1 en ), nous 
constatons cjue si l'on choisit (1 = O ( ce qui, physiquement, signifie que le choc 
ne se déforme pa.s sous l'effet d'ordre 1 de ), la solution triviale dans le repère 
mol~ile %', 

vérifie les écluations (2.54), (2.55), (2.56), (2.57) et (2.99). 
Cette solution inipose ,!.? = 1 pour que les conditions sur le choc (2.75) soient 
satisfaites. 
Physiquement, cela signifie que l'écoulement consécutif à l'explosion instan- 
tanée du fil est entraîné à la vitesse Ü du milieu ambiant. 
Pour démontrer l'unicité de la solution bornée et de son indépendance vis-à-vis 



des repères , exprimons la translation à la vitesse /3Ü de l'écoulement de base 
par rapport à O. 
Les fonctions définies par (3.138) s'écrivent pour cr = 0: 

Ces fonctions ne vérifient. les conditions sur le choc exprimkes dans le repère 
fixe (ohtenu en faisant forinelleinent /3 = O dans (2.75)) que si [, = 15' = 1 et 
ne restent pa.s finies en J = O (J varie de O à 1 puisque la froiitière E' ii'esiste 
pas); pa,r contre. elles vérifient bien l'équation globale de l'eiiergie (2.99). 
Pour le montrer, écrivons les équation locale et globale de l'eilergie dans le 
repère R. 
La forme conservative de l'écluation locale s'écrit: 

avec 

On rempla,cera [ pa.r [ da.ns la suite po,ur simplifier les notations. 
Le développement à. l'ordre O de ces équations pour a = O permet d'aboutir 
aux formes a.cIi~~~eiisioiiiiées suiva,ntes: 
On obtient pour la première: 

La seconde est forinelleinent identique à (2.98) 

La substitution de (3.135) et de (3.179) dans (2.99) pour cr = O donne l'équation 
suivante: 



Nous voyons que les conditions sur le choc (2.74) vérifient bien cette équation 
intégrale. 
Ainsi, on peut conclure que tout se passe comme si l'écoulement de première 
approximation reste à symétrie cylindrique, mais translaté à la vitesse Ü. On 
peut vérifier que les écoulements issus des effets isotrope et a,iiisotrope d'ordre 
2 de Ü admett,ent également dans R' les solutions triviales : 

P3 = 0 

PJ = 0 
u j  = O 
avec j = 23,21 

vz = O 

à la condition que j? = 1, t; = O et tJ = O ( J = 23,21) La vitesse n'a donc 
pour effet que de trailslater globalement l'écoulement de base. Cela est viai du 
fait que E ne dépend pas clu t ~ m p s  et que le repère mobile esi galiléen, tout se 
passe coinine si E avait été apporté à t = O en 0,  fixe par idpport au milieu 
extérieur. La seule solution bornée est donc la solution triviale exprimée dans 
P. 

3.8 Cas a = 2 

Da,ns ce ca.s l'énergie émise par le fil prend la forme: 

et ,  avec les grandeurs primaires E ,  7 et t ,  les variables corresj~ondant à Ü et à 
j? se réduisent à des constantes: 

- 1 

- A Ü correspond la, constante = % (8)' qui reste < 1 tant 

que E > 7 

- A la pression 15 correspond la constante ( = $3 



- Ces constantes sont toujours liées par la relation (2.17) 

Nous substituons a = 2 dans toutes les équations et  dans tous les 
développements en 7 et nous obtenons : 

Ecoulement de base (ordre O) 

L'écoulement de base est entièrement défini en intégrant successivement 
les équations différentielles suivantes : 

dzo - 20 [E(T + l)(uo - 1) - ( y  - l)zo] - - 
duo uo [e2 - (Y - l)zo] 
avec 

d10gt - ( y  - l )zO - 2E2 
-- 

~ I L ~  Suo [E' - (Y - l)zO] 
[ = 1 quand uo = 1 

Y S 1  
( -f quand 210 -+ - 

2 

Nous avons intégré (:3.183) en prenant uo comme variable. L'intervalle [l, F] 
a été subdivisé en .A' parties égales et on a utilisé la méthode 
de Runge-Icutta. Le calcul montre que zo prend une valeur finie quand 
uo -+ Y+, cela. signifie qu'au voisinage de E' la température reste finie 
contrairement aux autres ca.s où elle croît indéfiniment. Ce résultat n'a rien 
d'étonna,nt puisque (L.53) fournit la relation simple: 

L'égalité (3.185) i i~oi~t re  que l'entropie est constante et vaut 

s0(tO) = -2 log (A 
sur C'. Cette quantité est bien positive puisque < 1. 

Nous gardons dans la suite de nos calculs la variable d'intégration 
uo et nous intégrorss les systèmes avec un pas constant. 

La masse volumique po peut-être déterminée: 



- soit en intégrant 

- soit en utilisant la relation déduite de (3.185) 

La pression po est calculée à partir de la formule suivante : 

La pression et l'entropie restent constantes à l'ordre O sur ld frontière Y' et, 
comme l'écoulemeiit est adial~atique , la inasse voluinique tend vers uiie coii- 
stante noil niille doiiiiée analytiquement par: 

Ceci est vérifié pa.r le ca,lcul et la valeur obtenue pour po est positive. 

Nous voyoxis ainsi que la. nature de la solution du cas a = 2 c,st très différente 
de celle des ca.s étudiés précéclernmeiit puisclue la masse voluriiique ne s'annule 
plus sur la frontière Y'. Ce cas n'est autre que celui du piston cylindrique à 
vit,esse de dilatatioii coiist~ailt.e. 

Nous pouvoiis calculer Io à partir de (2.85) eil y posant a = 2 ,  
soit: 

Rappellons que l'intégrale de I'energie s'écrit : 

Ecoulemeiits  d 'ordre 1 et d 'ordre  2 

Ces écoiilements sont entièrement déterminés en intégrant les 
systèmes différentiels suivants pour a = 2 : 



- (3.126) à (3.130) pour l'ordre 1 

- (3.140) à (3.143) pour l'effet de p seul 

- (3.149) à (3.152) pour l'effet isotrope d'ordre 2 de Ü 

- (3.158) à (3.161) pour l'effet anisotrope d'ordre 2 de Ü 

Nous avons intégré tous ces systèmes par rapport à la variable uo. 
Pour cela il faut: 

- Transformer les intégrales de type 

en d'autres int.égrales de type 

- Transformer les n1a.trices [Pz,,] et [Pzl] en multipliant leurs 
coefficients respectivement par et 3. Cependa.111, 
nous remarcluoils les identités de certains coefficients 
tels que (Annexe 11): 

3.9 Résultats 

Les solutioiis clu problèine de l'écoulement consécutif à l'explosion isotrope 
et non instantanée du fil rectiligne infini dans un couraiit sont désorniais 
connues nuinériqiiement malgré la singularité rencontiée à la froiitière 
matérielle 2'. 
Les calculs ont été faits pour différentes valeurs de l'exposant cu et pour 
trois valeurs de -/: 

* y = 1.33 pour les gaz monoatomiques 

* y = 1.4 pour les gaz diatomiques 

* y = 1.67 pour les gaz triatomiques 

Les résultats numériques sont repertoriés dans des tableaux numérotés de 
1 à 27. 



3.9.1 Variation des coefficients t j  en 
fonctioil de a et y 

La figure 8 montre l'évolution de en fonction de a et de y. 
Pour les trois valeurs de y choisies, la valeur de [A est comprise entre 
0.75 et 0.95 et on constate que plus le gaz est compressible, plus les deux 
surfaces constituées par la frontière C' et l'onde de choc Y se rapprochent 
et  donc plus l'écoulement consécutif à l'explosion est {omprimé. Cette 
compression est d'autant plus forte que a est élevé. 
Quant à I'évolutioil de to7 représentée sur la figure 9, elle est contraire à 
celle de [o .  La plus faible valeur de [O est obtenue pour a = S. La figure 
10 montre la variation de p& en fonction de cr et  de y: ph varie dans le 
même sens que les deus paramètres. 

La varia.tion de El est clonnée par la figure 11. Toutc,s les courbes se 
coupent en un 11oint pour a = a*, valeur voisine de 1. Il existe donc 
une valeur de a pour la.cluelle la déforniatioil du choc est insensible à la 
coinpressibilité du inilieu extérieur. Nous avons ainsi deux configurations 
pour les effets d'ordre 1 du courant: 
- La première correspond à a < a*; t1 est alors positif. Cela signifie que 
le choc est freiné dans le sens du courant 
- La. seconde correspond a.us valeurs de cu siipérieures à a*; t1 est négatif, 
le choc est donc peu raleiiti dans le sens du courant (figure 6). 
Au point où n = a*, les courbes représentatives de la variation de /3 
(figure I I )  préseritent une forte inflexion. Cette inflexioii est significative 
d'un charigemeiit brusclue de la position du repère n~obile. Il seirible que 
plus le inilieu extérieur est, compressible, plus l'inflexion tend à disparaître 
et les courbes clevieiineilt de plus en plus rectilignes. 

Les courbes de la figure 13 montrent que la variation clc tZ2 dépend peu 
de y. Pour a < a*, les courbes sont confondues et leur écart reste faible 
pour a > a'. IVous pouvons estimer que l'effet de la contre-pression sur 
la déformation du clioc est presque indépendant de la conlpressibilité du 
inilieu extérieur. CepencIa.ilt Ezz reste positif et tend à compenser l'effet 
de compression du coura,nt,; ce qui provoque un élargisseiiieilt de la couche 
comprise entre C' et S. 
Ce résultat est confiriné puisque le coefficient [i2 est constamment négatif, 
comme le montre la figure 14, et il varie dans le même sens que a.  Il est 
d'autant plus faible que le milieu est compressible. Cela se traduit par 
une nette déforina.tiori de la frontière C' par rapport au choc sous l'effet 
de la contre-pression. 

Compte tenu de l'a~ccumulation des erreurs d'arrondis à l'ordre O et 1, 
l'intégration des équa,tioils qui déterminent les effets isotrope et anisotrope 



d'ordre 2 du courant ne permet d'obtenir les valeurs de [il, [23 et Ji3 
qu'avec une précision de l'ordre de 10%. C'est pourquoi, les courbes des 
figures 15 et 16 sont moins précises. 

3.9.2 Valeurs sur le choc 

Bien que les conditions sur le choc soient déterminées analytiquement à 
chaque ordre en 7, on peut cependant évaluer les sauts des grandeurs 
physiques au passage du choc d'une autre façon grâce au nombre de Mach 
relatif AIR du choc par rapport à l'écoulement extérieur. 
On procède ainsi car le développement analytique de p n'est valable que 
pour ( très petit (( 0.05)) alors que celui de MR issu de celui de R reste 
valable pour ( 0.3. Ceci montre la particularité du comportement de 
p [4], [14], [15]. Pour p. u et v, les développements de ces variables sur 
le choc donnent des valeurs très proches de celles issue5 de celui de MR. 
L'expression de .4fR est doiiiié par: 

soit 
u -2 - 

" + a  
(3.192) A = (y) ( )  * w* - (1 - @)Msiii(h + 0) J"7 t+ 

t+ désigne un temps caractéristique construit à partir du système primaire 
(E. jï, ë). Il est cléfini par: 

La formule (:3.192) riiontre que toutes les valeurs sur le choc peuvent être 
calculées à pa.rtir du développement de w*. Grâce aux équations (2.27), 
ces valeurs sont données pa.r les expressions suivantes: 

Dans le repère mobile, nous pouvons écrire la progression du choc sous la 



forme adimensionnée suivante: 

R+ est une longueur caractéristique définie par: 

Si l'on s'intéresse à la progression du choc sur l'axe de symétrie par rapport 
au repère fixe lié au fil, la formule (3.196) peut être sécrire: 

avec 
L = 1 clans le sens du courant 
L = -1 a contre-courant 
R désigne la position du choc par rapport au repère fixe lié au fil. 
La figure 17 montre la valeur de cette fonction pour trois valeurs de cu et 
pour 7 = 1.4. On voit que la progression du choc est d'autant plus lente 
que l'esposa.nt, cu est élevé. Cette progression est une foiictioil linéaire du 
rapport $ pour a = 2. 
Pour 8 = O et pour $ suffisamment grand (fig lS) ,  l'effet du courant 
seul se distingue netternent de celui de la. contre-pression seule. Plus le 
nombre de Nilach de l'écoulement extérieur est grand, plus le choc est 
freiné à contre-courant. la compressibilité du milieu extC'rieur ne joue pas 
un rôle prépondérant clans la progression du choc (figures 15 et 19). 
Les figures 21 et 22 nlont,rent respectivement les évolutions de et de % 
en fonction de la progression du choc sur l'axe de symétrie et par rapport 
au repère fixe. Dails le sens du courant ( 8  = O ) ,  la pression et la inasse 
volumique sur le choc sous les effets simultanés de Ü et p sont moins 
importantes que celles sur le choc cylindrique de base. On constate le cas 
contra.ire se produit à contre-courant. Dès que 5 est supérieur à 0..5, les 
courbes n'ont plus de sigilificatioils physiques puisque la pressioil sur le 
choc reste inférieure à. la pression p du milieu extérieur. 
La pression et  la masse volumique sur le choc varient da.ils le même sens 
que le nombre de Mach pour 8 = n et inversement pour 8 = O. Cela 
signifie que la pression et le saut d'entropie sur le choc sont plus grandes 
à contre-courant que dans le sens du courant. 

3.9.3 Courbes des répartitioiis 

Les figures 24 à 29 représentent les évolutions des répartitions p*,  p*, u* 
et v' en fonction de ( qui vaut respectivement 1 sur le clloc S et (6 sur la 



frontière Cf .  
Etant donné que 0.7 < (L < 1 pour (Y # O, nous avons clioisi de tracer les 
courbes pour 6 €]O.Ï,1]. 
Les couleurs représentent les évolutions pour quatre \aleurs de q et ( 
(nous nous sommes fixés la valeur maximale ,lemaz = 0.3 pour q et nous 
avons choisi quatre valeurs de q auxquelles correspondent quatre valeurs 
de C et du temps. La valeur maximale ,le,,, a été choisie de façon à 
satisfaire l'hypothèse de petites perturbations. Les figures à droite de 
chaque quadrant sont représentatives des effets de Û à contre-courant et 
celles à gauche dans le sens du courant. 
Ainsi, pour 7 = O et ( = 0, l'écoulement intérieur au choc reste bien 
symétrique. Cette symétrie est détruite dès que l'on tient compte de 
l'effet de Ü (7 # O),  d'où une répartition pour v* pour H f O <lui devient 
infinie sur Cl. Nous remarquons alors: 
- Une nette dissymétrie des répartitions: d'un côté, le cl~oc est plus freiné 
que la frontière Y' à contre-courant ce qui entraîne une coiiipi-ession: d'un 
autre côté c'est C' qui progresse moins vite, d'où uile détente. 
- Des effets plus importants de Û suivant la compressibilité du milieu. 
- Une variation considérable de "l'épaisseur" du domaine D entre le choc 
et la frontière C' et1 fonction de 7, de Ç, de y et de (Y. (:ette "épaisseur" 
est d'autant plus graride que 7 est proche de 7,,,. 

Le cas cu = 2 est bien particulier puisque les figures 2S et 29 illustrent 
parfaitemetlt des répartitions qui demeurent finies sur Y'; les répartitions 
corresponderit à. différentes conditions physiques initiales. 
Ces résu1ta.t~ ne sont pas dépourvus d'applications et iious verrons dans 
le cllapitre suivant cotntnent traiter le problèine des écoulements hyper- 
soniques par le biais de l'étude de l'explosion non instantanée du fil. 



Chapitre 4 

Application aux écoulements 
liypersoniques 

4.1 Problèine du piston iiidéformable 
+-++  Nous avons vu précécleiiinierit qu(> le repère (%' : O, 2 , y , z ) dans lequel sont 

déterminées les soliitioiis d u  prol11i.ine du pistoi1 déformable C' (chirpitres 2 et 3 )  est 
+ + +  

en trarislation de vitesse ,r/F? pa.1. rapport au repère fixe ( %  : O, X ,  Y ,  Z ) lié au 
fil. 
Le coefficient .i est <Ii:tiiii pn.i la co~~di t ion  qu'à I1ol.dre 1, Y' reste circulaire et qu'elle 
est simpleiilerit traiislatée a.vec le rc~ptre mobile. 
Plaçons-nous da.11~ ce repère. Puisque le pistori Y' ii'y est pas déforniée et reste ceritré 
sur 0 2 ,  et oii peut coiisidérer q u e  c'est le fil qui se déplace à contre-courant à la 
vitesse pa.r rapl~ort à. O (figure 30). 
Mais alors, dans le repere ($2'). l'écoulerilerit extérieur est vu en trai~slation de vitesse 

(1 - /3)V2. 
Cela. revient à. h i t e r  le ]~i~obli.rile coiniiie celle de l'explosioil d'uii fil; iilitialemeiit 
en O, animé d'uile vitessr 2 dans un iiiilieu estérieur cri rliouveinent uniforme de 

vitesse U = (1 - .J)V par ialq~ort ;I O où le piston Y' reste cylindrique et celitré. 

Nous devoils kcrirr alors la soliit,iori sous forme d'un développeinent par rapport 
à une variable sans diiileiisiori il qui ca.ractérise l'effet du courant extérieur Ci. 
La va.riable n s'bcrit: 

Les va.riables 11 et q sont a.iilsi liées par la relation: 



L'eslxessioon <le la cooidoiiilée adinieiisionnée [ relative à r reste iiichaiigée: 

La solutioii s'i-crit soiis la fornie de clé~~eloppements par rapport à lj tels que: 
-Ecluatioii du choc 5: 

avec 

H ( o ,  t )  = Ê[,R*(7j,tl) 

n' = 1 + q(* cos O + o(7j2) 

où t1 est une coristaiite iilcoriiiiie 

-Etluatioii tlii 11i5ioii Y': 

(-1.202) ,. = R ' ( 0 , t )  

a\  e c  

l < ' ( O .  t ) = L?["[h 

? S n  1- 
i [ ( r .  O, t )  = -- i l T ( [ ,  i l . H )  

2(-, + 1 ) t 
? + C l  l. 

ii(r. O. t )  = ?Cl (t) siil O )  
i(7 + 1)  t 

Siil~stitiioi~s les foriiies (4 .203)  à (1.206) cla,ns les équatioiis (2.40) à (2.43). 
El1 ideiit,ilia.iit les écliia.tioiis à chaque orclre eil 9!  nous obtenoi~s: 



-à l'ordre 0, les mêmes éclua.tions clue (2.12). 
-à l'ordre 1, des équations identiques aux équations (2.54) à (2.57) dans lesquelles on 
remplace respectivement les termes qpl, qui, qui et qpi par 7jF1, QGl, f a l  et ilpl. 
L'identité des solutions à. l'ordre 1 pour les deux problènles (pistons déformable et 
indéformable) se traduit par 17égalit,é: 

soit, compte tenu de (1 2 ) :  

vf1 [ i l ,  ,cl, 61, jl ' i l ]  

Vfi E [ t i , u i , v i , ~ i , ~ ) i ]  

Il en résulte que les solutions d'ordre 1 du problème du piston rigide se déduisent de 
celles cl'orclre 1 du piston cléforiiiable à l'aide d'une division par (1 - ,B) de toutes les 
fonctions indicées 1. 
Compte tenu cle ce résiilt.a.t, les coiiditioi~s sur le clioc (( = R*) à l'ordre 1, ranieriées 
en t = 1, peuvent î-tre clécluites de (2.75) en divisant égalenlent pa.r ( 1 - ,d) toutes 
les grandeurs d'indice 1:  de là.: 

Ces expressions soiit 6viclemiiient cclles des coiiditioiis sur le choc v ~ i  d'uri repère fise 
dans l'écoulemeilt de vitesse l - .  

Qua.iit a.us conclitioiis sur Et, elles s'écriveiit: 
-à l'ordre O 

-à l'ordre 1 

(4.210) 

Cependant à l'ordre 2, l'indéforiiial~ilité de C' conduit aux relatioilz suivantes: 



Celles-ci ne sont plus déductibles cles équations (2.90) à (2.92) puisqu'elles sont de 
simples conditions géométriques alors que ces dernières étaient des conditions dy- 
namiques. Ainsi, à l'ordre 2, les solutions ne sont plus les mêmes que dans celle du 
piston déformable. 
A l'ordre 0, l'équation de coilservation globale de l'energie est identique à (2.98). 
A l'ordre 1, elle s'écrit: 

A l'ordre 2, les équatioris de conservation globale de l'eiiergie sont différentes de 
(2.101), (2.102) et (2.10:3) puisclue (il, E i 2 ,  (i3 sont nuis et qu'il faut les reforinuier 
avec les expressioiis <Ir hl. ill, Cl, f i l .  Cependant, iious omettroris ici ces équatioiis 
qui ne seroiit pa.s tout,es utilisées daiis la suite puisque seule l'équatiuil correspoiidaiit 
à l'effet de j7 servira da.iis le calciil tle la solution. 

4.2 Analogie iiistatioiinaire 

4.2.1 Rappel sur les écoulei~leilts liypersoiliques 
forts 

Un écouleineilt hypersoriicjue fort [1:3], [14], dans uil gaz parfait noii visqueux (inasse 
volumicjue p,,,, pression p.>;,, de vitehse a.mont I/:, est caractérisé par la présence d'uile 
onde de choc très obliclue et très iiitense suivie par un écouleineilt davantage dévié 
que freiné par le passage à travers le choc. 
La forte oblicjuité du choc se traduit par: 

+ 
a étant l'angle de la vitesse ait loi11 V, avec la tangente au choc contenue dans le 

4 - (n,); ce plaii est foriiié par la. ~ i t e s se  amont V ,= et la vitesse V , de I'écouleiiient 
en aval du choc (fig31). 
La forte intensité du choc signifie que: 

de sorte que la polaire de choc devient une droite, soit: 



où 2~ dhsigiie I'arigle de la déviatio~i des trajectoires par rapport à 0 2  (figure 31), 
Mm, = 5 est le iio~iihre de Ma.cli de l'écoulement infini amont et cm = est la 

P m  
vitesse tle son. 
Ra.p~elloris que les conditions sur un choc oblique peuvent s'écrire: 

Soit 1111 ol>stii(.l(. iiii iiccs <le loiigiie~is L.  ca.ractésisb pa.r iiiir épa.isseiir de référeiice 5 
telle ciiic: 

( H ( L )  est la 1)ositioii dit choc eii .r = L )  
EII t c \ i i a i i t  coiiil)te cclc ( 1.215). iioiis a\.oiis les ordres de graiicleur siiivants: 

01.1 si i ] ) ix~x~ ( ( I I ( ~  II':. < 1 .  SOUS \.o!.oi1s cliie Kt et - constituei~t les deux petits 
x paraiii~ti.c~s q u i  ciiractériseiit ~'<:coulriiieiit Iiyperso~iic~ue fort autoils d'un obstacle 

iiliiic.<.. 
Aiilsi. l('s coililiti»ils sur le clloc (4.216) peu\;eiit s'écrire eii première approxiinatioil: 

La \-itci\c> el1 a\al t l i i  choc 5'expsiine: 



-f 

Eii exlxiriiiiiit la \rites\e If. des particules fluides sous la forme sui\ ante: 

ail peut 6çiiic. les éq~iatioiis de l'écoulei~ient stationnaire cornine suit: 

Ecl~iatioii de la coii>ervation de la masse: 

Ec111atio11\ tle la quai~ti té de inouveinent: 

I<cl~iai ioii ( I ( '  I'c~iic~i.gi(~: 

( - 1  ,226)  t.p( 1.; + L P ) ~ ,  + l .puh, .  + puhg = O 

i I \ . ( ' ( '  h ('iiiliiiil)i(' tl'i~si.i.t c16fiitic.  as: 

Les oic1ic.s ri< S ~ . i ~ ~ ( I ( . ~ ~ .  '1"s ~ I I C O I I I I U ( ~ S  sont: 

P " P.x. 

f' " l, 2 Rf 
11 -v r:, R,. 
1: -v k',,R, 

I;,RS 
Eii <-l6\.c-lol>l>a~~ I ( x  <:rliiilt~iol~s (-4.221) à (4.226) et eil retenant les termes d'ordre 
iiifbiic*iii~ ;i H I .  oii olji ic%ii t  Ic système suivant: 



Ecluatioii de la coilservatioil d e  la masse: 

(4.22s) 1.1 ,pz + [rpu], + [pole = 0 

r Eqiiatioii tle la conservatioii de  l'eiltropie: 

L'6c~iiciiioii ( 1 222) cxst tl6toupli.r d r s  6quatioiis (1.229) et (4.230) et s'bcrit: 

1,a (.oii><~i.\.ii t i o i i  t ic,  I ' c , i i t  lialpic: d'aii+t II sur iine trajectoire fouri lit une intégrale 
~ I Y - I  i1ii.i.c. c l ( ,  ( I .2:1:i ) ( % t  ~ ) ( * I . I I N ' ~  cI'(tsl11 ici ter la \.ilessr de per tu r l~a t io i~  longitudinale tu:  

('es hq~ia.tioiis ri,gisseiit I'i.couleriient hypersoriiclue en petites pertui,batioils 
a~itotii. t l ' r i i i  i,l)>tiiclc~ ii1ii1c.c.. 

I,'aiiii logics c l i i i  ( , s i h i  c s  c . 1 1 1  i . c b  I(>s i.co~ileiiieiit,s iiistatioiliiaires à deux I liiiiensioiis e t  les 
6coiil~~iiic~iit 5 Ii~~1j(~i~soiii(lws i trois cliiiieiisioiis a.tit,our de  corps niinces découle de  
I'itl(~iititi~ i'oi~iii~~l1i~ (1c.s c:<lliatioiis (lui déteriilinerit. les cletlx phéiiom;~iles. El1 effet, si 
iioiis i i ~ ) l > l i ~ l ~ ~ ) i i s  ".ils <:clua.~ioiis (:'.:Ki) à (2.14) le cliaiigen-lent de  variable: 

iioiis i.cti.oii\.ons Ics i.cltiations (-1.22s) à. (4.231). 
Les coiitlit ioiis siil. I ( s  clioc (-1.219) soiit celles d'une onde de  choc 1-iolente (chapitre 



2). 
La correspondance entre écoulement hypersonique et explosion non instantanée con- 
siste à considérer l'obstacle comme un piston indéformable qui reste centré sur l'axe 
O; (fig 32). L'energie de dilatation représente la traînée de l'obstacle [16], [13], [14], 
[15]. L'intensité de l'apport d'energie E est ainsi liée à V,, p, et L par la relation: 

Pour que cette analogie soit complète avec les solutions de la théorie de l'explosion 
non instantanée, les formes du choc et de l'obstacle doivent être des lois en puissance 
de x c'est à dire en xn où l'exposant f t  est défini par: 

Comme a varie entre O et 2, l'exposant f i  varie de 0.5 à 1. 
Le cas 6 = 1 correspond au cône parfait. 

4.3 Ecoulements hypersoniques autour de corps 
en puissance 

4.3.1 Ecouleineiits hypersoiiiques de base 

Nous appellerons "écoulements hypersoniques de base" les écoulements liyperson- 
iques sans incidence et dont les solutions sont analogues de celles de l'explosion non 
instantanée d'un fil rectiligne dans un milieu ambiant au repos à pression p = p, 
négligeable. 
Plaçons l'obstacle C' dans un écoulement hypersonique de gaz parfait non visqueux, 
de vitesse amont V, suivant 0 2  ( incidence nulle ). L'écoulemeiit qui règne entre 
l'obstacle et le choc est alors axisymétrique. 
Compte tenu des hypothèses faites sur l'hypersonique fort (choc très oblique et très 
intense), l'inventaire des grandeurs intervenant est: 

données constantes: V,, L,  p,, f i  et y dont seules V,, L ct p, sont dimen- 
sionnées; la pression p, peut être négligée puisque le choc e\t intense; 

inconnues: p, p, u, w Rg et Rb où & et désignent respectiirement la position 
du choc et celle de l'obstacle 

variables: x , r  

Etant donné que x n'apparaît qu'à travers la variable t = 5, nous sommes ramenés à 
un problème à similitude interne et l'analogie avec le problème de l'explosion suggère 
de chercher les solutions sous la forme suivante: 



r Fcliiatioii cl<% l'obstacle: 
(4.238) RI u - - & L I - ~ 1 .  .~ EOEA 

E~~uat io i i  t l i i  clioc: 
(4.2:39) R~ = S L ~ - ~ ~ ~ ~ E ~  

r Esl>wssioiis des iricoiiriues: 

1 , ( ~  I'oiiciioiis pli. "0 ('1 \.i.i.iii(>iit I c  syst.èiiie tl'é(lua.tioiis ('2.1'2). 
I)i .  I Y ~ I  i (. i i i i i i i i ; ~ i . < ~ .  l i i  soliit ioii t1t.s i.couleriieiit~s Iiypersoi~iclues de  base autour des 
ol)stt1(.1(~~ ( . I I  ~ ) i i i \ - i ~ i i t . ( .  (ICliiiis [)ai. (-l.?:jdj est. cloiic. analogue à celle. de l'écouleinent 
c l ( >  I I ; I S ( >  ( I C .  l '(>s 1 ) I o h i o i i  ( 1 . 1 1 1 1  f i l .  

4.3.2 Ecoiilemeilts l-iypersoiiiques autour de corps el1 puis- 
sailce eil iiicideilce 

Lv I'iiit < I ( l  i i i ( , i  t i.(* I'ol)sia<.le cii iiicitleiice a,  i.e\.ieni, i. co~isi~l&rer que La vitesse a u  loin 
a tlciis ~ t ) i i i l > o ~ i t i i i ( ~ ~ :  I . I I I I C  1; sui\.aiit O? et  l 'autre I!., = T.&tqa, suivant O Z  
(\.oii. fis II-).  soit: 

--t -+ ( 1.2 l:i) 1 -  \ = Ilx, + 2 
Noiis iilloiis \.oii. (ILI(' I i i  I ) I . ~ S ( ' I K . ( '  cl'uii(: incicle~ice en liypersoiiique est équivalente à 
i i i i  ( s f l ' ( . t  t l ( .  c.oiii.~iiit iiiii[;)i.iiic~ 1)oiw I'~s1110sioii. 
i,a \ . i l  (ss.,c, ( 1 ~ '  ( . ( %  <.oiii.ii I I I  ii'c~si i i  rit i.e clLie la vitesse cle I'écouleii-lelit extérieur dans le 
ciis t l i i  1)iiioii iiitli.S~~i~iiii11~1~~. I'o~ii. rc.\.eiiir au l ~ r o l ~ l e i ~ ~ ( -  iiiitial de 1'e:splosion dans un 
~ ~ c o l i l ~ ~ i l l ~ ~ l i l .  / ) l ) h l ) l l ~  - 
(-1.2-1-1) l-,x, = (1 - :3jc- 

Toits ~ I O I I \ . O I I S  1 ) ; t i .  ( . o i i i . c l ~ ( ~ n t  t,i.ait,ci. Ic cas cl~i corps inis eu incideiice el1 s'iiispiraiit 
(Ir In I'oi.iiiiiliiii~>ii ( I l i  ~)i.ol,liviic. (Ir I'f~sl)losioii du  fil avec effet de  courant de vitesse - 
I '. 
l,'<~I[;~t (11. I ' i i i c . i l i c , ~ i c . c *  l i i i i  tli.spai~;iîi.r(~ l'a.sis?;iiibt,rje cie 1'~i.couleiilent i ~ u t o u i  de 
I 'o l~sin<~I(~ ('1 t'iit i r ; i î i t ( '  I I I I ( ,  ~ [ ' ~ I C I I ( ~ ~ I I ~ I ~  eii B <le toutes les iilconiiues. 
S(,loii l i t  iIi&oi.i<. t l ( .  l i i  siiiiilittitlc Ii~~p(~rsoiiique des obsta.cles élancés e t  dans le cadre 
des i.coiilciiiciits H I'iiil>l(> iiicideiicc (I6firii par: 



l'effet de l'incidence est déterminé par un paramètre unique caractéristique du rap- 
port a; à une grandeur relative à l'élancement de l'obstacle (pente de l'obstacle) 
[14],[15], (161. Ainsi, l'effet de l'incidence peut être introduite par l'intermédiaire du 
rapport 2. 
Pour que la méthode des petites perturbations puisse être a.ppliquée, il faut que: 

Nous pouvons alors chercher la solution sous la forme suivante: 

où f représente une grandeur quelconque (p, p, etc...), fa désigne la solution de base 
correspondant à l'incidence nulle et fi le terme représentatif de l'c>ffet de l'incidence. 
Cependant, par analogie avec l'explosion, le petit paramètre 2 est lié à la variable 
6 par la relation: 

La forme de solution écrite en (4.247) prend donc, à l'ordre 1 en fj , une forme identique 
à celle de l'explosion, soit: 

v =  (?: - l )  3 7 1 ~ , ( ~ )  sin O 
x 

P = (2ii-) p, (%)' [ ~ o ( l )  + i l i~(C)  cos O] 
? + 1  

4.3.3 Effet de la contre-pression 

L'effet de la contre-pression p,  ne détruit pas la symétrie de l'écoulement autour de 
l'obstacle. En hypersonique classique, la forme la plus générale des conditions sur le 
choc est donnée par les équations (4.216): nous voyons que l'effet de p, est marqué 
par la présence du rapport soit pour un choc très oblique. 

m 

La dégénérescence du choc, obtenue pour des valeurs de Mm telles que -& « 1, 
M d  

peut être appréhendée en effectuant des développements de la solution hypersonique 



de base. Pour que ces développements soient valables, il faut que les termes d'ordre 
supérieur ou égal à 2 restent négligeables c'est à dire: 

Contrairement au problème de l'explosion dans lequel apparaissent les paramètres 
7 et Ç qui sont liés par la relation (2.17)' le problème de l'hypersonique de faibles 
incidences se distingue par l'indépendance des paramètres 2 et &. 
Cela signifie physiquement que l'effet de faibles incidences ne dépend pas de Alrn.  
Si nous nous intéressons uniquement aux effets d'ordre 1 de l'incidence et de la contre- 
pression, les développements que l'on peut formuler à partir de deux paramètres Q 
et sont entièrement découplés. 

4.3.4 Forme défiiiitive et inise eii équatioiis 

En posant 

nous pouvons chercher la solution dii problème sous la forme: 

r = R(x, 6) = 6~ ' - "z"~( l  + ?jt1 cos O + (12) 

1. = R'(x, O) = S L ~ - % ~ E ~ [ ;  

où JO, [A, JI, J; sont des constantes 
7 + 1  

(4.254) P ( x , ~ )  = -PW {po(E) + i lPi(0 cos @ + Çpz(0) 
7 - 1  

Le développement de la masse volumique p ne s'avère valable que pour des valeurs 
de C très petites devant 1. Pour C de l'ordre de IO-', le comportement de p n'est 
plus conforme à la réalité physique: il faut donc trouver une autre formulation pour 
l'évolution de p lorsque x E [O, 51 et pour des grandes valeurs de <. Par conséquent, 
pour que les expressions (4.254) à (4.257) aient un sens Vx E [O, LI, il faut que: 

La substitution des développements (4.254) à (4.257) dans les équations (4.228) 
à (4.231) permet d'obtenir les systèmes d'équations suivants: 



Ordre O: 

(4.259) t (POE)( = -2pouo 

Ordre 1 en i j :  

avec 

Ordre 1 en i: 

avec 

Nous associons à ces écjuations les conditions sur le choc ramenées en ( = 1: 
Ordre O: 
(4.269) (~o(1) = po(1) = POP) = 1 



Ordre 1 en 6: 

Ordre 1 eii < :  

( i.2; 1 ) 

('(.+ b \  . ; i ; ~ i i i ( ~ ~  <liil('i.c~iitic~ls I I ( .  soiit pas f'eriiibs puisclur les colist'tntes et (2 

i.(,s~.<>iit iii(l<:ti~i.iiiiii(,s I ;-iiiclis cl110 la <.uiislaiite Eh est déteriiiiiiée par ~pplication de la 
coiitlii ioii tli' I:liss(~~i~i*iit siil. l'oI>st,a(.l(~ (.'est à clire uo((,!,) = q. 
Il Saiii cloiic. 1 i . o i  i . t , l i ~ r  ioiis s~il)l>léliieiit~i\ires et 11011s pouvoiis les obtenir soit en 
i.ci.i\;iiii I t ,  i 1 i~o i ;~ i i i~~  s l o i , ; i l  c l ' l ; ' . i i l ( - i .  siii. i i i i  doiiiiiiii<~ dii.dsiclue qu( ,  l'oii projete sus - 
]';~sc. 0 .\ . .o i i  ( - i i  i l  l ~ l ) l i c l i i ; i i i i  I ( y  l)i.iiic,ipc' cle la coiisei.\-at ioii globale. de l'énergie. 
I,'iii)l~lic.,itioii ( l e ,  0 1  i i i c . i l , c l  li)iii.iiit (lei 6ciriatioilh icleiiliciues aux kcluations ('2.98) 
110~11. I " : ( . u I I I ~ ~ I I ~ ( , M  \;iiis c>I1'(.1 cl'iiic.itl(~iicr ci (4.2 12) pour l'bcouleliierit <ivec effet d'ordre 
1 t l ~  I ' i i i c  i t l ( , i i< .c , .  

1,'i.clli;it iuii <.Ir coiibc%i.\-;il ioii glol~al(. <le I'éiiergie pour l'écouleri~elit avec effet de la 
coiii i.(~-~)i.(-~sioii s'bi.i,ii : 

1.a ~ . (*( .h (< i ( . l i ( .  ( l e . \  ~ol~iiioiix e l i i  ~)i.ol)Ii&iiit~ de l'tcolilt'llie~~t hyl~ersoliique ne ~iécessite 
1,;i': 1 1 1 1  I I U I I \ . < , ~ I I I  1 "  U ~ I . ~ I I I I I I C ~  c l ( -  (.ii1cii1 (.ai. Ic psograiiiiiie qui dkberiiiiiie les solutions 
( l c -  l ' ~ t 0 1 i 1 ~ ~ 1 1 1 ~ ~ 1 i t  ~ ~ O I I ~ ~ ' Y ~ I I I  i l '  ii l ~ c ~ s ~ ~ l o s i o ~ ~  < I L I  fil i i ~ f i ~ l i  ~itilisal~le. 
La soliii i < ) i i  tl'oi.tlr.c. O < I ( ,  1'i~~tc.o~ileiiic~iit Ii~.personique est ideiltique à I elle d'ordre O de 
I ~ ~ ~ s ~ ~ I i ~ s i o i ~  1)i.qtoii Y' <16Soi~i~i~il)lc~. 
(. ' ( . I I (% tl'oi.tli(- I (%s i  oI~tc~iiii(~ (YI tlivisaiit pas (1 -S)  la solutioii d'ordrç 1 de l'explosion. 
Qiiiiiit ji l i i  soliitioii cl.or.clr(' 2, une iiloclifica.tioii doit être apportbc au programme 



6t,ahli ~ ) o i i i .  I'c-sl)losioii. à savoir clu'il fa.udra subst.ituer dails toutes les équations 
~Oi-it<'iiiiiii t l ~ s  ic-i.iricbs tl'iiitlice -2 I'éclua.tion (;, = 0 et  poser p2(,$,) = 0. 
Le ~a.lciil (Ir I'iiiii*gi.al.e S = J?, [1 ->2+1,0(P2110+2PO~~2) ]<3  d( revient à ilitégrer l'équation 

Co 
clifS6rc111,i(~ll(~ suivii~i! t>: 

(4.2ï:l) 
(1Z 
- = [1)2 + UO(PZUO + 2pCiu2)1t3 
d l  

li(\s 1'oiii.l ioiis ( I f '  I G1);ii.t i l  ioii (lu r.lia.iiip aérod~.ria,iiiicliir relatif à. l'écoulemeilt entre le 
clioc. 1: (.i I'ol>si;ic.l~~ Y' soi11 clbioiiiriiitSes coiiinic <la.iis le clia]r>iti.e 3. Les solutions 
( 1.2.5 1 ) ( 1.25; J , . ( ' < ( . i . i \ . ( > ~ i t  soiis l i ~  fbuilie: 

< l \ ' ( , ( .  

p- = ( ' ; ( . \ . 5 )  + ;I/î;(xS) cos O + <p;(X, )  

[ , l x  = + ) j i l ; ( X , )  COS 0 + 
[ 1 ~ -  = ~jî , ;( , \ ,~) h i i l  O 

= I ) ; ( x s )  + ;~î,;(x,) cos n + i l l;(xs) 

4.5 Donlaine de validité du modèle 
II Citiiiit iioi CI ,  <'('l~<'lldilll~ qiie I'aiia.logit rest.e limit6e puisque dans le domaine de 
I ' l i>.l)(~~.ho~~i<lii<'  f i ) i . i .  oii (luit clisiirigriei trois zones d'écoulements entre  le choc C 



et l'obstacle Cl (figure 33): 
-zone 1: nez de l'obstacle 
Cette zone correspond à l'émoussement (O < x < 5).  L'angle a y est voisin de 
godegrés, donc l'hypothèse (4.213) n'est pas vérifiée. De plus, dans cette zone, les 
conditions sur le choc y sont mal déterminées. Il en résulte que l'analogie ne peut 
pas être appliquée. 
-zone II et  zone III: 

La zone II est une zone où le choc est très oblique et  très intense ( a  est inférieur à 
20degrés). Nous pouvons donc y calculer la solution par analogie car les lignes 
de courant y traversent le choc dans la limite de validité des hypothèses de 
petites perturbations. 

La zone III est la zone qui contient les lignes de courant provenant de l'émous- 
sement. Cette zone est mince pour les corps à émoussement. faible (z < f i  < 

~ + 2  
1). La masse volumique y tend vers zéro dans le modèle de petites perturbations 
car celui-ci confond a ,  sin a et tga, ce qui induit une erreur infinie sur le saut 
d'entropie à l'émoussement. 
Les lignes de courant traversant le choc en zone 1 sont donc affectées d'une 
entropie tendant vers l'infini; la ligne correspondant à l'obstacle se trouve ainsi 
dotée d'une entropie érronée et infinie. En [14], [15], on moilt~re que la pression 
est par contre bien calculée, cela explique pourquoi la massr volumiclue y tend 
vers zéro. 
Sans tenir compte des effets aval de la zone 1, nous pouvoiis évaluer les efforts 
aérodynamiques. 

4.5.1 Calculs des efforts aérodyiiainiques 

Traîilée 

Le coefficient de pression sur l'obstacle est donné par: 

où p(X1), pression sur l'obstacle, est égale à: 

En substituant (4.380) dans (4.279)' nous obtenons: 

CP2 cp = cp, ( 2 )  + fjcpi ( 2 )  COS 6 + - 
Mk 



2(W-1) 

Cm ( x )  = - T2n2 (2)  Po((:) Y S 1  L 

définit l'épaisseur relative du corps. La valeur de po(t;) est donnée par la formule 
(2.85). 

La traînée définie par: 

Le calcul donne: 
7r 

(4.2S:3) F 3 : -  - - ~ 2  7 2 -  PI,, ,72 c z 

où C, est le coefficieiit de traînée et vaut: 

Portance 

La portailce est donnée par: 

L 

(4.234) F = - Li'L p(Y1)R' cos 6' d i  d0 

Le calcul inoiitre que seul le terine d'indice 1 subsiste: 

avec C,, coefficient de portance, 

Le calcul numérique montre que le terme pl([;)  est négatif ce qui montre que la 
portance est bien positive. 



4.5.2 Correctioil d'ei~tropie et lignes de couraiit 

Nous a.voiis iiioiiti.6  LI<- la se~ile \:sieur de " ~ O L I ~  laquelle la iriacse volu~~iique rie 
s'a.iiiiiilc pas est 1. (:ette ex<:eptioii est réservée a.ux corps coniques pour lesquels 
I'oiitlc CI(, choc rsi (Iroit.~ e t  boutes les gra.ildeurs physiques restent linies. 
Poiir Ics ;iiitrcs valeurs clc îz # 1. la validité des résultats obtenus pour p est com- 
proiiiise clu fait tlc la valeur de l'entropie S. Eii effet, l'hypothèse m < 1 n'est plus 
\,alahl<~ aii \~oisiiiagc, ( I i i  liez car a -+ 5 et l'expression: 

111oiii i~~ ( l i i e >  1.i~i11 i.ol)i(% 5 t ( ~ i i ( I  I,ieii vvi.s I.irifiiii claiis ce ll~oclèle. 
('(.la coiitliiii il i i i i c .  ciiic*st iiiiai ioii (1' la \.aleur d r  s da.iis la zoilc. qui contient les 
lig~i(>' C I ( -  (.oiii.i~iii i5siic.i ( l i i  tloiiiaiiic- tl'invaliclitb (voir figure :3:3). Clette zone con- 
stit i i ( -  (.(- (11io I'oii ; 1 ~ ) 1 1 < ~ 1 1 ( ~  "coirclic <l'riitropie" est brès iiiiiice dams 11. cas des corps à 
f i i i l ) l c t  c'~iiioiiss~~iiic~iii. la ~>i.cssiosi c l i i i  y i.i>grie peut être coiisidérée coiiinle égale à celle 
siii. I'ol~siiic.lv: ( . ( >  ( l u i  i(' tl.atluii /)ai. uiie iiiasse voli~rriiclue tendaiii vers zéro. Par 
coi~s(;e~iii~i~i. ( . ' ( > h i  l i ~  I I I ; I S S ( ~  \-i>liiiilitlt~e qui niérit,e d'être corrigée da.sis cette zone. 
( ' (Y  c.oiisicli.i-iit iorr, i i o i i ,  siingc:i.(~iit r i t , ( $  corieclio~i tlr la foi,iile [15]: 

cos a 
( = (-) 

cos 8 7 ,  

\;)ii.i 111 ~ ) i . i i i c . i l ) ( ~  11, '  ( . ( . I  11% coi.i.c'(.t iu~i: 1)i.eiioiis uii poiiit de coordounées (.r, 1-> O )  de 
I 'b(~oiil~~iii<~~ii c S i i l  11. Ic clioc ri I'ol)st acle (couche tle choc) et "renloiltons" l'écoulement 
i i l i i i  (11. 1 i.oii\.f3i. 1c.s c.ooi.cIoiiiic:c~s ( . t . , .  II,. O,) d'iiii 1)oiiit oii la ligne dc, coura.iit passant 
11ni. ( . r .  1 . .  O )  i i  i i.;i\-c,i.sc; 11% (.Iloc. 
0 1 1  i i I l ' 1 ~  i ( >  i i l ~ i . ,  ii la Ii?ii(, ( 1 , s  i~oiii~iiiit soli \.C,rital)li> sai~i (l.e~~tiol)ie ?II applicl~~ailt 
(-!.?Sb) ;i i l .  ( ' ( ~ i  ( , i l  ( l i i ~ . i i i i i l ~ l ( ~  ~ ) i i i s ( l u ( '  1i.s iigiic~s cl(, coLil.a.~il soiit coiillues par la 
tlii~oi.ic' c l < ' \  l )c ' i i l ( .b  ~)c~i.iiii~l);iiioiis ( l i i i  ii'c.st ] )as al~l>lica.l~le a.u voisiri;~gc du nez. 
( ' ( ~ l ) c ~ i i ( l ; ~ i i i  i l ; i ~ i >  I < >  c . i i ( l i , < ,  I I ( %  l i t  i Ii<;oi.ic~ t l ~ s  (;iiioiissri~ieiits fa,il~les [13]. [11]. [1.5]. l'erreur 
i l i i i ~ i  (.oiiiiiii>(. 1 \ 5 1  11i.c I ) < * I  i l ( ' .  1 , ~  (.iilciil O, ii&(:C'ssit(~ Lille co~l~laissaiice préalable 
di. I i i  l'oiic.t ioii t l ( %  o i i i . ; i i i i  . 011 t i.o\i\.ei.ii daiis [ I  51 le calcul des foilt tions de courant 
g<:ii<;i.iilih<:c.. l{;il>l)i~lloiii ( j111 '  I ) O I I I .  L I I I  ':c~oiileiiieiit sans iiicitleilce avec contre-pression, 
I i i  Soiit.~ ioii ( l ( >  ( . o I~ I . ; I  111 s.i.cui~ : 



I,a coiiiiaissaii(.c* <l ' i i t i ( :  i i i i i ~ ~ ~ i e  foiict.ioii cle coura.ilt permet de déterniiner les lignes de 
coiiriiiii . ( '(' i.iiiuoiiiic~iii(~iit i.cst,r \.ra.i iiieine si I'écoiileiiieilt cesse d'el ce asisymétrique 
11ia.i~ <III<,  I'oii s(. l>l i \~<.  cliiiis I r  plari cle syiriétrie clu corps (61 = H 011 61 = 0): daris ce 
cils i i i i f .  I ' o i i r i c .  i i<liiiic~tisioii~~~e de la tbiictiori tle coura.iit s'écrit: 

1)i.s ( I I I ( ~  I(, c.oi.1)~ (,si ( - 1 1  iiicicl(~ricr. la di.teriiiiiiat~ioii clrs lignes cle coi iraiit qui entrent 
<I;IIIS I(' ( . I i o ( .  ( . I I  i i i i  I H J ~ I I ~  \ i l  il<: Iiois ( I L I  ~ ~ l a i i  tlr syiiii-trie liécessite lii coriilaissa~ice de 
<I(-iis I ' c , i i ( . i  i c ~ i i .  ( I ( -  ~ ~ t ~ i i i ~ i i ~ i i  r . ~i ;. c(%t i(, tlf.riiii%rc t.iciii coiiipte u~ii<~iieiiieiit de l'effet 
<Io I ' i i ~ ( . i ~ l ( ~ t i ( . ( >  ( '1  I I I  ( , I I ( I  l i i  \.i\l('iii. i i i i l l i '  siis I ( 2  clioc: aiiisi. les ligilec de cousaiit sont 
~OI.III(:<'S [><II .  I'iiil(.i5('cl i o i i  dt:s S I I ~ ' ~ ~ \ < . < ' S  (19 = O et (11: = 0. 
~ ' ( I I I I .  O # 7 ( , I I  O.  l ( 9 ,  ( - s l ) ix~~s io~is  ( l ( 1  1 ,  (1~: p so~i l :  

I,'c~xl,i.(~\\ioii t l ( .  l i i  1.oi.i.oc.1 ioi i ( 1.2S6) ii'est u t  ilisal~lr que si celle de 1.0s a est coiillue. 

()II  1)(,11i I ' o O ~ ~ ~ ~ i i i  1 1 i i 1 . 1 i 1 .  CI(' I '~~(l l i :~î io~i  (111 (.]IO<. CI de I'espressioii des vecteurs du 
~ . ( ~ ~ ~ i ~ i . r ~  lot.;il I , : i i  i i i i  1 1 c ~ i i i i  c l ( .  c . o o r t l o i i i i ~ ~ ( ~ s  ( 1 .  = R. .i.. 8). oii a. salis il iicuiie hypothèse 

I I ( . I  il('\ 1 ~ t . i . i  iii.l~;il i i1115 . 

Noiis si~\.oiis ( I I I ( .  < I I I .  i i i i ( .  ligiic. (le co~irai-it,, la fonction 7/> est coilstaiite et vaut: 





une forme finie des équations des lignes de courant 

une masse volumiclue qui ne s'annule pas à la paroi de l'obstacle 

r une conservation du saut d'entropie sur chaque ligne de courant même pour 
celles issues du nez de l'obstacle. 

4.5.3 Résultats 

Les résultats de calculs sont donnés sous forme de tableaux. Nous n'avons pris que 
deux valeurs de y (y = 1.2 et y = 1.4) pour plusieurs valeurs de ?L allant de à 1 c'est 
à dire pour des corps à émoussement faible et  des corps pointus. La pert.urbation 
due à l'incidence est petite c'est à (lire O 5 CI < 0.1 

Variation d e s  coefficieilts (, e n  foilctioil d e  y e t  

Les résultats obtenus à l'ordre O sont identiques à ceux d'ordre O de l'explosio~i du 
fil. 
A l'ordre 1, les va.riatioiis de Il (fig 34) sont égalelnent les inêmes yu,, pour l'explosion 
du fil. Les courbes se coupent eii un point où f i  = 6" ( a  = a *  pour le cas de 
l'explosion). Cela signifie qu'il esiste, en écoulement hypersonicluc. un obstacle en 
loi de puissance pour lequel la déformation du choc demeure iils(~iisib1e à la corn- 
pressibilité du milieu arilhia.ilt extérieur. 
Pour f i  = R * ,  l'effet tle la. va.ria.tioii de y affecte peu la portance puisqu'elle est di- 
rectement liée à (,. 
Pour A* < î7 < 1 c'est à dire pour les corps forts pointus, le choc. a tendance à se 
rapprocher de l'extrados [1.5]. le pl-ii>nomène s'inverse si l'émoiissenient s'accroît. soit 
pour < fi, < TL* (fig :34). 

Les courbes de la. figure 35 ilioiii relit les variations de EZ2 eii fonction des paiaiiiè 
-tres y et f i .  CIontra.irenle~it a.u cas (le l'explosion non instantanée di1 fil, le coefiicient. 
tZ2 est sensible à. la. coii~pressibilité: plus le milieu extérieur est coriipressible, plus la 
valeur de tZ2 est importa.nte puisqii'elle varie entre 0.4 et 1.05. Cc, résultat niontre 
que la rigidité de 1'obsta.cle S' (ES2 = O )  se traduit par une plus forte déforniatioii du 
choc sous l'effet de la contre-pression. 
Le fait que (22 soit positif confirme l'épaississe~nent de la couche dt, choc vers l'aval. 

Allure des  chaiilps d e  pressioil e t  d e s  lignes d e  couran t  

L'exploitation de nos résultats de calcul ne se limite pas uniquen-ieiit à. des tracés de 
courbes et  à des interprétations aussi à des représentations tiidiinensionnelles 
de l'allure des clian~ps de pression et des lignes de courant [24]. 
Les figures 36, 37 et 38 montrent une vue en perspective et une vue de face de la 
répxtition du cha.inp de pression pour des corps en puissance de même épaisseur 
relative (T = 0.47) placés en incidence dans un écoulement hypersonique à nonibre 



de Mach Mm de l'ordre de 8. 
Le coefficient de pression C, décroît lorsque x augmente. Ce résu1ta.t' en accord avec 
les résultats expérimentaux [15], indique une évanescence des phénomènes lorsque 
l'on progresse vers l'arrière du corps et du voisinage proche de l'onde de choc. 
L'effet de l'incidence ai tend à augmenter la valeur du C, à l'intrados. Cela est 
d'autant plus perceptible quand le nombre de Mach Mm croît. Cette sensibilité se 
remarque plutôt au voisinage de l'émoussement que vers l'arrière d u  corps. 
L'influence du paramètre fi intervient dans l'épaississement de la couche de choc: 
pour x fixé, C, varie dans le même sens que 72. Un commentaire plus détaillé de ces 
résultats se trouve dans les rapports [15] et [24]. 

Les déviations des lignes de courant sont représentées par les figures 39 et 40. 
L'absence de déviation angulaire est évidente pour un écoulemeiit axisymétriyue 
(a; = 0 et la fonction de courant se réduit à p = 0). 
La déviation est d'autant plus importante que l'incidence a, est. grande tout en 
restant dans le domaine des faibles incidences [24]. Cette déviation dépend de l'angle 
d'entrée des lignes de courant dans la couche de choc: 

Pour uiie entrée à O ou à a, il n'y a pas de déviation puisque l'on se trouve 
dans le plan de symétrie di1 corps. 

Pour une entrée s'effectuant loin du nez du corps, les déviations des lignes de 
courant sont faibles. 

Pour une ent,rée comprise entre 30 et 120 degrés, les déviations sont maximales 
et atteignent les 15 et. :30 degrés selon les valeurs de a;. 

Un léger t,assement des lignes de courant correspond à un an~incissement de la 
couche de choc. 



Chapitre 5 

Formulation généralisée des 
équatf ons 

'>$''' 

' ,\* 

Nous nous soiliiiles iritéréssés à uilr forrnulatioil plus générale des c5quatioiis valable 
aussi bien pour le cas d'uiie esplosioil ponct,uelle [4] que pour celui d'une explosion 
liiiéique. I,e iililieu dans lequel s'effectue l'explosion est ailimé d'un inouvernent 
uniforme de vitesse et la pressioii qui y règne est p. Nous sul~posons que l'eiiergie 
libérée suit une loi en  puissa.nce du temps t telle que: :, = Et-' 

où 

E > OetO Leu <171+ 1. 

nz dépend de la natuie de l'explosion, avec: 

111 = 1 pour l'explosion linéique 

et 111 = 2 pour l'explosion ponctuelle 

Les écliiatioiis qui régissent le phéilomèrie s'écrivent alors: 

P [l.'~t + 1.[Ll9 ,  + ( ' ( i g  + VU] + ])@ = 0 
r n ,  + I ~ I ,  + = o 

avec 

d ( n 2 )  = (sill 0)"p- l  
f l = L  O? 



5.2 Forme coilservative des équations 

Les équa.tions écrites ci-dessus se mettent aisément sous la forme conservative suiv- 
ante: 

B(iii) [yn' {pu}, + {rmP~2}r] + rm-' [ 6 ( n i > p ~ u ] ~  

+rn'-'B(m) [-pu2 + rpr]  = O 

O(?.) [7."' {pu}, + {rmpuu)r] + rm-l [&(m)pu2] 

+?.riL-1û(17L) [/)UV + = O 

9 ( 7 7 7 )  [vni i p n j t  i { T ~ ~ ~ U ~ I ~ , ]  + ~ - ~ - l  [i(17i)pll~] B = O 

Nous avoils moiitré dai1.s les clia.pitres précédents que l'écoulement coiis6cutif à 
l'ex~losioil se trouve coiifiiié entre deus surfaces riiobiles: l'oride de ( hoc ': d'équation 
r = R(O, t )  et une siirfa.ce iiia.térielle C' d'équation 7. = RI($> t) avec R' < R. On 
va tirer profit de l'existence d'uiie siinilitude interne pour les équations de première 
ap~roxiinatioii. Nous représeiltoiis l'uiie des variables d'espace par: 

Nous associoiis à [ 1ç.s \.arii~l~les acliiiiensioiinées 11 et < qui corre~~~oildeii t  respective- 
ment à et à 7: 

Ces deux variables sont liées par la. relation 

avec 



La variable Ç reste finie même si M + 0. 
En se référant au chapitre 2 ,  les inconnues du problème peuvent s'&rire: 

avec 

La recherche de la solutioii se fait par la méthode des petites perturbations en posant: 

v2 v2 RI* = [A + q J i  cos 8 + T t '  + g L ( < 4 ,  + [bl COS 2 0 )  + O(?') + O(-) 
n,fL 22 M 

0 v* = q u i ( [ )  sin O + 71L112(() sin 20 + ( , ( i l 2 )  + (4,) 
A i  

avec: R" 5 6 5 lZ* 

Avec les règles de dérivation suivailtes valables vf(r-. O, t )  et f ([. O, 0) 

les équatioils (5.1301) à. (5.304) deviennent: 

(5.305) 
~ + 1  

[ p *  - ] + ~ q p ;  + p* [(in + l ) u *  + ( m  - ~ ) v ~ c o t y ~ j  
I 

+ ( p T ~ * ) , q  = O 



(5.305) C [p*.s*(ti* - + Av(p*s * ) ,  + p*u* [(m + 1)s. + 21 

Eri tenant coiripte des l'oriiies développées des l'o'oi~ctioris "étoilées" et eri identifiant, 
les écluatioiis (5.:305) à. (5 .308)  cloiiiieiit les systkriles d'équatioris si~ivants, avec 5 = 
uo --: 

2 

Ordre O 

A partir du systèiiie (5.:309), nous <Iécluisoils les équatioils différei~tielles 
détermiilaiit l'écoulemeiit de hase: 



Les expressions des fonctions fi (i = 1,4) sont données sous leurs formes généralisées 
en Annexe 7. 
L'existence et l'unicité de la solution de l'équation (5.310) dépendent de la continuité 
des fonctions Gi et au point I(1, y) du plan (uo,  zo). 

Le lieu des points singuliers est défini par: 

On montre facileineilt cliie 1 est un point régulier puiqu'il n'appartient ni à la droite 
d ' é ~ ~ ~ ~ a t i o i i  (5.313) ni à lii courl~e d6finie par (5,314). 

La niasse voluiliique p o ( < )  peut être calculée à partir d'une fol.lilule déduite des 
considératioiis clii~~ensionnelles. Eii effet, l'écouleilieiit est adiabatique, ce qui en- 
tra.îiie la relation: 

P - = cl' pour une particule 
PY 

On écrit, eil pienant cosiiiiie grandeurs priiriaires JM, E et p: 

-!!. = f(a. - y ) M a ~ * $  
P '  

avec 

,G = pl,""le qui est une coordonnée 

lagrangienne 

Les constantes n , b ,  c sont déterminées par identification dimesisionnelle. 011 remplace 
p,F, et M par leurs es~~ressions à. l'orclre O et on calcule la foilctioi~ f ( a ,  7 )  à partir 
des conditions initiales 11" = po = uo = 1 en [ = 1 . En iiitroduisaiit zo , p o  s'écrit : 

avec 

1 
74  = 

( 2  + 0) ((1 - in) + y(m + 1)) - 2(m + 3) 



[Fil = 

avec 

011 peut renlarcluer que les équations qui régissent l'écoulemeiit de base (Ordre 
0) d'une explosioii plaiie peuveilt être obteilues en substituaiit 112 = O dails le 
système d'équations (5.301)). Cette remarque n'est plus valable pou1 les autres ordres 
d'approxiination. 

Ordre 1 

Les écjuatioiis (5.:315) (.)..llS) l~('ii\.eiit se iiicttre soiis i111(, foriii<. iiiatriciellc: 

f - . ?  u=- tlésigiir I P  cl(>tc~i~iiiiiiaiit tle [~11~] 
2:,,[lu 

La. iiiatrice [:\Ili] rst dtlfiiii(. eii .-liiiieze 11 

La matrice [I;;] cst tléfinir pi.: 



La matrice [Pl ]  est définie par : 

h l  k13 

[Pl]  = 
k 2 2  k23 

O k33 k34 

k42 k43 k44 

Les coefficients sont: 

Ordre 2 

Effet de la pressioii: 



( 5 . 321 )  J [ ~ ( ~ 0 ~ 2 2  + ~ 0 ~ 2 2 )  + P O S O U Z Z ] ~  + 2 A ( p o s 2 2  + pZ2sO)  

+(1)1 + ~ ) P O U O ~ Z ?  + ( ~ 2 2 ~ 0  + p 0 u 2 2 )  [ ( m  + 1)s" + 21 
- (y + l ) ( 1 7 7  + 3 )  /)22 = O 

2 + a  
Ce systèrne d7écluatioiis pcut être iiiis sous forme iiiatricielle: 

Les coefficieiits dc la iiiatrice [1\4~] soi~t doniiés eli Ai~ilexr I l  

La matrice il;;"] est tl6fiiiie ]ML' ' 

- 4 1  -(nt + 1 )  O 
[Fm1 = - 41  -22 (1 -7 )  

- 4 1  ( " O  - -1 - [y  + (111 + l ) % ]  - 4 3  

avec 

.fi + fi 
ei3 = - zo [LA - (T)] 

La inatrice [Pz"] est définie par : 

[ 
A:; 

[PZ"] = k22 

'41 ki2 k33 

Les coefficieiits k( ,  sont: 



Effet isotrope de la vitesse: 

1 1 7 - 1  (5.323) 
[pOuuii23 + 7'~i((i">"i + ( l i ~ o )  + E ( p a ~ 2 3  + : p l u 1  2 + p23uUJ + -pidl 

2 t 
1 

+ ( I l l  + 2 )  [P..".,. + j i l , ( p " u i  + plue)] 
1 

- [ (7  + l ) (n z  - 1 -?a) 
+ ( ~ 0 1 ~ 2 3  + ~ P l ( 1 1  $ p2321i)) (112 + 2 ) ~ "  + 

2 ( 2  + a) 
[ 

1 1 

2 

1 
+('lx - w"uu2 + ~"1'eO.l  + pl  + (-, - L)pz3 - ;,I"?J; = O 

1 
(5.324) 1 [ & ( p o r z  + ; p l S l +  s s o p 2 ~  + r [+l(Posl + P I S O )  + PoS.li23 

1 1 
1 < 

+ 2 A ( ~ ~ b 2 3  + 3 P l s l  - + 50/ '23) + -(I l? 2 $ ~ ) J ~ ( P ~ u ~  + pluO) 

- ( Y  + 1)(17? + . 3 )  1 



La forme matricielle est donnée par: 

soit 

Les expressioiis des coiiil,osa.iites X, sont doiliiées F>II Aiiilese 12. 

Effet ailisotrope de la vitesse: 



La forme matricielle de ce système s'écrit: 

soit 

Les espressiolis des coiiiposaiites X: sont doililées en Aliilexe 1 3  

La matrice [FZ1] est définie par  : 

-.il -(III t 1)  -(nz + 1) O 
-.LI -4 -(nz + l )uO 

[F~I] = (1 - 7 )  
O O -ei4 (Y - 1) 

-eL(so - r)  - [ y  + (,nt + qs0] -(nz + 1)s" 4 3  

avec 
(7 + 1)(172 - 1 - Za) 

e;, = Zuo + - EG, 
i(i $ a )  

La matrice [PZ1] est définie par : 

Les coeflicierlts X-;: sont: 



k" - -Y(r - l ) & f 2  
34 - 

2 ~ 0 ~ 0  

Les autres coefficients kb sont les mêmes que pour la matrice [Pzo] 

Les équatioris (5.322) à. (5.:324) ainsi que les équations (5,325) à (5.:328) montrent bien 
que pour le cas de l'explosion ponctuelle ( m = 2 ), il y a couplage entre les effets 
isotrope et ailisotrope d'ordre 2 de la vitesse. Par coiiséqueiit, ces sept équations 
doivent être intégrées siiuultanérneilt (41. 

5.3 Coilditioiis sur le choc E ramenées en J = 1 

Sur le choc [ vaut R* et les coilditioiis sont définies par les équii.tions (2.27). La 
vitesse de propagatioil w' d u  clioc est donnée par l'expression suivailte: 

avec 

+ 2, - Q) Gi  + a[:) Cos 26'1 + o(7)*) 
2+cu 

Nous rameiioiis, coiilnie daiis Ic cllapitre 2, les coiiditioi~s valabl(ts en [ = R* eii 
= 1. 011 obt.ieiit,: 

Ordre O 

Ordre 1 



Ordre 2 Il l l t  @ 
Effet de la pressioii: 

Effet isotrope de la vitesse: 

Effet ailisotrope de la vitesse: 

Ces conditioils dépendent des valeurs eil 1 = 1 des fonctioils d'ordre O et d'ordre 1. 
Ces valeurs sont donilées analyticluerrient en Annexes 4 et 5 .  



5.4 Conditions sur E' ramenées en J = Jk 
La vitesse de propagatioii de Cr est définie par: 

avec 

L'energie libérée par l'esl~losioil scrt iiitégralement à la dilatation de la frontière 
mat6rielle SI, ce qui est traduit par l'équation: 

avec 

L'angle ~ ( t )  est défini par: 

+ ' ) 02s in3~  + ois3) pour iix = 1; U = 0 - - 7 / - " l l I I +  
Eo  2(6 

cos O = cos u + 1,- sin2 O - ( 3 '  + 2")q' cos O sinz B + O($) pour 71% = 2. 
(O 2(0 

En développalit (5.:320) jusqii'à l'oidre 3 en rl et en identifiarit t( rine ;i terine. or1 
obtient: 

Ordre O 

Cette équatiori doline doiic la valeiir à l'ordre O de la pression sui. la froiltikre S' 
Pour cu = 712 + 1 ,  IIOLIS ol>te11oi1s: 

Ordre 1 

Si m = 1 alors pi = - 
(6 + a ) ( @  + (:) 

( 2  + ..)Io PO 

Si 771 = 3 alors pi = - 
( 2 d  + 9)(P + 6;) 

( 2  + a)( ;  
PO 



Le coefficient /3 sera déterminé, comme dans le chapitre 2, grâce à l'équation 

Ordre 2 

Dans le repère défini par (; = O, on a: 

Pour m = 1 

2 + (r 

POUS 112 = 2 
- + a  1 4 2  <:, = - (-) I-+CI (UT 11" 

2 + a  

Pour le cas du piston rigide, on po+era: 

5.5 Equatioii de conservatioii globale 
de l'énergie 

La conservation globale de l'energic s'exprime par l'équation (2.97). Elle s'al>pliclue 
à un domaine diéclriclue pour l'explosion linéiclue et à un domaine coniyiie pour 
l'explosion porict,uelle. 011 subst,itiie dans l'équation (2.97) les développemeilts des 
inconnues p, ( 1 ,  u et p ainsi que ceux de w et de w'. On esprimc? suivant le type 
de domaine les éléixieots de surface et de volume et on ramène enfiri les bornes 
d'intégration ( = RI* et < = R' respectivemeilt en J = JA et J = 1. Une identaification 
à chaque ordre en TI donne les écluat,ions suivantes: 

Ordre O 



Compte tenu de (5.330)' nous pouvons écrire l'équation (5.331) sous la forme plus 
générale: 

(5.332) 

valable quel que soit a. Le secoritl ineinbre de l'égalité prend, polir a = nz + 1,  la 
forme simple siiiuaiite: 

Y2 - 1 
a p + 1 g + 3  

Ordre 1 

3112(3 + a )  - 
(5.355) J1 [{o(l l?  + 2 )  + (n i  + l ,}  HI(()  + 

so 7 + 1  
% H , ( < ) V ~ ( ~  i] (m+2 4 

+ (a(112 + 2 )  + 071 + 1 ) )  {2t1 - t~ (~"L+2)7 io ( t ; ) )  = 
' ( 7 ~ ~ + 3 )  

( - 1 j ( 2  + ) + {ma + ~ ( 7 7 ~  + 1))  I~~<i<;(m+2)]  
avec 

H l ( < )  = 1)l + 110 (Pl [kl + 'ipou1) 

%(O = Y1)o + ~ 0 ~ ~ 0  

Xo((:) = ph cal po + O pou1 Q # 2 

Pour le cas a = 172 + 1. l'équatioil (5.333) s'errit: 

Dans le repère défini par [-.SI, les équatioiis de l'éiiergie à l'orclre 3 sont: 



Ordre 2: 
-Effet de la pressioil 

Cette équation s'écrit pour a = m + 1: 

O [[;ni+3'*;2 + (ni + l ) [ ;2[ :rn+2)p; ]  
nz + 1 

-Effets isotrope et anisotrope de la vitesse 

avec 
1 

% 2 3 ( [ )  = 1)23 + ~ ~ 0 ( ~ 2 3 ~ 1 0  + . > P I ) z L ~ ~ )  + PIUOU1 $ - P O ( ~ S  2 $ 



Pour m = 2, l'équation (5.337) est couplée à l'équation suivante: 

avec 

Les écluations (5.337) et (5.13138) s'écrivent sous la forme siinpliiiée suivailte pour 
c u = m + l :  

(5.339) J: [(?TL + l ) H i a ( t )  - (171 - l)Hzi(C)] tnLi2 d l  
(O 

- l ) ( l  - d l2  
+2 [(il1 + 1)[23 - (172 - 1)(21] - 

4 - (3  - - ) ( l  - lj)[l 

+q; [(E) ~ + l  
+ I] - [(I. + 1 > ~ ,  - (171 - 1 ) t ; ~  t i ( 7 1 1 + L ) ~ 0 ( t h j  

= (-1 (i('''+3) {(lll + l ) p i ~  - (111 - l)pLl} 
n2 + 1 

Y - 1  '(i12+2) 1 
+ - [ ( ~ 7 ~ + l ) { ( 1 7 ~ + ~ ) t ~ ~ - ( ~ 7 l - l ) t ~ ~ } ~ 0  171 $ 1 14,] 

'7 1 
(5.140) /' E; [n2~([) + Y + I  { . H U ~ O V ~ ( O  + 5 u ~ ( t ) ~ ~ ( ~ ) ) ]  C91'+2dt 

112 + 2 '"" 2lx0 

) 4 

( ?  - 1 )  i(8,z+3) 1 ' ( 1 1 ) + 2 )  1 
1 1  ( 1)  = -- [tu 1 + ( + 1 "  i),] 

i l ?  + 1 

5.6 Solutioii ailalytique pour le cas a = O 

La solution analyticliie est obtenue grâce à l'existence d'uiie intégrale 
première de l'energie 121. En effet, l'energie du fluide situé entre deus surfaces niohiles 
R1(r, 2)  et R1'(i-, t )  vaut: 



où 
1- = Êta( 

La variation de cette eilergie est égale au travail des forces de pression sur ces 
surfaces. Cette égalité peut s'écrire: 

Le premier membre de (5.342) est égal à: 

où $ désigne la dérivatioii par rapport a,u temps effectué sur un voliiine d'intégration 
mobile constitiié des iiiênies part,ic~iles. 

Or, par des considérations diineilsionnelles, 

(5.343) 
dÉ tz 

E = Et" f ( Ç 1 ,  Sn. a ,  ?)d'où- = a- 
d t  i 

où f (Ç', t u ,  a ,  y )  est une foriction iiicotinue dans lacluelle 6' et Ç" sont des 
co~istantes prises par < rcspectiveriierit sur Ri et Ru, à un instant tlotiné. 

Compte tenu de (5..3.12), (.5.:31:3) et des espiessions de u , p ,  p à i 'oid~e 0,  
nous obtenons: 

Le premier rileiiibre de l'égalité précédente est nul puisque cu = O dans 
le cas d'une explosion inst.a,ilta.née, ce clui entraîne: 

La constante Ci peut être calculée sur le choc et l'on trouve Cl = 0. 
En çubstituant 2" = 'P" dans I'éqiiatioii (5.344), la solution ailal~tique est doiiiiée 

PO 
par: 



avec 

2 {Y(I)Z + 1)  + (1 - m ) )  uo - (m  + 3)(y + 1) 
r2 = [ 

y(m - 1) - (3m + 1) 
2 

= -- 
In + 3 

1 
7 - 1  

u2 = 
27 + 171 - 1 
'722(7L - 37 + 4) + (7 + 1)(21,2^/ + 57 - 4) 

Vj = 
( m  + 3 ) ( 1  - m - 27) {y(m + 1) + (1 - m ) )  

2 
u 4 =  -- 

2 - 7, 

?)1 + 1 
u g  = 

27 + 171 - 1 
(172 + .3)v3 

u b = -  ' 
) - -/ 

5.7 Coinporteineiit de uo, , po,, po, a u  voisinage de 

r = ro 
On sait que, pour 5 Ç 5 1, ~0 \.arie de 1 à y pour a # O et de à 1 pour 
a = 0. 
La fonction zO. re~réxnt,;itive de  l a  température, reste supérieui.(~ à -1 pour toute 
valeur de a différente cle 2. 
On moiitre aisément que: 
-les pentes des fonctioiis 110 et po restent finies quand ( + (b, c'est à dire: 

2 - -1 
li111 pot = -2"o(tUi pour les 2 valeurs de Tn et va 
(4; 

-la fonction pot se coinporte coiiime 1 E 1" où: 



On distingue ainsi deux ca.s suivant que v soit positif ou négatif: 

lim poe + O si 
C-Co 

2(172 + 1)(2 - y )  4(m + 1 - a )  
a  < ou y  < 

~ ( 1 7 ~  + 1) + 4 ( m +  1 ) ( 2 + a )  
l i i  po, + CO si 

<-Co 

a(m + 1 ) ( 2  - y) 4(m + 1  - C X )  
a > ou y  > 

~ ( 1 7 '  + 1) + 4 (172 $ 1) (2 $ a )  

Le ca,s a = nz + 1  est pa.rticulier puisque nous obtenons, Vnx: 

L'enseinble de ces résu1ta.t~ corifirme celui de la référence [4] et pei.met de co~icevoir 
une généralisalioil du prograinme <le calcul traitant à la fois le problème sphérique 
[4] et le problème cyliilclriclue exposé dans les chapitres 2  et 3. 



Chapitre 6 

Conclusion 

L'analyse dirnensioilnelle des équations qui régissent l'explosion eil loi de puissance 
dails 1111 gaz au repos a mis en évidence l'existence d'une siinilitudr interne. L'étude 
se trouve aiiisi simplifiée puisclue le ilombre de variables passe de deux à uri. La solu- 
tion dii probléille, clualifiée de solutioil de base, est alors déterminé? par la résolutioii 
de simples écluatioiis différentielles. 
Le ~roblème cle l'esplosioii daris uii gaz el1 inouvemeiit uiliforiiie a pii être traité grâce 
à la méthode des petites pert,urbat,ioiis en effectuant des développeii~eilts asyrnpto- 
tiques par rapport à. la variable caractérisant l'effet du courant et eii procédant à une 
séparation des varial~les suggérée par les conditioils sur le choc. Lc iiombre de vari- 
ables passe alors de trois à un. Cela a permis d'obtenir des modèlcs mathéinaticlues 
simples constitués de plusieurs systèmes différentiels. 
Les solutioiis soiit cléterriiiiiécs dans 1111 repère mobile afin qii'elles soient borilées et 
physiclueinent acceptal~les [4],[15]. 
Les fonctioiis de répaititioii d u  cliaiiip dynariiique sont évaluées à chaque ordre du 
développemerlt puiscliie 13 "couche cle choc" n'est connue qu'à l'issue de chaque 
intégratio~i. cl'oii I'itlée tlr dilater la solution de hase et de linéarisei. seulement après 
calculs. 
Les calculs soiit effectués pour différentes valeurs de u et de 7 .  Les dificiiltés 
riumériques pro~ieiiileiit irutarriri-ieiit des poiiits suivants: 

La déterriiiila.tio~l cle la solution de base pour des valeurs de cu teildalit vers 
zéro ilécessit,e 1111 iilüilla.ge serré puisqu'à la froiitière du vide Y, la dérivée p,, 
peut être soit iiiille soit infiiiio. 

L'accumulat~ioii des erreurs d'arrondis à l'ordre O et 1 rend difficile le calcul des 
solutioiis d'ordre 2 surtout si la dérivée po< tend vers I'iilfiiii à la froiltière Y. 
c'est à dire pour des valeurs t le  cu supérieures à 213. 

Les résultats obterius sont universels. Ils sont regroupés sous forme de tableaux daiis 
un fa.scicule séparé. Nous avons montré que: 
-Les effets du coura.ilt ne se limitent pas uniquement à des déformatioils du choc S 



et de la frontière C' mais aussi à des translations. 
Le choc est translat,é dans la plupart des cas à une vitesse voisine de 0.5g. Le cas de 
l'explosion instanta,née ( a  = O) fait exception puisque le choc est entraîné à la même 
vitesse que le courant. 
Le piston C' est également translaté à peu près à la même vitesse que le choc, mais 
cette translation est légèrerilent plus lente pour O < a < 1, ce qui se traduit par 
un amincissement de la couche de choc à contre-courant. On obtient un effet con- 
traire pour 1 < (Y < 2. La valeur (Y = 1 correspond à une situatioii pour laquelle la 
déformation du choc est insensible à la compressibilité du gaz. 
-La contre-pression lj ne détruit pas l'isotropie de l'écoulement ~riais entraîne un 
épaississement de la couclie de choc. On remarque égalelnent cet épaississement avec 
les effets d'ordre 2 du courant. L'aiiisotropie du choc ainsi que celle de la frontière 
C' deviennent plus iml)ortaiites sous l'effet anisotrope d'ordre 2 du courant. 
-La. compressibilité y et l'exposant (Y jouent un rôle important sur la répartition du 
c1ia.nip dynamiqiie (niasse ~oluiniqiie, pression et vitesse). 
Nous avons évocliié égaleiiieiit le fait que la frontière C' joue le rôle d'un piston qui 
peut être cléforiiial~le (cas tle l'esplosion) ou rigide (cas de l'hypersuiiique). La solu- 
tion d'ordre 1 du problèriie du piston rigide se déduit de celle du l~istoii cléforriiable 
par une siinple coiisidéraiion pliysiclue de repérage; la solutioli relative à l'effet de la 
contre-pression se calcule i l'aide dv la coilditioii géoiiiét~ic~ue de rigidité. 1,'a~ialogie 
entre les écluatioiis de l'explosion iioii insta.ntanée et celles cles écoulenlents liyper- 
soniques montre clu'eii liypersonic~iie les effets d'incidence et de coiitre-pressioii sont 
découplés. Les solutio~is d'ordre 0, d'ordre 1 ainsi que celle relative à l'effet de 
la contre-pression du pist.011 rigide constituerit la solution aux écoiilements d'ogives 
élancées en puissance placées en incidence en liypersonique. Les riisultats de calcul 
qui ne cl~penderit que du degré d'6iiiousseineiit îz de l'ogive et de 7 sont égalenient 
universels et sont regroul~és claiis le fasciciile des résultats n~iiiiéric~ues. 



Annexe 1 

Règles de dérivation 

La variable ( est définie par: 

avec 

Les fonctioiis j ( r ,  CI,  t .F. p) s'écrivei1t toutes sous la forme: 

Les foiictioiis f sr clériverit de la faqoii suivailte par rapport à r et t :  

011 rappelle cllie: 

(7 vient de g)  



Annexe 2 

Expressions des fonctions si, j = 0,1,22,23,21 

S. = log (2)  

avec j = 3 , l  



Annexe 3 

Expressioii de la relation entre A, et 

. Relatioii 

0 1 1  sait que : 

t O I X , I  1 
Br- 5 x 5 R* 

avec 
v2 

RI- = [A + v f ;  COS 0 + =[' + 1 7 2 ( [ S 3  + [ k l  COS 20) + d v 3 )  
M~ 22 

La relation qui lie X, et < est doilnée par: 

La dérivée s'écrit,: 

7 

ClAs 
= 1 + 7 5 1  cos 8 + -622 + 1 1 2 ( 6 2 3  $ 621 COS 20) 

M 

avec 



Développement au voisinage de J = A, 
des fonctions du type F t ( J ,  O, 7 )  et G*(<, O, 7 )  
Soient : 

v2 G* = vG](J) sin O + q2G2([) sin 26 + o ( v ~ )  + O(-) 
M 

En utilisant les expressions ci-dessus, on obtient les développements suivants: 

v F* = Fo(A.) + v cos 0 [FI(\,) + AIFO,(A,)] + [FZZ(A,) + AZZFO,(A~)] 
M 

1 1 
+v2 [Fm(&) + Az3Fo,(Ai) + ;A:&,,(A,) + - A ~ F ~ , ( ~ , ) ]  2 

1 1 112 
+v2 [F2i(~s)  + a2iFoc(Ai) + zA:F~,,(As) + 2 ~ ~ ~ ~ < ( h r ) ]  cos20 + o(i12) + O(,) M 

1 v2 
G* = 9 sin OCl(A,) +  sin 20 Gz(A.) + -.llG1,(As)] 2 + o(T/') + O(,) 

A4 

On rappelle que , pour iin entier lc , on a : 

Expression de la relation entre [ et E 
La variable [ est définie par: 

i = i  
Ro 

En tenant compte de la translation uniforme du repère Oxyz (fig 3). les deux variables 
[ et [ sont liées par la relation: 

De cette relation, on obtient pour ( = RI*: 

P 1 + 7- - v2P- Eo cos 0 ( O  (: 1 



Annexe 4 

Foiictioiis dérivées : 

. Dérivées preinières 

Dérivées seco:~des 

'Io { C ; ~ ( ~ G ~  - 1) + <Cl, - (5) <G+} (2po,, = [(;J(c~ - 1) + < G Z ~ ]  + - z"G2 Gz 

i2po,, = po [ ~ 3 ( ~ 3  - 1) + < ~ ; 3 ~ ]  

1 
t2uo,, = -- 

G2 
avec 

Valeurs en [ = 1 des foilctioils po,, et uo, 
Pour le ca5 cj.1iiidriclue (ln = 1 ) :  

4 [2y - a('+ l)] 
~ " ~ ( 1 )  = 

(2 + a) (y2  - 1) 
4 [27 + 4 - a(2y + 1)] 

 PO,(^) = 
( 2  + a)(y2 - 1) 



Pour le cas général (117 = 0 , l .  2): 

na(3 - y )  + 7 + 1 - Sa {my + 2(7 + 1) )  
'~o,( l)  = 

(3  +  cl.)(^ + 1) 

La foiiction ?loi<) pst définie par: 

XoiO = po + pou: * 3-10, = Po, + u:po, + 2uopou0, 
tl'oii : 

8(3y + 1) - 4a(5cu2 + 7 - 2) 
"%'" = 

(2 + cl.)(Aj2 - 1)  

Valeurs eil < = 1 des foi~ctioils pot , ,  foc, et uo,, 
Les valeurs eii < = 1 soiit ol>tc\iiues eil substituant ( = 1,  uo = 1 e t  zo = 71 dans 
les exlwesiooiis cles dérii.ées sc:coildes. Eii tenant compte des valeurs en ( = 1 
des dérivées pren~ièics, on obtieiit après de loiigs calculs: 
Pour Ir cas cyliiitli.i<lue ( r 7 1  = 1 ): 

4(nl + a n 2  + a2n3  + a37r4) 
ll"<, ( 1 ) = 

(2  + a)2(12 - 1)2 [2 - a(:jy - i)] 
avec 

7 1  = -S7':'+ S O ? ~  + 40y - 16 

= r)274 - 1&lî3 - 240y2 - 2ôy + 44 

73 = -(iojil + :3sY4 + 10sî3 + 1:j.>12 - 187 - 26 

r < .L - - (iJ4 - 177," 33-7,' - 15? - 2 

4 a ' ~ ~  + Sap2 + 16q3 
O"(, ( 1 ) = 

(2 + - 1)2 
avec 

O, = -16~" 21y2 + 567 + 23 

m- = !lÏ3 - 10yL - S l y  - 45 

= -73 + ‘ ~ 2  -, + 2.57 + 26 
-1(02/~1 - + /13) 

lLo,< ( 1 ) = 
( 2  + ")2(y2 - 1 ) ( ~  + 1)  

avec 

= Oy" 11-11" 57 - 6 
/12 = :3-473 + 26-j" - 187 - 26 

p3 = 1 2 7 ~  - 167 - 12 



Pour le cas généralisé: 

Les espressioils des fonctions gt, .ri et a; sont données en Aiiiiese 14. 



Annexe 5 

Valeurs en E = 1 des dérivées pl,, plt, ul,, vit 

Le calcul des dérivées pl,, ul,,  ul( et pi, peut se faire à partir de la formulation 
matricielle 

1 
{Xll, = jj[PlI { X l >  

Les valeurs eil J = 1 s'obtiennent el1 utilisant les conditions sur le choc à l'ordre 1 et 
en prenant ( = 1, 710 = 1 et 70 = 7 dans cette équation. Les calcul5 donnent: 
Pour le cas cyliildriq~~e (117 = l), 



Pour le cas où 171 = 10112, 

Les expressioi~s cles foiictioiis (1 , .  i = 1 à 14 sorit doiiiiées eil .4iiilese 14. 

Vecteurs associés aux conditions sur le choc (el1 

s =  1) 



2) Ordre 2: 
2.1) isotrope pressioii: 

2.2) isotrope vitesse: 

2.3) ailisotrope vitesse: 





Annexe 6 

Comportemeiit asymptotique des fonctions 

P o ,  Po ,  u o  
à la frontière matérielle C' 

(POU. 1: -+ 1:;) 

lin? u,, = uo,((o) = 
<-Co 

lim JPO, = (;poc(tO) = -2pO((O) , 'da 
- ll 

E-CD 

On rappelle que Jpo ,  = pOG3 et cluc po, a la mêine dimension que (T - u")"~  où 

Il vient: 

4 - 2y 
lim pot + O si vo > O c.à.d si a E [O, -[ 

C-CA 2 + 7 
4 - 27 

lii? p" c CO si vo < 0 c.à.d si Q. €1- 
E-(0  

, + 
2 + Y  

Pour 



Annexe 7 

Fonctions Gj ,  j = 1,2,3,4,5 

Les fonctions G1, G2, G3 sont des fonctions dépendant de uo et de zo et sont définies 
à partir des fonctions élémentaires fi, f2, f3, f4 telles que: 

-Pour le cas cylindrique (in = 1) 

1 
E = U,, - -(-y + 1) 

2 

-Pour le cas général ( i n  = 0 , l .  2), les expressions sont les s u i ~ a i i t e ~ :  

Ainsi , les fonctions G, , G2 , G3 s'écrivent : 

Les fonctions GJ,GS sont des fonctions de uo et de [ et sont définies à partir des 



fonctions élementaires suivantes: 

7 + l  -Y+l 
fs = 2uot2' [7(-5-) - uo] (-j- - UO)' + I < o ( ~ ~  - I - 27uo) 

avec K0 = 2 (y)' D'o~I : 



Annexe 8 

Rappel de la inéthode de Runge-Kutta d'ordre 4 
pour u i ~  système différentiel 

Considérons le système différentiel défini par : 

dans lequel 

{?(x)} est le vecteur inconnu de corn~~osantes 

Notons par : 

m le nombre de points 

h = xi+] - zi le pas 

x, = zl  + (i - l ) h  les points nodaux où i = 1 , .  . . , m 

yj,; avec j = 1, . . . , I I  la valeur itérée de chaque con1posant.e au point z ,  

Connaissa.nt VI,;, Y ~ , ~ ,  . . . , yn,i correspondant à xi, on calcule y ~ , ; + ~ ,  1 / ~ , ~ + , ,  . . . , Y ~ , ~ + ~  
correspondant à xi+, par les formules de Runge-Kutta d'ordre 4 suivantes: 



avec 

Tk, = h f j  ( x i  + a h ;  y i , i  + aTk-1~; .  . . ; yj , i  + C Y T ~ - ~ , ~ ; .  . . ; yn,i + a ~ k - ~ , , )  
et 

a = O s i k = l  
1 

a = - s i k = 3 e t k = 3  
2 

a = l s i k = $  

To, E O 

Pour une équation différentielle ordinaire de type Cauchy: 

la formule d'ordre 4 de Runge-I<utta s'écrit: 



Annexe 9 

Rappel de la méthode explicite 
d' Adams-Bashfort h d'ordre 4 appliquée à 

un système différentiel avec second membre 

Considèrons le système différentiel défini par: 

d 
- clx {" (x)}  = [ ~ ( x ) ]  { i ( X ) }  + {TÇ( , ) }  = {7(x)} 
{Y(x l>}  = {u,} 

dans lequel : 

{Y(.)} désigne le vecteur inconnu 

[ P ( z ) ]  est une ma,trice carrée d'ordre fini quelconque et dont les coefficients 

dépendent de x 

{?(x)}  est le vecteur second membre 

Notons par: 

12 le nombre de point;s 

h = - x, le pa.s 

x, = X I  + ( j  - l)h les points nodaux où j = 1,.  .. , n 

{ y j }  = {T(x,)} La vale~ir au point x, du second membre de l'équation 

{ Y j }  = {Y(.j)} 1 ,  valeur itérée du vecteur inconnu 

Connaissant {y,} y on détermine {?,+l} par la formule explicite d'Adams- 

Bashforth d'ordre 4 suivante: 

Les 3 premières valeurs ( j  = 1 , 2 , 3 )  seront déterminées par une méthode 
de Runge-Icutta de même ordre (ordre 4). 



Annexe 10 

Fonctions de répartition pour 
l'explosion 

Foilctioils de répartitioil siinples 

- ordre O 

Les valeurs en [ = A, = 1: 

- ordre 1 

Les valeurs eii ( = X, = 1: 

- ordre 2 





1 
+AsAl [PI(.\.) + AIPO,(L)] + PO(A.) [ ~ A . A ~ ~  + ?A:] 

1 1 
.;,(As) = As [ua(hS) + A~1uo,(Ai) + zA:~oK(As) + S ~ l ~ l c ( h l ) ]  

1 
+-AI 2 [u i (L)  + ~iuo,(A.)] + Aziuo(As) 

1 
v;(,\s) = Asvz(As) + 2A1 [A.vl,(A.) + vl(A.)] 

Les valeurs eii [ = A, = 1: 

[2(6 - a ) ]  [21 + 
[a2 + 40 + 20 

P;l(l) = -feu 4(1 - ') [2(1 - A )  - (6 + a)(l] 
'2(2 + a ) 2  

r Foiictioiis de repartitioii iiormées 

- ordre O 

- ordre 1 

avec 



- ordre 2 

* isotrope pressioii 

* isotrope vitesse 

* ailisotrope vitesse 

Foizctioiis de répartitioii pour 
l'hypersonique 

ordre O 



ordre 1 eil i j  

ordre 1 el1 < 

avec 



Annexe 11 

Matrices et coefficients 

1) Matrices ii~terveiiailt pour l'ordre 1: 

Matrice [M4] 

On note par D le clétermina~lt de la matrice [M4] tel que: 

011 not,e par [Af,]-' la illatrice inverse de [M4] 

avec 

Matrice [Fi] 

,-2 -1 O 
-e21 -e22 -uo 

[FI] = 
(1 -Y) 

O O -e33 y-l 
2 

-e11(s0 - r) -L($ + SO) -SO -e44 

avec 



Matrice [Pi] = [-444]-1[Fl] w7ec 

Les coefficients k,, , forictions de  uo e t  de zo , sont donnés par leurs 

espressioils suivantes : 



k - - -  34 - ( 7 ;  l )  
& 

Y E 2  
4 4  = - [(7 - 1 ) Z o  - E  { A  - (y)}] 

20710 

2) Matrices iilterveilaiit pour l'ordre 2: 
2.1) isotropes pressioil et vitesse: 

Matrice [1'1(r3] 

1 O 
[M3] = (5 + U O )  2 

EY 
5 0  

On note par D' le déterminailt de la matrice [hl3] tel que: 

On note par la matrice inverse de [Al3] 

Les coefficients mil, 112z1, 1iL41 sont identiques à ceux de [hl4]-' 

Matrice [F2"] 

- 4 1  -2 O 
[Fm] = - 41  -ek2 (1 - 7 )  

-e:l(~o - Y 1 -L(! + SO) - 4 3  

avec 

1 



Matrice [PZ0] = [L1.f3]-1[&,] avec 

Les coefficients iï:, , foilct,ioris de ,uO et de 20 , soilt doilnés par leurs expressions 
suivailtes : 



2.2) ailisotrope d'ordre 2: 

Matrice [Fzi] 

-eil -3 -2 

-41 - 4 2  -2u0 
[F211 = 

( 1  - 7 )  
O O -44 (Y - 1 )  

-e;l(so - Y )  -2($ + s',) -2so - 4 3  

avec 

Matrice [P2i] = [ - ~ 4 ] - ~  [Fh]  

avec 

Les coefficients tij , fonct.ions de uo et de 20 , sont donnés par leurs expressioiis 
suivaiites : 



Les autres coefficients klj sont les mêmes que pour la matrice [Pz,,]. 



Annexe 12 

Composantes Xi,  X2, X3 du vecteur 

X l Y l  -Y+1 1 
A l  = - (2 - -G,) + -(yl.lp + xlylp) 

POUO 4u0 ~ P O ~ O  

1 -Y+l Y + l  
A 2  = - [Ylp {Y1 + "l(1 - -)} + y1(l - -)xi,] 

Po 4uo 4210 

XIYI  [ (3 + l ) ( a  + 1) +- 3 -  
Po (2 + a)uo 

fl + f3 

Expressions généralisées: 

(? + l)(t12 - 1 - 2 a )  1 
+ 

4(2 + a)  

&POP: 7 ~ x :  ; EXlPl YlPl xlyl(s0 - 7 )  A,=[ +-+ [ 4 ~ ;  4pou; 2 ~ 0 1 ~ 0  3p0 2 ~ 0 ~ 0  

-1x2 
+2A -?-&+FI [ 

1 
[ 4p0?~; dpot~o 

+ ( m  - 1) z2so + 
Pl("1 + Y l )  POUOP: Y"' ] + 3 [(m + l ) (ao  - y )  + 21 4P; 4pnuo 2poun 



Annexe 13 

Composantes X i ,  A;, A;, A; du vecteur {x:} 

Expression généralisée: 

(la fonction G3 doit être utilisée également sous sa forme généralisée). 



Annexe 14 

Expressions des fonctions 
a,, ri, T ; ,  ai du chapitre 5 

Expression des fonctions o1, oz et 03: 

Expression des fonctions r l ,  r2 et r3: 

Expressioii des forictioiis T I ,  7;2 ,  ~3 et r4: 



Expression des fonctions ni 
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Représentation dans I'espace fig 1 

R : rayon du choc Z 

R': rayon de la  f ront ière Z' où p s'annule sauf pour a-2 



Représentation dans le plan yOz fig 2 

O*Z: repère f i x e  l i é  au f i l  

Oxyz: repère en t rans la t ion  de v i tesse PU 

r,0: coordonnées pola i res 



Représentation des angles h et h' 

couche de choc: écoulement entre Z' et Z 
: coordonn6es dans le repbre fixe OXYZ li6 au fil 

Représentation du domaine diédrique \ 

Z L 
- 

volume diedrique de sommet O et limite par S ( sukace mobile) et C' 
O O 

e angle sous lequel on voit Z' de O 



Dilatation de la solution d'ordre O pour la masse volumique 

< o ~ l f l  a R 8 * < ( < R *  

fig 4 

solution 

p : masse  vo lumique  su r  l e  choc 
C 

hs : va r i ab l e  adimensionnée de Sedov t e l l e  que Co< hs< l 

( : v a r i a b l e  adimensionnée t e l l e  que R'* < ( < R* 

Rs*=c0 + cl;;, ++ 5'2, +$ 5; ,cos20 + 0 (q  3, dans l e  repère 5' ,=O 



Domaine d'intégration de I'intégrale de l'énergie 

domaine non pe r t u rbé  

fig 5 

- 

S . 5 : su r faces  l a t é ra l es  



Position du choc en fonction de 5 



fig 7 

Fonctions de Sakurai 







fig 10 







fig 13 





fig 15 



fig 16 



progression du choc par rapport au repère fixe 
en fonction de a 

fig 17 



progression du choc par rapport au repère fixe 
a= 1.4 

en fonction des effets 

R / R +  
O , 4  y= 1.4 

+I- ordre0 
+ U seule 
-.%:,. p seule 

0,3 a Uetp 

0,1 

+ 

0 , O  t / t  

0,O 0 , l  0 ,2  0,3 0.4 

en fonction de y 



progression du choc par rapport au repère fixe fig 19 
en fonction du nombre de Mach et de 8 

a= 1.4 







fig 22 

alpha- I .O 
gama 1 .40 



fig 23 



fig 24 
courbes des répartitions en fonction de 5 

m a s s e  volumique 

vitesse orthoradiale p r e s s i o n  

a n g l e  ( c o u r a n t )  t e t a =  4 5 . 0 d e g  
e n e r g i e  ( e x p l o s i o n )  E =  . I O E + ! O  
v i t e s s e  ( c o ü r a n f )  U =  2 8 0 . 0 0 m / s  
p r e s s i o n  ex!. P =  . 1 0 2 E + 0 6 P a  



courbes des répartitions en fonction de 6 

m a s s e  v o l u m i q u e  

vitesse orthoradiale 
- - 

p r e s s i o n  

e + a =  27E.00 d z e 6 o =  74E-01 

e l a =  .25€*00 
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fig 26 
courbes des répartitions en fonction de 5 
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courbes des répartitions en fonction de 5 
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courbes des répartitions en fonction de 5 
fig 28 , 
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courbes des répartitions en fonction de 5 

e!a= .28E.00 dze!a= .90E-O! 

e f o -  .20E*00 dze!a= .SCIE-O! 
dzefa- .3M-01 

masse volumique v i  f e s s e  

1.00- 

0.80 . 0.90 . 

0.60 . 

0.40 - 0.70 . 

0.20 - 

L I i I > n i ,  O O , , n w ,  , 
1.05 -0.95 -0.85 0.80 0.90 1.00 - 1  .O5 -0.95 -0.85 0.80 0.90 1 .00 

asse vol . e x  t . R o =  1 .3kg'm3 
am- 1 . 4  
l p h a =  2 . 0  

a n g l e  (couran!) t e f a -  4 5 . 0 d e g  
e n e r g i e  ( e x p l o s i o n )  E= . ! O E + ! O  

vitesse ( c o u r a n t )  U= 2 8 0 . 0 0 m / s  
pression ex!. P =  . 1 0 2 E + 0 6 P a  

I 



Piston indeformable vue dans le repdre 5' = O 
1 

fig 30 

choc 

f r o n t i è r e  5 i ndé fo rmab le  



Représentation des angles y et o en hypersonique fort fig 31 , 

n : p l a n  or thogonal  à (Ox)  
Ox:  axe de l ' obs tac le  Z' 

V : v i t e s s e  amont  , 
V c  : v i t esse  aval  

o: angle f o rmé  dans l e  p lan ïï, pa r  l a  v i t e s s e  amont e t  l a  tangente au choc 

ri, : p l an  f o rmé  pa r  V ,et V _ 



Analogie explosion-hypersonique 

choc 

Hypersonique sans incidence 

obs tac le  

fig 32 

Explos ion dans un gaz au 
repos  

Hypersonique avec inc idence exp los ion  dans un courant  où 
l e  p i s t o n  r e s t e  indé fo rmab le  



fig 33 

zone II 

zone I / 

corps à émoussement faible 

2 / ( y + 2 ) < n < 1  

Structure de la couche de choc 



fig 34 

Variation de 5, avec n 

cas 5, > 0 

2 1 3 ~ n < n *  

cas 5,eO 



Variation de k2 pour I'hypersonique fig 35 



fig 36 

Vue 3D ogive hypersonique 
champ de pressions 

vue en perspective 

Alpha = .IO0 

Minf = 8.00 

n = .667 
Gamma =1.40 

Tau = .47 



fig 37 
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Vue 3D ogive hypersonique 
champ de pressions 

vue de face 

Alpha = .IO0 

Minf = 8.00 

n = .700 

Gamma =1.40 

Tau = .47 



fig 38 



fig. 39 

Alpha = .IO0 

Minf = 8.00 

n = .700 

Gamma =1.40 

ogive 

Déviation des lignes de courant - .  

vuede face , 



fig 40 


