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ENVELOPPE D'HOLOMORPHIE D'UN DOMAINE TUBE 

DE Cm x Cn À FIBRES CONNEXES 



1. Présentat ion du résultat .  

Soit V une variété analytique complexe. Un domaine (X, a )  étalé au-dessus 

de V x C n  est dit étalé en tubes s'il existe T dans C(X x Rn, X )  tel que : 

V Z E X  r ( Z , O ) = Z  

et VYO E Rn, VZ E X T ( T ( ~ , Y O ) )  = (a l (Z) ,az(Z)  + YO) 

où ai et a 2  désignent respectivement les projections de X sur V et Cn.  

Dans le cas particulier d'un domaine étalé en tubes au-dessus de C n ,  on parle 

de tube étalé ; pour un domaine de V x C n  stable par les translations réelles de 

la seconde coordonnée, on parle de domaine tube. 

Nous établissons le résultat suivant : 

Théorème.- Soient R un domaine tube de Cm x Cn,  pl la projection de R sur 

Cm et w = pi(R). On suppose que pour tout x de w,  la fibre p l l ( x )  est connexe. 

Désignons par fl (resp. W )  17enveloppe d'holomorphie de 0 (resp. w).  Alors fl est 

un domaine tube de W x C n  qui se projette surjectivement sur W avec des fibres 

convexes dans Cn.  

Ce théorème étend aux enveloppes d'holomorphie le résultat de I<iselman sur 

la projection d'un domaine tube pseudoconvexe de Cm x C n  à fibres connexes 

([3]). Il étend également au cas de plusieurs variables un résultat de Mokri sur 

l'enveloppe d'holomorphie d'un domaine de type 

où w est un domaine de Cm ( [ 5 ] ) .  

On utilisera la notion d'enveloppe d'holomorphie dans la catégorie (S)  des 

variétés étalées au-dessus d'une variété de Stein donnke S dont la construction 

est développée dans [4] par exemple. Etant donné X dans (S),  on notera 2 son 

enveloppe d'holomorphie dans (S). 

Etant donnés X et Y dans (S) et f dans O(X, Y), c'est-à-dire f liolomorplie 

de X dans Y, il existe uil unique f dans O ( 2 ,  Y )  tel que : v O f = f O u où u et 

v sont les injections canoniques de X et Y dans x et 9 respectivement. De plus, 

l'application f H f est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur 

tout compact. 



D'après [6], si (X, 7r) est une variété étalée au-dessus de Y variété de Stein, 

alors ( x ,  .îr) est une variété étalée au-dessus de Y .  On en déduit en prenant x = v o  f 

que si f est localement biholomorphe, f^ a aussi cette propriété. 

2. Quotient par composantes connexes des fibres. 

Nous commençons par établir le résultat suivant qui intervient dans la dé- 

monstration du théorème, et qui a un intérêt propre. Il s'agit d'ailleurs d'une 

généralisation aux variétés de Stein étalées en tubes d'un corollaire du principe du 

minimum de Kiselman ([3]). 

Proposition.- Soit (X, T )  une variété de Stein étalée en tube au-dessus de 

S x Cn où (S, k )  est une variété de Stein étalée au-dessus de C m .  Soient et 

7r2 les projections de X SUT S et Cn respectivement et R la relation d'équivalence 

sur X définie par : ZRZ' si a l (Z)  = rl(Z1) = x et Z et Z' sont dans la même 

composante conneze de x ; l ( x ) .  Alors, si on note X -% X/R l'application quotient, 

(XIR, kl)  est une variété de Stein étalée au-dessus de S avec 71.1 = irl o p .  

i a) Commençons par montrer que p  est ouverte. Soit U un ouvert de X et 

Zo E p-'(p(U)), c'est-à-dire qu'il existe Z1 E U tel que ZoRZl. Montrons que 

l~-'(p(U)) contient un voisinage de Zo. Pour cela, il suffit de trouver un voisinage 

Ut de Zo et Z1 à fibres connexes. En effet, U' 0 7r11 (7rl(U n U')) sera alors le 

voisinage de Zo cherché. 

Notons Tzo la classe d'équivalence de Zo. Tz, est une variété de Stein connexe 

étalée par 7r2 au-dessus de Cn ; d'après [l], 7r2 est, par conséquent, injective sur 

Tzo et 7r2(Tzo) est convexe. On note 7r01 la réciproque de la restriction de .rr à Tzo 

ct on définit la courbe f continue de [O ,  11 dans Tz, par : 

Pour tout t de [O, 11, il existe un voisinage U(t) de f ( t )  homéomorphe par 

7r à ni ( ~ ( t ) )  x 7r2 ( ~ ( t ) )  et une section ft de 7r au-dessus de n(U(t)) telle que : 

.ft 0 i. O f ( t )  = f ( t )  . 

On peut supposer 7r2 (U(t)) convexe ; d'après ( l ) ,  ft coïncidera alors avec 7r01 
sur 



Par compacité, on peut supposer que 7rl (U(t)) est un voisinage V con- 

nexe de 7rl(Zo) indépendant de t dans [O, 11. Soit W = UtE[o,ll 7rz(~(t)) .  Alors 

V x W est un ouvert connexe de S x C n  . De plus, si t et t' sont tels que 

W(t , t l )  = 7r2(U(t)) n 7r2(U(t1)) # 0, alors W(t , t r )  est convexe et 

W(t , t l )  n [7~2(20),7r2(21)] est convexe non vide donc f t  et ftl coïncident toutes 

deux avec TF' sur {7rl(Z0)) x W(t, t') n [7r2(Z0), 7r2(Z1)] d'après (2). On en déduit 

que les sections f t  se recollent en une section f de 7r. L'image par f de V x W est 

un voisinage connexe de Zo et Zl dont les fibres { f (v, z), z E W )  sont connexes 

pour tout v dans V. 

b) Montrons maintenant que X / R  est un espace séparé. 

Soient 2 et 2' E XIR,  2 # 21, z = ir1(2) et X' = i r l ( i l )  

- Si x # x$ soient V, et V,, des ouverts disjoints de S contenant respective- 

ment x et x'. Alors ircl(Vz) et irll(v,,) sont disjoints et, d'après a),  ce sont des 

voisinages de 2 et 2'. 

-- Si x = x', soient Z et 2' des représentants de 2 et 2' tels que 

7r2(Z) = y E iRn et 7r2(Z1) = y' E iRn.  Pour V, voisinage de x assez petit, il 

existe des voisinages Vz, Vz,, Vy et Vyl de Z,  Z', y, y' respectivement, Vy et Vv, 

étant connexes, tels que 7r soit un homéomorphisme de Vz sur V, x Vy et de Vz, 

sur V, x Vg,. Pour V, assez petit, les saturés par R de Vz et Vz, sont disjoints, ce 

qui montre que p(Vz) et p(Vzi) sont disjoints et, d'après a), ce sont des voisinages 

de 2 et 2'. 

En effet, dans le cas contraire, il existerait une suite (xk)  de S tendant vers 

s et des suites (21;) de Vz et (Zf,)  de Vzl telles que : ni (Zk)  = 7r1 (2;) = xk et 

ZkRZk. Par connexité des fibres (7rlvz)-1({x~) x Vy) et ( ~ / ~ , ) - ~ ( { x ~ )  x Vyt), on 

peut prendre Zk et Zf, tels que : n(Z,+) = (xk, y) et 7r(Zk,) = (xk ,  y') . (Zk) tend 

alors vers Z et (2;) vers Zr. 

Soit rk la composante connexe de 7rc1(xk) contenant Zk et Zf,. D7a,près [l], 

(Fk,  7rz) est univalente et 7r2(I'k) est un ouvert convexe de C n .  On définit alors jk 

au voisinage de [O, 11 à valeurs dans rk par : 

Soit d la fonction distance sur X. X est de Stein et jk est holoinorphe, donc 

- log cl O jk est sousharmonique au voisinage de [O, 11. 



De plus, - logd o jk est indépendante de Imz puisque rk est un tube étalé 

au-dessus de C n .  

Par conséquent, -1ogd O jk est convexe sur [O, 11 donc majorée par 

max(- log d(Zk)), - log d(ZL)). Comme (Zk) tend vers Z et (2;) tend vers Z', 

-log do j k  est majorée indépendamment de k sur [O, 11, il existe a tel que Vk E N, 

Vt E [O, 11, d O jk( t )  > a > O. Comme a est indépendant de t ,  on peut refaire la 

construction du a)  à partir de Zk,  Zk et de la courbe jk de [O, 11 de Tz, et obtenir 

ainsi un voisinage de Zk et Zkt à fibres connexes dont la taille ne dépend que de a 

et non de k. Pour k assez grand, Z et Z' seront dans ce voisinage, ce qui contredit 

i f i l .  

c) (X/R,irl) est alors une variété étalée au-dessus de S. En effet, il op  = x1 

donc 7il est continue et ouverte. De plus, si Zo E X et si V est un voisinage de Zo 

homéomorphe par x à un rectangle Ul x U2 de S x C n  avec U2 connexe alors irl 

est injective sur p(V) qui est donc une carte locale pour 7il et Zo. 

d) Montrons enfin que X I R  est une variété de Stein. 

Pour cela, il suffit de montrer que pour tout xo de S, il existe un voisinage 

wo de xo tel que ir;'(wo) soit de Stein ([2]). Soit xo dans S et wo un voisinage 

de xo tel que xi l (wo) soit de Stein (ce qui est possible car X est de Stein). 

Soit 4 une fonction plurisousharmonique d'exhaustion sur Y = nll (wo) et soit 

Y = ir;l(wo) = p(Y). 

Pour 2 dans Y ,  on pose : p ( 2 )  = inf{$(Z) 1 p(Z) = 2 )  . Il est clair que p 

est d'exhaustion dans Y. Soit 2 dans Y, v un voisinage de 2 inclus dans Y et 

biholomorphe par irl à w, lui-même biholomorphe par k à un ouvert connexe de 

Cm et tel que ni l (w) soit de Stein. 

D'après [3], pour tout 2 de XIR, n2 est injective sur p-l (2 ) .  De plus, si Z et 

Z1 dans TT' (u) = pP1(V) sont tels que p(Z) f p(Z1) alors iri (p(2)) # il (p(Z1)) 

donc wl(Z) f n1(Z1). (p-l(V), n) est donc univalente au-dessus de w x Cn  donc 

s'identifie à un ouvert de C m  x Cn.  Supposons un instant démontré que p - l ( ~ )  

est une composante connexe de nc1(w). C'est alors une variété de Stein à fibres 

connexes, ce qui permet d'appliquer le principe du minimum de Iciselman ([3]). 

p est plurisousharmonique sur V. Elle l'est donc sur Y .  Comme y est d'exhaustion 

sur Y ,  variété étalée au-dessus de Cm,  i' est une variété de Stein, ce qui suffit 

d'après [2] pour conclure que (X/R, irl) est une variété de Stein. 



Il reste donc à montrer que p - ' ( ~ )  est une composante connexe de .rrll(w). 

v est une composante connexe de irll(w). En effet, sinon, il existerait W 

connexe tel que v Ç W C i r l l  (w). Soit U un ouvert connexe tel que U C W, 

U V ,  U ~ V  # 0 et irllu est un homéomorphisme de U sur irl(U). Alors, (irllu)-l 

et (iillcr)-' côincident sur irl (U n V) donc sur le connexe w n irl(U) = +l(U). Or 

U = (XIIU)-' (iil(U)) = (irlIV)-l (irl(u)) c v d'où la contradiction. 

Revenons maintenant à p - ' ( ~ ) .  Comme ses fibres sont connexes ainsi que 

son quotient V, p - l ( ~ )  est connexe. Soit l? la composante connexe de .rr;l(u) 

contenant p - l ( ~ ) .  Comme p ( r )  est un connexe de .rr;l(w) contenant V, d'après 

ce qui précède : p(r )  = V. Donc : r c p-' (p(I')) = p - l ( ~ ) ,  ce qui montre que 

r = p-l(V). 

3. Démoiistration d u  résultat. 

Nous développons maintenant la démonstration du théorème énoncé dans 

l'introduction et faisant l'objet de cette première partie. 

On note v et u les injections canoniques de R et w x Cn dans leurs enveloppes 

d'holomorphie respectives fi et W x Cn. L'injection canonique i de R dans w x Cn 

se prolonge en une application holomorphe î de fi dans ij x C n  vérifiant : 

De plus, i est localement biholomorphe donc î l'est aussi. Ainsi, î est un étalement 

de fi sur W x C n .  

Montrons que (fi, 2 )  est étalé en tubes. Notons pl et pz les projections de R sur 

w et Cr' respectivement, fi1 et p2 les projections de R sur ij et C n  respectivement : 

2 = (p1,pz) et î =  (61,fi~).  

De (3), on déduit : 

(4) u' o pi = pl O v et pz = Pz O v ,en notant u = u' x IdC* 

Pour tout y de R n ,  la translation ru par rapport à la seconde variable est 

dans O(R, R) donc : .îy O v = v O ry avec .îy E 0(6, fi) . 

On montre aisément que y H ry est continue donc y H Fu est contimie si 
.. .. 

on munit O((], 0 )  et O(R, R) de la convergence uniforme sur tout compact. On 



en déduit que (2 ,  y) H T,(Z) est continue de fi x Rn dans A. On notera T cette 

application. 

Pour tout Z de R et tout y de Rn, To(v(Z)) = v O ~ ~ ( 2 )  = v(Z) 

et î O +,(v(Z)) = î O v O ry (Z)  

= u o i o r y ( Z )  

= u(p1(Z), pz(Z) + Y) 
= ($1 O v(Z),$z o v(Z) + y) d'après (4) 

Par conséquent, .îo et Idn d'une part, î O Ty et ( J ? ~ , J ? ~  -t y) d'autre part, sont 

des fonctions de 0 ( h ,  fi) qui coïncident sur v(R). Elles sont donc égales : .î fait de 

(fi, i) une variété étalée en tubes au-dessus de W x Cn. 

Utilisons maintenant la relation d'équivalence introduite dans la proposition : 

Soit p l'application canonique de h dans A/R ; fl /R peut être muni d'un étalement 

q sur W tel que q o p  = $1 et tel que ( h / ~ ,  q) est une variété de Stein. 

Montrons que q est en fait bijective sur W. Comme les fibres de R sont 

connexes, il existe une application j de w dans R/R telle que : j O pl = p O v . 

O n a :  q o j o p l  = $ 1 o v = u 1 o p l  et parconséquent: q o j  = u l ;  ainsi, j est 

dans O(w, fl/R) et l'on peut considérer son prolongement j dans O(&, AIR). 

D'une part : q O j O u' = q O j = u' et, par conséquent, q O j = Id;. 

D'autre part : j O q O j = j O u' = j et, par conséquent, j O q = IdnlR. 

q est donc une bijection de A/R sur W : cela signifie qu'il existe une composante 

coiinexe et une seule au-dessus de chaque point de W ou encore fil (0) = W et les 

fibres de R sont connexes. 

De plus, pour tout x de W ,  ($i1(x),@2) est un tube de Stein étalé sur Cn. 

D'après [Il, $2 est injective sur la fibre $ l l (x ) ,  par conséquent l'étalement î est 

injectif de fi dans Lj x Cn . fi est donc un domaine de W x Cn . Ma.is [l] montre 

aussi que fi2 (fi;'(x)) est un tube à base convexe, c'est-à-dire que les fibres de 

sont convexes, ce qui termine la démonstration. 



Bibliographie 

[l] G. CGURÉ ET J.J. L ~ B ,  Univalence de certaines enveloppes d'holomorphie, 

C.R. Acad. Sc. Paris, t .  30.2, Série I (1986))  n02. 

[2] F. DOCQUIER ET H.  GRAUERT, Levisches Problem und Rungescher Satz für 

Teilgebiete Steinscher Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 140 (1960), pp. 94- 

123. 

[3] CH. O. KISELMAN, The Partial Legendre Transformation of Plurisubhar- 

monic Functions, Inventiones Math., 49 (1978)) pp. 137-148. 

[4] B. MALGRANGE, Lectures on the theory of functions of several complex 

variables, Tata Institue of Fundamental Research, Bombay (1958). 

151 T. MOICRI, Variétés tubulaires de type Hm, Thèse de 3ème cycle, Université 

de Lille Flandre8 Artois (mai 1986). 

[G] H. ROSSI, On envelopes of holomorphy, Communications on  Pure and Applied 

Mathematics 16 (1 963), pp. 9 - 19. 



DEUXIÈME PARTIE 

ENVELOPPES POLYNOMIALES DE COMPACTS 



Soit V un compact de cN ; on appelle enveloppe polynomiale de V : 

v = {Z E c 1 'dP polynôme holomorphe de c N ,  1 P (Z )  1 < mva Pl} . 

On se propose dans cet article de décrire les enveloppes polynomiales de compacts 

invariants par des actions de groupes. 

1. Introduction. 

Dans un article paru en 1986, Gaveau et Debiard [3] se sont intéressés, entre 

autres choses, à l'action de K = U(2), groupe unitaire, sur Sz espace des matrices 

symétriques complexes 2 x 2 par conjugaison : 

pour k E U(2), g E Sz, k . g = kgtk . 

Ils ont donné des résultats partiels sur l'enveloppe polynomiale 6 des U(2)- 

orbites O. 

En 1968, Anderson [l] démontre le résultat suivant : 

Soit V un compact de S2 SU(2)-invariant (SU(2) agissant sur Sz par 

conjugaison), soit X = det V, X et V les enveloppes polynomiales respectives 

clc X et V. Alors det = x et : 

I. = {g E Sz 1 det g = ( E X et tr(gg) < t(C)) 

où tr(gg) désigne la trace de la matrice hermitienne positive gg et 

t(C) = sup{tr(gg) 1 g E ?, det g = C) . 

Dans le cas où X est une courbe fermée simple de C ne contenant pas 0, il 

donne une expression de t ( Ç )  dépendant de la fonction l-iarmoniqiie solution de 

Perron du problème de Dirichlet dans la composante connexe bornée de C \ X. 

Pour V U(2)-orbite d'un élément Z de S2, on obtient : 

B + ( B ~ - ~ ~ A / ~ ) ' / ~  
où A = det Z, B = t r (Z i ) ,  M = [ ] li2. 

Ce résultat a le mérite d'être explicite mais, sous cette forme, il a.pparaît 

malaisé à généraliser à des dimensions supérieures à 2. 



Donnons-en une interprétation : notons xi (g) 2 x2(g) > O les racines carrées 

des valeurs propres de la matrice hermitienne positive gg pour g dans Sz. Alors 

IAl = xl(Z)x2(Z), B = x ~ ( Z ) ~  + x ~ ( Z ) ~ ,  M = xl(Z) et l'on peut énoncer le 

résultat d'Anderson sous la forme suivante : 

Tliéorème. Soit V la U(2)-orbite de Z. Alors 

On peut imaginer le même type de résultat en dimension supérieure ; ce sera 

démontré dans le paragraphe 4. Il s'agit en fait d'un cas particulier d'un résultat 

donné au paragraphe 3 pour des compacts plus généraux que des orbites. 

2. Eiiveloppe polynomiale d e  compacts d e  Cn.  

Ce paragraphe, intéressant par lui-même, est avant tout une étude préalable, 

utilisée au paragraphe 3 pour déterminer l'enveloppe polynomiale de compacts 

matriciels. 

On note S1 le groupe des complexes de module 1. Soit V un compact de C n  

iilvariant par l'action naturelle de ICI = (Si)" sur C n .  

On dira qu'un ensemble E de C n  est complet si : 

V(ZI,. . . , z,) E E ,  V(z:, . . . ,zk) E C n  , 

(Vi E 11,. . . , n ) ,  IziI 5 Izil) + ((zi, . . . , zk) E E) . 

On dira clu'iin ense~nble E de C n  est logarithmiquement convexe si : 

V(zi,. . . , z,) E E,V(z:, . . . , zk) E E , V X  E [O, 11, 

X r 1 - X  
l n  l n  ) E E .  

Tliéorèiile 1. est le plus petit fermé complet logarithmiquement convexe 

de C n  contenant V. 

a) Pour P polynôme holomorphe sur Cn,  on définit pK, sur C n  par : 

Pfp ( 2 )  = max 1 P(k . 2) 1 
k € K 1  



Ph., est ICI-invariante par construction et on a : 

v = {Z t C n  / V P  polynôme holomorphe, PKt(Z) < m p  pK,) 

Par conséquent, V est Il1-invariant. 

L'application (k, 2 )  H IP(k.Z)I est continue sur KI x C n  et K1 est compact 

donc Ph', est continue sur C n .  D'autre part, pour tout k de KI, l'application 

Z H )P(k . Z)1 est plurisousharmonique (psh en abrégé) comme module d'une 

fonction holomorphe. On en déduit que pK, est psh sur C n .  

PIC, étant Ilf-invariante, elle ne dépend que de (Jzil , .  . . , \znl).  

D'après [IO], Plcl est une fonction croissante sur R+ du module de chaque 

variable, ce qui montre que $' est complet. 

De plus, soient (21,. . . , zn)  E p, (zi , .  . . ;z:) E Y, X E ]O, l[. On a : 

= O sauf si lzil # O et lzll # O. Notons I : 

Définissons les n-uplets ( x i , .  . . ,xn) ,  (xi , .  . . , x;) de RT par : 

xi = I Z ; ~ ,  xi = lzil si i E 1, 
xi = O, xi = O sinon. 

Puisque V est complet et ICI-invariant, les deux n-uplets sont dans V et on a : 

Or, d'après [IO], toute fonction pK, est convexe par rapport à ( l i ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ,  c'est-à-dire 

X 11-A X 11-A 1 l-X 
P X ~  , . . . ,  x,xn ) < P K I ( X I  ,..., x ~ ) ~ P I ~ - ~ ( x : , . . . , x , )  

5 max Ph.' 
v 

est donc logarithmiquement convexe au sens défini. Il est de plus évident que V 
est fermé et contient V. 

b) Soit V' l'intersection des fermés complets logarithmiquement convexes de 

Cn contenant V. Alors V' est encore un fermé complet logarithmiquement convexe 

contenant V et V' est Kf-invariant. Notons 



Ek est un domaine de Reinhardt complet. - 
Soit LogEk = {(xl, .  . . , xn )  E Rn 1 (exl, .  . . , exn)  E Ek ) ,  LogEk son 

enveloppe convexe et 

- - 
E k  = ((21,. . . , zn)  E C n  1  X XI,. . . ,x,) E Log E k ,  Vz E { l , .  . . ,n}, lzil 5 ezi) . 

Ëk est l'enveloppe d'holomorphie de Ek .  C'est donc un domaine de Reinhardt 

logarithmiquement convexe ; par conséquent, c'est un domaine de Runge, ce qui 

montre que Ëk contient l'enveloppe polynomiale de chacun des compacts inclus 

dans É k  [5]. 

11 reste alors à montrer V I  = nkEN*Ëk pour conclure V' = P. 

Soit (zl, . . . , z,) E n k E N *  ~ k .  D'après [9], il existe pour chaque k de N* : 

tels que : 

n+ 1 ~ j ~ )  
et 'di E {I, . . . , n}, \z,\ 5 (ex!;)) . 

La suite ( ( ) i n  1 7 1 du borné 

~ ; + l  x [O, admet une sous-suite convergeant vers 

tel que : 
n+ 1 n+ 1 

C A, = 1 et 'di E (1,. . . , n}, lzil 5 n 
comme V' est complet et logarithmiquement convexe, on a : (q,. . . , z,) E V'. 

3. Eiiveloppes polynomiales de  compacts de Sn. 

Pour n E N*, soit S,, l'espace des matrices carrées n x n  complexes symétriques 

identifié à C -  : 

S n  = ( 9  E Mn(C)  1 t g = g ) .  



Soit IC = U(n). K agit sur Sn par conjugaison : 

Soit D le sous-espace de Sn formé des matrices diagonales complexes identifié à 

C n  et soit L = (S1)n x 6, où Bn est l'ensemble des permutations de n éléments. 

L agit sur D. Les ensembles L-invariants de D correspondent aux ensembles K- 

invariants de Sn de la manière suivante : si E est I{-invariant, il est immédiat 

que E n D est L-invariant et que I< . ( E  n D)  c E. De plus, d'après [6 ] ,  toute 

matrice g de Sn s'écrit katk avec k E IC et a matrice diagonale réelle positive. 

Donc E = IC . (E n D). 

Les fonctions continues L-invariantes dans D correspondent par restriction 

aux fonctions continues IC-invariantes dans Sn. En effet, il est évident que la 

restriction à D d'une fonction continue IC-invariante dans Sn est continue et L- 

invariante dans D ; et réciproquement, pour f continue L-invariante sur D, on 

pose : 

'Js E Sn, f (g )  = f (A(xi(g), . . . ,xn(g))) 
- 

où xl(g) > . . . 2 xn(g) > O sont les racines carrées des valeurs propres de gij. f est 

alors Il-invariante et comme f est L-invariante, la restriction de f à D est bien f .  

D'après [7), l'application qui à une matrice hermitienne associe ses valeurs - 
propres classées est continue donc f est continue. 

Soit V un compact I<-invariant de Sn. Pour P polynôme holomorphe sur Sn, 

on définit Ph- sur Sn par : 

PI, est Ii-invariante par construction et on a : 

v = {g E Sn 1 V P  polynôme holomorphe, PIc(g) < max Ph-) v 

Par conséquent, V est K-invariant et d'après la première remarque : V = I<.(VîiD) 

avec V n D L-invariant. Enon~ons alors : 

-C- ------ 
Tliéorèrne 2. $' n D = V n D o ù  V O D e s t  l ' enve loppe  p o l y n o m i a l e  d a n s  

D i d e n t i f i é  à C n .  

En utilisant le paragraphe précédent, l'égalité précédente donne une descrip- 

tion précise de V. 



i Le théorème 2 découle du théorème suivant, démontré à la fin de ce para- 

graphe : 

Théorème 3. Soit  R l'application qui à toute fonction psh continue K -  

invariante  sur  Sn associe sa restriction à D. Alors R est u n e  bijection de s o n  

ensemble de définition sur  l'ensemble des fonctions psh continues dans D L- 

invariantes.  

On utilise aussi le résultat suivant [5] ; si X est un compact de CP et p est 

psh sur CP alors supx cp  = s u p ~  p. 

- v ~ D c ? ~ D :  

Soit x E V n D. Alors pour toute fonction p psh sur D, on a : p(x)  5 supvnD p. 

C'est, en particulier, vrai pour la restriction à D d'une fonction PK définie 

plus haut. Or, par Ii-invariance de PK : supvnD PK = supv PK. Donc x E V. 

- ? n ~ c v n ~ :  

V est K-invariant donc V n D est L-invariant. Pour Q polynôme holomorphe 

sur D,  on définit QL sur D par : 

QL est L-invariante, psh continue sur D et : 

- 
V n D = {x E D [ VQ polynôme holomorphe, QL(x) < max QL)  

VnD 

- 
D'après le théorème 3, QL se prolonge en une fonction QL, Ii-invariante sur 

Sn,  psh et continue. 

Soit y E n D. Pour toute fonction p psh et K-invariant,e sur Sn, on a : 

p(y) i SUPY = SUP Y .  
v VnD 

D'où ~ ~ ( y )  < SUPvn~ Q ~ ,  c'est-à-dire & ~ ( y )  < m a x v n ~  QL. Par conséqilent, - 
~ E V ~ D .  

Démonstrat ion du t l iéorème 3 : D'après la remarque précédant le 

tliéorème 2, il suffit de vérifier que si f est une fonction psh continue L-invarialite 

dans D, la fonction f continue K-invariante correspondante est psh dans Sn. 



D'après [8], toute fonction continue dans Sn psh sauf peut-être aux zéros 

d'une fonction holomorphe sur Sn est psh dans Sn. Le problème se ramène donc 

à {g E Sn 1 det g # O).  Cet ensemble correspond à par intersection avec D. 

f est psh sur D identifié à C n  et ne dépend que des modules donc d'après 

[9], p(t1, . . . , t,) défini par f (A(etl, . . . , et.)) est convexe sur R n  et croissant en 

chaque variable sur R. On peut alors écrire : p = sup 4; où les Gi sont des fonctions 

affines à coefficients positifs ou nuls. 

Si on note Gi(t1,. . . ,t,) = max,~a,  $i(t,(l), . . . ,tg(,)), puisque p est L- 

invariante, on a : p = sup $,. 

Pour tl 2 tz 2 ... > t n ,  o n a :  

avec cri > a 2  2 . . . 2 an 2 O, b E R . Pour g E Sn tel que det g # 0, c'est-à-dire 

xl(g) > . . .  > x,(g) > O ,  posons : 

Alors &(g) = (a1 - a2) ln xi (g) + (a2 - ff3) ln(xi (9)~2(9))  

+ . . . + an ln(x1 (g) x . . . x xn(g)) + b . 

Le lemme suivant montre que ln(xl(g) x . . . x xi(g)) est une fonction psh sur - * 

son ensemble de définition ; par conséquent, f = sup Sti continue est aussi psh sur 

{g E Sn 1 det g # O ) ,  ce qui termine la démonstration du théorème 3. 

Leinnie 1. Soit z E (1,. . . , n) et Pi le polynôme holomorphe sur Sn défini 

par : 

= (sir) ;;::; E S n ,  Pi(g) det((gjl) i r i s i )  i < i < .  - 

Alors, la fonction (Pi)K définie sur Sn par : 

vérifie : ( P z ) ~ ( g )  = xl(g) x . . . x x,(g). 

i Puisque (Pi)K est Ii-invariant, il suffit de montrer que si xi 2 . . . > x, 2 0, 



Soit i dans (1,.  . . , n) et A(x1, . . . , x,) matrice diagonale réelle positive. On a : 

Par conséquent, il reste à montrer que : 

Pour cela, on travaille sur l'espace A;(c") des i-vecteurs de Cn .  On vérifie 

facilement que l'on définit une forme bilinéaire [ , ] et une forme sesquilinéaire ( , ) 
sur A~(c,) en posant : 

VxP = (xp,l)lllln E Cn pour p de 1 à i , 

Vyq = ( ~ q , l ) i ~ i ~ n  E Cn pour 4 de 1 à i , 
i 

[4,=1xp, ~ ~ = l ~ q ]  = det(([xp, Yql)'<p<j) 1 < 9 < :  

i 
et (Ap=lxp, A;=,Yq) = det(((xp, Y*)) ;i;i:) 

où [zp, yq] = CI=1 xp,r yq,t et (xp,yq) = xp,r?/g.,I (résultat indépendant du 

choix des représentants des i-vecteurs). 

Pour g dans M n ( C ) ,  on vérifie que l'on définit une a.pplication 1inéa.ire de 

A~(c")  dans lui-même en posant : 

On a alors : 

Vu, u' E A(C"),  [g(u), u'l = Lu, Ly(ul)I 

et, en notant (e l , .  . . , en)  la base canonique de C n ,  

Soit k E U ( n )  



en notant v = tk(el II . . . II ei) = Cpl<pz<...<pi vPl ,..., pi(epl A . - .  A epi). 

Par conséquent : 

or C Ivp l,...,p; l 2  = (v, v) 
P~<Pz< . . .<P~  

= det (((tkep, tkeq)) ispsi ) 
l < q < i  

= det(((ep, eq)) l < p < l  ) puisque tk E U(n) 
1 < 9 < 1  

= 1 

d'où : IPi(kA(xl, . . . , x , ) ~ ~ ) I  5 x1 x . . . x x;, ce qui termine la démonstration du 

lemme 1. 

4. Application aux orbites. 

Soit O une K-orbite. O n D étant L-invariant, on peut choisir 

a = A(al , .  . . ,a,, O,. . . ,O) E O n D avec a i  2 . . . 2 a, > 0. 

Tliéorème 4. 

Ô n  D = { a ( z  ,,..., z,) E D 1 Vi E { I , . .  . , n ) ,  

m a ~ ( l z , ( ~ )  x . . , x z,(i) 1) 5 al x . . . x a i )  
oEB, 

OU encore 

Ô = {g E Sn 1 Vi E (1, .  . . , n}, xl(g) x . . . x xi(g) ai  x . . . x ai) . 

C'est la généralisation à la dimension n annoncée au paragraphe 1. 

i L'équivalence des deux écritures est évidente. 

D'après les théorèmes 1 et 2, Ô n D est complet, stable par permutations et 

contient a donc il contient les permutés de : 

{A(zl,. . . ,zn)  E D 1 Vi E { l , .  . . , n}, lzil 5 ai} . 

Par conséquent, Ô n D contient : 

{A(zi, .  . . , z,, O,. . . ,O) E D ( 30 E B,,Vi E { l , .  . . , m),  Iz,(i)l I ai} . 



De plus, Ô n  D est logarithmiquement convexe au sens défini au paragraphe 2. 

Par conséquent : ~ o g ( Ô  n D) défini par 

contient l'enveloppe convexe de : 

A = {(YI, . . . , ym) E Rm 1 30 E Bm, Vi € 11,. . . , m), y,(i) 5 ln ai} . 

Lemme 2. L'enveloppe convexe de A est : 

B = {(YI ,... , ym)  E Rm 1 'di 'i El , . . . ,  m), max (y , (~)+ . . .+~ , ( ; ) )  5 bl+.. .+bi} 
aEam 

en notant b; = ln a i .  

ê) n D contient donc : 

{ ~ ( z l , .  . . , zm,O,. . . ,O) E D 1 Vi E { l , .  . . , m}, 

max (IZ,(~) x . . . x z , (~)[)  < al  x . . . x ai) . 
~ € 6 ,  

Finalement, 6 n D contient : 

{ ~ ( z l , .  . . , zn,)  E D 1 'di E { l , .  . . , n},  

max ( [ z , ( ~ )  x . . . x z,(;) 1) < a l  x . . . x a;) . 
o E G n  

Ce dernier ensemble étant fermé, complet, logarithmiquement convexe con- 

tenant 0 n D,  il est égal à ê) n D d'après les théorèmes 1 et 2. II 

Démoiistratioii du lemme 2 : Il est immédiat que le convexe B contient 

l'enveloppe convexe de A. Pour montrer la réciproque, on utilise un résultat donné 

dans Bourbaki ([2]) : B est un convexe fermé ne contenant aucune droite (car 

iiiclus dans (1-co, donc B est l'enveloppe convexe de la réiinion de ses 

points extrêmaux et de ses rayons extrêmaux. On montre aisément que pour tout 

n dc 6,, . . . ,bu(,)) cst un point extrêmal de B et que la demi-droit,e : 

y , - ~ ( ~ )  < bm et Yi E {l,. . . , m - l}, y , - ~ ( ~ )  = bi 

d'origine ce point est un rayon extrêmal de B. Ce sont des points et des dcmi- 

droites de A donc il reste à montrer que ce sont les seuls points et rayons extrêmaiix 

de B pour conclure que B est l'enveloppe convexe de A. 



Soit (yi, . . . , y,) un point extrêmal de B. Il suffit d'étudier le cas où 

Y i  > . . . 2 y m .  

- S i m =  1 , o n a  y1 = bi .  

- Si m = 2, on remarque aisénient que yl = bl et y2 = b2. 

- Si m > 3, supposons y1 > bl. 

le' cas : y2 > y3. 

Soit E > O, tel que y1 + E  I bi  et y3 L y2 - E  alors (y1 + E ,  y2 -E,  y3,. . . , y,) et 

(YI - E ,  y2 + E, YS,.  . . , y,) sont dans B, ce qui contredit (yl, y2, . . . ,ym) extrêmal. 

2ème cas : y2 = y3. 

Soit io = inax{i E (2,. . . , m )  1 y; = y2). On a io 2 3. 

Si j  E {2,.  . . , io - 11, 

donc v j  Jj {2,. . . , io - 11, y1 + , . . + yj < bl + . . . + bj.  

Soit alors E > O, tel que : 

alors (YI + E, -/z - E ,  % , .  . . ,ym) et (y1 - E, y2 + E, y3,. . . , ym) sont dails B ce qui 

contredit (yl, y:!, . . . , y,,) extrêmal. 

Ainsi, on a nécessairement y1 = bl. En suivant le même raisoimement, on 

montre y2 = b2 et ainsi de suite. 

Soit A un rayon extrêmal de B. Son origine est nécessairement un point 

extrêmal et il suffit d'étudier le cas où cette origine est b = (bl, b2,. . . , b,,). A a 

une équation paramétrique du type : y = b + Xv, X 2 O avec v = (vl, . . . , v,) 
vecteur directeur. 

Soit i E (1,. . . ,ml .  Si v; > O, lim Xv; = +CO, ce qui contredit y; < h l .  
X++m 

Donc v; 5 O. Si m = 1, c'est terminé. 



Sinon, supposons vl < O. Soit E = q, vr = (vl + &,OZ, . . . , v,) et 

v" = (VI - E, 02,. . . , v,) alors b + v' E B et b + v" E B, ce qui contredit A 

rayon extrêmal. Donc = O et c'est terminé si m = 2. Sinon, on raisonne de la 

même façon sur va et ainsi de suite. On obtient ainsi v = (0,0,. . . ,O, v,) avec 

v, < O, ce qui termine la démonstration du lemme 2. 

5. Enveloppes polynomiales de compacts de SnnSL(n, C). 

Soit Sn = S, n SL(n, C). SU(n) agit sur Sn : pour k dans SU(n), g dans Sn, 

b . g = kgtb. Comme on est dans Sn, tout g de Sk s'écrit : 

g = kA(xi(g), . . . , x ,(g))% avec k dans U(n) . 

Mais alors, on a : xl(g) x . . .  x xn(g) = 1 et det2 k = 1. Quitte à multiplier la 

dernière colonne de k par -1, on obtient la décomposition : 

g = kA(xl (g), . . . , ~ , ( g ) ) ~ k  avec k dans SU(n) . 

Si on pose 6 = ~ c ~ ( m , .  . . , m), on a : 

L E SL(n, C) et g = i t L  . 

Par conséquent, SL est l'orbite de l'identité par l'action de SL(n, C )  sur Sn : 

. g = kg t6 .  Comme SL est fermé dans Sn, c'est une sous-variété de Stein de S, 
n(n+l) ct Sn est de dimension 7 - 1. 

Soit D' l'espace des matrices n x n diagonales complexes de déterminant 1 et 

L' = 6, x 

L' agit sur D' : pour a dans G,, (81,. . . ,0,-1) dans Rn-', ~ ( z I , .  . . , zn )  

clans D', 

De même que dans S,, les ensembles SU(n)-invariants de Sn et L'-invariants 

cle D' se correspondent et on a : 



Théorème 5. Soi t  R' l'application qui à toute fonct ion psh continue SU(n)- 

invariante SUT  SL associe sa restriction à D'. Alors R' est u n e  bijection de son  

ensemble de définition sur l'ensemble des fonctions psh continues dans D' L'- 

invariantes.  

Les fonctions sur SL et D' sont localement des fonctions à 9 - 1 et à 

n - 1 variables respectivement. La démonstration est alors analogue à celle du 

théorème 3. 

Soit V un compact SU(n)-invariant de SL. L'enveloppe désigne in- 

différemment : 

{g E Sn 1 V P  polynôme holomorphe sur Sn, 1 P(g) 1 4 m;x 1 P  1 )  

ou {g E Sk / V  f psh continue sur Sn, f 5 m$x f ) . 

L'enveloppe polynomiale est contenue dans Sk puisque cette variété a une 

éqiiation polynomiale. La démonstration de l'égalité des deux premiers ensembles 

utilise une conséquence du théorème B de Cartan : si f est analytique sur le 

soiis-espace analytique fermé SL de Sn, f se prolonge en une fonction analytiqiie 

sur Sn [4], elle-même limite uniforme de polynômes sur tout compact. En ce qui 

concerne l'inclusion non triviale de la seconde égalité, puisque S; est une variété de 

Stein, on peut prendre un voisinage relativement compact, pseudoconvexe Uo de 

l'enveloppe analytique. On écrit alors l'enveloppe psh continue comme iritersection 

d'ensembles {g E Uo 1 f(g) < max f }  où f est psh continue sur Sk. Or, d'aprks 
v 

[4], de tels ensembles sont holomorphiquement convexes. 

On a de même l'égalité entre les enveloppes polynomiales (dans Cn) ,  psh 

continue et analytique (dans D')  de tout compact de D'. 

Une démonstration calquée sur celle du théorème 2 permet alors d'obtenir : 

IZ 

On étudie ensuite V 17 D'. On dira qu'un sous-ensemble E de D' est DI- 

complet si : 

VA(z1,. . . , zn) E E,VA(zi, . . . , z ; )  E D' 

(Vi E { l , .  . . , n - l}, \z:\ 5 IziI) + (A(zi, .  . . , z;) E E) . 



Par une démonstration analogue à celle du théorème 1 mais en travaillant sur 

(n  - 1) variables, on obtient : - 
Tliéorème 7. V n Dr est  le  plus petit f e r m é  D r -  c o m p l e t  l o g a r i t h m i q u e m e n t  

c o n v e x e  d e  Cn c o n t e n a n t  V n D'. 

On applique ce résultat à la SU(n)-orbite O de A(al , .  . . , an )  avec 

a l  x . . . x a n = l e t a l  > a 2 >  . . .>  a n > O :  

Tliéorèine 8. 

Ô n D' = {A(zl, . . . , z,) E D' 1 Vi E {1, . . . , n),  

rna~( Iz , (~)  x . . . x z,(i)l) 5 al x . . . x ai) 
~ € 6 ,  

O U  encore  

d = {g E Sk 1 Vi  E (1,. . . , n), xl(g) x . . . x xi(g) 5 al x . . . x ai) . 

Si l'on note OK la U(n)-orbite de A(al , .  . . ,a,), on a ainsi en utilisant les 

th6orèmes 4 et 8 : 
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Résumé 

te b i w a i l  se compose de deux parties indépendantes. 

Dans la première, on étudie l'enveloppe d'holomorphie d'un domaine Q de 

Cm x Cn, tubulaire pour la seconde coordonnée, à fibres connexes, de première 

projection w.  On montre que. c'est un domaine h de W x Cn,  tubulaire pour 

la seconde coordom&, à fibrés convexes, de première projection l'enveloppe 

d'holomorphie W de W .  

Dans la+seconde pastie, on fait agir le groupe unitaire U(n) par conjugaison sur 

l'espace S, des matrices s y m é t n q ~ s  complexes n x n. On donne une description 

dés fonctions plu~sowharmoniques U(n)-invariantes de Sn et de l'enveloppe poly- 

nomide des compacts U(n)-invariants de Sn, en utilisant les matrices diagonales. 

On obtient des résultats analogues dans le cas où SU(n) agit sur Sn R SL(n, C). 

Mots clés : Enveloppe d'holomorphie, variété étalée, domaine tube, 

variété de Stein, enveloppe polynomiale, fonction 

groupe de matrices. 




