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PREMIERE PARTIE

ENVELOPPE D’HOLOMORPHIE D°UN DOMAINE TUBE
DE C™ x C* A FIBRES CONNEXES



1. Présentation du résultat.

Soit V une variété analytique complexe. Un domaine (X, ) étalé au-dessus
de V x C™ est dit étalé en tubes s’il existe 7 dans (X x R™ X)) tel que :

VZeX 1(Z,0)=2Z
et VyO € Rn7 VZeX W(T(Za yO)) = (771(Z)77r2(Z) + yO)

ou 7 et wy désignent respectivement les projections de X sur V et C™.

Dans le cas particulier d'un domaine étalé en tubes au-dessus de C™, on parle
de tube étalé ; pour un domaine de V' x C™ stable par les translations réelles de

la seconde coordonnée, on parle de domaine tube.

Nous établissons le résultat suivant :

Théoréme.- Soient Q un domaine tube de C™ x C™, py la projection de Q sur
C™ et w = p1(Q). On suppose que pour tout & de w, la fibre p7'(z) est conneze.
Désignons par 0 (resp. &) Uenveloppe d’holomorphie de Q (resp. w). Alors Q) est
un domaine tube de & X C™ qui se projetie surjectivement sur & avec des fibres

convezes dans C™,

Ce théoreéme étend aux enveloppes d’holomorphie le résultat de Kiselman sur
la projection d’'un domaine tube pseudoconvexe de C™ x C™ a fibres connexes
(13]). 11 étend également au cas de plusieurs variables un résultat de Mokri sur

Penveloppe d’holomorphie d’un domaine de type
{(z,t) e w x C|r_(z) <Imt <ry(z)}

olt w est un domaine de C™ ([3]).

On utilisera la notion d’enveloppe d’holomorphie dans la catégorie (S) des
variétés étalées au-dessus d’une variété de Stein donnée S dont la construction
est développée dans [4] par exemple. Etant donné X dans (S), on notera X son

enveloppe d’holomorphie dans (5).

Etant donnés X et Y dans (S) et f dans O(X,Y), ¢’est-a-dire f holomorphe
de X dans Y, il existe un unique f dans OX, V) tel que :vo f = fouottuet
v sont les injections canoniques de X et Y dans X et ¥ respectivement. De plus,
I'application f +— f est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur

tout compact.
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D’apres [6], si (X, w) est une variété étalée au-dessus de Y variété de Stein,
alors (X , %) est une variété étalée au-dessus de Y. On en déduit en prenant 7 = vo f

que si f est localement biholomorphe, f a aussi cette propriété.

2. Quotient par composantes connexes des fibres.

Nous commengons par établir le résultat suivant qui intervient dans la dé-
monstration du théoréme, et qui a un intérét propre. Il s’agit d’ailleurs d’une
généralisation aux variétés de Stein étalées en tubes d’un corollaire du principe du

minimum de Kiselman ([3]).

Proposition.- Soit (X, n) une variété de Stein étalée en tube au-dessus de
S x C"™ ou (S, k) est une variété de Stein étalée au-dessus de C™. Soient m; et
7y les projections de X sur S et C™ respectivement et R la relation d’équivalence
sur X définte par : ZRZ' st m(Z) = m(Z') =z et Z et Z' sont dans la méme
composante conneze de 7 (). Alors, si on note X £ X /R Vapplication quotient,

(X/R, 1) est une variété de Stein étalée au-dessus de S avec w1y =7y o p.

B 2a) Commencons par montrer que p est ouverte. Soit U un ouvert de X et
Zy € p~1(p(U)), c’est-d-dire qu'il existe Z; € U tel que ZgRZ;. Montrons que
p~Y(p(U)) contient un voisinage de Zy. Pour cela, il suffit de trouver un voisinage
U' de Zo et Z; & fibres connexes. En effet, U' 0«7 ! (7 (U N U')) sera alors le

voisinage de Zy cherché.

Notons Tz, la classe d’équivalence de Z;. Tz, est une variété de Stein connexe
étalée par 7y au-dessus de C™ ; d’aprés [1], 72 est, par conséquent, injective sur
Ty, et ma(Tz,) est convexe. On note 7, la réciproque de la restriction de 7 & Tz,

ct on définit la courbe f continue de [0,1] dans Ty, par :
(1) F@t) = 75 {(m1(20), tm2(Zo) + (1 — t)m2(Z1)] -

Pour tout t de [0,1], il existe un voisinage U(t) de f(t) homéomorphe par
7 a m(U(t)) x 72 (U(t)) et une section f; de m au-dessus de 7(U(t)) telle que :
fromo f(t) = f(¢) . '

On peut supposer w3 (U (t)) convexe ; d’aprés (1), f; coincidera alors avec 7’ 1

sur

(2) {m1(Zo)} x {ma(U (1)) N [ra(Zo), ma(Z1)}} -
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Par compacité, on peut supposer que m (U (t)) est un voisinage V con-
nexe de 71(Zp) indépendant de ¢ dans [0,1]. Soit W = Ute[o,l] 72 (U(t)). Alors
V x W est un ouvert connexe de § x C™ . De plus, si t et ¢/ sont tels que
Wty = m(U)) N m(UE)) # 0, alors W(t,t') est convexe et
W (t,t") 0 {w2(Zo), m2(Z1)] est convexe non vide donc f; et fy coincident toutes
deux avec 7y ! sur {m1(Zp)} x W(t, ') N [12(Z0), m2(Z1)] d’apres (2). On en déduit
que les sections f; se recollent en une section f de w. L’image par f de V x W est
un voisinage connexe de Zy et Z; dont les fibres {f(v,z),2 € W} sont connexes

pour tout v dans V.
b) Montrons maintenant que X/R est un espace séparé.
Soient Z et Z' € X/R, Z # Z', z = 1(Z) et o' = 71 (Z')

— Si z # 2', solent V, et V,» des ouverts disjoints de S contenant respective-
ment z et z'. Alors 7, 1(V,) et #7 (V,+) sont disjoints et, d’aprés a), ce sont des

voisinages de Z et Z'.

— Si o = a', solent Z et Z' des représentants de Z et Z' tels que
m(Z) = y € iR™ et m(2') = y' € iR™. Pour V, voisinage de z assez petit, il
existe des voisinages Vz, Vi, Vy et Vi de Z, Z', y, y' respectivement, V, et V,,
étant connexes, tels que 7 soit un homéomorphisme de Vyz sur V, x V, et de Vz
sur V; x V. Pour V, assez petit, les saturés par R de Vy et Vz sont disjoints, ce
qui montre que p(Vz) et p(Vz/) sont disjoints et, d’aprés a), ce sont des voisinages
de Z et Z'.

En effet, dans le cas contraire, il existerait une suite (z;) de S tendant vers
z et des suites (Zx) de Vz et (Z;) de Vg telles que : m(Zy) = m1(Z}) = x4, et
ZkRZy. Par connexité des fibres (m)y, )7 ({zx} x V) et (mpv,, )7 ({zx} x Vi), on
peut prendre Zp et Zj tels que : 7(Zy) = (zx,y) et 7(Zy) = (zx,y") . (Zi) tend

alors vers Z et (Z}) vers Z'.

Soit ' la composante connexe de w; }(z1) contenant Zj et Z.. D’aprés [1],
(I'g,72) est univalente et 73(T') est un ouvert convexe de C™. On définit alors jj

au voisinage de [0, 1} & valeurs dans I'y par :
m2(k(2)) = 2ma(Zk) + (1 = 2)ma(Z) = 2y + (1 = 2)y" .

Soit d la fonction distance sur X. X est de Stein et j; est holomorphe, donc

—logd o ji est sousharmonique au voisinage de [0, 1].
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De plus, —logd o ji est indépendante de Im 2 puisque T'x est un tube étalé

au-dessus de C".

Par conséquent, —logd o j; est convexe sur [0,1] donc majorée par
max(—log d(Zy)), —logd(Z})). Comme (Zi) tend vers Z et (Z}) tend vers Z',
—log doji est majorée indépendamment de k sur [0,1], il existe a tel que Vk € N,
vVt € [0,1],d o jx(t) > o > 0. Comme « est indépendant de ¢, on peut refaire la
construction du a) & partir de Z, Z} et de la courbe ji de [0,1] de Tz, et obtenir
ainsi un voisinage de Zj et Zys a fibres connexes dont la taille ne dépend que de o
et non de k. Pour k assez grand, Z et Z' seront dans ce voisinage, ce qui contredit
Z+ 7.

¢) (X/R,71) est alors une variété étalée au-dessus de S. En effet, 7 0p = 1,
donc 71 est continue et ouverte. De plus, si Zy € X et si V est un voisinage de Z
homéomorphe par = & un rectangle U; x Us de S x C™ avec U, connexe alors 73

est injective sur p(V') qui est donc une carte locale pour 7 et Z.
d) Montrons enfin que X/R est une variété de Stein.

Pour cela, il suffit de montrer que pour tout xo de S, il existe un voisinage
wo de zq tel que 77 (wo) soit de Stein ([2]). Soit zo dans S et wp un voisinage
de zy tel que 7 '(wp) soit de Stein (ce qui est possible car X est de Stein).

Soit 4 une fonction plurisousharmonique d’exhaustion sur ¥ = 77 (wg) et soit
P q 1

¥ = 7 (wo) = p(Y).

Pour Z dans Y, on pose : ©(Z) = inf{p(2) | p(Z2) = Z} . 1l est clair que ¢
est d’exhaustion dans Y. Soit Z dans ¥, V un voisinage de Z inclus dans Y et
biholomorphe par 71 4 w, lui-méme biholomorphe par k & un ouvert connexe de

C™ et tel que 7} (w) soit de Stein.

D’apres [3], pour tout Z de X/R, my est injective sur p‘l(Z). De plus, si Z et
Z' dans 7] (w) = p~ (V) sont tels que p(Z) # p(Z') alors 71 (p(Z)) # 71 (p(2")
done m(2Z) # m(2'). (p“l(V),w) est donc univalente au-dessus de w x C" donc
s’identifie & un ouvert de C™ x C™. Supposons un instant démontré que p“l(V)
est une composante connexe de 7y (w). C’est alors une variété de Stein & fibres
connexes, ce qui permet d’appliquer le principe du minimum de Kiselman ([3]).
¢ est plurisousharmonique sur V. Elle I'est donec sur Y. Comme @ est d’exhaustion
sur Y, variété étalée au-dessus de C™, V est une variété de Stein, ce qui suffit

d’apres [2] pour conclure que (X/R,71) est une variété de Stein.
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1l reste donc & montrer que p~!(V) est une composante connexe de 77! (w).

V est une composante connexe de 7; *(w). En effet, sinon, il existerait W
connexe tel que V W Car 1(w). Soit U un ouvert connexe tel que U C W,
UgV,UNV £ 0et yju est un homéomorphisme de U sur 71 (U). Alors, (7ryu)!
et (7'r1|‘-,)_1 coincident sur 73(U N V) donc sur le connexe w N #1(U) = #1(U). Or
U = (7u) " (71(U)) = (7ryv) " (71(V)) C V d’ot la contradiction.

Revenons maintenant a p‘l(V). Comme ses fibres sont connexes ainsi que
son quotient v, p_l(V) est connexe. Soit I' la composante connexe de m; )
contenant p~Y(V). Comme p(I") est un connexe de 77 1(w) contenant V, d’apres
ce qui précéde : p(I') = V. Donc : I € p~! (p(D)) = p~}V), ce qui montre que
L =p~}(V). n

3. Démonstration du résultat.

Nous développons maintenant la démonstration du théoréme énoncé dans

Pintroduction et faisant 'objet de cette premiére partie.

On note v et u les injections canoniques de 2 et w x C™ dans leurs enveloppes
d’holomorphie respectives §2 et & x C™. L’injection canonique 7 de € dans w x C"

se prolonge en une application holomorphe  de ) dans & x C™ vérifiant :

(3) fov=uot.

De plus, 7 est localement biholomorphe donc 7 I'est aussi. Ainsi, 7 est un étalement
de ) sur & x C™.

Montrons que (Q, 7) est étalé en tubes. Notons py et p; les projections de 2 sur
w et C™ respectivement, ; et ps les projections de ) sur & et C™ respectivement :
1= (p1,p2) et i = (P1,P2).

De (3), on déduit :

(4) w'opy =piov et py=pyov,en notant u =u' x Idgn

Pour tout y de R", la translation 7, par rapport a la seconde variable est
dans O(Q,Q) donc : 7y ov=vo7, avec 7, € O(Q,Q).

On montre aisément que y +— 7, est continue donc y — 7, est continue si

on munit O(Q,Q) et O(Q,) de la convergence uniforme sur tout compact. On
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en déduit que (Z,y) v 7,(Z) est continue de Q) x R" dans Q. On notera 7 cette

application.

Pour tout Z de Q et tout y de R”, 7(v(2)) = vo7(Z) = v(Z)

et P07, (v(Z)) =i0vory(Z)

—uoior,(Z)
u(p1(Z),p2(Z) +y)
(Brov(Z),p20v(Z) +y) dapres (4)

il

I

Par conséquent, 7y et Idg d’une part, i o 7y et (p1,p2 + y) d’autre part, sont
des fonctions de O(€1, 1) qui coincident sur v(€). Elles sont donc égales : 7 fait de

(£2,7) une variété étalée en tubes au-dessus de @ x C".

Utilisons maintenant la relation d’équivalence introduite dans la proposition :
Soit p I’application canonique de {} dans Q/R ; Q/R peut étre muni d’un étalement
¢ sur & tel que g op = p; et tel que (/R, q) est une variété de Stein.

Montrons que ¢ est en fait bijective sur &. Comme les fibres de Q sont

connexes, il existe une application j de w dans Q/R telle que : jop; =pow.

Ona:qojop; =pyov=u op; et par conséquent : goj = u' ; ainsi, j est

dans O(w,Q/R) et 'on peut considérer son prolongement j dans O(&, QY R).
D’une part : gojou' = qoj = u' et, par conséquent, go j = Id.

D’autre part : jogoj = jou' = j et, par conséquent, joq = IdQ/R.
q est donc une bijection de /R sur & : cela signifie qu’il existe une composante
connexe et une seule au-dessus de chaque point de & ou encore p;(£2) = & et les

fibres de {} sont connexes.

De plus, pour tout @ de &, (p7 (z),p2) est un tube de Stein étalé sur C".
D’aprés [1], p2 est injective sur la fibre p;'(z), par conséquent ’étalement 7 est
injectif de € dans @ x C™ . Q est donc un domaine de & x C™ . Mais [1] montre
aussi que P (ﬁl_l(m)) est un tube A base convexe, c’est-a-dire que les fibres de

sont convexes, ce qui termine la démonstration.
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DEUXIEME PARTIE

ENVELOPPES POLYNOMIALES DE COMPACTS
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Soit V un compact de C¥ ; on appelle enveloppe polynomiale de V :
V ={Z € CY | ¥P polynéme holomorphe de CV, |P(Z)| < max |P]}.

On se propose dans cet article de décrire les enveloppes polynomiales de compacts

invariants par des actions de groupes.

1. Introduction.

Dans un article paru en 1986, Gaveau et Debiard [3] se sont intéressés, entre
autres choses, & 'action de K = U(2), groupe unitaire, sur S, espace des matrices

symétriques complexes 2 x 2 par conjugaison :
pour k € U(2), g € So, k-g= kg% .
Ils ont donné des résultats partiels sur l’enveloppe polynomiale @ des U(2)-
orbites O.
En 1988, Anderson [1] démontre le résultat suivant :

Soit V un compact de S; SU(2)-invariant (SU(2) agissant sur Sy par
conjugaison), soit X = detV, X et V les enveloppes polynomiales respectives

de X et V. Alors det V =X et :
V={g€S|detg=CeX et tr(gg) <)}
ol tr(gg) désigne la trace de la matrice hermitienne positive gg et

t(¢) = sup{tr(gg) | g € V, detg =} .

Dans le cas o X est une courbe fermée simple de C ne contenant pas 0, il
donne une expression de #({) dépendant de la fonction harmonique solution de
Perron du probléme de Dirichlet dans la composante connexe bornée de C\ X.
Pour V U(2)-orbite d’un élément Z de S5, on obtient :

V ={g €S| ldetg| <|A]tr(gq) < M?+|detg|*/M?}

_ 127172
ot A=det Z, B =tx(2Z), M = [Ei(B——;léJL .

Ce résultat a le mérite d’eétre explicite mais, sous cette forme, il apparait

malaisé & généraliser & des dimensions supérieures & 2.
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Donnons-en une interprétation : notons z;(g) > z2(g) > 0 les racines carrées
des valeurs propres de la matrice hermitienne positive gg pour ¢ dans S,. Alors
|Al = 21(2)z2(Z), B = 21(2)? + 22(Z)?, M = z,(Z) et I'on peut énoncer le

résultat d’Anderson sous la forme suivante :

Théoréme. Soit V la U(2)-orbite de Z. Alors

V={g€S|ai(g) z2(9) < 21(2) - 22(Z),21(g) < 2:(2)} .

On peut imaginer le méme type de résultat en dimension supérieure ; ce sera,
démontré dans le paragraphe 4. Il s’agit en fait d’un cas particulier d’un résultat

donné au paragraphe 3 pour des compacts plus généraux que des orbites.

2. Enveloppe polynomiale de compacts de C”.

Ce paragraphe, intéressant par lui-méme, est avant tout une étude préalable,
utilisée au paragraphe 3 pour déterminer ’enveloppe polynomiale de compacts

matriciels.

On note S? le groupe des complexes de module 1. Soit V un compact de C"

invariant par laction naturelle de K’ = (S1)™ sur C",

On dira qu'un ensemble E de C" est complet si :

Y(z1y...,20) € E,V(21,...,2,) € C™,
(Vi € (1, mb 2 < i) = (2o 2h) € B)

On dira qu'un ensemble E de C™ est logarithmiquement conveze si :
Y(z1,...,20) € E,¥(21,...,2,) € E,¥A €[0,1],

T TN EN G EA L TP o

Théoréme 1. V est le plus petit fermé complet logarithmiquement conveze

de C™ contenant V.

@ a) Pour P polynéme holomorphe sur C*, on définit Pgs sur C™ par :
y

Pr(2) = max |P(k- Z)| .
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Py est K'-invariante par construction et on a :
V = {Z € C" | VP polynéme holomorphe, Px:(Z) < max Pri} .

Par conséquent, V est K'-invariant.

L’application (k, Z) — |P(k-Z)| est continue sur K' x C™ et K' est compact
donc Py est continue sur C™. D’autre part, pour tout k¥ de K', 'application
Z v |P(k - Z)] est plurisousharmonique (psh en abrégé) comme module d’une

fonction holomorphe. On en déduit que P+ est psh sur C”.
P étant K'-invariante, elle ne dépend que de (Jz1],...,|zal)-

D’aprés [10], Py est une fonction croissante sur Ry du module de chaque

variable, ce qui montre que V est complet.
De plus, soient (z1,...,22) € V, (2},...,;2) € V, A € ]0,1[. On a :
|zs |} 241~ = 0 sauf si |z;| # 0 et |2} # 0. Notons I :

{ie{l,...,n} |2z #0}.
Définissons les n-uplets (z1,...,Zxs), (z},...,2}) de R% par:

z; = |z, ot = || sitel,
z; =0, 2t =0 sinomn.

Puisque V est complet et K'-invariant, les deux n-uplets sont dans Vetona:

Y 1-X - -
(23277, aha’ ) = (a Pl Az Y

Or, d’apres [10], toute fonction Py est convexe par rapport & (Iny;)ier, ¢’est-a-dire
Pro(zdz'y 7., xf‘lm'i—x) < Pri(zq,. .., 20) Pror(ah, .o )t
< m‘;@x Pyt
V est donc logarithmiquement convexe au sens défini. Il est de plus évident que 1%
est fermé et contient V.

b) Soit V' lintersection des fermés complets logarithmiquement convexes de
C™ contenant V. Alors V' est encore un fermé complet logarithmiquement convexe

contenant V et V' est K'-invariant. Notons

. 1
Er = {(zh-..,zn) eCn 3((177(”) € VI’VZ € {1’771} |Zl| < Kl| T E} '
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Ona: V' =\en+ Ek-

E} est un domaine de Reinhardt complet.

Soit LogEx = {(z1,...,2,) € R™ | (e®™,...,e"™) € Ei}, L:g\fk son

enveloppe convexe et

Er={(z1,...,20) € C" | I(z1,...,20) € Log Ex, Vi € {1,...,n}, |z < e%}.

E; est lenveloppe d’holomorphie de Ej. C’est donc un domaine de Reinhardt

logarithmiquement convexe ; par conséquent, c’est un domaine de Runge, ce qui

montre que Ej contient ’enveloppe polynomiale de chacun des compacts inclus

dans Ey [5].

1l reste alors & montrer V' = Ngene Eg pour conclure V' = V.

Soit (z1,...,%n) € NkeN= E,. D’aprés [9], il existe pour chaque k de N* :

L k k n
(=5 N1gi<n), ¢jenpn € @os B, (Y, X0 € 10,17

tels que :
n+1 )
(k) _
2N =1
Jj=1
n+1 *
) OGS
et Vze{l,...,n},]ziign(e%‘) T
j=1
. (%) ®) k k .
La  suite ((e”w N<i<ny - s (erm+1>1§i§n’ Ag ), RN )\SH)_I) du  borné
EFtt % [0,1]"*! admet une sous-suite convergeant vers
+1
((vi)r<i<ny -+ > Wind1)1<i<n As- -5 Ang1) € VT x [0, 1]7F
tel que :
n-+41 n+1
Z/\j =1 et Vie{l,...,n}, [z < H(yij))‘f
=1 j=1
comme V' est complet et logarithmiquement convexe, on a: (z1,...,2,) € V',
[+ ]

3. Enveloppes polynomiales de compacts de 5,.

Pour n € IN*, soit S, Pespace des matrices carrées nxn complexes symétriques

. oy A gnlntl)
identifié a C~ 2z

Sp=1{g € Mn(C)|Yg=g}.
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Soit K = U(n). K agit sur S, par conjugaison :
k-g=rkg%.

Soit D le sous-espace de S, formé des matrices diagonales complexes identifié &
C™ et soit L = (S1)" x &, ol &,, est l’ensemble des permutations de n éléments.
L agit sur D. Les ensembles L-invariants de D correspondent aux ensembles K-
invariants de S, de la maniére suivante : si E est K-invariant, il est immédiat
que E N D est L-invariant et que K - (E N D) C E. De plus, d’aprés (6], toute
matrice g de S, s'écrit ka% avec k € K et a matrice diagonale réelle positive.
Donc E= K - (END).

Les fonctions continues L-invariantes dans D correspondent par restriction
aux fonctions continues K-invariantes dans S,. En effet, il est évident que la
restriction & D d’une fonction continue K-invariante dans S, est continue et L-
invariante dans D ; et réciproquement, pour f continue L-invariante sur D, on

pose :
Vg € Sa, f(g) = F (A(z1(9), -, zn(9)))

ol z1(g) > -+ = z,(g) > 0 sont les racines carrées des valeurs propres de gg. f est

alors K-invariante et comme f est L-invariante, la restriction de f a D est bien f.

D’apres (7], 'application qui & une matrice hermitienne associe ses valeurs

propres classées est continue donc f est continue.

Soit V un compact K-invariant de S,. Pour P polynéme holomorphe sur S,,,

on définit Pk sur S, par:
P = P(kg't)| .
w(9) = max |P(kg'k)]
Py est K-invariante par construction et on a :
V = {g € S, | YP polynéme holomorphe, Px(g) < max Py}

Par conséquent, V est K-invariant et d’aprés la premiére remarque : V= I(-(VﬂD)

avec V N D L-invariant. Enoncons alors :

Théoréme 2. VND =V ND od VND est Penveloppe polynomiale dans
D identifié a C™.

En utilisant le paragraphe précédent, 'égalité précédente donne une descrip-

tion précise de V.
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m  Le théoréme 2 découle du théoréme suivant, démontré a la fin de ce para-

graphe :

Théoreme 3. Soit R l'application qui 4 toute fonction psh continue K-
invariante sur S, associe sa resiriction & D. Alors R est une bijection de son
ensemble de définition sur l’ensemble des fonctions psh continues dans D L-

invariantes.

On utilise aussi le résultat suivant [5] ; s1 X est un compact de C? et ¢ est
psh sur CP alors supy ¢ = sup ; ©.
—VnD cVnD:
Soit z € V N D. Alors pour toute fonction ¢ psh sur D, on a : ¢(z) < supyap ¥-

C’est, en particulier, vral pour la restriction & D d’une fonction Pk définie

plus haut. Or, par K-invariance de Pk : supy~p Px = supy Pk . Donc z € V.
—VnDcVnD:

V est K-invariant donc V N D est L-invariant. Pour Q polynéme holomorphe

sur D, on définit @y, sur D par :

Qu(z) = max (- )

Q1 est L-invariante, psh continue sur D et :

e —

VN D={zeD]|VYQ polynéme holomorphe, Qr(z) < max Qr}.
n

D’aprés le théoréme 3, @ se prolonge en une fonction @, K-invariante sur

S,., psh et continue.

Soit y € V N D. Pour toute fonction ¢ psh et K-invariante sur Sy, on a :
p(y) <supp = sup .
v vnD

D’on QL(y) < supyap Q1, cest-a-dire Qr(y) € maxynp Qr. Par conséquent,
y € m a

Démonstration du théoréme 3 : D’aprés la remarque précédant le
théoréme 2, il suffit de vérifier que si f est une fonction psh continue L-invariante

dans D, la fonction f continue K-invariante correspondante est psh dans Sy,.
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D’aprés [8], toute fonction continue dans S, psh sauf peut-étre aux zéros
d’une fonction holomorphe sur S, est psh dans S,,. Le probleme se raméne donc

a {g € S | det ¢ # 0}. Cet ensemble correspond a (C*)™ par intersection avec D.

f est psh sur D identifié & C™ et ne dépend que des modules donc d’apres
[9], ¢(t1,...,tn) défini par f(A(e!,...,e'")) est convexe sur R™ et croissant en
chaque variable sur R. On peut alors écrire : ¢ = sup t); ol les ¢; sont des fonctions

affines & coeflicients positifs ou nuls.

Si on note %i(tl,...,tn) = maxges, Yi(to(1):- - sto(n)), Duisque @ est L-

invariante, on a : ¢ = sup 1151-.
Pourt; >t;> .- >t,,ona:
¢,‘(t1,...,tn) = Otltl ++antn +b

avec @y > ag 2> - > an 2> 0, b € R. Pour g € 5, tel que detg # 0, c’est-a-dire
z1(g) > -+ > za(g) > 0, posons :

$i(g) = i(lnz1(g), ..., Inza(g)) -

Alors %i(9) = (a1 — a3) Inz1(g) + (@2 — a3) In(w1(9)e2(g))
+--tagln(z(g) x - xxa(g))+b.

Le lemme suivant montre que In(z;(g) X ... x zi(g)) est une fonction psh sur
son ensemble de définition ; par conséquent, f = supt; continue est aussi psh sur

{g € Sn | det g # 0}, ce qui termine la démonstration du théoréme 3. ]

Lemme 1. Soit : € {1,...,n} et P; le polynéme holomorphe sur S, défini

par :

V9 = (g31) 15i5n € Sn, Pilg) = det((g0)1515;) -

Alors, la fonction (P;)x définie sur S, par :

(Pi)x(g) = max |Pi(kg'%)|

k€
vérifie : (P)gr(g) = z1(g) x - x zi(g).

m  Puisque (P;)x est K-invariant, il suffit de montrer que sizy > --- >

(PZ)K(A(IEl,,wn)) =21 X ... XZ;.
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Soit i dans {1,...,n} et A(z1,...,z,) matrice diagonale réelle positive. On a:

Pi(A(z1,...,Zp)) =21 X -+ X Tj .

Par conséquent, il reste & montrer que :

VE € K, |Pi(kA(zy, ..., z0)%)| S 2y X - X a4 .

Pour cela, on travaille sur I'espace A*(C™) des i-vecteurs de C™. On vérifie
facilement que ’on définit une forme bilinéaire [, ] et une forme sesquilinéaire ( , )
sur /\i(C") en posant :

Ve, = (Tpi)i<i<cn € C" pourpdela:,
Yyg = (yg,1)1<i<n € C* pourgdelas,
[A:;:lmlh /\;=1yq] = det(([xp, yq])iggg:)

et (/\Z;=1wp,/\2=1yq) = det(((zp, yq));gzg:)

ol [2p,Yg] = Yooy TpaYai e (Tp,Yg) = D1y Tp,i¥qa (résultat indépendant du
choix des représentants des ¢-vecteurs).

Pour ¢ dans M,(C), on vérifie que Pon définit une application linéaire de
/\i(C") dans lui-méme en posant :

Y(zq,...,z;) € (C™), g(Aizlxp) = A;=lg(zp) .

On a alors : _
vo,0' € A(C™), [9(v),v'] = v, ‘9(v)]

et, en notant {e1,...,e,) la base canonique de C™,

lgles A=+~ Aeg),er Ao Aeil = Pi(g) .

Soit k € U(n)

Pi(kA(z1, .. yz0)k) = [kA(Z1, .., z0)k(er Ao Aei),er A Aeg)
= (A1, .. zn)k(er Ao Ae), ey A Aey))
= [A(z1,. .., 20)(v), ]
= Z Ty X e X T (Vg i)

P1<p2<-<p;
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en notant v = %(ey A+ Aey) = 2p1<p2<.,,<m Vpe,pillp Ao Aep).

Par conséquent :

|P(kA(zy, . za)B) Szp x oo xz Y op el
Pr<pe<-<pi
or Z valv'“)}’l'|2 = (v’ U)
P1<p2 < <pi
= det (((tkep, tkeq)) 1<p<i )
1<g<d

= det(((ep, eq)):gpé.j) puisque % € U(n)
Sg95t
=1

d'olt : [Pi(kA(z1,...,70)%)| € 21 X -+ X &4, ce qui termine la démonstration du

lemme 1. ]

4. Application aux orbites.

Soit O une K-orbite. O N D étant L-invariant, on peut choisir

a=Aa1,...,6m,0,...,00 € ONDaveca; > 2> anp >0.

Théoréme 4.
OND={A(z,...,z,) €D | Vi€ {1,...,n},
gléaé}iﬂzg(l) X e X Za(i)l) <ap X...X a,»}

ou encore

O={geS,|Vie{l,...,n}, z1(g) x -+~ x z;(g) < ay x - X a;} .

C’est la généralisation & la dimension n annoncée au paragraphe 1.

B L’équivalence des deux écritures est évidente.

D’aprés les théorémes 1 et 2, @ N D est complet, stable par permutations et

contient a donc il contient les permutés de :

{A(z1,...,2zn) €D | Vi€ {1,...,n}, |zi| L ai}.

Par conséquent, @ N D contient :

{A(z1,- 5 2m,0,...,0) € D |30 € B, Vi € {1,...,m}, |zo0)) < ai} .
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De plus, ON D est logarithmiquement convexe au sens défini au paragraphe 2.

Par conséquent : Log(@ N D) défini par
{(y1,...,ym) € R™ | Ale®,...,e¥™0,...,0) € ON D}
contient ’enveloppe convexe de :

A={{y1,. .. ¥m) ER™ | To € By, Vi€ {1,...,m}, Yoy <lna;}.

Lemme 2. L’enveloppe conveze de A est :
B={(y,...,ym) €R™ | Vi€ {1,...,m}, max Woy++++Yoiy) < br4---+bi}
en notent b; = Ina;.

O N D contient donc :
{A(zl,...,zm,O,...,O)E D IVi e {1,...,m},

gre%icnﬂz,(l) X e X z,,(,-)|) <ap X--- X ai} .

Finalement, ©® N D contient :
{A(zl,...,zn,) eD | Vi e {1,...,n},

;rézg’c‘ﬂza(l) X Xzgpl) <ag x - xai} .
Ce dernier ensemble étant fermé, complet, logarithmiquement convexe con-

tenant O N D, il est égal & onD d’apres les théoremes 1 et 2. [

Démonstration du lemme 2 : Il est immédiat que le convexe B contient
P’enveloppe convexe de A. Pour montrer la réciproque, on utilise un résultat donné
dans Bourbaki ([2]) : B est un convexe fermé ne contenant aucune droite (car
inclus dans {(J—o0,b1])™) donc B est l'enveloppe convexe de la réunion de ses
points extrémaux et de ses rayons extrémaux. On montre aisément que pour tout

o de &, (bg(l), ce ba(m)) est un point extrémal de B et que la demi-droite :
Yo-1(m) < bm et Vic {1, R 1}, Yo-1(5) = b,‘

d’origine ce point est un rayon extrémal de B. Ce sont des points et des demi-
droites de A donc il reste & montrer que ce sont les seuls points et rayons extrémaux

de B pour conclure que B est 'enveloppe convexe de A.
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Soit (y1,..-,yYm) un point extrémal de B. Il suffit d’étudier le cas ou
Y12 2 Yme

—Sim=1,onay; = b.

— Sim = 2, on remarque aisément que y; = b; et yy = by.

— Sim > 3, supposons y; > b;.
1°T cas : Yo > ys.

Soit e > 0, tel que y1+¢ < by et y3 < yp—e alors (y1+€,¥2 —€,Y3, .-, Ym ) €t

(y1 —&,92 +&,¥3,.-.,Ym) sont dans B, ce qui contredit (y1,y2,-.-,Ym) extrémal.
28Me cas 1 oy, = ys.
Soit iy = max{i € {2,...,m} |y; = ya2}. On a 45 > 3.

Sije{2,... 001},

y1+...+yj:b1+...+bj=>y2+...+yj>b2+...+bj
=0 =Dy >0 -1y
= Yjt1 =Y > bjp
=y +-+yjig1 > b+ -+ bj1; impossible
doneVj € {2,...,50— 1}, y1+ - +yj <by+---+b;.

Soit alors ¢ > 0, tel que :
Vie{l,...,io— 1}, yi+ -y +e<b+---bjetsitg <m, yi41 Sy —¢;

alors (y1 + €,Y2 — €,¥3,.--»Um) € (y1 — €, Y2 + €,¥3,...,Ym) sont dans B ce qui

contredit {(y1,y2,. .-, Ym) extrémal.

Ainsi, on a nécessairement y; = b;. En suivant le méme raisonnement, on

montre ¥y, = by et ainsi de suite.

Soit A un rayon extrémal de B. Son origine est nécessairement un point
extrémal et il suffit d’étudier le cas ou cette origine est b = (by,ba,...,bpn). A a
une équation paramétrique du type : y = b+ Av, A > 0 avec v = (v1,...,0m)

vecteur directeur.

Soit ¢ € {1,...,m}. Si v; > 0, )\lirf Av; = +oo, ce qui contredit y; < by.
—T 0

Donc v; € 0. Sim =1, c’est terminé.
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Sinon, supposons v; < 0. Soit ¢ = l’;—‘l, v\ = (v1 + &,02,...,0p) et
v = (v1 — €,v2,...,vy) alors b+ v € B et b+ v" € B, ce qui contredit A
rayon extrémal. Donc vy = { et c’est terminé si m = 2. Sinon, on raisonne de la
méme fagon sur v, et ainsi de suite. On obtient ainsi v = (0,0,...,0,v,,) avec

vUm < 0, ce qui termine la démonstration du lemme 2. |

5. Enveloppes polynomiales de compacts de S,NSL(n,C).

Soit S, = S, NSL(n,C). SU(n) agit sur S}, : pour k dans SU(n), ¢ dans S},
k-g = kg'k. Comme on est dans S,, tout g de S}, s’écrit :

g = kA(z1(g),- - z2(g))%k avec k dans U(n).

Mais alors, on a : z1(g) X <+ X z,(g) = 1 et det?k = 1. Quitte & multiplier la

derniére colonne de k par —1, on obtient la décomposition :
g =kA(z1(g),...,2.(g))%k avec k dans SU(n).

Si on pose k = kA(\/xl(g),...,\/xn(g)), ona:
ke SL(n,C) et g =k'k.

Par conséquent, 5}, est lorbite de l'identité par I'action de SL(n,C) sur S, :
k- g =kgk. Comme S!, est fermé dans Sy, c’est une sous-variété de Stein de S,

et S, est de dimension &”Ztﬂ -1

Soit D' Pespace des matrices n X n diagonales complexes de déterminant 1 et
L'=6, x(SH)" L
L' agit sur D' : pour ¢ dans &,,(f1,...,0,—1) dans R A(z,...,2,)

dans D',

o-Alz1,...,20) = A(z,(l),...,za(n))

(e, ef=1) Az, ...,2,) = A(zlew‘, ey Zp_p€iint zne_i(91+"'+9"‘1))

De méme que dans Sy, les ensembles SU(n)-invariants de S}, et L'-invariants

de D' se correspondent et on a :
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Théoréme 5. Soit R' application qui d toute fonction psh continue SU(n)-
invariante sur S), associe sa restriction ¢ D'. Alors R' est une bijection de son
ensemble de définition sur l’ensemble des fonctions psh continues dans D' L'-

mvariantes.

N

Les fonctions sur S}, et D' sont localement des fonctions a n—(%+—1) —leta
n — 1 variables respectivement. La démonstration est alors analogue a celle du

théoréeme 3.

Soit V un compact SU(n)-invariant de S!. L’enveloppe V désigne in-

différemment :

{g € S, | VP polynéme holomorphe sur S,, |P(g)] < max |P|}
on (6 € S, 1¥f snalytique sur Sh, [£(0)| < max| ]
ou {g € S, | Vf psh continue sur S,, f(g) < max 1.

L’enveloppe polynomiale est contenue dans S}, puisque cette variété a une
équation polynomiale. La démonstration de I’égalité des deux premiers ensembles
utilise une conséquence du théoréme B de Cartan : si f est analytique sur le
sous-espace analytique fermé S}, de S,, f se prolonge en une fonction analytique
sur S, [4], elleméme limite uniforme de polyndmes sur tout compact. En ce qui
concerne inclusion non triviale de la seconde égalité, puisque S}, est une variété de
Stein, on peut prendre un voisinage relativement compact, pseudoconvexe Uy de
Penveloppe analytique. On écrit alors 'enveloppe psh continue comme intersection
d’ensembles {g € Uy | f(g) < m‘z}xf} ol f est psh continue sur S;,. Or, d’aprés

[4], de tels ensembles sont holomorphiquement convexes.

On a de méme 1'égalité entre les enveloppes polynomiales (dans C"), psh

continue et analytique (dans D') de tout compact de D'.
Une démonstration calquée sur celle du théoréme 2 permet alors d’obtenir :
Théoréme 6. VAD' =VnD.

On étudie ensuite VN D'. On dira qu’'un sous-ensemble E de D' est D’-
complet si :
VA(z1,...,25) € E,YA(2y,...,2,) € D'
(Vie{l,...,n=1}1z < |z)) = (A2, ..., 2,) € E).
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Par une démonstration analogue a celle du théoréme 1 mais en travaillant sur

(n — 1) variables, on obtient :

Théoréme 7. VN D' est le plus petit fermé D'- complet logarithmiquement

conveze de C" contenant VN D',

On applique ce résultat & la SU(n)-orbite O de A(ay,...,a,) avec

ag X...Xap,=letay2a,>2...2a,>0:

Théoréme 8.

OnD' ={A(z,...,z0) € D' |Vie {1,...,n},

max (|zo(1) X -+ X Zoi)|) < ag X ... X a;}
€6,

ou encore

O={ges |Vie{l,...,n}, z:(g) x -+ x 2i(9) < a; x -+~ X a;} .

Si on note Ok la U(n)-orbite de A(ay,...,a,), on a ainsi en utilisant les
théorémes 4 et 8 :
O=0kNnS =0k nNSLn,C)
et @K =81.0.
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Résumé

Ce travail se compose de deux parties indépendantes.

Dans la premitre, on étudie Penveloppe d’holomorphie d'un domaine Q de
C™ x C", tubulaire pour la seconde coordonnée, a fibres connexes, de premiere
projection w. On montre que c’est un domaine Q) de & x C™, tubulaire pour
la seconde coordonnée, & fibres convexes, de premiére projection 'enveloppe

d’holomorphie @ de w.

Dans la seconde partie, on fait agir le groupe unitaire U(n) par conjugaison sur
lespace S, des matrices symétriques complexes n x n. On donne une description
des fonctions plurisousharmoniques U(n)-invariantes de S, et de I’enveloppe poly-
nomiale des compacts U(n)-invariants de S,, en utilisant les matrices diagonales.

On obtient des résultats analogues dans le cas oit SU(n) agit sur S, N SL(n, C).

Mots clés : Enveloppe d’holomorphie, variété étalée, domaine tube,
variété de Stein, enveloppe polynomiale, fonction psh,

groupe de matrices.





