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NOTATIONS PRINCIPALES 

rayon de la Terre 

paramètre bêta 

nombre de Boussinesq 

paramètre de variation de la strat@cation 

épaisseur & la couche d'Ekman 

paramètre de fond 

opérateur Laplacien 

opérateur nabla 

nombre d'Ekmn 

nombre d ' E h  vertical 

paramètre de similitude 

paramètre de même grMdeur que Êl 

longitude 

perturbation & pression en finction de 5 
vecteur accéIération de la pesanteur 

profondeur de la themwcline 

échelle caractéridque de longueur vem'cale 

paramètre de normalisaiion 

nombre d'onde zonai 

nombre d'onde horizontale 

échelle caract- vem'cale de denriré 

paramètre de Coriolis 

pmamètre de Coriolis local 

échelle caract&istique & longueur horizontale 

paramètre de sepmatron 



nombre d'onde méridional 

valeurs propres 

limite supkrieure 

coeficient de viscosité & m ' q u e  

valeur propres 

frkquence de Brunt-va fiala 

fréquence de Brunt-VaMla maximale 

variable en fonction de 5 
coefficient de viscosité cinématique 

paramètre de sinumrZitude 

vecteur rotation de la Terre 

perturbation de pression ockanique 

pression amzosphérique 

3.14159 

composante radiale des coordonnées sphériques 

nombre de Reynolds 

nombre de Rossby 

&mité volumique océanique 

demité volumique atmosphérique 

densité volumique de réference 

nombre de StrouhaI 

frequence de Rossby 

Iatihd? 

pini de latitude central 

vecteur vitesse horizontale 

variable d'espace vem'cale 

variable d'espace 

vitesse verticale 



L'objet de la présente étude est de décrire un modèle d'évolution des courants océaniques 

mettant en évidence le couplage dynamique océan- atmosphère et visant établir un modèle 

quasi-géostrophique en ondes longues pour la circulation des océans. 

Ce modèle est essentiellement forcé par la tension exercée par le vent sur la couche de 

surface de l'Océan. Les approximations quasi-géostrophiques utilisent des échelles verticales 

comparables à la profondeur du bassin et une étendue horizontale ne dépassant pas 1000 lans. 

Il est connu, (KAMENKOVICH, 1977) que la contribution de la variabilité de l'océan 

provient du processus (à méso-échelle et macro-échelle) des fréquences caractéristiques de 

l'ordre de 1 oscillation par jour et des nombres d'ondes de 10-3 -10-2 km-1. Cependant, il 

n' existe dans cette gamme que les ondes longues baroclines et barotropes de Rossby et la 

portion d'énergie due aux ondes acoustiques gyroscopiques et gravitationnelles y est 

insignifiante. En effet, les ondei: de surfaces possèdent une grande variété de longueurs 

d'ondes et de fréquences. Quand elles agissent sirnultantment sur les courants océaniques, 

ceux-ci produisent des oscillations de type complexe. Ainsi il est naturel de considérer 

l'approximation de Boussinesq et i'approximation quasi-statique afin de filtrer les ondes 

courtes et ne conserver que le9 ondes longues (mm, 1990, pp 36-56). 

Dans de tels modèles, on rencontre souvent deux classes d'ondes longues : la première 

classe est constituée d'ondes longues de gravité dont la fréquence o est supérieure à fo +b y, 

où la rotation fo de la Terre est un parambtre. Ces ondes sont d'une importance fondamentale 

dans la thdorie de la propagation des marées. La seconde classe est constituée d'ondes 

planttaires ou ondes de Rossby dont la frdquence o est infdrieure à fo +Boy. Ces ondes 

n'existent que si fOcéan est en rotation. 

En ce qui nous concerne nous nous intéressons cette demibre classe et nous 



nous limitons aux mouvements de grandes échelles dynamiques à moyennes latitude (+ G 450) 

pour un Océan théorique où la rotation de la Terre est prédominante. Les écoulements ont lieu 

dans une fine couche entourant la sphère terrestre. Le paramètre caractérisant ces écoulements, 

c'est à dire le nombre de Rossby est supposé petit devant l'unité. 

A partir de ce modèle, GODTS (1988) a obtenu un problème d'évolution pour la pression 

océanique , qui prend en compte les échanges océan-atmosphère. Ce modèle ne s'intéresse qu'à 

la structure verticale de la perturbation de pression. Les autres grandeurs se déduisent de celle-ci 

sans difficulté majeure. 

Le problème mathématique obtenu, part de l'hypothèse que l'Océan est stratifié et que la 

stratification dépend du profil donné de la densité volumique, et que la variation de la densité 

qui résulte de l'échauffement différentiel de l'Océan est responsable des circulations des 

systèmes. En outre, la stabilité dépend de la stratification dans laquelle le fluide le plus lourd au 

dessous du fluide le plus léger, provoque des mouvements verticaux affectant la nature 

dynamique de l'écoulement. 

La structure verticale permet de supposer que chaque particule fluide se déplace 

adiabatiquement du niveau z au niveau z+c, qu'à chaque instant t, on a un état d'équilibre 

 PO 
thermodynamique stable et que la variation de densité (c.à.d :d, ) est négative. Le 

déplacement de la particule fluide à partir de cet état d'équilibre, en l'absence de l'effet de la 

compressibilité, induit de petites oscillations de fréquence N ( fréquence de Brunt-Vaïsala ), 

dom& par la relation : 

Dans le cas des ondes linéarisées, les équations sont linCaires à coefficients dépendant 

de z . Il resulte de cela que l'6tude des ondes dans un oc6an B profondeur constante, peut 

effectuer en séparant les variables pour obtenir d'une part un système d'équation différentielle 



pour la structure verticale, et d'autre part un autre système pour la structure horizontale, de sorte 

que : v(x,y,z,t) = Vdz). hn(x,y,t) . 
Cette méthode d'analyse pour étudier les problèmes de fluides en rotation B profondeur 

constante, a été introduite par TAYLOR (1936) dans le cas d'une stratification continue, et par 

CHARNFlY (1955), VERONIS et STOMMEL (1956) dans le cas d'un fluide à deux couches 

(stratification discontinue). 

Plusieurs études ont été entreprises à ce sujet dans les dernières décennies. Citons 

notamment la formulation de GARRET et MUNK (1972, 1975) qui consiste à supposer que 

l'Océan est illimité au fond et à la surface, et que la fréquence N(z), comparée aux fluctuations 

d'ondes, varie peu en fonction de la profondeur. LEBLOND et MYSAK (1978) donnent une 

interprétation peu différente de celle de GARRa et MUNK, et décrivent une structure océanique 

verticale à deux couches contenant une pycnocline. La pycnocline est un niveau de profondeur 

séparant deux couches de liquide dans lesquelles la densité varie peu, le voisinage de la 

pycnocline étant au contraire, une zone de fort gradient de dendité. La fréquence ~ ( z )  est une 

fonction qui varie peu dans la couche de mélange et demeure constante au dehors de la 

pycnocline. Ce modèle fut repris par plusieurs auteurs: citons PEDLOSKY (1979) qui le 

généralise en donnant un modèle muiti-couches à densités uniformes mais distinctes. Dans leurs 

travaux, BADULIN, SHRIRA et TSIMRING (1985) Ctendent la propagation d'ondes internes au cas 

d'une stratification continue, et montrent que l'existence d'un fort gradient horizontal de 

densité modifie la structure dynamique et cinkmatique des ondes internes. Ces mouvements 

d'ondes se concentrent à certaines profondeurs, appelées zones de piégeage d'ondes et sont 

déterminées en fonction de la pycnocline. Ils concluent que ces zones deviennent des régions 

d'interaction intense entre les ondes internes et les mouvements à grandes échelles. 

D'autres études théoriques et expérimentales plus dcentes contirment ces dsultats. Citons 

notamment les résultats de SIMPSON et LINDEN (1986, 1989) qui demontent qu'un fluide 

sous l'effet de la pesanteur et qui contient un #lent de demit6 horizontal et vertical est 

Iinéairement stable si le gradient de densitt? horizontal est constant, tandis qu'il y a formation 

d'un front d'énergie(" Frontog6nèseW) intense associ6 B la non - uniformit6 de celui-ci. 



Dans cette étude, nous nous limitons à un océan théorique à latitudes moyennes. 

Nous considérons le cas d'un paramètre de variation de la stratification petit et nous supposons 

que la profondeur de la thermocline est fixée. Nous assimilons l'océan à un milieu fluide 

incompressible pesant, à masse volumique non constante, et visqueux. L'océan est limité 

verticalement par un fond plat et une surface libre qui le sépare de l'atmosphère. En outre le 

processus dissipatif (frottement, échauffement, conduction, diffusion) est négligeable. 

A 
Au cours de ce travail, il a été discuté une hypothèse sur le paramètre El, en particulier 

son ordre de grandeur par rapport à l'unité. Toutefois la viscosité cinématique change suivant 

la latitude. En conséquence le nombre ~'EKMAN mesurant le rapport des effets de la viscosité et 

de la rotation de la Terre, varie. IL s'ensuit que la profondeur de la couche d'EKMAN et le 
A 

nombre E l  varient aussi. 

Dans la première partie, composée du seul chapitre 1, on rappelle le modèle mathématique 

en ondes longues de la circulation océanique obtenu par GODTS (1985,1988) à partir des 

équations générales de Navier - Stokes. On précise les principales hypothèses et 

approximations nécessaires pour élaborer le cadre asymptotique dans lequel nous nous plaçons, 

afin de formuler le problème d'évolution de la pression océanique à l'ordre 1 par rapport au 

nombre de Rossby Ro. 

La seconde partie de ce travail prolonge celui de GoDTs 1988.Elle est consacrée à l'étude 

du problème d'évolution de la pression Pl, en particulier à l'examen de la structure verticale de 

la variation de pression. que l'on a réduit à un problème aux limites de STuRM-LIO- Tout 
A 

le long de cette partie nous considérons l'hypothèse EL<<l. Bien que cette hypothèse mène à 

des simplifications mathématiques, elle correspond à des situations physiques des Océans 

qu'on expliquera dans les chapitres qui suivent. Cette partie est divisée en trois chapitres. 



Au chapitre II on donne une description qualitative de l'évolution de cette structure 

verticale dans le cas d'un gradient horizontal de densité constant, et cela en supposant un profil 

de densité en exponentiel. On établit ainsi que les modes propres associés sont stables au cours 

du temps. 

Au chapitre III on étudie analytiquement et numériquement le cas d'un gradient horizontal 

variable, en se donnant un profil de densité en tangente hyperbolique. Nous étudions dans ce 

chapitre le problème d'existence et d'unicité de la solution en fonction du paramètre de variation 

de la stratification. 

Le passage du cas continu d'un fluide stratifié, au cas limite de discontinuité de deux 

fluides superposés partiellement est envisagé. Ce passage se manifeste par une concentration 

d'énergie au niveau de la pycnocline qui sépare les deux zones. Néanmoins, cette concentration 

d'énergie favorise une croissance excessive de l'amplitude de la solution, qui déstabilise le 

courant océanique. On justifie en outre numériquement l'hypothèse classique d'instabilite des 

écoulements d'un Océan en rotation sous l'effet d'un gradient horizontal de densité fort. 

Au chapitre IV on présente un modèle mathématique dans le cas d'un gradient horizontal 

de densité fort, basée sur la recherche des solutions de part et de l'autre côté de la pycnocline 

en tenant compte des conditions aux limites au fond et à la surface. Ensuite, en recherche une 

solution au voisinage de la pycnocline, qu'on raccordera aux solutions précédentes, afin de 

déterminer la solution générale. 

A 
Dans la dernière partie de ce travail sera considéré l'hypothèse EL 2 1. Au contraire du 

cas précédent il s'est avéré que le système d'équations de départ contient des termes complexes. 

Ceci rend l'application de la méthode de STURM-LIOUVILLE plus difficile à résoudre par la 

méthode utilisée dans les chapitres II et III. Pour cela on se propose d'utiliser l'approximation 

de W.B.KJ mettant en évidence l'existence de points tournants, et la transformation de LANGW. 

Cette derni8re approximation nous permet d'étudier le voisinage de ces points et nous donne 

une approximation uniformément valable de la solution. 





M O D E L I S A T I O N  A S Y M P T O T I O U E  

D E S  E C O U L E M E N T S  G E O S T R O P H I O U E S  





1.1. Eauatiom de base de NAVIER STOKES 

On considère l'écoulement d'un fluide visqueux et incompressible de masse volumique 

p, de viscosité cinématique p et de viscosité dynamique v. Les repères dans lesquels sont 

étudiés les mouvements de cet Ccoulement ne sont pas galiléen, et les forces extérieures sont 
3 + + 3 

celles de la pesanteur g = - g k et de la force de Coriolis. Le vecteur B = Q z de rotation de 

la Terre par rapport au repère absolu ( x, y, z ) étant dirigé du Sud vers le Nord. 

On se place dans un repère lié à la Terre de centre A et de coordomées sphériques (r,8,$) 
- X  X +-+ 3 

où 8 désigne la latitude t- < 8 <- ), $ la longitude, ( i , j , k ) étant le repère naturel 
2 2 

orthonormé associé à ( r, 8, $). 

Les équations de Navier-Stokes pour les mouvements océaniques sous les hypothèses 

décrites dans l'introduction, s'écrivent (voir par exemple PEDmSKY pp338-359) : 

1.1.1- Equations de la auantité de mouvement 

-- -+ 2 2 sine 5 ' - + p o ( v 2 u + -  - -  - -  u 
r cos0 % r2 cos0 a$ r2 cos02 a$ r2 cos82 ) ;  

+ 2 aw 2 sinû au v 
+ p o ( V 2 v  +- -  +- --  - 

r2 r2 cos02 r2 cos28 ) ; 



1.1.2- Eauation de conservation de la masse dans l'approximation de Boussinesa. 

1.1.3- Eauation de i'énergie en i'absence de dissipation 

+ + + + = ,  
avec u = v + w k ,  v = u i + v j  

On désigne par u la vitesse relative, p la pression, p la densité volumique po le 

coefficient de viscosité dynamique constant et V l'opérateur différentiel suivant : 

Aux frontikres, les composantes normales et tangentielles des vitesses sont nulles. A ces 

conditions aux frontières s'ajoutent les conditions initiales : 

Désignons par ao le rayon de la Terre et introduisons les coordonnées curvilignes 

suivantes : 



où l'axe Ox est dirigé vers 1' Est, Oy vers le Nord, Oz est la verticale ascendante. L'origine 

locale O(x,y,z) =O, caractérise le point au voisinage duquel se déroulent les phénomènes que 

1' on étudie. 

figure 1: 

1.2. Adimensionnalisation et C O O ~ ~ O M ~ ~ S  cartésiennes 

Introduisant les paramètres non dimensionnels suivants : 

(x, Y) = LO (XI, y') z=Hgz'  r = a0 r' t = T t '  

(u, v) = U(ul, VI) w = w w t  p = P p '  P= Poo P' 

,2 =Poo Lo 
Poo 



Po 
vo= - 

Poo 

a0 est le rayon de la Terre, 

R est le module du vecteur rotation terrestre, 

0, est la latitude du point central. 

T, P, poo sont les échelles caractéristiques de temps, de la pression et de la densité 

volumique respectivement. 

: l'échelle caractéristique horizontale des différents champs. 

Ho : l'échelle caractéristique verticale des différents champs. 

U, W : échelles caractéristiques des vitesses horizontales verticales respectivement. 

Ro : le nombre de Rossby 

Bo : le nombre de Boussinesq 

S : le nombre de Strouhal 

E, El : nombre d'Ekman ordinaire et vertical 

60 : paramktre de fond 

a: paramktre hydrostatique 

1: paramktre local de Coriolis. 



On obtient le système suivant : 



1.3 -Hv~othèses fondamentales 

1.3.1 -A~proximation du ~ l a n  tangent 

Dans l'étude des écoulements océaniques où l'on ne s'intéresse qu'aux ondes de grandes 

longueurs d'ondes, comme c'est le cas des ondes de ROSSBY dont les périodes des oscillations 

sont supérieures à une oscillation par jour. Il est souvent usuelle d'utiliser l'approximation du 

plan tangent, et cela de manière à suivre l'évolution de ces ondes sur des altitudes considérables 

en comparaison avec la longueur d'onde. 

On admet dans tout ce qui suit que : 

cela signifie que les longueurs envisagées sont petites devant le rayon de la Terre. 

Nous effectuons le passage à la limite suivant: 

(9) 60 + O avec O(1) 

(10) où: Lo2 po= 2 n  C O S O ~  - aou 

On obtient le système suivant : 



D a a 
avec: S- = S- + v  D +w- ~t at az 

1.3.2. L'a~~roximation des ondes longues 

Avec rapproche précédemment décrite dans le paragraphe précédent, et afin de mettre en 

évidence les ondes longues de ROSSBY il est donc nécessaire d'éliminer les ondes courtes 

internes. On tient compte de I'equation de l'interface océan-atmosphère qui s'écrit: 

S(x,y,z,t)=z-a (x,y,t)=O où a désigne un petit paramètre sans dimension qui caractérise 

l'amplitude réduite des déplacements verticaux de l'interface en comparaison avec la 

profondeur. Ainsi la modélisation de l'écoulement océanique étudié consiste à traiter le système 

(1, I l )  et à considérer le passage à la limite suivant, dit filtrage des ondes courtes. 

a 
On fait tendre EO et a simultanément vers zéro, telque - est constant et 

Eo 
les autres paramètres restant constants. 

Nous supposons ensuite vérifiées les conditions suivantes : 

et nous obtenons le système suivant : 



( av + a7 azv 
( l a )  p R o ( S r + v  D v + w x ) + ( l + ~ o ~ y ) ~ ~ ) + ~ ~ p = ~ ~ -  az2 

Nous associons à ce système d'équations aux dérivées partielles les conditions aux limites 

suivantes: 

où i'on convient de noter [ fIs le saut de la grandeur "f "au travers de s . 

Les deux premières équations caractérisent les conditions de transmission à 1' interface 

océan - atmosphère (voir GODTS, 1988) 



1.4. Modèle quasi-géostrophiaue 

Afin d'éviter la dégénérescence des équations du système (I,13), lorsque Rg et EL tendent 

simultanément vers zéro, une première étape de l'approximation quasi-géostrophique consiste à 

introduire les paramètres de similitude suivants : 

Nous effectuons ensuite le passage à la limite principale suivant : 

A 

(19) RO+ O avec w 0 et EL sont fixés 

Une seconde étape consiste à effectuer des passages aux limites locaux; tenant compte 

des conditions sur les frontières verticales. 

En admettant que les mouvements envisagés aient une faible amplitude, on peut écrire les 

développements suivants: 

et se limiter au calcul des petites quantités d'ordre un en Q, on obtient donc le système suivant : 



où po. po et vo vérifient : 



1.5. Problème d'évolution Dour la wrturbation de ~ression 

A partir de ce dernier système d'équations, nous obtenons par élimination une équation 

d'évolution pour Pi : 

l ( i s a t  OIEL + *) ay2at + SBO-~ (L~(z)  3 + (1 +L~*(z)) a) 
+(@ope)-' a3pi [ - 9 ( a + * 1 - % ( ko(z) az2ax Y a x 3  ax ay2 lm- 

(23) + (1 +G(z) ) &)] + (mopo)-l [$L (*+ * ) wi x ax2ay a y 3  

 PI a3p1  PI +s0-l ( ko(z) - + (l+kot(z)) ) ] +ao-1p - = O 
azzay ax 

Nous associons à cette équation les conditions aux limites et initiales: 



Les grandeurs pis, poa, Mo, caractérisent respectivement, la pression, la densité et un 

paramètre de similitude, de Satrnosphère. 



1.6. Conclusion 

En résumé de cette première partie, notons que la théorie de GODTS développée ici, 

établit qu'à l'ordre E le système (1) est réduit à l'équation (23) avec les conditions aux limites 

(24) et (25). Il s'agit d'une équation aux dérivées partielles non linéaire vérifiée par la 

perturbation de pression Pl. 

Comme le laisse penser l'existence d'une circulation océanique induite par le vent, il 

s'établit une étroite interaction entre l'océan et l'atmosphère; de même les échanges d'énergie 

mécanique et thermique s'effectuant à travers la surface de l'océan entraînent des répartitions 

inégales de densité tant dans la mer que dans l'air. Ainsi dans la condition à la limite de 

l'interface dans (25) figurent les grandeurs Pa,pal 6.P relatives à l'atmosphère . 
Cette modélisation océanique est fondée sur un modèle quasi-géostrophique (figure 2), où 

le transfert de quantité de mouvement à l'interface air-mer se traduit par un apport d 'énergie de 

la surface vers les couches profondes du bassin océanique.Cette propagation d'énergie est 

difficilement pararnétrisable dans la région représentant la thermocline où la stratification est 

figée. C'est la raison pour laquel!e nous nous intéressons à la structure verticale du modèle en 

question. 

il est donc nécessaire pour étudier cette structure de faire de nouvelles hypothèses; c'est 

ce que l'on envisage aux chapitres suivants. 
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I N T R O D U C T I O N ;  

2.1. Ondes libres Dériodiaues dans un milieu illimité 

L'objet de ce chapitre est de donner une description qualitative de I'évolution de la 
A 

perturbation de pression pour une stratification constante appuyée par 1' hypothèse El< 1, qui 

bien qu'elle mène à des simplifications mathématiques, traduit des situations physiques qu'on 

expliquera au cours de ce travail. En outre dans ce chapitre on retrouve quelques propriétés des 

ondes de ROSSBY habituelles mais avec un léger amortissement. 

Nous supposons que le milieu est illimité suivant Ox, Oy et limité verticalement par un 

fond plat et une surface libre. Nous supposons en outre que la perturbation de pression 

atmosphérique est négligeable devant la pression océanique. 

On propose de chercher des solutions périodiques en x, y et t respectivement en direction 

de l'Est, en direction du Nord et le temps, en supposant que la perturbation ait la forme d'onde 

plane suivante : 

où k désigne le nombre d'onde zonai, m le nombre d'onde méridional et o la fréquence des 

oscillations. 

L'avantage de la forme de solution (1) est que les termes non linkaires de i'équation (23) 

du chapitre 2 s'kliminent identiquement . 



2.2.Formulation du vroblème de STURM-LIOUVILLE 

L'examen direct de l'équation d'évolution de la perturbation de pression, en utilisant 

l'équation (l),conduit pour la forme verticale P(z), au problème aux limites de Sturm- 

Liouville suivant : 

désigne l'kchelle caractéristique verticale de densité, 

(4) kP A= oo- 1 BO ( kh2 + -), est un paramètre de séparation des variables, 
O 

(5)  kh2= k2 +m2 désigne le nombre d'onde horizontal, 

al et a 2 sont deux paramètres donnés du problème, qui s'écrivent : 



pa7 poa désignent respectivement le coefficient de viscosik? dynamique et la densité volumique 

atmosphérique. 

Les effets de frottements et de viscosité se font sentir dans des couches minces de largeur 

négligeable devant les échelles des phénomènes géophysiques étudiés. Nous faisons alors 

l'hypoth5se suivante : 

Comme il a été noté dans l'introduction, le choix de cette hypothèse n'est pas fortuit mais 

peut correspondre à des situations réelles de l'océan. En fait, pour une profondeur moyenne de 

l'Océan H = 5 10 3 m, une étendue horizontale Lr: 106 m, et une vitesse du vent de lm/ s-lt si 

la viscosité cinématique varie entre 50 et 500 cm%-1 à différentes latitudes, alors le paramètre 

peut être inférieur à 1, et l'épaisseur de la couche d'EKMAN 6E est assez mince (voir tableau 1). 

Plusieurs études ont été faites à ce sujet, on cite les mesures de la viscosité cinématique de 

BOWDEN, HOWE, et TAIT (1970) en l'Atlantique Nord, et de HOEBER (1972) en Atlantique 

tropicale (voir E.B.KRAUS 1975, pp 102- 1 17). 

A 
-1: valeurs du paradtre El et de la couche d'EKMAN pour dlffdrentes valeurs de la 

viswsit& à la latitude de 60 



Nous supposons ensuite que les mouvements ont des petites amplitudes. 

On écrit alors les développements suivants : 

Nous identifions ensuite entre elles les différentes puissances en E ; au premier ordre 

nous obtenons le problème aux limites : 

Le problème à résoudre est le suivant : 

w d e s ( e t  donc les valeurs Or 

fonctions propres. t e l w  le problème aux limites ( I I  ). ait des solutions non nulles ? 

Pour étudier ce problème, nous examinons la structure verticale de Pl@) en considérant 

les solutions en modes normaux pour un profil de la densité volumique donné, et nous 

montrerons comment cette structure verticale dépend de la stratification à travers la fréquence 

de Brunt -Vaïsala, dans la forme et la nature de propagation de ces modes propres. 



2.3. Solution ex~licite mur une stratification en densité ex~onentielle. 

Ce modèle à stratification constante montre une description qualitative simple de 

l'évolution verticale des modes propres. Il consiste à supposer un profil de densité volumique 

en exponentielle : 

2 
où : Nm<<l, et désigne la fréquence maximale de Brunt-Vaïsala du milieu et pwest une 

constante. 

2.3.1. Modes uroures de la solution. 

L'équation (11,a) étant linéaire, sa solution est une combinaison linéaire de deux 

solutions linéairement indépendantes. 

On discutera alors deux cas : 

2 
Nm 1": si h l  < - - 

4 

la solution s'écrit : 

2 

(13) 
-N, z 

Pin (2) = exp ( 7) (A" COS(Y~ + Bnsin ( Yn z )) 

Nous utilisons ensuite les conditions aux Limites pour déterminer les constantes An et &. 



Pour qu 'il n' y ait pas de solutions triviales il est nécessaire que soit satisfaite l'équation 

caractéristique : 

dont les racines déterminent les valeurs propres du problème. 

Si nous utilisons (14), nous déduisons que : 

Cette dernière expression correspond la valeur propre barotrope, A laquelle on associe 

la fonction propre verticale suivante: 

Comme précédemment, de (14) nous déduisons que : 

correspondant aux valeurs propres baroclines. Les fonctions propres baroclines associées 

s'écrivent : 

2 2 
-N z Nm 

Pln (z)= A. exp ( (cos( n n z  ) + - sin@ nz) ) , (n=1,2,..) , 
2 2n7c 



Ce cas ne convient pas pour notre analyse, car il suppose que Y, est complexe, cas 

impossible d'après (14). 

La solution s'écrit : 

2 

(20) 
-N z 

Pi (2) = exp ( -+) (A ch(A z ) + Bsh (A z )) 

où l'on a post? : 

Comme dans le cas précédent, nous utilisons les conditions aux limites pour déterminer 

les constantes A et B. 

On en déduit alors, pour qu ' il n' y ait pas de solution triviale, la condition suivante : 

On envisage donc plusieurs cas : 

Nous déduisons de (21) que : hl = 0. 



Ce cas, est similaire au cas barotrope discuté précédemment. La fonction propre 

associée s'écrit : 

qui est la même expression que (17). 

2 

Nous déduisons de (21) que : - .J%L 
4 

2 
Nm ce cas ne correspond pas à nos hypothkses, qui sont que : h > - - 4 

Fréauences d'ondes de ROSSBY. 

A chaque mode propre on doit associer une relation de dispersion qui s'écrit, d'aprks 

l'équation (4) : 

(24) 01n = 
-P k 

(avec k > O) 
(k2+m2 + WOBO- ' 1 A i n  1 ) 

Cette relation détermine la loi de dispersion des ondes de Rossby qui se propagent dans la 

direction Est- Ouest avec la vitesse de phase : 

Aiisi, la relation de dispersion des modes barotropes s'écrit : 



tandis que la relation pour les modes baroclines s'écrit : 

où P, désigne le param5tre de rotondité de la Terre. 

Par ailleurs, l'équation de dispersion (4), peut se présenter graphiquement sous la forme 

de 1' équation d'un cercle dans le plan des nombres d'ondes (k,m): 

P2 P dont le rayon est : ( - - mBo- ' 1  Ain 1 )Il2 et le centre est au point : C (- - , 0) 
402 20 

Le cercle existe si la condition suivante, vérifié par 01, est satisfaite: 

et la distance qui le sépare de l'origine du plan (k,m) est donnée par le minimum du nombre 

d'onde longitudinal : 

Nous concluons cette étude des termes d'ordre & en faisant remarquer que jusqu'ici, 

nous n'avons fait que retrouver les propriétés classiques des ondes de ROSSBY dont les 

solutions sont stables. Mais il est intéressant d'étudier la solution d'ordre deux en E et 

d'analyser la nature de la solution à cet ordre. 



2.3.2. Solution d'ordre deux en E 

Le système (2) développé à l'ordre 2 en E s'écrit : 

La solution du système (31) s'écrit : 

où : PZh(z) et P2p(~)  désignent respectivement, la solution homogène et la solution 

particulière, alors: 

2 

(33) 
-Nm z P2 (z) = exp( I) {K. m ( n n  z ) + Ln sin ( nn z )} 

2.3.2.1. Détermination de h7 et condition de résolvabilité 

Nous proposons donc le procédé de résolution suivant, oh nous utilisons la notation 

suivante du système (31) : 



3(P2) est donc un opérateur différentiel linéaire et ul(p2). u2(p2) sont les conditions 
aux frontières. 

En utilisant le fait que les conditions aux limites sont linéaires et en utilisant (32), on 

obtient les relations suivantes: 

Ensuite nous utilisons (33) et (34). On obtient : 



Pour alléger l'écriture dans (37), on utilise la notation mairicielle suivante: 

(38) A (h2) x = b (h2) 

où b et x désignent les vecteurs colonnes figurant dans (37) 

En utilisant la relation suivante : 

(40) At (h2) 61 =O 

La condition de résolvabilité de (38) s' écrit : 

où o est solution propre de l'adjoint de A .  

on sait que : 

det (A(h2)) = 0 * det (At(h2)) =O 

par conséquent le rang de la matrice At(h2) se réduit à 1 et les composantes du vecteur 61 

sont liées, d 'où : 

Utilisons ensuite les relations (41) et (42). On obtient alors l'équation suivante: 

qui caractérise la valeur propre à l'ordre deux en E. 



La relation de dépendance entre & et 02,  en utilisant (4) et (IO), s'écrit : 

Nous identifions ensuite (43) à (44). On obtient : 

qui caractérise la fréquence des oscillations à i'ordre deux en E du problème (1 1) , où %@t $ 

sont deux constantes d 0 ~ 6 e S  par les équations suivantes. 



2.3.2.2. Interprétation des résultats. 

Il est nécessaire d'après (l), d'examiner la nature et le signe de 02,. Cependant après 

avoir simplifié les expressions de (46) et (47) en utilisant (12) on obtient: 

L 

il s'ensuit que la relation (45) s'ecrit on ne retenant que les termes d'ordre un en Nm 

avec : r(0) <O 

Un simple examen de (48) montre que le signe de (45) est négatif et il en résulte que le 

signe de -i ozn est négatif également. Ainsi, l'amplitude de la solution (II, 1) s'amortit au cours 

du temps. 

Ce résultat est plus ou moins attendu. En fait le système d'ordre 1 en E ne contient pas de 

termes de viscosité, de sorte que l'on a obtenu des ondes de ROSSBY périodiques qui se 

propagent avec des fréquences Oln. Dans le système d'ordre deux, des termes de viscosité 

apparaissent , ce qui fait que les amplitudes de ces ondes subissent un amortissement par 

frottement moléculaire. Ainsi on a obtenu des solutions qui s'atténuent au cours du temps. 
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Dans le chapitre II, nous avons donné une illustration simple de la structure verticale 

océanique dans le cas d'une stratification exponentielle, les équations se trouvent alors à 

coefficients constants. Néanmoins pour des raisons bien évidentes ce modèle ne décrit pas 

d'une façon satisfaisante la nature de la propagation verticale de la perturbation de pression. 

On sait en effet, que dans l'océan la stratification est variable en fonction de la 

profondeur, et que la région où le gradient horizontal de densité est maximal, est d'une grande 

importance dans les échanges thermiques, énergétiques, etc, dans le milieu. 

Ainsi dans les océans, il existe une différence fondamentale entre les échanges dans le 

sens horizontal et vertical. Dans le premier cas, les gradients de densité étant généralement très 

faibles, les échanges se font aisément, les tourbillons peuvent être de grandes dimensions et le 

coefficient de mélange 'horizontal ' est très grand : 108 g cm-l s-l. 

Par contre dans le sens vertical intervient la stratification des eaux qui fait qu'un tourbillon 

ascendant est soumis à la force de gravité, tandis qu'un tourbillon descendant est contraint par 

la poussée ~ ' A R ~ E .  En définitve, si le coefficient de mélange est en général de l'ordre de 

103 g cm-1 s-1, il peut tomber à 1 g cm-1 s-1 en présence d'une stratification particulièrement 

stable et même peut être nul au niveau d'une pycnocline suffisamment accentuée. Cette 

pynocline constitue ainsi une véritable barrière vis à vis de tout échange vertical. 

Nous serons donc amenés dans ce qui suit, à tenir compte de ces considérations pour 

l'étude du problème aux limites de Sturm-Liouville. On étudie en particulier l'existence et 

l'unicité de la solution, et l'on étudie la stabilité de celle-ci au cours du temps. Nous donnons 

ensuite des valeurs asymptotiques des valeurs propres et des vecteurs propres de la solution, en 

tenant compte du critère d'existence et d'unicité. 

A la fin de ce chapitre, nous présentons quelques résultats numériques que nous 

comparons à ceux qui résultent de nos hypothèses théoriques. 



3.2. Modèle du profil de densité en tangente hperboliaue 

Le modèle de profil de densité volumique en forme de tangente hyperbolique approche 

qualitativement les profils réalistes de densité (1) dans l'océan Cfigure4). On suppose ainsi que 

la densité a la forme analytique suivante: 

2 
(1) 

il en résulte que le carré de la fréquence de Brunt-Vaïsala s'écrit : 

où poo et d désignent respectivement, la densité volumique de référence, l'échelle 
2 

caractéristique de variation de la stratification. N,est donc le carré de la fréquence de Brunt 

Vaïsala. Ces grandeurs sont supposées constantes. 

3 

25 26 {~- i ) . io * I 1 
5,103 

- 
couche de melaqe 100m S..,,, Y21 

4 km z v  l 

figure 4 : disrnmbution tvniaue de densitb dans i'Ockart 
gt la.frt!auem & Bnuzt-VaiSüEi corremnàant~ 

(1 ) les variations de la densité sont dictée par celles de la température, exception faite de 
certaines eaux côtières pour lesquelles existent de forts gradient de salinité , et des régions 
polaires . C'est notamment la température qui commande en générai la répartition des densités 
suivant la verticale ; ce qui fait que les thermoclines constituent des pycnoclines , zone où la 
densité augmente rapidement avec la profondeur. 



Considérons le système (II,2) d'ordre 1 en E, du chapitre précédent: 

d - (  - l dP1 - (') ) + p l  (2) =O (a) 
dz po'(z) dz PO(') 

(3) dP1 (z) = 0 
dz e n z = - 1  (b) 

dPl (z) = 0 
dz en z = 0  (c) 

La première question qui se pose, est :pour auelles valeurs de A. ce svstème est 

compatible. c'est à dire a des solutions non identiauernent nulles: en effet, il est clair que si h 

est quelconque, la solution de l'équation linéaire du 2è ordre (3) avec deux conditions limites 

homogènes est identiquement nuile. Ce problème est un problème de Sturm - Liouville. 

3.3.1. Existence d'oscillations 

Nous rappellons dans ce paragraphe un théorème d'analyse que nous utilisons dans la 

suite de ce paragraphe (Voir, par exemple, INCE, lW, pp 223-278). 

Théorème d'oscillations de Sturm 

Considérons le système différentiel suivant: 

d 
(k u')+(h g-q) u = O  

a u(a) - p  ul(a) = O 

y u(b) + v u'(b) = O 

oh : k, g et q sont des fonctions de x indépendantes de h, satisfaisant aux inégalités : k < 0, 

g> O dans [a,b]. 



Si G = (q-h g) diminue et h croît de Al à A2. En outre si les conditions suivantes sont 

vérifiées: 

alors, il y a une infinité de valeurs caractéristiques , ho, hl,.dans l'intervalle (Al,  A2) 

auxquelles correspondent des fonctions caractéristiques uo, ul.. ayant entre a et b un nombre 

de zéros égal à leurs indices respectifs. 

Remamue : 

4 ne peut être égale à Al que si l'on a: G(z,AI) = O, a(Al) = O et y(Al)=O 

Dans le système (3), nous constatons que 4 est négatif et invariant avec X, que p(z) 
P (z) 

est positif et a(Al) = y (Ai) = O, G(z) = -h p(z) diminue si h croît de Al= - 00 à A2 = i--; 

- max G 
en particulier, on a : décroît indéfiniment quand h croît jusqu'à +m. Nous 

- 
P'(z) 

sommes en présence d'un cas particulier, où : q = O et kcO et si ho = O alors : 

-G min(@ 
(6) -- k- k I O ,  

Par conséquent toutes les valeurs propres sont négatives. 

En définitive, le théorème d'osciliations de Sturm est applicable et le système (3) admet 

une infinité de valeurs propres décroissantes: ho, hi.... h, tendant vers -00 ; les fonctions 

propres correspondantes possèdent exactement n zéros dans [a,b]. 



3.3.2.Formes normales du ~roblème de STURM-LI0WüJ-E 

Pour obtenir une forme convenable du problème aux limites de Sturm-Liouville (3), nous 

introduisons la variable suivante: 

tel que: 

nous obtenons alors le système suivant : 

Nous introduisons ensuite une nouvelle variable 

où : J est un paramktre de normalisation qui s'Ccrit: 



$(q) est une fonction inconnue que l'on déterminera en supposant que Pl(q) est il variables 

séparables. On écrit alors: 

Nous injectons ensuite la relation (12) dans (9), et on obtient l'kquation différentielle 
suivante: 

Dans cette expression, on choisit @(q) tel que : 

alors: 

où: 



Nous obtenons ainsi la forme modifiée du problème de Sturm-Liouville suivante: 

D'après le théorème d' oscillation de Sturm énoncé précédemment, ce problème aux 

limites n'a en général d'autre solution que la solution triviale: al(@ = 0.11 convient donc de 

chercher des valeurs propres m2i n# O, correspondant à des fonctions propres @in(& non 

identiquement nulles. 

ïi est donc nécessaire de résoudre l'équation différentielle du système (18). Pour cela nous 

envisageons d'utiliser la méthode de variation des constantes: 

On pose: 



tel que: 

D'après la première équation (18-a) on a: 

La discussion fait apparaiîre deux types de solutions: 

kB 3.3.2.1- cas où hi = k2 + m2 + - c O 
6 1  

Dans ce cas on pose : 

(25) mZ1 =- pz1 

La solution homogène de (18-a) s'écrit : 

(26) @i(U =ci cos (CL&) + Cz sin (PIC) 

Nous introduisons ensuite la variable indépendante Y, qui est liée à X par la relation : 

oh la matrice M, s'écrit : 

cette mattice satisfait la condition suivante: 



si on dérive (27) on obtient en identifiant cette dérivée à (24) : 

d'où: 

avec ci et c2 étant deux constantes d'intégration 

Des relations (27), (28) et (31), on déduit : 

Finalement (t) vérifie la relation : 

C'est une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espèce. Les constantes cl et 

c2 seront déterminées par les conditions aux limites et v(t,d) est une fonction bornée dans [0,1]. 

La seconde condition aux limites (18-c) nous permet d'écrire : 



on obtient : 

Par ailleurs, l'opérateur différentiel du système de Sturm-Liouville (1 8) est auto-adjoint. il 

est donc aisé de déterminer la constante cl, en normalisant O,(p,). 

A ce stade de l'analyse iI est nécessaire d'étudier I'existence et I'unicité de la solution. 

3.3.2.1.1- Condition d'existence et d'unicité de la solution 

Le thCor2me fondamental d'existence montre que si les coefficients sont bomCs et 

continus, alors la solution ml(@ est bomée dans [0,1]. Il existe alors une constante M, limite 

supérieure telle que : 

On discute ainsi différents cas : 

1" cas : si 1 y 1 # O 

il résulte de l'équation (33) que : 



finalement, on obtient : 

Alors, pour toutes valeurs pl supérieures à un nombre fixé, la solution existe et est 

unique si et seulement si la condition suivante déduite de (39), est vérifiée: 

P a s  si p z O 

Dans ce cas, la solution cPl(5) s'kcrit : 

nous utilisons (36) et nous dkduisons de (42) que : 



Pour que la solution existe et soit unique il est nécessaire que la valeur maximale M 

reste bornée et positive. Il en résulte alors la condition suivante : 

L'étape suivante consiste à déterminer les valeurs caractéristiques. Pour cela, on part de 

la seconde condition aux limites suivante : 

Après simplification dans les calculs intermédiaires nous obtenons l'équation des 

caractéristiques suivante: 

c l  (b-a) + b( t . d )  { c o ~ ( p . ~ t )  + as in (p l t ) }~~( t )d t  
Pl 

La résolution directe de cette équation transcendante n'est pas facile; nous envisageons 

donc d'utiliser le développement asymptotique des valeurs caractéristiques pl. 



3.3.2.1.2.- Exwression -prochCe des valeurs DroDreS 

Pour de petites valeurs de pl, pl f O : c'est une solution évidente de (45). 

Nous admettons l'hypothèse suivante: pour de grandes valeurs de pl, nous supposons 

que Ql(t) peut s'écrire: 

a(ri.1t) 
Ql(t) = C l  cos (Jllt) +--- 

Pl 

où a(plt) est une fonction bornée et continue. 

Nous introduisons ensuite (46) dans (45). On obtient: 

Quand 1 pl 1 est suffisamment grande, nous approchons la solution pl. En utilisant la 

m6thode du point fixe, on a: 

En portant ensuite l'équation (48) dans (43), nous obtenons alors la condition d'existence 

de la solution: 

où l'expression de v(t,d) est donnée dans ( 41), a et b sont respectivement données dans (19) 

et (20). 



A partir de cette condition d'existence, nous envisageons de déterminer une valeur 

critique engendrée par la variabilité de la stratification de la masse volumique afin que la 

condition (49) soit vérifiée. 

Nous résolvons ainsi, numériquement cette équation et nous dressons le tableau de 

valeurs critiques de ' d ' en fonction de ' h ', suivant : 

dcritique 0.166 0.170 0.178 0.183 0.188 

On rappelle que la relation de dépendance, entre les valeurs propres p21n et les 

fréquences propres oln, décrite par (II,4), s'écrit en utilisant (21) : 

d'où l'on déduit la relation de dispersion suivante : 

Ainsi, pour pl0 = O, on a la fréquence suivante: 

qui détermine la fréquence en modes barotropes des ondes de Rossby. IL lui est associé la 

fonction propre suivante : 



pour pln f O, en vertu de (48), on a la relation de dispersion approchée suivante: 

qui correspond aux modes baroclines des oscillations des ondes de Rossby. Les fonctions 

propres approchées associées s'écrivent : 

(55) + -- b-y 6 sin ( n ~ c )  
n7c 

1 
5 

1 + - j v(t,d) sin (nil(c-t )) OIn (t) dt + 0 ( -$ ; ( n=1,2, ... .) 
nn O n 

1 
où les termes O( -) tendent uniformément vers zéro quand n devient grand 

n2 

En définitive, nous déduisons de (12) et (15). que la perturbation de pression s'écrit : 

où la variable 5 est donnée par les relations suivante: 



k P  3.3.2.2-. Cas où h= k2 + m2 + -> O 
O 

La méthode de variation des constantes, décrite dans le cas précédent, permet de déduire 

directement la solution de (18-a),qui s'écrit: 

F 

Nous déduisons la constante c2, à partir de la condition aux limites (18-b): 

La constante ci demeure arbitraire borné dans [0,1]. 

Sous les mêmes conditions que précédemment, nous discutons l'existence et l'unicité de 

la solution (57). En effet, d'après le théorème fondamental d'existence, la solution est bomke 

dans [0,1], telle que : 

(59) 

alors, on a : 



donc: 

D'après l'équation (61) on constate que: quand ml tend vers de grandes valeurs, la limite 

supérieure M croît indéfiniment, et par conséquent la solution ml(t) donnée par (57) n'existe 

pas dans ce cas . 

3.3.2.3 - CONCLUSION ; 

Nous concluons cette étude des termes d'ordre un en E, en remarquant que les fréquences 

des modes propres sont imaginaires purs. Il en résulte d'après (II,l), que les fonctions propres 

ont un régime périodique. Cela ne montre pas que la solution est stable : il est nécessaire pour 

cela de considérer les termes d'ordre deux en E. 

En effet la variabilité verticale de la stratification induit une concentration de mouvement 

d'ondes au niveau de la pycnocline dûe à la non uniformité de la densité verticale dans i'océan . 
ceci à pour cause de déstabiliser les courants marins. Alors nous nous proposons dans ce qui 

suit d'analyser le comportement asymptotique des termes d'ordre deux en E afin de mettre les 

effets visqueux et de voir si les ondes considérées évoluent vers un état stationnaire formé 

d'ondes qui s'amortissent sous l'effet de la viscosité. 



3.4.- Etude des termes d'ordre deux en E : 

Nous envisageons maintenant de traiter le problème d'ordre deux en E et d'analyser le 

signe et la nature de 02. 

Ordre deux en E; 

d2p2(z) +(1+ ko(z)') 7 - ko(z) 7 dP2(z) h l n  P ~ ( z )  = h2Pin(z)  (a) 

dP2(z) - i k  - -  
dz - P i n ( z )  en  z=0 (b) 

Gin 

dPz(z) -iâ2 

dz - Gin 
Pintz)  en z=-1 (c) 

Nous effectuons le même changement de variable et de fonction que précédemment. On 

obtient : 

Le problème (62) prend alors la forme classique de Sturm -Liouville suivante: 



+ p i 2  Q>2(5)  = - 2 ~ 1 ~ 2  @1(5)  + v(5 ,  d )Q>2(5)  (a) 

(65) - a @ 2 ( 5 ) = r l  e n { = i  (b) 

- b @2(5)  =r2 e n  5 =  0 

avec: 

La solution du système (65) s'écrit : 

et C3n, c h  sont deux constantes d'intégration. 

Nous déduisons de (65-b), que: 



tandis que de (65-a), nous déduisons la relation caractéristique suivante: 

1 
-cinPln Pzn - - {i cin (52 - al ) - (CI. 0211 + cg. CI. ) (a-b + y ) 

Q l n  

(71) a n n  Oln}- 2 , { sin ( nnt  ) v(t,d) ln(t) } d t  + 

On a par ailleurs supposé; que pour de grandes valeurs des caractéristiques, on peut 

utiliser l'approximation suivante: 

(72) Qln(t) = cln cos (nnt ) + a i n  (t ) 
nn 

(73) 
a2n (t 

Q2, (t ) = CJn COS (Imt ) + C4, sin (nnt ) t--- 
nn 

où les coefficients al, (t ), am (t ) sont bornés et continus; alors, la relation (71) devient : 

1 où les termes O $) tendent uniformément vers zéro quand n est grand. 

Les relations (II,4), (II,IO), et (III,21), nous permettent d'écrire la relation de 

dkpendance entre p2 et 0 2  suivante: 

(76) avec : oz= ~2 + i Q2 i 



En identifie ensuite (75) à (74), en utilisant (54), on en déduit alors: 

âi et 52 sont données par les relations suivantes: 

Tous les paramètres présents dans (77). sont réels. II en résulte que 02in est également 

réel ; en outre le signe de â1 est positif et celui de â2 est négatif, il s'en suit que le signe de 02in 

est négatif. Alors d'après (II, 1) la solution à l'ordre deux en E s'amortit au cours du temps. 

En définitive, les fonctions propres associées, sous l'hypothèse du développement 

asymptotique des valeurs propres, s'écrivent: 

( 
-i C l n  52 + b C3n 

) + c3n "Y } sin (nnE,) + 
n n nn  

5 
1 + ' 1 sin ( n ( S - t ) ) ~ ~ ~ ( t )  dt - 'lP2 'ln 5 sin(n* + O  (-) 

nn O nx n2 

où cln et c3n sont respectivement les constantes du premier et second ordre. 



3.5 - Résultats 

3.5.1 - Solution numériaue 

Dans un premier temps, nous avons résolu directement le problème aux limites de Sturm- 

Liouville défini par l'équation inutile du second ordre: 

et les conditions aux limites associées: 

3.5.1.1- Présentation de la méthode numérique 

La méthode numérique utilisée est basée sur la méthode de tir et la transformation de 

Pruefer, dont les variables $, +, et p. sont liées aux fonctions pl(z) et f(z) pli(@ par les 

relations suivantes: 

Nous ne dbtaillons pas ici la mbthode, mais nous nous contentons de donner une 

description gknbrale de l'algorithme utilisé. 



Cependant, il est nécessaire de noter que l'hypothkse de base pour que cet algorithme 

numérique soit valable est : 

1" : f(z) doit être différente de zéro et monotone dans Ta. bl 

aG(z h ) 
2": si G(z.hl)=& w(z)+r(z) . a l o r 4  doit être également monotone non 

ah1 

nulle auand z varie Dour toute valeur de k1 

La méthode de tir utilisée, consiste à déterminer une fonction q(hi) basée sur la rotation 

dans le plan de phase autour de l'origine du point: 

(86) Y(z) = ( f(z) pi(  z 1, PI( ) ) 

quand la solution évolue de a à b. 

A cela s'ajoutent les conditions aux limites qui définissent les rayons au bout desquels 

Y(z) sera prolongée jusqu'à un point de raccord donné C. 

En effet q(hlk) définit l'angle entre les points Y,(c), Yb(c) et l'origine; l'indice k designe 

le nombre de demi-arcs parcourus quand q(hk) tend vers zéro. 

Une fois trouvée la valeur estimée finale hl = hl , le programme intègre une fois de 

plus l'bquation différentielle en choisissant des conditions initiales, telle que l'intégrale suivante: 

soit approximativement egale B un; où S représente la racine car6 de la nonne de pl (2) induite 

par le produit intérieur: 



en respectant le fait que les fonctions propres sont mutuellement orthogonales. 

Cette routine mesure q(hl) en unité de demi-arc, cela signifie que: quand hi augmente, 

alors q(hl) augmente de un à chaque valeur propre simulée (figure 5). 

Finalement ce processus itératif s'arrête quand le test d'erreur relatif est satisfait : 



3.5.1.2- Intemrétation des résultats et conclusion 

La courbe 2 illustre la variation des trois premières valeurs propres, en fonction de 

la profondeur de la pycnocline, en Fiant le paramètre de la variation de la stratification 

'dl. 

On constate qu'il y a une forte variation des valeurs des modes quand h I 0.2, 

tandis qu'elles varient peu jusqu'à devenir pratiquement constantes au delà de h 2 0.2. 

Les courbes 3-4 et 7a illustrent la variation verticale des modes propres pour h fixé, 

et 'd' variant de 0,l à 1. 

Sur la courbe 7a, on constate qu'au niveau de la pycnocline, l'amplitude de la 

solution augmente au fur et à mesure que 'd' devient petit et l'écart des variations des 

amplitudes devient beaucoup pIus important pour 0.1 < d < 1. Bien entendu ce 

phénomène traduit bien des situations naturelles, ainsi si la densité des eaux de surface 

devient, par diminution de la température ou par augmentation de la salinité, supérieure à 

celle des eaux sous-adjacentes, des mouvements de convection dite thermohaline 

prennent naissance, et les eaux de surface coulent jusqu'aux surfaces isopycline(2) 

correspondant à leur densité. Ces mouvements descendants de l'eau s'accompagnent 

ailleurs de mouvements inverses, ascendants. En fait au printemps, la température 

superficielle, augmente par absorption d'énergie solaire, et une thermocline dite 

saisonnikre apparait en surface (jîgure 4). La pente de cette thermocline est d'autant plus 

forte que l'échauffement en surface est plus important et que la mer est plus calme. Les 

eaux superficielles deviennent moins denses et une stratification stable s'établit. Toutefois 

c'est en automne, lorsque les eaux de surface deviennent plus denses par suite de 

refroidissement de l'atrnosphh., que prennent naissance dans les couches superficielles 

des mouvements de convection de thennohaline. 

(*) des lignes à densiti5 constante 



Sur la courbe 8, on représente l'allure des fréquences de Rossby pour 'd' variant 

de 0.2 à 1, k et h étant fixés. 

3.5.2-Solution analvtiques et interprétation des résultats 

Dans un second temps, nous avons directement tracé les solutions calculées 

analytiquement afin de les comparer avec les solutions numériques 

Les courbes 5-6 et 7b représentent les variations des trois premiers modes propres. 

Comme dans le cas théorique on constate que sur la courbe (7b) il y a une forte 

variation des écarts des amplitudes pour 0.18 < d < 0.2 (voir discussion ci-dessus). 
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Conformément à des observations faites au chapitre précédent, on se propose dans ce 

chapitre, d'examiner le comportement de la solution dans la région où le gradient horizontal de 

densité est maximal. 

Ainsi il est connu que les eaux de surfaces s'écoulent non seulement dans les zones de 

convergence des courants de surface, mais également dans les régions où la densité est 

particulièrement grande. Là ces eaux plongent d'autant plus profondément qu'elles sont plus 

denses et forment une zone de température et de salinité uniformes; (donc de densité uniforme), 

appelée couche d'eaux profondes et constitue la majeure partie de la masse totale des océans. 

Le même phénomène se produit dans la couche superficielle, oh se développe une couche 

d'eaux homogènes, surtout en hiver, qui peut atteindre à la fin de la saison une épaisseur de 

plusieurs dizaines de métres, lorsque les eaux superficielles deviennent plus denses par suite de 

refroidissement de l'atmosphère. Le mélange de ces deux masses d'eaux homogènes se fait 

généralement dans des couches très minces appelées couches de transition, dans lesquelles la 

température décroît rapidement de plus de 20°c parfois, à environ Soc . 

En ce qui nous concerne nous nous intéressons à la région oh le gradient horizontal de 

densité est grand et où l'amplitude des ondes modulées par un facteur qui croît indéfiniment 

lorsque le param2tre caractéristique de variation de la stratification 'd' tend vers zéro. Comme 

aux chapitres récédents, nous supposons que la répartition verticale de densité est en tangente 

hyperbolique. 

Nous examinons ici, si nous pouvons chercher des solutions extérieures de part et d'autre 

de cette région de concentration d'énergie, et les raccorder avec une solution intérieure, au 

voisinage immédiat de cette région, 



4.2- Formulation du ~roblème 

Le système différentiel de départ, est le système (II,11), il fournit après substitution de 
2 z+h 

i'expression de po = poo (1- N, th( 7 ), le système suivant : 

Nous considérons dans ce qui suit, que le paramètre hi est très grand. Nous supposons 

en fait que : 

(Hl) 
1 

Ain = O( - ) 
E 

E étant un petit paramètre. 

Introduisant dans (1-a) le changement de variable suivant : 

Nous supposons ensuite 'd' très petit, ce qui transforme l'équation diffbrentielle (1-a), en 

une équation différentielle hypergéomboique : 



En vertu de (Hi), nous faisons ensuite l'hypothèse suivante : 

4.3. Dévelo~~ement asvm~totiaue des solutions 

Nous nous proposons d'étudier les formes limites du système (1) lorsque d+O, et nous 
L 

supposons que @(p, Nm) admet le développement de la forme: 

On est donc amené à considérer trois cas différents, suivant qu'on est de part ou de l'autre 
L 

côté de la pycnocline, oh nous retenons que les termes d'ordre un en N, 

2 
4. 3. 1. Etude des termes d'ordre 1 en NB 

on obtient le système suivant : 

i d240 
( 1 ) -  ( p )  = O - 1  < p < - h  



L'équation différentielle. de ce système contient une singularité en p=-1. Nous 

envisageons alors d'utiliser le changement de variable suivant : 

et on est amené à chercher une solution de x=O quand p=-1. 

On obtient à partir de (5) et (6), l'équation hypergéomCtrique suivante: 

dont la forme générale s'écrit : 

Il s'agit donc d'étudier l'équation: E (a, b, c, x), où l'on déduit de l'équation (7) : 

l'équation (7) admet deux solutions linéairement indépendantes, dont la première solution 

s'écrit: 

Cherchons le développement de la fonction hi(1) (x) suivant le développement des puissances 

de x pour k z O on obtient la série hypergéométrique de Gauss suivante : 



où on a définit (a)k comme étant le produit factoriel: 

(12) (a)K= (a) (a+l) (a+2). . . . . . . . (a+p -1) , (p =l,2,. . . . ) 

Après simplification des produits factoriels, on obtient : 

La deuxi&me solution linéairement indépendante à hl(') (x) présente une singularité, car 

la différence entre les coefficients a et b est un entier. En outre C est nul. Pour surmonter cette 

singularité, la solution Q01(2) (x) doit comporter un terme logarithmique Néperien ( voir 

ABRAMOVïTZ AND STEGUN, 1965) : 

où: 

yr(a) désigne la dérivée logarithmique de la fonction gamma et y=2 . 

Les mêmes conditions de calcul et de simplification que précédemment fournissent la 

solution hi(2)  (x) : 
K- 1 

3 ll (n2+n+1) 
(16) (x) =1+x(Oo+ Ln r )+ 3 x2(Oi+~n x)+ x (k+l)! 

K r 2  



Toute solution de l'équation hypergéométnque (7) peut s'écrire suivant les fonctions 

eO1(1) (x) et $01(2) (x) : 

où ci et c2 sont des constantes d'intégration. 

Cependant, nous déduisons de la condition aux limites en p= -1, que la seconde constante 

c2 est nulle. Alors en utilisant (6), ( ~ 1  (x) s'tcrit: 

Dans ce cas on a le systkme suivant 

et l'équation différentielle présente une singularitt en p= +1, donc il convient d'utiliser le 

changement de variable suivant : 

Le même processus de calcul que précédemment, en utilisant la condition à la limite p=+l 

et (20), fournit la solution en forme de série hypergéométrique suivante : 



où cg est une constante 

- - z+h 4.3.1.3 casoù:  z + h  O(d l ; avec l im  ( - )=O 
d-O 

Dans ce cas on a l'équation différentielle suivante: 

Le passage à la limite annoncé en haut, suppose qu'on se place au voisinage de p=O. Il 

en résulte que p=0 est un point régulier. Cela conduit à chercher la solution sous forme d'une 

série qui converge dans un rayon inférieur à 1. 

Où les coefficients a, sont constants et liés par les relation suivantes: 

La solution de (22) est: 

(26) $o~(P)  = K $03(') (P) + H $03(~) ( ~ 1 )  

où 4IO3(')(p) et $03(~)(p) sont deux fonctions qui s'écrivent en fonction des a k comme suit : 



En définitive; dans les régions extérieures : 

si z < -h on a : $01 (p) définie dans (18) 

si z > -h on a : $02 (p) définie dans (2 1) 

Tandis que dans la région intérieure on a: 

(29) $03(p) = K @03(l)(p) + H $ ~ ~ ( ~ ) ( p )  définie par les relations (27) et (28) 

4.4-Raccords des dCveloupements extérieurs et intérieurs de biQQ 

à la traversée du   oint : z---h. 

Il s'agit de former une relation entre les constantes C l ,  Cg, K et H en raccordant les 

différentes régions extérieures avec la région intérieure. 

En effet l'identification de $01(p) et @03(p) au voisinage de u = 0 Dour z< h fournit 

les relations suivantes : 



L'identification de QO2(p) à QO3(p) au voisinage de y. = O Dour z> h ; 

fournit les relations suivantes : 

Nous déduisons des expressions (30) , (31), (32) et (33) que : 

(34) Cl =Cg 

Il résulte de ce qui précède, que les solutions dans les différentes régions s'écrivent : 

où les constantes k et H sont définies dans (32) et (33). 



4.5- CONCLUSION : 

Le chapitre IV nous a ainsi permis, à l'issue des chapitre précédents, de retrouver 

quelques Cléments de synthèses. Le premier élément offre un intérêt essentiellement pratique et 

montre que la considération de l'ordre de grandeur du paramètre de variation de la stratification 

" d ,  du paramètre de sCparation "h", et de la fréquence de Bmnt-Vaïsiüa "Nm", permet de tenir 

compte de la dégénérescence du système (11,ll). Le second élément de synthèse est 

l'importance de rendre compte d'une circulation océanique réelle . Cependant il arrive dans 

certaines régions marines que l'on puisse parfois considérer les eaux présentes comme formées 

de la superposition de deux eaux nettement tranchées de densités différentes. Ces eaux se 

raccordent suivant une surface de discontinuité assez mince . C'est le cas par exemple de la 

zone équatoriale des océans. 

Le modèle qui a été exposé dans ce chapitre, malgré toutes ses insuffisances pour décrire 

d'une manière générale ce phénomène, et devant l'image complexe que nous offre la nature, 

garde un intérêt mathématique majeur. Aussi les calculs mathématiques font-ils partie de toute 

exploitation dynamique et physique . 



E T U D E  D E  L A  S T R U C U T R E  V E R T I C A L E  
A 

B A N S  L E  C A S  o h E ~ 2 0 ( 1 )  

let 
L A  S T R A T I F I C A T I O N  E S T  V A R I A B L E  





L'objet de ce chapitre, est de déterminer la nature de la solution du système (1,l) lorsque 
A 

la paramètre EL r O(1). Ce choix n'est pas sans intérêt, car dans la modélisation de la 

circulation océanique à grandes échelles, où la profondeur moyenne de l'Océan H= 5 10 3 m et 

l'étendue horizontale Li- 106 m, la vitesse du vent de lm/ s-l? si la viscosité cinématique à 

A 
moyenne latitude est de l'ordre de 0.5 m2s-1, alors le paramètre El = 2. 18 et l'épaisseur de la 

couche ~'EKMAN & =69.6m. Cela correspond bien à ce qui se passe dans un Océan réel, par 

exemple en Atlantique tropicale ( KRAUS , 1975, pp 102-1 17). 

La méthode utilisée pour résoudre ce problème, consiste en une application de 

l'approximation de W. B. K. J. Elle permet de décrire l'apparition d'un seuil critique d'existence 

de la solution relatif à une valeur critique du paramètre de variation de la stratification, " d .  

Dans ce chapitre on étudie le problème de points tournants que l'on a traité par la méthode 

classique utilisant la transformation de LANGER (NAYFEH ,1973, pp 335-360). 

A la fin de ce chapitre, on donne une solution approchée du problème dans le cas de non 

existence de points tournants. 



5.2. Formulation de l'approximation de W. B. K. J, 

Les équations de départ sont les équations du système (II,2). Elles fournissent après y 

avoir introduit les changements (III,lO), (II1,ll) et (III,12), le système : 

en 5= 1 (b) 

e n c = O  (c) 

où l'on a posé: 

les constantes al et a2 sont données par les relations (II,6) et (II,7). 

Dans la suite de ce travail on pose : 



et on cherche une solution approchée de (1) sous la forme: 

On obtient pour <p(c) l'équation de dispersion : 

d'où l'on choisit g(5) tel que les deux conditions soient vérifiées : 

(8) '(')" << 1 donc - 
~ ( 5 ) ' ~  

(9) 
f(rl) 7 - 1  =O donc i p ( c ) = * l d f « ) d c  
~ ( 5 )  

En première approximation, l'équation (8) est vérifiée si dccl, tandis qu'en seconde 

approximation, en dérivant deux fois i'équation (9) nous obtenons: 

En portant l'équation (10) dans (7) nous obtenons : 



En vertu de (6), on a alors la solution approchée suivante : 

(12) ( k , ~ , d  ) - K e r p  [ i h j  d c )  dg]  + L enp 

où h =  
-.L 
2 d2 

cette solution n'est pas uniformément valable si f(5) change de signe en un point go E [ 0, 11 

appelé point tournant. 

Cependant l'équation (12) montre que la solution est oscillatoire si f(c) > O et amortie si 

f(c) < O (figure 6). On se propose ici d'étudier le comportement asymptotique de la solution (6) 

lorsque le pararnktre d<<l. 

figure 6 : 

Nous effectuons le changement de variable suivant : 

5- 1 +h 
(13) q=- d 

où 11 tend vers +- quand d j  O. 



Ainsi de l'équation (1-a) on obtient : 

où l'on a posé : 

A ce stade d'analyse, il est nécessaire d'examiner la variation de la fonction f(q). 

5.3- Problème de points tournants. 

On se propose dans ce paragraphe de rechercher les solutions de l'équation (14) dans le 

cas où f(q) change de signe. Ceci est possible si la valeur propre pl vérifie l'hypothèse 

suivante: 

Cela montre que les zones dans lesquelles il est intéressant d'étudier le comportement de 

l'Cquation (14), sont celles où f(q) s'annule puis change de signe. 

5. 3. 1- Solutions extérieures. 

Si f(q) > O, alors la structure en q des solutions de (12) est oscillatoire. Ainsi la solution 

de l'équation (14) s'écrit : 



Si f(q) < O, la solution de l'équation (14) est apériodique. En utilisant (12) eiie s'écrit : 

5. 3. 2- Etude au voisinage des  oints tournants. 

L'analyse décrite ci-dessus montre que les solutions (13) et (14) sont valables de part et 

d'autre des points tournants ql et q2, oïl f(ql) = f(q2) = O. En outre la nature des équations 

(13) et (14) montre qu' il s'agit d'un problème de points tournants autour desquels on essaie de 

déterminer le comportement asymptotique de l'Cquation (14). 

La fonction f(q) s'Ccrit au voisinage de q1 et q2 SOUS la forme: 

où: 

On substitue (18-a) dans (14), on obtient: 

Nous résolvons l'équation (19) en utilisant la transformation de LANGER (NAYpEH,1973). 

Ainsi nous introduisons la variable suivante : 



et nous effectuons le changement suivant : 

Si l'on introduit (20) et (21) dans (19), on obtient : 

Dans cette dernière équation on choisit (P tel que : 

En intégrant (23), on obtient une relation entre les fonctions <p et 'Y : 

et i'équation (22) devient : 

h2f(q) 3 'Y"2 1 'Y'" 
(25) " dx2 - (  q 2  4 ,,,114 + ,,),=O 

Afin d'obtenir un développement uniformément valable quand q = (ql,q2) nous posons : 

(26) 
f(q) -- 
,,,.2 - 'Y* alors 3 y - 

En première approximation, I'Cquation (25) s'écrit 



dont la solution s'écrit: 

oh A i  et B i sont les fonctions d'AIRY de première et seconde es@ce, et (cl, c2) sont des 

constantes. 

Ainsi en utilisant les 6quations (20) et (21), on obtient : 

où i'on a défini : 

Par le même principe de calcul que précédemment on a au voisinage de q= q2, la solution 

suivante : 

où c3 et cq sont des constantes, et où l'on a défini : 



A ce stade d'analyse reste à déterminer les constantes (ai,bi), (a2,b2), (ci,cz), et (c3,c4) 

en raccordant les solutions (16) et (17) aux solutions (29) et (32). 

5. 3. 3- Raccords 

Les solutions (16) et (17) peuvent être considérées comme des solutions extérieures 

écrites à l'aide de la variable extérieure y tandis que (29) et (32) sont des solutions intérieures 

écrites à l'aide de la variable intérieure yr. Ces deux solutions peuvent être raccordées au sens 

des développements asymptotiques raccordés (Voir par exemple BOIS, 1976). 

La premikre étape du processus consiste à exprimer toutes les expressions ci-dessus à 

l'aide d'une même variable. Ainsi pour de grandes valeurs négatives de yr, on a les formes 

asymptotiques des fonctions &AIRY suivantes: 

1 -114 2 312 X 

(35) Ai(v)= - sin ( 3 h ~  +4)  .In 

Alors, quand q >ql l'équation (29) s'écrit : 



. .i 
,\ 

et quand q < rl2 l'équation (32) s'écrit : 

5.3.3.  1- Raccord des solutions intérieures. 

11 s'agit de raccorder les solutions (37) à (38) pour déterminer les constantes cl, c2, c3 et 

c4. On obtient alors la relation suivante: 

On pose : 

d'où l'on déduit de (39): 

(41) cl= c4 sin r - c3 cos r 

(42) c2= c3 sin T+ c4 cos r 

Si on veut chercher des solutions bornées lorsque h+ -, il convient de poser t3) : 

(43) c2 = cq = O 

En vertu de (42) et en utilisant l'équation (41) on a : 

d'où l'on déduit de l'équation (40) : 



sachant que q i  et q2 sont égaies en grandeur et de signe opposé, le dénominateur de cette 

dernière relation s'écrit: 

(46) 
1 

1-dt = - 2 1112 arcsin - 
ch2(rlJ rl rll 

d'où l'on déduit de (45), l'équation des caractéristiques suivante: 

1 h arcsin - = -- 
1 

(47) avec h= - 2d2 

Il serait intéressant de trouver une racine minimale de q l  qui soit solution de (47), auquel 

cas l'étude de la variation de celle-ci en utilisant la méthode de point fixe ( figure 7 ), nous 

permet de déduire que, quand n=l et b>l ,  on a au moins une racine négative inférieure ou 

égale à un, telle que: 

Alors, à cette valeur minimale correspond une valeur de 'd' critique: 

1 
d critique = = 0,4582 42 ch (1) 

au delà de laquelle il n'existe pas de solution. 



Nous déduisons alors, que les valeurs propres forment un spectre discret de valeurs 

comprises dans l'intervalle suivant : 

avec : d << d critique 

5.3.3.2-Raccord des solution extérieures avec les solutions intérieures 

5. 3. 3. 2. 1-Solutions intérieures 

De la même manitre qu'auparavant on exprime les différentes solutions en termes de y. 

Alors pour de grandes valeurs positives de I+I on a les développements asymptotiques des 

fonctions d'AIRY : 



Les équations (29) et (32) s'écrivent respectivement : 

2 312 2 312 
avec f(q) est donnée par (18-a), 3 ( - ~ 2 )  et 3 (-yf2) Sont données par (31) et (34). 

Il est intéressant de signaler que la solution de (14) est apériodique quand q < q i  et 

17 > 712 avec rli < 712. Ainsi à partir de I'équation (17) on a : 



où f(q) est donnée par (18-a) 

Pour pouvoir raccorder les solutions intérieures (53) et (54) avec les solutions extérieures 

(55) et (56), nous exprimons ces dernières relations en termes de ~ ( q ) ,  alors on a : 

Ensuite l'identification en termes à termes des différentes solutions ci-dessus, nous 

permet de trouver les relations entre les différentes constantes : 

-116 

(60) 
(2) (2) C l  

(a2 , b2 ) = ( ~ 4 ,  2) ---- I I ;  si q > q 2  

si nous utilisons la relation (43) on obtient : 



5.4-Etude du cas où les points tournants n'existent pas 

Ii s'agit ici de donner une description qualitative de la solution du problème (IV,l) dans le 

cas où la fonction f(q) ne change pas de signe quand q passe de - à + W. Ainsi quand la 

valeu Propre CL1 appartient à l'intervalle 12 tel que : 

alors f(q) est monotone. 

Dans l'équation (14) on pose 

on obtient : 

ou l'on a posé : 

ensuite on cherche Q, (q,pl,d) sous la forme: 

(67) Q> (rl.CLltd) = exp(i a 11) 

(68) où: a = h .\l e+l 



On effectue le changement de variable suivant : 

ainsi on obtient l'équation hypergéoméûique suivante: 

Une simple constatation de (69) montre que u tend vers zero quand q est grand, il s'en 

suit que l'équation (70) est singulière en u= O. Alors une solution de (70) qui ne soit pas 

singulière en ce point, s'écrit : 

1 id= id= 1 i e-q 
(71) O(q,pi,d) =N erp [i ~zl&Ï] FF( + - 2.2 - 2. -) eV+e-il 

où N est un parami?tre de normalisation. (voir MORSE et FESHBACH 1953 , pp 1638-1660) 

Si on assimile l'équation (65) à l'équation de Schroedinger,alors la quantité (&+1) serait 

l'énergie cinétique d'une particule se déplaçant de -- à +-. Cependant la solution donnée. par 

(71) est réelle si : 

11 en résulte d'après (66), que quelque soit p l  appartenant à 12, la solution existe pour 

tout : d e e l .  



5.5 CONCLUSION ; 

A 
L'hypothèse de El 2 O(1) permet moyennant l'approximation de W.B.K.J de mettre en 

évidence l'existence de deux points tournants. En étudiant le voisinage de ces points on a 

obtenu des solutions intérieures qui sont des fonctions d'AIRY de première et seconde espèce . 
Le raccord de ces solutions intérieures avec les solutions ext6rieures qui ont des comportements 

aussi bien ascillatoires qu' apériodiques, fournit un seuil critique d'existence de la solution et 

permet de relier entre elles les constantes des d6veloppements. 

Dans le cas de non existence de points tournants les solutions existent et sont 

i n~~nd i t i~~e l l emen t  stables. 



ode de d6veloDo- 

Nous avons montré dans le chapitre (III) que les termes de droite dans l'kquation 

diffkrentielle suivante : 

ont une contribution mineure dans le comportement de la solution quand pl devient grand. 

Cependant, la solution de (1) a la forme d'oscillations lentement variables dans 

i'intervalle [O,1] ; Alors nous considérons le système suivant: 

hl 1 dP1 (Z ) )  + - 
dz Pl  ( z )  = O 

P O  (4 1% ( -  - 

PO(Z) 

où nous introduisons la variable rapide "zlle que 

1 
z est donc la variable lente avec 6 = - 

On obtient l'équation différentielle suivante : 



Afin d'obtenir une forme convenable de (4), nous introduisons une nouvelle variable 

rapide : 

( 5 )  z+ = Y ( f  ) 

où Y(?) est une fonction à déterminer, on a : 

nous introduisons (6) et (7) dans (4), on obtient : 

où l'on choisit Y'(?) tel que : 

Donc : 



La relation entre la nouvelle variable rapide 2. et la variable lente z s'èait : 

l'équation (8) devient : 

avec 
po"(z) po(z) "2 

p,.(z) ( -izG) 1 
Nous développerons ensuite Pl (z+,6) en puissance de 6 on a : 

(15) P1(z+,6) = $1(z+,6) + 6 $2(~+,6) +0(62) 

tel que : 

et on identifie à zéro les différentes puissances de 6, on obtient : 



d'ordre 60 

La solution de (17) s'ècrit : 

(18) @i(z+,z) = Al(z) cos (J z+) + Bl(z) sin (J z+) 

où nous déterminons les coefficients à partir du système d'ordre supérieur en 6. 

Termes d'ordre 61 



Pour qu'il n 'y ait pas de termes séculaires, quand z+ est grand, il est n6cessaire que les 2 

conditions suivantes soient vérifiées : 

(22) d'où : Al(z) = Cl 

Nous obtenons de (22), (23) et (18) : 

-1 - 

(24) )' { Cl cos(J z+) + Cz sin(J z+) ) 

A partir des conditions aux limites en z+ = O et z+ =1/6, nous déduisons que : 

donc (23) s'ècrit 



La solution à l'ordre deux en d s'&ait : 

(27) b(z+, Z) =A2 (z) cos0 ZÇ) + B2 (z) sin(J z+) 

où nous déterminons les coefficients à partir du système d'ordre 62 : 

Pour éliminer les termes st?culaires dans (28) quand z+ est grand et rapide, il suffit que les 

deux conditions suivantes soient vérifiées : 



de (30) on déduit que : 

de (31) on déduit que : 

1 Po'(-l) + Po"(-1) (34) où: b= -3 Po (-1) Il2 

Po'(- 1) - ) (- Po~(-l1) 

1 PO"~(Z) Po(z) Po'(- 1 ) (36) avec v ( z + ) = ~ ( z ) + ~  [ p0I3(z) - -1 p0(-1) 

d'où: 



En vertu de (7) on a: 

où CI, C3 sont des constantes d'intégration d'ordre un et deux en 6 respectivement. 





CONCLUSION GENERALF 

La connaissance de la répartition des densités est une d o d e  fondamentale 

pour l'étude de la circulation océanique. Cela conduit à un ensemble de méthodes de 

mesures et de relations. Cependant , la densité des eaux de la mer dépend de sa 

température, de sa salinité et de la pression (c'est à dire de la profondeur). C'est 

principalement la température qui commande en général la répartition des densités 

suivant la verticale. 

L'augmentation du gradient de densité dans les couches superficielies aux 

moyennes et faibles latitudes dû à une diminution de température ou à une 

augmentation de la salinité, provoque des mouvements de convection thermohaline. 

Ces mouvements se caractknsent par des courants ascendants. Au cours du présent 

travail, nous avons étudié l'évolution et la stabilité de la répartition verticale de la 

perturbation de pression dans un modèle qui étend le modèle quasi-géostrophique 

classique. Cette stabilité est d'autant plus faible que le gradient horizontal " suivant la 

verticale" de la densité est élevé . 

Tenant compte de cet effet de la stabilité on a obtenu, pour un profil de densité 

réaliste, une valeur critique du paramètre de variation de la stratification "du. Cela 

signifie en fait, que des mouvements de convection apparaissent dès qu 'on dépasse 

cette valeur critique . 

Toutefois, le cas d'un gradient horizontal de densitk variable est susceptible de 

provoquer un front " la frontogenèse(*) " qui pourrait déstabiliser la solution. 

L'impossibilité de faire une étude globale oblige à considérer des cas simples. 

('1 Une surface de discontinuité séparant verticalement deux masses d'eaux 



Le cas ÊL<<O(l) en est un, et, qui en outre correspond h une situation réaliste; 

c'est à dire qu'il traduit des situations où la couche ~ ' E K M A N ~ S ~  de quelques dizaines 

de metres. Ce cas se rencontre surtout aux grandes latitudes (exemple de l'Atlantique 

Nord). Ainsi l'analyse du cas d'une densité en tangente hyperbolique, montre que la 

solution cesse d'exister dès que le paramktre de variation de stratification dépasse un 

seuil critique de stabilité "v . 
A 

Dans la même ligne d'étude, nous avons considéré le cas EL> O(1). Cette 

situation n'est toutefois pas sans intérêt car il lui correspond des couches ~'EKMAN 

assez épaisses, qu'on rencontre dans les régions tropicales des océans. Pour ce cas 

nous avons obtenu un problème à deux points tournants, et l'étude des voisinages de 

ces points permet de raccorder les solutions intérieures et extérieures entre elles et de 

déterminer un seuil critique de stabilité de la solution. 
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STRATWICATION EN DENSITE. 

ONDES DE ROSSBY. 

ONDES LONGUES OCEANIQUES . 
INTERACTION OCEAN-ATMOSPHERE. 

VALEURS PROPRES. 

cette etuae ae la modélisation océanique est construite & 1 aiae d' 

quasi-gdostrophique , aux moyennes latitudes et tenant compte de l'interaction 
océan-atmosphbre .Il s'agit d'un modèle essentiellement forcé par la teitsion 
exercde par le vent sur la couche de surface de l'océan. On ne s'indresse 

qu'aux mouvements a grande échelle pour lesquels la rotation de la tene est 
prédominante. L'étude mathématique du problème part de I'hypothbse que 
l'océan est stratifié en densité volumique, et que la variation de densitt? etris 
rdsulte de l'échauffement différentiel de l'océan est responsable de la 
circulation de ce systbme.les recherches présentées ici sont axCes sur l'totude 
de la structure verticale de la perturbation de la pression. Aprbs un calcul 
explicite de l'écoulement pour une rdpartition de densité exponentielle, on 
établit un thdorbme d'existence basée sur  L'analyse de Sturm-Liouville, pour li' 
une tdpartition de densitd en tangente hyperbolique. Nous déterm 
un seuil critique du paramètre de variation de la stratification. Des 
sont calculdes numdriquement pour aider la determination de ce se 
et montrent l'existence des mouvements de convection thermohaline l&@ 
fort gradient horizontal de densité. La prQsence de ce fort 
de densité provoque une concentration d' énergie au niveau de 1 
peut être 1' origine d' une croissance excessive de 1' amplitude du 
Ceci est susceptible de provoquer une frontogdnèse qui pourr 
structure verticale de l'océan. On présente pour termin 
voisinage de la pycnocline où le gradient horizontal de densité 


