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TATI PRINCIPAL

rayon de la Terre

paramétre béta

nombre de Boussinesq

paramétre de variation de la stratification
épaisseur de la couche d’Ekman
paramétre de fond

opérateur Laplacien

opérateur nabla

nombre d'Ekman

nombre d'Ekman vertical

paramétre de similitude

paramétre de méme grandeur que E 1
longitude

perturbation de pression en fonction de &
vecteur accélération de la pesanteur
profondeur de la thermocline

échelle caractéristique de longueur verticale
paramétre de normalisation

nombre d'onde zonal

nombre d'onde horizontale

échelle caractéristique verticale de densité
paramétre de Coriolis

paramétre de Coriolis local

échelle caractéristique de longueur horizontale
paramétre de séparation



m nombre d'onde méridional

myy, : valeurs propres

M limite supérieure

Ho : coefficient de viscosité dynamique
Wn valeur propres

2
N(z) .  fréquence de Brunt-Vaisdld

N 5, : fréquence de Brunt-Vaisdld maximale
n variable en fonction de &
Vo coefficient de viscosité cinématique
g paramétre de similitude
{? : vecteur rotation de la Terre
p perturbation de pression océanique
r’ pression atmosphérique
T : 3.14159
r composante radiale des coordonnées sphériques
R, . nombre de Reynolds
Ro nombre de Rossby
p densité volumique océanique
densité volumique atmosphérique
Poo : densité volumique de réference
nombre de Strouhal
o fréquence de Rossby
latitude
8o point de latitude central
17) vecteur vitesse horizontale
z : variable d'espace verticale
variable d'espace
woo: vitesse verticale



L'objet de 1a présente étude est de décrire un modele d'évolution des courants oc€aniques
mettant en évidence le couplage dynamique océan- atmosphere et visant a établir un modele

quasi-géostrophique en ondes longues pour la circulation des océans.

Ce modele est essentiellement forcé par la tension exercée par le vent sur la couche de
surface de 'Océan. Les approximations quasi-géostrophiques utilisent des échelles verticales

comparables 2 la profondeur du bassin et une étendue horizontale ne dépassant pas 1000 kms,

11 est connu, (KAMENKOVICH, 1977) que la contribution de la variabilité de 1'Océan
provient du processus (2 méso-échelle et macro-échelle) des fréquences caractéristiques de
l'ordre de 1 oscillation par jour et des nombres d'ondes de 10-3 -10-2 km-!. Cependant, il
n' existe dans cette gamme que les ondes longues baroclines et barotropes de Rossby et la
portion d'énergie due aux ondes acoustiques gyroscopiques et gravitationnelles y est
insignifiante. En effet, les ondes de surfaces possédent une grande variété de longueurs
d'ondes et de fréquences. Quand elles agissent simultanément sur les courants océaniques,
ceux-ci produisent des oscillations de type complexe. Ainsi il est naturel de considérer
I'approximation de Boussinesq et 'approximation quasi-statique afin de filtrer les ‘ondes

courtes et ne conserver que les ondes longues (ZEYTOUNIAN, 1990, pp 36-56).

Dans de tels modeles, on rencontre souvent deux classes d'ondes longues : la premiere
classe est constituée d'ondes longues de gravité dont la fréquence  est supérieure 2 fo +Bp 'y,
ol la rotation fg de la Terre est-un parametre. Ces ondes sont d'une importance fondamenfale
dans la théorie de la propagation des marées. La seconde classe est constituée d'ondes
planétaires ou ondes de Rossby dont la fréquence o est inférieure a fg +Bgy. Ces ondes

n'existent que si I'Océan est en rotation.

En ce qui nous concerne nous nous intéressons A cette derniere classe et nous



nous limitons aux mouvements de grandes échelles dynamiques & moyennes latitude (¢ = 450)
pour un Océan théorique ol la rotation de la Terre est prédominante. Les écoulements ont lien
dans une fine couche entourant la sphére terrestre. Le parametre caractérisant ces écoulements,

c'est a dire le nombre de Rossby est supposé petit devant l'unité.

A partir de ce modele, GODTS (1988) a obtenu un probléme d'évolution pour la pression
océanique , qui prend en compte les échanges océan-atmosphere. Ce modele ne s'intéresse qu'a
la structure verticale de la perturbation de pression. Les autres grandeurs se déduisent de celle-ci

sans difficulté majeure.

Le probléme mathématique obtenu, part de I'hypothese que I'Océan est stratifié et que la
stratification dépend du profil donné de la densité volumique, et que la variation de la densité
qui résulte de l'échauffement différentiel de I'Océan est responsable des circulations des
systémes. En outre, la stabilité dépend de la stratification dans laquelle Ie fluide le plus lourd au
dessous du fluide le plus léger, provoque des mouvements verticaux affectant la nature

dynamique de I'écoulement.

La structure verticale permet de supposer que chaque particule fluide se déplace

adiabatiquement du niveau z au niveau z+{, qu'a chaque instant t, on a un état d'équilibre
d

thermodynamique stable et que la variation de densité (c.A.d :—d%g ) est négative. Le

déplacement de la particule fluide 2 partir de cet état d'équilibre, en l'absence de l'effet de la

compressibilité, induit de petites oscillations de fréquence N ( fréquence de Brunt-Vaisili ),

donnée par la relation :

dpo (2)
N2=.--£&_ CSPotZ)
po

Dans le cas des ondes linéarisées, les équations sont linéaires A coefficients dépendant
de z . 11 resulte de cela que I'étude des ondes dans un océan & profondeur constante, peut

effectuer en séparant les variables pour obtenir d'une part un syst¢me d'équation différentielle



pour la structure verticale, et d'autre part un autre systeme pour la structure horizontale, de sorte
que : V(X,Y,Z,t) = Vu(z). ha(X,y,1) .

Cette méthode d'analyse pour étudier les probleémes de fluides en rotation & profondeur
constante, a été introduite par TAYLOR (1936) dans le cas d'une stratification continue, et par
CHARNEY (1955), VERONIS et STOMMEL (1956) dans le cas d'un fluide & deux couches

(stratification discontinue).

Plusieurs études ont été entreprises a ce sujet dans les dernieéres décennies. Citons
notamment la formulation de GARRET et MUNK (1972, 1975) qui consiste & supposer gue
I'Océan est illimité au fond et 2 la surface, et que la fréquence N(z), comparée aux fluctuations
d'ondes, varie peu en fonction de la profondeur. LEBLOND et MYSAK (1978) donnent une
interprétation peu différente de celle de GARRET et MUNK, et décrivent une structure océanique
verticale 2 deux couches contenant une pycnocline. La pycnocline est un niveau de profondeur
séparant deux couches de liquide dans lesquelles la densité varie peu, le voisinage de la
pycnocline étant au contraire, une zone de fort gradient de dendité. La fréquence N(z) est une
fonction qui varie peu dans la couche de mélange et demeure constante au dehors de la
pycnocline. Ce modele fut repris par plusieurs auteurs: citons PEDLOSKY (1979) qui le
généralise en donnant un modele muiti-couches 2 densités uniformes mais distinctes. Dans leurs
travaux, BADULIN, SHRIRA et TSIMRING (1985) étendent la propagation d'ondes internes au cas
d'une stratification continue, et montrent que l'existence d'un fort gradient horizontal de
densité modifie 1a structure dynamique et cinématique des ondes internes. Ces mouvements
d'ondes se concentrent a certaines profondeurs, appelées zones de piégeage d'ondes et sont
déterminées en fonction de la pycnocline. Ils concluent que ces zones deviennent des régions
d'interaction intense entre les ondes internes et les mouvements a grandes échelles.

D'autres études théoriques et expérimentales plus récentes confirment ces résultats. Citons
notamment les résultats de SIMPSON et LINDEN (1986, 1989) qui démontent qu'un fluide
sous l'effet de la pesanteur et qui contient un gradient de densité horizontal et vertical est
linéairemenf stable si le gradient de densité horizontal est constant, tandié qu'il y a formation

d'un front d'énergie(" Frontogénése") intense associé  la non - uniformité de celui-ci.



Dans cette étude, nous nous limitons a un océan théorique a latitudes moyennes.
Nous considérons le cas d'un parameétre de variation de la stratification petit et nous supposons
que la profondeur de la thermocline est fixée. Nous assimilons I'océan a un milieu fluide
incompressible pesant, a masse volumique non constante, et visqueux. L'océan est limité
verticalement par un fond plat et une surface libre qui le sépare de 1'atmosphere. En outre le

processus dissipatif (frottement, échauffement, conduction, diffusion) est négligeable.

Au cours de ce travail, il a ét€ discuté une hypothese sur le paramétre /lt‘, |, en particulier
son ordre de grandeur par rapport & I'unité. Toutefois la viscosité cinématique change suivant
1a latitude. En conséquence le nombre d’EKMAN mesurant le rapport des effets de la viscosité et
de la rotation de Ia Terre, varie. IL s'ensuit que la profondeur de la couche d'EKMAN et le

A
nombre E; varient aussi.

Dans la premicre partie, composée du seul chapitre 1, on rappelle le modele mathématique
en ondes longues de la circulation océanique obtenu par GODTS (1985,1988) a partir des
équations générales de Navier - Stokes. On précise les principales hypothéses et
approximations nécessaires pour élaborer le cadre asymptotique dans lequel nous nous plagons,
afin de formuler le probléme d'évolution de la pression océanique a I'ordre 1 par rapport au

nombre de Rossby R,

La seconde partie de ce travail prolonge celui de GODTS 1988.Elle est consacrée 2 1'étude
du probleme d'évolution de la pression Pj, en particulier 3 I'examen de la structure verticale de
1a variation de pression, que I'on a réduit 3 un probléme aux limites de STURM-LIOUVILLE. Tout
le long de cette partie nous considérons ['hypothese /1\3 1 <<1. Bien que cette hypothese méne 2
des simplifications mathématiques, elle correspond 2 des situations physiques des Océans

qu'on expliquera dans les chapitres qui suivent. Cette partie est divisée en trois chapitres.

10



Au chapitre II on donne une description qualitative de I'évolution de cette structure
verticale dans le cas d'un gradient horizontal de densité constant, et cela en supposant un profil
de densité en exponentiel. On établit ainsi que les modes propres associés sont stables au cours

du temps.

Au chapitre 111 on étudie analytiquement et numériquement le cas d'un gradient horizontal
variable, en se donnant un profil de densité en tangente hyperbolique. Nous étudions dans ce
chapitre le probléme d'existence et d'unicité de la solution en fonction du parametre de variation

de la stratification.

Le passage du cas continu d'un fluide stratifié, au cas limite de discontinuité de deux
fluides superposés partiellement est envisagé. Ce passage se manifeste par une concentration
d'énergie au niveau de la pycnocline qui sépare les deux zones. Néanmoins, cette concentration
d'énergie favorise une croissance excessive de l'amplitude de la solution, qui déstabilise le
courant océanique. On justifie en outre numériquement 'hypothése classique d'instabilité des
écoulements d'un Océan en rotation sous I'effet d'un gradient horizontal de densité fort,

Au chapitre IV on présente un modele mathématique dans le cas d'un gradient horizontal
de densité fort, basée sur la recherche des solutions de part et de 1'autre c6té de la pycnocline
en tenant compte des conditions aux limites au fond et a la surface. Ensuite, en recherche une
solution au voisinage de la pycnocline, qu'on raccordera aux solutions précédentes, afin de

déterminer Ia solution générale.

Dans la dernitre partie de ce travail sera considéré I'hypoth2se /1\3 ) 2 1. Au contraire du
cas précédent il s'est avéré que le systéme d'équations de départ contient des termes complexes.
Ceci rend l'application de la méthode de STURM-LIOUVILLE plus difficile a résoudre par la
méthode utilisée dans les chapitres II et III. Pour cela on se propose d'utiliser 1'approximation
de w.BK.J mettant en évidence 'existence de points tournants, et la transformation de LANGER.
Cette derniére approximation nous permet d'étudier le voisinage de ces points et nous donne

une approximation uniformément valable de la solution.

11
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1.1._Equations de b: e NAVIER STOKES

On considere 'écoulement d'un fluide visqueux et incompressible de masse volumique

p, de viscosité cinématique L et de viscosité dynamique v. Les reperes dans lesquels sont

étudiés les mouvements de cet écoulement ne sont pas galiléen, et les forces extérieures sont
- — -

celles de la pesanteur ?= - gk et de la force de Coriolis. Le vecteur Q = Q z de rotation de

la Terre par rapport au repére absolu ( x, y, z ) étant dirigé du Sud vers le Nord.
On se place dans un repere lié 2 la Terre de centre A et de coordonnées sphériques (r,0,0)
N . . - n . -2 o
ob O désigne la latitude (‘2* <0 < ), ¢ la longitude, (i, j , k') étant le repere naturel

orthonormé associé A ( r, 0, ¢).
Les équations de Navier-Stokes pour les mouvements océaniques sous les hypotheses

décrites dans l'introduction, s'écrivent (voir par exemple PEDLOSKY pp338-359) ;-

1.1. 1- Equations de la quantité de mouvement

(1l-a) (—t—+?\—7—) uvl9+—~-2stm(*)+2chos(-))
) ) ing 0 '
1 p+llo(V ot —2 2 l 2 sin® _V_ u
"t cos® 9 2cos® 90  r2cos0290 12 cosH2
ov u?
(1-b) p(g+—)V)v+—tg9 +—+29usm9) —};g’—;

2 aw 2sin@ du v
2 3¢ T cos82 3¢ r2cos20

—)
+Ro (Vv +5

W o= w242 p
(1l-c) (at+uVW-T-2Qucose)=-;_pg
o (P . —2_ W _2 Aveod) 2w
r’cos@ 9¢ r2cos® 99 T

13



1.1. 2- Equation de conservation de Ia masse dans I'approximation de Boussinesqg.

2) §B+i(vcose)+2wc0s6+r cose%vrl=0

3% a8

1.1.3- Equation de I'énergie en I'absence de dissipation

d
3) £+?V7)p=0

e T e e N
avec u=v+wk, v=ui+vj

On désigne par u la vitesse relative, p la pression, p la densité volumique po le

coefficient de viscosité dynamique constant et V 1'opérateur différentiel suivant :

“4)

Aux frontieres, les composantes normales et tangentielles des vitesses sont nulles. A ces

conditions aux fronti¢res s'ajoutent les conditions initiales :

%) t=0, u=uo, p=po

Désignons par ag le rayon de Ia Terre et introduisons les coordonnées curvilignes

suivantes :

(6) x=agcoshy ¢ y = ag (0-69) z=r-2p
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ol I'axe Ox est dirigé€ vers I' Est, Oy vers le Nord, Oz est la verticale ascendante. L'origine
locale O(x,y,z) =0, caractérise le point au voisinage duquel se déroulent les phénomenes que

I' on étudie.

figure 1:

1.2. Adimensionnalisation et coordonnées cartésiennes

Introduisant les parametres non dimensionnels suivants :

x, ) =Lo(x, y) z=Hpz r=apr t=T¢t
(u, v) = U(u, v') w=Ww p=Pp p= poo p'
_ 8PooH 2 uz Poo Lo
Bo— P Mo=c2 C2=F(;; S=_ﬁ

U L
R= e = 1 = _0
% loLo lo=2 Q sin® I=lo+ Bogy

15



E= —VLZ E = -E—2 Vo= fo
€0 Poo
f0=12=Y 5= Bo= T2y /y=0
ol
agest le rayon de la Terre,
Q est le module du vecteur rotation terrestre,
0, est la latitude du point central.
T, P, pgo sont les échelles caractéristiques de temps, de la pression et de la densité
volumique respectivement.

Lg : I'échelle caractéristique horizontale des différents champs.

Hp : I'échelle caractéristique verticale des différents champs.

U, W : échelles caractéristiques des vitesses horizontales verticales respectivement.
Rg : le nombre de Rossby

Bo : le nombre de Boussinesq

S : le nombre de Strouhal

E, E, : nombre d'Ekman ordinaire et vertical

8¢ : parametre de fond

€o: paramétre hydrostatique

|: parametre local de Coriolis.

16



On obtient le systéme suivant :

. a_u 5 0 5 uw v sin@ sow cos@ Mg—2cos6g dp
(7-a) a i 0 r tg &% 1 “Re sinfg *Ro sinfp p rcos@ ox
1 1 d Ju 1 d Ju coszeo azu
+ ~ (@2 =) +——— 7 (cos® + PPy
PRe (rz €02 32( 0z r2cos@ 9y ( W) 12 cos20 0x2
cosfp IJw cosfp sinf dv 302 u
+2g9 8 = - S an
r2cos® dx 12c0s20  9x  12cos20

ov u vw u sin® Mo2 dp
7-b ST+ 8 — g0+ €9 Sop——+ »- = =
(7 o YO0 189+ 800 R0 5in6g o1 3y
- ( 9 ( zav cos26p 92V
P Re 'r2gp? 0z 12 cos2 X2
1 ow cosfgsin® du 802 v
2 - —_— — _ _J0 Y
t2a%g ay * 28 12¢c0s20 Ix 12 cos20
ow u? +v2  gp U cos@ Mo2  op
(7c £2S— -3 - = . +B
) 0 ot 0 €0 r RO Sine() p ( aZ Op)
+L( g 2 Qv_v) S 2 (coso B_w) + gg2 cos20o 9w
PR, 0z oz 12 cos® dy dy 2 cos20 0x2
9 cosfp du
-2 8?82 -2 8o vcosf) -2 0 .
12 % %2 coso dy ¢ ) 0£0r2 cos® Ox )
: 9 .5 r d rcos@p du
(7-d) g 5, (r W)+€o_coSe 3y (Vvoosd)+ e " =05
ap cosfp dp ap ap
(Fe) S A N s o Yy Y G, O
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1. 3 -Hypotheses fondamentales

1. 3.1-Approximation du plan tangent

Dans I'étude des écoulements océaniques od I'on ne s'intéresse qu'aux ondes de grandes
longueurs d'ondes, comme c'est le cas des ondes de ROSSBY dont les périodes des oscillations
sont supérieures A une oscillation par jour. Il est souvent usuelle d'utiliser 'approximation du
plan tangent, et cela de maniére & suivre I'évolution de ces ondes sur des altitudes considérables
en comparaison avec la longueur d'onde.

On admet dans tout ce qui suit que :

®) 8o= %) <1

cela signifie que les longueurs envisagées sont petites devant le rayon de la Terre.

Nous effectuons le passage 2 la limite suivant:

) 0pg =0 avec Bp=0(1)
2
(10) ou: Bo= 2 cosfg i%

On obtient le systéme suivant :

—-)
(11-a) p[Ros%+(1+RoBy)?A7 +egwcotgho 1 ]:

. 2 bw _Ro (9 2 ED 9w
(11-b) p(eo Ro S 5 -€ou cotg60)= M20(55+Bop) +g92 ED 2w +E 3.2
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(11-c)

P 9P _
11-d) Sgt-+uax +v W+w % =

- —
v D

¥l

avec : S +w

1.3.2. L'approximation des ondes longues
Avec I'approche précédemment décrite dans le paragraphe précédent, et afin de mettre en

évidence les ondes longues de ROSSBY il est donc nécessaire d'éliminer les ondes courtes
internes. On tient compte de I'equation de l'interface océan-atmosphere qui s'écrit:

S(x,y,z,t)=z-0. M (X,y,)=0 o ot désigne un petit parametre sans dimension qui caractérise
I'amplitude réduite des déplacements verticaux de l'interface en comparaison avec la
profondeur. Ainsi la modélisation de 1'écoulement océanique étudié consiste  traiter le systéme

(I,11) et & considérer le passage 2 la limite suivant, dit filtrage des ondes courtes.

o
On fait tendre €p et oo simnltanément vers zéro, telque 8—0 est constant et

les autres parameétres restant constants.

Nous supposons ensuite vérifiées les conditions suivantes :

pn, |Ip all=0()
(12)

® Limop(s) =S

et nous obtenons le systéme suivant :
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—
v o ov - > Ro & 92v
(13-a) p[Ro (S5 + v Dv+w Tz) + (1+Ro B y) K AV ) +———MZOD P=EL 35

(13-b) %5 + Bgp =0

(13-¢)

(13-d) S§p+u;; +Vv ?Ts+w5;=0

Nous associons  ce systéme d'équations aux dérivées partielles les conditions aux limites

suivantes:

.ﬁ

[wo 5 5]
P« 0 ]-'0 az S

(14) < enz=0

U dw
L [-P+2uoa g]s=0

ol l'on convient de noter [ f]s le saut de la grandeur "f "au travers de s .

- -
v=0
15) en z =-1
w=20
V=v0
(16) ent=0
p=p°

Les deux premi2res équations caractérisent les conditions de transmission a I' interface

océan - atmosphere (voir GODTS, 1988)
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1.4. Modele quasi-géostrophique

Afin d'éviter la dégénérescence des équations du systeme (I,13), lorsque Rg et E| tendent
simultanément vers zéro, une premiére étape de 1'approximation quasi-géostrophique consiste 3

introduire les paramétres de similitude suivants :

Mg2

17 =—
an o Ro?
A E.L

18 Ei= —
(18) Ro?

Nous effectuons ensuite le passage 2 la limite principale suivant :

A
(19) Ro— 0 avec wg et E; sont fixés

Une seconde étape consiste & effectuer des passages aux limites locaux; tenant compte

des conditions sur les frontiéres verticales.
En admettant que les mouvements envisagés aient une faible amplitude, on peut écrire les
développements suivants:
v =w+ Ropvy +... .,
w=Rywi+.... .,

(20) p=po+Ropp; +... .,

p=po+Rop;+.... .,

et se limiter au calcul des petites quantités d'ordre un en Rg, on obtient donc le systtme suivant :
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= - = - - = 1 >
70.Dvo+[3 ykAv g+ kA71]+p1kAvo+——D p2=
o

(21-a) po[S —-at—" +

(21-b)
ap1

@) P+ Bopy =0

@1-d) s %%‘ +VoDp1 + wl%"ZQ =0

olt po, Po et vp vérifient :

%)ZQ + Bopo =0
(22)

- - o
v o=(wg po)y"l k A Dpy
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1.5. Probléme d'évolution pour la perturbation de pression

A partir de ce dernier systtme d'équations, nous obtenons par élimination une équation

d'évolution pour P1:

sagt (SBL 4 ZPL) | gpo- (ko(z) SEL+ (1+ko'@) 5%)

dx2ot 8 20t

+(wopo)™! [ 'gp— g—i% Ix ay2 ) 0ot - Bg! QP— (

\ 2 3
(23) + (1 +ko'(2) ) %Z‘Si)] + (copoy! [%Pxi (6%2%; a—y% ) gt

+Bg-! apl( o(Z)

Nous associons & cette équation les conditions aux limites et initiales:

)

BoI'(z) X(Z)l?2 [(moPO)“IPx- (0g poy? pxa] enz=0

3
@) Sl =s
L -
Bo x(2) B2 (@0 oy Py = 0]
(@5)  AP=po KD AV (xy2) 85! 5 [poko® & (P—p‘9—>]
0

R Do d - —
@26) o: S E=S§+((a)opo)'1 K’AD Py) D

3
@n A=y D2 + Byl (g—z(ko(z)%) ) +32

23

+(1+ko(z)) azay) ] +0g-1B aL

Py
ko) 3295

en z=-1

ent=0



1 dpo(z)y
(28) ko (@)= (-—— ==
0% (Po(Z) dz )

A
) g = (i dpo@

2p0(z) dz

Les grandeurs P13, pg?, ?), caractérisent respectivement, la pression, la densité et un

paramétre de similitude, de I'atmosphere.

________

- pression
atmosphérique

o

g t,ensionf-""""“
~- g el vent et

L1
~

profondeuwr

Nord

prmmmmm ey,

N

Z=—
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1.6. Conclusion

En résumé de cette premiére partie, notons que la théorie de GODTS développée ici,
établit qu'a I'ordre ¢ le systéme (1) est réduit a I'équation (23) avec les conditions aux limites
(24) et (25). 1l s'agit d'une équation aux dérivées partielles non linéaire vérifiée par la

perturbation de pression P;.

Comme le laisse penser I'existence d'une circulation océanique induite par le vent, il
s'établit une étroite interaction entre I'océan et 'atmosphere; de méme les échanges d'énergie
mécanique et thermique s'effectuant A travers la surface de I'océan entrainent des répartitions
inégales de densité tant dans la mer que dans I'air. Ainsi dans la condition a la limite de
I'interface dans (25) figurent les grandeurs P2,p A relatives 2 I'atmosphére .

Cette modélisation océanique est fondée sur un modele quasi-géostrophique (figure 2), ot
le transfert de quantité de mouvement a l'interface air-mer se traduit par un apport d 'énergie de
la surface vers les couches profondes du bassin océanique.Cette propagation d'énergie est
difficilement paramétrisable dans la région représentant la thermocline oil la stratification est
figée. Clest la raison pour laquelle nous nous intéressons 2 la structure verticale du modele en
question.

11 est donc nécessaire pour étudier cette structure de faire de nouvelles hypothéses; c'est

ce que I'on envisage aux chapitres suivants.
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CHAPITRE 11

STRUCTURE VERTICALE
D'UN ECOULEMENT EOSTROP UE

a
STRATIFICATION CONSTANTE_
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INTRODUCTION:
2.1. Ondes libres périodiques dans un milieu illimité

L'objet de ce chapitre est de donner une description qualitative de 'évolution de la
perturbation de pression pour une stratification constante appuyée par ' hypothése /}\SJ_< 1, qui
bien qu'elle méne a des simplifications mathématiques, traduit des situations physiques qu'on
expliquera au cours de ce travail. En outre dans ce chapitre on retrouve quelques propriétés des
ondes de ROSSBY habituelles mais avec un léger amortissement.

Nous supposons que le milieu est illimité suivant Ox, Oy et limité verticalement par un
fond plat et une surface libre. Nous supposons en outre que la perturbation de pression
atmosphérique est négligeable devant la pression océanique.

On propose de chercher des solutions périodiques en x, y et t respectivement en direction
de 1'Est, en direction du Nord et le temps, en supposant que la perturbation ait la forme d'onde

Pplane suivante :
(¢))] pl(x,y,z,t)=P(z)exp[i(kx+my-<st)]

ou k désigne le nombre d'onde zonal, m le nombre d'onde méridional et ¢ 1a fréquence des
oscillations.
L'avantage de la forme de solution (1) est que les termes non linéaires de ['équation (23)

du chapitre 2 s'éliminent identiquement .
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2.2 Formulation du probléme de STURM-LIOUVILLE

L'examen direct de I'équation d'évolution de la perturbation de pression, en utilisant
I'équation (1),conduit pour la forme verticale P(z), au probléme aux limites de Sturm-

Liouville suivant :

dP(z)

ko(Z) 2 + (1+ ko(2)) - A P(z) =0 (a)

) < o B2 +a1P(z)=0 en z=0 (b)

Licsdpd(zz)mcz P(z)= 0 en z=-1 (o)
ol
1 dpot !
©) =(-—— 4
ko () (po(z) )

désigne 1'échelle caractéristique verticale de densité,

k
4) A= g 1 Bg (kp2 + J—3—), est un parametre de séparation des variables,
o

5) kp2=k2 +m? désigne le nombre d'onde horizontal,

o et o, sont deux parametres donnés du probléme, qui s'écrivent :

A

172
) =) z=0
2P0 (z) ko (z) 1 %=

(6) ap = ( 0o ! Bokn? T'(z) (

A

B
% o =-( @ Bokn2 (

1/2
) —1——) =-1
200z ko(z)/ %=

et:
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B po(z)172
(2 po?(2)1/2 + K po(2)1/2)

®) I(z)=-1+

ud pg? désignent respectivement le coefficient de viscosité dynamique et la densité volumique

atmosphérique.

Les effets de frottements et de viscosité se font sentir dans des couches minces de largeur
négligeable devant les échelles des phénomenes géophysiques étudiés. Nous faisons alors

I'hypothese suivante :

©) (7)) =¢ <<1

Comme il a ét€ noté dans l'introduction, le choix de cette hypothese n'est pas fortuit mais
peut correspondre a des situations réelles de 1'océan. En fait, pour une profondeur moyenne de
I'Océan H= 5103 m, une étendue horizontale L~ 106 m, et une vitesse du vent de 1m/ s-1, si
la viscosité cinématique varie entre 50 et 500 cm?2s-1 3 différentes latitudes, alors le paramétre ,EL
peut étre inférieur a 1, et 'épaisseur de la couche ' EKMAN Jg est assez mince (voir tableau 1).
Plusieurs études ont été faites a ce sujet, on cite les mesures de la viscosité cinématique de
BOWDEN, HOWE, et TAIT (1970) en Y'Atlantique Nord, et de HOEBER (1972) en Atlantique

tropicale (voir E.B.KRAUS 1975, pp 102-117).

¥ mig’ Ry Ey E, 5 (m)
5 107! 0.0076 1.58 1074 2.669 62.88
5 1072 0.0076 1.58 10°° 0.2669 19.885
- 0.0076 158 1g°° 0.02669 6.286

A
Tableau 1: valeurs du parameétre E et de la couche d'EKMAN pour différentes valeurs de la
viscosité 2 la latitude de 60 0-
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Nous supposons ensuite que les mouvements ont des petites amplitudes.
On écrit alors les développements suivants :
P(z,e)= Pi(z) + & P2(z) + O(&3),
(10) o(€) = 01 + €02 + O(€2),
AMe) =X + €Az + O(€2),
A
o=¢€ ay
A
o= ¢ az

Nous identifions ensuite entre elles les différentes puissances en € ; au premier ordre

nous obtenons le probléme aux limites :

d 1 dP,(2) A
= —5—)+ — P1(z) =0 (a)
A A e

1 ﬁ __dPéZ(z) =0 en z=-1 (b)
Siﬁdl,z(_l) =0 en z=0 ©)

Le probléme a résoudre est le suivant :

Existe-il des valeurs propres Aj (et donc les valeurs o) auxquelles on associe des

tions propres, tel e probléme Limi 11), ait des soluti; nulles ?

Pour étudier ce probléme, nous examinons la structure verticale de P1(z) en considérant
les solutions en modes normaux pour un profil de la densité volumique donné, et nous
montrerons comment cette structure verticale dépend de la stratification 2 travers la fréquence

de Brunt -Vaisili, dans la forme et la nature de propagation de ces modes propres.
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2.3, Solution explicite pour une stratification en densité exponentielle.

Ce modele 2 stratification constante montre une description qualitative simple de
I'évolution verticale des modes propres. Il consiste a supposer un profil de densité volumique

en exponentielle :
2
(12) po(z) =pgoexp (- Nmz)

2
ol : Npy<<1, et désigne la fréquence maximale de Brunt-Vaisild du milieu et poo est une

constante.

2.3.1, Modes propres de la solution.

L'équation (11,a) étant linéaire, sa solution est une combinaison linéaire de deux

solutions linéairement indépendantes.

On discutera alors deux cas :

N2
1% si A -
si 1 < 4
la solution s'écrit :
Nm 7 .
(13) Pin (z) =exp (—%5—) (Ancos(Yaz) + Bpsin (Ynz))
ol :
Nm 4}\’111 2
(14) 'Yn"—'(|1+ [)
Nm

Nous utilisons ensuite les conditions aux limites pour déterminer les constantes A, et By,

31



Pour qu ‘il n' y ait pas de solutions triviales il est nécessaire que soit satisfaite 1'équation
caractéristique :
N4
(15) (m? +—%) sinya=0
dont les racines déterminent les valeurs propres du probleme.
a) Yo =0

Si nous utilisons (14), nous déduisons que :

a6 Ao =- P

Cette dernitre expression correspond 2 la valeur propre barotrope, & laquelle on associe
la fonction propre verticale suivante:

2
17 Plo(z)EA(l-O(NmTl) ) ; N,2n<<1

b) Yn=nll (n=1,2,.. )

Comme précédemment, de (14) nous déduisons que :

2 22
(18) k1n=-N—"1"—(1+i“Tn_]

Nm

correspondant aux valeurs propres baroclines. Les fonctions propres baroclines associées
s'écrivent :

2 2
Nz ) (cos( nmz) +I;—n“—1‘t— sin(n 7z) ) , (n=1,2,.),

Pin (2)= Ap exp (
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4
5'5 IN
1l
=

c) (2 +

Ce cas ne convient pas pour notre analyse, car il suppose que Y, est complexe, cas
impossible d'apres (14).
2
Nm

2% si A > -4

La solution s'écrit :

2
20) Pr@=exp( TBZ) (Ach(Az)+Bsh(Az))
ol I'on a posé :
2 172
N, 4l
21 A= in 1+ 2
Nm

Comme dans le cas précédent, nous utilisons les conditions aux limites pour déterminer

les constantes A et B.

On en déduit alors, pour qu il n' y ait pas de solution triviale, la condition suivante :

(22) (A2 -S®) shA =0

On envisage donc plusieurs cas :

2
Nm

= \m_
a) A= 2

Nous déduisons de (21) que: A;=0.
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Ce cas, est similaire au cas barotrope discuté précédemment. La fonction propre
associée s'écrit :

2
-Nm z

(23) Pio(z) = Agexp ( > )

qui est la méme expression que (17).

bbshA =0;: = A =0

Nous déduisons de (21) que : =- -

ce cas ne correspond pas A nos hypotheses, qui sontque @ A>- 4

Fréquences d'ondes de ROSSBY.

A chaque mode propre on doit associer une relation de dispersion qui s'écrit, d'apres

I'équation (4) :

Bk
24 =
(24) C1n (2em2 * 0oBo- 1 | han]) (avec k> 0)

Cette relation détermine la loi de dispersion des ondes de Rossby qui se propagent dans la

direction Est- Ouest avec la vitesse de phase :

Oin -B
25 = = =
23) k (k2+m2 + @gBg ! | llnl ) (n=0,1,2,.... )

Ainsi, la relation de dispersion des modes barotropes s'écrit :
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Bk
2 = ”
(26) S10 (x2+4m2 * 0oBo- 1| A10!) =)

tandis que la relation pour les modes baroclines s'écrit :

Bk

27 Ot =
@D Om e T a0Be 1T Atal)

(n=1,2,.... )

ol B, désigne le parametre de rotondité de Ia Terre.
Par ailleurs, 'équation de dispersion (4), peut se présenter graphiquement sous la forme

de I' équation d'un cercle dans le plan des nombres d'ondes (k,m):

(28) (k+—B—)2+m2=B—2- ®oBg 1| Atn |
20 402

dont le rayonest : ( - Bg 1| Ain! )12 etle centre est au point : C (- —29-’ 0)
o

B2
402
Le cercle existe si la condition suivante, vérifi€ par o1, est satisfaite:

p
2 @oBo ! [ Ain |

(29) Om <

et la distance qui le sépare de l'origine du plan (k,m) est donnée par le minimum du nombre

d'onde longitudinal :
2 1/2
(30 kmax'—"—B-— _B_"‘(DOBO'II;\.InI
26 4 o2

Nous concluons cette étude des termes d'ordre € en faisant remarquer que jusqu'ici,

nous n'avons fait que retrouver les propriétés classiques des ondes de ROSSBY dont les
solutions sont stables. Mais il est intéressant d'étudier la solution d'ordre deux en & et

d'analyser la nature de la solution 2 cet ordre.
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2.3.2. Solution d'ordre deux en £

Le systeme (2) développé al'ordre 2 en € s'écrit :

( 2
2 2 2 2 -
d—P—2~+ de—P—2 -Ai NmPs2=2dz Ay Npexp( N 2 ) cos(nll z)
dz2 dz 2
dP Aq N2
31 3 —d—zg = om (Gzn —in— - i/ﬁlj en z=0
dp A N 2
2 A
\ @ T opn -0n (o 3= -ify ) en z=-1
La solution du systeme (31) s'écrit :
(32) Py(z) = Pan(z) + Pyp(z)
ol : Pan(z) et Pyp(z) désignent respectivement, la solution homogene et la solution

particuliere, alors:

2
(33) P, (z) = exp( -N‘S z ) {Kn cos(nIl z ) + Ly, sin ( nIT z )}
Az An Niy 2 4
+ 2200 TM oxp( 'N‘i‘ 2y zsin(nmz) +O(Ng)

2 nxm

2.3.2.1. Détermination de A et condition de résolvabilité

Nous proposons donc le procédé de résolution suivant, ol nous utilisons la notation

suivante du systéme (31) :
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( 2
2 2 - 4
S (P2) - A1 NpP2= A3 Ay Npexp( ——"‘——NZZ ) cos(nIl z)+O(Ny )
2
A
34 3 Ui(Py) = — [o‘znl\—li“l-- i'z\u) en z=0
Gln .
Aa N
= —2 (-1)n Nm A -
[ valea) = 22 00 (oo - iy ) enz=-1
ol :

3(P2) est donc un opérateur différentiel linéaire et Uy(P;), Uz(P2) sont les conditions
aux frontiéres.

En utilisant le fait que les conditions aux limites sont linéaires et en utilisant (32), on

obtient les relations suivantes:
(35) U1 (P2n) =U; (P2) - Uy(P2p) en  z=
(36) Uz(P2n) =U2 (P2) - Us(P2p) en  z=-1

Ensuite nous utilisons (33) et (34). On obtient :

2

2 An Nm. A

N, ——102n5> -1 a

> nIl Kn m[ "2 |

37 =
2 2 o
Nm (-DL, 2 2,
exp( 2n) nﬂeXP( ) An(-l)“exp(%'){ GﬂN_m__ 1ap A An }

20In  Oin
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Pour alléger 'écriture dans (37), on utilise la notation matricielle suivante:

(38) A2 x=b(2)

ol b et x désignent les vecteurs colonnes figurant dans (37)

En utilisant la relation suivante :

(40) At(A) ® =0
La condition de résolvabilité de (38) s' écrit :
41) ® b(Ay) =0

ol o est solution propre de I'adjoint de A .

on sait que :
det (A(A2)) =0 =  det (At(Ap)) =0

par conséquent le rang de la matrice A%A2) se réduit 2 1 et les composantes du vecteur ®
sont lides, d "ol :

2
“2) or=-(1n exp( Ty o

Utilisons ensuite les relations (41) et (42). On obtient alors I'équation suivante:

2i A A 2
@) Aan=—25—{ 3 -8 } + ONm)
Gin Nm

qui caractérise la valeur propre a l'ordre deux en €.
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La relation de dépendance entre A ¢t Gy en utilisant (4) et (10), s'écrit :

-1kPBo
(44) A2n= - Bomo b o2
O1n

Nous identifions ensuite (43) a (44). On obtient :

.-l
2imgByg

2
@5)  ow= {22 -3} +otNm)

-1
Nm (k241240 Bg | Ainl )

qui caractérise la fréquence des oscillations & l'ordre deux en € du probleéme (11) , ol 'hlet 32

sont deux constantes données par les équations suivantes.

) 1 1
(46) ti=-(0riBok? T@ € 2 i) 20
B 1 1
@) % = ( 00 Boky? ) @) =1
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2.3.2.2. Interprétation des résultats.

Il est nécessaire d'apres (1), d'examiner la nature et le signe de 62,. Cependant apres

avoir simplifié les expressions de (46) et (47) en utilisant (12) on obtient:

2
41=- Nmwo!Boky? I'(0) pool/2

2
4= - Nmwo! Boky? poo1/2

il s'ensuit que la relation (45) s'ecrit on ne retenant que les termes d'ordre un en Ny, .

2i Kp? p00-1/2

(48) Om= {F(O) —1}+ ONm)

-1
(k241249 Bo | Al )

avec: oy <0

Un simple examen de (48) montre que le signe de (45) est négatif et il en résulte que le
signe de -i G2, est négatif également. Ainsi, I'amplitude de la solution (II,1) s'amortit au cours
du temps.

Ce résultat est plus ou moins attendu. En fait le systéme d'ordre 1 en € ne contient pas de

termes de viscosité, de sorte que I'on a obtenu des ondes de ROSSBY périodiques qui se

propagent avec des fréquences Gi,. Dans le systeéme d'ordre deux, des termes de viscosité
apparaissent , ce qui fait que les amplitudes de ces ondes subissent un amortissement par

frottement moléculaire. Ainsi on a obtenu des solutions qui s'atténuent au cours du temps.
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3.1-INTRODUCTION :

Dans le chapitre II, nous avons donné une illustration simple de la structure verticale
océanique dans le cas d'une stratification exponentielle, les équations se trouvent alors
coefficients constants. Néanmoins pour des raisons bien évidentes ce modele ne décrit pas
d'une fagon satisfaisante la nature de la propagation verticale de la perturbation de pression.

On sait en effet, que dans l'océan la stratification est variable en fonction de la
profondeur, et que la régién oil le gradient horizontal de densité est maximal, est d'une grande
importance dans les échanges thermiques, énergétiques, etc, dans le milieu.

Ainsi dans les océans, il existe une différence fondamentale entre les échanges dans le
sens horizontal et vertical. Dans le premier cas, les gradients de densité étant généralement trés
faibles, les échanges se font aisément, les tourbillons peuvent étre de grandes dimensions et le
coefficient de mélange 'horizontal 'est trés grand : 108 g cm-1 s-1-

Par contre dans le sens vertical intervient la stratification des eaux qui fait qu'un tourbillon
ascendant est soumis 2 la force de gravité, tandis qu'un tourbillon descendant est contraint par
la poussée d'ARCHIMEDE. En définitve, si le coefficient de mélange est en général de I'ordre de
103 g cm-! s-1.il peut tomber & 1 g cm 1 s-1 en présence d'une stratification particulidérement
stable et méme peut étre nul au niveau d'une pycnocline suffisamment accentuée. Cette
pynocline constitue ainsi une véritable barriére vis a vis de tout échange vertical.

Nous serons donc arﬁenés dans ce qui suit, A tenir compte de ces considérations pour
I'étude du probléme aux limites de Sturm-Liouville. On étudie en particulier l'existence et
T'unicité de la solution, et I'on étudie la stabilité de celle-ci au cours du temps. Nous donnons
ensuite des valeurs asymptotiques des valeurs propres et des vecteurs propres de la solution, en
tenant compte du criteére d'existence et d'unicité.

A la fin de ce chapitre, nous présentons quelques résultats numériques que nous

comparons 3 ceux qui résultent de nos hypotheses théoriques.

2



3.2. Modgle du profil de densité en tangente hyperbolique

Le modele de profil de densité volumique en forme de tangente hyperbolique approche
qualitativement les profils réalistes de densité () dans l'océan (figure4). On suppose ainsi que

la densité a la forme analytique suivante:

2 h
M po@=puw(l- Nm th (5 )

il en résulte que le carré de la fréquence de Brunt-Vaisild s'écrit :

2
Nm

2 4
) N () = +O(Nm)

dch2(—g )

oll pgo et d désignent respectivement, la densité volumique de référence, I'échelle

2
caractéristique de variation de la stratification . Nmest donc le carré de la fréquence de Brunt
Vaisild. Ces grandeurs sont supposées constantes.

3

3
o5 % {p—1)=10 I 1 Sx10
' > 100 >
m

- — couche de melange _|_ HN(z)

T T pyomooline T T Umommom

~L7z00m
eau
profonde
4 km 2z

Goure 4. ; listributi R le_densité_dans 'Océ,
et la fréquence de Brunt-Vaisdli correspondante

(1) les variations de la densité sont dictée par celles de la température, exception faite de
certaines eaux cétieres pour lesquelles existent de forts gradient de salinité , et des régions
polaires . C'est notamment la température qui commande en général la répartition des densités
suivant la verticale ; ce qui fait que les thermoclines constituent des pycnoclines , zone ol la
densité augmente rapidement avec la profondeur.
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3. Et termes d'or en

Considérons le syst2me (I1,2) d'ordre 1 en €, du chapitre précédent:

4 po}(z) Pz, pz(lz) Pi(z) =0 (a)
3 NI enz=-1 (b
4 %Z.). =0 en z=0 (c)
La premiére question qui se pose, est : WMSMW

compatible, c'est a dire a des solutions non identiquement nulles: en effet, il est clair que si A

est quelconque, la solution de I'équation linéaire du 2& ordre (3) avec deux conditions limites

homogenes est identiquement nulle. Ce probléme est un probiéme de Sturm - Liouville.

3.3.1. Existence d'oscillations
Nous rappellons dans ce paragraphe un théoréme d'analyse que nous utilisons dans la

suite de ce paragraphe (Voir, par exemple, INCE, 1944, pp 223-278).
Théoréme d'oscillations de Sturm

Considérons le systeme différentiel suivant:
4 d ,
ax (kuw)+(A g-q) u =0

4 3

I
o

o u(a) -f u'(a)

LY u(b) + v u'(b) 0

ol : k, g et q sont des fonctions de x indépendantes de A, satisfaisant aux inégalités : k < 0,
g> 0 dans [a,b].



Si G=(q-A g) diminue et A croit de A; & Az. En outre si les conditions suivantes sont
vérifiées:

-max G
©) imp Ay () =—e

-min G
_) =+ oo

lima A (g

alors, il y a une infinité de valeurs caractéristiques , Ag, A1, .dans l'intervalle (A1, A2)
auxquelles correspondent des fonctions caractéristiques ug, u1.. ayant entre a et b un nombre

de zéros €gal a leurs indices respectifs.

Remargue :

Ao ne peut étre égale 3 A; que sil'ona: G(z,A;) =0, afA;) =0 et y(A;)=0

Dans le systéme (3), nous constatons que : ) est négatif et invariant avec A, que p(z)
p(z

est positif et a(Ay) = Y(Ap =0, G(z) =-A p(z) diminue si A croitde Aj=—oc0d Ay = +o0;

- - G . . o ,
en particulier, ona : —%—’L— décroit indéfiniment quand A croit jusqu'd +co. Nous

p'(2)
sommes en présence d'un cas particulier, ot : ¢ = 0 et k<0 et si Ag=0alors :

6) %:gﬂﬂs 0,

Par conséquent toutes les valeurs propres sont négatives.

En définitive, le théoréme d'oscillations de Sturm est applicable et le systéme (3) admet
une infinité de valeurs propres décroissantes: Ag, Ay.... An tendant vers -°° ; les fonctions

propres correspondantes possédent exactement n zéros dans [a,b].
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3.3.2.Formes normales du probléme de STURM-LIOUVILLE

Pour obtenir une forme convenable du probléme aux limites de Sturm-Liouville (3), nous

introduisons la variable suivante:

z
@ n= [ pad
-1
tel que:
Py _ vy 9PL
dz = p (2) an
¥
d 1 dPy dP,
- @)=r® —
5z ¢ dn
nous obtenons alors le systéme suivant :
( d2 py + Al _ 0
a2 p(2) p'(2)
® < iy enn =1,
dn
Lo 0 enn =20
L dn

T
O

oll : J est un parametre de normalisation qui s'écrit:



1
dt
(11 J=
) of H2(t)

¢(M) est une fonction inconnue que l'on déterminera en supposant que P1(n) est 2 variables

séparables. On écrit alors:

12) Py(m) = ¢(n) ®1(8)

Nous injectons ensuite la relation (12) dans (9), et on obtient I'équation différentielle
suivante:

d2$(n) ¢4(n)
d g2 [4’ ™ T2 M o

(13) ] @4(8) =0

Dans cette expression, on choisit ¢(n) tel que :

4
(14) i—(ﬂ)— = -1

p(2)p (@)
alors:
(15) o) = (——=—)™"

p(z) p'(z)

d2(n) _ 1 3
16 — d
(16 dn? V& )(p(z)p(z))
ou:

_'2 2——" "2 o
an v(E_,,d)=11—6 5p € P_(i) 5 p (&) ) 43' (€)
p 2(8) p (8) '2(§) p (8)
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Nous obtenons ainsi la forme modifiée du probl2me de Sturm-Liouville suivante:

d_zj)g'z@ - (m2+v(Ed ) 21(8) =0 (@
18) % ' gg;‘léé—) -a®(§)=0 en =1 o)

ol ;

19 a=-_%( p & N p (&) £t

p® p'®

(20) b=-—i ﬂ(§)+ p, © -
p & p©

21 m2;=A; J2

D'apres le théorgme d' oscillation de Sturm énoncé précédemment, ce probléme aux
limites n'a en général d'autre solution que la solution triviale: ®;(£) = 0.11 convient donc de
chercher des valeurs propres m?y n 0, correspondant 2 des fonctions propres ®1,(§) non
identiquement nulles.

II est donc nécessaire de résoudre I'équation différentielle du systéme (18). Pour cela nous

envisageons d'utiliser la méthode de variation des constantes:

On pose:
Xi1= ®41(8)

22)
Xy=®1'(§)
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tel que:

23) x=( §; )

D'apres la premiere équation (18-a) on a:

e x=( w2 o )’“( 0 21 }

La discussion fait apparaitre deux types de solutions:

3.32.1-casoit Ay =k2+ m? 4+ kp <0

o1

Dans ce cas on pose :

@)  mi=pk

La solution homogene de (18-a) s'écrit :

(26) @ () =c1 cos (11€) + c2 sin (11E)

Nous introduisons ensuite la variable indépendante Y, qui est liée & X par la relation :

27 X=MY

oil la matrice M, s'écrit :

28) Mo ( cos(m18) sin (n1€) )

-wisin (p1€)  pycos (u1€)

cette matrice satisfait la condition suivante:
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29) M'=( n?zl 5 )M

si on dérive (27) on obtient en identifiant cette dérivée & (24) :

-0
(30) Y'=M"( v(&.d) ©1(8) )

d'ob:

§ .
&N Y=0fM-l( v(t,d)o(bl(t) )dt+( o)

avec ¢ et C2 étant deux constantes d'intégration
Des relations (27), (28) et (31), on déduit :

&

1
= sin(j1€) v(t,d) ®1(t)
@ x=m|{ F +( o )}dt
u—cos(m&) v(t,d) @1(1)
1

Finalement ®;(t) vérifie la relation :

4
(33) @1y §) = c1 cos (u1 §)+ ¢z sin (u1 &) +ML J.V(t,d) sin(ul (&'t)) D,(1)) dt
1o

C'est une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce. Les constantes c; et

¢2 seront déterminées par les conditions aux limites et v(t,d) est une fonction bornée dans [0,1].

La seconde condition aux limites (18-c) nous permet d'écrire :
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(34) Ca= ¢

':Ic-

on obtient :

. 1 .
(35) @y (E)=cy cos(1E) + 2 sin(pu18) ) + = J v(t,d) sinp1(§-t) @(t) dt
H1 Hig
Par ailleurs, 'opérateur différentiel du systeme de Sturm-Liouville (18) est auto-adjoint. Il
est donc ais€ de déterminer la constante ¢, en normalisant ®,(}L,).

A ce stade de I'analyse il est nécessaire d'étudier 'existence et I'unicité de la solution.

.3.2.1.1- Condition d'existence et d'unicité de la solution

Le théoreme fondamental d'existence montre que si les coefficients sont bornés et

continus, alors la solution ®;(E) est bornée dans [0,1]. I existe alors une constante M, limite

supérieure telle que :
36 |ewr) <M

On discute ainsi différents cas :

LPcas: silpl =0

il résulte de I'équation (33) que :

1
2 12
37 l0®) | < lerl (142" + 2] lvaaylat
2 H1
H 0
de (36) on a:
1
2 \1/2 M
(38) Mslod (14 2 V54 vl au
n2 14
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finalement, on obtient :

1
2
@)  Mmslal (1+ = )”2/(1- L vl a
L p'lQ

Alors, pour toutes valeurs j1; supérieures 3 un nombre fixé, la solution existe et est

unique si et seulement si la condition suivante déduite de (39), est vérifiée:

1
(40) wo> [ vl a
(o]
ol :
1 th, N2, T'lg 1
“4n VD =g W) 4 R @
ch3(-d—)

Dans ce cas, la solution ®1(E) s'écrit :

1

“2) O1(8) =c1(1+bE) + [ v(t,d) (E-1) By(E) dt
[o]

nous utilisons (36) et nous déduisons de (42) que :

1

172
3) Ms el (1+62) 7+ M [ lveea) €0l at
(]

1
M<lerl (1462)"%/ { 1- [ vena) -0l ar}
[¢]
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Pour que la solution existe et soit unique il est nécessaire que la valeur maximale M

reste bornée et positive. Il en résulte alors la condition suivante :

1
(44) [ vty ol at < 1

0
L'étape suivante consiste 2 déterminer les valeurs caractéristiques. Pour cela, on part de

1a seconde condition aux limites suivante :

d®y(€)

18-b
(18-b) o

-a®(E)=0 en £=1

Apres simplification dans les calculs intermédiaires nous obtenons 1'équation des

caractéristiques suivante:

1
ci (b-a) + fv(t,d) {cos(ult) + —a—sin(ult)}d>1(t)dt
i1
@5 th) = 2
c1 (i) - JV(t,d) {sin(ult) -2 cosmlt)}dn(t )dt
H1 K1
(o]

La résolution directe de cette équation transcendante n'est pas facile; nous envisageons

donc d'utiliser le développement asymptotique des valeurs caractéristiques (i,
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.3.2.1.2.- Expression approchée valeurs
Pour de petites valeurs de pl' pp =0: clest une solution évidente de (45).

Nous admettons 'hypothése suivante: pour de grandes valeurs de j1;, nous supposons

que ®,(t) peut s'écrire:

t
(46) @10 = c1 cos (u10) %’t‘—)

ol o(p;t) est une fonction bornée et continue.
Nous introduisons ensuite (46) dans (45). On obtient:

1 .
®-a)+5 Jtd) dt+ o

(CT)) th (ug) =
K1+ O(n™D)

Quand |u1| est suffisamment grande, nous approchons la solution pi;. En utilisant la

méthode du point fixe, on a:

1

(b-a)+ li | v(t,d) dt
o}

48) Hin =0T + +0(2) (n=1,2,.....)
nm n

En portant ensuite 1'équation (48) dans (43), nous obtenons alors la condition d'existence

de la solution:
L 22+ b
n2R2+b-a
(49) [l a > - (n=12,.. )
o n - i

oil I'expression de v(t,d) est donnée dans (41), aet bsont respectivement données dans (19)

et (20).
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A partir de cette condition d'existence, nous envisageons de déterminer une valeur
critique  engendrée par la variabilité de la stratification de Ia masse volumique afin que la

condition (49) soit vérifiée.

Nous résolvons ainsi, numériquement cette équation et nous dressons le tableau de

valeurs critiques de 'd 'en fonctionde 'h’, suivant:

d critique 0.166 0.170 0.178 0.183 0.188

On rappelle que la relation de dépendance, entre les valeurs propres pu2i, et les

fréquences propres Gy, décrite par (IL4), s'écrit en utilisant (21) :

k
G0 wha=J2e0 !By (kD)
Oln

d’ott I'on déduit la relation de dispersion suivante :

Bk

1n=( k2+ m2 + J-2 o Bo ! u24p ) (n=1,2.. )

(51) (4]

Ainsi, pour H10 = 0, on a la fréquence suivante:

Bk

52 C19 =
(52) 0= 2 m?

qui détermine la fréquence en modes barotropes des ondes de Rossby. IL lui est associé la

fonction propre suivante :
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3
(53) ®10(8) = ¢ (1+ (b-7) £) + J{ v(t,d) (§-t)@1o(8) dt} +0(n%)

pour Min*0, en vertu de (48), on a la relation de dispersion approchée suivante:

-B k
(54) Gin = nzﬁnz 2y (n=12,.. ...)
( k2+ m2 + —T——moBo"l)

qui correspond aux modes baroclines des oscillations des ondes de Rossby. Les fonctions

propres approchées associées s'écrivent :

(55) ®1(8) = cip (cos(nﬂ:&) + r;YT:’ sin (n7§) ]

g
—1— Jv(t d) sin (n7t({-t)) @i (1) dt + 0O ( 2) ; (n=1.2,...)
nn o
ol
1
56  y= G-a+y | lvedl
0

ol les termes O( r%) tendent uniformément vers zéro quand n devient grand

En définitive, nous déduisons de (12) et (15), que la perturbation de pression s'écrit :

1 ~1/4

Pin(2) = ( ®1n (&)

p'(2) P(Z))

ol la variable & est donnée par les relations suivante:
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z
1 p'(t) 172
=5 [ o0 )
-1

et:
0
' 172
J= (-B—(t—) J dt
Py
e
k
3.3.2.2-.casoi A=kZ+ m2+ ——B> 0
c

La méthode de variation des constantes, décrite dans le cas précédent, permet de déduire

directement la solution de (18-a),qui s'écrit:

3
6D = ch@+ ¢ sh@m) + o [V(ed) sh (myEg) @y dt
(]

Nous déduisons la constante ¢, a partir de la condition aux limites (18-b):
(58) Cr= —— Ci,

La constante €1 demeure arbitraire borné dans [0,1].

Sous les mémes conditions que précédemment, nous discutons l'existence et I'unicité de
la solution (57). En effet, d'aprés le théoréme fondamental d'existence, la solution est bornée

dans [0,1], telle que :

(59) o)l <M

alors,ona:
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b2 sh2m; )"2

6 le@ <ol (ch2mie 250

!
+ﬁMTOI lv(t,d) sh (my(+0) |dt

donc:

b2 sh2 mj )1/2

2
lc1|(ch mi + T

i
{1 oflv(t,d) sh (ml(C+t))’| a }

(61) M <

D'aprs I'équation (61) on constate que: quand m tend vers de grandes valeurs, la limite

supérieure M croit indéfiniment, et par conséquent la solution ®;(&) donnée par (57) n'existe

pas dans ce cas .

3.3.2.3 - CONCLUSION :

Nous concluons cette étude des termes d'ordre un en €, en remarquant que les fréquences
des modes propres sont imaginaires purs. Il en résulte d'aprés (IL 1), que les fonctions propres
ont un régime périodique. Cela ne montre pas que la solution est stable : il est nécessaire pour

cela de considérer les termes d'ordre deux en €.

En effet la variabilité verticale de la stratification induit une concentration de mouvement
d'ondes au niveau de la pycnocline déie a 1a non uniformité de la densité verticale dans 'océan .
ceci & pour cause de déstabiliser les courants marins. Alors nous nous proposons dans ce qui
suit d'analyser le comportement asymptotique des termes d'ordre deux en € afin de mettre les
effets visqueux et de voir si les ondes considérées évoluent vers un état stationnaire formé

d'ondes qui s'amortissent sous l'effet de la viscosité.
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3.4.- Ftude des termes d'ordre deux en € :

Nous envisageons maintenant de traiter le probléme d'ordre deux en € et d'analyser le

signe et la nature de G3,

Ordre deux en €
( dzp .. dP
k@) T 414 ko)) TR - hia Pa(2) = AaPra(z) @

dP --A
(62) 3 ——éiZ) Bl pia(2) en z=0 (b)
Oin

b
d—éiz—) 132 pa(2) en z=-1 (0
- O1in

Nous effectuons le méme changement de variable et de fonction que précédemment. On

obtient :
z
1 fp'@ \\?
(63) &=+ — dt
I p() )
-1 1/4
64 Pu(z)= ([———— D2n (6)
2n (p(z) p'(z)) 2n &

Le probleéme (62) prend alors la forme classique de Sturm -Liouville suivante:
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[ d20
dgz(g) + 112 @2(8) = - 2uik2 @1(8) + V(E DO2E) @
do
(65) > __dz(i) ~a®,(E) =r;  en E=1 .
dDy(E)
L dzg(g -b ‘p2(§) =I2 en é: 0 ©
avec:
66 = YO8 ) O i)
Otn Cin
(CY)) Iz = M‘Dln (0)_& d@g(O)
Oin O1n

La solution du systéme (65) s'écrit :

&
) 1¢ .
(68) @1n(jt1) = c3n c0s (L1n §) + C4n sin (U1n &) Y f sin p1(§-t) f(t,d) dt
n
0
(n=12,.....)
ol:
(69) f(t.d) = - 2uinp2 @1(8) + v(£,d) P2 (§)
et  C3p, C4n sont deux constantes d'intégration.
Nous déduisons de (65-b), que:
rn+b c
(70) Cap= —2 -2 ©3n (n=12,.. ....)
ax + —L-
nw



tandis que de (65-a), nous déduisons la relation caractéristique suivante:

1
“Ciaftin H2n - {i cin(@2-41) - (C1n G20+ €30 O ) (a-b+7y)
n
1
oy ~ -2oedm} B[ sin (art) vied) @100 } dts
nn nn
1

(J { v(t,d) (cos(nnt) + 2 sin(nnt)) (62@1n(t) - 61P2n (1 ))} dt=0
nre

On a par ailleurs supposé; que pour de grandes valeurs des caractéristiques, on peut

utiliser l'approximation suivante:

(72) ®1n(t) = cin cos (nmt) 4 Qi ()
nr
t
(73) @2q (t) = C3n COS (MMt + Can in (nNL ) +“Ot:\nn( )

ol les coefficients ap (t), O2n (t) sont bornés et continus; alors, 1a relation (71) devient :

1
04 = o= (i(81-82)+0Q)

oil les termes O (%) tendent uniformément vers zéro quand n est grand.

Les relations (I1,4), (II,10), et (IIL,21), nous permettent d'écrire la relation de

dépendance entre pip et 63 suivante:

O2
clnz

(75) 2 pinm2=J2w09 ! Bok B

(76) avec : 0= O+ 102
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En identifie ensuite (75) 4 (74), en utilisant (54), on en déduit alors:

_ 2 (82 - 4;1)
12k B wo~1Bg + n2%2 + 2

D o

4) et 42 sont données par les relations suivantes:

. ( B \ 1 w2 )
(78) a; = - (0o 1Bokn? T'(2) (po(Z)) @ 2=0
. _ 1 172 l
@ 2=~ (o0 Bolay? (PO(Z)) m) z=-1

Tous les parametres présents dans (77), sont réels. Il en résulte que Ozin €st €galement
réel ; en outre le signe de 4 est positif et celui de & est négatif , il s'en suit que le signe de O2in

est négatif. Alors d'aprés (11, 1) la solution 2 I'ordre deux en € s'amortit au cours du temps.

En définitive, les fonctions propres associées, sous I'hypothése du développement

asymptotique des valeurs propres, s'écrivent:

®a(E) = { can + (2510 i’; D0 ) ye} costan ) +

(80) { (-i Cin 82 + b C3n )+ v } sin (nnk) +
nw nx

g
+= [ sin (R(G-1))@2a( dt - EEZER £ Gnnnty 4 0 (L
nw o nr . I

oll Cip et C3n sont respectivement les constantes du premier et second ordre.
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3.5 - Résultats

3.5.1- Solution numérique

Dans un premier temps, nous avons résolu directement le probléme aux limites de Sturm-

Liouville défini par I'équation inutile du second ordre:
(81) (f@)p'1(z)) "' +G(z A1) p1(z) =0 1<z<0

et les conditions aux limites associées:

(82) o pi(a) + o py'(a) =0 z=a

Il
o

(83) a3 p1(b) + o4 p1'(b) =0 z

3.5.1.1- Présentation de la méthode numérique

La méthode numérique utilisée est basée sur la méthode de tir et la transformation de

Pruefer, dont les variables B, ¢, et p, sont liées aux fonctions p;(z) et f(z) p'i(z) par les

relations suivantes:

172
(84) f(z) p'1(z)= B exp(p /2) cos (¢ /2)

-12
(85) pi(z)= B exp(p/2)sin (¢ /2)

Nous ne détaillons pas ici la méthode, mais nous nous contentons de donner une

description générale de I'algorithme utilisé.
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Cependant, il est nécessaire de noter que I'hypothese de base pour que cet algorithme

numérique soit valable est :
12 : f(z) doit étre différente de z€ro et monotone dans [a. bl
o . dG(z, M) . . .
2°: si Gz A=A wizH1(z) . algrs—a—xA— doit étre également monotone non
1
nulle quand z varie pour toute valeur de 3;

La méthode de tir utilisée, consiste 3 déterminer une fonction q(A;) basée sur la rotation

dans le plan de phase autour de I'origine du point:

(86) Y(2) = () p'i(2), pi(2) )
quand la solution évolue de aa b.

A cela s'ajoutent les conditions aux limites qui définissent les rayons au bout desquels

Y(z) sera prolongée jusqu'a un point de raccord donné C.

En effet q(A1y) définit I'angle entre les points Ya(c), Yp(c) et I'origine; I'indice k designe

le nombre de demi-arcs parcourus quand q(Ag) tend vers zéro.

Une fois trouvée la valeur estimée finale A; = A , le programme intégre une fois de

plus I'équation différentieile en choisissant des conditions initiales, telle que l'intégrale suivante:

b
9G(z,M 1)
87 S= 2(z) —=2=220 4
@87 JPI (z) g z
a

soit approximativement égale & un; ol S représente la racine carré de 1a norme de p1 (z) induite

par le produit intérieur:



b
(88) < f,g>= [ f(z) g(z) w(z) dz
a

en respectant le fait que les fonctions propres sont mutuellement orthogonales.

Cette routine mesure q(A;) en unité de demi-arc, cela signifie que: quand A; augmente,

alors g(A;) augmente de un a chaque valeur propre simulée (figure 5).

‘P
Pa (c
Pp (¢
P(a)
a(Aq)
k >
fp'
p{b)
figure5.

Finalement ce processus itératif s'arréte quand le test d'erreur relatif est satisfait :

— -6
(89) A7\.1=|7\.1 - M | <tol max(1.0, Ai), oitol=10 .
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3.5.1.2- Interprétation des résultats et conclusion

La courbe 2 illustre la variation des trois premiéres valeurs propres, en fonction de
la profondeur de la pycnocline, en fixant le parametre de la variation de la stratification
d'.

On constate qu'il y a une forte variation des valeurs des modes quand h < 0.2,
tandis qu'elles varient peu jusqu'a devenir pratiquement constantes au dela de h > 0.2.

Les courbes 3-4 et 7a illustrent la variation verticale des modes propres pour h fixé,
et'd variantde 0,1 a 1.

Sur la courbe 7a, on constate qu'au niveau de la pycnocline, 1'amplitude de la
solution augmente au fur et 3 mesure que 'd’ devient petit et 1'écart des variations des
amplitudes devient beaucoup plus important pour 0.1 < d < 1. Bien entendu ce
phénomene traduit bien des situations naturelles, ainsi si la densité des eaux de surface
devient, par diminution de la température ou par augmentation de la salinité, supérieure a
celle des eaux sous-adjacentes, des mouvements de convection dite thermohaline
prennent naissance, et les eaux de surface coulent jusqu'aux surfaces isopycline(2)
correspondant 2 leur densité. Ces mouvements descendants de l'eau s'accompagnent
ailleurs de mouvements inverses, ascendants. En fait au printemps, la température
superficielle, augmente par absorption d'énergie solaire, et une thermocline dite
saisonniere apparait en surface (figure 4). La pente de cette thermocline est d'autant plus
forte que I'échauffement en surface est plus important et que la mer est plus calme. Les
eaux superficielles deviennent moins denses et une stratification stable s'établit. Toutefois
c'est en automne, lorsque les eaux de surface deviennent plus denses par suite de
refroidissement de I'atmosphere, que prennent naissance dans les couches superficielles

des mouvements de convection de thermohaline.

(2)  deslignesa densité constante



Sur la courbe 8, on représente 'allure des fréquences de Rossby pour 'd' variant

de 0.231, ket hétant fixés.

3.5.2-Solution analytiques et interprétation des résultats

Dans un second temps, nous avons directement tracé les solutions calculées
analytiquement afin de les comparer avec les solutions numériques

Les courbes 5-6 et 7b représentent les variations des trois premiers modes propres.
Comme dans le cas théorique  on constate que sur la courbe (7b) il y a une forte

variation des écarts des amplitudes pour 0.18 < d < 0.2 (voir discussion ci-dessus).
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courbe 2
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courbe 3
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courbe 4
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-01.5 0.5 1.5 2.5

‘ ‘ 0.0

o
‘o ¥

n

(3]

L

(3]

o
1
|

o

&
N
]

f
1
o
N

©
w
I
|
1
o
w

N
| - — -
: "0.4 n 0 4
D
2.05- 0.5
O
e
O -0.6 —-0.6
Q.
-0.7- —-0.7
-0.8 —-0.8
-0.9 —-0.9
e OGS PrOPres pour
— D=1. H=02
4.0/ : ] : -1.0
- 25 1.5 -0.5 0.5 1.5 2.5

perturbation de pression

72



courbe 6

-2.5 1.5 -0.5 0.5 1.5 2.5
0.0- ‘ ‘ | ' 0.0
-0.1- —-0.1
-0.2 —-0.2
-0.3 —-0.3
N
- —_—
5-0.4 0.4
@
2.05- 05
O
(¥ il
O.0.6 —-0.6
o
-0.7 —-0.7
-0.8 —-0.8
-0.9— , —-0.9
modes propres pour :
D=05 H=0.2
_1.'0 u.\.z.a[ ' 1.0

I !
-2.5 1.5 - -0:5 0.5 1.?3 25
perturbation de pression

73



courbe 7(a)
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courbe 7(b)
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courbe 8
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4.1-INTRODUCTION

Conformément 2 des observations faites au chapitre précédent, on se propose dans ce
chapitre, d'examiner le comportement de la solution dans la région ot le gradient horizontal de

densité est maximal.

Ainsi il est connu que les eaux de surfaces s'écoulent non seulement dans les zones de
convergence des courants de surface, mais également dans les régions oil la densité est
particulierement grande. LA ces eaux plongent d'autant plus profondément qu'elles sont plus
denses et forment une zone de température et de salinité uniformes; (donc de densité uniforme),
appelée couche d'eaux profondes et constitue la majeure partie de la masse totale des océans.
Le méme phénomene se produit dans la couche superficielle, od se développe une couche
d'eaux homogenes, surtout en hiver, qui peut atteindre 2 la fin de la saison une épaisseur de
plusieurs dizaines de métres, lorsque les eaux superficielles deviennent plus denses par suite de
refroidissement de l'atmosphére. Le mélange de ces deux masses d'eaux homogenes se fait
généralement dans des couches trés minces appelées couches de transition, dans lesquelles la

température décroit rapidement de plus de 20°¢ parfois, & environ 5°c .

En ce qui nous concerne nous nous intéressons a la région ob le gradient horizontal de
densité est grand et ot I'amplitude des ondes modulées par un facteur qui croit indéfiniment
lorsque le paramétre caractéristique de variation de la stratification 'd' tend vers zéro. Comme
aux chapitres récédents, nous supposons que la répartition verticale de densité est en tangente
hyperbolique.

Nous examinons ici, si nous pouvons chercher des solutions extérieures de part et d'autre
de cette région de concentration d'énergie, et les raccorder avec une solution intérieure, au

voisinage immédiat de cette région,
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4. 2- Formulation du probléme

Le systeme différentiel de départ, est le systeme (I, 11), il fournit aprés substitution de

2
T'expression de pg = poo (1- N th( % ), le systéme suivant :

( 2
d?Py(z) , 2 ., 2z+h dP;(z) _ AMnNm

+ Sth (—)

(1+N,2nth( Z—:;—h )) P; (z)= 0 (a)

M 3 )

4. 2. 1. Hypothése 1

Nous considérons dans ce qui suit, que le parametre A1 est trés grand. Nous supposons

en fait que :
1
(Hp) An=0(-)
€
€ étant un petit paramétre.

Introduisant dans (1-a) le changement de variable suivant :

@  p=t(ZH e P@= o)

Nous supposons ensuite 'd’ trés petit, ce qui transforme 'équation différentielle (1-a), en

une équation différentielle hypergéométrique :
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2
20 Np

2
3 ap2 - Bnd (1anpu) o) =0
dp €

4.2.2. Hypothése 2

En vertu de (H1), nous faisons ensuite I'hypothése suivante :

2
Nm d
€

(H2) =0 (D)

4. 3. Développement asymptotigue des solutions

Nous nous proposons d'étudier les formes limites du systéme (1) lorsque d—0, et nous

2
supposons que (1, Ny) admet le développement de la forme:

2 2 2
@) 00k, Nm) = Qo) +Nm 01(0) +........ od Np<<1

On est donc amené a considérer trois cas différents, suivant qu'on est de part ou de I'autre

2
c6té de la pycnocline, od nous retenons que les termes d'ordre unen Np

2
4. 3. 1. Etude des termes d'ordre 1 en Ny

4.3.1. 1 _casouz+h<0: = pu—-1

On obtient le systeme suivant :

12)d2¢°- (p)y=0 -1 < h
(1-p dp? dolp) = po<-

®

=0 en p=-1
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L'équation différentielle. de ce systéme contient une singularité en p=-1. Nous

envisageons alors d'utiliser le changement de variable suivant :
(6) n = 2x-1

et on est amené & chercher une solution de x=0 quand p=-1.

On obtient 2 partir de (5) et (6), l'équation hypergéométrique suivante:

2
% x (1) S go; (1) =0

dont la forme générale s'écrit :

2
®) x(l-x)%gg+{c-(a+b+l)x}%?(g-ab¢o(x)=0

11 s'agit donc d'étudier 1'équation: E (a, b, ¢, x), ol I'on déduit de I'équation (7) :

-1-iv3

2 y C=0

-1+iV3 _
—3 » b=

&) a=

I'équation (7) admet deux solutions linéairement indépendantes, dont la premigre solution
s'écrit:

(10) $01M (x) =x F(l+a, 14b, 2-¢, x)

Cherchons le développement de la fonction ¢o1(1) (x) suivant le développement des puissances

de x pour k > 0 on obtient la série hypergéométrique de Gauss suivante :
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% (1+a)x (1+b)  x (x+1)

an  eax) O o

=X
x20
ol on a définit (a)y comme étant le produit factoriel:

12) (@)= (a) (a+l) (a+2) ....... (atp -1), (p=12,....)

Apres simplification des produits factoriels, on obtient :

k-1
w I (n2+n+1) )
(13) [T (x)=1—)'( + .23_' X243y -0=0 x(k+1)
T K22 (x+1)! x!

La deuxi¢me solution linéairement indépendante 3 ;) (x) présente une singularité, car

1a différence entre les coefficients a et b est un entier. En outre C est nul. Pour surmonter cette

singularité, la solution ¢¢;(® (x) doit comporter un terme logarithmique Néperien ( voir

ABRAMOVITZ AND STEGUN, 1965) :

K
¥-1 -1 -1
a9 bu® =-% (1) (b

1
0l (1 a g (4 a0 < ‘

+Z°'.° (1+a)e(l+b)

(x+1)
k20 (K)! (n-1+K)x X (Ln (x) +6x )

ol

(15) Bk = y(l+a+x) -y( a) + y(1-b+k) + y(b) ~y( y+¥) + w(1+x),

(o) désigne la dérivée logarithmique de la fonction gamma et y=2 .

Les mémes conditions de calcul et de simplification que précédemment fournissent la
solution ¢g1?@ (x) :
x-1

(16) $»01@ (x) =1+x(6g+ Ln x )+ % x2(0,+Ln x)+ 3:2 . =0 & 7 O+ Ln(x))
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Toute solution de 1'équation hypergéométrique (7) peut s'écrire suivant les fonctions

oD x) et 9@ (x) :
an ot ®) =c1 901V (%) + 2 901@ (%)

ol ct et c2 sont des constantes d'intégration.
Cependant, nous déduisons de la condition aux limites en pi= -1, que la seconde constante

cp est nulle. Alors en utilisant (6), ¢o; (x) s'écrit:

1

K- 1 x+l1
oo Il (n24+n+1) (—"H'—)
u+1 3 H‘f‘l 2 n=0 2
18 =C + = (—) + z
) @ =c{ G G D B 1
4.3.1.2._casotz+th>0: = p—o+1

Dans ce cas on a le systeme suivant :

d2
(1-p2) 22 4 (u) =0 h<p<o
du?
(19)
d—clﬂn—:O en p=+1
dp

et 'équation différentielle présente une singularité en p= +1, donc il convient d'utiliser le

changement de variable suivant :
20) p=1-2x

Le méme processus de calcul que précédemment, en utilisant la condition 2 la Limite p=+1

et (20), fournit la solution en forme de série hypergéométrique suivante :
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1{:—[1 ) (1‘11 x+1
o Il (n2 +n+1) >

B 1-n 3 ,1-p2 n=0_ =
21 ¢02(”)‘C3{ > T2t (Z+ 3’;’2 (k+1)! !
oll ¢c3 est une constante
z+h
4.3.1. i = ; avec lim ——)=0
s Cd)

Dans ce cas on a I'équation différentielle suivante:

23
u2 . -
(22) (1-u2) du? bo3(n) =0

Le passage 2 la limite annoncé en haut, suppose qu'on se place au voisinage de u=0. II
en résulte que p=0 est un point régulier. Cela conduit a chercher la solution sous forme d'une

série qui converge dans un rayon inférieur a 1.

oo

23) do3(n) =X appn
n=0

ou les coefficients a; sont constants et liés par les relation suivantes:

. _ _4p%2-2p+1
(24) 1 n=2 a2p = ) (p+1) (2 p+1) a2p_.2
. _ _4p2+2p+1
25) si n=2p+1 a2px1 = 2 (p+1) 2 p+D) azp-1
La solution de (22) est:
(26) do3(1) =K ¢o3® (1) + H ¢o3?® (n)

ot ¢g3M(1) et pp3@(u) sont deux fonctions qui s'écrivent en fonction des a y comme suit :
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k-1
IT (402 -2n+1)

@) O =1+3 pze B ——— 7
2 o2  Qr-1x!
k~1 )
, o 7 g :EO (402 +2n+1) axel
( 8) ¢03 (u')_'u'+6 p’ +K22 (2 K+1)! K!
En définitive; dans les régions extérieures :
siz<-h ona : ¢p; (n) définie dans (18)
siz>-h ona : ¢ (4) définie dans (21)
Tandis que dans la région intérieure on a:
29) $03(1) =K 9g3(D(1) +H o3P (j1) définie par les relations (27) et (28)

4. 4-Raccords des développements extérieurs et intérieurs de ¢g; (1)
a la traversée du point : z=-h.

11 s'agit de former une relation entre les constantes Cj, C3, K et H en raccordant les

différentes régions extérieures avec la région intéricure.

En effet l'identification de ¢o1() et ¢o3(1) au voisinage de_ =~ O pour z< h fournit

les relations suivantes :

x-1
oo Il (n2+ n+1)
1 3 =l
(30) K=C1{§+§+E n=0 1 1}
k22 (x+1)! x! 2“+
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oo H (n2+n+1) (+1)

1 3
@b H=-C1{2+4+222 (x+1)!k! ““}

L'identification de ¢g2(it) & 0o3(lt) au voisinage de u =0 pour z>h ;

fournit les relations suivantes :

x-1
v no (02 + n+1)

3 - 1
(32 K= C3 { 2+8+ L GO el }
x22 2
x—-1 )
3 oo 11110 (n +n+1) (K+1)
(33) He-cff F+g+ 2 oo }
x22  (k+Dix! +

Nous déduisons des expressions (30) , (31), (32) et (33) que :
34) ’ C1=C3

1l résulte de ce qui précéde, que les solutions dans les différentes régions s'écrivent :

oo II (n2 +n+1)
_ p+l p+1 2 n=0 s e
35 eum=c{tt+ 3B H I e () }

=1
o II (n2 +n+1)

i-p 3 1p 2 =0 1-p x+1
36 O I A T
G0 tew=cf PR E AR () }
oo H (4n2 -2n+1) 5,
37 K1 24+ X L
37D do3 (1) = {+2Ll +K22 PPENE u }+
o H (4 n2 +2n+1) el
H{u+ ui+ X n=0 n }

K322 2 x+1)! !

ol les constantes k et H sont définies dans (32) et (33).
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4.5- CONCILUSION :

Le chapitre IV nous a ainsi permis, a l'issue des chapitre précédents, de retrouver
quelques éléments de synthéses. Le premier €lément offre un intérét essentiellement pratique et
montre que la considération de I'ordre de grandeur du parametre de variation de la stratification
"d", du parametre de séparation "A", et de la fréquence de Brunt-Vaisild "Ny?", permet de tenir
compte de la dégénérescence du systtme (II,11). Le second élément de synthese est
I'importance de rendre compte d'une circulation océanique réelle . Cependant il arrive dans
certaines régions marines que 1'on puisse parfois considérer les eaux présentes comme formées
de la superposition de deux eaux nettement tranchées de densités différentes. Ces eaux se
raccordent suivant une surface de discontinuité assez mince . C'est le cas par exemple de la

zone équatoriale des océans.

Le modele qui a été€ exposé dans ce chapitre, malgré toutes ses insuffisances pour décrire
d'une maniere générale ce phénomene, et devant I'image complexe que nous offre la nature,
garde un intérét mathématique majeur. Aussi les calculs mathématiques font-ils partie de toute

exploitation dynamique et physique .
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CHAPITRE V

ET EDE LA STR TRE VERTICALE

A
DANS LE CAS ou E120(1)
et
LA STRATIFICATION EST VARIABLE
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5.1-INTRODUCTION :

L'objet de ce chapitre, est de déterminer la nature de la solution du syst¢me (I,1) lorsque
la parametre /ﬁ 1 20(1). Ce choix n'est pas sans intérét, car dans la modélisation de la
circulation océanique A grandes échelles, ol la profondeur moyenne de 'Océan H= 5103 m et
I'étendue horizontale L= 106 m, la vitesse du vent de 1m/ s-1s si la viscosité cinématique a
moyenne latitude est de l'ordre de 0. 5 m2s-1, alors le paramétre/I:: | = 2. 18 et I'épaisseur de la
couche d'EKMAN Jg =~69. 6m. Cela correspond bien 2 ce qui se passe dans un Océan réel, par

exemple en Atlantique tropicale ( KRAUS, 1975, pp 102-117).

La méthode utilisée pour résoudre ce probléme, consiste en une application de
I'approximation de W. B.K.J. Elle permet de décrire I'apparition d'un seuil critique d'existence

de la solution relatif & une valeur critique du parametre de variation de la stratification, "d".

Dans ce chapitre on étudie le probléme de points tournants que 1'on a traité par la méthode

classique utilisant la transformation de LANGER (NAYFEH ,1973, pp 335-360).

A 1a fin de ce chapitre, on donne une solution approchée du probléme dans le cas de non

existence de points tournants.
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5. 2. Formulation de l'approximation de W.B. K. J,

Les équations de départ sont les équations du systeme (I1,2). Elles fournissent aprés y

avoir introduit les changements (II1,10), (II1,11) et (I1,12), le syst®me :

([ d2®y(E,p,d)

a2 + (#21-v(E,d)) ©1(8u.d) = 0 @
(1) 3 @%‘9 +p ©1(E,p,d) = 0 eng=1  (©
dd1(E,u,d)
\ T +q @ (§,p,d) =0 en&=0 (0
ol I'on a posé:
@ v(Ed) = 41(12 (2-m2 g';”‘) ) + O(NL) ob Noye<l

. o0 ' 1/2 o0 o0 "
) pz{lJal RAC) R A Y }g=1
© po (©) po (&) po (€)

- po (&) )12 o’ po"
@ q={1Ja2 OWE L ® ) }&:0
° Po © Po © po ‘(%)

les constantes o1 et oz sont données par les relations (I1,6) et (I1,7).

Dans la suite de ce travail on pose :

1 -1+h
(@) £(§) = p1n? - 4_dg( 2- thz(if—) )
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et on cherche une solution approchée de (1) sous la forme:

+ip(E)
(6) ®E)=e

On obtient pour @(&) I'équation de dispersion :

), 0@
0®)? " o)

)

d'ol I'on choisit @(£) tel que les deux conditions soient vérifides :

®) OB 1 done O g
o(e)? << onc X \/f({:‘) <<
O oBa1=0 donc o[ VT@ e

En premi¢re approximation, I'équation (8) est vérifiée si d<<1, tandis qu'en seconde

approximation, en dérivant deux fois I'équation (9) nous obtenons:

a0 o)~ G
2 18

En portant I'équation (10) dans (7) nous obtenons :

an e -* [Vi® s imie
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En vertu de (6), on a alors la solution approchée suivante :

a2 @ Epd) z_\/—fl_g_) {K exp [ixjw/?@) de] + L exp [-ikj\/?(?)dg] }
ou x='2't;

cette solution n'est pas uniformément valable si f(€) change de signe en un point §p€ [0, 1]

appelé point tournant.

Cependant I'équation (12) montre que la solution est oscillatoire si f(§) > 0 et amortie si
f(€) < 0 (figure 6). On se propose ici d'étudier le comportement asymptotique de la solution (6)

lorsque le parametre d<<1.

.
exponentielle | ¢ (&)

N

amortie

figure 6 :

Nous effectuons le changement de variable suivant :

-1+h
ap =2t

ou 1 tend vers e quand d— 0.
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Ainsi de I'équation (1-a) on obtient :

14) d20(n,p1,d)

+2A2f(m) ® (,p1,d) = 0
dn2

ol 'on a posé :
) fMm) = th2(n) - 2 +4d2p2

A ce stade d'analyse, il est nécessaire d'examiner la variation de la fonction f(n).

5. 3- Probléme de points tournants

'On se propose dans ce paragraphe de rechercher les solutions de 1'équation (14) dans le

cas ol f(1) change de signe. Ceci est possible si la valeur propre p; vérifie I'hypothese

suivante:

2 1 2 1
mel-2 Lrur 2 L

Cela montre que les zones dans lesquelles il est intéressant d'étudier le comportement de

T'équation (14), sont celles ol f(1) s'annule puis change de signe.

5. 3. 1- Solutions extérieures.

Si f(n) > 0, alors 1a structure en 1y des solutions de (12) est oscillatoire. Ainsi la solution

de 1'équation (14) s'écrit :

(16) @M..d) =7 1 {al cos[A | \/f(n) dn}+by sin [xfw/f(n) dn] }
\/thz(n)-2+4d2u12
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Si f(n) < 0, 1a solution de I'équation (14) est apériodique. En utilisant (12) elle s'écrit :

an empud)=7 : {azexpllj\l -f(n) dn}+b, exp[-XIV-f(n) dn] }

V2-4d2,2-th2(n)

5.3. 2- Etude au voisinage des points tournants.

L'analyse décrite ci-dessus montre que les solutions (13) et (14) sont valables de part et
d'autre des points tournants Mg et T2, ol f{(11) = f(n2) = 0. En outre la nature des équations
(13) et (14) montre qu' il s'agit d'un probléme de points tournants autour desquels on essaie de

déterminer le comportement asymptotique de I'équation (14).

La fonction f(n) s'écrit au voisinage de 1y et M3 sous la forme:

1
18- f(n) = - (n- -
(18-a) M) =- MmNy M2 mch“(m)
ol:
N1 = - argth(V 2-4y1,2 d2)
(18-b)

N2 = argth(\/ 2-44142 d2)

On substitue (18-a) dans (14), on obtient:

d2®(n,u,d)
2

(19) - A2(n-M1) M2-m) ®(Mpd)=0

1
ch(ny)

Nous résolvons 1'équation (19) en utilisant la transformation de LANGER (NAYFEH,1973).

Ainsi nous introduisons la variable suivante :

(20) x=y(n)
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et nous effectuons le changement suivant :
@1 B =®1(n) ¢ ()

Si I'on introduit (20) et (21) dans (19), on obtient :

a2 1 2y'e' Ydd 1 ()
2 Ca A L AR e = 1o =0
@ 5 +w'2(w , ) i A

Dans cette derniere €quation on choisit ¢ tel que :

En intégrant (23), on obtient une relation entre les fonctions @ ety :

@) o=\y

et I'équation (22) devient :

2 2 L) "
25) 9—3-(7‘“")-3—“’ v 5 )0:0

dx2 \II'Z 4 \V LY

Afin d'obtenir un développement uniformément valable quand 1 = (11, 12) nous posons :

fi 2/3
26) ;(,',‘—2)=w, aors 2y =% [Vitm) an

En premiére approximation, I'équation (25) s'écrit :

a2y
= = 2 -
(27) dX2 - }\« X ‘6’ = 0
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dont la solution s'écrit:
23 213
(28) 9=c1Ai(A x)+c2Bi(A x)

ol Aj et B; sont les fonctions ' AIRY de premitre et seconde espece, et (c1, c2) sont des

constantes.

Ainsi en utilisant les équations (20) et (21), on obtient :

1 { 2/3 2/3 }
@ emud) = = A (A i) + 2 Bi(A vicw)
1

ol 'on a défini :

n
2/3 -
(30) %(\Vl(‘l)) = 21 J.\l(t-m) (Mzt)dt  si n>m
ch*(ny)
N1
N1
2 A 0 Mat) .
={. = - - d
3D 5 (vim) oh2(n1) nJ‘ (n1-t) (2-t) dt si. M<m

Par le méme principe de calcul que précédemment on a au voisinage de 1= 73, la solution

suivante :

2/3

e a0 |
(32) D (m,ud) =77'— c3 Ai(k ‘llz(n)) +cq4 Bi(h ‘vz(n))
2

oll c3 et ¢4 sont des constantes, et oit I'on a défini :
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¥z _
(33) %( v2(m) h2( > JV (tmp) (M2-t)dt  si N<M
n2
2 23 -1 )
(34) 3 (-v2) = ) nj (t-np) (t-m2) dt  si nsmn2

A ce stade d'analyse reste 4 déterminer les constantes (a1,b1), (a2,b2), (c1,¢2), et (¢3,¢4)

en raccordant les solutions (16) et (17) aux solutions (29) et (32).

5. 3. 3- Raccords

Les solutions (16) et (17) peuvent étre considérées comme des solutions extérieures
écrites 2 l'aide de la variable extérieure y tandis que (29) et (32) sont des solutions intéricures
écrites 2 l'aide de la variable intérieure . Ces deux solutions peuvent &tre raccordées au sens

des développements asymptotiques raccordés (Voir par exemple BOIS, 1976).

La premiére étape du processus consiste 4 exprimer toutes les expressions ci-dessus a

l'aide d'une méme variable. Ainsi pour de grandes valeurs négatives de , on a les formes

asymptotiques des fonctions d'AIRY suivantes:

1 -4 2. 32 g
(35) Ai(‘l’)z\_/:\l’ sin(3Ay +7)

n

1 -ua 32 [
(36) Bi(y) = \[— Yy cos ( 3 Ay +7 . )

Alors, quand m >1; I'équation (29) s'écrit :
-1/6

A 3/2 32
G OMud)~—"""—"""4¢; sin(%?\. v+ %) +Co cos(%l v+ 143)}

Vx im)
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et quand N < M2 'équation (32) s'écrit :

-1/6
3/2

A .2 n 2 32 =
@38) @Mud)="_ , c3 sin(GA g2 + 7) tcacos(3A w2+ Z)}

r i)

5. 3. 3. 1- Raccord des solutions intérieures.

1l s'agit de raccorder les solutions (37) a (38) pour déterminer les constantes c1, ¢2, ¢3 et

c4. On obtient alors la relation suivante:

32 [ 32

_ n g 2 2 2 g
(39) ¢ sm(% A1 +7) +e2 cos(; Ay +7) =csin(F Ay

L 2
+ Z) +C4 COS(§ X\[I] + Z)

On pose :
N2

312 32 —_— 1;

(40) IF=(y1 +v2 )= 1 I\/ f(m) dn + 5
N1

d'oit I'on déduit de (39):
1) ci=cgsinT -cjcos I
42) co=c3sin T+ cqcos I©

Si on veut chercher des solutions bornées lorsque A— o, il convient de poser 3:

(43) cy=c4=0

En vertu de (42) et en utilisant 'équation (41) on a :

(44) sin'=0 = I'=n=m n=01,.. )

d'oil 'on déduit de I'équation (40) :
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1
n(n-i)

45) A=
nz
-1
€N (20 dt
ch2(ny) n! 1) M2 &

sachant que 1 et )2 sont égales en grandeur et de signe opposé, le dénominateur de cette

derniére relation s'écrit:

J.V (t-ny) (2-t) dt =-2m,2 arcsin —

L}t

(46)
h2( 1)

d'oi I'on déduit de (45), 'équation des caractéristiques suivante:

.1 _ ch’my 1 1
47 }\,arcsmm —-——Zmz n(n-z) avec A= ¥

11 serait intéressant de trouver une racine minimale de 1 qui soit solution de (47), auquel

cas I'étude de la variation de celle-ci en utilisant la méthode de point fixe ( figure 7 ), nous

permet de déduire que, quand n=1 et A>>1, on a au moins une racine négative inférieure ou

égale A un, telle que:
(48) Mi=- argth(\/ 2-4p,2d2) << -1
Alors, 2 cette valeur minimale correspond une valeur de 'd' critique:
(49) d oritique = —=———— =~ 0,4582
cHtque = 2 ch (1)

au dela de laquelle il n'existe pas de solution.
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Nous déduisons alors, que les valeurs propres forment un spectre discret de valeurs

comprises dans l'intervalle suivant :
V2-th2(1) 1 V2 -th2(1) 1
0 pe -3 gy U] gt 5t

d << d critique

avec:
5.3. 3. 2-Raccord des solution extérieures avec les solutions intérieures

5.3.3. 2. 1-Solutions intérieures
De la méme maniére qu'auparavant on exprime les différentes solutions en termes de .

Alors pour de grandes valeurs positives de y on a les développements asymptotiques des

fonctions d'AIRY :
1 -1/4 2 32
(51) Aiw)=——v  exp(- 57 (y) )
N
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-1/4 2 32
exp( 34 (¥) )

) Bi(y)= :]1—— v
19

Les équations (29) et (32) s'écrivent respectivement :

-1/6
32 372
“Lexp(- 22 (-wn) ) +caexp(- 22 v )}

A c
53 @Mmpd)=""_" 3
Vr {‘] -f(m)

-1/6
3/2 3/2
(54) @®(Mmpd)= { c—;—exp(- % A (-y2) ) +Ca eXP(- %7» (-y2) )}

\/;{7 -f(n)

2 32 2 32
avec f(n) est donnée par (18-a), 3 (-y2) et 3 (-w2) sont données par (31) et (34).
5.3.3. 2. 2-Solutions extérieures

11 est intéressant de signaler que la solution de (14) est apériodique quand M <mjet

N>M2 avec M1 <MN2. Ainsi  partir de I'équation (17) on a:

Sin<mny:

(¢} 1 (1) 1)
65 @ (n,u,d)z—“—{az exp[xf\/-f(n) dn]+bz  exp[-A \/-f(n)dn]}

4
V-f(n)
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Sin>n».

@ @ @
(s6) @ (n,u,d)=—4~1— {az exp[kj\l-f(n) dn]+b;  exp[-A |V-f(n) dn] }
V-f(n)

ot f(n) est donnée par (18-a)

Pour pouvoir raccorder les solutions intérieures (53) et (54) avec les solutions extérieures

(55) et (56), nous exprimons ces derniéres relations en termes de y(n), alorson a:

ni
372
(57) I\/ Ay di=- 3 (-vam) si n<m
n
n
32
(58) J\l t(n) dt = - %(-wz(n)) si M>T
N2

Ensuite 1'identification en termes a termes des différentes solutions ci-dessus, nous

permet de trouver les relations entre les différentes constantes :

-1/6

()N ¢)) c A .
(59) (az bz )=(c2 =) == i M<m
2 \/ n
( -1/6
2y @ A .
(60) (az b2 y=(ca 2) N s MM
n
si nous utilisons la relation (43) on obtient :
~1/6
m A
(61) by =———¢;
2\/ T
-1/6
) o
(62) bz ¢ (-1) (n=1,2... )

_ A
2'\/11:

102



5. 4-Ewmde du cas ol les points tournants n'existent pas

Il s'agit ici de donner une description qualitative de la solution du probié¢me (IV,1) dans le

cas oll la fonction f(n) ne change pas de signe quand 1 passe de — 2+ o, Ainsi quand la
valeur propre 11 appartient A l'intervalle 2 tel que :
V2 1 1 V2
(63) lo=] -, -55] U [-35 5q] V[ 35 +=I
alors f(n) est monotone.

Dans 1'équation (14) on pose :

(64) th2(m) = 1- ——

ch?(n)

on obtient :

(65) EoMud) o (e

d’nz )(D (n’ulrd) =0

ch?(n)

ou l'on a posé :

&€= 4}1,12(12 -1
(66)
A2 L
442

ensuite on cherche @ (n,l1,d) sous la forme:

67 ® (n,uy,d) = exp(i an) F(m)

68)od: a=AV\e+l
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On effectue le changement de variable suivant :
1
(69) u=75(1-th(m) )
ainsi on obtient I'équation hypergéométrique suivante:
(70) v@-DF'+(-ia-2u)F+F=0

Une simple constatation de (69) montre que u tend vers zéro quand 7 est grand, il s'en
suit que 'équation (70) est singulitre en u= 0. Alors une solution de (70) qui ne soit pas

singuliere en ce point, s'écrit :

) 1 iV4A2-1 1 iV4A2-1 1 iMVe+l e-m
(71) ®(m,u,d) =N exp [mz\/en] F(§+ \/2 T \/2 5 - \/2 ’e$\+e'ﬂ

ot N est un paramétre de normalisation . (voir MORSE et FESHBACH 1953 , pp 1638-1660)

Si on assimile 1'équation (65) a I'équation de Schroedinger,alors la quantité (e+1) serait
I'énergie cinétique d'une particule se déplacant de -0 3 +o0. Cependant la solution donnée par
(71) est réelle si :

(72) £2-1

Il en résulte d'aprés (66), que quelque soit p; appartenant 2 |,, la solution existe pour

tout : d<<l1.
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5.5 CONCLUSION :

L'hypothese de /l; 1 > 0(1) permet moyennant I'approximation de W.B.K.J de mettre en
évidence I'existence de deux points tournants. En étudiant le voisinage de ces points on a
obtenu des solutions intérieures qui sont des fonctions d'AIRY de premiere et seconde espéce .
Le raccord de ces solutions intérieures avec les solutions extérieures qui ont des comportements
aussi bien ascillatoires qu' apériodiques, fournit un seuil critique d'existence de la solution et

permet de relier entre elles les constantes des développements.

Dans le cas de non existence de points tournants les solutions existent et sont

inconditionnellement stables.
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ANNEXE :
Méthode de dével {3 variabl itial

Nous avons montré dans le chapitre (III) que les termes de droite dans 1'équation

différentielle suivante :
2
1) %&12(&2 - (m?y + v(§,d)) ) ©1(§) =0

ont une contribution mineure dans le comportement de la solution quand i1 devient grand.

Cependant, la solution de (1) a la forme d'oscillations lentement variables dans

l'intervalle [0,1]; Alors nous considérons le systtme suivant:

r

d 1 dP; (2) A
25— =2 4 2 Pi(z) =0
N N poz)
(2) \ %:0 en z=-1
L %Z—)=O en z=-1

o nous introduisons la variable rapide Z telle que :
~ 1
3) zZ=—1z
o

1
z est donc la variable lente avec & = \/——— << 1
Ay

On obtient 'équation différentielle suivante :
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@Pyz) 4 P0(2) dPy(Z)  po(2)

@ ; pi(z) =0
d z2 po(z) dz p (2)
Afin d'obtenir une forme convenable de (4), nous introduisons une nouvelle variable
rapide :
5) v =¥(7 )

ol ¥(Z) est une fonction 4 déterminer, on a:

©) PiO _ -1
dz z
(7) dzpl(i) = \Pn( ”") dPl() + \PIZ( ) d Pl()

dz+2

nous introduisons (6) et (7) dans (4), on obtient :

Po'(z)

® v SO | wa s g(‘;(()) v(n | BD .

ot I'on choisit ¥'(z) tel que :

1 po'@® _

©) ¥'2(7) =-

ey

Donc :

! 1/2
w0 ves= }( 20((?))
0
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La relation entre la nouvelle variable rapide z* et la variable lente z s'ecrit :

YA
1 Po(t) 12
11 +t= —— dt
an Sy J po(t)
-1
0
po'(t) Y2
(12) od J= lf (-———po(t)) dt

I'équation (8) devient :

2]
1 TiPrsem TP 4 r2pee0

=1 [ (P P (2) (Do, 172
avee B =12 po(z) po(z) © Po'@

Nous développerons ensuite Py (z*+,8) en puissance de don a:

15) Py(z*+,8) = ¢1(2*,8) + & 92(z*,8) +0(5?)

tel que :

dPy 31 1dz 30, O dz L3 3 dz
a6 dz+_az++az dz++eaz+ T ey artE o+ T ES @&

et on identifie & zéro les différentes puissances de 3, on obtient :
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Termes d'ordre &9

-
aZ +;
PUELD | 2guatia) =0
9y T
an  § 34=0 en 2+ =
d
g 5%1; enzt = 0
La solution de (17) s'gcrit :
(18) 01(z*,z) = A1(z) cos (Jz+) +By(2z) sin J z¥)

ol nous déterminons les coefficients A partir du systéme d'ordre supérieur en 8.

Termes d'ordre 6!
a9 ERED o persing. 2 {2 p°(( ))> 198 450) i)}
-J cos(l. z+) {2 (- p°(( ))) 48, & t8@ Bi(2)}
rg%=-1(_sg'_((zz)))u2% on z+=lg
4
\%LJ(-L’OL,((Z}))W% en z+= 0




Pour qu'il n 'y ait pas de termes séculaires, quand z* est grand, il est nécessaire que les 2

conditions suivantes soient vérifiées :

L

(z)
20) 2( -;)%) 1981, @) A0

L

2
@1) 2 ( gg—,((%) 1981 6(2) Biw)=0
-1

1 -1
22) dolt: A = - |4
@) do: M) C‘( po() P0'(2) )

-1

’ -1
23 Bi(z) = L |4
@ 1@ Cz[ po(2) Po'(Z))

Nous obtenons de (22), (23) et (18):

-1
24) 01(z*t, 2) = (— — L )4 { c; cos(J z*) + Cy sin(J z¥) }

Po(2) po'(z)

A partir des conditions aux limites en z+ = 0 et z+ =1/8, nous déduisons que :

25) Cy=0 et 8= —

donc (23) s'écrit

i
= )4 { cos(d nm z*) }

(26) (= 2 =(- po(z) po'(z)
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La solution 2 l'ordre  deux en d s'&crit :

27N d2(zt, z) =A2(z) cos(I z*) + B3 (z) sin(J z%)

ol nous déterminons les coefficients 2 partir du syst2me d'ordre 32

Termes d'ordre §2
R2¢3(zt;
¢a32(i2 2 | 2 gy(ztiz) = sin. z ){2( p°((z))J 192 50 M@ }
(z) |12
28) -J cos(l. z#) {2 ( %) 122 +5@ B2@)

1
C . 4 (. 00'(@) _po"2(2)poe(z) po(2) Po"(Z)Po(Z))
S 3 -4
lﬁ(p"(z)p" @ (3 po(z)+7 p3(z) " po@ Po*(2)

(003 ( po@ Y2 dop L1
. ozt poz) dz % T T3
29) 4
393 ( po(2) )2 doy f20
\ po(2)) z

Pour éliminer les termes séculaires dans (28) quand z* est grand et rapide, il suffit que les

deux conditions suivantes soient vérifiées :
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172
30 2 ( E‘izl) 122, 5@ M@} =0

po'(2)
31) 2( ;3((2))) 7922 1 g(0) Ba(2) =-C1 (p0(e) U2 25 (-pota) po2)14)
de (30) on déduit que :
1
32) Agz)=C3 (- —2——\-14
( D=0 () pe@)

de (31) on déduit que :

z

1 1 po'(t), 112
33) Ba(z) = C4f - V4ib-5 | VGt dt
2 l( po(2) Po'(z))— { 2 [[ © Polt )) }

4 pot- 1) po'-1) po'(-1)

(35) -v(z) =(3 Po'(2) +7 povz(z) pO(Z) po"(z) -4 Po D pO(Z))

po(z) Po3(2) po'(z) po'2(z)

(36) avec v(zH)=v(z)+g I:PO (z) Po(z) po'(_l)]

po3(z) po(-1)
d'ou:
z

172
(C3 cos(8. n. 1 z+)+C; { b-% I[V(t) (p"((t)) dt }sin(dnmz*) )

37 da(zt,z) =
1/4

(" Po(@) po‘(z))
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En vertu de (7) on a:

zZ

Ci (cos(8nn z+)+{ b-% JV(t) (po((t))) dt } sm(8mtz+)) + 8C3cos(dnmzt)

Pin(ztz) =

(-Po(z) Po'(Z))-l/4

ol Cy, C3 sont des constantes d'intégration d'ordre un et deux en 8 respectivement.
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CONCLUSION GENERALE

La connaissance de la répartition des densités est une donnée fondamentale
pour I'étude de 1la circulation océanique. Cela conduit A un ensemble de méthodes de
mesures et de relations. Cependant , la densité des eaux de la mer dépend de sa
température, de sa salinité et‘ de la pression (c'est 2 dire de la profondeur). C'est
principalement la température qui commande en général la répartition des densités

suivant 1a verticale.

L'augmentation du gradient de densité dans les couches superficielles aux
moyennes et faibles latitudes di A une diminution de température ou a une
augmentation de la salinité, provoque des mouvements de convection thermohaline.
Ces mouvements se caractérisent par des courants ascendants . Au cours du présent
travail, nous avons étudié I'évolution et la stabilité de la répartition verticale de la
perturbation de pression dans un modele qui étend le modele quasi-géostrophique
classique. Cette stabilité est d'autant plus faible que le gradient horizontal " suivant la

verticale" de la densité est élevé .

Tenant compte de cet effet de 1a stabilité on a obtenu, pour un profil de densité
réaliste, une valeur critique du parameétre de variation de la stratification "d". Cela
signifie en fait, que des mouvements de convection apparaissent dés qu ‘on dépasse

cette valeur critique .

Toutefois, le cas d'un gradient horizontal de densité variable est susceptible de
provoquer un front " la frontogenese(*) " qui pourrait déstabiliser la solution.

L'impossibilité de faire une étude globale oblige & considérer des cas simples.

() Une surface de discontinuité séparant verticalement deux masses d'eaux
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Le cas ﬁ_L<<O(1) en est un, et, qui en outre correspond 2 une situation réaliste;
c'est A dire qu'il traduit des situations od la couche d'EKMAN est de quelques dizaines
de metres. Ce cas se rencontre surtout aux grandes latitudes (exemple de I'Atlantique
Nord). Ainsi l'analyse du cas d'une densité en tangente hyperbolique, montre que la
solution cesse d'exister dés que le paramétre de variation de stratification dépasse un

seuil critique de stabilité "der" .

Dans la méme ligne d'étude, nous avons considéré le cas /E\ 12 O(1). Cette
situation n'est toutefois pas sans intérét car il lui correspond des couches ' EKMAN
assez épaisses, qu'on rencontre dans les régions tropicales des océans. Pour ce cas
nous avons obtenu un probléme a deux points tournants, et 1'étude des voisinages de
ces points permet de raccorder les solutions intérieures et extérieures entre elles et de

déterminer un seuil critique de stabilité de la solution.
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MOTS CLES

STRATIFICATION EN DENSITE.
ONDES DE ROSSBY.

ONDES LONGUES OCEANIQUES.
INTERACTION OCEAN-ATMOSPHERE.
VALEURS PROPRES.

RESUME

Cette étude de la modélisation océanique est construite 2 1'aide d'un modele
quasi-géostrophique , aux moyennes latitudes et tenant compte de 1'interaction
océan-atmosphere .I1 s'agit d'un modele essentiellement forcé par la tension
exercée par le vent sur la couche de surface de 1'océan. On ne s'intéresse
qu'aux mouvements 2 grande échelle pour lesquels la rotation de la terre est
prédominante. L'étude mathématique du probleme part de 1'hypothése que
1'océan est stratifié en densité volumique, et que la variation de densité qui
résulte de 1'échauffement différentiel de 1'océan est responsable de Ila
circulation de ce systeme.Les recherches présentées ici sont axées sur 1'étude
de la structure verticale de la perturbation de la pression. Apreés un calcul
explicite de 1'écoulement pour une répartition de densité exponentielle, on
établit un théoréme d'existence basée sur 1'analyse de Sturm-Liouville, pour
une répartition de densité en tangente hyperbolique. Nous déterminons ainsi
un seuil critique du parametre de variation de la stratification. Des solutions
sont calculées numériquement pour aider a la détermination de ce seuil critique
et montrent I' existence des mouvements de convection thermohaline liées & un
fort gradient horizontal de densité. La présence de ce fort gradient horizontal
de densité provoque une concentration d'énergie au niveau de la pycnocline qui
peut étre a 1'origine d' une croissance excessive de 1'amplitude du mouvement.
Ceci est susceptible de provoquer une frontogén&se qui pourrait déstabiliser la
structure verticale de 1'océan. On présente pour terminer une étude au
voisinage de la pycnocline od le gradient horizontal de densité est grand.




