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O - INTRODUCTION 

Les objectifs de la méthode 

Soit une famille de triplets indexés : ( X k ,  ML, D), k E K .  Dans chaque 

triplet, le tableau Xk dimensionné (n x pk) contient les observations d'un paquet 

J k  de variables quantitatives sur un ensemble I d'individus, et qk est le rang 

de Xk. Les entiers n, PI;, m désignent le cardinal respectivement de I, Jk, K ; 

et on note indifféremment k E I( ou k E [ml. On parle de données cubiques 

quand tous les paquets J k  sont identiques (Jk = J) et de données non cubiques 

dans le cas contraire que nous étudions plus particulièrement. Nous cherchons 

un positionnement simultané des nuages de points Nk définis dans les espaces 

Euclidiens Et = (R::;), MI), par les colonnes des tableaux Xk (transposés de Xk) 

supposés centrés pour la métrique des poids D. Ce positionnement simultané - 

nommé intrastructure - peut contenir certains transformés des nuages N k .  

L'intrastructure sert à représenter simultanément les nuages dans des sous- 

espaces de petite dimension, exactement comme c'est le cas pour un seul nuage 

dans llACP d'un tableau. Il paraît donc judicieux, au plan méthodologique, de 

définir les critères que doit satisfaire une intrastructure, en s'inspirant des résultats 

de 1'ACP. 

Nous rappelons ceux-ci, puis nous précisons les deux critères exigibles pour 

une intrastructure. 

a) Rappel des propriétés de I'ACP. 

Dans I'ACP d'un triplet (X, M, D) on construit deux triplets équivalents au 

premier : (Cl I ,  D) et (2, M, I). 

Le nuage des individus 1X'j, défini par les colonnes du tableau X1(p x n), 

est positionné dans l'espace Euclidien E = (RTej), M). Avec (C, I, D) on définit, 

par exemple dans Cailliez et Pagès (1976), une image euclidienne (a, R:,~ ), I )  

équivalente à l'image euclidienne (m, RTej), M). Si la décomposition en vdeur 

singulière (s.v.d.) de X s'écrit X = I'AU', on a : C = I'A de dimension (n x q) 

avec q = rangX, et Z = AU'. 



Avec (2, M, 1), on obtient pour le nuage des variables, une image euclidienne 

(O, Rf+ ), I )  équivalente à a, Rif'), D) . Ce résultat permet de positionner les 

variables de façon comparable à celle retenue pour les individus. Il permet aussi 

de définir très simplement le biplot : sur les axes de l'espace Eq = (Rfuj),  1), les 

coordonnées du vecteur ej  portant un axe initial (et donnant la direction de la 

variable initiale j )  forment la colonne j de : U'M = A-lZM (voir Annexe 1). 

On note Xi la ligne i de X et ~j sa colonne j .  Alors xi = (X;)' définit 

l'individu i comme vecteur colonne de E (indice de x en bas), et x j  = ~j définit 

la variable j comme vecteur colonne de F (indice de x en haut) ; de même pour 

uj = ~j et 2 = C j  . L'indice k des situations échappe à ces règles et figure 

indifféremment en haut ou en bas. Il ne repère pas une rangée mais spécifie que 

l'objet qu'il indice est pris en situation k. IIXIIpDM désigne la norme de matrice 

induite par le produit scalaire < Xi, X2 > I P D M  = trace(Xi D X n  M) (Glaçon 1981). 

Si on complète le théorème de décomposition, par les théorèmes d'approxi- 

mation (Eckart-Young 1936, Kristof 1970, Le Calvé 1976) on retrouve la propriété 

d'optimalité suivante de 17ACP : 

Le tableau (n x s) des s premières composantes principales (~ j )~ ,=[ , ] ,  noté Cs, 

définit la projection du nuage sur un sous-espace de dimension s, ayant la plus 

grande inertie. De manière équivalente IIC - (Cs O)lj$DI est minimale pour le 

tableau Cs. En terme de reconstitution des données : 1IX - B(I$DM, avec B(n x p) 

de rang s, est minimale si B = d(uj)'. 

Pour résumer, 1'ACP présente les propriétés suivantes : 

- obtention d'une image euclidienne équivalente avec (C, 1, D) . 
- le tableau Cs est le tableau de rang s qui restitue la plus grande part de l'inertie 

du nuage a. 
- la description des variables initiales est optimale au sens de l'inertie d'un nuage 

non centré (pour une métrique M diagonale). 

- le biplot permet d'indiquer la direction des variables initiales dans les plans 

principaux retenus pour représenter le nuage des individus, et d'orienter ces plans 

et les axes principaux. 

b) Objectifs pour l'intrastructure. 

Pour une représentation simultanée de plusieurs nuages il est évidemment 

intéressant de retrouver ces 4 propriétés et, dans un premier temps, au moins 



les deux premières, en remarquant que la seconde n'a de signification que si la 

première est vérifiée. 

En se limitant aux méthodes d'étude des données non-cubiques on constate 

que cette première propriété n'est pas vérifiée par Statis ou I'AFM, tandis qu'elle 

peut l'être dans l'Analyse Procuste ou la méthode dite de "superposition des axes 

principaux d'inertie", ce qui sera montré ultérieurement. 

Ces deux dernières méthodes peuvent fournir deux intrastructures totalement 

différentes .Cela impose un deuxième objectif pour la recherche d'une intrastruc- 

ture qui est de justifier le positionnement simultané réalisé . 

Nous demandons donc à l'intrastructure d'une famille de tableaux indexés de 

satisfaire deux conditions : être exacte et être significative. 

Elle est exacte si pour tout k E K, le triplet ( Y k ,  1, D) représenté dans 

l'intrastructure est équivalent au triplet initial ( X k ,  Mk, D). 

Elle est significative si le positionnement simultané réalisé dans l'intrastruc- 

ture respecte les règles de la dualitC. Celles-ci sont rappelées en Annexe 1 et 

nous dégagererons progressivement l'importance d'un tel critère. 

En schématisant les choses nous montrerons que les méthodes françaises, et 

les méthodes de type INDSCAL, donnent une intrastructure inexacte mais signi- 

ficative, que la méthode procuste et la méthode de "superposition" offrent une 

intrastructure éventuellement exacte mais peu significative. L'Analyse Factorielle 

conJointe (AFJ) que nous proposons peut alors présentée comme une synthèse 

de ces méthodes donnant, sous certaines conditions, une intrastructure exacte et 

significative. 

Le chapitre 1 contient un bref rappel de quelques méthodes classiques 

d'intrastructure. Ensuite nous exposons 1'AFJ dans les chapitres II et III. Le 

chapitre IV présente trois applications et permet de comparer les résultats de 

1'AFJ avec ceux des autres méthodes. Le chapitre V est consacré à l'étude des 

interstructures. 





CHAPITRE 1 : 

LES METHODES D' INTRASTRUCTURE 

1.1.- Rappel  des  principales méthodes d'instrastructure 

Nous présentons ici les grandes lignes des méthodes d'analyse des données non- 

cubiques. Nous détaillerons ultérieurement, dans la partie de notre étude qui s'en 

rapproche le plus, la manière dont ces méthodes construisent leur intrastructure. 

Nous mentionnons également quelques méthodes d'analyse des données cubiques 

qui seront comparées aux précédentes, ou utilisées dans leur formulation. 

a) Les méthodes pour  données non-cubiques 

- INDSCAL et IDIOSCAL cherchent à reco~~stituer une famille de tableaux 

de similarités Wk, k E K ,  à partir de (semi-) métriques diagonales DI, (INDSCAL) 

ou non diagonales Mn. (IDIOSCAL) et d'un tableau individus x caractères 

X (n x p). Ces méthodes minimisent donc une fonction de X et DI, (ou Mk), 

k E K ,  soit : 4(X, Dk) = C JJWk - XDkX1ll:DD. Divers algorithmes ont été 
k 

proposés pour résoudre ce problème.On peut voir Carroll et Chang (1970), Tucker 

(1972)' De Leeuw et Pruzanski (1978) ou Lafaye in SAD (1985). 

- L'Analyse Canonique Généralisée (ACG) au sens de Carroll (1968) 

recherche les liaisons existant entre plusieurs groupes (ou paquets) de variables. Les 

variables canoniques zi sont les vecteurs D-orthogonaux de l'espace des variables 

F = (Rn, D) qui maximisent successivement la somme des carrés des coefficients 

de corrélation multiple entre zj  et les variables du tableau Xk, soit : C ~ ~ ( z j ,  XI,). 
I ,  

On verra en Annexe II que 1'ACG est aussi une méthode d'intrastructure lorsqu'on 

interprète ses résultats dans l'espace des individus. 

- STATIS (1'Hermier des Plantes : 1976, Lavit : 1985 in SAD, et 1988) 

propose une analyse conjointe des tableaux quantitatifs en trois étapes : 

- Une analyse globale donne "l'interstructure" qui est un positionnement mul- 

tidimensionnel des m tableaux pris comme objets de l'étude. Elle définit donc des 

proximités entre les différentes situations A,  A E [ml (voir chap. V). 



- Une analyse moyenne dégage avec "le compromis" une information moyenne qui 

synthétise les informations contenues dans les différents tableaux. 

- Une analyse fine construit une intrastructure et éventuellement des trajectoires 

individuelles. La technique d'obtention du positionnement simultané n'étant pas 

clairement définie, nous essayerons d'expliquer cette intrastructure. 

- ~ ' A n a l ~ s ;  Factorielle Multiple (AFM - Escofier et Pagès : 1983 et 1988)' 

peut être présentée comme une ACG pour la mesure de liaison L2(z,Xk) = 

C r n k j  cov(z, xi), lorsqu'on a des métriques diagonales Mk = diag(rnki). Nous 
j E J k  
verrons que la méthode dégage les liaisons entre variables dans l'espace des 

variables F ,  une intrastructure dans l'espace des individus E = (R'P~, M) et 

une interstructure dans l'espace des opérateurs R~~ (voir cllap. V). Elle s'attache 

à. montrer la cohérence des résultats obtenus à ces trois niveaux. 

- La technique de superposition des axes principaux d'inertie obenus par 

1'ACP de cliaque tableau, n'est qu'une commodité dont nous préciserons le 

domaine très restreint d'utilisation. 

- L'Analyse Procuste construit une intrastructure de nuages relatifs aux 

mêmes individus i, i E I ,  telle que la somme des carrés des distances entre individus 

de même indice soit minimale. Nous exposons ci-dessous une version particulière 

de cette méthode. 

b) Les méthodes pour données cubiques 

- L'ACP 3-modes généralise au cube de données XIJKr les résultats obtenus 

dans la décomposition en valeurs singulières d'un tableau X r J  (Tucker 1966). 

Ce problème est appelé Tucker-3 dans Kroonenberg (1983) qui donne un exposé 

complet de la méthode, de ses nombreux dérivés, et des algorithmes associés. Il 

existe une généralisation aux n-cubes de données avec llACP n-rnodes proposée 

par Polit (1986). 

La méthode Parafac/Candecomp dérivée du problème Tucker-2 (dans lequel 

on ne réduit pas le mode des situations) peut rappeler l'AFJ, ce que nous 

évoquerons plus loin. 

- Rappelons aussi que 1'ACP permet d'obtenir facilement deux intrastruc- 

tures, exactes ou non, pour des données cubiques XIJK = { X k ( n  x p ) ,  k E [ml). 



L'ACP du Tableau Conjoint Empilé (multicentré) Xe = présente un 
... 

i X l  x m  1 
positionnement simultané des m nuages définis par les tableaux (centrés) Xk, 

optimal -au sens de l'inertie- pour la réunion des nuages. L'intrastructure 

obtenue est exacte. 

L'ACP du Tableau Moyen = Ck pkXk, (pk > O et xk pk = 1) avec pro- 

jection des tableaux Xk  en supplémentaires donne une autre intrastructure, 

non nécessairement exacte ni optimale. 

L'intérêt de cette seconde méthode est d'être adaptable au cas non-cubique 

des deux façons présentées ci-dessous, dans lesquelles, les poids pk peuvent être 

choisis pour retrouver les résultats des méthodes classiques. 

1.2.- Les intrastructures inexactes. 

a) L7AFJ1 (ou 1'AFM) 

Pour tout k E [ml, considérons : 

xk = (O . ... ' : O : Xk : O : . - .  : O ) tableau (n x p) avec p = 
( n , p )  

Ckprc et M = 
(P XP) 

(0' . O ) **ors e s  triplets (x., M., DI et 

Mm 
(xk7  M, D) sont équivalents. Ce dernier triplet donne un positionnement du nuage 

I 
Nk = dans l'espace EP = $ Et et on le note : NI = m. 

Les triplets (*k, M ,  D), k E [ml constituent alors un cube de données que 

l'on peut traiter par la méthode du Tableau Moyen. Il s'écrit : 

En général, nous prendrons des poids égaux (cf chap.V). Nous verrons que le choix 

des poids distingue les méthodes et influence la qualité de l'intrastructure. 

Dans 1'ACP du tableau moyen on diagonalise WoD = XpMXPD = 

Ck PiWkD, avec : Wk = XkMkXk, pour trouver les éléments propres (Co, Ilo). 

Co est un tableau (n x r )  ( r  = rang X,). Ses lignes sont les coordonnées des n points 

du nuage moyen dans la base du sous-espace Compromis Ec de EP 



que ce nuage moyen engendre. La 6- projection (projection multipliée par fi) 
des tableaux ~k en supplémentaires sur ce sous-espace Ec définit l'intrastructure 

~k = f i p k ~ k ~ ~ g ~ ; ~ ,  k E [ml. 

On vérifie que : x = Ck p k x k  est égal à f i C o  = C (les propriétés 

barycentriques sont conservées dans une projection, un changement de base et 

une homothétie). X = C définit un positionnement du nuage compromis 

homothétique du nuage moyen pour l'homothétie de centre OEP et de rapport fi. 
Le nuage compromis est le nuage moyen des &%projetés des nuages f i k  sur Ec 

et C est le tableau compromis. L'utilisation d'une *-projection sera justifiée 

ultérieurement. Cette méthode est appelée AFJ1. Elle est proche de l'Analyse 

Factorielle Multiple qui impose des poids pk proportionnels à 1 / n  (ou une 

prémultiplication des tableaux par ce facteur), avec A! première valeur propre de 

Wk D. 

b) L'AFJ2 (ou Statis) 

L'opérateur WkD est caractéristique du triplet (Xk, Mk, D). Il en résulte 

que 1'ACP du triplet (Wk, D, D) redonne le positionnement des individus obtenu 

dans I'ACP de (Xk,  Mk, D). Pour ce dernier triplet, WkD admet les éléments 

propres (Ck, Ak) avec CkDCk = A k .  Pour (Wk, D, D) on diagonalise (WkD)' dont 

les éléments propres (Bk,Ak) avec BkDBi, = Ak, vérifient Ak = Ai et donc 

Bk = C L A ~ ' ~ ,  ou encore Ak = A;" et Ck = B~A; ' /~ .  

L'AFJ2 consiste à faire 1'ACP du Tableau Moyen sur le cube de données 

défini par les triplets (Wk, D,  D), k E [ml. On trouve pour triplet moyen : 

( W  = xk pk Wk,D,D). La diagonalisation de (WD)2 donne (B, A ) ,  puis A = A ' / ~  

et C = BA-'/', OU plus simplement, la diagonalisation de WD donne directement 

(C' A). 

Il reste à projeter les Wk en supplémentaires (dans l'AFJ2 on considère 

des projections et non des fi-projections), pour obtenir ~k = w~DcA-' /~.  

Peut-on en déduire un positionnement simultané ~ k ,  k E Ii', des individus des 

différents tableaux ? Si on prend le positionnement simultané TVk, k E K et 

qu'on lui applique la règle de passage de B (qui définit le positionnement w 
de W = W) à C =  BA-'/^ (qui définit le positionnement x d'un certain x), 
on obtient : xk = W ~ D C A - ' / ~ A - ~ / '  = WkDCA-I, k E [ml, et le compromis 



x = xk p k ~ k  = C . Alors C désigne le tableau des composantes principales de 

x J p = ( f i x i  . : . . . i JpmX, ) considéré comme un tableau moyen X. 

On peut présenter ainsi l'intrastructure de la méthode Statis qui utilise des 

"poids" particuliers vérifiant Ck pk = 1 . 

Remarques : 

1) Ces deux intrastructures sont inexactes sauf dans de rares cas particuliers que 

nous verrons plus loin. 

2) Une isométrie transformant n'importe quel tableau X k  laisse ces intrastruc- 

tures inchangées puisque W k  = XkMkX; est invariant dans une isométrie. 

3) Les appellations AFJl et AFJ2 peuvent surprendre puisque ces deux méthodes 

proposent des intrastructures très proches de celles de 1'AFM ou de Statis. 

Nous les utilisons pour les raisons suivantes : 

L'AFM ou Statis ne se réduisent pas à la recherche d'une intrastructure. 

La pondération de 1'AFM et celle de Statis sont fixées alors qu'elle est libre 

(à ce stade) dans l'AFJ1 et l'AFJ2. 

Les intrastructures de I'AFJ1 et de l'AFJ2 sont parfaitement identiques 

pour des poids égaux (d'où la ressemblance des noms). Comme nous utilisons 

l'AFJ1 pour initialiser l'algorithme de 1'AFJ et qu'elle fournit un critère 

permettant d'apprécier sa faisabilité, nous considérons l'AFJ1 comme la 

première étape de 1'AFJ. 

1.3.- Les intrastructures exactes. 

a) La "superposition des axes principaux d'inertie". 

Notons q = supk qk et considérons les tableaux Ci(n x q) obtenus en complé- 

tant chaque tableau Ck(n x qk) par q - qk colonnes de O. Pour tout k, les 

triplets (Ci ,  I,, D) et (Xk, Mk, D) sont équivalents. Donc les Ci définissent une 

intrastructure exacte dans l'espace (Rq, Iq )  obtenue par superposition des axes 

principaux d'inertie de même rang. Si on remplace les Ci  par les tableaux Ci  

formés des s premières composantes, cette intrastructure limitée à s composantes 

conserve le maximum d'inertie. Cette propriété niise à part, il n'y a aucune 

raison pour superposer les axes de même rang des différents nuages. Ainsi on 

peut imaginer deux nuages du plan tels que le critère L'Procrustes" (ou Procuste) 



conduise à superposer les axes 1 et 2 et non les axes 1 cornme le veut le critère 

de ''superposition". En fait ces deux intrastructures ne sont pas nécessairement 

significatives du point de vue du critère basé sur la dualité que nous construirons. 

b) L'Analyse Procuste  

Dans Ten Bergé et Knol (1984) le problème (orthogonal) procuste est ainsi 

posé : ayant n 2 pi >_ p2 >_ . - 2 pm, on cherche les matrices Tk de dimensions 

(pk x p,) réalisant Min f(Ti, T2,. . . ,Tm) = C IlXkTk - XeTel)$DI, avec TÉTk = 
k < t  

Ip,, k E [ml. Ce problème dit "asymétrique" diffère du problème "symétrique", 

pour lequel pk = p, k E [ml (données cubiques par exemple), par le fait essentiel que 

les matrices Tk ne définissent pas des isométries de (RPk '1) dans (RPm , I).  Ainsi on 

trouve une intrastructure exacte pour l'analyse orthogonale procuste généralisée 

symétrique, mais inexacte dans le cas asymétrique. En revanche, si on choisit des 

matrices Tk(pk x pi) définissant des isométries de RPk dans RP1, on a TkT; = Ipl 

et le cas asymétrique équivaut au cas symétrique obtenu en complétant chaque Xk 

par pi - pk colonnes de O. 

Il existe donc bien deux intrastructures exactes pour des données non-cubiques. 

L'une s'obtient pax la méthode de "superposition" et l'autre par l'Analyse Procuste 

"symétrisée" présentée ci-dessus. Nous verrons qu'elles ne sont significatives que 

dans de rares cas particuliers. 

1.4.- L'AFJ e t  les autres  méthodes. 

a )  Les méthodes d'intrastructure. 

Dans les chapitres II et III, nous allons développer l'Analyse Factorielle 

conJointe - mais aussi l'ensemble des méthodes d'intrastructure - à partir de 

considérations géométriques qui gknéralisent la méthode dite "AFJ1". Celle-ci se 

résume très simplement : les nuages Nk sont positionnés dans l'espace (EP, M) 
somme directe orthogonale des espaces (Ek, Mk). Dans 1'AFJl l'intrastructure 

s'obtient en projetant les nuages f i k  sur le sous-espace Compromis Ec et elle 

est nommée Intrastructure Compromis (I.C.). De même, I'AFJ est une méthode 

qui obtient une intrastructure exacte en projetant sur un sous-espace particulier 

de EP appelé sous-espace Equisecteur et donnant 1'Intrastructure Equisecteur 

(I.E.). Nous préciserons cette première définition de l'AFJ, puis nous définirons 

dans EP le sous-espace Déformant donnant 1'Intraçtructure Déformante (I.D.), et 

nous évoquerons les sous-espaces procuste (cf 3.3.~)' discriminant (cf Annexe II), 



de superposition, donnant les intrastructures correspondantes. Cette présentation 

établit donc un lien très simple entre toutes ces méthodes dlintrastructure. 

Le petit exemple suivant peut être représenté dans le plan ; il aide à bien 

comprendre l'exposé du problème dans le cas général. 

ont été observés sur deux individus, et on a : Xi = 

L'AFJ1 avec des poids égaux donne le tableau 

les individus moyens engendrent le sous espace Compromis Ec que l'on représente 

dans R2 = R @ R comme suit : 

Ez = R 1  EE : sous espace Equisecteur 

c : sous espace 

Compromis 

- J3 - 1 - 
x : El = R1 

t g % = % ,  B=30° 

& s ine= 4 , cosB= 
- 1 

Les projections des nuages ~k sur Ec sont définies respectivement p u  : 1x1 
et $X2, donc les .\/n2-projections sont : Ri = $XI et R2 = $x2 . Cette 

Intrastructure Compromis est inexacte et aucune homothétie ne peut la rendre 

exacte. 

Les projections des nuages ~k sur le sous espace Equisecteur EE (première 

bissectrice) s'écrivent : $Xk, k E K, donc les  projections sont : ~k = Xk . 
Cette Intrastructure Equisecteur est exacte. 

b) Les méthodes de reconstitution des données. 

Nous établirons cette deuxième définition : I'AFJ est une méthode qui 

recherche des triplets (Yk (n x q), 1, D) équivalents à (Xk, Mk, D), k E K, des 



matrices diagonales Ak (q x q) et un tableau Y de dimensions (n x q) tels que : 

@(y , ,  Ak, Y) = xk llYk - YAkll;,, soit minimale. Cette formulation est voisine 

de celle des problèmes INDSCAL et éventuellement Candecomp (Carroll et Chang 

1970) ou Parafac (Harshman 1970, 1984). Avec Kiers (1987, 1988)' remarquons 

que Parafac et Candecomp cherchent une reconstitution des données sous la 

forme ~k = YAkT1, k E K ,  telle que Ck llXk - xk)1tDM soit minimale, la 

dimension ( r  x r )  de Ak diagonale étant choisie. Pour sa part, INDSCAL recherche 

~k = YA:Y1, k E I<, tels que Ck jlWk - ~ k 1 1 2 , ~ ~  soit minimale. 

L'originalité de l'AFJ, qui a notre sens justifie qu'on lui donne un nom, ne 

tient pas tant au problème d'optimisation posé, qu'à la manière géométrique de 

l'aborder et de lui donner une solution : 

1) Nous ne cherchons pas la meilleure reconstitution des données (avec Xk ou 

wk) mais une reconstitution exacte des données (avec Yk) permettant de plus, 

d'avoir une intrastructure significative. 

2 )  Nous établissons des liaisons simples entre toutes les méthodes précédemment 

citées. 

3) Nous contruisons un algorithme qui prouve l'existence de minima pour @, 

avec une initialisation qui donnera, en général, une convergence rapide vers 

un éventuel optimum global. 

En proposant une double définition de I'AFJ, l'une géométrique, l'autre 

analytique, nous alourdissons nécessairement notre exposé. L'utilisation de la seule 

définition analytique permettrait de réduire l'exposé de la méthode à quelques 

pages (la proposition 11 du 3.2.b. et l'algorithme qui en découle en 3.2.c.). Il 

nous faut donc motiver l'autre définition et les considérations géométriques parfois 

délicates qui sont développées au chapitre II. 

Leur principale raison d'être, d'ordre LLhistorique", tient au fait que l'égalité 

(1) de la proposition 11 a été imaginée dans ce contexte géométrique. Cette raison 

historique, qui a un intérêt momentané, se double d'une raison "géographique" plus 

permanente : la géométrisation du problème permet de comparer simplement les 

différentes méthodes (françaises ou anglo-saxonnes) et de choisir une initialisation 

très performante de l'algorithme. 



CHAPITRE II : 

LES TABLEAUX A COMPOSANTES PROPORTIONNELLES 

Précisons le contenu de ce chapitre II : 

r En 2.1 on définit les concepts principaux de 1'AFJ. Une application aux 

données cubiques est proposée. Pour les données non-cubiques, une intrastructure 

exacte et parfaitement significative n'existe que sous l'hypothèse de tableaux à 

composantes proportionnelles (elle donne son titre au chapitre II). 

r Sous cette hypothèse, on compare en 2.2, les intrastructures de différentes 

méthodes. Pour obtenir des résultats précis, nous partons d'hypothèses encore plus 

sévères qui sont progressivement relachées. Il s'agit d'une introduction à I'AFJ car : 

1) on montre que seule son intrastmcture est exacte et significative. 

2) le Repère Déformant introduit dans cette démonstration, est un concept de 

base pour la construction de la méthode dans le cas général, faite au chapitre 

III. 

2.1.- Le Repère Equisecteur. 

a) Les systèmes équisecteurs. 

Définition 1.- Soi t  (ek)kEim1 u n e  base orthonormale de l'espace Euclidien 

Em = (Rm,  1,). O n  appelle vecteur équisecteur de la base (ek) le vecteur 

unitaire de Em défini par : e = Ck,-[ml ek . 

De m ê m e  Ae est la direction équisectrice des directions n e k .  

Remarques 

Cette définition généralise à Rn la notion de bissectrice. 

r Dans l'espace des variables FI si 1, désigne le vecteurs de coordonnées égales 

à 1, l'axe Al ,  est la direction équisectrice des Af i  et la D-projection d'une 

variable sur Al ,  définit sa moyenne. 



Les propriétés de ces objets vont être exploitées dans la généralisation suivante 

de la définition 1. 

Définition 2.- Soit E = (Rmq, I m q )  l'espace Euclidien s o m m e  directe ortho- 

gonale d'une famille de m espaces Euclidiens de m ê m e  dimension Ek = (Rq, I q ) ,  

k E [ml. Une  base orthonormale ( e S ) j E ( p i  de  l'espace E k  plongé dans E ,  sera notée  

. O n  appelle système équisecteur de E le système des vecteurs e j ,  

j E [q],  équisecteurs des (E;)kE[,] ; soit : ( e i  = & CaErml E S ,  j E [ q ] }  . 

Remarques : 

Le système équisecteur ( e j ) j G ( q l  engendre un sous-espace de E noté E,. 

Le système de vecteurs ( E ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ , ~ G [ ~ I  constitue une base orthonormale de E. 

r Il faut bien noter que chaque A e j  est direction équisectrice d'axes A ë $  situés 

dans des espaces Ek différents (ils sont supplémentaires dans E ) .  Il n'y a donc 

pas d'analogie avec les propriétés de Al ,  visibles dans F. 

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante : 

Proposition 1.- 

1 )  ( e j ) j c [ q l  est une base orthonormale de E,. 

2 )  U n  vecteur quelconque x de Ek est caractérisé par u n  q-uple de coordonnées . 
2 désigne ce vecteur plongé dans E et 2 sa f i - p r o j e c t i o n  sur le sous-espace 

E,. Dans  la base (e , )  de E, on a 2 N x ( o ù  z signifie que les deux vecteurs 

on t  les m ê m e s  coordonnées). 

3) Le sys tème équisecteur, ainsi que le sous-espace E, dépendent de l'ordre dans 

lequel sont  rangés les vecteurs de chacune des bases ( e ; ) jE1q l ,  k E [ml. 

i 1) E étant muni de la métrique Imq  = I ,  on a d'après la remarque précédente : 

2) Vk E [ml, V z  E Ek ,  on a : 3: = Cy=l .de!, et 5 E Ek s'écrit 5 = C j  xi$ . 
Sa &-projection sur A e i  s'écrit : 2i = f i e : I ( C j  z i g ; ) ,  i E iq]> soit : 

21 = X z  
1 i E [ql e X U X  



2 est la fi-projection de 5 sur le sous-espace E,. 

3) L'ordre dans lequel sont rangés les vecteurs d'une base est arbitraire et on 

peut construire un système équisecteur et un sous-espace Ee pour chacune 

des (q!)m-l façons de choisir, sans ordre, q rn-uples de vecteurs du type : 

(ejl, e:, , . . . , ejm, ) , chacun donnant un vecteur ej  . Ainsi dans R4 = R2 @ R2 , 
on a la base : 

qui donne deux systèmes équisecteurs : 

Ils engendrent deux sous-espaces Ee différents. 

Le lecteur pourra vérifier qu'un changement des bases modifie le sous-espace 

E, sauf si les matrices de changement de base sont identiques dans tous les espaces 

E k  . 

b) Signification statistique pour les données cubiques. 

Soit un cube de données X I  J ~ .  Dans chaque espace Ek = (R:,: ), IF),  X I J K  

I 
définit un nuage Nk, noté lorsqu'on le plonge dans E = $ Ek = (Rmp, ImP)  
rapporté à la base (pour ce cas particulier, la dimension q des espaces 

E k  du cas général, devient p qui est le nombre de variables de chaque tableau). 

Considérons un système équisecteur quelconque : {ej = % Ck. z:, j E El). 

Corollaire 

1)  les f i -pro jec t ions  N k  des nuages f i k  s u r  u n  sous-espace E, quelconque 

définissent u n e  intrastructure exacte. Celle-ci coincide avec celle qu'on ob- 

t iendrait  dans  Rp par superposition des axes A e ; ,  k E Ic, e n  les associant 

comme les éjk le sont  dans  le calcul d e  e j  



2) Il y a (F!)~- '  sous-espace Ee différents e t  au tan t  d'intrastructures exactes. 

i 1) Chaque intrastructure est exacte car les images euclidiennes suivantes sont 

équivalentes : (Nk, Ek, IF) - ( ~ k ,  E, Imp) ¢j (*k, E,, IF). La première 

équivalence a été vue avec l'AFJ1 et la seconde résulte de la proposition précédente. 

2) Le dénombrement (P! )~- '  déjà calculé est aussi le nombre de permutations 

des indices j E J ,  à la puissance m car il y a m ensembles J ; divisé par p! car les 

permutations des ej de Ee définissent le même sous-espace. i 

Proposition 2.- 

1 )  Il existe un système équisecteur qui possède un sens statistique : c'est celui 

qui, pour t o u t  j E J ,  associe dans le calcul des ej, les axes Aej, k E I - ,  liés 

par dualité à la m ê m e  variable j (indice j attaché à une  seule variable). 

2) L'intrastructure obtenue coincide avec le positionnement simultané des nuages 

Nk réalisé dans Rp par le Tableau Conjoint  Empilé X e .  

i 1) Le corollaire précédent précise que l'intrastructure obtenue par fi-  
projection sur E, s'obtient également en superposant les axes Aef qui sont 

associés dans le calcul des ej. Une intrastructure obtenue par fi-projection 

sur un sous-espace E, quelconque a une existence géométrique mais, en général, 

aucun sens statistique puisqu'elle superpose sur un seul axe, des axes relatifs à des 

variables différentes (sauf cas très particuliers). En effet, la dualité stipule qu'un 

axe quelconque de l'espace des individus est lié à une variable déterminée (voir 

Annexe 1). Seul le cas mentionné ci-dessus permet une interprétation statistique 

puiqu'il associe dans le calcul de chaque e j ,  et donc superpose, des axes liés à la 

même variable statistique j E J. 

2) Le Tableau Conjoint Empilé Xe = définit le nuage N = U Na 
. . . Ixt l  xm k E K  

qui réalise un positionnement simultané dans RF des nuages Nk. Celui-ci s'obtient 

également en superposant les axes Ae? associés pour tout k , k E K, à une même 

variable j , j E J .  i 

Définition 3.- Ce sys tème équ i~ec teur  qui possède u n  .9ens statastique sera 

n o m m é  Repère Equisecteur de E, et  le  sous-espace p i ~ ' ~ l  en4enSrL, s'appellera 



sous-espace Equisecteur de E,  notée  EE . 

Remarque : Pour les données cubiques, nous venons de voir deux façons 

d'obtenir une représentation simultanée des différents nuages : prendre le tableau 

X e  ou fi-projeter sur EE. Ces deux méthodes sont validées par la dualité 

puisqu'elles consistent à superposer des axes liés à une même variable statistique. 

La dualité nous permet aussi de définir une intrastructure de données non- 

cubiques. 

c) Le Repère Equisecteur pour les données non-cubiques. 

Définition 4.- Dans l'espace choisi pour représenter s imul tanément  les nua-  

ges d'individus, l'intrastructure qui respecte les propriétés de dualité s'obtient e n  

superposant les axes des différents nuages liés (par  dualité) à u n e  m ê m e  variable 

o u  plus généralement à une m ê m e  direction de l'espace des variables.Une telle 

intrastructure est  dite significative. 

Dans cette définition, le premier cas envisagé (axes associés à une même varia- 

ble j) correspond à l'intrastructure des données cubiques. Celle-ci sera maintenant 

considérke comme l'intrastructure de la méthode du Tableau Conjoint Empilé. Le 

second cas définit l'intrastructure de données non-cubiques dans le cas de com- 

posantes (combinaisons linéaires de variables initiales) proportionnelles. En ef- 

fet des composantes proportionnelles occupent une même direction de l'espace 

des variables F = (Rn, D). Nous allons donc chercher des triplets (Yk, 1, D) 

équivalents aux triplets initiaux (Xk, Mi;, D) vérifiant, si possible, cette propriété. 

Soit qk = rangXi, avec Xk(n x pk). Si qk < pk, il est préférable de partir des 

triplets équivalents (Ck, 1, D) avec Ck(n x qk) définissant un positionnement des 

individus dans l'espace EI> = (Ryi;), 4.)) k E I<. 

Définition 5.- La famille de triplets (Xk, Mk, D) est à composantes 

proportionnelles s i  pour tout  k , k E I(, il existe u n e  isométrie Hk de E p  dans 

Ei  = (Rg,  Ig) avec q = supk(qk), telle que Yk = CkH; vérifie : Yk = YAt avec 

Ak diagonale ( q  x q)  et  Y(n x q ) .  

Nous dirons plus simplement : tableaux à composantes proportionnelles. De 

tels tableaux vérifient le modèle INDSCAL avec des semi-métriques car Wk = 

YA:Y/. 



Remarque : Si pk = dim Ek < q ,  on peut compléter l'espace Ek par q - pk 
directions telles que l'espace obtenu Ef soit égal à Ek. Sinon on pose : Ek = EL. 

Onaa ins i :  Ek C E: =Ek ou E: C EL = E f ,  k E  K .  

Proposition 3.- 

P o u r  une famille de tableaux 4 composantes proportionnelles : 

I 
1) Il existe u n  Repère Equisecteur dans EPc = @EL.  

2) E n  consa'dérant les .\/Tn-projections des nuages f ik sur  le sous-espace Equi- 

secteur EE d e  Epc, 1'AFJ définit u n e  intrastructure exacte et signiJcative 

appelée Intrastructure Equisecteur. Elle s'écrit : = Y k ,  k E Ir', e t  

pour le nuage compromis : Y = CL pkYk = Y Ck pkAk . 

1) Il suffit de remarquer l'interprétation géométrique suivante, particulière- 

ment simple si Mk = Ipk : 

Le tableau Xk(n  x p k )  positionne le nuage Nk dans Ek = (R;>e,), I p k ) ,  
J 

C k ( n  x q k )  définit le même nuage par ses coordonnées dans le sous-espace Ekk de 

Ek c E;. 

Yk(n x q )  définit le même nuage par ses coordonnées dans le sous-espace Ek de Ef 

avec E: = (R;u;)' Iq). 

Ce sont des changements de base orthonormale dans Ek avec variation du nombre 
L 

des composantes nécessaires à restituer Nk dans E b  Alors l'espace Emq = $ E )  
I 

est un sous-espace de EPc = $ E f  et le Repère Equisecteur de Emq est aussi le 

Repère Equisecteur de EPc. 

2) D'après les définitions et propositions précédentes, les fi-projections des 

nuages ~k positionnés dans Emg, sur le sous-espace Equisecteur EE définissent 

une intrastructure exacte et significative. EmY C EYc donc 1'AFJ est bien une 

méthode de des nuages ~k sur le sous-espace Equisecteur EE de 

EPC . 

Remarques : 

I 
1) S i  un espace Ek a été complété à la dimension q,  on distingue Epc = $ Ef 

I 
et EP = @ Ek pour constater que : 

- le sous-espace Compromis Ec vérifie : Ec C EP C EPc,  



- le sous-espace Equisecteur EE vérifie : EE C Emq c EPc mais pas : EE C EP. 

Donc la comparaison de méthodes qui projettent les nuages N~ sur Ec (AFJ1) 

ou sur EE (AFJ) peut se faire dans EPc et non dans EP. (L'hypothèse pk  5 q 

ou rang Xk = pk entraîne EPC = EmQ).  

- l'exposé de 1'AFJ seule se fait dans Emq. C'est la comparaison des méthodes 

qui impose d'introduire EP et EPc. 

2) Le sous-espace EE de EPc dépend des tableaux Xk, en particulier EPc dépend 

des dimensions pk et des rangs q k  de ces tableaux. 

3) L'AFJ déterminera l'lntrastructure Equisecteur (I.E.) sans préciser la position 

de EE sauf dans les rares cas particuliers où il côincide avec Ec. 

2.2.- Introduction à I'AFJ. 

Avant d'exposer au chapitre III, la façon dont 1'AFJ détermine 1'I.E. pour 

les tableaux à composantes proportionnelles (ou même dans le cas général) 

nous allons vérifier que les méthodes usuelles ne donnent pas des intrastructures 

exactes et significatives. En partant d'hypothèses très strictes, qui s'élargiront 

progressivement nous montrerons les lacunes de ces intrastructures. 

a) Les tableaux proportionnels. 

Définition 6.- La famille de triplets (Xk,Mk, D )  constitue des tableaux 

de composantes proportionnels ( o u  tableaux proportionneb) si les tableaux des 

composantes principales vérijient : Ck = akC avec ak E R;, k E I( et C ( n  x q).  

Sous cette hypothèse (opérateurs proportionnels) les nuages sont homothé- 

tiques donc trés simples à comparer. Pourtant, nous pouvons montrer que certaines 

méthodes proposent des intrastructures inexactes ! 

Proposition 4.- 

Pour les tableaux proportionnels qui vérifient Ck = akC, k E K : 

1) l'AFJ1 à poids égaux et Statis définissent la même intrastructure inexacte. 

2) l2'AFJ1 avec les poids pk = ( A F M  à u n  facteur près), l'analyse procuste 

et la superposition donnent 171ntrast~ucture Equisecteur &k = Ck, k E K. 

i Explicitons les calculs relatifs à l'AFJ1 puis l'AFJ2 



Pour l'AFJ1 on a : Wo = Ck pkWk=Ck pfakW avec W = CIC'. 

Adoptons une normalisation des ak et de C telle que Ck ,uEak = 5 .  

(C',A) sont les éléments propres de WD, avec C'DC = A, et (Co,Ao) ceux de 

WoD, avec ChDCo = Ao. Comme WoD = $WD, C et Co sont proportionnels, 

donc : ~ W D C  = CAo = &CA, et : A = mAo, C = f iCo.  

L'introduction du coefficient multiplicateur fi dans YIntrastructure Com- 

promis (I.C.) de l'AFJ1 est ainsi doublement justifiée : 

- L'LE. retient des fi-projections. 

- En considérant les &-projections sur le sous-espace compromis E c ,  si 

Ck = a k C  avec zk pfak = 5, le tableau moyen Co obtenu par diagonalisation 

de WoD est remplacé par le tableau compromis : x = C = f iCo  . 

Pour des tableaux proportionnels 1'I.C. s'écrit donc : 

Pour l'AFJ2 on a WII = C k p k W k ,  et les "poids" pk de Statis sont 

proportionnels aux coefficients af : pk = $ , k E IC. Ils vérifient Ck = 1, 

donc Ck a i  = B2. Comme Wk = af W, les éléments propres ( G r ,   AI^) de 

WIID = Ck J ~ ~ w D  = BWD, vérifient : AII = BA et Cil = f l C .  

Statis normalise WII pour que : IIWfiJJ = $ Ck IIWkII, IIWj+Il[ = $Cka i ( (WI I  

et la normalisation Ck af = m conduit à : W;I = W (et non WIr = PW). 

L'intrastructure s'écrit : x = C et xk = WkDCA-1 = a i C ,  k E Ii. 

On a donc les résultats suivants : 

1) Si Ck = a k C ,  k E I -  avec Ck af = m, l'intrastructure de Statis s'écrit : 

x = c et Xk = akCF,  k E I< (cas de I'interstructure non normée). 

Dans l'AFJ1 à poids égaux, pk = et Ck pkak = $ entrainent Ck a i  = m d'où 

1' Intrastructure Compromis : x = c et Xk = a k C k ,  k E K .  

Ces deux intrastructures identiques sont inexactes car elles grossissent les gros 

nuages (ak > 1) et diminuent les petits. Mais elles sont sipificatives car elles 

superposent des axes (principaux) de l'espace des in~ividiis liés par du'zl-' : à des 

variables proportionnelles. 



2) Pour les poids pk = & qui correspondent à la normalisation : xk ;E?; = m, 

on a 1'I.C. : x = C et X~ = a k C  = C k  , k E K. Elle coïncide avec 1'I.E. qui s'écrit 

c = C et C k  = C k  , k E K (Pour ne pas alourdir les notations on a gardé le 

symbole C quoique ce tableau ne soit pas égal à celui du 1) ). 

Il est évident que la superposition des axes principaux donne la même intra- 

structure. Pour l'analyse procuste, la propriété a été démontrée sous l'hypothèse 

plus large qui va suivre. 

b) Les tableaux à composantes principales proportionnelles. 

Définition 6 bis.- Les tableaux à composantes principales proportionnelles 

sont tels que : Ci = C A k i  avec Ak diagonale (Ak = diag(akj),  j E [q]), k E K. Le 

tableau CkiQ ( n  x q )  est le tableau C k  ( n  x q k )  complété par q - qk colonnes de O, 

dont les colonnes sont convenablement réordonnées. 

En effet la composante c i  de Ck peut être proportionnelle, par exemple, à cl. 

Elle passe alors en première colonne de C i .  Si qk < q,  il existe q - qk indices j ,  

j E [q],  tels que akj = O et ( C i ) j  = OR" . 

Les composantes ~ r inc i~a l e s  ne sont plus globalement proportionnelles. Elles 

le sont individuellement. Donc les nuages ne sont plus globalement homothétiques 

mais ils le sont "axe par axe". 

On adopte la normalisation : Ck pgAg = AI*, et on suppose que 

C = ( c l  i c2 i ... i c~ )vér i f i e l l c ' l l> I IcZI I~ . . .~ l l cq11  , 

Ici presque toutes les méthodes offrent une intrastructure inexacte ! 

Proposition 5.- 

Pour des tableaux à composantes principales proportionnelles : 

1 )  171ntrastructure Compromis (1.C.) de l iAFJ1 : x = C et ~k = r n p k C i A k ,  

k E I( est inexacte (elle déforme les nuages par des homothéties opérant dans 

les directions des axes principaux). Avec la normalisation adoptée, C est bien 

le tableau compromis du 1 . 2 . ~ .  

2) S7il y a proportionalité de la première composante des différents nuages (s i  

V k  E K ,  Vj E [q],  on  a : Ilar;,clll 2 Ilakjcjll), alors les poids pk = A font 
m a 1  

colncider le premier axe du  nuage compromis de I'AFJI avec l'axe 1 du Repère 

Equisecteur (R.E.) de I'AFJ. Les coordonnées sur l'axe 1 de I'Intrastructure 





Concluons en soulignant que sous l'hypothèse de composantes principales 

proportionnelles seules 1'AFJ et l'analyse procuste proposent une intrastructure 

exacte et significative. Nous verrons que pour des composantes (quelconques) 

proportionnelles l'intrastructure procuste n'est plus parfaitement significative (voir 

proposition 12). Examinons donc le cas des composantes proportionnelles. 

c) Le Repère Déformant. 

Définition 7.- Soient les tableaux Xk à composantes proportionnelles avec 

les poids pk et (vq)jEIql la base de Ek telle que Yk = YAk, k E K. O n  appelle 

Repère Déformant (R.D.) de EPc le système de vecteurs défini par : {vj = 

fi CkEK pkatjGf, j E et l'hypothèse de normalisation Ck p;Ak = 51~. Le 

R.D. engendre le sous-espace Déformant ED et les f i - p r o j e c t i o n s  des nuages N~ 

sur celui-ci définissent I'Instrastructure Déformante. 

Le Repère Déformant est un Repère Equisecteur pondéré. Il nous donne une 

expression simplifiée de 1'Intrastructure Compromis qui éclaire la façon dont elle 

est inexacte quand les tableaux sont à composantes (quelconques) proportionnelles. 

Da.ns le cas général, 1'I.D. constitue un trait d'union entre 1'I.C. qui est connue, et 

l'I.E. que l'on recherche. 

Proposition 6.- 

Pour une  famille de tableaux Xk à composantes proportionnelles : 

1) (vj)jE[ql est base orthonormale de ED et u n  vecteur quelconque 

jj = (y1,. . . ,y') de E&Yf)  a pour projection sur EDi,, ) le vecteur 

6 = fi(pkakiyl,. . . ,pkakqyq). 

2)  L71ntrastructure Déformante s'écrit : Yk = =rnpkYA;, k E II, 

et le compromis Y = Ck PkYk vaut Y . 

3) Les sous-espaces compromis Ec  et Déformant ED sont confondus, Donc les 

Intrastructures Compromis (I.C.) et Déformante (I.D.) obtenues par 6- 
projection sur Ec et ED sont identiques. Leurs expressions di fèrent  car elles 

ne sont pas rapportées à la même base (sauf si o n  a les composantes principales 

proportionnelles). 

(vqyrv: = 
1 si " le t  j = i 

{ O sinon 



s i j f i  
d'où : vSIvi = 

m C k P $ a i j = l  s i j = i  

d'où y i  = y11vi = f i pkak i  

Pour des poids égaux, la fi-projection de 6 sur Eo s'écrit : 

1 2 fi = (akly 7 ak2Y 7 . .  . >akqyq). 

2) L71.D. s'obtient par fi-projection des nuages Nk sur ED et donc les 

formules d'intrastructure découlent immédiatement de ce qui précède : 

~k = mpkYkAk = mpkYA$, k E K ,  et Y = EkPkÊk = Y, du fait de la 

normalisation : Ck piai  = $, j E [q]. 

3) Montrons d'abord Ec c ED, ou encore que tous les individus du nuage 

compromis (qui constituent un système de générateurs de Ec) sont dans Eo .  On 

raisonne dans Emq rapporté à la base (6;) jE[ql,kEK. Dans El on a 1% = YAk , 
k E K d'où les coordonnées de l'individu cf dans la base (6jk)iE[ql,kEK : 

j 
ijf = Cjeiql y j k ~ f  + O, avec = okjyi. 

Le i-ème individu compromis Y,, i E 1,  est le &-barycentre des 5" k II(, et : 

Tous les individus compromis sont dans ED. Comme DimEc = DimED = q, on a 

bien E c  = ED. L'1.C. et 1'I.D. sont donc confondues mais l'expression de l'I.C. : 

~k = mpkWkDCA-l est relative à la base (uj)jE[ql portant les axes principaux 

du compromis (elle sera nommée Repère Compromis dans la définition 9), et l'I.D. 

à la base (vj)jc[ql (Repère Déformant) de E D  = Ec. Soit Q = ( u ~ ) ( ~ , )  matrice des 

coordonnées des u j  dans la base vj. Alors Y = CQ' et Xk = Ê ~ Q ,  k 6 K. 

Définition 8.- L'Intrastructure Déformante exprimée dans la base liée 

aux ases principauz du nuage moyen sera nommée Intrastructure Déformante 

Principale (I.D.P.) et cette base le Repère Déformant Principal (R.D.P.) ; SOUS 

l'hypothèse considérée ~~ntrastructure Compromis est identique Ù 1TD.P. de même 

que le Repère Compromis (R.C.) coïncide avec le R.D.P. (uj) 



Conclusion.- L'introduction du Repère Déformant nous a permis de montrer 

plusieurs propriétés de 1'Intrastructure Compromis de tableaux à composantes 

proportionnelles : 

- Elle est déformante, avec, si pk = $ : Êk = YkAk, k E K et Ê = Y. Les 

déformations sont le fait d'homothéties de rapport akj et de centre O dans 

chaque direction Auj. 

- Elle est significative puisqu'on superpose les axes Av: des différents nuages, 

liés par dualité à la même direction AIJ~ de l'espace des variables, mais elle 

est inexacte. 

L'Intrastructure Equisecteur de 1'AFJ : Ê k  = Yk, k E K et Y = CkpkÊk 
est exacte et significative car elle superpose les mêmes axes AU:. La différence est 

claire et bien maîtrisée : l'I.C. s'obtient en les nuages sur le sous- 

espace ED engendré par le R.D., alors que l'I.E. est une fi-projection sur EE 

engendré par le R.E. 

L'appellation "Repère Déformant" ne doit pas être mal interprétée. Tous les 

repères (considérés comme bases de sous-espaces particuliers) sont déformants, 

y compris le R.E. qui multiplie les nuages par l / f i .  Ce nom précise que les 

déformations subies par les différents nuages sont encore très simples. Pour des 

tableaux quelconques, les déformations peuvent être, selon les méthodes (et donc 

selon les sous-espaces de projection), beaucoup plus complexes. 

Dans cette partie géométrique, nous avons montré la possibilité de définir une 

intrastructure exacte et significative de tableaux à composantes proportionnelles. 

Par ailleurs, nous avons établi que les méthodes classiques donnent une intrastru- 

cure inexacte ou peu significative sauf dans des conditions très restrictives. Cette 

démarche permet maintenant de proposer une caractérisation des tableaux à com- 

posantes proportionnelles dont la mise en œuvre algorithmique donne une solution 

au problème de l'AFJ, y compris dans le cas général. 





CHAPITRE III : 

L'AFJ D'UNE FAMILLE DE TABLEAUX QUELCONQUES 

3.1.- Caractérisation des tableaux à composantes proportionnelles. 

Rappelons que l'hypothèse des tableaux à composantes proportionnelles 

(définition 5) permet la vérification du modèle INDSCAL avec des semi-métriques. 

Ce modèle recherche pour une famille de tableaux Wi(n x n), un tableau Y(n x r)  

et des (semi)-métriques diagonales D i  tels que Wh = YDiY', k E II. En 

général, le modèle INDSCAL ne se vérifie pas exactement. Les méthodes exis- 

tantes recherchent alors Y(n x r) et D i ,  k E K ,  tels que Ci II Wi - YDkY'II$DD 

soit minimale. Ici, nous minimiserons la fonction Ck [[Yi - YAil[;D, beaucoup 

plus significative pour la recherche d'une intrastructure. 

En fait, nous allons travailler sur une autre fonction, qui lui est égale à 

une constante près, mais beaucoup plus simple à minimiser. Cette autre fonction 

a été trouvée en recherchant une nouvelle caractérisation des tableaux à com- 

posantes proportionnelles qui complète les caractérisations des tableaux vérifiant 

IDIOSCAL et INDSCAL énoncées par Glaçon (1981) ou de Leeuw et Heiser (1982). 

Cette caractérisation traduit certaines propriétés géométriques des Repères Com- 

promis et Déformant. 

a) Propriétés du Repère-Compromis. 

I L I 
Considérons les espaces : E P  = $ Ei, Emq = $ Ei et E P c  = $ Ek définis 

dans la proposition 3, et reprenons dans EP, l'AFJ1 qui définit l'I.C., sous une 

autre forme que celle exposée en 1.2. a). 

Dans celle-ci, on considérait les triplets (Xi ,  Mi ,  D) et ETz..) c'est-à-dire E P  

rapporté à la base  ES)^^^,^^^^^^. 
On prend maintenant les triplets équivalents (Ci, Iqk, D) et E${) c EP avec les 

conventions suivantes : 



- (u5)jE[qkl est dite la base principale du sous-espace Et* de E k  car elle est 

constituée des vecteurs Mk-orthonormés qui portent les axes principaw du nuage 

Nk . 

- elle peut être complétée pour donner ( u ! ) ~ ~ ~ , ~  base de E k  OU ( ; ; ) j E I q l  

base de EE. Le tableau Ck (n x qk) devient alors CL = (Ck O )  (n x pk) ou 

C i  = (Ck i O )  (n x q). Ainsi les propriétés obtenues dans ~ ' q h  s'étendront à EP 

et Emq. 

Définition 9.- O n  appelle Repère Compromis (R .C . )  la base (uj)jEITl 

d u  sous-espace compromis  Ec de E'gk formée  des vecteurs o r thonormés  qui 

portent les axes principaux d' inertie du  nuage compromis  N déf in i  par le tableau 

JmCp = f i C k p k C ' k ,  de rang r .  

Cette définition crée une similitude des notations pour les sous-espaces EE,  

ED,  Ec et leurs bases appelées R.E., R.D., R.C.. 

Rappelons que Co(n, r )  désigne le tableau des composantes ~ r inc i~a l e s  de C, 

ou de X,, et que C = f i C o  est le tableau compromis. 

Proposition 7.- 

Supposons que,pk = A, k E I< . 

1 )  Les des  bases principales s u r  le Repère Compromis  son t  les 

lignes des tableaux Pk = CADCA-l, k E K.  

2) Ck = CPL, k E Ii : chaque nuage Nk est  le f i - p r o j e t é  d u  nuage compromis  

N sur  le sous-espace Ek.  

H 1) Les triplets équivalents (Xk, Mk,  D) et (Ck, 1, D) définissent le même 

tableau Wk, k E K ,  donc le même LLcompromisl' Wo = Ck PkWk et le même 

tableau C(n x r )  des composantes du nuage compromis avec C = f i .  Co. 

(Co, AD) sont les éléments propres de WoD et on a, en ACP, les coordonnées 

des vecteurs ( u ~ ) ~ ~ ~  avec : U = C~DCOAO' 

avec Pk = C~DCA-',  k E K . 



Le tableau U ( C  qk x r )  contient en élément (c::;' qr + i, j), la coordonnée 

du vecteur u j  sur l'axe AG- qui vaut : U S I G ~  = (2i:)'Iuj. C'est aussi la coordonnée 

du vecteur sur l'axe Auj. On a : P k  = ~ ~ Ü L I u ,  k E K. Ses lignes sont les 

fi-projections des G: sur la base (uj). 

Ce résultat établi dans ~ ' q k  s'étend à E P  et Emq en prenant C% ou Ci.  

On l'obtient très simplement dans E P  = (Rp, M) en rappelant que 

U = XLDC~A;' et 0; = (O i . . . i A E ' C ~ D X ~  . .. . :O), et en remarquant que : 

2) Dans notre première démonstration du 1) on peut écrire la formule de 

reconstitution des données suivante : Cp = ( c ~ A ~ ~ ' ~ ) A ~ ' ~ u ~  = *CU', . . 
soit $(Cl : C2 : ... i Cm) = $C'(Pi i . . . i PA) . 
Donc CI, = CPL, avec Pk = CLDCA-', k E K . 

Soit 2 la l/;n-projection d'un x quelconque de Ec sur E,P' ; on a 2 = Pkx. 

En effet, Vx E Ec : x = Ci=I z ju j  et sa fi-projection sur AU; s'écrit : 

ki = , , & ( Ü ~ ) ~ I X  = J m ( n f ) l ~  Cj xjuj = ( P k ) i ~ ,  et a = Pkz  . 
PI, est un fi-projeteur de Ec sur ELk. w 

b) Propriétés  du Repère Déformant. 

Le Repére Déformant nous permet de trouver ici une caractérisation des 

tableaux à composantes proportionnelles qui est à la base de notre méthode. 

Supposons que les tableaux Xk soient à composantes proportionnelles et 
l. 

considérons le Repère Déformant de Emq = $ E l .  Dans chaque espace Ei on 

dispose des bases orthonormales (Ul) et (vl ) et on note Qk = (;:)i,;) le tableau des 

coordonnées des (i!) dans la base des (v:), d'où Y: = Qk(C;)', k E K. De même 

dans le sous-espace Déformant ou Compromis ( E c  = Eu)  on a : Q = ( ~ j ) ( " ~ ) ,  et 

Y '=QC1  Y = C Q 1  C = Y Q .  

Proposition 8.- 

Soient, pour k E K, les triplets (Xk, Mk, D) équivalents à (Ck, Iqkr D), C(n x r )  

et les tableaux Pi = (C;)'DCA-' de dimensions (q x r). 

1) IDIOSCAL admet une solution exacte à la Condition Nécessaire et Sufisante 

que : r = q = qk,  (ou r = q = supk qk si on accepte des semé-métriques). 



2)  INDSCAL admet une  solution exacte à la Condition Nécessaire et Suf isante 

que : r = q = qk (OU r = q = supkqk pour des semi-métriques) et 

Pt = QiAkQ avec Q et Qk orthogonales ( q  x q), Ak diagonale (s.)d.p., 

k E K . Le cas ( r  = q = supk q k )  et Pi = QEAkQ caractérise les tableaux à 

composantes proportionnelles. 

i 1) On utilise la proposition 7-3) : 

CL = CP; * Wk = CP;PkC1 = COkC1 avec Ok(r x r )  s.d.p., k E K .  Donc 

IDIOSCAL admet toujours une solution exacte avec des semi-métriques. On peut 

exiger, en notant q = qo = supk qk, qu'au moins une matrice Uk, soit une métrique. 

Rang C = r 2 qk = rang Wk = rang Ok entraîne la CNS indiquée. 

2) CN : Pour des tableaux à composantes proportionnelles, r = q = supk qk, et 

1'I.C. coïncide avec 1'I.D.P.. On a donc : xk = WkDCh-' = YkAkQ = CiQiAkQ, 

k E K. Remplaçons Ce par Iq pour f i -~ ro j e t e r  les vecteurs (&!) et non les nuages 

Nk sur le sous-espace compromis, on obtient : Pi = QiAkQ, k E II .  La condition 

Ak s.d.p revient à choisir convenablement l'orientation des axes AU: de chaque 

nuage. 

CS : Wk = CPkPkC1 s'écrit sous les conditions retenues 

Wk =CQ'AkQkQkAkQC1 =YA;y1 et, 

( X k ,  Mk, D) est équivalent à (YAk, 1, D), k E K .  

Cette caractérisation des tableaux à composantes proportionnelles (proposi- 

tion 8-2) équivaut à la caractérisation suivante établie par Glaçon (1981) : 

I N D S C A L  admet une  solution exacte si r = q = supk qk, et si les Ok(q x q) 

solutions de Wk = COkC1 admettent u n  même système orthonormal de 

vecteurs propres. 

En effet : Vk E K ,  Ok = P i P k  = QIAkQkQiAkQ = Q1A;Q . 

Dans un contexte plus large, de Leeuw et Heiser (1982) proposent une 

autre caractérisation équivalente (avec comme deuxième condition : WiWWk = 

WkWWi, pour tout k, I ,  de K), et la proposition suivante : 

Proposition 9.- (unicité) 

Pour des tableaux à composantes proportionnelles, une normalasution et une orien- 

tation des axes données, l'écriture Yk = YAk, k E K est unique à la Condition 



Nécessaire et S u f i s a n t e  que pour t o u t  i et j de [q],  il existe k E I< tel que i # j 
entraine ab, # akj . 

i Pour tout i # j de [q], il existe k E K tel que les valeurs propres aii  et a i j  du 

tableau 01, = Q'AkQ soient distinctes. Donc le système Q' des vecteurs propres 

orthonormés est unique (au signe près). L'écriture : 'CIk = COkCf = CQ'AiQC' = 

YAiYf, k E K se vérifie pour des tableaux Yk = YAk, k E K uniques (car Ak 

s.d.p.). Et réciproquement. rn 

Notre caractérisation est cependant plus utilisable car elle permet de vérifier 

l'hypothèse ou de voir jusqu'à quel point on s'en écarte. Il suffit pour cela de 

calculer la distance d = Ck llPk -QiAkQ1I2. Le choix de la norme induite par pl* 

donnera un résultat particulièrement intéressant. 

La condition nécessaire r = q = supk qk mérite un commentaire : elle 

signifie que les variables des tableaux Xk engendrent dans Rn des sous-espaces 

inclus dans l'un deux. Pour l'Analyse Canonique Généralisée ce cas est trivial 

et dans 1'Intrastructure Discriminante associée (cf. Annexe II) tous les nuages 

sont confondus. Si en revanche on s'écarte trop de cette situation, c'est la notion 

d'Intrastructure Equisecteur (et d'AFJ) qui perd tout sens et 1'ACG permet de 

voir pourquoi. Ces deux méthodes sont donc complémentaires au sens où elles 

concernent des familles de tableaux aux caractéristiques différentes. 

3.2.- L'Analyse Factorielle conJointe. 

Nous abordons maintenant le cas général avec une famille de triplets 

n'admettant pas des composantes exactement proportionnelles. Les résultats 

précédents conduisent rapidement à l'algorithme recherché. 

a) Les composantes conjointes 

Avec des triplets (YI,, I, D) équivalents à (Xk, Mk,  D), on peut écrire Yk = 

E7Ak + EL avec Ak diagonale s.d.p., ~ k ( n  x q) et Y(n x q). 

Les tableaux ~k peuvent s'interpréter comme les erreurs dans l'approximation 

de Yk par Y A k ,  k E K ; et s'ils sont nuls, les tableaux sont à composantes 

proportionnelles ce qui se vérifie très rarement. 

Définition 10.- O n  appelle composantes conjointes d'une famille de 

triplets (Xk,  Mk, D) équivalents à (Yk, 1, D), les q ensembles de m colonnes de 



m ê m e  indice j dans  les tableauz Yk, tels que : 

soi t  minimale.  Les composantes conjointes sont  donc les ensembles k E 

K)jEIgl qu'on désignera s implemen t  par composantes (des tableaux) Yk, k E K. 

L'AFJ est une  méthode d e  détermination d e  ces composantes conjointes 

qu i  sont les plus proches d e  la proportionalité au sens des moindres 

carrés. 

A ces composantes sont associés un Repère Equisecteur et un Repère Dé- 

formant et les intrastructures correspondantes. L'1.E. calculée par 1'AFJ est 

d'autant plus significative que est voisin de O ,  ce que nous apprécierons à 

l'aide du rapport e = (CI; )lak JIZ)/mllY 11'. L'unicité des composantes conjointes 

se vérifie sauf dans le cas où la fonction présente plusieurs optimums locaux 

de même valeur auxquels correspondent plusieurs intrastructures dont aucune ne 

peut être considérée comme la plus significative. La multiplicité des solutions 

paraît d'autant plus improbable que e est petit (cf. proposition 9). Dans le cas 

contraire, 1'I.E. étant moins significative, elle devra s'interpréter avec d'autant 

plus de prudence qu'elle est susceptible d'être multiple, avec des optimums locaux 

égaux qui seraient obtenus avec des initialisations différentes de l'algorithme que 

nous allons présenter. 

Proposition 10.- 

1 )  Pour des couples (Yk, Ak), k E K donnés, avec xk Ai = mIq, @(Yk, Ak, Y) 

est min imale  s i  : Y = $ Ck YkAk. 

2) Alors, s i  D = :I,, les tableaux ~k vérifient : Ck ekAk = 0. 

1) = xk (IYk-YAkll;DI = Ck tr(YkDYk+Y'DYA:-2YkDYAk). Prenons 

D = $In pour simplifier les écritures. La minimisation de équivaut à la 

minimisation de 

i=i j = i  k k i j  

Ce minimum classique s'obtient lorsque : % = O, i E 1, j E [q]. Avec les 
ayi 

hypothèses de normalisation et de poids égaux on a Ck a i j  = m, j E [ q ] ,  et 

les solutions vérifient 2myi = 2 xk yiiakj, i E 1, j E [q] ; soit Y = $ xk YkAk. 



2) L7Intrastructure Déformante s'écrit : ~k = YkAk = YAZ + E B A ~ ,  k E K ; 

et le tableau moyen : Y = Ck Pk = Y$ Ck Ai + & Ck Q A ~ .  

Onaauss i :  Y = $ C k ~ k ~ k  = Y  et & C k ~ i  = I ~ ' o Ù C ~ E ~ A ~ = O .  

A l'optimum, on a donc : Y = & Ck YkAk et Ck E ~ A ~  = 0. 

b) Nombre minimal admissible de  composantes. 

L'optimum obtenu pour <P définit une Intrastructure (I.E.) significative sous 

réserve que le critère e précédent soit suffisamment petit, par exemple inférieur 

à eo = 10 ou 20%. On dit alors que les tableaux sont à composantes quasi- 

proportionnelles. 

Il serait souhaitable d'avoir un critère permettant d'apprécier, au début des 

calculs, la valeur de e. On a des composantes proportionnelles à la condition 

nécessaire que r (le rang de C), soit égal à q = supk(qk), c'est-à-dire, pour les 

valeurs propres de WD: = Xq+2 = . . . = An = 0. 

On admettra donc la condition nécessaire : pq = (C:='=l Xi)/(Cy=di) 2 po 

avec po = 80 à 90% pour qu'il existe des composantes quasi-proportionnelles. 

Règle no 1 : Soit q = supk qk (éventuellement q = supk pk), si la part 

d'inertie p, portée par les q premiers axes d'inertie du nuage compromis dépasse 

le seuil po on peut chercher une Intrastructure Equisecteur. Sinon, cette recherche 

est dout euse. 

Nous avons traité des cas pour lesquel pp = 99% et on peut alors se limiter à 

un nombre s de composantes (S < q) tel que ps = (z:=S=l Xi)/(Cy!i Xi) 2 p: avec 

p: = 95% à 99%' à condition que dans chaque nuage on vérifie également ~ , k  2 pg. 

Règle no 2 : Si p ,  2 pg et 2 pi, k E K ,  on peut remplacer les 

tableaux C(n x q )  et Ck(n x q )  par les tableaux Cs et Ci obtenus en ne gardant 

que les s premières colonnes de ces tableaux. Les tableaux Yk(n x s) définissant 

llIntrastructure Equisecteur contiennent la même inertie que C i  et donc perdent 

moins de 5% de l'inertie des nuages Nk. 

Les seuils po et pi sont donnés ici à titre indicatif. Alors que po repère 

l'adéquation des données à un modèle hypothétique (Yk = YAk), le seuil pg 

exprime un abandon de précision dans le positionnement des nuages et on doit 

être beaucoup plus strict sur ce point. 



Proposition 11.- 

Soient une famille de triplets (Xk, Mk, D), les tableaux Ck(n X s )  des s premières 

composantes principales de chaque nuage (s 5 q) ,  un tableau C (n x s) vériJant 

C'DC = A (A diagonale définie positive), et les tableaux Pi, = CkDCA-l, k E K. 
Pour des matrices orthogonales Q et Qk telles que : Y = CQ' et Yk = CkQi, 

k E K, et des Ak diagonales s.d.p., on a : 

1) C k  I ( P k  - QkAkQ1l;,A + 6 s  = C k  11Yk - YAklltD, (1) 

2)  C étant le tableau des composantes principales du nuage compromis, on a 6, = O 

si s = q = r = rangXp . 

i 1) Rappelons que (A, B)qMlM2 = tr(A1M1BM2) = tr(BM2A1Mi), 

v k ( ~ I ( ,  A ~ ,  Q) = l l p k  - Q k ~ k Q l l $ , ,  = I ~ C ~ D C A - ~ A  - Q ~ A ~ Q A I I " , ,  ,, 
avec A2 = A. 

Pc = CA-lCID définit le projecteur d'une variable sur le sous-espace F, engendré 

par les variables du tableau C. 

Si C est le tableau compromis et si s = r (alors s = q = r) ,  on a 4 E F,, donc 

PcCk = Ck et tr(CkDP,Ck) = tr(Ak) = xyLl A! = Tk 

Sinon tr(CkDPcCk) 5 xi = xi=1 A:, qui est l'inertie du nuage k pour Ck(n X s). 

( P ~ ( Y ~ ,  A ~ , Y )  = - Y A ~ I I ; ~ ~  

Gk(Yk, Ak, Y) = tr(Ck&L&kCkD + CQ'A~QC'D - ~ Q ~ C ~ D C Q ' A ~ )  

= tr(CkDCk + AQ'A~Q - 2CkDCQ1Ak&k) 

(Pk(Yk, Ak, Y) = cpk(Qk, Ak, Q) + dk , en posant Zk - tr(CkDP,Ck) = dk 2 0 .  

En sommant selon k ,  on obtient (1) avec 6, = dk 2 O. On notera 

a, = cp, + 6,' où l'indice s rappelle que les calculs sont faits avec des tableaux C 

et Ck de dimensions (n x s). 

2) C étant le tableau compromis, s = q = r entraîne dk = O et 6, = 0. 

On retrouve que l'égalité Pk = qkAkQ est bien une propriété caractéristique des 

tableaux à composantes proportionnelles. w 

Cette remarquable propriété permet surtout de passer d'une caractérisation 

des tableaux à composantes proportionnelles, à la détermination des composantes 



conjointes de 1'AFJ. Il suffit d'emboîter deux algorithmes simples. Le premier, dit 

interne (exposé en c l ,  c2, c3), travaille sur des tableaux (s x s) pour déterminer 

(Qk, AL)> k E K. Le second, dit externe (exposé en c4), traite des tableaux (n  x s )  

pour déterminer Y et donc C. 

c) L'algorithme de 1'AFJ. 

c l )  Principe et initialisation de l'algorithme interne. 

Les tableaux C et Ck, k E K étant donnés, l'algorithme est fondé sur la 

possibilité de modifier un tableau Qk,  AL ou Q de façon àfaire décroître la fonction 

cp, et donc aussi a,. De même, une modification du tableau C pourra faire décroître 

@ S .  

Comme le note Ten Berge (1986, 1988)' cela montre qu'il existe des solutions, 

puisqu'on construit une suite de valeurs décroissantes pour @, qui est minorée par 

O, et fournit une solution dans le même temps. Celle-ci peut être un minimum local 

ou global, d'où l'idée de faire plusieurs initialisations différentes pour comparer les 

résultats. 

Pour des composantes quasi-proportionnelles l'initialisation de C par le ta- 

bleau compromis de l'AFJ1 nous met suffisamment près de l'optimum global pour 

éviter les minima locaux liés à l'algorithme externe. 

On peut alors fixer presque arbitrairement Qk, Ak, k E K pour chercher Q. Il 

semble que le choix Qk = I, et Ak = diag(Pk), k E K ,  avec renormalisation des 

Ak telle que Ck Ai = m1, soit simple et efficace. Dans le cas où une composante 

c i  serait proportionnelle à ci (avec j # i) on pourrait trouver une initialisation 

meilleure, mais plus complexe. Cela se remarque à la forme particulière du tableau 

Ph. On peut aussi envisager plusieurs initialisations de l'algorithme interne pour 

vérifier qu'on atteint bien un minimum global. 

c 2 )  Calcul de Q minimisant cp , .  

Pour (Qk, AL) fixés, k E K avec C Ai = ml. On a 

et avec CkDC = PkA on a : 



Avec la décomposition en valeurs singulières on écrit : Ck(AkQkPk)A = VAU'. 

En appliquant le théorème de Kristof (Kristof 1970, Le Calvé 1976, Sen Berge 

1983), on trouve que l'extremum recherché s'obtient avec Q = VUi. 

c3) Calcul de As et Qk minimisant y,. 

On détermine At, puis Qo, pour tous les éléments successifs e de If en 

supposant fixé Q, (A&, Qk), k E K - {e) 

Min r(Ae) = Min[tr(A$QAQi) - 2 tr(AeQePeAQ')] (Qe fixé). Ce minimum 

s'obtient en annulant toutes les dérivées : 

2(QePeAQ1);, j E [s] 

d'où : 

Ae = diag(QePeAQi)[diag(QA~')]-l , & E If 

Min v(Qe) ¢j Maxtr(QePeAQIAe) (Ae fixé). Avec la s.v.d. on a : 

PeAQ'Ae = VeAeUi. On obtient : 

On réitère le calcul de Q et (Ak, Qk),  k E If tant que p, décroît de façon 

significative. La fonction a, = Ck IIYk - YAk1I2 a évidemment subi la même 

décroissance et on la calcule uniquement lors de cette dernière étape. 

c4) L'algorithme externe : calcul de C. 

Pour Yk donc Qk et Ak fixés, k E I f ,  on calcule une nouvelle valeur de Y 

faisant décroître CD,. C'est : Y = Ck Yk Ak en vertu de la proposition 10. 

On en déduit, au moyen de la s.v.d. par exemple, un nouveau tableau C(n, s )  

qui contient les composantes principales du triplet (Y, 1, D). La s.v.d. de Y s'écrit 

Y = I'AU'. On prendra C = I'A et la matrice Q telle que Y = CQ' est évidemment 

Q = U .  

Avec le nouveau tableau C, on réitère l'algorithme interne pour s'arrêter 

lorsque la fonction a, = Ck llYk - YAk I l 2  ne décroît plus de façon significative. No- 

tons qu'après cette première itération les tableaux P k  = C ~ D C A - ~  ne représentent 

plus les &?&;MU puisque C et U ne sont plus relatifs au nuage 

compromis de l'I.C. 



3.3.- Les résultats de I'AFJ. 

a) Interprétation de la méthode 

A l'optimum on connaît Y, C, Q, (Qi, Ak, Ck), k E K . 
On connait donc 1'I.E. : 9 = Yk = CkQ;, k E K et Y = $ xk Yk ; 

on connait aussi 1'I.D. : ~k = YkAk = CkQiAk, k E K et x = $ Ck X k  = Y 

Si les tableaux sont à composantes proportionnelles, l'I.D. est confondue 

avec 1'I.C. et le tableau compromis C vérifie C = YQ . L'AFJ se résoud sans 

itérer l'algorithme externe. Cela nous montre que la méthode est fondée sur la 

recherche de 1'Intrastructure Déformante (dont le tableau Y) et le fait que 

celle-ci détermine immédiatement 1'Intrastructure Equisecteur. 

a Si les tableaux sont à composantes quasi-proportionrielles, on montre une 

très grande proximité entre les sous-espaces E c  et E D ,  avec des particularités 

décrites en Annexe IV. C'est pourquoi l'initialisation de l'algorithme avec le 

tableau compromis nous met très près de l'optimum. L'algorithme externe se 

réitère d'autant moins qu,e les composantes sont proches de la proportionalité. 

Par analogie à 1'I.C. ou l'I.D.P. (cf Définition 8) nous présentons l'I.E. 

dans la base de EE portant les axes principaux du nuage moyen, nommée 

Repère Equisecteur Principal (R.E.P.). L'expression de 1'I.E. Principale est alors : 

CL = YkQE = C k Q i Q ~ ,  k E K et C = YQE. Dans cette I.E.P. nous indiquons les 

directions des axes Au, qui définissent les composantes conjointes Yk = YAk + ~k 

avec Ck [ [ ~ t l l ~  minimum. 

b) Applications 

Toutes les données traitées par INDSCAL, Statis ou l'AFM, en particulier 

les tableaux quantitatifs Xk(n x pk) ou (n x p) auront avantage à être traités par 

I'AFJ. 

Le critère minimisé par 1'AFJ est voisin de celui de INDSCAL qui s'écrit : 

Min xk JJWk - wk1I2. NOUS 'obtenons au plan théorique la démonstration de 

l'existence de l'optimum et un algorithme simple à convergence très rapide. Au plan 

pratique nous reconstituons wk = YAiY' , k E K avec en plus une Intrastructure 

Exacte : = Yk = YAk +ek et la position des axes de plus grande proportionalité 

relativement à ceux de plus grande inertie. 



Nous avons vil que les intrastructures de Statis ou de 1'AFM étaient 

inexactes. Nous y avons ajouté la possibilité d'en déduire une intrastructure exacte 

avec une formulation précise de la géométrie le permettant, et les conditions 

nécessaires à l'obtention de ce résultat. Elles n'ont presque rien à voir avec le 

choix des poids pk affectés aux tableaux. A priori, les meilleurs poids sont ceux 

qui donnent aux tableaux pkXk la même inertie mais, d'un autre coté, les poids 

égaux sont les plus simples. Pour des données non-cubiques, les tableaux sont 

centrés et réduits et une prémultiplication par l /pk  assure les deux conditions. 

Avec les données cubiques, pour éviter la prémultiplication des tableaux on peut 

prendre des poids proportionnels à l/J(XkII (cf'chap V). 

L'interstructure de Statis offre .un critère suffisant pour que llIntrastructure 

soit significative : il suffit de vérifier que le premier axe de l'interstructure (nuage 

des W k )  porte plus de 70% de l'inertie totale. La dispersion dés Wk n'est donc pas 

génante à condition qu'elle se situe essentiellement dans une seule direction. Ce 

point sera développé au chapitre V. 

c) L'Analyse Procuste. 

Avec T(Ck qk x q,) , q, = Inf k qk , T' = (Tl  i . . . i TL ) et TkTk = Iq, 

le problème procuste asymétrique s'écrit aussi Min$(T) = Ck Et ( ( C ~ T I . - - C ~ T ~ ( ( ~ .  

L'interstructure associée n'est pas exacte et on peut maintenant lui substituer deux 

problèmes procustes symétriques. Le déjà signalé correspond à T(mq x q )  

avec q = supk qk et TiTk = Iq.  Il porte sur les tableaux Ci = (CI. : 0) ( n  x q), 

k E I<. On peut aussi considérer les tableaux Ck(n x s) limités aux s premières 

composantes, à condition qu'ils contiennent une grande part de l'inertie des nuages 

NI. (plus de 95%)' et faire une analyse procuste symétrique qui perd très peu 

d'information. On aura alors T(ms x s). Dans la suite nous ne distinguerons plus 

ces deux cas. 

Proposition 12.- La minimisat ion de la fonction $ (T)  de l'Analyse Procuste 

Symétr ique (A.P.S . )  équivaut à la minimisat ion de la fonction : @(Yk, I , Y )  = 

Ck llYk - YIII;,, qui est la fonction de 17AFJ contrainte par Ak = 1 ,  k E K .  

L ' A P S  est donc une  A F J  contrainte. 

i En introduisant des poids pk égaux on montre que : 



Dans l'AFJ, on a : Yk = CkQk = CkTk avec Tk = Qk, k E K et Y = $ xk Y&. 

Si Vk E K Ak = 1, on a : Y = 5 Ck CkTk. Et on peut écrire : 

@(Yk,I,Y) = C k  IIYk -Y1I1iDI = C k  llYkQ-YQllpDI = C k  lIZk - C I I $ D I .  

Définition 11.- De m ê m e  que les composantes conjointes Yk = Y A ~ + E ~  sont 

les composantes les plus proches de la proportzonalité, o n  appelle Composantes 

Procustes d'une famille de triplets (Xk, Mk, D ) ,  équivalents à (Zk, Il D )  les 

composantes des tableauz Zk = C + ~k minimisant  Ck )lck I l 2  avec C = $ Ck Zk . 
C e  sont les composantes les plus proches, au sens des moindres carrés, 

de l'égalité à des composantes principales. 

L'APS, en tant qu'AFJ contrainte par Ak = 1, vérifie les mêmes propriétés : 

elle définit une intrastructure exacte par fi-projection sur le sous-espace Procuste 

Ep. L'introduction de la contrainte Ak = I dans l'algorithme conduit à la solution, 

mais moins rapidement que dans I'AFJ classique car Ec est "moins proche" de 

Ep que de ED. LIIntrastructure Procuste est moins significative que 1'I.E. car bien 

évidemment Ck IIYk - YAk1I2 5 Ck llZk - C1I2 L'AFJ devrait donc être préférée 

à l'Analyse Procuste, et à défaut, l'algorithme de 1'AFJ contrainte par Ak = I 

donnera sans doute d'aussi bons résultats que les algorithmes classiques dlA.P. du 

fait qu'il travaille souvent sur des tableaux (s x s )  et non (n x s). La recherche 

pourra être approfondie dans ce sens. 

Pour conclure cette partie théorique, rappelons que I'AFJ donne une intra- 

structure exacte et la plus significative possible puiqu'on superpose dans 1'I.E. 

les axes associés aux variables les plus proches de la proportionalité. Cette intra- 

structure est parfaitement significative lorsque le critère e vaut O (composantes 

proportionnelles) et elle l'est d'autant moins que e s'accroit avec le risque de voir 

apparaître une multiplicité d'intrastructures également significatives. Nous pen- 

sons qu'une utilisation intensive de la méthode permettra d'éclairer ce problème 

particulier. Dans les trois applications suivantes, 1'AFJ donne d'excellents résultats 

qui soulignent bien les limites des méthodes antérieures. 





CHAPITRE IV : 

LES INTRASTRUCTURES SUR TROIS EXEMPLES 

Dans la présentation suivante des exemples, l'objectif habituel de mise en 

évidence des phénomènes essentiels contenus dans les données n'apparaîtra qu'au 

second plan. Notre objectif est d'exposer les différents types de relations entre 

les Intrastructures Compromis et Equisecteur. De ce point de vue il est inutile 

de discuter du choix des métriques (qui peuvent transformer 1'ACP en AFC), ou 

du traitement préalable des données : effectifs bruts ou profils. Nous restons dans 

1'ACP classique (métrique 1) et pour l'exemple des cantons, nous traitons le cas 

des profils et des effectifs bruts. Les tableaux sont évidemment centrés et rious 

avons choisi pour 1'AFJ de ne pas réduire les variables (ce qui s'imposerait pour 

les données non-cubiques) afin de traiter strictement les mêmes données par les 

trois méthodes présentées. Nous avons donc renoncé à la normalisation des données 

permettant d'aborder 1'AFJ dans les meilleures conditions. Cela ne nous empêche 

pas d'obtenir d'excellents résultats. 

Nous développons successivement les trois exemples en présentant d'abord les 

données (cubiques) et les résultats de 1'ACP du Tableau Conjoint Empilé. Puis 

viennent les résultats de 1'AE'J qui permettent d'expliquer ceux qu'on obtient par 

l'AFJ1, en particulier les déformations de 1'I.C.. 

4.1.- Les accidents 

a) Des données cubiques 

Le terme accidents remplace pudiquement le mot tués. En effet, nous dis- 

posons ici d'une famille de 9 tableaux donnant pour les années 1978 à 1986 et pour 

22 régions françaises (les individus), les 9 variables nombre de tués sur la route 

selon le type d'usager. Ces données cubiques sont présent,ées ci-contre (tableau 

Tab. 1) d'une façon inhabituelle puisqu'on donne successivement pour chaque 

région (codes 02 à 23) les valeurs des 9 variables pour les années 1978 à 1986 

(codes 8 à 6). 



Nous précisons ci-dessous les codes des variables et des régions : 

Variables Régions 

piétons 

bicyclettes 

cyclomoteurs 

motos 

véhicules légers 

camionnet tes 

poids lourds 

transport en commun 

autres 

Nord-Pas de Calais 

Picardie 

Ile de France 

Centre 

Haute Normandie 

Basse Normandie 

Bretagne 

Pays de Loire 

Poitou-Charentes 

Limousin 

Aquitaine 

Midi-Pyrénées 

Champagne- Ardennes 

Lorraine 

Alsace 

Franche-Comté 

Bourgogne 

Auvergne 

Rhône-Alpes 

Languedoc-Roussillon 

Provence-Côte d'Azur 

Corse 

Le tableau ci-dessous des totaux des colonnes pour chacune des 9 années 

montre l'évolution globale suivante : 

Baisse (plus ou moins régulière) pour on,  bi, cy,  ca et tc .  

Hausse pour vl (environ 10 %) et baisse du total de 9 %, donc une hausse relative 

importante de la catégorie vl. 

année on  bi  c y  m o  vl ca pl  tc au total 

b) L71ntrastructure de I'ACP (I.ACP) du Tableau Conjoint Empilé 

En traitant les effectifs bruts, nous avons un &et de taille très marqué 

permettant de représenter 99.2 % de l'inertie totale sur les trois premiers axes. 

Ainsi l'intrastructure (figure 1) donne une description très précise de l'évolution 



Tableau 1 - 
: e f f e c t i f s  de tués s u r  l a  r o u t e  p a r  rggions ,  type  d ' u sage r  .t (78 à 86) .  

Le code r ëg ion  (2  à 23) e s t  s u i v i  du code année (8 à 6 ) .  

Code 



des diverses catégories de tués (sauf celles ayant de petits effectifs) pour chacune 

des régions. 

Chaque trajectoire joint les points correspondant aux années successives, 

l'origine (1978) étant repérée par la mention du numéro de région. Certaines 

trajectoires sont ici illisibles du fait des impératifs de la reproduction : réduction 

des formats et disparition (éventuelle) des couleurs. Nous ne parlerons ici que des 

trajectoires lisibles sachant qu'une étude détaillée a été menée à l'aide de dessins 

en grand format. 

L'orientation des plans principaux est facilitée par la projection des 9 vecteurs 

unitaires (appelés individus-variables en Annexe 1) portant les axes de l'espace des 

individus. Ceux qui sont bien représentés dans un plan sont au bord d'un cercle 

de rayon unité. On a les valeurs : 

Les directions des variables de forte variance sont les mieux représentées en 

particulier ul (avec llvlll = 0.996 dans le plan 1-2) puis o n  pour le plan 1-2 et vl, cy,  

ma dans le plan 1-3. Les autres individus-variables dont la projection est presque 

confondues avec l'origine, ne sont pas représentées. 

Les axes principaux ont ainsi les significations suivantes : 

- L'axe 1 est un axe de taille, facile à interpréter : il oppose les régions avec 

beaucoup de tués à celles où il y en a peu. 

- L'axe 2 oppose les régions où domine vl (en valeur relative) aux régions pour 

lesquelles la proportion des catégories on, ba, c y  ou ma est plus forte. 

- L'axe 3 distingue alors les dominantes c y  (ou bi) de la dominante m o .  

La lecture de cette intrastructure nous renseigne immédiatement sur l'essentiel 

des phénomènes contenus dans ces données. 

Pour chaque région on voit ses caractéristiques moyennes en regardant la 

position du compromis et le sens de son évolution en suivant la trajectoire. Ainsi 

les régions 02 (Nord/Pas-de-Calais) et 08 (Bretagne) ont un nombre total de tués 



Figure  1 



situé dans la moyenne, avec une forte proportion des catégories on, mo, cy 

(plan 1-2) et surtout cy ou bi (plan 1-3). L'évolution de ces régions montre 

une diminution du total (relativement à l'ensemble) et un léger rééquilibrage des 

diverses catégories. Pour 04 (Ile-de-France) il y a un nombre important de tués 

avec une importance exceptionnelle des catégories on, mo, cy (plan 1-2) et plus 

particulièrement on, mo (plan 1-3). On peut aussi détailler l'évolution année par 

année : 

- 78-79, plan (1-2) : forte diminution de vl, léger accroissement des autres. 

plan (1-3) : cet accroissement concerne on et mo. 

La lecture des tableaux de données permet de vérifier cette évolution : 

vl : 481 --+ 458 ; on : 277 -4 290 ; mo : 106 -+ 127 . 

- 79-80, plan (1-2) : énorme accroissement pour v2. 

plan (1-3) : accroissement de on et mo (éventuellement). 

vérification : vl : 458 4 552 ( f  20 % ) ; on : 290 --+ 318 ; mo : 127 --+ 129. 

- etc ... 

Rappelons que l'évolution d'une région, d'une année à la suivante, est définie 

relativement au centre de gravité du nuage des régions puisque ceux-ci sont tous 

positionnés à l'origine. L'évolution des centres de gravité gk (cf. DACP Bouroche 

1975) est ici modeste : il y a en moyenne 4.8 tués de moins par région et par an. 

Mais ce nombre est important pour les régions à petits effectifs, comme 23 (Corse) 

où le total des tués oscille entre 50 et 70 par an. Dans ce cas, l'évolution repérable 

sur la trajectoire qui est définie par la suite des points ( x i 3  - gk), k E I(, reflète 

l'évolution de la Corse combinée à l'opposé de l'évolution des centres de gravité 

éventuellement plus importante. Ce constat peut inciter à introduire un point fixe 

dans les tableaux non centrés (z;,, = vecteur cst) en individu supplémentaire. Sa 

trajectoire sera celle de (-gk), k E I<, à une translation près. 

c) L'Intrastructure Equisecteur : des composantes principales propor- 

tionnelles 

Pour appliquer 1'AFJ aux données précédentes, considérées comme non- 

cubiques, on doit vérifier que la méthode est applicable. L'ACP du tableau moyen 

X p  donne pour les axes successifs, les cumuls d'inertie suivants : 92%' 96.6 %, 97.7 

%, 98.4 %, 98.7 %...Soit s le nombre de composantes principales retenues dans les 

tableaux C et Cs. Au lieu de prendre s = sup(pk) = q = 9 on peut accepter ici 



I.ACP pour l e s  a c c i d e n t s  



s = 3, puisque par ailleurs, au niveau de chaque nuage, les 3 premiers axes portent 

les parts d'inertie suivantes : 99.24 %, 99.12 %, 99.28 %, 99.57 %, 99.21 %, 99.43 

%, 99.53 %, 99.30 %, 99.62 %. On a bien p, et supérieurs à p: = 95% le seuil 

jugé raisonnable. Rappelons aussi que les 3 premiers axes de l'I.E. expliquent 99.37 

% de l'inertie de la réunion des nuages (moyenne des parts d'inertie précédentes), 

donc un peu plus que 1'I.ACP donnant 99.22 %. 

Dans cet exemple ce sont les composantes principales qui vérifient la propor- 

tionalité, avec une très petite erreur comme on va le voir avec les résultats de 1'AFJ 

(Tab. 2). 

La proportionalité des premières composantes principales se constate dès le 

départ de 1'AFJ en regardant les tableaux P k  = CLDCA-I, k E K. L'égalité 

Pk(1,l) = ski, pour tout k E Ir', implique 5 C P:(l,l) = 1 qui est caractéristique 

de cette proportionalité. On a ici : $ Pt (1 , l )  = 1.000 ; & C P;(2,2) = 0.976 ; 

6 xPk2(3,3) = 0.717, donc une proportiondité quasi parfaite des premières 

composantes principales, bonne des secondes, approximative des troisièmes. 

Cette proportionalité se retrouve dans l'expression des matrices Qk telles que 

YI, = CkQ', et Q (t.q Y = CQ') qui sont éditées avec les lignes mises bout à 

bout. Les Qk et Q sont proches de l'identité car elles ont toutes des 1 sur la 

diagonale à 6.10-3 près. Excepté pour les tableaux de 78 ou 86, ce sont bien les 

composantes principales qui sont proportionnelles et l'erreur relative moyenne : 

e = Ck IIYk - YAk112/rnllY112 = 2.3% est minime. 

On peut interpréter les coefficients de proportionalité akj en fonction de la 

signification donnée aux axes principaux qui sont ici les axes de proportionalité. 

Il sufit de rappeler que pour des composantes proportionnelles, les variances sont 

proportionnelles à ski Dans ces conditions : 

- Les ski , k E K, reflètent l'accroissement de la variance de la variable v2 qui est 

très corrélée avec la première composante principale (cet accroissement résulte 

de l'accroissement de cette variable dans certaines régions comme 20-22). 

- Les akz, k 6 K, montrent que la dispersion le long de l'axe 2 tend à diminuer. 

L'opposition s'atténue entre régions à forte proportion de la variable vl, et 

régions où les variables on, bz, ey, m o  connaissent une proportion supérieure 

à la moyenne nationale. Leur variance diminue et les profils de ces catégories 

tendent à se ressembler. 



Tableau 2 

Les tableaux P k ( 3 x 3 )  avec Pk = C i  D C A-' = &Î U i  M Uk , k K 

Les lignes des Pk sont mises bout à bout. 

L'AFJ recherche Q,', Q, Ak tels que C I \  Pk - Q i  Ak ~ ( 1  
k 

P l  0.895 -0.159. -1.289 -0.000 1.043 0.017 
P 2 0.953 0.053 -0.539 -0.006 1.214 -0.144 
P 3 0.982 -0.419 -0.138 0.019 1.033 0.077 
P 4 1.099 0.019 -0.292 -0.004 0.844 0.105 
P 5 1.020 0.215 -0.279 -0.017 1.017 -0.055 
P 6 1.056 0.3?7 0.012 -0.015 0.934 0.029 
P 7 ' 1.039 -0.171 0.537 0.004 0.813 0.076 
P 8  0.936 -0.042 0.790 -0.004 0.873 -0.019 
P 9 1.045 0.161 0.980 -0.009 6.893 -0.261 

soit minimale 

s e u i l s  b r d  0.523 2.61 4 

1 
valeurs de - C P$ ( j ,  j )  , j E [3] 

m k  

Matrices Q et QL , kEK avec les lignes mises bout à bout. 

Les tableaux Ak, ~ F K ,  

avec sur chaque ligne 

les éléments ak j €  [3] A 5 1.020 1.036 1.101 
i '  A 6 7.056 1.011 0.968 

de la diagonale de Ak 

Les matrices Q' Q permettent de définir l'I.E.P. par: 
k .. C Q' Q. .. Ck = k k- 

Rappelons qu'on a pour 1'I.D.P.: Ck = Ck Qk \ Q et pour l'I.C.:Xk = Ck Pk 



- Les aks, k E K ,  diminuent régulièrement, montrant que s'atténue l'opposition 

entre régions avec une forte proportion bi  et cy (02,08,09, 12'05) et les autres 

régions. Pour ces régions ces moyens de locomotion ont sans doute régressé et 

il y a eu une amélioration de la prévention. 

Il est alors intéressant de comparer 1'I.ACP et l'LE. de 1'AFJ dans laquelle 

on indique les projections des directions des variables selon une technique qui sera 

expliquée ci-dessous dans la présentation de l'I.C.. Pour la lisibilité on a limité 

l'I.E. (et 1'I.C.) à 12 trajectoires. Comme 1'ACP et 1'AFJ n'ont pas donné la même 

orientation aux axes, nous avons disposé les desssins pour qu'ils soient comparables 

sans avoir à tourner cet ouvrage. 

On voit très clairement que 171ntrastructure Equisecteur de 1'AFJ (Fig. 2) 

est 1'Intrastructure de 1'ACP lorsqu'on en élimine les mouvements de rotation des 

nuages dans le plan. Ces rotations des nuages sont approximativement celles qui, 

dans les plans 1-2 ou 1-3 permettent au point 23k (Corse à la date k) de venir 

coïncider avec le point 23 compromis, leur centre étant O. L'élimination de ces 

rotations ne fait pas perdre d'information car elles expriment ici le phénomène 

déjà décrit avec les coefficients akz et aka 

d) L3Intrastructure Compromis et l'effet PLM 

d l )  La possébélité théorique de l'effet "PLMn est  exposée e n  Annexe  IV. 

Rappelons que pour voir apparaître l'effet PLM, c'est à dire des déformations 

très spécifiques dans 1'Intrastructure Compromis, il faut : 

1) que le compromis d'une trajectoire ait une coordonnée particulièrement 

importante sur un axe Avj ( j  > 1) et contribue ainsi fortement à l'inertie portée 

par cet axe ; 

2) que la coordonnée sur l'axe 1 des points de cette trajectoire vérifie l'égalité 

y:k = Y!aki + E : ~  avec des erreurs (valeurs E!~)  particulièrement importantes. 

Alors il y a déplacement du R.C. relativement au R.D., les axes Au, du R.C. se 

déplaçant vers les axes AC! des nuages k pour lesquels ~t~ est important. 

En regardant 1'I.ACP (Fig. 1) on constate que deux trajectoires remplissent 

les conditions de l'&et PLM : 

1) 04 ("Paris") pour le plan 1-2 est très excentrée et elle présente des évolutions 

sur l'axe 1 systématiquement opposées à celles de 20 ("Lyon") avec de très grandes 





oppositions en 80, 83 et 84, et aussi à celles de 22 (''Marseille"). Paris vérifie donc 

= yqak4 + ~q~ avec des &qk très importants. 

Aussi l'axe Au2 du R.C. s'écarte de son homologue du R.D. pour s'approcher 

des axes A$ des nuages Nk plongés dans E. On trouvera dans les composantes 

sur l'axe Avz du R.C. une partie tenant à la composante yZk du point considéré 

et une autre tenant sa composante d'autant plus importante que celle-ci est 

grande. Cette deuxième partie n'existe évidemment pas sur l'axe Auz du R.D. 

qui est dans un sous-espace orthogonal au sous-espace engendré par les axes A$, 

k E K. Ce phénomène se lit immédiatement dans l'intrastructure de l'AFJ1 (Fig. 

3) avec l'amplification du phénomène quand s'accroît et qu'on s'éloigne de 

l'origine. Son nom "PLM" vient évidemment de "Paris Lyon Marseille". 

2) 09 ("Pays de Loire") est excentrée sur l'axe 3 et connaît une forte évolution 

sur l'axe 1 s'opposant à presque toutes les régions. On obtient des déformations 

démesurées sur l'axe 3 de 171.C., parfaitement proportionnelles aux coordonnées 

yfk (Fig. 4). 

d2) Propriétés d e  1'I.C. 

Sur cet exemple, rappelons quelques propriétés de cette Intrastructure Com- 

promis de l'AFJ1 obtenue par la méthode Statis adaptée à la formulation donnée 

en 1.2.a. 

Les pourcentages d'inertie portés par les 3 axes sont relatifs au seul nuage 
I 

compromis positionné dans EP = $ Ek. Ils sont légèrement inférieurs à ce que 

l'on obtient pour l'ensemble des nuages dans 1'I.ACP ou 1'I.E.. 

Le programme Statis2 donne également le cercle des corrélations pour 

l'ensemble des variables figurant dans le tableau X p  et donc pour des données 

cubiques, chaque variable est représentée m fois (m = card K). En considérant le 

barycentre des yjk, k E I<, on obtient une variable compromis yj dans le cercle des 

corrélations dont on déduit (par la méthode exposée en annexe 1) un axe Aej de 

l'espace des individus, lié par dualité à cette variable yJ, compromis des variables 

de même nom. Cette opération n'a de sens que pour les données cubiques et sous 

la condition que les variables de même nom soient suffisamment corrélées. Sinon 

on peut toujours représenter l'ensemble des directions des variables dans l'espace 

des individus. 





Cette possibilité attachée à 1'1.C. de l'AFJ1 peut être transférée à 1'I.E. de 

L'AFJ. La première défist l'intrastructure par projection sur le R.C. et la seconde 

sur le R.E.. Une faible différence de ceux-ci peut entrainer de grosses différences 

entre les intrastructures, mais pas dans l'indication des directions des axes Aej. 

Nous avons donc repris dans 1'1.E.' les mêmes indications de direction p o u  les 

compm,s des variables initiales, que dans 1'I.C.. Dans l'I.E., on ajoute les axes 

Avj liés par dualité aux composantes conjointes (en projection sur chaque plan). 

Ces directions des variables les plus proportionnelles peuvent être interprétées à 

l'aide des directions précédentes comme on le verra dans les exemples qui suivent. 

4.2.- Les cantons d u  Languedoc Roussillon 

a) Les données e n  effectifs bruts  e t  en  profils 

Ces données cubiques ont fait l'objet de plusieurs études rassemblées dans la 

revue SAD (Vol. 10, no 1, 1985). Nous reprenons la ~résentation donnée p o u  les 

effectifs bruts dans le tableau ci-dessous. 

Cantons, effectifs bruts 



Figure O I .C.  des accidents plan ( 1 - 3 )  
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Pour les recensements de 1954,1962,1968 et 1975, on dispose de la répartition 

des effectifs de la population active en 9 catégories socio-professionnelles et 42 

cantons ruraux du Languedoc-Roussillon. Les catégories socio-professionnelles 

étudiées sont : 

exploitants agricoles 

salariés agricoles 

patrons de l'industrie et du commerce 

professions libérales et cadres supérieurs 

cadres moyens 

employés 

ouvriers 

services 

autres catégories 

Nous présentons encore (Tab. 3) les données en profils et dans les deux cas nous 

admettons qu'il s'agit de 4 tableaux de type individus (les cantons) x variables 

quantitatives (les effectifs ou les profils). Ces tableaux doivent être centrés. 

b) L71ntrastructure de  1'ACP d u  TCE (cantons profils) 

Dans les paragraphes 4.2.b. à 4.2.d.' nous traitons des cantons en profils. 

Comme pour 1'I.ACP précédente, nous donnons le pourcentage cumulé d'inertie 

expliquée par les axes, et le tableau des coordonnées des vecteurs ' ïJ ,  projetés des 

e j  dans les plans principaux d'inertie. 

On a donc l'orientation suivante des axes principaux (Fig. 5) : 

- l'axe 1 oppose les cantons ouvriers à gauche aux cantons agricoles à droite 

- l'axe 2 oppose les ouvriers agricoles en bas aux ouvriers et exploitants agricoles 

en haut 

- l'axe 3 oppose ou, ou et eu aux autres catégories. 



Tableau 3 

Les cantons du Languedoc Roussillon en profils (pourcentage) 

Recensements des années 1954, 1962, 1968 et 1975. 

1954 1962 
effectif effect 

ea oa ac pl cm em ou se cp total ea oa ac pl cm em ou se cp total 



Chaque trajectoire peut être regardée d'un double point de vue : 

- La position de son centre de gravité dans chaque plan renseigne sur les 

particularités globales du canton. Ainsi D8 montre une très grande importance 

de la variable ou (proportion d'ouvriers). 

- L'évolution au cours des 4 recensements qui indique (pour D8) : 

- une baisse de cette proportion (plan 1-2) 

- baisse confirmée dans le plan (1-3) qui laisse entrevoir une hausse de oa. 

Le   hé no mène général dominant est ici que presque toutes les trajectoires 

convergent vers l'origine 0, ce qui indique une très nette tendance à homogénéiser 

les catégories existant dans les divers cantons. L'intérêt de l'intrastructure réside 

néanmoins dans sa capacité à détailler les évolutions individu par individu, ce que 

fait parfaitement cette I.ACP ( à la petite taille du dessin près : Fig. 5). 

c) L'Intrastructure Equisecteur et les calculs de I'AFJ 

Les valeurs propres du compromis WD, associé au tableau X p  (avec p k  = $) 

donnent les parts d'inertie suivantes : 69.10 %, 88.83 %, 94.80 %, 97.20 %, 98.44 

% ... Nous avons donc accepté de prendre s = 3 composantes (94.8 u 95 %). Mais 

il s'agit plutôt d'un choix pratique car nous ne sommes plus en mesure de garantir 

les inégalités > 95 %, k E I<. 

L'AFJ est encore très significative puisque l'erreur relative moyenne vaut 3.91 

% avec des composantes conjointes qui ne sont absolument pas les composantes 

principales comme nous allons le voir. Nous présentons ici le détail des calculs de 

1'AFJ pour montrer la manière dont les deux algorithmes font converger vers la 

solution (voir Tab. 4). 

L'algorithme interne, d'indice j c  fait décroître le critère : 

ps = Ck J(Pk - QkAkQJ1tIA, et donc aussi le critère : 

@S = YS + 6,  = x k  llYk - YAk1($,, . 

c l )  Les calculs de 1'AFJ 

p, est donné après la première itération de l'algorithme interne. Lors de la 

dernière on donne successivement les valeurs pour Q, Qk, Ak, A. = 5 Ck Ai, 

puis la valeur du critère pk de chaque tableau et pS, enfin, la valeur du critère ak 
et a,. 



F i g u r e  5 LII.ACP des c a n t o n s  en  p r o f i l s  



L'algorithme externe, d'indice j m  fait décroître le critère a, en prenant 

Y = $ xk YkAk (Cf. 3.2.c4.) . Après la dernière itération ( jm = 3, jc = 2), on 

retrouve les tableaux Ak normalisés, les erreurs relatives (par tableau et moyenne) 

les matrices QkQ puis pour chaque individu : les 3 premières composantes des 5 

tableaux suivants : 

xk = W ~ D C A - ~  = ckpk ; îIk = C ~ Q ~ Q  ; ck ; yk = C~Q;  ; Y A ~ ,  k E K. 

et les composantes des deux compromis X ,  c ainsi que celles de Y. Ici, elles ne 

sont données que pour le premier individu A5. 

Précisons que les seuils b et d relatifs aux algorithmes interne et externe sont 

fixés comme suit : 

d = 5.10-~mllC)l~, et on reprend l'algorithme externe tant que : @ j m - l  - Q j m  > d, 

avec @ j ,  = xk IIYk - YAk1I2 à l'étape jm. Cela revient à continuer tant que la 

moyenne de l'écart relatif sur un élément I(Yk - Y A ~ ) { / ~  ( diminue de plus de 

0.7 %, en moyenne. 

b = d/5 pour l'algorithme interne, car le critère : cp, = Ck ( ( P k  - QkAkQ((tIA 

est plus facile à faire décroître que le précédent. Il nécessite la s.v.d. de matrices 

(S x S) et non (n x s). 

Ces seuils donnent de bons résultats pratiques, mais on peut être plus sévère 

sans autre inconvénient que d'allonger le temps de calcul. Les deux résultats 

essentiels pour interpréter 1'I.E. de 1'AFJ sont les tableaux Q et Qk, k E I<, 

puis les tableaux Ah, k E I<. 

Les premiers montrent que les composantes les plus proportionnelles sont assez 

éloignées des composantes principales, tout particulièrement pour les tableaux 1 

et 4. Les Ak montrent des coefficients ski stables sauf une petite décroissante en 

k = 4 ; des ak:! décroissants régulièrement (de 1.383 à 0.496) et des aks croissants 

(de 0.860 à 1.248). 

ce) L'Intrastructure Equisecteur. 

Regardons 1'Intrastructure Equisecteur (Fig. 6), munie des projections des 

axes Avj, associés aux composantes conjointes, et des projections des directions 

des compromis des variables initiales. Elle admet deux interprétations : 

1) L'interprétation traditionnelle suggérée par la forme des trajectoires dans 

les plans principaux orientés par les directions des variables compromis. Celle-ci 



r c u i l  b r d  0.963 4 . 8 1 7  

, m o t n d r e s  c a r r e s  p a r  t a b l t a u  ( P L - Q ' t P k 0 1 , t o t a l  c n  d e r n i e r  

d c r n l e r c  i t e r a t ~ o n  m u r  j m . j c  1 56 

m o i n a r + s  ~ a r r e r  p a r  f a b l c a u  ( Y t - Y 4 i ) ~ t o l a l  
JM: 1  1113.e47 4 5 2 . 0 3 4  568.151 1 6 3 5 . 7 8 7  : k, k E K  e t  4s 

* O ? n d r e r  c a r r e r  ~ a r  t a b l e l u  i I I - I A L i r t o c a l  
$*=? 1 1 3 4 . 5 0 2  6 5 7 . 9 6 5  555.526 1 5 9 7 . 6 5 2  i37Sj.bLZi 

C' 1  c . 7 1 ~  - 0 . 7 ~ 0  -0 .000 O.b91 0 . 7 0 4  0 .152 - 0 . 1 1 3  - 0 . 1 1 6  0.987 Résultats d e  l a  
3 '  2  0 . 8 5 4  -1 .519 0 .034 3 .501 0 . 8 3 9  0 .213 -0 .139 -1 .165 1 .975 
a -  3  0.953 -6 .293 0 . 0 7 4  0 . 2 6 0  0 . 9 2 0  0 .294 - 0 . 1 5 4  -7.261 0.953 d e r n i è r e  itération 
C '  4  0.970 -0 .212 0 .120 -0 .003 0 . 6 6 1  0 .886 - 0 . 2 4 4  -0 .860 0 . 4 4 9  

m o l n d r e l  c a r r e s  J a r  t a b l e a u  l P t - a ' k A t o ) r t o t a l  en d e r n i e r  
2  26.959 1 3 . 6 3 7  2 1 . 7 4 1  5 . 7 2 1  70.058 

a e r n l - r e  , t ~ r a t ~ ~ n  O Q Y C  1 m . 1 ~  3  2  

n o r m e s  c a r r e r '  v c c f ~ v r r  d e  l r f o t a l  1 4 3 4 1 . 5 1 7  7782.892 1 4 0 7 . 0 0 3  2C331.412 

e r r e u r s  r e l a f i v e r i e f  moyenne 0.3473 0 .0191 0 .0235 0 . 0 6 6 2  3.3371 



est tout à fait comparable à l'interprétation de llI.ACP ; nous avons choisi de ne 

représenter ici que 12 trajectoires. 

2) Une interprétation tenant compte de la projection des axes Auj (dans les 

plans principaux) et des coefficients akj. Elle est plus délicate dans la mesure où 

on ne connaît pas les projections des trajectoires dans les plans (Aujl Auj+l) 

mais seulement les projections de ces trajectoires et de ces axes dans les plans 

principaux. 

Sur l'axe Aul, les coordonnées s'écrivent yfk = Yiakl + E , ! ~ ,  k E K .  Donc 

pour chaque trajectoire i l  i E I l  aux erreurs &tk près, les coordonnées ytk sont 

sensiblement constantes, avec une légère décroissance pour k = 4. D'après les 

projections visibles dans les plans principaux, l'axe Avi oppose la catégorie eu à 

O U  et aux catégories du tertiaire (plan 1-2) ; eu à ou (plan 1-3). Compte tenu du 

centrage des tableaux, la faible évolution des a k l  traduit, non pas la stabilité des 

profils de ces catégories, mais la stabilité des variances de ces profils, avec une 

petite décroissance pour k = 4. 

Sur l'axe Au2 qui oppose les catégories ou à cm, ou, cp, la décroissance des akz, 

qui entraîne les trajectoires vers l'axe Aui, signifie que les profils de ces catégories 

tendent à s'approcher du profil moyen (relatif à l'ensemble des cantons). 

L'AFJ permet donc de visualiser les variables dont la variance décroît (ou s'accroît) 

tout en montrant les cantons qui contribuent le plus nettement à ce mouvement. 

Pour l'axe Au3, l'accroissement des aka pour k = 3 et surtout k = 4 montre que 

les catégories qui s'opposent : ou, eu, ou, d'une part, et toutes les autres, d'autre 

part, connaissent un accroissement de dispersion pour ces périodes. 

Tous ces résultats confirment (et réciproquement peuvent être affinés par) 

l'évolution des variances des variables : 

- en hausse pour cm, em, SC, pl (par ordre décroissant) 

- en baisse pour ou, ou (et eu très faiblement). 

d) L'Intrastructure Compromis : quasi-identique à 1'I.D. 

L'identité de 1'I.C. et l'I.D. se vérifie si Yk = YAk, k E K. Elle se vérifie 

approximativement si les composantes des tableaux sont quasi-proportionnelles 
j k  (ici, l'erreur moyenne est 3, 9 %) et si les erreurs cik telles que y!" yyjakj + a i  , 



Figure 6 I . E .  des cantons en profils 



sont bien réparties sur tous les individus (et non concentrées sur quelques individus 

comme dans l'effet PLM). 

En partant de l'I.E. définie par Yk, on obtient facilement l'I.D. définie par 
j k & = YkAk, en multipliant simplement chaque coordonnée yi  par akj. Cette 

opération peut être faite de façon approximative dans 1'I.E.P. présentée à la figure 

précédente (fig.6). On obtient effectivement une I.D.P. très ressemblante à l'I.C. 

de la figure 7. 

Ce cas illustre parfaitement la manière dont 171ntrastructure Compromis de 

l'AFJ1 introduit des déformations systématiques dont on ne peut pas connaître a 

priori : 

- l'intensité (liée aux coefficients akj) 

- la direction (celle des axes Au,) 

Ici, les déformations sont négligeables sur l'axe Aui mais assez importantes 

sur les axes Au2 et Avj. 

e)  Les cantons avec les effectifs bruts 

Pour cet exemple nous laissons le soin au lecteur d'interprêter les résultats, en 

précisant que les figures sont données pour le plan (1-2). Pour une bonne lecture 

de 1'I.ACP (Fig. 8)' nous précisons ci-dessous les coordonnées des projections des 

individus-variables j . 

L'1.E.P. de 1'AFJ et l'I.C. de l'AFJ1 sont présentées sur un même graphique 

(Fig. 9) pour mettre en évidence le phénomène de dilatation des trajectoires de 

l'I.C. . Elle est ici limitée à 7 cantons. Pour chacun d'eux, la trajectoire la plus 

courte est celle de 1'I.E.' la plus longue celle de l11.C. . 
On remarquera que dans cet exemple (tab. 5), l'algorithme externe de 1'AFJ 

est parcouru 5 fois, contre 3 fois dans les exemples précédents. Cela peut tenir à 

différentes causes que nous préciserons au chapitre V. 







T a b l e a u  5 

L'AFJ sur l'exemple des cantons (effectifs bruts divisés par 100) 

La boucle extérieure est parcourue 5 fois. 

P O 0.965 0.083 -0.140 - 0 . 0 2 ~  0.893 -0.090 0.001 0.081 0.293 

s e u i l  b ,d  0.258 1 .289  

normes  c a r r e e s  v e c t e u r s  d e  C r t o t a l  1696 .418  1 3 4 0 . 8 2 7  405 .358  6 4 4 2 . 6 0 2  

m o i n d r e s  c a r r e s  p a r  t a b l e a u  ( P t - Q ' k A k P l r t o t a l  e n  d e r n i e r  
j c -  1 566 .929  182 .145  63.783 5 1 6 . 8 2 6  1 3 2 9 . 6 8 2  

m o i n d r e s  c a r r e s  ~ a r  t a b l e a u  ( P t - Q ' b A k Q l r t o t a l  e n  d c r n i c r  
j c : l 2  423 .682  159 .706  66 .210  503 .331  1152 .329  

d e r n i e r c  i t c r a t i o n  ~ o u r  i m r i c  1 1 2  

m o i n d r e s  c a r r e r  p a r  t a b l e a u  ( Y k - Y A k l ~ t o t a l  
ji.*-- 1 7 7 8 . 8 7 0  365 .258  234 .180  723 .554  [-1 +k, k c  et +s 

n o r m e s  c a r r e e r  v e c t e u r s  d e  C . t o t a l  4688 .266  1 3 3 0 . 3 1 7  1 4 9 . 1 8 8  6167 .771  

? o i n d r e 5  c a r r e s  D a r  t a b l e a u  ( P I - Q ' k A k Q l , t o t a L  en  d e r n i e r  
1 260 .817  107 .248  53.1 71  282 .499  703 .734  

m o l n d r e s  c a r r e s  D a r  t a b l e a u  ( P i - Q ' k A k Q ) , t o t a l  en  d c r n r e r  
( C z  33  1 1 7 . 3 0 9  26 .652  45.575 51 .628  2 7 1 . 1 6 4  - 

d c r n i e r e  i t c r a t i o n  o o u r  ~ m r j c  2 3 3  

n o i n d r e s  c a r r e s  D a r  t a b l e a u  ( Y k - Y A k ) r t o t a l  
/ i n = ?  653 .449  269 .712  203.807 351 .891  11508.8591 

n o r m e s  c a r r e e s  v e c t e u r s  d e  C , t o t a l  4693 .426  1 3 3 6 . 1 1 9  j S 1 . 0 0 3  6 3 3 0 . 5 4 8  

m o i n d r e s  c a r r e s  p a r  t a b l e a u  ( P t - Q ' k A k Q l r t o t a l  en  d e r n i e r  
j c r 1  1 5 3 . 7 2 6  15.671 105 .127  2 8 . 7 4 0  303 .264  

Q 0.777 -0.130 -0.616 0.103 0.992 - 0 . 0 8 0  0 .621  -0.001 9.784 





Tableau 5 ( s u i t e )  

n o i n d r c s  c a r r r r  p a r  t a b l e a u  ( P i - 0 ' k A k Q ) r t a t a l  en  d e r n i e r  
$ 2  9  1 3 6 . 6 5 2  10 .910  1 1 6 . 2 0 1  1 7 . 0 1 2  280 .774  

d e r n i e r e  i t e r a t i o n  p o u r  j m r j c  3  9  

m o i n d r e s  c a r r e r  p a r  t a b l e a u  ( Y i - Y A k ) , t a t a (  
y n Z 3  537 .524  216 .082  2 7 6 . 5 4 7  2 3 9 . 2 6 4  

n o r m e s  c a r r e e s  v e c t e u r s  d e  C l t o t a l  4691 .867  1335 .802  3 1 3 . 4 7 8  6 3 4 1 . 1 4 7  

moi  
JC = 

n d r e s  c a r r e s  
1  1 3 8 . 2 4 5  

p a r  t a b l e a u  
9 . 8 0 4  

? o i n d r c s  c a r r e s  p a r  t a b l e a u  ( P t - Q ' k A k Q ) i t o t a l  en  dernier 
C 5  1 3 6 . 0 5 3  9 .265  1 2 8 . 2 7 7  1 7 . 1 6 2  290.717 

d e r n i c r e  i t e r a t i o n  p o u r  I ~ , J C  4  5  

? o i n d r e ' s  c a r r e r  p a r  t a b l e a u  ( Y k - Y A t ) r t o l a l  
p:4 5 2 5 . 7 9 5  2 1 3 . 3 8 2  2 9 1 . 9 1 6  2 2 9 . 8 2 9  1-1 

n o r m e s  c a r r e e s  v e c t e u r s  d e  C i t o t a l  4 6 9 1 . 6 7 8  1 3 3 6 . 0 7 0  3 1 4 . 1 6 5  6 3 4 1 . 9 1 6  

' o i n d r e s  c a r r e r  p a r  t a b l e a u  ( P L - R ' t A t Q 1 , t o t r l  en d e r n l e r  
j C ' 1  1 3 6 . 6 7 1  9 . 1 0 8  1 2 9 . 6 8 6  1 7 . 2 8 0  2 9 2 . 7 4 6  

- o i n d r e 5  c a r r e r  o a r  t a b l e a u  ( P L - Q ' k A k Q > , t o t a l  e n  d e r n i s r  
$ 2  2  1 3 6 . 4 2 1  9 .048  1 2 9 . 8 1 9  1 7 . 2 5 4  292 .552  - 

s e r n i c r c  i t c r a t i o n  oour  j i r l c  S 2  

no,ndres r a r r - 5  p a r  t a b l e a u  ( Y k - Y A k ) r t a t a l  
j m t  5  5 2 4 . 6 3 9  213 .289  294 .275  2 2 8 . 0 1 3  [ G j  

n o r c e s  c a r r e e s  v e c t e u r s  d e  7 , t o t a l  2943 .601  1 3 7 0 . 3 0 4  2025 .121  6 3 4 2 . 0 2 7  

e r r e u r s  r e l a t i v e r ; e t  moyenne 0 .0827  0 . 0 3 3 6  0 .0464  0 . 0 3 6 0  0 .0497  

G'kQ 1  3.792 0 .362  -0 .491  -0 .292  0.932 0 . 2 1 5  0 .536  - 0 . 0 2 7  0 .844  
Q ' k Q 2  0 .552  -3 .036  -0 .523  0 .327  0 . 9 9 9  -0 .025  0 .523  0 .007  0 .852  
Q ' k Q  3  0 .904  -0 .107  - 3 . 4 1 3  0.071 0 .992  - 0 . 1 0 2  0 .421  0 . 0 6 3  0 . 9 0 5  
Q ' k Q 4  0 .657  -O.COI 0 . 5 1 5  0 . 3 4 4  0 . 7 4 9  - 0 . 5 6 6  -0 .383  0 .662  0 . 6 4 4  



F i g u r e  8 1. AC? des cantons effectifs brut: 







CHAPITRE V : 

LES INTERSTRUCTURES 

Nous présentons d'abord deux interstructures qui complètent celles décrites 

par Glaçon (1981). Ensuite nous comparons les différentes interstructures en par- 

tant d'hypothèses restrictives qui sont progressivement relâchées. Nous obtenons, 

en particulier, une formulation géométrique du problème INDSCAL, et une in- 

terprétation de l'interstructure de Statis qui permet de formuler un critère suffisant 

pour qu'une intrastructure soit significative. 

5.1.- Les interstructures des Ak et des A: 

Supposons que les tableaux soient à composantes quasi-proportionnelles avec 

Yk = YAL + ~ k ,  k E K ,  tels que Ck l l ~ k  11' soit minimale et (Yk, 1, D) soit équivalent 

à (Xk, Mk, D), k E K .  Les tableau Yk (et donc les Xk) sont caractérisés par 

les tableaux Ak, avec une approximation &k. Comme Ak = diag(akj), j E [q], 

k E K ,  on peut définir une interstructure des tableaux en positionnant dans 

l'espace Ep = (Rq, Iq)  les points sk (situation k) de coordonnées (akjllyjll, j [q ] ) ,  

k E K .  

Définition 12.- Si  les tableaux Xk admettent les composantes conjointes : 

Y k  = YAk-+&k, k E K ,  une interstructure de ces tableaux s'obtient e n  positionnant 

les points sk de coordonnées (akjllyill, j E [q]), k E K, dans l'espace Eq. O n  

l'appelle : interstructure des Ak. 

Sous la m ê m e  hypothèse, l'interstructure des Ai est obtenue par le position- 

nement  dans Eq des points s: de coordonnées (aijllyjl12, j E [q]), k E K. 

Remarques 

1) Contrairement à l'interstructure de Statis qui précède son intrastructure, 

ces interstructures ne sont définies qu'après l'intrastructure de 1'AFJ. 

2) Les interstructures classiques, décrites par Glaçon (1981)' seront nommées 

simplement : interstructures des Wk, des Vk, ou des X E .  



5.2.- Les interstructures de tableaux particuliers 

a) Les tableaux proportionnels 

Les triplets (Xk, Mk, D) sont tels que Ck = akC, k E K. 

Proposition 13.- Pour des iableauz proportionnels : 

1) les interstructures des Wk, des Ak et des Ai coïncident. 

2) 21 e n  est de m ê m e  de celles des Ck et des Ak. 

Nous noterons : 1, II, III, ... les axes successifs de l'interstructure des Wk, ou 

des Akl ou des Ck ; et 1, 2, 3, ... ceux de l'interstructure des AÇ, ou des A:. 

w Montrons que dans chaque cas, les objets considérés sont sur un axe et 

admettent la même coordonnée. 

1) 

- On a Wk = a i  W ,  donc W et tous les Wk sont sur l'axe 1, avec les coordonnées : 

WI = IIWllyDD =  trace(^^)']'/' = [xj x:]'/~, et ( W ~ ) I  = a:llWII, k E K .  

- Ak étant la matrice des variances-covariances des colonnes des tableaux Cs, 

on a : (Ak)l = ak))All avec IIAIIyrr = llWllyDD et l1interstructure des AC 

coïncide avec la précédente. 

- L'interstructure des Ai est définie par les points s i  de coordonnées (akjllcil12, 

3 E [!Il), k E K .  
En considérant le vecteur s2 = (llclll', 11~~11~,..., )l~q11~), les points s i  sont 

alignés sur l'axe As2, et leur coordonnée sur cet axe est : aPlls2JI, avec 

Ils'lI~~ = ll'll = IIWII = [Cj 'SI1/' * 

2) 

- Les tableaux Ck étant de même dimension (n x q), le produit scalaire y,, 

permet de définir une interstructure de ces tableaux. Ils sont alignés sur l'axe 

1 avec : (Ck)l = akllC(( et (IC1l'yD1 = trace(A) = Ci Xi . 

- L'interstructure de Ak se traite comnie celle des Ai. En introduisant le vecteur 

s1 = (11c1 1 1 ,  11c2 ( 1 ,  ..., llcQ (0, les points sk ont la coordonnée ak lls'll sur l'axe As1, 

avec I ~ s ' I I I ~  = llCll = [Cj . rn 



Remarque : 

L'interstructure des tableaux Xk (n x pk) n'est définie que si pk = @, k f K 

(données cubiques) de même que celle des Vk. On pourrait alors étudier s'il y a 

coïncidence entre les interstructures des Xk et des Ck, ou celles des Vk et des Ak. 

b)  Les tableaux à composantes principales proportionnelles 

Proposition 14.- P o u r  d e s  tr iplets  (Xk, Mk, D) tels  que  Ck = CAk, k f K. 

1)  les i n t e r s t r u c t u r e s  des  Wk, des A k  e t  des  A i  c o i n c i d e n t .  

2) il e n  es t  d e  m ê m e  d e  celles des Ck e t  des  Ak. 

i Montrons que dans chaque cas, les objets considérés admettent le même 

système de coordonnées dans une base orthonormale. 

- Wk = CkICi = CAEC' = Cj aijcj(d) '  = Cj aijWji, 

avec Wjj = cj(cj)', j E [q] qui vérifie les propriétés : 

- < Wjj, Wl1 > yDD = trace(cj(ci)'~c1(c1)'D) = 0, car (cj)'Dcl = O, j E [q], 

1~ hl- (3) 

Dans la base orthonormale formée des vecteurs colinéaires aux Wjj, j E 

[q], du sous-espace de (Rn', D @ D) engendré par les Wk, ceux-ci ont les 

coordonnées : (atjXj, j E [q]), k E K. 

- A k  = AAk avec A = diag(Aj), j E [q] . Donc les Ak admettent les coordonnées 

(akiAi, j E [q]) dans la base orthonormale formée des vecteurs que sont 

les matrices à éléments nuls, sauf l'élément situé en j-ième position sur la 

diagonale qui vaut 1, du sous-espace de (Rq2, Iq2) qu'ils engendrent. 

- Les coordonnées a i j  llc'l12 = akjA j, j E [q]), des points s:, k E K sont relatifs 

à une base orthonormale par convention. 

2) Dans la base orthonormale formée des vecteurs c ' / A ,  j E [q], du sous-espace 

de l'espace des variables F = (Rn, D) engendré par les Ci = CAk, ceux-ci ont 

les coordonnées : (akjllc31(, j E [q]), k E K .  Ce sont aussi les coordonnées de 

l'interstructure des Ak. 



c )  Les tableaux à composantes proportionnelles 

Pour des triplets tels que Yk = YAk, k E K, on peut encore écrire : 

Wk = KY: = YAiY' = C a i j w j j  avec wjj = yj(yJ)', j E [q]. On pose 

((wjjI(cpDD = llyjll:, = pi,  j E [q] . Il est clair que les wjj ne sont pas orthogonaux 

dans (R"', D @ D) et donc les Wk sont caractérisés par des coordonnées (ai jpj ,  

j E [q]), k E K,  dans une base non orthonormale. Cette interstructure ne coïncide 

plus avec celle des Ai.  On voit ainsi le caractère arbitraire de l'interstructure des 

Af (ou des Ak). Son intérêt est de montrer la forme très simple de l'interstructure 

des Wk, des Ak, (ou des Cs) sous les hypothèses précédentes. Remarquons 

qu'une simple convention sur la base permettrait encore de faire coïncider les 

interstructures des Wk et des Af, des Ck et des Ak. En fait, ces raisonnements 

valent surtout comme introduction au cas général. 

5.3.- Les interstructures dans le cas général 

a) Interprétation de INDSCAL dans Rn2  

Le problème de trouver wk = YAiY', k E I<, minimisant CI, 11 Wk - T/Yk 112 
peut être posé dans E~~ = (Rn2 , D @ D) de la f a p n  suivante : 

Ayant positionné les objets Wk dans cet espace (interstructure de Statis), 

on cherche le sous-espace E:~, engendré par les q "vecteurs7' symétriques W j j  = 

yi(t~j) '  ajustant le mieux possible, au sens des moindres carrés, ce nuage. 

Les projections ~k des Wk sur E r 2  peuvent s'écrire : ~k = xCj akjwjj, k E Ii'. 

En effet : < Wk, wjj > y,, = t r a c e ( C k ~ k ~ ~ j ( y ~ ) ' ~ )  = p j  x,(CA)? = p ja i j  car 

(CA); est l'inertie de la projection de la variable CL sur l'axe Ayj de l'espace des 

variables F = (Rn,  D) . 

Les Wk et wk ont bien des composantes toutes positives dans le système de 

vecteurs wjj, j E [ q ] ,  et on a encore : jYk = Cj akjwjj = YAiY', k E K .  

Donc ce problème géométrique coïncide avec le problème INDSCAL qui 

minimise xk IIYkYL - YAiY'112vDD . Il est proche de 1'AFJ qui minimise Ck IIYk - 

Y ~ k l l ~ ~ , ,  . Les solutions Y et Ak, k E K, sont voisines pour les deux cas même 

si elles ne sont donc pas identiques. Cette analyse permet d'associer à INDSCAL 

une interstructure qu'on nommera interstructure des Wk ayant les particularités 

suivantes : 



- elle est l'interstructure contenue dans un sous-espace de type E,"~, la plus 

proche, au sens des moindres carrés, de celle des Wk. 

- elle est comparable à celle des A; avec deux différences : 

- les akj et les y3 sont voisins mais différents pour les deux méthodes, 

- les axes sont supposés orthogonaux pour les A;, pas pour les W k .  

b) L'interstructure de I'AFM 

Dans l'interstructure des w k 1  on a cherché q "vecteurs" symétriques w j j  tels 

que le sous-espace Er2 soit le plus proche des Wk, ou ce qui revient au même, tels 

que la somme des carrés des normes des projetés soit maximale. 

On peut modifier ce critère pour maximiser la somme des normes des projetés 

soit : 1 I W k 1 1 ~  = Ck Cj < Wkr wjj > p,, , avec < Wk,wjj >= p j  CI(Ci ) :  . 
On sait que les variables y j  qui maximisent, dans F = (Rn, D), la somme des 

projections sur AyJ de l'ensemble des variables du tableau X,, sont successivement 

les composantes principales Co du tableau X, . 

Avec ce critère, Escofier et Pagès (1988) proposent de considérer l1interstruc- 

ture des W k  obtenus en projetant les Wk sur le sous-espace EC' de En2 engendré 

par les "vecteurs symétriques1' Wjj = cj(cj)', j E [q ] .  

L'interstructure des ~k (de I'AFM) s'écrit = Cja i jWj j ,  k E K, où 
chaque aZj/m s'interprète comme la contribution du paquet J k  de variables à 

l'inertie de la composante CI dans F. Les auteurs soulignent la concordance de 

cette interstructure rapportée à la base des Wjj = cj(cj)', avec l'intrastructure 

de 1'AFJl obtenue en projetant les nuages sur la base principale (uj)jc[rl associée 

à ces composantes principales. Comme on l'a vu cette concordance ne conduit 

en rien à une intrastructure exacte et significative. De même les coefficients a i j  

de cette interstructure (tels que a i j  = ll~l11~ pour les tableaux Pk introduits en 

3.1.a. n'ont pas de relation précise avec les akj de 1'AFJ ou de INDSCAL. Cette 

interstructure a donc peu d'intérêt alors que l'interstructure des Wk de la méthode 

Statis peut fournir un critère simple d'existence d'une intrastructure significative. 

c) L'interstructure de Statis 

Les raisonnements qui vont suivre contiennent un certain nombre d'approxi- 

mations. Aussi les résultats présentés, concernant l'interstructure de Statis et 



son interprétation, auront un caractère indicatif jusqu'à ce qu'une recherche plus 

approfondie vienne les valider. L'interstructure des Wk s'obtient par une classique 

ACP du nuage des points Wk, considérés comme des variables de R " ~  . Comme 

le nombre m de tableaux est en général assez petit (ex : 3 < m < 10)' ce nuage 

engendre un sous-espace de petite dimension et les premiers axes portent des parts 

importantes d'inertie. On a une très bonne représentation des Wk avec les 2 ou 3 

premiers plans d'inertie. En particulier, on a : (Wk)I > O, k E K, et l'axe 1 porte 

toujours beaucoup d'inertie. (Cette particularité disparaît dans l'interstructure 

centrée). Adoptons les hypothèses suivantes : 

1) Les tableaux sont à composantes quasi-proportionnelles donc l'intrastruc- 

ture est significative et on a : Yk = YAk + ek avec Ck l ) ~ ~ 1 1 ~  minimale. 

2) La quantité Ck llWk - YAkY1((' calculée pour 1'AFJ est proche du 

minimum atteint par INDSCAL pour Ck I(Wk - w k ( 1 2  et donc les Wk sont proches 

de leur estimation par YALY' calculée par 1'AFJ. 

3) Les vecteurs wjj = yj(yj)' sont proches de l'orthogonalité dans E~~ = 

(R~', D @ D). De plus, les llyj(I2 = p j  étant rangés par ordre décroissant, ils 

deviennent vite assez petits pour être négligés. Ainsi une représentation graphique 

dans R3 constitue une approximation raisonnable (elle permet d'imaginer ce qui 

se passe dans des espaces de plus grande dimension s'ils sont nécessaires). 

c l )  Quelques reinarques 

1) La figure 10 qui présente l'interstructure des A: (de coordonnées (akjpj, 

j E [3]), dans R3),  k E K, constitue une bonne approximation de l'interstructure 

des Wk. Nous admettrons donc que les résultats pour la première sont valables 

pour la seconde. 

2) Le nuage des Wk est contenu dans le parallélépipède symbolisé par les 3 

flèches concourantes en G. Elles ont leurs extrêmités au centre des faces et leur 

longueur est [ ~ a x ( a h p j )  - ~ $ a : ~ ~ ~ ) ] ,  j E Pl). 
k 

3) La normalisation xk a i j  = m, j E [q] permet d'écrire : azj E [O, ml, 

j E [pl, k E K. Si de plus les a i j  sont proches de 1 (par ex : a i j  E [0.5,1.5]) on 

peut considérer que l'axe 1 de l'interstructure passe par le point G qui est proche 

du centre de gravité des Wk. 



1 Fig. 10 : Les axes 1, II, III de l'interstructure des Wk 1 

4) La dispersion des Wk relative aux axes 1, II, III, ... de l'interstructure 

traduit donc : 

- la dispersion induite par les a k j  qui exprime la (quasi-) proportionalité des 

composantes, 

- une dispersion résiduelle qui devient éventuellement prépondérante lorsque les 

ak j sont voisins de 1. 

5) Nous avons préconisé (cf. 3.3.b.) la normalisation 

IIXkJ12vDM = ilWkllpDD = cste, pour les raisons suivantes : 

- Si les tableaux sont quasi-proportionnels (Ck = akC + eh), elle revient 

à les traiter comme des tableaux quasi-égaux. Alors toutes les intrastructures 

sont presque exactes (Annexe TV) et l'algorithme de 1'AFJ converge extrêmement 

rapidement. 

- Si les tableaux sont à composantes quasi-proportionnelles (Yk = Y A k  + ~ k ) ,  

l'avantage de cette normalisation n'est pas prouvé, sauf s'il existe une certaine 

proportionalité des tableaux eux-mêmes. La normalisation systématique a donc 



l'avantage de traiter cette éventualité et d'améliorer la vitesse de convergence de 

l'algorithme. 

- Enfin, il est évident que dans la minimisation du critère = C k  ((Yk - 
YAk Il2, les tableaux Yk de norme élevée ont un "poids" plus grand que les autres. 

Cela donne une deuxième raison de normaliser les données. 

Cette normalisation se traduit graphiquement par le fait que les Wk sont sur 

l'hypersphère de centre O et de rayon r = (Ci 

c2) L'interprétation des axes de l'interstructure 

Une autre normalisation, très proche de la précédente lorsque les a k j  sont 

voisins de 1 (ce qui donne un nuage des Wk suffisamment petit), consiste à prendre 

Wkf proportionnel à Wk tel que : (Wt ) I  = WI,  k E Ii, avec : W = $ Ck Wk . 
Cela peut provoquer un déplacement de l'axe 1 de l'interstructure (Fig. 11)' et on 

peut réitérer ce calcul jusqu' à ce que tous les W i  aient bien la même première 

composante sur l'axe 1, noté 1*, de leur interstructure. 

Fig. 11 : Cantons effectifs bruts. Interstructures des Wk et des Wt 



On peut aussi négliger ces itérations car elles changent très peu les résultats 

surtout pour des données déjà normalisées au départ. Alors on présentera (Fig. 12 

ou 13) l'interstructure normalisée (des W;) dans les axes de l'interstructure des 

Wk . 

Fig. 12 : Accidents 1978 à 1986. Interstructures des Wk et des Wk+ 

Les axes de l'interstructure s'interprètent ainsi : 

- Axe 1 : axe d e  normalisation 

L'interstructure ayant été calculée (sur les tableaux normalisés lorsque les 

ensembles Jk ne contiennent pas les mêmes variables), on (re-)normalise les 

données en prémultipliant les tableaux par ak = ( w ~ / ( w ~ ) ~ ) ~ ' ~ .  Pour les 

données cubiques, on peut prendre des poids pk proportionnels à CYk pour 

calculer le compromis de l'AFJ1 : Wo = xk pEWk . Alors les W i  vérifient 

(Wk+)r = W; . 

- Axe II : axe d'évolution 

Sous la condition précédente, l'axe II* devient la direction de plus grande 

variabilité du nuage des Wk+. Sur les exemples traités, l'ordre induit par les co- 

ordonnées des W; sur cet axe coïncide exactement avec l'ordre chronologique 

et il nous paraît raisonnable de le considérer comme l'axe d'évolution. Cet 

ordre ne coïncide pas nécessairement avec l'ordre pour lequel la somme des 

distances entre Wl successifs est minimale. Cette notion plus complexe nous 

paraît moins pertinente que la précédente pour définir une évolution des si- 

tuations lorsque celle-ci n'est pas donnée. 



Fig. 13 : Cantons en profils. interstructures des Wk et des WC 

c3) Faisabilité de l'intrastructure 

La dispersion des Wk dans le sens de l'axe 1 ne gêne absolument pas la 

comparabilité des tableaux car, après normalisation, cette dispersion disparaît du 

nuage des W i .  

Si les a k j  sont voisins de l'unité (a$ E [0.511.5], au moins pour les premières 

valeurs de j ) ,  la figure 10 "montre" que l'axe 1 porte une grande part de l'inertie du 

nuage des Wk.  Dans ce cas qu'on rencontre généralement, cette part d'inertie ne 

diminue que si on s'écarte de l'hypothèse de composantes quasi-proportionnelles. 

Conséquence : 

U n  critère s u f i s a n t  pour que les tableaux soient à composantes quasi-propor- 

tionnelles est que l'axe I d e  l'interstructare porte une  part pr de l'inertie du nuage 

des Wk ( o u  W;) vérifiant exemple) : p i  > 70%. L'inégalité p,  < 70% indique 

que les premiers a k j  sont  éloignés de l i n i t é  ou, que les composantes n e  sont  pas 



A titre indicatif nous rappelons dans le tableau ci-dessous les valeurs de pr 

(inertie portée par l'axe 1 de l'interstructure), de pg (part d'inertie p ,  du nuage 

compromis portée par les trois premiers axes principaux) et l'erreur moyenne e 

pour nos trois exemples. 

Dans les trois cas, le critère suffisant relatif à p r  montre clairement la faisabilité 

de l'intrastructure . On voit que sa valeur plus basse pour les cantons bruts tient 

à une erreur moyenne plus élevée et surtout au fait que certains a k j  sont élevés 

(arcs E [0.18 , 1.941 . Ils sont en fait des a k z  car ) l y 3 ) )  > J J y 2 ) 1  ). 

(en %) 

PI 

p 3  

e 

Le critère nécessaire relatif à p3 indique aussi la faisabilité de cette intrastruc- 

ture, y compris en se limitant à s = 3 composantes (on a p, > 95% ou presque, de 

même pour les parts des différents nuages). 

Pour ces trois exemples, les résultats de 1'AFJ sont excellents puisque nous 

avons une intrastructure exacte ( à 95 % pour s = 3 composantes) et parfaitement 

significative puisque l'erreur moyenne e est inférieure à 5 %. 
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CONCLUSION 

a) La pratique de I'AFJ 

Pour terminer cette étude, nous résumons les étapes de l'Analyse Factorielle 

conJointe, conçue comme méthode de détermination d'une intrastructure exacte 

et significative si elle existe. 

1) La normalisation des tableaux 

Les tableaux sont centrés. Pour les données cubiques, on réduit les variables 

puis on multiplie les tableaux par Z/pk pour avoir : l l x k l l  = 1, k E K.  Pour les 

données non-cubiques, on ne réduit pas les variables lorsqu'on veut rendre compte 

de l'effet de l'évolution de leur dispersion. Alors on adopte les poids pk = a/llXkll, 

ou pk = P/(Wk)I définis par l'interstructure. ( a et ,b sont des constantes de 

normalisation). 

2) Faisabilité de l'intrastructure 

21) Le critère suffisant (l'interstructure) 

- Soit pr la part d'inertie portée par l'axe 1 de l'interstructure. L'intrastructure 

est réalisable sous le critère suffisant que p l  > 70%. Elle se traduit au plan 

graphique par un cone dans le plan (1, II), dont l'angle au sommet est inférieur 

à environ 80" . 

- L'interstructure donne aussi : 

- Les poids pk = &, k E K, pour les données cubiques 

- Un ordre d'évolution des situations visible sur l'axe II* de l'interstructure 

des W;. 

22) Le critère nécessaire (le compromis) 

La décomposition en valeur singulière du compromis : 

X,=(p lX1  i ... i pmXm ) s'écrit : X = l?AU1 . Avec A = diag(fii), q = 

sup(qk), r = rang(Xp) et p = (Cqzl A , ) / ( C ~ , ~  A,), le critèrep > po (par exemple 

po = 80%) est nécessaire pour avoir des composantes quasi-proportionnelles. 

L'intrastructure est d'autant plus significative que ces deux critères sont 

éloignés de ces bornes. Dans le cas contraire, l'Analyse Canonique Généralisée 

et 1'AFD associée permettent de déterminer les variables et les individus qui 



détériorent le plus l'intrastructure. Ils peuvent ainsi être mis en supplémentaires 

dans une intrastructure qui retrouve sa signification. 

3) L'AFJ détermine successivement : 
k 

- Les s.v.d. : Xk = ïkAkUk donnant Ck = rkAk et Ak = diag(&), k E K .  

- Le nombre minimal s de composantes à conserver. Si pour s composantes du 

compromis, on a p, > pz et de même pour chaque tableau pf > pz (pz = 95% 

semble un bon choix), on se limitera à s composantes dans les tableaux C et 

Cs, k E K. 

- Les tableaux Pk = CLDCA-I, k E K. 

- Les tableaux Y, Q, Qk, As, ( k  E IC) calculés par l'algorithme qui détermine 

aussi les normes carrées : 11 P k  - QkAkQI12, IIYk - YAk)I2, k E I(, et l'erreur 

moyenne e = Ck ll~k11~/rnllY11~ . 

4) L'interprétation des résultats. 

Elle vient d'être présentée sur des exemples et nous n'en reprenons que deux 

aspects. 

- Pour l'intrastructure complète, l'inertie représentée de chaque nuage vaut 

pf(> 95%) et de même, celle du nuage compromis vaut p, .  Avec s = q axes 

cette intrastructure est parfaitement exacte. En revanche on ne connaît pas 

la part d'inertie d'un nuage portée par un axe. Si les composantes principales 

sont proportionnelles, la part de l'inertie du nuage compromis portée par 

chacun de ses axes égale la part d'inertie de la réunion des nuages portée par 

cet axe. 

- L'ACP du tableau compromis X ,  fournit une représentation des variables de 

l'ensemble J = (J Jk .  Les composantes principales du compromis sont sur les 

axes de ce positionnement. On peut y ajouter les composantes principales 

des différents tableaux et les variables les plus proches de la proportionalité. 

Ainsi les caractéristiques des tableaux apparaissent dans l'intrastructure 

(espace des individus), et de manière duale dans l'espace des variables avec 

cette intrastructure des variables. 

b) L'AFJ et l'analyse des données 

Ce travail apporte les trois résultats suivants : 



1) Avec 1'AFJ on dispose d'une méthode donnant une intrastructure exacte 

et significative. "Exacte" indique la possibilité d'obtenir des images euclidiennes 

équivalentes. "Significative" précise que le positionnement simultané respecte 

"le mieux possible au sens des moindres carrés" les propriétés de dualité. Par 

ailleurs, nous avons indiqué que les deux premières étapes de la méthode Statis 

-1'interstructure et le compromis- donnent respectivement un critère suffisant et 

un critère nécessaire pour que l'intrastructure soit significative. 

2) Exceptons INDSCAL qui est une méthode des moindres carrés dans 

R"', et les méthodes de type ACP-3 modes susceptibles de réduire le mode des 

situations ; les autres méthodes de l'analyse conjointe de tableaux de données ont 

été présentées comme techniques de fi-projection sur un certain sous-espace, des 

nuages d'individus ~ k ,  k E I<, positionnés dans l'espace somme directe orthogonale 

des espaces initiaux. Un lien très simple entre les méthodes d'origine française ou 

anglo-saxonne apparait ainsi très clairement. 

3) Cette présentation a permis de dégager des propriétés duales sur les espaces 

des individus et sur l'espace des variables : 

- Pour que l'intrastructure exacte soit significative il faut que les sous-espaces 

Fk engendrés respectivement par les variables des tableaux Xk soient inclus 

dans l'un d'eux. Elle l'est d'autant moins qu'on s'écarte de cette situation. 

- L'Intrastructure Equisecteur correspond aux composantes (conjointes) les plus 

proches de la proportionalité au sens des moindres carrés. 

- L'Intrastructure Procuste correspond aux composantes (procustes) les plus 

proches de l'égalité à des composantes principales, au sens des moindres carrés. 

- L'Intrastructure Compromis (non exacte) correspond aux variables canoni- 

ques au sens de la liaison Xk) . (Escofier et Pagès 1988). 

- L'Intrastructure Discriminante (non exacte) correspond aux variables (et 

composantes) canoniques de I'ACG au sens de Carroll (Annexe II). 

Nous avons limité cet exposé au cas des variables quantitatives. Rien n'interdit 

de traiter par 1'AFJ des familles de tableaux de variables qualitatives remplacées 

par les indicatrices des modalités, ou des tableaux de contingence. Mais il nous 

paraît nécessaire de formuler précisément la signification d'une telle méthode pour 

interpréter correctement ses résultats. Ce sera l'objet d'une prochaine recherche. 





ANNEXE 1 : Dualité, Biplot en ACP, application à 1'AFC 

L'AFJ a été définie par application des propriétés de dualité à l'analyse 

conjointe. Ici, nous reprenons les propriétés relatives à un seul tableau. La dualité 

se traduit par une certaine symétrie des traitements éffectués sur les individus 

ou les variables par I'ACP. La s.v.d. du tableau X s'écrivant X = I'AU', ces 

traitements sont résumés par les deux schémas suivants : 

-pour les individus 

-pour les variables 

Par ailleurs, Cailliez, Pagès (1976) montrent que la dualité fonde les propriétés 

suivantes : 

-L'individu i E I est à la fois vecteur xi de E, vecteur fi* de F*, axe ~ f '  de F. 

-La variable j E J est à la fois vecteur x j  de F, vecteur e; de E*, axe Aej de E. 

a) Le biplot en ACP 

L'espace E (resp. F) contient un positionnement des individus (resp. des 

variables), mais aussi une indication des directions Aej des variables (resp.   fi 
pour celles des individus) qui peuvent être projetées comme les individus (resp. les 

variables) sur les divers plans principaux.Pour déterminer ces projections, il est 

intéressant de considérer les vecteurs ej de la base canonique de E, qui définissent 

les axes Aej (nous laissons maintenant le raisonnement dual relatif à F). 

Chaque ej peut être considéré comme un individu de l'espace E. C'est 

l'individu pour lequel toutes les variables observées sont nulles (après centrage), 

sauf la variable j qui vaut 1. Il est donc légitime d'appeler ej  : l'individu-variable 

j. Par projection, il permet d'obtenir une représentation simultanée des individus et 



des directions des variables initiales. La lecture et l'orientation des plans principaux 

en seront largement facilitées. 

Les composantes principales qui forment les colonnes de C sont les com- 

posantes des individus dans la base (uj)jEIgl de Eg, notée (uj), dont les vecteurs 

sont les colonnes de U (p x q) .En effet, les colonnes de CC = ( C : O) sont 

les composantes des individus dans la base M-orthonormale (uj)jE[pl de E, notée 

(ujC), dont les vecteurs sont les colonnes de 0 (p x p) . Les composantes de la 

base canonique (ej)jE[pl de E, dans la base (IL;) sont les colonnes de O-'. Et 

O - I M ~  = I j O-' = U'M. Donc les q composantes des vecteurs de la base 

canonique dans la base (uj) sont les colonnes de T = U'M (q x p) et les directions 

des p variables représentées dans l'espace Ep passent par les points O E  et T l ,  j E J. 

De même dans les plans principaux avec les projections ?j  des T j .  

Pour les logiciels qui ne donnent pas ces directions, il est facile de les 

retrouver à partir du positionnement de la variable j ,  défini par la colonne j 

du tableau Z = AU', soit : Zi = AU'j. Sous l'hypothèse M = diag(mj), on 

a : T i  = -&miZ;, i E [pl, j E J. En particulier, pour une métrique identité et 
i z j  ~j - i zj pour le premier plan principal d'inertie : T3 - - - l ,  2-x 2 , j ~ J . 0 n a  

aussi une indication sur la proximité de l'individu-variable j avec le plan principal. 

Celle-ci peut être mesurée par cos B j  = ll'f'jll directement lisible sur ce plan. Les 

variables normées Zj/llZj)l qui figurent dans le cercle des corrélations ne donnent 

pas immédiatement ce dernier résultat. Les logiciels d'ACP devraient donc faire 
* .  

figurer dans les plans principaux du nuage des individus, Ies points Y'J, j E J qui 

déterminent : 

-Les projections des directions Aej des variables initiales, 

-Le cosinus de l'angle Bj entre ces directions et ces plans : cos Bj = l l? j~~.  

Cette conception du biplot fondée sur les propriétés de dualité diffère de la 

conception développée dans la littérature de langue anglaise (Jolliffe 1985). Dans 

celle-ci, le biplot se justifie par des raisons pratiques (les renseignements divers 

qu'on en tire) et non théoriques. Comme le note Saporta (1990)' certaines versions 

ne reçoivent pas de justification. 

b) Application à 1'AFC 

Soit N (m x p) un tableau de contingence répartissant n individus selon les 

deux caractères 1 et 2 ayant respectivement m et p modalités. L'AFC est souvent 



présentée comme superposition des résultats des ACP (centrées ou non car il y a 

équivalence) des profils des modalités de chaque caractère.On fait donc les ACP 

des triplets ( X  = DglF ,  Dy1, Dm), et (Y = Di lF' ,  Dm1, D,), avec : 

F = $ N ,  tableau des fréquences (fij), i E [ml, j E b], 
Dm = diag(f;.), Dp = diag(f,j), matrices diagonales des fréquences marginales. 

Nous allons détailler llACP du premier triplet en introduisant dans l'espace 

des "individus" (les m modalités du caractére 1)' la représentation des individus- 

variables j. Le schéma de dualité s'écrit : 

E = q e j )  - 
X ' 

F* 

Les individus sont représentés par les coordonnées contenues dans les lignes 

d e C =  (cl i c2 i . . .  : ' CQ ) où chaque ca est vecteur propre de WD,, 

Dm-normé à a,. 
Et on a : WD, = XID;lXDm = D,lFDplF'D;lDm = XY. 

Les individus-variables j ont leurs coordonnées définies par les colonnes de 

T = U I M a v e c U = ( u l  : u2 : . . .  i u, ), où chaque u, est vecteur propre 

de VDpl , D;l-normé à 1. 

Et on a : VDpl = X'D;lXDpl = F'D;lDmD&lFDp-lD, = XIY1. 

Ces coordonnées sont aussi les lignes de la matrice des facteurs B = MU, avec 

B = ( b l  i 62 I . . .  i bq ),où chaque b" est vecteur propre de DplV = YX,  

Dp-normé à 1 (ou V-normé à fi,). 
On en déduit les représentations simultanées des modalités i du caractère 1 

et j du caractère 2. Dans le système des axes principaux d'inertie du nuage des 

profils fil;, i E [ml : 

-Les lignes de C (m x q) sont les coordonnées des modalités i, 

-Les lignes de B (p x q) sont les coordonnées des modalités j. 

L'égalité C = X B  s'écrit, pour chaque composante a : 

(l), i E [ml, a t [q], avec i i j  = 2 = fj/i 

La modalité i est donc représentée au barycentre des modalités j 

Ce résultat est visible au départ puisque la modalité j est assimilée à l'individu- 

variable j dont le profil est : (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0). On a donc pour chaque 



modalité i le profil : Xi = C:=l xjjej = C:=l fjli(O, ..., 1, ..., 0). 

La première expression valable dans toute ACP prend la forme barycentrique de 

la seconde dès que les xij, j E lp] constituent un système de poids, ce qui est le 

cas dans 1'AFC avec X i j  = fjli 

c) Comparaison avec les solutions classiques 

Les relations barycentriques exactes indiquées ci-dessus ne sont pas celles 

adoptées dans 1'AFC car on tient compte des relations symétriques obtenues dans 

1'ACP du second triplet qui donne : 

1 C'Y = C,"=l ~ j i b ' :  1 (2), j t [Pl, CI E [q], avec : 

j2 - f j  fà/i , 
cla vecteur propre de Y X ,  Dp-normé à fi,, 
6'" vecteur propre de XY, Dm-normé à 1. 

On a donc cla = .\/5;,ba et cff = t/rT,b'U, CI E [q]. Et comme il n'y a pas plus de 

ra.ison de prendre (1) ou (2), on choisit de représenter les modalités i et j soit avec 

cq et cl:, soit avec b': et bp, soit éventuellement une moyenne des deux. Dans 

les trois cas on a des composantes homothétiques sur chaque axe Au, avec des 

coefficients de proportionalité égaux à : fi,, 1, +(1+ fi,).c7est habituellement 

la première écriture qui est retenue avec les formules : 

la 1 
i E [ni], e t c  = - fij , C -ci , j E [pl ; CI t [q] 

f i a  f.j 

Dans les présentations classiques de I'AFC, ces relations se vérifient à condition 

de superposer les axes principaux d'inertie des deux ACP ce qui ne reçoit 

aucune justification précise (Bouroche, Saporta 1980). Ici, au contraire, ayant deux 

représentations simultanées des modalités i E [ml et j E [pl, il serait indiqué d'en 

faire une moyenne comme suggéré ci-dessus en troisième possibilité. On peut aussi 

adopter la première pour retrouver la présentation traditionnelle. 

Les résultats présentés en (1) et (2) sont exactement ceux que donne l'Analyse 

Canonique des tableaux des indicatrices des modalités des caractéres 1 et 2, soient 

XI et Xz. On verra (par exemple dans l'ouvrage cité ci-dessus) qu'il s'obtiennent 

au moyen d'une sorte d'artifice : On ne peut pas projeter les variables i et j (ici 

les indicatrices des modalités) sur le plan des variables canoniques (JI, J2) ou (DI, 

q 2 )  à cause de leur non centrage. On choisit donc de représenter dans l'espace 



des individus (et non celui des variables) chaque modalité comme barycentre des 

individus qui présentent cette modalité. Ce procédé est comparable à celui qui 

permet de faire figurer les variables de toute ACP dans l'espace des individus : 

"l'individu" vecteur unitaire ej de E est assimilable à la variable j et il donne sa 

direction dans E. 

conclusion 

Les propriétés de dualité permettent d'orienter l'espace des individus et ses 

plans principaux d'inertie par l'indication des directions des variables initiales 

Aej, j E J. Dans le cas de I'AFC, on obtient deux représentation simultanées 

des nuages des modalités, identiques à celles proposées par l'Analyse Canonique 

pour les indicatrices des modalités des deux caractères. Ainsi les représentations 

simultanées classiques avec ca et cla se trouvent justifiées. On pourrait aussi 

utiliser les ba et bta ou n'importe quel barycentre des ba et cQ pour positionner les 

modalités i du caractère 1, et le même barycentre des bfa et cla pour positionner 

les modalités j du caractère 2. 



ANNEXE II : L91ntrastructure Discriminante 

Nous allons montrer que l'Analyse Canonique Genéralisée (ACG) équivaut 

à la recherche d'une intrastructure par la méthode d'ACP d'un tableau moyen 

dans RP, exactement comme l'AFJ1. Les nuages ~k sont encore M-projetés sur 

le sous-espace engendré par les individus du tableau moyen et seule la métrique 

M est changée. Ce sous-espace coïncide avec le sous-espace engendré par les axes 

discriminants de l'Analyse Factorielle Discriminante. Ce dernier point a été montré 

par Casin (1985) et Turlot, Casin (1986). Ils ont introduit une intrastructure dont 

nous reprenons l'étude pour en préciser la formulation, les propriétés et les rapports 

avec les autres méthodes. Nous l'appelons Intrastructure Discriminante. 

Après avoir noté avec Saporta (1975) que 1'ACG s'obtient par 1'ACP du triplet 

[X, = ( X i  : - - .  i X, ) , v;;, Dl, Turlot et Casin montrent qu'elle équivaut 

à I'AFD visant à reconstituer le mieux possible les groupes d'individus de même 

indice quand on dispose les nuages Nk dans les sous-espaces orthogonaux RPk de 

RP. On peut alors définir une intrastructure en projetant les individus des nuages 

#k sur le sous-espace R S  engendré par les s (s 5 q = rangx,) premiers axes 

discriminants. 

Il est intéressant de préciser ces divers points. 

a )  L'Analyse Canonique Généralisée. 

L'ACG au sens de Carroll recherche les variables zJ, D-orthogonales dans Rn, 

qui maximisent successivement CkEK R2(zj, Xk) ,  j E [QI, où R2(zj, Xk) = RSk est 

le carré du coefficient de corrélation multiple entre zJ et les variables du tableau 

Xk. On a Rjk = cos2 Ojk, où Bjk est l'angle entre zJ et zi = ~ k z j ,  Pk désignant le 

D-projecteur dans F = (Rn,  D)  sur le sous-espace Fk engendré par les variables 

xi, j E Jk (La notation Pk de cette annexe n'a donc pas la même signification 

qu'au chapitre III). Pk étant idempotente et D-symétrique, on a : PkDPk = DPk. 

On en déduit : 

Les zi qui maximisent Ck Rjk sont donc les vecteurs propres successifs de la 

matrice P = Ck Pk = CkEK Xk(XkDXk)-'XkD associés aux valeurs propres 

positives décroissantes X j  avec Ck R : ~  = X j  (on suppose ici : rangXk = pk, 



k E K). P = WD = XH-'X'D pour I'ACP du triplet (X, H-',D) avec 

X = X , = ( X 1  : ... i X, ), et H-' = diag(V2)  (la notation diag(Vxx) 

désigne la matrice bloc-diagonale contenant en bloc k, la matrice de variances 

covariances des variables de Jk). Et comme les variables de 1'ACG ne sont définies 

qu'à un facteur près, on peut choisir comme variables canoniques les composantes 

principales obtenues dans 1'ACP du triplet (X, H - l ,  D) ce qui donne le tableau 

(n ,q) :  Z = C = X H V 1 U  = X B .  

U est le tableau (p, q) des axes principaux d'inertie v&-orthonormés, B(p, q) 

est celui des facteurs H-orthonormés et V-orthogonaux de normes A. 

Z = X B  s'écrit par blocs : Z = ( X i  i - .  . i X, ) 
... 

soit 2 = C = xk Ck avec Ck = XkBk (n,pk). 

On montre alors que zjk = ~ k z j  = X~C;  = X ~ X ~ B ~  ou encore Zk = CkA,  k E I<. 

On a aussi Z = Ck Ck = Ck ZkA-', ou dans une écriture classique : 

2' = + Ck.K 2;. j E [ql. 

On notera qui si tous les espaces Fk sont confondus les zi coïncident avec z j  et 

X j  = CkEK RSk = ml j E [q]. Nous qualifierons les zi de composantes canoniques 

et les 23 de variables canoniques. 

b) ACG e t  Analyse Factorielle Discriminante. 

L'ACG donne alors lieu à une interprétation en terme dlACP à condition de 

lui associer une Analyse Factorielle Discriminante. 

Soit X, le tableau des ~ k ,  k E I< empilés : 

Il réunit l'ensemble des nuages ~ k ,  k E K positionnés dans les sous-espaces sup- 

plémentaires orthogonaux de (RP, M). Pour reconstituer au mieux les n classes 

formés par les individus de même indice : {sr, k E K )  parmi les mn individus, 

1'AFD recherche un axe Aw de RP tel que pour l'ensemble des mn projections sur 



cet axe, on maximise la dispersion entre groupes (l'inertie inter Bw) et minimise 

la dispersion à l'intérieur des groupes (l'inertie intra Ww). 

Soient la métrique M dans RP,w le vecteur unitaire de Au , b = MW le 

facteur associé ; T, W et R les matrices de variances-covariances totale, intra et 

inter (le symbole R remplace l'habituel B qui désignera ici la matrice des facteurs). 

En supposant T et W inversibles, le problème s'écrit : 

Bw t) w - l ~ b =  Pb rnax - U rnax - ww a blWb 

u max b'Rb sous blTb = a 
b 

CL U T - ~ R ~ = X ~  (A=-) 
1 + ~  

Il existe donc trois ACP donnant les axes discriminants successifs : 

- les deux ACP du nuage des centres de gravité, donc du tableau compromis 

X, = Ck pkxk avec les métriques W-' ou T-', 

- 1'ACP du nuage de tous les points, donc du tableau ~ , ( r n n , ~ )  avec la métrique 

w- l .  

L'égalité T = R + W avec T = ~ ' D ~ Z  et R = XLDX,, s'écrit : 

L'AFD qui s'obtient par 17ACP du triplet (X,, T-' , D) est alors, dans l'hy- 

pothèse où les poids des tableaux sont égaux (pk = 5, k E K), identique (à un 

facteur ~ r è s )  à l'ACG, qui est, 1'ACP du triplet (x, H-l, D). 

c )  L'Intrastructure Discriminante. 

Comparons les résultats des ACP de ces deux triplets en notant les éléments 

calculés pour le triplet discriminant ( X p ,  T-', D), avec les symboles relatifs à 

1'ACP du triplet (X, H-', D) indicés par d. 



On a : Xp = $ X  et T-' = mH-l ===+ Wd = XpT-lX; = $W, Vd = $V, 

WdD = LWD na et T-lVd = AH-'V Ad = $A (pour tout X i ) .  Les 

facteurs discriminants b (notés bd) sont les vecteurs propres T-orthonormés de 

T-lVd = $H-'V et bSTbj = 1 b i E b d  = 1 3  bd = f i b  ou Bd = 

de même pour les composantes principales : 

Cette relation entre variables canoniques et position des individus compromis 

dans la base discriminante se double de relations entre composantes canoniques et 

intrastructure dans cette base. 

En effet soit Bd = f i B  la matrice des facteurs telle que Cd = XpBd. Elle 

permet de calculer les projections des nuages définis par ~ k ,  k E K sur la base 

discriminante avec ~k = ~ k ~ d ,  k E II, soit : 

L'AFD ainsi exposée, n'est rien d'autre qu'une méthode d7ACP du tableau moyen 

dans RP avec la métrique T-', exactement comme l'AFJ1 qui utilise la mé- 

trique M. 

Aussi avec le même argument que dans l'AFJ1 nous introduisons un facteur 

& dans l'intrastructure qui devient : x = C ;  ~k = m2kA-l , k E K. 

Résumé des propriétés de I'ACG et I'AFD 

En plus de leurs propriétés spécifiques, les variables canoniques de 1'ACG 

au sens de Carroll définissent une intrastructure des nuages ~ r ,  positionnés dans 

des sous-espaces supplémentaires de R P  : 

- les variables canoniques, assimilées aux colonnes du tableau C, donnent le 

positionnement des individus compromis (pour des poids égaux : pk = 5)' 
- les composantes canoniques zZI relatives au tableau X k  fournissent, au facteur 

$ près, les coordonnées des n individus du tableau Xk sur les axes h j ,  j E [ q ] ,  

de l'intrastructure. 

Sachant que les composantes canoniques sont déterminées à un facteur près, 

si on définit les composantes canoniques z i  comme les projections de zi sur F k  



multipliées par le facteur ", alors les composantes canoniques donnent exactement 

l'intrastructure recherchée. C'est 1'Intrastructure Discriminante. 

L'ACG est donc identique au problème de la recherche d'une Intrastructure 

Discriminante pour laquelle les individus de même indice sont regroupés le mieux 

possible autour de leur centre de gravité. 

d) Particularités de 191ntrastructure Discriminante. 

L'AFD contient cependant une subtilité non présente dans l'AFJ1. Elle est 

bien méthode du tableau moyen dans R P  muni de la métrique T-' au sens ou 

son intrastructure s'obtient par 1'ACP du tableau moyen avec ~- ' -~ro jec t ion  - 
des nuages Nk sur les axes principaux du compromis. Mais elle s'interprète dans 

l'espace EP = RP muni de sa métrique M comme projection du nuage compromis 

et des nuages fik sur les axes discriminants Auj, j E [q]. 

d l )  Qualité de la représentation du compromis. 

L'AFJ1 (resp. 1'ACG) s'obtient par 1'ACP du tableau moyen X p  avec la 

métrique M (resp. T-')  et les composantes principales donnent les coordonnées 

des individus compromis dans une base du sous-espace Eq de RP engendré par les 

individus compromis. 

Pour 1'AFJl cette base U est M-orthonormée et les cj sont les M-projections 

des n individus compromis sur les vecteurs u j  de la base, j E [q] .  

Pour 1'ACG et 1'AFD cette base U est T-'-orthonormée et les cj sont encore 

les T-'-projections mais ce sont aussi des M-projections sur les vecteurs wj, j E [q] 

formant une base 52 du sous-espace discriminant. 

Proposition 1.- Dans I'AFJI, la représentation du compromis dans I'àntras- 

tructure se fait avec une i.e.e. (image euclidienne équivalente) à celle de départ. 

De plus les premières composantes principales restituent le maximum d'inertie 

de cette image. 

i Notons Cr (n x p) la matrice de composantes principales Cr de l'AFJ1 

complétée avec des colonnes de O, Ü la base U complétée de vecteurs M -  

orthonormés pour former une base de RP. On a : .!?'MO = Ip + o ' ~  = 



fi-' j f i 0 ' ~  = Ip. Avec une écriture par blocs, on en déduit : UU'M = Ip = 

MUU' et C1:llp(?i = CIIqCI. Alors : 

Proposition 2.- Dans l'AGG, la représentation du compromis dans l'intras- 

tructure définit une i.e. non équivalente à celle du départ, car elle se lit avec la 

métrique I. On aurait une i.e.e. en prenant la métrique hf = U'MU. La base R, 

nommée Repère Discriminant, est MTM-orthonormale. 

i u étant une base T-' orthonormée de RP on a : 

Il y a donc équivalence des triplets : (X,, M, D)  et (C, hl, D) avec n/ = 

U'MU et donc pas d'équivalence - dans le cas général - des triplets (Xp, M, D)  

et (C, I ,  D). Cette dernière équivalence se vérifie si M = T-' et dans ce cas I'AFJ1, 

I'ACG et I'AFD sont équivalentes (par exemple si les variables de chaque tableau 

sont D-orthogonales, avec la métrique de 1'ACP normée, on a : M = T-l). 

On a les mêmes facteurs pour définir les T-'-projections sur U ou les M -  

projections sur R : T-'U = M a  = B. De B'TB = I on tire R'MTMR = I et la 

base R est MTM-orthonormale. Elle est aussi M-orthonormale par définition. 

d2) Qualité de I'intrastructure. 

Comme 1'AFD est une AFJl pour la métrique T-', on est sûr d'avoir une 

intrastructure inexacte, sauf pour des tableaux égaux, relativement à la métrique 

T-'. Cette propriété se vérifie encore dans l'espace E P  = (RP, M ) .  Nous nous 

contenterons de le vérifier dans un cas particulier. 

Proposition 3.- L'Intrastructure Discriminante de tableau2 proportionnels 

fait cotncider tous les nuages avec le nuage compromis : x = ~k = C, k E K .  

On a Xk = a t X  et Mk = Vkl, k E K ,  avec Ck a: = m. Soient V = X'DX 

et W = XV- lx ' .  On a : Vk = akv  et Wk = a 2 , ~ a ~ ~ v - l ~ '  = W, k E K .  

Tous les nuages sont confondus dans l'intrastructure puisque les Wk, k E K sont 

égaux. 



Cette proposition montre qu'à l'inverse de l'intrastructure de l'AFJ1, cette 

intrastructure dilate les petits nuages et réduit les gros. 

Elle illustre bien la propriété de 1'Intrastructure Discriminante de regrouper 

"le mieux possible" les individus 2; autour de leur compromis Z; sur les premiers 

axes. En résumé : 

Proposition 4.- 

P o u r  une famille de triplets indexés  (Xk, Mk, D),  k E K,  o n  a : 

1)  L ' A C P  d u  triplet (X, = X ,  V A ,  D )  qui donne avec les f i - p r o j e c t i o n s  des 

~ r .  e n  supplémentaires, deux  résultats indépendants des métr iques  Mk : 

- L'Intrastructure Discr iminante  x = C et  ~k = W k D C A - l ,  

avec W k  = X ~ V L ' X ~ ,  k E K .  

- L'Analyse Canonique Généralisée avec : 

Les variables canoniques : Z=C, 

les composantes canoniques : Zk = P k Z  = $ X ~ A  = I W k D C ,  k E K .  

2) Les équivalences entre les énoncés suivants : 

i )  Les sous-espaces Fk o n t  s directions communes ayJ,  j E [s] dans Rn. 

ii) Les s premières composantes canoniques sont  égales pour les diflérents 

tableaux : Z i  = ZS, k E K .  

iii)  V j  Jj [SI : X j  = m. 

iv)  S u r  les s premiers axes A w j  de I'Intrastructure Discriminante,  tous les 

individus z$ on t  la m ê m e  coordonnée : V j  E [s],Vi E I,Vk E K : ijk = 2;. 

Remarques : 

- Les axes Auj ne sont pas nécessairement des directions de grande inertie du 

nuage compromis : les Auj le sont pour la métrique v;;, les seconds pour la 

métrique M .  

- La base ( ~ j ) ~ ~ ( ~  est M et MVxxM-orthonormale. C'est le seul endroit où la 

métrique M intervient. 

- Si 1'AFJ parait inapplicable, cette méthode montre avec 1'ACG que des variables 

de grande norme dans F sont loin de la proportionalité, et avec 1'Intrastructure 

Discriminante, les individus éventuellement responsables de cette situation. En 

supprimant ces variables ou individus, on peut retrouver de bonnes conditions 

d'application de 1'AFJ. 



ANNEXE III : Analyse Procuste et AFJ 

Proposition .- Si la famille de triplets vérifie : Ci = CAk, k E K alors 

I'Intrastructure Equisecteur réalise l'Analyse Procuste Généralisée des tableaux 

X k .  Dans ce cas celle-ci acquiert la signification statistique de l 'AFJ en  plus de sa 

signification géométrique habituelle. 

Rappelons que le problème procuste généralisé pour m triplets (Xk, M, D), 

Ic E K avec Xk(n,p) et un système de poids pk, est de trouver des isométries 

Hl, HZ, . - - Hm de EP = (RF, M )  dans lui-même réalisant le minimum de : 

V(k,e) E K2  , on a : IIXkHk - xeHellzDM = I((Xk - ~ e ~ e H k ' ) H k [ 1 ; ~ ~  

= (IXk - X ~ H O H ~ '  . 
Prenons d'abord les tableaux C:(n,q) et l'espace Eq = (Rq, Iq). Pour 

minimiser S = Ck Ce PkPe))CiHk - CjHeIItID nous commençons par minimiser 

séparément chaque terme de la somme. Cela consiste à résoudre l'analyse procuste 

des 2 tableaux Ci ,  C: . On cherche donc l'isométrie Hke = H ~ H I ~ '  réalisant le 

minimum de : 

Le problème revient à maximiser t r a c e ( ~ i ' ~ ~ : ~ k ~ ) .  La s.v.d. permet d'écrire 

C:'DC~ = VAU' avec U(q, q), V(q, q )  orthogonales et A diagonale s.d.p. . Comme 

C Z ' D C ~  = diag(akjaejllcjl12), avec akjaej 2 0, on peut choisir U = V = Iq. Alors 

Hke = UV' = Iq est une solution cherchée. Elle est unique si rangci = qk = qe = q 

( Glaçon 1981). Les solutions Hk = He = Iq étant identiques pour tous les couples 

(Ic,!), on a bien la solution du problème procuste général (symétrisé). 

On a donc : 

Comme dans 171ntrastructure Equisecteur on a ~k = Ci,  k E K et que les triplets 

(Ci,  Iq,  D )  et (Xk, M, D)  sont équivalents on a aussi le résultat annoncé : 



Sous l'hypothèse considérée, AFJ et analyse procustéenne coïncident et 1'Intra- 

structure obtenue possède les propriétés liées aux deux méthodes : 

- la représentation simultanée respecte la règle de dualité pour laquelle chaque 

axe du sous-espace Equisecteur EE est associée à une seule direction dans 

l'espace F des variables. 

- la somme des carrés des distances entre individus de même indice est minimale. 



ANNEXE IV : Comparaison des  sous-espaces Compromis e t  Déformant 

Sous l'hypothèse de composantes proportionnelles : YI, = YAk, k E I<, la 

proposition 6 établit la coïncidence des sous-espaces Compromis E c  et Déformant 

ED. Donc l'initialisation de l'algorithme de I'AFJ par le tableau compromis C  
est optimale car il coïncide avec le tableau Cy des composantes principales de Y. 

Nous allons montrer que cette initialisation reste excellente pour les tableaux à 

composantes quasi-proportionnelles en distinguant deux cas. Dans le premier cas, 

on montre une très grande proximité de Ec et de ED, donc une trés grande 

ressemblance des deux tableaux C  et Cy précédents. Dans le second cas, on 

verra Ec s'écarter légèrement de ED. Alors 1'Intrastructure Compromis obtenue 

en projection sur Ec peut différer trés largement de 1'Intrastructure Déformante 

obtenue en projection sur ED. Cela n'empêche pas les tableaux C et Cy de rester 

suffisamment ressemblants pour que l'initialisation proposée soit excellente. 

Supposons que les tableaux soient à composantes quasi-proportionnelles. Pour 

simplifier les écritures, nous prenons les poids pk égaux et E P c  = EmQ . Considérons 

Emq = $Ek rapporté à la base ('i;!)jE[ql,kEK qui permet de définir le R.D. : 

{vj = f i C k E K p k a k j ' i ; i l  j E [ q ] )  . Dans E; on a Yk = Y A ~  + ~ k ,  k E IC, d'où le 

vecteur Qk donnant les coordonnées de l'individu i du tableau k dans la base (6:) : 

L'individu compromis est le 6 -barycent re  des y?, k E K, et Vi E I : 

Si les tableaux sont à composantes proportionnelles, on retrouve évidemment le 

résultat : Y = Y. Cette expression va surtout nous permettre de montrer que, 

selon la distribution des cik, les individus compromis Y; peuvent être plus ou 

moins proches de leur homologue de 1'Intrastructure Déformante : y; = Cj y;vj, 

i E I. On comprend ainsi pourquoi 1'I.C. peut être très proche ou très éloignée de 

1'I.D.. Cette différence tient à la distribution des &ik, alors que la différence entre 

I.D. et LE. tient à l'écart des coefficients akj à l'unité. 



a) Coïncidence du R.C. e t  d u  R.D. 

L'égalité (1) s'écrit : Yi = y, + Ck C .  'cikfi;, i E I, et on peut l'exprimer 
J fi 

dans une base de EmQ obtenue en complétant la base (vj) du sous espace Déformant 

ED par (m - l)q vecteurs orthonormaux notés : vk,, k E [ml - (1)' j E [q]. On a 

ainsi : 

V( i  , j , k) E I x [q] x K, supposons les 1ajkl suffisamment petits relativement à ly{l  
pour vérifier la relation : laikl < ~ly{l (par exemple, L = 10%). Dans une isométrie, 

le vecteur yi - yi conserve sa norme donc Ck C $ ( ~ i ~ ) '  = Ck Cj(aik) ' .  En 

supposant les laik 1 approximativement égaux entre eux, ainsi que les laikll, on 

obtient : 2 laik 1 < (Cette dernière hypothèse très grossière nous 

sert simplement à imaginer un des cas possibles). Les composantes y{ + ai1 de 

Yi sur (vj) diffèrent fort peu de celle de y;. Par ailleurs les yi admettent des 

composantes sur (vkj) de trés faible valeur absolue, et celles de yi sont nulles. 

Comparons maintenant les axes principaux d'inertie des nuages : {yi, i E 1) et 

{Yi, i E 1). Ces points ont pratiquement les mêmes q premières composantes et les 

yi ont en plus (m - l)q composantes très petites, ne donnant que très peu d'inertie 

au nuage compromis dans les directions de E P c  n'appartenant pas au sous-espace 

déformant ED. 

On voit donc la possibilité d'avoir les q premiers axes d'inertie des deux nuages 

pratiquement confondus : il y a quasi coïncidence du R.D.P. avec les q premiers 

axes du R.C. (mais ce dernier admet d'autres vecteurs). Il en résulte que I.D.P. 

et I.C. sont quasi confondues c'est à dire d'autant plus ressemblantes que les 1aikl 

sont petits et vérifient les hypothèses introduites. 

L'exemple des "cantons profils" du chapitre IV relève de ce cas. Il est 

important de noter que la ressemblance de l'I.C. avec 1'I.D.P. laisse entrevoir des 

cas où l'I.C. de l'AFJ1 (Statis, AFM) peut être presque exacte donnant ainsi un 

champ d'application à ces méthodes. Il suffit que les conditions précédentes soient 

remplies (coïncidence de 1'I.C. et de l'I.D.P) et que les cefficients akj vérifient : 

Ak z Iq, k E K (coïncidence de 1'I.D.P. et de l'I.E.P.). La condition : Yk = Y +ck 

avec des leik1 suEsamment petits et égaux entre eux, est donc suffisante pour avoir 

une I.C. exacte car eile est alors quasi identique à 1'I.E.P.. 



Nous allons maintenant examiner la situation parfaitement opposée et voir surgir 

de grosses différences entre I.C. et I.D.P.. 

b) L'effet P.L.M. 

Nous restons dans le cas des composantes quasi proportionnelles. Nous sup- 

posons encore : leik/ < ~lyi l ,  sauf pour un individu n E 1, pour lequel on a : 

- 31 E K, J E ~ J  > ~ J y k )  (par exemple : E:' = 0 .4Mq lyiI , L = IO%), et 
a 

- 3 j  > 1, lyhl = MF ly;). 

Supposons de plus que le nuage compromis est "long" avec I l y '  11 >> l l y 2 1 1  >> 
l l Y 3 ) 1  >> .. - de telle sorte que seuls les lefkl relatifs à la composantes y' ont une 

valeur non négligeable. Avant d'illustrer ces hypothèses sur un exemple, rappelons 

que Ck ckAk = O (Proposition IO), et montrons que : 

Lemme. Dans  l'écriture Yk = YAk + ~k les variables Y/, Y j  et ~ j k  sont 

centrées donc : ~ ~ ~ ~ ~ i e i ~  = O, j E [q ] ,  k E K .  

i On a Yk = CkQi et Y = CQk avec les variables Ck et C centrées (ce sont des 

composantes principales). Le vecteur de F ayant toutes ses composantes égales à 

1 étant noté l n ,  on a : C'Dl, = O j YID1, = QCID1, = O. Et de même pour 

Yk. Alors : &Dl,  = (Y; - AkY1)Dln = 0. 

exemple 

Une famille de 4 tableaux vérifie Yk = YAk (et même Ck = CAk sur la figure 

qui suit) sauf pour les individus 1 et 2 tels que : 

- y!k = aklY: + &ik,  i = 1,2 et k = 1,4 . 
-Y: =y: = MpxIy:I =25. 

-y: =15=MaxJy? )  et y: =2 .  
1 

En prenant a11 = a41 = 1, E:' = -et4 = -10, ef2 = E : ~  = O , on a bien 

xk ekAk = O. Pour vérifier les conditions précédentes, on choisit pour l'individu 

2 des &ik opposés aux &ik,  soit : si1 = -ci4 = 10, &i2 = 6i3 = O. L'égalité (1) 

appliquée aux individus 1 et 2 s'écrit : 
1 j k - k -  y1 = y1 + zk xj "j - y1 + +(-IO" + 106:) = - 5fii + 

y2 = y2 + 5c: - 5fi4. 

La figure 1 compare d'une part, les trajectoires théorique (Yki = KAk) et 

effective (Yki = KAk + ~ k j )  des points 1 et 2, d'autre part, les positions des points 

Yi et y,, i = 1'2. 
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Figure 1 : Position de l'axe Auz du Repère Compromis relativement à l'axe 

Avz du Fkpère Déformant. 

- -9 trajectoire théorique = akjy;). - trajectoire réelle. 

déplacements des points compromis y, de l'I.C. et de l'axe Auz relativement 

à leurs homologues de l'I.D. (ces déplacements se font essentiellement dans 

des directions orthogonales au plan Avl, Av2). 
. . 

On a ici : al1 = a41 = a22 = a32 = 1 ; al2 = a21 = 1.2 ; a31 = a42 = 0.75. 

Sur cet exemple qui caricature l'exemple 1 du chapitre IV, le déplacement des 

y, relativement aux yi (i = 1'2) peut avoir les effets suivants : 

- stabilité de l'axe 1 du fait que le déplacement y1 -+ yl est exactement l'opposé du 

déplacement y2 -+ y2 et que cet axe porte une grande inertie, avec une contribution 

des points 1 et 2 assez petite (moins de 20 %). 

- possibilité de déplacements importants de l'axe 2 surtout si le déplacement du 

point qz le laisse près de l'axe 1 alors que le point y1 en est très éloigné et contribue 

ainsi fortement à l'inertie de l'axe 2 (60% par exemple). Dans ce cas, le point yl 
entraine l'axe 2 dans les directions vers lesquelles il se déplace relativement à yl. 



L'axe 2 subit ainsi un déplacement vers les axes Aû: et AG; d'autant plus 

sensible que m est grand car cela augmente l'angle Bj entre chaque axe A$ et 

l'axe Auj associé (cos Oj = h a k j  et si tous ces axes sont proches de l'orthogonali- 

té, les projections sur Avj sont instables). Donc tous les points ayant de grandes 

composantes sur ces axes vont voir leur projection sur l'axe 2 contenir d'une part, 

la composante y? du point yi, d'autre part, une projection de la composante 

y!k comptée négativement si k = 1 ou positivement si k = 4. L'exemple des 

accidents (chapitre IV) montre parfaitement comment les composantes sur l'axe 

2 et surtout l'axe 3, contiennent une partie proportionnelle à la composante 1 du 

point considéré et nous précisons alors quels cik  vérifient les hypothèses requises. 

En revanche, cette disposition particulière des E { ~  modifie très peu le tableau 

compromis C qui sert à initialiser l'algorithme de 1'AFJ. En effet, seuls les points 

y1 et y2 ont été déplacés. Cela change légèrement la position de l'axe 2 (ou 3, ...) 

dans l'espace EPc mais très peu les coordonnées des points du nuage compromis 

dans le système de ses axes principaux d'inertie. 

Enfin, le cas général peut éventuellement être considéré comme combinaison 

linéaire des deux cas précédents et la conclusion sera la même : sous l'hypothèse de 

composantes quasi-proportionnelles, le tableau compromis C initialise l'algorithme 

de 1'AFJ le mieux possible du fait de sa stabilité même s'il n'y a pas exacte 

coïncidence des sous-espaces Ec et ED . 





ABREVIATIONS ET NOTATIONS UTILISEES 

1.- Abréviations. 

a) Les méthodes 

ACG Analyse Canonique Généralisée 

ACP Analyse en Composantes Principales 

AFC Analyse Factorielle des Correspondances 

AFD Analyse Factorielle Discriminante 

AFJ Analyse Factorielle conJointe 

AFJl Analyse Factorielle conJointe lère étape (cf AFM) 

AFJ2 2ème version de l'AFJ1 (cf Statis) 

AFM Analyse Factorielle Multiple 

Candecomp CANonical DECOMPosition 

IDIOSCAL Individual Differences In Orientation SCALing 

INDSCAL INdividual Differences in muldimensional SCALing 

Parafac PARAllel FACtor analysis 

STATIS Structuration des Tableaux A Trois Indices de la Statistique 

s.v.d singular value decomposition 

b) Les objets 

I.C. Intrastructure Compromis 

I.D. Intrastructure Déformante 

I.E. Intrastructure Equisecteur 

R.C.(P.) Repère Compromis (Principal) 

R.D.(P.) Repère Déformant (Principal) 

R.E.(P.) Repère Equisecteur (Principal) 

(s.)d.p. (semi) définie positive 

TCE(C) Tableau Conjoint Empilé multicentré (par défaut ou Centré) 

TCA Tableau Conjoint Aligné 

2.- Notations. 

a) Pour un tableau unique 

1, J ensembles des n individus et des p variables étudiés 

X ou X I J  tableau (n x p) des observations 

X ' transposée de X 



E = (RP, M)  espace métrique des individus, de dimension p, de métrique M 

F = (Rn,  D) espace métrique des variables 

D,  Pi métrique sur F assimilée à la matrice diagonale des poids pi 

des individus. D =diag(p;) 

M ,  (mj) métrique sur E assimilée à une matrice symétrique d.p. 

Si elle est diagonale, les m j  sont les "poids" des variables. 

In ou I matrice identité (n x n) 

Xi, X' ligne i, colonne j du tableau X 

xi = (Xi)' individu i considéré comme vecteur de E 

x j  = variable j considérée comme vecteur de F 

xi j-ième coordonnée de xi ou i-ième coordonnée de z j  

ou N nuage de E défini par les colonnes du tableau X' 

( e j ) i € ~  base canonique de E 

Aej axe de E engendré par ei 

(f " ~ E I  base canonique de F 

R7ej ) 
l'espace RP rapporté à la base (ej)iE J 

W = X M X '  matrice (n  x n) des produits scalaires entre individus 

V = X'DX matrice (p x p) des variances covariances 

4 le rang de X, V ou W 

Xj, A = n2 valeur propre de WD, matrice diagonale (q x q) des Xi > O décroissantes 

Eq, Fq sous espaces engendrés par les individus dans E, les variables dans F 

( ~ j ) ~ ~ [ q ]  vecteurs propres M-orthonormés de VM associés aux q premières 

valeurs propres. C'est une base orthonormale de Eq ,  Iq 

( j ) j E l  vecteurs propres D-orthonormés de WD associés aux q premières 

valeurs propres. C'est une base orthonormale de F Q ,  Iq 

U ( p  x q) matrice des vecteurs (uj)jE[ql 

I'(n x q) matrice des vecteurs (yj)jE[gl 

C = I'A tableau (n x q )  des composantes principales du triplet (X, M, D) 

( P D M  produit scalaire dans l'espace des applications linéaires de E* dans F 

b) Pour une famille de triplets indexés 

K ensemble des m situations donnant un triplet (Xk, Mk, D) ou (Xk, M, Dk) 

XIJK cube de données obtenu si Jk = J (ou Ik = I )  



x, ,  Xe le tableau conjoint aligné ( XI i . - . : X, ), ou empilé 
. . . 

[x:) x, 
k ,  k E K indice ou exposant de toute notation relative au tableau unique 

signifiant que l'objet est pris en situation k 

Pk poids des tableaux Xk  
Ep=(Rp, M )  espace somme directe orthogonale des E k  : p = x p k ,  M = diag(Mk) 

x k ,  N k  tableau(0 : ... i X k  i ... i O ), (n x p) qui définit f i k  

" (de f i k ,  ..) signifie "qu'on plonge" (ici le nuage Nk) dans EP 

^(de ~ k ,  ,.) signifie qu'on projette sur le sous espace de EP spécifique à la méthode, 

excepté pour C k  = Y ~ Q E  et C, qui sont des moyennes de î<ki ou p k  

( d e  Y, . précise qu'il s'agit d'un tableau moyen 

XP, r tableau moyen des x ~ ,  rangX, = r 

Wo, (Co, ho) le W du triplet (X,, M, D), et les éléments propres de WoD 

C = f iCo le tableau compromis (n x r)  

EC sous espace Compromis engendré par les individus moyens 

(uj)jE[d base orthonormale de Ec portant les axes principaux du nuage moyen 

4 q=sup(qk), (qk est le rang de Xk) 

( e i ) j T  le Repère Equisecteur (définitions 2 et 3) 

EE sous espace Equisecteur engendré par le Repère Equisecteur 

( V ~ ) ~ E [ T ]  le Repère Déformant (définition 7) 

ED sous espace Déformant engendré par le Repère Déformant 

(Yk, 1, D)  triplet équivalent au triplet (Xk, Mk, D), 

Yk contient les coordonnées de Nk dans la base (vj)jEITl 

Ak, akj matrice diagonale s.d.p (q x y) . Ak = diag(akj) 

Y, Ek matrices (n x q) telles que ~k = Yk - YAk et C 1 1 ~ k 1 1 ~  minimale 

Ek, EJ" espace Ek éventuellement complété à la dimension q, et $ EL 
E l ,  EmT sous espace de Ei de dimension q contenant Ekk , et $ E: 

ck le tableau Ck (n x qk), complété par q - q k  colonnes de O 

Cl le tableau Cç (n x qk), complété par q - qk colonnes de O, 

l'ordre des colonnes permet de vérifier C i  = CAk 

p k ,  pi le tableau CLDCA-' (qk x q), et Ci'DCA-l (q x q) 

Q, Qk, QE matrices orthogonales telles que : C = YQ, Ck = YkQk, C = YQE 

En annexe, on peut trouver des notations différentes, le sens en est alors précisé. 
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Résumé : 

Pour une famille de tableaux contenant les observations de différents pa- 

quets de variables quantitatives sur un ensemble d'individus, nous posons le 

problème du positionnement simultané des nuages d'individus, appelé problème 

de l'intrastructure. 

Nous définissons l'Analyse Factorielle conJointe (AFJ) qui, contrairement aux 

méthodes existantes, généralise l'Analyse en Composantes Principales (ACP) d'un 
t, tableau au cas d'une famille de tableaux. En effet, l'intrastructure contient une 

image euclidienne équivalente des nnages initiaux, et le positionnement simultané 

l respecte les règles de la dualité. 

Deux approches complémentaires sont proposées. Une définition géométri- 

que permet de présenter plusieurs méthodes dans un espace commun où elles 

apparaissent comme méthodes de projection sur tel sous espace, et ainsi d'étudier 

leurs relations. Une définition analytique conduit à un algorithme qui prouve 

I l'existence d'une solution et la détermine. 1 
Sur trois exemples nous comparons les résultats des différentes méthodes. 

Nous précisons également jusqu'à quel point ces méthodes sont utilisables pour 

positionner les individus, aa i s  aussi pour analyser les relations entre les paquets 

de variables ou entre les situations. 

l 

Mots clés : 

Compromis - Interstructure - Intrastructure - Indscal - Analyse 

Factorielle Miiltiple - Analyse Canonique - Analyse Procurxte - Com- 

posantes conJointes. 




