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INTRODUCTION 

Dans plusieurs phénomènes concrets où on peut observer des masses ponc- 

tuelles aléatoires, il arrive qu'on connaisse déjà un point du support du processus 

ponctuel. Il est donc naturel de supposer que ce processus se réalise autour de ce 

point et de définir son support S en coordonnées polaires par : 

S = { ( p ,  6) 1 O < 8 5 27r ; O 5 p < @(O); @(O) = @(27r)] 

@ est une fonction continue est strictement positive à estimer ; notons que S 

est non nécessairement convexe, mais simplement convexe étoilé et que ce modèle 

est moins restrictif comparé à celui étudié par Geffroy et Gensbittel, puisqu'on 

suppose que le processus ponctuel N est un processus de Cox. 

Dans le chapitre 1, on présente des résultats antérieurs sur l'estimation du 

support d'une loi de probabilité et d'un processus ponctuel. 

Dans le chapitre II, on suppose qu'il est donné n copies indépendantes 

Ni,. . . , Nn du processus de Cox N de support S défini en (1.1). Pour construire 

l'estimateur Qn de type histogramme de a, on partage le support S en k ,  secteurs 

et l'estimateur an est défini sur chaque secteur par le rayon du point le plus éloigné 

de la superposition Ni + . . . + Nn. La construction d'un tel estimateur est inspirée 

d'un article de Geffroy et de travaux ultérieurs de Gensbittel. On éta.blit d'abord 

une condition suffisante sur kn pour que l'estimateur an converge uniformément 

et presque sûrement vers @. Cette étude de la convergence est abordée avec un 

léger progrès car on suppose que l'intensité du processus ponctuel N peut-être 

arbitrairement petite au voisinage de la frontière du support S. Sous certaines 

conditions que doit vérifier l'intensité du processus ponctuel, on établit que la loi 

limite de Q, est une loi de Cambel dont le paramètre dépend de l'intensité du 

processus ponctuel et de a. 

Dans le chapitre III, on aborde le lissage de l'estimateur an par une fonction 

spline cubique périodique et aléatoire $, qui l'interpole au milieu de chaque 

secteur. L'existence et l'unicité de cette fonction $, sont établies à l'aide de 



méthodes voisines de celles utilisées par Berlinet dans l'estimation de la densité. 

La convergence presque sûre et uniforme de l'estimateur de type spline cubique $, 

est établie sous les mêmes conditions que dans le chapitre II. Enfin, on présente 

quelques expériences de simulation qui montrent que le choix d'un nombre de 

secteurs bien adapté n'est pas plus simple que pour l'estimation de la densité et 

qu'on ne pourra donner de résultat qu'en faisant des hypothèses sur la décroissance 

de la densité de la mesure aléatoire qui dirige le processus ponctuel de Cox N au 

voisinage de la frontière de S. 

Dans le Chapitre IV, on utilise un moyen classique d'optimisation des 

estimateurs fonctionnels, la minimisation de l'erreur quadratique intégrée, pour 

régler au mieux le choix optimal du nombre de secteurs de S. Pour rassurer 

sur la validité de la méthode, on commence par étudier un exemple simple et 

explicite dans lequel on suppose que le support du processus ponctuel est un 

cercle. Dans ce cas, en minimisant l'erreur quadratique intégrée, on trouve que le 

meilleur estimateur de type histogramme a, est obtenu pour k ,  = 1 : c'est-à-dire 

la plus petite circonférence enveloppant le nuage de points. Dans le cas général, 

on établit une majoration asymptotique de l'erreur quadratique intégrée et on 

présente quelques exemples de choix de k, optimal. A la fin de ce chapitre et dans 

le but d'étudier le comportement du k, optimal à distance finie et la robustesse 

de l'estimateur a,, on calcule l'erreur quadratique intégrée à distance finie dans 

un cas particulier et on étudie numériquement cette erreur quadratique intégrée. 

Dans ce travail, on n'a pas abordé le problème de la réduction du biais et 

l'étude des vitesses de convergence des estimateurs a, et Sn. Mais nous comptoils 

revenir sur ces questions dans un prochain travail. 



CHAPITRE 1 

RÉSULTATS SUR L'ESTIMATION DU SUPPORT D'UNE LOI DE 

PROBABILITÉ ET D'UN PROCESSUS PONCTUEL 

Ce chapitre est consacré à la présentation de quelques résultats sur l'esti- 

mation du support d'une loi de probabilité et d'un processus ponctuel. 

Dans le paragraphe 1, ces résultats sont présentés dans le cas où le support 

est supposé convexe. Par contre, dans le paragraphe 2 les résultats sont donnés 

dans le cas où le support est non convexe. 

1 - Résultats dans le cas où le support est convexe. 

On sait qu'en dimension 1, l'estimateur du support [a, b] d'une loi uniforme 

à partir d'un échantillon x = { x i ,  . . . , 2,) repose sur la statistique exhaustive 

(i:f x i ,  supxi). 
a 

En dimension supérieure à 1 et par analogie avec le problème en dimension 

1, on peut supposer que x = { x l l . .  . , x,) est un échantillon de la loi uniforme 

sur un convexe compact S et baser la construction de l'estimateur sur l'enveloppe 

convexe de l'échantillon qui est exhaustif. De nombreux auteurs se sont intéressés 

au calcul de l'espérance mathématique du nombre de sommets, du nombre d'arêtes, 

du nombre de faces, du périmètre et de la surface de cette enveloppe convexe. 

Les premiers travaux sur ce problème remontent à Reriyi et Sulanke [6] qui 

ont établi les résultats suivants : 

Théorème 1.1.- Soit (Pi) l<i<nun - - échantillon de n points qui obéissent à 

la m ê m e  loi de probabilité de support convexe et compact K de R2. Soit L le 

périmètre et F la surface de IC. S i  o n  désigne par Ln le périmètre et par Fn la 

surface de l'enveloppe convexe H ,  de l'échantillon alors : 



Tliéorème 1.2.- Dans  le cas où  II est  un carré de  côté a les espérances 

mathématiques E(Ln) et E(Fn) sont données par : 

D'après ces formules, o n  constate que L, et Fn sont  des estimateurs asymp- 

totiquement sans  biais. Mais à distance finie ils sont  biaisés et que le biais dépend 

d u  support K .  

On trouve un point de vue similaire dans un article de Efron [2] (1965). Cet 

auteur est parti d'un échantillon Wl, W2,. . . , WN de N points tirés selon une loi 

de probabilité F sur R2 et il a démontré les résultats suivants : si on suppose que 

r est une loi à symétrie sphérique et si on désigne par g2 et GZ respectivement 

la densité et la fonction de répartition marginales selon la direction de l'axe des 

abscisses, alors on a : 

Théorème 1.3.- S i  o n  désigne par : 

- VN le nombre  de sommets  ou  d'arêtes de l'enveloppe convexe HN de l'échan- 

tillon. 

- PN le périmètre de H N .  

- AN la surface de H N .  

- (Xi, Yi) et  (X2, Y2) les coordonnées des points aléatoires Wl et W2. 

alors o n  a : 



Les formules du théorème 1.3 sont particulièrement simples dans les cas 

suivants : 

le' cas : Si I' admet une densité circulaire et normale : g(x,y) = 

2 2rr exp{- $(x2 + alors : 

Ces quantités ne dépendent pas de p donc, si on pose ~ ( x )  = ( 2 ~ ) ~ ' ' ~  exp{-ix2) 

et @(x) = S:, p(y)dy, on a : 

2ième cas : Si I' est uniforme à l'intérieur du cercle de rayon 1 alors : 

(-1 < P S I )  

ailleurs 

~ + $ ( p ~ ~ + s i n - l ( p ) )  s i O < p < l  

Gz(p)= 1 s i p i 1  

1 - Gz(-P) i2 s i p < o  

et par conséquent on a : 

si on remplace ces quantités dans les formules du théorème 1.3., on obtient : 



Il est à noter qu'en dimension 3, Efron a établi des résultats similaires. 

En 1965, Raynaud [5] a étudié dans Rn le problème général suivant : étant 

donné un nuage DN de N points pris au hasard dans Rn, les N choix aléatoires 

sont indépendants les uns des autres et sont effectués suivant une même loi L, 
comment se comporte l'espérance mathématique E$ du nombre des points du 

polygone d'appui ou de l'enveloppe convexe H$ de ce nuage quand N tend vers 

l'infini ? 

On appelle polygone d'appui de DR, le plus petit polygone convexe contenant 

tout le nuage. Un point M du nuage sera dit sommet du polygone si et seulement 

si il existe au moins (n - 1) autres points du nuage tels que, si l'on fait passer lin 

hyperplan par M et par ces (n - 1) autres points du nuage, les ( N  - n) points du 

nuage restants se trouvent tous d'un même côté de l'hyperplan. Pour répondre à 

la question précédente, Raynaud a établi les résultats suivants : 

Tliéorème 1.4.- S i  le tirage des points se  fait su ivant  u n e  probabilité 

un i fo rme  d a n s  la boule de rayon  uni té ,  alors : 

e 
o ù  Bp = 2+ 

p V 2 ) .  

Ce résul ta t  se  généralise S O U S  la f o rme  su i van te  : 

Tliéorème 1.5.- So i t  3 u n  domaine  f e rmé ,  s t r ic tement  convexe,  dé l imi té  

par une  var i é t é  deux fois con t inûmen t  différentiable plongée dans  Rn, définie e n  

tou t  point par  la donnée de ses rayons de courbures principaux, si  : 

- C désigne  cette variété différentiable (d 'é lément  da)  

F la m e s u r e  de Lebesgue à l 'intérieur d e  cette variété 

- RI , .  . . ,Rn les rayons de  courbure principaux e n  u n  point M ,  (Yi, VM,Ri(M) > 

0) 

ke t irage a u  hasard des N points se  fait d 'une  façon un i fo rme ,  à l ' intérieur de 

cette var ié té ,  o n  a : 

du 
quand N -i m 



avec 

Théorème 1.6.- S i  la loi de probabilité L est une  loi normale,  alors o n  a : 

EN 2 n n - * ( ~ ~ g  N)* quand N + m. 

Ce résultat es t  valable e n  particulier pour u n e  loi normale sphérique (c'est-à-dire 
-cz: 

avec une  distribution de la forme n-($)e ) et  nous  permet d'en déduire le 

Théorème 1.7.- La distribution des s o m m e t s  du polygone d'appui d 'un 

nuage de N points tirés a u  hasard dans Rn, indépendamment  les uns  des autres 

et suivant la m ê m e  loi de Gauss : 

converge - quand N tend vers l'infini - vers u n  processus ponctuel de Poisson 

homogène sur  la sphère de centre l'origine e t  de  rayon et de densi té  

moyenne  finie 

(nn)-fr 2n-1 
d =  n - l  points par u n i t é  de surface. 

a y n ( S )  

En 1977, Ripley et Rasson [7] ont étudié le problème suivant : soit m la mesure 

de Lebesgue sur R 2 ,  V l'ensemble des domaines compacts et convexes de R 2  et de 

mesures positives et x i , .  . . , X N  la réalisation d'un processus de Poisson homogène 

sur un domaine D E V. Comment estimer D ? 

Puisque le processus est homogène alors ; conditionnellement à N ; xi , .  . . , XN 
sont distribués d'une façon indépendante et uniforme. 

Si on pose x = (xi , .  . . , X N )  et si on désigne par H(x) l'enveloppe convexe du 

nuage des points, alors H(x) est une statistique exhaustive et un estimateur du 

maximum de vraisemblance de D dans le modèle paramétrique {PD ; D E V} car : 

PD(,) = l o ( x )  - m(D)-N = l ~ ( H ( x ) )  - r n ( ~ ) - ~ ,  mais H(x) est un estimateur 

biaisé. 



Pour estimer D, Ripley et Rasson ont établi les résultats suivants : soit g ( D )  

le centre de gravité de D  pour la mesure m et s ( D )  = D  - g ( D )  le domaine centré. 

Soit VN+1 (resp. V N )  le nombre de sommets de l'enveloppe convexe du nuage 

X I )  . , . , X N + ~  (resp. du nuage X I ,  . . . , XN). 
Pour estimer s ( D )  on a : 

Tliéorème 1.8.- Le domaine centré s (D)  est es t imé par C  . s ( H ( x ) )  avec : 

- s i  m ( D )  est connue C  = 

- si m ( D )  est inconnue alors un est imateur  sans biais de m ( D )  est 

n z ( H ( x ) ) / [ l  - E(VN+1)/N + 11 avec E ( V N + ~ ) / N  + 1  qui est es t imé avec u n  

léger biais par et C  est estimée par [1 /[1  - E(VN+1)JN + 1 1 1 ~ ' ~ .  

g (D)  est es t imé par g ( H ( x ) )  e t  f inalement l'estimateur proposé par Ripley et 

Rasson de D  est  : 

g ( H ( x ) )  + C .  s ( H ( x ) )  

o ù  C est déterminée par le théorème 1.8. 

L'estimateur proposé par Ripley et Rasson est une dilatation homothétique 

de l'enveloppe convexe de l'échantillon autour de son centre de gravité. 

En estimation D  de cette façon, Ripley et Rasson récupère une sorte de non 

biais car E [ m ( C .  s ( H ( x ) ) ) ]  = m ( D ) .  

Justification : P { x N + ~  est un point extremum de H ( x i , .  . . , X ~ + ~ ) / X )  = 1  - 

donc P { x N + ~  est un point extremum} = l-E[m(H(r))l  et par conséquent : 
m ( D )  

N+1 
E ( V N + ~ )  = P{x i  est un point extremum) = (N + 1)  

i= 1 

d'où : 

E [ m ( C .  s (H(x ) ) ) l  = C Z E [ m ( H ( x ) ) l  

= [ l / [ l  - E(VN+I ) / N  + 1I]E[m(H(x ) ) ]  = m ( D )  

2 - Résultats dans le cas où le support est non convexe. 

En 1964 et simultanément avec Renyi et Sulanke, Geffroy [4] a étudié le 

problème suivant : soit (Xi, K)isi<, - un échantillon de n points qui obéissent à la 



même loi de probabilité de support D = {(x, y) E R2/0 5 x 5 1 ; O < y < f(x)) 

où f est une fonction continue à estimer. 

Cet auteur a construit un estimateur de f de la façon suivante : si on partage 

D en k, sous domaines Dkn,,(r = 1,.  . . , k,) par des parallèles à oy équidistantes 

avec(k,) une suite d'entiers positifs qui tend vers l'infini avec n. Si on désigne par 

In,, l'ensemble des indices des points de l'échantillon qui appartiennent à Dkn,, et 

si on pose : 
Un,, = SUP (Yi) si In,, # 0 

i € I n , ,  

un,, = O si In,, = 0 
alors l'estimateur f, de f est défini par : 

r - 1  r 
fn(x)=Un, ,  pour XE[-,-[ ( r = l ,  . . . ,  k,) 

kn kn 

Pour l'efficacité de cette estimation dans la topologie de la convergence uniforme 

sur [O, 11, Geffroy a établi les résultats suivants : si on désigne par p(x, y) la densité 

de la loi de probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue de R2 alors on a : 

Théorème 2.1.- S'il existe deux constantes positives A et B telles que 

une  condition nécessaire et s u f i s a n t e  pour que f, converge un i formément  vers f 

e n  probabilité est que : 

k, = o(n/ Log n) quand n 4 oo . 

Théorème 2.2.- Lorsque f, converge un i formément  en probabilité vers f ,  

cette convergence est  presque complète. 

Dans l'hypothèse où d(f,, f )  converge vers O, Geffroy a cherché la loi limite 

de d(f,, f )  en procédant par ordre de complexité croissante et en examinant les 

trois cas suivants : 

le' cas : f et cp constantes. 

Si on pose 2, = - Un,,) où MknS7 est le maximum de f(x) 

sur [?, 2 [ alors on a : 



Théorème 2.3.- Supposons que l 'on ait  p(x, y) e c et f(x)  = $, o ù  c est 

u n e  constante positive, et que k, = o(n/Logn). Dans ces conditions, la variable 

aléatoire 2; = "2, - -CI admet  une  loi-l imite qui est la loi de Gumbel ayant  k" 

pour fonct ion de répartition e~p( - e -~" ) .  

Dans ce premier cas 2, = d(fn, f )  donc e d (  f,, f )  - admet pour loi- 

limite la loi de Gumbel de f.d.r. exp(-ecz). 

2ième cas : f variable, cp constante. 

Dans ce cas on a : 

Tliéorème 2.4.- Supposons que l 'on ait cp(x, y )  = c (constante)  V(z, Y) E D,  

que f soit lipschitzienne d'ordre y ,  et que k, = o(n/ Log n). Dans ces conditions,  

s i  l'on a n'l'+y = o(kn), la variable aléatoire Zn = c Z n  - admet  u n e  

loi-limite qui  est  la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition ex~( - e -~ ' ) .  

Dans ce deuxième cas P{d(fn, f )  = 2,) -+ 1 quand n + cc donc la variable 

aléatoire 2 d ( f n ,  f )  - -CI admet pour loi-limite la loi de Gumbel de f.d.r. 

exp(-e-"). 

3ième cas : f et cp variables. 

Dans ce cas on a : 

Théorème 2.5.- Supposons que f et  cp soient respectivement l ipschitziennes 

d'ordre y et 6 ,  et qu'il eziste deux constantes positives A, B telles que A < cp(x, y )  5 

B V(x, y )  D. S i  k, vérifie k, = o [ n / ( ~ o ~ n ) ' + ' / ~ ]  et n1f'+7 = o(kn) la variable 

2, admet  u n e  loi-limite d u  type Gumbel. 

Plus précisément, considérons la variable Zn définie par : 

où (Y, = % et B, est la solution de l'équation : 

quand n croît indéfiniment, 2; converge vers la variable aléatoire de Gumbel ayant 

pour fonction de répartition exp(-e-"), où c = infoSzli cp(x, f (x)). 



Dans ce troisième cas, on a aussi P{d(fn, f )  = Zn) + 1 quand n + m donc 

la variable aléatoire e [ d ( f ,  f,) - P,] admet pour loi-limite la loi de Gumbel de 

f .d.r. e~p ( - e -~+) .  

Tous ces résultats ont été prolongés en 1979 par Gensbittel [3] au cas d'un 

processus ponctuel de Poisson. Le  travail que nous présentons dans  les 

chapitres qui suivent t rouve ici son origine. 

En 1976, Chevalier [l] a établi le résultat suivant : soit (R,d) un espace 

métrique, A la tribu borélienne associée, P une probabilité sur (O, A) de support 

IC et P, la probabilité inférieure associée à P. Soit (Xi)i5iln un échantillon d'une 

variable aléatoire X de loi P. 

Si oii suppose que : 

- R est localement compact à base dénombrable, 

tout ensemble borné de (Q, d) est relativement compact, 

- pour tout x E fi et tout E > O, on a : P[{M 1 d(x, M )  = E ) ]  = O c'est-à-dire 

que P ne charge pas les frontières de la boule de centre x et de rayon E .  

K et &-convexe c'est-à-dire que K est égal à son enveloppe &-convexe I<(E) = 

(((I<")C)")c (où B e  = {x/d(x, B) < E ) ) .  

Si on pose pour tout E > O et fixé : 

alors on a : 

Tliéorème 2.6.- L'estimateur Hk converge p.co. vers Ii' c'est-à-dire : 

C(1 - P,(K-, c H ,  c K")) < +cm où K-, = {x/d(x, I?) 2 E ) .  
n 

Pour estimer des supports non E-convexes, Chevalier a utilisé des sous- 

ensembles de R dont le diamètre tend vers O avec $ et il a construit des estimateurs 

du support K par deux méthodes que Gensbittel a prolongé en 1979 au cas d'un 

processus ponctuel et que l'on va présenter maintenant. 

Soit N un processus ponctuel sur un espace métrique séparable (X, d), X la 

fonction d'ensemble sous-additive : X(A) = P(N(A) > O) et S = {x E X 1 



VA ouvert, x E A,X(A) > O) le support de N .  Soit N n  = Ni + ... + Nn une 

superposition de processus ponctuels indépendants et de même loi que N .  

On dit que N est à accroissements anticorrélés si, pour tout entier positif k 

et pour toute famille ( A l , .  . . , Ak) de boréliens bornés deux à deux disjoints on a : 

p ( n : , , i ~ ( ~ ~ )  > 0 ) )  I II,"=, wj). 
On dit que N possède la propriété (H) si, pour tout n E N*, la superposition 

N n  est à accroissements anticorrélés. 

- Méthode des partitions. Cas  d'un support  compact. 

On suppose ici que S  est compact et que l'on dispose, pour tout entier positif 

n, d'une partition (Xn,i)iEFn de X ,  où F, est un ensemble dénombrable. 

Pour tout n E N* et pour tout i E F,, on pose : 

6,+ = diamètre de X,,i 

6, = sup on supposera que : lim6, = O 
iEFn n 

Pour tout n  E N*, on pose : 

m ( n ) =  inf X(X,,i) 
X n , i C S  

M ( n )  = SUP X(Xn,i) 
xn, ics  

1, = { i  E Fn/3 j ,  1 5 3 5 n  : N j ( X n , i )  > 0) 

Gensbittel a établi les résultats suivants : 

Théorème 2.7.- S i  S est  d' intérieur n o n  vide et si N vérifie la propriété 

(H), u n e  condi t ion  nécessaire pour que H,  converge vers S e n  probabilité : 

VE > O,  lim, P,(S-, C H, C S E )  = 1  (resp. presque complè t emen t  : VE > 0, 

C,,(l - P,(S-, C H ,  C S E ) )  < +CO) est  que la su i te  W ,  = (1  - M(n)) , /M(n)  

tende vers O avec (resp. que la série de t e r m e  général W ,  soi t  convergente). 

Théorème 2.8.- S i  le processus ponctuel N  possède u n e  mesure  moyenne  p  

définie par : pour tou t  borélien A  inclus dans S ,  p(A)  = E ( N ( A ) ) ,  u n e  condition 

su f i san te  pour que H ,  converge vers  S e n  probabilité (resp. presque complè t emen t )  

es t  que la su i te  WA = (1  - m(n))n/rn(n)  t ende  vers O avec (resp. que la série 

d e  t e rme  général WA soit  convergente).  



- Méthode des partitions. Cas général. 

Dans ce cas où S n'est pas compact, on suppose que X est séquentiellement 

compact, et on désigne par K = (I<n)nEN* une suite croissante de compacts 

tendant vers X .  

On pose de même, pour tout n et pour tout i E F, : 

Sn,; = diamètre de X,,; 

Sn = sup iî,,; 
iEFn 

on pose pour tout n E N* : 

m(n) = inf X(Xnj i )  
x n , i C S ( , )  

M ( n )  = SUP X(Xn,i) 
X,,iCS(,) 

In = { i  € Fn/3j, 1 5  j 5 n : Ni(Xn,;)  > O) 

Gensbittel a établi les résultats suivants : 

Théorème 2.9.- S i  N vérifie ( H )  et s i  S est d' intérieur non-vide, u n e  

condition nécessaire pour que H ,  converge vers S suivant Ii e n  probabilité (resp. 

presque complètement)  est que la suite W ,  = ( 1  - M ( n ) ) n / M ( n )  tende vers O avec 

2 (resp. que la série de t e rme  général W ,  soi t  convergente). 

La convergence en probabilité de H,  vers S suivant K signifie : 

et la convergence presque complète de H, vers S suivant K signifie : 

OC> 

vc > O : C{1- P*(S(,)-& CH; CS?,))} < Soo.  
n=l 

Théorème 2.10.- Une  condition s u f i s a n t e  pour que H ,  converge vers  S 

suivant K e n  probabilité (resp. presque complètement)  est  que la suite W,!, = 

vn( l  - rn(n)), tende vers O avec (resp. que la série de t e r m e  général Wn soi t  

convergente), o ù  un est définie par : un = card{i E F,/X,,i C K,}. 



- Méthode des boules ouvertes dans RS. Cas  d'un support  compact. 

On considère ici X = RS, muni de sa distance usuelle. 

On désigne par ( p n ) n E N *  une suite de réels positifs tendant vers O avec :. 

On désigne par ( p k ) n E N *  et deux suites de réels ~ositifs vérifiant : 

de sorte que toute boule B ( x ,  p,) contienne une boule B ( y , p ' , )  dont le centre 

soit sur le réseau R ( E , )  des points de RS dont les coordonnées sont des multiples 

entiers de E,. 

On pose pour tout p  > O et pour tout n E N* : 

Tliéorème 2.11.- S i  S est  d'intérieur non-vide et si N vérifie (H) ,  ,une 

conditior~ nécessaire pour q?~e  H ,  converge vers S e n  probabilité (resp. presque 

complètement)  est que la suite Zn = ( 1  - L ( P , ) ) ~ / L ( ~ , )  tende vers O avec 

(resp. que la série de terme général Zn soit convergente). 

Tliéorème 2.12.- S i  le processus ponctuel N possède une  mesure moyenne ,  

u n e  condition su f i san te  pour que H ,  converge vers S e n  probabilité (resp. presque 

complètement)  est  que les suites ( p k ) , , = ~ *  e t  ( E , ) , ~ N *  vérif iant : V n  E N* P L  + 
& , f i 1 2  < p,, puissent être choisies de sorte que la suite = ( p , / ~ , ) " ( l  - 

t ( p k ) ) n / t ( p ' , )  tende vers O avec 6 (resp. que la série de t e r m e  général Z; soit  

convergen-te). 

Dans le cas général et en supposant que l'on dispose d'une suite croissante 

K = ( I ( n ) n E N *  de compacts tendant vers X,  Gensbittel a établi des conditions 

nécessaires et suffisantes pour que l'estimateur de S converge en probabilité et 

presque complètement vers S. 
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CHAPITRE II 

C a k i ~  du C.E.R.O., V o h e  31, nad 3-4, 1989 
NeuvL8me Renconthe Filanco-Beîge de SxXthXcien.6 

ESTIMATING THE EDGE OF A COX PROCESS AREA 

P. JACOB and H. ABBAR 
Un ive rs i te  des Sciences e t  Techniques de L i l l e  Flandres A r t o i s  

L e t  the  domain of a Cox p o i n t  process be a subset o f  IR' de f ined  i n  p o l a r  coordinates 

by S = {(P. 8 )  / O < Q a @ ( e ) ;  O 9 Zn). This paper i s  devoted t o  the es t ima t ion  of the 

f u n c t i o n  4 .  

The problem o f  es t ima t ing  the domain o f  a po in t  process o r i g i n a t e s  i n  t h a t  o f  f i nd ing  

the suppor t  o f  a p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n ,  g i ven  a sample. I n  many papers, the i n t e r e s t  i s  

focused on the convex h u l l  o f  the random se t  o f  po ints .  The o r i g i n a l  idea dates back t o  RENYI 

and SULANKE [131. A s i m i l a r  p o i n t  o f  view can be found i n  EFRON [31, RAYNAUD [121, FISCHER [41. 

La te r ,  GUILBART [71  s e t t l e d  the  quest ion o f  the c o n t i n u i t y  of the a p p l i c a t i o n  which associates 

any d i s t r i b u t i o n  t o  the convex h u l l  o f  i t s  support.  For a Poisson p o i n t  process, the estima- 

t i o n  o f  the edge o f  the convex domain was s tud ied  by RIPLEY and RASSON [141. 

2 Simultaneously w i t h  [131,  GEFFROY considered a p lanar  domain S = I ( x , y )  E R /O < x < 1; 

O < y  < f ( x ) l  and ptoposed an est imator  fn o f  the func t ion  f. based upon the extrema po in ts  o f  

the sample i n  each ce11 o f  a p a r t i t i o n  o f  S. Necessary and s u f f i c i e n t  cond i t i ons  fo r  fn  to  be 

consis tent ,  and the l i m i t  d i s t r i b u t i o n  were g i ven  i n  [61. This  has been extended t o  Poisson 

p o i n t  processes i n  an unpublished work o f  GENSBITTEL i51. Fu r the r  developments may be found i n  

BOS0 i l 1  and i n  JACOB [ I l l .  I t  i s  worth n o t i c i n g  the paper of CHEVALIER i21, whose methods. 

though d i f f e r e n t .  a l so  genera l l y  make no convexi ty  assumption. The present  work i s  a c t u a l l y  a 

d i r e c t  descendant o f  i61. 

I n  var ious concrete circumstances. the  domain o f  the p o i n t  process o f  i n t e r e s t  contains 

a known p a r t i c u l a r  po in t .  . A t y p i c a l  instance i s  provided by the geographical l o c a t i o n  o f  

c u s t m e r s  around a supetmarket. Fo r  t h i s  k i n d  o f  phenornenon. i t s  seems reasonable t o  use a 

p o i n t  process N w i t h  values around an o r i g i n  0. and i n s i d e  a star-shaped domain S def ined i n  

po la r  coord inates through an unknwn continuous func t ion  O : 

AM$ 1980 Subject  C l a s s i f i c a t i o n  : 60655 - 62605 

Key words and phrases - Cox p o i n t  process, suppor t  o f  a measure, domain o f  a p o i n t  process, 
Gumbel d i s t r i  but ion.  



Further  examination o f  the  previous example i n d i a t e s  t h a t  the  p o t e n t i a l  customers do 

no t  have the same behaviour on two d i f f e r e n t  days o f  the week, o r  on two d i f f e r e n t  per iods o f  

the  month; moreover t h i s  mean behaviour can be d i rec ted  by random circumstances. such as t h e  

weather, o r  adver t i s ing  by o the r  supermarkets. Nevertheless. i f  t h i s  mean behaviour i s  suppo- 

sed t o  be given. i t  seems sound t o  neglect  the poss ib le  i n t e r a c t i o n s  between customers i n  

comparison w i t h  t h e i r  own persona1 mot ivat ions.  I f  one agrees w i t h  t h i s  empir ica l  analys is ,  one 

can f i n d  i t  natura l  t o  suppose t h a t  N behave as a Cox p o i n t  process. 

A l te rna t i ve ly .  a  Cox p o i n t  process has a h igh l e v e l  o f  g e n e r a l i t y  among the p o i n t  pro-  

cesses on a plane, and thus i s  mathemat ica l ly  i n t e r e s t i n g  by i t s e l f  ! 

Let  8 be the r i n g  o f  bounded Borel sets o f  R ~ ,  and E the s e t  o f  d i s c r e t e  measures. 

having non negative in tegers  as valued on 8. On E we de f ine  the a - f i e l d  E generated by the  coor- 

d ina te  mappings 

where B ranges over 8. I t  i s  known ( [a] )  tha t  E i s  a l so  the Borel O - f i e l d  o f  1 i n  the vague 

topology, but  t h i s  i s  o f  no i n t e r e s t  here. 

A po in t  process i s  an 1-valued random var iab le  N on some p r o b a b i l i t y  space (n, F. P). 
For each B E 8, N(B) i s  then an in teger-va lued random var iab le  on (n, F, P ) .  The set  f u n c t i o n  u 

i s  c a l l e d  the i n t e n s i  t y  o f  N. If, fsr each B E B. N(B) has a f i n i t e  expectat ion,  the Radon 

measure II i s  c a l l e d  the mean measure o f  N. As i n  B I ,  the ze ro -p robab i l i t y  func t iona l  o f  N 

i s  the mapping Z 

The domain o f  N i s  the se t  S. which i s  the smallest closed se t  F such t h a t  Z ( R ~  - F) = 1. I f  

N has a mean measure the domain o f  N i s  a lso the support o f  U .  

N i s  a  Poisson process w i t h  mean measure u if. whenever Al, . .. . Ak E 8 are d i s j o i n t .  

t he  random var iab les N(A1), . . . . N(Ak) are independent. and if f o r  each A E 8, N(A) has a 

Poisson d i s t r i b u t i o n  w i t h  mean u ( A ) .  



Now, l e t  I( be the set  o f  p o s i t i v e  Radon measures on I R C ,  and M the c - f i e l d  generated 

by the coord inate mappings : 

n .-. R+ = [O, .)0>[ 

m  m(B). 

A random measure i s  a  M-valued random v a r i a b l e  M on (n. F, P) 

N i s  a  Cox process d i r e c t e d  by M i f ,  cond i t i ona l  on iM = p l ,  N i s  a  Poisson process 

w i t h  mean measure u. I t  should be noted t h a t  the ze ro -p robab i l i t y  func t iona l  o f  N i s  then 

( t91)  : 

We assume i n  the sequel t h a t  we are g iven i . i . d .  copies N1. . .., Nn o f  a  Cox p o i n t  pro- 

cess N w i t h  domain o f  the form (1.1) .  We consider a  sequence k  = kn o f  in tegers and f o r  

r E i l ,  ..., k ) ,  we in t roduce the fo l l ow ing  no ta t ions  : 

on,, = ((p,e) E S  i e  E In,,} 

Mn,r = SUP ( $ ( O )  / 8 E In,r) 

m = i n f  ( ~ ( 8 )  / e E In,,). 
n,r 

For each w E n, S: i s  the d i s c r e t e  support of N: t . .. + Ni, and s:,~ = S: il Dn,r : the e s t i -  

mate $:(e) o f  $ (e )  i s  now def ined on each ce11 In,r by : 

u:,, = max (p  / (pie) E if Sn,, # 0 (2.10) 

Our aim i s  now t o  prove the  almost sure convergence o f  

i n  the most general framework. and t o  f i n d  the l i m i t  d i s t r i b u t i o n .  

3. CONVERGENCE OF THE ESTIMATOR 

I n  t h i s  section, some S ~ O t h n e s S  assumptions are requi red about the Cox process N; 

namely, the d i r e c t i n g  random m a s u r e  M i s  supposed t o  be absolute ly  continuous w i t h  respect  

t o  the  2-dimenslonal Lebesgue measure A .  We a l s o  assume the ex is tence o f  a  continuous ve rs ion  
dM o f  the  random func t ion  g  = , s t r i c t l y  p o s i t i v e  on i n t ( S )  . 

Theohem 3.1. Under the above assumptions. l e t  : 

( i )  kn -r w and ( i i )  kn = o ( n  / Log n). Then An -r O almost su re ly .  



PROOF. Let  O < c < 1 be a r b i t r a r y  at:d consider 

I f  the ser ies r an converges, i t  f o l l o w s  from the Bore l -Can te l l i  l e n a  t h a t  f o r  a l 1  n  la rge  

enough : 

max (Mn,. - Un,,) C ( 1  - c )  sup f + ( e ) l ,  a.s. 
r e  

(3.2) 

By the t r i a n g l e  inequa l i t y ,  we o b t a i n  : 

I n  view of (3.2) and the c o n t i n u i t y  o f  +. t h i s  impl ies : 

O < l i m  sup A,, < ( 1  - c)  sup ( ~ ( e ) } ,  a.s. 
n  

Th is  being t rue f o r  each O < c  < 1 ,  we f i n d  l i m  An = O ,  a .s .  

n  
I t  i s  therefore enough t o  prove t h a t  1 an < + m. F i x  O < c  < ri < 1 ,  and de f ine  : 

n  

Then, i n  view o f  (2 .5 ) .  the f o l l o w i n g  i n e q u a l i t i e s  hold : 

Next, consider the random var iab les 

Xn = i n f  (g(p,e) 1 (p,e) E A,,,; r = 1, ... , k )  (3.7) 

By the con t inu i t y  o f  O, we have u A  c S  f o r  a l 1  n  la rge  enough; thus, the re  e x i s t s  a  
n, r  

constant c such tha t .  f o r  r = 1, . . . , k  

A ( A ~ , ~ )  = n(n2 - c2 )  M n v r  k- '  > c  k - l  and M(An,r) c Xn k - l  > c  Yn k - l .  (3.9) 

1  Since Yn k-' < k-1'2, the inequa l i  t y  exp(- c  Y, k- ) < 1 - ; Yn k-' holds i n  a  de te rm in is t i c  

way f o r  a l 1  s u f f i c i e n t l y  l a rge  n. I t  fo l l ows  from (3.6) and (3.9) t h a t  : 

I n  view o f  ( i i ) ,  k  = (nu)/Log n, w i t h  u  = un - O. which y i e l d s  : 

1-cE{Yn)/2u 
a <z 

n  ~ o g  n  " 



Clear l y ,  an i s  the general term of a  convergent se r ies  provided t h a t  l i m  i n f  E(YnI > 0, 

which remains t o  be shown. Choose 6 > O  such t h a t  
n  

i n f  ( o ( e ) )  + 6 < i n f  ( 4 ( e ) }  
e  e  

For a l 1  s u f f i c i e n t l y  l a rge  n, and r = 1, .... k,  we have by c o n t i n u i t y  o f  4  : 

This leads t o  the f o l l o w i n g  inc lus ions  : 

k  k  

*n.r c u I(D,B) E on,, / P mn,, + 6 )  c I (p .6 )  / P < n + ( e l  + 6) = K (3.14) 
r = l  r = l  

where K  i s  a  compact s e t  which, i n  view o f  (12) ,  s a t i s f i e s  : 

Therefore, f o r  a l 1  s u f f i c i e n t l y  l a rge  n  : 

Xn > X = i n f  Ig(p,e)  / (p,e) E K I  > O. 

F i n a l  l y ,  by Fatou 's  l e m a  and the obvious remark t h a t  I X n  - Y n l  -. O : 

l i m  i n f  E{Yn) Z E  ( l i m  i n f  Y,,] = E { l i m  i n f  Xn} > E(X) > 0. 
n  n  n  

Our aim i s  t o  study the l i m i t  d i s t r i b u t i o n  o f  

k 
Z  = max (Mn,r - 

r = i  

For any z  > O, def i n e  

Since N~ = Nl + ... + Nn i s  a  Cox process w i t h  d i r e c t i n g  measure M" = Ml + ... + Mn (see [91), 

we o b t a i n  the  d i s t r i b u t i o n  funct ion of Zn : 

k k 
( z )  = P  Z n  z  = P  ( { N ~ ( D ~ , ~ ( z ) )  >O}}= E { n p(In ( D ~ , ~ ( z ) )  > o / M ~ ] }  

r =  1 r = l  

By t he  bounded convergence theorem, i t  now s u f f i c e s  t o  determine a sequence (zn} such t h a t  



converges almost sure ly .  For t h a t  purpose, we need the f o l l o w i n g  use fu l  lemna, where a  - 
t r i a n g u l a r  ar ray (x,,,/r = 1, . . . , kn; n  > O! i s  c a l l e d  a  n u l l  a r ray  i f  max = xn + 0. 

r 
- X 

LEMMA 4 . 1 .  Le t  {x,,,) be a  p o s i t i v e  t r i a n g u l a r  ar ray such t h a t  (z  ) = { e  ""1 i s  a  
k k -x +y "" 

nu l  ar ray.  I f  n ( 1  - z ~ , ~ )  has a  l i m i t  r > O ,  then n ( 1  - e  "" "") has the same l i m i t  r .  
r =  1 r = l  

whenever i s  a n u l l  a r ray  

PROOF. By the c lass ica l  inequal i t y  - 

s - s 2 < ~ o g ( 1 + s ) < [ s l  f o r  I s l < 1 / 2  (4.5) 

k  k  
we ob ta in  t h a t  1 Log(1 - z,,,) = X (-z,,, - t,,,), w i th ,  f o r  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  n, 

r = l  r = l  

k  
1 Zn,, -+ - Log e 

r =  1  

k  - x k - 
S i m i l a r l y ,  we can w r i t e  r Log ( 1  - e  n,rtYn,rl = ( -e  Xn,rfyn,r - un ,,) , wi t h ,  f o r  

r = l  r = l  

s u f f i c i e n t l y  l a rge  n  : 

-'n,r + "n,r - k But we a lso  have r e  - r z n S r ( l  + vnSr), w i th ,  f o r  s u f f i c i e n t l y  l a rge  n. 
r - 1  r - 1  

Since 'i, -+ O and + O, we f i n a l l y  obta in,  by combining (4.6). (4.7), and (4.8) : 

The next  lemna i s  roughly  Geffroy's lemma 3 i n  161. Nevertheless. we reproduce the 

p roo f  w i t h  minor modi f icat ions fo r  the sake o f  completeness. 

LEMMA 4.2. Suppose t h a t  f i s  a  p o s i t i v e  continuous func t ion  on [O.Zn1 and t h a t  k = kn 

i s  a  sequence o f  p o s i t i v e  numbers. Define the sequence 6  = 6, o f  p o s i t i v e  numbers by the  

i n t e g r a l  equat ion : 

k 1; exp [- f g f ( ~ )  de = 1 '2n 1 
Theri, i f  kn + -, f o r  a l 1  z  y O : 



1im & exp [- (z + F  8 )  f ( e ) ]  do = e-" 
IW= 

w i t h  c = i n f  I f ( e )  / O G e  2n). 

PROOF. By the Lebesgue dominated convergence theorem, the i n t e g r a l  i n  (4.10) i s  con- - 
t i n u o u s l y  decreasing from k t o  O, as 8 goes from O t o  m .  

Equat ion (4.10) thus has a unique r o o t  i f  k > 1. I t  should a l so  be emphasized t h a t  

w i t h  d = sup ( f ( e )  / O G e  4 2 7 ) .  NOW, l e t  us de f ine  

We have 1 2 ( ~ ) / 1 1 ( ~ )  = O(exp ( -  E ; 0 ) )  hence 1 2 ( ~ ) / 1 1 ( ~ )  + O as n - -, by (4.12). S ince 

I1 (s )  + 12 (c )  < 1 by (4.10), i t  fo l lows t h a t  12(c)  + O. This gives 

l i ( r )  = IE gn(8) dFi + 1. r > O  (4.16) 

E IO" L e t  us r e t u r n  t o  Jn(z)  = exp [- ( z  + É 8) f ( e ) l  de; i n  view o f  (4.16). we o b t a i n  : 

J )  = jE gn(e) de + o ( l ) .  (4.17) 

E 

Therefore 

~ - ( c + ' ) z  I~(E) + o(1) < J,(z) < e-CZ I~(C) + 0 ( 1 )  

and 
e-('+ < i i m  i n f  Jn(z)  < l i m  sup Jn(z) < e-cz. 

n n 

Since E was a r b i t r a r y ,  l i m  Jn(z) = e-", f o r  each z > 0. 
n 

We n w  consider the  specia l  case o f  a mixed Poisson process. 

THEOREM 4 . 3 .  L e t  a be a s t r i c t l y  p o s i t i v e  random var iab le  and x be the 2-dimensional 

Lebesgue masure .  Suppose t h a t  M = ax, t h a t  a has a f i n i t e  variance and t h a t  i s  a d i f f e r e n -  

t i a b l e  func t ion .  L e t  B = 6, be the sequence def ined by 



1 k and zn = (n z + B,), VZ  > O. Then. under the assumptions 

2 2 
( i )  k = o ( n  / (Log n) ) ( i i )  n = o ( k  ) ,  we have 

where c = i n f  ()(O) ; O < 8 < Zn) 

PROOF. For  every z > O. we have 

2 2 Moreover, the d i f f e r e n t i a b i l i t y  of $ provides a bound on (MnBr - : 

sup /+ i l l )  - + ( e 2 ) /  SUP +(O) <+l SUP 4 . ( e ) l  SUP +(0).(4.23) - < '  e e e 1' 2 n,r 

Hence, i n  view o f  the assumption ( i i ) .  we ob ta in  

where ( c " , ~ )  i s  a n u l l  ar ray.  Now. Dy (4.11) i n  l e m a  4.2. we have 2: = 0 ( k 2 ( ~ o g  k)'/n2) and 

k(Log k)2/n + O i s  e a s i l y  d e r i v e d  from the assumption ( i ) .  Thus n n z2/k -, 0, and 

where {CA,,) i s  a n u l l  ar ray.  

For r = 1. ..., k choose a en,, E In,, such t h a t  

II exp I- ( Z  + 8 )  E(a1 ( ( 0 ) l  de. exp [ -  ( z  + 6) €(a )  @(en,,)] = (4.26) 

n.r 

Then, Mn,r = +(en,,) + O( l / k )  i n  view o f  the d i f f e r e n t i a b i l i t y  o f  ) (see (4.23)).  and 
2 O((z + ng/k)/k) = O((n k l o g  k ) / n  k ) = O(Loa k /k )  -. O. We thus o b t a i n  

where (E;,~) i s  a n u l l  ar ray.  

Now. by the law o f  t h e  I t e r a t e d  Logarithm, we can w r i t e  n- l (a l  + . . . + a,) i n  the  

form E{a) + nn, where (fi rin / A o g  Log n l  i s  almost sure ly  a bounded sequence. By (4 .12) .  

we have tha t  

nn n ~ / k  = [G nn/&og ~ o g  n ] 0 ( d o g  ~ o g  n ~ o g  k / A  ) (4.28) 

2 and since, once again. k(Log k )  /n  -. 0. {nn(z + ; 6) )(en,,) 1 i s  almost sure ly  a n u l l  ar ray.  

F ina l l y ,  the f o l l a r i n g  rep resen ta t ion  holds : 



M~((O~,,(Z,)) = ( € { a }  + qn)( (z  + 6) ' cl, r )  

k 
B~ Lema 4.1, if n ( 1  - exp [- ( z  + n8/k) E(a1 $(en,,))]) bas a p o s i t i v e  l i m i t e *  then 

r = l  
k 
n (1 - exp [- M~((~,,(Z,))]) has the  rame l i m i t  t .  But. by (4.26) 

r = l  

I 
1 exp 1- (z  + ; 6 )  Elai = (k/21) exp 1- (z  + 6) t i a ?  $ (e ) ]  de. (4.30) 

r =  1 J O  

F i n a l  l y ,  i n  view o f  the p a r t i c u l a r  choice o f  6, Lemna 4.2 c a r r i e s  over i n  an obvious way : the 

l i m i t  o f  (4.30) i s  - Log l = exp i- c E(a? z l  and 

1 = exp i- exp(- c €{a) z ) l .  (4.31) 

As a f u r t h e r  development, we can now assume t h a t  M has a p o s i t i v e  continuous dens i t y  on S 

Contrary t o  the s i t u a t i o n  i n  s e c t i o n  3, we cannot a l l ow  g t o  be a r b i t r a r i l y  small i n  the 

neighbourhood o f  the edqe o f  S. We therefore assume t h a t  there e x i s t s  a random var iab le  U 

such t h a t  

Le t  gl, . . . , gn be independent copies o f  q; j u s t  as i n  the proof o f  Theorem 4.3. we s h a l l  need 

a L.I.L., b u t  now i n  the C ( S )  s e t t i n g .  A theorem o f  J. KUELBS (Theorem 4.4 i n  1101) g ives very 

general condi t ions,  i n v o l v i n g  entropy considerat ions, which lead t o  the fo l l ow ing  r e s u l t  : there 

e x i s t s  a compact se t  K i n  C(S) such t h a t  

(gl + . . . + gn) - n E { g l  
; KI1 =O} = 1. (4.34) 

O n  Log Log n 

Where l l f  ,KI1 = i n f  (sup 1 [ f ( x )  - g(x) ( / x E S)/g E K ) .  As a very coarse app l i ca t ion  o f  t h i s  

f i n e  r e s u l t  we suppose t h a t  the re  e x i s t s  a random var iab le  M such t h a t  E ( M ~ )  < + - and 

where d i s  the na tu ra l  me t r i c  on S. Le t  N(d,S.c) be the  minimal number o f  b a l l s  o f  d- radius 

less than c which cover S. and l e t  H(d,S,c) = Log N(d.S.c). Then i t  i s  e a s i l y  seen t h a t  the 

cond i t i on  

i s  f u l f i l l e d .  One could have hoped f o r  some mi lde r  assumption than (4.36). bu t  nevertheless 

t h i s  L i p s c h i t z  c o n d i t i o n  w i l l  be u s e f u l  elsewhere i n  the proof .  The cond i t i on  (4.37) below 

w i l l  be a l so  necessary (see [ IO]) .  There e x i s t s  a random v a r i a b l e  V such t h a t  €(v21 < t Q and 



THEOREM 4.4. Assume t h a t  M has a dens i t y  g s a t i s f y i n g  (4.33). (4.35) and (4.37), and 

t h a t  O i s  a d i f f e r e n t i a b l e  func t ion  o f  8. L e t  u (0 )  be the po in t  o f   IR^ w i t h  po la r  coord inates 

(8, O(8)) ; l e t  6 = 8, be the sequence de f ined  by 

A 1; exp [- 6 E (g (u (0 ) ) )  $ ( O ) ]  de 1 (4.38) 

and zn = (k z + en), Vz > O .  Then, under the assumptions 

( i )  k = o (n  / (Log n12). 
2 ( i i )  n = o ( k  ) . w e h a v e  t h a t  

Fn(zn) - exp i- exp(- c z ) l  

PROOF. The beginning o f  the previous proof ,  [(4.22), (4.23). (4.24), (4.25)1, remains 

v a l i d ,  b u t  i n  (4.26) the choice of E InBr must s a t i s f y  

k 
= TI II ~ X P  [- (2 6) ~ ~ g i u ( e ) ) )  + ( e i ]  de (4.40) 

n,r 

L e t  us def ine un,, = u(Oner). I n  each On,,(zn). we take a random p o i n t  x such t h a t  
i ,n,r 

Then there e x i s t s  a n u l l  array IE 1 such t h a t  
n,r 

1 1 
Since - r gi(xi,n,r) ,r Vi. i t  fo l lows t h a t  . { E n,r . 5 1 itl " (xi ,n,r)} i s  a lmort  sur el^ " i = i  1.1 

a n u l l  ar ray.  Since $ i s  bounded, i t  remains t o  show t h a t  

i s  a l s o  almost sure ly  a n u l l  array; and the same k i n d  o f  arguments as i n  theorem 4.3. w i l l  

complete the proof .  Nw. 



and by (4.35), the f i r s t  term i n  the sum (4.44) i s  bounded by 

One can see t h a t  max {diam D ( z n ) / r  = 1, ... , k i  = O(B + k-'1. 
2 "'r 2 2 Now, by (4.12), we get nB /k < k(Log k )  / n  and nBlk < (Log k) /k ;  thus, i n  view o f  the assump- 

t i o n s  ( i )  and ( i i ) ,  ( z  + n ~ l k )  O(B + k-') + O. On the o the r  hand, the second term i n  (4.44) 

i s  bounded by 

1 " a sup ( In E gi(u) - E ( g ( u ) ) l  / u E SI  (4.46) 
i = l  

By the  law o f  the i t e r a t e d  Logarithm of J. KUELBS, the re  e x i s t s  a compact s e t  K i n  C(S) such 

t h a t ,  f o r  every E > O 

where K' = (f E C(S) : Ilf ,KI1 < E }  i s  a bounded s e t .  Thus, {fi Ilin - Eg lVnog  Log n }  i s  almost 

s u r e l y  a bounded sequence, and the same argument as f o r  (4.28) holds. Thus, we have shown t h a t  

(4.43) i s  a c t u a l l y  a nul1 array.  which concludes the proof .  

5 .  CONCLUSION 

The mode1 i s  l ess  r e s t r i c t i v e  than the models i n  t51 and (61 s ince we only  requ i re  

t h a t  the p o i n t  process N should be a Cox process. Moreover, i n  sec t ion  3. the i n t e n s i t y  o f  

N i s  al lowed t o  be a r b i t r a r i l y  small  on the edge o f  the domain. However, i n  the quest f o r  

g rea te r  genera l i t y ,  many questions a re  s t i l l  unsolved : fo r  instance, i t  can be no t i ced  t h a t  

f o r  each w E n, the  under ly ing measure M has the same support N. 

As a f i n a l  remark, Our es t ima to r  looks l i k e  an histogram, and some smoothness proba- 

bly would be welcome. This i s  t h e  sub jec t  o f  Our ongoing work. 
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UN ESTIMATEUR SPLINE DU CONTOUR 

D'UNE RÉPARTITION PONCTUELLE ALÉATOIRE. 
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Résumé 

Supposons que le support d'un processus ponctuel soit  u n  sous-ensemble de 

R2 défini e n  coordonnées polaires par S = {(p,O)lO < p < @(O); O 5 O 5 27r). 

, Cet  article est consacré à l'estimation de la fonction @ par u n e  fonct ion spline 

aléatoire. 

Mots clés : Processus ponctuel, support d'une mesure, support d'un processus 

ponctuel, splines cubiques. 

Classification AMS : 60G55 - 62G05 

Summary 

Let the  domain of a point process be a subset of R2 defined in polar coordinates 

by S = {(p, @)IO 5 p < @(O); O I: O 5 2a). This  paper is devoted t o  the  estimation 

of the  funct ion @ by a random spline. 

Key words and phrases : Point process, support of a measure, domain of a 

point process, cubic spline. 
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1 - INTRODUCTION 

On considère un processus ponctuel N se réalisant dans un domaine S de R2 

défini en coordonnées polaires par une fonction @ continue qu'il s'agit d'estimer : 

Dans un article récent avec P. Jacob [14], nous avons étudié la convergence d'un 

estimateur de @ de type histogramme, ainsi que sa loi limite. Nous définissons dans 

l'article que voici un estimateur de @ de type spline d'ordre trois, nous établissons 

la convergence presque sûre de cet estimateur, et nous présentons enfin quelques 

expériences de simulation. Pour faciliter la lecture, nous reprenons dans la section 

3 la démonstration de la convergence de l'estimateur défini dans [14], et nous 

renvoyons pour plus de détails à l'article en question. 

On considère S de la forme (1.1) et une fonction aléatoire G strictement 

positive sur l'intérieur de S et continue sur S. Par ailleurs, G est identiquement 

nulle à l'extérieur de S, et on ne fait pas d'hypothèse particulière quant aux valeurs 

qu'elle prend sur la frontière de S. 

On suppose qu'une observation élémentaire est constituée par un processus 

ponctuel N dont la loi, conditionnée par {G = g), est celle d'un processus de 

Poisson d'intensité g. Autrement dit, N est un processus de Cox dirigé par une 

mesure aléatoire M dont G est la densité. 

Il est à noter que la "zéro-probability functional" de N est définie, comme 

dans [Il], pour tout borélien borné B de R2 par : 
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où M est la mesure aléatoire qui dirige le processus N. Tous les éléments aléatoires 

envisagés dans l'article sont supposés définis sur le même espace probabilisé 

(0' s, P l .  

On suppose dans la suite qu'il est donné n copies indépendantes Ni, .  . . , N, 

du processus de Cox N dont le support est défini d'après (1.1). On considère une 

suite k = k, d'entiers et pour r E (1,. . . , k), on introduit les notations suivantes : 

(2.2) In,, = [27r(r - l)k-l, 2ark-'[ 

(2.3) Dn,r = ( ( ~ ' 0 )  E S I O E In,,) 

(2.4) Mn,, = sup{@(O) I O E In,,) 

(2.5) m,,, = inf{@(O) 1 O E In,,) 

(2.6) O,,, = 2 ~ ( r  - 1)k-' + ~ k - '  (milieu de In,,) pour r E (1,. . . , k + 1) 

Pour tout w E 0, on définit S,W comme le support de la mesure aléatoire 

discrète N;J + . . . + N,W et on pose S,W,, = Sn n D,,, : l'estimateur @:(O) de @(O) 

étudié dans [14] est défini sur tout In,, par : 

u:, = max{p l (p,O) E S,W,,) si S,W,, # 0 
U W =  O n,r si Sn,, = 0 

La construction d'un tel estimateur est inspirée d'un article de Geffroy [8] et de 

travaux ultérieurs de Gensbittel [7]. 

On construit ensuite une fonction spline cubique interpolant les points 

{On,, ; r = 1, .  . . , k + 1). L'existence et l'unicité de cette fonction Sn sont établies 

dans la section 4 à l'aide de méthodes voisines de celles utilisées par Berlinet dans 

l'estimation de la densité [2]. 

Pour la clarté de l'exposé, nous reprenons d'abord la convergence presque sûre 

de An = sup{l@(O) - +,(O)[ / O E [O, 2 ~ ] }  vers O. 
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3 - CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR DE TYPE 

HISTOGRAMME 

Dans cette section, comme dans tout l'article, on supposera remplies les 

conditions énoncées dans le paragraphe 2. 

Théorème 3.1.- Supposons que ( i) kn + oo et  ( i i)  kn = O(&). Alors An 

converge vers O presque sûrement .  

Soit O < E < 1 arbitraire et considérons : 

Si la série C an converge, il suit d'après le lemme de Borel-Cantelli que pour n 
n 

assez grand : 

Par l'inégalité triangulaire, on obtient : 

(3-3) An 5 max(Mn,, - Un, r) + max(Mn,, - mn,,) . 

D'après (3.2) et de la continuité de a, ceci implique : 

(3.4) O L lim SUP A, 5 (1 - E )   SU^{@(@)) P.S. 
n 6 

Ceci est vrai pour tout E voisin de 1, donc lim An = O ,  P.S.. 
n 

Il suffit par conséquent de démontrer que an < +m. Fixons O < E < 77 < 1 , 
n 

et définissons : 

Alors, d'après (2.1), on a les inégalités suivantes : 

a n  < C p{ r] { ~ i ( ~ n , r )  = O}} = C zn(An,r) 
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Considérons, maintenant, les variables aléatoires : 

(3.7) X, =inf{G(p,O) 1 (p,O) E A ,,,, r = 1 ,..., k}. 

Par la continuité de a, on a UA,,, c S pour n assez grand ; ainsi, il existe une 
r 

constante C tel que, pour r = 1,. . . , k : 

Puisque Y,k-' 5 l'inégalité exp(-CY,k-l) < 1 - est vérifiée de 

fqon  déterministe pour n assez grand. D'après (3.6) et (3.9) il suit que : 

D'après (ii), k = (nu)/logn, avec u = u, -+ O, on obtient : 

,l-CE(Yn)/2u 
a, I - log n 

Il est clair que a, est le terme général d'une série convergente si on démontre 

que lim inf E(Y,) > O. Choisissons 6 > O tel que : 
n 

pour n assez grand, et r = 1,.  . . , k ,  on a par la continuité de @ : 

Ceci conduit aux inclusions suivantes : 

où K est un compact qui satisfait, d'après (3.12) : 
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Par conséquent, pour n assez grand : 

Xn 2 X = inf {G(p, O) 1 (p, O) E K )  > 0.  

Finalement, par le lemme de Fatou et la remarque évidente IXn - YnI -i O 

liminf E(Yn) 2 E(lim inf Y,) 
n n 

= E(liminfXn) 2 E(X)  > 0. 
n 

4 - CONSTRUCTION ET CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR 

DE TYPE SPLINE CUBIQUE 

Avant d'aborder la construction et la convergence de l'estimateur spline 

cubique, nous allons définir les fonctions splines cubiques en coordonnées polaires. 

4.1.- Fonctions splines cubiques en coordonnées polaires. 

a) - Définition.- Une fonct ion spline cubique (relativement à O,,, = O, pour 

r = 1 , .  . . , k + 1) est une  fonct ion $ de classe C2 sur  [ 0 , 2 ~ ]  don t  la restriction à 

[O,, O,+1], pour r = 1,. . . , k ,  es t  u n  polynôme de degré trois a u  plus. 

On  pose : 

(4.1.1) M, = $"(O,) , pour r = 1,. . . , k + 1 

On va voir que s i  l'on impose à $ des conditions d'interpolation : 

$(Or) = pr , pour r = 1, .  . . , k + 1 

la fonction spline $ est ent ièrement  déterminée par la donnée de  ses "moments"  

(Mr)llr<k+l et  la condition supplémentaire Mk+l = Ml. 

b) - Expression de la spline en fonction des (M,). 

D'après la linéarité de la dérivée seconde de $ sur [O,, 0,+1] on a : 
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En intégrant il vient : 

k(6,+1 - k(6' - 
$'(O) = -MT 4R + Mr+1 4n + A r ,  

k(6r+l - el3 + Mrtl k(6 - 
* ( O )  = Mr 12n 127r 

+ Ar6 + B r ,  

On trouve la valeur des constantes A,  et B r  en écrivant que : 

D'où, pour 6 E [6,,9,+,] : 

et pour 6 €]or ,  6,+1[: 

c) - Calcul des ( M T ) .  

La fonction S, est de classe C2 si et seulement si on a : 

$' (O;)  = $ ' ( O f )  pour r = 2,. . . , k 

Ceci est équivaut, d'après (4.1.4), au système de k équations linéaires en { M y  ; r = 

1, ..., k +  1 )  suivant : 

A 
z M r  + - 2n ~ r - 1 )  4 M r - 1  - Mr) = -bMr + k ( ~ r + l  - p r )  

+ 3k 2a 

n(Mr - Mr+l) pour r = 2 , .  . . , k  
+ 3k 
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Ce système est équivaut au système suivant : 

1 3 k  
5Mr-i  + 2M, + -Mr+i = - ( - ) 2 ( p r - ~  - 2p, + p,+l) pour r = 2,. . . , k 

2 4 7T 

1 3 k  +  MI + Mk+i = 4 ( - - ) 2 ( ~ 2  - P I  - PL+I + P I )  

L'existence de I/J est donc assurée. Son unicité résultera de la condition aux limites 

Ml = . Le système C se réduit donc au système suivant : 

1 1 
2M1+ -Mz + -MI = dl 

2 2 
1 

1/2M1 + S.Mk-l + 2Mk = dk 

1 1 
5M,-l + 2M,  + = d, pour r = 2,.  . . , k  - 1.  

Avec : 
3 k 

dl = ;(;)'(pz -  PI+ p k )  

3 k z  
d k  = -(-) ( P I - 1  - 2pk + p i )  4 7r 

Le système C* peut s'écrire sous la forme matricielle suivante : 

La matrice A = [aij] est une matrice carrée d'ordre k. 

Lemme 4.1.1.- Si  l'on muni t  Rk de la norme du sup, la matrice A est 

inversable et la norme de A-' est majorée par 1. O n  aura donc : 

i voir [l] pages 20-21. 
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4.2.- Construction de l'estimateur spline cubique. 

Pour tout w E fi, soit $,W la fonction spline cubique qui interpole l'estimateur 

de type histogramme (Pn défini d'après (2.7) en les {O, ; r = 1 , .  . . , k + 1). On a 

donc : 

avec 

et 

$:(O,) = U,W , pour r = 1,.  .. , k + 1 

= u,w 

M,W = $:"(e,) , pour r = 1, .  . . , k + 1 

D'après (4.1.3), on a pour O E [Or, Br+i] : 

où les ( M T )  sont les solutions du système d é h i  d'après (4.1.5) avec : 

3 k  
di = - ( - ) 2 ( ~ 2  - 2U1 + Uk) 

4 T 

3 k  
dk = -(-)'(Uk-I - 2Uk + Ul) 

4 n 
3 k  

d, = - ( - )2(~r - i  - 2U, + U,+l) pour r = 2, .  . . , k - 1 
4 n 

4.3.- Convergence de l'estimateur spline cubique. 

Notre but maintenant est d'étudier la convergence presque sûre de ïn = 

sup{(@(O) - .Sn(8)1 1 O f [0,2n]) vers O .  

Nous allons d'abord démontrer deux propositions utiles. Soit S, la fonction 

spline cubique qui interpole la fonction @ en les {O, ; r = 1, .  . . , k + 1) .  On a 

donc : 
$(gr) = @(O,), pour r = 1, .  . . , k + 1 

M: =$"(O,), pourr = i ,..., k +  i 

D'après (4.1.3) on a pour 6' E [O,, O,+1] : 

k(6,+1 - k(8 - O,)3 
*(O) =Mt 12T +Mt+, 12T 

+ M: 4 9  - Or+, 

(4.3.1) 3k 
4 6  - 6,) + kQ(O,+l)(O - O,) - k@(O.)(O - O,+l) 

1 31; 27r , 
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où les (Mi) sont les solutions du système défini d'après (4.1.5) : 

avec : 

3 k  
d: = -(-)2(@(Or-1) - 2@(0,) + @(Or+l)) pour r = 2,. . . , k - 1 

4 7r 

Proposition 4.3.1.- sup{l@(0) - S(0)I \ 0 E [0,2x]) 5 6p(@, y )  o ù  

p(@,&) = sup{l@(0) - @(O1)l 1 10 - 6'1 5 E )  est le modu le  de con t inu i t é  de @. 

Pour O E [O,, O,+l] on a : 

D'après le lemme 4.1.1, (4.3.2) et (4.3.3) on a pour 0 E [B,,Or+l] : 

27r 
I$(O) - @(O11 5 G d @ ,  - 

Par conséquent on a : 

27r 
sup{l@(O) - *(0)1\ 0 E [0,27r11 5 6 ~ ( @ ,  
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Proposition 4.3.2.- Pour tout w E 0 on a : 

Pour 6 E [Br, on a : 

On sait que A M  = d et AM' = dl, donc M - M' = A-' . (d - dl). D'après le 

lemme 4.1.1, on obtient : 

D'après (4.2.2.) et (4.3.2.), on obtient : 

k 
(4.3.6) sup{ld, - dLl\ r = 1,.  . . , k )  ( 3(--)' sup{l@(6) - @.(6')l \ 6 t [O, 2111) 

D'après (4.3.4), (4.3.5) et (4.3.6) ; on obtient pour 6 E [Br, er+r] : 

I$n(@) - $(B)I L 10sup{l@(6) - @,(e)l\ 0 E [O, 27~1) ; 

et par conséquent on a : 

Théorème 4.3.1.- Supposons que (i) k, -t CO et (ii) k, = O(+) Alors 
08 n 

I', converge vers O presque sûrement. 
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i Par l'inégalité triangulaire on a : 

rn = sup{I@(@) - $n(@)I\ 0 E [O, 242 

2 SUP{~@(@) - $(O)[\ 0 E [0,2al} + su~( lg(6)  - $n(@)l\ 0 E [0,2rII. 

D'après les propositions 4.3.1 et 4.3.2 on a : 

D'après la continuité de @ on a : 

O 5 lim sup ïn 5 10 lim An, 
n n 

D'après le théorème 3.1, on a lim An = O, P.S. et par conséquent în + 0,p.s. . i 
n 

5 - SIMULATIONS 

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats de deux expériences de 

simulation dans lesquelles la fonction à estimer est de la forme : 

Dans les quatre premiers cas, le processus ponctuel est un processus de Poisson 

N . N ( S )  suit une loi de Poisson de paramètre n = 400 dans les cas 1 et 2, de 

paramètre n = 1000 dans les cas 3 et 4. Dans les figures 1 et 2, le nombre k de 

secteurs est égal à 18, dans les figures 3 et 4, k est égal à 36. La loi de probabilité 

d'un point aléatoire (p, 8) est telle que 8 suit la loi uniforme sur [O, 27~1 et p suit la 

loi uniforme sur [O, @(O)], p et 0 étant indépendants. 

Dans les cas suivants, N ( S )  suit une loi de Poisson de paramètre n = 400 

(cas 5 et 6) ou n = 1000 (cas 7 et 8), le nombre de secteurs est 9 (cas 5 et 6) 

ou 18 (cas 7 et 8). La loi de probabilité d'un point aléatoire (p, O) est telle que sa 

densité soit arbitrairement petite au voisinage de la frontière du support S. Plus 

précisément, p et 0 sont indépendants, 0 suit la loi uniforme sur [O, 2x1 et p suit 

une loi de densité (2@(0) - 21) . @-'(O), O < x 5 @(O). 
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On a choisi un nombre de secteurs plus élevé lorsque la densité ne s'annule 

pas sur la frontière de S parce que, intuitivement, il y a dans ce cas plus de points 

disponibles sur le bord du domaine. 

Les figures ayant un numéro impair représentent l'estimateur de type his- 

togramme @, et celles de numéro pair, l'estimateur spline $, . Le choix d'un 

nombre de secteurs bien adapté n'est pas plus simple que pour l'estimation de la 

densité. On voit en effet "à l'œil nu" que, pour les deux types de lois, un nombre 

de secteurs trop grand donne une moins bonne estimation de @, même avec un 

nombre de points un peu plus grand. 

Le problème de la réduction du biais n'est pas abordé. Les figures proposées 

montrent au moins qu'on ne pourra donner de résultat qu'en faisant des hypothèses 

précises sur la décroissance de la densité de M au voisinage de la frontière de S. 

Nous espérons revenir sur ces questions dans un prochain article. 
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k=18 n=400 
" . \ 4 6 4 8 \ 4 6  Q *  /o. /Q Q. 0. Q. 0. Q. \. \. j,. / 

1.5 1.5 
1.3 1.3 
1.1 1.1 
0.9 O. 9 
0.7 0.7 
0.5 0.5 

N O. 3 0.3 
q) 0.1 o. 1 
X -0.1 -0.1 * -0.3 -0.3 
-0.5 -0.5 
-0.7 -0.7 
-0.9 -0.9 
-1.1 -1.1 
- 1.3 -1.3 
-1.5 -1.5 

b , Z t 4 % 9 \ 4 G ,  0. ,on ,O* 0-  o. 0- 0.  O* \. \. j,. 
/ 

axe 1 
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axe 1 
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axe 1 
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axe 1 
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axe 1 
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axe 1 
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k=18 n=1000 
S 3 ' , , , f l , , 9 b  Q.,Qm,Q.. 0. Q. Q. Q. \. \. \. / 

1.3 - 

-1.3- 
-1.5 

. , 9 Z \ b , C I 9 1 . G ,  0. ,o. ,O* o. o. 0. O* 0. \. \. 

axe 1 

I I 1 I I I I I I 

--1.3 
-1.5 
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axe 1 
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CHAPITRE IV 

ÉTUDE DE L~ERREUR QUADRATIQUE INTÉGRÉE 

ET CHOIX DE kn  OPTIMAL 

1 - INTRODUCTION 

On considère un processus ponctuel N se réalisant dans un domaine S de R2 

défini en coordonnées polaires par une fonction @ continue qu'il s'agit d'estimer : 

( l . l )  s = { ( p ,  6) 1 0  5 6  5 2T ; 0 5 p  < @(O); @ ( O )  = @ ( 2 ~ ) ) .  

En pratique, pour construire l'estimateur de de type histogramme étudié dans 

[12] il faut un nombre fini de subdivisions du domaine S.  Pour régler au mieux 

ce problème, nous utilisons un moyen classique d'optimisation des estimateurs 

fonctionnels : c'est la minimisation de l'erreur quadratique intégrée. 

Soit (O, 3, P) un espace probabilisé. On suppose que N est un processus de 

Cox dirigé par une mesure aléatoire M de densité aléatoire G strictement positive 

sur l'intérieur de S et continue sur S. 

Soit NI , .  . . , N n  n copies indépendantes du processus de Cox N. Pour tout w E 

O, on définit S,W comme le support de la mesure aléatoire discrète N," +. . . + N,W. 

On considère une suite k = kn d'entiers qu i  tend vers l'infini avec n et pour 

r E { l , . .  . , k }  on pose : 



(2.7) m = inf{@(6) 1 6 E [O, 2a)) 

(2.8) p = sup{@'(@) 1 8 E [O, 2a]) 

(2.9) Hr(z) = Hn,,(z) = ( ( ~ ' 8 )  E Dr 1 p 2 z) , pour tout z E [O, M,] 

Pour tout w E R, l'estimateur @:(O) de @(O) étudié dans [12 ] est défini sur 

tout Ir par : 

U," = U,",,, = max{p 1 (p, 8) E S,W,,) si SE,, # 0 
U , " = U W =  0 

n,r  si SE,, = 0 

Dans la section 3, nous étudions la minimisation de l'erreur quadratique 

intégrée dans un cas particulier. Dans la section 4, nous établissons une majora.tion 

asymptotique de l'erreur quadratique intégreée dans le cas le plus général. Dans 

la section 5, nous présentons quelques exemples de choix de k, optimal. Dans 

la section 6, nous étudions dans un cas particulier la minimisation de l'erreur 

quadratique intégrée à distance finie. 

3 - CAS OÙ LE SUPPORT EST UN CERCLE 

Dans cette section, on suppose que le support du processus ponctuel N est 

un cercle: @(O) = @, V6 JB [ 0 ,2~ [ .  

Dans ce cas on se doute que le meilleur estimateur de type an est 

obtenu pour kn - 1 : c'est-à-dire la plus petite circonférence enveloppant le nuage 

de points. C'est d'ailleurs le résultat que l'on obtient en cherchant à minimiser 

l'erreur quadratique intégrée : 

En utilisant une intégration par parties, relative aux fonctions de répartition : 



on obtient : 

Supposons que N soit un processus ponctuel de Poisson de mesure moyenne p 

uniforme sur le support : 

où c est une constante positive. On en déduit : 

Il est clair que la plus petite erreur quadratique intégrée est obtenue pour k = 1. 

Cet exemple est pris volontairement très simple pour être explicite et rassurer sur 

la validité de la méthode. 

4 - MAJORATION ASYMPTOTIQUE DE L'ERREUR QUADRA- 

TIQUE INTÉGRÉE 

Dans cette section, on introduit les notations suivantes : 

(4.2) E,S = {(p, O) E S 1 p 5 En@(@)) : homothétique d'ordre&, de S 

(4.3) Xn=inf{G(p,g)((p,@)E~nS) 

Jn(@) = [' E(m(9) - @n(0))2d0 : erreur quadratique intégrée. 

Et on suppose que G vérifie pour tout (p, O) E S : 

(4.5) G(p,  0) I B P.S. ,  



où B est une variable aléatoire telle que E ( B 2 )  < +CO. 

Si on suppose que l'une des hypothèses suivantes soit vérifiée : 

Hl : Il existe a > O telle que E(X,) 2 a. 

HB : Xn = 2 où Sn est une suite qui tend vers KI avec n et A une variable aléatoire 

telle que E(A2)  < +m. 

alors on a : 

Théorème 4.1.- S i  <P es t  dérivable,  alors sous  les condi t ions  ( i )  Ln = 

o(n/ Log n )  et (ii) & = o ( e )  o n  a la majorat ion  asymptot ique  su i van te  : 

o ù  c l ,  c2 e t  c3 sont  des constantes qui  dépendent  de la forme de S .  

Avant de démontrer ce théorème, on va d'abord démontrer le lemme utile 

suivant : 

Lemme 4.1.- Si o n  pose Y, = X n l { x  < f i )  e t  s i  o n  suppose que l 'une des 
n _ 

hypothèses  Hl o u  H2 o u  H3 soit  vérif iée alors : 

1 i ;;Fm;r - & = nFi*l;i(m - 1)' donc pour que le lemme soit démontré 
E ( X  ) il suffit de montrer que (* - 1) tend vers O vers +. 

Si Hl est vérifiée alors : 

E ( X n )  - E(Yn) = E I X n l { ~ n > f i } l  < E I G 1 { ~ > ~ } l  
et E(G1{G,J-nl) tend vers O avec A car, d'après (4.5)' G est intégrable, donc 

liminf E(Yn) 2 a > O et E ( Y , ) ( ~  - 1) = E ( X n )  - E(Yn) tend vers O avec ' 
ce qui implique que (E(- - 1) tend vers O avec k. 

E(Yn) 

Si Hz est vérifiée alors : (w - 1) tend vers O avec $ car pour n assez grand Jkn > b et donc X ,  = Y,. 

Si H3 est vérifiée alors : (m - 1) tend vers O avec car E(Y,) = E [ & I { ~ < ~ * J I ; ~ ]  donc E@d = E(Yn) 
E'A' tend vers 1 quand n tend vers l'infini car A est intégrable. 

E [ A 1 t ~ < 6 n \ / . n }  



Démonstration du théorème 4.1.- 

En utilisant une intégration par partie relative à la fonction de répartition : 

FT(z) = Fn,,(z) = P{Un,,. 5 z) pour z E [O, MT], et à la fonction : r ( z )  = 

(@(O) - z ) ~ ,  pour z E [O, M,], qu'on peut écrire comme la somme de deux fonctions 

de répartition l'une croissante et l'autre décroissante, on obtient : 

Puisque N est un processus de Cox dirigé par la mesure alétoire M alors : 

D'après (4.7) et (4.8) on a : 

avec : 

- Majoration de A, : Si on considère la variable alétoire : 

alors on obtient pour 1 5 r 5 k et O 5 z 5 cmr : 



Puisque Y,k-' 5 k-Il2, l'inégalité : 

e ~ ~ { - Y ~ r ( & ~ m m " ,  - z2)k-'} 5 1 - Ynr(e2m:-z2)k-'  
2 est vérifiée de façon déterministe 

pour n assez grand et donc, d'après (4.11)' on obtient : 

puisque (e2m2, - z2) 2 emr(cmr - z). 

Après intégration on obtient : 

4k(@(B) - em,) 8k2 
Ar I nE(Y,)ram, + n2E2(Yn)n2e2m: 

Puisque G!@d tend vers l'infini, d'après (ii), et E 2 pour n assez grand, d'après 
kn 

(4.1), et @ ( O )  - Em, 2 ( a  + P)k-l, alors on a : 

Sous les hypothèses Hl ,  Hz ou H3 et d'après le lemme 4.1, on peut rem- 

- Majoration de 1B.l : En remarquant que pour Em, 5 z 5 M,.: I@(O)-ZI 5 
M, - cm,, on obtient : 

et donc : 

(4.13) 



Il est facile de voir que : 

En faisant le même raisonnement que dans le début de la démonstration de la 

majoration de A, et en remarquant que : M(D,) 2 X,~rn;k-~,  on obtient : 

Donc : 

Finalement et d'après (4.15), (4.14), (4.13), (4.12), (4.9) et (4.6) et pour n assez 

gra,nd on obtient : 

5 - EXEMPLES DE CHOIX DE kn OPTIMAUX 

Nous présentons, dans cette section, trois exemples de choix de k, optimal. 

Dans le premier, on suppose que N est un processus de Cox homogène. Dans 

le second, on considère que N est un processus de Cox dirigé par une mesure 

aléatoire dont la densité ne s'annule pas sur la frontière de S. Dans le troisième, 

N est un processus de Poisson mélangé d'intensité supposée arbitrairement petite 

au voisinage de la frontière de S. 

5.1.- Soit N un processus de Cox dirigé par une mesure aléatoire M = aX où 

a est une variable aléatoire telle que E(a2)  < +oo. 

Dans ce cas : E(Xn) = E(a)  donc & = o(f-) puisque kn = o(n/ Logn). 

L'hypothèse Hl est vérifiée donc d'après le théorème 4.1 et pour n assez grand on 

a : 

Il est clair que, dans ce cas, le k, optimal est de l'ordre de n1I2. 



5.2.- Soit N un processus de Cox dirigé par une mesure aléatoire M qui admet 

une densité aléatoire G telle que O < A 5 G où A est une variable aléatoire telle 

que E ( A 2 )  < +m. 

Dans ce cas : E ( X , )  1 E ( A )  donc Hl est vérifiée et E X,) = o(f-) et donc 

d'après le théorème 4.1. et pour n assez grand on a : 

Dans cet exemple, il est clair aussi que le k ,  optimal est de l'ordre de n1I2 

5.3.- Soit N un processus de Poisson mélangé d'intensité G définie par : 

G(P, 0 )  = A - P )  , pour tout (p, 0 )  E S , 
7r@2(0) 

où A est une variable aléatoire telle que E ( A 2 )  < +m. 

Dans ce cas : E(X,)  = *knl  donc Hg est vérifiée et & = B k , , .  Si 

on suppose de plus que k i  = o ( n )  alors = o ( 2 )  et donc d'après le théorème 

4.1. et pour n assez grand on obtient : 

contrairement aux deux exemples précédents, dans cet exemple le k ,  optimal est 

de l'ordre de n1I3. 

6 - ÉTUDE DE L'ERREUR QUADRATIQUE INTÉGRÉE À DIS- 

TANCE FINIE DANS UN CAS PARTICULIER. 

Dans le cas général, on a établi des résultats qui sont malheureusement 

asymptotiques. Dans cette section, on va étudier l'erreur quadratique intégrée à 

distance finie dans un cas particulier pour voir le comportement des k ,  optimaux 

et de l'erreur quadratique intégrée pour les petits échantillons. 

Pour simplifier les calculs, on suppose que le processus ponctuel N est un 

processus de Poisson homogène se réalisant dans un domaine S = { ( x ,  y)/O < x  5 
1 et O y  < @(x)) où @ ( x )  = a x  + b pour tout x  E [O, 11 et a < 0. 

On introduit les notations suivantes : 

a,: l'estimateur de type histogramme de @ 
r - 1  r  

H,(z) = { ( x , ~ )  E S I X  € [T,  j-[ et y  > z )  pour 1  _< r  k  

1 

Jn = 1 E ( @ ( x )  - é , ( z ) ) 'dx  : l'erreur quadratique intégrée. 



6.1.- Calcul de l'erreur quadratique intégrée à distance finie. 

Puisque le processus ponctuel N est un processus de Poisson homogène alors 

pour 1 < r 5 k on a : 

Pour n fixé on a : 

si O 5 z 5 m ,  alors : 

en posant d = 7 et e, = y On a : 

p o u r l < r < k e t O < z < m , :  

FU, ( z )  = ed('-'~) 

fu ,(z)  = ded(z-er) : densité de Ur 

si m ,  < z < MT alors : 

X(Hr(z)) = 
(Mr - 2)2  

2k(Mr - m,) 
n c  en posant Cr = 2k(m,-M,) on a : 

Pour 1 5 r < k et m, < z 5 M, : 

Jn = c / E(P.(x) - ~ , ) ' d z  

(6.1) 
r=l Ir 

@'(x)dz - 2E(Ur) @(z)dx + -E(U:) JI. k 1 
avec : 



En calculant les intégrales et en remplaçant d, e ,  et Cr par leurs expressions on 

obtient : 

k 
(6.2) E(U,.) = Mr - -eanc/2k2 k 

nc nc 2nc 

Il est facile de voir que : 

D'après (6.2)' (6.3)' (6.4) et (6 .5)  on obtient : 

1 
a2(x )dx  - 2E(Ur) @(x)dx + -E(U:)  

k 

D'après (6.6) et (6.1) on obtient : 

2k2 e a n c / 2 k 2  2k2 e -anc /2k2  7 2 ~  anc +- (kx + - + 1)e -y"dx  
a ( n ~ ) ~  2k2 

Après calcul de l'intégrale on obtient finalement : 



6.2.- Minimisation numérique de J, et k, optimaux. 

Pour m = 2, pour différentes valeurs de la pente a comprises entre -0,Ol et 

-10 et pour un nombre moyen de points égal à 50,100,500 et 1000 ; on a minimisé 

numériquement l'erreur quadratique intégrée J,. Les valeurs des k, optimaux et 

de J ,  minimales sont dans les tableaux qui suivent. Dans ces tableaux on a mis 

aussi les erreurs quadratiques intégrées Jn calculées en remplaçant dans J,, pour 

chaque valeur de a ,  k, par les k, optimaux des autres valeurs de a. D'après les 

valeurs de ces Jn, on constate que si on se trompe légèrement sur les k, optimaux 

l'erreur quadratique intégrée J, reste encore faible mais dans le cas contraire J ,  

prend des valeurs assez grande. 
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Naus prfyposolrs pour cela ma estîmakur de type ]Rira- 
togramme de ce contmur, et nsus en di?duisons un nouvel e s  

t i m t a m  par un &mage s p b e  cubique. Peur ces deux estima- 

km, mus &kabilasons dm conditions di?. convergence, Iorsque 
l*obser*~&tion egt une superpsition du processus de Cox. La loi 

&mite de l'est-teur de dype hiitogramm est i ~ne  loi de Gunnbel 

En pratique, îI faut pouvon d&tesminèr un mombre 
opkimaE de subdivisions de S au sens de l'erreur quaidrdique 

iatêgrea?. Nous d o l n ~ ~ g  190L+lte de &ran&ue asymptotique de ce 
nsanbre de isubàivisiona dans dW4rents cas, Dans un exemple 

simpliié, nota étudians numériquement le chsix o p t f d  de ce 

w d r e  & distance Ilnie- 

MOTS CLÉS 

VALEURS EXTELEMES - PROCESSUS PONCTUELS - ESTE- 

MATION FONCTIONNELLE - SUPPORT D'UNE MESURE - 
PROCESSUS DE COX - SPLINES CUBIQUES - ERREUR 

QUADRATIQUE XNTEGREE - LOI DE GUMBEL. 




