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INTRODUCTION ET RAPPELS




INTRODUCTION

Ce travail s'inscrit dans le cadre des études consacrées aux
équations différentielles non linéaires décrivant les oscillations forcées
des sytémes mécaniques soumis & des percussions. Ces derniéres pouvant
intervenir & des instants ou des positions données de 1'espace [‘ - q-].

Les chocs dlis & la présence d'obstacles représentent un exemple particulier
de ce dernier cas[A -L|]

La diversité des domaines d'application des percussions a donné lieu
4 un nombre important de travaux. Dans ce mémoire on &tudie trois systémes
différents soumis & des percussions périodiques ou presque périodiques, dans
une premifre partie un systéme €lectromécanique puis un systéme aérodynamique
dans la deuxidme et finalement un probléme de mécanique générale dans la
derniére.

I1 nous a sembl? nécessaire de préciser avant celd quelques définitionms

et propriétés sur les percussions périodiques et presque périodiques.

PARTIE 1

Ainsi dans la premifre partie on s'est intéressé 3 1'étude des
équations différentielles du pendule de Béthenod excité par des percussions
périodiques. Les &quations régissant le phénoméne Béthenod sont dfies &

Rocard [9]. Elles sont non linéaires et s'expriment sous la forme
%[L@)L] + Zi =~(k)

& . .2

Ces équations on fait 1l'objet de résultats contradictoires notamment
sur la nature de l.&?) [8~9 - 10 - 11]. Dans son article J. Haag [13]

traite le probléme de la synchronisation du phénoméne Bethenod ol il suggdre



de reprendre sa th8orie en limitant 1'amplitude des oscillations du pendule

par des butées ce qui nous a conduit & étendre le probléme au cas ol
1'oscillateur mécanique précédent est soumis 4 des percussions périodiques.

Nous introduisons alors au seccnd membre de la deuxiéme Eéquation le terme

K 9' z-‘.~5c.é—n.7_) . Ce qui correspond dans le cas ol o< & <1
un choczééfbarfaitement élastique di 3 un obstacle, mais celui-ci intervenant
des instants 'tn. donnés, l:,.:nT.

o7

o

Nous ncus inspirons dans cette dtude des travaux de R. Faure [12]
sur le probléme de synchronisation appliqué & ce phénoméne et notamment les
hypothdses permettant 1'application de la méthode J. Haag [13]. Les &quations

régissant le probléme se présentent alors sous la forme du systéme suivant
. - . QE
= A[had + T (g9 O]

ol \k: et I sont des fonctions vectorielles non lindaires en q et

elt)= Z+."§LE-nT+ E) .

N=—to

.L::A,LI 3,4

Au chapitre 2 nous traitons d'un point de vue math@matique 1l'existence
d'une solution périodique non nulle de ce systéme d'équations.
Nous discutons en détail dans le Chapitre 3 le problime d'existence

des points de synchronisation | ainsi que leur stabilité. Ces points &tant

les racines du systéme d'équations suivant :

[T ()« Te(5,0) e T 4o = o

L=4, 43,4

PARTIE 11

Différents auteurs se sont intéressés aux problémes des vibrations
d'un oscillateur 4 une dimension en présence d'un &coulement [19 - 20 - 21].
Van der Beck et Van der Burgh [22] ont abordé ce probléme dans le cas des
vibrations périodiques d'un oscillateur & deux degrés de liberté.

Ils suppesent le rapport LL = W, /\_uLdes fréquences propres suivant
les deux directions rationnel puis étudient 1'existence d'une solution périodique

pour différentes valeurs de L2



Dans. cette partie on &tend ce travail au cas oll ce rapport LU est
irrationnel ce qui nous améne & &tudier ce probléme dans le cas des vibrations
presque périodiques d'un tel oscillateur. Nous supposerons que ce dernier est
soumis & l'effet conjoint du vent et de percussions presque périodiques para—
métrigues et régulidres.

Dans un premier chapitre, aprés avoir rappelé les équations régissant
le phénoméne nous adoptons les mémes simplifications que les précédentes études
[22] suivant un petit paramdtre A . Les équations se présentent alors sous la

q.=2 (2 rgule0en]

Nous abordons alors ce probléme dans le cas général.

L= 4434

Ay chapitre 2 nous montrons donc sous certaines hypothdses 1l'existence
d'une solution presque périodique généralis@e non nulle du systéme d'équations
différentielles ainsi obtenues. Cette solution tend vers une solution de
synchronisation quand A tend vers O . Pour cela nous nous sommes inspirés
des travaux de Wexler [27] sur les systémes d'équations différentielles
linéaires en distributions ainsi que ceux de Roseau [23] et R. Faure [25] sur

les vibrations non linéaires presque périodiques.

Au chapitre 3 ncus étudions dans le cas particulier ol les percussions

sont nulles les solutions de synchronisations ainsi que leur stabilité.

PARTIE 111

Dans cette partie les deux premiers chapitres sont consacrés 3 la
formulation des équations du mouvement de trois corps de masse m données,
libres dans 1l'espace ol elles constituent un systéme isolé, s'attirant mutuelle-—
ment selon la loi de Newton. Nous supposons qu'ils évoluent dans un plan. Le
probléme &tant alors & quatre degrés de libert&s nous choisissons pour
coordonnées généralisées Cl = (o{, 71” h’Ll ’15) ol les N représentent les
distances C\'ﬂ_ des corps P‘; d leur centre de gravité q et of 1l'angle

w—
formé par le vecteur qq d 1'horizontale.



Au chapitre 3 nous rappelons l'existence d'un &quilibre relatif des
trois corps dans une configuration en triangle &quilatéral (points de
Lagrange Lh et L5) repéré par c‘f = (le J?.-_| IEL;;':B . Nous supposons
alors ces trois corps soumis 3 des percussions -_E:U: intervenant sur
f:: dans le plan de ces derniers. Nous considéromns alors qu'ils demeurent
dans un voisinage des positions d'égquilibres q‘ . Nous établissons ainsi
les équations différentielles en AL:(E,JJ4) u‘jub) de ce mouvement voisin,
avec Cl-.-.q--HL et ‘C‘:—_)MC (_KM—K-,__U._QQ&\ " _

Le systéme d'équations différentielles en ui obtenu & 1l'issue du
chapitre 3 s'avérant trds compliqué nous nous limitons dans le chapitre k
3 la démonstration d'un théoréme d'existance d'une solution périodique pour

une équation de la forme

. . L
X+ 2C +We = a,x 4 ag,x?’...k(,u-qx—') e ()

Certains calculs assez compliqués dans le chapitre 3 ont été ex&cutés
3 1l'aide du logiciel de calcul formel MACSYMA de méme que certains résultats
dans l'annexe I.

Nous présentons bridvement au début de l'annexe III ce logiciel ainsi
qu'un programme de calcul en MACSYMA pour l'exemple.

Nous tenons i noter que chacune des trois parties principales de cette
étude possdde ses propres notations, donc peut &tre étudiée indépendamment

des autres.



NOTATIONS GENERALES

A : petit paramétre.

S : mesure de Dirac.
£ B.¥Py = J Cs) Y) da

= j if(.a) d4

T——o + vo LT

\

oo -
: BEspace des fonctions sur /R, C a support compact.
. h ol Z
: Espace des fonctions sur R C bornées.

Y
: Espace des fonctions presque périodiques C .

\b’)& & +6

P
2, : Dual de ~O
3/ : Dual de 3
\Bff : Dual de BPP
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RAPPEL DE NOTIONS SUR LES DISTRIBUTIONS ET
PERCUSSIONS PERIODIQUES ET PRESQUE PERIODIQUES

Nous rappelons dans cette partie certaines notions classiques relatives
aux distributions ainsi qu'aux percussions périodiques et presque périodiques
qui nous paraissent nécessaires dans la suite de notre travail.

On notera B 1l'espace des fonctions complexes sur R.n indéfiniment

dérivables, & support compact.

Convengence dans 2

On dira qu'une suite de fonctions ( (‘6 ).; appartenant & 2 converge

pour / —&4+ oovers une fonction P de D si

1 - Les supports des \6 sont contenus dans un méme ensemble borné

indépendant de J .

"2 - Les dfrivées de tout ordre m des fl convergent uniformément pour

d’ ——&+0. vers les dérivées correspondantes de \P

1. LES DISTRIBUTIONS

Une distribution @ est une fonctionnelle linéaire continue
sur 1l'espace vectoriel pS,}

La mesure de Dirac est un exemple de distribution définie par

<%,¥> =Y(e)

n
De méme la mesure de Dirac au point xo € IR est définie

par

< D, ¥ > = (%)
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1.1.- Interprétation mathématique des percussions méeanique

En mécanique une percussion peut &tre interprétée comme le cas limite
d'une force de grande amplitude agissant sur un syst3me mécanique pendant un
intervalle de temps trés court entrainant des modifications instantannées de
vitesses malis non des coordonndes.

Soit un systéme matériel ( S ) de masse m. animé d'une vitesse V;
on suppose qu'entre les instants A et /"o + T une force ? constante est
appliquée 3 ( S ).

m[Vik+t) - Vi£)] = Fc

—»,
On convient que la force F— est inversement proportionnelle 3 T ;
T petit.

Soit —

;-:: /T

Z" un vecteur constant
—> — —»
V(ttt)- V(L) = Al

Si on fait tendre T vers © on remarque que le systime (S )
subit un saut de vitesse de 1l'amplitude l_A_‘ 4 1'instant JLO .Ily a
donc au moment de la percussion un changem::nt de vitesse sans changement
de coordonnées.

L'éguation précédente peut s'éerire sous la forme
k+T
- —
n [Tl V) ] | Flyde
&

En passant & la limite on a :

tte,

(2)da
%

Ain [V(ke) V(&) ] = b 4
T-—wo° T—e0
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Or on sait que la lil_n:.;te du premier nombre est différente de zéro.
On a alors l'intégrale de F('é) sur un intervalle petit autour de &
différente de zéro, donc _f-':(.&) peut &tre interprétée comme &tant la
distribution de Dirac 7\' S(_J:-t) . 7 étant l'amplitude de la percussion.
D'une fagon générale il est plus commode d'utiliser les percussions
comme forces dans le cas des &quations traduisant des discontinuités de

vitesse intervenant & des instants ou des positions données de 1'espace [6-T].

2. DISTRIBUTIONS ET PERCUSSIONS PERIODIQUES

La translatée gb—T de la distribution Qgt est définie par

Une distribution e est dite périodique de période 1 =i
'gk T = e‘b ; autrement dit, si quelle que soit \p cSH

<B P+ T) = P(E) > =o

Ainsi, sachant qu'une percussion est représentée par la mesure de
Dirac 5(&'“1‘) agissant & 1'instant t=n T Schvartz [15] dérinit
la distribution périodique &u:) = 2+~$(L‘-V\T) qui comporte une
masse en chaque instant d'abscisse mu‘zl‘.t-::i;; de T . Il montre que la

. - .
(1) serie 3, _e..&w converge dans l'espace des distributions
T T

'
Rﬁ(ﬂ) vers la distribution eG.-)

Soit A4 une fonction et S étant la distribution de Dirac alors ;

on a ,

<wd P> = < 5, 4¥%> = ue)¥Pp)

soit  a$ = up)$
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On d8finit le produit M S G&—"\T> par :
uSfe-nT) = 4 (nT) 5(17-“—‘-)

et si AL est 1 périodique

@ as(knT) =au(e)S(E-nT).

3, PRESQUE PERIODICITE

3.1.- Suites et fonctions presque périodiques

A cBté des fonctions périodiques H. Bohr a introduit une classe de
fonctions plus générales. Les fonctions presque périodiques qu'il définit
ainsi: une fonction continue AP(-E) - <k 2a4ce est presque périodique,
si a tout &€ >0 , il est possible d'associer une quantité ] (‘#,E) >0
de sorte que tout intervalle de l'axe des /E , de longueur L contienne

au moins un nombre l tel que :

[#e+m)-30) | < £

pour —-eo<t<4—co

.Une définition équivalente montrée par J. Favard [28] :les fonctions
presque périodiques sont des i‘onctions\\nomales"c'est-é-dire que de toute suite
infinie (:f ( b+°ln) )n de fonctions résultant de :?(l:' par translation
sur 1'axe des £ on peut tirer une suite (—{ (-’c-ren)) uniformément
convergente pour tout k . n

De méme une fonction d'une variable entiére "-{ (h} est presque
périodique si pour tcut € D0 il existe un N (i) tel que, pour tout
interval | de 7 d'amplitude N il existe un entier?apparténant 3T
tel gque :



1k

| #nep) - $() | < & n €N

A partir de cette définition notons le théoréme suivant reliant
les suites presque périodiques au fonctions presque périodiques :
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite (un) soit

périodique est 1'existence d'une fonction —,? (V\) telle que

‘-?Lh]'-‘-—uh ne ™

3.2.- Distributions et percussions presque périodiques

Schwartz [29] définit l'espace des distributions presque périodiques
3/”) dual de l'espace pr des fonctions presque périodiques C “sont
les percussions sont un cas particulier.

Ainsi on dira qu'une distribution 6 est presque périodique si
gcﬁ“, et si 1l'ensemble des Tﬁ.% est relativement compact da.nsg
ol 3 étant 1l'espace des fonctions C® borndes. Cela revient 3 dire que
1'application 4 -—91&% est une fonction continue presque péricdique
usuelle de R € R , 3 valeur dans %’

R. Faure [24-25] introduit les percussions presque périodiques

comme &tantun cas particulier des distributions presque périodiques.

Soit une percussion définie par e(E) I, SC@-E&_}

est presque périodique si :
’
k) € By

2) pour tout \Pe B PP la suite < t,‘F 7 est presque périodique.
I1 en résulte donc si Y= 4 , la suite EAQ_)L est presque
périodique. Reste alors le probldme de la suite étk)
f
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Suites réguliéres
Parmi ces suites on désignera par suite régulidres celles qui satisfont
aux conditions b < ,6£ﬁ— 61«. £a pour tout k eZZ ,0d a e b

sont deux constantes positives.

Suites irrégulidres
Nous considérons maintenant un autre type de suites presque périodiques.
Soient e{(k) et ezll:) deux distributions presque périodiques

définies par

£4&$ = J‘-;i:i‘,s(*l-ﬂgn>

] et

p—

(zuﬁ-z AL':L

N =~

(k_aT; <)

,44 et 4, étant des constantes, —rl N TL et T sont des constantes
positives avec I, > Tz_ >Tod T, /'TL est irrotationnel.
Les percussions presque périodiques formant un espace linéaire la
distribution e(&) + ﬂ,;_,USB est alors une percussion presque périodique.

On a alors

En classant les tm R t.\_ par ordre croissant on sait qu'il
existe une suite infinie de doublets (M, n ) telles que (tm - b\.) est
arbitrairement petit.

Donc la propriété des suite régulidres n'est pas respectée. On a un
type de percussions différent du précédent, ici \/t-f‘_'_‘ - t{; >0, b=o.

Ainsi on dit que les percussions presque périodigues

e
<L) = Z g $(l:-l:|<;) sont régulidres (respectivement irréguliéres)
{ = bn

si la suite des (Lgk’ l'est aussi.
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PARTIE I




Notations :
A : petit paramdtre.
-
=9, w ok *S.LJ'P\“’(’ : élongation.
I : moment d'inertie.
&J : coefficient d'amortissement.
pendule <
oy = MAA : amortissement réauit.
‘&r : rigidité.
&), : pulsation propre.
\
/ Moon + et atent At amn
e = G ¢ coefficient d'amortissement.
L =Le +)\L‘ : inductance de la bobine.
cireuit C : capacité.
électrique
A : intensité au courant.
q = q.msn“ﬂ" '(‘1,;4‘5“‘*’[: : quantité d'électricitd.

LA =AY

: tension du courant.
T= Z_C‘Yo +, période d'excitation.

S ;- distribution de Dirac.

K =AK =awi Kk

: coefficient de proportionnalité

de l'amplitude des percussions.



VIBRATIONS NON LINEAIRES PERIODIQUES
D'UN OSCILLATEUR ELECTROMECANIQUE EXCITE
PAR DES PERCUSSIONS. PHENOMENE BETHENOD.

CHAPITRE 1

1.1.- Equations de base du phénomene Béthenod

On désigne par phénoméne Béthenod un pendule plan dont la masse mobile
est un noyau de fer doux s'engageant dans une bobine alimentée par le secteur.
On appelle o) 1'élongation du pendule par rapport 2 la verticale,

L@) 1'inductance de la bobine, ’\J’(l:) la tension et A(k) 1'intensité
du courant.

Le systéme d'équations différentielles régissant le systéme comprend
une équation du second ordre du pendule et une équation du premier ordre du
circuit électrique soumis 3 une excitation périodique de période T

Elles s'expriment sous la forme

(1.1) _}\E[L(S)L] 4+ Zi = r\ru—)

9 9 = 4 Y
(1.2) Ig_tv-t—g‘-_it_ —;-‘PcQ_LL@)A.

I . 8‘7: 3 'k sont respectivement le moment d'inertie et les

coefficients d'amortissement et de rappel du pendule.
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1.2.- Position du problime

Etant donné la nature des &quations du systdme (1-1) et (1-2) premier
et second ordre, il ne peut y avoir résonance mais excitation asynchrone.

Dans une étude du phéncméne Bethenod R. Faure [12] introduit un conden-
sateur de capacité C constante dans le circuit &lectrique; il obtient ainsi
deux équations du second ordre; ¢1-¢ Jﬁ& étant alors la quantité
d'électricité.

On se propose dans cette &tude d'étendre le probléme au cas ol le pendule
est soumis 3 des percussions périodiques de méme période T que celle de la
tension d'excitation N'UT) . On suppose que l'amplitude de ces percussions
est proportionnelle & la vitesse du pendule &tant le coefficient de
proportionnalité.

Nous avons slors les &quations différentielles suivantes

(1.3) él'L(9)+q9'l‘.(_9)+€é'+1lczﬁ’,4\hwt
(1.k) é-&-a‘w“s +wf'9 = L©) c'i"’__ N WSG-;\—-&-E)

avec O<E<T .

e étant le coefficient propre 4'amortissement du circuit €lectrique,

W, et a, les pulsations propres et 1'amortissement réduit du pendule.
Remarquons que si _f(, est négatif cela correspond 2 des percussions qui
viennent accélérer le mouvement du pendule contrairement au cas ol FG est
positif; celles-ci agissent comme la présence d'un obstacle sur la trajectoire

de celui-la.

1.3.- Hypothises

Nous recherchons une solution périodique de période T pour pouvoir
eppliquer la méthode de centrage nous devons nous placer dans le cas des
hypothéses suivantes G{C‘,) :
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a) L=Lo+a L, Nz AV

Q: AC« ﬁ‘éf\K

q4=)\A

Lo , 64 , A , '\)'1 et K ges constantes positives A Gtant

un infiniment petit.
b) Pour 9;0 le circuit constant est synchronisé sur la période T, Soit

c) W,=nw n un entier positif.

Les &quations (1.3) et (1.4) deviennent

. w"' =\ \)]M‘nhu.)‘: ‘6‘1'9 __f'c;l + WLSCI N El..
o §eeit] L® ]

L L ’
8 X ] —Awd-KBel) | = AfL _AKBe(®
(1.6) 8§ +{nw) 93,\[_}1 Auwd - K e (b ] 3

avec €UT) = 1906 5(&' mT- T:)

Mz - o

. c ‘e 2
Ces équations représentent des oscillateurs linéaires :14' w ‘1

et S + (f\.w)z'e perturbés par et f'z -K S Q,G:) .
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CHAPITRE 2

PROBLEME DE LA SYNCHRONISATION ET SOLUTIONS PERIODIQUES

.- Préliminaines

Dans le cadre des systdmes non linaires excités par des percussions

R. Faure [14-161 a démontré le résultat suivant :

On considére le systéme vectoriel

d » - (.
) gy (ehm
(x5 = 3(08) « Z ¥y 5(b-tionT)

Les o 8 h sont des fonctions de & [: deux fois continfiment
i ]

Q“z) dérivables Da.r rapport & 7. t pour tout E et pour 7€ appartenant & un
domaine A de I‘R"’

Les J, sont des constantes facteurs des percussions _
Z” 5(‘7— (:L' —-V\T) , périodiques de période T , O& tl‘ < T
Az. v

Théoreme :
.= m . s .
81 @ est une constante de IR telle gue les intégrales suivantes

étant de Rieman.
@ [3Edu ey

Les fonctions j €tant continument dérivables au voisinage de a
alors. le systeéme (EA) admet en génfral un systéme de solutions périodiques
de période T pour {)l suffisamment petit; ces solutions sont pour |)\\

etit voisines de Q. ,
p
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En outre si on pose
E 1 (T .
J(.’X) = —_{-:ja3J(_MIL’)C“: J=AI"lm

La stabilité du systéme Q2;1) au voisinage de a étant donnée en
général par la stabilité du systéme (ZB) au voisinage de @ pour ‘}\\

assez petit.

(i;) ._j._g = A £ (o) j=hm

Dans cette &tude nous étendons ces résultats 8 travers notre exemple

au cas ol les percussions sont de la forme

KIe(yh) 2 $(k-t-nT)

—

ou D(ELT

) lﬂ constantes.

avec des hypothéses supplémentaires p\s>sur K ‘L'(u,l') précisées plus

loin.

2.2.- Equations de synchronisation

Cherchons les solutions des &quations (1.5) et (1.6) sous ia forme :

(1.7) q= clu(l") s wkt +q,__\£;} Jhwt

(1.8) 8 =9, wnuwb +9L s nwt

En appliquant la méthode de la variation des constantes.



a3

qimw‘: + c’;,s{nwlr - O

' '
9. ws nqu + Sv b\quD\T =0

_.C.I Amu)l? +Ct (.eauol:

‘Elr\

/ s ! _ F ’
._Sl Nnnw‘-‘ *s&mnwk - %“_;,L — )\_8_5_5 ?.05\

Posons :

13 (9|,9;,*7) = (_ 91 mhmok' + 92'(& nwk'),av'nﬂw\:

O, %,6) = ( 9 pnnwk +9Lceanwk) te0 nuot
On est alors conduit au systéme suivant :
q-= o bipwt= AT (q,,9,,9, %

12 -
(1-1) cl:."' ’\'&wwk‘A%(‘i/queuszzt)

g,lz")l_ﬁ": Pi"nLOk't'/\éKt(E)me\P:)‘\Pb(Ql o l; \t)+/\KT (s‘/ r.lt:)e'LL
[21V%]

‘BL: &b W“WE—)‘SI KQ@ ok = A% (QHE‘)\S' 'Slslf) - AK’I‘F(Q"SzIE) Qﬁ)
hw
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Les conditions ( ZZ/) du théordme précédent sont compte tenu des

propriétés sur les percussions :

T -
/\J\l;(ﬁ",ﬁb,s‘/%,l:)dis =0

-

T _
/\J +L(c|uq,_,lg‘|labnh) db —o
T - - = -
._xj W (40555, g + KT, (5,8, =o
(=]

3G 08 SR kT BAD =0

On cherche alors les solutions constantes § = ( q . qa.,’ D
i

du systéme précédent (I.2). Cette rdsolution est faite plus loin.

2.3.- Existence des solutions périodiques

Réexprimons le systéme (I.1) vectoriellement on a alors :

0= Mo (qb) + AEKTe(q,b) =Y.

g, )
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Rappelons que :

&Q-; (Ol 0’ /1,-4)

q= (q‘ ¢ qz,lgugz)
v -

M- T k-nT-1)
n=-_g

&« = (Eﬁ IqLIQ‘ léb)

Effectuons le changement de variable suivant :

c‘4=q_‘+.ll1 g‘-: §1+ M,

4 < 2
2\‘.:; £ Ry . On désigne

Soit A(R,) défini par

par A@) l'ensemble des points ™M k"“L\‘) {=4,8,3 4 défini par

+ I
‘ Z‘/»“f < k* <R
A=e

M) e & (R) - ¢
Dans le cas d'une &tude générale on consid@re les hypoth3ses supplé-

mentaires suiveantes :
[K[ , l'amplitude du saut de vVitesse

Nous supposons gque
K. (déterminde pius

au moment des percussions est bornée par une constante

loin).
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En utilisant les hypothéses Giﬂé> sur la différentiabilité de SL’ on

a alors le systéme suivant

" =,\L§£ By +9,® + &KL {5, Hedd + Ry LM,t)]

ISR AV
B2

gu(b) = Yo (a.t)

R by =¥ (owm ) - Ve (at) JZ | ’1%9‘_; (&Y

Nous poserons M  pour dimension de l'espace (ieci L).

2.3.1.~ Rappel

Les équations précédentes sont i coefficients périodiques et de
période T . on utilise alors pour déterminer la solution périodique la
méthode classique valable pour le cas des &quations différentielles développées

par R. Faure [14] qu'il étendit plus tard & des cas avec percussions [18].

e 3 Z Rix +ﬁt+)]

J:l

S

/L-:,/,'m

Considérons les solutions canoniques \ﬁ;(é) du systéme linfaire

homogéne & coefficients périodiques c'est-d-dire celles qui vérifient 1a

relation.
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-\J‘J (7) = S; juéﬂ

ol les S:J sont les nombres de Floquet.

Les mineurs algebrlques ainsi que les déterminant desd sont désignés

respectivement par (J:, ) et —H-(f /\)

Posons

. Hé/'(é, A)
H (& A)

Lorsque A tend vers ©O , HU Lé,/\J tend vers
(L ) o qul est constant. Donc pour {)\/ suffisamment petit

= He (62

.f{: , est analythue en A . On a alors en premidre approximation en A

J
!/, / r ]
’@(é,A) = J{,&Q -+ AJC\% éfélA)

’
pour o < t 5T ol -s/‘(,b = Col)s/ﬂofa

-

Dans le cas ol les ’KLU:) sont continues on sait que si
~ (E, 7
W= 2[4 o)
éé( ) s ’6/( / (
o
I1 existe ume solution périodique donnée par la formule

w5 2 [a +3,8) 13y (8)

avec
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5.
ay = . 1’,(_7_)

/- SJ' 4

Tous les ‘% étant supposés distincts et différents de 1.

2.3,2.- Démonstration

Dans notre démonstration nous appliquons ces formules du cas continu

au cas des systémes & distribution C[b)

Pour l'existence des solutions on définit la récurrence suivante :

—m
(1.9) M = A 2- S A U‘*)] e
pe o I §,2 0 i

Nous montrerons en prenant l)\\ suffisamment petit on peut choisir R

de telle maniére que si ™M L-M\" ‘_“) (= A(\ﬂ\) alors M («U\LP)&AG&)

aussi

En initialisant avec -M{,= O on est slr d'étre dans A(K) pour
toute la récurrence. Pour le méme choix de R. . On montre que la suite &UL‘ P)
est uniformément convergente.

Nous voulons majorer les A"’ip (t) sur l'intervalle EO/T] nous

devons pour cela majorer les différents termes de C\“) et é LH sur cet
J

intervalle.
Les J(k) &tant bornées, on a pour |>\\ suffisamment petit, soit
’ o o
|>\|<>\o} ‘H.kd(t,))l est majoré sur o< A €7

(1.10) Désignons par Q° la borne AUP de %L;}‘ et QA celle de “"U,‘“T, k})
° I
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Toujours pour l>\\</\o &tant donné que les 'SU sont de la forme
u.%‘.—. A+ D(J‘>\ j Xj= R+ XD(J(!----' désignons par o le

J
"jul’ (4 + )\olo‘Jl + A" (OC’\))) alors
1
(1.11) BL‘\ < X
S

On peut remarguer que si MQM‘) & A(R) on a :

m 2
R_' b)) = 4 Z O__": 3+ Do) u
&(/’ ) < Jl*c:; QUSQUI"L ) 3 e

0<9¢4

alors

P, étant 1a borne Au‘; de l‘b ) ‘ sur A(R-) . Dans
oYU,
toute la suite de la démonstration nous supposons que o(l >\| < A,

Etudions maintenant la récurrence définie plus haut (1-9). Rappelons

que d'aprds les &quations de synchronisation (I.2) que :

-
(1.13) J[?Jﬂ’* %KII‘LO’IA) L(A)]d& =0



30

Soit donc B/ la horne sup de

u’t[%‘) + § KT (a4) 20) | clAl

si O<E<T .

4
Posons Q = Qo '*'AQ,\ on a alors :

t /
3] = 2 [ Hy ) by o0

b
| M [ Rylhe) + 900) + £6Tf6,040)

+ & K Ik/huw/ 4) ) d 4

2
<l>~1dm‘r[m_‘%ﬁ 4Pkl R]

Ceci d'aprds les indgalités (1.10, 1.11 et 1.12),

Considérons maintenant le terme.
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- )‘SJ = l A) Py [ dd
-2 ] B Pt o

_ T
Caf[Q+2Q) [ 2 | /o o (Hpy D) da | ]
(T
<T@ 20 Z | [ Rl ) vk T L0y, 9 )|

d'aprés (1.13) on a :
|hoy, | <X [0 wT [wBR,IkIR]
p-

< (4@t TR) RY 4 @ TIKIR + By,
¥

Sachant gque les y'YJ (,f;) sont bornées sur T_'O, l ]il est clair que :

‘»;PUC)[ = ‘/\ ZJ'[GJ'P_,“aj,,@f)J i) !

HRY + 3R + W,
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d'ol la condition suivante pour que M(‘M‘)f € ALR,) .
ii _LL;:’ < ‘lz' ,AN;
pe

Gaw [V Y B |kIR + Ny ] <R

2.3.3.- Converngence de fLa suite

Considérons la différence

P T 3 Ty

dont nous devons majorer les différents termes. On a alors :

i 70«‘ o \ l JZ ”(A/\ Ee‘k(“f/ ‘L,L-ur-')))] dAl

¢ QL[ R - ol )

r—l

+ & K [I(‘“P/”) - Tlup, A)].Q@)d)

< N QT meR +IxI ] X |y, - 2ae,. |

< M r)L % ]'Ju&r,,u{P_‘l
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AR R L I A S
* (Ayone) Sp 93TNS) SJUBATNS

UOT}TPUOD B B JUSWIWIOF TUN BISFTISAUOD ¢ Aquiv 99 s B

d, 3
__L_es(::; »ou m.ar<+—v__\~¥+¢vu 5\HJ vr| xow

*9qURATNS

wpﬂamwwcﬁ.ﬁ 241TNPIP qnad uo,T anb JITBIO 4S8 1T §39TTe8gUT S80 9D x19a8d ¥
“(ELTL) 3°

(gr-t)y “(Leti) ‘(oL 1) $37TTEIQUT 33 suorssoadxe SaDp NuUdY 99dmod TO3)

=
| 2 ;:_g Y gw)aw] o el

REIESEPE :sudi 3

rp @) - G S

(v )2 %5@@ 2| (orrn) s s

Jrp [ g B [ 2 2 5

L

op [ Fy-Cor ]9 % m:x;_ﬁ “fo)y]

,,

-4
_ A ~JO - .cv <_ 20USI9IITP BT JUBUSIUTEW SUOIOLER

€e
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Si on pose la constante Kg évoquée dans 1'hypothdse ( _H,;)
(1-16) égale & 4/LX1 il vient alors que le terme iN‘L lKl ~ 4 est négatirf.
Peut-on alors choisir R tel que les conditions (1.14 et 1.15) soient

vérifiées ceci pour l)\l assez petit.

Posons R = 'L__']._ )\ et
=21k,
supposons | A] < {nf(}n , AL) avec

)\1= (4 ‘ilK\{L)L/’(éK”)

. A=k,
A=

* D’“J' l{l:ﬂi‘\mj
2

Considérons 1l'inégalité (1.14)
240" [a% k|- &+

=.w.[i‘_’lf__ L]»h. (i 21N sy

(A—LlKHL) - 2|k| G,
LIV R V)
< {@—L\K\T,)" n+ q] PN

slan )= B <o
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De méme pour 1'indgalité (1.15) on a

'%:R + Skl A + Al No

ST N« Akl Ay By,
A= 2\kiB,

< N“ + r]):J >‘z. + X, K-4

1-2K{
D B 4 L. S o] NI ¥ 1'd L G
2. 2

dtaprds (1.16)

On en déduit que la suite ka{ﬁ) est une suite de Cauchy donc
convergente. ?

I1 en résulte alors que le systéme différentiel (1.3), (1.4) satis-
faisant aux hypothdses ( qég, o, nég ) admet des solutions périodiques

e périods T powr AL <inf (A, 2 A,):

On peut noter que celles—ci tendent vers la solution de synchronisation

( q‘ s qz, s §| N _é,, ) lorsque l)\\ tend vers QO

Dans cette &tude on remarque qu'il apparalt une thypothése (sz supplé-
mentaire par rapport au probldme précédent [17-18-311 car les excitations

.. P
1cl sont paramétrigues.
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CHAPITRE 3

POINTS DE SYNCHRONISATION ET STABILITE

Dans ce chapitre nous proposons de chercher les &quations de
synchronisation, les points de synchronisation et de discuter les conditions
de stabilité de ces derniers.

Pour simplifier les calculs nous supposons dans la suite de cette

étude gque JL =~ o ce qui donne pour les percussions

2= 75 (k-mT)
W= —vo

T1 est clair que cette supposition n'altére en rien la généralité du

probléme.

3.1.~ Equations de synchronisation

Exprimons les fonctions associfes au systdme (I.1) en remplagant
les Y/& par leurs expressions respectives. La forme des percussions nous
améne & choisir une intégration sur 1'intervalle [—Iz.« ) 1‘] pour tenir

compte de la percussion en A =-o.

Ty .
X = - ( [N4th,q9_ec'“w"eal],mwbdlc
cu'rl-021zL

TI_L .
PO J [ayomcb =48 - 03+5799 ) ok dk
T

< WwTlho .
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A BT S X .
Xy= =1 1 _ Anw@}m\nwt M
nw T T 1
~Try
K (e Q () pipnatdk
+ ECOTJ L thu)

-7 '

T .
—K f Q elt) torw b dbs
T) -

l/&

Remplagons q et @ par leur valeur 3 partir de (1.7, 1.8) les XA’

deviennent.
T,
X‘ = :_}__. M‘At\n(z'&..nuol):q'g‘ b_rj\__wt /amnw%
wTLe 2
-1/,

- q.el pirdob wanwh _ qﬁ. 2ot fn nwk
2z
+ q,,SL"‘_"%b"ﬁ C:nnw\'_] - C,w[_cll,mzw“.(_ qZQﬁ%ﬂ‘]
.\.\D'L[qlg. J»_W\_M con ot +q‘EL.4@?Zw\’ /m‘y\molr
z

+c|,LB, FYRCT) SUDRIN q,/%L[yW\’ZwL /m\mu{] \" db
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(p_)TL-o

Ry N .
Xo= 4 L amdobt _ne? g9 am b i ot
LT o 17— q\
a2 2

_qlgl M_IZ_A::EL&I\\-O(' .-qLS‘ (,uozu)’fM V\w{'
2
+ c‘Lgb mw‘r oeanu_)lf] _C.u)[_.ch M%)t + C‘Lcaa(wt‘]
+ uf’[%s, ook coanwt 4 4.9, ol prnwk
+q S Aol enol 1 g0, Az 2ot g nw‘:_]g dic

TS,
I T

3 nwT
-T’z,

—9,9, A gt pm nwt]/LI
_A “zw-b[_gl);—nw.t 4+ 9 gm‘_-znw\-‘]} Ak
z

+T/L

2 .

oot gt T
T
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Ty
)S* - i_. J {\ob[ qz/A‘anlS mnwk —+ q::unz'wt u:nnu.)k
nwT !
_T/:/

- 99, A4t ek 1721

- A@w)z'[ -O, amznwt O, e awck ] } U

“
Iy L v _
—Knw [—9, i 2wt +9LwnullfJ 2 S(hm\}c(k
T £ 54 M=o
‘T,

On rappelle que dans le calcul de ces integrales c]‘ R Cll— R 9, et

9’1’ sont considérés comme constantes. On remarque gue l'on doit supposer la
fréquence du pendule double de celle de la tension excitatrice. C'est-3-dire
fi = 2 » sinon on aurait pour seule solution de synchronisation ( q,= Vi

- 0 s 9‘?_0 ’ 9»:0 } et dans ce cas il n'y aurait pas de couplage

9o
entre le pendule et le eircuit &€lectrique :

Les excitations &lectrique n'aurait aucun effet sur le pendule.
On a alors le syst@me de fonctions associes en ﬂ' , C]L , 9‘ ,

Sb suivant.
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ivl +_- (qb‘ - O‘SL).@ cwc“]

.Q,w Lo

Tl en résulte finalement pour les &quations de synchronisation

Xc-,o J}:lll-p,l(-.

1—
(.96 w4 2 (- q8) +ewq =

L
(1.17) u‘%_‘,kq{?l—"’q‘sﬂ) + W 9 =°

(€)
(1.18) ‘:}quqb - Aw®, =0
w —
(1.19) T (Clu 4) w(A+K)SL=o
ou -
K =

K
I
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3.2.- Caleul des points de synchwonisation

La recherche des points de synchronisation revient i la résolution

du systéme (E) de quatre &quations i quatre inconnues q. s qt, s Q‘ , 9?_

Posons pour cela le changement de fonction suivant :

(1.20) 9= R pin\y
(1.21) q;:@am?

avec p\ Z 0.
On peut déduire alors pour A+K # O des &quations (1.18) et (1.19)

les deux relations suivantes :

(1.22) 9, = R pin 2
: l61IA

(1.23) B Rfeosa®
161 (A+K)

Fn remplagcant ces valeurs de 91 et S-l., dans (1.16) et {1.17)

on tire les deux équations.

3 R .
(1.24) w4 Wk [c.eo\?_,mﬂ 2inY c,eii‘P ]+ o Ron? - o
31.1 A+ K

3
(1.25) @R cor P oot +‘M\9MN)+ pwRw\Y -0

LT A+ K A

qu'on peut réécrire sous la forme :
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—- 3
% ~
(1.26) A, + “._’.L_E' ‘“;T—‘?l‘:__“fi”{)]mw .\-Q\«M«R./sw\\'(> =90
327 A+ K

W R

(1.27) e
3271

[ A +.U<sz\?] ceny +QWAR ey = o

3.2.1.- Discussion suivant Les valeuns de A et K

L'existence des points de synchronisation se traduit par la résolution
des &quations (1.26) et (1.27) en R et \P

Introduisons les valeurs intermfdizires suivantes

w)
A+ K
— <
A+ ws¥f

63%.&1..&'_;_ 2
Atak wm¥

(1.26) et (1.27) deviennent alors :

(1.28) R3 + -5, b, R bb,

02 I =0
C,wlsib‘P
(1.29) eas f [RL + 5453 ]'-:O

avec ,th\f./,- [> 2
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—

ler cas : A+K>O

l>4 et Ab étant alors positifs, on déduit de (1.29) que

cosY ao soit an™ =z +4

si ,‘u‘n\P =41 (1.28) n'a pas de racine positive. Pour Aim\?g_/]_ (1.28)

devient

(1.30) R3 + A,AZ_ R/ - 61 .V = © !

———

Ve

qui admet une racine positive unique.

28me cas : A+-|2. <0

Dansg ce cas b.b est négatif. On a alors un ou trois points de

synchronisation.

a « Pour Alﬁ\'P:/! (1.28) devient

(1.31) R’ + bb, R 4 bb 2y =o

bk o N
= /NS

0

é<0 . Elle admet une racine positive unique.

W‘
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b e Pour ,M;\\P =-1 1'8quation (1.28) est équivalente & (1.30).
Lllétant négatif on a deux racines positives (racine double) si les

différentes grandeurs du probléme vérifient 1'inégalité.

= 3
(1.32) ot g _52,________1(A+K)e -

3o 7 JARYA

Résumons ces différentes solutions.

Notons par M,, le point de synchronisation défini par

J 7.=-R § =0

l q: (6] 6L= ’KL
v AT (A+K)

par M,/ le point de synchronisation défini par

J qlgk, 0) = o

M, o g

l 9= ©

o .
A6T (AK)
On a alors le tableau sulvant :
A+ K >o At K<o
Un point de synchronisation Un point de synchronisation de la
de la forme M1 ol & est forme Mz/oﬁ R est racine de (1.31)
racine de (1.30). et

un ou deux points de synchronisation
de la forme M,, si la condition (1.32)

est vérifiée aveec A racine de (1.30).
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3.2.2.- Cas particalicn A +K = ©

3e cas :

Reste le cas particulier A+ K=O,

L'8équation (1.18) est équivalente &
AE6T1A

De 1'équation (1.19) on déduit que

Y. o

soit

M= (LP+4)%- ok p &8

mod LLTT
Notons
fil = o3\
Ev: —Mn\P
E&t— Jlﬂl-i)

Les équations (1.16) et (1.17) deviennent

\ 3
(1.33) »’\7|+t_§.>_b[&4 8—5;&.’_
2

- €, R9 L wRE, =o
b1a~ = L] ¢ ~

2 3
(1.34) w &1QB‘1+ £|E§Rt 4 AW &&1 =0
"[ 16TA ] ¢

En additionnant les &quations (1.33) et (1.34) multiplides respecti-
vement par SI et 81/ on a :
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L + Le.wR&‘SL + &4 =0

Etudions les différentes possibilitds de racines positives suivant
les valeurs de P

* Pour P:oet 4 soit \-{7-.:1‘-__\..2.71“ ou
m

Yo 3F +2,hTC n ez
4 1;
(1.35) devient :
u_f_’_{_{,?’ +C'wR +E’U’4 =0
{6 LA ’

Fquation qui n'a pas de racine positive.
q

)]

Pour P.—.z, et 3 soit \f +2n T ou

r
5

= 1 LanTW
L(.

ne 7
(1.35) s'éerit :
4
3
(1.36) w*k +€.¢R-~riv,=o -
161A /R

Equation qui admet une racine positive unique.

Donc on a dans le cas ol A-{-R:Odeux points de synchronisation.



l %= T %="JZ£:'—

et pour = '-}%:_C 4.2/&_‘_\-‘ hel.

J q": ..-‘}_E R %1 = -—B'_
e e i

R “tant 1a racine de (1.36).
on tire 9, de (1.33) et (1.34).

3.3.- ETUDE DE LA STABILITE AU VOISINAGE DES POINTS DE SYNCHRONISATION

3.3.1.- Stabilité dans Le cas A+K#£0O

Dans ce paragraphe nous étudions la stabilit€ du systéme pendule
circuit Blectrique au voisinage des points de synchronisation pour A+ E.#O

Nous formons les &quations aux variations 4 partir de ces valeurs
moyennes .

Sachant que C‘L= 91=O, on remarquera que le systéme 4'équation aux

.. ’
variations se décompose en deux groupes G et G
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Nous dirons que le systéme est globalement stable si les conditions
de stabilité de l'un et 1l'autre des systdmes sont simultanément vérifiées.
Si un seul des deux systémes est instable on dira que le systéme est non
stable.

Nous désignons par la sulte :

o= O b o %
09, Iy
o= O% d= %
©q, o8,



Lo

a = OX, b’_-'ﬂ)XL
(32‘-:, %
/e N d ="
qu 094

Nous cherchons des solutions de la forme

, t
5 - ¢>(£/\n/b 592/: @e'\h‘

pour G et

 ank //\h/t
5(150(& 39,1-:[3&

/
pour G .

Le systéme donnant & et (3 est
()L—CL) o -~ b(ﬁ =0
C + QL .-d) ?:O

Pour avoir des solutions autre que les solutions triviales o = O
et @-—-—O nous devons poser le déterminant du systdme précédent

identiquement nul. D'ol 1'équation de stabilité de Q@

Py (a-(-d)n, +ad-be =0

On a de méme pour G, .
r ! / /
nt_ (a-('d) D S a'd-bd =0

que l'on appelle au ssi équations caractdristiques. Les conditions de

stabilité sont alors pour Q .



A=a+d<o

[(]
ct

P = G,Cl"¥>C P

4= a+d <o

les quatre conditions suivantes

La stabilité des points de synchronisation se traduit finalement par

L:I. (-“E’.f - +@u3) - W (A‘HZ) Lo
i< 2

s +C&w) 'i’—;;
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En remplagant et © par leurs valeurs respectives de M et M
A [y 3 1 24

dans ces conditions de stabilité, on remarque que l'on obtient les ménmes

expressions mais il faut rappeler que R est &gale 2 R,\ racine de (1.30)
pour M4 .
(1) R pwh _v =o
331 (A+K)
ou R Egale & RL racine de (1.31) pour M

3
z
(1.38) 2 Re - +€,ng, +v =0
3LL(A+k)
On a alors :
(1.39) =4 [ +C‘w]._ Lw Lo\ﬁr-i-K)(o
az.-L(Aﬂc)

T
(1.20) = 3wt R _é),w,leLoA So
321 (A+k)

wiR:
3LT (A4K)

(1.51) A

——ecw —lwz'LeA £0

(1.42) ’= h""’ri‘)‘: x UOLQ,L
A(A+ K) 221

+C.w > o



N
na

1°) Stabilité au point M, dans le cas A4+ K >o .

I1 est évident que les conditions (1.39) et (1.40) sont toujours
vérifiées.

3i on Tixe tous les paramdtres du problime, R &tant racine de (1.30)
on peut noter que wPJ’ tend vers © , si WO tend vers 1l'infini ou R

tend vers © avec ’\)3‘ .

On en d8duit que 1a condition (1.41) est vérifiée pour W assez
grand ou A, assez petit.

La dernidre condition (1.42) est toujours vérifige si A+L\Z est
positif sinon on est dans le méme cas que la condition précédente
clest-d~dire @ assez grand ou A4 assez petit.

Donc on a stabilité du point M1 quand A+E— > < 31 WO est

assez grand ou ATy est suffisamment petit.

2°) Stabilité des points Mjet My pour A4K <O

Remarquons que les deux conditions (1.41) et (1.42) sont toujours
vErifiées pour les deux points. Reste alors les deux premiéres conditions

(1.39) et (1.40) qui sont respectivement &quivalentes a

-

3 .
~wtR ~ustl.(Atk) R-C.w& <o

32L(A+K)

(1.43)  wRka=

23 7
(8 wRpe 22R  LoRw >0
f 321 (A+K)

Considérons le cas du point ML . Utilisons le fait que R est
racine de (1.31) dans {1.43) et (1.44) on a alors
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wR4 = AL - MLL¢ (A' + R) R positive

3
R'P = LDLR-' L —- négative
(61 (At+K)

d'ol on conclut gue Mz, n'est Jamais stable.
Pour le point M4 , sachant que R cst racine de (1.30) on a (1.43)

et (1.44) qui s'écrivent :
wha = + wWlo (AtR) R <o

w? R

wﬂr z -
16T (A+K)

+ v >

On remarque alors gu'il est impossible de déterminer analytiquement le

signe de ces expressions (mfme pour des valeurs limites de WO et A ).

3.3.2.- Stabilité des solutions dans fe cas Ko= ~A

Dans ce cas on a deux solutlons :

1ére solution
L B
J 9, "% R 9= R"/4e1a

l %= 9 9, = -_E;\__h

R wo¥
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2e solution

'3
’ q,=-%ﬂ~ % = ~R/4e1A
- - _Vav
9= "“h QL" ‘p‘::;,_,

R Ztant racine de (1.36) soit :

203
(1.05) W R

UJK—@'V'-:_O
321A te z !

clbet 91 n'étant pas nuls le systlme
d'équations aux variations n'est plus découplé

en deux groupes Q et Ci/ .

On a alors le systéme sulvant :

t

bA
4%, _ ;%Ll(’ S 4000) S, + 0%, 417,58, - 2.%% ]

é_;sﬂ» = _2‘_. [— \219' 31‘ - ( W..;?".t. e LO) S?L - %Lq'591 -\quSSZJ

(1.46) t Jwbo
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nous cherchons alors des solutions de la forme

éo] . ank

(= A&

Ank
S = oiyy &

On déduit du systéme (1.46)
>\L0{C=)\z OKLO{ _4_@_5‘: "“4.4] Az 4,23, 6
J=et "9, / oY /

On doit poser alors pour avoir une solution en K non nulle.

vy dek (g (ordy) =

avec ‘x,iij si A:A,L

‘XJ‘:EJ si J: 3,l+ .

Qui est 1'équation caractéristique.

Nous dirons alors que le systéme est stable si les valeurs propres
oX.
’DIJ

du Jacobien sont négatives.

g=by-4

L'équation {1.47) en R est &quivalente 3 une &guation de la forme.

(18) Jnd a4 I +'J>.,+3

Nous explicitons le détail des calculs de cette équation en Annexe I.
On peut noter qu'on a la méme équation pour les deux solutions de synchroni-

sation.
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Les conditions nécessaires et suffisantes (Liénard, Chepard) pour

que les racines de 1'équation (1.48) scient négatives ou nulles sont :
(1.49) Ji>o0 .A,:o,A,.zls,‘l
et

(1.59)  J= J,7, 3, __:]qu'_ o U; >o

Nous obtenons aprés tout calcul fait (en annexe II).

Jo= A

LY

[E‘— AW

41’4.*'
ToA_ [fe L uAve e 4 (wh d 1]
ltaL)* qiLe Lo 127 ot Rt (6L AF

Ji= Awl 4 f’_’zﬂL Rt
’ { Lae - e ymf]

<
eRwY . Aw3R Lo }
i1 41

T2 [ Ak TRy RNt
256 (1L)¥ ¢ 3¢ ]
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1'égalité (1.50) donne finalement :

AGHTLUE T = g [nm 256 gt _ M_{_L%w‘*] Ré
A-“ L“ rLIE AT AT

3
[ ssz,Aw oyt Al i et i gw IS
M2 1"\3 'LL:" A‘.L"L.f

ST A_L L esfaco Artut ol agte?

——

k- EYE) T

+43|o'-fL Sk +A02J+ LW et
La'r Al Lg‘

A3 ‘3\03 4 L L, L
+[L4|9\+3°\+ Ty (q\awov;gﬁ' - 6383( AT )

g

+ Aoy 183 AL _inicte ALY ot Jw 6836 ¢ J

s Tk § N
3 2
+[_wnm Ko w _ gqpise Abelvi
L L
A 3.2
—~loy 3536 Of ]_’1_ Y_uuq,q. "‘C'
e ~rr F3 R.“'

le caleul de ce dernier terme U a 6t& calculd & 1'aide d'un logiciel de

calcul formel Macsyma.
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R étant racine de (1.45) on peut déduire d'aprds la formule de Cardan .

on peut remarguer que R et ";g tendent vers © avec A
Montrons que les solutions périodiques voisines des deux points de
synchronisation sont stables.

Les conditions (1.49) son toujours vérifiées

‘:72/ tend vers _i_ L[/_J_ég?e + _g::-] > o

J‘(IOLQ) Lo
N/ tend vers 4 2z
3 4Aw ] >o
L1z L L ¢
T tend vers J* >0

ceci quand N} tend vers O
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JL s 73 et 7 &tant continues en A¥, , on en déduit que pour
~J, assez petit ces grandeurs sont positives.
On peut conclure alors que pour ¥, assez petit les deux points de
synchronisation sont stables.
Pour 1'effet de la fréguence ) sur la stabilité de ces solutions
on a U-L et qS qui tendent vers JL% st :7;' positives, par contre, il
n'est pas aisé de prédire analytiquement le comportement de J  quand ws

tend vers oo
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Tableau récapitulatif des points de synchronisation

et de leur stabilité

Décélération Accélération du mouvement de l'osillateur
AsK >o K 4O gvec lK]AA kK <O Ko
A4+K >o K=-A Atk <°
\/
un seul point de synchronisation un point de synchronisation
stable pour (W suffisamment hdz/ instable quelque soit
grand ou Ay assez petit. W ouAy .

puls un ou deux points

de synchronisation (si la
condition (1.32) est vérifide)
dont il est difficile
analytiquement de conclure

sur leur stabilité.

/\

Deux points de synchronisation

stables pour AX assez petit.

(L'effet de la fréquence w sur
la stabilité est aifficile &

prédire analytiquement).
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CONCLUSTON

Dans cette premiére partie nous nous sommes intéressé su probléme de
la synchronisation dans le cas de 1'oscillateur Bethenod. On s'est placé dans
le cas ol ce dernier est sous 1l'action de percussions périodiques de périocde™T .
On a montré pour \7\\ suffisamment petit et sous certaines hypothéses que le
systéme d'équations régissant le probléme admet une solution périodigue non
nulle de période | . Ceci tant que le coefficient de proportionnalité
reste borné. Cette solution tend vers la solution de synchronisation quand
[)\{ tend vers ©

Nous avons enfin discuté suivant les différents paramdires physigques
du probléme 1'existence et la stabilité des solutions de synchronisation

On constate que si le coefficient d'amplitude des percussions -
est supfrieur i 1'amortissement A ( K <o , donc amplifiant le mouvement de
l'oscillateur) alors il existe un ou trois points de synchronisation, instables
indépendamment des paramdtres physigues du probléme.

Dans les cas ol =K< A et —E- = A on trouve respectivement un et
deux points de synchronisation. Chague fois qu'on a pd conclure sur la stabilité
on retrouve les résultats des études précédentes [11-12-14] effectuds sur ce
pr.obléme en l'absence de percussions, c'est—da-dire

Les différents paramdtres du probléme, K , T , C LA et w
étant donnés , ‘/\T(l doit #&tre borné par une quantité finie sinon en se
donnant K , L, A, ¢ et Ay, , il faut que la fréquence W soit

assez grande.
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PARTIE 11
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Notations

e : densité de 1'air.

vo. vitesse du vent.

d : diamétre du cylindre.

m,  : masse des parties de l'oscillateur mise en mouvement suivant 2« .
A : raideur du ressort suivant i

“"la/: é‘-’-‘i 5 "‘"bl"‘ /-A-» ; fréquences propres de l'oscillateur

M m}

suivant % et 3

s
L= wll/uof

A= edYe

Zmw,

: petit paramStre.
Q(\:) = percussions presque périodiques.
?’j'l-, : amplitudes des percussions.

3 = s

q!b : bornes supérieures et inférieures des intervalles de temps

~ .
séparant deux percussions.

(M) —, M)

£
=
"

CI : solution de synchronisation.

Ppel = At | ) |
P = e M)

x=4’-,m



an

SUR LES VIBRATIONS PRESQUE PERIODIQUES D'UN
OSCILLATEUR A DEUX DEGRES DE LIBERTE SOUS L'EFFET
CONJUGUE DE PERCUSSIONS PRESQUE PERIODIQUES ET DE

FORCES AERODYNAMIQUES

CHAPITRE 1

PRESENTATION DU PROBLEME ET EQUATIONS

1.1.- Introduction, position du probleme

Dans cette partie on s'intéresse 3 un mod&le théorique proposé
par Van der Beek [22] 4'un oscillateur 3 deux degrés de liberté représentant
les vibrations d'un cable aérien de transmissions électriques sur lequel
s'est déposé une couche de glace. Cette derniére peut rendre la section
‘droite du cable instable aBrodynamiquement en présence du vent. L'Evolution
4 partir de cette position d'équilibre instable peut aboutir 4 des oscilla-

tions de grandes amplitudes & basse fréquence.

Dans cette &tude on se propose de montrer 1'existence d'une solution
au probléme des vibrations d'un tel oscillateur soumis & l'effet conjoint
du vent et de percussions mécaniques. Nous considérons que le rapport
des fréquences propres de l'oscillateur est irrationnel. Il convient alors
de rechercher une solution presque périodique & ce probléme. De méme nous
supposerons que les percussions sont paramétriques presque périodiques et

régulicdres.



direction

du vent

Palier P1

ressorts r1 et r2

~_
-

vue de dessus

ik J——fi_,<-4
\!\Pa.lier p. Palier P,
1

Pigure 2

Paljer P

2
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1.2.- Descndption de £'oscillateur

Le mod&le théorique développé par Van der Beek et Van der Burgh
consiste en un cylindre rigide de section droite circulaire et de six
ressorts montés sur une structure (fig. 1). Les deux tiges solidaires du
support du cylindre peuvent coulisser dans les paliers Ex . Les quatre
autres tiges solidaires des quatre paliers Ia peuvent coulisser dans
les huit paliers fixe 12L, . T1 est alors clair que le systéme est formé
de deux oscillateurs dé€couplés.

Les ressorts h] et AZ, sont sollicités au cours des oscillations
du cylindre dans la direction perpendiculaire au vent. Les autres ressorts
le sont au cours des oscillations dans la direction du vent (fig. 2).

On consid@re gue le cylindre demeure perpendiculaire aux plang
contenant les différentes tiges de la structure. La position du cylindre
est alors définie dans ce plan par ses coordonnées % et % - Le centre
du repére correspond 4 la position d'équilibre du centre du cylindre en

1'absence de toute force extérieure.

1.3.- Equations du mouvement

Nous supposons que la section droite du cylindre n'est pas parfaltement
circulaire mais présente une déformation (fig. 3) dlie & un dépdt de matidre
sur sa génératrice (exemple dépdt neigeux sur un clble &lectrique). Si on
place ce cylindre dans un écoulement uniforme il subit de la part de ce
dernier une trainée DE; et une portance L E‘D . L et D Etant les

amplitudes des forces.



67

ol e désigne la densit?é de l'air, CL le diamétre du cylindre,
‘> —
V.S =l l et & 1l'angle que fait Vg avec l'axe de symétrie de la

section du cylindre (fig. 3).

P SEEE TR

o
kd €
v@ ] ~ b
! ™.
-
- - l
e e 1 axe de symétrie
Y 1
I
- [}
ex 1)
A
X
-
€
Figure 3
— . .
r\)’_ vitesse du cylindre
Vao vitesse de 1'écoulement
—
% vitesse virtuelle de 1l'dcoulement
&y angle d'attaque

on a @ —~ap
—b
V5= V”—’\J’
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D
Les coefficients de trafnée et de portance € et €  sont fonction

de & . Il est facile de voir gque les &quations du mouvement du cylindre
s'écrivent.

3
+
n
&
R
i

Dcas<b —Lpiad

my}'j +S},w4-.-l)/>m4> + L b

m (respectivement My ) représente la masse des parties de
x ¢

1'oscillateur mise en mouvement dans son déplacement suivant l'axe X (l'axe\t)
et 44 (respectivement /4} ) la raideur des ressorts sollicités dans ce cas.

. P e brad
4) est 1l'angle dirigé dans le sens trigonométrique que fait ex avec €p
(fig. 3).

c%(a)
l - ///
cta)
054
N
) 1
w/2
054
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Les courbes expérimentales (fig. 4) des coefficients Cp , (. de
trainée et de portance obtenues par Van der Beek [22] sont approximées par

les fonctions suivantes

S(o) = &

al = e lse) o b ()

avec

D L L
¢ o , G >0 oF G >0

En plus des forces aérodynamiques et €lastiques précédentes nous
c N . . PR
supposons donc que le cylindre est soumls d des excltatlons presque périodiques
PP L

de la forme

edV:’ t_(fx)})bj e(b) A L <L

z
avec
. %
- 2 S(E-t
e b= l) % __}k, ( b__>
ol et j‘b sont des constantes réelles.

Nous supposons que EJ_L' (7)‘3‘(:) sont des fonctions presque périodiques
14
de (BPP . e’C(—l") appartienment & 1'espace /BH) dual de %lbf des distri-
butions presque périocdiques. On suppose aussi que la suite ééé’)kel est

une suite réguliére, soit



T0

b « Hﬂ_\:‘cém V’oel_

a b deux réels positifs.

3

Notons que

V:, (Vw..i>v+ jz
Cos$ 4’ = [Vu—;(/]/vs

Soit tangent,e¢ —= _._\4_-—- ( ¢ est négatif).
Yo=%

X=X,

I1 est clair que si on suppose gue la masse des différents paliers

est négligeable on peut poser :

N, = YGJ =

Remplacons les expressions précédentes dans les équations du mouvement.

-2 | D Lo Vo
X ok = = CAS¢ == W\,;m@ +€%,T: 51(\()3’5) e(t)

y + %}g: prd 4 L wsd +(:dv"’ 1(1,% ) e(t)

On obtient aprds avoir utilisé des développements limités en % et \'3

jusqu'd l'ordre trois les équations sulvantes

= 1'-&(:"‘.. ik




T1

D L ;
C%" %‘CQ [Cl °<A+%°(AJ L\é

regly -]
L o =37,
ped [oa adx+ 23]y

2' K —
+ efi—‘ w ', (m)‘h‘;) 2{‘%%_%(:15-*7‘)

g="d“[”°‘»« %) - 2o, g 7] *

_edz\rf:\v[c.ﬂ»mzd,s%]ng L<4 ~A+%°‘AJ*

L P IR ¥
‘-i_m{_%(,,% SN+ —2-,%]‘3

_ 2
+@ %\- [ e cv 334 %]"‘9*@%%'(2 S ’(’”E‘) ]73

Yo

(c'lin z(,"‘y‘él/ .g; ‘}bge: h'“)
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Introduisons les nouvelles variables adimensionnelles suivantes

définies par :

X= w_,‘,/'x./v

Y= wyly,
T= wb[:

Les équations précédentes deviennent alors :

X +129’)<:>~[COD-LG?>'< +(C.Lo‘<; +c;'o?,,3))'/

. _ . IS
—i'(ob X~ (C'L"(A‘*'%L 0?_13> Ky ‘*'((%)-C:_")’°‘A CbL) )



Y+ Y=

(B RS )Y - (e )X

ol

T3

[( 7.\+°'§—j:) C1°< + G g2)x
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Nous supposerons que le paramétre >\ est petit : ce qui correspond

a des forces aérodynamiques petites par rapport aux forces d'inerties et de
raideur de 1l'oscillateur , A Do.

Les équations qui régissent le mouvent du cylindre se réduisent
q q g

finalement au systéme d'équations différentielles non linéaires presque

périodiques généralisées.
o . L ¢ @
2 s %
X+_Q)< —_—_>\[q°+ GLK +Clq>/ +wa +a’u‘XY
il . _
+qqqy + Ay Y —+ E‘(X, y}t)e(t)}: A F'_L

o . . v & b
Y ¥ = A[boab X #b Y 4by X ab, XY

Pog Y 4 buy V4 Xy, DEE T = A

ol les différents coefficients sont donnés par :

D L - L =3
a,= Co o b =< ola + oy &a

D | =
G,= -4 G <0 b~ -2(ch @+ ek &)



(&)

- L - Lo, =2 L
q‘*=ci‘o(4+ %o(j qu,_(c.bq-c' + 3 x, %\70
Lo— L =32
qa,, = C? >o b&tf= G M + G Ky
AR - b b ycki3zlch 2o
aU{_—_-_(Q O(A+(‘6°(A) hy =0 +G F2X G
b ks L k2d Do 1y zf) AP
qu:z A+3%o<b+%o_% q“qz—(z+z+( 2

Nous imposerons dans cette &tude les mémes conditions sur les signes

des constantes que celles prises par Ven der Beek dans son &tude de ces

- .
equations.

1.4.~ Hypotheses et thansformation du systeéme d'Bquations diférentielles

Nous nous plagons dans le cas oll le rapport des fréquences

est irrationnel. Commencons par effectuer le changement de variable sulvant :

X = chcosﬂh +qb;>\h§'~b

Yzq%wak’ +q4 /;\B'U

(1) Nous reprenons k, comme variable de temps 4 la place T
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Nous obtenons alors par la méthode de la variation des constantes le

nouveau systidme d'équations différentielles en CI .

7= (‘14192,/%17#)

él = _ah (x,yli/\'/)t)wﬂt = %\hh,\:)
A < v
qz:;' %FA (X/ 7’;"‘/7&)/;%&: A\&qub\’
Gu=A (%Y, %, 7,8 ext = XK (98)
ijz)\ BL*Y, %y, 0t =N (g0

Les fonctions \6{ du second membre sont alors de la forme

% (q,) = ‘Pi(q;t) *j;(‘ht) 9’07)
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Le probléme initial se résume alors & 1'&tude du systéme d'équations
différentielles non lindaires 3 excitations presque pfriodiques paramétriques

suivant.

(2.1) éli = A ['PLCC{‘E) + 9;(‘1/9 e® ]

= 4,434

Nous donnons les expressions de la fonction vectorielle
~ - resque périodique en annexe TI.
‘f'(f’f ﬁ/fs/ffy) presane ¢
Dans ce qul suit nous allons traiter ce probléme dans le cas général

les 4, et g Az @--lﬂn 8tant presque périodiques par rapport & £

pour 7 fixé et e'b) des percussions presque périodiques r€gulidres.

ol iS sont des constantes réelles.
Soit \ﬁ((/h) une fonction presque périodique.
On désignera par \PL la moyenne de \P£<&)définie par :

— T

oo in A [ 00 &

on notera pour “P(E) = <\P: (5), — ) Mm U:>>
el = up | 8|

19U = aup |l

AL g
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. . . rR"
Nous supposons qu'il existe une solution constante % €

o~y
du systéme suivant. C‘ est la solution de synchronisation.

@2 T+ (], He0 = o

\

- =A/__.__/m

Wous allons établir sous certaines hypoth&ses supplémentaires %

énoncées plus loin que le systdme (2.1) possdde wne solution presque périodigue
—~~

généralisée pour A assez petit qui tend vers q uniformément par rapport &

k, lorsque le paramdtre 7\ tend vers O .

Posons

9~ rcivc“”“*'

Y :'.A, —_,m

Nous désignons par o%CR4) l'ensemble des points M (Q) défini par :

M(q)eDcr) 4 [[#< R Vizg_—,m
J une constante positive.

Nous supposons que pour M appartenant & @ C'€47

1) Les fonctions 7{(%6 presque pfriodiques sont deux fois dérivables par

rapport & 7 et ses dérivées son% presque périodiques uniformément par

rapport & E.

2) Les fonctions g(q,b) sont dérivables par rapport & (i et ses dérivies
.

partielles premieres sont uniformfment presque périodiques par rapport a £
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Posons. :

Q = A \O.JP_":

'J:h;)k O.UCQUJ'
aY: X
Q,_: JUP _jﬁ AL ,v;'/'/lc £m.
A:ci" DM

Pour M € Q(Q,,)

En utilisant les différentes hypothdses précédentes nous pouvons

réécrire le systéme (2.1) sous la forme :
N P(F+u b) - Felg b z_'“ﬂv'(“t)x
= [f*(ﬂ"‘“,)“’ 4 q; )" ",¢| ;S'U’J q' J]

[‘Mmt’)ﬂ‘, §eu e (‘9]+/\IO* (q,8)

}=t QUJ
AL £ &M
Introduisons les notations suivantes :
By (8) =2fj (¥.5) P maknice- (mm)

Au('t) 21?6&\’4.“} t> - ?‘C?"lt) - J" (DU (q}t)vu

1< 4,j <m

Le systéme différentiel précédent devient finalement :
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(2.3) L= APu + )\['f»(qlt) + 36’;\4.{&/5)4(1:)]
+ XD (wb)

oll M- représente un vecteur colonne (Yn/ A) .
Etant donné que la matrice Jacobienne 'T?j(b) de.-£ est presque

périodique on peut définir sa matrice moyenne.

o

S= P

Nous supposerons gque toutes les valeurs propres de f; ont leur partie
réelle négative (en réalité pour 1'existence des solutions, 1'hypothése partie
réelle non nulle est suffisante). Notre choix d'une hypothése plus restrictive
est dans le but de simplifier 1'exposé.

Considérons maintenant 1'&quation différentielle suivante

Gw  RO=ASR L P-S

On sait d'aprés le théordme de O. Neugebauer, H. Bohr que 1'équation
(2.4) admet une solution unigue }2[£) matrice (*“ﬂm) presque périodique comme
A est petit et étant donné que P-S=o0 on a d'aprds un résultat
de Roseau: [23]

)\“R" tend vers zéro avec A

*) Ce résultat fut étendu au cas des équations aux percussions presque périodiques

généralisées par R. Faure [25].
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Posons K = I-')\R- .

1 &tant la matrice identité (m,m) .

K est inversible pour )\ assez petit.

-t P -
K et W seront presque périodiques.
Posons le changement de variable suivant :
A = Ko

De 1'équation (2.3) on a :
W= Ko Fakuw
= ,\k{% + A +g2e® +P Y

sa[ase + 05 ] K

qui devient :
(259 W = ASw 4 AK[:ﬁ(q,b)+ g (374, k) e[
pu |
£ Aka) -4 RPKTw ]

Avant d'entamer la résolution de ce systéme rappelcns des résultats
fondamentaux [18, 25] sur les problimes relevant de la théorie des percussions

presque périodigues.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE DES SOLUTIONS PRESQUE PERIODIQUES GENERALISEES

2,.1.- Etude d'un cas Linéaire

Soit le syst@me d'équations différentielles représenté par :

(2.6) 2 = XS& + x[1- M) HE) b

Définit & partir des mémes hypothdses et grandeurs .&(/E)/ 8 et R(k)
données précédemment H (t) une fonction vectorielle (m,/\) presque
périodique continue de Bn‘

On sait que la solution de (2.6) est donnée par la formule :
b
zZ(B= A] Y9 [1-ARM) ] H() ey de

7'__: ASY 5 Y(e)= Tinmm)

f((’&) tant bornée la convergence des intervales est assurée car
les parties réelles des valeurs propres de S sont non nulles.
/
Z(_.E) appartient & 3/4}; dual de Bf/b et presque

périodique.
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Les intervalles de continuité de €&  &tant _]*4‘_4 y tlv[—
mais de plus la suite [ '2(."@‘ o)]b et [ 2 (tk-,+°)]b“e T

forment une suite presque périodique.

On désignera par fonction presque périodiques généralisées 1'ensemble
de ces fonctions dont les fonctions de Bohr sont un cas particulier.

Majorons la norme des \2{,‘ . Soit :

H = \\HH = m{/a% )*E»P)Htur))

—

¥ = mgj\?b]

et (J la borne inférieure des 1 eﬁ’\ parties réelles des valeurs propres
de ,.5, .

La suite (tL)k étant régulidre soit b > o 1a borne inférieure
des tL/-f k—)

D'ol

- ple-lg) -
|2l €2 Q) Z |3 < F A

— - »0 —f(k"blo)
< AQB)HT % e

- = == _ptb
SQREYHT % e
=9
Q(S>une constante positive définie par la matrice ;S
On a alors :

AZ et o x
20 A-¢e
qui pour A assez petit b
22T < —:—'
Azo P

soit alors
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o B € @ FH /b,

d'ol 1l'importance que b~ soit strictement positif.

Soit maintenant le systéme différentiel suivant

’

o 2= 252 + A[HH2® + FY ]

ol Frcb) est ici une fonction presque périodique de Bohr.
(2.9)

D'aprds des résultats de travaux de Wexler [24 - 27] sur les systémes
d'équations différentielles lindaires en distributions R. Faure [25] a montré
que si la valeur moyenne de la distribution He +F est nulle alors la
solution presque périodique généralisée de ce systéme (2.8) tend vers O

uniformément avec A

2.2.- Resolution du systeme d'équations différentielles (2.5)

Le systéme d'équations différentielles (2.5) se présente sous la

sorne
w= ASW & AK G(wb)

Ke T-AR
G(wt = $(F,6) + q(§+Kw,t) ®

. A5 W) 2 ARPK
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Soit Y (b\ la solution presque périodique généralisée du

systéme d'équations différentielles.

(2,100 w = ASw 4+ AK Qlo, t)

G(P/b) = "F(q) b) -+ g(OT.t) e—“’)

On peut poser ’V): comme la somme de deux sclutions presque

périodiques généralisées des systémes.

(2.11) \55‘ = ASW, + A G(o,t)

(2.12) V\'},, = ASw, - )‘Z’R/G;(o,b)
£ 2

Sachant que la valeur moyenne de G (O, b) est nulle d'aprés
(2.2) et 1'hypothdse rf@ sur S on peut déduire que la solution MGA
de (2.11) tend vers O avec A . Ceci d'aprds la proposition (2.9).

Dans 1'équation (2.12) en N\)‘ob la valeur moyenne de /\?'R,G(W; \7)
n'est pas nulle mais la présence du terme )\i/ entraine que W,  est du

2
méme type que "\!\r‘;4 . D'oll on peut conclure que

W, = Mr% +‘V\r;v tend uniformément vers © avec M
Pour 1'étude de 1'existence de la solution de 1'dquation (2.5) on

utilise la méthode des approximations successives. On d8finit une suite Q\Aﬂvon'

'
de fonctions presque périodiques généralisées de ®PP par la réccurence suivante.
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(2.13) A= /\SW;H.. +)‘KG(“‘—MB)

On initialise avec W solution de (2.10).

On a alors :
.t .
W, = ”LY(“) K G(ur, o) 4

{
La récurrence est parfaitement définie dans 3”3 . Montrons que cette

'
suite (Mr;\)n converge dans B" vers une limite AW solution de (2.5).

2.3.- Convergence de {a suite (w:,)n_

/
Soit -9(?') image de %CR/) par 1l'application de B/_’,/ dans

3f? qui a tout A4 6‘8501) lui fait correspondre M= K |
Supposons gque M(W;,H) et M(w;‘) e%/(ﬁ) , majorons alors le
sorme [z Il -

On a :

.~ wv’LL‘ = A j JY(""‘Q K’[q( (,“Jn /A) -G, '(Wﬁ-‘ )'A)] d4

(2.1) W

a) Considérons le terme dans 1'expression du second membre de (2.14) at 3

AL (Ko t) - Ac (Kag, £)
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B, - (%9 = ilrta, Y

5k - T [ ()]

=1

2
> .
d'ol sachant que Q4 - WEG\?‘ l -f;u ‘

| & (K b) = A (K, B) |

(2.15) <

2| o), - (165.), | [l - (634,

J,(’,sl (’,l

«lo

< Uxam*R Koxmk' 3" I"‘fn _wW,, |
2 fe= Y

—_—
< 9, m® KR %ml lMQ‘“&-lk‘
K' = nax aup | %7 (4]
y

P
Rappelons que K: T=A R’ N R. étant borné K, est de la
forme I=AR . & un réel positif.
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b) Majorons maintenant le terme provenant de ‘ ab(‘(\]‘ + K-l \«f“’ B)—g;(?{a— K;}“_‘I t)‘ 4")

| 8.3+ 8) - 9§+ Kowanr, b
<q, 27| (<), _ (k36 |
< WG K 27 |y

e Qo e[|

s
| Ay [ qtq+ KW, 4) - (5 4K hnm, 4) Teeyds

S T LR

ceci pour A< )\o d'aprds 1'inégalité établit précédemment (2.7).

A partir des &galités (2.15 et 2.16) cn peut déduire que :



89

) < (@R FR ona s ]

‘ N
v

m
K[ ZJ"-‘ l N“J - “[;\-\J\
< m [Qsme’ K™ R +mQ tz—"v’ b.‘P"‘gf]“ '\Un_\,\fn_|“

L
On a négligé les termes en A dfis au dernier terme de (2.14).

Soit finalement :

At =

D bl S [ARTAL] (A6~ )

avec

A‘ =z m"" @5 (/\1--2.,&)\)

A @ (AT
!

Rappelons que (2.17) n'est possible que si tous les M (w.,)ei)’(k)
et pour A assez petit.

Supposons que tous les termes de la récurrence jusqu'au rang n
appartiennent & g’(&)

Appliquons alors les mémes calculs au terme N“,H -y que

pour (2.7). Nous obtenons :
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I W~ woll & R [AR +A]

soit

(2.8) Iwho ¢ A RY 4+ AR 4 W

'VJ;\ € °9/CR) alcrs

Il vient donc : si on suppose AW,

N=t )
’
f\n;“le%(ﬂ) & la condition suivante :

(c 1) LRY= AR" + (Al;\) R+ Iwell =o

t
et @.\l‘“)q convergera dans Brr 2 la condition suivante :

(c 2) AR +A,-4 <o

(c 3) Une condition nécessaire est : A-Z? 4 <£o

’
Toute la récurrence est dans ag [R) si "'Wo " <R et (C-1)

vérifiée. Nous notons que x(_ R) admet au moins une racine positive si
+
(A-1)" > hA lw)

cette dernidre inégalité est réalisable car uN\fo u —t> © quana A —>0O

scit A < A’.\.



91

En prenant R = Ri la plus petite deg racines de f(&)

on a (C-1) qui est vérifiée et “ Wo“ < R1 » car Ay-4 <0O.
A=A
De méme pour (C-2) : R' & T *
Aa

On peut noter que R| tend vers © avec A

I1 résulte alors que (I_V{n)n converge uniformément vers une limite

AN solution de (2.5), tendant vers zéro avec A

La condition (C-3) pour S donnge :

mQ, (4 +Ae) 1T <4
bp

est vérifiée dans le cas ol :
1) La borne inf des kl-,- Jt“_’ , |> est assez grande.
2) L'amplitude Y):}- des percussions est assez petite.
Nous pouvons finalement conclure sous les hypothé&ses rj(q [.45:!,1,3)
et la condition (C-3) que 1'équation (2.1) admet une solution presque

périodique généralisée pour A & Vﬂf (Ao,)H) tendant vers la solution

de synchronisation rq' de (2.2) quand A  tend vers zéro.
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DE SYNCHRONISATION ET STABILITE EN
L'ABSENCE DE PERCUSSIONS

Dans ce qui suit nous nous proposons de calculer les &quations de
synchronisation, les solutions de synchronisation et d'édtudier la stabilité
au voisinage de chacun d'eux. On se limitera au cas ol les excitations dfies
aux percussions sont non paramétriques ou nulles. Nous utiliserons pour ceci
le théoréme de Kryloff N. Bougoliboff [26] qui est toujours valable dans le
cas des percussions non paramétriques [18]

Si les valeurs propres de la matrice S , valeur moyenne de la

. B =(2E) ot et g
apomenne ) ‘DUJ' l£~',j$ ¢ sont toutes & parties réelles négatives,
alors pour |)\l assez petit la solution presque périodique du systéme (2.1)
est asymptotiquement stable pour t tendant vers 1'infini.

En effet si on considére le systéme (2.1) 1'étude de la stabilité
au voisinage d'une solution de synchronisation dépend de 1'étude de 1'approxi-

mation linéaire du systéme (2.5).

(2.18) w = AOwr

Nous cherchons une solution de (2.18) de la forme

d'ol 1l'on d8duit
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Y% .
(3.19) o = 2, 5;J 3 A= A2,

J=t

Pour avoir d'autres solutions que la solution triviale
&, =0 LzA—~§ le déterminant du systlme précédent doit &tre nul. D'ol

1'équation de stabilité

(3.20) ‘ \S - n,T- i =

3.3.- POINTS DE SYNCHRONISATION

Rappelons que les fonctions _fi QQ" t] Lo A,z,,s,e. sont

données en Annexe II.

Les équations de synchronisation (2.2) sont alors

‘r [ =
%aLSLcib,%\ %’rj os 2bdlr = 2ha, Q. G =2

T—> 42 -7

T
: -2

tdir= zo

/\qbﬂq‘.:lrm- :i._TJ”;rmm_(L oUw._-Lqu_S'qu_



A Lim [queow + \ij cai't ol |

‘r—-b-+b

= )‘[%/L + qu/G]

A dra i[q J,Am%.{.bwuc‘ J ‘H:Ak

=3[, +2%/s ]

d'oll 1'on tire deux points de synchronisations :
- [ng — o
La solution nulle q =
(o)

et la solution ’q"@) = (°1 O/ flf)
avec .
€= """ /3 L““q

Nous rappelons que La est négatif.

Yoy

3.2.- Stabilité au voisinage de c}L =0

= O

Nous donnons 1'expression de la Jacobienne P. (D—f (_q h)
SU;
J

en Annexe II.

)]

. i ~
Celle—ci devient en q ©
©

i g\d(\.
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g, st o o o)
o} ot W O o)
(o) ] L%Juek' o)
o) o) o b, et

On & alors S= ?_'f:‘.(qb') .
DU,

T asdicy
Ay, o e o
o ayf, o o

° o by, !

o] o o by,

d'ol 1'on d8duit 1'équation de stabilité.
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{2 () =0

soit alors :
R = 4 et n = b <0
Af, “/o

Donc la solution ?:(- = v est instable.

3.3.- Stabilité au voisinage de 2“(’4)

La matrice P ( 5?(: ) , b> se présente sous la forme

q.ajm'?dr (o] o o
o} CZ,Q,CGALJLE o o
(] =] -Pas Pw
o o 'qu P,“’

avec aP'J‘ KRy a’ $Y donnés par
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. ) L .2
83 _ 6‘/Jm% E "‘N‘ﬁ [3@%)»1'”: 4.% e“’ .hn.Z/b’]

-2
z

Pbtf = B0, by, [ca'tum®® ,m).t]

Buy= b b 4 by, [3p0 ot 43 ff«*@;«’bj

On a alors :

qub 7] o o
(o} 4G, o e}
o Z3h 2 o
= T ! 7 L"“"Q
3 i 2
o o :{-k«qq( - Lq

d'ol 1'on déduit 1'équation caractéristique.
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ce qui entraine

L
= Q1/L/ C} Rj'+”5Lyk— + % L@ =0

soit alors :
&L = -S’bq/l— £ 0

)L3== —-by‘L’ £ o

L4
D'ol le point 9(4) est stable.

On peut noter que ce résultat correspond avec celui trouvé par
Van der Beek et Van der Burgh [22] dans le cas ol ils supposent ..Q-.f. A
Q. +4 avee & =OlA) .
#1 avec & =0

ou
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CONCLUSION

Dans cette partie on a &tudié un systéme d4'équations différentielles
non linéaire régissant les mouvements de vibration d'un oscillateur i deux
degrés de liberté placé dans un écoulement et soumis 8 des percussions.

Nous nous sommes placés dans le cas ol le rapport W /VJL/ des
fréquences de 1l'oscillateur dans les deux directions est irrotationnel. Ceci
nous a conduit 8 supposer les percussions presque périodiques puis & &tudier
le probléme dans le cas des vibrations presque périodiques. Nous montrons
alors l'existence d'une solution presque périodique généralisée pour LA\
assez petit, et la borne inférieure des le.tk—t assez grande et 1l'amplitude
des percussions assez petite. Ceci dans un cas général englobant notre probléme
initial. Cette solution tend vers la solution de synchronisation quand \}d

tend vers zéro.
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PARTIE IT11
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Notations
m, : masse du corps P.: .
J'Ll' : distance OP@ du centre de gravité Q au corps ﬁ,
d : ¢6té du triangle &quilatéral formé par les 3 corps.
—
-4 : angle formé par O‘R‘ 3 1'horizontale.

(% ar)
(53R

>
]

y : dérivé de par rapport a R .
L L
8(, . dérivée de § " " ",
1 = (O(I, L 712’ ,)?—3 ) coordonnées généralisées.
q = (wb ,il ,)l‘,b ,5-5 ) valeur de q lorsque les trois corps

forment un triangle &quilatéral.
q =q*“ M=(£s‘ula‘u¢,,“3).
—'\;" = - s.:;.d \Y Vo énergle potentiel.
u . matrice (3 % L) résultant du développement de A"
G,M : matrices (3 % 4).
E,ﬁ : matrices G R M pour C‘ =E‘ .

w : vitesse de rotation des 3 corps.

T—.g: période des excitatioms.
Q
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ESSAI SUR UN CAS DANS

LE PROBLEME DES TROIS CORPS

CHAPITRE 1

PRELIMINATRES

1.1.- Introduction

On considére trois particules matérielles de masse données, libres
dans l'espace ol elles constituent un systéme isolé s'attirant mutuellement
selon la loi de Newton.

Nous n'envisagerons icli gque le probléme plan c'est-d-dire que les
trois particules se déplacent dans le plan de leurs positions initiales. Par
contre, on ne se limitera pas au cas du probléme restreint ol 1'on considére
que la masse d'une ou de deux particules est prépondérante par rapport i
celles des autres.

Nous appellerons PA , ?y et ’Ps les trois particules,m, , m, et
m3 leurs masses. Soit O leur centre de gravité.

Posons alors

R, = 0?4" leurs distances respectives au centre de gravité O .

d‘g,_ PL?J leurs distances respectives.
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1.2.- Relation entne Les ng et dif

Exprimons dans ce paragraphe les différentes relations utilisées par
la sulte entre les distances % , dﬁj et les masses My . A= 1, 2, 3.
Soit la fonction y& appliquée 3 un point A du plan telle que :

K(N) = 3w (nR)®

4=t

On a alors la relation de Leibniz

il

b = (32 o s $10

Appliquons cette relation respectivement 4 chaque point Et

2 3 2
(3:1) m, BB 4+ m, PAY = (j’,o_.lm;) Ro 4 ¥lo) .
2 >3 3 ¥
Ga mBE +mBE = (3 m) Bo o+ ¥l .
2 3
(3.3) m, @P;’.,. m BF, = (?—:‘__ﬂrm& 7':;01‘—1— (o) .
Posons :

Multiplions les égalités (3.1, 3.2 et 3.3) respectivement par m, ,m,
et 013 on a :
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L D 'y

(3.4) m,m, d.v 4+ M0, Cl43 = MM R 4m SL‘(O)
L F 2

(3.5) oy dip, 4omym, dig = mem oy + m Y6)
2 L T

(3.6) ma“"n d|3 + Wmedzs - mbm ﬂs -+ W\~5 %(_O)

En sommant ces trois &galités nous pouvons tirer :

2 2 e
X’(,O‘) - ",‘\’“b dlL —+m, My dl?, + My M3 elg,_z,

m

d'cll 1'on peut déduire les différents X, et O‘U

- L
(3.8) h’lz/": "‘J,dw +m3dl} - %(O)

M

2 >
Lo che +m3c\;_/5 - ¥(0)
m

T b
'\ld‘.’: -+ mg,’JLB - }b(-o)
(1A

e
|

(3.10)
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soit alors

< L Z/

m¥

L i %
nz_ N.(m“"’ m:,') dlb + My (m-b-l'"‘,) db} - m|m3d|}
L=
me

7= e, A m) dig + o [memg) diz -, My diz
b—

mi

Dans le cas particulier ol les trois particules se déplacent au

sommet d'un triangle équilatéral de cdté d alors les égalités précédentes
deviennent :

Gan o ay = Ceambanm] @) = 5T

(3.12) ni: [mf’ + mi’«t m,m;] @/my’ = ’TJ’
'3 L '3 d - "

(3.13) = [m, + m, +m‘mb] ( /m) = X,

Dans ce cas on posera Ny = X
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CHAPITRE 2

EQUATTONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT DES TROIS CORPS

2.1.- Equations de lLagnange

Nous supposons que le centre de gravité ) est au repos par rapport
& un rep@re absolu. Considérons le mouvement de ces trois corps par rapport 3

un repére centré en QO

2,

2

L'énergie totale T et 1'énergie potentielle U systéme formé

par les trois corps sont donnfes par les formules suivantes :

T2 T (5t ad)

Y
A=l
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oo e[ mme | omts ey )

dl ' di 3 diA

ol les Ry et o désignent les coordonnées polaires du point P~ ,A: = 15 2, B
& étant la constante de 1'attraction universelle, qu'on posera égale & 1.
Le systéme étant 4 quatre degrés de liberté nous choisissons pour

coordonnées généralisées ( Ch‘ , A =1,2,3) & |,y ’)11 et /l5 .

T s'écrit :
AT = m (i et & ] 4w [ p g (54 9,)7 ]
emy [ e (% 4 S v D) 7]

a N
ol 9”/ et SLZ» sont respectivement les angles (P,‘ O Pb\ et ‘PLO P&)'

on a alors

2 2 L L L Lt 22
Q, = ancos [)I"""‘-‘ "d"‘] = an.w;[m3n'5 - ™t 'm'"*-]
L= e e

u‘lht imlmbn‘hb

% v L L L3 .2
Op= oneas [ =0T e [min vy —win
1'1312/ ’.W\L’meshs

ceci d'aprds les égalités (3.8 et 3.10).
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Les équations de Lagrange sont données par

d rOT

(3.14) < =22 =

3.1 dt[’bé(] o

(3.1044) ].. = _(?_E
dk Qm A

L=A,2,3

Posons @:_ 9!2, et [\ SlL"' sz et introduisons les

différentes notations suivantes :

8 §. %
& =325 =2

@ §. _F%

N —
e‘) QmOJ&] J ”Oluj’.)ib

Nous avons alors si on adopte la convention d'Einstein

(3.15)
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— R = = e‘ _—= — = Kﬁ

Nn; N O DR

f)é - R ._; - 6. .

on FU " Ry J %
(3.15)

4 [28 1= g x d =¥ %

Ttt&i} (7 i Load = %

Ceci pour Ayf = 1, 2, 3.

Les différentes expressions des GJ . ?{C sont données en
Annexe III.

Considérons maintenant les &quations de Lagrange. De la premiére
d'entre elles on a :

aT _ ¢
Jx

ol CL est une constante par rapport & t

Aprés avoir développé tous les calculs en utilisant les relations(3.15)
cette équation devient :

Gasy myn & 4 T [mgngpe 4 U] A = C

ij=Ay3

Les trois autres équations (14.i) de Lagrange en R4
respectivement :

s'écrivent
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mA 4 2moagiy [ &+ B ’k} B+ w4 pichy

+ @J’h'a'](ﬁ v i [aatii] v,

(3.16.2)
sy [ & e Byhedy + G54
—my X = omy [‘“-*"‘a 4 Memy 3_._}
dis do 43
miy 2w Ao ] b s X gy 4]
(3.16.3)

+“‘5”b;‘5[6‘+~65’&]62,+ maﬁz[& +K5’.Z€;5+XJ }SJ']{:, |
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miy s e L] g, 4 mll [2 4 pyic”
SO ] fa 4+ B[R+ Wi S

(3.16.4)

o [ a By ity 4 B 5% cmaas 4i]°

l m,+m m, +M3 wy

. m n. \ 3 : .9
> Cl ]
3 13 Al?.

Dans un but pratique nous présentons ces 3 derniéres &quations de

Lagrange en %, (3.16.2, 16.3 et 16.4) sous forme matricielle.

(3.17) M3 +2xGqq = ~(q +'i(1,<'1)

oa M et G  sont des matrices (3 x L), o et fdes fonetions vectorielles,

q= (°(/ X, M, )'3)

oa (or, o, )
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m+wm

P [ mwzb_ __'_3__5 _ m!s
d dy des
N, = - m.L)‘L LA Tuh T
d,2 d dis
1 23 ?

/\}32 ‘MQ’%L M, -H”b mg,‘fnb _M_b__:!
>
43 d2 di

51 on pose :
6 = —[amoude poic +m2% iy |
G= ~ ""5”;”&5 n %

alors

b o vt

R R R A T

fi= ob v of + g



‘111 @Xsuuy Us TTBIP U2 s233T01TdXa quos _..2 39 _v._.ru 9p suotlsseadxs so

0 REWw-PRw

Rt PR o
b % S .m&:ﬁ&
Sefardaset grnedda,

§rp3 30

o S 4 7 3 M
\NN\N §+\«@WR Wt W

e amede

' %ﬂaa‘\ \n\ A —
.y \«&d.:la T a— - mV
o 7 hi'a -

g9, 5% + g .@.\W Tu nv.m:as + & Tt /

@.% Mﬁﬁi +A& .@ .w.:ai Aw Mgnﬁ +4 ..y .Mﬁ.ﬂ:

a_?m?ﬂwwﬂzts ! \m.ms + .@a.r_f

]
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2.2.- Equilibre nelatif des thois particules ef points de Laghange

On remarque que si les trois particules Torment un triangle &quilatéral

de c8té d constant 1l'8quation (3.16.1) devient :
© -2 .
(3.19) l.'"j % } x =C

dtou é( est une constante (W .

Les trois équations (3.16.2, 3.16.3 et 3.16.L4) se réduisent respecti-

vement aux &quations suivantes pour # = 1, 2 puls 3.

__(m,"q) [w"_ ﬂi,?ii’ﬂb] o

Ainsi on a rotation de la configuration en triangle dans son plan autour
de son centre de gravité. La taille de celle~ci est fix€e par la donnée de la
vitesse de rotation W = (W’ /dl’i)‘,z’ et vis-versa. On a donc une infinité
de solutions & ce probléme. Dans un référentiel tournant 3 la vitesse w chaque
particule est au repos : les forces gravitationnelles et centrifuges se compensant
mutuellement.

On montre [32-33-34] aussi qu'il existe une autre configuration dans
laguelle les distances mutuelles des trois particules restent constantes
celles-ci demeurent alignfes, la droite qui les joint tournant dans le plan du
mouvement avec une vitesse & constante autour du centre de gravité O fixe.

Dans le plan de rotation des particules si on fixe la position des
particules ]i et fi_ il existe deux positions possibles pour la particule E%
dans le cas de la configuration en triangle. Ces dernifres s'appellent positions
de Lagrange L9 et LS . Dans le cas d= la configuration en ligne il existe

trois positions possibles pour 3 appelées positions de Lagrange L, =l'L et L .
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EQUATTIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT VOISIN DES POINTS DE

LAGRANGE L# ET L5 EXCITES PAR DES PERCUSSIONS

3.1.- Equations du mouvement voisin de L'équilibre

Nous suppcsons maintenant que chacune des particules P_L' est soumise

8 des forces percussionnelles "-6:' de la forme.
——
To = Am (K + Ko ) 2()

od AW est définie plus loin. A un paramdtre petit.

C&) = T “Z::é U:-nT)

K, KL , T des constantes réelles. T= AT
LU

Le systéme d'équations différentielles 3.16 s'éerit alors :

Gan Mg +akGd = etq) 4 Fg,4) + T(q0)

Soit -q- = (w t y ) ) h; ; %) les coordonnées généralisdes de
1'équilibre relatif de la configuration en triangle des trois particules. Les

% sont donnds par les égalités (3.10, 3.11 et 3.12).

Posons :

(3.22) c] = éi'+.u.
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M (ﬁ,u,/u s )

Exprimons 1'équation en o (3.16.1) en tenant compte de (3.22),

s B0 = w4 M

alors :

mk,(i"' + ,ulo)b( €tu) 4 B (M'Pi) we=C

i

Sachant que C

=mr, W d'aprds (3

. L

au premler ordre B_(JC-PM)
L)

.19) et en développant
au voisinage de % nous obtenons :

(3.23)

mk;.:'é + lmkiwuk + B*-(}Z> R

[Lm = 3 + m,‘u w —(-m[‘_ub_é OB'(JI.*-&u) - ]

Considérons maintenant le systéme (3.21).

Dans ce dernier les matrices
M N G ainsi que les fonctions vectorielles A et ':It sont non lindaires

en (7 et (i . Nous pouvons écrire alors :

o f = M My, -
Glaed = M) + D)

o LB¢1

qu'on notera sous la forme :
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M;; = M M

de méme

4

Nous n'exprimons ici que 1'équstion (16.2) du systdme (3.21).

Les deux dernidres lui étant similaires.

Le terme M‘i

o - I' . .
(3.25.1) Mqu‘i:[M‘J'""“ M‘J]Mj J*i

Le terne 2% 19
24 Gy q; = i [ Guox + Giy4iy + Gy i ]
(3.25.2) = 2 [‘-"—“3'] ¢ 2&[ gty + Gy Ly ]
= —m (ytu) (w +e)?

# 2 () [ G Clg oy 1[Gt G i |

Le terme N’(q')




or

et

il

(3

Le
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- ___ _._m,h,,[m""m" m,4m, -
3 d 3
13 3
=- 2 T = [ 2+ 20 5 443U (%)
dm, f.)n, 3 z Onpab’a’!L

4 4w 2P (T o) ]

6 MY OY Nm

(D_L;j_ &):) = my h’l w
oM

X %40:]. = m 'y — 4y Uy

vient alors :

Su

. Ay
25.3) &= —my we m,w,fu, +Yj U‘J WM _.u‘.ul«u,,o_!:l (2494

! £ o0y T Pu0YPYOm

terme du second membre ".‘f1 donné par (3.18)

74= 2(9,9) = ;{; (a4
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or d'aprds (3.18) tous les termes de cette galité sont nuls sauf ?__ (:{_‘)o)

Y

o’ _
posons ___‘, ?ﬁ(”blo) - f’}L alors
%j o‘oL

X A U
(3.25.4) -‘?A(""T\ - -‘L;b’%jk,

La premidre dquation du syst3me (3.21) s'écrit finalement en utilisant

les différentes dgalités (3.25.i).

My € Mgy, g — wom g € 4 2] Gyy ey 4 Gy 4y |

. 3 Y -
uji, SU gy gt U (Trou

-4 u4j+\ = - .
Z oy Oy € oy Oy,

(3.26)

“ o . .
_usz+'Jlj __ALM,"Q +om &[ﬁ_’l ] + Zowm €y,
—tw[mGiaiy by iy ] - 28 [, (G +uGl)

iy [y 42 G T e iy 1 Ao (KrKan) T 2 75(0eT)

Mz~

(nous rappelons gque nous adoptons ici la convention 4'Enstein sur M,'J,‘,i = 1,2,3).

I1 convient de préciser que les différentes grandeurs constantes M.:,,
M‘.j , ‘a_," , G.j . u,‘j sont explicitées en Annexe III. Devant la complexité
des caleules on a &té contrait de les exBcuter & l'aide d'un logiciel de calcul

formel  MACSYMA .
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CHAPITRE V

4.1.- Hypoth2ses

Les équations en AL ohtenues 3 l'issue du chapitre précédent étant
tr@s compliquées nous adoptons des hypothéses simplificatrices : nous supposerons
les termes du second membre non linéaires en AL et AL nuls. Nous considérerons
alors que les 3 corps oscillent autour de la position d'équilibre tout en conser-
vant des configurations en triangle &quilatéral. Ces dernidres se déduisant de
la position d'équilibre par une homoth@tie de centre O et de coefficient ’c(ia.

11 est alors aisé de voir que :
Ezo ok =% (44 xt))

soit

= o x (k)
L'équation (3.26) se réduit & :

M‘j+, R x4 dw [GT,BE,_-'- &.—., ;t':] % - uz'j«-v R 2

r DU oS U (5
= o240 TR gD (0 (KK e(k)
Iy 9%’%F“L. [ fb\ﬁyacniazm

0 9¢4
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On obtient aussi deux équations similaires provenant des deux
derniéres &quations de Lagrange en X, et 713 , mals dans ce qui suit nous

nous limitons & 1'8tude d'une €quation générale de la forme

(3.27) Lo e 4 wline = qrr +a3,x? + >\(A +C;7¢) < (k&)

ol 0:', 03 , € , € sont des constantes strictement positives.

4.2.- Existence de La solution périodique de L'equation différentielle (3.27)

Nous nous proposons de montrer qu'il existe une solution x(b)
périodique de pdricde U  de 1'dquation précédente, ceci pour IN suffisemment
petit.

Nous utiliserons dans ce cas une méthode de résolution des équations
non linéaires excitées par des percussions développées par R. Faure [16] et
Ennassef {30].

Nous nous plagons dans l'espace de Banach Bh) des séries

absolument convergentes et | - périodigues.

wo ithl:

Br)- { ) = ;zj_zme ) 2 e ;Fx_nk

MN=~0o

On posera “ x (J:) " = ;Z—:-:I‘)Lnl .

I1 convient de préciser que si gﬁk\ € BLT) alors
oyl € Nl Ryl

D'aprés (1) et (2) nous pouvons représenter la distribution

400
T z %((—-nT) par sa série de Fourier soit

Mzewas
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22 ok
e 2

M=~

ainsi que le terme 'X,(l:) &Gﬁ) par

teo in(LE
x) 2 e
Mo
si 1l'on suppose que 'X—(‘:} est T—périodique.

Nous définissons la récurrence suilvante :

. . 2 + £
Xy ¢ L0 %y 4+ Wy Xp = G Xy + O3 Xau A (A + Cana)el)

(3.28)

avec

T, 4G€ B(T)

. < 3
Nous exprimons les termes Xy, ; Xp et le"" + QAI,M

par leur développement. On a :

toe JP.QE
X, = oAp €
-t Mm=~o Ph-l
+\:o( e:"a_e
Xn he-t I
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Remplagons ces expressions dans 1'8quation (3.28). En égalisant les

termes de méme rang p on obtient 1'égalité suivante :

(wi'_ an + 2 CPQA:)drnz -P 4+ A (A"' Clxh-\c—o))

Pn-l

soit alors :

(329 o = g, {P,"_l £ 2 (44 =0 (°))}

avec

(3.30) 0p= (w:' _ rz,az. + Lc_rQ_L-)-\

Il est alors aisé de montrer que pour tout r

; - A 4T

(3.31) lerl < ¢ C~¢?——:—CL si ¢ & _‘% W,
wo-

Q: .j_..- si € 7% Wo
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I1 résulte des égalités (3.29, 3.30, 3.31) que
lxal < C{q,,,”xy’f-« I+ o J < l } + Mg (446 x()

ol ? est la norme de la série absolument convergente de terme génédral

‘ A}
_L N analT
(wf; _ Sy -+ 2en ﬂ»b)e . Soit alors :

G [ll € @ ol mnal s lzaal} 4 (44€ 1)

Montrons que la suite éxn)n définie par (3.28) converge dans
B(_T) vers une limite ax solution de (3.27) ceci pour l/\l suffisamment
petit.

Partant de X,=o0° nous posons :

.L-:, -Z.IAI‘?

Supposons alors que “ Wy -y “ £ { . On a d'aprés (3.32)
Ixal € p oL’ o2} + Mo (4 vet)

choisissons I>\' < ‘0? (/\4/ /\L)

avec
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)\zl/: A et Az, - _..__4_____—.—-
11}(6\31)’“ C(-Labc-l- c,,)r)

I1 en résulte :

an Il ¢ f(?qbvr)\:'.\.qaz_vlkl))\v) + AV}(A-'-'LC/\)\L'))
3oy N 4o +20m 4} |)\\q
Yo 0571 C(2pa tcr)y

:;;:)\q Z -L}X]q

il vient donc pour tout N

(3.33)  |lxnl <.Z|)\|r)

Considérons maintenant le terme Xn4y~Xp . On a d'apras (3.29)

Xny ~ o =C[ Pn-l] AQ ’)L (o) =Xy )]

ce qui entrafne :
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f Xty - Xn ” < C[Qe, " xﬁ _x.i, I + qz,“ zf\'_x’“’.\“
Wy | % 6) -2, 0]
d'odl 1'on déduit en utilisant (3.33)

H'JCM\~7CnH ¢ [5Ca3,\_” +L0L€l + \)\\.)C,,] “:\'.,\_Ln_‘"

or

A pa, /\2/71z + ( Yoo, + -Z«C4) lz\lr)

éA&ch 4+(H€a+.ac4) M

= /u’eab'lz + (lleqz,‘*'-zCAq _ s
Hewn®  Clrersy

<1

d'ol la suite (x.. ) n est une suite de Cauchy dans le Banach B(_T‘ . Done
31 nous cholsissons A < \n?L/\. 2 la suite t)cn converge vers la
solution 9 de 1l'&quation (3.27) dans B C_T)
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CONCLUSTON

Dans cette partie nous avons établi les équations d'un mouvement
voisin des positions d'équilibre relatifs dans une configuration en triangle
des trois corps s'attirant mutuellement selon la loi de Newton et soumis i
des percussions périodiques agissant simultanément sur ces derniers. On

~

aboutit & un systéme de quatre &quations différentielles non linfaires.

~

Dans un deuxiéme temps on s'est 1limité & 1'&tude 4'un point de vue
mathématique une équation 4 une dimension. On montre alors 1'existence d'une

solution périodique de cette dernidre, ceci pour l>\\ suffisarment petit.
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ANNEXE 1

Calcul de 1l'équation caractéristique dans le cas A=_K

Cette équation est &quivalente & une équation de la forme™

X - &S -E‘) 7

£S —-a -r) -E?
(A1.1) =0
&r) V) ‘&'—d [#]
L __y) Er) @ —A
ou 0(‘:“’82' a=a°+04:7;+f,/ "
v L L, b

% La signification des grandeurs intermédiaires notées par « , ) -

d et ’& gse 1imite 4 cette Annexe uniquement.
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E vaut = 7 pour le premier
point de synchronisation

=-1 pour le second

€= 1'6ga1ité (A.T.1) est Gquivalente 3 :

A

=2 2
B )
k3 - o)
" "

|

|
o




131

aprds guelquestransformations celle-ci devient :

o0+ —ot-a 45 3 o
7 "
_W8+1)  d(xra),, 4
) 5 °
A A L-d o)
)
A A o (o}

soit encore :

La(/,) . —-o(—YC)H-S _2

[ 444 dlra) 4] dard 41 4
h* E n? 7

2o
7

ol

d+#o



d'cl 1l'équation suivante :

l%{[%l(oua) -1-41 ["P‘_;"]_%}

+ J‘;—z +1 4 S;'li(dw)]{ (‘&_;).i)('d-°+$)+l}=o

gu'on peut écrire aprds avoir développé tous les termes :
L7
ad —tdd 4[1471-{- 2a, (—{')] ad 4 [ ok («% 9’")_] o
+ a.ad’ 4 [-‘E.af,’_;. 4&.7‘4- R 4 ‘E.SL_] d

.Q-C-Ltl')z)a. + ELLQ +lp]7'- Z’L-—Q.QJV)Z =0

Remplagons les différents termes par leurs valeurs respectives

(A.I.2). On a firalement 1'équation caractéristique suivante :

3
JO)L“.Q-J,‘)L .{.jzhfz'-i—j_;h——qu =0

ol
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J =2

yoL?
Aw
wr | ot
RS 4 6”@’&«(&2“@;\)*)]
L= - 2
46(1.,L.,) L

-Z,U"Z R" 4 —J
4 Ao IR
2z 2
Rw A RL. }
+45T t m
3 1ot 4 3RNw*
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ANNEXE T1

Expressions des 'f\(qlg 1[$-4:54 .

(qub)=- { 6, + @ L[-q, a0k 1 q e U] 4 [Lqaink 49, cost]
o [uniak +ifuatnt _ g, parat ]
*ay, [q;"_uf‘: +q:c‘>f£ - 459 itk ]
+q,_,'f)_[q' g, Mnbpih Sb-q,q ot pi b qqupl'\"m&h_ q,9,4" cos sUH]
£9,,, [-qetint + Wi b - g, (b pink 4 a2k east)

+q‘;qv_ (,m\lk I e JIv\?‘%waF) } tos Lt
e

et = | t0+ a2 [ aiaFrgemnt] 4 gt 1q.cb]
+9, 2 g kiaal 4 qu"sz} - q,9,pn 22t ]
+ Oy [q:‘b"%% + Q: ot —g,q, 43 %_]
+ 0y, 1 [‘1, g, At prot - ,q, ot sisth - q,q piaberatk 40,9 ok castF]
[t gt g ql (tab ik 42t iat)

+q5q, [t gt 4ttt ) } x%af
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"ﬂﬂ )= {ho + LG[_ q»;m,hqzm_n}] + [.%,,mb,q’m\:]
+ bun."[q"a.u.al- + qice&z} -9, q”p\'n.},ﬂ.l"]
b [t gt g, st ]
+h, 2,9, pink ik _qq takpiast- gq piteosnt 4 g, g et s 2t ]
+1:,W]:—qimik gy et o5 (et pint 4 ah2k east)

+ cﬁq* (Al pint 4 st coat ) } tost

4t) = { by halqeat 1queak] o [qkbkiqat)
rhy O qlmi2at 4 gle’at — g, pi2at]
+hoy [qRE 4 qlest — g a2t ]
+ by 0 g, pink pact g, g, st pival —qq pikcosnt s g q ok e
+hu [ pt rquealt _q.qt (b gk pantk )

+ q: g, (42t pint 4+ gt eont) J gt
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Expressions des % (c[lﬂ A< A:/j 4 4

’MJ

4

+ qu’ Q0 [(13[!:1,{7 pnat 6]'* sk pin QJ’] J AinLk

?;l = _.{ q, L b 4 quaz[t.?zcea"n} — A 2t ]
Uy

+ 9, 41 [— %/i'ml' ws Lt 4+ 9 tst Lt } pia Lt

o _ - \

r:‘/_l; = —{_oq’ ank 4 Oy [thmnk - (h pm?/k]
+ QL2 [(LAM' pisth - q, sk Ces.QJr]

+ Ay [ -3 q:/airfk - qi(ca:biuh— Hin 2t tart )

+ &hth (.Ainlk punk +AiALt tes t) ] },o?m.fLF

’)‘g 2
’S_J‘f_-z._{qqmt +aw[l%uxk ——quli\l.{' ]
+qwn'['% test a2t +sz* tes 2t ]

+ Iy [3‘]; wsit _ L,ﬁq (wﬂ ;fnl' + pﬁU’ Cmi‘)

+ ?: (al;\& pnt 4+ anlt Lo:f') ] } i STt



Q‘fb . z (> .
m_ = { -0, 5L ;m.ﬂJ’ +0,, Q [Jq' 'L\A.Q\' — c}L [m\QSU’ ]
40, 2 (g Ak pirstk —q b pin k] } cas SUF

9,
2, > 3
5—; = {QL-Q tos LLE 8, & [:quco.s <t —%PmQ-Cll'
.

4+ q‘u’ .CL[,%PV\." ees Stk + q?‘ w!’tasﬂ*']} tes CLE

oty

= {- Q«‘J\;\" + Qw[.tqa,un"‘f s %J;\nu]

Ou,
+Oy n [c"m’u\- aAat ‘1::“""} ces Lt ]
—q,, [3924Rt + qL (w'bpub 4 ain 2 eot)
+29,9, l,u'nLl'AlH- +Jin’1 o f') J } Coo SUF
~7 2 .
rm:; = { o,,wa" + Qw['z%m“l' -%ﬁmﬂ']

+ 0y 2 [.‘Qlu etk pasit 4 9, Coot tmaS2F ]
+ Oyyy [3 c’:' ek — quq* (wzl';u‘\l' + An2F ml—)

+!]: (Afn\ll'ﬁn{' + sz(’wf> ] } o SLF
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4, : 2 2 :

5? = _(_ BL.EL}W, ok 4 bz.z,’o' {lql fm.(l)’ - qz—.amé.CLL‘J
+ buy 2 [ quaint pn b _g ek pincat ] ) it

9,

— = _( b o ek | sz.o."[n.%_wz'ak- g, Am 2.0t ]

+ \’zq n [, g, Ak ess b 4 chws" tos CLE ]} 2int

o - 2 .
. =_ (_. byant 4 by, [ 29,4k — %y /,mz,%]
+ b.u; ¥el [cb pink pacLk _ 9, pink k]
+ byyy [_3 q;' gk _.q:;’ (wﬁ- pnb 4 g2k Leal')
+ 4, % (.Au].ﬂ- pnt pint tso}') ] } pint
Q‘-f 2 ,
5;3_ =-{ L,,‘tm" + Lw[l.qv’w&(: - qs.om.d' ]

+ by 2 [-q et phat 4 g et at]
+!>qw [3%:' msi.' - -lqaqy (Ml{’,bu‘\f' + p\f\l" Cov’r)

+q‘;' (.Al;\z.f-[s\‘nf‘ + ,\S\;lL!“ Cea‘l’) J }Al'\\“
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oH | .
e = {- Q pnatk +.Q,2’[.‘Lch Amzn,}'_qzsmznV]

+ [\:l3 pmt prQF 9y tosh /a\i\QJ'] } wes b

:":—:%—" = {_O.wa.m- + .zz"[:_%m‘m—_ q|p|i\2.n_lr]
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ANNEXE I11

Expressions de (3\ , ¥ A =1,2,3 .

4 2 2 L ¢

s, T

& L L L . T
- L
@L - M.’L' +M¢, z: + Mbhs
2y T M

i

(55 --L M: "—5

T

L L ¢ L
i -.M, ‘-I hd ML’LL "' m, l&
1

nTC

2
LML)L"

e

L L g L N
%= MY = MRy — MyRy

T

ol TI— est donnée par

= (g £y Fomng ) (w4 gty — M) (mn, -, 4 men ) L, 4 o)
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Expressions des M'J de la matrice M

M, = [('“5'"5.3 '":."‘s’:”; + ”‘L’li("‘f":’—":”:) Fus ("‘;";' MT”*L) ]/x.‘ﬂ"’"
4
Ma= "™+ [(m&:: + m}.\:;')(m‘le’.f m:hg - ““i":): q"s";’”l"”#] /n‘,L-‘T
MLL?' M45 = [(u\ﬂ.: +m5)€') (wgfé' -—W:"l;) ("é"é‘i’ “‘i’é "M‘h}>

(oW s i) ] 1

1"-:,

Mp=M, = -2 ("‘I’H +"‘5'~5 O [""‘1 mny & M;’Es(’“?—" ‘“"3"5>]
T-“
nng L

My Do (s o) - 284 e

- N L
o=t [t (5 + i o) S ompond] £

2 ¢ L
Myg = Mey = 2(mpem) wa, Wy, [ Wy - Wty "‘3'.';] / T

. L2 2
'5*4:(‘;'&“1 * m"[”‘u"i‘ ny — Wy

"

ft

MB [LM55 %—’ﬁ"— +“‘3"‘5("‘1’11—M&’LL)]/T-
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Expressions des M“J des &léments de M

Les expressions F1U sont obtenues & partir des p4g aprds avolir
remplacé les A4 =1, 2, 3 par leurs valeur J"L-t' données par les Bgalités
(3.11, 3.12 et 3.13). On obtient alors M en fonction uniquement des w

4 =1, 2, 3 et d

dans ce cas

= 3(mwmm)" d¥
me

—
——

L L ot z 2
(h;_hu 4+ Lmymy +mmy Mg Wy -—.Lm,m,f’-m. m,_) d

=
|

V3 m (m;“ + My my + \M,f)'”?—

L Yz
{ .Luf,ms 4+ mymimg ) (mzemomg +mE) 4

Y3 m M My, wm

_ C.L (mi+ m,ub-ym,z) M;L + (mE Ammy “'""lz) M}] d

Vi ow (S + mme 4+ w®) Ve

8]
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z 3 2
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2 2
] VA
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Expressions des termes G." de G

o
&
!

= Gy = Guq=°

Gb ::V'\‘_hLGA‘: dmb M|+M‘3+M|M_3)

1y
2 2
Cangmd+ [ +mym,) w moms, ]
LN T LN

ﬁ w Mgmz,mb

~ - o™ g 0 2

G,* = Mb":s{‘ = My ( M|L+ mf-i- Ml"‘b) LL—"-‘W W, M, My (Mb-MA'ML) ]
g Yy &=

2
Wt g

V3w momem,

— Y
Gy, =-mAy, = -%a. (M|4M3+M(M3) >

—

Gar = - Gy

-

3, U v
Gy = 'L—éﬁ*m\d * [m,z'+ m;'+m.m3] [M,L'-rm,'_' + m,mL] *
m Wy

= = LER
Gy = =y Tofy = s (e e mm)
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Expression des UU de 1la matrice WL

L 2
Uy = 3 (mgtmy +moms) [“‘"”L'V’g, (m +3m) m,’m}

wom, m> 4>

I 3
U, = 3 (> + w3 +M3) [mtm,_w«z, [m+3m,) +\M;M]
W My md?

Loz
Uy, = 3 (wmrmy “'Wt"“zn-} [m,mbm3 (M+3m-_,,)+'mé'w\1
LI mtd?

2 b3 ‘/z_ I,
Uhy= 3 (Mb +my ot W‘Lw‘s) [M,L+ M;'-r m.m;) 2:ﬂ:«, Wy (L Mr““z,"“u)
My m>d>

3 Umdemd w2 2 2
Uy, = i T U I it '“1‘";) Wiy (Lot - )
e d°

[
UL,J =3 (M.L+ W\5L+ '“!"“5) " (mff m_:—+ m,ml>lw\zu5 (JM, '“"i“"s‘
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ANNEXE IV

Dans cette annexe i1l nous a paru judicieux de présenter bridvement
le langage de calcul formel MACSYMA ainsi qu'un programme de calcul dans ce
langage pour l'exemple (calcul des &léments de la matrice M ainsi que ceux

de M relative & la troisidme partie).

MACSYMA : Project MAC's SYmbolic MAnipulation system MACSYMA est un logiciel
de calcul formel créé pour aider et assister les ingénieurs et scientifiques.
L'utilisateur introduit des expressions symboliques et MACSYMA renvoie un
résultat symbolique ou numérique.

I1 peut différentier, intégrer, calculer des limites, résoudre des
systémes d'équations linéaires développer des fonctions en série de Laurant ou
de Taylor, tracer des courbes et manipuler matrices et tenseurs.

Parmi les inconvénients de MACSYMA sa lourdeur ce gul fait qu'il est
cher en temps C.P.U.

Les différents calculs en MACSYMA ont été excécutés sur le DPS 8

sous le systéme Multics.
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LISTING ET PROGRAMME

Dans les pages qui suivent nous présentons un listing du programme

de calcul en MACSYMA de la matrice Ml et M de la troisidme partie.

Dans ce listing il faut lire X, pour % , R, vpour ¥ et n,
pour . Les instructions sont précédées par (Cn) MACSYMA répond sur une

. P 2 aint .
ligne précédées par (D n), n étant la N = instruction.

Exemple :

(ce?t)  F:atos (cotelna2) |

(0-21) A m;';' Ly

Lmim,y

le calcul des éléments de M sont excéoutés de 1'instruction (C 35) page 1
84 la (C 67). Ceux de la matrice f‘7] ol 1'on remplace les ¢ , Y et  par

leur valeurs en M, , W, et m sont effectuées de 1'instruction (C T4)

3
& la fin du listing.
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Nov 2 12:02 1990 oubir2res Page 1

(C24) assume(ml>0,m2>0,m3>0,%>0,y>0,2>0)$
lotetal2: (((m372)*272-(m272)*y 2-(m1"2)*x"2)/(2*mi*m2*x*y));

lcoteta23: (((ml72)*x 2-(m272)*y 2-(m3"2)*2z 2)/(2*m3*m2*z*y) ) ;

(C25)
2 2 2 2 2 2
m3 z -m2 y -mi Xx
(D25)
2mlm2 Xy
(C26)
2 2 2 2 2 2
-m3 z -m2 y +ml x
(D26)
2m2m3y 2
(C27) f:acos(cotetall);
2 2 2 2 2 2
m3 z -m2 y =-ml X
(D27) ACOS( )
2mim2 xy
(C28) g:acos({coteta2l);
2 2 2 2 2 2
-m3 z -m2 y +ml x
(D28) ACOS( -)
2m2m3yz
(C29) bl:diff(f,x);
2 2 2 2 2 2
m3 z -m2 y -ml X ml
2 m2 y
2mlm2 x y
(D2%) -
2 2 2 2 2 22
(m3 2z -m2 y -ml x)
SQRT(1 -
' 2 2 2 2
4ml m2 x Yy
(C30) b2:diff(f,y);
2 2 2 2 2 2
m3 z -m2 y -ml X m2
2 ml x
2ml m2 xy
{D30) -
2 2 2 2 2 22
(m3 z -m2 y -ml X))
SQRT(1 - )
2 2 2 2

4dml m2 x Yy
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(C31) b3:diff(f,z2);
2
m3 z

(D31) -
2 2 2 2 2 22
(m3 z -m2 y -m x)
ml m2 x y SQRT(1 - )
2 2 2 2
4ml m2 x Yy

(C32) gl:bl+diff(g,x);

2 2 2 2 2 2
m3 z -m2 y -ml X ml
2 mne y
2mlm2x Yy
(D32) -
2 2 2 2 2 22
(m3 z -m2 y -ml x)
SORT(1 - )
2 2 2 2
4ml m2 X Yy
2
mi x
2 2 2 2 2 22
(-m3 z -m2 y +ml X)
m2 m3 y z SQRT(1 - )

2 2 2 2

4 m2 m3 y 2z
(C33) g2:b2+diff(qg,y):

2 2 2 2 2 2
m3 z -m2 y - ml X m2
2 ml x
2mlim2xy
(D33) -~

2 2 2 2 2 22

(m3 z -m2 y -ml x)
SQRT(1 - )

2 2 2 2

4ml m2 x ¥y
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(C34) g3:b3+diff(g,z2);

2
m3 z

(D34) - ——-==——mmm oo -
2 2 2 2 2 22

(m3 z -m2 y -ml Xx)
ml m2 x y SQRT(1 - - -

2 2 2 2
4ml m2 X vy
2 2 2 2 2 2
-m3 z - m2 y +ml x m3
2 m2 y
2m2m3yz

2 2 2 2 2 22

(-m3 z -m2 y +mi X))
SQRT(1 ~ )

2 2 2 2

- R 4m2 m) y 2
(€35) mil:ml*(x 2)*bl + m3=(z 2)*qgl;

2 2 2 2 2 2 )
m3 z -m2 y -ml x ml
2 m2 y
2 2mlm2 x vy
(D33) m3 z (-
2 2 2 2 2 22
(m3 z - m2 y -ml x)
SQRT(1 - -
2 2 2 2
4ml m2 x y
2
ml X
- T - e )
2 2 2 2 2 22
(-m3 2 -m2 y +ml Xx)
m2 m3 y 2 SQRT(1 - )
2 2 2 2
4 m2 m3 y 2
2 2 2 2 2 2
2 m2 z -m2 y -md X ml
ml x (- - _— - )
2 m2 y
2m m2x vy
2 2 2 2 ¢ 22
(m3 z -m2 y -ml x)
SQRT(1 -~ -- )
2 2 2 2
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(C36) mll:ratsimp(%);

3 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 4
(D36) (M3 2 + ((MIm3 -ml m3) x -m2 m3y)z -mlm2 x y +ml Xx)

4 4 2 2 2 2 2 2 2 4 4
/(X SQRT(-m3 2z - (-2m2 m3 y -2ml m3 x)z -m2 Yy

2 2 2 2 4 4
+2ml m x y -ml X))

(C38) m2l:m2*(y 2)*b2 + m3*(z 2)*g2$
(C39) m2l:ratsimp(%);

2 2 2 3 3 2 2
(D39) ((m2m3 +2m2 m3) yz2 +m2 vy ~ml m2x Yy)
4 4 2 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2
VSORT(- m3 2z - (-2m2 m3 y -2ml m3 x)2 -m2 vy +2ml m2 x vy
4 4
-ml x )

(C40) m31:m2%(y 2)*b3 + m3r(z 2)%g3$
(C41) m3l:ratsimp(%);

3 3 2 2 2 2 2
(DAl) - (M3 2 + ((2m2m3 +m2 m3) y - ml m3 x ) 2)

4 4 2 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2
YSQRT(~ m3 2z = (-2m2 m3 y - 2ml m3 X))z -m2 y +2ml m2 x y

4 4
-ml x)

(C45) ml2:m2*(y 2)*bl™2 + m3*(z"2)*gl 2§
(C46) ml2:ratsimp(%);

S 6 4 2 3 2 2 3 2 4
(D46) - (m3 2z 4+ ((M2m3 -2m2 m3 )y -2ml m3 x ) 2

4 3 2 4 2 2 2 2 2 2 4 4
+ ((m2 m3-2m2 m3 )y +(2mk m2m3 +2ml m2 m3)x y +ml m3x)

2 5 6 2 3 2 4 4 4 2
zZ +m2 y -2ml m2 x y +ml m2dx y)

4 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 4 2 4
Yim3 x z +(-2m2 m3 x y - 2ml m3 x)z +m2 x Yy

2 2 4 2 4 6
-2ml m@ x y +ml Xx)
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(C47) m23:m2+ (y"2)*5272 + m3«(2727°g27 2%
(C48) m23:ratsimp(d);

4 4 3 2 4 2 2 2 2 2 5 4
(D48) = (M2 m3 z + ((2m2 m3 +4mZ m3)y -2ml m2md3 x )z +m2 y

2 3 2 2 4 s 4 4 2 2 2 2 2 2 2
-2ml M2 x y +ml m2x)/(m3 z +(-2m2 m3 y -2ml m3 x )z

4 4 2 2 2 2 4 4
+m2 y -2m m2 x y +ml X))

(C49) m3I4:m2=(y~2)sb3"2 + m3=(272)*g3"2$
(€50) m34:ratsimp($);

S 4 4 2 3 2 2 3 2 2 4 4
(D50 = (m3 z + ((4m2m3 +2m2 m3 )y -2mi m3 x)z +m2 m3y

2 2 2 2 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2
- 2ml m2 m3ix y +ml mix)/(m3 z +(-2m2 m} y -2ml m3 x )z

4 4 2 2 2 2 4 4
+m2 y -2ml m2 x y +ml x)

(C61) ml3:m2+(y 2)*bl*b2 + m3*(2"2)*gl*g2$
(C62) ml3:ratsimp(\V);

4 2 3 4 4 3 2 2 2 2
(D62 = (M2 m3 +2m2 md3 ) yz2z +(-2m2 m3dy -2ml m2 mix y)z2
5 S 2 3 2 3 4 4
-m2 y +2m m2 x y -ml m2x y)
4 4 2 2 2 2 2 3 2 4 4 2 2 3 2
/(m3 x2z 4+ (-2m2 mF xy -2m m3 x)z +m2 xy -2m m2 x y
4 5
+ml x)

(C63) ml4:m2*(y 2)*bl*b3 + m3~(2 2)*ql*g3$
(C64) ml4:ratsimp(V);

5 5 4 2 2 3 2 3
(D64) (m3 z +(2m2m3 y -2ml m3 x ) 2

3 2 4 4 2 2 2 2 4 4
+((-2m2 m3 -m2 m3)y +2ml mm3 x y +ml m3x) 2)

4 4 2 2 2 2 2 3 2 4 4 2 2 3 2
/¢m3 x 2z +(-2m2 m3 xy -2m m3 x)z +m2 xy -2ml m2 x y

4 5
+ml X))
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(C66) m24:m2+ (y"2)*b22b3 + m3*(272)*g2+g3$
(C67) m24:ratsimp(d);

4 2 3 3 3 2 4 3
(D67) ((2m2 m3 + 2m2 m3 )y z + ((2m2 m3 +2m2 m3) y

2 2 2 2 2
+(-2ml m2m3 -2ml m2 m3) x y) z)

4 4 2 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2
/(m3 z +(-2m2 m3 y -2ml m3 x )z +m2 y -2ml m2 x Yy

4 4
+ml x)
(€73) mll:ev(mil)$

(C74) mil:ratsimp(%);

2 2 2
(D74) SQRT(M3 + (2 m2 +2ml)y m3 +m2 +2mlm2 +ml)

2 3 3 2 2 2
((dmlm2+2dml)md +(dm2 +dmlm +4dml m2) m3

4 3 2 2 3 4 2 3
+(-dm -2dmlm +dml m2 ~-dml m)ym3d-3dmlm -dml m2

3 2 2 2
- 2dml m2 )/(SQRT(m3 + m2 m3 + m2 )

3 2 2
(SORT(3) m2 m3 + (3 SQRT(3) m2 + 3 SQRT(3) ml m2) m3

3 2 2 4
4+ (3 SQRT(3) m2 + 6 SQRT(3) ml m2 + 3 SQRT(3) ml m2) m3 + SQRT(3) m2

3 2 2 3
+ 3 SORT(3) Ml m2 + 3 SQRT(3) ml m2 + SQRT(3) ml m2))
{(CS) m2l:ev(m21)$
(C6) m2l:ratsimp(%);
3 2 2 2
(D6) (2 dm2 + dmlm2 ) m3 SORT(m3 + mlm3 +ml )

2 2 2
SQRT(m3 + (2m2 +2 ml)ym3 +m2 +2mim2 +ml )

2

V/((SORT(3) ABS{ml) ABS{m2) m3 + (2 SQRT(3) ABS(ml) m2 + 2 SQRT(3) ml ABS(ml))
2

ABS(m2) m3 + (SQRT(3) ABS(ml) m2 + 2 SQRT(3) ml ABS(ml) m2

2
+ SQRT(3) ml ABS(ml)) ABS(m2)) ABS{m3))
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(C7) m3l:ev(m3l)$

(C8) m3l:ratsimp(%y);
2 2 2 2

(D8) =~ SQRT(m2 + ml m2 +ml ) SORT(M3 + (2m2 + 2 ml) m3 +m2 + 2 ml m2

2 3 2 2
+ml ) (2dm2m3 + dmlm2m3 )/((SQRT(3) ABS(ml) ABS(m2) m3

+ (2 SQORT(3) ABS(ml) m2 + 2 SQRT(3) ml ABS(ml)) ABS{m2) m3

2 2
+ (SQRT(3) ABS(ml) m2 + 2 SQRT(3) ml ABS(ml) m2 + SQRT(3) ml ABS(ml))

ABS(m2)) ABS(m3))
(C9) ml2:ev(ml2)$
(C10) ml2:ratsimp(%);
2 2 5 3 2 3 4
(D10} ((m2 + 4mlm2+ 4ml )ymd + (-m2 +9ml m2 +4ml ) m3

4 3 2 2 3 4 3
+(-m2 -Bmm2 ~4m m2 +6ml m2+4&ml)m3

5 2 3 3 2 4 2
+(m2 -4ml m2 -2ml m2 +S5ml m2) md

5 2 4 3 3 4 2 2 5 3 4
(4mlm2 +9ml m2 +6ml m2 +5ml m2)md+4ml m2 +4ml m

-

4 3 5 2 4
+ 411 M2 )/(3m2m3 + (9m2 +6mlm2) m3

3 2 2 3 4 3 2 2 2
+(l2m2 +12mm2 +3ml m2)m3 + (I9m2 +12mim2 +3ml m2)m3

5 4 2 3
+{(Im2 +#6mm2 +3ml m2) md)

{Cll) m23:ev(m23)$

(C12) m23:ratsimp(%);
3 2 3 4 3 2 2
(D12) ({4 m2 +4mlm2 +ml m2) m3 + (4m2 + 8mlm2 +2ml m2

3 2 4 2 3 3 2 4 2 4
~2m m)m3 +(4mm +Sml om2 +2m m2 +ml m2)md+d4m m

303 4 2 2 3 2 32
+4ml m2 +4ml m)/3ml m3 +(6ml m2+ 6ml)m3

2 2 3 4
+(3ml m2 +6ml m2+ 3ml) m3)
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(C13) m34:ev(m34)$

(Cl4) m34:ratsimp(%);

2 2 4 3 2 2 3 3
(Dl4) ((4 m2 +4mim2+4ml)md +(4m2 +Bm m2 +5m m+4m)m
3 2 2 3 4 2
+(amm +2m m2 +2m m2+4m ) md
2 3 3 2 4 2 2 2 2 3

+(ml m2 -2ml m2 +ml m2)m3)/A(3ml m2m3 +(6ml m2 +6ml m2) m3

2 3 3 2 4
+3ml m +6m m2 +3ml m2)

(C3) ml3:ev(ml3)$
(C4) ml3:ratsimp(%);

2 2 2 2 3
(D4) SORT(M3 +mlm3 +ml ) ((2m2 + Smim2+2ml)m3-

2 2 3 2 4 3 2 2
+(4amlm +4m m2-2ml)md +(-2m2 -Smm -2m m

3 4 2 J 3 2
=3ml mymI-4mm2 -4ml m2 -4m m2)

2 2 3 2 2
V(SORT(m3 +m2 m3 +m2 ) (3 mlm3 + (6mlm2+ 6ml)md

2 2 3
+(3mlm +6m m2+3ml)md))

(CS) mld:ev(mi4)$
(C6) mld:ratsimp(%);

2 2 4 2 3
(D6) - SQRT(M2 +mlm2 +ml ) ((2m2 +4ml)m3 +(S5mm2+4ml)m3

3 2 2 3 2
$(-2m - 4mm +2ml m2+4m )m3

3 2 2 3 2 3 3 2
+(-5Smlm2 -4m m2 +3ml mM)ymd-2ml m2 +2mi m2)

2 2 2 2 2 3
/(SORT(m3 + m2m3 +m2 J) (3mlm2uad3 4+ (6mlm2 +6ml m2) md +3ml m2

2 2 3
+6ml m2 +3Iml m2))
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(C7) m24:ev(m24)$%

{C8) m24:ratsimp(%);
2 2 2 2
(DB) - SQRT(M2 + ml m2 + ml ) SQRT(M3 + ml m3 + ml )

2 2 2 2 2
((4m2 +2mlym3 +(4m2 +4mlm-2ml ) )m3+2mlm2 -2 ml m2)

2 2 2 3 2 2 3 4
(3mt m3 + (6ml m2+6ml  yjm3+3Iml m2 +6ml m2+ 3Iml)




£1]

[2]

(3]

{51

[61

158

BIBLIOGRAPHIE

M.B. HINDMARSH and D.J. JEFFERIES
On the motions of the offset impact oscillator.
J. phys. A : Math. Cen. 17 (198L4) 1791-1803.

clarendon laboratory - Oxford

D.T. NGUYEN, S.T. NOAH and C.F. KETTLEBOROUGH
Impact behaviour of an oscillator with limiting stops.

Journal of Sound and Vibration (1986) 109 (2) - 293-307.

TADASHI Kotera
Theoretical study on impact vibration, Part 1 Periodical impact motion
and its stability of un system with one degree of freedom (Japonais).

Trans. of the J.S.M.E., vol. 35, n® 27k (1969) pp. 1233-1241.

T. KOTERA
Laws of impact motion of mechanical systems with one degree of free dom.

Acta technica CSAV, n° 6, 1981, pp. TLT-T7538.

BAZHENOV (V.A.) GULYAEY
Oscillations forcées non linBaires de systémes vibratoire de choc (Russe).

Probl. Procn (Kiev) ISSN 0556-171 X, UKR {1982) n® 8, 121-126.

A.M. SAMOILENKO and N.A. PERESTYUK
The method of averaging in systems with an impulsive action.
Ukr. Mat. Zh. 26(3) (1974) pp. L11-L418.



(71

[81]

[91

[10]

[111]

[12]

[131]

159

Yu. A. MITROPOLSKY and A.M. SAMOILENKO
Forced oscillations of systems with impulse force.

Int. J. nonlinear mechanics. Vol. 20, n® 516, pp. 419-L426 (1985).

J. BETHENOD
Sur l'entretien du mouvement d'un pendule au moyen 4'un courant alternatif

de fréquence &levée par rapport a4 sa fréquence propre.

C.R. Acad. Sciences, 207, 1938, p. 847.

Y. ROCARD
Entretien d'un pendule par le courant alternatif.

Revue scientifique. 1942. p. 20.

Edgar HIRSHI et P. MESNAGE
Sur la période d'un pendule entretenu par le courant alternatif.

C.R. acad. des Sciences, 219, 19kk,

Ch. BLANC
Sur les &quations différentielles linfaires 3 coefficients lentement
variables.

Publication de 1'Ecole Polytechnique de Lausan, n® 5, 19L8.

R. FAURE
Vibrations non linfaires : action asynchrone cas du phénoméne Bethenod.

C. R. Acad. Sci. t. 243, 1956, p. 1824,

J. HAAG
Sur la synchronisation des systémes & plusieurs degrés de liberté.

Ann.-Eco. Normal (3) LXIV - Fasci. k4.



[14]

[15]

[161

[17]

R. FAURE
Solution périodique de certains systlmes d'équations différentielles non
linfaires d€pendant d'un paramdtre.

J. de Math. tome XL, Fascicule 3, 1961, p. 205.

L. SCHWARTZ
Méthodes mathématiques pour les sciences physiques.

Paris-Hermann.

R. FAURE

" . ~ . P . . PO
Percussions en mécanigue non lin€alre sur certalnes solutions périodigques
de phénoménes non linfaires excit@s par des percussions" : MBcanique ~

Matériaux Electricité n° 394-395. Oct/Nov. 1982, pp. 486-k92.

R. FAURE

Application des percussions en mécanique non linéaire. Réalisation par
percussions de liaisons spatiales instantanfes avec synchronisation entre
deux oscillateurs non linfajres"” : Publication de 1'U.E.R. Mathfmatigues
Pures et Appliquées, Université des Sciénces et Techniques de Lille I,

Mai 1982.

R. FAURE

Pércussions en mécanique non linéaire.

I. Cas des interactions entre systémes.

II. Théorie des percussions presque périodiques.

Annali @i mathematica pura ed applicata. Série IV, tomo CXL 1985.



161

[19] A. SIMPSOM 1982
Wind -induced vibration of overhead power transmission lines.

Sei. Progr. Oxford, 48, pp. 285-308.

[20] M.A. WAWZONEK and PARKINSON 1979
Combined effects of galloping instability and vortex resonance

Wind eng. Proceedings of the Sthe

conf. Fort Collins.
Collorado, U.S.A., vol. 2 CERMAK J.E. {ed), Pergamon Press

Oxford, pp. 673-684,

[21] G.V. PARKINSON, 1974
Mathematical models of flow —induced vibrations of bluff bodies
I.U.T.A.M. - I.A.H.R. Symp on flow induced structural vibrations.
Karlsruhe (1972) spring-Verlag Berlin.

[22] C.G.A. Van der Beek A.H.P. Van der BURCH
On the periodique (Wind -induced vibrations of an oscillator with two
degrees of freedom.
Faculty of mathematics angd Informatics. Delft University of Technology.

Julianalaan 132. 2628 BL Delft - The Netherlands.

[23] M. ROSEAU

Vibrations non linéaires et théorie de la stabilité.

[2k] D. WEXLER
Sur une &quation différentielle non linéaire aux impulsions.

Journal of differential equations. 2.1.11 (1966).



[25 ]

1267

[277]

[28]

[29]

[301]

[311]

162

R. FAURE
Théorie of percussions in non lineaires mechanics almost and generalised
almost periodical vibrations

Publication IRMA Lille 1987, vol. 7, n® VI.

KRYLOFF N. BOUGOLIOUBOFF
Introducticn to non linear mechanics.

Prinston University Press 1949,

D. WEXLER
Solutions périodiques et presque périodigues des systmes d'équations
différentielles linfaires en distributions.

Journal of differential equations. 2, 1966, pp. 12-32.

J . FAVARD
Legons sur les fonctions presque périodiques.

Paris Gauthier-villars.

SCHWARTZ

Théorie des distributions Paris-Herman. Tome 1-2.

M. ENNASSEF
Vibrations des plaques excitées par des percussions périodiques.

Thdse 38me cycle Lille I (198L).

A. GUISSO
Sur les oscillations périodiques des plaques excit®es par des excitations
continues et percussions. Etude de deux cas différents.

Thése 3e cycle. Université Lille I, 1986.



163

[32] E.J. ROUTH
A. treatise on dynamics of a particule.

Cambridge University Press.

[331] Y. THIRY

Les fondements de la mécanique céleste. Gordon et Breach.

{341 FINLAY FREUDLY
Celestial Mechanics.

The University St Andrews. Pergamon Press.




