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INTR~PUCTION ET RAPPELS 



ZNTRODUCTTON 

Ce travail s'inscrit dans le cadre des études consacrées aux 

équations différentielles non linéaires décrivant les oscillations forcées 

des sytèmes mécaniques soumis à des percussions. Ces dernières pouvant 

intervenir à des instants ou des positions données de l'espace [ A  - q l  . 
Les chocs dûs à la présence d'obstacles représentent un exemple particulier 

de ce dernier cas [ A  - 41. 
La diversité des domaines d'application des percussions a donné lieu 

à un nombre important de travaux. Dans ce mémoire on étudie trois systèmes 

différents soumis à des percussions périodiques ou presque périodiques, dans 

une première partie un système électromécanique puis un système aérodynamique 

dans la deuxième et finalement un problème de mécanique générale dans la 

dernière. 

Il nous a semblé nécessaire de préciser avant celà quelques définitions 

et propriétés sur les percussions périodiques et presque périodiques. 

Ainsi dans la première partie on s'est intéressé à l'étude des 

équations différentielles du pendule de Béthenod excité par des percussions 

périodiques. Les équations régissant le phénom8re Béthenod sont dûes à 

Rocard [91. Elles sont non linéaires et s'expriment sous la forme : 

Ces équations on fait l'objet de résultats contradictoires notamment 

sur la nature de ~ b )  C8 - 9 - 30 - 111. Dans son article J. Haag 11 31 

traite le problème de la synchronisation du phénomène Bethenod où il suggère 



de reprendre s a  théor ie  en l imi tan t  l 'amplitude des osc i l l a t ions  du pendule 

par des butées ce qui nous a conduit étendre l e  problème au cas 03 

l ' o s c i l l a t e u r  mécanique précédent e s t  soumis à des percussions périodiques. 

Nous introduisons a lo r s  au second medre  de l a  deuxième équation l e  terme 

- K. Q zt"s(&- ns- w ~LT)  . ce qui correspond dans l e  cas 03 04  IL L I  
à un choc non parfaitement é las t ique dû à un obstacle ,  mais celui-ci  intervenant 

à des ins tants  kk donnés, & nT. 
Nous nous inspirons dans c e t t e  étude des travaux de R .  Faure Cl21 

sur  l e  problème de synchronisation appliqué à ce phénomène e t  notamment l e s  

hypothèses permettant 1' application de l a  méthode J. Haag [ 3 31. Les équations 

régissant  l e  problème s e  présentent a lors  sous l a  forme du système suivant : 

où % e t  1; sont des fonctions vec to r ie l l e s  non l i n é a i r e s  en 7 et 

z?&-~T+ g) . 

Au chapitre 2 nous t r a i t o n s  d'un point de vue mathématique l ' ex i s t ence  

d'.une solution périodique non nu l l e  de ce système d'équations. 

Nous discutons en d é t a i l  dans l e  Chapitre 3 l e  problème d'existence - 
des points de synchronisation q a ins i  que l e u r  s t a b i l i t é .  Ces points é tan t  

l e s  racines du système d'équations suivant : 

PARTIE I I  

~ i f f é r e n t s  auteurs se  sont  in téressés  aux problèmes des vibrat ions  

d'un osc i l l a t eur  à une dimension en présence d'un écoulement 119 - 20 - 211. 

Van der Beck e t  Van der Burgh 1221 ont abordé ce problème dans l e  cas des 

vibrations périodiques d'un osc i l l a t aur  à deux degrés de l i b e r t é .  

I l s  supposent l e  rapport '  fi = ai /uLdes  fréquences propres suivant 

l e s  deux direct ions  rationnel puis étudient l ' exîs tence d'une solution périodique 

pour différentes valeurs de h . 



Dans c e t t e  p a r t i e  on étend ce  t r a v a i l  au cas  où ce  rapport  R e s t  

i r r a t i o n n e l  ce qui  nous amène à é t u d i e r  ce problème dans l e  cas des v ibra t ions  

presque périodiques d'un t e l  o s c i l l a t e u r .  Nous supposprons que ce dernier  e s t  

soumis à l ' e f f e t  conjoin t  du vent e t  de percussions presque périodiques para- 

métriques e t  r égu l i è re s .  

Dans un premier chap i t r e ,  après avoi r  rappelé l e s  équations régissant  

l e  phénomène nous adoptons l e s  mêmes s impl i f ica t ions  que l e s  précédentes études 

[ 2 2 ]  suivant  un p e t i t  paramètre A . Les équations se  présentent  a l o r s  sous l a  

forme 

Nous abordons a l o r s  ce problème dans 1.e cas généra l  

Au chapi t re  2 nous montrons donc sous ce r t a ines  hypothèses l ' e x i s t e n c e  

d'une so lu t ion  presque périodique généra l i sée  non nu l l e  du système d'équations 

d i f f é r e n t i e l l e s  a i n s i  obtenues. Cette so lu t ion  tend vers  une solu t ion  de 

synchronisation quand A tend vers  O . Pour ce la  nous nous sommes in sp i r é s  

des travaux de Wexler [27] s u r  l e s  systèmes d'équations d i f f é r e n t i e l l e s  

l i n é a i r e s  en d i s t r ibu t ions  a i n s i  que ceux de Roseau [23] e t  R .  Faure [251 sur  

l e s  v ibra t ions  non l i n é a i r e s  presque périodiques.  

Au chapi t re  3 ncus étudions dans l e  cas p a r t i c u l i e r  où l e s  percussions 

sont  n u l l e s  l e s  so lu t ions  de synchronisations a i n s i  que l e u r  s t a b i l i t é .  

PARTIE I I I  

Dans c e t t e  p a r t i e  l e s  deux premiers chapitres sont  consacrés à l a  

formulation des équations du mouvement de t r o i s  corps de masse rn; données, 

l i b r e s  dans l ' espace  où e l l e s  cons t i tuent  un système i s o l é ,  s ' a t t i r a n t  mutuelle- 

ment se lon  l a  l o i  de Newton. Nous supposons q u ' i l s  évoluent dans un plan .  Le 

problème é t a n t  a lo r s  à quat re  degrés de l i b e r t é s  nous choisissons pour 

coordonnées généralisées q = ( 4, h, , )CL, h, ) où l e s  Zi représentent  l e s  

d is tances  GP; des corps PL à l e u r  cent re  de g rav i t é  Gi e t  O( l ' a n g l e  - 
formé par  l e  vecteur 4 $ à l ' ho r i zon ta l e .  



Au chapitre 3 nous rappelons l 'existence d'un équilibre r e l a t i f  des 

t r o i s  corps dans une configuration en t r iangle équilatéral  (points de 

Lagrange Ti4 e t  Ti 1 repéré par . q r ( wk, L 5 , , NO- supposons 

alors  ces t ro i s  corps soumis à des percussions q C k  intervenant sur 

P,: dans l e  plan de ces derniers. Nous considérons alors  qu ' i ls  demeurent 

dans un voisinage des positions d'équilibres f . Nous établissons ainsi  

l e s  équations diff6rent iel les  en Ar (€,A, U u ) de ce mouvement voisin, , Y 3  
avec q = q t ~  e t  % L = A m ( [ ~ l + ~ r & ) i ) @  . 

Ls système d'équations différent iel les  en obtenu à l ' i s sue  du 

chapitre 3 s 'avérant t r è s  compliqué nous nous limitons dans l e  chapitre 4 
à l a  démonstration d'un théorème d'existance d'une solution périodique pour 

une équation de l a  forme 

Certains caiculs assez compliqués dans l e  chapitre 3 ont é té  exécutés 

à l 'aide du logiciel  de calcul formel MACSYMA de même que certains résul tats  

dans 1 ' annexe 1. 

Nous présentons brièvement au début de l'annexe III ce logiciel  a insi  

qu'un programme de calcul en MACSYMA pour l'exemple. 

Nous tenons à noter que chacune des t ro i s  pa-ties principales de ce t te  

étude possède ses propres notations, donc peut ê t re  étudi ée inaépendamment 

des autres. 
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NOTATIONS GENERALES 

: p e t i t  paramètre. 

6 : mesure de Dirac. 

9 : Espace des fonctions s u r  I&' Ca à support compact. 

'55 : Espace des fonctions s u r  R~ C DO bornées. 

3 : Espace des fonctions presque périodiques C R )  . 
PP 



RAPPEL DE NOTIONS SUR LES DISTRIBUTIONS ET 

PERCUSSIONS PERIODIQUES ET PRESQUE PERIODIQUES 

Nous rappelons dans c e t t e  p a r t i e  ce r t a ines  notions c lass iques  r e l a t i v e s  

aux d i s t r ibu t ions  a i n s i  qu'aux percussions périodiques e t  presque périodiques 

qui nous para issent  nécessa i res  dans l a  s u i t e  de no t r e  t r a v a i l .  

On notera  8 l ' e space  des fonctions complexes s u r  Kn indéfiniment 

dérivables,  à support compact. 

On d i r a  qu'une s u i t e  de fonctions ( 7 ) .  appartenant à 3 converge 
J ' 

pour j A+ *vers une fonct ion  y de 3 s i  

1 - Les supports des ' son t  contenus dans un même ensemble borné 

indépendant de 
% 

d e  

2 - Les dérivées de t o u t  ordre  m des convergent uniformément pour 

- r ra  vers l e s  dérivées correspondantes de y . 

1. LES V1STRlBUTIÙNS 

Une d i s t r i b u t i o n  % e s t  une fonct ionnel le  l i n é a i r e  continue 

su r  l ' espace  v e c t o r i e l  a . 
La mesure de Dirac e s t  un exemple de d i s t r i b u t i o n  déf in ie  par  

De même l a  mesure de Dirac au point  - d 1i?tn e s t  déf in ie  

Par 



En mécanique une percussion peut ê t r e  i n t e r p r é t é e  comme l e  cas l i m i t e  

d'une force de grande amplitude agissant  sur un système mécanique pendant un 

i n t e r v a l l e  de temps t r è s  cour t  ent ra inant  des modifications instantannées de 

v i t e s ses  mais non des coordonnées. 
4 

S o i t  un système ma té r i e l  ( S ) de masse animé d'une v i t e s s e  V ; 
4 

on suppose qu 'ent re  l e s  i n s t a n t s  h e t  +l-t une force  constante e s t  

appliquée à ( S ) .  

On a a l o r s  

On convient que l a  force  e s t  inversement proport ionnelle d ; 

Z p e t i t .  

Soi t  + 

F = A / t  
7 un vecteur constant 

S i  on f a i t  tendre Z vers O , on remarque que l e  système ( S ) 
4 

s u b i t  un sau t  de v i t e s s e  de l 'ampli tude \ A l  à l ' i n s t a n t  . I l  y a 
3 

donc au moment de l a  percussion un changement de v i t e s se  sans changement 

de coordonnées. 

L'équation précédente peut  s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

En passant  à l a  l i m i t e  on a : 



O r  on s a i t  que l a  l i g t e  du premier nombre e s t  d i f férente  de zéro. 

On a  a lors  l ' i n t é g r a l e  de FfC.t) sur  un i n t e n d l e  p e t i t  autour de 
4 - 

différente  de zéro, donc F[.&) peut ê t r e  in terprétée  comme é tan t  l a  

d is t r ibut ion de Dirac 3 S(rt- k )  . étant l ' a i p l i t u d e  de l a  percussion. 

D'une façon générale il e s t  plus commode d ' u t i l i s e r  l e s  percussions 

comme forces dans l e  cas des équations t radxisant  des discont inui tés  de 

v i t e sse  intervenant à des ins tan t s  ou des positions données de l 'espace [6-71. 

2 .  DISTRIBUTIONS ET PERCUSSIONS PERIODI2UES 

La t ransla tée  de l a  d i s t r ibu t ion  gk e s t  dé f in ie  par 

Gne dis t r ibut ion e s t  d i t e  périodique de période T si 

= ; autrement dit, s i  quel le  que s o i t  \P 5 

Ainsi, sachant qu'une percussion e s t  représentée par l a  mesure de 

Dirac a(t -n-r )  agissant  à l ' i n s t a n t  k = n T  Schwartz [15]  déf in i t  

l a  d i s t r ibu t ion  ~ é r i o d i q u e  a&) = s(L -~T)  qui comporte une 
rn " 0 

masse en chaque ins tant  d 'abscisse multiple de T . Il montre que l a  

s e r i e  z (__ converge dans l 'espace des d i s t r ibu t ions  
Cs-& T 

&[R) vers l a  d is t r ibut ion 4)). 

Soit  AL une fonction e t  5 é tan t  l a  d is t r ibut ion de Dirac a lo r s  ; 

on a  , 

s o i t  AC = ~ ( 0 )  a - 



13 

On déf in i t  l e  produit k-n~) par  : 

Y ab-d-) = &(n~) ~(k-nT)  

e t  s i  e s t  T périodique 

3 .  PRESQUE PERIUD'ICiTE 

A côté des fonctions piriodiques H. Bohr a int rodui t  une c lasse  de 

fonctions plus générales. Les fonctions- presque périodiques q u ' i l  d é f i n i t  

ainsi: une fonction continue #(-k) ,- w 4 k L + @ e s t  presque périodique, 

s i  ?i tout  E > 0 , il e s t  possible d'associer une quantité 1 (3, E) >a 
de s o r t e  que tou t  in te rva l le  de l ' axe  des /t , de longuelu. k contienne 

au moins un nombre -r t e l  que : 

. Une déf ini t ion équivalente montrée par  J. Favard [281 : l a s  fonctions 
\\ Il  

presque périodiques sont des fonctions normales c'est-à-dire que de fou te  s u i t e  

i n f i n i e  (f  ( k 4- dq) ) de f inet ions  résul tant  de f ( t) par  t rzns la t ion  n 
sur  l ' axe  des k on peut t i r e r  une s u i t e  (? ( k + t, )) -mi  formément 

n 
convergente pour tout  k . 

De même une fonction d'une var iable  en t iè re  4 (n) e s t  presque 

périodique s i  pour t cu t  > 3 il ex is te  -un t\l (€1 zei que, pour tout 

in te rva l  1 de 7L dlgsrijlituae 1\1 il exisce LIE e n t i e r  eppartenant à 1 
t e l  que : 

P 



A p a r t i r  de c e t t e  dé f in i t ion  notons l e  théor& suivant r e l i a n t  

l e s  su i t e s  presque périodiques au fonctions presque périodiques : 

Une condition nécessaire e t  sUrfisante pour qu'une s u i t e  (un) s o i t  

périodique e s t  l ' exis tence d'une fonction $ [n) t e l l e  que 

3.2 .- Dib.tiUbdon.4 p ~ 4 ~ 0 n 6  phe4QUei px0dique.h 

Schwartz [291 d é f i n i t  l ' espace des d i s t r ibu t ions  presque périodiques 

a> d a  de l 'espace qp des fonctions presque périodiques Cwdont 

l e s  percussions sont un cas p a r t i c u l i e r .  

Ainsi on d i r a  qu'une d i s t r ibu t ion  e s t  presque périodique s i  

E @p e t  s i  l'ensemble des xe e s t  relativement c o e a c t  dans 

où 3 étant  l ' espace des fonctions Cw bornées. Cela revient à d i r e  que 

1' aqplication e s t  une fonction continue presque périodique 

usuel le  de .Re R , à valeur dans &IR . 
Fi. Faure 124-251 in t rodu i t  l e s  percussions prcsqce périouiques 

conmie étant un cas p a r t i c u l i e r  des d i s t r ibu t ions  presque périodiques. 

Soi t  .une percussion définie par e(t) - z I > ~  z(C - tic) 
Cs- r 

e s t  presque périodique s i  : 

2) pqur tou t  \P % p p  l a  s u i t e  4 7 e s t  presque ~ é r i o d i ~ u e .  

Il en r é s u l t e  donc s i  4 , l a  s u i t e  &) e s t  presque e 
périodique. Reste a lors  l e  p r o b l h e  de l a  s u i t e  



Sui t e s  régul ières  

Parmi ces s u i t e s  on désignera pa r  s u i t e  régul ières  c e l l e s  qui  s a t i s f o n t  

aux condit ions 6 < AL+, - tL Q pour t o u t  k E , où a e t  b 
sont deux constantes pos i t i ves .  

Su i t e s  i r r é g u l i è r e s  

Nous considérons maintenant un au t r e  type de s u i t e s  presque périodiques.  

Soient  e,(y e t  eJ.t) deux d i s t r ibu t ions  presque 

dé f in i e s  par 

,d4 e t  AL é t a n t  des constantes,  7, , Tt e t  t sont des constantes 

p o s i t i v e s  avec 7, > lz > L où 1 T~ e s t  i r r o t a t i o n n e l .  

Les percussions presque périodiques formant un espace l i n é a i r e  l a  

d i s t r i b u t i o n  k) t eLlb) e s t  a l o r s  une percussion presque ~ é r i o d i q u e .  

On a a l o r s  

En c l a s san t  l e s  km , th par  ordre  cro issant  on s a i t  q u ' i l  

e x i s t e  une s u i t e  i n f i n i e  de doublets (m , h ) t e l l e s  que (h - k) e s t  

a rb i t ra i rement  p e t i t .  

Donc l a  p ropr i é t é  des s u i t e  r égu l i è re s  n ' e s t  pas respectée.  On a un 

type de percussions d i f f é ren t  du ~ r é c é d e n t ,  i c i  kC+, - te 7 O ,  b = O . 
Ainsi on d i t  que l e s  percussions presque 

~ ( t )  = zyC S (b - bL) sont  régl i l iè res  (respectivement i r r é g u l i è r e s  ) 
A=- ,  

s i  l a  s u i t e  des l ' e s t  a u s s i .  



P A R T I E  1 



Notations : 

)r : petit paramstre. 

f 0 =  9,mrwk + S A ~ t h ~ C  
: élongation. 

1 : moment d'inertie. 

: coefficient d'amortissement. 

pendule 

a, = XA : amortissement réduit. 

& : rigidité. 

kl, : pulsation propre. 

r e = A : coefficient d'amortissement. 

L = Lo +AL [  : inductance de la bobine. 

circuit C : capacité. 

électrique 

& : intensité du courant. 

7 = q , w n d t  +giObOnw t : quantité d'électricité. 

k d = A * ,  : tension du courant. 

a : période d'excitation. 
W 

S : distribution de Dirac. 

de l'amplitude des percussions. 



VIBRATIONS NON L INEAIRES PERIODIQUES 

D'UN OSCILLATEUR ELECTROMECANIQUE EXCITE 

PAR DES PERCUSSIONS. PHENOMENE BETHENOD. 

CHAPITRE 1 

On désigne par Béthenod un pendule plan dont la masse mobile 

est un noyau de fer doux s'engageant dans une bobine alimentée par le secteur. 

On appelle B l'élongation du pendule par rapport à la verticale, 

L@) l'inductance de la bobine, ~ ( t )  la tension et i(k) l'intensité 

du courant. 

Le système d'équations différentielles régissant le système comprend 

une équation du second ordre du pendule et une équation du premier ordre du 

circuit électrique soumis à une excitation de période T . 
Elles s'expriment sous la forme 

'e + $ S  *)c0,1 c @ ) P  IL 
dtL c l t  L 

1 , , k sont respectivement le moment d'inertie et les 
coefficients d'amortissement et de rappel du pendule. 



Etant donné la nature des équations du système ( 1-1 ) et ( 1-2) premier 

et second ordre, il ne peut y avoir résonance mais excitation asynchrone. 

Dans une étude du phénomène Bethenod R. Faure 1123 introduit un conden- 

sateur de capacité C constante dans le circuit électrique; il obtient ainsi 

de= équations du second ordre; q= <It étant alors la quantité 

d'électricité. 

On se propose dans cette étude d'étendre le problème au cas 02 le pendule 

est ssumis à des percussions périodiques de même période -r que celle de la 

tension d'excitation rO- ( t )  . On suppose que l'amplitude de ces percussions 
est proportionnelle à la vitesse du pendule .fG étant le coefficient de 

proportionnalité. 

Nous avons dors les équations différentielles suivantes : 

avec o < C L T  , 

e étant le coefficient propre d'amortissement du circuit électrique, 

C3, et Q,, les pulsations propres et l'amortissement rédu?t du pendule. 

Remarquons que si est négatif cela correspond à des percussions qui 

viennent accélérer le mouvement du pendule contrairement au cas où est 

positif; celles-ci agissent corne la présence d'un obstacle sur la trajectoire 

de celui-là. 

1 . 3 . -  H@~-tltEh&h 

Nous recherchons une solution périodique de période T pour pouvoir 
appliquer la méthode de centrage nous devons nous placer dans le cas des 

hypothèses suivantes 



Lo , A , J, e t  K des constantes pos i t i ves  A étant  

un infiniment p e t i t .  

b) Pour 9-0 l e  c i r c u i t  constant  e s t  synchronisé s u r  l a  période T . Soi t  

w T =  L X .  

c d , = n  U) un e n t i e r  p o s i t i f  

Les équations ( 1 .3) e t  ( 1 .4) deviennent 

. . 
Ces équations représentent  des o s c i l l a t e u r s  l i n é a i r e s  

e t  B + ~ r u i ) ~ ~  perturbés par F; e t  f, - l t  5 e(t) . 



CHAPITRE 2 

PROBLEME DE LA SYNCfiRÙNISATION ET SOLUTIONS PERI ODTQUES 

Dans l e  cadre des systèmes non l i n é a i r e s  exci tés  par des percussions 

R. Faure [ 14-16 1 a démontré l e  r é s u l t a t  suivant : 

On considère l e  système vec to r ie l  

Les > C X , ~ )  sont des fonctions de t , k  deux fois  continûment 

dérivables par rapport à Z pour t o u t  k e t  pour Z appartenant à un 
1 

domaine A de rr\r . 
Les sont des constantes facteurs  des percussions - 

zW 5 (C - Li -,,Ï) y périodiques de période T O c k T . 
fi=- tr 

~Léor2me : - 
S i  a e s t  une constante de  IR^ t e l l e  que l e s  in tégrales  suivantes 

é tan t  de Rieman. 

3 
C 

Les fonctions é tan t  continunent dérivables au voisinage de Q 

&lors  l e  système (&) admet en gén i ra i  un système de solutions périodiques 

de période 7- pour suffisamment p e t i t ;  ces sûlutions sont pour (A\ - 
p e t i t  voisines de a, 



En ou t r e  s i  on pose 

- 
La s t a b i l i t é  du système FI )  au  voisinage de a é tan t  donnée en - 

général pa r  l a  s t a b i l i t é  du système (Z$ au  voisinage de a pour (A\ 
assez p e t i t .  

Dans c e t t e  étude nous étendons ces  r é s u l t a t s  à t r a v e r s  not re  exemple 

au cas où les percussions son t  de l a  forme 

3 C I , K, constantes .  

avec des hypothèses supplémentaires PL3) su r  1;(%, 9 précisées  PIUS 

l o i n .  

2.2 . -  E q u t L o ~ n  de nynchnanin&on 

Cherchons l e s  so lu t ions  des équations ( 1 . 5 )  e t  ( 3  - 6 )  sous l a  forme : 

En appliquant l a  méthode de l a  v a r i a t i o n  des constantes.  



Posons : 

13Pi,%,e), (- 0, ,,,m3b + B ~ M ~ w ~  AmiluL 1 

On e s t  a l o r s  conduit a u  système suivant  : 



Les condit ions ( 2 ) du t h é o r h e  précédent son t  compte tenu des a 
propr ié tés  s u r  l e s  percussions : 

4 - - 
On cherche a lo r s  l e s  so lu t ions  constantes a , ( q, , qL, 0, , ) 

du système précédent (12). Cet te  résolu t ion  e s t  f a i t e  p lus  l o i n .  

2 . 3 . -  ExAtence d u  b o U o m  p&o&qucu 

Réexprimons l e  système ( 1 . 3 )  vectoriel lement on a a l o r s  : 



Sappelons que : 

Effectuons l e  changement de var iable  suivant : 

L 
Soi t  A ( R,) déf ini  par z ,.SI AL R: . On désigne 

Par O@) l'ensemble des points (I Cu;) 4 = A, L , ~  ,q déf ini  par : 

Dans l e  cas d'une étude générale on considère l e s  hypothèses supplé- 

mentaires suivzntes : 

Rous supposons que /Y/ , l 'amplitude du saut  de v i t e sse  

('3 ) au moment des percussions e s t  bornée par  une constante % (déteminée plus 

l o i n ) .  



En utilisant les hypothèses sur la différentiabilité de )(/ on 
a alors le système suivant : 

Nous poserons nZ pour dimension de l'espace (ici 4). 

Les équations précédentes sont à coefficients périodiques et de 

période . On utilise alors pour déterminer la solution périodique la 
méthode classique valable pour le cas des équations différentielles développées 

par R. Faure [14 ]  qu'il étendit plus tard à des cas avec percussions [18] .  

considérons les solutions canoniques (t) du système linéaire 
homogène à coefficients périodiques c'est-à-dire celles qui vérifient la 

relation. 



où l e s  4 sont l e s  nombres de Floquet .  

Les mineurs algébriques a i n s i  que l e s  déterminant des J; sont désignés 

respectivement par  *j(*) A) e t  H[#,x) . 

Posons 

Lorsque tend vers 0 , f l ~ '  [',A) tend vers  

f i l j  (5 O) = H2,  qui e s t  constant .  Donc pour /hl s u f f i s m e n t  p e t i t  

e s t  analy t ique  en . On a a l o r s  en première approximation en . 

. < t < où A& = coor/oo b . 

Dans l e  cas où l e s  '&,(t) sont continues on s a i t  que s i  

I l  e x i s t e  une solu t ion  périodique donnée pa r  l a  formuie 

avec 



Tous l e s  5' é t a n t  supposés d i s t i n c t s  e t  d i f f é ren t s  de 1 .  

Dans not re  démonstration nous appliquons ces formules du cas continu 

a u  cas des systèmes à d i s t r i b u t i o n  4 b )  . 

Pour l ' ex i s t ence  des so lu t ions  on d é f i n i t  l a  récurrence suivante  : 

Nous montrerons en prenant IX\ suffisamment p e t i t  on peut cho i s i r  R 
de t e l i e  manière que s i  M CAi ) E A(K) a l o r s  M (ai ) LA(@ 

1 - '  
auss i  : 

En i n i t i a l i s a n t  avec A i ,  = 0 on e s t  sûr  d ' ê t r e  dans A[&) pour 

t o u t e  l a  récurrence. Pour l e  même choix de . On montre que l a  s u i t e  

e s t  uniformément convergente. 
Pi P) 

NOUS voulons majorer l e s  JJ-i IL) su r  l ' i n t e r v a l l e  [ O ,  T) nous 

devons pour c e l a  majorer l e s  d i f f é r e n t s  termes de e t  aj(') sur  c e t  

i n t e r v a l l e .  

SJ 
(k) étant  bornées, on a  pour \ suffisamment p e t i t ,  s o i t  

I xi < A, ; I&+j [ t ,h) I  e s t  majoré sur O k < Î . 

( 1.10) Désignons par Q* l a  borne .bUP de -tc"5 e t  4 c e l l e  de l-t(.kl '11 
O J i  



Toujours pour 1 \ C A a  é t a n t  donné qae l e s  5j sont  de l a  forme 

5% 4-b 4jX j 5 = C<' 30 + *Hj,+ ---. désignons par d l e  

a l o r s  

p, é tan t  l a  borne Au Pdc 133 1 s u r  A(!) . D a n s  

'3U;.3UL 
t ou te  l a  s u i t e  de l a  démonstration nous supposons que 041 )\( 4 Xo . 

Etudions maintenant l a  récurrence déf in le  p lus  haut  (1-9). Rappelons 

que d 'après  l e s  équ3;tions de synchronisation ( 2 . 2 )  que : 



30 

Soit donc la borne sup de 

si o < t < T .  

Posons Q' = Q a  + > Q n  on a alors : 

t 
x z .  t l , ( s , ~ ) % ~ ~ , * c ~ - ' ) d d [  I X % . ' - t ' I  d p-l = ) 

Ceci d'après les inégalités (1.10, 1.11 et 1.12). 

Considérons maintenant le terme. 



d 'après  ( 1 . 1 3 )  on a : 

Sachant que l e s  (k) sont bornées sur  r4 T] il e s t  c l a i r  que : 



3 2 

d'où l a  condit ion suivante pour que E ACR) . 

2 . 3 . 3  .- Convmgence de la n u i t e  

Considérons la d i f f é rence  

dont nous devons majorer l e s  d i f f é r e n t s  termes. On a  a l o r s  : 

G IN QAT [in R + [ K I  7 & \ritr - "et-, 1 





S i  on pose l a  cons tmte  K, évoquée dans l 'hypothèse ( Ji,) 
( 1-16) égale à 'f/Lol il vient  a lo r s  que l e  terme Pxc (KI - L e s t  néga t i f .  

Peut-on a lo r s  cho i s i r  R t e l  que l e s  conditions (1.14 e t  1 .35 )  soient  

vér i f iées  ceci  pour Ih\ assez p e t i t .  

 osons R 2 6 2  e t  

i -alicld, 

supposons ( X I  4 ~ ' ( x ~ , x ~ )  avec 

Considérons l ' i n é g a l i t é  ( 3 . 1 4 )  



De même pour l ' i n é g a l i t é  (1.15) on a 

On en déduit  que l a  s u i t e  e s t  une s u i t e  de Cauchy donc 

convergente. 

11 en r é s u l t e  a lo r s  que l e  système d i f f é r e n t i e l  ( 1 . 3 ) ,  (1 .4 )  s a t i s -  

f a i san t  aux hypothèses ( &!!, &/z , 4 ) admet des so lu t ions  périodiques 

de période Ï pour ()il < (&,A,, A,). 

On peut noter  que ce l l e s -c i  tendent vers l a  so lu t ion  de synchronisation - - - 
( $ , q, , 9, , 8, ) iorsque \ A \  tend vers O . 

Dans c e t t e  étude on remarque q u ' i l  appara î t  une thypothèse PJ/L supplé- 

mentaire par  rapport  au problème précédent [1:-18-33] car  l e s  exc i t a t ions  

i c i  sont  paramétriques . 



CHAPITRE 3 

POINTS DE SYNCHRONISATION ET STABILITE 

Dans ce chapi t re  nous proposons de chercher l e s  équations de 

synchronisation,  l e s  po in t s  de synchronisation e t  de d i scu te r  l e s  condit ions 

de s t a b i l i t é  de ces de rn ie r s .  

Pour s impl i f i e r  l e s  ca l cu l s  nous supposons dans l a  s u i t e  de c e t t e  

étude que .k =a ce qui  donne pour l e s  percussions : 

I l  e s t  c l a i r  que c e t t e  supposit ion n ' a l t è r e  en r i e n  l a  géné ra l i t é  du 

problème. 

Exprimons l e s  fonctions associées  au système ( 1 . 1 )  en remplaçant 

l e s  \iA par  l eu r s  expressions r e spec t ives .  La forme des percussions nous 

amène à cho i s i r  une in tgg ra t ion  s u r  l ' i n t e r v a l l e  - T '] pour t e n i r  - 
compte de l a  percussion en h -0. 

- 



Rempla~ons q e t  9 par leur v a l e u r  à partir de ( 1 . 7 ,  1 .8)  l e s  X; 
deviennent .  





On rappel le  que dans l e  ca l cu l  de ces i n t e g r a l e s  9 , .  ciL 5 91 '" 
QL sont considérés comme constantes .  On remarque que l ' o n  d o i t  supposer 1s 

fréquence du pendule double de c e l l e  de l a  tens ion  e x c i t a t r i c e .  C'est-à-dire 

= L. sinon on a u r a i t  pour seu le  so lu t ion  de synchronisation ( q , = q  9 

, %,=O . Q L = O  ) e t  dans ce cas il n 'y  a u r a i t  pas de couplage 

e n t r e  l e  pendule e t  l e  c i r c u i t  é l ec t r ique  : 

Les exc i t a t ions  é l e c t r i q u e  n ' a u r a i t  aucun e f f e t  SIE l e  pendule. 

On a  a l o r s  l e  s y s t h e  de fonctions associées en 7, y % s& suivant .  



Il en résulte finalement pour les équations de synchronisation 

Xi=" k\=4,t13,4. 



3 . 2 .  - CdcuR d u  pointn de. syncktronina;üon 

La recherche  des p o i n t s  de s y n c h r o n i s a t i o n  r e v i e n t  à l a  r é s o l u t i o n  

du  système (E) de qua t re  é q u a t i o n s  à q u a t r e  inconnues q, ' YL' QL ' Q r  
Posons pour  c e l a  l e  changement de f o n c t i o n  s u i v a n t  : 

avec R>/ O .  - 
On p e u t  déduire  a l o r s  pour  A S. k # 9 des équa t ions  ( 1 .18) e t  ( 1.19) 

l e s  deux r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  : 

En remplaçant ces v a l e u r s  de 9, e t  aL dans ( 1 .16)  e t  ( 1.17)  

on t i r e  l e s  deux équat ions.  

qu 'on peut  r é é c r i r e  sous l a  forme : 



L'existence des points de synchronisatiori se traduit par la résolution 

des équations (1.26) et (1.27) en f? et y . 
Introduisons les valeurs intermkdiaires suivantes : 

( 1 .26) et ( 1.27) deviennent alors : 

avec ~ i f i \ P +  O . 



ler cas : A +K > O  

b4 e t  6 é t a n t  a l o r s  p o s i t i f s ,  on déduit  de (1 .29)  que : 

~ \ q  P O  s o i t  a lnY=t ,4  

si ~ i n \ P  -+,i (1.28) n ' a  pas de rac ine  p o s i t i v e .  Pour A ' ~ V =  -4 (1.28) 

devient  : 

t 

qu i  admet une rac ine  pos i t i ve  unique. 

Dans ce cas e s t  n é g a t i f .  On a  a l o r s  un ou t r o i s  po in t s  de 

synchronisat ion.  

a  - Pour A I ~ \ P =  4 ( 1 .28) devient  

$<O . E l l e  admet une r ac ine  pos i t i ve  unique. 



, Pour A L ~ Y  = 
bl étant négatif on 

différentes grandeurs 

- 1 l'équation (3.28) est équivalente à (1.30). 

a deux racines positives (racine double) si les 

du problème vérifient l'inégalité. 

, str ( A ~ K )  e3 
d 

ct R 

Résumons ces diffirentes solutions 

Notons par M4 le point de synchronisation défini par 

par ML le point de synchronisation défini par 

On a alors le tabieau suivant : 

Un point de synchronisation 

de la forme où & est 
racine de (1.30). 

Un point de synchronisation de la 

forme Mz,où R est racine de (1.31) 

et 

un ou deux points de synchronisation 

de la forme Mq si la condition (1.32) 

est vérifiée avec k racine de (1.30). 



3e cas : 

Reste le cas particulier A + Ü=o 8 

L'équation (1.18) est équivalente à 

De l'équation ( 1.19) on déduit que : m p  y= 

soit 

Notons 

6,  = -6\P 

€./= ,MAY 

Les équations ( 1.16) et ( 1 .17) deviennent 

En additionnant les équations (3.33) et (1.34) multipliées respecti- 

vement par cl et EL/  on a : 



Etudions les différentes possibilités de racines positives suivant 

les valeurs de p . 

(1.35) devient : 

Equation qui n'a pas de racine positive. 

:: pour et 3 soit y , y C 2 n K  ou 

(1.35) s'écrit : 

Equation qui admet une racine positive unique. 

Donc on a dans le cas où ~ - t g = ~ d e u x  points de synchronisation. 



Pour 9, LCT + & n K  n & 7L 

4 

e t  pour = 7E + &.il né Z 
4 

k étant  l a  rac ine  de ( 1 . 3 6 ) .  

On t i r e  de (1 .33)  e t  ( 1 . 3 4 ) .  

3 . 3 .  - ETUDE DE LA STABILITE AU VOISINAGE DES POINTS DE SYNCHRON'ISATION 

3.3.1.- ~ t a t a b i ~ ~ é  c i a ~ n  Le cas ~ - t z # o  

Dans ce paragraphe nous étudions l a  s t a b i l i t é  du système pendule - 
c i r c u i t  é l ec t r ique  au voisinage des po in t s  de synchronisation pour A+U@. 

Nous formons l e s  équations a m  va r i a t ions  à p a r t i r  de ces valeurs 

moyennes. 

Sachant que qL=$=Li, on remarquera que l e  système d ' fquat ion  aux 
f 

var ia t ions  s e  décompose en deux groupes (7 e t  ç . 



Nous dirons que l e  système e s t  globalement s t ab le  s i  l e s  condit ions 

de s t a b i l i t é  de l ' u n  e t  l ' a u t r e  des systèmes sont simultanément v é r i f i é e s .  

S i  un s e u l  des deux systèmes e s t  i n s t ab le  on dira que l e  système e s t  non 

s t a b l e .  

Nous désignons par  l a  s u i t e  : 



Nous cherchons des so lu t ions  de l a  forme 

pour Ç'  . 

Le système donnant # e t  (3 e s t  : 

(h-o)o( - b p  = a  

c @  + @  - d ) ~ = o  

Pour avoi r  des so lu t ions  au t r e  que l e s  so lu t ions  t r i v i a l e s  o(=o 

e t  g - 0  nous devons poser le déterminant du systsme précédent 

identiquement nul .  D'où l ' équa t ion  de s t a b i l i t 6  de G( . 

On a  de même pour G' . 

que l ' o n  appel le  au s s i  équations ca rac t é r i s t i ques .  Les conditions de 

s t a b i l i t é  sont  a lo r s  pour 4 . 



La s t a b i l i t é  des points  de synchronisation se  t r a d u i t  finalsrnent par  

l e s  ouatre condit ions suivantes : 



5 1 

En remplaçant 
9 4  

e t  0% par l e u r s  va leurs  respect ives  de ML e t  M, 
dans c e s  condit ions de s t a b i l i t é ,  on remarque que l ' o n  obt ient  l e s  mêmes 

expressions mais il fau t  rappeler  que R e s t  égale à R4 rac ine  de (1.30) 

pour w4 . 

ou A gga1e à RL racine de ( 1 .31) pour M L  . 

On a a l o r s  : 



C 

1" )  s t a b i l i t é  di1 p o i n t  M4 dans l e  c a s  A -k k ,O . 

Il e s t  é v i d e n t  que l e s  c o n à i t i o n s  ( 1.19)  e t  ( 1.40)  son-t. t o u j o u r s  

v é r i f i é e s .  

S i  on f i x e  t o u s  l e s  paramètres  du problème, k é t a n t  r a c i n e  de (1.30)  
L 

on peu t  n o t e r  que W R t e n d  v e r s  0 , s i  k3 t e n d  v e r s  l ' i n f i n i  ou R 
t e n d  v e r s  O avec 4 4  . 
On en d é d u i t  que 13 c o n d i t i o n  ( 1 . 4 1 )  e s t  v é r i f i é e  pour W a s s e z  

grand ou  O4 a s s e z  p e t i t .  

L a  d e r n i è r e  condi t ion  ( 1 . b 2 )  e s t  t o u j o u r s  v é r i f i é e  s i  A ~ Z L  e s t  

p o s i t i f '  s inon  on e s t  dans l e  même c a s  que l a  condi t ion  

c ' e s t - 2 - d i r e  L3 assez  grand ou N d  a s s e z  p e t i t .  

Donc on a  s t a b i l i t é  du p o i n t  , quand A-+ 7 3 s i  4) e s t  

a s s e z  grand ou e s t  silffisamment p e t i t .  

2O) S t a b i l i t t  des p o i n t s  e t  M L  p o w  ~ - k  k 4 0 . 

Femarjuons que l e s  deux c o n d i t i o n s  ( 1 . h l )  e t  ( 1.42)  son t  t o u j o u r s  

v é r i f i é e s  pour l e s  deux p o i n t s .  Res te  a l o r s  l e s  deux premières  c o n d i t i o n s  

( 1 . 3 9 )  e t  ( 1 . 4 0 )  qui son t  respec t ivement  é q u i v a l e n t e s  à : 

considérons l e  cas  du p o i n t  ( V I L  . U t i l i s o n s  l e  f a i t  que R e s t  

r a c i n e  de (1 .31)  dans (1 .43)  e t  ( 1 ~ 4 4 )  on a  a l o r s  : 



p o s i t i v e  

néga t ive  

d ' o ù  on conc lu t  que Mû n l e s t  jamais s t a b l e .  

Pour l e  p o i n t  M4 , sachant  que R e s t  r a c i n e  de ( 1.30) on a ( 1.43)  

e t  ( 1 .h4) qui u 'Gcrivent  : 

On remarque a l o r s  q u ' i l  e s t  imposs ib le  de déterminer  analyt iquement  l e  

s i g n e  de ces express ions  (même pour des v a l e u r s  l i m i t e s  de W e t  4 ) .  

3.3.2.-  Sf.abb&té den  b o C u t i o ~ n  daMn C e  c a  Ü, 5 - A  

Dans ce c a s  on a deux s o l u t i o n s  : 

l è r e  s o l u t i z  



2e solution 

R étant racine de ( 1.36) soit : 

qtet 9f n'étant pas nids le s:.st$me . - 
d'équations a.u variations n'est plus découplé 

en deux groupes ç et ç'  . 

On a alors le système suivant : 



nous cherchons alors des solutions de la forme 

On doit poser alors pour avoir ime solution en 0( non nulle. 

avec %j=q; si = A I L  

Qui est l'équation caractéristique. 

Nous dirons alors que le système est stable si les valeurs propres 

sont négatives. 

L'équation ( 1 . 4 7 )  en h est équivalente à une équation de la forme. 

Nous explicitons le détail des calculs de cette équation en Annexe 1. 

On peut noter qu'on a la même équation pour les deux solutions de synchroni- 

sation. 



Les condit ions nécessa i res  e t  su f f i s an te s  ( ~ i é n a r d ,  Chepard) pour 

que l e s  racines de l ' équa t ion  (1.48) soient  négatives ou nui les  sont  : 

Nous obtenons après t o u t  c a l c d  f a i t  (en annexe T I ) .  
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l ' é g a l i t é  ( 1 .50) donne finalement : 

l e  calcul  fie ce dernier %erme 3 a été talc-dé 2 l'aide d'un logiciel de 

calcul  formel Macsyma. 



58 

R é t a n t  rac ine  de ( 1 . 4 5 )  on peut déduire d 'après l a  formule de Cardan . 

on peut remarquer que e t  9 tendent vers  O avec . 
Montrons que l e s  so lu t ions  périodiques voisines des deux po in t s  de 

synchronisation sont s t a 5 l e s .  

Les condit ions ( 1.49) son toujours  v é r i f i é e s  

4 t e n à  vers 4 
s e ?  L 4 ~ a e ~ I  > e  4 Le L 

7 tend vers J 4  > O  

ceci  qcand 0, tend vers O . 



.?& , 3 e t  é t a n t  continues en of , on en déduit que pour 

4 assez p e t i t  ces g r a n d e x s  sont  pos i t i ves .  

On ?eut conclure a l o r s  qiie pour e, assez  p e t i t  l e s  deux points  de 

synchroriisation son t  s t a b l e s .  

Pour l ' e f f e t  de l a  fréqllence 1.4 siu. l a  s t a b i l i t é  de ces so lu t ions  : 

on a  JL e t  JJ qÜi tendent vers 7: e t  3: p o s i t i v e s ,  par cont re .  il 

n ' e s t  pas a i s é  de ?rédi re  analytiquement l e  comportement àe quanà w 

tend vers 90 . 



Tableau r é c a p i t u l a t i f  des po in t s  de qmcb~nisation 

e t  de l e u r  s t a b i l i t é  

A+Ü 70  1 K L O  avec IR] 1 IZ L O 1 
Décélérat ion 

un s e u l  poin t  de synchronisation 

s t a b l e  pour suffisamment 

grand ou et assez  p e t i t .  

Accélérat ion du mouvement de l ' o s i l l a t e u r  

un point  de synchronisation 

Mt i n s t a b l e  quelque s o i t  

w o u ?  . 

puis  un ou deux points  

l de synchronisation ( s i  l a  

l condit ion ( 1.32) e s t  v é r i f i é e )  

dont il e s t  d i f f i c i l e  

analytiquement de conclure 

( sur  l e u r  s t a b i l i t é .  

Deux points  de sync'nronisation 

s t ab le s  pour n), assez p e t i t .  

 effet de l a  fréquence K, su r  

l a  s t a b i l i t é  e s t  a i f f i c i l e  à 

prédi re  analytiquement ) . 



CONC LUSiON 

Dans c e t t e  première part7.e n o w  nous sommes in t é re s sé  aii problème de 

l a  synchronisation dans l e  cas de l ' o s c i l l a t e u r  Bethenod. On s ' e s t  p lacé  dans 

l e  cas  où ce de rn ie r  e s t  sous l ' a c t i o n  de percussions pdriodiques de p é r i o d e T  

On a  montré pour \A\  suffisamment p e t i t  e t  sous ce r t a ines  hypothèses que l e  

système d 'équations régissant  l e  problème a h e t  une solu t ion  périodique non 

n u i l e  de période T . Ceci t a n t  que l e  coe f f i c i en t  de propor t ionnal i té  

r e s t e  borné. Cet te  so lu t ion  tend vers  l a  so lu t ion  de synchronisation quand 

\ tend vers O . 
Pu'ous avons enf in  d iscuté  su ivsn t  l e s  d i f f é r e n t s  paramètres physiques 

du problème l ' e x i s t e n c e  e t  l a  s t a b i l i t é  des so lu t ions  de synchronisazion : 

On consta te  que s i  l e  coe f f i c i en t  d'amplitude des percussions -K. - 
e s t  supér ieu-  à l 'amortissement A ( I 4  40 , donc amplif iant  l e  mouvement de 

l ' o s c i l l a t e m )  a l o r s  il ex i s t e  un ou t r o i s  po in t s  de synchronisation,  i n s t ab le s  

i n d é p e n d m e n t  des param&res physiques du problème. - 
Dans l e s  cas où -/(< A e t  -k = A  on trouve respectivement un e t  

dem. points de synchronisation.  Chaque f o i s  qu'on a  pÛ conclure s u r  l a  s t a b i l i t é  

on retrouve l e s  r é s u l t a t s  des é tudes  précédentes 111-12-14] e f fec tués  sur  ce 

problème en l ' absence  de p e r c ~ ~ s s i o n s ,  c'est-à-dire : 

Les d i f f é r e n t s  paramètres du problème, K , 1 , , A et UJ 

é t a n t  donnés, ( doi t  ê t r e  borné par une quant i té  f i n i e  sinon en s e  

donnant k , , A , e t  IV, , il fau t  que l a  fréquence w s o i t  

assez  grande. 



P A R T I E  I I  



Nota t ions  

: d e n s i t é  de l ' a i r .  

Vo. : v i t e s s e  du v e n t .  

d : diamètre  du c y l i n d r e .  

MK. : masse des p a r t i e s  de l ' o s c i l l a t e u r  mise en mouvement s u i v a n t  K . 

411 : r a i d e u r  du r e s s o r t  s u i v a n t  :* . 

4," & ; ~ r é q u e n c e s  p ropres  de l ' o s c i l l a t e u r  
Wl* 

s u i v a n t  % e t  2 .  

dV.9 A =  e- : p ~ t i t  pa ramèt re .  
2 m  ~ * r , ~  

e (&> = percuss ions  presque  p é r i o d i q u e s .  

7,3L : ampli tudes des p e r c u s s i o n s .  

9, b : bornes s ~ ~ p é r i e u r e s  e t  i n f é r i e u r e s  des i n t e r v a l l e s  de temps 

séparan t  deux p e r c u s s i o n s .  

: s o l u t i o n  de s y n c h r o n i s a t i o n .  



S U R  LES VIBRATIONS PRESQUE PERIODIQUES D'UN 

OSCILLATEUR A DEUX DEGRES DE LIBERTE SOUS L'EFFET 

CONJUGUE DE PERCUSSIONS PRESQUE PERIODIQUES ET DE 

FORCES AERODYNAMIQUES 

C H A P I T R E  1 

Dans c e t t e  p a r t i e  on s ' i n t é r e s s e  à un modèle théor ique  

p a r  Van der  Beek [22] d'un o s c i l l a t e u r  à deux degrés  de l i b e r t é  r e p r & s e n t a n t  

l e s  v i b r a t i o n s  d '  un cab le  a é r i e n  de t r a n s m i s s i o n s  é l e c t r i q u e s  s u r  l e q u e l  

s ' e s t  déposé une couche de g l a c e .  Ce t te  d e r n i è r e  p e u t  rendre l a  s e c t i o n  

d r o i t e  du c a b l e  i n s t a b l e  aérodynamiquement en présence da v e n t .  L ' é v o l u t i o n  

à p a r t i r  de c e t t e  p o s i t i o n  d ' é q u i l i b r e  i n s t a b l e  peu t  a b o u t i r  à des o s r i l l a -  

t i o n s  de grandes ampli tudes à basse  f réquence .  

Dans c e t t e  étude on s e  propose de montrer  l ' e x i s t e n c e  d 'une  s o l u t i o n  

a u  problème des  v i b r a t i o n s  d 'un t e l  o s c i l l a t e u r  soumis à l ' e f f e t  c o n j o i n t  

du  ven t  e t  de percuss ions  mécaniques. Nous considérons que l e  r a p p o r t  

des  fréquences propres  de l ' o s c i l l a t e u r  e s t  i r r a t i o n n e l .  Il convien t  a l o r s  

de rechercher  une s o l u t i o n  presque p é r i o d i q u e  à ce problème. De même nous 

supposerons que l e s  percuss ions  s o n t  paramétr iqi les  presque pér iod iques  e t  

r é g u l i è r e s .  



f i  P a l i e r  P2 

Figure 1 

ressorts r 
1 et r2 

Pai ie r  P2 
vue de dessus 



Le modèle théor ique  développé p a r  Van d e r  Beek e t  Vari d e r  Burgh 

c o n s i s t e  en un c y l i n d r e  r i g i d e  de s e c t i o n  d r o i t e  c i r c u l a i r e  e t  de s i x  

r e s s o r t s  montés s u r  une s t r u c t u r e  ( f i g .  1 ) .  Les deux t i g e s  s o l i d a i r e s  du 

s u p p o r t  du c y l i n d r e  peuvent c o u l i s s e r  dans l e s  p a l i e r s  Pi . Les q u a t r e  

a u t r e s  t i g e s  s o l i d a i r e s  des q u a t r e  p a l i e r s  peuvent c o u l i s s e r  dans 

l e s  h u i t  p a l i e r s  f i x e  TL . I l  e s t  a l o r s  c l a i r  que l e  système e s t  formé 

de deux o s c i l l a t e u r s  découplés .  

Les r e s s o r t s  h, e t  hL s o n t  s o l l i c i t é s  au cours  des o s c i l l a t i o n s  

du c y l i n d r e  dans l a  d i r r c t i o n  p e r p e n d i c u l a i r e  a u  ven t .  Les a u t r e s  r e s s o r t s  

l e  s o n t  au  cours  des o s c i l l a t i o n s  dans l a  d i r e c t i o n  du vent  (fig. 2 ) .  

On cons idère  que l e  c y l i n d r e  demeure p e r p e n d i c u l a i r e  aux p l a n s  

con tenant  l e s  d i f f é r e n t e s  t i g e s  de l a  s t r u c t u r e .  La p o s i t i o n  du c y l i n d r e  

e s t  a l o r s  d é f i n i e  dans ce p lan  p a r  s e s  coordonnées r e t  3 . Le c e n t r e  

du r e p è r e  correspond 2 l a  p o s i t i o n  d ' é q u i l i b r e  du c e n t r e  du c y l i n d r e  en 

l ' a b s e n c e  de t o u t e  f o r c e  e x t é r i e u r e .  

Nous supposons que l a  s e c t i o n  d r o i t e  du c y l i n d r e  n ' e s t  pas  p a r f a i t e m e n t  

c i r c u l a i r e  mais une déformation ( f i g .  3) dûe 2 un dépôt de m a t i è r e  

s u r  s a  g é n é r a t r i c e  (exemple dépôt  neigeux s u r  un câb le  é l e c t r i q u e ) .  S i  on 

p l a c e  ce c y l i n d r e  dans un écoulement uniforme il s u b i t  de 13 p a r t  de ce 

d e r n i e r  une t r a i n é e  DG e t  une p o r t a n c e  L CD . L e t  D é t a n t  l e s  

ampli tudes des f o r c e s .  



où désigne l a  dens i té  de l ' a i r ,  d l e  d i m è t r e  du cyl indre ,  e, + 
$ = \ y /  e t  0( l ' a n g l e  que f a i t  \IS avec l ' a x e  de sTymétrie de l a  

s ec t ion  du cyl indre  ( f i g .  3 ) .  

Figure 3 , 

Y 

h --. 
"a 

a 
hZ v i t e s se  du cyl indre  
Z L  

- - - - - - -  - - -  

\ 

I -. - . 
I 

. - 
e~ I axe de symétrie 

w v i t e s s e  de l 'écoulement 
4 

v i t e s s e  .r ir t .uelle de 116coule?lient 

e~ I 

--. I 
I 

ex 8 

3L 

O(& angle d 'a t taque  



D L 
Les coefficients de traînée et de portance C et C sont fonction 

de O( . Il est facile de voir que les équations du mouvement du cylindre 
s '$crivent. 

mr (respectivement ) représente la masse des parties de 

l'oscillate~n nise en mouvement dans son déplacement suivant l'axe 7C (l'zxe 

et At (respectivement 4 ) la raideur des ressorts sollicités dans ce cas. 
3 ) 

+ -4 4 est l'angle dirigé dans le sens trigonométrique que fait Q avec e p  

(fig. 3 ) .  

Figure 4 



Les courbes expérimentales ( f i g .  4) des c o e f f i c i e n t s  CD , CL de 

t r a i n é e  e t  de portance obtenues par V a n  der  Beek [ 2 2 ]  s o n t  approximées par  

l e s  fonctions su ivantes  : 

avec 

D 

En plus  des forces  aerodynamiques e t  é l a s t i ques  précédentes nous 

supposons donc que l e  cylincire e s t  soi~rnis à des exc i t a t i ons  presque périodiques 

de l a  forme 

avec 

e t  q sont  des cons tantes  r é e l l e s .  

Nous supposons que 8; ( l ,$ , t )  son t  des fonctions presque périodiques 

de % pp . &;LI-) appart iennent  à l ' e space  dual de Bpp des d i s t r i -  

but ions  presque périodiques.  On suppose a u s s i  que l a  s u i t e  

une s u i t e  r é g u l i è r e ,  s o i t  : 



, b deux réels  p o s i t i f s .  

Notons que : 

l 

Soi t  tangente ( 4 e s t  négat i f )  . 

I l  e s t  c l a i r  que s i  on suppose que l a  masse des d i f fé ren t s  p a l i e r s  

e s t  négligeable on peut poser : 

Remplaçons l e s  expressions précédentes dans l e s  équations du mouvement. 

On obt ient  après avoir u t i l i s é  des développements l imi tés  en 'Ir- e t  

jusqu'à l ' o rd re  t r o i s  l e s  équations suivantes : 





Introduisons les nouvelles variables adimensionnelles suivantes 

définies par : 

Les équations deviennent alors : 





Nous supposerons que le paramètre A est petit : ce qui correspond 

à des forces aérodynamiques petites par rapport aux forces d'inerties et de 

raide. de l'oscillateur , )r >o. 

Les équations qui régissent le mouvent du cylindre se réduisent 

finalement au système d'équations différentielles non linéaires presque 

périodiques généralisées. 

où les différents coefficients sont donnés par : 



Nous imposerons dans cette étude les mêmes conditions sur les signes 

des constantes que celles prises par Ven der Heek dans son étude de ces 

équations. 

Nous nous plaçons dans le cas où le rapport des fréquences 

est irrationnel. Commençons par effectuer le changement de variable suivant : 

( 1 ) Nous reprenons t comme variable de temps à la place 



Nous obtenons a l o r s  par l a  méthode de l a  v a r i a t i o n  des constantes l e  

nouveau système d 'équations d i f f é r e n t i e l l e s  en 7 .  

Les fonct ions  Yi du second membre sont  a l o r s  oe l a  fcrme 



Le ~ r o b l è r n e  i n i t i a l  s e  résume a l o r s  à l ' é t u d e  du système d ' é q u a t i o n s  

d i f f é r e n t i e l l e s  non l i n é a i r e s  à e x c i t a t i o n s  presa-ue pér iod iques  paramétr iques 

s u i v a n t .  

Nous donnons l e s  express ions  de l a  fonc t ion  v e c t o r i e l l e  

presque p6r iod ique  en annexe 11. 

nous a l l o n s  t r a i t e r  ce problènie dans l e  cas  généra l  : 

l e s  6 e t  dl,' A': $-,q é t a n t  presque ~ é r i o d i q i r e î  p a r  r a p p o r t  à h 

7 fixé et  
@CL) des p e r c u s s i o n s  presque p é r i o d i q u ~ s  r é g u l i > r e s .  

où jL son t  des  cons tan tes  r é e l l e s .  

S o i t  \Pi (h) une f o n c t i o n  presque p é r i o d i q u e .  - 
On dés ignera  p a r  Yi l a  moyenne de y 4 * ( t \ d 6 f i n i e  p a r  : 

on n o t e r a  p o u  = ( ~ l t ) ,  - 1 9, CL)) 



NOUS supposons q u ' i l  e x i s t e  une so lu t ion  cons tante  zi 6 K" 
du sys t èae  su ivant .  q e s t  l a  so lu t ion  de synchronisation.  

Xrus a l lons  é t a b l i r  sous ce r t a ines  hypothèses supplémentaires 4% 
énoncées pius l o i n  qce l e  système ( 2 . 1 )  possède une so l~u t ion  presque périodigue 

rV 

pour assez petir ;  qui  tend vers unifornément par rappor t  5 

f ;  lorsque l e  paramètre h t end  vers O . 

Posons : 

No- désignons par $[R, )  l tensemi1e des po in t s  (?) déf in i  pa r  : 

N q )  G ~ c Q , J  4 t / " / I < f G  d i .$ - ,n  
une constante p o s i t i v e .  

NOUS supposons que pour K' appartenant à Sd C R I )  : 

1 )  Les fonctions $.Cq>t) presque périodiques sont  deux f o i s  d6rivabl.s par  

ses  dérivées son5 presque ~ é r i o d i q u e s  uniformément par 

rapport  à 

2)  Les fonctions t) sont  dddivables pa r  rapport  à 9 e t  s e s  dériv6es 

p a r t i e l l e s  uniformgment, presque périodiques par r apso r t  à t . 



Posons : 

En utilisant les différentes hypothèses précédentes nous pouvons 

réécrire le système (2.1 ) sous la forme : 

A <  - i & m  

Introduisons les notations suivantes : 

4s À , j  < m  

Le système différentiel précédent devient finalement : 



où .& r e p r é s e n t e  un vec teur  colonne lm, A )  . 
E t a n t  donné que l a  m a t r i c e  Jacohienne Fj CL) dr $ e s t  presque 

pér iod ique  on peu t  d é f i n i r  s a  m a t r i c e  moyenne. 

Nous supposerons que t o u t e s  l e s  v a l e u r s  p r o p r s  dz S ont  l e u r  p a r t i e  

r é e l l e  n é g a t i v e  ( e n  r é a l i t é  pour  l l e x i s t , e n c e  des s o l u t i o n s ,  1 'hyriothèse p a r t i e  

r é e l l e  non n u l l e  e s t  s u f f i s a n t e ) .  Notre c h o i x  d 'une hypothsse p lus  r e s t r i c t i v e  

e s t  dans l e  b u t  de s i m p l i f i e r  l ' e x p o s é .  

Considérons maintenant 1' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  s u i v a n t e  : 

On s a i t  d ' a p r è s  l e  théorème de O .  Neugebauer, H .  Bohr que l ' é q u a t i o n  

( 2 . 4 )  admet une s o l u t i o n  unique /?CL) m a t r i c e  (.?ll,m) presque p s r i o d i q u e  comme 

e s t  p e t i t  e t  é t a n t  donné que p- S r o on a d ' a p r è s  un r é s u l t a t  
X 

de Roseau [ 2 3 ]  : 

11 R II t e n a  v e r s  zé ro  avec A . 

x )  Ce r é s u l t a t  f u t  é tendu au c a s  des équa t ions  aux percuss ions  presque pér iod iques  

g é n é r a l i s é e s  p a r  R .  Faure [251. 



posons k = 1 - X R . 
1 é tan t  l a  matrice i d e n t ï t é  (m,m) .  

K e s t  invers ible  pour assez p e t i t .  

k e t  K-' seront presque périodiques. 

Posons l e  changement de variable s u i v m t  : 

De l 'équat ion (2 .3)  on a : 

qui devient : 

Avant d'entamer l a  résolution de ce système rappelzns des r é s u l t a t s  

foxdamentaux 118, 251 sur l e s  problèmes relevant de l a  théorie des percussions 

presque périodiques. 



CHAPITRE 2 

EXISTENCE DES SOLUTIONS PRESQUE PERiUDIQUES GENERALISEES 

2.1.  - EZude d'un CU &né&e 

S o i t  l e  système d 'équations d i f f é r e n t i e l l e s  représenté  par : 

Définit  à p a r t i r  des mêmes hypothèses e t  grandeurs -E(&)/ S e t  ~[k) 
données précédemment k/ (t) une fonction v e c t o r i e l l e  (m, 4) presque 

périodique continue de . Pr 
On s a i t  que l a  so lu t ion  de (2 .6)  e s t  donnée par  l a  formule : 

4 )  é t a n t  bornée l a  convergence des in t e rva le s  e s t  assurée c a r  

l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  des valeurs propres de $ sont non nu l l e s .  

g(k) appa r t i en t  à a i p  dual de BPI e t  presque 

périodique.  



Les intervalles de continuité de a étant kL-* , tk.L 
mais de plus la suite 

z(ib- 0)1ç et C 2 ( t L + ~ ) l L  C- ,Rn 
forment une suite presque périodique. 

On désignera par fonction presque périodiques généralisées l'ensemble 

de ces fonctions dont les fonctions de Bohr sont un cas particulier. 

Majorons la norme des 1 a )rl . soit : 

et p la borne inférieure des 1 fLl parties réelles des valeurs propres 
de ,$. 

La suite ( L L ) ~  étant régulière soit b > 0 la borne inférieure 

des L-tkml . 
D'où 

Q(S) une constante positive définie par la matrice $ 
On a alors : 

qui pour /i assez petit 

), 2- < -  4 
A= 0 b p  

soit alors 



d'où l'importance que b s o i t  strictement p o s i t i f .  

So i t  maintenant l e  système d i f f é r e n t i e i  suivant 

F[b) e s t  i c i  une fonction presque périodique de Bohr. 

(2.9) 
D'après des r é s u l t a t s  de travailx de Wexler [24 - 271 sur  l e s  systèmes 

d'équations d i f fé ren t i e l l e s  l inéa i res  en dis t r ibut ions  R .  Faüre 1251 a montré 

que s i  l a  valeur moyenne de i a  d i s t r ibu t ion  He t C e s t  nui le  a lo r s  l a  

solution presque périodique de ce système (2.8) tenil vers 8 

uniformément avec . 

Le système d'équations d i f fé ren t i e l l e s  (2.5) s e  présente sous l a  

forme : 

avec 



S o i t  $ (b\ l a  so lu t ion  pres, périodique & n é r d i s é e  du 

système d 'équations d i f f é r e n t i e l l e s .  

On peut  poser da comme l a  somme de deux so lu t ions  presque 

périodiques des systèmes . 

Sachant que l a  va leur  moyenne de Colt )  e s t  n u l l e  d 'après 

( 2 . 2 )  e t  l 'hypothèse 46 s u r  S on peut  déduire que l a  so lu t ion  
1 

de (2.11) tend vers  O avec h . Ceci d 'après  l a  propos i t ion  ( 2 . 9 ) .  

Dans l ' équa t ion  (2 .12)  en G û  l a  valeur moyenne de PR (; (4 
n ' e s t  pas n d ï e  mais l a  présence du terme A% en t r a ine  que &L e s t  du 

même type que .&, . D'OÙ on peut  conclure que : 

tend  uniformément vers  O avec h . 
t 

Pour l ' é t u d e  de l ' e x i s t e n c e  de l a  so lu t ion  de l ' équa t ion  (2 .5 )  on 

u t i l i s e  l a  méthode des approximations success ives .  On d é f i n i t  une s u i t e  (w*),,+ 
de fonctions presque périodiques généra l i sées  de p a r  l a  réccurence su ivante .  



On i n i t i a l i s e  avec 6 solut ion de (2.10).  

On a a lors  : 

1 

La récurrence e s t  parfaitement dé f in ie  dans 3 . Montrons que ce t t e  

s u i t e  Cdfi),, converge dans %kt vers une l imi te  & solution de ( 2 .5 ) .  

So i t  8h1 image de a(&) par l ' app l i ca t ion  de 

qui a tou t  AA e a&) l u i  f a i t  correspondre . 
supposons pue Y&.$,,) e t  M (%wn) t 8TjL.j , majorons a i o r s  1. 

tel-ne II 4 6  'KT11 II . 

a )  Considérons l e  terme dans l 'expression du second membre de (2.14) dû à 



d'où sachant que QI E 

avec 

k- l 
= yt,BT A p  1 u.-; Ch)\ 

9 
- 1  

Rappelons que K =  1 - A  , R é tan t  borné K- e s t  de l a  

forme X-A K . & un r é e l  p o s i t i f .  



4 
b)  Majorons maintenans l e  terme provenant de 1 K <+", ts)- 3;(f+K;;n-i, 914) 

avec QL= m*iIC3_BC'I 
'j Quj 

d'où 

ceci  pour < d'après 1 ' inéga l i t é  é t a b l i t  précédermnent ( 2 . 7 ) .  

A p a r t i r  des éga ' i tés  (2.15 e t  2.16) rn peut déduire que : 



On a négligé l e s  termes en dûs au dernier  terme de ( 2 . 1 4 )  . 
Soit  finalement : 

avec 
A,, m+ Q, [ n t  %EX) 

Rappelons que (2.17) n ' e s t  possible que s i  tous l e s  M tw,,)tB(~) 
e t  pour assez p e t i t .  

Supposons que tous l e s  termes de l a  récurrence jusqu'au rang n 
appartiennent à @/(RI . 

Appliquons a lors  l e s  mêmes calculs au terme .ab+( -Co que 

pour (2 .7 ) .  Nous obtenons : 



s o i t  

/ 

I l  e n  donc : s i  on o s e  4 ,  , ) a l c r s  

'10 ~B'(R) à l a  condition swivante : 
n t i  

1 

e t  [qq convergera dans Blp ii l a  condit ion suivente : 

( C  3 )  Une condit ion nécessaire es t  : AL- 4 4 O . 

Toute l a  récurrence e s t  dans $ 7 ~ )  s i  11 UI. 11 4 R e t  (c-1) 

v é r i f i é e .  Nous notons que Z[R) admet a u  moins une r ac ine  pos i t ive  s i  

c e t t e  dernière inega l i tF  est. r é a l i s a b l e  ca r  U \( 4 0 quand A O 

s c i t  A < )ra . 



En prenant R c R< l a  plva p e t i t e  des rac ines  de 'P CR) 
on a (c-1)  qui e s t  v é r i f i é e  e t  \\ w0\l < R, , car  qz-4 < O .  

On peut noter que al tend vers 0 avec . 

11 résu l t e  a lo r s  que converge miform6ment vers une l imi te  

solution de (2.5),  tendant vers zéro avec . 

La condition (c-3) pour S donnée : 

e s t  vér i f iée  dans l e  cas où : 

1 ) La borne in* des &- kL, , b e s t  assez grande. 

2 )  L'amplitude des percussions e s t  assez p e t i t e .  

Nous pouvons finalement conclure sous l e s  hypothèses r f l ;  ( i r l , f  3) 
e t  l a  condition (C-3) que l 'équat ion (2 .3)  admet -one solution presque 

périodique généraiisée pour 4 bf [x~,A, )  t e n d m t  vers l a  solut ion 

de synchronisation de (2 .2)  quand A tend vers zéro. 



CHAPITRE 3 

EQUATI ONS DE SYNCHRONISATI ON ET STABI L I T E  EN 

L'ABSENCE DE PERCüSSiONS 

Dails ce qui suit nous nous proposons de calculer les équations de 

synchronisation, les solutions de synchronisation et d'étudier la stabilité 

au voisinage de chacun d'eux. On se limitera au czs 05 les excitations dûes 

aux percussions sont non paramétriques ou nulles. Nous utiliserons pour ceci 

le théorème de Kryloff N. Bougoliboff [261 qui est toujours valable dans le 

cas des percussions non paramétriques i l81 . 
Si les valeurs propres de la matrice S , valeur moyenne de la 

Jacobienne sont toutes à parties réelles négatives, 

aiors pour assez petit la solution presque périodique du système (2.1) 

est asymptotiquement stable pour t tendant vers l'infini. 
En effst si on considère le système ( 2 . 1 )  l'étude de la stabilité 

au iroisinage d'une solution de synchronisation dépend de l'étude de l'approxi- 

mation linéaire du système (2 .5) .  

Nous cherchons une solution de (2.18) de la forme 

d'où l'on déduit 



Pour avoir  d 'autres s o l u t i o n s  que l a  solut ion t r i v i a l e  

OI; =0 ; = A , -  $ l e  déterminant du système précsùent d o i t  ê t r e  n u l .  D'où 

l ' é q u a t i o n  de eta5il i t .é  

3.3. - POINTS DE SYNCHRONISATION 

nappeions que l e s  fonct ions  CQ, t] V = A ,  % S r %  sont 

données en Annexe II. 

Les équations de synchronisation ( 2 . 2 )  sont a l o r s  



d'où l'on tire de= points de synchronisations : 

La solution nulle 

avec 

Nous rappelons que )o est négatif. 
'f44 

Nous donnons l'expression de la Jacobienne p< =??? cCkt) 
O uj 

en Annexe II. ,c;jc,(c 

Celle-ci devient en 



d'où l'on déduit l'équation de s t a b i l i t é .  



so i t  d o r s  : 

a = L-o et 

Donc l a  solution 7 9 0 e s t  instable. 

rV 
3 .3 . -  S X a b U i 2  au vo&,nage de 

Il41 

aatr ice 31 , k )  se présente sous l a  forme 

avec itorinés par 



un a alors : 

di 03 l i o n  déduit 1' équation caractéristique. 



ce qui ent ra ine  

s o i t  a l o r s  : 

CV 

D'où l e  point  e s t  s t a b l e .  

On peut noter  que ce r é s u l t a t  correspond avec ce lu i  trouvé p a r  

Van der Beek e t  Van der  Burgh 1221 dans l e  cas où i l s  supposent fi+ f. OU 

a #& ~ E C  2 = OCAJ . 



CONCLUSION 

Dans c e t t e  p a r t i e  on a  é tud ié  un système d'équations d i f f é r e n t i e l l e s  

non l i n é a i r e  r ég i s san t  l e s  mouvements de v ib ra t ion  d'un o s c i l l a t e u r  à deux 

degrés de l i b e r t é  p lacé  dans un écoulement e t  soumis à des percussions.  

Nous nous sommes placés dans l e  cas où l e  rapport  
W' 

des 

fréquences de l ' o s c i l l a t e u r  dans l e s  deux d i r ec t ions  e s t  i r r o t a t i o n n e l .  Ceci 

nous a  conduit à supposer l e s  percussions presque périodiques puis à é tud ie r  

l e  problème dans l e  cas des v ibra t ions  presque périodiques.  Nous montrons 

a l o r s  l ' e x i s t e n c e  d'une solu t ion  presque périodique généralisée pour IX\ 
assez  p e t i t ,  e t  l a  borne i n f é r i e u r e  des k-tL-, assez grande e t  l ' ampl i tude  

des percussions assez  p e t i t e .  Ceci dans un cas général  englobant not re  probl?me 

i n i t i a l .  Cette so lu t ion  tend vers l a  so lu t ion  de synchronisation quand \A\ 
tend vers zéro. 



P A R T I E  I I I  



Notations 

m; : masse au  corps . 

h; : dis tance  OP, du cent re  de g rav i t é  Q au corps . 

d : côté du t r i a n g l e  é q u i l a t é r a l  formé par  l e s  3 corps 

3 

c( : angle formé par Of, à l ' ho r i zon ta l e .  

p i  : dérivé de par  rapport  à Rl . 

d i  : dérivée de 3 '' f '  19  -6. 

= ( M l ,  ' L I ,  h l ,  % ) coordonnées généra l i sées .  

# 

q = ( w b , X, ,&, , a ) valeur  de q lorsque l e s  t r o i s  corps 

forment un t r i a n g l e  é q u i l a t é r a l .  

\I : énergie p o t e n t i e l .  

: matrice ( 3  x 4) r é s u l t a n t  du développement de * . 

G,M : matrices ( 3  x 4). - 3 ,fi : matrices G , M pour q . 

W : v i t e s se  de ro t a t ion  des 3 corps 

T= Lr : période des exc i t a t ions .  

R. 



ESSAI SUR UN CAS DANS 

LE PROBLEME DES TROIS CORPS 

CHAPITRE 1 

On considère trois particules matérielles de masse données, libres 

dans l'espace où elles constituent un système isolé s'attirant mutuellement 

selon la loi de Newton. 

Nous n'envisagerons ici que le problème plan c'est-à-dire que les 

trois particules se déplacent dans le plan de leurs positions initiales. Par 

contre, on ne se limitera pas au cas du problème restreint où l'on considère 

que la masse d'une ou de deux particules est par rapport à 

celles des autres. 

Nous appellerons f,, , PL et P3 les trois particules ,m, , mLet 
Mj leurs masses. Soit 0 leur centre de gravité. 

Posons alors : 

R; C k'; leurs distances respectives au centre de gravité O 

&,j = PL?; leurs distances respectives 



1 . 2 . -  RdaLLon entte les h; et d i j  

Exprimons dans ce paragraphe les différentes relations utilisées par 

la suite entre les distances , d g  et les masses m1 . i = 1 ,  2 ,  3 .  

Soit la fonction )L appliquée à un point N du plan telle que : 

On a alors la relation de Leibniz 

Appliquons cette relation respectivement à chaque point 

Posons : 

Multiplions les égalités (3.1, 3.2 et 3.3) respectivement par m, , mL 
et M3 on a : 



En sommant ces  t r o i s  é g a l i t é s  nous pouvons t i r e r  : 

d ' o ù  l ' o n  peut  dédui re  l e s  d i f f é r e n t s  k; e t  d$ 



s o i t  a lo r s  

Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  où l e s  t r o i s  p a r t i c u l e s  s e  déplacent au 

sommet d'un t r i ang le  é q u i l a t é r a l  de côté d a lo r s  l e s  é g a l i t é s  précédentes 

dekiennent : 

Dans ce cas on posera & = k . 



CHAPZTRE 2 

EqUATlONS DZFFERENTIELLES DU MOUVEMENT DES TROIS CORPS 

Nous supposons que le centre de gravité O est au repos par rapport 

à un repère absolu. Considérons le mouvement de ces trois corps par rapport à 

un repère centré en O . 

 énergie totale et l'énergie potentielle U du système formé 
par les trois corps sont données par les formules suivantes : 



où les &' et di désignent les coordonnées polaires du point I>,' , = 1, 2 ,  3. 
% étant la constante de l'attraction universelle, qu'on posera égale à 1 .  

Le système étant à quatre degrés de liberté nous choisissons pour 

coordonnées généralisées ( q; , A = 1, 2, 3 )  o( , R +  , ha et hj . 

s'écrit : 

A A 
où B,, et QL3 sont respectivement les angles ( O il) et [ P3). 

on a alors 

ceci d'après les égalités (3.8 et 3.30). 



Les équations de Lagrange sont données par 

Posons ?=Bit  et 3,L+ QL3 et introduisons les 

différentes notations suivantes : 

Nous avons alors si on adopte la convention d'Einstein 



. . 
Ceci pour A,d = : , 2, 3 .  

Les d i f férentes  expressions des ; , ^dc son t  données en 

Annexe III. 

Considérons maintenant l e s  équations de Lagrange. De  l a  première 

d ' e n t r e  e l l e s  on a : 

où C e s t  une constante par  rappor t  à . 

Après avo i r  développé tous  l e s  ca i cu l s  en u t i l i s a n t  l e s  r e l a t ions  (3 .15  ) 

c e t t e  équation devient  : 

Les t r o i s  aut res  équations ( 14 . i )  de Lagrange en R; s ' éc r iven t  

respectivement : 





Dans un but pratique nous présentons ces 3 dernières équations de 

Lagrange en fq: (3.16.2, 16.3 e t  16.4) sous forme mat r ic ie l l e .  

où e t  G sont des matrices (3  x 41,  N e t  des fonctions vector ie l les ,  P 



si on pose : 

L 
c = - + wLhZ pj i j % ]  

$= - .&dï $3  

alors 





2 . 2  .- EqudXhtre hda t ih  d a  ~ J w L ~  paiLüccuRu & p a î n t ~  de. L a g m ~ g e  

On remarque que s i  l e s  t r o i s  p a r t i c u l e s  forment iui t r i a n g l e  é q u i l a t é r a l  

de côté  d constant  l ' équa t ion  (3.16.1 ) devient  : 

d'où c( e s t  une constante fN . 
Les t r o i s  équations (3.16.2, 3.16.3 e t  3.16.4) s e  réduisent  r e spec t i -  

vement aux équations suivantes pour r/ = 1 ,  2 puis  3. 

f i n s i  on a  ro t a t ion  de l a  conf igura t ion  en t r i a n g l e  dans son plan autour 

de son cent re  de g rav i t é .  La t a i l l e  de ce l l e - c i  e s t  f i xée  par  l a  donnée de l a  

v i t e s se  de r o t a t i o n  w s (m /d3)l l l  e t  vis-versa.  On a  donc une i n f i n i t é  

de so lu t ions  à ce problème. Dans un r é f é r e n t i e l  tournant à l a  v i t e s s e  w c h a q u ~  

p a r t i c u l e  e s t  au  repos : l e s  forces g rav i t a t ionne l l e s  e t  cent r i fuges  s e  compensant 

mutuellement . 
On montre 132-33-341 a u s s i  q u ' i l  e x i s t e  une au t r e  conf igura t ion  dam 

l aque l l e  l e s  distances mutuelles des t r o i s  p a r t i c u l e s  r e s t e n t  cons tantes  : 

cel les-c i  demeurent a l ignées ,  l a  d r o i t e  qu i  l e s  j o i n t  tournant dans l e  p lan  du 

mouvement avec une v i t e s s e  W constante autour  du cen t r e  de gravi té  O f i x e .  

Dans l e  plan de ro t a t ion  5es p a r t i c u l e s  s i  on f ixe  l a  pos i t i on  des 

pa r t i cu le s  8 e t  PL il e x i s t e  deux pos i t i ons  poss ib les  pour l a  p a r t i c u l e  

dans l e  cas de l a  configuration en t r i a n g l e .  Ces dernières  s ' appe l l en t  pos i t ions  

de Lagrange L,, e t  LS . Dans l e  cas d- l a  co r f igwa t ion  en l i g n e  il e x i s t e  

t r o i s  pos i t i ons  poss ib les  pour p, appelées pos i t ions  de Lagrange L I  , Lt e t  L3 . 



C H A P I T R E  I I I  

E 2 U A T I O N S  V I F F E R E N T I  E L L E S  V U  MOUVEMENT V O I S 1  N DES PO1 NTS DE 

LAGRANGE Lp E T  L5 E X C l T E S  P A R  DES P E R C W I U N S  

3 .1 .  - E q d o m  du mouvment  v o h i n  de l 1 é y ~ b h e  

Nous supposons maintenant que chacune des particules est sounise - 
à des forces percussionnelles 7; de la forme. 

où est définie plus loin. un paramètre petit. 

=Li = T 5* S (*-nT) 
Y s -  

Ki ,  Kt , T des constantes réelles. T= . 
R. 

Le système d'équations différentielles 3.16 s'écrit alors : 

Soit = ( W  k , >r , 5 , $ ) les coordonnées généralisées Ze 

l'équilibre relatif 6e la configuration en triangle des trois particules. Les 

>I: sont donnés par les égalités (3.30, 3.11 et 3.12). 

Posons : 



Exprimons l ' équa t ion  en oî ( 3 . 1 6 . 1  ) en tenant  compte de (3 .22 ) ,  

posons : 2. t '; W = m L l .  <üe; + m, ai 

a l o r s  : 

t 
Sachant que C = rnLKL W d'après (3 .19 )  e t  en développant - 

a u  premier ordre 8 [ ~ + ~ )  a u  voisinage de * nous obtenons : 
L 

Considérons maintenant l e  système (3 .23 ) .  Dans ce de rn i e r  l e s  matrices 

, 6 a i n s i  que l e s  fonct ions  v e c t o r i e l l e s  e t  sont  non l i n é a i r e s  

en  9 e t  . Nous pouvons é c r i r e  a l o r s  : 

qu'on notera sous l a  forme : 



- i 

Mij = q;j + 1i 
de même 

f 

Nous n'exprimons ici que l'équation (16.2) du systhe (3.21). 

Les deux dernières lm étant similaires. 

Le terme ~i 6 $ 

2i GY‘ gj = 2 ;  [trr9< + G , , i L  + '31 

Le terme &Cq) 



il v i e n t  a l o r s  : 

Le terme du second membre 7; donné par ( 3.18) 

&."p.(,;., + u ; $ [ ~ O ,  =$ (50)  + Jg3 9' 

u u   fi 5,. A ( ; c & . , O ,  ,-$$&l&l- (Ji,,.) + - ) + J ,  
Q332C Y% %% 



o r  d 'après  (3.18) tous  l e s  t e r n e s  de c e t t e  é g a l i t é  sont  nul, Sa=f&$cTO) 

posons 3 a l o r s  

La première équation du système (3 .21)  s ' é c r i t  f inalement en u t i l i s a r i t  

l e s  d i f f é r en t e s  é g a l i t é s  ( 3 . 2 5 . i ) .  

(nous rappelons que nous adoptons i c i  l a  convention d tEns t e in  su r  m;i #- = 1,2 ,3) .  

- 
11 consient  de p r é c i s e r  que l e s  d i f f é r en t e s  grandeurs constantes MG, 

Mij , Gij , G;j . Uij sog t  e x p l i c i t é e s  en Annexe III. Devant i a  conpiexit5 

des ca l cu l s  on a é t é  c o n t r a i t  de l e s  exécuter  à l ' a i d e  d 'un l o g i c i e l  de calcul- 

formel INACSY-M. 



CHAPITRE V 

Les équations en A L  ohtenues à l ' i s s u e  dil chap i t r e  précédent é t a n t  

t r è s  compliquées nous adoptons des hypothèses s i m p l i f i c a t r i c e s  : nous supposerons 

l e s  termes du second membre non l i n é a i r e s  en e t  nu l s .  Nous considérerons 

a lo r s  que l e s  3 corps o s c i l l e n t  autour de l a  pos i t i on  d ' équ i l ib re  t o u t  en conser- 

vant des configurations en t r i a n g l e  é q u i l a t é r a l .  Ces dernières  s e  déduisant de 

l a  pos i t i on  d ' équ i l ib re  par une homothétie de cent re  O e t  de coe f f i c i en t  ~ ( f ; ) .  
Il e s t  a lo r s  a i s é  de v o i r  que : 

s o i t  

d i  = x kk) 

L'équation (3.26) s e  r édu i t  à : 



On o b t i e n t  aus s i  deux équations s i m i l a i r e s  provenant des deux 

dernières  équations de Lagrange en $ e t  % , mais dans ce qui  s u i t  nous 

nous l imitons à l ' é t u d e  d'une équation générale de l a  forme : 

où aL, 03 , C , e4 son t  des constantes s t r ic tement  p o s i t i v e s .  

Nous nous proposons de montrer q u ' i l  e x i s t e  mie so lu t ion  %(t) 
périodique de période d e  l ' équa t ion  précédente,  cec i  pour \ A /  s u f f i s e m e n t  

p e t i t .  

Nous u t i l i s e r o n s  dans ce cas une méthode de r é so lu t ion  des équations 

non l i n é a i r e s  exc i t ée s  pa r  des percussions développées p a r  R .  F a ~ r - e  [ 1 6 1  e t  

Ennassef [301. 

Nous nous plaçons dans l ' e space  de Banach des s é r i e s  

absolument convergentes e t  T- 

-+- 
n s e r a  Il ) Il = 2 In.\ . 

m r - -  

11 convient de ~ r é c i s e r  que s i  (k) € B [T) a l o r s  : 2 

D'après ( 3 )  e t  ( 2 )  nous pouvons r ep ré sen te r  l a  d î s t r i b u t i o n  

T $ ( k - f ) ~ )  pa r  s a  s é r i e  de Fourier  s o i t  : 



a i n s i  que l e  terme ~ ( t )  C C ~ )  par  

s i  l ' o n  suppose que %(t) e s t  T -périodique.  

Nous définissons l a  récurrence suivante : 

avec 

L 3 
Nous exprimons l e s  termes Xn-, , Zr) e t  a4X,-, $ Q ~ X , - ,  

par l e u r  développement. On a : 



Remplaçons ces expressions dans l'équation (3.28). En égalisant les 

termes de même rang p on obtient l'égalité suivante : 

soit alors : 

avec 

Il est alors aisé de montrer que pour tout f' 



Il r é s u l t e  des é g a l i t é s  (3.29, 3.30, 3.31) que 

où e s t  l a  norme de l a  s é r i e  absolument convergente de terme généra l  

L. L - ' i n a ~  
(m: - "R + LC-4 fiil* . S o i t  a l o r s  : 

Montrons que l a  s u i t e  kn), dé f in i e  par (3 .28)  converge dans 

BCT) vers  une l i m i t e  r. so lu t ion  de (3 .27 )  cec i  pour Ihl suffisamment 

p e t i t .  

Pa r t an t  de .â& -o nous posons : 

Supposons a l o r s  que 11 xn-, II 4 % . On a d 'après  (3 .32)  

choisissons [X I  4 J ~ )  

avec 



Il en résulte : 

il vient donc pour tout .YI 

( 3 . 3 3 )  J ~ ~ ~ I  ( Z I A I ~  

considérons maintenant le terme Xn+, - Xy) . On a d'aprts (3 .29)  

ce qui entraîne : 



- 
3 3 L L II x,+, - x, 1 e 1 11 an - '9-1 11 + qL\l -In-\ 1 

+ I.rl q c, 1 ~ ~ ( 0 )  - ZI-<COI I 

d'où l ' o n  déduit  en u t i l i s a n t  (3 .33 )  

dl où l a  s u i t e  ( x ~  ) e s t  une s u i t e  de Cauchy dans l e  Banach B CT) . Donc 

s i  nous choisissons < \D~CA+,A,) l a  s u i t e  k), converge vers l a  

so lu t ion  5 de l ' équa t ion  (3 .27)  dans 6 CT) . 



CONCLUSION 

Dans c e t t e  p a r t i e  nous avons é t a b l i  l e s  é q u a t i o n s  d'un mouvement 

v o i s i n  des p o s i t i o n s  d ' é q u i l i b r e  r e l a t i f s  dans une c o n f i g u r a t i o n  en t r i a n g l e  

des t r o i s  corps s ' a t t i r a n t  mutuellement s e l o n  l a  l o i  de Newton e t  soumis à 

des percuss ions  périodique;  a g i s s a n t  simultanément s u r  ces  d e r n i e r s .  On 

a b o u t i t  à un système de q u a t r e  équat ions d i f f é r e n t i e l l e s  non l i n é a i r e s .  

Dans un deuxième temps on s ' e s t  l i m i t é  à l ' é t u d e  d'un p o i n t  de vue 

mathématique une équa t ion  2 une dimension. On montre a l o r s  l ' e x i s t e n c e  d'une 

s o l u t i o n  pér iod ique  de c e t t e  d e r n i è r e ,  c e c i  pour \ A \  suffisamment p e t i t .  



A N N E X E S  

B I B L I O G R A P H I E  



A N N E X E  1 

- 
Caïcui de l'équation caractEristique dans le cas A =, K . 

* 
Cette équation est équivalente à une équation de la forme 

*r La signification des grandeurs intermédiaires notées par LY , 5 , 0. , 3 , 

d et 4 se 1-te à cette Annexe miqaement. 



e vaut = 1 pour le premier 

point ue synchronisation 

=-1 pour le second 

pour &=l l'égalité (A.I. 1 )  est équivalent,e 3. : 
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après quelque transformationç cel le-c i  devient : 

s o i t  encore : 



d'où l ' équat ion  suivante : 

qu'on peut é c r i r e  après avoir  développé tous l e s  termes : 

Renplaçons l e s  d i f f é r e n t s  termes pa r  l eu r s  va leurs  r e s sec t ives  

( A . 1 . 2 ) .  On a  f i c a l e ~ e n t  l ' équa t ion  ca rac t é r i s t i que  suivznte : 



1 3=- 
sss ( ~ q  3 L  



A N N E X E  I I  

~xp~essions des $-(q,k) 4 $ i $ 4  . 





Expressions des 44 *,i < 7 





0% - = - / -  b , f i + R n t  + bLLn2[2ql fit?fii- - q ~ U z n t ]  
QUI Z 

+ bAy f i  [ q 3 A  bh ea t pin ni- 1 -) - 99 





A N i i 1 E X E  I I I  

Expressions de p; y =lY2,3 . 

0-2 TT e s t  donnée par 

TT = (n~i  t $brt *,*)) (*fil + L L  -M3\) ('1'1 -%"z +4\1 CWI'I + * L ' ~ + * A ~ s I  



Expressions des Mij de la matrice PI . 



- - 
Expressions des M;j des éléments de . 

C 

Les expressions j sont  obtenues à p a r t i r  des Mi. après avoi r  - J 
remplacé l e s  X(A = 1 ,  2 ,  3 pa r  l eu r s  va leur  Q.i données par  l e s  é g a l i t é s  

( 3 . 1 1 ,  3.12 e t  3 .13) .  On ob t i en t  a l o r s  fi en fonction uniquement des m i  

r = 1  , 2, 3 e t  d . 

dans ce cas 

L '/z 
K, = ( LM: ni, + *l  *LM) ) ( m;+111 *, + 4-1 d - 







Expressions des termes de G 



Expression des UG de la matrice U 

"z L LI,, , 3 (*i:+w;+ hi?) (":+**+e","r)r~~3 (~n,-.ï..J 



A N N E X E  I Y  

Dans c e t t e  annexe il nous a  p a r u  j u d i c i e u x  de p r é s e n t e r  br ièvement  

l e  langage de c a l c u l  formel  MACSYMA a i n s i  qu'un programme de c a l c u l  dans c e  

langage pour l 'exemple ( c a l c u l  des éléments  de l a  mat r ice  M a i n s i  que c e i n  - 
de M r e l a t i v e  à l a  t r o i s i s m e  p a r t i e ) .  

MACSYMA : P r o j e c t  MAC'S  z m b o l i c  W i p u l a t i o n  system VACSYTJA e s t  un l o g i c i e l  

de c a l c u l  formel  c r é é  pour a i d e r  e t  a s s i s t e r  l e s  i r iR6nieixs  et s r i e n t j  f iq i les .  

L ' u t i l i s a t e u r  i n t r o d u i t  des express ions  symboliques e t  MACSYNA r e n v o i r  l i n  

r é s u l t a t  symbolique ou  numérique. 

I l  peu t  d i f f é r e n t i e r ,  i n t é g r e r ,  c a l c u l e r  des l i m i t e s ,  résoudre  des 

systèmes d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  développer  des fonc t ions  en s é r i e  de Laurant  ou 

de Taylor ,  t r a c e r  des courbes e t  manipu le r  m a t r i c e s  e t  ter isei l rs .  

Parmi l e s  inconvbnients  de MACSYfdA ça lourdei i r  ce  q u i  f a i t  q u ' i l  e s t  

cher  en temps C.T.U. 

Les d i f f é r e n t s  c a l c u l s  en MACSYVA ont  6 t é  excécuths s u r  l e  DPS 8 

sous l e  systsme M d t i c s .  



L I S T I N G  E T  PROGRAMME 

Dans l e s  pages q u i  s u i v e n t  nous   rés entons un l i s t i n g  du programme - 
de c a l c u l  en MACSYIvlA de l a  mat r ice  F/I e t  de l a  t r o i s i e m e  p a r t i e .  

Dans c e  l i s t i n g  il f a u t  l i r e  h4 pour 1C , AL pour Y e t  Il, 

pour . Les i n s t r u c t i o n s  s o n t  précédees p a r  ( ~ n )  IUCSYhlli répond s u r  une 
*in+ 

l i g n e  précédées p a r  (0 n) , n é t a n t  l a  n - i n s t r u c t i o n .  

Exemple : 

l e  c a l c u l  des éléments  de M s o n t  exc6cutés  de l l i n s t , r u c t i o n  ( C  35)  page 1 

à l a  (C 6 7 ) .  Ceux de l a  m a t r i c e  f i  où l ' o n  remplace l e s  9fL , 'j e t  p a r  

l e u r  v a l e u r s  en w(, , e t  M~ son t  e f f e c t u é e s  de l ' i n s t r u c t i o n  (C 74) 

à l a  f i n  du l i s t i n g .  
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(C31) b3:diff(f,z); 
2 

m3 z 
CD311 _ ___^______-__-------------- 

2 2 2  2  2  2 2  
(m3 z - m 2  y - m i  x )  

ml m2 x y ÇQRT(1 - --- --- ) 
2  2 2 2  

4 m l  m2 x y 
(C32) gl:bl+diff(g,x); 

2 2 2 2 2 2 
m3 z - m 2  y - m i  x ml _ _--_-_----_-- --- - - 

2 Y 
2 m i m 2 x  y 

( ~ 3 2  ) - ------------ - 
2 2  2 2  2  2 2  

(m3 z - m 2  y - m i  X )  
ÇQRT(1 - -----O- ) 

2 2 2 2  
4 m l  ml x y 

2 
ml x - --------- -- ---------- 
2  2  2 2 2 2 2  

(-m3 z - m 2  y + m l  x )  --------- 
i 

m2 m3 y z ÇORT(1 - - - - -  ) 
2 2 2 2  

4 m 2  m3 y z 
(C33) g2:b2+diff(g,y); 

2  2  2  2  2  2  
m 3 z - m 2 y - m l x  m2 - ---- --- - - 

2  m l  x 
2  ml m2 x y 

(D33) - - - - - - - - -  
2  2  2  2  2  2 2  

(m3 z - m 2  y - m l  x )  
ÇQR? ( 1 - ------- 1 

2  2 2 2  
4ml m2 x y 

2  2 2  2  2  2  
-m3 z -ni2 y +ml x m2 - - - -  

2  in3 z 
2 m 2 m 3 y  z - 

2  2  2  2  2  2 2  
(-m3 z - m 2  y +ml x )  

SQRT(1 - - ) 
2 2 2 2  

4 m 2  m3 y z 

. . 
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2 2 2 2  4 4 
+ 2 m l  m2 x y - m l  x ) )  
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2 2 2 
D74) çQRT(m3 + (2 m2 + 2 ml) rh3 + m2 + 2 ml m2 + m l  ) 

2 2 2 
SORT(m3 + (2 m2 + 2 m l )  m3 + m2 + 2 ml m2 + ml ) 
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( C i 3 )  m34 :ev(m34)$ 

(C14) m34:ra tsunp(%);  

2  2 4  3  2  2  3  
( D 1 4 ) ( ( 4 m 2  + 4 m l r n 2 + 4 m l ) m 3  + ( 4 m 2  + 8 m i m 2  + 5 m i  m 2 + 4 m l ) n i 3  1 

l 

3  2  2  3  4  2  
+ ( 4 m l r n 2  + 2 m l  m2 + 2 r J  m 2 + 4 m i ) m 3  

2  3 3  2  4  2  2  2  2  3  
+ (ml m2 - 2  m l  m2 + m l  m2) m3)/(3 ml ~2 m3 + ( 6  mi rn2 + 6 ml m2) in3 

2  3  3  a 4  
+ 3 m i  nia + 6 m l  m2 + 3 m l  d) 

(C3) mi3:ev(mi3)$ 

(C4) mi3: ra ts imp(%);  

2  2  2  2 3  
( W )  SQRT(m3 + m i  m3 + m i  ) ( ( 2  m2 + srni m2 + 2  mi ) m3 

2  2 3 2  4  3  2  2 
+ ( 4 m l m S  + 4 m l  m 2 - 2 m i ) m 3  + ( - 2 m 2  - 5 m l m 2  - 2 m l  m3. 

3 4  2 3 3 2  
- 3 m i  m 2 ) m 3 - 4 m i m 2  - 4 m l  m2 - 4 m i  m 2 )  

2  2  3  2 2  
/(SQRT(m3 + m2 m3 + m2 ) ( 3  m l  m3 + ( 6  m l  m2 + 6 ml ) m3 

2  2  3  
+ ( 3 m i m 2  + 6 m i  m 2 + 3 m l ) m 3 ) )  

(CS) ml4:ev(mi4)$ 

(C6) ml4: ra ts imp(%);  

2 2 4  2  3  
(D6) - SQRT(m2 + m i &  + m i  ) ( ( 2  m2 + 4  mi) m3 + ( 5  mi m2 + 4  mi ) m3 

3  2 2  3  2  
+ ( - 2 m 2  - 4 m i m 2  + 2 m i  m 2 + 4 m l ) m 3  

3 2 2  3 2 3 3  2 
+ ( - 5 m l n 2  - 4 m i  m2 + 3 m l  m 2 ) m 3 - 2 m l  m2 + 2 m l  m 2 )  

2 2 2 2 2 3 
/(X)RT(m3 + m 2 d i + m 2 ) ( 3 n l m S a 3  + ( 6 m l m 2  + 6 m ï  m 2 ) m 3 + 3 m i m 2  

2  2  3  
+ 6 m l  m2 + 3 m l  m2)) 
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