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INTRODUCTION

On regoit a partir de instant initial ¢ = 0 un signal, somme dun signal
émis 8 = (6(t),t > 0) qui est le signal utile que 'on voudrait récupérer et d'un
bruit aléatoire B = (B(t),t > 0) que V'on suppose étre un processus de Ornstein-
Uhlenbeck, autrement dit un processus réel gaussien centré de covariance I{ donné
par :

's 2 —ali—s
Vs> 0, K(t,s)=pe ol
ol « et § sont deux parametres > 0 qui sont supposés connus, dans certains cas.

La modélisation du bruit par un processus de Ornstein-Uhlenbeck est souvent
utilisée. Rappelons que d’une part, c’est le processus markovien gaussien station-
naire centré le plus général ([6]; 11.8.2., p. 99) et que d’autre part, il est solution

de 'équation différentielle stochastique de Langevin.

A partir, de Penregistrement d'une seule trajectoire du processus gaussion
X = 6+ B, soit :
X(t,wo) = 8(t) + B(t,wo),t 2 0,
on se pose deux problémes :
1) détecter la présence d’un signal utile 4,
2) estimer le signal 8.

Dans le chapitre I, on rappelle quelques résultats connus sur les tests de

détection d'un signal dans un bruit gaussien.

Dans le chapitre II, on présente trois tests convergents de I’hypothese qu'il n'y
a pas de signal, ¢’est-a-dire que on a enregistré seulement une trajectoire B(.,wp)

du bruit B contre 'hypothése qu’il y a en plus un signal non nul appartenant & :

1°) Lensemble ©* des signaux de classe C! sur [0,+oco[ qui vérifient :

lim (6(t) +6(t)) < 0 ou t@— (6(t) + 6(t)) > 0, dans le cas du premier test.
t—+t oo —T0o0
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2°) L’ensemble ©** des signaux non nuls de classe C! sur [0, 00| de période

connue P tels que 6(0) + 6(0) # 0 en ce qui concerne le second test.

3°) L’ensemble ©%, des signaux qui vérifient :

n—+oo

: 1 e
lim m};(e f(p) —6(p—1)) >0 ou

— 1 . o
Jdm Tt ;(6 6(p) —6(p—1)) <0

pour le troisieéme test.

Les deux premiers tests (olt I'on suppose de plus que a = B = 1) reposent
sur l'examen des distances des lois conditionnelles du modele et un théoreme de
J. Geffroy, le troisieme sur une statistique linéaire des observations. Pour appliquer
ces tests, on utilise seulement les quantités X(t,,w,),mn > 1, pour unc suite
d’instants d’observation (f,,n > 1) convenablement choisie, ¢’est-a-dire que l'on

échantillonne convenablement le signal enregistré.

Enfin dans le chapitre III, on s’est intéressé a l'estimation du signal 8 sous
Phypothese générale que tous les signaux possibles, dont I'ensemble est noté O,
admettent la méme période connue P, sont continus par morceaux et s’annulent a
I'instant ¢t = 0. On propose dans ce chapitre un estimateur de type ligne polygonale
noté (f,,n > 1) de la restriction a lintervalle [0, P] du signal utile inconnu 6.
On montrera que cet estimateur converge presque complétement siirement, sous
I’hypothese 8, au sens de la convergence uniforme sur certaines parties de [0, P,
quel que soit le signal §. On étudiera aussi la convergence de (B(t),n > 1) en tout

point donné ¢ de [0, P].



CHAPITRE I : BIBLIOGRAPHIE SUR LES TESTS DE

DETECTION D’UN SIGNAL DANS UN BRUIT GAUSSIEN

I - POSITION DU PROBLEME

On observe sur un intervalle de temps T,7 C R‘, une trajectoire d'une
fonction aléatoire réelle (f.a.r.) gaussienne (X(t);¢ € T), somune dun signal
déterministe (6(¢);t € T) et d'une far. gaussienne centrée (B(t);t € T), de

covariance connue L.

A partiv de Uenregistrement de cette trajectoire
(1.1) X(t,w,) =8(t)+ B(t,wo); teT

on cherche a détecter la présence d’un signal utile 6.

Le probléme consiste done a tester si 'on a enregistré uniquement du bruit

ou st en plus du bruit il y a un signal utile 8. On aura donc a tester Uhypothese :
Hy: X(t)=B();teT
(1.2) contre 'alternative

H : X(t)=0()+B);teT 0c0;

ol O est P'ensenible des signaux possibles correspondant a une hiypothese a priori

sur le signal.

Le théoreme de dichotomie de deux lois gaussiennes joue un réle important
dans la résolution de ce probleme, lorsque ©; est un ensemble réduit a une seule

loi.

On commencera donc ce chapitre par un rappel de ce théoreme.

IT- THEOREME DE DICHOTOMIE DE DEUX LOIS GAUSSIENNES

a) La premiere version du théoreme de dichotomie est due a J. Feldman ([5],

1958) et J. Hajek ([13], 1958). La version qui nous intéresse plus particulicrement
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ici est celle de E. Parzen ([25], 1961). Elle est basée sur la notion d’espace
autoreproduisant introduite par N. Aronjazn ([1], 1950). Sous la forme la plus
générale, elle est due a J. Neveu ([24], 1968).

b)

Définition : Soit (B(t);t € T) une f.a.r. gaussienne centrée de covariance
K. On appelle espace autoreproduisant associé d la covariance K, noté H(T, ),
Uespace hilbertien des fonctions sur T d valeurs réelles et jouissant des propriétés

sutvantes :
1) les fonctions K(t,.),t € T, appartiennent ¢ H(T. k') et engendrent cet espace,

1) la valeur au point t € T de toute fonction h de H(T,K) est donnée par lec

produit scalaire :

h(t) = (h, K(2,.)) .

Si on note L*(B) lespace gaussien centré engendré par (B(#),t € T),
Papplication qui & tout U appartenant a L*(B) associe la fonction réelle 7(T7)

définic sur T par :
(2.1) Vie T {(U)(t) = E(U.B(t)),

est alors une bijection linéaire de L%(B) sur H(T,K) qui conserve le produit

scalaire (cf. [24], proposition 3.2).

¢) Citons a présent la version la plus explicite du théoréme de dichotomie de

deux lois gaussiennes (cf. [24], corollaire 8.3).

Théoréme : Soit (B(t),t € T) une f.a.r. gaussienne centriée de covariance K
et deuz fonctions 8y et 0y définis sur T. Les lois de probabilité associées aux f.a.7.
gaussiennes (0o(t) + B(t); t € T) et (8:(t) + B(t); t € T) notées Py, et Py, sont
ou bien équivalentes ou bien orthogonales. Elles sont équivalentes si et seulement

si g ~ 0y € H(T,K). -

IIT - CONSEQUENCE

Soit (B(t);t € T) une fa.r. gaussienne centrée définie sur espace de

probabilité (2, A4, P).
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Soit K la covariance de cette f.a.. Notons P ’ensemble des lois de probabilités
des far. (6(¢) + B(#);t € T) ot 8 est élément de l'espace auto-reproduisant
H(T, K).

D’aprés le théoréme de dichotomie (cf. [24], proposition 8.1) toute loi @ de P

est équivalente 3 P et la dérivée de Radon-Nikodym de @ par rapport a P vaut
sur (2,4, P)
dQ 1
3.1 == - ZE(Y?
(3 T exp(y - LB(YY),

pour un élément unique Y de L%(B).

On pourra ainsi dominer le modele (2, 4, P) par la mesure de probabilité .

IV - TESTS DE DETECTION D’UN SIGNAL DETERMINSITE
DANS UN BRUIT GAUSSIEN

1) Cas ou la contre-hypothése O; est réduite & un signal de forme

connue.
On suppose ici que T est un compact de R et on teste I'hypothese :
Hy: X(t)=B(t); teT
(4.1) ‘ contre 'alternative
H :X(t)=6)+B(t); teT,

ot 8 est un signal défini sur T de forme connue et B un processus gaussien centré

de covariance connue K.

Pour résoudre ce probléme on suppose, généralement, que le signal 8 est
élément dec U'espace H(T, K), c’est-a-dire que 'on considére un modéle dominé,
et on propose un test de Neyman-Pearson basé sur la fonction de vraisemblance
3—;—% ol Py est la loi de la f.a. X sous Hj.

Le probléeme se pose ici au niveau du calcul de cette vraisemblance. Pour ccla
trois méthodes ont été proposées :

a) Représentation de Karhunen-Loéve

Soit (@K, Ak)k>1 la suite des fonctions propres et des valeurs propres associées
a Vopérateur :

K(f) = /TK(. ,5)f(s)ds



Pour k£ > 1 posons :

X = [ XOeutt)
O = /T 8(t)pr(t)dt

La fonction de vraisemblance s’écrit alors sous la forme :

(2 P e

k=1

b) Représentation sous forme intégrale

Si £(.) est solution de I’équation de Fredhom de premiere espece :

/ K(t, s)(s)ds = 6(t),
T

la fonction de vraisemblance prend alors la forme :

dPs

(4.3) = el / X(s)0(s)ds — + / 0(s)0(s)ds)

La forme explicite de ces deux représentations, dues & U. Grenander ({11], 1950),

est en général assez difficile a établir et s’avere donc peu utile dans la pratique.
¢) Représentation dans ’espace H(T, K)

2
Partant du fait que ||8][2 = Y 45, %:s, la variable aléatoire A = .+, -‘———M‘k’;\,'

apparait ici comme le produit scalaire de 8 et de X dans H(T, K), soit :
(4.4) A={8,X).

Cette écriture est formelle, puisque presque stirement X(.,w) ¢ H(T, K) (cf. [16],

p. 533) mais permet d’exprimer la fonction de vraisemblance sous la forme :

dPy 1
4.5 — = exp{(6, X) — =||0]?
(45) T2 = exp{{6, X) — 561}
Justifier une telle écriture nous permettrait alors d’avoir un outil plus mania-
ble pour exprimer la fonction de vraisemblance puisqu’il nous suffirait de caractéri-

ser 'espace autoreproduisant associé & la covariance K et de calculer ensuite, for-

mellement, le produit scalaire (4.4). On trouve dans M. Duc-Jacquet ([4], 1973) ct
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T. Kailath ([16], 1971) des exemples de constructions d’espaces autoreproduisants

lorsque la covariance K est donnée.

Pour justifier "écriture établie en (4.5), il suffit de vérifier que la variable

aléatoire A définie par (4.4) est solution de I’équation :
(4.6) (X, Y)y=6(t);teT

ol Y est élément de L2(B). C’est la solution proposée par T. Kailath.

2) Cas oii la contre-hypothése ©; est un espace de fonction de dimension
infinie

Le cas ou la contre-hypothése ©; est de dimension infinie est peu étudic. La
difficulté provenant du fait qu’il est assez laborieux de construire une statistique li-
bre. Pour résoudre ce probléme, on ne s'intéressera qu’a des test asymptotiquement

de risque nul. Plus précisément notre démarche consistera a construire I'alternative

©: qui nous assure 'existence de tests convergents.

Dans le chapitre II et lorsque le bruit est un processus de Ornstein-Uhlenbeck,
nous proposons trois tests de détection ou Valternative est de dimension infinie.
Les deux premiers tests sont basés sur un théoreme de Geffroy, le dernier sur une

statistique linéaire des observations.
2.1) Orthogonalité de deux familles de lois

Soit le processus X = (X (t,w) = 0(t) + B(t,w); t > 0,w € Q) a valeurs dans
(RR+,BR+(R)) oti le signal 8 appartient a une classe donnée © de fonctions de
R* dans R et ot le bruit B = (B(t),# > 0) est une f.a.r. gaussienne centrée de
covariance K connue. On note Py la loi de X sur (R,RJr , B+ (R)) lorsque le signal

inconnu est 6.

Définition : Deuz hypothéses P; = {Pyp; 60 € ©;}; 0, C O,7 = 0,1; sont
dites orthogonales (Pg L Py) 1 :

3C € BRY(R) tel gue -
(4.6) { (R) tel que

VO € Q3 Po(C)=1 et V8 €Oy, Py(C)=0

Si S = (tn)n>1, est une suite croissante sur Rt-suite d’instants d’observation

— notons Py la loi de la restriction de X = 6 + B 4 S. Il est clair que pour
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que les hypotheéses (Pp; 0 € Og) et (Ps; 0 € ©1) soient orthogonales, il suffit
que les familles de lois (Py; 8 € ©;),i = 0,1, soient elles-mémes orthogonales.
Cette remarque permet de discrétiser le probléme et de considérer l'orthogonalité

d’hypothéses liées au processus (X (t,),n > 1).
2.2) Séparation asymptotique uniforme (s.a.u.) de deux familles de
lois

¥n > 1, notons P{™ 1a loi du vecteur alétoire (X (#; y ooy X(tn)) lorsque le
[

signal est 6.

Définition : On dira que les familles de lois (P, 6 € ©;),1 = 0,1, se séparent
asymptotiquement uniformément, s’ existe une suite de cylindres (Cp,n > 1) ; o
C,, et B(R")-mesurables : telle que :

(n) . R
(4.7) {SUP(Pe (Cn); 0€6;) =0

Inf(P{™(Cy); 6 € ©¢) — 1

En posant C' = lim Sup Cp,, on établit facilement que :
n

S —
ws) {va €0y PS(C)=1

V8 €O, Py (C)=0

Aussi, pour que les familles de lois (Pg; 8 € 0;),7 = 0,1, soient orthogonales, il

suffit que les familles (P ; 8 € ©;),7 =0, 1, se s.a.u.
2.3) Tests convergents et orthogonalités d’hypothéses multiples

D’apres (4.7), (R \ C,,n > 1) est la suite des régions critiques d’un test
convergent de 'hypothése Oy contre ’alternative ©;. Il est donc nécessaire que

ces hypotheses soient orthogonales.

Le théoreme de J. Geffroy, ([8], 1976) énoncé ci-dessous donne une condition
suflisante de s.a.u. de deux familles de lois, basée sur l’éloignement des lois
conditionnelles au sens de la distance en variations et fournit la forme explicite

des cylindres (Cy,n > 1).
2.4) Thoéreme de Geffroy

Pour tout (n—1)-uple z(»~1 de R(*~1) ; Pf("_l) désignera la loi conditionnelle
de X(t,) sachant que (X(t1),...,X(ta=1)) = z(""V. Supposons vérifiées les

conditions suivantes :
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Il existe deux suites (pp,n > 1) et (gn,n > 1) de nombres réels et une suite
(Byn,n > 1) dans laquelle, pour tout entier n > 1, B, est un borélien de R™ telles

qu'en notant B,(z™®~1) la section de B,, par le (n — 1)-uple quelconque z(*~7),

on ait :
V8 € ©y et V8 € Oy
(49) (1) (1)
Py'(B1) 2 p1 > q1 > P’ (By)
(4.10) VO €Oy, V8 € O, ¥n>2 et Vo(» ) ¢ ROV
4.10
PE” (Ba(z™™)) 2 pp > gn > PE" (Bu(zV))

Théoréme (Geffroy) : Les conditions (4.9) ¢t (4.10) étant satisfaites, lvs
boréliens Cp,n > 1 définis par :

Yn > 1 Up = Pn —4qn

n n, - N~ 1 . 2 2
Vn>1C, = {:c( e R .Zajlgj(w(])) > 52(1)]- -q;)}
]:

=1

(4.11)

vérifient les inégalités suivantes :

V8 € OyetVn>1 Pén)(C’n) >1- exp(‘zll— Za?),
(4.12) i=1

V€ OpetVn>1 Pe(n)(C'n) < exp(——i Za?),
s

Du moment que les hypothéses ©q et @ vérifient les conditions (4.9} et (4.10)

et que Z;’_il a? = 400, le théoreme de J. Geffroy dit qu’il existe alors un test
uniformément convergent de Oy contre 0;. La suite des régions d’acceptations est

définie ici par la suite des cylindres (Cp,,n > 1).

Ce théoréme est a la base des deux premiers tests du chapitre II ot on a
cherché a ce que la contre hypothése O soit la plus riche possible sous la condition
que le test reste convergent. D’aprés le théoreme de dichotomie Oy est assujettie
a la contrainte :

0, [JHRY,K) =0.
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CHAPITRE II : TESTS DE DETECTION D’UN SIGNAL
DANS UN BRUIT DE ORNSTEIN-UHLENBECK

Ce chapitre a été rédigé a partir d’un article (cf. [14]) dans lequel on a
fait diverses insertions. Le premier chapitre ayant été rédigé ultérieurement, il

en résulte quelques redites.

Résumé : En se basant sur un seul enregistrement
X(t,wo) = e(t) + B(t,wo) 3 t Z 0

de la somme d’un signal inconnu 6 = (6(¢) ; ¢t > 0) et d’un bruit aléatoire
gaussien centré B = (B(t,w); t > 0,w € ), qui est supposé étre un processus de
Ornstein-Uhlenbeck, on propose ci-dessous trois tests convergents de I’hypothese
qu’il n’y a pas de signal, c’est-a-dire que 'on a enregistré seulement une trajectoire
B(.,wp) du bruit B contre 'hypothése qu’il y a en plus un signal non nul
appartenant a Pensernble @* des signaux de classe C* sur [0, +oo[ qui vérifient :
t%}w(é’(t) + 6(t)) > 0 ou t}@w(é)(t) + 0(t)) < 0 dans le cas du premier test, a
Uensemble ©** des signaux non nuls de classe C! sur [0, +oo] de période conmue

P tels que 6(0) + 6(0) # 0 en ce qui concerne le second test ou & lensemble

1
OF des signaux qui vérifient : n-l—ibr-li:loo m;ﬂ (e*8(p) — 8(p — 1)) > 0, ou
— 1 - .
nl—i}—{loo N pEZI (e“é)(p)—é’(p—-l)) < 0 pour le troisieme test. Pour appliquer ces

tests, on utilise seulement les quantités X(t,,wo), n = 1 pour une suite d'instants
d’observation (t, ; n 2 1) convenablement choisie (autrement dit, le signal est
échantillonné). La démonstration des deux premiers tests repose sur une condition
suffisante pour que deux hypotheses soient orthogonales; due & J. Geflroy, et qui
porte sur I"éloignement des lois conditionnelles, au sens de la distance en variations,

tandis que le troisiéme test est démontré de maniere classique.
Classification A.M.S. : 62M02 - 60G15

Mots-clefs : signal, processus de Ornstein-Uhlenbeck, test de détection.
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I INTRODUCTION
1) Position du probléme

On regoit a partir de 'instant initial ¢ = 0 un signal qui est la somme d’un
signal émis 6 = (6(¢) ; t > 0), qui est le signal utile que 'on voudrait récupérer,
et d’un bruit aléatoire que nous supposons étre, au début du chapitre (section II,
paragraphes 2 et 3), un processus gaussien centré quelconque (B(t) ; t > 0),de
covariance K conuue, puis (& partir du paragraphe 3 de la section IT) un processus
de Ornstein-Uhlenbeck, ¢’est-a-dire un processus gaussien centré dont la covariance

est donnée par :

(1.1) Vi, s >0, K(t,s)=E(X(t) X(s))=e 70,

Ce que 'on enregistre est donc une trajectoire du processus gaussien 8 + B, soit :
(1.2) Vvt >0, X(t,we)=6(t)+ B(t,wp).

La modélisation d’un bruit par un processus de Ornstein-Uhlenbeck est souvent
utilisée. Rappelons d’une part que c’est le processus markovien gaussien station-
naire centré le plus général ([6]; 111.8.2, p.99), & deux coefficients d’échelle sur
Pamplitude du bruit et le temps prés, que 'on pourrait introduire et estimer dans
un modele plus élaboré, et d’autre part qu’il est solution de I’équation différenticlle

stochastique de Langevin (cf. [2]; VIILG ou [6]; X.4.b, p.335-336).

La seule hypothése a priori que 'on fait est que 6 appartient & un ensemble
connu © de signaux possibles et le probléme est de déduire de l'enregistrement
(X(t,wo) ; t > 0) le maximum de renseignements concernant le signal utile 6.
Dans la section III, on propose trois tests convergents de 'hypothese que le signal
utile est nul, c’est-a-dire que 'on a enregistré seulement une trajectoire B(. , wy)
du bruit (qui est un processus de Ornstein-Uhlenbeck) contre 'hypotheése qu'il
y a en plus du bruit un signal utile non nul, lorsque ’hypothése alternative ©F,
puis ©**, puis ©} est convenablement choisie (voir le résumé). On a cherché & ce
que ces contre-hypotheéses soient aussi riches que possible, sous la condition que
les tests restent convergents. Si la premiére contre-hypothése ©* est apparue telle
quelle pour des raisons techniques, la seconde est naturelle. Dans les deux cas,
on voit apparaltre le fait, propre au bruit de Ornstein-Uhlenbeck, que le signal 4

n’intervient que par 8 + 8, alors que dans le cas d’un bruit brownien (cf. [22]),
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c’est par é qu’il intervient. La définition de la contre-hypothése du troisieme test

repose aussi sur des considérations techniques.
2) Discrétisation du modéle

On ne se servira pas de tout 'enregistrement (X (¢,wo) ; ¢ > 0) mais seulement
de la suite (X(n,wo) ; » > 1) des mesures du signal recu suivant la suite des

instants d’observation T = (¢, ; n > 1) :
(21) 0<ti<ta<....

Cette suite devra étre choisie convenablement, et n’aura pas nécessairement la
forme d’une progression arithmétique; autrement dit, bien que B soit un processus
gaussien stationnaire (dans le cas ou c’est un processus de Ornstein-Uhlenbeck),
la chalne (B(t,) ; n > 1) ne sera pas nécessairement stationnaire. Par contre
elle restera markovienne, comme (B(t) ; t > 0), ce qui explique la simplicité des

résultats obtenus.
3) Outil mathématique utilisé

Ce travail repose, comme on 'a indiqué dans le résumé, sur une condition
suffisante d’orthogonalité de deux hypothéses multiples portant sur 1’éloignement
des lois conditionnelles au sens de la distance en variations, due a J. Geffroy ([8];

th. 1).
4) Notations et rappels

Pour tout entier n > 1 et pour tout signal 8, (™ = (z4,...,z,) désignera un
n-uple réel quelconque, Pg") la loi du vecteur aléatoire (X (t1),...,X(t,)), K"

sa matrice de covariance.

Si B est un processus gaussien centré quelconque qui vérifie :
(4.1) ¥n>1, Det(K™)#0,

la loi Pén) est une loi normale non dégénérée sur R" et la loi conditionnelle de
X (t,) sachant que (X(t1),..., X(tn-1)) = 2"~V notée Pgl(n_l) est donnée, qucls
que soient U'entier n > 2, le signal 8 et le (n — 1)-uple z*~Y par :

(n—1)

(4.2) PP = N(Me(=7Y) 5 o7)

n—1

(4.3) Mo(z™7D) = 6(ta) = 3 a7 (6(t;) ~ z;)

=1
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n—1
(4.4) 0% = K(tn,ta) = Y afK(t),tn),

J=1

les coeflicients aft,...,a?_, étant eux-mémes donnés par :
(4.5) (a?,...,a"_ ) = (K(ti,tn), ..., K(tn_1,t))(K(~)7L,

Ces coefficients, ainsi que les variances conditionnelles 02, n > 2 doivent donc
étre considérés comme des données du modéle puisqu’ils ne dépendent que de la
covariance connue K, Il en est de méme des fonctions f, : ©® — R définics pour

tout entier n > 2 par :

n—1
(4.6) Fa(8) = 0(ta) = > a}b(t).

i=1
Ces fonctions permettent d’exprimer simplement les différences des moyennes
conditionnelles qui interviennent dans les distances en variations entre lois condi-

tionnelles :

Vn>2, V"D e RC™D et V6,6, €0,
(4.7)

M, (2"D) — Mo, (z*7V) = fu(fo) = fu(61).
5) Antécédents de ce travail

Ce papier est une étude paralleéle a celle qui a été faite récemment par R.
Moché ([22]) dans le cas ou B est le processus du mouvement brownien. Notre
deuxiéme test, par exemple, est le pendant du test de détection d’un signal dans
un bruit brownien proposé par cet auteur. On trouvera aussi dans [22] unc
comparaison des résultats obtenus avec le théoreme de dichotomie de deux lois
gaussiennes ([24]; cor. 8.3), et l'on pourra se convaincre de l'importance de la
nature du bruit, notre modele et le modeéle étudié en [22] étant radicalement

différents, malgré leurs analogies.



17
II RESULTATS PRELIMINAIRES

1) Notre premier résultat servira de modeéle aux démonstrations ultérieures.

Théoréme général B étant un bruit gaussien ceniré quelcongue, soit 8y et 6,
deuz signauz vérifiant, relativement 4 une sous-suite (toxy ; k > 1) de la suite T

des instants d’observation, la condition :

(1.1) Vk > 2, Fa)(80) < fray(61).

1l existe alors un test uniformément convergent de I’hypothése :
Og=(0;0€0 et Vk2>2, frr(8) < faw(bo))  contre Uhypothése :
0,=00;0€0 et Vk22, for)(0) 2 famr)(61))

stl’om a :

2 (Faw(1) = fay(60))”

(1.2)
= Tntk)

:+Oo

kol

B La distance en variations de deux lois de probabilité u et v sur (R, B(R))
définie par :

dv(p; v) =Sup(lu(B) — v(B)| ; B € B(R))

vérifie I’égalité suivante, lorsque p et v admettent respectivement. des densités f

et g

(1.3) dy(p; v)=p{f > gy —v{f 2 gt =p{f > g} —v{f >g}.

Sl s’agit de deux lois normales de méme variance 0% > 0, cette distance s’exprime

a partir de la fonction de répartition F de M (0,1) par :

(1.4) dy(N(m, o) ; N(m', ¢%)) = 2F (|L”__2:mf_l|) —1.

g

. .. . .. (n(k)~1) (n{k)—1)
La distance en variations des deux lois conditionnelles Pfo et P(fl " est

donc, compte-tenu de (1.4.2), égale & :

g 4t o[ 1Mo (@TY) — My, (z7D)
" 20m(k) ’
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soit, d’apres (1.4.7) et (1.1) :

(1.5) dngiy = 2F<f"(k>(9l) - fn(k)(9o)> L

20n(k)

De plus, le borélien Bn(k)(:c("(k)_l)) de la forme {f > ¢} qui sépare le mieux, au

sens de (1.3), les deux lois conditionnelles considérées est égal & :

1 (x _ Me (z(n(k) 1)))2
T exp 2
V2TOonr) 2Gn(k)

1 (—(w — My, (z(P(B=D)y2
exp )
V2RO a k) Z%(k)

soit, tous calculs faits, compte-tenu de (1.4.3), (1.4.6) et (1.1), égal a :

n{k)—1
n(k)— ! n(k
(1.6)  Bpy(e"® ™) =] — o0 5 (Fay(80) + fruqiy(62)) + ST gy

=1
Par conséquent, nous avons, d’apres (1.3) :

vk > 2,

(1.7) (n(k)=1) N L)1) o
Py (Bn(k)(a:(”(“ 1))) = dpx) + Pi. (Bn(k)(x( (k) 1))) )

11 est clair que pour tout entier k > 2, nous avons :

b

L(n()=1) k) — Frr)(80) + Frir)(61) = 2fneiy(6)

qui est une fonction décroissante de fn(z)(#). Il en résulte, par définition de Oy ct

de Oy, que la formule (1.7) s’étend comme suit, pour tout entier n > 2 :

(1.8) Min ( 277 (Ba(2 ™)) 16 € ©g) = pp + d,
avec
(1.9) o % Max ( 2B (DY) g e 91)

a condition de poser, pour tout entier n > 2 n’appartenant pas a la suite extraite
(n(k); k>2):
do=0 et Vz»V B, (z")=R
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En appliquant le théoréme de J. Geffroy, ce qui est justifié par (1.8) et (1.9), et
aprés avoir remarqué que si d, # 0, pp + %dn = %—, on obtient que la suite des

boréliens (C,, ; n > 1) définie par :
n 1 k(3
(1.10) Co={™ 3 D dj 1, e-0y(w;) 2 5 ) _di}
§=2 =2

vérifie :

n
Vn > 1, Inf(P(gn)(Cn) ; 0 ¢ @g) > 1 —exp (~%Zd§f),

j=2

(1.11) 4o
Sup(P{™(Cn); 8 € O1) < exp (=524,

J=2

Au lieu du théoreme de J. Geflroy, on peut utiliser un théoreme de R. Moché (voir
(20]; th. 2). Le coefficient 2 provient d’ailleurs de I'application de ce théoréme.

Mais c’est la seule amélioration qu’il apporte dans ce cas particulier.

Les suites (dp(xy ; k > 2) et (U l(k) (Fa)(01) = fr(60)) 5 k> 2) convergent
toutes les deux vers 0 ou ne convergent ni 'une ni Pautre vers 0, quand k tend

vers +oo, d’apres (1.5).

Dans le premier cas, dn) et —m(fn(k)(é’l) ~ fney(60)) sont des in-
finiments petits équivalents, quand &k tend vers +oo. Par conséquent, la série

> k22 di( k) €t la série (1.2) sont toujours de méme nature. Si cette derniére diverge,

+oo -+oo
D& =3 iy = +oo,
j=2 k=2

ce qui implique, d’aprés (1.11), que :

on a donc :

Inf(P{™(Ch) ; 6 € @) —— 1

n—+oco

Sup(P{(Cy) ; 6 € ©)) —— 0.

n—+oco

Autrement dit, (Cn ; n > 1) est la suite des régions d’acceptation d’'un test

uniformément convergent de I’hypothése ©y contre ’hypothése O, . u

On remarquera que les hypothéses @y et ©; jouent des roles symétriques.
Ainsi, (R" — Cp, ; n > 1) est de méme la suite des régions d’acceptation d’un test

uniformément convergent de ©; contre .



20

2) Interprétation de la condition (1.2)

a) Proposition 1 Quelle que soit la suite d’instants d’observation (t, ; n > 1)
vérifiant (1.2.1), la suite (hy, ; n > 2) des fonctions réelles définies sur [0, +oo]
par (1.4.4), (1.4.5) et par :

(2.1) Vn>2, h,= 0—111(1«.’(tn, ) - Z a?K(t;, .))

est orthonormale dans Uespace autoreproduisant H{K) de noyau reproduisant K.
m Nous allons montrer successivement que :

(2.2) Va2, |k l’=1,

(2.3) n>m>2 => (ha, hm)=0.

1) En utilisant la propriété d’autoreproduction du noyan K (cf. {1]; Part 1.1), nous

avons :
n—1 n—1

(24) || onha P= K(ta,ta) =2 ) aPK(ta, t:)+ »_ ala}K(t;,t)).
i=1 i,j=1

En utilisant (1.4.5), le dernier terme peut se transformer comme suit :

n—1

> atalK(ti,ty) = (af,...,ap_ )K"V (a}, .. ah )

i,j=1
n—1
=Y alK(ti,ta).
i=1

1l en résulte, d’apres (2.4) et (1.4.4), que :

n—1

| Onbn 2= K(tn,tn) = > alK(ti tn) = oo,

=1
ce qui établit (2.2).
2) En utilisant encore la propriété de reproduction du noyau K, nous avons, pour

tout couple d’entiers (n,m) tel que n >m > 2:

n—1 m=—1
Tn0m(hnhm) = K(tn,tm) — 3 al K (ti tm aT K (tn,t5)

i=1 Jj=1

n—1m—1

+ZZa aj TE(ti,t5).

i=1 j=1
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Transformons le dernier terme en posant :

KOt = B((B(ty), .., Blta-1))' - (B(t1), -, Btm))

et en utilisant (I.4.5). On obtient :

n—1m-—1

defz Z alal K(t;,t;)

i=1 j=1
=(a},...,a}_ )K"t D(gl el )
=(K(t1,tn)s- oy K(tao1,ta)) (D)7 grm1m1)
(KN E (b tm)y - K (1, )
Il est facile de vérifier que (K("‘l))_lK(""l”"“’)(K("""l))_l est la maftrice
(n —1,m — 1) dont les m — 1 premitres lignes forment la matrice (K(m~1)"

et dont les n — m derniéres lignes sont nulles.

On a donc finalement :

a = (K(ti,tn), -, K(tm-1,t2)) (K D) (Kt tm), - oy K(tmer, tm))

m—1

Z aK(tj,tn), daprées (1.4.5).

Il en résulte que (2.3) est vraie, puisque :

n—1

Tn0m(lny bm) = K(tn,tm) = Y af K (ti,tm)

i=1
= K(t,tm) = (K(t1, 1), .., K (tno1, ta)) (K®D) 7
(K (s tm)s s K(tae1y tm)'
= K(tn,tm) = (K(t1,t0), -, K(tn-1,%2))(0,...,0,1,0,...,0)}
= K(tn,tm) — K{tm,tn)
Puisque (hy ; n > 2) est une famille orthonormale dans H{K ), on a donc, pour

toute fonction ¢ de cet espace de Hilbert, d’apres I'inégalité de Bessel :
2 g

+o0
Y (9 ha) <hp P < oo,
n=2

autrement dit, en utilisant de nouveau la propriété de reproduction du noyau K :

Z (so(tn) ?_11 a; ‘/’(t‘))2

n
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b) On en déduit que :

Proposition 2 Si les deuz signauz 6y et 0; vérifient la condition (1.2), leur

différence 8; — 6y n'appartient pas a Uespace autoreproduisant H(K).

¢) On sait que si L?(B) désigne l'espace gaussien centré engendré par le bruit
(B(t) ; t > 0), Papplication qui & tout U appartenant & L?(B) associe la fonction
réelle ¢(U) définie sur [0, +oo par :

vt >0, iU)t)=E(U-B()
est (cf. [24], prop. 3.2) une bijection de L*(B) sur H(K) qui conserve le produit

scalaire, et dans laquelle, pour tout ¢ > 0, B(t) et K(¢, .) se correspondent.

Par conséquent, la suite (¢7'(h,), n > 2) est orthonormale dans L?(B), d’apres
la proposition 1.
Il en résulte que, pour les v.a.r. Yy, , n > 2, définies par :

Vn>2, Y,= Gi(X(tn) - ri ar X (t:))
(2.5) " =

n—1
1
=1 N hy) + —(8(t,) — m6(t;)),
)+ oo (000) = 3 el0(w)
nous avons :

Proposition 3 Quelle que soit la suite d’instants (t, ; n > 1) vérifiant (1.2.1), les
va.r. (Y, ; n > 2) définies par (2.5), (1.4.4) et (1.4.5) sont des v.a.r. gaussiennes

indépendantes de variance 1. Sous Uhypothése 8, leurs moyennes sont données par :
1 n—1
(2.6) Vn>2, EY,) = a_n(e(t,,) - ZT ald(t;)).
11—

Bien sir, les propositions 1 et 2 ne sont pas originales. On peut les retrouver
dans ordre inverse en utilisant le fait bien connu que dans un espace gaussien,

conditionner revient & projeter orthogonalement (cf. [18], Sec. 36.3) et que :

n—1
g 00 (e = 3 axie,
Yn > 2, P

var (X(tn) _ Ea(X(t]),...,X(tn—l)) (X(tn))) — 0'3,.

3) Cas ou le bruit B est un processus de Ornstein-Uhlenbeck



23

Dans ce cas particulier, on sait (cf. [6]; IIL.8.e, p.99) que, quel que soit P'entier

n>2,ona:

3.1
( ) 1 _ e—-Z(t,.—tn__l) .

at=...=ap_o,=0,ay = e~ (tn=tn-1)
on

1l en résulte que, pour tout signal 8, on a, & partir de (1.4.3) et de (1.4.6) :

{ Fn(8) = 8(tn) — e~ I3 g2, 1)

(3.2)
V:c("_l) ,Mg(df(n—l)) - 9(tn) _ e—(tn—tn—l)(g(tn_l) - an) .

4) On peut donc traduire comme suit le théoréme précédent :

Théoréeme 2 On suppose que le bruit B est un processus de Ornstein- Uhlenbeck:
et que la différence 8 = 6, — 0, de deuzx signauz 8y et 8y vérifie les inégalités

sutvantes :
(4.1) Vn > 2 e =18(tn—1) < e8(tn),

relativement & une suite d’instants d’observation (t,;n > 1). Alors, pour qu’il

existe un test uniformément convergent de Uhypothese :

Oo=(8;0€0 et emB(ty)~ e 0(tn=1) < e™bo(tn) — € b(tn-1))
contre I’hypothése :

O, = (9; 6cO et em(ty) — e 10(tn-1) > e (tn) — et""191(tn_1))

ol suffit que :

too o otag — etn=1f(t.
(4.2) Z (e H(tn) 6(tn 1))2 = 400,
n=2

e2tn _ g2tn_1

5) Remarques

Les formules (3.1) et (3.2) montrent, comme nous ’avons annoncé dans I'intro-
duction, que la chaine (X(¢,); n > 1) est markovienne. C’est ce qui explique la

simplicité du critere (4.2) et des résultats suivants.

La condition (3.5), analogue & la condition (1.2) implique, on 'a vu, que 6
n’appartient pas a ’espace autoreproduisant associé au processus de Ornstein-

Uhlenbeck, c’est & dire a espace H(K), ou K est le noyau défini par (I.1.1).
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11 est facile de vérifier que :

Proposition 4 L’espace autoreproduisant H(K) du noyau :
(5.1) Vt,s 20, K(t,s)=pg% ol

ot « et § désignent deuz réels > 0, est ’ensemble des fonctions réelles ¢(a, f),
acR, fel? 4 L& ([1, +oo[, A), définies sur [0, +oo[ de maniére unique par :
e'zm
(5.2) Vt>0, o(a, f)(t)=PBe *(a+ / f(z)dz),
1
muni du produit scalaire < , > défini par :

Va,bcR et Vf,geL?,

5.3 +co
( ) < @(aaf) ’ (P(b,g) >=ab+ [ f(:c)g(r)dm .

m  a) Considérons d'abord les-fonctions absolument continues ¢(a, f), a € R,

f € L? définies sur [1, +oof par :

(5.4) Vi>1, o(a, {t)=a+ /; f(z)dz.

On a évidemment :

(5.5) Pal)=a e Yo = f.
Par conséquent, la représentation (5.4) est unique.
Counsidérons le noyau K* et U'espace fonctionnel H(K™*) définis comme suit :
Vi, s 21, K*(t,s)= Min(t,s),

(5.6) )

H(K*) = {¢(a,f); ac R, feL?}
K* est la covariance de la restriction du mouvement brownien & l'espace-temps
[1, ool

A l’aide de la correspondance bijective linéaire (a, f) «— 9(a, f), on fait de H{K™)
un espace de Hilbert identifiable au produit R () L? des espaces de Hilbert R et

L?, en le munissant du produit scalaire < , >* suivant :

Va,beR et Vf,geL?,

7 oo
(50 <Y f), v >= bt [ f@y(e)is.
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L’égalité :
t
Vi, s> 1, K*(s,t)=Min(s,t)=1 +/ 1p,q(z)de
1
prouve que :
Vs>1, K*(s,.)=v(L114),

et par comséquent que les fonctions K*(s,.), s > 1 appartiennent & l'espace
fonctionnel H(K™).

De plus, K* a la propriété de reproduction, puisque :
p P puisq

YacR, VfeL? et Vt>1,
t
$(a, F)(E) = a+ / f(z)de
1

+oo
—at [ @) gla)de
=< ¢(a, f), K*(t,.) >" .

On peut donc conclure (cf. [24], prop. 3.3) que (H(K*), <, >*) est Pespace

autoreproduisant de noyau K*.
b) Soit (W(t),t > 1) la restriction & l'espace-temps [1, +oo| d'un mouvement
brownien. On sait que laf.a.r. B = (B(t), t > 0) définie par :

(5.9) Vi >0, B(t)=pBe *W(**)

est une f.a.r. de Ornstein-Uhlenbeck dont la covariance K vérifie (5.1).

On sait aussi (cf. [24], prop. 3.2) que I'espace autoreproduisant (H(K), (, )) est
I'ensemble des fonctions t — E (U.B(t)), U € L% (2, A, P), ot (Q, A, P) désigne
I’espace de probabilité sur lequel la f.a.r. W est définie.

Or nous avons, d’aprés (5.9) :
V¢ >0, E(U.B(t)=pe"E (U W(E)).

Comme t — E (U.W(t)) est de méme 1'élément générique de H(K*), on déduit
de (5.4) que H(K) est I’ensemble des fonctions définies par (5.2). On remarquera

aussi que la représentation (5.2) est unique puisque :

(5.10) ¢(a, £)(0) = ap,
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et que pour A-presque tout £, on a :

(5.19) o0, F)(E) = —apla, F)(E) +208e™ F(3).
Pour tout s > 0 et d’apres (5.2), nous avons, pour tout ¢ > 0 :
o(Bem, B 1y g2an))(t) = B2 a(t+s)+Min 2as,2at)
= B2eclt=sl
= K(s,t),
ce qui prouve que :
(5.12) les fonctions K(s,.), s > 0 appartiennent a H(K).

(H(K), (, )) a été défini comme l'espace de Hilbert autoreproduisant de noyau
K. A laide de la correspondance bijective et linéaire (a, f) «— ¢(a, f), on peut
aussi munir ’ensemble fonctionnel H(K') du produit scalaire image du prodnit
scalaire de R ® L?. On obtient alors le produit scalaire défini par (5.3), qui est

en fait égal & (, ). En effet, < , > a bien la propriété de reproduction puisque :
YaeR, VfeL? e Vt>0,
<¢(a,f), K@t,.) > =< p(a,[), p(Be™*", Be™ " 1}y c2a)) >
= ¢(a, f)(t),

et cette propriété, jointe & (5.12) prouve que (H(K), <, >) est bien I'espace de

Hilbert autoreproduisant de noyau K.

Remarque : d’apres (5.2), (5.3), (5.10) et (5.11), on peut exprimer la propo-

sition 4 sous la forme plus explicite suivante :

Proposition 5 L’espace autoreproduisant (H(K), < , >) de noyau K défini par
(5.1) est ensemble des fonctions réelles ¢ définies sur [0, +oo|, dérivables A\-p.p.,

telles que les fonctions ¢ — ﬁcp(lzlaﬁ) sotent absolument continues sur [1, +o0[,

et qui vérifient de plus :

+oo
2
/ (ap(z) + ¢'(z)) dz < 400
0
Le produit scalaire de deuz de ces fonctions, @1 et @2, est donné par :

1
<Pr.p2 > = 'ﬂ—2'991(0)992(0)

1 400
+ W/o (ap1(z) + ¢1(2)) (apa(z) + ¢h(a))da.
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Ce résultat n’est évidemment pas original. L’espace autoreproduisant de la

restriction du noyau K a [0,T] x [0, T] se trouve par exemple dans ([18], ex.2.2.6).

6) Les théorémes 1 et 2 sont des conditions suffisantes d’orthogonalité (et méme
de séparation asymptotique uniforme) de deux hypotheses multiples, obtenues a
partir du théoréme de J. Geffroy. Nous allons maintenant utiliser ce résultat pour
établir une minoration de la distance en variations de deux hypotheses multiples,

analogue au théoréme 5 de [21].

On consideére toujours le modele déerit au 1.1, B étant un bruit de Ornstein-
Uhlenbeck dont la covariance est donnée par (I.1.1). Pour tout signal utile 8, g
et PJ" désignent respectivement la loi, sous ’hypothése 8, du processus X et de la

restriction du processus X a l'espace-temps T C [0, +o0].

1l est clair que :
V8,68 €@ et VYT C[0, +oof, T # 2,

oy {dvm’ Py) 2 dv (P}, P}).

Par conséquent, étant données deux parties non vides et disjointes Qg et @ de O,

nous avons :

(6.2)
{VTC[0,+oo[,T7ézz,

dv({Ps,0 €00}, {Ps, 0€0:})>dv({P],0€ 0}, {PF,0ec0,}).

Nous allons démontrer d’abord un résultat relatif a deux hypotheéses simples, que
nous transformerons ensuite en des résultats concernant des hypothéses multiples
(th. 4 et 5).

a)Proposition 6 B étant un processus de Ornstein-Uhlenbeck, 6y et 8, étant
deus signauz dont la différence 8 = 0, — 8, est de classe C' dans un sous-intcrvalle

ouvert I =|a, 8] de Uespace-temps [0, +oo[, nous avons :

(6.3) dv(Ps,, Ps,) > dV(PgO , Pel) >1~2exp *———/ (8(z) + 6'(x))? dz).

®  Soit (apn, n > 1) une suite strictement croissante extraite de 'intervalle Jo, 8[,

et dont la limite est notée aqyo.

Comme la fonction 8 4 8’ est continue sur [ep, , @piq), 0n peut poser :

(6.4) Vn>1, My=Max({|8(z)+6(2)]; an <z < ant1}).
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De plus, étant donné ¢ > 0, il existe, pour tout entier n > 1, un réel w, > 0 tel
que :
Vz,y € [an, ant1] telsque |z —y| <wg,

1(6(2) + '(2))” ~ (B(y) + 8'(y))’| < <

n*(ap41 — an)

(6.5)

Pour tout n > 1, on peut alors choisir un entier N, > 2 tel que :

Upt+1 — Uy
(6.6) Na 1
Snt1=@n 1

Mu(e® ' (1—e™ = Mo )2 <2y,

< Min{w,, 1) et

ol 7 est I'unique solution strictement positive de ’équation :
F(z) - F(0) = 3

ce qui implique, puisque F' est concave, que l’on a :

1
(6.7) ¥z €[0,9], F(z)=F(0) > 3z
Pour tout entier n > 1 et pour tout »r =0,..., Ny, posons :
Apt1 — Qp

6.8 n,yr — Up —_—
( ) Uy, o, +r A
et

- e (an,r) = e =1 8(an,r—1)]
(6.9) dn,r = 2(F( o ) — F(0).

Yn>1 et VYre{l,...,N,}, nous avons :

|ean,ré(an‘r)__ean,r—lé(an,r-—l)l —

2\/g2°‘n,r —e?%n,r-1

2m’/ e! (6(t) + 6'())dt]

Mn(ean r — gQn,r— 1)
< >
T 92/e20n,r — e20n,r—1

%, /e%n,r — e%n,r—1
2

J‘g"( enti(] - RN E | Qapres (6.8)

d’apres (6.4)

IA

<«, dapres (6.6)
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d’ott Pon déduit, d’apres la définition (6.9) et compte-tenu de (6.7) que :

> 1 (e""r'g(an,r) - e""’*-lé(an,_l ))2

2
dn,r = § e2%n,r _ 20n,r—1
1 ea"r'é(an,r) - e""v"le_(an,r_1) 2 Onr — Qp r—1
- 5( Up,r — Qg r—1 ) (e2an’,‘r —_ 620‘7;,1'—1 )(an,r N Oén,r—])
1 _ —
_ 1_8_62(611,7'—6171,7') (9(511,7‘) + 9/(5n,r))2(an,r — 1),

Ol &y, et &, . sont des nombres appartenant & Uintervalle Jaq r—1, @ [, obtenus
en appliquant le théoréme des accroissements finis aux deux taux d’accroissements

précédents.
En remarquant que :

82(671,,1-_6;,,-) > 6_2(an,r_°'n,r—1)

_2an 1—an
=e Np
>e %, daprés (6.6),

on obtient 'inégalité suivante :

. e”? =, 2
(610) dn,r > —1—8—(9(5%,«) + 8 (5n,r)) (an,r — an,r_l).
Comme :

l(etn,r ~ @nre1)(B(6ne) +0'(6n,0)) = [0 (6(t) + 6'(£))2dt] =

Qxp,r—1

i

] () +0@)" = (0o +8(600)")
Xp,r—1
- n%%olz’r:; in;n—l d’apres (6.5),

il résulte de (6.10) que :

ISV IBEES 3§ RCURIOEES

(6.11) e e "
=2 [ _ . e~ 2x?

=55 . (8(t) + 6'(t))"dt — TR

En notant T = (t,,, n > 1) la famille dénombrable | J, . {an0,...,on,r, } rangée
dans Pordre strictement croissant,famille qui joue le role de la suite des instants

d’observation des théorémes 1 et 2 et en notant d, la distance entre les lois
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conditionnelles Pe’o(n_l) et Pozl("_l), suivant les notations introduites au IL.1, on
obtient :

+o0 . +oo Np ) =2 Qoo - 2 e=2r?
©12) S d=3 ()25 [ 00+ ew) - T

En vue d’appliquer le théoreme de Geffroy comme dans la démonstration du
théoréme 1, on pose, pour tout entier n > 2 et pour tout z(?~1) ¢ R*7! :

(6.13)
Ba(@™) =] — 0, (%o +61)(tn) _ e-an—tn_n(&ﬂM — 2n1)]

2 2
si ef(t,) — e 18(tn—1) >0,
(6.14)
Bu(arD) = (B I) ooy 2O oy oy,
si e"0(ty) — e 18(thoy) <0,
(6.15) Bo(e™ )y =R, si ef(t,) =e"18(t,_1).

On obtient alors :
{Vn >2 et vz~ ¢ g1 ,
21

(6.16) et
Py (Ba(™ ™)) = dy + PECT (Ba(z D)),

ce qui permet d’appliquer le théoreme de Geffroy, et de conclure que :

pour tout entier n > 1, il existe un borélien C,, de R™ tel que :
n —3 =
PO(O )(Cn) >1—~exp (? Zd?) ,
i=1
P{™(C,) < ex (5—3- id?)
6, n;, = P 8 3/
J=1
ou Pé:) désigne la loi du vecteur aléatoire (X(¢1),...,X(ts)) sous 'hypothese 8.
On en déduit :
3
dy(P§ , P§) > dv(P§, PT) > 1—2exp (—8— > ),
Jj=1

soit, d’apres (6.12) :

—e2 —2.2

dV(PgO,P(,{l)zl—zexp( 5 / (5(t)+9’(t))2dt+e28;r e>.

Cette inégalité étant vraie quels que soient € > 0 et a1 , a0 € I, nous en déduisons

finalement 1'inégalité (6.3) qu’il fallait démontrer. |
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b) Supposons maintenant que © = C*([0, +oo[, R).

Pour tout signal 6, € O, notons :

S(0o)=1{6;0€c0O et 6+6 >0, +6)}.
On peut alors énoncer :

Théoréme 3 Si B est un bruit de Ornstein- Uhlenbeck, si © = C1([0, +oof, R)

et st Oy et 8) sont deuz signauz possibles qui vérifient :
(6.17) VE> 0, Oo(t) 4+ 65(1) < 6:.(t)+61(2),

nous avons .

2
dy (s(60), 5(61)) 21— 2exp ( Zg

oo
/ (80t) + 6(1))2dt) .
0
O’I\ é = 01 - 90.

m Il suffit de reprendre la démonstration précédente jusqu’a 'introduction des
B, (2(»V), boréliens séparateurs des lois conditionnelles ng"‘” et Pfl("ﬂ), qui
seront définis par (6.13) ou (6.15), (6.14) étant exclu d’apres (6.17), et vérifient,
d’aprés la définition de s(fy) et de S(#) :
Vn > 2, V(D e R*™Y V0 € 5(6y) et Vre S(6),
{ Py (Bu(al"™)) 2 dn + PET (Bu(a" )

(propriété analogue & (6.16)).

A partir de 1a, on applique le théoréme de Gefroy et on termine comme précédem-

ment. [ ]

Plus généralement, on pourrait démontrer que :

Théoréme 4 Si B est un bruit de Ornstein-Ublenbeck et si © = C*([0, +oo, R),

on @, quels que sotent les signauz possibles Oy et 0y :

—e2

+oo
v (s(60), S(61)) 2 1~ 2exp (o /0 ((0() + 8y de)

el
-2

€ too ~ 2
dy (s(61), S(00)) 21— 2exp (5 / ((6(t) + 0 ())7) ),
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01‘1,9=61 —00.

Les théorémes 3 et 4 fournissent en particulier des conditions suffisantes

d’orthogonalité des hypothéses multiples concernées.

III TESTS DE DETECTION D’UN SIGNAL DANS UN BRUIT DE
ORNSTEIN-UHLENBECK

1) Premier test de détection
Pour le premier test, nous utiliserons les notations suivantes :

- O est ensemble des signaux 6 de classe C* sur {0 ; +o0o[ , qui vérifient :
(1.1) Jm (6(t) + 6(t)) <0 ou lim (8(t)+6(t)) >0,
o0 t——+oo

- pour tout signal § et pour tout couple d’entiers r et stelsque: 1 <r <s, Pér’s)

désigne la loi du vecteur aléatoire (X,,...,X,),

- pour tout entier m > 1, Cy, est le borélien de R™ constitué des m3-uples 2(m®)

vérifiant les deux inégalités suivantes :

Card(j; 2<j<mtete-z;

) md—1

~-1 —1
Card(],2<]<m et e-x; ) m

(1.2)

La suite (a, ; m > 1) étant définie par :

dsf 1 e—1
1.3 Ym > 1 = 2F -1
(13) et Am (Zm e+ 1) ’
on utilisera le fait que :
-1
(1.4)  (m®— 12, P + oo puisque : (m® —1)a?, e Z = %

2) Notre premier test est décrit dans le résultat qui suit :

Théoréme 5 Le bruit B étant un processus de Ornstein- Uhlenbeck et Uhypothése
générale © étant égale & {0} U O, il eziste un test convergent de Uhypothése que

Lon ne regoit pas de signal contre Uhypothése que lon regoit un signal appartenant

a 0%,
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La suite des régions d’acceptation de Uhypothése nulle de ce test est la suite

Cm ; m 2> 1) définie ci-dessus, et qui vérifie :
q
m3_
(2.1) Vm > 1, PmHmtmdo v s g tal,

(2.2) pour tout signal 6 de ©*, dés que m est assez grand, on a :

8(m3-1) 2

e (A

®m  2) Pour tout entier m > 1, on considérera les hypotheses S et S définies
par :

»=1(0,0€0 et Vth,e(t)+é(t)Z%)
S,=(6;0€0 et Vth,G(t)qLé(t)gmnl_l)

Il est clair, d’aprés (1.1), que :

(2.3) Stus, 1 ©*.
m—4oco

b) Dans cette partie de la démonstration, m désigne un entier positif quelconque
fixé. Supposons que les observations se font aux instants (¢7' =m +n; n > 1) et,
en nous référant aux notations de la démonstration précédente, posons : §; = 0 et
_ 1
b1 = .
La condition (I1.4.1) du théoréme 2 est trivialement vérifiée par 6 = -, ainsi

que la condition (11.4.2) puisque l'on a :

2 (et g(tm) — et f(tm = -1
Z( (th )me2 (nl))_z e oo,
n=2 82tn et n=2 (6 + l)m

Les deux hypotheses O¢ et Oy se séparent donc asymptotiquement uniformément

suivant la suite (C7%;n > 1) des cylindres définis, conformément a (I1.1.10) par :

mot 480 ¢ (n 1
(2.4) cmt = {om E dj - 1p;(z-0y(z5) > 3 E
=2 =2

ou, quel que soit Pentier j > 2, et d’aprés (11.1.5), (I1.3.2) et (1.3), on a :

e—1
e+1

(2.5) -=2F( )—1=am.
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On en déduit, d’aprés (IL.1.11), que ces cylindres satisfont a :

Va1, If(PMC™H); 0 0p)>1—e *5on

(2.6)
Sup(P{™(C™*) ; 8 € 0;) < e o

ol Pgn) désigne la loi du vecteur (X(t1*),..., X (t7)), soit la loi du vecteur
(X(m +1),...,X(m +n)) conformément aux notations précédentes.

Les cylindres C™% n > 1 sont en fait trés simples puisque, d’apres (I1.1..6)
et (I1.3.2), on a :

-1

Vi>2 et Yz 1, z6-0)(zj) =1 &= e-g; 2
m

bl

ce qui permet d’écrire, puisque tous les d;, j > 2 sont égaux (cf. (2.4) et (2.5) ) :

Vn > 2
2.7
(2.7) C;"’“L:(x(");Card(j;ZSanet@’wj £11< 21)'

Par définition de S*

+ | pour tout signal § de S}t et pour tout entier n > 2, on a:

i

R BE) = B /m" SCORYO!

]

E(en _en 1)

Cela signifie que S} C Oy, si bien que, au lieu de (2.6), on retiendra :

¥n>1, PM(CmH)y>1—e 5 on

(2.8) n-1) 2
Sup(P{V(Ct) 5 6 € Sh) < e 5ok

On démontrerait de maniére analogue que les cylindres C/™~ | n > 1 définis par :

~ dé —1 _
o d:f<(") Card(j; 2<j<nete- x]—mjlz—ezm)2n21>
vérifient :
(2.9) Y21, P{M(CPT) 21—

Sup(P{™(C™™); 6 € §7) < e tam



35

La suite des cylindres CJ* = e C™t N CM™™ n > 1 satisfait donc, d’apres (2.8) ct
(2.9), les inégalités :

3(n—1) 2
e ~ B Xm

vn>1, PMEmy>1-2
(2.10) sn=1) 2

Sup(P{™(C); 6 SHuUS,)<e s
c) Considérons maintenant les cylindres C,,m > 1 introduits ci-dessus.

Puisque l'on a, d’apreés (1.2) : Ym > 1,Cp, =

forme :

™., on peut écrire (2.10) sous la

m3—
Vim, >1 , P(1n+1,m+m3)(c ) > 28_3§ 2 120[3"

Sup(p(m—H ,m+m® )(Cm) fe S+ US;i)<e 4———18 o

autrement dit, les inégalités (2.1) et (2.2) du théoréme 5 sont prouvées, compte-
tenu de (2.3).

Si on considére le test de ’hypothése qu’il n’y a pas de signal utile contre
I’hypothése qu’on en regoit un appartenant & ©*,(Cm;m > 1) étant la suite des
régions d’acceptation de I'hypothése nulle de ce test, (2.1) et (2.2) signifient que
son niveau et sa puissance convergent respectivement vers 0 et 1. Il s’agit donc

bien d’un test convergent. -

3) Mise en ceuvre de ce test

Etant donné o ,0 < a < 1, on choisit d’abord un entier m > 1 tel que :

26“3’"_1) m<a,ou (m? —1)(2F< Z;i) 1> g ( )-

Ensuite, on mesure X (¢,wp) aux instants m 4 1,...,m + m?® et on obtient le

m2-uple :

(T2, ) Tma) = (X(m+ l,wg),...,X(1n+m3,w0)>.
On calcule alors les nombres :

1

2m)
e—1
2m

Ca.rd(g,2<3 <mlet ez

N2=Card(j;2§j§m3ete~$j——:nj_12—

).

SiN]Zm lethzm

sinon on admet qu'il y en a un, appartenant & ©*. Si, par exemple, ©* est un

32_1, on accepte I'hypothése qu'il n’y a pas de signal;
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ensemble d’alarmes, la probabilité de fausse alarme est alors majorée par a, qui
est le niveau du test, tandis que l’on ne peut rien dire de la probabilité de conclure
3 tort qu'il n’y a pas d’alarme , puisque notre résultat est seulement un résultat

asymptotique.
4) Deuxieme test de détection
Pour le deuxieéme test, nous utiliserons les notations suivantes :
- ©** est 'ensemble des signaux 8 non nuls, de classe C! sur [0, +-o0[, qui admettent
une période donnée P > 0 et qui vérifient :

(4.1) 6(0) + 6(0) £ 0,

- pour tout couple d’entiers positifs m et k, et pour tout signal 8, on notera P;ATL

la loi du vecteur aléatoire

(Xo, X s Xp, Xpyp s s Xo—1) Py X (1) P+

r ),

AT

- pour tout entier m > 1, C,, sera le borélien de R2™ constitué des (2m)-uples
b D

4 7. . 7 oy, 2
@™ vérifiant les deux inégalités :

. . 1 4
Card(] ;1< <m*et e “Toj — Togjoy S —(eﬁ}'jr—l - 1)) > -~

\ . . 4 B 1 _r m*
Card(] ;1 <7< m® et e™F -xgj — Tpj-1 > —%(emﬂ — 1)) > 5

La suite (8m ; m > 1) étant définie par :

5
é m+1 ._.1
(4.3) Wm > 1, B o g/ 1,
2m\ ewmrT +1

on utilisera le fait que :

VP
402 : . ~
(4.4) m” G, —'——>m~_>+oo + oo puisque : S oo 3T TE

5) Notre deuxiéme test est décrit dans Iénoncé qui suit :

Théoreme 6 Le bruit B étant un processus de Ornstein-Uhlenbeck et Ihypo-
thése générale © étant égale ¢ {0} U ©**, la suite des cylindres Cpyym > 1
définis ci-dessus est la suite des régions d’acceptation de hypothése nulle d’un
test convergent de U’hypothése que lon me regoit pas de signal contre Uhypothése

que Uon regoit un signal appartenant 4 ©*.
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Plus précisément, les cylindres Cr,m 2> 1 vérifient :
(5.1) Vm>1, P(Cp) 21— 2e78m 80
(5.2) Pour tout signal 8 de ©** dés que m est assez grand, on a :

PO(,':::)(Cm) < e Em P

m  a) Pour tout entier m > 1, on considérera les deux hypotheses T;} et T,

définies par :
=(0; 6O et Vt€]0 P ] 9(t)+é(t)> 1)
T ¢ "m+17° “m
P : 1
=(0; 00" et Vtel0,——], 8(t)+0(t) < ——).
(956€0™ et Vi€ [0, ———], 6(t) +6(1) < —)
1l est clair, d’apres (4.1), que :
*% : -+ —
(5.3) o = mgﬁxm Ty uT,).
b) Dans cette partie de la démonstration, m désigne un entier positif quelcon-

que fixé. Supposons que les observations se font aux instants (¢1' ; n > 1) définis

par :

m m P
(54) Vk‘ Z 1 5 t2k—1 = (k el 1)P et t?,k = (’C - I)P + m )

et, en nous référant directement aux notations du théoreme général, posons :
{5.5) 90=0,01:§:—1— et Vk>1, n(k)=2k.
m
Pour tout signal 6 de ©**, nous avons, d’apres (11.3.2) :
Vk > 1, fay(6) = (tn) — 0T Rw0-D8(T ),

soit, en utilisant (5.4) et la périodicité de 6 :

P __P
(5.6) Vk 21, faw)(0) = e(m) —e 7 - 6(0).

On en déduit, compte-tenu de (5.5), que :

1 —_r_
k21, 0= fag(b0) < Fagm (1) = (1 — e 75)

z (fn(k)(91 — frai)(60))? E (1 e )2

Ta k) {mA(1— e m)

= +00.
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Les hypothéses (11.1.1) et (I1.1.2) du théoréme général sont donc satisfaites. Par
conséquent, il existe un test uniformément convergent de I’hypothése @y contre
I’hypothése ©;. Pour décrire ce test posons, comme précédemment, et quel que
soit l'entier £ > 1 :

R A
1—6 m+1

2my/1 — e 2w

dury = 2F —1=pm,

d’apres (I1.1.5) et (4.3).
~ 1 __r B
(5T) By ®™) =) =00, 5o (1) 47 2],

d’apres (I1.1.6) et (IL.3.1). Les cylindres introduits par (I1.1.10) s’écrivent :

k
s : 1
CT’?(’;; = { (D, Z1Bn(j)(,(nm—1>)(-’1‘n(j)) > §k b
i=1

soit d’apres (5.7) :
i,
Cox” =
(5.8) w1y _k
{295 Card(j 5 15 S ket €™ oy = wpjm1 € T ) 2 2

Continuant a suivre la démonstration du théoréme général, on applique le théoreme
de J. Geffroy, ce qui donne :

Ve > 1, Inf(PSY(Cot) 5 0 € ©g) 21— e #560

Vk > 1, Sup(P(Cmt) s 0 € ©)) < e 8K

ym

(5.9)

Par définition de T} et d’apres (5.6), tout signal § de T;F vérifie :

m

P __r_
VE>1, faw(d) = 9(m—+1) — ¢~ 7T - §(0)

= o / T e 6() + 6(1))dt
[¢]

> eI . — - (e — 1)

1
m

= fa(ky(61) .

Cela signifie que T;F C Oy et permet de ne retenir de (5.9) que :

VE>1, P8 (cmt) > 1 ¥k

(5.10) (k) / ym,+ + —31rg2
Vk 21, Sup(Py(Cop"); € T) < e 8m.
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On démontre de maniére analogue que :

VE > 1,P8) Oy > 1 — e~ 344

(5.11)
Vk =1, Sup(P(ikle(C’%’_) ;0 €T,) < e &n
les cylindres ~,k > 1 étant définis par :
: -1\ _ k
O™ € {a®; Card( 1<) Sket e ay;—apy 2 ~So—m) > 2
m

m

D’apres (4.2), on a, quel que soit Uentier m > 1 : Cp,, = 02m4 o - Par
conséquent, d’apres (5.10) et (5.11), la suite des cylindres (C,,, ; m > 1) vérifie :

Vm > 1, P (C) 21— 2¢ 80
Vm 2 1, Sup(P{™) (C) 5 6 € THUT,) < em$m*6

(5.1) est donc satisfaite, ainsi que (5.2), en utilisant (5.3). On peut finalement en

conclure, d’apres (4.4), que le test décrit dans le théoréme 6 converge. [

6) Remarques

a} La wmise en ceuvre de ce test appelle en gros les mémes remarques que le test

précédent. Il s’agit d’un résultat asymptotique.

b) Comme nous I'avons déja signalé de maniére plus générale (voir I1.2.b et IL.5),
les contre-hypothéses ©* et ©** ne rencontrent pas 'espace autoreproduisant du

processus de Ornstein-Uhlenbeck.
7) Troisiéme test de détection

Nous allons maintenant donner un troisiéme test de détection d’un signal
dans un bruit de Ornstein-Uhlenbeck basé sur une suite de v.a.r. gaussienncs

indépendantes construites a partir de la suite des observations (X(tn) ;> 1),

a) Pour cela, décrivons d’abord le principe général de construction d’un tel test
en nous plagant provisoirement dans le cas ot B est un bruit gaussien centré

quelconque.

Etant donnée une suite (hn, ; n > 1) de réels > 0, considérons la statistique
(Tn ; n > 1) définie par :

1 n
(7.1) Vn>1, T,= EZ - X(t,,+1) - Z a?t X (t5)).

p= J=1
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Il résulte de la proposition 3 que pour tout entier n > 1, T, suit, sous I’hypothese

6, la loi normale de variance §5 et de moyenne :
:

n

(7.2) Eo(Th) = 73—” Z #(G(twl) - Z a§+19(t1))'

=1

On en déduit que, étant donnée une autre suite (a,, ; n > 1) de réels > 0, si pour
tout entier n > 1, C,, désigne le borélien de R™*! défini par :

n

1 P
(7.3) C, = {I(n-l—l) : h_l (pir = 3 @ '5))| <o}
n p:l j=1
t si Pgn+1) désigne la loi du vecteur aléatoire (X(t1),...,X(tnt1)) sous I'hypo-

thése 8, on a :
V9 e F([0, +oo[,R) et Vn>1,
(7.4) Py (Cr) = Prob {|Ta| < an}

= p(r, 22 Tella)y (g, 22t Do),

d’ou le résultat suivant :

Théoréme 7 §i les suites de réels > 0 (h,; n > 1) et (a3 n > 1) vérifient :

anhy
— 400,

\/ﬁ n—+4oo

la suite des boréliens (Cy, ; n > 1) définis par (7.3) est la suite des régions

(7.5)

d’acceptation d’un test convergent de hypothése que l'on ne recoit pas de signal

contre Uhypothése que l'on regoit un signal 8 vérifiant :
q

n

1 1 o —
ﬁ(anhn — Z g-__H. (a(tp+1) - ]z::l aj+ 6(t1)>) o0 — o0

(7.6) ou i
2 (anhn +Z (e(t )—Zap“e(t ) —— —
\/E " Op+ i ~+00 )

b) Revenons maintenant au cas o B = B(t ; t > 0) est un processus de Ornstein-
Uhlenbeck général, c’est & dire une f.a.r. gaussienne centrée dont la covariance est

donnée par (I1.5.1), soit :

Vt,.s Z 0, I\,(t, 3) = ,Bze_alt—sl.
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Nous pouvons alors énoncer un nouveau test de détection :

Théoréme 8 Le bruit B étant un processus de Ornstein-Uhlenbeck de covariance
donnée par (I1.5.1), ot o et § sont des réels > 0, a étant de plus supposé connu,

la suite (Cp ;5 n > 2) des boréliens définis par :
(7.7) Yn>2, C,= {m("'H) ; |Ee°‘:c,,+1 —zp| < vnln(lnn)}
r=1

est la suite des régions d’acceptation d’un test convergent de Uhypothése que on
ne regoit pas de signal contre Uhypothése qu’l y a un signal appartenant 4 OF,

ensemble des signaux qui vérifient 'une ou 'autre des deuz conditions suivantes :

n

1
7. I *(p) — 6(p — 1
(7.8) n—%%oo nlnn ;(c G(p) (® )) >0,
— I ya

(7.9) Jim nlnnp};(e 8(p) — 0(p — 1)) < 0.
Plus précisément, on a :
(7.10) vn >3, PMYC,) = 2F(M> ~-1

’ - 0 n ﬂ\/ei’a—_—I
(7.11) veeor, PV, —o0,

n—+00
ots P™MY désigne la loi de (X(0 ooy X(n)) sous Uhypothése 6.
6 g yp

m 1) Choisissons pour instants d’observation les instants :

Vn>1l, t,=n—-1,

et donnons-nous deux suites (hyn ; 7 > 1) et (an ; n > 1) de réels > 0.

D’apres (7.1) et (I1.3.1), la statistique (T}, ; n > 1) est égale a :

1 "
Vn>1, Tn=m\/m——_1;(e X(p)-X(p-1),
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et pour tout entier n > 1, T, suit sous ’hypothése 6 la loi normale de variance 3

et de moyenne :
1 n
Eo(Ty) = ——— e®8(p) —0(p — 1)) .
9( ) ﬂhnm Pz:;( (») (P ))
Introduisons, conformément & (7.3), la suite des boréliens C}; , n > 1 définis par :

Ck = {a:(“'H) ; |Ze°‘x,,+1 —z,| < agh,fV et — 1}-
p=1

Alors on sait (cf. (7.4)) que sous ’hypothese nulle, soit si § = 0, on a :

(7.12) Py = 2P (

apha
vn

et que plus généralement, quel que soit le signal 6, on a :
anhn  2p=1(c*6(p) — 6(p — 1)))
Vn Bv/nvete —1
B F(—anhn X (e0(p) — 8(p 1)))
v By/rvere — 1 '

2) Supposons maintenant que l’on a :

-1,

Py (cny =F (
(7.13)

In(Inn)

V >3, hn= t Py —————
n > Vi et o ﬂm

Nous constatons alors que :
Vn>3, C,=Ch,

et que (7.12) donne ’égalité (7.10) qu’il fallait démontrer.
Il reste donc a établir que la propriété (7.11) est satisfaite.

Tout signal § de @F satisfaisant (7.8) ou (7.9), supposons d’abord qu’il
satisfait 1'inégalité (7.8). Dans ces conditions, il existe un réel y(f) > 0 et un
entier N(4) > 1 tels que:

Son—1(e*8(p) — 6(p — 1))

Yn > N(6), Jrinn > ~(0).

On a donc alors, lorsque n > N(f) et n > 3 :

an(8) déf anhn Z;=1 (e*8(p) — 6(p — 1)) < In(lnn) —y(f)Inn

N B/na fe2o — 1 - Bverx =1
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On en déduit que :

an(f) —— — 0,
n—+o00

ce qui, joint a (7.13), prouve (7.11).

On démontre de maniére analogue que (7.9) implique (7.11). |

8) Remarques sur ’hypothése générale 0, = {0} U 0, du troisieme test

a) OF contient tous les signaux 8 qui convergent vers une limite non nulle, quand

t — + oo (en particulier les signaux constants non nuls).

B En effet, si par exemple () —— a > 0, on peut trouver un entier P(4) > 2
t—+oo

tel que :
Vp > P(6) +1, g—(e" —~1) < e*8(p) — b(p — 1).
On a donc alors, lorsque n > P() :
Sy (e00) = 6(p — 1)) _ 35,59 (*0(p) — 6(p — 1)) | ale™ == P(9))
vrlon - Vnlon 2/nlnn '

ce qui montre que Vinégalité (7.8) est satisfaite puisque 'on a :

Yoper (e%8(p) — 6(p — 1))
Vrlnn oo

4+ 0.

b) ©F contient aussi tous les signaux 6 de classe C! sur [0, +oo[ tels que :
t_l_él}m(aﬁ(t) +6'(t)) >0 ou tli_inoo(aa(t) +0'(t)) <0.
m En effet, si 'on a par exemple lim (aﬂ(t) +6'(t)) > 0, on peut trouver des
réels > 0 P(8) et v(8) tels que : e
Vi > P(8), of(t)+6'(t)>(6).
Pour tout entier p > P(f) + 1, on a donc :

e*8(p) - 0(p—1)= e_a(p"l)(e"pe(p) - e"(p—l)ﬁ(p — 1))
= o1 /p—l e**(ab(z) + 0'(z))da

> =D (ap _ a1
o

= M(e"‘ —-1).
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Pour tout entier n assez grand, on a donc :

T (€76(p) — 0p — 1)) _ 55,19 (e0(p) — 6(p — 1) 21O =V = P(O)
Vrlnn - Vrlnn ay/ninn

ce qui montre aussi que 'inégalité (7.8) est satisfaite puisque :

Yonoy (e*8(p) — 6(p — 1))
Vvnlnn n—too

» 4 o0,

¢) En supposant que a = § = 1, on constate donc que la contre-hypothése OF du
troisiéme test contient la contre-hypothése ©* du premier test proposé. En ce sens,
le troisieme test est meilleur que le premier. Le fait que I'un des parametres puisse
étre inconnu n’est par contre pas un avantage du dernier test dans la mesure o
sl on avait, des le premier test, supposé que la covariance du bruit B est définie
par (II.5.1) et non par (1.1.1), on aurait constaté que les deux premiers tests ont

aussi cette propriété.
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CHAPITRE III : ESTIMATION D’UN SIGNAL PERIODIQUE
DE PERIODE CONNUE DANS UN BRUIT DE
ORNSTEIN-UHLENBECK

I- INTRODUCTION
1) Position du probleme :

Soit Penregistrement
X(t,wo) = 0(t) + B(t,wp),t >0
d’une trajectoire de la f.a.r.
(1.1) X(t)=6(t)+ B(6),t >0

somme d’un signal inconnu 8 et d’un bruit gaussien centré, que 'on suppose étre

un processus de Ornstein-Uhlenbeck stationnaire de covariance :
(1.2) Vi, s >0 K(t,s) = g2eolt=sD

ou « et g sont deux réels > 0, # pouvant étre inconnu.
On suppose que tous les signaux possibles 8, dont P’ensemble est noté O,
admettent la méme période P connue, s’annulent a 'instant 0, soit

(1.3) V6 € © 8(0) =0

et sont continus par morceaux sur [0, P], c’est-a-dire que :
(1.4)
Pour tout § € O il existe une subdivision 0 = dy < dy < ---dy = P de [0, P]

telle que, pour ¢ = 1,---,s, 6 est continu sur l'intervalle ouvert |d;—1,d;],

admet une limite & droite en d;_; et une limite a gauche en d;.

On notera D(0) ’ensemble des points de discontinuité de tout signal 6. On

supposera que la subdivision associée a § par (1.4) contient le moins de points
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possible, c’est-a-dire ne contient que des points de discontinuité de § auxquels il
faut adjoindre éventuellement 0 et P si ces points sont des points de discontinmiite

de 8, respectivement & droite et & gauche.

On propose dans ce chapitre un estimateur (én,n > 1) de la restriction
du signal inconnu 8 & [0, P]. On montrera que cet estimateur converge presque
complétement sfirement (p.c.s.), sous 'hypothese #, au sens de la convergence
uniforme sur tout compact de [0, P] ne rencontrant pas D(f), quel que soit le
signal 8 (théoreme 2). On étudiera aussi la convergence de (6,,(t),n > 1) en tout
point t de [0, P] (théoréme 1).

L’ensemble des résultats de ce chapitre est une adaptation au cas ou le bruit
est un processus de Ornstein-Uhlenbeck de résultats de R. Moché établis dans
le cas ou c’est un bruit blanc gaussien, autrement dit une version du mouvement
brownien (communication personnelle). L'estimation d’un signal de période connue
dans un bruit gaussien n’est pas un probleme nouveau, dans le cas paramétrique.
Par exemple, en utilisant des méthodes analogues, basées sur le théoréme de
J. Geffray, et en supposant que le signal 8 est une combinaison linéaire de signaux
connus de méme période, W. Pieczynski a estimé par une méthode de maximum de
vraisemblance les coeflicients inconnus de la combinaison linéaire (cf. [26]; 1988)

dans le cas ou le bruit est un bruit blanc gaussien.
1) Définition de Pestimateur (6,,n > 1) de 6.

a) Notations. Etant donnée une suite (r(n),n > 1) d’entiers > 1, on

considérera d’abord la suite de subdivisions {;’”(—P— ik =0,---,r(n)} de [0,P] ct

n) !
on posera :
Vn>1,Vke{0,---,r(n)}etVy>1,
] k P k. P
1= y — IR B O] ] —
(21) Bn,k - B((] 1)P + r(n)) € ¢ )B((] l)P)v
: . k. P kP .
X5, = X((G~ )P+ 22y kb x5 - 1). P).
’ r(n)
On sait que :
(2.2)

pour tout entier n > 1 et pour tout entier k de {0,---,r(n)} (B ,,j > 1)

n,k?
est une suite de v.a.r. indépendantes suivant la méme loi normale A/(0, 3%(1—
o kP
e 207(;5))
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et plus généralement que :
(2.3)

quelle que soit la suite d’instants (an,n > 1) telle que 0 < a3 < az <
-5 (Blag) — e_"(""_“"")B(an_l),n > 2) est une suite de v.a.r. gaus-
siennes indépendantes et centrées dont la suite des variances est (3%(1 —

e~2a(@n—en-1)y g > 9),
b) Définition de (én,n >1).

Pour définir cet estimateur, on se donne, en plus de la suite (r(n),n > 1),
une nouvelle suite (m(n),n > 1) d’entiers > 1 et on définit, pour tout n > 1, b,
comme la fonction réelle sur [0, P] dont le graphe est la ligne polygonale de sommet

%, i), (k=0,...,r(n)) on én,k est lestimateur de G(Tk(—np)) défini par :

Yn>1 et Yke{0,...,r(n)}

(2.4) . 1 Mmoo
i = —— > X
7] k 777,(71) ~ n,k

II - CONVERGENCE DE (6,(¢),n > 1) EN UN POINT DONNE ¢ DE
[0, P].
[

1)

Théoréme 1 Le bruit B étant un processus de Ornstein-Uhlenbeck station-
naire et étant donné un signal 6 de O, s1 les suites (r(n),n > 1) et (m(n),n > 1)

d’entier > 1 satisfont d :

r(n) ——— + o0 et
(1.1) ntee

Ja> 0 tel que Thm m(n)
n—+oo nt

>0

pour tout instant t donmné de [0,P), pour que la suile de v.e.r. gaussiennes
(én(t),n > 1) définie au 2.b) converge en probabilité, il faut et il suffit que la
suite des espérances (E(6,(t)),n > 1) converge, et dans ce cas (6a(t)yn > 1)
converge p.c.s. et en moyenne d’ordre p, 1 < p < +o0, vers la limite de la suite

E(6(t),n > 1).
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m Un signal possible § est donné, et toute la démonstration se fait sous
Phypothese 6.

a) Puisque les signaux admettent P comme période, nous avons, d’apres

(L1.1.); (1.1.3.); (12.1) et (1.2.4) :

Vn>1 et Vke {0,...,7(n)}
(1.2) m(n)

=0y + )E

On déduit alors de (1.2.2.) que :

Vn>1 et Vke{0,...,r(n)}

(1.3) ) k. 21 — ¢ 205
B,k suit la loi normale J\/’(G(r( P) ), A c )
n

m(n)

b) Etant donné un instant ¢ de [0, P, pour tout entier n > 1, on appellera #;,

et t!! deux instants successifs de la famille {TIEI:) ,k=0,...,7(n)} tels que :
\ P
(1.4) to<t<th =t +

r(n)

¢) D’apres (1.2.b), nous avons, pour tout ¢ € [0, P
1

a(t) = Bu() + t"'; <én(t;; 0u(th)

tll
(1'5) t” — 1 tl
= A —0(t,) + On(th)
g t;; o

Comme la famille (6, 1,n > 1,k € {0,...,r(n)}) et gaussienne, et d’apres (1.3),

6,,(t) suit donc, pour tout entier n > 1, une loi normale de moyenne :
(1.6) Vn > 1, E¢(8a(t)) = 6(th) + (9(t )= 6(th))

Calculons sa variance :

varg(Gn(t)) = (tt,:, 7 ) Varg(On(t )+ (t” ;I

z%mw( n(th), On(t1))

)? varg(fa(y))
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k désignant I'entier défini par (—)— = t,, nous avons d’aprés (1.2.2.) et (1.2.4.) :

m(n)
h A 1 . .
cove(ﬂn(t'n),ﬁn(t',i)) =Ty Z E(B:z,lvaz,kﬂ)
m2(n) )
1 m(n) ) )
=—— SN E®B,.B,.)
mz(n) ; k k+1
1 @ ) m(n)
_ —a(t, —t), j
= 2, v Ps)
—a(t”—t’ )
_ ¢ P T a2 o —2at,

On en déduit finalement que :

t”

e (0u(8) = (g P = et 4 (G L

Z(t”_t)(t_t) ﬂ —-a( =ty _ 20t
ey A Gl Y

——201

d’ou découle I'inégalité :

(1.7) Vi > 1, varg(a(1)) < Ti?;)(l_e-zap) . %%

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme 1.

d) La condition nécessaire est bien connue (cf. [24], lemme 1.5) : pour qu’une
suite de v.a.r. gaussiennes converge en probabilité, il est nécessaire, qu’elle converge
en moyenne d’ordre p,1 < p < +oo, d’ou il résulte que la suite des espérances

converge. Il suffit d’appliquer ce résultat a la suite (én(t), n > 1).

e) Réciproquement, supposons que la suite des espérances converge, et posons :

(1'8) £(9>t) = hl}} Eé(én(t))
Pour tout réel € > 0, puisque :

{18a(t) — €(6,8)] 2 €}
C {16a(t) — Eo(Bu(t))] > ¢ — | Bo(Ba(t)) — €(6,8)]}
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et par conséquent que :

e — | Eo(8u(t)) — £(6,1)|

Probe{‘én(t) —£(8,t)] > e} < 2(1 - F( m

Dés que n est assez grand pour que l'inégalité :

|Bo(8n(8)) — €(8.1)] < 5

soit satisfaite, nous avons, d’apres (1.7) :

(1.9) Probg({|8.(t) — £(8,8)] > €}) < 2(1 - F(W:;(n)))

Comme on sait que :

1”_F(6\/m(n)) 48 1 e
B e

on en déduit finalement, en utilisant (1.1) que :

+ o0
Ve >0, > Proby({|a(t) — £(6,t)| > €}) < +oo

n=1

ce qui signifie que :

(1.10) fn(t) —— 06, 1)

n—oo

et termine la démonstration, puisque ce type de convergence entraine la conver-

gence en probabilité. {1.9) prouve d’ailleurs directement la convergence en proba-

hilité sous la condition :

r(n) —— + o0
n—o0

m(n) —— + o0
n—o0

2)

Corollaire 1 Sous les conditions du théoréme 1, en tout point t ot le signal

considéré @ est continu, nous avons, sous Uhypothése 6 :

(1.11) b.(t) —— 5 6(t)

n—eco

)
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®  En effet, d’aprés (1.4) et puisque ¢! —#! = T(I:L ——— 0, d’aprés (1.1}, nous
n—00
avons :

t,——t et th ——t
n—oc n—0o0

Comme € est continu au point t, on en déduit d’apres (1.6) et puisque Vn > 1
t,, t, <1 que:
Ey(Bn(t)) — 6(2)
n—00
On peut donc appliquer le théoréme 1.

3) Remarques.-

2) On peut étre un peu plus fin en accordant plus d’attention aux suites

t,n > 1) et (th,n > 1). En effet, la condition (1.4) ne déterminant pas
1 b

entierement ¢, et t'] pour tout entier n, s'il en existe, tel que ¢t € {:”("P),L =

0,...,7(n)} nous imposerons dans ce cas les choix suivants pour #, et 1 :
—sit=0:
P
t, =0 et t = —
r(n)
(== 6(t;,) = 6(0) —— 6(0) =0 et (¢! ) —_— 6(0+))
n—oo

—sit=P:

(3.2) i, = (r(n) — 1)% et th =P

(= 0(t,) — 6(P7) et 6(¢t!) = O(P) —_ 6(P) =0)

—si0<t<Petsite{£&L k=0,. rn},
r(n)

i) Si ¢ est un point de continuité & gauche de

P
3.3 t,=1t et 1 =t+-——
( ) n € n +7'(n)

(== o(¢t, )——> 6(t) et 6(" )—ﬂ 6(t+t))

i) Si t est un point de discontinuité a gauche et de continuité & droite de 6 :

(3.4) t,=t— T(I:Z)

et t, =t
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(== 0(t,) —— 8(t7) et B(t) — 6(1))
n—oo n—oo
iti) Si ¢ est un point de discontinuité & gauche et a droite de 6 :

3.5 ¥ =t——— et t" =t

(35) Lt e

(= 6(t},) —— 6(t7) tandis que la suite (6(¢,),n > 1) pourra converger vers
n—o

6(t), vers 8(t), ou diverger, auquel cas elle aura au plus deux valeurs d’adhérence,

O(t*) et 6(t). Si (r(n),n > 1) est, par exemple, la suite des nombres premiers, il

existe au plus un entier n > 1 tel que t € {r(f) ,k=0,...,r(n)} et dans ce cas on

a: O(th) —— 6(th)).

b) On déduit de cette étude que si t est un point de continuité d’un coté de
8, et de discontinuité de Pautre coté, la suite (E(f,(t)),n > 1) converge, d’aprés
(1.6), si et seulement si la suite (%,n > 1) converge. On peut faire la méme

E=0,...,r(n)}.

remarque pour n’importe quel point ¢ tel que Vn > 1,t ¢ {£
¢)

Corollaire 2.- Sous les hypothéses du théoréme I et st de plus :

r(n)’

(3.6) Yn>1 r(n)=10"

n p.c.s.
8,(t) —— 0(t) en tout instant décimalt, 0 <t < P, ot 8 est continu au moins

1 o0
i
d’un coté.

w Sitest un point de continuité de 8, cela résulte du corollaire 1. Supposons

donc maintenant que 6 est continu d’un seul ¢oté au point t.

@) Si 0 est continu & gauche, dés que n est assez grand, d’aprés (3.3), on a

t!, = t. Par conséquent, on a, d’apres (1.6) :

Eo(6n(t)) = 0(t),) PR 6(t)

B) Si 8 est continue 3 droite, dés que n est assez grand, d’apres (3.4), on a

t!! = t. Par conséquent, on déduit de (1.6) que :
Eg(8a(t)) = 6(t) —— 6(1)
n—-+oo

On applique alors le théoréme 1. [ |
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d) En fait, en ce qui concerne la convergence de la suite (Eg(én(t)), n>1),
on peut avoir tous les cas de figure.
Exemple 1.- On suppose que & = 0,111... et que l'on travaille encore dans
le systeme décimal, c’est--dire que la suite (r(n),n > 1) est définie par (3.7).
Alors nous avons :

t—th ¢

w1 P

Vn>1,t, <t<t, et
On en déduit alors d’apres (1.6) que :
~ t — t +
Ba(B(t)) —— (1= 5)8(t7) + S6(th)
puis en utilisant le théoreme 1 que :
Ialt) — s (1= TI0(7) + FOCE)
(1) — o =
. P P
Cette limite est différente de 6(t) si t est un point de continuité de § d’un seul
coté.
Exemple 2.- On suppose encore que {r{n),n > 1) est définie par (3.7) et que

+ =0,0101....

On vérifie dans ce cas que la sous-suite des termes de rang pair de la suite
(E(6,(t)),n > 1) converge vers 6(t™) + (0.0101...)(8(t*) — 6(¢t7)) tandis que
la sous-suite de rang impair converge vers 8(¢t~) -+ (0.101.. )(8(tT) — 6(t7)). Par
conséquent, on est assuré que la suite de v.a.r. gaussiennes (én(P x0.0101...),n >

1) ne converge pas en probabilité d’aprés le théoreme 1.
e) Pour terminer ces remarques, notons que on déduit facilement de (3.1);
(3.2); (1.6) et du théoréme 1 que :
Corollaire 3.- Sous les hypothéses du théoréme 1,
p.c.8.

6,(0) —— 6(0) =0

n—oc

B.(P) =", 9(0) = 0
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III - CONVERGENCE UNIFORME DE 6, SUR CERTAINES PAR-
TIES DE [0, P].
1) Notations.

Pour tout signal 8 de © et pour tout entier n > 1,

(1.1)

Cyn(8) désignera la réunion des intervalles de la forme [(k_l)P kP =

r(n) 7 r(n)

1,...,r(n), qui ne rencontre pas D(§).

(1.2)

T.(8) sera 'ensemble des bornes inférieures des intervalles du type précédent

dont la réunion est Cr(6).

On est str que C,,(8) # @ dés que n est assez grand, et il est facile de vérifier
que pour tout signal 6, la suite (Cr(8),n > 1) converge, c’est-a-dire que :
im C,(6) = lim C.(8
Jm Ca(0) = Lm_Ca(6),

et que sa limite est :

(13) lim Ca(6) = [0, P] - D(6)
n—-+4oo
Sur chacun des intervalle |d;—;,d;[,7 = 1,...,s et dans leur réunion, le

signal § est uniformément continu. On utilisera les modules d’uniforme continuité

correspondants a savoir :

Ve>0et Vi=1,...,s
(1.4)
wi(8,¢) = Max{|0(u) — 8(v)|; di-1 < u,v < d; et Ju—v]<e}

Ve>0
(1.5) {
w(b,e) = Max{wi{b,e);i=1,...,s}

Enfin, nous poserons :
V6 € O; Vn > 1 tels que Cp(8) # &,

o) { 16, — 6112 = Max{|8.(t) — 8(t)]; t € Cr(0)};

et ’

7 {V@ € ©; ¥n > 1 et pour tout fermé F de [0, P],

16, — B1S = Max{|6a(t) ~ 6(1)]; t € F};
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2)
Théoréme 2.- Sous la condition (I1.1.1) et s1 de plus :
(2.1) r(n) = O(mb(n)), ot b est un réel > 0

Pestimateur (6,,n > 1) défini au (1.2.b) converge p.c.s. vers 8 (sous Uhypothese
0) au sens de la convergence uniforme sur tout compact de [0, P] ne contenant pas

de point de discontinuité de 6, quel que soit le signal 6.

m  Etant donnés un signal 6 et un instant ¢ ou le signal 8 est continu il existe un

rang N(6,t) > 1 tel que :

n''n

22) {Vn > N(8,t), Vintervalle [t],, ¢} (vérifiant (1.4))
2.2

est contenu dans C,,(8)

Pour tout entier n > 1, comme le graphe de 6, est une ligne polygonale, nous
avons :
16(t) — 6(2)] < 16(t) — Balt)| + (6(2) — bn(th)]
< 18(t) = 6(t)| + 18n(tr,) — 6(25)] + [6(2) — 6(22)
+ 1638y — 6t

En utilisant le module de continuité défini par (1.5), on en déduit que :
Vn > N(8,t)

16a(t) = 6(£)] < 20(68, ——) + Max{|fa(r) — 6(r)|; 7 € Tu(6)}

()

+ Max{l@n('r +—)—6(r + T_(Ej)l ;1€ Th(6)}

( )

puis, d’apres la définition (1.6), dés que n est assez grand pour que C,(§) ne soit
pas vide, que :
~ (n,0) P o
6 = B2 < 200,75+ Mx{fin(r) = 6(7)] i 7 € Tu(6))
. P P
P’ N -\l
+Max{| n(T+ r(n)) 9(T+ r(n))I’ TE Tn(g)}

Comme le signal § est uniformément continu sur [0, P] — D(6) et d’apres (IL1.1),
nous avons :

w(8,

)
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Par conséquent, étant donné un réel o > 0, dés que n est assez grand pour que

Von ait Cp(0) # @ et w(#, ;—(1;—)) < £, nous avons Vinclusion :
{16 — 615> > a} € {Max{|8a(r) = 8(7); T € Tu(6)} = %}

P )—6( +

U{Max{l&n(r + m

P a
m)h T € Ty(0)} > g}

Pour montrer que “én - 9“(n )

——~—> 0, sous ’hypothése 6, autrement dit pour
montrer que :

+oo
(2.3) > Probe{||6n — 627 > o} < +o0,

n=1
il suffit donc de montrer que, sous ’hypothese 6, on a :

p.c.s.

(24) Mah{wn(T) — 9(7')] reT (6)} ig" 0

et

(25)  Max{lfa(r+ ) = B+ )i 7 € T(6) = 0
. r(n) r(n)"’ )

Pour le premier probleme nous avons :
Proby({Max{|,(7) — 8(7)|; 7 € Tu()} > a})
=Probs( |J {Ifn(r) = #(7) > a})

TET,(8)

< Z Probg{lén(r) —8(7)] > a}

TGT"(Q)

= 2(1 — F(——))
,g}(g) \/Var(é) (™)

< 2r(n)(1 ~ F(ﬁ————\’gl(n))), Laprés (11.1.3)
T(n)

2/32
+oo o7 ,/
De maniére analogue, on montrerait que :
5 P P
. —)— 4 —; T.(0)} >
Probg{ Max{|0,(7 + r(n)) (r+ r(n))|’ € T.(8)} > a}
ar/m(n
smmm-F@%éln
2 r(n) 2"

+ooOt m
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On en déduit, compte tenu de (2.1) et de (II.1.1}) que lon a (2.4) et (2.5), et
finalement que l'on a (2.3). Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer
que pour tout fermé F de [0,P] ne rencontrant pas D(#), il existe un rang
N(9,F)>1tel que:

VYn>N(8,F); FC C,(0)

On a alors évidemment :
¥n 2 N(8,F); 16— 6155 < |f6r — 61

et a fortiori :

6, — 01 =0

IV - SIMULATION.

On présente ici un exemple d’estimation d’un signal périodique présentant des

discontinuités.

1) Simulation d’une trajectoire du processus de Ornstein-Uhlenbeck.

Soit W = (W(t),t > 0) un processus de Wiener, de covariance.

(1.1) I'(¢,s) = Inf(t,s), t,s > 0
en posant :
(1.2) B)=e7'W(e*), t>0

on définit un processus de Ornstein-Uhlenbeck standard, de covariance :
(1.3) K(t,s) =exp(—[t—s|)t,s >0

Simuler une trajectoire du processus de Ornstein-Uhlenbeck standard, revient donc
a simuler celle du processus de Wiener, vu la relation (1.2). A cet égard, on utilise

la construction de Lévy-Kampé de Férier du processus de Wiener.
2) Construction de Lévy-Kampé de Fériet

a) Elle est basée sur la notion des fonctions triangulaires définie ci-dessous :
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i) Pour tout entier n > 1, il existe un couple unique d’entiers (py,, ¢n) tel que :

n=2""14p,
(2.1) {

0<p, <2071 —1

Vn > 1, on pose J, = [zis, f2th

29n~1)5 2qn—1
(J,, est ouvert a droite si %"7?_—11 < 1, ferme sinon).

ii) On appelle fonctions triangulaires, la suite de fonctions (e,,n > 1), définies

sur [0,1] par :

0 sit#£J,
(2.2) en(t) = { 20°(t — 5227) sit# Jon
Zq"(-i—q%"_—l — t) sit # J2n+1

b) Cousidérons, maintenant, une famille de v.a.r. gaussiennes centrées
(Emm.m = 1,n > 0), definies sur le méme espace probabilisable (Q,A, D)

indépendantes et telles que :

Vm > 1, var(éno) =1

(2.3) . o 1
Ym>1,Yn>1 var(épn) = EYmeny

En posant :

vt e [0,1], YVw € Q

+o0
(2.4) Wm(t,w) — tﬁm,o(“-’) + Z en(t). fm,n(w)

on définit une version W, de la fonction aléatoire réelle du processus de Wicner

d’espace temps [0, 1], & trajectoires continues, nulle a lorigine.

Pour une version & trajectoires continues sur [0, +oo] il suffit de poser :

Vi >0, YweQ
(2.5)

W(t,w) = Wi(Lw) + - + Wiy(1,w) + Wi (t = [t,w)
ou [t] désigne la partie entiere de ¢.

En utilisant la relation (1.2), on obtient une version a trajectoires continues

du processus de Ornstein-Uhlenbeck standard.
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3) Estimation d’un signal périodique présentant des discontinuités

a) Le signal a estimer sera ici une fonction périodique de période P > 0,

présentant deux points de discontinuités d; et dy et ayant la forme

0 si0<t< dl
(31) g(t) { Siﬂth si d1 S t S d2
0 sidy<t<P

b) On a simulé le bruit sur lintervalle [0, 3], en choisissant pour suite d’instants
d’observation, la suite définie par :

3k

= 510

(3.2) th k=0,...,29

yooe

En prenant pour période P = t35, on pourra observer le signal § sur 32 périodes,
suivant la suite d’instants d’observation définie par (3.2). Ceci nous permettra de

construire un estimateur ¢, avec m{n) =n = 32 et r(n) = n = 32.

0.0 0.02 0.04 0.06 0.08
11 { —_— Y SN R S




(1]

(2]
3]
(4]

(13]
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RESUME

Necus étudions gquelques probiemes de test de détection
et d’estimation de certains signaux dans un bruit gaussien centré

de covariance connue.

Plus précisément, 4 partir de Penregistrement d’une
seule trajectoire d’un processus gaussien somme d’un signal
déterministe inconnu et d’un bruit aiéatoire que I"on suppose étre
un processus de Ornstein-Uhlenbeck, nous proposons des tests
convergelits de I’hypothése d’absence de signal contre plusieurs
hypotheéses alternatives. IDeux de ces tests reposent sur Pexamen
des distances des lois conditionnelles du modeéle et un théoreme de

J. Geffroy, un autre sur une statistique linéaire des observations.

Puis nous construisons un estimateur de iype ligne
polygonale du signal inconnu lorsque celui-ci est périodique de
période connue, et continu par morceaux. Cet estimateur converge
p-c.s. pour la convergence uniforme sur tout compact ne contenant

pas de point de discontinuité du signal.

MOTS CLES

SIGNAI — BRUIT GAUSSIEN - PROCESSUS DE ORNSTEIN-
UHLENBECK — TEST DE DETECTION -~ ESTIMATION.






