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INTRODUCTION 

On reçoit à partir de l'instant initial t = O un signal, somine d'un signal 

éinis 0 = (O(t), t 2 O) qui est le signal utile que l'on voudrait récupérer et d'uil 

bruit aléatoire B = (B(t), t > 0) que l'on suppose être un processus de Oriistciii- 

Ulilenbeck. aiitreinrilt dit un processus réel gaussien crntré de covariaiirr IC do11116 

par : 

Vt, s 2 O, I<(t, ç )  = /72e-alr-s1 

où u et /3 sont deux paxarriktres > O qui sont supposGs connus, dans certains cas. 

La motl6lisatioii du bruit par ilii processus de Ornsteiii-U1ileiibec.k est soiivcnt 

utilisée. Ralppeloils que d'iiiir part, c'est le proccssus marltovien giiussieii st;lt,ion- 

ila,ir<: ccntsré le plus général ([G] ; III.8.2., p. 99) et qiie d'alit,rr part,, il cst soliit ioil 

de l'iicluat,iori difflrcritielle st,ocliastiqiie de Larigeriii. 

A paitii. de l'enregistrcinent d'une seule trajectoire tlii processus gaiis5icii 

S = O +  B, soit : 

X(t ,  wo) = @(t) + B(t,  wo), t 2 0 ,  

on se pose deux problènies : 

1) détecter la présence d'un signal utile 8, 

2)  estiiiier le signal O. 

Dans le chapitre 1, on rappelle quelques résultats coiinus sur les tc\ts tlc 

cl4tectioii d'un sigiial dans uii bruit gaussien. 

Dans le cliapit,re II, on trois tests convergents de l 'l~y~otlïèse qu'il "'3- 

a pas de signal, c'est-à-dire que l'on a enregistré seulement une trajectoire B(., do'i 

du bruit B contre l'liypothèse qu'il y a en plus un signal non nul appartenant à : 

1') L'ensemble O* des signaux de classe C1 sur [O, +m[ qui vérifient : 

h~ (O(t) + ~ ( t ) )  < O ou t+Fm(O(t) + e ( t ) )  > O, dans le cas du premier test. 
t-+cc 



2") L'ensemble O** des signaux non nuls de classe C1 sur [O, +CO[ de période 

connue P tels que @(O) + 8(0) # O en ce qui concerne le second test. 

3 O )  L'ensemble 0; des signaux qui vérifient : 

1 
lim C(eaO(p) - O(p - 1)) > O ou 

n++m Jnen(n)  p=l 

- 1 
lim C(ea@(p>  - @(P - 1)) < 0 

n-+m Jn[n(n) &,=1 

pour le troisième test. 

Les deux premiers tests (où l'on suppose de plus que a = P = 1) repo~t,ilt 

sur l'exaincn des distances des lois conditionnelles du niodèle et un th6ori.iiic ( 1 ~  

J .  Geffroy, le troisième sur une statistique linéaire des observatioi~s. Poui appliclii(.i 

ces tests, on utilise sciilenicnt les qiiantités X(tn,ui,),n > 1, pou1 uiic siiitc 

d'iilstaiits d'observation ( tn ,  rL 2 1) conveiiableineiit choisie, c'est-%-dire qiic l'oii 

i.cliailtillonne coiivenablemeiit le signal enregistré. 

Enfin dans le chapitre III, on s'est intéressé à. l'estiinatioil di1 sigilad 0 soiis 

l'l~ypot~lièse générale que taus les signaux possibles, dont l'enserril~lc est ilot,i. (-1, 

a.diiietteiit la niêiine période connue P, sont continus par rnorceaux et s'üniliil<~iit k 

l'instant t = O. On propose dans ce chapitre un estiinateur de typc ligne polygoiiiil(~ 

notk (O,,, n 2 1) de la restriction à l'intervalle [O, Pl di1 sig~inl iit,ile incorinii O. 

Oii montrera que cet estimateur convcrge presque cornplèteiiieiit sîireineilt, soiis 

l'liyypotlièse 0, au sens de la convergence uniforme sur certaines partries dc [O, Pl: 

quel que soit le signal O. On étudiera aussi la convergence de ( O , ( t ) ,  17, > 1) cn t.oiit 

point doilni: t de [O, Pl. 



CHAPITRE 1 : BIBLIOGRAPHIE SUR LES TESTS DE 

DÉTECTION D'UN SIGNAL DANS UN BRUIT GAUSSIEN 

Oii observe sur un intervalle de temps T , T  c R+, une trajectoire rl'iinct 

fonction aléatoire réelle (f.a.r. ) gaussienne ( X  (t); t E T), somirie d'un sip,rinl 

déterministe ( B ( t ) ;  t E T) et d'une f.a.r. gaussiennc centrée (B(t) ;  t E T), tlr 

covui:tiice connue K .  

-4 partir dc l'cnicgiitreincnt de cctte t rajcctoirc 

oii cllercllc détcctcr la présence d'un signal iitilc O. 

Le l)roblCiiic coilsistc donc à tester si l'on a cnrcgistrF iiilicluc~ilcilt dii 1)riiit 

ou si en plus di1 briiit il y a un signal utile O. On aura doiic à te5tci 1'1iYl)otli~~~c : 

Ho : x(t) = B(t) ; t E T 

coiltre l'alternative 

H I  : X(t )  = O(t) + B(t) ; t E T, O E 

oii est l'enscnll~le clcs sigilaux possibles correspondant à iinc liyltotlii~sc a 1)i.ioi.i 

sus le signal. 

Le tliéori'nie de dichotomie de deux lois gaussierincs joue un rôle, iiill~oitiii~t 

dails la ri\soliition de cc probli.inc, lorsque est un ensenlblc réduit à iiile sciil(~ 

loi 

011 coiiimcncera donc ce cllapitre par un rappel de ce tlîéorèrric. 

a) La preiniGre version du théorhme de dichotomie est due à J. Feldmaii ([SI, 

1958) et J. Hajeli (1131, 1958). La version qui nous intéresse plus particiilièrem~iit 



ici est celle de E. Parzen ((251, 1961).  Elle est basée sur la notion d'espacc 

autoreproduisant introduite par N. Aronjazn ( [ l ] ,  1950). Sous la forme la plus 

générale, elle est due à J. Neveu ( [ 2 4 ] ,  1968).  

b) 

Définition : Soit  ( B ( t ) ;  t E T )  u n e  f.a.r. gaussienne centrée de coz,nrian,ce 

K .  O n  appelle espace autoreproduisant associé à la covariance IC, no té  ' H ( T ,  I o ,  

l'espace hilbertien des fonctions sur  T Ù valeurs réelles et jouissant des propriit6s 

suivantes : 

i )  les fonctions K( t ,  . ), t E T ,  appartiennent à % ( S .  I<) et engendrent cet espacp. 

i i )  la vale~rr a,tr. point t E T (le toute  fonction 12 d c  ' H ( T ,  IC) est donn,ée par le 

prod71,it scalaire : 

h(t)  = ( h )  I<(t ,  . )) . 

Si on note L 2 ( B )  l'espace gaussien centré engendré par ( B ( t ) , t  E T ) ,  

l'ap~>licatioi~ qui à tout U appartenant à L 2 ( B )  associe ln fonction rbell~ i ( l ' )  

dCfiiiic sur T par : 

est alors une bijection linéairc de L 2 ( B )  sur % ( T ,  I<) qui conserve le protliiit 

scalaire (cf. [24] ,  proposition 3.2). 

c) Citons à présent la versioil la plus explicite dii théorèmc de dichotomir de 

deux lois gaussiennes (cf. [24] ,  corollaire 8.3). 

Théorènie : Soit  ( B ( t ) , t  E T )  une  f.a.r. ga,ussienne centrfie de cov«.rian,ce IC 

et deux fonctions Qo et Q I  définis SUT T .  Les lois de probabilité associées aux f.a.r. 

g a ~ ~ s s i e n n e s  ( Q o ( t )  + B ( t )  ; t E T )  et  (Qi ( t )  + B( t )  ; t it T )  notées Po, et PB, ,  s0n.t 

o u  bien éqî~ivalentes ou  bien orthogonales. Elles sont équivalentes si et s e~~ lem.en t  

s i  Bo - Q I  E X ( T ,  I i ) .  

III - CONSÉQUENCE 

Soit (B ( t )  ; t E T )  une f.a.r. gaussienne centrée définie sur l'espace de 

probabilité (R,  A, P). 



Soit Ii la covariance de cette f.a.. Notons P l'ensemble des lois de probabilités 

des f.a.r. (6(t) + B(t) ; t E T)  où 6 est élément de l'espace auto-reproduisant 

U(T, Iz'). 

D'après le théorème de dicllotomie (cf. [24], proposition 8.1) toute loi Q clc 7' 

est équivalente à P et la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport à P t.riiit 

sur (0, A, P) 

pour un élément unique Y de L2(B). 

On poiirra ainsi dominer le nioclèle (0, A, P )  par la lncsurc de probal~ilitc; P. 

IV - TESTS DE DÉTECTION D'UN SIGNAL D~TERXIINSITE 

DANS U N  B R U I T  GAUSSIEN 

1) Cas où la contre-liypotlièse 0, est rédui te  à un  signal de  foriîie 

co1ii1ue. 

O11 suppose ici qiie T est un compact dc R +  et on teste 1'hypothi.s~ : 

Ho : X(t )  = B(t)  ; t E T 

(4.1) contre l'alternative 

Hl : X(t)  = B(t) + B(t) ; t € T, 

oh 6' est un signal défini sur T de forme connue et B lin processus gaussirii centri. 

de covariance coiiiiiie IL. 

Pour résoudre ce pioblème on suppose, générzileiilent, qiic le sigiial B cbf 

él6inciit de l'espacc X ( T ,  Ii), c'est-à-dire que l'on con~idère iii1 iiiodèlc doniiril. 

et on propose ini test de Neyman-Pearson bas6 sur la fonction de vraisem1)lailcc 

3 où Po est la loi de la f.a. X sous Hi. 

Le problème se pose ici au niveau du calcul de cette vraiselilblarict. Poiir ccln 

trois méthodes ont été proposées : 

a) Représentation de  Karliunen-Loève 

Soit (pk, Xk)kll la suite des fonctions propres et des valeurs propres associ6cs 

à l'opérateur : 



Pour k > 1 posons : 

La fonction de vraisemblance s'écrit alors sous la forme : 

h) Représentation sous forme intégrale 

Si e( .  ) est solution de l'équation de Fredhom de première espèce : 

la fonctioil de vraisemblance prend alors la forme : 

La forme explicite de ces deux représeiitations, dues à U. Grenander ([I l ] ,  1950), 

est en géiléral assez difficile à établir et s'avère donc peu utilc dans ln pratiqiic. 

c) Représentation dans  l'espace X ( T ,  IC) 

Partant du fait que 116112 = CkLi 2, la variable alcatoire A = 

apparaît ici coinine le produit scalaire de 6 et dc X dans %(T, Ii'), soit : 

Cette écriture est formelle, puisque presque sûrement X(. , w )  $! %(T, Ii') (cf. [ l G ] ,  

p. 533) inais permet d'exprimer la fonction de vraisemblance sous la forinr : 

Justifier une telle écriture nous permettrait alors d'avoir un outil plus mania- 

Ille pour exprimer la fonction de vraisemblance puisqu'il nous suffirait de caractbri- 

ses l'espace autoreproduisant associé à la covariance K et de calculer ensuite, for- 

mellement, le produit scalaire (4.4). On trouve dans M. Duc-Jacquet ([4], 1973) ct 



T. Kailath ([16], 1971) des exemples de constructions d'espaces autoreproduisnnts 

lorsque la covariance K est donnée. 

Pour justifier l'écriture établie en (4.5)' il suffit de vérifier que la variable 

aléatoire A définie par (4.4) est solution de l'équation : 

où Y est élément de L2(B). C'est la solution proposée par S. Icaïlath. 

2) Cas où la contre-liypothèse O1 est un espace de fonction de dimension 

infinie 

Le cas où la contre-hypothèse O1 est de dimension infinie est peu étudib. Ln 

difficulté provenant du fait qu'il est assez laborieux de coristriiire une stiitistiqii<~ li- 

bre. Pour résoudre ce problème, on ne s'intéressera qu'à des test asyiliptotiqiicrnc~nt 

de risque nul. Plus précisément notre démarche consistera à construire l'alternati\-tx 

O1 qui nous assure l'existence de tests convergents. 

Dans le cllapitre II et lorsque le bruit est un processus de Ornstein-Uhlenl~<~cli, 

noils proposoiis trois tests de détection où l'alternative cst de diiriensioii infiiiic, 

Les deux premiers tests sont basés sur un théorème de Geffroy, lc clernicr iiir iiric 

statistique linéaire des observations. 

2.1) Orthogonalité de deux familles d e  lois 

Soit le processiis X = (X(t,  w) = O(t) + B(t,  w) ; t 2 O, w 'B CL) à valeurs d;iil\ 

( R ~ + , B R + ( R ) )  où le signal O appartient à une classe donn6e O dc fonctioiii tlc 

R+ dans R et où le bruit B = (B(t) , t  > 0) est une f.a.r. gaussieiiiie cei1tri.c cl? 

covariance IC connue. On note Po la loi de X sur (RR+,  B ~ + ( R ) )  lorsque le sign;il 

inconnu est O. 

Définition : Deux hypothèses Pi = {Po  ; O E Oi) ; O; C O ,  i = 0 , l ;  sont 

dites orthogonales (Po I P i )  si : 

3~ E B ~ + ( R )  tel que : 

VO 'B OOo;  Pe(C) = 1 et Y0 'B E l ,  Pe(C) = O 

Si S = (t,),>l, est une suite croissante sur R+-suite d'instants d'observation 

notons P: la loi de la restriction de X = O + B à S. Il est clair que poiir 



que les hypothèses ( P o ;  6' E 0 0 )  et (Po; 6' E 0 ' )  soient orthogonales, il suffit 

que les familles de lois (P: ; 6' E Oi), i = 0,1, soient elles-mêmes orthogonales. 

Cette remarque permet de discrétiser le problème et de considérer l'orthogonalité 

d'hypothèses liées au processus (X(t,), n > 1). 

2.2) Séparation asymptotique uniforme (s.a.u.) de deux familles de 

lois 

V n  2 1, notons pe(") la loi du vecteur alétoire (X(t i ) ,  . . . , X(t,)) lorsqiie le 

signal est 6'. 

Définition : On dira que les familles de lois (P,,?, 6' E O,), i = 0,1, se s6p~rent 

asymptotiquement uniformément, s'il existe une suite de cylindres (C,, 11 2 1) : o c  

C, et B(Rn)-mesurables : telle que : 

En posant C = lim Sup C,, on établit facilement que : 
n 

vo E O,, P ~ ( c )  = 1 

V6,eO1 P:(C)=~ 

Aussi, pour que les familles de lois (Po; 6' E O,), i  = 0,1, soient orthogonnles, il 

suffit que les familles (P: ; 6' E O,),i = 0'1, se s.a.u. 

2.3) Tests coiivergents et ortliogonalités d'liypotlièses iiiultiples 

D'a.près (4.7), (R(") \ C,,n > 1) est la suite des régions critiques d'un test 

convergent de l'llypothèse O0 contre l'alternative O1. Il est donc nécessaire que 

ces liypot hèses soient orthogonales. 

Le théorème de J. Geffroy, ([8], 1976) énoncé ci-dessous donne une conditioii 

suffisante de s.a.u. de deux familles de lois, basée sur l'éloignement des lois 

coilditioilnelles au sens de la distance en variations et fournit la forme explicit,? 

des cylindres (C,, n > 1). 

2.4) Tlioérènie de Geffroy 

Pour tout (n-1)-uple s("-') de R(,-') ; pfn-') désignera la loi conditionnelle 

de X(t,) sachant que (X(t i ) ,  . . . , X(t,-1)) = z(,-'). Supposons vérifiées les 

conditions suivantes : 



Il existe deux suites (p,, n > 1) et (q,, n > 1) de nombres réels et une suite 

(B,, n > 1) dans laquelle, pour tout entier n > 1, Bn est un borélien de Rn telles 

qu'en notant B,(x(,-')) la section de B, par le ( n  - 1)-uple quelconque z ( ~ - ' ) ,  

on ait : 

i VB E O. et VBr E O1 
(4.9) (1) 

PB("(BI) 2 pi > qi 2 Po, (Bi)  

Tliéorèiiie (Geffroy) : Les conditions (4 .9 )  c t  (4.10) étant. ~n t i s fn i t es .  Ir,.; 

boréliens C,, n > 1 définis par : 

vériJent les inégalités su.ivanteu : 

Du inoinent que les hypothèses O0 et Oi vérifient les coilditioils (4.9) et (4.10'1 

et que Czl = +co, le théorème de J. Geffroy dit qu'il rsiste alors i i r i  t m t  

uniforinémcnt convergelit de O. contre 01. La suite cles régions d'acceptations est 

définie ici par la suite des cylindres (C,, n > 1). 

Ce théorème est à la base des deux premiers tr-sts du cllapitre II oii on a 

cherché à ce que la contre hypothèse 01 soit la plus riche possible sous la conditioii 

que le test reste convergent. D'après le théorème de dichotomie 0i est assiijettir 

à la contrainte : 

01 n .(R+, 1-1 = 0 .  





CHAPITRE II : TESTS DE DÉTECTION D'UN SIGNAL 

DANS UN BRUIT DE ORNSTEIN-UHLENBECK 

Ce chapitre a été rédigé à partir d'un article (cf. [14]) dans lequel on n 

fait diverses insertions. Le premier chapitre ayant été rédigé ultérieuremcnt, il 

en résulte quelques redites. 

Résumé : En se basant sur un seul enregistrement 

de la somme d'un signal inconnu 0 = (O(t) ; t 2 O) et d'un bruit aléatoire 

gaussien centré B = (B(t,w) ; t 2 0,w E fi), qui est supposé être un processus (Ic 

Ornsteiil-Ul~lenl~eclc~ on propose ci-dessous trois tests convergents de l'liypot,lii~sc 

qu'il n'y a pas de signal, c'est-à-dire que l'on a enregistré seulement une trajcctoirr 

B(.,wo) du bruit B contre l'hypotlièse qu'il y a en plus un signal non niil 

appartenant à l'ensemble 0* des signaux de classe C1 sur [O, +m[ qui vérifirnt : 

i;rn (û(t) + é ( t ) )  > O ou i;m (0(t) + b( t ) )  < O dans le cas du prenlier tcst , 4 
t-+cc t-+Cu 

l'ensemble 0** des signaux non nuls de classe C1 sur [O, +oo[ de période coiiriiit: 

P tels que @(O) + é(0) # O en ce qui concerne le second test ou à l'enseml>lc 
1 " 

0: des signaux qui vérifient : lim - x ( e " ~ ( ~ )  - - 1)) > O, 011 
,++oc> f i l n n  p=i 

- 1 
lim --- 1 ( e " ~ ( ~ ) - @ ( ~ -  1)) < O pour le troisième test. Pour appliqiwr c c i  

n + + m  ,,&Inn n=l 

te&, on utilise seulement les quantités X(t,, wo) , 7% > 1 pour une siiite d'iilstnilts 

d'observation (t, ; n 2 1) convenablement choisie (autrement dit, le signal cst 

échantillonné). La démonstration des deux premiers tests repose sur une condit.ion 

suffisant,e pour que deux hypothèses soient orthogonales, due à J. Geffroy, et qui 

port-e sur l'éloignement des lois conditionnelles, au sens de la distance en vasi a. t' ions, 

tandis que le troisièrile test est démontré de manière classique. 

Classification A.M.S. : 62M02 - 60G15 

Mots-clefs : signal, processus de Ornstein-Uhlenbeck, test de détection. 



1 INTRODUCTION 

1) Position du problème 

On reçoit à partir de l'instant initial t = O un signal qui est la soinme d'un 

signal émis 8 = (O(t) ; t 2 O), qui est le signal utile que l'on voudrait récupérer, 

et d'un bruit aléatoire que nous supposons être, au début du chapitre (section II, 

paragraphes 2 et 3)' un processus gaussien centré quelconque (B(t) ; t > O),dr 

covariance IC connue, puis (à partir du paragraphe 3 de la sectioil I I )  un processiis 

de Ornstein-Uhlenbeck, c'est-à-dire un processus gaussien centré dont la covariance 

est donnée par : 

Cc que l'on enregistre est donc une trajectoire du processus gaussien 8 + B, soit : 

La modélisation d'un bruit par un processus de Ornsteiil-Ulilenbeclc est souvent 

utilisée. R a ~ ~ e l o n s  d'une part que c'est le processus markovien gaussien station- 

narre centré lc plus général ([G]; 111.8.2, p.99)' à deux coefficients d'écl-irllc siir 

l'anlplitude du bruit et le temps près, que l'on pourrait introduire et estimer clans 

un i~iodèle plus élaboré, et d'autre part qu'il est solution de l'équation différenti<~ll(~ 

stocl~astique de Langevin (cf. [2] ; VIII.6 ou [G] ; X.4.b' p.335-336). 

La seule hypothèse a prrori que l'on fait est que 8 appartient à un ensem1)l~ 

connu O de signaux possibles et le problème est de déduire de l'enregistrcmeilt 

(X(t,wo) ; t > 0 )  le maximum de renseignements concernant le signal iitilc H 

Dans la section III, on propose trois tests convergents de l'hypothèse qiir le .;ignwl 

utile est nul, c'est-à-dire que l'on a enregistré seulement une trajectoire B(.  , wo) 

du bruit (qui est un processus de Ornstein-Uhlenbeck) contre l'hypotl-ièse qii'il 

y a en plus du bruit un signal utile non nul, lorsque l'hypothèse alternative O*, 

puis O**, puis 0; est convenablement choisie (voir le résumé). On a cherché A cc 

que ces contre-hypothèses soient aussi riches que possible, sous la condition que 

les tests restent convergents. Si la première contre-hypothèse O* est appariie telle 

quelle pour des raisons techniques, la seconde est naturelle. Dans les deux cas, 

on voit apparaître le fait, propre au bruit de Ornstein-Uhlenbeck, que le signal O 

n'intervient que par 8 + O, alors que dans le cas d'un bruit brownien (cf. [22]), 



c'est par 8 qu'il intervient. La définition de la contre-hypothèse du troisième test 

repose aussi sur des considérations techniques. 

2) Discrétisation du iziodèle 

On ne se servira pas de tout l'enregistrement (X(t,  wo) ; t 2 O) mais seulement 

de la suite (X(t,,wo) ; n 2 1) des mesures du signal reçu suivant la silitte cfcs 

instants d'observation T = (t, ; n 2 1) : 

Cette suite devra être choisie convenablement, et n'aura pas nécessairemrnt la 

forme d'une progression arithmétique; autrement dit, bien qiie B soit ui1 procrsqiis 

gaussien stationnaire (dans le cas où c'est un processiis de Ornstciil-Uhlenl~ecIc), 

la chaîne (B(f,,) ; n 2 1) ne sera pas nécessairement statioilnairc. Par contre 

elle restera iriarliovieniie, coinme (B(t) ; t > O), ce qiii explique la sirriplicitb cles 

résultats obteiius. 

3) Outi l  matliéniatique utilisé 

Ce travail repose, coinine oii l'a indiqué dans le résumé, siir iinc condition 

suffisailte d'orthogonalité de deux hypothèscs niiiltiples portant sur l'éloigncmcilt 

des lois conditionnelles au sens de la distance en variations, due à J. Gcffroy ( [ B I ;  

th. 1). 

4) Notatioiis e t  rappels 

Pour tout entier n > 1 et pour tout signal O ,  z(,) = (.zl,. . . , z,,) désignera tiil 

n-uple réel quelconque, pin) la loi du vecteur aléatoire (X(t l ) .  . . . , X ( t , , ) )  , I<("' 

sa matrice de covariance. 

Si B est uil processus gaussien centré cluelconqile qui vérifie : 

la loi pjn) est uile loi ilormale noii dégénérée sur Rn et la loi coiiditioili~ellc ci<, 

X'(t,) sachant que (X(tl) ,  . . . , X(tn-l)) = z("-') notée P;("-" est donilée, qii<%ls 

que soieilt l'entier n > 2, le signal O et le (n - 1)-uple x ( ~ - ' ) ,  par : 

(4.2) p,"'"-l' = N(MQ(~("- '))  ; on) 



OP = K(t,, tn) - C ayi l ( t j ,  t,), 
j=l 

les coefficients a;, . . . , étant eux-mêmes donnés par : 

(4.5) (a;", . . . ,an-,) = (I<(tl, in) ,  . . . , ~ ( t ~ - 1 ,  t n ) ) ( ~ ( ~ - ~ ) ) - '  

Ces coefficients, ainsi que les variances conditionnelles un, n 2 2 doivent donc 

être considérés comme des données  d u  modèle  puisqu'ils ne dépendent que (1(, 1;i 

covariance connue I(. Il en est de même des fonctions f n  : O + R définics polir 

tout entier n > 2 par : 

Ces fonctions permettent d'exprimer simplement les différences des moyenne.; 

conditioimelles qui interviennent dans les distances en variations entre lois contli- 

tionnellcs : 

5) Aiitécédeilts d e  ce travail 

Ce papier est une étude parallèle à celle qui a été faite rbceinnient par R .  

Moché ([22]) dans le cas où B est le processus di1 mouvcmc~it brownien. Notre 

deuxième test, par exemple, est le pendant du test de détectioil d'un signal clans 

un bruit browiiien proposé par cet auteur. On trouvcra aussi dans [22] iinr 

comparaisori des résultats obtenus avec le théorème de dicliotomie de deiix lois 

gaussicnnes ([24]; cor. 8.3), et l'on pourra se convaincre de l'importaiice cl? l n  

ilati~re du bruit, notre modèle et le modèle étudié en [22] étant radicalcniciit 

différents, malgré leurs analogies. 



1) Notre premier résu1ta.t servira de modèle aux démonstrations ultérieures. 

Théorème général B étant un bruit gaussien centré quelconque, soit Bo e t  O1 

deux signaux vérif iant,  relativement à une sous-suite ( t n ( k )  ; k > 1 )  de la suite T 

des instants d'observation, la condition : 

Il existe alors u n  t e s t  uni formément  convergent de l'hypothèse : 

O O  = ( O  ; 6' E O et  V k  2 2 ,  fn(k)(6 ' )  < f n ( k ) ( O o ) )  contre l'hypothèse 

0 1  = ( O  ; E O et  vk 2 2 ,  f n ( k ) ( @ )  2 f n ( k ) ( @ l ) )  

s i  l'on a :  

i La distance e n  variations de deux lois de probabilité p et u sur (R,B(R)) 

définie par : 

d v ( p  ; v) = S u p ( l ~ ( B )  - v ( B ) I  ; B E B(R)) 

vérifie l'égalité siiivante, lorsque p et v admettent respcctivemciit des deilsit,és f 

et g : 

S'il s'agit de deux lois norinaies de même variance a2 > O, cette distance s'exprii~ie 

à partir de la fonct,ion de répartition F de N(0,l) par : 

n ( k ) - l )  La distance en variations des deux lois conditionnelles pto( et P;l(n(k)-l) est, 

donc, compte-tenu de (I.4.2), égale à : 



soit, d'après (1.4.7) et (1.1) : 

De plus, le borélien ~ , ( k ) ( z ( ~ ( ~ ) - l ) )  de la forme {f > g )  qui sépare le mieux, au 

sens de (1.3), les deux lois conditionnelles considérées est égal à : 

soit, tous calculs faits, compte-tenu de (I.4.3), (1.4.6) et (1.1), égal à : 

Par co~iséc~uent, nous avoils, d'aprks (1.3) : 

Il est clair que pour tout entier k > 2, nous avons : 

qui cst une fonction décroissante de fn(k)(0). Il en résiilte, par définition de ct 

de Oi,  que la formule (1.7) s'étend comme suit, pour tout entier I I  2 2 : 

(1.8) Min ( P $ " - " ( B ~ ( x ( ~ - ' ) ) )  ; 6 E 00) = pn + dn , 

avec : 

(1.9) 
d* 

Pn - Max ( P $ ~ - ~ ) ( B , ( ~ ( ~ - ~ ) ) )  ; 6 E , 

à condition de poser, pour tout entier n > 2 n'appartenant pas à la suite extraite 

(n (k )  ; k > 2 )  : 

dn = O et vdn-'), B ~ ( x ( " - ' ) )  = R . 



En appliquant le théorème de J. Geffroy, ce qui est justifié par (1.8) et (1.9)' et 

après avoir remarqué que si d, # O ,  p ,  + id ,  = i ,  on obtient que la suite des 

boréliens (C, ; n 2 1) définie par : 

vérifie : 

Au lieu du théorème de J. Geffroy, on peut utiliser u i ~  t.héorème cle R. hloclié (voii. 

[20]; th. 2). Le coefficient provient d'ailleurs de l'application de ce th6ori.m~. 

Mais c'est la seule amélioration qu'il apporte dans ce cas particulier. 

Les suites (O!,(*) ; k > 2) et (&(fn(k) (~ l )  - fn(r)(80)) ; k > 2) converg-rnt 

toutes les deux vers O ou ne convergent ni l'une ni l'aiitr? vers O, quand k tcn(1 

vers +a, d'après (1.5). 

Dans le premier cas, Cln(*) et A (fn(t)(Qi ) - fn(i;)(Oo)) sont des in- 

finiment~ petits équivalents, quand k tend vers +m. Par coilséqueiit, la s6ric 

CkZ2 di(k) et la série (1.2) sont toujours de inême imture. Si cette dernière diverge, 

on a donc : 

ce qui implique, d'après (1.11), que 

Autrement dit, (C, ; n > 1) est la suite des régions d'acceptation d'un test 

uniforinément convergent de l'hypothèse O0 contre l'hypothèse O1 . 

On remarquera que les hypothèses et 01 jouent des rôles symétriqiies. 

Ainsi, (Rn  - Cn ; n > 1) est de même la suite des régions d'acceptation d'un test, 

uniformément convergent de 01 contre @o. 



2) In te rp ré ta t ion  d e  l a  condi t ion (1.2) 

a) Proposi t ion 1 Quelle que soit la suite d'instants d'observation (t, ; n > 1) 

vérifiant (1.2.1)' la suite (h, ; n 2 2) des fonctions réelles définies sur [ O ,  +m[ 

par (1.4.4)' (1.4.5) et par : 

est orthonormale dans l'espace autoreproduisant 'FI(Ii) de noyau reproduisant I<. 

i Nous allons montrer successivement que : 

(2.3) 17. > m > 2 ==+ (h,, hm) = O. 

1) En utilisant la proprieté d'autoreproduction du noyau I< (cf. [ l ] ;  Part I . l)? nous 

avons : 

En utilisant (I.4.5), le dernier terme peut se transformer conInle suit : 

Il en résulte, d'après (2.4) et (I.4.4), que : 

ce qui établit (2.2). 

2) En utilisant encore la propriété de reproduction du noyau IC, nous avons, pour 

tout couple d'entiers (n, m) tel que n > m > 2 : 

n-1 m- l  

a,,nm(h7,, hm) = I<(t,,tm) - x a:IC(ti,t,,) - 1 a/I<(t,,tj) 
i = l  j=l 
n-1 m-l 

+ x ): aYajmK(ti,tj). 
i=l j=l 



Transformons le dernier terme en posant : 

et en utilisant (1.4.5). On obtient : 

11 est facile de vérifier que ( I < ( ~ - ~ ) ) - ~ I ~ ( " - ~ ~ ~ - ' )  ( I < ( ~ - ' )  1-l est la matricc 

(12 - 1, m - 1) dont les m - 1 premières lignes forment la matrice ( I<(~- ' ) ) - '  

et dont les 7z - nz dernières lignes sont nulles. 

Ori a donc finalement : 

a = (IC(t1, t,), . . . , I<(tm-l, tn)) ( ~ < ( m - ~ ) ) - ~ ( I { ( t ~ , t ~ ) ,  . . . , I<(tmpl, tm)) 
m-1 

= a: I<(t,, t,) , d'après (1.4.5). 
3=1 

Il en résulte que (2.3) est vraie, puisque : 

n-1 

~ngnz(hn, hm) = Ic(tn, tm) - C alI{(tt, tm) 
i=l 

= IC(tTX,trn) - (K(t1,tn), . . . , I<(t,-l,tn)) (I--(n-l))- l  

Puisque (12,  ; n 2 2) est une famille orthonormale dans X(I<), on a donc, poiir 

toute foilctioil cp de cet espa.ce de Hilbert, d'après l'inégalité de Bessel : 

n= 2 

autrement dit, en utilisant de nouveau la propriété de reproduction du noyau Ir' 



b) O n  en déduit que : 

Proposition 2 Si les deux signaux Bo et el vérifient la condition (1.2)' leur 

différence 61 - O0 n'appartient pas à l'espace autoreproduisant ?-t(K). 

c )  O n  sait que si L 2 ( B )  désigne l'espace gaussien centré engendré par le bruit 

(B( t )  ; t 2 O ) ,  l'application qui à tout  U appartenant à L 2 ( B )  associe la fonction 

réelle i ( U )  définie sur [ O ,  +m[ par : 

est ( c f .  [24] ,  prop. 3.2) une bijection de L 2 ( B )  sur X ( K )  qui conserve le prodilit, 

scalaire, et dans laquelle, pour tou t  t 2 O ,  B ( t )  e t  K ( t ,  . )  se correspondent. 

Par conséquent, la suite ( i P 1 ( h n ) ,  n > 2) est orthonormale dans L 2 ( B ) ,  d'apri,s 

la proposition 1. 

Il en  résulte que, pour les v.a.r. ITn , n 2 2, définies par : 

1 
n-1 

'dn > 2,  Yn = -(x(tn) - C a : ~ ( t , ) )  
ff n i=l 

1 n-1 

= i P 1 ( h n )  + -(B(tn) - a:O(ti)) , 
ff n i=l 

Proposition 3 Qu.elle que soit ka suite d'instants ( t ,  ; n > 1 )  vérifiant (1.2.1)' les 

v.a.r. (Yn ; n > 2 )  définies par (2.5)' (1.4.4) et (1.4.5) sont des v.a.r. gaussienn,es 

indépendantes de variance 1. Sous l'hypothèse 6,  leurs moyennes sont données pnT : 

Bien sûr, les propositions 1 et 2 ne sont pas originales. On peut les retrouver 

dans l'ordre inverse en  utilisant le fait bien connu que dans un espace gaussien, 

conditionner revient à projeter orthogonalement ( c f .  [18] ,  Sec. 36.3) et que : 

3) Cas où le bruit B est un processus de Ornstein-Uhlenbeck 



Dans ce cas particulier, on sait (cf. [6] ; III.8.e, p.99) que, quel que soit l'entier 

n r 2 , o n a :  

Il en résulte que, pour tout signal 8 ,  on a, à partir de (1.4.3) et de (1.4.6) : 

4) On peut donc traduire comme suit le théorème précédent : 

Théorème 2 O n  suppose que le bruit  B es t  un processus de Ornstein-Uhlen,bccl: 

e t  que la dif férence 6 = Ol - Bo de deux  s ignaux  O. e t  O1 vérifie les ~ ~ n é g a l i t i s  

su i van t e s  : 

re la t ivement  à u n e  su i te  d' instants d 'observat ion  (t, ; 92 > 1 ) .  Alors,  pou,r qu'il 

ex is te  un t e s t  u n i f o r m é m e n t  con,vergent de  l 'hypothèse : 

contre  l 'hypothèse : 

i l  s u f i t  que : 

5) Remarques 

Les formules (3.1) et (3.2) montrent, comme nous l'avons annoncé dans l'int,ro- 

duction, que la chaîne (X(t,) ; n > 1) est markovienne. C'est ce qui expliqlie la 

simplicité du critère (4.2) et des résultats suivants. 

La condition (3.5)' analogue à la condition (1.2) implique, on l'a vu, qiie f i  
n'appartient pas à l'espace autoreproduisant associé au processus de Ornstcin- 

Uhlenbeck, c'est à dire à l'espace 'FI(I<), où I< est le noyau défini par (1.1.1). 



Il est facile de vérifier que 

Proposition 4 L'espace autoreproduisant 'h!(I<) d u  n o y a u  : 

o ù  a et P désignent  deux réels > O ,  est  l 'ensemble des fonctions réelles p(a, f ) ,  

a E R ,  f t L2 ef L:([l, +a[, A), définies s u r  [ O ,  +oo[ de man ière  unique  par : 

m u n i  du produit  scalaire < , > défini  par : 

a) Considérons d'abord les fonctions absolument continues 4(a,  f ) ,  a E R, 

f E L2 définies sur [l , +cm[ par : 

Par conséquent, la représentation (5.4) est unique. 

Considérons le noyau Il* et l'espace fonctionnel 'FI(IC*) définis comme suit : 

W, s 2 1,  Il*(t, s) = Min ( t ,  s) , 
(5.6) 

%(II*) = {$(a, f )  ; a E R ,  f E L') 

IC* est la covariance de la restriction du mouvement brownien à l'espace-t,einl3s 

il, +ml. 

A l'aide de la correspondance bijective linéaire (a, f )  o $(a, f ), on fait de %(Ii*) 

un espace de Hilbert identifiable au produit R @ L2 des espaces de Hilbert R et 

L2,  en le munissant du produit scalaire < , >* suivant : 



L'égalité : 

prouve que : 

vs 2 1, K*(s,. 1 = $(l, l[I,s]) , 

et par conséquent que les fonctions I(*(s, . ) ,  s 2 1 appartiennent à l'espncc 

fonctionnel X(I{*). 

De plus, K* a la ~ r o ~ r i é t é  de reproduction, puisque : 

On peut donc conclure (cf. [24], prop. 3.3) que (X(K*), < , >*) est l'espace 

a.utoreproduisant de noyau K*. 

13) Soit (W(t) ,  t 2 1) la restriction à l'espace-temps [ l ,  +CO[ d'un mouvement 

brownien. On sa.it que la f.a.r. B = (B(t),  t > 0) définie par : 

est une f.a.r. de Ornstein-Uhlenbeck dont la covariance K vérifie (5.1). 

On sait aussi (cf. [24], prop. 3.2) que l'espace autoreproduisant (X j IC) ,  ( , )) est 

l'ensemble des fonctions t -+ E (U. B(t)) , U E L&(R, A, P), où (R, A, P) d6signe 

l'espace de probabilité sur lequel la f.a.r. W est définie. 

Or nous avons, d'a,près (5.9) : 

Comme t 4 E (U. ~ ( t ) )  est de même l'élément générique de %(I<*), on d6diiit 

de (5.4) que X(11') est l'ensemble des fonctions définies par (5.2). On remarqiirra 

aussi que la représentation (5.2) est unique puisque : 



et que pour A-presque tout t ,  on a : 

Pour tout s > O et d'après (5.2), nous avons, pour tout t 2 0 : 

ce qui prouve que : 

(5.12) les fonctions K(s, . ) , s 2 O appartiennent à 'H(I<). 

(%(I() , ( , )) a été défini comme l'espace de Hilbert autoreproduisant dc noya11 

I<. A l'aide de la correspondance bijective et linéaire (a, f )  o p(a, f ) ,  on pciit 

aussi munir l'ensemble fonctionnel % ( K )  du produit scalaire image du pro<liiit 

scalaire de R@ L2.  On obtient alors le produit scalaire défini par (5.3), y i  est 

en fait égal à ( , ). En effet, < , > a bien la propriété de reproduction puisqiic : 

et cette propriété, jointe à (5.12) prouve que ( ' H ( K ) ,  < , >) est bien l'espace <lc 

Hilbert autoreproduisant de noyau K .  

Remarque : d'après (5.2), (5.3), (5.10) et (5.11), on peut exprimer la propo- 

sition 4 sous la forme plus explicite suivante : 

Proposition 5 L'espace autoreproduisant ('H(I~'), < , >) de noyau  Ii défini par 

(5.1) est l'ensemble des fonctions réelles cp définies sur [ O ,  +m[, dérivables X-p.p., 

telles que les fonctions x + &+O(%) soient absolument continues sur [l ,  +CO[, 

et qui vérif ient de plus : 

Le produit scalaire de d.eux de ces fonctions, pl et $72,  est donné par : 



Ce résultat n'est évidemment pas original. L'espace autoreproduisant de la 

restriction du noyau K à [O, Tl x [O, T] se trouve par exemple dans ([18], ex.2.2.6). 

6) Les théorèmes 1 et 2 sont des conditions suffisantes d'orth~gonalit~é (et même 

de séparation asymptotique uniforme) de deux hypothèses multiples, obtenues à 

partir du théorème de J. Geffroy. Nous allons maintenant utiliser ce résultat pour 

établir une minoration de la distance en variations dc deux hypothèses iniiltiples, 

analogue au théorème 5 de [21]. 

On considère toujours le modèle décrit au 1.1, B étant un bruit de Ornst c,iii- 

Uhlenbeck dont la covariance est donnée par (1.1.1). Pour tout signal utile 8, Po 

et PT désignent respectivement la loi, sous l'hypothèse 8, du processus X et dc ln 

restriction du processus X à l'espace-temps T C [ O ,  -cm[. 

Il est clair que : 

Par conséquent, étant données deux parties non vides et disjointes 0 0  ct 0, tlc O, 

Nous allons démontrer d'abord un résultat rela.tif à deux hypothèses simples, qiie 

nous transformerons ensuite en des résultats concernant des hypothèses mult,iples 

(th. 4 et 5). 

a.)Propositioii 6 B é tan t  u n  processus de Orns te in , -Uf~lenbeck ,  Q0 e t  O1 Ct«.r,.f 

d e u z  s ignauz  dont  la dif férence $ = O1 -Bo est de classe C1 d a n s  un sou.s - in tc~in l l r :  

ouver t  I =]a, p[  de l 'espace-temps [ O ,  +cm[, nous  avons  : 

i Soit (a, , n > 1) une suite strictement croissante extraite de l'intervalle IN,  p[. 
et dont la limite est notée a,. 

Comme la fonction 8 f 8' est continue sur [a,, an+i], on peut poser : 



De plus, étant donné E > O, il existe, pour tout entier n 2 1, un réel wn > O tel 

que : 

Pour tout n 2 1, on peut alors choisir un entier Nn 2 2 tel que : 

I ""+k "" 
< Min (w, , 1) et 

où y est l'unique solution strictement positive de l'équation : 

ce qui implique, puisque F est concave, que l'on a : 

Pour tout entier n 2 1 et pour tout r = O,. . . , N,, posons : 

an+1 - f f n  
an,, = an + 7- , 

Nn 

V n  > 1 et VI- E (1,. . . , N,), nous avons : 

Mn < - ( ean+ l ( l  - e - v  )) ' , d'après (6.8) 
- 2 
5 y ,  d'après (6.6) 



d'où l'on déduit, d'après la définition (6.9) et compte-tenu de (6.7) que : 

où Sn,, et 6;,, sont des nombres appartenant à l'intervalle ]an,,-1, an,,[, obtrniis 

en appliquant le théorème des accroissements finis aux deux taux d'accroisseinc~its 

précédents. 

En remarquant que : 

e2(6n,T-6:,,) 2 , -2(an , r -an ,7- l )  

- 2 * n + 1 - a n  
= e "n 

>_ e-' , d'après (6.6), 

on obtient l'inégalité suivante : 

Comme : 

/ (an, ,  - an,,i)(B(6,,r) + @(6n,r))' - Jzn :~ l (~ ( t )  + B1(t))Zdt l  = 

E an , ,  - a n , r - l  
5 -  1 d'après (6.5) , n2 a,+1 -a, 

il résulte de (6.10) que : 

En notant T = (t, , n > 1) la famille dénombrable Un>l{an,O,. . . , a  ,L,,,) ranghe - 
dans l'ordre strictement croissant,famille qui joue le rôle de la suite des  instant,^ 

d'observation des thèorèmes 1 et 2 et en notant dn la distance entre les lois 



conditionnelles I$Un-') et P;,'~-'', suivant les notations introduites au 11.1, on 

obtient : 

En vue d'appliquer le théorème de Geffroy comme dans la démonstration du 

théorème 1, on pose, pour tout entier n > 2 et pour tout x ( ~ - ' )  E Rn-' : 

On obtient alors 

ce c l~~ i  peririet d'appliquer le théorème de Geffroy, et de conclure que : 

pour t,out entier n 2 1, il existe un borélien Cn de Rn tel que 

I P~:)(C,) < exp (5 2 d:) , 
j z l  

oh 4;) désigne la loi du vecteur aléatoire (X(tl) ,  . . . , X(tn))  sous l'hypothèse O .  

On en déduit : 

d v < p i O ,  p i l )  > dv(p;, PZ)  > 1 - 2 exp (3 2 d:), 
j=l 

soit, d'après (6.12) : 

Cette inégalité étant vraie quels que soient E > O et al , a, E 1, nous en dédiiisons 

finalement l'inégalité (6.3) qu'il fallait démontrer. 



b) Supposons maintenant que O = C1([O, +CO[, R). 

Pour tout signal Bo E O, notons : 

On peut alors énoncer : 

Tliéorèiile 3 S i  B es t  u n  bruit  de Ornstein-Uhlenbeck,  s i  O = C1([O, +LX[, R.) 

et  s i  O. et Oi sont  deux  signaux possibles qui vérif ient : 

noris avons  : 

i Il suffit de reprendre la démonstration précédente jusqii'à l'introduction tl(,s 

B,(z("-') ), boréliens séparateurs des lois conditionnelles P $ ~ ( ~ - ~ )  et P ; ~ ( ~ - " ,  qui 

seront définis par (6.13) ou (6.15), (6.14) étant exclu d'après ( 6 . 1 7 ) ,  ct v&rifi<mt, 

d'après la définition de ~ ( 8 , )  et de S(&) : 

Vn 2 2 ,  VX("-') E R ~ - '  , V6' E s(Oo) et Q7 E S(Oi), 

p,fn-'' (B, , (~(~- ' ) ) )  2 d, + P;'"" (B,(~(,-1))) 

(propriété analogue à (6.16)). 

A partir de là, on applique le théorème de Geffroy et or1 terniille coinme préc&dri~i- 

ment. i 

Plus gé~léralcment, on pourrait démontrer que : 

Tliéorèiiie 4 S i  B es t  u n  bruit  de  Ornstein-Uhlenbeck et s i  O = C1([O, +LX[ ,  R), 

o n  a, quels que soient  les s ignaux possibles O0 et O1 : 



- 
0 ù 0 = 0 ~  - B o .  

Les théorèmes 3 et 4 fournissent en particulier des conditions suffisant,es 

d'orthogonalité des hypothèses multiples concernées. 

III TESTS DE DÉTECTION D ~ U N  SIGNAL DANS UN BRUIT DE 

ORNSTEIN-UHLENBECK 

1) Premier  tes t  de  détection 

Pour le premier test, nous utiliserons les notations suivantes : 

- 0* est l'enseinble des signaux 0 de classe C1 sur [O ; +cc[ , qui vérifient : 

- 
lim ( 0 ( t )  + e ( t ) )  < O ou l;m ( d ( t )  + ~ ( t ) )  > 0 ,  

t-+m t-+cc 

- pour tout signal 0 et pour tout couple d'entiers r et s tels que : 1 < r < s , PB""' 
désigne la loi du vecteur aléatoire (X,, . . . , X,) , 

- pour tout entier m 2 1, Cm est le borélien de Rm3 constitué des ~n"-u~les 

vérifiant les dcux illégalités suiva.ntes : 

La suite ( a ,  ; m 2 1) étant définie par : 

on utilisera le fa.it que : 

î )& - + cc puisque : (m3 - 
m.-+oz 

2) Notre premier test est décrit dans le résultat qui suit : 

Théorème 5 Le bruit  B é tan t  un processus de  Orns te in-  Uhlenbeck et l'hypoth,èse 

générale O é tan t  égale à { O )  U O * ,  il existe un tes t  convergent de l'hypothése ipie 

l 'on  ne  reçoit  pas de signal contre l'hypothèse que l 'on  reçoit  un signal appa.rtenan,t 

à O * .  



La sui te  des  régions d'acceptation de l'hypothèse nulle de ce tes t  est  la su i te  

(Cm ; m 2 1) définie ci-dessus, e t  qui vérifie : 

(2.2) pour t o u t  signal O de O*, dès que m es t  assez  grand, o n  a : 

pjm+l,m+m3) ( c m )  5 e ë w a m  3 m3-1 

i a) Pour tout entier m 2 1, on considérera les hypothèses Sm et S; d6finics 

par : 
1 J s: = (O; O e o et a t  m, e(t) + o(t) -1 
m 

Il est clair, d'après (1.1), que 

b) Dans cette partie de la démonstration, in désigne un entier positif cluelconqiic 

fixé. Sur>posons que les observations se font aux instants ( t n  = in + n ; vz > 1) ~ t ,  

en nous référant aux notations de la démonstration précédente, posons : Bo = 0 ct 

O, = A. 
- 

La condition (11.4.1) du théorème 2 est trivialement vérifiée par O = A, ainsi 

que la condition (11.4.2) puisque l'on a : 

Les deux liypothèses 0 0  et Cl1 se séparent donc asymptotiqiiement uniforinémcnt 

suivant la suite (CF>+; n 2 1) des cylindres définis, conforméinent à (11.1.10) par : 

où, quel que soit l'entier j 2 2, et d'après (II.1.5), (11.3.2) et (1.3), on a : 



On en déduit, d'après (II.1.11), que ces cylindres satisfont à : 

où P:") désigne la loi du vecteur (X(t;2), . . . , X(tn) ) ,  soit la loi du vecteur 

(X(m + l ) ,  . . . , X(m + n)) conformément aux notations précédentes. 

Les cylindres n > 1 sont en fait très siniples puisque, d'après (II.1..6) 

et (II.3.2), on a : 

CF qui permet d'écrire, puisque tous les d j  , j > 2 sont égaux (cf. (2.4) ct (2.5) ) 

Par définition de SL, pour tout signal 0 de SL et pour tout entier n > 2, on a : 

Cela signifie que Sm c e l ,  si bien que, ail lieu de (2.6), on retiendra : 

On démontrerait de manière analogue que les cylindres Cr '-  , n 2 1 définis par : 

vérifient : 



La suite des cylindres C n  Ef C r ' +  n CFT- , n  >_ 1 satisfait donc, d'après (2.S) ct 

(2.9), les inégalités : 

c) Considérons maintenant les cylindres Cm, m 2 1 introduits ci-dessus. 

Puisque l'on a, d'après (1.2) : 'dm 2 1, Cm = C c 8 ,  on peut écrire (2.10) sous la 

forme : 

autrement dit, les inégalités (2.1) et (2.2) du théorl.ine 5 sont prouvées, coinptr- 

te1111 de (2.3). 

Si on considère le test de l'hypothèse qu'il n'y a pas de signal utile contre 

l'l~yypothèse qu'on en reçoit un appartenant à O*, (Cm; m > 1) étant la suit<. (les 

régions d'acceptation de l'l-iypothèse nulle de ce test, (2.1) et (2.2) signifient qiic 

son niveau et sa puissance convergent respcctivement vers O et 1. Il s'agit donc 

bien d'un test convergent. 

3) Mise en œuvre de ce tes t  

Etant donné a , O  < a < 1, on choisit d'abord iin entier In 2 1 tel que : 

Ensuite, on mesure X ( t ,  wo) aux instants m + 1,.  . . , m + m3 et oii obtient le 

ln3-uple : 

X ( m  + i,uO), . . . , ~ ( > n  + m3, wo)). 

On calcule alors les nombres : 

Si Ni > et Nz 2 q, on accepte l'hypothèse qu'il n'y a pas de signal; 

sinon on adinet qu'il y en a un, appartenant à O*. Si, par exemple, O* est lin 



ensemble d'alarmes, la probabilité de fausse alarme est alors majorée par a,  qui 

est le niveau du test, tandis que l'on ne peut rien dire de la probabilité de concliire 

à tort qu'il n'y a pas d'alarme , puisque notre résultat est seulement un résultat 

asymptotique. 

4) Deuxième test de détection 

Pour le deuxième test, nous utiliserons les notations suivantes : 

- 0** est l'ensemble des signaux 0 non nuls, de classe C1 sur [O, +m[, qui admettent 

une période donnée P > O et qui vérifient : 

( k )  
- polir tout couple d'entiers positifs m et k ,  et pour tout signal 0, on notera Po., 

la loi du vecteur aléatoire 

- pour tout entier 112 2 1, Cm sera. le borélicn de R~~~ constitué des (2112~)-1i~l<~s 

2(2m4) vérifiant les deux inégalités : 

La suite (P,,, ; n2 2 1) étant définie par : 

on utilisera le fa.it que : 

5) Notre deuxième test est décrit dans l'énoncé qui suit : 

Théorème 6 L e  bru i t  B é t a n t  un processus d e  Ornstein-Uhlen.beck et l 'hypo- 

thèse  générale O é t a n t  égale à { O )  U O**, la su i te  des c y h d r e ~  Cm,m 2 1 

définis  c i - d e s s u s  es t  la s u i t e  des régions d'a,cceptation d e  l 'hypothèse  nu l lc  d'rrn, 

t e s t  convergent  de l 'hypothèse  que l 'on  n e  reço i t  pas d e  s ignal  contre  1'hypotl~i:se 

que l 'on  reço i t  un signal  a p p a r t e n a n t  à O**. 



Plus précisément, les cylindres Cm,  m 2 1 vérifient : 

3 4 2  

(5.1)  vrn lm> 1, P,(,)(c,) > 1 - 2e-ëm 0.. 

(5.2) Pour tout s i gna l  e de O**, dès que m est assez grand, on a : 

(m4)(C,) < e-$m4P%. 
P0,m 

i a) Pour tout entier m 2 1, on considérera les deux liypothèses T A  et Sn: 

définies par : 

P 1 
T; = ( O  ; O E e** et vt t [O, -1, O ( t )  + é ( t )  > ;) 

m + l  
P 1 

Tm = ( e ;  e ~ e * *  et Vt E [O,-], B(t)+O(t)  5 ---). 
m + 1 

11 est clair, d'après (4.1),  que : 

(5 .3)  O** = lim (TL U T m )  
m-+cc 

b) Dans cette partie de la démonstration, m désigne un entier positif qiielron- 

que fixS. Supposons que les observations se font aux instants ( t n  ; n >_ 1) d6fiilis 

par : 

et, en nous référant directement aux notations du théorème général, posons : 

Pour tout signal O de O*", nous avons, d'après (11.3.2) : 

soit, en utilisant (5 .4)  et la périodicité de O : 

(5.6) V k  > 1, f n ( k ) ( O )  = O(- ) - ë * 4 ( 0 ) .  
m + l  

On en déduit, compte-tenu de (5 .5) ,  que : 



Les hypothèses (11.1.1) et (11.1.2) du théorème général sont donc satisfaites. Pas 

conséquent, il existe un test uniformément convergent de l'hypothèse 00 contre 

l'hypothèse Eli. Pour décrire ce test posons, comme précédemment, et quel que 

soit l'entier Ic 2 1 : 

d'après (11.1.5) et (4.3). 

d'après (11.1.6) et (11.3.1). Les cylindres introduits par (11.1.10) s'écrivent : 

soit d'après (5.7) : 

Continuant à suivre la démonstration du théorème général, on applique le théorcilne 

de J. Geffroy, ce qui donne : 

Vic 1 ,  I~~(P;,?(C,",'+) ; O t O,) 2 1 - e-i": 
(5.9) 

~ i c  > 1 ,  S~~(P~$(C),.+) ; B E o ~ )  < e- ikPk . 

Par définition de TA et d'après (5 .6 ) '  tout signal 0 de TA vérifie 

Cela signifie que TA c 01 et permet de ne retenir de (5.9) que : 



On démontre de manière analogue que : 

les cylindres C z - ,  k 2 1 étant définis par : 

D'après (4.2)' on a, quel que soit l'cntier m 2 1 : Cm = CF;' n CZ14 . Par 

conséquent, d'après (5.10) et (5.11)' la suite des cylindres (Cm ; nz 2 1) vérifie : 

(5.1) est donc satisfaite, ainsi que (5.2), en utilisarit (5.3). 011 peut firitilement (,il 

conclure, d'après (4.4)' que le test décrit dans le théorème 6 converge. 

6) Remarques 

a) La mise en ceuvre de ce test appelle en gros les mêmes reinarques qua le test 

précédent. Il s'agit d'un résultat asymptotique. 

b) Coinine nous l'avons déjà signalé de manière plus g6nérale (voir II.2.b et II.5), 

les contre-hypotlièses O* et O** ne rencontrent pas l'espace autoreproduisant tlii 

processus de Ornstein-Uhlenbeck. 

7) Troisième tes t  de détection 

Nous allons maintenarit donner un troisième tcat de détection d'uil sign;i; 

dans un bruit de Ornstein-Uhlenbeck basé sur une suite de v.a.r. gauçsicnnc. 

indépendantes construites à partir de la suite des observations (X( t , )  ; 71 2 1). 

a) Pour cela, décrivons d'abord le principe général de coilstriictioil d'un tel test 

eil iious plaçant provisoireinent dans le cas où B est un bruit gaiissicn ccntri. 

quelconque. 

Etant donnée une suite ( h ,  ; n 2 1) de réels > 0, considérons la statistiqiic 

(Tn ; n > 1) définie par : 



Il résulte de la proposition 3 que pour tout entier n 2 1, T, suit, sous l'hypothèse 

O, la loi normale de variance 1 et de moyenne : 
h i  

On en déduit que, étant donnée une autre suite (a, ; n > 1) de réels > O, si polir 

tout entier n > 1, C, désigne le borélien de Rn+' défini par : 

et si PB("+') désigne la loi du vecteur aléatoire (X(ti) ,  . . . , X(t,+l)) sous l'l-iypo- 

tlièse 8, on a : 

ve EF([O,  + w [ ,  R )  et vn 2 1 ,  

$+l) 
(7.4) 

(C,) = Prob {ITnI < an) 

a n  - Ea(T.1) - F(-h, a, + Eo(Tn) = ~ ( h ,  Jn Jn ) , 
d'où le résiiltat suivant : 

Tliéorème 7 Si les suites de réels > 0 (h, ; n 2 1) et (a, ; n 2 1) vérifient : 

la suite des boréliens (C, ; n 2 1) définis par (7.3) est la suite des  région,^ 

d'acceptation d'un test convergent de l'hypothèse que l'on ne reçoit pas de .sign,nl 

contre l'hypothèse que l'on reçoit un signal O vérijiant : 

b) Revenons maintenant au cas où B = B(t ; t 2 0) est un processus de Ornstcin- 

Ulilcnbeck général, c'est à dire une f.a.r. gaussienne centrée dont la covariance est 

donnée par (II.5.1), soit : 

Vt, s > O ,  K( t ,  s) = ~ ~ e - ~ l ~ - ~ I .  



Nous pouvons alors énoncer un nouveau test de détection : 

Tliéorème 8 Le bruit  B étant  un processus de  Ornstein-Uhlenbeck de  covario~nce 

donnée  par (II.5.1), o ù  a et  ,O s o n t  des réels > 0,  a étant  de plus supposé connu,, 

la su i te  (Cn  ; n > 2 )  des boréliens définis par : 

es t  la su i te  des régions d'acceptation d 'un  t e s t  convergent de l 'hypothèse que l'on, 

n e  reçoit  pas de signal contre l'hypothèse qu'il y a u n  signal appartenant  ci O:, 

ensemble des s ignaux qui vérif ient l 'une o u  l'autre des deux condi t ions  suivantes  : 

- 1 
lim - 

n++m J n l n n  X ( e a 0 ( p )  - O(P - 1)) < 0. 
p=l  

Plus  précisément,  o n  a : 

o ù  pjn+') désigne ln loi  de ( ~ ( 0 ) ~ .  . . , X ( n ) )  S O U S  l 'hypothèse 8. 

i 1)  Choisissons pour instants d'observation les instants : 

et donnons-nous deux suites ( h ,  ; n > 1)  et (an  ; n > 1 )  de réels > 0. 

D'après (7 .1)  et (II.3.1), la statistique (Tn ; n 2 1)  est égale à : 



et pour tout entier n 2 1, T, suit sous l'hypothèse O la loi normale de variance + n 

et de moyenne : 

Introduisons, conformément à (7.3), la suite des boréliens C i ,  n 2 1 définis pas : 

Alors on sait (cf. (7.4)) que sous l'hypothèse nulle, soit si O = O, on a : 

et que plus généralement, quel que soit le signal O, on a : 

2) Supposons maintenant que l'on a : 

ln (ln n)  
V n 2 3 ,  h n = &  et a n =  

p ~ n '  

Nous constatons alors que : 

et que (7.12) donne l'égalité (7.10) qu'il fallait démontrer. 

Il reste donc à établir que la propriété (7.11) est satisfa.it,e. 

Tout signal O de OQ satisfaisant (7.8) ou (7.9), supposons d'abord qu'il 

satisfait l'inégalité (7.8). Dans ces conditions, il existe un réel ?(O) > O et lin 

entier N(0) > 1 tels que : 

On a donc alors, lorsque n 2 N(0) et n 2 3 : 

d a  a n h n  CL1 (~"O(P) - O(P - 1)) < ln (ln n)  - ?(O) ln n 
an(0) = --- - 

f i  p J n J F T  - PJFT 



On en déduit que : 

an(@) ---t - CO, 
n-+oo 

ce qui, joint à (7.13), prouve (7.11). 

On démontre de manière analogue que (7.9) implique (7.11). 

8) Remarques sur l'hypotlièse générale 0, = {O) U O: du troisième test 

a) 0: contient tous les signaux 0 qui convergent vers une limite non nulle, quand 

t -t + co (en particulier les signaux constants non nuls). 

i En effet, si par exemple O(t) - a > O, on peut trouver un entier P(O) 2 2 
t-+cc 

tel que : 
a 

V p  I, >(O) + 1 ,  -(ea - 1) 5 eaO(p) - O(p - 1 ) .  
2 

On a donc alors, lorsque n > P(O) : 

ce qui montre que l'inégalité (7.8) est satisfaite puisque l'on a : 

b) O*, contient aussi tous les signaux 0 de classe C1 sur [ O ,  +m[ tels que : 

- 
lini (a0(t) + O1(t)) > O ou lim (aO(t) + Qr(t)) < O - 

t++m t-+cc 

i Eii effet, si l'on a par exemple lim (aO(t) + O1(t)) > O ,  011 peut trouver <1<,s 
t-+cc 

réels > O P(0) et y(O) tels que : 

Pour tout entier p 1 P(6) + 1, on a donc : 



Pour tout entier n assez grand, on a donc : 

ce qui montre aussi qiie l'inégalité (7.8) est satisfaite puisque : 

c) En supposant que a = ,8 = 1, on constate donc que la contre-hypothèse OT <lu 

troisième test contient la contre-l-iypothèse 0* du premier test proposé. En cc scns, 

le troisième test est meilleur que le premier. Le fait que l'un des paramètres piiisse 

être inconi-iu n'est par contre pas un avantage du dernier test dans la mesiire oii 

si on avait, dès le premier test, supposé que la covariance du bruit B est d6firiic 

par (11.5.1) et noil par (1.1.1)' on aurait constaté que les deux premiers tests ont 

aussi cette propriété. 



CHAPITRE III : ESTIMATION D'UN SIGNAL PERIODIQUE 

DE PÉRIODE CONNUE DANS UN BRUIT DE 

ORNSTEIN-UHLENBECK 

1 - INTRODUCTION 

1) Position du problème : 

Soit l'enregistrement 

d'une trajectoire de la f.a.r. 

somme d'un signal inconnu O et d'un bruit gaussien centré, que l'on silpposc 6trc 

un processus de Ornsteiii-Uhlenbeck statioiinaire de covariance : 

(1.2) vt, s 2 O I q t ,  S) = pze-a( l t -s l )  

où a et ,B sont deux réels > O, ,û pouvant être inconnu. 

On suppose que tous les signaux possibles O, dont l'enseinble est noté O, 

admettent la même période P connue, s'annulent à l'instant O,  soit 

et sont continus par morceaux sur [O, Pl, c'est-à-dire que : 

(1.4) 

Pour tout 6 E O il existe une subdivision O = do < dl < . . . d, = P de [O, Pl 

telle que, pour i = 1,.  . . , s ,  O est continu sur l'intervalle ouvert ]di-1, di[, 

admet une limite à droite en di-i et une limite à gauche en di. 

On notera D(O) l'ensemble des points de discontinuité de tout signal 6. On 

supposera que la subdivision associée à O par (1.4) contient le moins de points 



possible, c'est-à-dire ne contient que des points de discontinuité de 0 auxquels il 

faut adjoindre éventuellement O et P si ces points sont des points de discont,iniiit& 

de 0, respectivement à droite et à gauche. 

On propose dans ce chapitre un estimateur (0,, n > 1) de la restriction 

du signal inconnu 0 à [O, Pl. On montrera que cet estimateur converge presqiir 

complètement sûrement (p.c.s.), sous l'hypothèse 0, au sens de la convergence 

uniforme sur tout compact de [O, P] ne rencontrant pas V(0), quel que soit le 

signal 0 (théorème 2). On étudiera aussi la convergence de (@,(t), n 2 1) en tout 

point t de [O, P] (théorème 1). 

L'ensemble des résultats de ce chapitre est une adaptation au cas où le hriiit 

est un processus de Ornstein-Uhlenbeck de résultat.; de R. Mocl-ié établis diiri.; 

le cas où c'est un bruit blanc gaiissien, autrement dit une version du mouvement 

brownien (coininunication personnelle). L'estimation d'un signal de période conniie 

dans un bruit gaussirn n'est pas un problème nouveau, dans le cas paiaiil6tiiqiir. 

Par exemple, en utilisant des rnéthodes analogues, basées sur le théorème cIc 

J. Geffroy, et en supposant que le signal 0 est une combinaison linéaire de signaiix 

connus de même période, W. Pieczynski a estimé par une méthode de inaximiim dr 

vraiseinblance les coefficients inconnus de la combinaison linéaire (cf. [26] ; 1988) 

dans le cas où le bruit est un bruit blanc gaussien. 

a) Notations. Etant donnée une suite (r(n), n. 2 1) d'entiers 2 1, on 

considérera d'abord la suite de subdivisions {% ; k = O , . . . , r(n)> de [(.),Pl ct, 

on posera : 

Vn j' 1 , V k  E {O, . . . , r(n)} et V j  j' 1 , 
k P k P 

B!~,~ = B(( j  - 1). P + -) - e-"WB(( j  - 1). P ) )  
r(n) 
k.  P k P x:,, = X ( ( j  - l ) P  + -) - e P a m S ( ( j  - 1). P). 
r(n) 

On sait que : 

pour tout entier n 2 1 et pour tout entier k de {O,. . . , r(n)} (B:,~, j > 1) 

est une suite de v.a.r. indépendantes suivant la même loi normale N(0, P2(1 - 
e-2"%)) 



et plus généralement que : 

quelle que soit la. suite d'instants (a,, n 2 1 )  telle que O < ai  < a2 < 
. . .. (qa,) - e - 4 a " - a a - ~ ) ~  ( ~ , - ~ ) , n  2 2 )  est une suite de v.a.r. gaus- 

siennes indépendantes et centrées dont la suite des variances est ( P 2 ( 1  - 
e - 2 a ( a ,  -a,- i ) ) , n  L 2) .  

b )  Définition d e  (8,,n 2 1 ) .  

Pour définir cet estimateur, on se donne, en plus de la suite ( r i i z ) ,  i z  2 l ) ,  

une nouvelle suite ( m ( n ) , n  > 1 )  d'entiers > 1 et on définit, pour tout 7% 2 1 ,  0, 

comme la fonctioii réellc sur [O,  Pl dont le graphe est la ligne polygonale de sominct (s, i,,,,), ( k  = O , .  . . ,Y(.)) où i n , ,  est l'estimateur de O(%) défini par : 

Vn. > 1 et V k  E {O,.  . . , r ( n ) )  r - 

Tliéorème 1 Le b r ~ ~ i t  B étant  u n  processus de Or7~stein-Ul~len2>ech- station- 

m i r e  e t  étan,t don& u n  signal 0 de O ,  si les suites ( r ( ~ z ) , i z  > 1 )  et ( n z ( ~ ~ ) , n  2 1) 

d'ent ier  2 1 satisfont Ù : 

pour tou t  insta.nt t donné de [O,P], pour que la suite de u.a.r. gau.ssienn,es 

(8,(t),n > 1 )  définie au 2.b) converge e n  probabilité, il faut et il s u f i t  qu.e la 

suite des espérances ( E ( @ , ( t ) ) , n  2 1 )  converge, et dans ce cas ( ê , ( t ) , n  2 1 )  

converge p.c.s. et e n  moyenne d'ordre p, 1 5 p < +cc, vers la l imi te  de la suite 

E(&(t ) ,  n 2 1 ) .  



i Un signal possible 6 est donné, et toute la démonstration se fait sous 

l'hypothèse 6. 

a) Puisque les signaux admettent P comme période, nous avons, d'après 

(1.1.1.); (1.1.3.); (1.2.1) et (1.2.4) : 

( Vn > 1 et Vk E {O,. . . , r(n)) 

On déduit alors de (1.2.2.) que : 

Vn> 1 et V k  E {O, ..., r(n)) 

(1.3) k. P ) p2(1 - 
suit la loi normale ni(O(- , 

r(n) 

b) Etant donné un instant t de [O, Pl, pour tout entier 7% > 1, on appellera f:, 

et t:: deux instants siiccessifs de la famille {s, k = O,. . . , r(n)) tels que : 

c) D'aIxès((I.2.b), rious avons, pour tout t E [O, P] 

t-t:, 

(1.5) t;-t t-t:, - 
t; - t:, 

Coiiline la famille (On,k, n 2 1, k E {O,. . . , r (n)))  et gaiissienne, et d'après (1.31, 

@,(t) suit donc, pour tout entier n > 1, une loi normale de moyenne : 

t - t:, 
(1.6) Vn 2 1, ~ s ( ê n ( t ) )  = Q(t;) + - tn - tk <e(t'n) - o(tn>> 

Calculons sa variance : 

(tX - t)(t - t:,) 
+ (t; - tk)' 

cove(ên(tL), @n(t;)) 
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k désignant l'entier défini par % = t',, nous avons d'après (1.2.2.) et (1.2.4.) : 

On en déduit finalement que : 

d'où découle l'inégalité : 

Nous pouvons maintenant achever la déinonstration du théorème 1. 

d)  La condition necessaire est bien connue (cf. [24], lemnie 1.5) : pour qu'iiiie 

suite de v.a.r. gaussiennes converge en probabilité, il est nécessaire, qu'elle convcrgc 

en inoyenne d'ordre p ,  1 < p < +cm, d'où il résulte que la suite des cspéranccs 

converge. Il suffit d'appliquer ce résultat à la suite (0,(t), n > 1). 

e) Réciproquement, supposons que la suite des espérailces converge, et posons : 

Pour tout réel E > O, puisque : 



et par conséqueilt que : 

Dès que n est assez grand pour que l'inégalité : 

IE~(B , (~ ) )  - [ (e , t )~  

soit satisfaite, nous avons, d'après (1.7) : 

Comme on sait que : 

on en déduit finalcrnent, en utilisant (1.1) que : 

+Co 

V t  > O ,  Probg({jên(t) - [(O, t)l 2 t}) < +m 
n=l 

ce qui signifie que : 

et termine la déinonstration, piiisque ce type de convergence eiltraîiie la coilvrr- 

gerice en probabilité. (1.9) prouve d'ailleurs directerncnt la convergence en probn- 

bilité sous la coiidit,ioii : 

Corollaire 1 Sous les conditions du théorème 1, en tout point t où le sign.al 

considéré 8 est continu, nous avons, sous l'hypothèse 8 : 



i En effet, d'après (1.4) et puisque tR - tn = 2- - 0, d'après (1.1), nous 
'(") n-03 

avons : 

t:, --t t et t: -+ t 
n-co n-cc 

Comme 6 est continu au point t ,  on en déduit d'après (1.6) et puisque V I L  2 1 
5 
t , , - t ,  1 1 que : 
n n 

On peut donc appliquer le théorème 1. 

a) 011 peut être un peu plus firi en accordant plus d'attention aux siiitci 

(tk, IL  2 1) et (tn, n 2 1). En effet, la condition (1.4) nc déterrniiiant pnq 

entièrement tk et tn pour tout entier n, s'il en existe, tel que t E {u, X = 
~ ( 1 1 )  

O , .  . . , ~ ( P z ) )  nous ilnposerons dans ce cas les clioix siiivants pour tk et t:: : 

(==+ Q(t;) --+ 6(P-) et 6(t;) = O(P) - O(P) = O) 
n-ce n-cc 

- si O < t < P et si t E { s , k  = O,. . . ,r(?z)), 

i) Si t est un point de continuité à gauche de 6' 

(==+ O(t;) --+ 6(t) et O(t:) - -+ 0(t+)) 
n'cc n-co 

ii) Si t est un point de discontinuité à gauche et de continuité à droite tle 6 : 



(===+ O(tl,) + O(t-) et O(t:) -3 O(t)) 
n-cc n+oo 

iii) Si t est un point de discontinuité à gauche et à droite de 0 : 

(j O(t:,) - 0(tW) tandis que la suite (O(tn),n > 1) pourra coilverger vers 
n-w 

O(t+), vers 0(t), ou diverger, auquel cas elle aura au plus deux valeurs d'adhérence, 

0(t+) et 0(t). Si (r(n),iz > 1) est, par exemple, la suite des nombres premiers, il 

existe au plus un entier n > 1 tel que t E {K, k = 0,. . . , r(n)} et dans ce cas on 

a : 0(t;) - 0(t+)). 
n-w 

b) On déduit de cette étude que si t est un point de continuiti. d'un côté de 

O, et de discontinuité de l'autre côté, la suite (E(o,(~)), n 2 1) converge, d'après 
t-t' (1.6), si et seiileineilt si la suite (- tn-t: ,  7 n > 1) converge. On peut faire la mêmc 

remarque pour n'iinporte quel point t tel que Y12 > 1, t  $! {s, k = 0, .  . . , r(n)}. 

Corollaire 2.- Sous les hypothèses du théorème 1 et si de  plus : 

p . c . 3 .  
gn(t) ---t 0(t) en tout instant décimal t, O < t < P, où O est continu au moins 

12-*w 

d'un côté. 

i Si t est un point de continuité de 0, cela résulte du corollaire 1. Siipposons 

donc inaintciiant que 0 est contiilu d'un seul côté au point t. 

a )  Si O est continu à gauche, dès que n est assez grand, d'aprCs (3.3), on a 

t', = t .  Par coilséqueilt, on a, d'après (1.6) : 

p )  Si O est continue à droite, dès que n est assez grand, d'après (3.4), on a 

t:: = t. Par coiiséquent, on déduit de (1.6) que : 

On applique alors le théorème 1. 



d) En fait, en ce qui concerne la convergence de la suite (Es(O,(t)), n 2 1)' 

on peut avoir tous les cas de figure. 

Exemple 1.- On suppose que $ = 0,111.. . et que l'on travaille encore dans 

le système décimal, c'est-à-dire que la suite (r(n), n > 1) est définie par (3.7). 

Alors nous avons : 

On en déduit alors d'après (1.6) que : 

puis en utilisant le théorème 1 que : 

Cette liiilite est différente de O(t) si t est iin point de contirmité de 0 d'un stiil 

côté. 

Exemple 2.- On suppose encore que ( r ( n ) ,  n > 1) est définie par (3.7) et qiie 

$ = 0,0101.. .. 

On vérifie daris ce cas que la sous-suite des termes de rang pair de la siiitr 

( ~ ( ê , ( t ) ) ,  1% > 1) converge vers O@-) + (0.0101.. .)(0(t+) - B(t-)) tandis q ~ i ~  

la sous-suite de rang impair converge vers O(t-) + (0.101. . .)(B(t+) - O(t-)). Par 

conséquent, on est assuré que la suite de v.a.r. gaussiennes (O,,(P x 0.0101 . . .), n 2 
1) ne converge pas en probabilité d'après le théorèrne 1. 

a) Pour t,erininer ces remarques, notons que l'on déduit facilemeiit dc (3.1); 

(3.2); (1.6) et du théorème 1 que : 

Corollaire 3.- Sous les hypothèses du théorème 1, 



III - CONVERGENCE UNIFORME DE 8, SUR CERTAINES PAR- 

TIES DE [O, Pl. 

1) Notations. 

Pour tout signal 0 de O et pour tout entier n 1 1, 

(1.1) 

( k - 1 ) P  k.P C,(O) désignera la réuiiion des intervalles de la forme k = 

1,. . . , r(n),  qui ne rencontre pas V(0). 

Tn(0) sera l'ensemble des bornes inférieures des intervalles du type précédent 

doiit la réunion est Cn(0). 

011 est sûr que Cn(0) f 0 dès que n est assez grand, et il est facile de v&ifi(>r 

que pour tout signal O, la suite (C,(O), n 2 1) converge, c'est-à-dire que : 

et que sa limite est : 

lin1 Cn(0) = [O, Pl - V(0) - 
n-+cc 

Sur cllacun des intervalle ]di-1, di[, i = 1, . . . , s et dans leur réunion, le 

sigiial 0 est uniformément continu. On utilisera les modules d'uniforine contiiiiiit,é 

correspondants à savoir : 

V E > >  et V i = l ,  ..., s 

wi(0, E )  = Max{l0(u) - O(v)l; di-i < u, < di et lu - vl 5 E) 

Enfin, nous poseroiis : 

i VO E O O; Vn _> 1 tels que Cm(@) # 0 ,  
(1.6) 118, - ~ I I $ ' )  = ~ax{lê,( t )  - 0(t)l; t E Cn(0)} ; 

et  

7 { V0 E O ; Vn 2 1 et pour tout fermé F de [O, Pl , 

119, - 0ll(F) = ~ax{18, ( t )  - 0(t)l; t E F} ; 



Théorème 2.- Sous  la condi t ion  (11.1.1) e t  s i  de plus : 

(2.1) r(n) = O(mb(n)) ,  o ù  b es t  u n  réel > O 

l 'es t imateur  (ên,n 2 1 )  défini a u  (I.2.b) converge p.c.s. vers O (sous  Z7hypoth,E.se 

0) a u  sens  d e  la convergence un i fo rme  s u r  t o u t  compact de [ O ,  Pl n e  contenant  pas 

de  point de d iscont inui té  d e  O, quel que soit  le signal O. 

i Etant donnés un signal O et un instant t où le signal O est continu il esistc 1111 

rang N(0,t) 2 1 tel que : 

V n  >_ N(0, t ) ,  l'intervalle [t',, t:] (vhrifiant (1.4)) 
(2.2) 

est contenu dans Cn(0) 

Pour tout entier 12 > 1, comme le graphe de On est une ligne polygoilale, noil? 

avons : 

En utilisant le module de continuité défini par (1.5), on en déduit que : 

puis, d'après la définition (1.6), dès que n est assez grand pour que C,,(0) ne soit 

pas vide, que : 

Comme le signal 0 est uniformément continu sur [O, P] - D(0) et d'après (II.1.1), 

nous avons : 



Par conséquent, étant donné un réel a > O, dès que n est assez grand pour qile 
P l'on ait Cn(0) # 0 et w(0, -) < f ,  nous avons l'inclusion : 

p . c . 3 .  

Pour montrer que 116, - 0llL'" ---+ O, sous l'hypothèse O,  autrement dit polir 
n-cc 

montrer que : 

n=l 

il suffit donc de montrer que, sous l'hypot,hèse O, on a : 

p . c . 3 .  

(2.4) ~ a x { ( d , ( r )  - 0(r)l;  r E Tn(0)) ---+ n-cc O 

P P p.c.s. 

(2.5) 1~1ax{10,(r + -) - 0(7 + --II ; 7 E Sn($) - O 
r(n) r(n) n-cc 

Pour le premier l~ïoblènle nous avons : 

~ r o b ~ ( { ~ a x { l 6 , ( r )  - 0(r)1; r E Tn(0)} 2 a}) 

De manière analogue, on montrerait que : 



On en déduit, compte tenu de (2.1) et de (11.1.1) que l'on a (2.4) et (2.5), et 

finalement que l'on a (2.3). Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer 

que pour tout fermé F de [O, Pl ne rencontrant pas V(O), il existe un rang 

N(8, F )  2 1 tel que : 

Vn 2 N(0,F)  ; F C Cn(B) 

On a alors évidemment : 

et a fortiori : 

I V  - SIMULATION. 

011 présente ici un exemple d'estimation d'un signal périodique présentant tlcs 

discontinuités. 

1) Simulation d'une trajectoire d u  processus d e  Ornstein-Ulilenbeck. 

Soit W = (W(t),t 2 0) un processus de Wiener, de covariaiice. 

on définit un processus de Ornstein-Uhlenbeck standard, de covaria,nce : 

Simuler une trajectoire du processus de Ornstein-Uhlenbeck standard, revient donc 

à simuler celle du processus de Wiener, vu la. relation (1.2). A cet égard, on utailise 

la construction de Lévy-Kampé de Férier du processus de Wiener. 

2) Construction d e  Lévy-Kampé d e  Fériet 

a) Elle est basée sur la notion des fonctions triangulaires définie ci-dessoiis : 



i) Pour tout entier n 2 1, il existe un couple unique d'entiers (p,, q,) tel que : 

Vn 2 1, on pose Jn = [*, 
( Jn est ouvert à droite si < 1, fermé sinon). 

ii) On appelle fonctions triangulaires, la suite de fonctions (en, n > l ) ,  définics 

sur [O, 11 par : 

b) Coiisidéroiis, maintenant, une famille de v.a.r. gaussiennes centrées 

( ( 7 , L , 7 1 ,  RL > 1'11 > O), définies sur le même espace prob;il>ilisable (O, A, P) 
iiidépe~ldüilt~es et telles que : 

( Q t  E [O,l], vw E O 

oil définit une version W,, de la fonction aléatoire ré<,lle du processus (le 14'iciir.r 

d'espace teilips [O, 11, à trajectoires continues, nulle à l'origine. 

Pour une versioil à tra.jectoires continues sur [O, +CO[ il suffit de poser : 

oii [t] désigne la partmie entière de t .  

En utilisant la relation (1.2), on obtient une version à trajectoires cont,iniies 

du processus de Ornsteiil-Uhlenbeck standard. 



3) Estimation d'un signal périodique préseiitarit des discontinuités 

a) Le signal à estimer sera ici une fonction périodique de période P > O, 

présentant deux points de discontinuités dl et dz et ayant la forme 

b) On a simulé le bruit sur l'intervalle [O, 31, en choisissant pour suite d'inst,ants 

d'observation, la suite définie par : 

En prenant pour ~ér iode  P = t32, on pourra observer le signal 8 sur 32 pCii<irlc~s, 

suivant la suite d'instants d'observation définie par (3.2). Ceci nous perinettm rlr 

construire un estimateur 8, avec m ( n )  = n = 32 et r j n )  = n = 32. 
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Ncus étudions quelques problèmes de test de d é t e c t m  

et d'estimation de certains signaux dans un bruit gaussien c e n k ~  

de covariance connue. 

Plas préciséinent, à partir de l'enregistrement d'une 

seule tra-jectoire d'un processus gaussien somme d'un signal 

déteriililliste inconnu et d'un bruit aléatoire que l'on suppose être 

un processus de Ornstein-Uhlenbeck, nous proposons des tests 

convergeiits de l'hypothèse d'absence de signal coiitre plusieurs 

hypothèses alternatives. Deux de ces tests reposeilt sur 17exainen 

des distances des lois conditionnelles du inodèle et un tliéorèine cle 

J. Geffroy, un autre sur une statistique litléaire des observations. 

Puis nous construisoiis un estimateur de type ligne 

polygonale d u  sigiial inconiiu lorsque celui-ci est périodique de  

période connue, et continu par morceaux. Cet estiriiateur converge 

p.c.s. pour la convergence uniforme sur tout conipact ne conteiiailt 

nnn l e  point de discontinuité du signal. 
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