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Introduction

Représenter les types d’homotopie d’ensembles simpliciaux (et par la-méme
ceux d’espaces topologiques) par des structures algébriques préhensibles est un
domaine bien étudié et toujours ouvert dans sa généralité. Une étape fondame-
ntale a été réalisée par D. Quillen dans “Rational Homotopy Theory” [Qu2]. Il
y associe fonctoriellement & chaque espace simplicial (2-réduit) une algébre de
Lie différentielle graduée (1-réduite) et, réciproquement, construit un espace si-
mplicial & partir d’une algébre de Lie différentielle graduée. Aprés composition
de ces deux foncteurs, on obtient un nouvel ensemble simplicial du méme type
d’homotopie rationnelle que 'ensemble simplicial de départ.

Le type d’homotopie rationnelle est une approximation du type d’homotopie:
deux espaces sont dans le méme type d’homotopie rationnelle s’ils sont reliés
par une suite de fléches induisant des isomorphismes en homologie & coefficients
dans Q. Cette notion ne tient évidemment pas compte de la partie de torsion des
groupes d’homotopie et, par exemple, un espace d’Eilenberg-MacLane K(Z/pZ)
y est assimilé a un point.

Le foncteur de Quillen ne s’explique pas aisément; a 'ensemble simplicial X
on associe d’abord son groupe des lacets GX puis 'anneau de groupe simplicial
QGX. 1l s’agit maintenant de compléter celui-ci afin d’obtenir une algebre de
Hopf simpliciale compléte; il reste a prendre le sous-espace des primitifs et a
normaliser pour avoir l'algebre de Lie différentielle graduée annoncée, A(X). Ce
bref aper¢u montre que la construction directe ne se prétera pas facilement a la
détermination d’exemples précis.

Cependant, cet article de Quillen contient un moyen d’étudier les types
d’homotopie rationnelle qui pallie la complexité du foncteur A\. En effet, la
catégorie des algébres de Lie différentielles graduées posséde tous les ingrédients
nécessaires a la définition d’une homotopie: cylindre, modeles et plus générale-
ment une structure de catégorie & modeles fermée. Partant de la, le théoreme
principal de Quillen s’énonce: les catégories homotopiques associées aux en-
sembles simpliciaux (2-réduits) et aux algebres de Lie différentielles graduées

(1-réduites) sont isomorphes.
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Remarquons au passage que de chaque c6té, algébrique et topologique, des
notions de groupes d’homologie, d’algebres de cohomologie, d’algebres de Lie
d’homotopie se correspondent et sont des invariants du type d’homotopie ra-
tionnelle. Bien sir, la considération d’une de ces notions ne rend généralement
pas compte du type d’homotopie rationnelle tout entier. Par exemple, nous ne
pouvons pas reconstruire le type d’homotopie rationnelle de X a partir de son
algebre de Lie d’homotopie.

Dans ce travail, nous ne considérons que la présentation en algébres de Lie
différentielles mais ce rappel historique serait bien incomplet si nous ne citions
pas le travail de Sullivan. Dans [Su], il fournit une représentation du type d’ho-
motopie rationnelle des espaces simpliciaux (nilpotents, de type fini) par des
algebres différentielles commutatives graduées. Ici aussi existe une association
fonctorielle (sous la forme d’un couple de foncteurs adjoints); ici aussi une
structure de catégorie & modéles fermée permet de définir ’homotopie (cf. [B—
G]). Un résumé se trouve dans [D] ol apparait pour la premiére fois la notion
de formalité.

Dans la présentation de Sullivan, la définition d’espace formel s’exprime si-
mplement: un espace X est formel si son représentant algébrique est du méme
type d’homotopie que son algébre de cohomologie rationnelle. En termes d’in-
formations contenues dans la cohomologie, un espace formel est un espace dont
le type d’homotopie rationnelle est entiérement déterminé par son algebre de
cohomologie.

Dualement, on peut définir les espaces coformels comme ceux dont le type
d’homotopie rationnelle est déterminé par I’algébre de Lie d’homotopie. Dans
la présentation de Quillen, cela équivaut a dire que le représentant algébrique
de X est du méme type d’homotopie que son algebre de Lie d’homologie.

Si les espaces formels s’expriment aisément en termes de construction de
Sullivan, ils se caractérisent aussi dans le contexte de Quillen. Pour cela, il
nous faut d’abord expliciter la notion primordiale de modeéle:

Un modéle “de Quillen” d’un espace X est une algébre de Lie différentielle
graduée, libre comme algébre de Lie, dans le méme type d’homotopie que A(X).
Tout espace simplicial 2-réduit admet un modeéle.

J.M. Lemaire [Lem2] montre qu'un espace est formel si, et seulement si, il

admet un modéle a différentielle purement quadratique (c’est-a-dire tel que la

différentielle d’un générateur d’algébre de Lie s’exprime en fonction de crochets
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de longueur 2). Nous voici maintenant préts & étudier ces notions de formalité
et coformalité & travers la théorie de Quillen. En fait, nous allons nous situer
dans un cadre plus général: [’homotopie modérée.

Cette théorie a pris naissance dans ’article “Tame Homotopy Theory” [Dw1]
de W.G. Dwyer. En mélant la construction de Quillen et les algébres de La-
zard, Dwyer construit un pont {que nous notons toujours A) entre I’algébre et
la topologie, joignant les espaces simpliciaux (3-réduits) aux algébres de Lie
différentielles graduées (2-réduites) définies sur Z. Ceci lui permet de considérer
un type d’homotopie moins grossier que I’homotopie rationnelle: le type d’ho-
motopie modérée (sa définition est rappelée en 2.1.13). 1l prend en compte
une partie de la torsion des groupes d’homotopie en se limitant aux rangs pour
lesquels la puissance réduite de Steenrod n’intervient pas. Par exemple la 2-
torsion n’apparait que dans le premier groupe d’homotopie; la 3-torsion d’un
ensemble simplicial 3-réduit est tuée dés le groupe de dimension 6.

Si la majeure partie des techniques du cadre rationnel s’adapte ici, notons
cependant que certaines n’existent plus. Par exemple, la présence de torsion
homologique pour un espace X se traduit au niveau des modéles par l'appari-
tion d’une partie linéaire pour la différentielle et la notion de modeéle minimal
disparait. Nous pouvons dés a présent pressentir les difficultés que nous renco-
ntrerons pour la définition de formel dans ce cadre.

Passons maintenant & la description explicite de ce travail.

La théorie de la perturbation est déja apparue dans ’approche des problémes
de formalité et de coformalité [Fé] [H-S] [La] (Ta]. Son principe consiste
& partir d’une situation simple (en l'occurence celle des espaces formels ou
coformels) et & la perturber pour retrouver le cas considéré. L’espace cherché
apparait alors comme une déviation de la situation standard, déviation que 1’on
mesure 3 ’aide d’un objet algébrique qui se trouve généralement étre une classe
de cohomologie particuliere.

Les suites spectrales constituent un exemple générique d’approximation; rap-
pelons en briévement I’idée directrice: nous partons d’un objet différentiel filtré
L qui fournit une suite d’objets analogues bigradués E7(L), reflétant de plus
en plus fidélement la cohomologie de L. Une fois choisi l'indice r, Vétude de
L se rameéne ainsi a celle de la perturbation d’'un objet bigradué. Ce travail a
déja été mené A bien par Halperin et Tanré [H-T] dans le cadre des algébres

différentielles commutatives graduées; nous le transposons ici aux algébres de



Lie différentielles graduées sur un anneau commutatif R. Pour cela nous par-
tons d’un modéle (bigradué) de E7(L), et en perturbant la différentielle (et le
morphisme, cf. 1.3.7) nous construisons un modele (filtré) de L. En termes
d’informations contenues dans un modeéle, ce processus consiste a réintroduire,
par le biais d’une perturbation, toute I'information perdue par le passage au
r-iéme étage de la suite spectrale. La démonstration occupe le premier chapitre.

La notion de coformalité (modérée) que nous proposons au deuxiéme cha-
pitre est naturelle dans ce contexte: une algebre de Lie différentielle graduée
L est coformelle si elle est dans le méme type d’homotopie que son algebre
de Lie d’homologie. La liaison avec le premier chapitre découle de la filtration
particuliere de L obtenue en considérant tous ses éléments comme étant de degré
filtrant 0 et en choisissant r = 1. La perturbation amenée par le premier chapitre
mesure alors la non-coformalité de L. En guise d’exemples remarquons que les
spheéres, les produits d’espaces d’Eilenberg-MacLane sont coformels modérés.
Par contre, les suspensions ne le sont généralement pas; un espace de Moore
dont le groupe d’homologie a de la torsion n’est pas coformel modéré.

En prenant des CW-complexes de dimension finie, on peut travailler a coef-
ficients, non pas dans un systéme d’anneaux, mais dans un seul anneau £, no-
tamment 'anneau du systéme qui correspond a la dimension maximale. C’est-
ce qu’a fait Anick dans [An3] ot il associe (non fonctoriellement) a chaque
CW-complexe X une R-algébre de Lie L(X) dont 'algébre enveloppante est
un R-modeéle d’Adams—Hilton de X. C’est dans ce cadre que nous situons le
troisiéme chapitre. En ne considérant que des CW-complexes & homologie sans
torsion nous obtenons des résultats et des notions analogues au cas rationnel:
existence et ’unicité d’un modéle minimal, une notion de R-formalité et une
suite d’obstructions 3 la R-formalité qui est constituée de classes de cohomolo-
gie de Harrison. Comme exemples nous mentionnons les sphéres ainsi que leurs
bouquets et produits et les espaces projectifs complexes.

Ensuite nous nous tournons vers les algébres tensorielles. En effet, en con-
sidérant (comme précédemment) des CW-complexes de dimension finie et sans
torsion homologique, R-localisés, nous obtenons des résultats analogues aux
précédents: Dexistence et unicité d’un modeéle d’Adams-Hilton minimal, une
notion de R-AH-formalité et une suite d’obstructions a la ®-AH-formalité qui
est constituée de classes de cohomologie de Hochschild.

Le lien entre les deux approches s’établit a I’aide du théoréme 3.6.8 ou nous
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montrons que dans certains degrés, la cohomologie de Harrison s’injecte dans
celle de Hochschild. Ce résultat qui généralise celui de Barr [Bar| dans le cas
rationnel, nous permet de montrer que les notions de R-formalité et de R-AH-
formalité sont équivalentes. Si R = @, ce théoréme est démontré par Merle
[Me].

Dans le paragraphe 3.7 nous considérons une autre définition de R-formalité
de CW-complexe de dimension finie, qui fait intervenir ’algébre des cochaines
singuliéres cubiques et 'algébre de cohomologie du CW-complexe. Celle-ci a
lavantage de s’étendre au cas des CW-complexes avec torsion homologique.
Nous montrons qu’elle généralise la notion précédente. Ainsi, les espaces de
Moore, leurs bouquets et plus généralement les suspensions sont R-formels.

En 3.7.17, nous comparons la notion de R-formalité & celle de p- AH-formalité
d’Anick (existence d’un modéle d’Adams-Hilton sur Z/pZ & différentielle qua-
dratique).

Finalement nous nous posons la question de I'existence d’une notion de for-
malité repérable non pas au niveau du complexe de cochaines, mais de ’algébre

de Lie d’Anick. Nous proposons de telles notions que nous appelons “type F17,
“type F2”, “type F3”.
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Perturbation d’algebres

de Lie différentielles
graduées

1.1. Définitions et notations.

1.1.1. Soit R un anneau commutatif unitaire dans lequel 2 et 3 sont inversibles.

Un R-module gradué (resp. bigradué) M, (resp. M, .) est une somme
directe M = ;g Mi (resp. M =D, ;e M ;) de R-modules.

On dit qu’une fleche f: M — M’ entre R-modules gradués (resp. bigradués)
est de degré p (resp. de bidegré (p1,p2)) si f: My — M.qp (resp. fi Mo —
Motpr,otp2)-

La suspension o M d’'un R-module gradué M est le R-module gradué défini
par (cM), = M, ;.

Un R-module gradué M est dit s-réduit, si M, = 0.

Le produit tensoriel M @ N de deux R-modules gradués est un R-module
gradué défini par (M @ N)x = D, ;o Mi ®r N;. Si 1M - M', ¢ N —
N' sont des fléches de R-modules gradués de degrés respectifs |f], |g] alors
f®gM®N — M'@N' est définie par (f ® ¢)(m®n) = (—1)I™ f(m) @ g(n);
elle est de degré |f| + |g].



2 Chapitre 1. Perturbation d’algébres de Lie diff. graduées

Une R-algébre associative graduée A est un R-module gradué muni d’une
loi multiplicative associative et distributive par rapport a la loi de module.

I’algébre tensorielle T(M) sur un R-module gradué libre M est la somme
directe P;5, THM) ow: T(M) = R, T{M) = T} (M) ® M pour i > 1.
T(M) est une algebre associative graduée, pour le produit ®. La graduation

T*(M) est appelée graduation par longueur des mots.

1.1.2. Une R-algébre de Lie graduée est un R-module gradué L muni d'une

fléche linéaire de degré 0, notée [, ]: L ® L — L telle que

[a,b] = (=1)!elPIF1[p 4] (antisymétrie),
(_1)1“”01{(1, [bv CH + (_1)lb“‘ll[b’ [C7 a” + (—l)lc”bl[cv [av b” =0 (JaCObi)7

pour a,b,¢c € L de degrés |al, |b], |c| respectivement. Une fleche f: L — L' de
R-algebres de Lie graduées est une fleche de R-modules gradués, compatible
avec les crochets: fla,b] = [f(a), f(b)]- La somme L U L' de deux algébres de
Lie L,L' est communément appelée produit libre. Remarquons qu’on peut
munir toute R-algebre associative d’une structure d’algebre de Lie en posant
[a,b] = a-b—(=1)l*lltlp. .

Soit M un R-module gradué. On note L(M) la R-algébre de Lie libre sur
M. Si M est un R-module gradué libre, hypothése %,é € R entraine que
L(M) n’a pas de torsion ([Hil]). En considérant T(M) comme une R-algébre
de Lie graduée, L(M) est la sous-algébre de Lie de T(M) engendrée par M. Ce
faisant, elle hérite de la graduation en longueur des mots de T'(M) :

L(M) = EPLi(M)
i20
appelée ici graduation par la longueur des crochets. Notons enfin que le produit
libre de deux R-algébres de Lie libres L(M) et L(M') est la R-algébre de Lie
libre L(M & M'").

Une différentielle 8, du R-module gradué M, est une fleche Gp: M — M
de R-modules gradués, de degré —1, telle que 808y = 0. Un R-module
différentiel gradué (M, 3y) est un R-module gradué muni d’une différentielle.

Une R-algébre associative différentielle graduée (A4, 0) est une R-algebre
associative graduée A, munie d'une différentielle d’algébre, c’est-a-dire d’une
fléche 8: A — A de R-modules gradués, de degré —1, telle que 00 = 0 et

da-d')=08a-d +(-1)*a-8d



1.1. Définitions et notations 3

Une R-algébre de Lie différentielle graduée (L,0) est une R-algebre
de Lie graduée L munie d'une différentielle d’algebre de Lie, c’est-a-dire d’une
fleche 8 de R-modules gradués, de degré —1, telle que 900 =0 et

dla, b) = [da,b] + (—1)!*![a, O8]

Le produit libre de deux R-algebres de Lie différentielles graduées (L, ),
(L', @) est une R-algébre de Lie différentielle graduée (LLIL', D) ot D satisfait
4 Dla,b] = [0a,b] + (—1)!%[a,d'b), poura € L, b€ L'.

Définitions 1.1.3. Un R-module différentiel gradué filtré (M,0, F,) est
un R-module différentiel gradué (M,0) muni d’une filtration par des sous-

modules gradués
CFn__lMCFnMCFn+1MC

telle que UnEZ F,M =M et OF;M C F; M.

Une R-algébre associative différentielle graduée filtrée (A,0,F,) est
une R-algebre associative graduée différentielle (A4, 0) munie d’une filtration par

des idéaux gradués
- CFa, W ACF,ACF,1AC...

telle que | J, ez FnA = A, FA- FyA C Fp A et OF,A C F3A.

Soit r un entier positif ou nul. Une R-(r)-algébre associative différentielle
bigraduée (A. .,0) est une somme directe €D;c5 A4 ; de R-algebres associa-
tives graduées, munie d’une fléche de R-modules 0 de bidegré (—r,r — 1), telle
que 00 =0 et

da-b)=0a-b+ (1) b

ou |a| = a]1 + la|z2 ((Jal1,]al2) est le bidegré de a).

Une R-algébre de Lie graduée différentielle filtrée (L, 0, F,) est une R-
algebre de Lie graduée différentielle (L, 8) munie d’une filtration par des idéaux
gradués

- CF,2LCF,LCcF,nLC...

telle que | J,,cz Fnl = L, [F, L, FyL] C FpyqL et OF;L C F;L.
Soit r un entier positif ou nul. Une R-(r)-algébre de Lie bigraduée
différentielle (L. .,0) est une somme directe D;cz L«,; de R-algebres de Lie



4 Chapitre 1. Perturbation d’algébres de Lie diff. gradudes

graduées, munie d’une fleche de R-modules 9 de bidegré (—r,r — 1), telle que

603 - 0 et
dla, b = [9a,b] + (—1)!*![a, 0]

ot |a| = |al; + |alz ((Ja]1,]al2) est le bidegré de a).

Dans 1.1.4 et 1.1.5, I’expression “objet”, désigne un module, une algébre

associative ou une algébre de Lie.

Remarques 1.1.4. 1) Si (C, ., 8) est un R-(r)-objet bigradué différentiel, alors
le complexe total (Tot.C,0) défini par

Tot,,C dzéf Z C,‘,]‘
i+j=n
est un R-objet gradué différentiel. On dira que Tot,C est la partie de C. « de
degré total n.
2) Si (Cy x,0) est un R-(r)-objet bigradué différentiel, alors (C, 0, F,) défini
par
Fc. ¢ @ Cije—i
i<p

est un R-objet gradué différentiel filtré.

Définition 1.1.5. Le R-(r)-objet bigradué différentiel (C, «, 0) est dit s-réduit
si Tot;C =0 pour z < s.

1.2. Un modéele bigradué.

Définitions 1.2.1. Soit R-DGLA la catégorie des R-algebres de Lie graduées
différentielles. Une fleche f: L — L' de R-DGLA (notée ~p) est un R-quasi-
isomorphisme si H.(f) est un isomorphisme.

Un objet R-cofibrant de R-DGLA est un couple formé d’une algebre de
Lie libre sur un R-module gradué libre et d'une différentielle en faisant une
R-algeébre de Lie différentielle graduée.



1.2. Un modéle bigradué 5

Un R-modéle (L(V),d, 1) d’une R-algébre de Lie différentielle graduée (L, §)
est un R-quasi-isomorphisme u:(L(V),8) — (L,6), de source un objet R-
cofibrant.

Un R-modéle d’une fléche f:(L,8) — (L',6') de R-DGLA est la donnée

d’un diagramme commutatif:

(L,6) —TL— (1,8

\ {u
(LUL(V),d)
ol j est I'inclusion canonique dans le produit libre (comme R-algebres de Lie),
p est un R-quasi-isomorphisme et le quotient (L(V),0) de (L UL(V),d) par
I’idéal engendré par (L, §) est un objet R-cofibrant.

Les définitions ci-dessus s’adaptent mot pour mot aux cas bigradué et filtré.

Nous parlerons alors de R-(r)-modéle bigradué ou de R-modéle filtré.

Proposition 1.2.2. Soit (A, «,84)—(Bs «,0p) une fleche de R-(r)-algébres
de Lie bigraduées différentielles s-réduites (s > 1). Alors a admet un R-(r)-

modéle bigradué.

Corollaire 1.2.3. Toute R-(r)-algébre de Lie bigraduée différentielle s-réduite

admet un R-(r)-modéle bigradué.

PREUVE DE LA PROPOSITION: Nous construisons un R-(r)-modeéle de a par

récurrence sur le degré total.
Supposons avoir obtenu ¥: (4 U L(W),d) — (B,0p) tel que

(1) W est un R-module libre bigradué, engendré par des éléments de degré
total £, s <t < n
(ii)r Tot,H (%) est un isomorphisme pour t < n —1
(iii)y, Tot,H(y) est surjective.

Notons C = @ter:nH coker Hy, ¢+,(¢). Pour chaque (t1,t2) tel que t; +tp =
n + 1, prenons le premier terme 7": W . — Cy ¢, d’une résolution libre de
Ci, t,- Il existe une fleche m: (Wy, ,,,0) — (By, 1,,08) telle que le diagramme

H(rm
I L Hy, (B, 35)

e

Ct, 1,

1
Wit
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commute. Posons W' = @, ,,,_n11 Wi, ¢, et étendons la différentielle 9 au
produit libre ALL(W & W') par 0|+ = 0. Prolongeons ¢ sur AUL(W @ W')
en posant Y|y = 7. Alors

TOtn+1H(’¢)Z TOtn+1H(A (] L(W D W’)) — Totyn + 1(3)

est surjective et nous obtenons (iii)n41-

ker Hy, 1,(¢). Pour chaque (t1,t2) tel que
t1 4 t3 = n, prenons le premier terme #': V4, 4, — K¢, ¢, d’une résolution libre
de K¢, 1, et 7: (Vi 1,,0) = (AUL(W @ W'), 3) une fleche telle que H(7F) = #'.
Soit W{, 1, 1,—rt1 une copie de V;, 4, en bidegré (¢; +r,t; —r+1). Posons W" =
D1, 4tr=n+1 Wis i, et étendons 9 sur AUL(W & W' @ W") par O|yyn = 7|y,

a travers les isomorphismes W/, =V, .. Il reste a remarquer que 1 se
w7 k1 , q

Ensuite notons K = P, ,,,—,

prolonge & W', de fagon compatible aux différentielles et aux bigraduations, et

que
Tot41 H(): Totusr H(AUL(W & W' & W) = Tot, ., H(B)

est un isomorphisme. Nous avons ainsi (ii),41. En remplacant dans I’énoncé

de (i)n le R-module W par W @& W' & W" nous obtenons (i)n41. ]

NOTE. Dans 'appendice de ce chapitre, on peut
trouver les énoncés 1.4.1, 1.4.2, 1.4.3, 1.4.4, qui sont
les analogues de 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.7, dans le cas
des algebres associatives différentielles graduées.

1.3. Théoréme de perturbation.

Rappels 1.3.1. Soit (M, 0, F, ) un R-module gradué différentiel filtré s-réduit.
Alors la filtration F, de (M,d) définit une suite spectrale (E7(M),3") de la

fagon suivante:
Zg (M) ={a € FyMp4|0a € FprMpig1}
B;,q(M) ={db e FpMp+q|b € Fp+rMp+q+l} = aZ;+r,q—r+1(M)
By (M) = Zg (M)/ 7723 1 (M) + BL M (M)

4
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En particulier, E) (M) = (FyM/F, 1 M)p+qet E) (M) = Hyy o( FM/Fpo1 M).

On notera également

Z;,Z;’q pour Z;’q(M)
B;, B;’q pour B;,q(M)

E,, E, , pour E; (M).

Définissons Z3° = (1, Z;,By° =, By et E;° = Z5°/Bp°.

iy
Définition 1.3.2. Avec les notations de 1.3.1, on dit que la filtration F, est

bornée, si pour chaque degré n il existe des entiers a(n) et w(n) tels que
Fa(n)Mn =0et Fw(n)Mn = Mn.

Proposition 1.3.3 ([McC, Th. 2.1.]}). Avec les notations de 1.3.1, si la filtra-
tion F, est bornée, la suite spectrale (E"(M),8") converge vers H(M), c’est-a-
dire

B = FPHP+9(M)/F,,_1HP+9(M)
olt FpHp (M) =im {is: Hpyo(Fp M) — Hpio(M)}.

Proposition 1.3.4 ((McC, Th. 3.2.]). Soit f:(M,0,F,) —» (M',0',F) une
fléche de R-modules gradués différentiels filtrés s-réduits; elle induit une fleche
de suites spectrales E™(f):(E™(M),0") — (E"(M'),8'"). Alors si E™(f) est
un isomorphisme pour un ng donné, E*(f) l'est aussi pour tout n 2 ng. SI les
filtrations sont bornées, f induit un isomorphisme H(f): H(M,d) — H(M',d").

Remarque 1.3.5. La proposition 1.3.4 ainsi que le reste du chapitre peuvent

se généraliser dans le cas des filtrations complétes et ezhaustives (cf. [McC, §

3.1.).

Remarque 1.3.6. Si M a une structure de R-algébre de Lie (resp. de R-
algébre associative) nous obtenons une suite spectrale de R-algébres de Lie
(resp. R-algebres associatives). Les énoncés 1.3.1-1.3.5 restent inchangés dans

ces deux cas.

Théoréme 1.3.7 (de perturbation). Soit (L,d,F,) une R-algébre de Lie
graduée différentielle filtrée s-réduite a filtration bornée; soit r 2 0, (E"(L),0")
est une R-(r)-algébre de Lie bigraduée s-réduite. Soit (L(V'),d,#)} un R-(r)-
modeéle bigradué de (E™(L),0"). Alors il existe un R-modele filtré de (L, ) de
la forme (L(V),d + 7, ¢) avec E™(¢) = .
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PREUVE:
Rappelons que, dans Vp, L(V),, Z,(L), Ep(L), 'indice
p désigne la premiére graduation; le degré total est

representé par Tot,V, Tot,L(V), Tot, E{L).

Définition 1.3.8. Un couple approximant (§,£) est une paire de fleches:
§ est une dérivation de L(V) de degré -1 et £:L(V) — L un morphisme de
R-algebres de Lie graduées tels que pour tout p > 0

(1) 6: VP - @j{p—r L(V)J
(2) &V — Z5(L)
(3) 6 et ¢ relevent respectivement d et 1.

Lemme 1.3.9. I existe un couple approximant (6, £).

PREUVE: Posons § = d. Nous avons pour tout p > 0

V, —Y— EI(L)

AN
r
\\ 28
W

Z7(L).

Comme V, est un R-module libre, on peut relever 1/1|Vp en &,. Prenons{|y, =&
P

pour tout p et prolongeons ¢ comme morphisme de R-algebres de Lie.

Lemme 1.3.10. Soit i > 0 et (é(;),&(;)) un couple approximant avec les pro-

priétés suivantes pour tout p > 0

Vo> B LV

J<p—2r—1

iy — 08y Vp — Zp_ (D).

Alors il existe un couple approximant (8(;y1), §(i+1)) satisfaisant pour tout p 2 0

Sy =S Vo €D L(V)s,

i) — €@y Vo = Zp_i(L).
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Remarque 1.3.11. D’aprés le lemme 1.3.9 il existe un couple approximant
(60)>€(0)). Le lemme 1.3.10 nous permet de construire une suite de couples
approximants (6(;),{())ien. La filtration de L étant bornée, il existe pour

chaque n des entiers a'(n) et w'(n) tels que
El . ;(L)=0pourj<a'(n)etj>w(n)

D’apres la construction du modeéle bigradué (cf. 1.2.2), il est de méme pour

L(V): il existe des entiers a(n) et w(n) tels que
L(V)jn—; = 0 pour § € a(n) et j 2 w(n).
autrement dit

P Lv)=0et P L(V); = Tota L(V).

igea(n) J€w(n)

Pour chaque degré (total) n il existe donc un indice i(n) > 0 tel que
déf
{ SitmTot, v = Gitm+1[Tor, v = -+ = 8(n)
def
§itm o, v = Eitm1lTot, v =+ = &)

En posant DIToth = §(n) et E|Toth = {(n) pour tout n, nous obtenons un
couple approximant (D,Z) avec D? =0 et ZD — §= = 0. Ce couple est un bon
candidat pour (d + 7, ¢), il reste & vérifier que = est un R-quasi-isomorphisme:
considérons la filtration F}L(V) = ;<. L(V); de (L(V), D) et la suite spec-
trale associée. Comme D:F,L(V) — F, . L(V), nous avons Z (L(V)) =
FL(V) = @, L(V);. D'autre part, comme Z: F,L(V) — ZJ(L), E est un
morphisme qui respecte les filtrations. Il induit donc un morphisme de suites
spectrales. Nous avons E"(Z) = ©; d’apres la proposition 1.3.4, Z est un R-
quasi-isomorphisme. Ainsi en prenant d+7 = D et ¢ = = nous avons démontré

le théoréme.

PREUVE DU LEMME 1.3.10: Nous allons construire une suite de couples approx-

imants (8, €a)azs avec (6,5, &s) = (8¢iy, €(iy) et lima—oo(a, Ea) = (8(iv1)s E(iv1))-
Ces couples auront les propriétés suivantes:

(64,€q) satisfait a , sur tout V et , sur Totga V.
pour tout p = 0,
bo — b3y: Vp — @ L(V);
jSp—7—1

ba =€y Vp — Z,_i(L)



10 Chapitre 1. Perturbation d’algébres de Lie diff. graduées

pour tout v € @ — 1, (64,&y) = (6a,&a) sur Totg,V et sur TotpaqV.
Supposons avoir construit (8,,&),...,(6a—1,La-1) et construisons (6q,&q)-
Pour cela nous allons utiliser deux fonctions auxiliaires f,g en posant é, =
ba-1— frba = €a—1 + g avec f,g =0 sur Tot;V pour j #«, f de degré-let ¢

de degré 0. Ces fonctions auront les propriétés suivantes pour tout p > 0:

(1) siz>0,9:V, —» Z;71(L)
N L el
Vo — 2, (L)

Lemme 1.3.12. Pour avoir les propriétés il suffit d’avoir

des fonctions f,g comme ci-dessus, telles que pour tout p 2 0,

a1 ~ba-1f:Vpamp = @jgp—w—i—l L(V);
€ami(Bamt — f) = 8'(éam1 + 9): Vpyaep — Z5__i_1(L).

PREUVE DU LEMME 1.3.12: Il est clair que indépendamment du choix de f,¢
on a déja et . Montrons qu’on a . Comme pour tout p = 0,
bo—bo1=f1V, — @jgp—r—i L(V);, nous avons pour tout p > 0, 82 —62_, =
8a(ba — ba—1) + (60 — 8a—1)ba—1:Vp — @jgp-zr—i L(V), c’est-a-dire sur
tout V.

Restreignons-nous maintenant & Tot;V pour j € a—1. La-dessus, 6o = ba—1,
et donc aussi 62 = §2_,. Comme 6,1 y satisfait a par récurrence il
en est de méme pour §4.

Il nous reste donc a montrer que pour tout p > 0,
82:Vp amp — EB]-Q]_ZT_FI L(V);. Mais é, baisse le degré total de 1, et en degré
total a—1, 0on a 84 = bo—1. Doncsur V;, o, pour tout p > 0, 82 = 6§_1—6a_1f
et il suffit d’appliquer .

Pour les mémes raisons que précédemment et indépendamment du choix de

f59, la paire (64, &q) satisfait a sur tout V et a sur Totge—1 V. 11

reste donc & montrer que pour tout p > 0, £aba — 0a: Vpa—p — Z5_r—;_1(L).

Pour cela on applique . La méthode est entiérement analogue a celle
utilisée pour démontrer le point . O

SUITE DE LA PREUVE DE 1.3.10: Il s’agit donc de trouver f,g satisfaisant a

EIEp

1. Le cas i = 0. Posons f = 0, et donc §3y = §y = b pour tout a = s.
Comme 6, reléve d et d* = 0, nous avons .
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Il reste & déterminer g. Considérons le diagramme suivant:

. -1 1
V. £6(1)—9¢ proj 0Z,~i(L)+ Z,~. (L) -z

dZ;~{(L)+ Zy~;_4(L)

P (D)
;\\\\\ [8 /
Z;~ (L)
Autrement dit
(1) £6(1) — A€+ g): Vp,amp — ker proj = Z;___i_l(L).

I reste & montrer que cette fleche va dans Z;_,_,(L). D’apres (1) nous avons
(2) €61y — O+ 9): Vp,a—p = Fp-ra(L)-
D’autre part 0[68(1) — 8(€ + g)] = 9€6(y), et par récurrence, pour tout p > 0,
€61y — 0 Vyam1—p = ,f-r-l(L)-
11 s’ensuit:
€61y — 9¢: @pZOL(V)P)a_I_P - Z;—r—l(L)
c’est-a-dire que pour tout p 2 0
(3) (€8(1) — BE)6(1y: Vypsamp — Zp—9r—1(L).
D’autre part, nous savons que pour tout p > 0, 5(21): Vp — @jgp—zr—l L(V);
(4) 55?1)3 Vo,a—p = Z,r—zr—l(L>-

La différence entre () et (4) est précisément 0£6(y), de but Z7_,,_,(L). Donc,
pour tout p = 0,

Al€é1) — A& + 9)]: Vp,amp = Fp-ar—1(L)

et ceci combiné avec (2) entraine .
2. Le cas 7 > 0.
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Introduisons une nouvelle notation: pour tout p > 0, P et @ seront les

composées
Vpaor —0 @ LV Yy, et e
iSp—2r—1
P lprojp_zr_i Q Py v
L(V )pmtr Ej_,D)

Montrons que d’apres , dP = 0. Nous avons pour p+ ¢ € a — 1,
52—1:Vp,q - Engp—zr—i—1 L(V);. Don, Soc1:L(V)pam1-p = @jgp—zr—i—l L(V);-
D’autre part, d’aprés la remarque 1.3.11, nous pouvons considérer §2_; comme
6% _1:L(V)pa—1-p = Zj_5,—;—1(L(V)). En composant avec o—1:Vpa—p =
@ ;<p--L(V);, nous obtenons, pour tout p > 0,

(1) 81 Vg = Zp grmia (L(V)).

D’aprés 8 1 Vpamp — Di<p-2ri L(V);, et donc d’apres (1), 62_1: Vyaep —
Z;i';r_i(L(V)), ce qui entraine dé62_; = 0 et donc dP = 0 sur V}, o—p, pour tout
p=0.

D’autre part, d’apres , nous avons pour tout p = 0, {a—10a—1 —
01 Vpa-1-p — Z;_r_i_l(L) et donc £4—180-1 — a—1:L(V)pa—1-p —

e r—ie1(L). Alors, (§a—16a—1 — 0fa—1)0a—1:Vp,a—p = Zy _9p—i—1(L). Nous
avons 8"Q = py_y,_;0(€a-16a-1 — 8a-1) et PP = p;_%_iﬁa_lég_l. Pour
montrer que ¥ P = 0"Q, il suffit de remarquer que p;_h_i(éa_l62_1——0&,_15(,_1) =
0. Mais ce dernier est égal a p;_h_i(ﬁa-l Sy—1 — O q—1)0a—1 et d’apres

, nous avons pour tout p > 0

§

Vi —or L(V Yoy S0 20 (1) S50,

Dans le diagramme suivant,

Vpramp —2 L(V)pmtrei —— E5_5,_i(L)

u\'\\ dl‘ av“l‘
! Y r
L(V)P—T—i — Ep—r—i(L)

nous voulons construire un relevement de P en u'. Pour cela, comme Vj o—p

est un R-module libre, il suffit que d soit surjectif sur 'image de P. Ce qui
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signifie que si nous notons [.] la classe d’homologie, pour tout y € V, o—p,

[Pyl, = 0. Mais H.(¥)[Py], = [¥Pyly = [07Qyly = 0 et Ha(3)) est un
isomorphisme; il existe donc y' tel que dy’ = Py. On obtient ainsi le relévement
v Vp,a—p = L(V)p—r—i cherché, pour tout p > 0.

Maintenant, a partir de u' nous allons trouver des morphismes u, v tels que
Q—yYu=0"vet du=P.

D’abord montrons que 8"(Q —vu') = 0: nous avons 8"Q = P et 0"¢Y = ¢d =
pdu' =P =0"Q = 0"(Q — pu') = 0. L’égalité [(Q — vu')], = 0 n’est pas
toujours vérifiée. Mais nous savons que H,(v) est surjectif et donc qul existe

pour tout y € Vj o—p des éléments ay, by tels que
Yay, = (Q —pu')y + 97by.

Posons u(y) d—-‘é-iu’(y) + ay et v(y) e by, pour tout y € Vp 4—p. Ainsi nous
obtenons [Q — Yu],. = 0. D’autre part, duy = du'y + da, = du'y = Py.
Posons f = u sur Tot,V et f = 0 sinon. Vérifions que pour tout p > 0, f

satisfait a

(3) ‘S?y—l —ba—1f:Vpa—p — @jgp—w—i—lL(V)j-

Ecrivons §q_1 = d + To—1 avec Ta—1: Vpae1 — P

i<p—r—1 L(V);. Alors 62_, —

bac1f =68 —du—Toqu=82_, —P—1q_qu=(Id - projp_w_i)ég_l —To_t.
Nous avons d’une part (par définition du couple approximant)
(Id = projy o, )85 Vo > D L(V);
j<p—2r—i-1
et d’autre part,

Ta-1

Vo,a—p —— L(V)p—r—i —— @jgpqr—i—l'—(v)j

et donc nous obtenons (§).
Pour obtenir g il faut maintenant relever v. Choisissons ¢’ telle que le dia-

gramme suivant commute pour tout p 2> 0
Vp,oz—p\_z—> E;——i(L)
N

\\
.
[N .
AN Pp—i
\J

p—i(L)

p—i
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Nous avons donc,

(4) a-1(8a—1—f) = 0a-1+9'): Vp,ap = Z5_, (L)
et nous allons modifier g’ en g de fagon que la fleche aille dans Z7_,_;_(L).
Vérifions que la composée de () avec pj_,_; est nulle:

nous avons P;—r—i(fa—1(5a~1—f)—a(fa—l +4')) = Q—P;—r—ifa—lf—arl’;—igl =
Q —Yu—0"v =0 car 0"v = Q — Yu. Donc pour tout y € V, a—p,

[€a1(6a—1 = f) = O(a1 + ¢y = a, + b,
avec a, € Z;_l (L) et by, € Z;:}+1(L)-

—r—i—1

Posons ¢(y) e 9'(y) + b, pour tout y € Vp,a—p, €t g = 0 sinon. Donc, pour
tout p > 0,
(5) fa—1(ba-1 = f) = 0(la-1+ 9): Vpa—p — Z;::—i—l(L)'
Il reste & vérifier que cette fleche va effectivement dans Z7_,_;_,(L). Nous
avons d’aprés (5), £a1(6a—1 — f) — 0(€a—1 +9): Vp,amp — Fp—r—i—1(L). Alors
Ola-1(6a—1 — f) = 0(la-1 + 9)] = Oa—1(éa—1 — f). L'image de Vp q-p par
(6a—1—f) est en degré (total) € a—1, nous pouvons donc appliquer I’hypothese
de récurrence et écrire

Oact — bac1ba1: P L(V)py — Zp_poia (L)
pHg€a—1

Ainsi, pour tout p > 0,

(aﬁa—l - 60—1601-1)(601—1 - f) V}ua-P - Z;—2r—i—1(L)~

D’autre part, §o—1{6a—1 = f): Vp,a—p — @jgp—zr-i—l L(V); d’apres nos calculs
précédents. Done, pour tout p = 0, &u—i(8a—1 — f): Vpamp = Fp—2r—i—1(L)
et la fleche (5) a pour but Z7_,_, (L) g

1.4. Appendice.

Définitions 1.4.1. Soit R-DGAA la catégorie des R-algebres associatives
graduées différentielles. Une fleche f: A — A’ de R-DGAA est un R-quasi-

isomorphisme (noté ~g) si H.(f) est un isomorphisme.
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Un objet R-cofibrant de R-DGAA est un couple formé d’une algébre ten-
sorielle sur un R-module gradué libre et d’une différentielle en faisant une R-
algebre associative différentielle graduée.

Un R-modéle d’une R-algébre associative différentielle graduée (A, §) est un
R-quasi-isomorphisme u: (T(V),d) — (4, §), de source un objet R-cofibrant.

Un R-modéle d’une fleche f:(A4,6) — (A',§') de R-DGAA est la donnée

d’un diagramme commutatif:

(A,8) —L— (4,8

(A@T(V),d)

ou j est 'inclusion canonique dans le produit libre {comme R-algébres associa-
tives), u est un R-quasi-isomorphisme et le quotient (T(V),d) de (A®T(V), d)
par l'idéal engendré par (A, §) est un objet R-cofibrant.

Les définitions ci-dessus s’adaptent mot pour mot aux cas bigradué et filtré.

Nous parlerons alors de R-(r)-modéle bigradué ou de R-modéle filtré.

Lemme 1.4.2. Soit (A, ., aA)L(B*,*,aB) une fleche de R-(r)-algébres asso-
ciatives bigraduées différentielles s-réduites (s 2 1). Alors a admet un R-(r)-

modeéle bigradué.

Corollaire 1.4.3. Toute R-(r)-algebre associative bigraduée différentielle s-

réduite admet un R-(r)-modéle bigradué.

Théoréme 1.4.4 (de perturbation). Soit (4,8, F,) une R-algébre asso-
ciative graduée différentielle filtrée s-réduite a filtration bornée; soit r > 0,
(E"(A),0") est une R-(r)-algébre associative bigraduée s-réduite. Soit (T(V),d, )
un R-(r)-modéle bigradué de (E"(A),d"). Alors il existe un R-modéle filtré de

(4,0) de la forme (T(V),d + 7,¢) avec E"(¢) = 1.



Coformalité modérée

2.1. Quelques résultats et définitions.

Dans [Qul], Quillen définit une théorie de ’homotopie sur une catégoric
C. Ce point de vue lui permet d’unifier la présentation de théories homo-
topiques, comme celle des complexes de chalnes ou celle des ensembles sim-
pliciaux. Surtout, elle lui fournit de nombreuses équivalences de catégories
homotopiques. La base de cette conception est la notion de catégorie d modeéles

fermée.

Définition 2.1.1. Dans une catégorie C, une fleche f: 4 — B est appelée

retract de g: X — Y ¢’il existe un diagramme commutatif

A X A
1
B Y B

dans lequel le composé des fleches horizontales est 'identité.

Définitions 2.1.2. [Qul] Une catégorie 4 modéles fermée est une catégorie
€ munie de trois classes de fleches, appelées resp. fibrations, cofibrations et

équivalences faibles, vérifiant les propriétés suivantes:

16
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(1) C est fermée pour les limites inductives finies et projectives finies.

(2) Si f,g sont des fleches de C telles que fog est définie, alors si deux
quelconques de £, g, fog sont des équivalences faibles, la troisieme ’est
également.

(3) Un retract d’une fibration (resp. cofibration, équivalence faible) est une
fibration (resp. cofibration, équivalence faible).

(4) Dans tout diagramme commutatif du type

A X
B—1 .y

la fléche f peut étre relevée en f': B — X sil’une des conditions suivantes

est satisfaite:

(a) 1 est une cofibration et une équivalence faible, et p est une fibration

(b) 7 est une cofibration, et p est une fibration et une équivalence

faible.

(5) Toute fleche f peut se factoriser de deux fagons:

(a) f = peot, avec 1 une cofibration et une équivalence faible, et p une
fibration
(b) f = goj, avec j une cofibration, et ¢ une fibration et une équiva-

lence faible.

Un objet *; est appelé initial s’il existe une unique fleche x; — X pour tout
objet X de la catégorie. Un objet M est dit cofibrant si x; — M est une
cofibration.

Un objet 5 est appelé final s'il existe une unique fleche X — *;5 pour tout
objet X dela catégorie. Un objet F est dit fibrant si F' — #j est une fibration.

Toute catégorie a modeles fermée C a une catégorie homotopique associée
HoC, obtenue a partir de C en inversant formellement la classe des équivalences
faibles. Il apparait que Ho( est équivalente & une catégorie plus concréte dont
les objets sont les objets de C a la fois fibrants et cofibrants et dont les mor-
phismes sont les classes d’homotopie convenablement définies ([Qu2,p.234]).
Quillen ([Qu2,p.235]) fournit un théoréme permettant de construire des équi-
valences entre les catégories homotopiques; Dwyer utilise cette théorie pour

algébriser le type d’homotopie modérée (défini ci-apreés) des ensembles simpli-
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ciaux 3-réduits. Cette notion requiert un systéme d’anneaux permettant de

controler la torsion:

Définition 2.1.3. [Dw1] Soit R un sous-anneau de Q. Un R-systéme modéré
d’anneaux est une suite croissante de sous-anneaux de @, (R;);j»o, telle que
R C Ry et tout entier k vérifiant 2k — 3 < j soit inversible dans R;.

Soient (R4 ), (R.) deux R-systémes d’anneaux. On dit que (R.) est plus fin
que (R.), et on note (R,) > (R.) si Ry C R}, pour tout k.

Notations 2.1.4. Notons @, le plus petit sous-anneau de Q contenant 1/p
pour tous les entiers inférieurs ou égaux a n. La condition imposée au systéme
modéré s’écrit alors:

43

RCR;et Q[#] C R;, pour tout j, ol [T] désigne la partie entiére de L;"—%

Alnsi (Q[k_—;_a]) est le Z [%, %]-systéme modéré d’anneaux le plus fin possible.
Remarque 2.1.5. Comme il est déja remarqué dans [An3],[Dw1}],[S-T2],
la théorie de I’homotopie modérée s’adapte au cadre des espaces 2-réduits a
condition de modifier le systéme d’anneaux. Dans ce cas, la propriété demandée
devient:

Tout entier k vérifiant k — 2 < j est inversible dans R;, ie. R C R; et
Qj+2 € Rj, pour tout j > 2.

Nous ne développerons les preuves que dans le cadre de 2.1.3, Padaptation

étant sans probléme.

Théoréme 2.1.6 [Dwl]. Soit s > 2. Pour chaque R-systéme modéré
d’anneaux (R.), la catégorie des R-algébres de Lie différentielles graduées s-

réduites, notée R-DGLA est une catégorie & modéles fermée, avec comme

(1) fibrations les fléches f surjectives en degrés > s pour lesquelles
Hyyr(ker f) est un Rg-module et le conoyan de Hyy(f) sans p-torsion
pour p inversible dans Ry,

(2) équivalences faibles les fléches g telles que Hqy((g) ® Ry soit un iso-
morphisme pour tout k 2 0,

(3) cofibrations les fléches 7 ayant la propriété (4b) de 2.1.2.

Les R-algébres de Lie différentielles graduées libres sur des R-modules libres
sont des objets cofibrants de R-DGLA, [Dw1,th.7.1.]. Les objets fibrants L de
R-DGLA, sont ceux pour lesquels Hy(L; R) est un Rx-module. Les fléches

qui sont a la fois des fibrations et des équivalences faibles sont les applications
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surjectives induisant un isomorphisme en homologie a coefficients dans R.

Théoréme. 2.1.7 [Dwl]. Soit s 2 2 un entier et (R.) un R-systéme modéré
d’anneaux. La catégorie des ensembles simpliciaux (s + 1)-réduits, notée SS,;

est une catégorie & modéles fermée, avec comme

(1) cofibrations les applications injectives,

(2) équivalences faibles les applications f telles que 44 x41(|f|) ® Ri soit
f| est la réalisation de f),

(8) fibrations les fléches p ayant la propriété (4a) de 2.1.2.

un isomorphisme pour tout k 2 0 (ot

Tout objet de SS;4, est cofibrant; les objets fibrants sont les complexes de
Kan X pour lesquels o4 14+1(X) est un Ri-module.

Remarque 2.1.8 [Dw1]. Une fleche f est une fibration de 88,44 pour laguelle
Ry ® me1(f) est surjective si, et seulement si, elle est une fibration de Kan
vérifiant pour tout k 2> 0: msyrs1(ker f) est un Rg-module et cokermsypy2(f)

est sans p-torsion pour p inversible dans Riy1, ol ker f désigne la fibre de f.

Théoréme 2.1.9 [Dwl]. Il existe une paire de foncteurs
XSS,y T———R-DGLA,: 1

qui induisent des équivalences de catégories homotopiques déterminées par les

structures de catégories & modéles fermées décrites ci-dessus.

Remarques 2.1.10. 1) En prenant s = 1, R = Q, nous retrouvons la théorie
d’homotopie rationnelle de Quillen (cf. [Qu2]).
2) Les foncteurs ) et ¢ ne sont pas adjoints mais les composés de deux couples

d’adjoints.

Définition 2.1.11. Soit (R.) un systéme modéré d’anneaux. On appelle R.-
équivalences faibles les équivalences faibles de la catégorie R-DGLA ; (munie
de sa structure de catégorie & modeles fermée décrite dans le 2.1.6) et on les
note ~ (ou ~p, en cas d’ambiguité). On note de la méme fagon les équiva-
lences faibles de la catégorie SS,44 (cf. 2.1.7). Ainsi nous avons deux notions

différentes:

(1) celle de R-quasi-isomorphisme, notée =, entre algébres de Lie différenti-
elles graduées: f en est un ssi Hi(f; R) est un isomorphisme pour tout
k>0 (cf. 1.2.1).
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(2) celle de R.-équivalence faible, notée ~, dans la méme catégorie: g en est
une ssi Hsyx(f; Rx) est un isomorphisme pour tout k& > 0.

La relation entre les deux notions est donnée par:

Remarques 2.1.12. 1) Soit (R,) un R-systéme modéré d’anneaux. Dans la
catégoric R-DGLA, un R-quasi-isomorphisme est une R,-équivalence faible.
La réciproque est fausse comme le montre Vexemple suivant:

Prenons s = 1, R = Z et (R.) un systéme modéré, et soit ¢: (L(ta,t3),dts =
ty) — *. Alors ¢ est une R.-équivalence faible (L(t,dt) est acyclique dans tout
systéme modéré d’anneaux) mais pas un R-quasi-isomorphisme
(car H(L(t,dt);Z) #0) (cf. aussi 3.2.1).

2) Rappelons qu’une fléche qui est une R.-équivalence faible et une fibration,

est un R-quasi-isomorphisme (cf. 2.1.6).

Définitions 2.1.13. On dit que deux ensembles simpliciaux X, X’ sont dans

le méme type d’homotopie modérée, et on note X <~ X', si on a une chaine
finie de fleches

Xe—= .. ~ X!

On dit que deux R-algébres de Lie différentielles graduées L, L’ sont dans le
méme type d’homotopie modérée, et on note L+~+L' si on a une chaine finie

de fleches

L—>— .. ~ L
Un modéle cofibrant M(X) de X, est un objet cofibrant de méme type
d’homotopie modérée que X. Un modéle fibrant F(X) de X, est un ob-
jet fibrant de méme type d’homotopie modérée que X. Dans une catégorie a

modeéles fermée tout objet admet des modeles cofibrants, des modeles fibrants,

des modeles fibrants et cofibrants:
X e M(X) —— FM(X)

Proposition 2.1.14 [Dw1l]. La catégorie R-Ch, des R-complexes de chaines
s-réduits, posséde une structure de catégorie & modéles fermée comme suit:
les cofibrations sont les applications injectives dont le conoyau est projectif
en chaque degré; les équivalences faibles, les fléches f telles que Hox(f) ®
Ry soit un isomorphisme pour tout k et les fibrations, les fléches p ayant la
propriété (4a) de 2.1.2.
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Définitions. 2.1.15 [S—T]. Le foncteur “ebélianisation” ab: R-DGLA,—
R-Ch, associe & (L, ) le module (abL,3), ot abL %' L/[L,L] et 8 est la
différentielle induite par passage au quotient. En particulier abL(V) 2 V.
Soit F' un foncteur entre catégories & modéles fermées, envoyant des équi-
valences faibles enire objets cofibrants sur des équivalences faibles. Alors on
peut définir le foncteur dérivé total F de F comme le foncteur induit entre
les catégories homotopiques. Si F' envoie équivalences faibles sur équivalences

faibles, on note F le foncteur induit.

Définition 2.1.16 [Ne]. Soit X € Obj(SS,41), un complexe de Kan, on définit
les groupes d’homotopie & coefficients de la facon suivante:
* Mokt (X Ri) E morirn (X) © Ry
* &1 A est un Rp-module cyclique d’ordre fint, msqrs1(X; A) & [M(A, s+
k), X], ou [,,.] désigne l’ensemble des classes d’homotopie pointée et
M(A,n) est un complexe de Moore vérifiant H,(M(A,n);Z) = A.

Dans cette définition on suppose k > 1. Pour £ = 0, on pose ms41(X; A) =
me4+1(X) ® A, ce qui est compatible avec les résultats de [Ne].

Théoréme 2.1.17 [S—T]. Soit (R.) un systéme modéré d’anneaux, X un
complexe de Kan (s+41)-réduit et A(X) la R-algébre de Lie différentielle graduée

qui lui est associée par le foncteur A de Dwyer. Alors

(1) Si A est un Ry-module cyclique, mo1511(X; A) 2 H oy 1 (MX); A).
(2) Hoprs1(X; 4) = Hiyirr(0abM(X); 4).
(3) Si A' = Ry ou A’ est un anneau quotient de Ry, alors

HSsTRHL(X. AT ’IE F<3+k+l(aEA(X); A'"), ott la structure d’algébre sur
alg

le terme a droite provient de la partie quadratique de la différentielle.

Dauns la pratique, un modéle cofibrant de A(X) fournira ’homotopie, I’homo-

logie et la cohomologie modérées de X.

2.2. Coformalité modérée.

Définition 2.2.1. Soit (L,0) une R-algébre de Lie différentielle graduée et
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(R.) un R-systéme modéré d’anneaux. On dit que (L,0) est coformelle
modérée (ou R,.-coformelle en cas d’ambiguité) si (L,d) et (H(L),0) ont
le méme type d’homotopie modérée.

Soit X un ensemble simplicial (s + 1)-réduit et A(X) la R-algebre de Lie
différentielle graduée qui lui est associée. On dit que X est coformel modéré
(ou R.-coformel) si \(X) Pest.

Définition 2.2.2. Soit (L, d) une R-algebre de Lie différentielle graduée filirée
s-réduite (cf. 1.1.3). Soit (E7(L),0") le r-iéme étage de la suite spectrale
associée 3 la filtration. Appliquons le théoréme de perturbation 1.3.7 & (L, 9).

Nous avons la situation suivante:

(L,9) (E™(L),d")
:[4) :L{;
(L(W),d+1) (L(W),d)

Notons #§{(L(W),d + 7) la R-algébre de Lie différentielle graduée obtenue en
oubliant la filtration de (L(W),d + 7), et §{(L(W),d) le complexe total défini
dans 1.1.4.

Alors on dit que T est une perturbation superflue si {{(L(W),d + 7) et
h(L(W),d) sont dans le méme type d’homotopie modérée:

HL(W),d + 7)e—h(L(W), d)

Lemme 2.2.3. Soit X un ensemble simplicial (s + 1)-réduit. Nous pouvons

filtrer A(X) de la maniére suivante:

F_AMNX) =0, Fp\X) = MX)
Appliquons le théoréme de perturbation a (A(X), F, ), avecr = 1. Nous avons

la situation suivante

A(X) E'\(X)
:Id) :L{;
(L(W),d +7) L(w),d)

Alors 7 est une perturbation superflue, si et seulement s: A(X) (et donc X ) est

coformelle modérée.
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PREUVE: Avec ce choix de filtration, nous avons E'A(X) = (H(MX)),0).
Donc D’existence d’une perturbation superflue entraine celle d’une chaine de

fléches
AMX) E LW, d + 1) = < B(L(W),d) = EI/\(X) = (H(A(X)),0)

et A(X) est dans le méme type d’homotopie modérée que H(A(X)). Réciproque-
ment, si (L(W),d+7) et (L(WW), d) ne sont pas dans le méme type d’homotopie
modérée, \(X) et E'A(X) ne peuvent pas I’étre non plus. O
Proposition 2.2.4. La coformalité modérée est un invariant du type d’homo-
topie modérée.
PREUVE: Soit (L, 8)—=5(L', ") avec (L, d) coformelle: (L, 0)&E%(H,(L; R),0).
Nous avons donc
(L,0)Z5(L',8') <= Hops(L,0;Ry) = Hoi(L',0'; Re)

< H,1(L,0)® Ry = Hs+k(L’, 8') ® Ry,

= (H(L;R),0)5(H(L'; R),0)

= (L', 0)(H.(L's R),0).

ce qui signifie que (L', 0') est coformelle modérée.

2.3. Exemples.

Proposition 2.3.1. Tout H-espace, homotopiquement associatif (s+ 1)-réduit

est coformel modéré.

PREUVE: D’apreés [S—T,1.8. et 6.9.], si X est un tel H-espace, A(X) a dans
son type d’homotopie modérée une algébre de Lie différentielle graduée (L, ),
abélienne comme algébre de Lie, libre comme R-module. Dans ce cas, le R-
quasi-isomorphisme de complexes de chaines (L,8) — (H(L,d),0) est un mor-

phisme d’algebres de Lie et le résultat en découle. 0

Corollaire 2.3.2. Les espaces d’Eilenberg—MacLane, ainsi que leurs produits

sont coformels modérés.
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Jusqu’s présent, la situation modérée est analogue a celle du cadre rationnel.
Par contre, il n’en est rien pour les suspensions en général, comme le montre la

suite du paragraphe.

Proposition 2.3.3. Toute suspension X € Obj(SS,41), dont I’homologie

H.(X;R) est un R-module libre, est coformelle modérée.

PREUVE: D’aprés [Dw2], un modéle de £X est fourni par (L(H(X; R)),0),

d’oli le résultat. |
Corollaire 2.3.4. Les sphéres sont coformelles.

Si on autorise de la torsion dans I’homologie, le résultat est faux, méme pour

le cas le plus simple (du point de vue de ’homologie) des espaces de Moore:

Rappels 2.3.5. Soit G un groupe abélien, 7 > 2 un entier et R C Q un anneau
commutatif. Un espace de Moore, noté M(G;z) est un CW-complexe R-local
(cf. 3.1.2) tel que H.(M(G;7)) = G ® R pour * = i et 0 sinon. Dans le cas
G =1/pZ, on notera M(p;7) au lieu de M(Z/pZ;2).

Lemme 2.3.6. Les espaces de Moore ne sont pas en général coformels modérés.
Un modéle cofibrant de M(p; 2k + 1) est (L(y,z),6) avec |z| =2k + 1, |y =
2k, 6z = py, by =0 (cf. [Dw2]).

PREUVE DU LEMME: Nous avons Hzi(L(y,),8) = [y]Z /pz et Haxt1(L(y,2),6) =
[y, 2]1Z /pz car 63(z,2] = ply, z].
Un modeéle (L(V),8) de H.(L(y,z)) commence par
(L(b,a,c,c' e €,...),0,%)

avec |a| = 2k+1,|b| = 2k, |¢| = 4k+1,|c'| = 4k+2, |e| = 4k+2, || = 4k+4-3,0a =
pb, 8¢’ = pe,de = [b,al, O¢' = [a,a] — 2pe, ¥(3) = [y} jpz, ¥(c) = [ly, 2l]Zfpz et
sinon ¥ = 0 (sur les générateurs que nous mentionnons).
Pour obtenir un modéle de (L{z, y), §) suivant la procédure du premier chapitre,
on déforme d en 8 + T avec 7(e) = —¢,7(e") = —p(e + ¢').

Supposons (L(V),d+7) et (L(V), 3) dans le méme type d’homotopie modérée.
Il suffit alors de considérer les algébres de Lie d’homologie a coefficients dans
1/pZ pour obtenir une contradiction: le crochet des deux classes de plus bas
degré étant nul dans celle de la premiére et pas dans celle de la deuxiéme.

Autrement dit, le modéle de Hy(L(z,y); R) “ne reconnait pas” le crochet

[ly; =112 jpz-
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Pour M(p; 2k), la construction est analogue;
dans ce cas le modéle de H.(L(y',z'); R) (avec |z'| = 2k,|y'| = 2k — 1) ne

reconnait pas le triple crochet [[y'], [y, 2')];-



Formalité des
CW-complexes de

dimension finie

Dans ce chapitre R est
un anneau commutatif uni-

taire, R C Qet 3,3 € R.

3.1. Rappels.

Nous avons rassemblé dans ce § les constructions (Adams—Hilton), théorémes
(Hilton-Roitberg) et théories (Anick, Scheerer—Tanré) utilisés dans la suite du
chapitre.

Définition 3.1.1. Soit (L, d) une R-algebre de Lie différentielle graduée. Son
R-algébre enveloppante universelle est une algébre associative différenti-
elle graduée U( L, d), munie d’un morphisme de R-algébres de Lie différentielles
graduées 1:(L,8) — U(L,D) tel que si (A,da) est une R-algebre associative
différentielle graduée, et f:(L,8) — (A,d4) un morphisme de R-algébres de

26
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Lie différentielles graduées, alors il existe un morphisme unique de R-algebres
associatives différentielles graduées f:U(L,8) — (A,d4) tel que forr = f.
En particulier, si la R-algebre de Lie est libre sur un R-module libre, alors son
algébre enveloppante universelle est 1’algebre tensorielle sur ce méme module.
Nous considérons I/ comme un foncteur de la catégorie des R-algebres de
Lie différenticlles graduées dans celle des R-algébres associatives différentielles

graduées.

Un CW-complexe X est appelé r-réduit si le (r — 1)-squelette de X est
trivial.

Construction 3.1.2 (CW-complexe R-local) [And]. Soit U(R) = {m €
Z|1/m € R}. Notons ¥ la suspension d’espaces topologiques et M(Z/pZ;1)
I’espace de Moore (cf. 2.3.6). Soit X un CW-complexe 1-réduit et xh{X)
le CW-complexe obtenu en attachant & X un cone sur chaque application
T*M(Z/mZ;1) — X, pour tout m € U(R) et tout k. Réitérons ce procédé
en posant x4 (X) = &h(k%(X)) et xp(X) L UrhL(X).

Lemme 3.1.3. [And] Avec les notations de 3.1.2, kg(.) est un foncteur et si

X est 2-réduit, nous avons

{ H.(kr(X);7) = H{(X; R),
mi(kr(X)) = [kr(S), X],i > 1.

Définition 3.1.4. Un CW-complexe dans 'image de «kr(.) est appelé R-local.

En particulier, une sphére R-locale $%,n > 2, est un CW-complexe n-
réduit tel que H;(S%) = 0 pour ¢ # 0,n et Hy(S%) = R. Un CW-complexe
R-local r-réduit de dimension m est un CW-complexe construit a partir
d’un point en attachant succésivement des cones réduits sur des sphéres R-

locales S}, r —1 < n < m.

Notation 3,1.5. Soit X un CW-complexe 1-réduit, on note (C,. X, 8x ) le com-
plexe de chaines singulieres cubiques associé a X, engendré par les cubes non

dégénérés dont tous les sommets sont au point de base.

Théoréme 3.1.6 [A-H}'. Soit K un CW-complexe 2-réduit R-local. Soit V
un R-module libre, tel qu’en chaque dimension n, V, soit en bijection avec
les (n + 1)-cellules R-locales de K. Soit T(V) I’algébre tensorielle sur V' (cf.

1 L’énoncé original d’Adams-Hilton est sur Z; ’adaptation est sans probléme.
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1.2.1). Alors il existe une différentielle d de degré —1 sur T(V') et un morphisme
d’algébres
6:(T(V),d) - (C. 2K, dax)

tels que H,.(8) soit un isomorphisme.

On dit que 8 est un R-quasi-isomorphisme (par analogie avec 1.2.1) et que
(T(V),d,8) est un R-modéle d’Adams-Hilton de K.

Proposition et Définition 3.1.7 [A-H],[Lem1]. Soit K un CW-complexe
R-local, 2-réduit. Si 2K — PK — K est la fibration des chemins de K et
(T'(V),d,8) un R-modéle d’Adams-Hilton de K, alors il existe D, 8" tels que le

diagramme suivant commute:

(T(V),d) ——— (C.02K, 8px)

J J

(1) (T(V)® (R® oV),D) —~— (C.PK,8pk)

\ |

(R& oV, D) —F —— (C.K, )
ot 7 est la projection, [ (resp. D) sont induits par ' (resp. D) et 8, 0',5’ sont
des R-quasi-isomorphismes.
On appelle (T(V),d) — (T(V)®(R®aV), D) — (R®cV, D) la construction
acyclique sur (T(V), d). Remarquons que cette construction est naturelle, dans

le sens que f:(T(V),d) — (T(V'),d") détermine un diagramme commutatif

(T(T,cﬂ ! (T(V"),d")
@) (T(V)® (R®oV),D) —L— (T(V'Y® (R® oV'), D')
(R@ oV, D) 7 (RooV', D)

Théoréme 3.1.8 [Sch, A.5,A.6]. Soit a:(C,d,F) — (C,d,F) une fleche de
R-complexes de chaines filtrés, dont la filtration satisfait a
‘ F;C =F,C=0pouri<0

e, = C’n,ﬁ‘jén =C, pourj > n.
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Supposons que la suite spectrale associée & a donne naissance a un diagramme

commutatif, pour* p+q < M + 1.

0——E;,®Ef, ~E; | Tor(E3_y 0, Eg ) ——0
@) | | 1
00— Eg,o ® Eg)q I:J;q Tor (E’Z_l‘o, Eg’q) —0

dont les lignes horizontales sont des suites exactes. Alors on a

(i) Si E} () est bijective pour p < M et surjective pour p = M + 1 et
si Hp{a) est bijective pour n £ M — 1 et surjective pour n = M, alors
E3§ () est bijective pour ¢ < M — 1 et surjective pour ¢ = M.

(ii) Si Eg’q(a) est bijective pour ¢ € M — 1 et surjective pour ¢ = M et si
H,(a) est bijective pour n € M et surjective pour n = M + 1, alors
E;O(a) est bijective pour p < M et surjective pour p =M + 1.

Corollaire 3.1.9. Soit le diagramme commutatif de CW-complexes

F E e B
(R
FI EI PI BI

(avec B, B' 2-réduits) ot p, p' sont des fibrations et e induit un isomorphisme

en homologie (a coefficients R). Alors

(1) si Hp(b) est un isomorphisme pour p € M et un épimorphisme pour
p = M + 1, alors Hy(f) est un isomorphisme pour ¢ < M — 1 et un
épimorphisme pour ¢ = M.

(i) si Hy(f) est un isomorphisme pour ¢ < M — 1 et un épimorphisme
pour ¢ = M, alors Hp(b) est un isomorphisme pour p < M et un
épimorphisme pour p = M + 1.

PREUVE: Posons J* = p~!1(B®) ot B est le t-squelette de B. Alors nous

avons une filtration de F

ED>---DJtoJi>...0 ' > @.

2 Les hypothéses de [Sch,A.5,A 6] sont moins restrictives; nous n’avons pas besoin de toute
la généralité de ’énoncé dans la suite.
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Soit (C+E, 0) le complexe de chaines singuliéres cubiques de E. Il est filtré par
F,C.E =im(C.J! — C.E). La suite spectrale associée & cette filtration est la
suite spectrale de Leray—Serre Ej | de la fibration ¥ — E — B. Elle satisfait a

El, = HP(B§Hq(F))

p,q

(puisque B est 2-réduit). En écrivant donc la formule des coefficients universels
pour C,B a coefficients H,(F)

0 — Hp(B) ® Hy(F) — Hyp(B; Hy(F)) — Tor (Hp—1(B), Hy(F)) — 0

nous obtenons exactement la ligne horizontale de (H) du théoréme 3.1.8. La
fleche e induit une fleche entre complexes de chaines singuliéres C,(e) qui re-
specte les filtrations. Cette derniére donne naissance & un morphisme de suites
spectrales qui nous fournit le diagramme (H) du théoréme 3.1.8.

Les filtrations de C. E et C, E satisfont aux conditions exigées par le théoréme
3.1.8. Les assertions (i) et (i1} sont alors des conséquences directes de (1) et (ii)

de 3.1.8. O

Corollaire 3.1.10. Dans le diagramme

(T(V),d) ! (T(V"),d')

| |

(T(V)®(R@ V), D) —L—(T(V)® (Ro oV"), D')

| |

(R® oV, D) (RaoV', D)

nous avons

() st H,,(T) est un isomorphisme pour p < M et un épimorphisme pour
p =M + 1, alors Hy(f) est un isomorphisme pour ¢ < M — 1 et un
épimorphisme pour ¢ = M.

(ii) si Hy(f) est un isomorphisme pour ¢ < M — 1 et un épimorphisme
pour ¢ = M, alors HP(T) est un isomorphisme pour p < M et un
épimorphisme pour p =M + 1.
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PREUVE: En nous inspirant de 3.1.9, filtrons T(V) ® (R® ¢V) par Fi(T(V) ®
(R®oV))=T(V)®(R® oV)g:. Cette filtration fournit une suite spectrale
E} - Faisons de méme pour T(VY®(R@®oV') et notons E;,q la suite spectrale
obtenue. Les filtrations sont respectées par f' qui induit donc une fleche de
suites spectrales E7 (f'). D’autre part, les filtrations satisfont aux conditions
exigées par le théoréeme 3.1.8.

Montrons maintenant que Ez’q et E’;,q satisfont & la propriété (H) de 3.1.8.

Pour cela montrons d’abord que
*) B, = H(T(V))® oV,
ol on note oV, = (oV'),. Nous avons le diagramme commutatif

Z;(z),q =(T(V)®(R® oV<p)ptq —L2 (T(V)®(Ro oV<p))ptg—1 = Z}?,q—l

D N
Eg’q =T(V);®cV, ° T(V)g-1 @0V, = Equ_l
Prenons v € oV,. Alors Dv € (V)@ (R@oV) s’écrit Dv =w @ 1 + w' ® v’
ouw € (T(V))p-1,v" € Vo,w' € (T(V))p-1~¢ avec £ < p. Soit maintenant
z2@v €T (V)y®oV,. Alors Dy(2 ®@v) = pD(2®v) = dz®v. Donc Dy =d® 1,

ce qui prouve (¥).

Pour obtenir la forme explicite de Dy, prenons pour tout s la suite exacte
(secs) 0T (V)@ (R®oVeo1) 5 T(V)R(RD oVey) & T(V) @ oV, — 0.

En combinant dans le diagramme suivant les suites exactes longues d’homologie

de (secp) (verticale) et (secp—1) (horizontale)

I
Hp1y(T(V) @ (R® oVgp-1))
LGo)-
HP+q(T(V) ®(Ro JVQP))
l(?p)t
o _HEW)e (%)
/ la,,

= Hy(T(V)) ® (V1) g7 Hpg-1(T(V) @ (BB 0Vp—1)) — -
l
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nous obtenons la différentielle D; comme composée du connectant J, et la fleche
induite en homologie par p,_1. Ainsi, si v, € 0V)p, et Dvy, = 1Q v, ‘*’E]‘ w;®
Vp—1—j, nous avons Dy1vp = (pp-1)«0pvp = 1 @ vp_y et donc D; =1 ® D. Ceci
entraine que

E = Hy(aV.® R, D ; H(T(V)))

et il suffit d’appliquer la formule des coefficients universels (comme dans 3.1.9)

pour démontrer le corollaire. ]

Notation 3.1.11. Soit s un nombre entier > 1, et p un nombre premier. Notons
déf 1
Rtz |
(p—1)
N& min(sp — 1,s + 2p — 3).

Nous notons R-DGLAY ™! la catégorie des R-algébres de Lie différentielles
graduées libres d la fois comme algébres de Lie et comme modules, s-réduites et
engendrées par des éléments de degrés {s,s +1,...,N — 1}. D’autre part nous
notons R-CWY,; Ia catégorie des CW-complexes (s + 1)-réduits R-locaux de
dimension € N (cf. 3.1.2).

Définition 3.1.12 (homotopie dans R-DGLAY ! et R-CW[,). Défi-
nissons d’abord l'objet cylindre (cf. [An2], [S-T2]) de R-DGLAY !, Soit
(L(V),8) un objet de R-DGLAYN 1, alors le cylindre (L(V'),d)r est

L(VeV &sV'),D)

ou V' est une copie de V et D est donnée par Dv' = (Gov)', Dov' = v’ — gdpv’
et Dv = Jv o &y est la partie linéaire de 9, v € V',ov' € cV' et v € V.
Soit ¢ la dérivation de (L(V'), 9); définie par i(v) = ov’,i(v') = i(ov') = 0.
D’autre part nous avons Ag, Ap: (L(V),8) = (L(V),8); comme suit:
M(v)=v+ Dav'b + anl L'i‘?#(v)
Deux fleches fo, f1:(L{(V),0) =3 (L,§) sont homotopes (& gauche) s’il existe
F:(L(V),0)1 — (L, 8) telle que Folg = fo,Fol; = f1.

On vérifie facilement que Pexistence de F est équivalente & celle d'une solution
F(ov') &

{ Ao est P'injection canonique

(E) §F(ov') = fi(v) — fo(v) - F <Z (D)" (v)) .

n!
nzl
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On obtient ainsi la catégorie homotopique associée & R-DGLAY 71, que nous
notons Ho-R-DGLAY 1. D’autre part Ho-R-CW/,, désigne la catégorie ho-

motopique associée a %—CWSIYH.

Remarque 3.1.13. Le choix de R est motivé par le fait que 'expression A;(v)

prenne un sens. Remarquons également:

(1) R = Rn—1-s, ot (R,) est le systéme d’anneaux modéré le plus fin (cf.
2.1.4)
(2) si f est une (Ru)-équivalence faible, alors Hgny—_1(f;R) est un isomor-

phisme.

On démontrera dans 3.2.1 que cette derniére implication admet une réciproque
dans R-DGLAY 1,

Théoréme 3.1.14 [An3]. Pour chaque objet X de R-CWJ |, il existe un
modeéle L(X) dans R-DGLAY ™! avec les propriétés suivantes:

(1) si X = (pt)Uey Uea U... est la décomposition cellulaire R-locale de X,
alors L(X) (sans différentielle) est une algébre de Lie libre engendrée par
{ay,as,...} ot |a;| = dim(e;) — 1.

(ii) UL(X) est un R-modéle d’Adams—Hilton de X.

Prenons les structures de catégories homotopiques sur R-CW2 | et R-D GLAY 1.

Alors L(.) induit une équivalence de catégories notée

HoL: HoR-CW[Y | - HoR-DGLAY ™!

Remarque 3.1.15 [S—T2]. Si X € R-CWY |, on note £1(X) le sous-en-
semble de Uensemble simplicial singulier associé a X, formé des simplexes ayant
toutes leur i-faces au point de base pour i < s + 1. Considérons R-DGLAY !
comme sous-catégorie de R-DGLA, alors pour tout X € %—CWﬁl, il existe
un objet de R-DGLAYN ! qui représente le type d’homotopie de A€+1(X) dans
R-DGLA,, et satisfait aux propriétés (i) et (ii) de 3.1.14.

Les processus de construction utilisés par Anick et Scheerer—Tanré sont diffé-
rents; 'existence d’une équivalence d’homotopie entre les algebres de Lie diffé-
rentielles obtenues reste une question ouverte. Dans la suite, nous utiliserons
la construction de [S—T2], qui est directement reliée & ’homotopie modérée de
Dwyer [Dw1].
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Proposition 3.1.16. Soit G un groupe abélien libre gradué s-réduit (s > 1)

et (R,) un R-systéme modéré d’anneaux. La fléche
L(G)®R, > T(G)®R,
admet un retract en degrés s,...,s +n+ 1.

PREUVE: Rappelons que la fleche ¢:L(G) — T(G) est définie par «(|g,¢']) =
g®g - (—1)|9||-"’lg' ® g (cf. 1.1.2). D’aprés [Qu2,p.281] en tensorisant par Q

on obtient un retract en tout degré
T RQ—-LG)RQ
1
919 @ gm — —lg1,[g2,- - [gm-1,9m] .. ]]

On s’apergoit qu'il suffit d’inverser chaque entier premier p seulement a partir

du degré ou les premiers éléments de longueur de crochet p peuvent apparaitre.

Comme G est s-réduit, en degré s + n + 1, la plus grande longueur de crochet

s+n+1}
3

possible est [ = m. Il faut donc que m soit inversible dans R,. D’apres

la définition de systéme modéré d’anneaux (cf. 2.1.3),

esis22 R, D Q[¥]; mais m = [s+’;+1] < [2—2&]

e sis=1, Ry D Quyz; maism = [ﬁ's‘—“] =n+2

dans les deux cas, m est inversible dans R,,. )

3.2. Quelques résultats.

Proposition 3.2.1. Soit f: (L(V),8) — (L(V"),8') une fléche de R-DGLAY !
et (Ry) un R-systéme d’anneaux modéré, tel que Rgn-4—1 = R. On a équiva-
lence entre:
(i) f est une (R.)-équivalence faible (cf. 2.1.6).
(11) H.(U[f) est un isomorphisme.
(iti) H.(abf) est un isomorphisme de R-modules gradués.
(iv) L(abf) est une (R.)-équivalence faible.

(v) Hgn—-1(f) est un isomorphisme de R-modules gradués.
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PREUVE: D’apres [S—T1,3.3], le foncteur ab envoie une (R.)-équi-
valence faible entre objets de R-DGLAY~! sur une équivalence faible de la
catégorie R-Ch des R-complexes de chaines libres. Une équivalence faible dans
cette derniére catégorie est un morphisme h tel que Hoii(h) ® Ri soit un
isomorphisme pour tout k¥ > 0. Mais pour ¥k < N —s — 1,Ry = R et pour
k> N —s,H,1(abf) = 0 puisque V, V' sont concentrés en degré inférieur ou
égal & N — 1. Donc H.(abf) est un isomorphisme en tout degré.

(iii) = (ii) | Prenons U f: (T(V'),0) — (T(V'),d") et la construction acyclique

(T(V),0) =l (T(V"),d")
(1) (T(V)@ (R@oV),D) —L—(T(V)@ (R& V'), D')

| l

(R @ oV, D) f =oabs (Re oV, D)

Par hypothése, H(abf) est un isomorphisme en tout degré et H(Uf') aussi,
puisque (T(V)®@ (R@oV),D) et (T{V')@(R@oV'),D') sont acycliques. Donc
d’apres le corollaire 3.1.10.(1) H(Uf) est un isomorphisme en tout degré.

(ii) = (i) | D’aprés 3.1.16 le diagramme suivant

(L(V),8) ® Ry—opk —22 (L(V"),8') ® RN—otk

| |

(T(V),8) ® Ry—asr —L25 (T(V"),8') @ Ry — ot

| |

(L(V),8) ® Ry sk — 2 (L(V'),0') ® Ry o1
existe jusqu’au degré N + k + 1. On en déduit donc

H RN -
Henar(L(V), 85 Ry—api) — S8t IRN-rt) g o (L(V'), 83 R —sr)

| .

H USf;RNn s
Hensx(T(V),0; Ry—gyi) 22t UIRN =00 g (T(V'), 85 R st)

: :

H RN -
Henx(L(V),0; RN—s+k) <ot tlFif ) L g k(L(V'), 8 Ry o)
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avec o = Id et B'a’ = Id. Par hypothése, H¢n1x(Uf) est un isomorphisme
pour tout k, donc Hgn4+k(Uf) ® RN—stk €n est un aussi. 1 s’ensuit que
Hyyi(f) ® RN—stk est un isomorphisme pour tout k, c’est-a-dire f est une
{R.)-équivalence faible.

Comme R est plat on a
0— HV)QH(V)— HV®V)— Tor(H(V),H(V)) —0
d : |
0—HVHYQHV)Y—HV'®V')— Tor(HV'"),HV')) —0
et si H.(abf) est un isomorphisme, les fleches o et ¥ sont des isomorphismes,

et donc par le lemme des cing, # aussi. On montre ainsi par induction que si

H,(abf) est un isomorphisme, la fleche
T(abf): (T(V),0) — (T(V'), &)

induit un isomorphisme en homologie. Mais cette fleche est L (abf). D’aprés
(i1)=>(i), L(abf) est une (R, )-équivalence faible.

(iv) = (iii) | Appliquons (i)=(iii) & la flecche L(abf). Alors H.(abL{abf))

est un isomorphisme de ®-modules. Mais cet isomorphisme n’est autre que
H.(abf).
(i) = (v) | Ce cas est trivial.

(v) = (i) | Effectuons la construction du modeéle de f, dans la catégorie a

modeéles fermée de Dwyer [Dw1], a la maniére de [S-T1, 2.2]:
(L(V),0) —— (L(V"),8)

I
(L(V @ W),d)
Avec Phypothese (v), on a

W<N = 0’
Wy est constitué de cycles.

Le morphisme ¢ étant une ( R.)-équivalence faible, on déduit de [S—T1,3.3] que
H,y1(abg)® Ry est un isomorphisme, d’ot: Hg¢ny-1(abg) est un isomorphisme
~de R-modules gradués. La remarque faite ci-dessus a propos de W entraine
que H¢n_1(abf) est un isomorphisme de ®-modules gradués et donc aussi
H,(abf). En appliquant (iii)=>(i}, nous obtenons le résultat. O
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Proposition 3.2.2. Soit X un objet de R-CW2 |, tel que H(X) soit sans
torsion. Alors il existe ¢ et 0 tels que

(i) ¢:(L(c™H(X)),0) — L(X) soit une (R.)-équivalence faible

(i1) O soit décomposable, i.e. o 1H(X)) C LZ?(c 1 H(X)).

PREUVE: Ecrivons (L(V),d) = L(X). Filtrons L (V) par la longueur de crochet
et prenons le 0-iéme étage E® de la suite spectrale associée a cette filtration.
Alors

ENL(V),d) = (L(V), do)
Soit 3: e 71(H(X),0) — (V,dy)la fleche qui consiste 3 choisir un cycle représentant
pour chaque classe. Cette fleche est un R-quasi-isomorphisme. Comme H(X)

et V sont sans torsion, d’apres 3.2.1 la fléche
L(¢): (L(O'_IH(X>),0) — (L(V),do)

induit un isomorphisme en homologie jusqu’au degré N — 1. Bigraduons
L(c7'H(X)) par le degré usuel et la longueur de crochet; L(3) devient une
fléche de R-algébres de Lie bigraduées différentielles. Appliquons 1.2.2 & ¢ afin

d’obtenir:®

(L(e ™ H(X)),0) ———2 s (L(V), do)

\ 4:
(L(e™" H(X))UL(W),D)
Remarquons que d’apres la démonstration de 1.2.2, W peut étre choisi tel que
hW; =0 pouri < N — 1, DiWpy =0 et DIO'_IH(X) = 0.

Ensuite appliquons le théoréme de perturbation 1.3.7 4 ¢'. Nous obtenons 7

et ¢' tels que
¢":(L(eTTH(X) UL(W),D + 7)-=5(L(V),d)

et, pour des raisons de degré, (D + 7)o 'H(X) = ro*H(X) C L(c T H(X)).

Posons ¢ & ¢I|L(a‘1H(X)) et @ = 7. Comme ab ¢ = 1 et ¥ est un R-quasi-
isomorphisme, d’aprés 3.2.1 ¢ est une (R.)-équivalence faible et nous obtenons
(i). L’assertion (ii) découle du fait que 7:0 "1 H(X) — L??(¢ 1 H(X)), d’aprés
1.3.7. O

3 Rappelons que “~” dénote une (R« )-équivalence faible, tandis que “~”, un R-quasi-isomorphisme
(cf. 2.1.8).
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Remarque 3.2.3 [An3, 3.2], [S—T2]. Soit (L(V),d) un objet de R-DGLALY 1.
Alors il existe un objet X de R-CWJX tel que L(X) = (L(V),8), les cellules
de X étant en bijection avec un ensemble de générateurs du R-module V. On
dit que X est une réalisation de (L(V), 9).

Définition 3.2.4. Soit X un CW-complexe 2-réduit R-local tel que H.(X)
soit sans torsion. On dit que X a une structure cellulaire minimale si en

chaque degré il existe une bijection entre ses cellules et ses classes d’homologie.

Proposition 3.2.5. Soit X un objet de §R—CW31YH, tel que H(X) soit sans
torsion. Alors il existe dans le méme type d’homotopie un objet de %—CW;X_I

que nous notons X, a structure cellulaire minimale.

PREUVE: Soit L(X) = (L.(V),d) l'algebre de Lie associée 4 X. D’aprés 3.2.2
il existe (L(W),d)>(L(V), ) telle que d soit décomposable. En prenant pour
Xm la réalisation de (L(W),d) on a H«(X,,) & H.(cW,0) = oW et donc X,

est a structure cellulaire minimale. O

Lemme 3.2.6 (de relevement). Soit (L(W),4),(L(W'),§') des objets de R~
DGLAY 1, et (L,8) un objet de R-DGLA,; considérons le diagramme suivant

ot f est une R.-équivalence faible:

(L(W),6)- (Z,9)
S !
CUSLY)

alors il existe @ telle que fotp et ¢ induisent la méme application dans la
catégorie homotopique Ho-R-DGLA, (cf. 2.1.6).

PREUVE: Toute équivalence faible d’'une catégorie & modéles fermée, f, est la
composée de deux équivalences faibles, f = faof;, oll f1 est une cofibration et

f2 une fibration. On décompose f en faof; comme suit:

(L(W),6) —2—(L,d)

NT,,

(£,d)

NIf,

(L(W’),é') —
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oll *; est I’objet initial de la catégorie (cf. 2.1.2). Comme f; est une cofibration
et la composée de deux cofibrations est une cofibration, (£,d) est un objet

cofibrant.

Relevons d’abord f;. Nous avons le diagramme commutatif
*pr——— (L, d)
I ~ifz
(L(W),8) —*— (L,9)
et d’aprés 2.1.2, propriété 4(b), ¢ peut étre relevée en

' (L(W),8) — (L£,d).

Relevons maintenant f;. D’apres [Dwl] et [S—T2, Lemme 2], on peut con-
struire une cofibration et équivalence faible
LW, 8y —— (L(W' 8 Y),8")

de but un objet fibrant, et telle que Yey_1 = 0 et ¥y_; soit constitué de
§"-cycles. On obtient alors une bijection induite par j

(1) Homg.pgra,((L(W),8),(L(W"),8)) SN Homg para, (L(W),8), (L(W' @Y),8"))

D’apres [S—T2], cette bijection est compatible avec la relation d’homotopie.

Dans le diagramme suivant, oil x5 est ’élément final de la catégorie,

(L(W),8) % (L,8)

\ 4
\ \ ~TI2
\
\

\
\\d) (;C,d)\ *f

A

\\ Sa
ST
\ ~1h ~ON
\ o~
\ ~

E)

(L(WV'), 8" )—2— (LW &Y),8")

d’aprés la propriété 4(a) de 2.1.2, il existe une fleche r qui releve (£,d) —
x7. Pour des raisons de degré, le morphisme ro¢' est en fait une applica-
tion ¢: (L(W),8) — (L(W'),8'), c’est-a-dire jotp = ro¢’. Nous avons donc
rofoip = ro¢’. L’application r est une équivalence faible (rof; = j et j, f sont
des équivalences faibles). Alors f10% et ¢' induisent la méme application dans
Ho-R-DGLA,; il en est de méme de foip etd, ce qui démontre le lemme. U
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Proposition 3.2.7. Soit ¢: (L(V),8) — (L(V"), &) une fliche de R-DGLAY !
telle que 8y = 8) = 0. Alors si ¢ est une (R.)-équivalence faible, ¢ est un iso-

morphisme.

PREUVE: D’aprés 3.2.1, ab¢: (V,0) — (V',0) est un isomorphisme, d’ou le
résultat. O

Théoréme 3.2.8. Soit X unobjet de R-CW/Y | tel que H(X) soit sans torsion.
Alors X admet un modéle L(X,,) dans ?R-DGLAISV ~1 3 différentielle décompo-

sable, unique a isomorphisme prés.

PREUVE: L’existence de L(X,,) a été établie en 3.2.2. Montrons son unicité &
isomorphisme prés. Solent X et X' tels que X« ~X'. Alors L(X)—L(X")
et donc d’aprés 3.2.5,

L( X )« L(X) LX) O LX),

D’aprés le lemme de relévement 3.2.6 nous avons L(Xn,)«—L(X/,) et donc
d’aprés 3.2.7, L(Xp )——L(X",). O
Soit X un objet de R-CW2X, tel que H,(X) soit sans torsion. Alors H.(X)

admet une structure de coalgébre induite par la diagonale topologique.

Proposition 3.2.9. Soit A: H(X) — H.(X) ® H«(X) la diagonale réduite
de H.(X) et (L(V),0) le modéle de X a différentielle décomposable défini en
3.2.8. Soit 8 la partie quadratique de la différentielle 8, alors le diagramme

suivant commute:

H.(X) 4 H.(X)® H.(X)
: e
o H.(X) o Ho(X)® o ' Hu(X)
14 & Vev.

PREUVE: D’aprés [S-T1, th. C]si (Ry)k>o est ug systéme modéré d’anneaux

et (L(W),$) un modeéle cofibrant de A(X) le diagramme suivant commute pour
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tout k > 0:

61
Hs+k+1(0'W; Rk) _— H3+k+1(UW ® UW; Rk)

|

Hopipr(X; Re) —2—— Ho k1 (X A X5 R)

(t)

ol 8} est la flecche induite en homologie par la partie quadratique é; de 6 et A
la fleche induite en homologie par la diagonale réduite topologique.

Dans notre cas, prenons comme modéle cofibrant (L(V'), 3), avec un systéme
d’anneaux (Ry) tel que Ry = R pour k K N —s—1et V 2 o7 H.(X). Le

diagramme (1) devient donc par Kiinneth

Vetk n (V ® V)s+k—1
0‘1}‘ la@o’
(0V)stk+1 (Hi(oV) ® H(oV))s4kt1

|

Hepkr(X) —2— (Ho(X) ® Ha(X))o4rt1

ot A définit la structure de coalgébre de H,.(X) et 8; est la partie quadratique
de 4. O

Corollaire 3.2.10. Soit X, X' des objets de R-CW/Y | sans torsion homologi-
que tels que H (X) = H.(X') comme coalgébres. Choisissons, comme modéle
de L(X), I'objet (L(V'),8, +7) ot 8; est quadratique et T:V — LZ3(V). Alors
il existe un modéle de L(X') s’écrivant (L(V),8; + 7') avec 7': V — LZ3(V).

3.3. R-Formalité des CW-complexes
sans torsion homologique.

Soit X un objet de §R—CWﬁ’H sans torsion homologique. Dans ce paragraphe
nous définissons I’espace R-formel associé & X A partir du modeéle L(X,,) € R-

DGLAY ! construit précédemment (cf. 3.2.8). Avant cela, nous allons établir
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quelques propriétés concernant les dérivations et automorphismes d’objets de

R-DGLAY 1. Pour cela, nous nous inspirons du travail de [Me], établi sur Q.

3.3.1 R-algebre de Lie des dérivations.

Soit (L(V),d) € R-DGLAY ! avec V fixé. Notons DerL (V) le R-module
des dérivations d’algebre de Lie de L(V). Un élément 6 de DerL (V') est dit
de bidegré (p, ¢) si

6(V;) C (LP*Y(V)),44, pour tout j.

Ceci entraine §(L¥(V)) C L¥+?(V). Ce R-module admet une structure d’alge-
bre de Lie bigraduée Der, .L (V) pour le crochet défini par

[6,6'] = 606" — (=1)°11" 19" g,
1l vérifie
[’ ]: DerPl,(llL(V) X Derpz,qu(V) - Derp1+P2,'11+(I2L(V)

Si 9 est une différentielle sur L(V'), un calcul montre que ad (8) = [., J] est une
différentielle sur DerL.(V).
On notera (F;DerlL.(V));»0 la filtration décroissante associée a la premiére

graduation:
FiDerl (V) = @ Der;..L(V),
Jjzi
i.e. 6 € F;DerL(V) si et seulement si 6(V) C LZ1(V).
Si 0 € DerL(V) est homogene pour le degré homologique, on considere sa
décomposition:

§=> 6,6 € Dery . L(V).

120
Si @ est une différentielle et si §; = 0, un calcul montre que 6; est aussi une

différentielle.

Définition 3.3.2. Un automorphisme ¢ d’un module gradué est unipotent

si ¢ — Id est nilpotent en chaque degré.

Remarque 3.3.3. Soit L(V) une R-algébre de Lie libre, s-réduite avec V fixé
et soit ¢ un automorphisme de L(V) tel que abg:V — V soit l'identité. On
constate alors que (¢ — 1d)* augmente de k la filtration par la longueur de

crochet et respecte le degré homologique; il s’ensuit 'unipotence de .
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3.3.4 Groupe d’automorphismes.

Soit L(V) une R-algébre de Lie libre, s-réduite avec V fixé. Notons Autl (V)
le groupe des automorphismes (de degré 0) de I'algébre de Lie L(V). Tout
automorphisme ¢ € AutlL (V) se décompose en

=Y @i, o p(LI(V)) C LIT(V).
i20
On constate que o = L(abp) est un automorphisme; par contre, les ¢;,7 > 1
ne sont pas compatibles au crochet.

Notons Autyl (V) le sous-groupe des automorphismes unipotents ¢ tels que

aby = Id. Un élément ¢ de Aut,L(V') se décompose en
p=1d+) pi, p(LU(V)) LI (V).
i1
Autrement dit, il existe un isomorphisme:
Aut,L (V) —=> Homg(V,L>%(V))
pm— s —Id.
Proposition 3.3.5. Soit L(V') une R-algébre de Lie libre, s-réduite, avec V
fixé.

(1) Si est un automorphisme de L(V), alors il existe ¢ € Aut,L(V) tel que

® = Popo, ot g = L(aby).

(2) Avec les notations de (1), si O est une différentielle décomposable (0 =

izt 0:) sur L(V), alors pOip™! = ¢O1p7 .

PREUVE: Le point (1) découle directement des remarques faites avant; il suf-
fit de poser ¢ = popy'. Légalité du (2) est aussi immédiate: ¢A@~! =

PPy O1pop™! = pdip!
Définitions 3.3.6. Un objet (L(V),d) de R-DGLAY 1, & différentielle dé-
composable est R-formel s’il existe un automorphisme ¢ de L(V') tel que 8 =
@B, ol 8y: V — L%(V) est la partie quadratique de 8. L’automorphisme ¢
est appelé R-formalisation.

Soit H une R-coalgebre graduée & module sous-jacent sans torsion, concentrée
en degrés s,..., N — 1. Alors d’apres 3.2.9, la diagonale de H induit une diffé-
rentielle quadratique 8; de L(c~!H). Nous dirons que H est intrinséquement
R-formelle si (L(¢ ™1 H),d; +7) est R-formelle pour tout 7 € FyDer_;L(c ™1 H)
tel que (81 +7)% = 0.
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Remarque 3.3.7. D’apres la proposition 3.3.5 on constate que ¢ peut étre
choisi dans Aut,L(V).

Soit X un objet de R-CWX | tel que H.(X) soit sans torsion. Soit Xm un
objet & structure cellulaire minimale dans le méme type d’homotopie que X
et L(X,,) = (L(V), 8) Valgébre de Lie a différentielle décomposable qui lui est

associée.

Définitions 3.3.8. (1) L’espace R-formel X associé a X est la réalisation
de (L(V),81), ol 01 est la partie quadratique de 0.

(2) L’espace X est R-formel si (L(V'),0) est R-formelle, ce qui équivaut a
dire que X est formel si X et X ont méme type d’homotopie.
(3) L’espace X est intrinséquement R-formelsi H,(X) est une coalgebre

intrinséquement R-formelle.

Proposition 3.3.9. L’association X — Xy respecte le type d’homotopie, i.e.
si X,X' € R-CWJ, ont méme type d’homotopie, alors X; et X} ont aussi

méme type d’homotopie.

PREUVE: Par hypotheése, il existe un isomorphisme
(L(V),0) = L(Xyn)BL(X,) = (L(V), ).

Nous en déduisons un isomorphisme @g: (L(V),8;) — (L(V'), 01). O

La R-formalité d'un espace X € §R-CW£1, sans torsion homologique de-
mande la construction d’un automorphisme ¢ de L(X,,,). Il n’est donc pas aisé
de déterminer si un tel espace est R-formel ou non. Nous allons ramener cette
question & la nullité d’une suite (finie ici) d’obstructions, comme il est d’usage
en topologie algébrique. Explicitons d’abord quelques liens entre dérivations et

automorphismes:
Proposition 3.3.10. Soit (L(V),0) € R-DGLAY ! tel que d se décompose
en 0 =01+ ;5;0;, ou i > 2 est fixé, alors

(1) La dérivation &; est un cycle pour ad (9;).
(2) Si0; est un bord pour ad (8), alors (L(V'), d) est isomorphe a (L(V), §)
ot § se décompose en § = 8, + Zj>i+1 ;.
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Pour démontrer cette proposition nous aurons besoin du lemme suivant qui

nous garantit existence d’une “exponentielle” dans R-DGLAY 1.

Lemme 3.3.11. Soit L(V) une R-algébre de Lie libre, s-réduite, dont les
générateurs V ont un degré < N —1. Pour tout w € FyDer, oL(V'), application
exponentielle .
exp (w) = Z % est bien définie.
k20

Par construction, exp (w) est un élément de Aut,L(V'). Si 0 est une différenti-
elle sur L(V) et si w commute & 3 (c’est-a-dire {w,d] = 0) alors exp(w) est un
automorphisme de (L(V'), ).

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.3.10: (1) De 8% = 0, on déduit 8;9; + 8,01 =0
en considérant la composante en longueur des crochets ¢ + 1.

(2) Soit wi—1 € Deri_1oL(V) tel que 8; = [wi—1,0:]. Calculons
exp (—wi_1 )oOoexp (wi—1)(v) = é(v),v € V modulo LZ**2(V); on obtient

8(v) = 01(v) + Awi_y(v) + Bi(v) — wi—10:(v) modulo LZ*F(V)
= 01(v) modulo LZ+2(V),
par hypothése sur w;_;. |

PrEUVE DU LEMME 3.3.11: 1l suffit de montrer que les dénominateurs sont
inversibles dans . Par définition, si v € V,onas € v < N—-1. La
dérivation w augmente la longueur des crochets de 1 par hypothése, donc w*
lPaugmente de k. En degré € N — 1, la longueur maximale de crochet est
la partie entiére de &=1, notée [ML]; d'olt, exp(w)(v) = g%(v), avec
a= [%] — 1. Rappelons N = min(s+2p—3,sp—1), dona = [5;—1] —-1<

[fﬁ] < [p - %] < p—1. (En fait ce résultat algébrique est valable avec la

s

seule hypothése N < sp—1).

Proposition 3.3.12. Soit (L(V),8) € R-DGLAY ! tel que 8 se décompose
en 0 =01 +3 ,5,;0;, oui>2est fixé. Si (L(V),0) est R-formelle, alors ; est
un bord pour ad (8).

PREUVE: Soit ¢ la formalisation de (L(V),0). Décomposons ¢ = Id + ¢y +
w2+ .... Sit =2, en développant ¢ et 9 dans ’égalité Jp = ©0;, on obtient
82 = 101 — O1p1 = [01, 1] Sit > 2, la méme technique donne:
{ Oyor = @i, pour1 < k< -1
0; = 4.0:'—131 - aﬂpi—l-
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Malheureusement, on ne peut rien conclure a ce niveau car ¢;_; n’est pas une
dérivation. Par contre, comme ¢; commute a 0;, on peut composer ¢ par
exp (—¢p1 ), automorphisme de (L(V),8;) (cf. lemme 3.3.11), pour obtenir un

nouvel automorphisme ¢’ se décomposant en
o =1d + ¢y + oy + ...
De proche en proche, on obtient un automorphisme

p=1d +9ig+hi+...

pour lequel 1;_1 est une dérivation. 0

3.3.13 Construction des obstructions a la ®-formalité. Soit(L(V),3) eR-
DGLAY ! ot 9 se décompose en 8 = 9y + 0+ 83+ .... D’aprés la proposition
3.3.12 on a que

— Ia classe de 8, pour ad (81) est une obstruction a la R-formalité, notons-la
g, = [82] < Hg,_l(DerL(V),ad (81))

— si 8y =0, avec la proposition 3.3.10 on se raméne au cas ott § = & + 0 +
B4 + ... et avec la proposition 3.3.12, on interpréte la classe de 85 pour ad (0;)

comme une obstruction a la R-formalité, notons-la:
03 (S Hg’_l (DerL(V), ad (81 ))

Nous construisons ainsi une suite d’obstructions (8, )n»2 vérifiant

(1) 8, est définie si et seulement s16; =0,2 <1 <n—1.
(2) 6, € Hy, —1(DerL(V),ad (61))
(3) (L(V),0) est R-formelle si et seulement si 8, = 0, pour tout n = 2.

Remarques 3.3.14. 1) La nullité des obstructions 6;,7 > 2 dépend unique-
ment de l'existence d’un automorphisme ¢ et non pas du choix d'un tel au-
tomorphisme. Le résultat (3) est donc bien indépendant de la formalisation
choisie.

2) Pour des raisons de degré, il n’y a qu’un nombre fini d’obstructions a

considérer: rappelons que N = min (s + 2p — 3, sp — 1) et supposons que pour
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n £ p—1, les obstructions 6, sont nulles. Vérifions que les 8,, avec m > p sont
alors nulles. Par définition des obstructions, ,, # 0 signifie qu’il existe une
différentielle 0 =& + Om + ..., avec Oy, # 0 et

0 (L(V),0)—=(L(V), 81 + B +...)

oll Opm:V — L™FY(V). Mais J,, est de degré —1 et donc en fait 9,:V —

(L™1(V))gn—-2. Comme la longueur maximale de crochet d’un élément de

(L™H(V))gn—2 est [N:Z], pour montrer que 8,, = 0 il suffit de vérifier que
[22] < m pour tout m > p et donc que [¥2]
N oot done [%2) < [22] = [p- ] <

S

€ p. Mais par définition

3.4. Exemples.

3.4.1 Les Sphéres. La sphére $"*! (dans ce cas ® = Z(3,3]) admet une
décomposition en une n-+1-cellule et une 0-cellule; son homologie est H;(S*+1) =
Ren: = 0,n+ 1 Donc S*! est & structure cellulaire minimale. Alors
L(S"t') = (L(z,),0) dont la différentielle est quadratique; donc $"*! est R-

formel.

3.4.2 Les bouquets de sphéres. Soit $™' V---V§™"" un bouquet de sphéres
R-locales (n; > 2,1 € ¢ < m): dans ce cas ® = Z[1/N!] avec

1
N = E(max(nl,...,nm)—min(nl,...,nm)+3) .

Une décomposition de $™V- - -V§™™ consiste a prendre une i-cellule pour chaque

sphére S? et les attacher toutes & une O-cellule. L’homologie de cet espace est
H(S"V---VS"™ R) =[cy, JRD - @ [cn, . [RD [ca]R

Donc cet espace est a structure cellulaire minimale. Alors L(S"t v -.- Vv §"™)
est égal & (L{zp;—1,...,%n,,—1),0) dont la différentielle est quadratique. Donc
S™M V...V 8§® est R-formel.
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3.4.3 Les produits de sphéres. Soit S™ x - -+ x §”™ un produit de sphéres
R-locales (n; 2 2,1 < i < m): dans ce cas R = Z[1/M!"] avec

1 [ -

Dans §™ X --- x §®™ chacune des sphéres est a structure cellulaire minimale,

et la structure cellulaire du produit est le produit des structures cellulaires.

D’autre part son homologie satisfait &
H*(Sn‘ X v X S""‘;§R) = H*(S"‘;§R) Q- ® H*(Snm;%)

Donc §™ X - - - x8§™™ est & structure cellulaire minimale. Alors L(§™ x---x§"m)

est égal &

(L(zi,yjk) 1gigM—1 ,0) avec

l:E,'I =n; —1, |y]‘k| =n;+ng — 1
1< << M1

a.T,' = 0,6yjk = [avj,xk]
dont la différentielle est quadratique. Donc §™ x - - x §™™ est R-formel.

3.4.4 L’espace projectif complexe. Soit CP™ 'espace projectif complexe
R-localisé (dans ce cas R = Z [4]). On sait que (cf. {(Wh, p.91] a coefficients
dans 7)

(1) H*(CP™R) = Rlz] /25T, avec [z4] = 2

De (1) on déduit par dualité la structure de coalgébre de H.(CP";®). Nous
allons montrer que la coalgébre H.(CP™; R) est intrinséquement R-formelle.

La démonstration se fait en deux temps: (i) nous montrons que CP™ est
R-formel et (ii) nous montrons que tout CW-complexe R-local ayant H,.(CP™)
comme coalgébre d’homologie est R-formel.

(i). Soit (L(c7*H.(CP™)),8) = (L(v1,v3,...,v5),0) le modéle de CP™ &
différentielle décomposable. La partie quadratique 0; de J est induite par la
diagonale de H,(CP™). Elle s’écrit de la fagon suivante:

e+1
(2) O1v2i4¢ = Z [vp,vq] + T[Uhvi]
p+e=2ite
0<p<yg

olt vg| =2k — 1,0 <7 < [252] et e € {0,1}.
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Montrons qu’il existe une formalisation £ de (L{v1,...,vs),8). Notons 8 =
01 + 8 et soit k le plus petit entier tel que dyvi # 0. Posons &;,...,6x—1 = Id.
Comme 8 = 8; sur v1,...,0k-1,0104v¢ = 0. Pour montrer que [0 vx]; = 0

nous allons regarder les groupes d’homotopie de CP™. En effet, il est connu (cf.
[Wh,8.13]) que
3) 1g(CP™) = mg(S*™*1) @ 7g—1(S")
Donc en degrés < 2n nous avons

R pour ¢ =2

7 (CPY) @R =

0 pour 3 < ¢ < 2n.

Mais d’apres 2.1.17 et 3.1.13, nous avons

Hi(L(vy,...,0,),0) Z2mi(CP") @R, i< 2n.

En particulier [04vi]; = 0 et donc il existe a tel que da = 01 vg. En faisant le
changement de variable
Er(vk) = vk —
{ &x = Id sinon.

nous nous ramenons au cas 04+ v; = 0 et nous pouvons recommencer. Aprés un
nombre fini d’itérations de ce processus, nous obtenons 04 = 0 sur v1,...,Vn.
Donc (L(v1,...,vs), ) est R-formelle et £ = £,,0. .. of; en est une formalisation.

Nous donnerons une autre démonstration de la R-formalité de CP™ en 3.6.14.

(i1) Soit X un CW-complexe R-local tel que H.(X) %’l H,(CP™). Le modele
coalg

de X & différentielle décomposable s’écrit (cf. corollaire de 3.2.9)
(L(v1,...,vn),0")

avec &' = 0; + 0. Soit k' le plus petit entier tel que &} vir # 0. Remarquons
que (L(vy,...,vp_1),8) est le modeéle de CP¥ ! et d’aprés (3)

, R pour ¢ = 2
T (CPE QR =
Opour 3< g< 2k —2.
Nous avons |8 vx:| = 2k' — 2 et donc la classe

ﬂaf‘_vk:]]a{ € Hyp—o(L(v1,...,vp~1),01) est nulle. Mais comme les éléments
Uk, - - -, Uy sont en degrés supérieurs & 2k’ —2 nous pouvons considérer [0} vi] a
comme classe de Hopr—o(L(v1,...,05),0") et elle y est nulle également. En ap-
pliquant alors le processus utilisé en (i) nous pouvons rendre & quadratique.
Comme cette derniére a été choisie arbitraire, la coalgebre H,(CP™) est in-

trinséquement R-formelle.
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3.5. -AH-formalité des CW-complexes
sans torsion homologique.

Soit X un objet de R-CWJY | tel que H,(X) soit sans torsion. D’apreés 3.2.8 il
admet un modele en algebre de Lie (L(V),0) avec V = 07 H,(X) et 0 décom-
posable. D’aprés 3.1.14 I'image de cette algébre de Lie par le foncteur algebre
enveloppante est un R®-modéle d’Adams—Hilton de X.

Nous allons énoncer une série de résultats dans le contexte des algebres asso-
ciatives. Ces résultats ainsi que leurs preuves sont analogues & ceux des para-
graphes 2 et 3. Par analogie avec R-DGLA, et R-DGLAY ! nous notons
R-DGAA, la catégorie des R-algebres associatives graduées différentielles s-
réduites et R-DGAAYN ! la catégorie des R-algebres tensorielles sur des modu-
les libres concentrés en degrés {s,..., N — 1}. Le foncteur & envoie la catégorie
R-DGLAY ! dans la catégorie R-DGAAY L. La structure de catégorie a
modeles fermée de R-DGA A, (dans le cas ot R est un corps) est décrite dans
[Mu]*.

Proposition 3.5.1. Soit X un objet de ?R—CWSJYH, tel que H(X) soit sans

torsion. Alors il existe ¢ et O tels que:
(i) ¢:(T(c71H(X)),d) — (C.8X,dax) soit un R-modéle d’Adams-Hilton
de X;
(ii) @ soit décomposable, i.e. d e H(X)) C T?*(c ' H(X)).

PREUVE: Il suffit d’appliquer le foncteur I au modéle construit en 3.2.2. D’apres
3.1.14, U(L(0 71 H, (X)), d) est un R-modéle d’Adams—Hilton de X. O

Proposition 3.5.2. Soit ¢: (T(V),6) — (T(V'),é') une flcche de R-DGAAY ™!
telle que 8o = 6§ = 0. Alors si ¢ est un R-quasi-isomorphisme, ¢ est un isomor-

phisme.

4 Un cylindre de la catégorie des R-algébres associatives différentielles (non graduées), avec
R un anneau commutatif, est décrit dans {Bal, p.48]. Un lemme de relevement dans R-

DGAAY ! est donné dans [An2, lemme 1.7)].
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PREUVE: D’aprés 3.2.1 on a ab¢: (V,0) — (V'0) isomorphisme, d’ot1 le résultat.
O

Théoréme 3.5.3. Soit X un objet de R-CW/Y | tel que H(X) soit sans torsion.
Alors X admet un R-modéle d’Adams—Hilton (T(V),8) a différentielle décom-

osable, unique & isomorphisme prés.
3

PREUVE: L’algebre (T(V), 6) existe: il suffit de prendre UL(X,,) (ot L(X,) a
été défini en 3.2.8). L’unicité découle de 3.5.2. O

Soit X un objet de R-CWJ; tel que H.(X) soit sans torsion. Alors H,(X)

admet une structure de coalgebre induite par la diagonale topologique.

Proposition 3.5.4. Soit A: Ho(X) — H(X)® H.(X) la diagonale réduite de
Ho (X) et (T(V),6) le R-modéle d’Adams-Hilton de X & différentielle décom-
posable défini en 3.5.3. Soit 6, la partie quadratique’® de Ia différentielle §, alors

le diagramme suivant commute:

Ho(X) —2— 5 H,(X) ® H(X)
: -
o Hy(X) T Ho(X) @ 0 H (X)
1 Ll VeV

La Preuve de cette proposition est une conséquence de 3.2.9 et de 3.5.3.

Corollaire 3.5.5. Soit X, X’ des objets de R-CW[Y, sans torsion homologi-
que tels que H,(X) & H.(X') comme coalgébres. Choisissons un R-modéle
d’Adams-Hilton (T(V),6; + 7) ol §; est quadratique et 7: V — T>3(V). Alors
il existe un R-modele d’Adams-Hilton de X' de la forme (T(V'),6; + 7') avec
.V — TZ3(V).
3.5.6 R-algebre de Lie des dérivations.

Soit (T(V),6) € R-DGAAY ! avec V fixé. Notons DerT(V) le R-module
des dérivations de T(V'). Un élément 8 de DerT(V) est dit de bidegré (p, ¢q)
si

8(Vi) C (TPFH(V))jtq-

5 En fait (cf. §7) &, est la différentielle de la cobar-construction £ appliquée 3 H.(X).
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Ceci entraine §(T*(V)) C T*+?(V). Ce R-module admet une structure d’alge-
bre de Lie bigraduée Der, .T(V) pour le crochet défini par

[6,6'] = 606" — (—=1)1°1¥lg'oq.
11 vérifie
[a }: Derpl,thT(V) X Deer,hT(V) - DerP1+P2,ql+<12T(V)

Si é est une différentielle sur T(V), un calcul montre que ad (§) = [., 6] est une
différentielle sur DerT(V).

On notera (F;DerT(V));»o la filtration décroissante associée a la premiere
graduation:

F.DerT(V) = @) Der; . T(V),
21

i.e. 8 € F;DerT(V) si et seulement si (V) C T>* (V).

Si 8 € DerT(V) est homogene pour le degré homologique, on considére sa
décomposition:

6= 0,0 € Der;, JT(V).
120

Si @ est une différentielle et si 83 = 0, un calcul montre que 6 est aussi une

différentielle.

Remarque 3.5.7. Soit T(V) une R-algébre tensorielle, s-réduite avec V fixé
et soit ¢ un automorphisme de T(V) tel que abp: V' — V soit I'identité. On
constate alors que (¢ — Id )* augmente de k la filtration par la longueur de mot

et respecte le degré homologique; il s’ensuit 'unipotence de .

3.5.8 Groupe d’automorphismes.

Soit T(V) une R-algebre tensorielle, s-réduite avec V fixé. Notons AutT(V)
le groupe des automorphismes (de degré 0) de l'algebre tensorielle T(V).
Tout automorphisme ¢ € AutT(V) se décompose en

= @i, ol (T (V) C T (V).

120

On constate que wo = T(aby) est un automorphisme; par contre, les p;,7 > 1

ne sont pas compatibles au produit tensoriel.
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Notons Aut,T(V') le sous-groupe des automorphismes unipotents ¢ tels que
ab@ = Id. Un élément ¢ de Aut,T(V) se décompose en
p=1d +Y i, ot pi(TI(V)) C TI(V).
121
Autrement dit, il existe un isomorphisme:
Aut, T(V) —= Homo(V, TZ%(V))
pw—————p—1Id.
Proposition 3.5.9. Soit T(V') une R-algébre tensorielle, s-réduite, avec V fixé.
(1) Si ¢ est un automorphisme de T(V'), alors il existe ¢ € Aut,T(V) tel
que ¢ = Poipg, ot po = T'(aby).
(2) Avec les notations de (1), si § est une différentielle décomposable (§ =
Y iy 8i) sur T(V), alors pd1p™! = pdpTL.

La Preuve de cette proposition est analogue a celle de 3.3.5.

Définitions 3.5.10. Un objet (T(V),§) de R-DGAAY - a différentielle dé-
composable est R-A H-formel s’il existe un automorphisme ¢ de T(V') tel que
§ = @871, 01 8;: V — T*(V) est la partie quadratique de §. L’automorphisme
o est appelé R-A H-formalisation.

Soit H une R-coalgebre graduée & module sous-jacent sans torsion, concentrée
en degrés s,..., N — 1. Alors d’aprés 3.2.9, la diagonale de H induit une diffé-
rentielle quadratique 8; de L(c ™' H) et donc une différentielle quadratique §; =
UB de T(671H). Nous dirons que H est intrinséquement R-AH-formelle
si (T(o7 1 H), 81 + 1) est R-AH-formelle pour tout 7 € FyDer_1T(c ' H) tel que
(61 +7)2=0.

Remarque 3.5.11. D’aprés la proposition 3.5.9 on constate que la R-formali-

sation ¢ peut étre choisie dans Aut,T(V).

Soit X un objet de R-CW/Y, tel que H,(X) soit sans torsion. Soit X,, un
objet & structure cellulaire minimale dans le méme type d’homotopie que X et
(T(V),8) = UL(X,,) le modéle d’Adams-Hilton & différentielle décomposable

qui lui est associé.

Définitions 3.5.12. (1) Un espace X est dit R-AH-formel si (T(V),6) est
R-AH-formelle.

(2) L’espace X est intrinséquement R-A H-formelsi H,(X) est une coal-

gebre intrinséquement R-AH-formelle.
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La ®-AH-formalité d'un espace X € R-CW, +17 sans torsion homologique
demande la construction d’un automorphisme ¢ de T(V) (ou (T(V),6) =
UL(X ). Tl n’est donc pas aisé de déterminer si un tel espace est - AH-formel
ou non. Nous allons ramener cette question 3 la nullité d'une suite (finie ici)
d’obstructions, comme on 1’a déja fait en 3.3.13. Explicitons d’abord quelques

liens entre dérivations et automorphismes:
Proposition 3.5.13. Soit (T(V),8) € R-DGAAY? tel que § se décompose
en § =61 + Z]>l §;, out 2 2 est fixé. Alors:

(1) La dérivation 6; est un cycle pour ad (é;).
(2) Si §; est un bord pour ad (6;), alors (T(V'),6) est isomorphe & (T(V'),6')

ou §' se décompose en §' = 61 + 37 5.4, 6}

La Preuve de cette proposition est analogue a celle de 3.3.10.

Proposition 3.5.14. Soit (T(V),8) eR-DGAAY ! tel que § se décompose
en§ =6 + E]-?i 8, ott 1 = 2 est fixé. Si (T(V),46) est R-formelle, alors §; est
un bord pour ad (7).

La Preuve de cette proposition est analogue a celle de 3.3.12.

3.5.15 Construction des obstructions & la R-AH-formalité.
Soit (T(V'),6) ER-DGAAY ! ot 6§ se décompose en § = 61 + 62+ 83 + ...
D’apres la proposition précédente on a que

— la classe de 8; pour ad (6;) est une obstruction a la R-formalité, notons-la
= [62] € Hy_1(DerT(V),ad (61))

— si 65 = 0, avec la proposition 3.5.14 on se rameéne au cas ot § = &, + 63 +
b4 + ... et avec la proposition précédente, on interpréte la classe de 63 pour

ad (§;) comme une obstruction a la ®-AH-formalité, notons-la:
6y € Hs _1(DerT(V),ad (61))

Nous construisons ainsi une suite d’obstructions (8!, )n»2 vérifiant

(1) 6, est définie si et seulement si 6, =0,2<< i< n—1.
(2) 0, € H, _1(DerT(V),ad (61))
(3) (T(V),6) est R-AH-formelle si et seulement si 6, = 0, pour tout n 2> 2.




3.6. Cohomologies de Hochschild et de Harrison, obstructions 55

Remarques 3.5.16. 1) La nullité des obstructions 6},¢ > 2 dépend unique-
ment de l'existence d’un automorphisme ¢ et non pas du choix d'un tel au-
tomorphisme. Le résultat (3) est donc bien indépendant de la formalisation
choisie.

2) Soit ¢, la fléche induite par linclusion ¢:L(V) — T(V) au niveau de
I’homologie de I'algebre de Lie des dérivations:

ta: Hy ~1(Derl.(V),ad (81)) = Hn,—1(DerT(V),ad (61))

On constate que si (L(V), 9) est R-formelle, de formalisation ¢, alors (T(V), ) =
U(L(V), d) est R-AH-formelle, de formalisation U ¢. De méme, si §; existe, alors
8! existe et ¢,(6;) = 6. pour tout 7 > 2.

3) Pour des raisons de degré, il n’y a qu'un nombre fini d’obstructions a

considérer ('argument est analogue & celui de 3.3.14).

3.6. Cohomologies de Hochschild et de
Harrison, obstructions.

Dans les paragraphes 3 et 5, nous avons défini des suites d’obstructions pour la
R-formalité et pour la R-AH-formalité. Dans ce qui suit, nous utilisons la coho-
mologie de Hochschild et celle de Harrison comme réceptacles pour ces obstruc-
tions. En montrant que la seconde s’injecte dans la premiére nous établissons

I’équivalence des deux notions de formalité.
Définition 3.6.1. Soit H une R-algébre associative graduée et f une applica-
tion
f:T(c™*H) - o 'H.

On dit que f est de bidegré (p, ¢) st

(1) f est nulle sur T*(c~2H) pour i # p,

(2) f est de degré q.
Nous notons Hom?(T?(¢~*H),0~ H) le R-module des applications de bidegré
(p, ). Sur ce module considérons la différentielle

V:Hom(T?(c*H),0 *H) — Hom™ (T?* (¢ " H), s> H)
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définie par
Vo la1® - @ tapyr) = (—1)””"_1‘“1111 fle7lay @ @0 taptr)

P .
+ Z(—1)21=1|0 1ﬂ-'ljr(o--la1 ® - ®o Yajaj41)® - @0 ap1)

=1

+ (_1)|fl+2?=1J"—1“"f(a_la1 ®---® U_lap)ap+1~

Cette différentielle donne naissance 4 une cohomologie bigraduée, appelée co-

homologie de Hochschild de H a coefficients dans lui-méme, et notée

ker {V:Hom(T?(¢ ' H),0 " H) - Hom® " (T?*Y (¢ ' H),0c " H)}
im {V:Hom? Y (TP~ (¢-1H),0~1H) — Hom!(T?(¢—1H),0"1H)}

Hoch®?(H;H) =

Remarque 3.6.2. Soit B(H,H) = (H @ T(c"'H) @ H,d) avec

dao® (071 ® - @07 an) ® ant1) = @a1 ® (071, @ - @0 an) ® antr

n—1
1

+ 3 ()Pl @ (0w @ @0 aja 1 ® 0T an) @ dn

Jj=1
n—-1 — . —_ —_
+ (—1)Ef=1 o 1“‘lao ® (o i ®--- Qo 1an_l) ® anlnt1

la bar-construction normalisée sur H.

Considérons o' H comme H — H-bimodule et notons Homy g (B(H, H),c 1 H)
les morphismes de H — H-bimodule.

Alors, en posant Vf = fod, la définition 3.6.1 découle de la définition clas-
sique (cf. [Ba2, p. 37]) de cohomologie de Hochschild

Tot,Hoch (H,H) = H*(Homy_y(B(H,H),c ' H)).

3.6.3. Soit C une R-coalgebre graduée, dont le module sous-jacent est libre.
Nous notons A sa diagonale réduite (Az = Az — 1@z — 2z ®1). Alors la fleche
dy, définie par

C—2 _CoC

(Jr) g[ J'a.—1®a—x

s iC -—T»a_IC’ ®o-IC

se prolonge en un élément de Der; 1 T(0~1C). Notons {C = Hom(C,R). Le
module §C est muni de la graduation §C? = §(C,). On définit ¢ sur §C par
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o(¥) = (=1)¥lypoo, pour ¢:C — R. Ainsi, nous avons (ofCY* = (JC)**!, et
d’autre part, 071 (3) = —(=1)¥lgpoo 1.
La transposée de A définit une multiplication m sur §C, et la transposée de

dy satisfait &

¢ ——2—$C R §C

®) J c,@d]

oTHC i c"HC ® o7 C.

Proposition 3.6.4. Si C est de type fini, nous avons un isomorphisme de

complexes de chaines
@: (Hom!(T?+' (07 14C),0714C), V) —=—> (Der,,_,T(0~'C),ad (dy ).

PREUVE: L’isomorphisme ® peut étre décrit de la maniére suivante:
soit f € Hom¥ (TP (a~14C),0~14C). Alors 'f:071C — TP (6™1C) et &(f)
est le prolongement de f comme dérivation de T(¢71C).

Inversement, soit § € Dery_,T(07'C), alors *(§| ~1,): T?T (e HC) —
o~1$C. Posons ®71(§) = Hélg~10)-

Vérifions maintenant que V = ®~'ad (d;)®. Soit f € Hom*(TP+1 (o~ 1§C), 0~ 4C)
et B(f) =6 € Derp,_(T(c7'C). Alors sioc ™l e; @+ @0 T eppa € TPH2(0™14C),

27 'ad (d)2(f)c e ® - ® o epys) =

& 1(8d; + did)oler®- - ® a"lcp“) =
(*di'6 + tétdl)(a—lcl & o_lcp+2) =
fdi(d @fF+fR) o ea® - @0 epra)t

=0

p+1 j fois p—7j fois
i e e —
+1% (Zld @ ®lde'd ®d ®-~®ld) (671 @ Qo lepya) = (%)

Compte tenu du diagramme (1), nous avons

(*) = (—l)if”"_ “Ug=lomes ® o (a_lcl ® f(O'_1€2 R R o_lcp+2)) 4

+ o lomeo ® o (f(a'_lcl R ® a‘lcp_(_l) ® U_lcp+2) +
p+1 ; i

+ Z(_l)ziﬂw C"U_IC1 R Q (a"lomoa ® o)
=1

1

- -1 -1
(67'¢j®0o Cir1) @ B0 Cpia
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= ()Ml el flo e, ® - ® 0 Vepya)t
+ (—1)|f|+2?=1la_lc;|f(0'_lCl ®® U—ICP+1)CP+2+

p+1 A
+ Z(——l)zlﬁl[” 1C-’lf(a—lcl ®--® a_l(c]'cj+1) R -® a_lcp+2).
=1
On reconnait I’expression de V(f)(07lec; @ - ® 07 epta). a

Interprétation topologique 3.6.5. Soit X un objet de §R—CW3]K_1 tel que
H.(X) soit sans torsion et de type fini comme R-module gradué. Soit H*(X)
son algébre de cohomologie. Soit (8}, )n>1 la suite d’obstructions a la R-AH-
formalité de X. Alors si 6, = 0 pour 1 < k < n—1, 6, est une classe de la
cohomologie de Hochschild Hoch '™ (H*(X); H*(X)).

En particulier, si Hoch " *(H*(X); H*(X)) = 0, alors H*(X) (et donc X ) est

intrinséquement R-A H-formelle.

PREUVE: Appliquons la proposition 3.6.4 au cas C = H,(X). D’aprés 3.1.14,
3.2.2 il existe un modele (L(¢71H,(X)),d) de X & différentielle décompo-
sable, et son image (T(c !H.(X)),D) par le foncteur U/ est un R-modele
d’Adams-Hilton de X. La différentielle d; qui figure dans 1’énoncé de la propo-
sition 3.6.4 a été définie a partir de la diagonale de C. D’apres 3.2.9 la fléche
di construite & partir de la diagonale de ¢~1H,(X) coincide avec la partie
quadratique D; de D. Alors comme d’aprés 3.5.15 les obstructions 6, a la
R-AH-formalité sont des éléments de H, —1(DerT(¢ 1 H,(X)),ad(d;)), elles
sont des éléments de H™*(Hom(T(c~'H*(X)),c "1 H*(X)),V) c’est-a-dire de
Hoch V™(H*(X); H*(X)). a

3.6.6 Rappels sur I’algébre du groupe symétrique. On note L, le groupe
des permutations de {1,...,n}. Soit R un anneau commutatif. Nous notons
R[L,] la R-algébre du groupe X,.

Le signe de Koszul. Soit M un R-module gradué, my,...,m, € M, et
A(M) la R-algébre commutative graduée sur M. Pour toute permutation o de
mi,...,Mny, le signe de Koszul ¢(o) est défini par Pégalité my A --- Am, =
€(@)mg(1) A+ :AMg(ny dans A(M). Nous I’étendons en e: R[L,,] — R; remarquons
qu’il y a abus de notation car ¢ ne suffit pas & définir ¢(o).

Les mixages. Soit p un entier > 1. Alors o € ¥, est un (p,n — p)-mixage si

o(1) <--- <o(p)
o(p+1)<--- <o(n).
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On note *(p n—p) I’élément Z e(o)o de R[L,]. Egalement on note sh,
o€{(p,n—p)-mixages}
la somme E:;ll *(p,n—p)- Donc sh, est la somme des e(@)o ou & est (p,n — p)-

mixage, pour tout p € {1,...,n —1}.

Définition 3.6.7. Soit A une R-algébre commutative graduée s-réduite dont
le module sous-jacent est libre et T(A) I'algébre tensorielle sur A. Alors R[¥,]

agit (& gauche) sur T"(A) de la maniére suivante:
0’((11 KRR an) = 6(0‘)(1,—1(1) & ® dg-1(n)-
L’action de *(, ,_p) est appelée produit mixé. Nous notons

G @By % p1 @ @y L %y (01 @~ @ an)

— Z 6(0‘)((10—1(1) Q- ®a,,-1(n)).
o€ {(p,n—p)-mixages}
Soit Hom(T?P(¢c 1 H),oc 1 H) le R-sous-module de Hom?(T?(¢ ' H),0c ™1 H) des
applications f telles que fosh; = 0 pour tout ¢ > 1. La différentielle V laisse

stable ce module:
V:Hom(T?(c ™' H),0 "' H) = HomI*}(T?* (¢  H),oc ' H).

Cette différentielle donne naissance & une cohomologie bigraduée, appelée coho-
mologie de Harrison de H & coefficients dans lui-méme, et notée Harr ¥P(H; H).

Soit C une coalgebre cocommutative graduée dont le module sous-jacent est li-
bre. Nous notons A sa diagonale réduite. Comme C' est cocommutative graduée
et 2 est inversible dans R on a pour tout ¢, Ac = % S(c1 ®c — (—1)lcl||°2'cz ®
c1) = 3 Yler, c2) et donc la fleche d; définie par le diagramme (1) de 3.6.3 peut
s’écrire

di:o”1C = L3071 C)

et se prolonge en un élément de Der; 1L(¢71C). Notons §C = Hom(C,R)

et m la multiplication de §C, alors la transposée 'd; de d; satisfait & 'd, =

o lomeo 0.

Proposition 3.6.8. Si C est de type fini, nous avons un isomorphisme de

complexes de chaines

&: (HomI(T?H (6 7HC), 0" HC), V) = (Derp, (L {071C),ad (d1)).
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PREUVE: L’isomorphisme ® est la restriction de l'isomorphisme de 3.6.4 au
sous-module HomZ(T?+1 (¢ ~1§C), s ~1§C). Il faut montrer que (oo foo™*)(sh;) =
0 pour tout 7, équivaut & im *(gofoa 1) C LP(071C).

Sur T(o~1C) nous avons une structure de coalgébre dont la diagonale réduite

s’écrit
Ba® @)= Y, o) (cr1)® B 1()®(co(p+1)®  “BC1(m)
oc{(p,n—p)-mixages}
p€{l,...,n—1}
pour c1,...,cn € 0~'C. En fixant un p et en calculant 'application transposée

de A nous trouvons
t—E[(ml®"'(g”ljp)‘g)(zzﬂrl®"'®$n)] =(z1 @ - ®p) *(Tp41® - ® Tn)

ol £1,...,25 € o~ HC.
Nous arrivons & Pargument essentiel de la preuve. Les primitifs de (o1 C)
pour la diagonale ci-dessus forment ’algébre de Lie L(¢™*C) (cf. [C-M-N,

prop. 2.8]). Nous avons donc le diagramme
’J_IC
/g/// jvtf
0 ——L(c7'C)r——T(c7'C) — 3, T(e7'C)® T(c7'C)

qui se dualise en

o~ e

T
t e
[o S
- f
-
-
-

0 T(o~HC) fim * «—— T(e=HC) —*t— T(e~HC) & T(s~HC).

Il est clair que *f(c™1C) C L(s~1C) équivaut & Dexistence de o et donc &
Pexistence de *a. Mais cette derniére est équivalente & f(imx) = f(sh;) = 0
pour tout 7.

Ainsi on pose ®(f)| -1 = ' f et on prolonge ®(f) en dérivation de L(c71C).

On vérifie comme dans 3.6.4 que & commute aux différentielles. O

Interprétation topologique 3.6.9. Soit X un objet de R-CW, tel que
H.(X) soit sans torsion et de type fini comme R-module gradué. Soit H*(X)



3.6. Cohomologies de Hochschild et de Harrison, obstructions 61

son algébre de cohomologie. Soit (6, )n>1 la suite d’obstructions a Ia R-formalité
de X. Alors si 8y =0 pour1 < k €< n—1, 0, est une classe de la cohomologie
de Harrison Harr V" (H*(X); H*(X)).

En particulier, si Harr "*(H*(X); H*(X)) = 0, alors H*(X) (et donc X ) est

intrinséquement R-formelle.

La preuve de ce résultat est analogue & celle de 3.6.5.
Nous allons maintenant relier les cohomologies de Harrison et de Hochschild
par une fléche, induite par 'inclusion canonique d’une ®-algébre de Lie (rap-

pelons que 2 et 3 sont inversibles par définition) dans son algebre enveloppante.

Théoréme 3.6.10. Soit C une R-coalgébre graduée cocommutative de type
fini, libre comme R-module, concentrée en degrés s +1,..., N. Notons {C I’al-
gébre graduée commutative duale de C. Alors si N = min(sp — 1,5 +2p — 3),
Vinclusion L(071C) < UL (¢71C) = T(c7*C) induit une injection

tx: Hare ©SP1(1C 4C) > Hoch »SPLCHHO).

PREUVE: L’algebre tensorielle T(071§C) est munie d’une différentielle combi-

natoire d:
dc'a1® - @0 ans1) =a1(0 a2 ® - ® 0 an41)
+ Z(—1)21=1|"_1“"(0_1a1 ® - ®o taja41 ®...0  ant1)

J=1

+ (_1)E?=1|a‘1a;|(a—lal @ ® a_lan)an+1.

Nous étudions 'action de certains éléments de R[X,] sur (T(c™*C),d). Nous
allons construire une famille (e,)2gngp—1 d’éléments de R[X,,], idempotents
(C’est-a-dire €2 = e,), de signature 1, dont l’action sur T(c™*§C) commute & d

(c’est-a-dire de,, = ep—1d) et satisfaisant &
(1) enshp = shy,

(2) ey est un polynoéme P, en sh, sans terme constant.

Nous constatons que pour n < p~1 le complexe T{(oc~!§C) se scinde par ’action
de la famille (e, )n>1 en T*(07HC) = e, T* (0 C) B (Id — €,)T (¢ 4C). On
a e, T™(c™14C) C sh,T"(o~1§C); écrivons sh,T"(c " HC) = e, T"(¢c 7 C) &
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(Id —en)T™(0~1§C)Nsh, T (o~ §C). Appliquons e, des deux cotés de I'égalité.

Nous obtenons

shp,T™(0™HC) = e, T"(0 C)
et T™(o~1C)/imsh, = (Id — e,)T"(c 7 C).

Ceci entraine 'existence de la rétraction
(R)  T™(0~4C)/imshn —— T™(o~14C) =52, T7(5=14C) fim sh,,
(vérifions que la composée des deux fléches est 'identité: tout élément dans
'image de Vinclusion s’écrit @ — en{(a), avec a € T"(0™H{C); ainsi (Id — ep)(a —
en(@)) = a — 2ex(a) + €2(a) = a — ex(a) par 'idempotence de e,,).

La fleche Homg(T™(a1C),0~HC) »» Hom(T™ (o~ 4C),c1{C) consiste &
oublier qu'un morphisme a la propriété de s’annuler sur I'image de sh,. Par
les isomorphismes de 3.6.4 et 3.6.8, on déduit que cette fleche est induite par

I'inclusion
vL(c™IC) = T(a710).

La propriété (R) passe en homologie et nous obtenons que
1ot Harr ©SPL(HC; $C) > Hoch ' SPT1(HC; #0).

Il nous reste donc a construire la famille (e,). La construction se fait par

récurrence:
Posons ez = %Shz. Supposons avoir construit es,...,en,—1. Alors par hy-

pothése de récurrence, e, = Pr_1(shp_1). Posons

€n = Pn-—l(Shn) + Pn—l(Shn))Shn

@(Id -
ol e(sh,) = 277! (qui est inversible dans R). On a bien e(e,) = 1. Vérifions
que e, commute & d. On vérifie aisement que dsh,, = sh,d. Alors
de,, = dP,—y(sh,) + 27"t1d(Ild — P,y (shn))shy

= Pn_1(shn—1)d + 27" (ld — Py_y(shp—1))shn-1d

=ep_1d + 27" (Id — ep_y)shp_1d

=en_1d + 27" (sh,_; — ep—15hp_1)d

=en—1d par hyp. de récurrence.

Maintenant vérifions que e, est idempotent; pour cela nous utilisons le “lemme

de Barr” & coefficients dans R:
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Lemme 3.6.11 (Barr). Soit u € R[L,] pour n € p— 1 tel que son action sur
T (o7 YC) satisfait a du = 0. Alors

u= ;11—' (W)X gey €(0)o.

La preuve de Barr [Bar, p.316] s’applique sans changement. La restriction
n < p — 1 provient uniquement du fait que n doit étre inversible dans R =
2 [t
SUITE DE LA PREUVE DE 3.6.10: Nous avons de? = e2_;d = e¢,_1d = de,
par hypothése de récurrence. Donc d(e? — e,) = 0 et par le lemme de Barr,
en—en = me(el —en) Y oy (@) =0.

Vérifions finalement que e,,sh,, = sh,. Nous avons d(e,sh,—sh,) = e, 1dsh,—
dsh, = (en—ishn—1 —sh,_;)d = 0. Donc par le lemme de Barr, comme

e(en) =1, enshp, — shn = L(e(en )e(shn) — €(shy)) > ey, €lo) =0. O

Interprétation topologique 3.6.12. Soit X un objet fini de R-CWJ, sans

torsion homologique. Alors on a équivalence entre

(1) X est R-formel
(2) X est R-AH-formel.

PREUVE: Nous avons vu en 3.6.5 (resp. 3.6.9) que les obstructions a la ®-AH-
formalité (resp. a la R-formalité) sont des éléments de Hoch *(H*(X); H*(X))
(resp. Harr"*(H*(X); H*(X))). D’autre part nous avons vu en 3.5.16.(2)
que les 6. sont les images des 6; par le morphisme ¢, induit par linclusion
vL(e7 Ho (X)) — T(o 7 Ho(X)).

Donc le théoréme 3.6.10 entraine que les p — 1 premiéres obstructions a la
R-formalité sont nulles si et seulement si les p — 1 premiéres obstructions a
la R-AH-formalité le sont. Mais d’aprés 3.5.16.(3) et 3.3.14.(2) si les (p — 1)
premieres obstructions sont nulles, elles le sont toutes. Ceci entraine I’équiva-

lence des deux notions de formalité. ]

Proposition 3.6.13. Dans la sous-catégorie de R-CWJ | des espaces sans

torsion homologique, on a le tableau suivant:

[R-AH formalité] 25 [Q-AH-formalitd]

(2)

‘?R—formah'tél g ‘forma]ité rationne]le}

(3
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Les réciproques de (1) et (4) sont fausses.

PREUVE: Soit X un objet de %—CWSIXLI sans torsion homologique, et X,, son
CW-complexe associé a structure cellulaire minimale.

(1) Si (T(V),d) est un R-modele d’Adams—Hilton a différentielle quadratique
de X, alors (T(V),d) ® Q est un Q-modeéle d’Adams-Hilton a différentielle
également quadratique.

(2) cf. théoréme 3.6.12.

(38) Cette équivalence fait l'objet de [Me] (c’est évidemment aussi un cas
particulier de (2) pour ® = Q).

(4) est équivalent a (1).

La réciproque a (4) est fausse: voici un contre-exemple tiré de [E1H]: soit § =
($3vsd) Ul1fa,b] €® Ulq [a,8]] e®. Dans ce cas ® = Z[3] et L(S) = (L(a,b,c,¢€),0)
avec 8a = 9b = 0, Oc = 11{a, b], Oe = [a,{a, b]]. Comme 11 n’est pas inversible
dans R, S n’est pas R-formel. Pourtant il est Q-formel. La réciproque a (1)

étant équivalente a celle de (4), elle est fausse aussi. O
Proposition 3.6.14. L’espace projectif complexe CP™ est R-formel.

PREUVE: Soit C,QCP* le complexe des chaines singuliéres cubiques sur QCP .

D’apres 3.7.2 nous avons
QC,.CP™=C,QCP™.
D’autre part, si ¢ est un générateur de C,S! nous avons
OB(zR,0)—(zR, 0),

ol B est la bar-construction (cf. paragraphe suivant). Nous savons que QCP™ ~
§! et donc C.OQCP" ~ C,$'. Soit a élément de C.QCP™ qui correspond
au générateur de C.S!. Nous avons donc un quasi-isomorphimse d’algébres
différentielles

$: C.OCP™ S5(2R, 0)
qui envoie « sur .

De QB(zR, 0)<—Z—>QC*CP°° on déduit que (T(z1, z2,...),d) avec |z;| = 21 —1
et d quadratique, est un modele d’Adams—Hilton de CP*°. Comme CP" est un
squelette de CP*°, son modéle d’Adams-Hilton est (T(z1, 22, ..., 2, ),d) avec d
quadratique; donc CP™ est R-AH-formel. D’aprés 3.6.12 il est R-formel. O
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3.7. Le cas des CW-complexes avec
torsion homologique.

Rappels 3.7.1. Soit (4,d) une R-algébre différentielle graduée commutative
s-réduite (s > 1) a différentielle de degré —1. La bar-construction B(A,d)
sur A est définie par B(A,d) = (T(cA),D = di + dg) avec

di(oar ® - ®oay) = — L, (-1)%=l*oa, @ - @ oda; © - @ oan

dg(oa; ® - ® gay,) = — E?zl(—l)zi:ll”‘“loa] Q- Qo(ai—1a;) Q- Qoap

Soit (C,d) une R-coalgebre différentielle graduée cocommutative s-réduite
(s 2 1) & différentielle de degré —1. Notons A sa diagonale. La cobar-
construction Q(C, 8) sur C est définie par Q(C,0) = (T(c7*C),§ = O + Ig)

avec

el ® - @olen) = - :L=l(—1)2;;_=-11|‘7_l°|0_1c1 ® Qo 18 ® -®o ey
Bu(e™ 1@ @o7len) = = TN ()%l ol 0 g
R '@ oA ® Qo lay,

Remarquons qu’en tenant compte de la structure de coalgebre de 1'algebre ten-
sorielle, utilisée dans la preuve de 3.6.8, les deux constructions fournissent
des algébres de Hopf: B(A,d) est commutative et $2(C,9) cocommutative.
D’autre part, aussi bien B que @ sont des foncteurs qui envoient des R-quasi-
isomorphismes entre objets projectifs comme R-modules (cf. 1.4.1), sur des
R-quasi-isomorphismes.

Soit X un CW-complexe s-réduit (s > 2) et £2X son espace de lacets. Soit
(C£2X,00x) le complexe des chaines cubiques singuliéres de 2X (cf. 3.1.5);
il porte une structure d’algebre induite par la composition des lacets de £2X a

travers Eilenberg—Zilber:

Cr2X @ Ce2X

Crpe2X x 2X.

D’autre part (C.X,0x) porte une structure de coalgebre pour la diagonale

induite par la diagonale topologique.
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Proposition 3.7.2 [F-H-T, th. I|. I existe un R-quasi-isomorphisme d’algeé-

bres ¢ x, naturel en X
I/)x: Q(C*X, ax) —= (C*\QX, 69){).

Théoréme 3.7.3. Soit X un objet de ?R—CWSIYH sans torsion homologique.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) X est R-formel;

(2) I existe des R-quasi-isomorphismes d’algébre

ot C*X est I'algébre des cochaines singuliéres cubiques de X et (T(V'),d) une

R-algébre tensorielle munie d’une différentielle de degré +1.

PREUVE: i. (1) = (2) D’apres 3.6.12 la R-formalité est équivalente a la R-AH-

formalité. Donc par définition il existe un R-quasi-isomorphisme
(T(c 7 H. (X)), 61)5(C.QX, Bax)
et donc, en appliquant [F-H-T, prop. 2.14],

B(I(0™" Hu(X)), 1) —=— B(C.0X, dax)

| par 3.7.2 |~

BQ(H,(X),0) BQ(C.X,dx)
(H«(X),0) (C.X,0x)

Ainsi nous avons une suite de R-quasi-isomorphismes

(Ho(X),0) —=— ... = 5 (C\X,0x).
En dualisant, et en prenant des relévements successifs, on obtient
(C*X,0x) +——=—(T(V),d) —— (H*(X),0)

ot (T(V),d) est une R-algébre tensorielle munie d’une différentielle de degré

+1.
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ii) (2) = (1) En dualisant
(C*X,0x) «—=—(T(V),d) —=— (H"(X),0)
nous obtenons (en notant §V = Hom(V,R) et ‘d la transposée de d),
(CiX,0x) —=— (T({V),'d) «—=— (H.(X),0)
et donc par propriété du foncteur cobar-construction
Q(C.X,0x) —=— QT(tV),'d) «—=— Q(H.(X),0)
En écrivant Q(H.(X),0) = (T(c ' H.(X)),61) et en relevant, nous obtenons
QC.X,8) (T (e H, (X)), 1)
D’apres 3.7.2, nous avons
(CLQX, Bax )e—(T(c ™  Ho(X)), 61)

et donc par définition, un R-modéle d’Adams-Hilton de X & différentielle quadra-
tique. O
Remarque: La condition (2) du théoréme 3.7.2 garde un sens si H,{X) a de
la torsion, d’ou:

Définition 3.7.4. Soit X un objet de R—CWSIX_I. Alors X est dit R-formel
s’ll existe des R-quasi-isomorphismes d’algebre

(C*X,0) «+—=— (T(V),d) —=— (H*(X),0)

ot C*X est 1’algeébre des cochaines singuliéres cubiques de X et (T(V),d) une

R-algébre tensorielle munie d’une différentielle de degré +1.
Proposition 3.7.5. Les espaces de Moore sont R-formels.

PREUVE: Soit M un espace de Moore, avec H*(M) = [2]Z/pZ en i et 0 sinon.
Soit (C*M,8x) le complexe des cochaines singulieres cubiques (3.1.5) de M.
C’est un complexe de cochaines R-libre. Nous allons construire en méme temps
les deux R-quasi-isomorpismes de la définition 3.7.4 par récurrence sur le degré.
Soit W la R-algebre définie par
yR  en degré i
W={ 2R endegrédi—1 et zy=0,dr = py.

0 sinon.
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Nous avons des fleches

(Cell*(X), Ocen, x ) «——=— (W, 8) ——— (H*(X),0)

ol (Cell’(X), dcen, x) est le complexe des cochaines cellulaires de X. Ces fleches

sont des R-quasi-isomorphismes d’algébres de cochaines. Prenons un modele
(d’algebre différentielle graduée) (T'(V),d) de (W, 6). Alors
(Cell*(X ), Ocent, x) +—=— (T(V), d) —=— (H*(X),0)

D’aprés [Mau,4.4.21-22] on a un morphisme §: Cell,(X)5C. X et donc
Cell'(X)EC*X: 8 et d’apres [op. cit.,8.5.6] ce morphisme commute aux pro-

duits. Aprés relevement, on obtient
(C"X,0x) «——=— (T(V),d) —=— (H*(X),0)
et donc que M est R-formel.

Proposition 3.7.6. Un bouquet de CW-complexes R-formels est R-formel.

PREUVE: Soient X;, Xs deux CW-complexes R-formels. Alors

C* (X1 V X3)-5C* X, @ C* X,
et H* (X1 V X3)—oH*(X1) & H*(X>)
Puisque les espaces sont R-formels, nous avons (T(V'),d’) et {T'(V"),d") quasi-
isomorphes en méme temps aux complexes singuliers et aux cohomologies. Con-
sidérons (T(V'Y®T(V"),d' +d'"") comme algébre différentielle graduée en posant
v'v" = 0,dv" = d"v' = 0 pour tout v' € T(V') et v" € T(V"). Alors nous

avons des R-quasi-isomorphismes d’algébres
C'X10C* X, —=—TVYeT(V") —— H*(X1) d H*(X3)

Soit (T(V),d) un modele de (T(V'Y @ T(V"),d + d"). Nous avons alors des

R-quasi-isomorphismes
C*X, @ C* Xy «—=— (T(V),d) —=— H*(X1) @ H*(X3)

et donc X V X3 est R-formel. La preuve se poursuit par récurrence pour un

bouquet de n CW-complexes. [
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Corollaire 3.7.7. Les suspensions de %—CWSIYH sont R-formelles.

PREUVE: D’aprés {[Dw2, p. 168] toute suspension s-réduite a le méme type
d’homotopie modérée qu’un bouquet d’espaces de Moore. D’apres 3.7.5 et la

proposition, ceci entraine le résultat.

Définition 3.7.8. Soit XY des CW-complexes l-connexes et p un nombre
premier. Notons Z(,) 'anneau des entiers, localisé en p. Une fleche f: X —
Y est une p-équivalence d’homotopie (notée >~ ou ~,) si elle induit un

isomorphisme de Z(,)-modules
A8l 1(X) @ Lpy—mlY)® Ly,

Remarque 3.7.9. Soit X, X' des objets de R-CW2 ,tels que H.(X), H(X')
soient sans torsion et soit f: X — X' un R-quasi-isomorphisme. Alors f est une

p-équivalence d’homotopie pour tout p non inversible dans ®.

Définition 3.7.10 [Anl]. Un CW-complexe 1-connexe est dit p-minimal si
en chaque dimension ses cellules sont en bijection avec une base de ’homologie

a coefficients Z/pZ.

Proposition 3.7.11 [Anl}. Pour tout CW-complexe 1-connexe X il existe un

CW-complexe p-minimal X, et une p-équivalence d’homotopie m: X — X,,.

Définition 3.7.12. Soit X un CW-complexe R-local 1-connexe et p un premier
non inversible dans R. Un p-modéle d’Adams—Hilton de X est (T(V) ®
Z/pl,d ®17/pz), ot (T(V),d) est un R-modele d’Adams-Hilton de X.

Proposition 3.7.13 [Anl|. Un CW-complexe est p-minimal si et seulement

s’il admet un p-modéle d’Adams-Hilton & différentielle décomposable.

Proposition 3.7.14. Soit X un objet de %-CWSJXI, tel que H,(X) soit sans
torsion. Si X est a structure cellulaire minimale, il est p-minimal pour tout p

non inversible dans R.

Corollaire 3.7.15. Soit X un objet de R-CWS,, tel que H.(X) soit sans
torsion. En combinant 3.2.8, 3.5.3 et la proposition précedente on trouve qu'il
existe pour tout p non inversible dans ¥ un objet X, , de la méme catégorie qui
soit p-minimal et p-équivalent homotopiquement a X, c’est-a-dire 3.7.11 dans

le cas particulier des CW-complexes sans torsion homologique.
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PREUVE: Si X est a structure cellulaire minimale, L(X) est & différentielle dé-
composable et donc UL(X) aussi. Mais d’aprés 3.1.14.(i1), ce dernier est un
R-modele d’Adams-Hilton de X et donc UL(X)®Z/pZ un p-modéle d’Adams—
Hilton de X (rappelons que p n’est pas inversible dans ®). UL(X) ® Z/pZ est

3 différentielle décomposable et donc X est p-minimal.

Définition 3.7.16. Par analogie avec 3.5.12, un CW-complexe X 1-connexe
est dit p-AH-formel s’il admet un p-modéle d’Adams-Hilton & différentielle

quadratique.

Proposition 3.7.17. Soit X un CW-complexe fini de R-CWJ], et ¢ un pre-
mier tel que 1/qg ¢ R. Supposons que Tor (H*(X),Z/qZ) = 0. Alors si X est
R-formel, il est g-AH-formel.

PREUVE: Par définition de la R-formalité, nous avons
(C*X,0x) «—=—(T(V),d) —=—(H*(X),0)
d’ol, comme Tor(H*(X),Z/qZ) =0,
(C*(X;2/q1),0x) «—=—(T(V),d) ® 1/ qI —=— (H*(X) ® Z/ q),0)

et enfin H*(X)® Z/qZ = H*(X;Z/qZ). D’aprés [E1H,p.18] si H*(X;Z/qZ)
est de type fini, ceci équivaut a la ¢-AH-formalité de X. O

Remarque: Le probléme se pose maintenant de traduire cette définition de

R-formalité dans R-DGLAY ~!. Nous allons apporter des éléments de réponse.

Définition 3.7.18. Soit X un objet de R-CWJ,. Filtrons L(X) par la
longueur de crochet et prenons le ler étage de la suite spectrale associée a

cette filtration. En appliquant le théoréme de perturbation 1.3.7 nous obtenons

L(X) E'L(X)
(1) 21¢ :}p
(LW),d+7) (L(w),d)

ot W est un module bigradué libre et ¢, des R-quasi-isomorphismes tels que
E'¢ = 4. Alors on dira que X est de type F1 si on peut choisir 7 superflue
(cf. 1.2.2), autrement dit si (L(W),d+7) et (L(W),d) sont dans le méme type

d’homotopie R-modérée.
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Proposition 3.7.19. Si X est tel que H,(X) soit sans torsion, alors la notion
de “type F1” coincide avec celle de “R-formalité”.

PREUVE: Si H.(X) est sans torsion, d’aprés 3.2.5, il existe dans le méme type
d’homotopie modérée que X un CW-complexe X,,. Reprenons le diagramme
(1) pour X,,,: L(X,,) est & différentielle décomposable. Donc si nous notons

L(Xm) = (L(V),0),
E'L(Xn) = E\(L(V),8) = (L(V),d))

ol 9; est la partie quadratique de 0. Mais alors on peut prendre ¥ = Id et
T =8-0,¢ =Id. Donc si X est de type F1, c’est-a-dire si 7 est super-
flue, (L(V),d) est dans le méme type d’homotopie R-modérée que (L(V),01)
et réciproquement. Mais ceci est équivalent & dire que X et X7 (qui est la
réalisation de (L(V'), 8 )) sont dans le méme type d’homotopie f-modérée c’est-

a-dire que X est R-formel. ()

Remarque 3.7.20. Si H,(X) a une partie de torsion non nulle, il est impos-
sible de trouver (L(W),d) dans le type d’homotopie de L(X) avec d décompo-

sable.

Proposition 3.7.21. Les espaces de Moore ne sont (en général) pas de type
F1.

PREUVE: Si M est un espace de Moore, la différentielle de L{M) est linéaire.
Donc le terme E' de la suite spectrale associée & la longueur de crochet, n’est
autre que ’homologie de L(M). Alors la définition de type F1, coincide avec
celle de coformalité modérée. Mais on a vu dans 2.3.6 que les espaces de Moore

ne sont pas (en général) coformels et donc ne sont pas de type F1 non plus. O

Commentaire 3.7.22. Le type F1 se revéle étre un mauvais candidat pour
une notion de formalité dans §R-CW£], car il ne recouvre pas les espaces de
Moore.

En calculant les premiers termes d’une déformation d’un espace de Moore
ou d’un produit d’espaces de Moore on constate que celle-ci peut étre choisie

linéaire (sur les termes calculés).

3.7.23 Question ouverte. Soit L(M) = (L(z,y),0y = pz) un modele
d’espace de Moore. Notons (L(W), d) un modéle de E*(L(z,y),d) et (L(W), d+

7) son déformé. La déformation v peut-elle étre choisie linéaire?
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Définition 3.7.24. Soit X un objet de R-CWZ ;, notons L(X) = (L(V),9)
et soit (L(W), d) un modéle de EX(L(W),d) et (L{W),d + 7) son déformé. On
dit que X est de type F2 s'il existe (L(W'),d + 7')e—(L(W),d + 7), avec

W W
Proposition 3.7.25. Si X est de type F1, il est de type F2.

PREUVE: Si X est de type F1, alors (L(W),d + 7) est dans le méme type
d’homotopie que (L(W),d) et donc on peut prendre 7/ = 0. ]

Remarques 3.7.26. 1) Si la réponse a la question 3.7.23 est affirmative, les
espaces de Moore seront de type F2.
2) En prenant ® = Q, les types F1 et F2 sont chacun équivalents a la formalité

rationnelle.

3.7.27. Soit Ay — H.(X) une R-résolution par des modules libres de H,(X);
on remarque que le degré maximal dans Ay est < N car Hy est sans torsion
(il n’y a pas de cellule en degré N + 1). Soit (L(V),d) = L(X) un R-modele
cofibrant de A(X); on a une équivalence faible ¥: Ay — (V, dp) qui d’aprés 3.2.1

induit une (R, )-équivalence faible
L(¥): L(An) = (L(V), do).
Construisons un R-quasi-isomorphisme,
(L(Ax @ W), D) — (L(V),do)
d’apreés le théoréme de perturbation 1.3.7, il existe 7 tel que
(L(Ag ®W),D + 1) = (L(V),d)

soit un R-quasi-isomorphisme aussi. Comme précédemment, (cf. 3.2.2) 7(An) C

L(Aw).
Définition 3.7.28. On dit que (L(V),d) est de type F3 s’il existe 7 tel que
7(Ag) C L (Ag).

Remarque 3.7.29. Les suspensions (donc les espaces de Moore) sont de type
F3. 1l reste, pour cette étude, & montrer que ces notions (F1, F2, F3) sont des

invariants du type de R-homotopie et & déterminer laquelle correspond a 3.7.4.
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Appendice

MeTplaopévy guVTLUTLXOTNTA Xl TUTLXOTHTAL TBY
CW-cuprheydtwy Tenepaoiévng dtdsTtacg.

Eicaywy?.

*H dhyePpuxr tonohoyia dvtiotouyel dhyeBpixés dopés otolg TomoroyLxols Y-
poug. Ol dopég adtég unopoiv vd peretnBolv edxordtepa xal ol mhnpogopies nol
nepLéyouy pig dmtpénovy pla xatdradn 1@V tonoloyxsy xopwv. “Oco né mok-
Aéc mAnpogopteg dvtholue dné Toug tonoloyxols Ydpous, 1660 T noAIThoxes
xat doyenotes yivovial ot ShvePpixée doués. Xpewdlovtat howndv Bewpleg mov
v& uetagépouy v mé TOANR TAnpogopia yprotponotdvTag Tig T anhég dopes.

“Eva Oeuehddec BAua npdg adth th xatedBuvon Exave 6 Nt. Koufhev 016
“Rational Homotopy Theory” [Qu2]. Xt dnuocievorn adtd auoyetilel tehe-
otixd aé x4Be (2-dvnypévo) mheypatind ywpo (xal dpa 6é¢ xdbe 1-cuvagy| tono-
roywé y@po) pla (1-dvnyuévn) SwBabuiopévn Siagopuxt &hyeBpa AW xat, dvti-
otpoga, Eexvaviag &nd pla drafabuiouévn Slagopixr) Ehyefpa Af, xataoxevdlel
Eva mheypatid yopo. LuvBétoviag adtods tolg dUo teheotés, droxtape &va véo
Theypatxé obvoro aTév 18Lo tino prtfig dpotoniag, Bnwg Té dpyixd mAeypaTLXd
olvohro.

*0 tdnog pnTic duoroniag elval npoaéyyion 1ol timou dpotoniag: dvo xEpol
glvar 100 1Bou tlnou pntiic duotoniag, dtav cuvdéovial puecw wdg dxoloubiag
HOPPLOUEDY TOU Tupdyouv duoroyxols toopoppLonols HE pNTols TUVIEAEOTES.
“H 2vvola adth npogavag dév é€aptdtal and 16 tpfua otpedng 1OV Ouddwv ouo-
tontag xat Evor my. &vag ydpog "Atkevunepyx-Méx Aénv K(Z/pZ,n) ravtileta
npbe Eva anpetlo.

‘0 terectig 100 KouRkev elvar dpxetd ntoldnhoxog 616 mheypartixd avvoro X
dvtiatouyobue Tpdta v dudda Pedywy tou GX xal petd tév mheypatxd Ba-

xTONO0 dpddac QGX. Tuumhnpdvoupe té6v QGX Yid vé& dnoxtiooupe i mivpen
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mheypaton] dhyeBea Xdéng: pével ubvo vd ndpoupe 6V LROYBPO TEBY dpyEyovey
yevwntépwy xal vé xavovixonotiooupe yid va roxthgoupe thv Intoduevn SwaBab-
ptopévn dtagopuad dhyelpa A A(X). “H obvtoun adtd nepiypagy; Seiyver 81t pia
&ueorn xataoxevy| dév 04 udc Ponboiioe oThv dxpiPY Teplypagn napadetypdtoy.

Toap’8ha adtd, fi Snuooctevorn adth 100 Kovfhev reptéyet évav tpomo uerétrg
TGV TURY prTHc dupotoniag 100 énolov # xenowbtnta Eloopponel v Tolurio-
xétnTa 1ol tekeoth A, “H xatnyopla tév StaPabuiopévey dagopixdv diyeBpdy
AT, 8uneptéyetl Sha 1@ ovotatxd T4 dnapaltnra yid Tév Odptoud wag opotoniac:
xOMvBpo, poviéha xal yevixdtepa wd douy, xiewatiic xatnyoplag ué uoviéra.
“Etot 16 xGpo Bedpnua 1ol Kouvfihey dwatundvetar og €Efc: ol duotomxée xa-
yoples mod dvtioToLy ol oTic xatnyoples (2-4vnypévev) TAeYUATIXBY 6UVOALV
xat (1-dvnypévov) Swafabuloudvey Siapopxdy dhyeBpdy AT elvar loduoppes.

"A¢ éntonudvoupe 81l téoo dné dhyePpixiic 0o xal dnd tomoroyixiic mheupds
Ondpyouv Evvoles duddwv ouohroylag, dhyeBedv cuvouoroyiag xal dhyefpdv AR
bduotoniag, dvtigtolyoiv petadld toug, xal elvar Gvailolwta ténou et bpoto-
nlag. BéBaia, f Bedpnon plag t@v évvoldy adtdy dév Gnodidet yevixd dhéxinpo
tév TOn0 g buotoniag. Adv uropolue n.y. v& dvaocusThooupe Tév TURO pNTHg
dpovoniag 1ol X én'tiv &hyeBpa AR dpotoniag.

Tthv dpyacio alth Bewpolue dnoxhetotixd v nagousioor 8id péow diagopt-
xBv GhyeBpdv ARy GANG ¥ lotopua adth dvadpop? B4 frav modd Elumic &v dév
dvagpépaue thv Epyacta 1ol LakkBav. Lty dnuocieuon [Su] napéyel hv dvana-
pdataon 100 tinou pNTRg duotoniag @Y mheypatxdy (undevodivapwy, renepa-
opévou Timov) Ydpwv péow prtav dafabuiopévey dviuetabeTixdy dlagoptxdy
dayePpov. Kal o’ adtéd 16 nhaioro Ondpyst tekeotind dvuiatoyio (0nd thv wopen
Ledyous ouvnupévay tehectdv)- énlong dpiletar Soud xhelothic xatnyoplag ué po-
viéha od émtpénet tév dptoud dpotorniag (8pa [B—G]). Mla neplindr Peloxeta
o16 [D)] énov Y& tpdtn @opd cuvavtaue v Evvola THS TuTXdTATAC.

Lthv napousiaon 100 TddhPBav & Opiopds tol tunixol yopou Siatundvetan
elxora: &vag y®pog X elvar tumixdeg &v & dhyefpixds dvtinpbownds Tou elvan
100 3tou tinou bpotortiag pé v et dhyePoa cuvoupohoyiag tou. MéE &ha Ké-
via, Tuntxdg xdpog elvat adtds ol dnolov 6 tinog prtfic duotoniag xabopiletar
Mpwg dné v dhyefpa cuvopohoyiag tou.

Avadixd, bpilovue ouvtumxole xdpoug adv xbpous @Y dnolwy & tinog prtig
dpotoniag xabBopiletar dnd thv &hyeBpa AR dpotoniag toug. LtAv mapousiaor

100 Koufikev, atd tooduvauel ué 16 yeyovée ot dhyePpa AR A(X) nod dvuiotor-
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X&t o6y xwpo X elvar 10U idou timou duotoniag pué v &hyeBpa A% duolroyiag
me.

Edaue 8t né thv xataoxev) 100 LdihBav ol tunixol y&pol éxgpdloviat -
x0h' unopolv Guwg va yapaxteioboiv éntong péoa oté mhaioio 1ol Koufhev.
"A¢ dnocagnvicovue Tpdta Tl Paoixég Evvotes ToU poviélou xal tot éhdytotou
uovtéhou: Eva poviého «tol Koufevr &vdg xdbpov X elvar pla Siafabuiopévn
dragopix &hyeBpa AT}, €hebbepn odv dhvePpa AR xal 100 3lou Tonou dpotoniag
ué v A(X). “Eva povtéro Aéyetar €hdyioto, &v 16 Stagopixd tou dév et ypau-
uxd pépog. Kdabe nheyuatixéde 2-avnypévog xdpog déxetar €hdyioto poviého.
Abo Bhdyota poviéha Tob (Blou ydpov elvat lobdpopga.

‘0 Z. M. Aeuadp [Lem2] dnodewxviet 8w Evag xopog elvar tunixde, &v xal
uévo &v déyetar éva poviého pé xabapd tetpaywvixéd Swagopd (dnih. tétoio
dote 16 Sragoptxd Evée yevvhtopa yid v Soun &hyePpag AR vd éxpdletal odv
Yoouuxdg ouvdiaouds dyxuidy pxoug 2). Od pereticoupe howmdy tig évvoleg
T TURxéTTag xab cuvtumxotntag did péoou e Bewplag 100 Kounhev, xai
udhiota ¢’ Eva YEVIXOTEPO TAALOLO: TT]S LETOLACLLEVNS OLOTOTLAS.

‘H Gewpla adtd yevwiBnxe ué 16 dobpo “Tame Homotopy Theory” [Dw1] 100
B. T{. NzBaiep. Xpenowonowsbviag tautdypova v xataoxeuy 1ol Kouvfhev
xat 1l &hyePpec Aaldp, 6 NiBdiep xataoxevdler pla «yégpupa» (nod onped-
voupe Tdvta A) dvéueoa oty dhyeBpa xal THv tonokroyia, cuvdéovtag tode (3-
&vnypévoug) TheyuaTxole X@poug WE Tie (2-dvnypéves) dxépaies diafabuiouéves
dragopixéc &hyeBpes AR "Etou Boloxet Evav 10no dpotoniag mtd motd oy dxé-
paw dpotonia dné tév dvtiotoiyo g prThg Opotoniac: TévV TURO ueTplacuévng
buotontiag (dnevBuuilovpe 1év bptoud tou 616 2.1.13). “O 10nog adtde elapratar
&né &va pépog e otpédne TéY duddwy duotorniag, Tol neplwpiletar otic Staotd-
getg yud tic omoles R dvnypévy Sdvaun Ttivoovt elvar tetpyupévy. “H 2-otpédn
n.y. dév dugaviletar napd pévo othv npdty dudda duotonlag i 3-otpédr Evéc
3-&vnypévou Theyuatixol }dpou oxotdvetal otig duddeg draoctdoewy dve 10U 6.

"Av 16 yeyalitepo pépog TEY Texvix®Y RS pNTHS duotoniag Epapudletar xal
oty petpiacpévy opotonia, dg émonudvoupe St oplopéves dév Lplotavtar md.
‘H napovoia n.y. duoroyxiis otpédng &vég ydpouv X petagpdletar 016 éninedo
BY poviéhwy pé ™y Eupdvion ypoauuixolb pépoug Tol dtagopixol xal T Evvola
g\dylotou povtéhou mader vé Undpyet. Mnopolue %dn vd mpoarcBavBolue tig
duoxohieg mod 04 dvtipstonicovue Y& tév dpropd ThHe TuTdTHTAg o’ adté 16

TAaLoL0.
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"Ag nepdoovpe Tdpa OTRY TepLypagy) THe pyaciag abtfig-xabeautic.

T6 np&to xepdhaio dvagépetar oty Bewpla tapayfic dwBabutopévoy Swagopt-
xov dhyeoov AR, “H Oewpla tapayfic éupaviletor #8n otiv npooéyyion tav
npoPhnudtey turdtntae xal ouvtumxémtag tov [Fé], (H-S], (Lal, [Ta]. ‘H
dpyh g elvan bg €Efic: énavaBploxel 16 éxdortote pabnuatixd dvrixeipevo (m.y.
&vav Tomohoyix6 Y@po) tapdloviac Eva &mAG dvtictoiyo dvtixsipevo (m.y. Evav
tunxd ) Guvtunid YBpo wé Tév Lo TUno dpotontag). Téd dvtixeluevo nol &etd-
Coupe dugaviletal howundv odv Tapéxxhion THE XAVOVIXTS XATETTAOYS, TappéxAlar,
roY petpdue pé iy BoRbeia Evdg otouyelou dhyeBpixfic doufic, ol cuyvd Tuyaiver
vé elvon pia iStabtepn xAdon ouvoporoyiag.

Ol gaopatixéc dxoroubies droteholy Eva yapaxtnetotixd napddelypa npocéy-
yiong &g UrevBuuloovue pé hiya héyia thv xateuBuviipa Béa: Lextvape pé pla
Stohouévn dwagopuxd Sopry L. “H Sopd adth optle ula dxohoubia Simhodiafabut-
opévov dvakéyey Soudy ET(L), nod dvtixatontpilovv pé adfavduevy motétnia
v ouvoporoyila e L. "A@’fig owypdc énhéloupe thv Ty 100 Belxtn 7, #
perétn e L elval miéov uerétn tapayiic Suthodiafabuiopévoy Sousv. Té &eyo
adté Eyer #dn ouvteheoBel dnd Tobe Xdhrepty xat Tavpé [H-T] 016 nhaloto t@v
gvtipetafetixdy Stafabuiouévey Slagopxdy dayeBp@v: 16 uetagépouue 836 atig
SaPabuiopéves dlagopixés EhyeBpes A t@v dnolwv ol ouvtekeoTés dvhxouy o'E-
vay dvtiwetabetnd daxtiho R. Zexavaue drné gva (SinhodiaBabuiouévo) poviéio
tiic ET(L), xal tapdlovtac 16 Buagopixd (xal tév popploud, Spa 1.3.7) xata-
oxevdlovpe &va (Quikopévo) woviého the L. "Av Béhovpe va dvagepBoipe othv
nAnpogopla mod nepExetal 616 poviéro, R duadixacia adty énavaeépel did uéoou
RS Tapayfc, TAV Tmpowopla mod ydvetal Gtay Tepvaue oTév r-0616 Gpogo THg
pacuatxfc dxorovbiag. Té xepdrato elvar doiepouévo oty dnodeln adtol tob
Bewpruatog.

“H &wvow g (LeToLaouévs) ouvtumkdtnTas Tov npotelvovpe o1é dedtepo
xepdhato napouctdletar ué Quowxd tpdéro o1d Thalolo Thg petplaouévre duoto-
rlag: pla SwPabuiouévn Sagopuxd &hyefpa AR L elvar cuvtumixyd &v elval tod
13tou tirou duotortag ué tHv Ghyelpa AR dpoloyiag tng. “H oyéon pé 16 npato
xepdhato gavepdvetal did péoou g Blaltepng Subhorng thg L mov dnoxtdue &v
Bewpfioovpe Gt Gha ¢ gtovxeia elvar Sikotioel Babpol 0, xal &v émhelouvpe
r = 1. "H tapayf nol napéyetar dnd 16 npdto xe@dhroio petpder howndy thy
ui-ouvtunddtnra the L. Ly napadelypata &g dvagépoupe 8tu ol ogalpes xal

. . , g . , , .
14 ywvbueva xdpwv t@v "Alhevunepyx-Mdx Aénv elvar petpracpéva cuviumixd.
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"Avtifeta, ol &vaptioels dév elvar ouvifog Evag yBpog Movp 1ol omolou 7
T P . , , ,
oudda dporoylag Exel otpédm dév elvar petplacuéva ouvtuTixds.

Hatgvovrag CW-ouunhéypata nenspacpévng dtdotaorg, uropolue vé épya-
ofolpe pé ouvteheatéc Mol vd dvixouv Syt of Eva cdotnua daxtukiov Brnwg
, . . . : ; 298 s s . .
othv neplntwon g petpladuévng dpotomiag, dAAG o€ Evav povaduxd Saxtdho
R: 18v daxtdio 100 cuoThUaTog ToY dvTLoToLKEl OTAY peyahltepy Sidataoy Tob
ourhéypatog. Adté Exave 6 Avix 016 [An3| dnou dvriotouyel (wh-teheotind)
oé x&Be CW-abunheypa X pla R-&hyeoa AR L(X) tic drolag % nepBdihovoca
&hyePpa eivar R-poviéro 16v "Avtape-Xiktov 100 X. "Avantdocoupe 16 tpito
xepdhato ¢’ adtd 16 mhaioro. Oewpdviag pévo CW-guuniéypata pé duoroyia
dlywe otpédn dnoxtape dnoteréopata xat-Evvoleg dvdhoyes pé THY mepintwon g

Rod 4 I . f=4 7 ’ 4 ) 2 ’ 14 ox
pntfic buotontag: Ynapln xal povadixétnra Ehdytotov poviéhou, uia Evvowa R-
. P - ; , . ‘s e
Tumxdtnrag xat pla dxohoubia.éunodivy oty R-tumixdtnta tod dnotekeltar dnd
xkdoelg ouvoporoyiag Tol Xdppiooy. Ldv napadelypata dvagéoouue tic ogaipeg,
tie déopeg xal yvduevd toug, xabde xal Tolg pryadixols npofoiuxolds xdpouc.
“Enctta otpegdpacte mpde tid tavuotixés dhyeBpes. Ipayuatt, Bewpdvra
peeop pos T S aAyeppes.  Lpaypaty, P <
(8nwe mponyouuéveg) R-éviomopéva CW-ouuniéyuata nenspacpévng Sidota-
ong ywplc dpohoyixy otpédn, droxtdue droreéoupata o€ dvahoyia ué té wpor-

. i ; . Y , ~
yodueva: Thv Urapdn xal povadixdtnta Evée éhdylotov poviéheu tEvV "Avtaugc-
Xihvov, pla Evvora R-AH-tumucdtnrag xal pla dxohoubia éunodlev oty R-AH-

. . PR ; J—_—

TumdTnTa oY droteAsitar dnd xAdoelg cuvoporoyiag toh Xoyouvt.

H o0vdeor dvéueoa otig d%o npooeyyloels émtuyydvetar o016 Bedpnua 3.6.8
o ; , g s . foe g a .
Snou drodewxvioupe 81t g€ dpouévous Pabuole Ondpyet Evag povopoppioude
s ouvopohoyiag 1ot Xéppioov 6ThAv cuvouporoyia tou Xéyoukvt. Té dnoté-
heopa adtd, mod énextelvel 16 dvtiotouyo oTHY ENTH neplntwoy drotéhecua ToU
Méph [Me], pac émutpénel va dnodetloupe dtu ol Evvoleg R-tunixbtnrag xat K-
AH-tomuxdtrag elvar igodlvaueg.

L napdypago 3.7 Bewpolue Evav &hho dpioud R-tumixdtyrag CW-auurhey-
ndtov menepasuévng diaataorg, Tov yenowonotel vy EhyeBpa xuBixdv iBiauté-
pwv ouvaiuciduv xal Ty dhyelpa ouvopohoyiag Tou CW-ogupnhéypatos. Adtéc
¢ ¢ r_ > 7 7 ) 7 7 ' ~ ’

6 dproude Exel 16 rpoady va enextelvetal o1 nepintwor @y CW-ouunieypdtov
7 e 7 ’ > ’ o 'z 1 ~ s o
ué duoloy otpédr. "Anodenxvioupe bt elval yevixeuon g mponyoldpevng Ev-

" e ~ ~ ’ ¢ ’ 7 ’ ¢ /
votag. “Etot, ol y@pot 100 Moip, ol Séaueg toug xal yevixdtepa ol dvapticetg
elvar R-cuvtumxée.

Y16 3.7.17, ovyxplvoupe v &vvola tig R-tumxbtnrag ué adtd tic p-AH-
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tumxbtntag 1ol CAvix (Unapln poviéhou tEV "Aviapg-Xiktov pé ocuvieheotéc
016 Z/pl xai tetpaywvixd diagopxd).

Téhog Bérovue 16 gpdmpua g Yrapdng plag Evvotag TumixéTog mov v umopet
va dviyveubel Oyt a1é Eninedo ToU oupnhéypatog AV cuvaluotdov, GANE Tig
o o ~ 5 ! 7 ? X , 2 z ~
&hyePpac AR ToU "Avix. Ilpotelvouue téroteg Bvvoleg, mol 6vopdlovpe «tino

Fl», «tino F2», «tino F3».
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