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Introduction 

Représenter les types d'homotopie d'ensembles simpliciaux (et par là-même 

ceux d'espaces topologiques) par des structures algébriques préhensibles est un 

domaine bien étudié et toujours ouvert dans sa généralité. Une étape fondame- 

ntale a été réalisée par D. Quillen dans L'Rational Homotopy Theory"   QU^]. Il 

y associe fonctoriellement à chaque espace simplicial (2-réduit) une algèbre de 

Lie différentielle graduée (1-réduite) et, réciproquement, construit un espace si- 

mplicial à partir d'une algèbre de Lie différentielle graduée. Après composition 

de ces deux foncteurs, on obtient un nouvel ensemble simplicial du même type 

d'homotopie rationnelle que l'ensemble simplicial de départ. 

Le type d'homotopie rationnelle est une approximation du type d'homotopie: 

deux espaces sont dans le même type d'homotopie rationnelle s'ils sont reliés 

par une suite de flèches induisant des isomorphismes en homologie à coefficients 

dans Q. Cette notion ne tient évidemment pas compte de la partie de torsion des 

groupes d'homotopie et, par exemple, un espace d'Eilenberg-MacLane I ( ( Z / p Z )  

y est assimilé à un point. 

Le foncteur de Quillen ne s'explique pas aisément; à l'ensemble simplicial X 

on associe d'abord son groupe des lacets GX puis l'anneau de groupe simplicial 

QGX. Il s'agit maintenant de compléter celui-ci afin d'obtenir une algèbre de 

Hopf simpliciale complète; il reste à prendre le sous-espace des primitifs et à 

normaliser pour avoir l'algèbre de Lie différentielle graduée annoncée, X(X). Ce 

bref aperçu montre que la construction directe ne se prêtera pas facilement à la 

détermination d'exemples précis. 

Cependant, cet article de Quillen contient un moyen d'étudier les types 

d'homotopie rationnelle qui pallie la complexité du foncteur A. En effet, la 

catégorie des algèbres de Lie différentielles graduées possède tous les ingrédients 

nécessaires à la définition d'une homotopie: cylindre, modèles et plus générale- 

ment une structure de catégorie à modèles fermée. Partant de là, le théorème 

principal de Quillen s'énonce: les catégories homotopiques associées aux en- 

sembles simpliciaux (2-réduits) et aux algèbres de Lie différentielles graduées 

(1-réduites) sont isomorphes. 



Remarquons au passage que de chaque côté, algébrique et topologique, des 

notions de groupes d'homologie, d'algèbres de cohomologie, d'algèbres de Lie 

d'homotopie se correspondent et sont des invariants du type d'homotopie ra- 

tionnelle. Bien sûr, la considération d'une de ces notions ne rend généralement 

pas compte du type d'homotopie rationnelle tout entier. Par exemple, nous ne 

pouvons pas reconstruire le type d'homotopie rationnelle de X à partir de son 

algèbre de Lie d'homotopie. 

Dans ce travail, nous ne considérons que la présentation en algèbres de Lie 

différentielles mais ce rappel historique serait bien incomplet si nous ne citions 

pas le travail de Sullivan. Dans [Su], il fournit une représentation du type d'ho- 

motopie rationnelle des espaces simpliciaux (nilpotents, de type fini) par des 

algèbres différentielles commutatives graduées. Ici aussi existe une association 

fonctorielle (sous la forme d'un couple de foncteurs adjoints); ici aussi une 

structure de catégorie à modèles fermée permet de définir l'homotopie (cf. [B- 

G]). Un résumé se trouve dans [Dl où apparaît pour la première fois la notion 

de formalité. 

Dans la présentation de Sullivan, la définition d'espace formel s'exprime si- 

mplement: un espace X est formel si son représentant algébrique est du même 

type d'homotopie que son algèbre de cohomologie rationnelle. En termes d'in- 

formations contenues dans la cohomologie, un espace formel est un espace dont 

le type d'homotopie rationnelle est entièrement déterminé par son algèbre de 

cohomologie. 

Dualement, on peut définir les espaces coformels comme ceux dont le type 

d'homotopie rationnelle est déterminé par l'algèbre de Lie d'homotopie. Dans 

la présentation de Quillen, cela équivaut à dire que le représentant algébrique 

de X est du même type d'homotopie que son algèbre de Lie d'homologie. 

Si les espaces formels s'expriment aisément en termes de construction de 

Sullivan, ils se caractérisent aussi dans le contexte de Quillen. Pour cela, il 

nous faut d'abord expliciter la notion primordiale de modèle: 

Un modèle "de Quillen" d'un espace X est une algèbre de Lie différentielle 

graduée, libre comme algèbre de Lie, dans le même type d'homotopie que X(X). 

Tout espace simplicial 2-réduit admet un modèle. 

J.M. Lemaire [Lema] montre qu'un espace est formel si, et seulement si, il 

admet un modèle à différentielle purement quadratique (c'est-à-dire tel que la 

différentielle d'un générateur d'algèbre de Lie s'exprime en fonction de crochets 



de longueur 2). Nous voici maintenant prêts à étudier ces notions de formalité 

et coformalité à travers la théorie de Quillen. En fait, nous allons nous situer 

dans un cadre plus général: l'homotopie modérée. 

Cette théorie a pris naissance dans l'article "Tame Homotopy Theory" [Dwl] 

de W.G. Dwyer. En mêlant la construction de Quillen et les algèbres de La- 

zard, Dwyer construit un pont (que nous notons toujours A) entre l'algèbre et 

la topologie, joignant les espaces simpliciau (3-réduits) aux algèbres de Lie 

différentielles graduées (2-réduites) définies sur Z .  Ceci lui permet de considérer 

un type d'homotopie moins grossier que l'homotopie rationnelle: le type d'ho- 

motopie modérée (sa définition est rappelée en 2.1.13). Il prend en compte 

une partie de la torsion des groupes d'homotopie en se limitant aux rangs pour 

lesquels la puissance réduite de Steenrod n'intervient pas. Par exemple la 2- 

torsion n'apparaît que dans le premier groupe d'homotopie; la 3-torsion d'un 

ensemble simplicial3-réduit est tuée dès le groupe de dimension 6. 

Si la majeure partie des techniques du cadre rationnel s'adapte ici, notons 

cependant que certaines n'existent plus. Par exemple, la présence de torsion 

homologique pour un espace X se traduit au niveau des modèles par l'appari- 

tion d'une partie linéaire pour la différentielle et la notion de modèle minimal 

disparaît. Nous pouvons dès à présent pressentir les difficultés que nous renco- 

ntrerons pour la définition de formel dans ce cadre. 

Passons maintenant à la description explicite de ce travail. 

La théorie de la perturbation est déjà apparue dans l'approche des problèmes 

de formalité et de coformalité [Fé] [H-SI [La] [Ta]. Son principe consiste 

à partir d'une situation simple (en l'occurence celle des espaces formels ou 

coformels) et à la perturber pour retrouver le cas considéré. L'espace cherché 

apparaît alors comme une déviation de la situation standard, déviation que l'on 

mesure à l'aide d'un objet algébrique qui se trouve généralement être une classe 

de cohomologie particulière. 

Les suites spectrales constituent un exemple générique d'approximation; rap- 

pelons en brièvement l'idée directrice: nous partons d'un objet différentiel filtré 

L qui fournit une suite d'objets analogues bigradués Er (L ) ,  reflétant de plus 

en plus fidèlement la cohomologie de L. Une fois choisi l'indice r ,  l'étude de 

L se ramène ainsi à celle de la perturbation d'un objet bigradué. Ce travail a 

déjà été mené à bien par Halperin et Tanré [H-T] dans le cadre des algèbres 

différentielles commutatives graduées; nous le transposons ici aux algèbres de 



Lie différentielles graduées sur un anneau commutatif R. Pour cela nous par- 

tons d'un modèle (bigradué) de Er(L), et en perturbant la différentielle (et le 

morphisme, cf. 1.3.7) nous construisons un modèle (filtré) de L. En termes 

d'informations contenues dans un modèle, ce processus consiste à réintroduire, 

par le biais d'une perturbation, toute l'information perdue par le passage au 

r-ième étage de la suite spectrale. La démonstration occupe le premier chapitre. 

La notion de coformalité (modérée) que nous proposons au deuxième cha- 

pitre est naturelle dans ce contexte: une algèbre de Lie différentielle graduée 

L est coformelle si elle est dans le même type d'homotopie que son algèbre 

de Lie d'homologie. La liaison avec le premier chapitre découle de la filtration 

particulière de L obtenue en considérant tous ses éléments comme étant de degré 

filtrant O et en choisissant r = 1. La perturbation amenée par le premier chapitre 

mesure alors la non-coformalité de L. En guise d'exemples remarquons que les 

sphères, les produits d'espaces d'Eilenberg-MacLane sont coformels modérés. 

Par contre, les suspensions ne le sont généralement pas; un espace de Moore 

dont le groupe d'homologie a de la torsion n'est pas coformel modéré. 

En prenant des CW-complexes de dimension finie, on peut travailler à coef- 

ficients, non pas dans un système d'anneaux, mais dans un seul anneau 92, no- 

tamment l'anneau du système qui correspond à la dimension maximale. C'est- 

ce qu'a fait Anick dans [An31 où il associe (non fonctoriellement) à chaque 

CW-complexe X une 92-algèbre de Lie L(X) dont l'algèbre enveloppante est 

un 3-modèle d'Adams-Hilton de X.  C'est dans ce cadre que nous situons le 

troisième chapitre. En ne considérant que des CW-complexes à homologie sans 

torsion nous obtenons des résultats et des notions analogues au cas rationnel: 

existence et l'unicité d'un modèle minimal, une notion de 92-formalité et une 

suite d'obstructions à la SR-formalité qui est constituée de classes de cohomolo- 

gie de Harrison. Comme exemples nous mentionnons les sphères ainsi que leurs 

bouquets et produits et les espaces projectifs complexes. 

Ensuite nous nous tournons vers les algèbres tensorielles. En effet, en con- 

sidérant (comme précédemment) des CW-complexes de dimension finie et sans 

torsion homologique, 92-localisés, nous obtenons des résultats analogues aux 

précédents: l'existence et unicité d'un modèle d'Adams-Hilton minimal, une 

notion de 32-AH-formalité et une suite d'obstructions à la 32-AH-formalité qui 

est constituée de classes de cohomologie de Hochschild. 

Le lien entre les deux approches s'établit à l'aide du théorème 3.6.8 où nous 



montrons que dans certains degrés, la cohomologie de Harrison s'injecte dans 

celle de Hochschild. Ce résultat qui généralise celui de Barr [Bar] dans le cas 

rationnel, nous permet de montrer que les notions de %-formalité et de %-AH- 

formalité sont équivalentes. Si % = Q ,  ce théorème est démontré par Merle 

[Me]. 
Dans le paragraphe 3.7 nous considérons une autre définition de %-formalité 

de CW-complexe de dimension finie, qui fait intervenir l'algèbre des cochaînes 

singulières cubiques et l'algèbre de cohomologie du CW-complexe. Celle-ci a 

l'avantage de s'étendre au cas des CW-complexes avec torsion homologique. 

Nous montrons qu'elle généralise la notion précédente. Ainsi, les espaces de 

Moore, leurs bouquets et plus généralement les suspensions sont %-formels. 

En 3.7.17, nous comparons la notion de %-formalité à celle de pAH-formalité 

d'Anick (existence d'un modèle d'Adams-Hilton sur Z l p Z  à différentielle qua- 

dratique). 

Finalement nous nous posons la question de l'existence d'une notion de for- 

malité repérable non pas au niveau du complexe de cochaînes, mais de l'algèbre 

de Lie d'Anick. Nous proposons de telles notions que nous appelons "type FI7', 
"type F2", "type F3". 

vii 





Perturbation d'algèbres 
de Lie différentielles 

graduées 

1.1. Définitions et notations. 

1.1.1. Soit R un anneau commutatif unitaire dans lequel 2 et 3 sont inversibles. 

Un R-module gradué (resp. bigradué) M, (resp. M,,.) est une somme 

directe M = Mi (resp. M = $i,j,-z Mi,i) de R-modules. 

On dit qu'une flèche f :  M -t M' entre R-modules gradués (resp. bigradués) 

est de degré p (resp. de bidegré (pl, p z ) )  si f :  M, -+ M,+p (resp. f :  M,,. -+ 

M*+Pi,*+P2). 
La suspension aM d'un R-module gradué M est le R-module gradué défini 

par ( a M ) ,  = M,- l .  

Un R-module gradué M est dit s-réduit, si M<, = 0. 

Le produi t  tensoriel M @ N de deux R-modules gradués est un R-module 

gradué défini par ( M  @ N ) ,  = $i+j=, Mi @ R  Nj. Si f :  M + M', g :  N -+ 

N' sont des flèches de R-modules gradués de degrés respectifs 1 f 1, Igl alors 

f @ g : M @ N  + M 1 @ N '  est définie par ( f  @ g ) ( m @ n )  = ( - 1 )  i g i ' m i f  (m)  @g(n) ;  
elle est de degré 1 f 1 + Ig 1. 
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Une R-algèbre associative graduée A est un R-module gradué muni d'une 

loi multiplicative associative et distributive par rapport à la loi de module. 

L'algèbre tensorielle T(M) sur un R-module gradué libre M est la somme 

directe $+,T'(M) où: TO(M) = R, Ti(M) = T"'(M) @ M pour i > 1. 

T(M) est une algèbre associative graduée, pour le produit 8. La graduation 

T'(hl) est appelée graduation par longueur des mots. 

1.1.2. Une R-algèbre d e  Lie graduée est un R-module gradué L muni d'une 

flèche linéaire de degré 0, notée [ ,  1: L @ L -+ L telle que 

[a, b] = (-l)lallbl+i[b, a] (ai~tisymétrie), 

(-l)lallcl[a, [b, cl] + (-i)lbllal[b, [c, a]] + (-l)lcIlbl[c, [a, b]] = 0 (Jacobi), 

pour a, b, c E L de degrés lai, 1 bl, I C I  respectivement. Une flèche f :  L + L' de 

R-algèbres de Lie graduées est une flèche de R-modules gradués, compatible 

avec les crochets: f [a, b] = [f ( a ) ,  f (b)]. La somme L U L' de deux algèbres de 

Lie L, L' est communément appelée produit  libre. Remarquons qu'on peut 

munir toute R-algèbre associative d'une structure d'algèbre de Lie en posant 

[a, b] = a .  b - (-l)lallblb . a. 

Soit M un R-module gradué. On note L(M) la R-algèbre de Lie libre sur 

M.  Si M est un R-module gradué libre, l'hypothèse i, E R entraîne que 

L(M) n'a pas de torsion ([Hill). En considérant T(M)  comme une R-algèbre 

de Lie graduée, L(M) est la sous-algèbre de Lie de T(M) engendrée par M.  Ce 

faisant, elle hérite de la graduation en longueur des mots de T(M) : 

appelée ici graduation par la longueur des crochets. Notons enfin que le produit 

libre de deux R-algèbres de Lie libres L(M) et L(M1) est la R-algèbre de Lie 

libre L(M $ Mt). 

Une différentielle do du R-module gradué M, est une flèche do: M + M 

de R-modules gradués, de degré -1, telle que doodo = O. Un R-module 

différentiel g r adué  (M, do) est un R-module gradué muni d'une différentielle. 

Une R-algèbre associative différentielle g raduée  ( A ,  8)  est une R-algèbre 

associative graduée A, munie d'une différentielle d'algèbre, c'est-à-dire d'une 

flèche 8: A -+ A de R-modules gradués, de degré -1, telle que dod = O et 

d ( a .  a') = da . a' + (-l)lala . da' 
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Une R-algèbre de  Lie différentielle graduée (L,d) est une R-algèbre 

de Lie graduée L munie d'une différentielle d'algèbre de Lie, c'est-à-dire d'une 

flèche d de R-modules gradués, de degré -1, telle que dod = O et 

d[a, b] = [da, b] + (-l)lal[a, ab] 

Le produit libre de deux R-algèbres de Lie différentielles graduées (L,d), 

(LI, 8') est une R-algèbre de Lie différentielle graduée (LU LI, D) où D satisfait 

à D[a, b] = [da, b] + (-l)lal[a,d'b], pour a E L, b E L'. 

Définitions 1.1.3. Un R-module différentiel g r adué  filtré (M,d, F.) est 

un R-module différentiel gradué (Ml d) muni d'une filtration par des sous- 

modules gradués 

telle que U n E Z F n M  = M et dFiM c FiM. 

Une R-algèbre associative différentielle graduée filtrée (A, dl F.) est 

une R-algèbre associative graduée différentielle (A, d) munie d'une filtration par 

des idéaux gradués 

telle que UnEZ FnA = A, F,A . FqA c F,+,A et dFiA c FiA. 

Soit r un entier positif ou nul. Une R-(r)-algèbre associative différentielle 

bigraduée (A,,, , d) est une somme directe eiEz A,,i de R-algèbres associa- 

tives graduées, munie d'une flèche de R-modules d de bidegré (-r,  r - l ) ,  telle 

que dod = O et 

d ( a .  b) = a u .  b + (-l)lala. ab 

où (al = lali + la12 ((lali, lalz) est le bidegré de a). 

Une R-algèbre d e  Lie graduée différentielle filtrée (L, d, F.) est une R- 

algèbre de Lie graduée différentielle (L, d) munie d'une filtration par des idéaux 

gradués 

. S C  F,-iLC FnLC Fn+ iLC . . .  

telle que UnEZ FnL = L, [FpL, F,L] c F,+,L et dFiL C FiL. 

Soit r un entier positif ou nul. Une R-(r)-algèbre de  Lie bigraduée 

différentielle (L,,,, d)  est une somme directe aiEZ L,,i de R-algèbres de Lie 
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graduées, munie d'une flèche de R-modules d de bidegré (-r, r - l ) ,  telle que 

dod = O et 

d[a, b] = [da, b] + (-l)lal[a, ab] 

où la1 = (all + laln ((lall, \alz) est le bidegré de a). 

Dans 1.1.4 et 1.1.5, l'expression "objet", désigne un module, une algèbre 

associative ou une algèbre de Lie. 

Remarques 1.1.4. 1) Si (C,,,, d )  est un R-(r)-objet bigradué différentiel, alors 

le complexe total  (Tot,C, d)  défini par 

est un R-objet gradué différentiel. On dira que Tot,C est la partie de C,,, de 

degré total  n. 

2) Si (C,,,, 8 )  est un R-(r)-objet bigradué différentiel, alors (C, 8, F.) défini 

est un R-objet gradué différentiel filtré. 

Définition 1.1.5. Le R-(r)-objet bigradué différentiel (C,,,, d) est dit s-réduit 

si TotiC = O pour i < S. 

Un modèle bigradué. 

Définitions 1.2.1. Soit R-DGLA la catégorie des R-algèbres de Lie graduées 

différentielles. Une flèche f :  L -+ L' de R-DGLA (notée zR) est un R-quasi- 

isomorphisme si H , ( f )  est un isomorphisme. 

Un objet  R-cofibrant de R-DGLA est un couple formé d'une algèbre de 

Lie libre sur un R-module gradué libre et d'une différentielle en faisant une 

R-algèbre de Lie différentielle graduée. 
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Un R-modèle (L(V), 8, p) d'une R-algèbre de Lie différentielle graduée (L, 6 )  

est un R-quasi-isomorphisme p: (L(V), â) -+ (L, 6), de source un objet R- 

cofibr ant . 
Un R-modèle d'une flèche f:  (L, 5) -i (L', 5') de R-DGLA est la donnée 

d'un diagramme commutatif: 

où j est l'inclusion canonique dans le produit libre (comme R-algèbres de Lie), 

p est un R-quasi-isomorphisme et le quotient ( L ( v ) , ~ )  de ( L  U L(V),d) par 

l'idéal engendré par (L, 6) est un objet R-cofibrant. 

Les définitions ci-dessus s'adaptent mot pour mot aux cas bigradué et filtré. 

Nous parlerons alors de R-(r)-modèle bigradué ou de R-modèle filtré. 

Proposition 1.2.2. Soit (A,,,, dA)a>(~ , , , ,  as) une flèche de R-(r)-algèbres 

de Lie bigraduées différentielles s-réduites (s 2 1). Alors or admet un R-(r)- 

modèle bigradué. 

Corollaire 1.2.3. Toute R-(r)-algèbre de Lie bigraduée différentielle s-réduite 

admet un R-(r)-modèle bigradué. 

PREUVE DE LA PROPOSITION: Nous construisons un R-(r)-modèle de a par 

récurrence sur le degré total. 

Supposons avoir obtenu $: (A L(W), 8)  -t ( B ,  d B )  tel que 

(i), W est un R-module libre bigradué, engendré par des éléments de degré 

total t ,  s < t < n 

(ii), TottH($) est un isomorphisme pour t < n - 1 

(iii), Tot, H($) est surjective. 

Notons C = $tl+t2=n+1 ~okerH~, ,~ , ($) .  Pour chaque (tl,t:!) tel que tl + t z  = 

n + 1, prenons le premier terme w': W;l,tZ -t Ctl,t2 d'une résolution libre de 

Ct,,t,. Il existe une flèche w: (Wil ,,2, 0) -+ (BtItt2, d ~ )  telle que le diagramme 
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commute. Posons W' = @tl+t2=n+1 WilitZ et étendons la différentielle a au 

produit libre A ii L(W $ W') par alW' = O. Prolongeons $ sur A U  L(W $ W') 

en posant $ 1  W~ = n. Alors 

est surjective et nous obtenons (iii),+l. 

Ensuite notons Ii: = @tl+tz=,i kerHt,,t2($). Pour chaque ( t 1 , t ~ )  tel que 

tl + t 2  = n, prenons le premier terme 5': + I<tl,t, d'une résolution libre 

de I<tl,t, et ii: (KI , t z ,  O) + (A U L(W $ W'), d)  une flèche telle que H(7i) = ii'. 

Soit W;i+r,t2-r+1 une copie de en bidegré (tl +r , t2  - r + l ) .  Posons W" = 

$ti+t2=n+l Wji,t2 et étendons d sur A Li L(W $ W' $ W") par alWtt = % I V  
à travers les isomorphismes W$r,,-r+l E V,,,. Il reste à remarquer que $ se 

prolonge à W", de façon compatible aux différentielles et aux bigraduations, et 

est un isomorphisme. Nous avons ainsi (ii),+l. En remplaçant dans l'énoncé 

de (i), le R-module W par W $ W' $ W" nous obtenons (i),+l. O 

NOTE. Dans l'appendice de ce chapitre, on peut 
trouver les énoncés 1.4.1, 1.4.2, 1.4.3, 1.4.4, qui sont 
les analogues de 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.7, dans le cas 

1.3. Théoréme de perturbation. 

Rappels 1.3.1. Soit (M, d,  F.) un R-module gradué différentiel filtré s-réduit. 

Alors la filtration F. de (M,d)  définit une suite spectrale (Er (M) ,dr )  de la 

façon suivante: 



1.3. Théorème de perturbation 7 

En particulier, EP,,(M) = ( F p M / ~ p - l ~ ) p + q  et E;,,(M) Hp+q(FpM/Fp-lM). 
O n  notera également 

Définissons 2; = or Zr ,  B r  = U r  B,' et E F  = Z r I B F .  

Définition 1.3.2. Avec les notations de 1.3.1, on dit que la filtration F. est 

bornée, si pour chaque degré n il existe des entiers a ( n )  et w ( n )  tels que 

Fa(,)Mn = O et F,(,]Mn = M n .  

Proposition 1.3.3 ( [ M c C ,  T h .  2.1.1). Avec les notations de 1.3.1, si la filtra- 

tion F. est bornée, la suite spectrale ( E r ( M ) ,  d r )  converge vers H ( M ) ,  c'est-à- 

dire 

E z  " F P H P + ~ ( M ) /  F ~ - ~ H ~ + ~ ( M )  

où FpHp+q(M) = im {i,: Hp+,(F,M) -+ HP+,(M)).  

Proposition 1.3.4 ( [ M c C ,  Th. 3.2.1). Soit f :  ( M ,  8, F.) -t ( M l ,  dl, F i )  une 

flèche de R-modules gradués différentiels filtrés s-réduits; elle induit une flèche 

de suites spectrales E r ( f ) :  ( E T ( M ) ,  d r )  + ( E r ( M ' ) ,  8"). Alors si EnO( f )  est 

un isomorphisme pour un no donné, E n ( f )  l'est aussi pour tout n 2 no. Si les 

filtrations sont bornées, f induit un isomorphisme H (  f ) :  H ( M ,  a )  -t H ( M 1 ,  a'). 
Remarque 1.3.5. La proposition 1.3.4 ainsi que le reste du chapitre peuvent 

se généraliser dans le cas des filtrations complètes et exhaustives (c f .  [ M c C ,  5 
3.1.1). 

Remarque 1.3.6. Si M a une structure de R-algèbre de Lie (resp. de R- 

algèbre associative) nous obtenons une suite spectrale de R-algèbres de Lie 

(resp. R-algèbres associatives). Les énoncés 1.3.1-1.3.5 restent inchangés dans 

ces deux cas. 

Théorème 1.3.7 (de perturbation). Soit (L,a,F.) une R-algèbre de Lie 

graduée différentielle filtrée s-réduite à filtration bornée; soit r 2 O ,  ( E r ( L ) ,  3) 
est une R-(r)-algèbre de Lie bigra.duée s-réduite. Soit (L(V), d, $) un R-(r)-  

modèle bigradué de ( E r ( L ) ,  a'). Alors il existe un R-modèle filtré de ( L ,  a )  de 

la forme (L(V), d + T ,  $) avec E r ( 4 )  = S. 
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PREUVE: 

Rappelons que, dans Vp ,  L(V),, Zp (L ) ,  Ep (L ) ,  l'indice 

p désigne la première graduation; le degré total est 

representé par Tot,V, Tot,L(V), Tot,E(L). 

Définition 1.3.8. Un couple approximant ( 6 , J )  est une paire de flèches: 

6  est une dérivation de L ( V )  de degré -1 et J :  L ( V )  + L  un morphisme de 

R-algèbres de Lie graduées tels que pour tout p > O 

('1 " vp @j<Y-T L ( v ) j  

(2) J :  VP -+ q - ( L )  
(3) 6  et J relèvent respectivement d et 4. 

Lemme 1.3.9. Il existe un couple approximant (6 ,J ) .  

PREUVE: Posons 6  = d. Nous avons pour tout p > O 

Comme Vp est un R-module libre, on peut relever $ I V  en E y .  Prenons J I V  = JI, 
P Y 

pour tout p et prolongeons J comme morphisme de R-algèbres de Lie. 

Lemme 1.3.10. Soit i 2 O et ( S ( i ) , J ( i ) )  un couple approximant avec les pro- 

priétés suivantes pour tout p 2 O 

Alors il existe un couple approximant (6(i+1), J ( i + l ) )  satisfaisant pour tout p 2 O 

à 1 ,  et 
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Remarque 1.3.11. D'après le lemme 1.3.9 il existe un couple approximant 

(S(ol,[(o)). Le lemme 1.3.10 nous permet de construire une suite de couples 

approximants (S(i) , ( ( i ) ) ,é~.  La filtration de L étant bornée, il existe pour 
chaque n des entiers ar(n)  et wl(n) tels que 

ELn-j(L) = O pour j < al(n)  et j 2 wl(n). 

D'après la construction du modèle bigradué (cf. 1.2.2), il est de même pour 

L(V): il existe des entiers a (n)  et w(n) tels que 

L(V)J,n-j = O pour j < a (n )  et j 2 w(n). 

autrement dit 

Pour chaque degré (total) n il existe donc un indice i(n) 2 O tel que 
d 3  

&z(n) I T o t n V  = &i(n)+i = . . . - 6(n,) 

déi 
[i(n) ITotnv = E i ( n ) + i l ~ ~ ~ , ~  = . . . = ((n) 

En posant DlTotnV = S(n) et ElTot = ( (n )  pour tout n, nous obtenons un 

couple appmximant (D, E) avec D2 = O et ED - dE = O. Ce couple est un bon 

candidat pour (d 4 r,  $), il reste à vérifier que E est un R-quasi-isomorphisme: 

considérons la filtration FtL(V)  = eja, L(V)j de (h(V), D) et la suite spec- 

trale associée. Comme D: FpL(V) + Fp-,L(V), nous avons ZT(h(V)) = - 
FpL(V) = ejaP L(V)j. D'autre part, comme S: FpL(V) -t Z i ( L ) ,  L. est un 

morphisme qui respecte les filtrations. Il induit donc un morphisme de suites 

spectrales. Nous avons Er(E) = 4; d'après la proposition 1.3.4, 3 est un R- 
quasi-isomorphisme. Ainsi en prenant d+ T = D et $ = E nous avons dérnontré 

le théorème. 

PREUVE DU LEMME 1.3.10: Nous allons construire une suite de couples approx- 

imants (aa,(,),>, avec (S,,J,) = (S(i),((i)) et lim,-+m(6a,(,) = (S(i+l), 1(i+1)). 

Ces couples auront les propriétés suivantes: 

(a,,(.) satisfait à , sur tout V et m, , Tot<,V. 

pour tout p 2 O,  

6, - 6(;): Vp + @ L(V)i 
j<p-T-2 

ta - [(i): Vp Zi-i(L) 
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pour tout y 6 n - 1, (6,, [,) = (6,, 6,) sur Tot<,V et sur Tot,,+lV. 

Supposons avoir construit (S,, [,), . . . , (Sapl, et construisons (6,, 6,). 

Pour cela nous allons utiliser deux fonctions auxiliaires f ,  g en posant 6, = 

6,-i - f,[, = 6,-i + g avec f ,  g = O sur TotjV pour j # a, f de degré -1 et g 

de degré 0. Ces fonctions auront les propriétés suivantes pour tout p 2 0: 

Lemme 1.3.12. Pour avoir les propriétés [q a il suffit d'avoir 

des fonctions f ,  g comme ci-dessus, telles que pour tout p 2 0, 

PREUVE DU LEMME 1.3.12: 11 est clair que indépendamment du choix de f ,  g 

on a déjà et . Montrons qu'on a m. Comme pour tout p > 0, 

6, -6,-l = f :  Vp + ejGpPrpi L(V)j, nous avons pour tout p 3 0, 6; - = 

646, +(6, -6,-1)6,-l:Vp -t $jGp-2r-iL(V)j c'est-à-dire A.  sur 

tout V. 
O 

Restreignons-nous maintenant à TotjV pour j < a- 1. Là-dessus, 6, = Sapl, 

et donc aussi 62 = Comme 6,-i y satisfait à IA,+i par récurrence il 

en est de même pour 6,. 

Il nous reste donc à montrer que pour tout p 2 0, 

'%:VP,~-P + @jGp-2r-i-l  L(V)j. Mais 6, baisse le degré total de 1, et en degré 
total a-1, on a6, = 6,-i. Doncsur Vp,,-,, pour tout p > O, 6; = 6a-l-6,-if 

et il suffit d'appliquer . 
Pour les mêmes raisons que précédemment et indépendamment du choix de - 

f ,  g, la paire (6., 1,) satisfait à sur tout V et à /l sur V Il 

reste donc à montrer que pour tout p 2 O, [,Sa - 86,: Vp,a-p + Zi-r-i-l (L). 

Pour cela on applique . La méthode est entièrement analogue à celle 

utilisée pour démontrer le point q . O 

SUITE DE LA PREUVE DE 1.3.10: 11 s'agit donc de trouver f ,  g satisfaisant à 

m ,  
1. Le cas i = O. Posons f = O, et donc = 6(o) = 6, pour tout a 2 S. 

Comme 6, relève d et d2 = O, nous avons . 
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Il reste à déterminer g. Considérons le diagramme suivant: 

z;:: (L) 

Autrement dit 

(1) JS(l) - d(J + g): Vp,a-p + ker proj = ZPT:-~(L). 

Il reste à montrer que cette flèche va dans Zi_,-,(L). D'après (1) nous avons 

D'autre part a[J6(1) - a(( + g)] = aJ6(1), et par récurrence, pour tout p 2 0, 

Il s'ensuit: 

(4,) - ~ r : e p ~ , ~ ( ~ ) p , e - l - p  + z;-,-,(L) 

c'est-à-dire que pour tout p 2 O 

D'autre part, nous savons que pour tout p 2 O, &Si): 4, -+ $jSp-2r-l L(V)j 

La différence entre (3) et (4) est précisément de but Z,T-2r-l(L). Donc, 

pour tout p 2 0, 

et ceci combiné avec (2) entraîne )*+.) . 
2. Le cas i > 0. 
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Introduisons une nouvelle notation: pour tout p 2 O, P et Q seront les 

composées 

Montrons que d'après X,-l , d P  = O. Nous avons pour p + q < a - 1, 
2 El 'a-i:V~,g + @ j < p - ~ r - i - l  L(V)j. Donc, L(V)p,a-i-p + @jGp-2r-i-l L(V)j. 

D'autre part, d'après la remarque 1.3.11, nous pouvons considérer comme 

Si-1: L(V)p,a-l-p + Z&2r-i-l(L(V)). En composant avec 6,-l: Vp,a-p -+ 

@j9p-r L(V)j, nous obtenons, pour tout p 2 0, 

D'après , : VP,,-, -+ @ j<p -Zr- L(V)j, et donc d'après (l), : Vp,a-p -' 
Z;~~, -~(L(V)) ,  ce qui entraîne d6QPI = O et donc dP = O sur Vp,,-p, pour tout 

~ 2 0 .  

D'autre part, d'après , nous avons pour tout p 2 0, [,-i6,-1 - E l  
atm-1: Vp,a-l-p + Zi-r-i-l(L) et donc [,-16,-i - a[,-1: L(V)p,a-l-p + 

Z;-,-i-l(L). Alors, (te-16,-i - a[,-i)S,-1: Vp,a-p + ZP-2r-i-l(L). NOUS 

avons a'& = ~ ~ - ~ ~ - ~ d ( [ , - l S , - i  - ata- l )  et $P = , O ~ - ~ ~ - ~ [ , - I S Q _ ~ .  Pour 

montrer que $P = a'&, il suffit de remarquer que pP-2r-i([a-16Q-l-~[u-16,-l) = 

O. Mais ce dernier est égal à p~-2r-i([a-16,-l - d[a-l)Sa-i et d'après X,-i 
, nous avons pour tout p 2 O 

O 

Dans le diagramme suivant, 

nous voulons construire un relèvement de P en u'. Pour cela, comme Vp,,-p 

est un R-module libre, il suffit que d soit surjectif sur l'image de P .  Ce qui 
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signifie que si nous notons [.] la classe d'homologie, pour tout y E VP,a-P, 

[Py], = O. Mais H,($)[Py], = [[S>Py]a, = [drQy],, = O et H,($) est un 
isomorphisme; il existe donc y' tel que dy' = Py. On obtient ainsi le relèvement 

ut: Vp,a-p + L(V)p-r-i cherché, pour tout p > 0. 

Maintenant, à partir de u' nous allons trouver des morphismes u, v tels que 

D'abord montrons que dr(Q - $ut) = O: nous avons drQ = $P et dr$ = $d + 
$du' = S>P = drQ 3 dr(Q - $u') = O. L'égalité [(Q - $u')]~,  = O n'est pas 

toujours vérifiée. Mais nous savons que H,($) est surjectif et donc qu'il existe 

pour tout y E Vp,,-, des éléments a y ,  by tels que 

déf déf 
Posons u(y) = ul(y) + ay et v(y) = by,  pour tout y E Vp,,-,. Ainsi nous 

obtenons [Q - $una7 = O. D'autre part, duy = duty + day = du'y = Py.  

Posons f = u sur Tot,V et f = O sinon. Vérifions que pour tout p > O, f 
satisfait à 

Ecrivons = d +  ra-l avec T,-1: Vp,a-l + $jap-r-l L(V)J. Alors Si-1 - 

f = -du - T,-lu = Si-1 - P- ra-lu = (Id - p r ~ j ~ - ~ ~ - i ) S : - ~  -ra-i. 

Nous avons d'une part (par définition du couple approximant) 

et d'autre part, 

et donc nous obtenons (3). 

Pour obtenir g il faut maintenant relever v. Choisissons g' telle que le dia- 

gramme suivant commute pour tout p > O 
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NOUS avons donc, 

(4) [,-1(&-1 - f )  - a(ta-l + g'): Vp,a-p + ZiPr-;(L)  

et nous allons modifier g' en g de façon que la flèche aille dans Zi-r-i-l(L).  

Vérifions que la composée de (4) avec p&-, est nulle: 

nous avons pp-,-;([a-1(6a-i-f)-a(Ea-i + S I ) )  = Q-~P- , - ; la - i f  - a r p r  P - r g  . ' = 

Q - S>u - dru = O car a'v = Q - S > U .  Donc pour tout y E Vp,,-p, 

r-1 avec a; E Zp-r-i-l(L) et b i  E z ~ I , ! + ~ ( L ) .  
déi 

Posons g ( ~ )  = g ' ( ~ )  + b i  pour tout y E Vp,,-,, et g = O sinon. Donc, pour 

tout p 2 0, 

Il reste à vérifier que cette flèche va effectivement dans Zi-,-i-l(L). Nous 

avons d'après (5), [,-1 - f )  - + g ) :  Vp,,-p -) Fp-,-i-I (L ) .  Alors 

a[l,-1(6,-1 - f )  - a([,-, + g ) ]  = dt,-l(6,-1 - f ) .  L'image de Vp,,-p par 

(6,-1- f )  est en degré (total) < a-  1, nous pouvons donc appliquer l'hypothèse 

de récurrence et écrire 

- t,-16,-1: @ ~ ( v ) ~ , ~  + Z ; - ~ - ~ - ~ ( L ) .  
p+q<a-1 

Ainsi, pour tout p 2 0, 

D'autre part, 6,-1(6,-1 - f ) :  Vp,a-p + $jGp-2r-i-l L ( V ) j  d'après nos calculs 

précédents. Donc, pour tout p 2 O, a[,-i(6,-1 - f ) :  VP,,-, + Fp-ar-i-1(L) 

et la flèche (5) a pour but Z~-r - i - l (L ) .  O 

1.4. Appendice. 

Définitions 1.4.1. Soit R-DGAA la catégorie des R-algèbres associatives 

graduées différentielles. Une flèche f :  A A' de R-DGAA est un R-quasi- 

isomorphisine (noté zR)  si H,( f )  est un isomorphisme. 
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Un objet R-cofibrailt de R-DGAA est un couple formé d'une algèbre ten- 

sorielle sur un R-module gradué libre et d'une différentielle en faisant une R- 

algèbre associative différentielle graduée. 

Un R-modèle d'une R-algèbre associative différentielle graduée (A, 6) est un 

R-quasi-isomorphisme p :  (T(V), d) + (A, S), de source un objet R-cofibrant. 

Un R-modèle d'une flèche f :  (A,S) -+ (A', 6') de R-DGAA est la donnée 

d'un diagramme commut.atif: 

où j est l'inclusion canonique dans le produit libre (comme R-algèbres associa- 

tives), p est un R-quasi-isomorpliisme et le quotient ( T ( v ) , ~ )  de (-48 T ( V ) ,  d) 

par l'idéal engendré par (A, 6) est un objet R-cofibrant. 

Les définitions ci-dessus s'adaptent mot pour mot aux cas bigradué et filtré. 

Nous parlerons alors de R-(r)-modèle bigradué ou de R-modèle filtré. 

Lemme 1.4.2. Soit (A,,, , dA)-%(~, , , ,  d B )  une flèche de R-(rj-algèbres asso- 

ciatives bigraduées différentielles s-réduites (s 1). Alors cu admet un R-(1.)- 

modèle bigradué. 

Corollaire 1.4.3. Toute R-(1.)-algèbre associative bigraduée différentielle s 

réduite admet un R-(1.)-modèle bigradué. 

Théorème 1.4.4 (de perturbation). Soit (A, d, F. ) une R-algèbre asso- 

ciative graduée différentielle filtrée s-réduite à filtration bornée; soit r 2 0, 

(Er(A), d r )  est une R-(r)-algèbre associative bigraduée s-réduite. Soit (T(V), d, S ) )  

un R-(r)-modèle bigradué de (Er(A), ar ). Alors il existe un R-modèle filtré de 

( A ,  a) de la forme (T(V), d + r,  4) avec Er (4)  = S).  



Coformalité modérée 

2.1. Quelques résultats et définitions. 

Dans [Qul], Quillen définit une théorie de l'homotopie sur une catégorie 

C. Ce point de vue lui permet d'unifier la présentation de théories homo- 

topiques, comme celle des complexes de chaînes ou celle des ensembles sim- 

pliciaux. Surtout, elle lui fournit de nombreuses équivalences de catégories 

homotopiques. La base de cette conception est la notion de catégorie à modèles 

fermée.  

Définition 2.1.1. Dans une catégorie C, une flèche f :  A -+ B est appelée 

retract  de g: X -+ Y s'il existe un diagramme commutatif 

B-Y-B 
dans lequel le composé des flèches horizontales est l'identité. 

Définitions 2.1.2. [Qul] Une catégorie à modèles fermée est une catégorie 

C munie de trois classes de flèches, appelées resp. fibrations, cofibrations et 

équivalences faibles, vérifiant les propriétés suivantes: 



2.1. Quelques résultats et définitions 

(1) C est fermée pour les limites inductives finies et projectives finies. 

(2) Si f ,  g sont des flèches de C telles que fog est définie, alors si deux 

quelconques de f ,  g, f og sont des équivalences faibles, la troisième l'est 

également. 

(3) Un retract d'une fibration (resp. cofibration, équivalence faible) est une 

fibration (resp. cofibration, équivalence faible). 

(4) Dans tout diagramme commutatif du type 

A - X  

il f I p  
B-Y 

la flèche f peut être relevée en f': B + X si l'une des conditions suivantes 

est satisfaite: 

(a) i est une cofibration et une équivalence faible, et p est une fibration 

(b) i est une cofibration, et p est une fibration et une équivalence 

faible. 

( 5 )  Toute flèche f peut se factoriser de deux façons: 

(a) f = poi, avec i une cofibration et une équivalence faible, et p une 

fibration 

(b) f = q o j ,  avec j une cofibration, et q une fibration et une équiva- 

lence faible. 

Un objet * i  est appelé initial s'il existe une unique flèche * i  -i X pour tout 

objet X de la catégorie. Un objet M est dit cofibrant si *, -+ M est une 

cofibration. 

Un objet *f est appelé final s'il existe une unique flèche X -+ *f pour tout 

objet X de la catégorie. Un objet F est dit fibrant si F -+ *f est une fibration. 

Toute catégorie à modèles fermée C a une catégorie homotopique associée 

HOC, obtenue à partir de C en inversant formellement la classe des équivalences 

faibles. Il apparaît que HOC est équivalente à une catégorie plus concrète dont 

les objets sont les objets de C à la fois fibrants et cofibrants et dont les mor- 

phismes sont les classes d'homotopie convenablement définies ( [Q~2 ,~ .234 ] ) .  

Quillen ([Qu2,p.235]) fournit un théorème permettant de construire des équi- 

valences entre les catégories homotopiques; Dwyer utilise cette théorie pour 

algébriser le type d'homotopie modérée (défini ci-après) des ensembles simpli- 
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ciaux 3-réduits. Cette notion requiert un système d'anneaux permettant de 

contrôler la torsion: 

Définition 2.1.3. [Dwl]  Soit R un sous-anneau de Q. Un R-système modéré 

d'anneaux est une suite croissante de sous-anneaux de Q, (Rj)j>o, telle que 

R c Ro et tout entier k vérifiant 2k - 3 < j soit inversible dans Ri. 

Soient (R,), (R',) deux R-systèmes d'anneaux. On dit que (R,) est plus  fin 

que (R',), et on note (R,) >- (R',) si Rk C R i  pour tout k .  

Notations 2.1.4. Notons &, le plus petit sous-anneau de Q contenant l l p  

pour tous les entiers inférieurs ou égaux à n. La condition imposée au système 

modéré s'écrit alors: 

R c Rj  et Q I q I  c Rj, pour tout j, où [y] désigne la partie entière de q. 
Ainsi (Q ) est le Z [i, $]-système modéré d'anneaux le plus fin possible. 

[ 2 1 
Remarque 2.1.5. Comme il est déjà remarqué dans [A1131 ,[Dwl],[S-T2], 

la théorie de l'homotopie modérée s'adapte au cadre des espaces 2-réduits à 

condition de modifier le système d'anneaux. Dans ce cas, la propriété demandée 

devient: 

Tout entier k vérifiant k - 2 < j est inversible dans RJ, i.e. R Ç RJ et 

Qj+z C Rj, pour tout j 2 2. 

Nous ne développerons les preuves que dans le cadre de 2.1.3, l'adaptation 

étant sans problème. 

Théorème 2.1.6 [Dwl].  Soit s 2 2. Pour chaque R-système modéré 

d'anneaux (R,), la catégorie des R-algèbres de Lie différentielles graduées s-  

réduites, notée R-DGLA, est une catégorie à modèles fermée, avec comme 

(1) fibrations les Aèches f surjectives en degrés > s pour lesquelles 

H,+k(ker f )  est un Rk-module et le conoyau de H,+k(f) sans p-torsion 

pour p inversible dans Rk,  

(2) équivalences faibles les Aèches g telles que H,+k(g) @ Rk soit un iso- 

morphisme pour tout k 2 0, 

(3) cofibrations les Aèches i ayant la propriété (4b) de 2.1.2. 

Les R-algèbres de Lie différentielles graduées libres sur des R-modules libres 

sont des objets cofibrants de R-DGLA, [Dwl,th.'i.l.]. Les objets fibrants L de 

R-DGLA, sont ceux pour lesquels H,+k(L; R) est un &-module. Les flèches 

qui sont à la fois des fibrations et des équivalences faibles sont les applications 
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surjectives induisant un isomorphisme en homologie à coefficients dans R. 

Théorème. 2.1.7 [Dwl].  Soit s 2 2 un entier et (R*) un R-système modéré 

d'anneaux. La catégorie des ensembles simpliciaux (s -t 1)-réduits, notée SS,+i 

est une catégorie à modèles fermée, avec comme 

(1) cofibrations les applications injectives, 

(2) équivalences faibles les applications f telles que T , + ~ + ~ ( \  f 1) @ Rk soit 

un isomorphisme pour tout k O (où 1 f 1 est la réalisation de f), 

(3) fibrations les flèches p ayant la propriété (4a) de 2.1.2. 

Tout objet de SS,+] est cofibrant; les objets fibrants sont les complexes de 

I(an X pour lesquels T,+,++](X) est un Rk-module. 

Remarque  2.1.8 [Dwl].  Une flèche f est une fibration de SS,+l pour laquelle 

Ro @ .rr,+l(f) est surjective si, et seulement si, elle est une fibration de Kan 

vérifiant pour tout k 2 O: ~ ,+k+~(ke r  f )  est un Rk-module et coker~,+k+a(f) 

est sans p-torsion pour p inversible dans oh ker f désigne la fibre de f .  

Théorème 2.1.9 [Dwl].  Il existe une paire de foncteurs 

A: SS3+1 R-DGLA,: p 

qui induisent des équivalences de catégories homotopiques déterminées par les 

structures de catégories à modèles fermées décrites ci-dessus. 

Remarques 2.1.10. 1) En prenant s = 1, R = Q, nous retrouvons la théorie 

d'homotopie rationnelle de Quillen (cf.   QU^]). 

2) Les foncteurs X et p ne sont pas adjoints mais les composés de deux couples 

d'adjoints. 

Définition 2.1.11. Soit (R,) un système modéré d'anneaux. On appelle R,- 

équivalences faibles les équivalences faibles de la catégorie R-DGLA, (munie 

de sa structure de catégorie à modèles fermée décrite dans le 2.1.6) et on les 

note (OU en cas d'ambiguïté). On note de la même façon les équiva- 

lences faibles de la catégorie SS,+i (cf. 2.1.7). Ainsi nous avons deux notions 

différentes: 

(1) celle de R-quasi-isomorphisme, notée Y ,  entre algèbres de Lie différenti- 

elles graduées: f en est un ssi Hk(f ;  R) est un isomorpliisme pour tout 

k 2 O (cf. 1.2.1). 
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(2) celle de R,-équivalence faible, notée -, dans la même catégorie: g en est 

une ssi Hs+k( f ;  Rk ) est un isomorphisme pour tout k 2 0. 

La relation entre les deux notions est donnée par: 

Remarques 2.1.12. 1) Soit (R,) un R-système modéré d'anneaux. Dans la 

catégorie R-DGLA, un R-quasi-isomorphisme est une R,-équivalence faible. 

La réciproque est fausse comme le montre l'exemple suivant: 

Prenons s = 1, R = Z et (R,) un système modéré, et soit d: (L( t~ , t3 ) ,  dt3 = 

tZ )  + *. Alors 4 est une R,-équivalence faible (L(t, dt) est acyclique dans tout 

système modéré d'anneaux) mais pas un R-quasi-isomorphisme 

(car H(L(t, dt); Z )  # O) (cf. aussi 3.2.1). 

2) Rappelons qu'une flèche qui est une R,-équivalence faible et une fibration, 

est un R-quasi-isomorphisme (cf. 2.1.6). 

Définitions 2.1.13. On dit que deux ensembles simpliciaux X, X'  sont dans 

le même type  d ' l~omotopie modérée, et on note X A X ' ,  si on a une chaîne 

finie de flèches 

X. . . .  "XI 

On dit que deux R-algèbres de Lie différentielles graduées L, L' sont dans le 

même type d'homotopie modérée, et on note L A L ' ,  si on a une chaîne finie 

de flèches 

L. . . .  " L '  

Un modèle cofibrant M(X)  de X,  est un objet cofibrant de même type 

d'homotopie modérée que X. Un modèle fibrant F (X)  de X ,  est un ob- 

jet fibrant de même type d'homotopie modérée que X.  Dans une catégorie à 

modèles fermée tout objet admet des modèles cofibrants, des modèles fibrants, 

des modèles fibrants et cofibrants: 

Proposition 2.1.14 [Dwl].  La catégorie R-Cli, des R-complexes de chaînes 

s-réduits, possède une structure de catégorie à modèles fermée comme suit: 

les cofibrations sont les applications injectives dont le conoyau est projectif 

en chaque degré; les équivalences faibles, les Aèches f telles que Hs+k(f) @ 

Rk soit un isomorphisme pour tout k et les fibrations, les Aèches p ayant la 

propriété (4a) de 2.1.2. 
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Définitions. 2.1.15 [S-Tl. Le foncteur "abélianisation" ab:  R-DGLA,+ 

R-Ch, associe à (L,d) le module (abL,do), où abL gf L/[L, L] et do est la 

différentielle induite par passage au quotient. En particulier abL(V) r V. 

Soit F un foncteur entre catégories à modèles fermées, envoyant des équi- 

valences faibles entre objets cofibrants sur des équivalences faibles. Alors on - 
peut définir le foncteur dérivé total  F de F comme le foncteur induit entre 

les catégories homotopiques. Si F envoie équivalences faibles sur équivalences 

faibles, on note F le foncteur induit. 

Définition 2.1.16 [Ne]. Soit X E Obj(SS,+l), un cornplexe de Kan, on définit 

les groupes d'homotopie à coefficieilts de la façon suivante: 

* rs+k+i(X; Rk) gf r ~ + k + i ( x )  @ Rk; 
* si A est un Bk-module cyclique d'ordre fini, r,+k+l(X; A) Ef [M(A, ç + 

k),X], où [., .] désigne l'ensemble des classes d'homotopie pointée et 

M(A, n) est un complexe de Moore vérifiant H,(M(A, n); Z) 2 A. 

Dans cette définition on suppose k 3 1. Pour k = O, on pose r ,+i(X;A) = 

r,+l (X) @ A, ce qui est compatible avec les résultats de [Ne]. 

Théorème 2.1.17 [S-Tl. Soit (R,) un système modéré d'anneaux, X un 

complexe de Kan (s + 1)-réduit et X(X) la R-algèbre de Lie différentielle graduée 

qui lui est associée par le foncteur X de Dwyer. Alors 
- 

(1) Si A est un Rk-module cyclique, r , + k + l  (X;  A)  E H s + k ( ~ ( ~ ) ;  A). 

(2) Hs+k+l(X; A) H ~ + ~ + ~ ( ~ Z X ( X ) ;  A). 
mod 

(3) Si A' = Rk ou A' est un anneau quotient de Rk,  alors 
~ < , + k + l ( ~ :  A') (aabX(X); = A'), où la structure d'algèbresur 

alg 
le terme à droite provient de la partie quadratique de la différentielle. 

Dans la pratique, un modèle cofibrant de X(X) fournira 17homotopie, l'homo- 

logie et la cohomologie modérées de X .  

2.2. Coformalité modérée. 

Définition 2.2.1. Soit (L, d )  une R-algèbre de Lie différentielle graduée et 
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(R,) un R-système modéré d'anneaux. On dit que (L,d) est coformelle 

modérée (ou R,-coformelle en cas d'ambiguïté) si (L, d) et (H(L),O) ont 

le même type d'homotopie modérée. 

Soit X un ensemble simplicial (s + 1)-réduit et X(X) la R-algèbre de Lie 

différentielle graduée qui lui est associée. On dit que X est coformel modéré  

(ou R,-coformel) si X(X) l'est. 

Définition 2.2.2. Soit (L, d) une R-algèbre de Lie différentielle graduée filtrée 

s-réduite (cf. 1.1.3). Soit (Er(L),dr)  le r-ième étage de la suite spectrale 

associée à la filtration. Appliquons le théorème de perturbation 1.3.7 à (L, 8). 
Nous avons la situation suivante: 

Notons h(L(W), d + r )  la R-algèbre de Lie différentielle graduée obtenue en 

oubliant la filtration de (L(IV), d + T), et h(L(W), d )  le complexe total défini 

dans 1.1.4. 

Alors on dit que r est une per turba t ion  superAue si b(L(W), d  + T )  et 

h(L(W), d) sont dans le rnême type d'homotopie modérée: 

Lemme 2.2.3. Soit X un ensemble simplicial (s + 1)-réduit. Nous pouvons 

filtrer X(X) de la manière suivante: 

Appliquons le théorème de perturbation à (X(X), F.), avec r = 1. Nous avons 

la situation suivante 

Alors T est une perturbation superflue, si et seulement si X(X) (et donc X)  est 

coformelle modérée. 
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PREUVE: Avec ce choix de filtration, nous avons EIX(X) = (H(X(X)),O). 

Donc l'existence d'une perturbation superflue entraîne celle d'une chaîne de 

flèches 

X(X) 5 ji(L(W), d + T )  S . .  . C- h(L(W), d) -% E'X(X) = (H(X(X)), O)  

et X(X) est dans le même type d'homotopie modérée que H(X(X)). Réciproque- 

ment, si (L(W), d +  r) et (L(W), d) ne sont pas dans le même type d'homotopie 

modérée, X(X) et EIX(X) ne peuvent pas l'être non plus. O 

Proposition 2.2.4. La coformalité modérée est un invariant du type d'homo- 

topie modérée. 

PREUVE: Soit (L, d)=(Lr, 8') avec (L, d) coformelle: (L, ~)=(H, (L;  R), O). 

Nous avons donc 

(L, B ) ~ ( L I ,  al) ¢j H,+~(L,  a; R ~ )  2 H,+I,(LI, 8; RI,) 

* H,+k(L, 8)  8 Rk 2 H,+k(L1, dl) @ Rk 

-. (H,(L; R), o ) ~ ( H , ( L ' ;  R), O) 

P. (LI, ~')%(H,(L'; RI, O). 

ce qui signifie que (LI, a') est coformelle modérée. 

2.3. Exemples. 

Proposition 2.3.1. Tout H-espace, homotopiquement associatif (s + 1)-réduit 

est coformel modéré. 

PREUVE: D'après [S-TJ.8. et 6.9.1, si X est un tel H-espace, X(X) a dans 

son type d'homotopie modérée une algèbre de Lie différentielle graduée (L, d), 

abélienne comme algèbre de Lie, libre comme R-module. Dans ce cas, le R- 

quasi-isomorphisme de complexes de chaînes (L, d) --+ (H(L, d), O) est un mor- 

phisme d'algèbres de Lie et le résultat en découle. O 

Corollaire 2.3.2. Les espaces d'Eilenberg-MacLane, ainsi que leurs produits 

sont coformels modérés. 
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Jusqu'à présent, la situation modérée est analogue à celle du cadre rationnel. 

Par contre, il n'en est rien pour les suspensions en général, comme le montre la 

suite du paragraphe. 

Proposition 2.3.3. Toute suspension EX E Obj(SS,+l), dont l'homologie 

H,(X; R) est un R-module libre, est coformelle modérée. 

PREUVE: D'après [ D w ~ ] ,  un modèle de CX est fourni par (L(H(X; R)),O), 

d'où le résultat. 

Corollaire 2.3.4. Les sphères sont coformelles. 

Si on autorise de la torsion dans l'homologie, le résultat est faux, même pour 

le cas le plus simple (du point de vue de l'homologie) des espaces de Moore: 

Rappels 2.3.5. Soit G un groupe abélien, i > 2 un entier et R c Q un anneau 

commutatif. Un espace d e  Moore, noté M ( G ;  i) est un CW-complexe R-local 

(cf. 3.1.2) tel que H,(M(G; i)) = G @ R pour i- = i et O sinon. Dans le cas 

G = ZlpZ, on notera M(p; i) au lieu de M(Z/pZ; i) .  

Lemme 2.3.6. Les espaces de Moore ne sont pas en général coformels modérés. 

Un modèle cofibrant de M(p; 2k + 1) est (L(y, x), 6) avec 1x1 = 2k + 1, lyl = 

2k, Sx = py, 6y = O (cf. [ D w ~ ] ) .  

PREUVE DU LEMME: Nous avons Hzk(L(y, x), 6) = [ I Y ] Z / ~ ~  et Hdk+l(k(y, x), 6) = 
1 

[I[Y,XIIZI~Z car 6 2 [ ~ , ~ ~  = P[Y,XI. 
Un modèle (L(V), d) de H,(L(y, x)) commence par 

(L(b, a ,  c, cl, e, e', . . . ) , a ,  $1 
avec la1 = 2k+l, Ibl = 2k, [cl = 4k+l, Ic'l = 4k+2,lel = 4k+2,1e11 = 4k+3,da = 

pb, dc' = pc, de = [b ,  a], de' = [a, al - 2pe, $(b) = UYIZI~Z, $(cl = [[Y, xlDZlp~ et 
sinon 1C, = O (sur les générateurs que nous mentionnons). 

Pour obtenir un modèle de (L(x, Y), 6) suivant la procédure du premier chapitre, 

on déforme d en d + r avec r(e)  = -c, r(el) = -p(e + c'). 

Supposons (L(V), d+r )  et (L(V), d) dans le même type d'homotopie modérée. 

Il suffit alors de considérer les algèbres de Lie d'homologie à coefficients dans 

ZlpZ pour obtenir une contradiction: le crochet des deux classes de plus bas 

degré étant nul dans celle de la ~remière et pas dans celle de la deuxième. 

Autrement dit, le modèle de H,(L(x, y); R) "ne reconnait pas" le crochet 
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Pour M(p;  2k), la construction est analogue; 

dans ce cas le modèle de H,(L(y',x'); R) (avec lx'l = 2k, I y ' l  = Zk - 1) ne 

reconnaît pas le triple crochet [[[y'], [y', x ' ] ] ~  



Formalité des 
CW-complexes de 

dimension finie 

Dans ce chapitre R est 

un anneau commutatif uni- 

taire, R C &et +, $ € R. 

3.1. Rappels. 

Nous avons rassemblé dans ce 5 les constructions (Adams-Hilton), théorèmes 

(Hilton-Roitberg) et théories (Anick, Scheerer-Tanré) utilisés dans la suite du 

chapitre. 

Définition 3.1.1. Soit (L, d) une R-algèbre de Lie différentielle graduée. Son 

R-algèbre enveloppante universelle est une algèbre associative différenti- 

elle graduée U(L, d), munie d'un morphisme de R-algèbres de Lie différentielles 

graduées z ~ :  (L, d) -+ U ( L ,  d) tel que si (A, dA) est une R-algèbre associative 

différentielle graduée, et f :  (L, d) -+ (A, dA) un morphisme de R-algèbres de 
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Lie différentielles graduées, alors il existe un morphisme unique de R-algèbres 

associatives différentielles graduées Eu(L,  a) -+ ( A ,  d ~ )  tel que f 0 2 ~  = f .  

En particulier, si la R-algèbre de Lie est libre sur un R-module libre, alors son 

algèbre enveloppante universelle est l'algèbre tensorielle sur ce même module. 

Nous considérons 24 comme un foncteur de la catégorie des R-algèbres de 

Lie différentielles graduées dans celle des R-algèbres associatives différentielles 

graduées. 

Un CW-complexe X est appelé r-réduit si le ( r  - 1)-squelette de X est 

trivial. 

Construction 3.1.2 (CW-complexe R-local) [And]. Soit U(R) = {m E 

Z 1 l l m  R). Notons C la suspension d'espaces topologiques et M(Z/pZ; i )  
l'espace de Moore (cf. 2.3.6). Soit X un CW-complexe 1-réduit et nR(X) 

le CW-complexe obtenu en attachant à X un cône sur chaque application 

CkM(Z/mZ; 1) -t X ,  pour tout m E U(R) et tout k. Réitérons ce procédé 

en posant rcR1(x) = IER(KR(X)) et KR(X)  %f (J K ~ ( X ) .  

Lemme 3.1.3. [And] Avec les notations de 3.1.2, KR(.) est un foncteur et si 

X est 2-réduit, nous avons 

Définition 3.1.4. Un CW-complexe dans l'image de KR(.) est appelé R-local. 

En particulier, une sphère R-locale S z ,  n 2 2, est un CW-complexe n- 

réduit tel que Hi(SR) = O pour i # 0,n et H,(SR) Z R. Un CW-complexe 

R-local r-réduit d e  dimension m est un CW-complexe construit à partir 

d'un point en attachant succésivement des cônes réduits sur des sphères R- 

locales SF, r - 1 < n < m. 

Notat ion 3.1.5. Soit X un CW-complexe 1-réduit, on note (C,X, d,y) le com- 

plexe de chaînes singulières cubiques associé à X ,  engendré par les cubes non 

dégénérés dont tous les sommets sont au point de base. 

Théorème 3.1.6 [A-Hl1. Soit K un CW-complexe 2-réduit R-local. Soit V 

un R-module libre, tel qu'en chaque dimension n, Vn soit en bijection avec 

les (n + 1)-cellules R-locales de I<. Soit T(V) l'algèbre tensorielle sur V (cf. 

L'énoncé original d'Adams-Hilton est sur 2; l'adaptation est sans problème. 
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1.2.1). Alors il existe une différentielle d de degré - 1 sur T ( V )  et un morphisme 

d'algèbres 

6: ( T ( V ) ,  d )  ( C * f l K ,  ~ O K )  

tels que H, ( 8 )  soit un isomorphisme. 

On dit que B est un R-quasi-isomorphisme (par analogie avec 1.2.1) et que 

( T ( V ) ,  d, 8 )  est un R-modè le  d9Adams-Hil ton de K .  

Proposi t ion e t  Déf in i t ion 3.1.7 [ A - H ] , [ L e m l ] .  Soit K un CW-complexe 

R-local, 2-réduit. Si RI< -+ PI( -+ K est la fibration des chemins de K et 

( T ( V ) ,  d, O )  un R-modèle d'Adams-Hilton de K ,  dors il existe D ,  6' tels que le 

diagramme suivant commute: 

où T est la projection, 8' (resp. D) sont induits par O' (resp. D )  et O ,  6',8' sont 

des R-quasi-isomorphismes. 

On  appelle ( T ( V ) ,  d )  4 ( T ( V ) @ ( R @ u V ) ,  D )  -+ (R$uv,D) la construct ion 

acyclique sur ( T ( V ) ,  d).  Remarquons que cette constriiction est naturelle, dans 

le sens que f :  ( T ( V ) ,  d )  -+ ( T ( V 1 ) ,  dl) détermine u n  diagramme commutatif 

(2) ( T V )  @ ( R  $ O ) ,  D )  f' ( T ( v l )  8 ( R  '3 0v1), D') 

T h é o r è m e  3.1.8 [Sch ,  A.5,A.6]. Soit a: (C,  d, F )  -, (C, d, F )  une flèche de 

R-complexes de chaînes filtrés, dont la filtration satisfait à 

FiC = F,c = O pour i < O 

FjCn = Cn,  Fj6',, = 6, pour j n. 
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Supposons que la suite spectrale associée à a donne naissance à un diagramme 

commutatif, pour2 p + q < M + 1. 

dont les lignes horizontales sont des suites exactes. Alors on a 

( i )  Si E;,,(<r) est bijective pour p < M et surjective pour p = M + 1 et 

si H,(a) est bijective pour n < M - 1 et surjective pour n = M ,  alors 

E:,,(a) est bijective pour q < M - 1 et surjective pour q = M .  

(ii) Si E:,,(a) est bijective pour q < M - 1 et surjective pour q = M et si 

H,(a) est bijective pour n < M et surjective pour n = M + 1, dors 

E;,o(cu) est bijective pour p < M et surjective pour p = M + 1. 

Corollaire 3.1.9. Soit le diagramme commutatif de CW-compIexes 

(avec B, B' 2-réduits) où p, pr sont des fibrations et e induit un isomorphisme 

en homologie (à coefficients R). Alors 

( i )  si Hp(b) est un  isomorphisme pour p < M et un épimorphisme pour 

p = M + 1, alors H q ( f )  est un isomorphisme pour q < M - 1 et un 

épimorphisme pour q = M .  

(ii) si H q ( f )  est un  isomorphisme pour q < M - 1 et un épimorphisme 

pour q = M ,  alors Hp(b) est un isomorphisme pour p < M et un 

épimorphisme pour p = M + 1. 

PREUVE: Posons Jt = p - l ( ~ ( t ) )  où B ( ~ )  est le t-squelette de B. Alors nous 

avons une filtration de E 

Les hypothèses de [Sch,A.5,A.6] sont moins restrictives; nous n'avons pas besoin de toute 
la généralité de l'énoncé dans la suite. 
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Soit (C,E, ElE) le complexe de chaînes singulières cubiques de E .  Il est filtré par 

FtC, E = irn (C, J t  -+ C,E). La suite spectrale associée à cette filtration est la 

suite spectrale de Leray-Serre EPsq de la fibration F -+ E --+ B. Elle satisfait à 

(puisque B est 2-réduit). En écrivant donc la formule des coefficients universels 

pour C,B à coefficients Hq(F)  

nous obtenons exactement la ligne horizontale de (H) du théorème 3.1.8. La 

flèche e induit une flèche entre complexes de chaînes singulières C,(e) qui re- 

specte les filtrations. Cette dernière donne naissance à un morphisme de suites 

spectrales qui nous fournit le diagramme (H) du théorème 3.1.8. 

Les filtrations de C,E et C,E satisfont aux conditions exigées par le théorème 

3.1.8. Les assertions (i) et (ii) sont alors des conséquences directes de (i) et (ii) 

de 3.1.8. O 

Corollaire 3.1.10. Dans le diagramme 

nous avons 

(i) si ~ ~ ( 7 ' )  est un isomorphisme pour p < M et un épimorphisme pour 

p = M + 1, alors Hq(f)  est un isomorphisme pour q < M - 1 et un 

épimorphisme pour q = M. 
(ii) si Hq(f) est un isomorphisme pour q ,< M - 1 et un épimorphisme 

pour q = M ,  dors ~ ~ ( 7 ' )  est un isomorphisme pour p < M et un 

épimorphisme pour p = M + 1. 
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PREUVE: En nous inspirant de 3.1.9, filtrons T(V) @ (R $ UV) par Ft(T(V) @ 

(R $ UV)) = T(V) @ (R $ Cette filtration fournit une suite spectrale 

E;,,. Faisons de même pour T(V1) @ ( R e  UV') et notons Ë;,, la suite spectrale 

obtenue. Les filtrations sont respectées par f '  qui induit donc une flèche de 

suites spectrales E;,,(f1). D'autre part, les filtrations satisfont aux conditions 

exigées par le théorème 3.1.8. 

Montrons maintenant que E;,, et E;,, satisfont à la propriété (H) de 3.1.8. 

Pour cela montrons d'abord que 

où on note UV, = (UV),. Nous avons le diagramme commutatif 

Do 
E;,, = T(V), @ UV, + T(V),-18 UV, = -@;,,-l 

Prenons v E UV,. Alors Dv E T(V) @ (R $ UV) s'écrit Dv = w @ 1 + w' @ v' 

où w E (T(V)),-1,v' E Vt,wl E (T(V)),-1-e avec ! < p. Soit maintenant 

z @ v  E T(V), @UV,. Alors Do(r@v) = pD(z@v) = dz@v.  Donc Do = d@1,  

ce qui prouve (*). 

Pour obtenir la forme explicite de Dl ,  prenons pour tout s la suite exacte 

En combinant dans le diagramme suivant les suites exactes longues d'homologie 

de (sec,) (verticale) et (secp-1) (horizontale) 
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nous obtenons la différentielle Dl comme composée du connectant dp et la flèche 

induite en homologie par pp-l. Ainsi, si vp E oVp, et Dup = 1 @ vp-1 + C j  wJ 8 
- 

vp-l-j, nous avons D1vp = (pp-l)+dpvp = 1 @ vp-1 et donc Dl = 1 8 D. Ceci 

entraîne que 

E;,, = H,(UV* e R,D ; H,(T(v))) 

et il suffit d'appliquer la formule des coefficients universels (comme dans 3.1.9) 

pour démontrer le corollaire. 

Notation 3.1.11. Soit s un nombreentier 2 1, et p un nombrepremier. Notons 

déf 1 % = P  - 
[(P - VI 

déf N = min(sp - 1, s + 2p - 3). 

Nous notons X-DGLAY-~ Ia catégorie des %-algèbres de Lie différentielles 

graduées libres Ù la fois c o m m e  algèbres de Lie  et c o m m e  modules ,  s-réduites et 

engendrées par des é l émen t s  de degrés {s, s + 1, .  . . , N - 1). D'autre part nous 

notons %-CW~+, Ia catégorie des CW-complexes (s + 1)-réduits %-locaux de 

dimension < N (cf. 3.1.2). 

Définition 3.1.12 (homotopie dans 8-DGLAY-' et 8-CW;,). Défi- 

nissons d'abord l'objet cylindre (cf. [An2], [S-T2]) de %-DGLA:-~. Soit 

(L(V), d)  un objet de X-DGLAT-', alors le cylindre (L(V), 8)l  est 

où V' est une copie de V et D est donnée par Du' = (dov)', Dav' = v' - adou' 

et Du = du où do est la partie linéaire de 8, v E V', ou' E aV' et v E V. 

Soit i la dérivation de (L(V),d)l définie par i(v) = ou', i(vl) = i(ovl) = 0. 

D'autre part nous avons Xo, X I  : (L(V), 8 )  =f (L(V), comme suit: 

i Xo est l'injection canonique 

( i D ) "   XI(^) = v + Dav' + En,, T(v). 

Deux flèches fo ,  f i :  (L(V), d) 3 (L, 6) sont homotopes (à gauche) s'il existe 

F: (L(V), a), -+ (L, 6) telle que F o X o  = f o ,  F o X l  = fi .  

On vérifie facilement que l'existence de F est équivalente à celle d'une solution 

F(avf)  à 
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On obtient ainsi la catégorie homotopique associée à R-DGLAY-', que nous 

notons HO-R-DGLAQ-I. D'autre part He%-CW:, désigne la catégorie ho- 

motopique associée à X-CWZ1. 

Remarque  3.1.13. Le choix de R est motivé par le fait que l'expression Xi(v) 

prenne un sens. Remarquons également: 

(1) 3 = où (R,) est le système d'anneaux modéré le plus fin (cf. 

2.1.4) 

(2) si f est une (R,)-équivalence faible, alors H<N-I( f ;  R) est un isomor- 

phisme. 

On démontrera dans 3.2.1 que cette dernière implication admet une réciproque 

dans 92-DGLAF1. 

Théorème 3.1.14 [An3]. Pour chaque objet X de R - C W z l ,  il existe un 

modèle L(X) dans R-DGLA~-I  avec les propriétés suivantes: 

(i) si X = (pt) U el U e* U . . . est la décomposition cellulaire R-locale de X ,  

alors L(X) (sans différentielle) est une algèbre de Lie libre engendrée par 

{al,  aa,. . .) où lail = dim(ei) - 1. 

(ii) UL(X) est un X-modèle d'Adams-Hilton de X .  

Prenonsles structures de catégories homotopiques sur R - c W ~ ~  et %-DGLAY-'. 

Alors L(.) induit une équivalence de catégories notée 

Remarque  3.1.15 [S-T2]. Si X E % - C W z l ,  on note E3+](X) le sous-en- 

semble de l'ensemble simplicial singulier associé à X ,  formé des simplexes ayant 

toutes leur i-faces au point de base pour i < s + 1. Considérons R-DGLAY-~ 
comme sous-catégorie de R-DGLA,, alors pour tout X E SR-CW~,, il existe 

un objet de X-DGLAQ-~ qui représente le type d'hornotopie de X&,+l(X) dans 

R-DGLA,, et satisfait aux propriétés (i) et (ii) de 3.1.14. 

Les processus de construction utilisés par Anick et Scheerer-Tanré sont diffé- 

rents; l'existence d'une équivalence d'homotopie entre les algèbres de Lie diffé- 

rentielles obtenues reste une question ouverte. Dans la suite, nous utiliserons 

la construction de [S-T2], qui est directement reliée à l'homotopie modérée de 

Dwyer [Dwl].  
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Proposition 3.1.16. Soit G un groupe abélien libre gradué s-réduit (s 2 1) 

et (R,) un R-système modéré d'anneaux. La flèche 

admet un retract en degrés s ,  . . . , s + n + 1. 

PREUVE: Rappelons que la flèche L :  L(G) ~t T(G) est définie par L ( [ ~ , ~ ' ] )  = 

g @ g' - (-l)lgllg'lg' @ g (cf. 1.1.2). D'après [ Q ~ 2 , ~ . 2 8 1 ]  en tensorisant par Q 

on obtient un retract en tout degré 

On s'aperçoit qu'il suffit d'inverser chaque entier premier p seulement à partir 

du degré où les premiers éléments de longueur de crochet p peuvent apparaître. 

Comme G est s-réduit, en degré s + n + 1, la plus grande longueur de crochet 

possible est [F] = m. Il faut donc que m soit inversible dans Rn.  D'après 

la définition de système modéré d'anneaux (cf. 2.1.3), 

si s 2 2, Rn  > Q n_t3 ; mais m = ["+-] < [y] 
[ 2 1 

si s = 1, Rn > Q[n+21; mais m = [FI = n + 2 

dans les deux cas, m est inversible dans Rn. 

3.2. Quelques résultats. 

Proposition 3.2.1. Soit f :  (L(V), d) -t (L(Vr) ,  8') une flèche de %-DGLAY-' 
et (R,) un %-système d'anneaux modéré, tel que RGNVs-l = %. On a équiva- 

lence entre: 

(i) f est une (R,)-équivalence faible (cf. 2.1.6). 

(ii) H,(U f )  est un isomorphisme. 

(iii) H,(ab f )  est un isomorphisme de %-modules gradués. 

(iv) L(ab f )  est une (R,)-équivalence faible. 

(v) H < N - ~ ( ~ )  est un isomorphisme de %-modules gradués. 
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PREUVE: (i) + (iii) D'après [S-T1,3.3], le foncteur a b  envoie une (%)-équi- m 
valence faible entre objets de 2-DGLAJ-' sur une équivalence faible de la 

catégorie 8-Cl1 des X-complexes de chaînes libres. Une équivalence faible dans 

cette dernière catégorie est un morphisme h tel que H3+k(h) 63 Ri, soit un 

isomorphisme pour tout k 2 O. Mais pour k < N - s - 1, Rk = SR et pour 

k 2 N - S, H,+k(ab f )  = O puisque V, V1 sont concentrés en degré inférieur ou 

égal à N - 1. Donc H* (ab  f )  est un isomorphisme en tout degré. 

-(;;;)Prenons U f :  (T(V), a )  -t (T(V1), dl) et la construction acyclique 

(1) (T(V) 8 (SR @ UV), D)  A (T(V1) 8 (X @ UV'), Dl) 

I -1 

(n @ UV, D) f =oabf 
I 

+ (SR @ av1 ,D1)  

Par hypothèse, H(abf )  est un isomorphisme en tout degré et H(Uf') aussi, 

puisque (T(V) 63 (SR $ UV), D)  et (T(V1) @ (SR @ UV1), Dl) sont acycliques. Donc 

d'après le corollaire 3.1.1O.(i) H(U f )  est un isomorphisme en tout degré. 

11) +- (i) D'après 3.1.16 le diagramme suivant 

existe jusqu'au degré N + k + 1. On en déduit donc 
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avec Ba! = Id et D'a!' = Id. Par hypothèse, HGN+k(Uf) est un isomorphisme 

pour tout k ,  donc HaN+k(Uf) @ RNPs+k en est un aussi. 11 s'ensuit que 

HN+k(f) @ RNPs+k est un isomorphisme pour tout k,  c'est-à-dire f est une 

(R,)-équivalence faible. 

111) 3 (iv) Comme 3 est plat on a 7 1  

0 -+ H(V1) @ H(Vf)  -+ H(Vf @ V') + Tor (H(Vf),  H ( v ' ) )  -0 

et si H,(ab f )  est un isomorphisme, les flèches a et y sont des isomorphismes, 

et donc par le lemme des cinq, ,û aussi. On montre ainsi par induction que si 

H,(abf) est un isomorphisme, la flèche 

induit un isomorphisme en homologie. Mais cette flèche est UL(ab f ) .  D'après 

( i i ) ~ ( i ) ,  L(ab f )  est une (R,)-équivalence faible. 

IV) + (III) Appliquons ( i ) ~ ( i i i )  à la flèche L(ab f). Alors H ,  (ab  L(ab f ) )  E I  
est un isomorphisme de SR-modules. Mais cet isomorphisme n'est autre que 

H,(abf). 

)(i) Ce cas est trivial. 

I(V)j(i)J Effectuons la construction du modèle de f ,  dans la catégorie à 

modèles fermée de Dwyer [Dwl] ,  à la manière de [S-Tl, 2.21: 

Avec l'hypothèse (v), on a 

W<N = 0, 

WN est constitué de cycles. 

Le morphisme 4 étant une (R,)-équivalence faible, on déduit de [S-T1,3.3] que 

H,+k(ab$) @ Rk est un isomorphisme, d'où: H<NPl(ab4) est un isomorphisme 

de %-modules gradués. La remarque faite ci-dessus à propos de W entraîne 

que HGN-i(abf) est un isomorphisme de ZR-modules gradués et donc aussi 

H,(ab f).  En appliquant (iii)+(i), nous obtenons le résultat. O 
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Proposition 3.2.2. Soit X un objet de R-CW:l, tel que H(X)  soit sans 

torsion. Alors il existe 4 et d tels que 

(i) 4: (L(u-'H(X)), 8 )  -t L(X) soit une (R,)-équivalence faible 

(ii) d soit décomposable, i.e. d(a-l H(X))  c L>'(u-' H(x)). 

PREUVE: Ecrivons (L(V), d) = L(X). Filtrons L(V) par la longueur de crochet 

et prenons le O-ième étage E 0  de la suite spectrale associée à cette filtration. 

Alors 

EO(L(V)' d) = (L(V), do) 

Soit 4: a-'(H(X), O) -+ (V, do) la flèche qui consiste à choisir un cycle représentant 

pour chaque classe. Cette flèche est un R-quasi-isomorphisme. Comme H(X)  

et V sont sans torsion, d'après 3.2.1 la flèche 

L(S,) ( ~ ( a - I ~ ( x ) ) , o )  -+ (L(V), do) 

induit un isomorphisme en homologie jusqu'au degré N - 1. Bigraduons 

L(uclH(X)) par le degré usuel et la longueur de crochet; 8($) devient une 

flèche de R-algèbres de Lie bigraduées différentielles. Appliquons 1.2.2 à 4 afin 

d'obtenir3 

(L(a-'H(X)) U L(W), D) 
Remarquons que d'après la démonstration de 1.2.2, W peut être choisi tel que 

bWi = 0 pour 2 < N - 1, DbWN = 0 et DI - ~ H ( x )  = 0. u 
Ensuite appliquons le théorème de perturbation 1.3.7 à 4'. Nous obtenons r 

et d' tels que 

et, pour des raisons de degré, (D + T)U-' H(X)  = ru- lH(X) c L(a-1 H(X)).  
déf 

Posons q5 = 4'1 L ( ~ - ~ H ( x ) )  et d = 7. Comme ab 4 = S, et S, est un X-quasi- 

isomorphisme, d'après 3.2.1 4 est une (R,)-équivalence faible et nous obtenons 

(i). L'assertion (ii) découle du fait que r :  uV1H(X) + L>2(u-1H(X)), d'après 

1.3.7. O 

Rappelons que "N" dénote une (R,)-équivalence faible, tandis que "z", un R-quasi-isomorphisme 
(cf. 2.1.6). 
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Remarque  3.2.3 [An3,3.2], [S-T2]. Soit (L(V), 8 )  un objet de %-DGLAY-'. 

Alors il existe un objet X de %-CWZl tel que L(X) = (L(V), d), les cellules 

de X étant en bijection avec un ensemble de générateurs du %-module V. On 

dit que X est une réalisation de (L(V), 8). 

Définition 3.2.4. Soit X un CW-complexe 2-réduit %-local tel que H,(X) 

soit sans torsion. On dit que X a une s t ruc ture  cellulaire minimale si en 

chaque degré il existe une bijection entre ses cellules et ses classes d'homologie. 

Proposition 3.2.5. Soit X un objet de % - c W ~ , ,  tel que H(X)  soit sans 

torsion. Alors il existe dans le même type d'homotopie un objet de % - C W ~ ,  

que nous notons X,, à structure cellulaire minimale. 

PREUVE: Soit L(X) = (L(V), B) l'algèbre de Lie associée à X. D'après 3.2.2 

il existe (L(W), d )s (L(V) ,  8)  telle que d soit décomposable. En prenant pour 

X, la réalisation de (L(W), d) on a H,(X,) E H,(aW,O) = a W  et donc X,, 
est à structure cellulaire minimale. O 

Lemme 3.2.6 (de relèvement). Soit (L(W), 6), (L(W1), SI) des objets de 3- 
DGLAQ-l, et (L, 8 )  un objet de X-DGLA,; considérons le diagramme suivant 

où f est une R,-équivalence faible: 

alors il existe S, telle que foS, et qi induisent la même application dans la 

catégorie homotopique Ho-%-DGLA, (cf 2.1.6). 

PREUVE: Toute équivalence faible d'une catégorie à modèles fermée, f ,  est la 

composée de deux équivalences faibles, f = f 2 0  f i ,  où fi est une cofibration et 

f2 une fibration. On décompose f en f iof '  comme suit: 
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où *; est l'objet initial de la catégorie (cf. 2.1.2). Comme fi est une cofibration 

et la composée de deux cofibrations est une cofibration, (L,d) est un objet 

cofibrant . 
Relevons d'abord fi. Nous avons le diagramme commutatif 

et d'après 2.1.2, propriété 4(b), 4 peut être relevée en 

Relevons maintenant fi .  D'après [Dwl] et [S-T2, Lemme 21, on peut con- 

struire une cofibration et équivalence faible 

de but un objet fibrant, et telle que = O et YN-i soit constitué de 
6"-cycles. On obtient alors une bijection induite par j 

D'après [S-T2], cette bijection est compatible avec la relation d'homotopie. 

Dans le diagramme suivant, où *f est l'élément final de la catégorie, 

(L(w'), SI)& (L(W1 @ Y), 6") 

d'après la propriété 4(a) de 2.1.2, il existe une flèche r qui relève (L,d) + 

*f.  Pour des raisons de degré, le morphisme ro4' est en fait une applica- 
tion $: (L(W), 6) + (L(W1),6'), c'est-à-dire j o $  = roc$'. NOUS avons donc 

ro f OS, = r04'. L'application r est une équivalence faible (ro fi = j et j, f sont 

des équivalences faibles). Alors fi O$ et 4' induisent la même application dans 

HU%-DGLA,; il en est de même de f OS, et$, ce qui démontre le lemme. O 
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Proposition 3.2.7. Soit 4: (L(V), d) -+ (L(Vi), d') une Aèche de X-DGLAQ-~ 

telle que do = dh = O. Alors si i$ est une (R,)-équivalence faible, 4 est un iso- 

morphisme. 

PREUVE: D'après 3.2.1, ab$: (V, O) -+ (Vi, O) est un isomorphisme, d'où le 

résultat. O 

Théorème 3.2.8. Soit X un objet d e ? R - ~ ~ z ~  tel que H(X)  soit sans torsion. 

Alors X admet un modèle L(X,) dans X-DGLAY-' à différentielle décompo- 

sable, unique à isomorphisme près. 

PREUVE: L'existence de L(Xm) a été établie en 3.2.2. Montrons son unicité à 

isomorphisme près. Soient X et Xi tels que X&Xi. Alors L ( X ) A L ( X f )  

et donc d'après 3.2.5, 

D'après le lemme de relèvement 3.2.6 nous avons L(X,)&L(xL) et donc 

d'après 3.2.7, L(X,)&L(X~). O 

Soit X un objet de X - C W ~ ~  tel que H,(X) soit sans torsion. Alors H,(X) 

admet une structure de coalgèbre induite par la diagonale topologique. 

Proposition 3.2.9. Soit a: H,(X) + H,(X) @ H,(X) la diagonale réduite 

de H,(X) et (L(V), d) le modèle de X à différentielle décomposable défini en 

3.2.8. Soit dl la partie quadratique de la différentielle d, alors le diagramme 

suivant commute: 

PREUVE: D'après [S-Tl, th. C] si (Rk)k)O est UQ système modéré d'anneaux 

et (L(W), 6)  un modèle cofibrant de X ( X )  le diagramme suivant commute pour 
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tout k 2 0: 

où 6: est la flèche induite en homologie par la partie quadratique S1 de 6 et a 
la flèche induite en homologie par la diagonale réduite topologique. 

Dans notre cas, prenons comme modèle cofibrant (L(V), a) ,  avec un système 

d'anneaux (Rk) tel que Rk = X pour k < N - s - 1 et V E a-lH,(X). Le 

diagramme (i) devient donc par Künneth 

où A définit la structure de coalgèbre de H,(X) et di est la partie quadratique 

de a.  O 

Corollaire 3.2.10. Soit X, X' des objets de %-CW21 sans torsion homologi- 

que tels que H,(X) E H,(X1) comme coalgèbres. Choisissons, comme modèle 

de L(X), l'objet (L(V), al + r )  où al est quadratique et r: V -+ L>3(V). Alors 

il existe un modèle de L(X1) s'écrivant (L(V),dl + r') avec 7': V -+ La3(V). 

3.3. %-Formalité des CW-complexes 
sans torsion homologique. 

Soit X un objet de 92-CWsl sans torsion homologique. Dans ce paragraphe 

nous définissons l'espace X-formel associé à X à partir du modèle L(X,) E X- 
DGLAY-I construit précédemment (cf. 3.2.8). Avant cela, nous allons établir 
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quelques propriétés concernant les dérivations et automorphismes d'objets de 

R-DGLAY-'. Pour cela, nous nous inspirons du travail de [Me], établi sur Q .  

3.3.1 R-algèbre d e  Lie de s  dérivations. 

Soit (L(V),d) E R-DGLAY-' avec V fixé. Notons DerL(V) le R-module 

des  dérivations d'algèbre de Lie de L(V). Un élément B de DerL(V) est dit 

de bidegré ( p ,  q) si 

B(Vj) c (LP+'(v))j+,, pour tout j .  

Ceci entraîne B(Lk(V)) c L ~ + ~ ( v ) .  Ce R-module admet une structure d'algè- 

bre de Lie bigraduée Der,,,L(V) pour le crochet défini par 

Il vérifie 

Si a est une différentielle sur L(V), un calcul montre que ad (a) = [., a] est une 

différentielle sur DerL(V). 

On notera (FiDerL(V))i>o la filtration décroissante associée à la première 

graduation: 

FiDerL(V) = $ Derj,,L(V), 
j>i  

i.e. 0 E F;DerL(V) si et seulement si B(V) C L>~+'(V).  

Si 9 E DerL(V) est homogène pour le degré homologique, on considère sa 

décomposition: 

Si 6 est une différentielle et si Bo = O, un calcul montre que Bi est aussi une 

différentielle. 

Définition 3.3.2. Un automorphisme p d'un module gradué est unipotent 

si q - Id est nilpotent en chaque degré. 

Remarque  3.3.3. Soit L(V) une R-algèbre de Lie libre, s-réduite avec V fixé 

et soit cp un automorphisme de L(V) tel que a b q :  V -+ V soit l'identité. On 

constate alors que ( p  - Id)k augmente de k la filtration par la longueur de 

crochet et respecte le degré homologique; il s'ensuit l'unipotence de p .  



9.9. %-Formalité des CW-complexes sans torsion homologique 43 

3.3.4 Groupe  d'automorphismes. 

Soit L(V) une %-algèbre de Lie libre, s-réduite avec V fixé. Notons AutL(V) 

le g roupe  des automorphismes (de degré 0) de l'algèbre de Lie L(V). Tout 

automorphisme cp E AutL(V) se décompose en 

On constate que cpo = L(ab cp) est un automorphisme; par contre, les cpi, i 2 1 

ne sont pas compatibles au crochet. 

Notons Aut,L(V) le sous-groupe des automorphismes unipotents p tels que 

a b  p = Id. Un élément cp de Aut,L(V) se décompose en 

Autrement dit, il existe un isomorphisme: 

(D- > y -  Id. 
Proposition 3.3.5. Soit L(V) une %-algèbre de Lie libre, s-réduite, avec V 

fixé. 

(1) Si cp est un automorphisme de L(V), alors il existe @ E Aut,L(V) tel que 

cp = @yo,  où (DO = L(abp). 

(2) Avec les notations de (l), si d est une différentielle décomposable ( 8  = 

Ci,l di) sur L(V), dors pdlcp-l = @81~-1. 

PREUVE: Le point (1) découle directement des remarques faites avant; il suf- 

fit de poser @ = c p ~ c p ~ l .  L'égalité du (2) est aussi immédiate: $dl@-' = 

cpcp~~dicpocp-~ = cpdlcp-'. 

Définitions 3.3.6. Un objet (L(V),B) de %-DGLAY-', à différentielle dé- 

composable est %-formel s'il existe un automorphisme cp de L(V) tel que d = 

où 8,: V --+ L2(V) est la partie quadratique de d. L'automorphisme cp 

est appelé R-formalisation. 

Soit H une 3-coalgèbre graduée à module sous-jacent sans torsion, concentrée 

en degrés s, . . . , N - 1. Alors d'après 3.2.9, la diagonale de H induit une diffé- 

rentielle quadratique dl de L(u-'H). Nous dirons que H est intrinsèquement 

R-formelle si (L(a-'H), dl +T) est R-formelle pour tout T E F2 Der-lL(u-1 H )  

tel que (dl + T ) ~  = 0. 
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Remarque  3.3.7. D'après la proposition 3.3.5 on constate que p peut être 

choisi dans Aut,L(V). 

Soit X un objet de R-CWZ, tel que H,(X) soit sans torsion. Soit X, un 

objet à structure cellulaire minimale dans le même type d'homotopie que X 

et L(X,) = (L(V), d)  l'algèbre de Lie à différentielle décomposable qui lui est 

associée. 

Définitions 3.3.8. (1) L'espace R-formel Xf associé à X est la réalisation 

de (L(V), dl), où dl est la partie quadratique de 8.  

(2) L'espace X est R-formel si (L(V), 8 )  est R-formelle, ce qui équivaut à 

dire que X est formel si X et Xf ont même type d'homotopie. 

(3) L'espace X est intrinsèquement R-formel si H,(X) est une coalgèbre 

intrinsèquement R-formelle. 

Proposition 3.3.9. L'association X H Xf respecte le type d'homotopie, i.e. 

si X , X f  E R-CW:, ont même type d'homotopie, alors Xf et X; ont aussi 

même type d'homotopie. 

PREUVE: Par hypothèse, il existe un isomorphisme 

Nous en déduisons un isomorphisme 90: (L(V), dl ) -t (L(V1), di ). O 

La %-formalité d'un espace X E R-cw$~, sans torsion homologique de- 

mande la construction d'un automorphisme p de L(X,). Il n'est donc pas aisé 

de déterminer si un tel espace est R-formel ou non. Nous allons ramener cette 

question à la nullité d'une suite (finie ici) d'obstructions, comme il est d'usage 

en topologie algébrique. Explicitons d'abord quelques liens entre dérivations et 

automorphismes: 

Proposition 3.3.10. Soit (L(V), d)  E R-DGLAY-' tel que d se décompose 

en d = dl + Cjai dj, où i 2 2 est fixé, alors 

(1) La dérivation di est un cycle pour ad (dl). 

(2) Si di est un bord pour ad  (dl ), alors (L(V), 8 )  est isomorphe à (L(V), 6) 

où S se décompose en 6 = dl + Si. 
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Pour démontrer cette proposition nous aurons besoin du lemme suivant qui 

nous garantit l'existence d'une  exponentielle^' dans R-DGLAY-'. 

Lemme  3.3.11. Soit L(V) une %-algèbre de Lie libre, s-réduite, dont les 

générateurs V ont un degré < N - 1. Pour tout w E Fi Der,,o L(V), l'application 

Par construction, exp (w) est un élément de Aut,L(V). Si d est une différenti- 

elle sur L(V) et si w commute à d (c'est-à-dire [w, dl = O) dors  exp (w) est un 

au tomorphisme de (L(V), 8). 

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.3.10: (1) De d2 = O, on déduit didi +d,dl = O 

en considérant la composante en longueur des crochets i + 1. 

(2) Soit w;-1 E Deri-l,oL(V) tel que di = [wi-1, dl]. Calculons 

exp ( - W ; - ~ ) O ~ O ~ X ~  (wi-l)(v) = S(v), v E V modulo L2i+2(V); on obtient 

S(v) &(v) + dlwi-l(v) + di(,) - w,-ldl(v) modulo hai+'(v) 

= dl (v) modulo L ) ~ + ~ ( v ) ,  

par hypothèse sur wiPl. O 

PREUVE DU LEMME 3.3.11: Il suffit de montrer que les dénominateurs sont 

inversibles dans R. Par définition, si v E V, on a s < Ivl < N - 1. La 

dérivation w augmente la longueur des crochets de 1 par hypothèse, donc wk 

l'augmente de k.  En degré < N - 1, la longueur maximale de crochet est 

la partie entière de ?, notée [*]; d'où, exp(w)(v) = CO $(v), avec 

a! = [FI - 1. Rappelons N = min (s + 2p - 3, sp - l ) ,  d'où cw = [?] - 1 < 
[G] < [p - $1 < p - 1. (En fait ce résultat algébrique est valable avec la 

seule hypothèse N < sp - 1). 

Proposition 3.3.12. Soit (L(V),d) E R-DGLAY-~ tel que d se décompose 

en d = dl + C j2i dj  , où i 2 est fixé. Si (L(V), d) est R-formelle, alors d; est 

un bord pour ad (dl).  

PREUVE: Soit y la formalisation de (L(V), 3). Décomposons y = Id + y1 + 
y2 + . . . . Si i = 2, en développant y et d dans l'égalité d y  = pal ,  on obtient 

8 2  = pldl  - dly l  = [d1,91]. Si i > 2, la même technique donne: 

& y k  = ykdl, pour 1 < k < i - 1 

ai = pi-id1 - dipi-1. 
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Malheureusement, on ne peut rien conclure à ce niveau car cpi-1 n'est pas une 

dérivation. Par contre, comme pl commute à dl, on peut composer p par 

exp (-pl), automorphisme de (L(V), dl) (cf. lemme 3.3.11)' pour obtenir un 

nouvel automorphisme p' se décomposant en 

De proche en proche, on obtient un automorphisme 

pour lequel Sipi est une dérivation. O 

3.3.13 Construction des obstructions à la %-forinalité. Soit (L(V), d)  €3- 
DGLAY-' où d se décompose en d = dl + dz + d3 + . . . . D'après la proposition 

3.3.12 on a que 

- la classe de dz pour ad  (dl ) est une obstruction à la %-forinalité, notons-la 

- si O2 = O, avec la proposition 3.3.10 on se ramène au cas où d = di + 8 3  + 
d4 + . . . et avec la proposition 3.3.12, on interprète la classe de d3 pour a d  (di) 

comme une obstruction à la %-formalité, notons-la: 

Nous construisons ainsi une suite d'obstructions (O,),>* vérifiant 

(1) On est définie si et seulement si Oi = 0,2 < i < n - 1. 

1 (2) en  E Hn,-i(DerL(V), ad (di)) I 
(3) (L(V), a) est X-formelle si et seulement si On = O, pour tout n 2. 

Remarques 3.3.14. 1) La nullité des obstructions O;,i 2 dépend unique- 

ment de l'existence d'un automorphisme p et non pas du choix d'un tel au- 

tomorphisme. Le résultat (3) est donc bien indépendant de la formalisation 

choisie. 

2) Pour des raisons de degré, il n'y a qu'un nombre fini d'obstructions à 

considérer: rappelons que N = min (s + 2p - 3, sp - 1) et supposons que pour 
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n < p - 1, les obstructions 8, sont nulles. Vérifions que les 8, avec m 2 p sont 

alors nulles. Par définition des obstructions, 8, # O signifie qu'il existe une 

différentielle 8 = 81 f dm + . . . , avec a, # O et 

où a,: V -> Lm+l(V). Mais dm est de degré -1 et donc en fait a,: V -+ 

(Lm+1(V))<N-2. Comme la longueur maximale de crochet d'un élément de 

(Lm+1(V))<N-2 est [FI, pour montrer que dm = 0 il suffit de vérifier que [v] < m pour tout m > p et donc que [e] < p. Mais par définition 
3 N < sp - 1 et donc [y] < [el = [ p  - ;] < p. 

3.4. Exemples. 

3.4.1 Les Sphères.  La sphère Sn+' (dans ce cas SR = Z [ i ,  $1) admet une 

décomposition en une n+l-cellule et une O-cellule; son homologie est Hi(Sn+l) = 

93 en i = O, n + 1. Donc Sn+' est à structure cellulaire minimale. Alors 

L(Sn+l) = (L(xn), O) dont la différentielle est quadratique; donc Sn+' est 3- 
formel. 

3.4.2 Les  bouquets  d e  splières.  Soit Sn' V . .  . V Snm un bouquet de sphères 

%-locales (ni 2 2 , l  < i < m): dans ce cas 93 = Z[l/N!] avec 

Une décomposition de SnlV. , .VSnm consiste à prendre une i-cellule pour chaque 

sphère Si et les attacher toutes à une O-cellule. L'homologie de cet espace est 

Donc cet espace est à structure cellulaire minimale. Alors L(Snl V . . . V Snm) 

est égal à (L(xnl - 1 , .  . . , xnm-i), O) dont la différentielle est quadratique. Donc 

Sn' V . . . V Snm est 93-formel. 
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3.4.3 Les produits  d e  sphères. Soit Sn' x . . . x Sn- un produit de sphères 

SR-locales (ni 2 2'1 < i < m): dans ce cas % = Z[l/M!] avec 

Dans Sn' x . - ,  x Sn- chacune des sphères est à structure cellulaire minimale, 

et la structure cellulaire du produit est le produit des structures cellulaires. 

D'autre part son homologie satisfait à 

Donc Sn' x . . . x Snm est à structure cellulaire minimale. Alors L(Snl x . . . x Snm 1 
est égal à 

dont la différentielle est quadratique. Donc Sn' x . . . x Snm est SR-formel. 

3.4.4 L'espace projectif complexe. Soit ê P n  l'espace projectif complexe 

SR-localisé (dans ce cas R = Z [SI ). On sait que (cf. [Wh, p.911 à coefficients 

dans Z)  

(1) H*(êPn;  SR) = % [ x ~ I / x ~ + ~ ,  avec lxzl = 2 

De (1) on déduit par dualité la structure de coalgèbre de H,(êPn; 92). Nous 

allons montrer que la coalgèbre H,(CPn; R) est intrinsèquement %-formelle. 

La démonstration se fait en deux temps: (i) nous montrons que ê P n  est 

%-formel et (ii) nous montrons que tout CW-complexe %-local ayant H,(êPn) 

comme coalgèbre d'homologie est R-formel. 

(i). Soit (L(a-lH,(êPn)),d) = (L(vi,v2,. . . ,vn) ,d)  le modèle de ê P n  à 
différentielle décomposable. La partie quadratique di de d est induite par la 

diagonale de H,(êPn). Elle s'écrit de la façon suivante: 
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Montrons qu'il existe une formalisation J de (L(vl,. . . , v,), a). Notons 8 = 

dl + d+ et soit k le plus petit entier tel que 8+vk # O. Posons Ji , .  . . , Jk-1 = Id. 

Comme d = 81 sur v~,...,vk-l,818+vk = O. Pour montrer que [ Id+~k l ]~  = O 

nous allons regarder les groupes d'homotopie de ê P n .  En effet, il est connu (cf. 

[Wh,8.13]) que 

Donc en degrés < 2n nous avons 

SR pour q = 2 
7rq(CPn) €3 SR = 

O pour 3 < q < 2n. 

Mais d'après 2.1.17 et 3.1.13, nous avons 

Hi(L(vl,. . . ,vn) ,d)  E 7ri(êPn) 8 SR, i < 2n. 

En particulier Id+ vkIa = O et donc il existe <y tel que d a  = d+vk. En faisant le 

changement de variable 
j tk(vk) = vk - 12 

1 Jk = Id sinon. 

nous nous ramenons au cas d+vk = O et nous pouvons recommencer. Après un 

nombre fini d'itérations de ce processus, nous obtenons a+ = O sur V I ,  . . . , un. 

Donc (L(v1,. . . , un), 8 )  est SR-formelle et J = (,O . . . oJl en est une formalisation. 

Nous donnerons une autre démonstration de la %-formalité de ê P n  en 3.6.14. 

(ii) Soit X un CW-complexe SR-local tel que H,(X) H,(êPn). Le modèle 
coalg 

de X à différentielle décomposable s'écrit (cf. corollaire de 3.2.9) 

avec d1 = dl + 8;. Soit k' le plus petit entier tel que d;vkl f O. Remarquons 

que (L(vl,. . . , vk,-l), 81) est le modèle de êPkf- l  et d'après (3) 

SR pour q = 2 
7 r , ( ê ~ ~ ' - ~ ) @ S R  = 

O pour 3 < q < 2k' - 2. 

Nous avons ld;vk, 1 = 2k1 - 2 et donc la classe 

[û;vkt]a: E H2kt-2(L(~1,.  . . , ~ k , - ~ ) ,  dl ) est nulle. Mais comme les éléments 

vk,, . . . , un sont en degrés supérieurs à 2k1-2 nous pouvons considérer I[d!+vk~]~; 

comme classe de H2kt -2 (L(vI, . . . , un), 8') et elle y est nulle également. En ap- 

pliquant alors le processus utilisé en (i) nous pouvons rendre 8' quadratique. 

Comme cette dernière a été choisie arbitraire, la coalgèbre H,(êPn) est in- 

trinsèquement %-formelle. 
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3.5. 8-AH-formalité des CW-complexes 
sans torsion homologique. 

Soit X un objet de %-cw$~ tel que H,(X) soit sans torsion. D'après 3.2.8 il 

admet un modèle en algèbre de Lie (L(V), 8 )  avec V = a-'H,(X) et 8 décom- 

posable. D'après 3.1.14 l'image de cette algèbre de Lie par le foncteur algèbre 

enveloppante est un %-modèle d'Adams-Hilton de X .  

Nous allons énoncer une série de résultats dans le contexte des algèbres asso- 

ciatives. Ces résultats ainsi que leurs preuves sont analogues à ceux des para- 

graphes 2 et 3. Par analogie avec %-DGLA, et %-DGLAY-~, nous notons 

%-DGAA, la catégorie des %-algèbres associatives graduées différentielles s- 

réduites et 32-DGAAYp1 la catégorie des %-algèbres tensorielles sur des modu- 

les libres concentrés en degrés {s, . . . , N - 1). Le foncteur 24 envoie la catégorie 

%-DGLAT-l dans la catégorie 3-DGAAQ-'. La structure de catégorie à 

modèles fermée de 3-DGAA, (dans le cas où % est un corps) est décrite dans 

[MuI4. 

Proposition 3.5.1. Soit X un objet de 8 - C W z l ,  tel que H(X)  soit sans 

torsion. Alors il existe 4 et d tels que: 

(i) 4: (T(upl H(X)) ,  8 )  + (C*RX, dOx) soit un %-modèle d'Adams--HiIton 

de X;  

(ii) d soit décomposable, i.e. d(aP1 H(X))  c T22(a-1 H(X)) .  

PREUVE: Il suffit d'appliquer le foncteur U au modèle construit en 3.2.2. D'après 

3.1.14, U(L(apl H,(X)), 8 )  est un %-modèle d'Adams-Hilton de X .  

Proposition 3.5.2. Soit 4: (T(V), 6) + (T(Vf),  5') une flèche de %-DGAA:-~ 

telle que So = 6; = O. Alors si 4 est un %-quasi-isomorphisme, 4 est un isomor- 

phisme. 

* Un cylindre de la catégorie des R-algèbres associatives différentielles (non graduées), avec 
R un anneau commutatif, est décrit dans [Bal, p.481. Un lemme de relèvement dans 82- 
DGAAY-' est donné dans [An2, lemme 1.71. 
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PREUVE: D'après 3.2.1 on a ab& (V, O) -t (V'O) isomorphisme, d'où le résultat. 

O 

Théorème 3.5.3. Soit X un objet de%-CW:, tel que H(X)  soit sans torsion. 

Alors X admet un %-modèle d'Adams-Hilton (T(V), 6) à différentielle décom- 

posable, unique à isomorphisme près. 

PREUVE: L'algèbre (T(V), 6) existe: il suffit de prendre UL(X,) (où L(X,) a 

été défini en 3.2.8). L'unicité découle de 3.5.2. O 

Soit X un objet de 2-CW;, tel que H,(X) soit sans torsion. Alors H,(X) 

admet une structure de coalgèbre induite par la diagonale topologique. 

Proposition 3.5.4. Soit a: H,(X) + H,(X) @ H,(X) la diagonale réduite de 

H,(X) et (T(V), 6) le %-modèle d'Adams-Hilton de X à différentielle décom- 

posable défini en 3.5.3. Soit 6, la partie quadratique5 de la différentielle 6, alors 

le diagramme suivant cornmute: 

La Preuve de cette proposition est une conséquence de 3.2.9 et de 3.5.3. 

Corollaire 3.5.5. Soit X, X' des objets de % - C W z I  sans torsion homologi- 

que tels que H,(X) E H,(Xf) comme coalgèbres. Choisissons un R-modèle 

d'Adams-Hilton (T(V), 61 + r )  où Si est quadratique et r :  V + T>3(V). Alors 

il existe un %-modèle d'Adams-Hilton de X'  de la forme (T(V), 6, + 7') avec 

r': V -t T > 3 ( ~ ) .  

3.5.6 %-algèbre d e  Lie des dérivations. 

Soit (T(V), 6) E %-DGAAY-l avec V fixé. Notons DerT(V) le R-module 

des  dérivations de T(V). Un élément 6 de DerT(V) est dit de bidegré ( p ,  q) 

si 

O(v,) c ( ~ ~ + ' ( v ) > j + , .  

En fait (cf. $7) 61 est la différentielle de la cobar-construction CZ appliquée à H,(X) .  
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Ceci entraîne 6(Tk(V)) c T ~ + ~ ( V ) .  Ce R-module admet une structure d'algè- 

bre de Lie bigraduée Der,,,T(V) pour le crochet défini par 

Il vérifie 

Si 6 est une différentielle sur T(V), un calcul montre que ad (6) = [., 61 est une 

différentielle sur DerT(V). 

On notera (F,DerT(V))i>o la filtration décroissante associée à la première 

graduation: 

FiDerT(V) = @ Derj,,T(V), 
j > r  

i.e. 6 E F;DerT(V) si et seulement si 6(V) c T>"+'(V). 

Si 6 E DerT(V) est homogène pour le degré homologique, on considère sa 

décomposition: 

Si 6 est une différentielle et si 60 = O, un calcul montre que Oi est aussi une 

différentielle. 

Remarque 3.5.7. Soit T(V) une R-algèbre tensorielle, s-réduite avec V fixé 

et soit p un automorphisme de T(V) tel que a b p :  V -+ V soit l'identité. On 

constate alors que ( p  - Id )k  augmente de k la filtration par la longueur de mot 

et respecte le degré homologique; i l  s'ensuit l'unipotence de p .  

3.5.8 Groupe d'automorphismes. 

Soit T(V) une R-algèbre tensorielle, s-réduite avec V fixé. Notons AutT(V) 

le groupe des automorphismes (de degré 0) de l'algèbre tensorielle T(V). 

Tout automorphisme cp E AutT(V) se décompose en 

On constate que po = T(abp)  est un automorphisme; par contre, les p; , i  2 1 

ne sont pas compatibles au produit tensoriel. 
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Notons Aut,T(V) le sous-groupe des automorphis~nes unipotents p tels que 

a b  y = Id. Un élément p de Aut,T(V) se décompose en 

p = Id + E p ; ,  où p i ( ~ j ( ~ ) )  C T~+;(v).  
i>l 

Autrement dit, il existe un isomorphisme: 

Aut,T(V) -% H O ~ ~ ( V ,  T > ~ ( v ) )  

y-p-Id. 

Proposition 3.5.9. Soit T(V) une %-algèbre tensorielle, s-réduite, avec V fixé. 

(1) Si y est un automorphisme de T(V), alors il existe (e E Aut,T(V) tel 

que p = $opo, où q o  = T(abp). 

(2) Avec les notations de (11, si S est une différentielle décomposable (6 = 

Ciàl Si) sur T(V), alors = $ai$-'. 

La Preuve de cette proposition est analogue à celle de 3.3.5. 

Définitions 3.5.10. Un objet (T(V), 6) de 8-DGAAF-', à différentielle dé- 

composable est %-AH-formel s'il existe un automorphisme p de T(V) tel que 

6 = pSl y-1, où Si: V -+ T2(V) est la partie quadratique de S. L'automorphisme 

p est appelé 8-AH-formalisatio~i.  

Soit H une 8-coalgèbre graduée à module sous-jacent sans torsion, concentrée 

en degrés s,  . . . , N - 1. Alors d'après 3.2.9, la diagonale de H induit une diffé- 

rentielle quadratique ai de L(a-l H) et donc une différentielle quadratique Si = 

Ud1 de T(a-1 H). Nous dirons que H est iiitrinséquement 8-AH-formelle 

si (T(a-l H),  Si + T) est R-AH-formelle pour tout T E F2 Der-lT(u-l H )  tel que 

(61 + r)' = 0. 

Remarque  3.5.11. D'après la proposition 3.5.9 on constate que la %-formaJi- 

sation y peut être choisie dans Aut,T(V). 

Soit X un objet de 32-CW:, tel que H,(X) soit sans torsion. Soit X, un 

objet à structure cellulaire minimale dans le même type d'homotopie que X et 

(T(V), 6) = UL(X,) le modèle d'Adams-Hilton à différentielle décomposable 

qui lui est associé. 

Définitions 3.5.12. (1) Un espace X est dit %-AH-formel si (T(V),S) est 

%-AH-formelle. 

(2) L'espace X est intrinsèquement 8-AH-formel si H,(X) est une coal- 

gèbre intrinsèquement 8-AH-formelle. 



54 chapitre 3. Forrnalztt! des CW-complexes de dimension finie 

La R-AH-formalité d'un espace X E R-CW$I, sans torsion homologique 
demande la construction d'un automorphisme cp de T(V) (où (T(V), 6) = 

UL(X,)). Il n'est donc pas aisé de déterminer si un tel espace est R-AH-formel 

ou non. Nous allons ramener cette question à la nullité d'une suite (finie ici) 

d'obstructions, comme on l'a déjà fait en 3.3.13. Explicitons d'abord quelques 

liens entre dérivations et automorphismes: 

Proposition 3.5.13. Soit (T(V),6) E R-DGAAY-~ tel que 6 se décompose 

en S = 61 + C j>i Si, où i 2 2 est fixé. Alors: 

(1) La dérivation Si est un cycle pour ad (SI). 

(2) Si Si est un bord pour ad (6] ), dors (T(V), 6) est isomorphe à (T(V), 6') 

où 6' se décompose en 6' = S1 + Cj>i+l 6;. 

La Preuve de cette proposition est analogue à celle de 3.3.10. 

Proposition 3.5.14. Soit (T(V),S) E%-DGAA:-' tel que 6 se décompose 

en 6 = 61 + C j2i 6j, où i 2 2 est fixé. Si (T(V), 6) est %-formelle, alors Si est 

un bord pour ad (61). 

La Preuve de cette proposition est analogue à celle de 3.3.12. 

3.5.15 Construction des obstructions à la R-AH-formalité. 

Soit (T(V), 6) E%-DGAA:-' où 6 se décompose en 6 = 61 + 6z + S3 + . . . . 
D'après la proposition précédente on a que 

- la classe de 6z pour ad (hi) est une obstruction à la %-formalité, notons-la 

- si 8; = O, avec la proposition 3.5.14 on se ramène au cas où 6 = + 63 + 
6* + . . . et avec la proposition précédente, on interprète la classe de S3 pour 

ad (61) comme une obstruction à la R-AH-formalité, notons-la: 

Nous construisons ainsi une suite d'obstructions vérifiant 

(1) 8; est définie si et seulement si 8: = 0,2 < i < n - 1. 

(2) en E H, , -~ (D~~T(v ) ,  ad (61)) 

(3) (T(V), 6) est R-AH-formelle si et seulement si 0; = O, pour tout n > 2. 
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Remarques 3.5.16. 1) La nullité des obstructions O:, i >, 2 dépend unique- 

ment de l'existence d'un automorphisme cp  et non pas du choix d'un tel au- 

tomorphisme. Le résultat (3) est donc bien indépendant de la formalisation 

choisie. 

2) Soit L, la flèche induite par l'inclusion L: L(V) r T(V) au niveau de 

l'homologie de l'algèbre de Lie des dérivations: 

L*: H,,-l(DerL(V), ad (dl)) + Hn,-l(DerT(V), ad (61)) 

On constate que si (L(V), d) est %-formelle, de formalisation d, alors (T(V), 6) = 

U(L(V), d)  est 3-AH-formelle, de formalisation Ud. De même, si Bi existe, dors 

0: existe et L+(O,) = O: pour tout i 2 2. 

3) Pour des raisons de degré, il n'y a qu'un nombre fini d'obstructions à 

considérer (l'argument est analogue à celui de 3.3.14). 

3.6. Cohomologies de Hochschild et de 
Harrison, obstructions. 

Dans les paragraphes 3 et 5 ,  nous avons défini des suites d'obstructions pour la 

%-formalité et pour la sR-AH-formalité. Dans ce qui suit, nous utilisons la coho- 

mologie de Hochschild et celle de Harrison comme réceptacles pour ces obstruc- 

tions. En montrant que la seconde s'injecte dans la première nous établissons 

l'équivalence des deux notions de formalité. 

Définition 3.6.1. Soit H une %-algèbre associative graduée et f une applica- 

tion 

f: T ( u - ~  H) + H. 

On dit que f est de bidegré (p, q) si 

(1) f est nulle sur T ~ ( < ~ - ' H )  pour i # p, 

(2) f est de degré q. 

Nous notons Hornq(TP(o-'H), o-'H) le R-module des applications de bidegré 

(p, q). Sur ce module considérons la différentielle 

V: H O ~ ~ ~ ( T ~ ( U - ' H ) ,  a-' H) -+ ~ o m ~ + ~ ( ~ p + ' ( a - '  H), uP1H) 
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définie par 

Cette différentielle donne naissance à une cohomologie bigraduée, appelée CO- 

homologie de Hochschild de H à coefficients dans lui-même, et notée 

ker {V: H O ~ ~ ~ ( T P ( U - ~  H), a-1 H) -t Hornq+'(TP+l(a-'~), 0-'H)) 
Hoch 'lp(H; H )  = 

im {V: H ~ r n ~ - ' ( ~ p - ~ ( a - ~  H), a - 1 ~ )  --+ H ~ r n ~ ( T p ( a - ~ H ) ,  a-1H)) 

Remarque 3.6.2. Soit B(H, H )  = ( H  @ ~ ( a - l  H)  @ H, d) avec 

d(ao 63 (O-'al 8.. . @ a-'a,) @ a,+') = aoal @ (a-'az B..  . B a-la,) 8 an+' 
n-1 

+ ~(- l )C:= . I" - '  ai la^ @ (a-'al B.. . @  ~ - ' a j a ~ + ~  8.. . a-'a,) 8 an+l 
j= 1 

+ (-qx";1 lu-' a ' l a ~  @ (a-lai 8 . . . @   la,-^) 8 a,a,+l 

la bar-construction normalisée sur H .  

Considérons a-'H comme H-H-bimodiile et notons kiornH-~(B(H, H) ,  a-' H )  

les morphismes de H - H-bimodule. 

Alors, en posant V f = f od, la définition 3.6.1 découle de la définition clas- 

sique (cf. [Ba2, p. 371) de cohomologie de Hochschild 

Tot,Hoch (H, H )  = Hn(Horn~-H(B(H, H), a- 'H)).  

3.6.3. Soit C une R-coalgèbre graduée, dont le module sous-jacent est libre. 

Nous notons a sa diagonale réduite (Ex = As - 1 @ z - z @ 1). Alors la flèche 

dl définie par 

se prolonge en un élément de Deri,-lT(a-'C). Notons flC = Horn(C,%). Le 

module gC est muni de la graduation #CP = if(Cp). On définit a sur ifC par 



3.6. Cohomologies de Hochschild et de Harrison, obstructions 57 

a($) = (-l)l*l$oa, pour $: C -+ 8. Ainsi, nous avons (a#C)* = (fie)*+', et 

d'autre part, a-'($) = -(-l)l*140~-1. 

La transposée de a définit une multiplication m sur jC, et la transposée de 

di satisfait à 

Proposition 3.6.4. Si C est de type fini, nous avons un isomorphisme de 

complexes de chaînes 

PREUVE: L'isomorphisme @ peut être décrit de la manière suivante: 

soit f E H~rnq(TP+~(a-l#C), a-'#C). Alors f :  a-'C 4 Tp+'(ae1C) et @( f) 
est le prolongement de f comme dérivation de T(a-l C). 

Inversement, soit S E Derp,-qT(a-l C), alors t(Sla-i C): Tp+'(a-l #C) -+ 

a-l#C. Posons @-l(S) = t(61a-1C). 

Vérifions maintenant que V = @-'ad (dl)@. Soit f E Hornq(Tp+'(o-l #C), a-' #C) 

et @( f )  = S E Derp,-qT(a-lC). Alors si o-'cl 8. . . @ U-'C,+~ E TP+2(o-1 #C) ,  

td~( ld  €Q f + f B Id)(a-'cl 8 . . .  8 U - ' C ~ + ~ ) +  
p- j fois P+' jfois 

ld @ . . . 8 Id gtd1 @ (a-'ci @ . . . @ U - ' C ~ + ~ )  = (*) 
j=O 

Compte tenu du diagramme (t), nous avons 
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On reconnaît l'expression de V(f)(a-'c1 8.. . 8 a-lcp+z). 

Interprétation topologique 3.6.5. Soit X un objet de 9 2 - C W ~ ~  tel que 

H,(X) soit sans torsion et de type fini comme R-module gradué. Soit H*(X) 

son algèbre de cohomologie. Soit la suite d'obstructions à la %-AH- 

formalité de X .  Alors si 6; = O pour 1 < k < n - 1, 8; est une classe de la 

cohomologie de Hochschild Hoch ",(H*(x); H*(X)). 

En particulier, si Hoch "*(H*(x); H*(X))  = O, alors H*(X)  (et donc X )  est 

intrinsèquement %-A H-formelle. 

PREUVE: Appliquons la proposition 3.6.4 au cas C = H,(X). D'après 3.1.14, 

3.2.2 il existe un modèle (L(a-l H,(X)), a) de X à différentielle décompo- 

sable, et son image (T(a-'H,(X)), D) par le foncteur U est un 92-modèle 

d'Adams-Hilton de X.  La différentielle di qui figure dans l'énoncé de la propo- 

sition 3.6.4 a été définie à partir de la diagonale de C. D'après 3.2.9 la flèche ' 

dl construite à partir de la diagonale de u-lH,(X) coïncide avec la partie 

quadratique Dl de D. Alors comme d'après 3.5.15 les obstructions 0; à la 

R-AH-formalité sont des éléments de Hn,-l(DerT(a-l H,(X)), ad  (dl)), elles 

sont des éléments de H1ln(Hom(T(a-l H*(X)),  a- lH*(X)) ,  V) c'est-à-dire de 

Hoch '>"(H*(x); H*(X)). 

3.6.6 Rappels sur l 'aèbre  du groupe symétrique. On note t, le groupe 

des permutations de (1,.  . . , n). Soit R un anneau commutatif. Nous notons 

R [En] la R-algèbre du groupe 1,. 

Le signe de Koszul. Soit M un R-module gradué, m l , .  . . , m, E M, et 

A(M) la R-algèbre commutative graduée sur M.  Pour toute permutation a de 

m l , .  . . , m,, le signe d e  Koszul €(a) est défini par l'égalité ml A . . . A m, = 

E ( U ) ~ , ( ~ ) A  . .Am,(,) dans A ( M ) .  Nous l'étendons en E :  R[E,] + R; remarquons 

qu'il y a abus de notation car o ne suffit pas à définir €(a). 

Les mixages. Soit p un entier 2 1. Alors a E En est un (p, n - p)-mixage si 
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On note *(p,n-p) l'élément e(u)o de R [IT,]. Egalement on note sh, 
ffE{(p,n-p)-mixages) 

la somme c P ~ :  *(p,n-p,. Donc sh, est la somme des .~(u)o où o est (p, n - p)- 

mixage, pour tout p E (1,. . . , n - 1). 

Définition 3.6.7. Soit A une R-algèbre commutative graduée s-réduite dont 

le module sous-jacent est libre et T(A) l'algèbre tensorielle sur A. Alors R [En] 

agit (à gauche) sur Tn(A) de la manière suivante: 

o(a1 QI . . . QI a,) = ~(u)a,- l (~)  QI . . . QI a,-,(,). 

L'action de *(p,,-p) est appelée produit mixé. Nous notons 

Soit Horn,P(TP(a-'H), u-' H) le SR-sous-module de Hornq(TP(u-1 H),  aP1H) des 

applications f telles que f O shi = O pour tout i 2 1. La différentielle V laisse 

stable ce module: 

Cette différentielle donne naissance à une cohomologie bigraduée, appelée coho- 

mologie de Harrison de H à coefficients dans lui-même, et notée Harr q>p(H; H). 

Soit C une coalgèbre cocommutative graduée dont le module sous-jacent est li- 

bre. Nous notons a sa diagonale réduite. Comme C est cocommutative graduée 

et 2 est inversible dans SR on a pour tout c, a c  = !j C ( c l  @ cz - (-l)lClllC21cz @ 

cl) = $ x [ c l ,  c2] et donc la flèche dl définie par le diagramme (i) de 3.6.3 peut 

s'écrire 

dl: a-'C + L~(U- 'C)  

et se prolonge en un élément de Der1,-lL(a-' C).  Notons # C  = Horn(C, SR) 

et m la multiplication de flC, alors la transposée tdl de dl satisfait à tdl = 

O-' omoo 8 o. 

Proposition 3.6.8. Si C est de type fini, nous avons un isomorphisme de 

complexes de chaînes 

@: ( ~ o r n ~ ( T ~ + ' ( o - ' # ~ ) ,  a - ' j ~ ) ,  V) "= (Der,,-,~(a-' C), ad (dl)). 
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PREUVE: L'isomorphisme @ est la restriction de l'isomorphisme de 3.6.4 au 

sous-module Horni(TP+' (op' #C), a-' #C). Il faut montrer que (00 f ou-' )(sh;) = 

O pour tout il équivaut à irn t(ao fou-') c Lp+'(u-'C). 

Sur T(u-lC) nous avons une structure de coalgèbre dont la diagonale réduite 

s'écrit 

- 
A(cI@. . .@cn) = C E(Q)(c~-I(I)@. . . @ C ~ - ~ ( ~ ) ) @ ( C ~ - ~ ( ~ + I ~ @ .  . .@cg-l(n)) 

oE{(p,n-p)-mixages} 
y€{], ..., n-1} 

pour ci , .  . . , cn E a-' C. En fixant un p et en calculant l'application transposée 

de a nous trouvons 

où XI'. . . '5, E a-lijC. 

Nous arrivons à l'argument essentiel de la preuve. Les primitifs de T(u-'C) 

pour la diagonale ci-dessus forment l'algèbre de Lie L(a-'C) (cf. [C-M-N, 

prop. 2.81). Nous avons donc le diagramme 

qui se dualise en 

Il est clair que f (a-' C )  C L(a-lC) équivaut à l'existence de a et donc à 

l'existence de ta.  Mais cette dernière est équivalente à f (irn *) = f (shi) = O 

pour tout i. 

Ainsi on pose @(f)l,-iC = f et on prolonge @(f) en dérivation de L(u-'C). 

On vérifie comme dans 3.6.4 que @ commute aux différentielles. • 

Interprétat ion topologique 3.6.9. Soit X un objet de % - c W ~ ~  tel que 

H,(X) soit sans torsion et de type fini comme %-module gradué. Soit H*(X) 
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son algèbre de cohomologie. Soit (8n)n21 la suite d'obstructions à la %-formalité 

de X .  Alors si Bk = O pour 1 < k < n - 1, 8, est une classe de la cohomologie 

de Harrison ~ a r r  ""(H*(x); H*(X)). 

En particulier, si Ha r r l ' * (~* (x ) ;  H*(x)) = O, alors H*(X) (et donc X)  est 

intrinsèquement %-formelle. 

La preuve de ce résultat est analogue à celle de 3.6.5. 

Nous allons maintenant relier les cohomologies de Harrison et de Hochschild 

par une flèche, induite par l'inclusion canonique d'une %-algèbre de Lie (rap- 

pelons que 2 et 3 sont inversibles par définition) dans son algèbre enveloppante. 

Théorème 3.6.10. Soit C une 92-coalgèbre graduée cocommutative de type 

fini, libre comme %-module, concentrée en degrés s + 1, .  . . , N. Notons #C l'al- 

gèbre graduée commutative duale de C. Alors si N = min (sp - 1, s + 2p - 3), 

l'inclusion L(aP'C) L, UL(a-'C) = T(a-IC) induit une injection 

PREUVE: L'algèbre tensorielle T(u-l#C) est munie d'une différentielle combi- 

natoire d: 

Nous étudions l'action de certains éléments de %[In]  sur (T(a-'tic), d). Nous 

allons construire une famille (en)2Sngp-1 d'éléments de %[In] ,  idempotents 

(c'est-à-dire e i  = en), de signature 1, dont l'action sur T(u-l #C) commute à d 

(c'est-à-dire de, = en-Id) et satisfaisant à 

(1) enshn = sh,, 

(2) en est un polynôme Pn en sh, sans terme constant. 

Nous constatons que pour n < p- 1 le complexe T(a-'#C) se scinde par l'action 

de la famille (e,),>l en Tn(a-l#C) = enTn(a-'#C) $(Id - en)Tn(a-'#C). On 

a enTn(a-l#C) C shnTn(a-'ifC); écrivons shnTn(u-l#C) = enTn(a-lnC) $ 
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(Id -en)Tn(u-l#C)nshnTn(~-l#C). Appliquons en des deux côtés de l'égalité. 

Nous obtenons 

shnTn(a-'#C) = enTn(a-'UC) 

et Tn(a-'#c)/im sh, r (Id - en)Tn(a-'#c). 

Ceci entraîne l'existence de la rétraction 

Id - 
(R) Tn(a-'#C)/irn sh, - Tn(a-'#C) 4 Tn(a-'tfC)/irnsh,, 

(vérifions que la composée des deux flèches est l'identité: tout élément dans 

l'image de l'inclusion s'écrit a - e,(a), avec a E Tn(a-l#C); ainsi (Id -en)(& - 

e,(a)) = a - 2en(a) + ei(a) = a - e,(a) par l'idempotence de en). 

La flèche Horn,(Tn(o-' #C), a-l#C) H Horn(Tn(a-l#C), a-'#C) consiste à 

oublier qu'un morphisme a la propriété de s'annuler sur l'image de sh,. Par 

les isomorphismes de 3.6.4 et 3.6.8, on déduit que cette flèche est induite par 

l'inclusion 

L :  L(u-'C) -+ T(u-lC). 

La propriété (R)  passe en homologie et nous obtenons que 

Il nous reste donc à construire la famille (en). La construction se fait par 

récurrence: 

Posons ez = Sshz. Supposons avoir construit ez, . . . , enpi. Alors par hy- 

pothèse de récurrence, en-1 = Pn-l(shn-l). Posons 

1 
en = Pn-i(shn) + - (Id - 

~ ( ~ h n )  

où ~(sh,) = 2,-' (qui est inversible dans 3). On a bien €(en) = 1. Vérifions 

que en commute à d. On vérifie aisement que dsh, = sh,d. Alors 

de, = dPn-l(shn) + 2-,+'d(ld - Pn-l(shn))shn 

= P,-l(~h,-~)d + 2-"+l(ld - Pn-l(shn-l))shn-ld 

= en-id + 2-,+'(ld - en-l)shn-ld 

= en-id + 2-n+'(shn-l - en-lshn-l)d 

= en-id par hyp. de récurrence. 

Maintenant vérifions que en est idempotent; pour cela nous utilisons le "lemme 

de Barr" à coefficients dans 3:  
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Lemme 3.6.11 (Barr).  Soit u E %[En] pour n < p - 1 tel que son action sur 

T(u-'#C) satisfait à du = O. Alors 
1 

u = -€(u)CoEr, n! €(ch .  

La preuve de Barr [Bar, p316] s'applique sans changement. La restriction 

n < p - 1 provient uniquement du fait que n doit être inversible dans SR = 

[hl. 
SUITE DE LA PREUVE DE 3.6.10: Nous avons d e i  = ei- ld  = en-]d = de, 

par hypothèse de récurrence. Donc d(en - en) = O et par le lemme de Barr, 
1 2  e i  - en = - n ! ~ ( e n  - en) CuE,, E ( Q ~  = 0. 

Vérifions finalement que e,shn = sh,. Nous avons d(e,sh,-sh,) = en-idshn- 

dsh, = (en-lshn-l - sh,-1)d = O. Donc par le lemme de Barr, comme 
1 €(en) = 1, enshn - shn = , I ( ~ ( e n ) ~ ( ~ h n )  - ~(sh,)) xuEEn ~(bb = O. C7 

Iiiterprétatioii topologique 3.6.12. Soit X un objet fini de % - c w ~ ~  sans 

torsion homologique. Alors on a équivalence entre 

(1) X est %-formel 

(2) X est %-AH-formel. 

PREUVE: Nous avons vu en 3.6.5 (resp. 3.6.9) que les obstructions à la %-AH- 

formalité (resp. à la %-formalité) sont des éléments de Hoch "*(H*(x); H*(X))  

(resp. ~ a r r l l * ( ~ * ( ~ ) ;  H*(x))). D'autre part nous avons vu en 3.5.16.(2) 

que les 8: sont les images des Bi par le morphisme L,  induit par l'inclusion 

L :  L(u-l H,(X)) ~t T(aP1 H,(X)). 

Donc le théorème 3.6.10 entraîne que les p - 1 premières obstructions à la 

SR-formalité sont nulles si et seulement si les p - 1 preniières obstructions à 

la X-AH-formalité le sont. Mais d'après 3.5.16.(3) et 3.3.14.(2) si les (p - 1) 

premières obstructions sont nulles, elles le sont toutes. Ceci entraîne l'équiva- 

lence des deux notions de formalité. O 

Proposition 3.6.13. Dans la sous-catégorie de SR-C W Z ,  des espaces sans 

torsion homologique, on a le tableau suivant: 

(4) -1 j 1 formalité rationneile 1 



64 Chapitre 9. Formalité des CW-complexes de dimension finie 

Les réciproques de (1) et (4) sont fausses. 

PREUVE: Soit X un objet de %-cWZ1 sans torsion homologique, et X, son 

CW-complexe associé à structure cellulaire minimale. 

(1) Si (T(V), d) est un %-modèle d'Adams-Hilton à différentielle quadratique 

de X ,  alors (T(V),d) @ Q est un Q-modèle d'Adams-Hilton à différentielle 

également quadratique. 

(2) cf. théorème 3.6.12. 

(3) Cette équivalence fait l'objet de [Me] (c'est évidemment aussi un cas 

particulier de (2) pour 32 = Q). 

(4) est équivalent à (1). 

La réciproque à (4) est fausse: voici un contre-exemple tiré de [El Hl: soit S = 

(Sa V s i )  U]i[a,b] e6 U[a,[a,b~l e8. Dans ce cas % = Z[$] et L(S) = (L(a, b,c, e), d)  . 

avec a a  = db = O, dc = l l [a ,  b], de = [a, [a, b]]. Comme 11 n'est pas inversible 

dans 32, S n'est pas %-formel. Pourtant il est Q-formel. La réciproque à (1) 

étant équivalente à celle de (4)' elle est fausse aussi. O 

Proposition 3.6.14. L'espace projectif complexe ê P n  est %-formel. 

PREUVE: Soit C,RêPm le complexe des chaînes singulières cubiques sur R ê P m  

D'après 3.7.2 nous avons 

D'autre part, si x est un générateur de C,S1 nous avons 

où B est la bar-construction (cf. paragraphe suivant). Nous savons que OêPm 

S1 et donc C,RêPn Y C,S1. Soit a l'élément de C,RCPn qui correspond 

au générateur de C*S1. Nous avons donc un quasi-isomorphimse d'algèbres 

différentielles 

$: c * ~ c P ~ ? ( x % ,  O) 

qui envoie (Y sur x .  

De OB(x32, O ) ~ S ~ C , C F D ~  on déduit que (T(xi,  x2, . . . ), d) avec lxi 1 = 2i - 1 

et d quadratique, est un modèle d'Adams-Hilton de CPm. Comme ê P n  est un 

squelette de ê P m ,  son modèle d'Adams-Hilton est (T(x1, x2, . . . , x,), d) avec d 

quadratique; donc ê P n  est 8-AH-formel. D'après 3.6.12 il est %-formel. O 
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3.7. Le cas des CW-complexes avec 
torsion homologique. 

Rappels 3.7.1. Soit (A, d) une R-algèbre différentielle graduée commutative 

s-réduite (s 2 1) à différentielle de degré -1. La bar-constructioi~ B(A,d) 

sur A est définie par B(A, d) = (T(aA), D = dI + dE) avec 

;-1 
d ~ ( a a l  8 . .  . @ aa,) = - En t=1 (-1)'k=i l u a k l a a 1  8 . . . 8 udai @ . . . 8 aa, 

i - 1  
d ~ ( a a 1  8 . . , @ au,) = - Cy=i( - l )Ck=~ luaklual @ . . . @  ~ ( a ; - ~ a ~ )  8 . . . @  ua, 

Soit ( c ,  a )  une R-coalgèbre différentielle graduée cocommutative s-réduite 

(5 2 1) à différentielle de degré -1. Notons A sa diagonale. La cobar- 

construction O(C, a) sur C est définie par O(C, d)  = (T(u-'C), S = & + &) 
avec 

&(a- lc l  8 . .  . @ u-'c,) = -En ( - l )~; , : la- l~~ , - l  
i=1 cl @ . . . @ u - ~ ~ c ; @ . . . @ u - ~ c ,  

+ l  
&(a-'cl @ ... @a-'c,)  = - C;=l( - l )  k= l l~ - l~ Iu - 'C l  @ . , .  @ 

@(a-' @ u - l ) o ~ ( c ~ )  @ . . . @  o- la ,  

Remarquons qu'en tenant compte de la structure de coalgèbre de l'algèbre ten- 

sorielle, utilisée dans la preuve de 3.6.8, les deux constructions fournissent 

des algèbres de Hopf: B(A, d) est commutative et O(C, 8) cocommutative. 

D'autre part, aussi bien B que O sont des foncteurs qui envoient des R-quasi- 

isomorphismes entre objets projectifs comme R-modules (cf. 1.4.1), sur des 

R-quasi-isomorphismes. 

Soit X un CW-complexe s-réduit (s >, 2) et f2X son espace de lacets. Soit 

(C,QX, aux) le complexe des chaînes cubiques singulières de f2X (cf. 3.1.5); 

il porte une structure d'algèbre induite par la composition des lacets de RX à 

travers Eilenberg-Zilber: 

CkRX @ Cef2X ---t Ck+ef2X x RX. 

D'autre part (C,X,dx) porte une structure de coalgèbre pour la diagonale 

induite par la diagonale topologique. 
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Proposition 3.7.2 [F-H-T, th. Il. I1 existe un R-quasi-isomorphisme d'algè- 

bres $x, naturel en X 

Théorème 3.7.3. Soit X un objet de S R - C W ~ ~  sans to r s ion  homologique.  

Alors les conditions suivantes sont équivalentes: 

(1) X est R-formel; 

(2) Il existe des R-quasi-isomorphismes d'algèbre 

où C * X  est l'algèbre des cochaînes singulières cubiques de X et (T(V), d )  une 

%-algèbre tensorielle munie d'une différentielle de degré + l .  

PREUVE: i. (1) + (2) D'après 3.6.12 la R-formalité est équivalente à la SR-AH- 

formalité. Donc par définition il existe un SR-quasi-isomorphisme 

et donc, en appliquant [F-H-T, prop. 2.141, 

B(T(u- 'H*(x)),  Si) A B(C,RX, a ~ x )  

par 3.7.2 z 1 

Ainsi nous avons une suite de %-quasi-isomorphismes 

En dualisant, et en prenant des relèvements successifs, on obtient 

où (T(V), d) est une R-algèbre tensorielle munie d'une différentielle de degré 

+1. 
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ii) (2) j (1) En dualisant 

(C'X, dx )  A (T(V), d) " * (H*(X), O) 

nous obtenons (en notant #V = Hom(V, %) et td la transposée de d), 

et donc par propriété du foncteur cobar-construction 

n ( c , x ,  ax)  = + o(T(#v), A o(H,(x), O )  

En écrivant O(H,(X), O )  = (T(u-l H, (X)), 61) et en relevant, nous obtenons 

O(C*X, ~ ) E ( T ( u - ~  H*(x)), 61) 

D'après 3.7.2, nous avons 

et donc par définition, un %-modèle d'Adams-Hilton de X à différentielle quadra- 

tique. O 

Remarque: La condition (2) du théorème 3.7.2 garde un sens si H,(X) a de 

la torsion, d'où: 

Définition 3.7.4. Soit X un objet de %-CWzl.  Alors X est dit %-formel 

s'il existe des %-quasi-isomorphismes d'algèbre 

où C*X est l'algèbre des cochaînes singulières cubiques de X et (T(V), d) une 

%-algèbre tensorielle munie d'une différentielle de degré +l .  

Proposition 3.7.5. Les espaces de Moore sont %-formels. 

PREUVE: Soit M un espace de Moore, avec H*(M) = [ z ] Z / p Z  en i et O sinon. 

Soit (C'M, a ~ )  le complexe des cochaînes singulières cubiques (3.1.5) de M. 

C'est un complexe de cochaînes %-libre. Nous allons construire en même temps 

les deux %-quasi-isomorpismes de la définition 3.7.4 par récurrence sur le degré. 

Soit W la %-algèbre définie par 

y% en degré i 

x% en degré i - 1 et xy = O, dx = py.  

O sinon. 
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Nous avons des flèches 

où (Cell*(X), dc,ll,x) est le complexe des cochaînes cellulaires de X. Ces flèches 

sont des 92-quasi-isomorphismes d'algèbres de cochaînes. Prenons un modèle 

(d'algèbre différentielle graduée) (T(V), d) de (W, 6). Alors 

D'après [Mau,4.4.21-221 on a un morphisme 8: c ~ ~ ~ , ( x ) ~ c * x  et donc 

c ~ ~ ~ * ( x ) E c * x :  et d'après [ o p .  cit.,8.5.6] ce inorpl-iisme coinrnute aux pro- 

duits. Après relevement, on obtient 

et donc que M est %-formel. 

Proposition 3.7.6. Un bouquet de CW-complexes %-formels est %-formel. 

PREUVE: Soient Xi ,  X2 deux CW-complexes %-formels. Alors 

Puisque les espaces sont W-formels, nous avons (T(V1), dl) et (T(V1'), dl1) quasi- 

isomorphes en même temps aux complexes singuliers et aux cohomologies. Con- 

sidérons (T(V1)$ T(VU), dl+ d") comme algèbre différeritielle graduée en posant 

v ~ v ~ ~  - - O,dlv" = d"v1 = O pour tout v' E T(V1) et v" E T(V1'). Alors nous 

avons des %-quasi-isomorphismes d'algèbres 

Soit (T(V), d) un modèle de (T(V1) $ T(V"), dl + d"). Nous avons alors des 

92-quasi-isomorphismes 

et donc Xi V X2 est 92-formel. La preuve se poursuit par récurrence pour un 

bouquet de n CW-complexes. 
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Corollaire 3.7.7. Les suspensions de %-CWZ, sont %-formelles. 

PREUVE: D'après [ D w ~ ,  p. 1681 toute suspension s-réduite a le même type 

d'homotopie modérée qu'un bouquet d'espaces de Moore. D'après 3.7.5 et la 

proposition, ceci entraîne le résultat. 

Définition 3.7.8. Soit X , Y  des CW-complexes 1-connexes et p un nombre 

premier. Notons Z(p) l'anneau des entiers, localisé en p. Une flèche f :  X -+ 

Y est une p-équivalence d'homotopie (notée = ou q,) si elle induit un 

isomorphisme de Z(p)-modules 

Reinarque 3.7.9. Soit X, X'  des objets de R-cWZltels que H,(X), H,(X1) 

soient sans torsion et soit f :  X -+ XI un R-quasi-isomorphisme. Alors f est une 

péquivalence d'homotopie pour tout p non inversible dans 92. 

Définition 3.7.10 [Anl].  Un CW-complexe 1-connexe est dit p-minimal si 

en chaque dimension ses cellules sont en bijection avec une base de l'homologie 

à coefficients ZlpZ. 

Proposition 3.7.11 [Anl].  Pour tout CW-complexe 1-connexe X il existe un 

CW-complexe p-minimal X, et une p-équivalence d'homotopie m: X + X,. 

Définition 3.7.12. Soit X un CW-complexe R-local 1-connexe et p un premier 

non inversible dans R. Un p-modèle d'Adams-Hilton de X est ( T ( V )  @ 

Z / p Z ,  d 8 lzlpZ), où ( T ( V ) ,  d) est un R-modèle d'Adams-Hilton de X. 

Proposition 3.7.13 [Anl].  Un CW-complexe est p-minimal si et seulement 

s'il admet un p-modèle d'Adams-Hilton à différentielle décomposable. 

Proposition 3.7.14. Soit X un objet de 3-cWZ,,  tel que H,(X) soit sans 

torsion. Si X est à structure cellulaire minimale, il est p-minimal pour tout p 

non inversible dans 3 .  

Corollaire 3.7.15. Soit X un objet de R - c w ~ ~ ,  tel que H,(X) soit sans 

torsion. En combinant 3.2.8, 3.5.3 et la proposition précedente on trouve qu'il 

existe pour tout p non inversible dans R un objet Xm,p de la même catégorie qui 

soit pminimal et péquivalent homotopiquement à X ,  c'est-à-dire 3.7.11 dans 

le cas particulier des CW-complexes sans torsion homologique. 
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PREUVE: Si X est à structure cellulaire minimale, L(X) est à différentielle dé- 

composable et donc UL(X) aussi. Mais d'après 3.1.14.(ii), ce dernier est un 

SR-modèle d'Adams-Hilton de X et donc UL(X) @ Z l p Z  un pmodèle d'Adams- 

Hilton de X (rappelons que p n'est pas inversible dans SR). UL(X) @ Z/pZ est 

à différentielle décomposable et donc X est pminimal. 

Définition 3.7.16. Par analogie avec 3.5.12, un CW-complexe X 1-connexe 

est dit p-AH-formel s'il admet un p-modèle d'Adams-Hilton à différentielle 

quadratique. 

Propositioii 3.7.17. Soit X un CW-complexe fini de % - C W ~ ,  et q un pre- 

mier tel que l /q  $! 3. Supposons que Tor(Hi(X), Z/qZ) = O. Alors si X est 

%-formel, il est q-AH-formel. 

PREUVE: Par définition de la %-formalité, nous avons 

d'où, comme Tor(H*(X), Z/qZ) = 0, 

et enfin H*(X) 8 Z/qZ 2 H*(X; Z/qZ). D'après [ElH,p.l8] si H*(X; Z/qZ) 
est de type fini, ceci équivaut à la q-AH-formalité de X.  O 

Remarque: Le problème se pose maintenant de traduire cette définition de 

%-formalité dans SR-DGLAQ-I. Nous allons apporter des éléments de réponse. 

Définition 3.7.18. Soit X un objet de 3 - c W ~ , .  Filtrons L ( X )  par la 

longueur de crochet et prenons le ler étage de la suite spectrale associée à 

cette filtration. En appliquant le théorème de perturbation 1.3.7 nous obtenons 

où W est un module bigradué libre et 4, S, des 8-quasi-isomorphismes tels que 

El 4 = II>. Alors on dira que X est d e  type  F1 si on peut choisir T superff ue 

(cf. 1.2.21, autrement dit si (L(W), d + r) et (L(W), d) sont dans le même type 

d'homotopie 8-modérée. 
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Proposition 3.7.19. Si X est tel que H,(X) soit sans torsion, alors la notion 

de "type FI7' coïncide avec celle de '%-formalité77. 

PREUVE: Si H , ( X )  est sans torsion, d'après 3.2.5, il existe dans le même type 

d'homotopie modérée que X un CW-complexe X,. Reprenons le diagramme 

(1) pour X,: L(X,) est à différentielle décomposable. Donc si nous notons 

L(Xrn) = (L(V)' 8)' 

où 81 est la partie quadratique de d. Mais alors on peut prendre S, = Id et 

r = d - di,  4 = Id .  Donc si X est de type FI, c'est-à-dire si r est super- 

flue, (L(V), a )  est dans le même type d'homotopie %-modérée que (L(V), dl)  

et réciproquement. Mais ceci est équivalent à dire que X et Xf (qui est la 

réalisation de (L(V), dl)) sont dans le même type d'homotopie X-modérée c'est- 

à-dire que X est %-formel. 

Remarque  3.7.20. Si H,(X) a une partie de torsion non nulle, il est impos- 

sible de trouver (L(W), d) dans le type d'homotopie de L(X) avec d décompo- 

sable. 

Proposition 3.7.21. Les espaces de Moore ne sont (en général) pas de type 

F1. 

PREUVE: Si M est un espace de Moore, la différentielle de L ( M )  est linéaire. 

Donc le terme El de la suite spectrale associée à la longueur de crochet, n'est 

autre que l'homologie de L(M). Alors la définition de type FI ,  coïncide avec 

celle de coformalité modérée. Mais on a vu dans 2.3.6 que les espaces de Moore 

ne sont pas (en général) coformels et donc ne sont pas de type F1 non plus. O 

Commentaire 3.7.22. Le type F1 se revèle être un mauvais candidat pour 

une notion de formalité dans !R-cWZ1, car il ne recouvre pas les espaces de 

Moore. 

En calculant les premiers termes d'une déformation d'un espace de Moore 

ou d'un produit d'espaces de Moore on constate que celle-ci peut être choisie 

linéaire (sur les termes calculés). 

3.7.23 Question ouverte. Soit L(M) = (L(x, y),dy = PX) un modèle 

d'espace de Moore. Notons (L(W), d) un modèle de E1(L(x, y), d)  et (L(W), d+ 

r )  son déformé. La déformation r peut-elle être choisie linéaire? 
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Définition 3.7.24. Soit X un objet de % - C W ~ ~ ,  notons L(X) = (L(V), a) 
et soit (L(W), d) un modèle de E1(L(W), d) et (L(W), d + r )  son déformé. On 

dit que X est de type F2 s'il existe (L(W1),d + T')&(L(W), d + r ) ,  avec 

Proposition 3.7.25. Si X est de type F I ,  il est de type F2. 

PREUVE: Si X est de type F I ,  alors (L(W),d + r )  est dans le même type 

d'homotopie que (L(W), d) et donc on peut prendre r' = 0. O 

Remarques 3.7.26. 1) Si la réponse à la question 3.7.23 est affirmative, les 

espaces de Moore seront de type F2. 

2) En prenant !J? = Q, les types F1 et F2 sont chacun équivalents à la formalité 

rationnelle. 

3.7.27. Soit AH + H,(X) une 92-résolution par des modules libres de H,(X); 

on remarque que le degré maximal dans AH est < N car H N  est sans torsion 

(il n'y a pas de cellule en degré N + 1). Soit (L(V), d) = L(X) un %-modèle 

cofibrant de X(X); on a une équivalence faible $: AH -+ (V, do) qui d'après 3.2.1 

induit une (R,)-équivalence faible 

L($) : L(AH) -t (L(V), do). 

Construisons un 8-quasi-isomorphisme, 

( L ( A ~  @ W), D) + (L(v) ,  do) 

d'après le théorème de perturbation 1.3.7, il existe r tel que 

soit un 92-quasi-isomorphisme aussi. Comme précédemment, (cf. 3.2.2)  AH) C 

L(AH). 

Définition 3.7.28. On dit que (L(V),d) est de type F3 s'il existe r tel que 

 AH) C L'(AH). 

Remarque 3.7.29. Les suspensions (donc les espaces de Moore) sont de type 

F3. Il reste, pour cette étude, à montrer que ces notions (FI,  F2, F3) sont des 

invariants du type de 92-homotopie et à déterminer laquelle correspond à 3.7.4. 
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Appendice 

M~spraopNq ouvruxrx6rqra xai suxrx6rqra rOv 
CW-oupxhcyparwv x~xcpaopÉvqq 6r6oraoqq. 

'H &hy&pprx< roxohoyia &vr~ororx&i àhy~pprxkç 6opÉç oro6; roxohoyrxo6ç xh- 

pou<. 0; 8opÉç a6rÉç pnopoûv v& p&h&rq~oÛv &i)xoh6r&pa xai oi nhqpocpopi~ç no6 

nsprÉxouv püç ExrrpÉnouv pia xar&racq rov  ronohoyrxGv xhpov. "Ooo nr6 noh- 

AÉç nhqpocpopisç àvrhoûpc àn6 r06ç roxohoy~~06ç  xhpouç, 1600 n16 xoh6nhox~ç 

xai 86oxpqorsç yivovrar oi àhy&pprxÉç 6opÉç. Xp&r&<ovsar horx6v ûeopis; no6 

v& p~racpkpouv r4v xr6 nohl4 nhqpocpopia Xpqorponor&vraç ri< 1116 EtnhÉç 6opÉç. 

"Eva 8~pchrW6cs p?pa np6ç a6r4 rrj xars6Ouvoq ~ X ~ V E  6 NT. K O U ~ ~ E V  or6 

"Rational Homotopy Theory"   QU^]. Crrj Gqpooisuoq a h 4  o u o x ~ r i < ~ r  r d & -  

orrx& oÉ x&9e (2-àvqyrÉvo) nX~yparrx6 xopo (xai &pu oÉ x&O& 1-ouvacprj rono- 

hoyrx6 xopo) pia (1-àvqyp6vq) 8rapaûpropÉvq 8racpoprx4 Cihysppa Aq xai, àvri- 

orpoya, ~~xrvWvraç  hn6 pia GrapaûpropÉvq Gracpoprxrj &hyeppa A?, xaraoxeu&<er 

Eva nhêyparrx6 x o p o  CuvOÉrovraç aijro6ç ro6ç 860 reheorÉç, cixoxrüp~ Éva vÉo 

nAcyparrx6 OUVOXO or6v 7810 r6n0 pqrîjç Ôporoniaç, Bnoç r 6  à p x ~ x 6  nX~yparrx6 

ouvoho. 

'O ~ 6 x 0 ~  pqr?ç 6poroniaç Ëivar xpooÉyyroq roü r6nou 6poroniaç: 660 xopor 

dvar roü ;Grou r6nou pqr?ç 6poroniaç, Brav ouv8Éovrar pÉoo prüç hxohouûiaç 

popcpropOv no6 nap&youv i>pohoyrxoUç ioopopy~op06ç pÉ pqr06ç ouvr~heorÉç. 

'H Evvora a6r4 rçpoqavoç 8Év É<aprüsar hx6 r6 rpijpa orpÉ+?ç rOv 6p&80v 6p0- 

-conia< xai Eror LX. &a< xOpoç Y A ï X ~ p ~ ~ p y ~ - M & ~  AÉvv K ( Z / p Z ,  n) ~ a u ~ i ~ ~ ~ a r  

np6ç &a o q p ~ i o .  

'O rshso-crjç roû KouïjX~v ~ T v a r  &pxer& noXunXoxo<. o r6  nh~yparrx6  o6voho X 

&vr~oro ixoûp~  npOra rrjv 6p&8a pp6xwv rou GX xai psr& r6v xX~yparix6 8a- 

xr6hio i>p&6a< QGX. Cuprçhqp~voup~ r6v QGX yr& v& hnoxrrjooupe pl& nhrjpq 



nheyparrxj 3hyeppa X6ny ~ N E L  p6v0 vol nolpoup~ TOV iJnoxOpo TOV OLp~Éyovov 

ysvvqr6pwv xai vol xavovrxoxorjooupe yrol vol ànoxrjooup~ r jv  <qro6psvq BraPaB- 

propÉvq Brayoprxj 6Xysppa A? A(X). 'H oUvropq aUrj neprypayj Baixvsr 8rr pia 

6psoq x a r a o x ~ u j  BÉv Bol pü< PoqûoUo~ or jv  àxprpj n~prypayj  rcapa8~~yp&rov. 

TIap'BXa aijrol, 4 Bqpooisuoq aUrj roi, KouIjhsv ~ E P L É X E L  h a v  rp6n0 p~hÉ~qc; 

rOv TUTIOV pqrTjç Ôporoniaç roi, 6noiou 4 xpqorp6rqra i<raoppon~i r4v nohunho- 

x6rqra roi, rsheorj A. 'H xarqyopia rGv Sraj3aOp~opÉvov 8iayoprx~v CrhysppGv 

AIj tpnsprÉxsr Oka rol ouo~ar~xol rol ànapairqra yrol 56v bp10p6 pràç bporoniac;: 

x6kv8p0, povrÉha xai ywrxhrspa prol Bop4 xherorTj< xarqyopiaç pÉ povrÉXa. 

"Esor r6  x6pro B~hpqpa roi, KouljXo~ Bra~unhv~rar O< i<ijç: oi OporonrxÉ< xa- 

rqyopieç no6 àvr~oror~oüv oriç xarqyopieç (2-6vqypÉvov) nhsyparrxGv ouv6hov 

xai (1-àvqypÉvov) BrapaûpropÉvov Bracpoprxov cihysppGv ATj dvai io6popysc;. 

"Aç En~oqpolvoup~ Or1 TOGO àn6 &hysPprxIj< Ooo xai àn6 ronohoy~xijç nhsuptïc; 

Vn&pxouv Evvorcç bpol6ov 6pohoyiaç, &hysPpGv ouvopohoyiac; xai CtAysppGv A? 

6poronia<, O L V ~ ~ ~ ~ O ~ X O ~ V  ps~aE6 SOU;, xai elval dvahhoiora TUTCOU pqrTj< Ôporo- 

niaç. BÉPara, û~hpqoq pias rGv  EvvorGv aUrGv 8Év &no8is&r ysvrxol bh6xhqpo 

r6v süno pqrijc bporonia<. AR, pnopoi,pc n . ~ .  vol àvaouorjooups r6v ri,rro pqrTjc; 

6poroniaç roi, X àn'rjv 6hysPpa ATj 6pororriaç. 

Crjv Epyaoia aUr6 BsopoUpz ànoxhsrorrx& r jv  napouoiaoq sr& pÉow Bracpopi- 

xov &hys/3piiiv A? àhh6 4 iosoprx4 aUrj &vaBpopj f3ol qrav no16 EhXin4ç &v 6iv 

àvayÉpape r jv  Epyaoia TOÜ ColXhrPav. Crjv Bqpooi~uoq [SU] napÉxsi r jv  dvaxa- 

poloraoq roi, r6nou pqrijc; 6poroniac; rOv nhsyparrxGv (pq6&vo86vaPwv, rrenepa- 

U ~ É V O U  ~ 6 x 0 ~ )  X ~ P O V  pi00 P ~ T G V  ~LCZP~~J~LO~ÉYOV &VTL~ET~@ETLXGV ~LC((POPLXGV 

6hyePpOv. Kai o'aijr6 r6 nhaioro Unolpx~~ T E X E U T L X ~  àvrioroi~ia (Un6 T$V popy$ 

<euyou< ouvqppbov reheorOv). drrioqc; 6pi<asar Bopj xhsrorTj< xarqyopiaç pÉ po- 

vriha no6 Enrrpinsr r6v Ôprop6 Oporonia< (8pa [B-G]). Mia nspihq+q Ppioxsrai 

or6 [Dl 8nou yrol nphrq yop& ouvavrolpe r j v  Evvora rijç rurcrx6rqrac;. 

Crjv napouoiaoq roü C&hhr/3av 6 6prop6q roi, rumxoU xopou G~aruxhvsra~ 

sîixoha: Ëvaç xGpo< X dvar runrx6< Crv 6 àhyePprx6ç &vrrnp6oon6< rou d v a ~  

roi, iBiou runou bl~oronia< pÉ T$V P ~ T I ~  6hy~Ppa ouvopohoyiaç TOU. MÉ 6hha 16- 

yra, runrx6< ~ O p o ç  dvar aUr6ç roü Onoiou b ri,no< pqrTjç bpororria< xaûopi<srai 

nh4p0< an6 r jv  GXyePpa ouvopohoyia< TOU. 

Aua6ix&, i)pi<oupe ~ U V T U ~ L X O ~ <  xOpou< oolv xhpou< TGV bnoiov 6 ri,no< pqrTj< 

bpo-ronias xaûopi<srar àn6 r6v  &Ay~ppa Aij 6po-ronia< TOU<. Csjv napouoiaoq 

roü Kouijh~v, aÛr6 ioo8uvap~i pÉ r6  yayov6~ 8rr 4 &Xys/3pa A? X(X) no6 àvrroror- 



XE; or6v ~ G p o  X dvar roü <Brou rbnou Uporoxia~ pÉ rljv a h y ~ p p a  Aij 6pohoyiaç 

rq<. 

E i 6 a p ~  ijrr pÉ rljv xaraoxeulj roü C&hXrPav oi runrxoi ~ G p o r  Èxcpp&<ovrar EU- 
xoha. pnopoüv 0poç v& xapaxrqproûoüv irrioqç pÉoa or6 rrhaioro roü I<ouijXsv. 

"As ànooacpqviooup~ npGra ri< PaorxÉ< &VOLE< roü povrÉXou xai roü EX&x~orou 

povrÉhou: Ëva povrÉho «roÜ KouijXw» b 6 ç   opo ou X clvar pia SrapaûpropÉvq 

Biacpoprxlj ahye/3pa Aij, Éh~bûspq o&v CrXy~ppa Aij xai roü <Brou rbnou 6pororria< 

pÉ r4v A(X). "Eva povriho ÀÉyarar Eh&xroro, Civ r6 Gtacpoprx6 rou BN EXEL ypap- 

prx6 pipoç. K&Qa rrhsyparrx6< 2-&vqypÉvo< xOpo< BÉxerar ih&xroro povrÉho. 

Abo Éh&xrora povriha roü isiou  opo ou dvar io6popya. 

'O Z. M. Aspaip [Lein21 &rro6~rxvbsi 6rr Ëva< xGpo< dvar runrxoç, %v xai 

p6vo Crv BÉxsrar &a povriho pÉ xaûap& rsrpayovrx6 Gracpoprx6 (6qh. riroro 

&ore r6 Bracpoprx6 Èv6ç yevvljropa yr& T ~ V  &op{ &hy&Ppa< Aij VOL Excpp&<&rar O&V 

ypapprx6~ ouvB~aopO< &yxuXOv pljxouç 2). O& p ~ h ~ r l j o o u p ~  horn6v ri< E V V O L E ~  
sij< rurçrx6rqra< xai ouvrunrx6rqraç G r &  pkoou rijç ûsopiaç roü KouijX~v, xai 

p&hrora o'Ëva ~EVLXOTEPO nlaioro: zi)ç ,u~ze~aapÉvv< opozo~iac. 

'H B~opia aUr4 ywv~jeqxe p i  r6 iipûpo ''Tame Hornotopy Theory" [Dwl] roü 

B. Tc. Nrp&ü~p. XpqoiponorGvraç raur6xpova rljv xaraoxsulj roü KouijÀ~v 

xai riç &Ày~/3pe< Aac&p, 6 Nrphü~p xaraoxsu&(&r pia «yÉcpupa» (no6 oqpsro- 

voups n&vra A) &v&psoa orljv Ü~ysppa xai rljv rorrohoyia, ouvGÉovra< ro6ç (3- 

&vqy~Fvous) rrhsyparrxo6ç ~Gpouç p i  riç (2-&vqypive<) &xÉpar&ç SraPaûpropÉvsç 

Gracpoprx&< Cihyeppsç Aij. "Eror ppiox~r Ëvav rürro Opororria< nr6 xror6 or+ àxÉ- 

par? Oporonia an6 r6v Ctvriororxo sijç pqrij< 6poronia<: r6v rürro pcrpraopÉvqç 

6posoxia< (bn&vûupi<oup& r6v 6prop6 TOU 1x6 2.1.13). '0 rürroç aûr6ç 6<ap?6rar 

6x6 Ëva pÉpoç rijç orpÉ+qs TGV 6p&Gov 6poroniaç, no6 rr~propL<~rar oriç Graor&- 

osrç yr& sic Bnoies fi &vqypÉvq Gbvapq Cr?vpovr Elvar r~rp~ppÉvq. 'H 2-~rpÉ+q 

r r . ~  6Év ~ ~ < P ~ V ~ < E T U L  nap& p6v0 orljv npOrq 6pOLGa Opo~onia<. 6 3-orpÉ+q Ev6ç 

3-&vqypÉvou nh~yparrxoü XOPOU oxorhverar oriq 6p&8sç Graor&osov Crvo soü 6. 

"Av r6 pcyahbr~po pÉpo< T ~ V  TEXVLXOV ?fi< pqrijç bpororriaç Écpapp6c~rar xai 

orljv p~rpraopNq Oporonia, Cr< irr~oqp&voup~ 8rr bpropN~< BÉv Ucpioravrar nr&. 

'H napoucria K.X. bpohoyrxijç orpÉ+qç EVOc  opo ou X pôracpp&<~rar or6 Ènin~Bo 

rov povrÉÀov pÉ rljv Epcp&vroq ypapprxoU pÉpouç roü Bracpoprxoü xai 4 Evvora 



Tc5 nporo xecp&Xa~o &vacpÉp~ra~ or4 O~opia rapaxqç 8rapaOp~opÉvwv Gracpopr- 

xov &AyeppGv A?. 'H Oeopia rapax?ç E p < ~ a v i < ~ r a ~  Tj8q or~jv npooiyyroq rOv 

rrpophqp&rov runrx6rqra< xai ouvrunrx6rqra< rov [Fé], [H-SI, [La], [Ta]. 'H 

âpx4 rq< elvar O< &<fi<: inavappioxer r6 Ex&orore paOqparrx6 &vrrxeip~vo ( n . ~ .  

&vav ronoXoyrx6 xopo) rap&<ovra< Na ành6 âvriororxo &vrrxeip~vo (LX. Riav 

runrx6 Tj ouvsuxrxb xGpo pÉ r6v L8ro rüno àporoniaç). T6 àvrrxeip~vo no6 $SET&- 

< o u p ~  ipcpavi<erar XornOv o&v napÉxxXroq rr/ç xavov~xfj< xar&oraoq<, nappixhroq 

no6 p~rp6pe  p i  rr)v po4Bera iv6s o r o ~ x ~ i o u  &)iyepprxijç &op?<, no6 ouxva ~uxaivsr 

v& elvar pia ZSrairspq xh&oq auvopoXoyiaç. 

Oi cpaoparrxiç &xohouOi~ç &norshoUv Eva xapaxrqprorrx6 nap&8erypa npooÉy- 

yroqc. &< UnwOupiooup~ p i  Xiya X6yra r4v xareuOuvrfipra i8Éa: <exrv6p~ pi: pia 

Grühropivq Gracpoprx4 80p4 L. 'H 80p4 aUr4 àpi<er pia &xoXouOia 8rnXo8rapaûpr- 

opkvov &vaX6ywv 8opGv Er(L) ,  no6 &vs~xaronrpi<ouv p i  aUSav6p~vq nror6rqra 

r4v ouvopohoyia rïjç L. 'Acp'qc orrypijç ÉnrAÉ<oupe r4v r ~ p $  TOU 8~ ix rq  r ,  )ci 

p~XÉrq rïjç L dvar nXÉov p~XÉrq ~apaxijç Girrh08ra/3aBp~opÉvov 8opGv. T6 Epyo 

a h 6  EXEL 383 ~ V Y T E ~ E ~ ~ E ~  an6 TOU< X & ~ E ~ L V  xai TavpÉ [H-T] or6 nhaioro rGv 

& V T L ~ E T ~ @ E T ~ X ~ V  8raPaOp~opÉvov 8rayop~xOv &Xyej3pGv. r6 p~racpipoup~ EGO oriç 

GrapaûpropÉveç Gracpoprxiç &hy~Ppeç Aij sOv àxoiov oi ouvrehsori< &v$xouv o'&- 

vav âvrrp~raOer~x6 Gaxr6Xro R. S E X L V ~ ~ E  hn6 Eva (Grnho8ra/3aOp~opivo) ~ O V T É X O  

rij< Er(L) ,  xai rap&<ovraç r6 8racpoprx6 (xai r6v popcprop6, 6pa 1.3.7) xara- 

ox~u&<oupe Eva (8rühiopÉvo) povrÉXo r?< L. "Av 8ÉXoup~ v& &va<pepûoüpe or4v 

x)iripocpopia no6 neprix~rar os6 povriho, 6 Gra8rxaoia a874 Énavacpipsr 81& pioou 

rïj< rapa~ijç,  r4v xhqpoyopia no6 ~Ctv~rar  ijrav nepvO(p~ or6v r-oorb Opocpo rïjç 

cpaoparrx?< r*xohouOia<. T6 xscp&Xaro elvar &cprepopÉvo or4v &rr68er<q a h 0 6  roü 

O E O P ~ ~ U T O < .  

'H Evvoia rij< (p~ze~aupÉvqq) a v v z v ~ ~ ~ 6 z q z a <  no6 xporeivoupe 0x6 GeUrepo 

xscp&haro napouor&<ssar p i  cpuorxb rp6no os6 nhaioro perpraopivqç Oporo- 

nia<: pia 8rapaOp~opivq 8racpoprx~j 6hyePpa Aïj L dvar ouvrunrx4 Cxv ~7var roü 

i8rou r6nou àporoxia< pÉ r4v Cxhyeppa Aij àpohoyia< sqç. 'H oxÉoq pÉ r6 npOro 

xscp&Aaro cpavcphveral 816 pioou iôrairepq< Gr6Aroqç rTj< L no6 &noxrap& i*v 

Bswp4ooupe 8r1 ijka s& ororx~ia  ~ T v a l  8cüXiorrxoU pa8poU O,  xai &V EnihÉ<oup~ 

r = 1. 'H rupaxfi no6 napÉxarar &no sc5 npGro xecpolharo perp&er horn6v r4v 

p ~ - o u v ~ u n ~ x 6 r q r a  rijc L. C&v napa8~iypara &< &vacpÉpoupe OTL oi ocpaLpe< xai 

r& yrv6pwa x&pov sGv "Aïhwpnapyx-Max Aiqv dvar perpraopÉva ouvruicrx&. 



'Avriûera, oi &vaprrjosr< 6Év dvar ouvrjûoç &a< ~ O p o ç  Mo6p roü 6rroiou f i  
6p&6a 6pohoyiag EXEL orpÉ+q 6Év dvar psrpraopba ouvruxrx6<. 

IIaipvovraç CW-ouprchÉypara rrsrrspaopbq< 8r&oraoqç, prropoüp~ Y& ipya- 

o û o ü p ~  pÉ ouvr~hsorkç no6 Y& &vrjxouv 6x1 o É  N a  o6o~qpa  Gaxruhiov Kxoç 

orrjv rrspirrrwoq sfjs psrpraopEvqg 6pororriaç, &hl& oÉ Nav povaGrx6 Gaxr6Xro 

R: r6v Gaxr6ko roü ouorrjparo~ no6 àvrrororx~i orrjv psyah6rspq GrCtoraoq roü 

ourrhiyparoç. AUr6 Exavs 6 'Avix or6 [An31 Onou à v r r o r o r ~ ~ i  (pTj-rshsorrx&) 

o É  x&ûs CW-06prrhsypa X pia %-hhysppa A? L(X) rfjç 6iroiaç f i  nsprp&hÀouooa 

hhyeppa 92-povrÉXo rWv yAvrapç-Xihrov roü X. 'Avarcr6oooup~ r6 rpiro 

xô<p&haro o'aUr6 r6  rrhaioro. OsopWvras p6vo CW-oupxXÉypara pÉ 6pohoyia 

Gixos ospi+? àrroxrEps &rrorsXÉopara xai Êvvor~ç àv&hoyss pÉ rrjv rrspirrrooq rfjç 

p q s f j ~  bpororriaç: ÜrcapE;q xai pova6rx6rqra Éh&xrorou povrihou, pia ivvora R- 

rurrrx6rr,raç xai pia àxohouûia.iprro6iov orrjv R-rvrrrx6rqra TIOU a x o r ~ h ~ i r a r  &n6 

xh&osrç ouvopohoyias roü Xapproov. C&v rrapadsiyparz &vacpEpoupc ris acpaip~~,  

ris GÉopss xai yrv6psv& rous, xaûoç xai r o 6 ~  pryaSrxo6ç npopoXrxo6ç xhpouç. 

"Errsira orpsy6paors xp6ç ris. ravuorrxÉ< hhysppsç. npciypari, Bsopovraç 

(Orro< rrpoqyoupÉvoq) 8-Evrorrropiva CW-ouprrhiypara xexepaopivqç Gr&ora- 

oqç xopis 6pohoyrxrj orpÉ+q, &rroxrÜpa 6xorshÉopara oÉ &vaXoyia pÉ r& npoq- 

y06pwa: rrjv UxapEq xai pova6rx6rqra i v 6 ~  ih&xrorou ~ O V T É X O U  TOV "Avrapç- 

Xihrov, pia &vora SR-AH-rurrrx6rqraç xai pia àxohouûia Eprr06iov orrjv %-AH- 

ruxrx6rqra no6 &rrorshsisar àrr6 xÀ&osr< ouvopohoyiaç roü X6xorhvr. 

'H o6v6aoq &v&psoa oriç 660 rrpooeyyiosrç ixrsvyx&v~rar or6 Osopqpa 3.6.8 

Onov ~ ~ T O ~ E L X V ~ O U ~ E  O n  o É  6p~opÉvouç PaûpoUç Urr&pxsr Naç povopoprp~opOç 

sfjç ouvopohoyias roü X&pproov orrjv ouvopohoyia roü X6xorhvr. Tb àxorÉ- 

haopa aUr6, no6 Errsxrsivsr r6  àvriororxo orrjv pqrrj rrspirrrooq &rrorêheopa roü 

MÉph [Me], p" ÉrrrrpÉrrsr v& & T [ O ~ E ~ < O U ~ E  KTL oi EVVOLE< %-ruxrx6rrjraç xai 8 -  

AH-runrx6rqraç &?var ioo66vapsq. 

Crrjv rrap&ypacpo 3.7 0swpoüpa Evav hhho 6prop6 R-rurrrx6rqraç CW-ourxhsy- 

p&rov x~rrspaopivqç Grolosaoqs, no6 ~pqorponorsi srjv 6hy~ppa xuprxWv i6rarrÉ- 

pov ovvahuoi6ov xai rrjv Crhysppa ouvopohoyiag roü CW-ouprrhÉyparoç. AUr6ç 

6 6prop6g i x ~ r  r6  xpoo6v v& irrexrsivsra~ orri rrepixrooq rWv CW-ouprrhsyp&rov 

pÉ 6pohoyrxrj orpÉ+q. 'Ano6~rxv6oups 6-r~ dvar ywixevoq rfjs rrpoqyo6pmqs &- 

voraç. "Esor, oi ~Gpor  roü Moup, oi Giop~ç rous xai ywrxhrspa oi àvaprr jos~~ 

slvar ?R-ouvrurrrxÉq. 

Cr6 3.7.17, ouyxpivovps rrjv &vora rfjs 8-rurcix6rqraç pÉ aUr4 rfjç p-AH- 



runrx6rqra< TOÜ 'Avix (Unaptq povrÉAou rWv yAvrapç-Xihrov pÉ a u v r ~ h ~ o r i ç  

or6  ZlpZ  xai rerpayovrx6 G~acpoprx6). 

TÉXoç OÉroup~ r 6  kphrqpa rij< Unap<qç piaç bvoraç runrx6rqraç no6 v a  pnop~i  

v& &VLXYEU€JES 6x1 or6 Ènin~80 TOU oupnÀÉyparoç TWV ouvaÀuoiGov, &hX& r4ç 

&Xy~/3paq A? roü 'Avix. Iiporsivoup~ - tÉro~~< Zvvo~sç, no6 dvopri<oups «rüno 

FI», urüno F2», «rüno F3». 




