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Les trois parties correspondent à trois publications. La première contient 

certains résultats, étendus à RN, de la thèse de 3jèrne Cycle. 

Dans la première partie, nous étendons aux mesures bornées sur R ~ ,  à partir 

des convexes fermés, la fonction de concentration de Paul Lévy, relative aux 

intervalles de R .  Nous dégageons, dans un premier temps, les propriétés générales 

de cette extension. Puis nous démontrons que la fonction de concentration d'un 

échantillon est un estimateur convergent de la fonction de concentra.tion de la 

loi et que les convexes qui réalisent la fonction de concentration de l'échantillon 

permettent d'estimer un convexe réalisant la fonction de concentration de la loi. 

Enfin nous définissons et estimons l'a-support d'une probabilité siir R N .  

La deuxième partie est consacrée à une extension à R2 d'une propriété dûe à P. 

Lévy. Dans le but d'illustrer la dispersion des puissances successives de convolution 

d'une probabilité P sur R2 ,  nous considérons deux généralisations de la fonction 

de concentration de P. Lévy relative aux intervalles de R ; l'une, notée Q, est 

définie à partir des boules de R 2  et l'autre, notée Q, à partir des convexes. Nous 

montrons la décroissance vers O des suites (Q(P*n, t))nEN* et ( Q ( P * ~ ,  t))nEN*, 

où t est un réel positif quelconque, respectiveinent en l / n  et 116. Enfin nous 

prouvons que, s'il admet une matrice de covariance, quel que soit t E R+,  les 

suites (&(P*n, n a t ) ) n E ~ *  pour a €]0,1/2[ et (Q(p*n, ? - L ~ ~ ) ) , ~ N *  pour a €]0,1[ 

convergent vers O. 

Dans la troisième partie, on considère l'enveloppe convexe C,O, d'un échantillon 

de taille 12 d'une loi P, absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, 

sur R~ et on étudie, dans le cas où l'enveloppe convexe Co du support de la loi est 

compact, la vitesse de convergence de l'espérance mathématique du voliime de C: 

vers le voluine de Co et, dans le cas général, la vitesse de convergence de E[P(C:)] 

vers 1. Nous obtenons dans les deux cas des encadrements qui constituent une 

généralisation d'un résultat de Barany et Larman porta.nt sur une loi uniforme 

sur un convexe compact. Puis nous montrons que les deux vitesses de convergence 

peuvent être rendues aussi lente que l'on veut par un choix adéq1ia.t de P .  D'où 

l'intérêt de caractériser un borélieil, peu dista.nt de C,W, dont la probabilité tend 



vers 1 à une vitesse connue indépendante de P. Nous montrons, dans un premier 

temps, que la probabilité maximale des demi-espaces d'intersection vide avec C,W 

tend vers O à une vitesse indépendante de P. Puis on obtient deux inégalités de 

type exponentiel pour la probabilité d'un dilaté de C,W ; dans la première l'ampleur 

de la dilatation dépend de 1'"ampleiir" de CR, alors que dans la seconde elle est 

indé~endante de W .  Dans le cas où l'espace des réalisations est R2, on obtient 

des vitesses de convergence particulièrement rapides à l'aide de techniques qui ne 

s'étendent pas aux espaces de dimension supérieure. 
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Résumé : La fonction de concentration de Paul Lévy, relative a m  in tex val le^ 

de ïR , peut être étendue a m  mesures bornées sur d à partir des convexes 

fermés. Nous dégageons les propriétés générales de cette extension. 

Le problème de son estimation est résolu à L'aide des fonctions de 

concentration des mesures empiriques d'un échantillon de cette loi. Puis des 

théorèmes permettant d'estimer au moins un convexe fermé réalisant la fonc- 

tion de eoncentration sont démontrés. 

Enfin nous définissons et estimons, à l 'aide de la fonction de 

concentrotion, Z 'E-support d'une probabilité sur d. 

Abstract : Paul ~évy's concentration function, with respect to the real 

intemals, may be extended to the bounded measures on 2 through the 

convex sets. We draw up the generaZ properties of this extension. 

The problem of its estimation is so2vtcZ with the help of the 

concentration functions of the empirical distributions. Then theorems, wich 

enable the estimation of one closed conves set reaZizing the value of the 

concentration funetion, are shown. 

Finally we define and estimate, with the help of the concen- 

tration function, the E-support of a probability measure on g. 

Mots clés : Concentration - Fonction - Meswe - Estimation - Support - 
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INTRODUCTION .- 

C'est Paul Lévy qui, le premier, a défini la fonction de concentra- 

tion d'une probabilité ( [ 6 ] ) ,  notamment pour illustrer la dispersion d'une 

somme de variables aléatoires. Son étude porte sur les probabilités sur IR. 

Etant donné une probabilité P , cette fonction, notée Q, est 

définie par : 

Puisque les segments fermés de IR , de longueur t donnée, sont 

t 
à la fois les boules de IR de rayon - , les convexes fermés, les compacts 2 

t t  
de mesure de Lebesgue t et les translatés de l'intervalle [- 2 , ?], 

de nombreuses généralisations sont envisageables pour les probabilités sur 

 IR^. 

En particulier Sevast'yanov (191) a comparé la fonction de concen- 

tration sur les convexes fermés et celle obtenue à partir des images par 

les transformations affines d'un convexe fixé ; Rogozin, dans IR ([8]) , 

et Essen, à partir des boules fermées d'un espace multidimensionnel ([7]), 

ont étudié le rapport existant entre les fonctions de concentration de 

plusieurs variables aléatoires et celle de leur somme ; Roger (111) et 
l'auteur ([IO]) ont dégagé les propriétés générales de la fonction de concen- 

tration sur les boules fermées d'un espace métrique séparable et résolus 

quelques problèmes de continuité soulevés par cette généralisation. 

Cet article est consacré à la fonction de concentration sur les 

convexes fermés de l'espace euclidien à N dimensions IRN. 



Dans le premier paragraphe nous dégageons les propriétés générales 

de cette fonction. Nous démontrons en particulier que la fonction de concen- 

tration d'une mesure bornée quelconque est croissante et continue à droite, 

que la concentration, à to 
fixé, est atteinte sur au moins un convexe fermé 

de mesure de Lebesgue to 
et que le supremum de la définition peut n'être 

pris que sur les convexes fermés inclus dans un compact fixe de IRN dépendant 

de to. 

Dans le deuxième paragraphe, nous étudions quelques problèmes de 

continuité de la fonction de concentration. Nous prouvons notamment qu'elle 

est continue, en tant que fonction de deux variables, en un point si et 

seulement si elle y est continue par rapport à une de ses variables et que, 

si la mesure bornée 
po 

ne charge pas les frontières des parties convexes 

de  IR^ , la fonction de concentration de uo est continue. 

Des problèmes d'estimation soulevés par cette généralisation de 

la définition de Paul Lévy et par le fait que la concentration est atteinte 

sur un convexe fermé sont étudiés dans le troisième paragraphe. Les estimateurs 

utilisés sont la fonction de concentration, et le convexe "réalisant" cette 

concentration, de la mesure empirique d'un échantillon. Nous obtenons, pour 

ces estimateurs, une vitesse de convergence exponentielle. 

Dans le quatrième paragraphe nous définissons, à l'aide de la 

fonction de concentration sur les convexes fermés, les E-supports et les 

pseudo-E-supports d'une probabilité Po et nous montrons que 1'~-support 

de la loi empirique d'un échantillon de loi Po en est un estimateur 

convergent au sens de la distance de Hausdorff. 



1 - DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES.- 

On note C l'ensemble des convexes fermés compacts de l'espace 

euclidien à N dimensions IRN , A la mesure de Lebesgue sur IRN et, 

pour tout t r IR+ , Ct l'ensemble des convexes compacts de volume t : 

Co est alors le sous-ensemble de C composé des convexes 

compacts de dimension strictement inférieure à N .  

t$, désigne l'ensemble des mesures bornées sur la tribu 

borélienne de IRN . 
On appelle fonction de concentration l'application Q définie 

sur t$, x ~ l ( +  par : 

Et, pour u fixée, l'application Q(u,.) est appelée fonction 

de concentration de . 
d désignant la distance euclidienne sur IRN pour tout C E c 

et tout 6 2 O , le dilaté fermé d'ordre 6 de C 

est encore un convexe compact et l'application qui à tout 6 2 O associe 

s 1 X(C ) est continue et croissante. Donc, étant donné t, et t2 véri- 

fiant O f t, < t2 , tout élément de C est contenu dans au moins un 
1 

élément de C . Il en résulte que la fonction de concentration de toute 
t2 

mesure est non décroissante. 



D'autre part, quel que soit t > O , IRN est réunion dénombrable 

d'éléments de Ct . Donc Q(p,t) > O si t > O et si p n'est pas la 

mesure nulle. 

Un des objets de ce paragraphe est de prouver que les convexes 

importants dans le calcul de Q(p,t) sont tous contenus dans un compact 

de IRN et que Q(j~,t) est atteint sur un élément de Ct si p et t 

vérifient 

Cette dernière condition découlera de l'égalité 

où est l'ensemble des parties B de d , appezées bandes de IRN 

de largeur a, vérifiant : il existe une fome linéaire f et 

deux réels a et b tels que 

(el ,. . . ,e ) désignant la base canonique de . 
N 

Ces trois propriétés seront démontrées à l'aide de deux lemmes. 

Le premier caractérise la limite d'une suite convergente, au sens de la 

dis tance dH de Hausrdorff sur l'ensemble Fb des fermés bornés de IRN 

d'éléments de C ; le second établit un lien entre le volume, le diamètre 

d'un convexe et la largeur minimale des bandes de IRN qui le contiennent. 



Etant  donné 6 3 O e t  un b o r é l i e n  B , on pose 

B~ = {X E nN / ~ ( x , B )  6 6) 

e t  
6 a6B = B n 

où B' désigne l e  complémentaire de B dans IRN . 

I . A .  - Lorme.- 

So i t  (Cn)nEIN* une s u i t e  d 'éléments de C convergente, au  sens 

de d H ,  e t  Co sa l imi t e ,  Alors  Co E C e t  

N.B. - En p a r t i c u l i e r  C e t  C t  , pour t o u t  t 2 O , sont  des fermés de 

CFb, dH) - 

Démonstration : 

* 
Qel  que s o i t  n E H , s i  on pose dn = dH(Cn,Co) , 

O r  t o u t  d i l a t é  d'un convexe d'un espace normé e s t  convexe. 

Donc Co , qui e s t  une i n t e r s e c t i o n  de convexes, e s t  convexe e t ,  puisque 

C o " F b  , C o E C .  

D'autre pa r t  s o i t  ho l a  r e s t r i c t i o n  de A au d i l a t é  d 'ordre  6 
* 

de Co e t  no c Ri t e l  que, s i  n 2 n 
0 ' d n < l .  

Alors, s i  n ? n 
O '  



d'où 

dn 
'nc Co C C 4 d n C ~ z  n , 

2dn) 
A ~ ( C , )  É ho(co 5 X ~ ( C , )  + xo(a cn)  . 

dn 

Or, en é tendant  [2] p. 1-16 aux mesures bornées,  on o b t i e n t  

l i m  Ao(a Cn) = O . 
n- 4dn 

Ce q u i ,  d ' a p r è s  ( l ) ,  permet d e  conc lure  puisque 

2dn 
l i m  Xo(Co ) = Xo(Co) . 

n++m 

I.B. - Lemme.- 

S o i t  t > O , C s Ct e t  d = diam(C). Alors  C e s t  contenu dans 

une bande de lRN de l a r g e u r  N- 
V d '  

Démonstration : 

Supposons, sans p e r t e  de g é n é r a l i t é ,  que l e  p remier  axe de coor- 

données de lRN coupe C s e l o n  un d iamèt re  maximal. 

Pour t o u t  n E {1,2,3,. . . ,NI , notons  An ( r e s p .  Bn) l e  p o i n t ,  

ou un d e s  p o i n t s ,  de C a y a n t  l a  p l u s  grande (resp.  p e t i t e )  énième coor- 

donnée n o t é e  a ( resp .  n bn)  . 
Puisque C e s t  convexe, il c o n t i e n t  l e  po lyèdre  convexe de  

sommets Al ,  ...,$ , BI ,  ... e t  BN dont  l e  volume e s t  



Finalement ,  s i  on pose 

a = Min {a -b / n E {2,. . . ,NI) , n n 

n=N 
a l o r s  daN-'IN! $ d . Ii (an-bn)/N! $ t 

n=2 

e t  C e s t  contenu dans une bande de l a r g e u r  a .  

7.C.  - P h o p 0 b ~ o n . -  

S o i t  p E Mb . A l o r s  

l i m  sup u(B) = Q ( p , O )  . 
a* BE@, 

Démonstration : 

La s u i t e  d é c r o i s s a n t e  ( sup u(B)lnEm* a une l i m i t e  e 
/n  

supér ieure  ou é g a l e  à Q(p,O). Supposons que Q = L - Q(p,O) s o i t  

s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  

S o i t  Bo une b o u l e  fermée de IRN v é r i f  i a n r  

* 
Pour t o u t  n c IN , notons Bn un élément d e  Blin t e l  que 

e t  posons 



* 
Alors que l  que s o i t  n  c B , 

La s u i t e  (Cn)neIN* é t a n t  contenue dans l e  compact Bo , e l l e  

possède au  moins une v a l e u r  d ' adhérence ,  pour 
d~ > 

Co contenue dans Bo' 

D'après  l e  lemme I . A . ,  Co c Co . 

S o i t  (Cn ) une sous-su i te  de (Cn)nem* t e l l e  que l a  
k  k m *  

s u i t e  (dk)kFm* , où dk = dH (Cnk,Co) , converge en d é c r o i s s a n t  v e r s  O. 

* 
Pour t o u t  k  c  IN , C n t  C t d k  ; donc 

- 
l i m  u(Cn 1 b u(Co) < Q(u,O) . 

k-+-t- k 

Mais ( 1 )  e n t r a î n e  : 

E t  (2) e t  (3) son t  c o n t r a d i c t o i r e s .  a 

Nous pouvons main tenant  démontrer l e s  deux p r o p r i é t é s  importantes  

de  c e  paragraphe. 

/ 1. D. - Théonème. - 

S o i t  ( u , t , q )  c M b  x IR+*X d* t e l  que 

On pose C = {C e C t  / g(C) > r11 . Alors  
t , il 



1 )  sup diam(C) < + w . 
CEC 

t , r l  

2) Il e x i s t e  une b o u l e  Bo de 2 q u i  c o n t i e n t  tous  l e s  

l é léments  de c t , n *  

N.B. - C e t t e  d e r n i è r e  p r o p r i é t é  e n t r a î n e  : 

sup v(C) < Q ( v , t )  = sup u(C) . 
C d t  C d t  

CCBo 

Démonstration : 

1 )  D'après l a  p r o p o s i t i o n  I . C . ,  il e x i s t e  a  > O t e l  que , 

quel que s o i t  a < a  
0 '  

sup p(B) < n . 
BE@, 

Donc aucun élément de  C t , n  n ' e s t  con tenu  dans un élément 

d e  Ba e t  l e  lemme I . B .  e n t r a î n e  
O 

t N  ! 
d  = sup diam(C) . 

a  

2) s o i t  ( 0 , ~ )  c I R ~ X  IR+* t e l  que 

A l o r s ,  quel que s o i t  
C t , r l  > 

Donc C t s n  c {C E Ct / c c B~ = B(O,R + do) )  . a 



I . E .  - ThCohème.- 

Soit JJ E M b  . 
1)  Il existe un hyperplan affine Ho de E? vérifiant : 

u(Ho) = Q(u,0) . 
2) Quel que soit t > O tel que 

Q(u,O) < Q(u,t) , 

il existe Co e Ct vérifiant : 

1 

Démonstration : 

* 
Pour tout n E IN notons Hn un hyperplan affine vérifiant 

u(Hn) > Q(JJ,O) - Q(JJ,O) / Zn . 

Soit (O,Ro) c d r a** tel que 

* 
Alors, quel que soit n E IN , An = Hn B(0, Ro) est de 

dimension N-1 et contenu dans le compact B(0, ROI. Soit (A ) * 
"k kEIN 

une sous-suite convergente de (An)nEB* pour 41 , A. sa limite et 

Ho un hyperplan affine contenant A. . 

Soit E E ]O, Q(u,O) / 2[ et R > Ro tel que 



La s u i t e  (A: ) , obtenue en posant  
R 

A~ = H~ ~ B ( o , R )  , 
k k a *  k k 

R 
admet une v a l e u r  d 'adhérence,  pour  dH , A. q u i  engendre également Ho - 
Donc 

R 
où (An ) e s t  une s o u s - s u i t e  de (A: ) * q u i  converge v e r s  

k .  * 
i 1ciN 

k k a  

R R 
t e l l e  que l a  s u i t e  (di)icN* , obtenue en posant di  = d (A , Ao) , 

nk .  
s o i t  d é c r o i s s a n t e .  

E é t a n t  a r b i t r a i r e ,  on o b t i e n t  

Ce q u i  permet de c o n c l u r e  c a r ,  Ho é t a n t  réunion dénombrable 

d ' é léments  de C , 

2) S o i t  t > O v é r i f i a n t  Q(p,O) < Q ( p , t )  . 
* 

Pour t o u t  n  a IN , notons Cn un élément de C t  t e l  que 



D'après l e  théorème I . D . ,  l a  s u i t e  (Cn)nEm* e s t  contenue 

dans un compact d e  E? . S o i t  Co l a  l i m i t e ,  pour % , d'une sous- 

s u i t e  convergente (Cn ) * de  (C,)nm* t e l l e  que l a  s u i t e  
k k a R  

(dk)kaN* 
, obtenue en posan t  dk = dH(Cn ,Co) , s o i t  décro i ssan te .  

k 
Alors ,  d ' après  (1) , 

2dk 
J . J ( c ~ )  = l i m  p ( c o  ) > l i r n  u(Cn ) > Q ( p , t )  . 

k++m k++= k 

Finalement p(Co) = Q ( p ,  t )  c a r ,  d ' a p r è s  I . A . ,  C o  E C t  . 

1. F. - Remque. 

Seul l e  c a s  Q(u,O) = Q ( p , t )  pose problème. 

S i  p e s t  à suppor t  compact S , é t a n t  donné Ho v é r i f i a n t  

p(Ho) = Q(p,O) , il e x i s t e  un d i l a t é  
Co 

de l ' enve loppe  convexe fermée 

de H n S q u i  a p p a r t i e n t  à C t  e t  p(Co) = Q(v,O) = Q ( L J , ~ ) .  

Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  l e  contre-exemple su ivan t  montre que 

Q(p , t )  peut  n ' ê t r e  a t t e i n t  s u r  aucun élément de  

S o i t  O E  IR^ e t  H un hyperplan a f f i n e  contenant  O. S o i t  

* 
J.J obtenue en p l a ç a n t ,  pour t o u t  n E Ri , l a  masse 1/Zn sur  

(B(O,n) - B(0,n-1)) n H. A l o r s ,  p a r  exemple, 

e t  aucun élément de C l  n ' e s t  de  p-mesure 1. 

Pour conc lure  c e  paragraphe ,  nous a l l o n s  montrer  que l e  

théorème I .D .  peu t  ê t r e  é tendu  à un vo is inage  de  u pour l a  topolog ie  

de l a  convergence f a i b l e  ; 
P 

dés igne  l a  d i s t a n c e  de Prokhorov s u r  . 
Mb 



Soit (p0, to,n) c Mb x IR+* x IR+* vérifiant 

1 Alors il existe > O tel que, si 6 I , 

Démonstration : 

+* 
Pour tout d e IR , on pose 

+* +* 
Alors, wl que soit (6,d) e IR X IR , d'après le lemme I.B., 

sup sup p(C) I sup SUP P (BI 

JJE% cecf p""b BEBa(d) 

P ~ ( P > J J , ) ~  6 O pp(u,JJ0) 

sup u,(B) 

BEBc, (d)+26 



Donc, d'après la proposition I.C., il existe assez petit 

et do assez grand tels que, si 6 $ 6 

do 6,u0 c Donc Ct C(Ct ) dèsque 6 $ 6  . m 
O 0, 

Nous avons vu que toutes les applications Q(u,.) sont monotones 

croissantes. L'existence d'une limite à gauche en tout point to > O est 

donc assurée. 

+* 
Soit (uo, to) E Mb x IR vérifiant 

Alors il existe > O tel que, si 6 $ 60 , 

Démonstration : 

L'hypothèse (O) et le théorème I.E. entraînent l'existence 

de xo E I0,to[ et de Co E Ct -X vérifiant 
O O 



L ' a p p l i c a t i o n  q u i  à y c IR' a s s o c i e  A ( ( c ~ ) ~ )  é t a n t  con t inue ,  

il e x i s t e  y  > O t e l  que 

S o i t  

1  
6  = - 2 Min (xo, y,) . (3)  

Alors ,  g r â c e  à ( 1 )  e t  ( 3 ) ,  pour t o u t  9  t e l  que pp(p,uo)  6  6 , 

O r ,  g r â c e  à (2) e t  ( 3 ) ,  (co l2& e s t  i n c l u s  dans un élément de 

C . Ce qui ,  compte tenu de ( 4 ) ,  e n t r a î n e  
t o  

Sous l e s  hypothèses de  1 . H . ,  il e x i s t e  (O,R, 6) E IRN x IR+* x IR+* 

1 t e l  que 

où rl v é r i f i e  : inf  Q(u, t,) > > Q(uo,O) . 
WMb 

pP (iJ3JJ0)d6 

/ N.B. - Grâce à (1) , c e t t e  p r o p o s i t i o n  e n t r a î n e ,  pour t o u t  JJ E Mb t e l  



Démonstration : 

+* IR+* 
D'après la proposition I.H., il existe (60,q) e IR 

tel que 

inf Q(P,~,) > ri > Q(po,O> . 
i.'eMb 

P~(JJ,P~)S&~ 

+* 
soit < o , R , >  e XI* x XI tel que 

Soit 6 ,  > O tel que, d'après la proposition I.G., 

Enfin soit 6 = Min(& i1 
6,' 6) . Alors, grâce à (31 ,  quel que 

soit p vérifiant pp(p,po) 6 , 

Ce qui, compte tenu de (2) et (4) , entraîne 

Et il suffit, pour conclure, de remarquer que (2) implique (1) 

et de poser 



Ce paragraphe est consacré à la résolution de quelques problèmes 

de continuité soulevés par la définition de la fonction de concentration. 

Deux résultats importants y seront démontrés : la continuité à 

droite de la fonction de concentration de toute mesure bornée et l'équiva- 

lence entre la continuité de Q en un point, en tant que fonction de deux 

variables, et sa continuité, en ce même point, par rapport à une de ses 

variables. 

IR' est muni de sa topologie usuelle, Mb de la topologie de 

la convergence faible et Mb x IR' de la topologie produit. 

I 1 .A .  - Th60hEme.- 

Soit p E Mb . Q(u, .) est continue à droite. 

Démonstration : 

1) Quel que soit t > O , tout élément de Ct est contenu dans 

un élément de 
'a (t) 

où a(t) = ~ax(2fi , '-y-!). En effet, étant 

donné t > O , C E Ct et d = di am(^), si d > & , d'après le lemme 

I.B., C est contenu dans une bande de largeur ' - { X t ;  et, si 

d < , C est contenu dans une boule de rayon & , donc dans une 

bande de largeur 2 6 . 

Donc, quel que soit t > O , 

Q(!-J,o) S Q(u,t> < sup b ( ~ )  . 
BEBa (t> 



Ce qui ,  avec l a  propos i t ion  I . C . ,  en t r a îne  l a  c o n t i n u i t é  de Q(p,.) en O. 

2 )  S o i t  to > O e t  ( tnlneR* une s u i t e  décroissante de r é e l s  

p o s i t i f s  convergeant vers  to  . 
* 

a )  S ' i l  e x i s t e  n E: IN t e l  que Q(p,O) = Q(u , tn  ) , a l o r s ,  
Q 

quel  que s o i t  n :: n du f a i t  de l a  non-décroissance de Q(p, .), 
O '  

b) Dans l e  ca s  con t r a i r e ,  notons a 5 Q(p,to) > Q(J.I,O) l a  

l i m i t e  de l a  s u i t e  décro issante  e t  minorée ( Q ( J J , ~ ~ ) ) ~ ~ ~ *  . 
a)  S i  a  = Q(j1,0) , a l o r s  a = Q(p, to)  . 
B )  S i  a > Q(p,O) , nous pouvons grâce au théorème I . E .  

* 
cons t ru i r e  une s u i t e  (Cn)neN* v é r i f i a n t  : quel  que s o i t  n E. ïN , 

(3)  e t  Cn e s t  contenu dans un élément CA de C t  
1 

t e l  que u(CA) :: a > Q(u,O) . 

D'après ( 3 )  e t  l e  théorème I . D . ,  tous  l e s  termes de 
( C n ) n c ~ *  

sont  contenus dans un même compact de . 

So i t  Co la  l i m i t e  d'une sous-suite (C ) * de 
nk k s R  

( c ~ ) ~ ~ ~ *  , au sens de dH , t e l l e  que l a  s u i t e  (4<)ksB* , obtenue 

en posant dk = d (C , Cq) , s o i t  décro issante .  Alors,  d 'après (2 )  , 



p(C0) = lim JJ(C?) 2 lim p(Cn ) = a . 
k* k* k 

Ce qui entraîne a = Q(JJ,~~) puisque a 1 Q(p,to) et, 

d'après (1)  et le lemme I.A., Co € Ct . 
O 

La proposition suivante nous donne une majoration du "module 

de continuité" de la fonction de concentration d'une mesure quelconque. 

Pour tout a > O et tout borélien B , on pose 

Bu = {X E IRN / d(x,BC) >, a}. 

Soit u E Mb , t 2 O et 6 > O . Alors 

Démonstration : 

Soit Co IZ C t + c t  a > O tel que le convexe fermé cia 

soit de volume t. Soit x E acoa ; un hyperplan affine d'appui de 

cia passe par x . Donc 

D'où 

-a a 
ce qui prouve que o I N~ car, puisque (Co ) C Co , 

Finalement : 



N 

Q(u,t+6)-Q(u,f) = sup C - ,  5 sup (U(C)-LI(C-~)) 

'"t+6 C'Ct+6 

Si IJ est absolument continue par rapport à A,  ou plus généra- 

lement si p ne charge pas les frontières des parties convexes de IRN , 

Q(u,.) est donc continue (et même uniformément continue puisqu'elle est 

monotone et bornée). En effet [2] p. 1-16 indique que, dans ce cas 

lim sup u(aa C) = O . 
a* C d  

La démonstration du deuxième résultat important de ce paragraphe 

se fait en trois étapes. Les deux premières montrent l'équivalence entre 

la continuité de Q(po,.) en to et celle de Q(.,to) en uo et la 

troisième est un lemme qui prouve la continuité de toute fonction de deux 

variables ayant les propriétés de Q déjà démontrées. 

+* 
Soit (po,to) c Mb x 1R tel que l'application Q(po,.) 

l soit continue en to 

Alors Q(. , t ) est continue en uo . 

Démonstration : 

Soit E > O. 

1) Soit x un réel vérifiant O < x <  ~ / 2  , x 5 t et 



Soit Cx E Ct -X tel que 
O 

Soit y > O tel que 

Enfin soit 6 = Min(x,y). Alors, si pp(u,uo) É 61 3 1 

2) Soit Bo une boule fermée de IRN vérifiant : 

p0(xN - Bo) 6 €16 , 

€16 et B I  = Bo . 

Soit p vérifiant Q~(J.J,/J~) $ € 1 6  , alors 

car p(lRN - BI) 6 E 12 et, quel que soit C e C , 

D'autre part, soit X la restriction de A à 8;16 et 

x > O tel que : 



Puisque Xo est bornée et ne charge pas les frontières des 

parties convexes de IRN , 121 p. 1-16 entraîne l'existence de a > O 

tel que : 

&2 l 
Soit 62 = Min(~/6 , a). Tous les convexes fermés (BI  f I  C) , 

où C E Ct sont de volume inférieur à to + x . En effet, si C E Ct 
O O 

Donc, si P~(P,P~) d 62 , grâce à ( 1 )  et (2) , 

La proposition 1I.C. admet la réciproque suivante. La deuxième 

propriété qui y est énoncée montre de nouveau la continuité de la fonction 

de concentration de toute mesure bornée ne chargeant pas les frontières des 

parties convexes de IRN . 

soit (poy tO) c % x IR+* tel que l'application Q(po,. ) 

I soit discontinue en to . Alors 



1) L'application Q(.,to) est discontinue en po . 
2) Tout élément Co de Ct vérifiant po(Co) = Q(po, to) a 

O 

sa frontière chargée par 

Démonstration : 

1) po n'est pas la mesure nulle puisque Q(po,. ) admet un 

point de discontinuité. 

N 
soit Po = po(.)/po(lR ) et Xo une variable aléatoire de 

loi Po . 
* 

Pour tout n E IN , notons Pn la loi de Xn = E~ x Xo où 

( ~ n ) n c ~  
* converge en décroissant vers 1. Alors la suite (pnInEN* , 

obtenue en posant fin converge faiblement vers uo et 

1 
car C c Ct équivaut à - x C E Ct /E: et,,ei que soit C r Ci 

* O  n O O 

et n r N  , 

2) Q(po,.) étant continue à droite, croissante et discontinue 

en to , Q(po,to) > Q(po,O) ; et, d'après le théorème I.E., il existe 

Co e Ct vérifiant po(Co) = Q(po, to) . 
O 

n 
, po(aCo) = O entraîne Puisque co = u ca 

a<O 



Ce q u i  c o n t r e d i t  l a  c r o i s s a n c e  e t  l a  d i s c o n t i n u i t é  en to de Q ( J J ~ , - ) - .  

l S o i t  (X,d) un espace métr ique e t  f  une f o n c t i o n  de X x IR 

dans IR v é r i f i a n t  : 

I a) s i  f ( x , . )  e s t  con t inue  en t , f ( . , t )  e s t  cont inue en x.  

b) pour t o u t  x  E X , f  (x, . )  e s t  c r o i s s a n t e .  

Alors  f  e s t  con t inue ,  pour l a  t o p o l o g i e  p r o d u i t ,  en t o u t  p o i n t  

(xo, t o )  v é r i f i a n t  : 

c )  f ( x o , . )  e s t  con t inue  en to . 

Démonstration : 

f ( x o , . )  é t a n t  c r o i s s a n t e ,  il e x i s t e  deux de s e s  p o i n t s  de 

c o n t i n u i t é  t ,  e t  t2 qui  v é r i f i e n t  t ,  < to < t2 e t  

S o i t  rl E ]O, t2-t, [ t e l  que d(x ,xo)  $ ri e n t r a î n e  

I f ( x o , t i )  - f ( x , t i ) ]  i ~ / 2  pour i = O , i = 1 e t  i = 2 . 

S o i t  t E [t,-n, to+r;] e t  x  t e l  que d(x,xo) É ri . 
S i  f ( x , t )  > f ( x o , t o )  , a l o r s  



La fonction de concentration sur IRN , Q , vérifie, d'après 

le premier paragraphe et la proposition 1I.C. les conditions a) et b) de 

ce lemme. Nous pouvons donc énoncer, sans autre démonstration, le théorème 

suivant : 

Soit ( J J ~ , ~ ~ )  c Mb x IRt* . Les trois conditions suivantes sont 
équivalentes : 

a) Q(JJ,,.) est continue en to . 
b) Q(. ,to) est continue en JJ . 
C) Q est continue en (po,to) . 

1 

1 

Notons que l'existence d'un élément de Ct , réalisant 
O 

Q(uo,to) , dont la frontière n'est pas chargée par 
po 

entraîne, grâce 

à 11.D.2.) et II.F., la continuité de Q en (po,to) (1) .  

Le nombre O joue un rôle tout à fait particulier. En effet 

la fonction de concentration de toute mesure bornée est continue en O 

puisqu'elle est continue à droite et pourtant l'application Q(.,O) n'est 

pas continue comme le montre le contre-exemple suivant, où 6M désigne la 

mesure de Dirac au point M : 

N = 2  . JJo = 6(~,o) + 6(1,0) et 

1 1 * 
+ - 6  JJn = T '(o,o) 2 (o,i/n) + '(1 ,O) 

, pour tout n E H . Alors 
(un)nEN* converge faiblement vers p et Q(iro,O) = 2 alors que 

O * 
Q(un,O) = 1,s pour tout n a IN . 8 



Cependant Q(. ,O) e s t  c o n t i n u e  en s i  po ne charge p a s  

l e s  f r o n t i è r e s  des p a r t i e s  convexes de  lRN . En e f f e t ,  s i  on pose 

p  = pp(p,po)  e t  s i  on r e p r e n d  l e s  n o t a t i o n s  de l a  démonstrat ion d e  I I .A. ,  

q u e l  que s o i t  t > O , 

sup po(B) + 2~ . 
BeBa(t)+4p 

E t  c e t t e  d e r n i è r e  q u a n t i t é  t e n d  v e r s  Q(po,O) = O quand t e t  p  

t endent  v e r s  O , d ' a p r è s  I.C. 

C e t t e  d e r n i è r e  p r o p r i é t é  e n t r a î n e ,  g r â c e  à ( l ) ,  l a  c o n t i n u i t é  

d e  Q en t o u t  po in t  ( o , t o )  d e  Mb x IRt t e l  que po ne charge pas  

l e s  f r o n t i è r e s  des  p a r t i e s  convexes de  IRN . 
Enf in ,  toujours d a n s  l e  cas où sup uo(aC) = O , s i  

csc ( ' n ) n c ~ *  

converge faiblement  v e r s  pO , l a  s u i t e  de  f o n c t i o n s  (Q(pn,. ))nsm* 

converge uniformément v e r s  Q ( p o , . )  puisque,  d ' après  [2 ]  p. 1-16 ; 

l i n  sup Ivn(c)  - p o ( c > j  = O . . 
nctm CaC 

Le théorème 1I.A. e t  l a  p r o p o s i t i o n  1I.C. p o u r r a i e n t  l a i s s e r  

c r o i r e  que, é t a n t  donné (un)ncm C !$, convergeant  fa ib lement  v e r s  
"O 

et  ( tn)ncm C IR+ convergeant  en d é c r o i s s a n t  v e r s  to , l a  s u i t e  

( Q ( J J ~ s ~ ~ ) ) ~ ~ ~  converge v e r s  Q(po, t o )  . Le contre-exemple s u i v a n t  montre  

que c e  s e r a i t  une e r r e u r .  



N = 2 . S o i t  pO = + 6 
(0,-1) + 6(1,0) 

e t ,  pour t ou t  

* 
+ 6 + 6 ' IN 'n = 6(o , i>  0 - 1  ( l+ l /n ,o )  . Alors ( P ~ ) ~ ~ ~  converge 

1 
faiblement ve r s  po , ( 1  + --) * converge en décroissant  vers  1 e t ,  2n n s l  * 
pour tout ,  Q(po, 1) = 3 a l o r s  que, quel  que s o i t  n E IN 

Cependant nous ver rons  dans l e  t ro i s i ème  paragraphe de c e t  a r t i c l e  

que, s i  Po e s t  une p r o b a b i l i t é  , s i  P: dés igne  l a  l o i  empirique d'un 

échan t i l l on  de t a i l l e  n de  l o i  Po e t  s i  t + to , a l o r s  
n 

Pour conclure c e  paragraphe nous a l l o n s  donner l e  pendant 

pour l e s  appl ica t ions  Q(. , t )  , de l a  p ropos i t i on  1I.B. qui  nous 

permettra,  dans l a  s u i t e  de  c e t  a r t i c l e ,  de p r é c i s e r  l a  v i t e s s e  de convergence 

des  est imateurs qui  y s e ron t  dé f in i s .  

Etant  donné F > O , t E IR* e t  (p0 ,p , ) c  M b  x Mb , s i  

P ~ ( P ~ , P , )  < E , a l o r s  : 

En e f f e t ,  quel  que s o i t  C E Ct , 

-E E puisque (C C C . ( c - ~ ~ ) '  c c ' ~  e t  ( ~ € 1 ~  = c2' . 



I I I  - ESTIMATION.- 

Ce paragraphe est consacré à l'estimation de la fonction de 

concentration d'une probabilité quelconque Po sur IRN et d'un convexe 

qui, à t fixé, réalise Q(Po,t) ainsi qu'à l'étude de la vitesse de 

convergence des estimateurs utilisés. 

Soit (Xn)ncIN* une suite de variables aléatoires, d'un espace 

probabilisé (n,A,~r) dans IRN muni de sa tribu borélienne, indépendantes 

et de même loi Po . La tribu A est supposée coniplète. Pour tout 

(n,o) c IN* x R, on pose 

* 
Quel que soit (n,~) E IN 0 ,  P: est une mesure discrète ayant 

un nombre fini d'atomes. Une fois déterminés les volumes des enveloppes 

W 
convexes de toutes les parties de l'ensemble des atomes de Pn , le calcul 

0 
de Q(Pn,.) et la mise en évidence d'un convexe réalisant, à t fixé, 

Q(P:,~) se ramènent au calcul du maximum d'un nombre fini de réels, même 

W 
pour les valeurs de t vérifiant Q(Pn,t) = Q(~n,~) . 

Les arguments utilisés par P. Roger ([l] p. 4 6 )  prouvent que 

Q(P;,~) est une v.a.r. pour tout (n,t) E IN* B' . 

Le théorème suivant montre que Q(Pn,.) est un estimateur 

convergent de Q(Po,.) au sens de la convergence simple. Aucune hypothèse 

n'est faite sur Po ; ce n'est donc pas une simple conséquence des résultats 

figurant dans le deuxième paragraphe et de la convergence faible presque 

sûre de (Pn) vers Po . 



Pr{w / vt E IR+ , lim Q(pW,t) n = Q(Po,t)} = 1 . 
n+ 

Démonstration : 

Q(Po,.) est continue à droite et monotone ; l'ensemble de ses 

points de discontinuité est donc au plus dénombrable. On le note 

{tilism* en y incluant O à cause du rôle particulier que joue ce 

nombre dans les problèmes de continuité. 

* 
Le théorème I.E. indique l'existence, pour tout i E IN , d'un 

convexe fermé Ci de volume ti vérifiant 

Posons Go={u / (P:) nsIN* converge faiblement vers 
Po1 * 

et, pour tout i E IN , 

Alors, grâce en particulier à la loi forte des grands nombres, 

Soit E n 9 . 
is IN 

Quelquesoit ~ E I R + - { ~ ~ I ~ ~ ~ *  , puisque o c f i  o y le 

théorème 1I.F. entraîne 



S o i t  t .  E {tiJiEH* e t  E > O . Il e x i s t e  un po in t  de c o n t i n u i t é  
J 

T > t de Q(Po,.) q u i v é r i f i e :  
j 

* 
S o i t  n  E IN t e l  que, s i  n  > n 

O '  

* 
Puisque o  e R , il e x i s t e  n ,  E ïN t e l  que, s i  n  > n 

j 1 ' 

(3) 

Alors ,  s i  n  3 Max(n o , n l )  , d ' a p r è s  ( 1 )  e t  (2) , 

e t  d ' ap r è s  ( 3 )  , 

S i  l ' a p p l i c a t i o n  Q(Po,.) e s t  cont inue ,  en p a r t i c u l i e r  s i  
Po 

ne charge pas l e s  f r o n t i è r e s  des  p a r t i e s  convexes de IRN , l a  convergence 

simple de Q(P:, .) v e r s  Q(Po, .) e n t r a î n e  s a  convergence uniforme. Dans 

c e  c a s ,  on o b t i e n t  donc 

Pr{w / l i m  s u p +  I Q ( P ~ , ~ )  - Q(Po , t ) )  = O )  = 1 . 
n- ~ E I R  

La v i t e s s e  de convergence de Q(P:,~) v e r s  Q(Po,t) à t 

f i x é ,  et  c e l l e  de l a  convergence uniforme de Q(P' .) v e r s  Q(Po,.) n '  

dans l e  c a s  où Q(Po, . )  e s t  continue découleront  de l a  v i t e s s e  de 



convergence de P~(B) vers Po(B) , où B est un borélien quelconque 

de IRN , et celle de la convergence de Pn vers Po au sens de p . 
P 

Pour la première, en appliquant l'inégalité de Bernstein-Fréchet 

([12]) à la suite (lB(Xn))ncm* de variables aléatoires de Bernoulli de 

paramètre Po(~) , on obtient, pour tout (n,~) E IN*x]o,l[, 

J. Geffroy a obtenu la vitesse de convergence de Pn vers Po , 

au sens de pp , dans le cas où 
Po 

est la loi d'une mesure aléatoire à 

valeurs dans l'ensemble des mesures positives et finies à distance finie 

d'un espace métrique séparable. Mais il n'utilise pas le fait que les 

réalisations des variables aléatoires sont des mesures. 

En voici une démonstration dans le cadre qui nous intéresse. Les 

notations sont celles de ce paragraphe, mais Po désigne une probabilité 

sur la tribu borélienne BX d'un espace métrique séparable X quelconque. 

117.8. - Lemme (du d J. Geddtoy) .  r-- 

Démonstration : 

Soit E > O. X étant séparable, il existe une partition D 

de X à l'aide de boréliens de diamètre inférieur à E. 



S o i t  M l e  c a r d i n a l  d'une p a r t i e  f i n i e  Do de  D v é r i f i a n t  

rS 
S o i t  n  E ïN e t  

S o i t  o E En f3 E i  0 Ei . Alors  p (PO P ) d a . En e f f e t ,  é t a n t  donné 
p n '  O 

A E B ~  e t  D A = { ~ ~ D / ~ n ~ # O l  , 

A C  U A C A E  . 
AaDA 

D'où, d ' a p r è s  ( 1 )  e t  pu isque  w E E e t  M = Card Do , n 

e t ,  puisque w E EA n E: , 



Ce q u i  permet de conc lure  e n  p o s a n t  K = 2(M+1) car , d ' a p r è s  

nc 
2  

nc 
2  

nE 
2 

1 - Pr (En fl EA 0 E:) s M exp (- + M exp(- -) + exp (- -) 
2 ~ '  8 

L L 
n~ n c  

6 2M exp (- --- 2 )  + exp(- --- 
2 (M+l) 2 (M+1) 

2) 

Quel  que s o i t  ( n , t )  a ] 0 , 1  [ x IR+ , il e x i s t e  deux r é e l s  p o s i t i f s  

* 
K e t  K '  t e l s  que, pour t o u t  n  E Pi , 

Démonstration : 

s o i t  ( n , t )  E ]O, 1  [ x IR+ . 
S i  t e s t  un p o i n t  de c o n t i n u i t é  de Q(Po,.),  a l o r s  l e  théorème 

1I.F. indique que Po e s t  un p o i n t  de c o n t i n u i t é  de Q ( . , t ) .  Il ne  r e s t e  

2  
p l u s  qu'à app l iquer  l e  1em.e 1II.B. en p o s a r t  K' = 2(c/K) . 

Sinon considérons T > t , p o i n t  de c o n t i n u i t é  de  Q(Po, . )  , 

v é r i f i a n t  

e t  Co E C t  t e l  que 

Po(Co) = Q ( P o , t )  . 
* 

A l o r s ,  pour t o u t  n  a IN , 



Donc, g râce  à (*), au  théorème 1I.F. e t  au  lemme III .B. ,  il 

e x i s t e  deux r é e l s  p o s i t i f s  K,  e t  K; t e l s  que 

-nKi + e-2nn . 2 
p r { l Q ( p i , t )  - Q ( P ~ , ~ )  1 i n} i K I  e 

Ce q u i  permet de conc lure  en posant  K = K + 1 e t  1 
2 

K '  =Min(K; , 2n 1. 

Dans l e  c a s  où Q(Po, . )  e s t  cont inue  on o b t i e n t  même 

-a' * 
Pr i sup  + I Q ( P ~ ,  t )  - Q ( P ~ , ~ ) I  3 TI) s K e , pour t o u t  n E rn , c a r  

t e x  

on a vu que dans c e  c a s ,  s i  n n e *  converge faiblement  v e r s  Po y 

(Q(nn,. ) Inam* converge uniformément v e r s  Q(Po,. ) . 

La d e r n i è r e  p rop r i é t é  énoncée dans le  deuxième paragraphe 

e t  l ' i n é g a l i t é  (2)  de l a  démonstrat ion du lemme 1 I I . B .  montrent que 

pour p r é c i s e r  l e s  nombres K e t  K' il s u f f i r a i t  de conna î t r e  l e s  

nombres sup Po(a2EC) , pour E > O , e t  un b o r é l i e n  rassemblant l a  
CEC 

masse de Po à E près .  NOUS ver rons  dans l e  quatr ième paragraphe 

de c e t  a r t i c l e  q u ' i l  e s t  pos s ib l e  d ' es t imer  un t e l  bo ré l i en  de volume 

minimal. 

Il a é t é  annoncé, dans l a  conc lus ion  du deuxième paragraphe, que 

l 'ensemble des  w t e l s  que, pour t o u t  to e 7 ~ +  e t  t o u t e  s u i t e  
( t n ) n e ~ *  

de r é e l s  p o s i t i f s  convergeant v e r s  to p a r  v a l e u r s  supér ieures  , 



iim Q(P:, tn> = Q ( P ~ , ~ ~ )  ; 
n++m 

est de probabilité 1. Cela vient du fait que cet ensemble contient 

DA = I(Q(P;,.)),,,* converge simplement vers Q(Po,.)I. En effet soit 

w E fi: , to s IR+ et (tn)nFM* convergeant vers to par valeurs 

supérieures. Q(Po,.) étant continue à droite et croissante, pour tout 

E > O , il existe q > O tel que 

- 
lim Q(P;,~,) s lirn Q(p:,to + n )  = Q(Po,t0+n) 6 Q(Po,to) + E . 

n u -  n- 

Donc 

Ce qui permet de conclure puisque 

lirn Q(p;,tn) 3 lirn Q(p:,to) = Q(po,to) . . - 
n++w n+t- 

Cependant cette propriété n'est plus vraie si la suite (tn)nEm* 

converge vers to 
par valeurs inférieures, comme le prouve le contre-exemple 

suivant : 

1 ~ = 2  . Soit P = - 6  1 
+ - 6  

1 + - ô  et to = 112 . o 3 (0,o) 3 (1,o) 3 (0,l) 

Alors si w est tel que (Q(P;,.))~€~* converge simplement vers 

* 
Q(Po, .), et (tnIncN* telle que tn S to et tn # to pour tout n e Bi , 

du fait de la croissance des fonctions de concentration. 

Mais Q(Po,1/2) = 1 et, puisque les fonctions de concentration 

sont continues à droite et monotones, 

lirn ( lim Q(p:,tm) = lim_ Q(Po,t) = 213 . 
n++m m+im 

wto 



L'estimation d'un élément de Ct réalisant Q(Po,t) découle du 

théorème, plus général, 1 I I . E .  qui se démontre à l'aide du petit lemme suivant. 

Alors 

Soit (Fn)nem C CF et ( I - ~ ~ ) ~ ~ ~ C  $, telles que 

lim dH(~n,~o) = O 
n3+m 

Démonstration : 

* 
Pour tout n E IN , posons 

* 
Alors, quel que soit n e IN , 

Ce qui permet de conclure puisque 

On suppose, dans ce qui suit, que Po n'est pas portée par 

un hyperplan affine, c'est-à-dire Q(Po,.) f 1 . Le cas Q(Po, t) = Q(Po,O) 

sera étudié à la fin de ce paragraphe. Quel quesoit t e IR+ vérifiant 



* 
et, pour tout (n,w) E IN fi , 

Tous ces ensembles sont non vides ; même si Q(P;,~) = Q(P~,o) 

car, dans ce cas, P: étant à support compact K , si on note H un 

hyperplan affine vérifiant P:(H) = Q(P:,o) , il existe un dilaté de 

l'enveloppe convexe de K 0 H qui appartient à 
Ct . 

Pour tout E > O , désigne le dilaté d'ordre E de ït 

dans l'ensemble des fermés bornés de lRN muni de la distance de 

Hausdorff dH ; c'est-à-dire rt = IC E F~ / dH(c,rt) < E}. 

l L'ensemble des w vérifiant la propriété suivante est de 

1 probabilité 1. 

Quel que soit t E IR' vérifiant Q(Po, t) > Q(Po,O) et 

* 
Quelquesoit E > O , il existe n E IN tel que, pour tout n 5 n 

0' 

Démonstration : 

Posons de nouveau 



Ro = {w / (pu) * converge faiblement vers n ncïèï Po1 

W 
et Q i  = {W / (Q(Pn,.))ncN* converge simplement vers Q(Po,.)) . 
Alors Pr(Ron 52; ) = 1 . 

Soit w c no n CL:, . 
Soit to F 1' tel que Q(Po,to) > Q(Po,O) et E > 0 . 
Un petit raisonnement par contraposée montre qu'il s'agit de 

prouver que toute suite (c>~,,* obtenue en prenant, pour tout n F IN*, 

un élément quelconque de ï est relativement compacte, pour 
n,w,to % y  

et admet comme valeurs d'adhérence des éléments de . 
Soit une telle suite et a = Q(Po,to) - Q(Po,O) > 0. 

est relativement compacte car tous ses termes sont inclus dans 

une même boule de xN . En effet, puisque w c Ri , il existe * 
n, E IN 

tel que, si n n 
1 

Donc, si ligQ(Po,t) > Q(Po,O) , il suffit d'appliquer la 
t+to 

proposition 1.1. car w F Ro . Et, dans le cas contraire, étant donné une 
boule B(0,R) vérifiant Po(aB(O,R)) = O et 

* 
il existe n2 E IN tel que, si n 3 n 2 '  



et la proposition I.G. indique l'existence de 60 tel que 

d =  sup diam(C)<+OD ; 

soit n3 tel que, si n 3 n p (pW,p0) < ; alors, grâce à (1) 
3 '  p n 

et (2) si n 3 ~ax(n,,n~,n~) , 

Soit Co la limite d'une sous-suite convergente (c' ) * 
nk kcrn 

de (c:)~~~* . Le lemme I.A. montre que Co €Ct . Ce qui permet de 
O 

conclure car, d'après le lennne 1II.D. , 

Q(Po,to) = iim Q(P:,~~) = lim Q(P'" ,to) = iim P ( c ~  ) s po(co) . 
n- k-w- nk k- nk 9‘ 

Cette démonstration n'utilise que la convergence faible de 

P *  vers Po et la convergence de Q(P' n' to) vers Q(Po,to). 

Il en résulte que, étant donné (o,to) c x B tel que Q(po,.) 

soit continue en to et Q(po,to) > Q(po,O) et convergeant 
* 

faiblement vers vo , quel que soit E > O il existe n c IN tel que, 
O 



Le théorème précédent montre également que, si rt est un 
O 

singleton Cco}, toute suite (c:)~€~* est un estimateur convergent 

de Co au sens de d~ ' 

La vitesse de convergence de cet estimateur découle de la 

proposition plus générale 1II.G. qui se démontre à l'aide du lemme 

suivant. 

+* 
Soit to E IR vérifiant Q(Po,to) > Q(Po,O> . 

N 
Pour tout E > O et toute probabilité P sur IR , 

on pose : 

QE(P,t0) = sup P(C) . 
C€Ct 

O 

cgr: 
O 

Soit une suite de probabilités convergeant faiblement 

vers Po et E > O . Alors 

I 

Démonstration : 

D'après le théorème I.E., il existe un hyperplan affine 
Ho 

vérifiant 

Soit O E Ho . Alors 



pour t ou t  R > O , il e x i s t e  un d i l a t é  fermé de Ho B(o,R),  

noté  CR , q u i  appar t ien t  à C t  . 
O 

Le  théorème I . D .  e n t r a î n e  

sup diam(C) < + m .  

C€rt 
O 

Donc d, = sup diam(C) < + m  . 

Finalement, s i  R > d1/2 , CR f! T F  
e t ,  d 'après (1)  , 

O 

Supposons que 

S o i t  (II ) * une sous-suite de (IIn)ncH* t e l l e  que, quel  que 
"k k€lN * 

s o i t  k E i N  , 

a-b 
QE(n t o ) > a - x  

nk' 

* 
Pour tout  k c iN , notons Ck un élément de C n (Tt )' 

O O 

v é r i f i a n t  

a-b n (Ck) > a - 2k . (3)  
='k 



Les arguments utilisés dans la démonstration du théorème 1II.E. 

montrent que la suite (cklkEIN* est d -relativement compacte. Soit 
H 

Co la limite d'une sous-suite convergente (Ck ) * de (CklkEm* ; 
i iclN 

alors, d'après le lemme I.A., Co E Ct et, d'après ( 3 ) ,  Co 6 r: . 
O O 

Donc le lemme 1II.D. entraîne 

lim n (Ck 1 6 Po(Co) s QE(Po, to) . 
i* "k. i :  

Ce qui contredit (2). 

Quel que soit E > O , il existe (K,K1) E IR+* x IR+* tel que, 

* 
pour tout n r IN , il existe Bn E A vérifiant 

I 

Démonstration : 

Soit E 7 O . 
* 

1)  Supposons QE(Po,to) = Q(PO,to) et, pour tout n E IN , 

notons Cn undeséléments C de Ct n(I':)' vérifiant 
O O 

Grâce aux arguments déjà utilisés, (Cn)nEH* est ciH - 

relativement compacte et la limite 
Co d'une de ses sous-suites convergentes 

(C ) * vérifie 
"k kEIN 



Donc Co r ito. Ce q u i  e s t  absurde ,  pu isque  (C ) C C t  fl (r: )'. 
"k O O 

Donc O < a  = Q(Po, to )  - Q (P , t  ) . 
€ 0 0  

Le lemme 1II.F. peut  s e  t r a d u i r e  p a r  : que l  que s o i t  6 > O,  il 

e x i s t e  ri > 0  t e l  que (p ( 7 1 ~ ~ )  s T)) implique (QE(n , to )  s Qe(Po, to )  + 6 ) .  
P * 

En prenant  6 = 5 , on o b t i e n t  > O t e l  que, que l  que s o i t  n  E B , 
2 

W 
O r ,  s i  ( n , ~ )  v é r i f i e  IQ(Pn, to)  - Q(Po,to)  1 < a l 2  e t  

r çt r: , a l o r s  
n,w, to 

O 

* 
Donc, pour t o u t  n  r IN , 

* 
O r ,  s i  pour t o u t  n  € iN on pose  



le lemme 1II.B. et la proposition 1II.C. entraînent l'existence de 

quatre réels strictement positifs Kt , K2 , KJ et K4 tels que , 
* 

quel que soit n € IN , 

11 ne reste plus qu'à poser K = K + K et K' = Min(K2,K4). # 
1 3  

Si rt est un singleton {C  1 ,  la proposition précédent entraîne : 
O +* 

pour tout E > O , il existe (K,Kt) c IR x IR+* tel que, quel que soit 

* 
la suite (c:),~~* et quel que soit n c IN , ~w / dH(c:,co) > EI contient 

B,, E A tel que 

Nous allons maintenant étudier ce que devient le théorème 1II.E. 

lorsque to vérifie Q(Po,to) = Q(Po,O) > O . 

Si Po est à support compact, Q(Po,O) est atteint sur une 

partie compacte d'un hyperplan affine de lRN et tout ce qui précède 

reste valable. 

Dans le cas contraire il s'agit de mettre en évidence un hyperplan 

affine Ho vérifiant 

* 
On note ro et r , pour tout (n,w) E IN x Ci , l'ensemble 

des hyperplans qui réalisent respectivement Q(Po,O) et Q(P:,o). 

Soit O un point de IRN . Soit Ro c IRi* tel que 



Soit fiR l'ensemble des w E Sl vérifiant 
O 

converge faiblement vers Po , 

iim P:(B(o,R~)) = Po B(O,Ro) 
n w  

Le théorème 1II.A. et la loi forte des grands nombres 

entraînent : 

Soit w c ilR et no c IN* tel que, si n > n 
0 ' 

O 

Alors les ensembles 

'0,~ 
= {H n B(O,R) 1 H E ro} 

et 'n,w,R = CH n B(O,R) / H E rn,w~ , 

pour tout n 2 n et tout R 2 Ro + 1 , sont non vides et ne contiennent 

que des parties d'hyperplans affines de diamètres supérieurs à 1. 

Soit R 2 Ro + 1 . 



Les arguments utilisés dans la démonstration de la première partie 

du théorème I.E. et dans celle du théorème 1II.E. montrent que toute suite 

(*n)nSn obtenue en notant An , pour tout n 5 n l'un des éléments 
o.' 

de r est dH - relativement compacte et possède pour valeurs 
n,u,R 

d'adhérence des parties compactes d'hyperplans affines contenus dans des 

éléments de ïo . 
Ce qui permet d'estimer To si ro est un singleton et, d'une 

manière plus générale, d'obtenir : 

quel que soit E > O , il existe n, 5 n tel que, si n 3 n 
1 ' 



IV - E-SUPPORT . DEFINITION E T  ESTIMATION.- 

Le support de la loi normale centrée et réduite iI est IRN ; 

mais, si O est l'origine de IRN , I'I(B(O,~)~) est très petit. Il peut 

être intéressant de connaître, s'il existe, un convexe compact C, de 

volume minimal, rassemblant la masse d'une probabilité P à E près, 

où E 6 ]O, 1 [ ; c'est-à-dire vérifiant P(C) = 1 - E . Un tel convexe 
existe si P est absolument continue par rapport à A. Mais si P est 

quelconque, il est possible que, pour tout borélien B , P(B) f 1 - E. 

C'est pourquoi nous définissons 1'~-support d'une probabilité 

quelconque de la manière suivante. 

Soit Po une probabilité vérifiant Q(Po,O) # 1 ; autrement 

dit Po n'est pas portée par un hyperplan affine. Soit E un réel tel 

que O < E < 1 - Q(Po,O) . Puisque Q(Po,.) est monotone et continue à 

+ 
droite, le nombre to = infft E IR / Q(Po,t) > 1-€1 existe et vérifie 

Q(Po,to) > 1 - E > Q(P ,O). Alors l'ensemble SE = {C E Ct / Po(C) 1 - E] 
O 

est non vide puisqu'il contient {C  E Ct / Po(C) = Q(Po,to)] qui, 
O 

d'après le théorème I.E., est non vide. 

On appelle E-support de Po tout élément de 

Tout E-support CE de Po vérifie : quel que soit C c C 

tel que A(C) < A(CE) , 

CE est donc un des convexes fermés de lRN , de volume minimal 

to , qui rassemblent la masse de Po à E près. 



Mais, corne l e  montre l'exemple su ivan t ,  c e t t e  d é f i n i t i o n  ne 

permet pas d ' e s t ime r  un E-support  de Po à l ' a i d e  d 'un E-support de 

l a  l o i  empirique d'un é c h a n t i l l o n  de l o i  Po ' 

N = 2 . On reprend l e s  n o t a t i o n s  du t r o i s i ème  paragraphe. 

S o i t  O l ' o r i g i n e  de IR' e t  A = (0,100). S i  Po a pour 

d e n s i t é  par  rappor t  à X l a  f o n c t i o n  
1 

'B(O,I /&) * 2 'B(A,I/J;;) 

a l o r s  8(0,1/&) e s t  l ' un ique  f - support  de Po e t  

* 1 
{w / ]no c IN t e l  que, s i  n > n , B(O,  1/&) e s t  un - - support  

de PZ? e s t  contenu dans 

* 
iw / 3no f N t e l  que, s i  n 2 no , P ~ ( B ( o , I / ~ ) )  > P Z ( B ( A , ~ / & ) ) )  

q u i  e s t  de p r o b a b i l i t é  n u l l e  ; en  e f f e t  -1 , par  exemple, e s t  un é t a t  

r é cu r r en t  de l a  chaîne de Markov 
(Zn)neN* d é f i n i e  par  : quel  que s o i t  

* 
 EN , 

1 
Toutefo is  P ~ ( B ( A ,  II&)) = 1 - - e t ,  quel que s o i t  C E C 

2 

, donc B(A, 1/&) a t e l  que A(C) < x(B(A,II&))  , Po(C> < 1 - - .  
2 

1 support  de Po . Nous des  p r o p r i é t é s  proches de l a  d é f i n i t i o n  d'un - - 
d i r o n s  que c ' e s t  un pseudo E-support de Po . 

Plus  généralement on a p p e l l e  pseudo €-support d'une p r o b a b i l i t é  

'-b 

quelconque Po t o u t  convexe fermé compact CE v é r i f i a n t  : 

e t ,  que l  que s o i t  C E C t e l  que A(C) < A(?€) , 



'L 
Dans c e  q u i  s u i t  SE désigne l 'ensemble d e s  pseudo E-supports  

de  Po e t  on pose : 

'L 
S ' i l  e s t  c l a i r  que SE c o n t i e n t  SE , il e s t  des  c a s  où c e s  deux 

ensembles co ïnc iden t .  C ' e s t  l ' o b j e t  de l a  p r o p o s i t i o n  su ivan te .  

SE = SE s i  e t  seulement  s i  A(€)  e s t  v i d e  ou r é d u i t  à un p o i n t .  Li 
Démonstration : 

a )  Supposons que A ( € )  s o i t  v i d e  ou r é d u i t  à un po in t .  A l o r s ,  

q u e l  q u e s o i t  t > t o  , Q ( P o , t )  > 1-E e t , q u e l  que s o i t  t < t 
O '  

'L 
Q(Po, t) < 1-E . Donc s i  L bE , a l o r s  A(?€)  = to e t ,  puisque 

b)  Le d e r n i e r  c a s  p o s s i b l e ,  compte tenu de l a  c ro i ssance  e t  

de  l a  c o n t i n u i t é  à d r o i t e  d e  Q(Po,.) , e s t  A ( € )  = [to, t l  [ où t l  > to. 

% 
S o i t  C l  E C t e l  que Po(Cl) = Q(Po, t l )  . Alors  C l  E SE 

1 
mais,  puisque S E C C t  3 Cl 4 SE - 0  

O 

Nous avons r e s t r e i n t  n o t r e  é t u d e  a u  c a s  E i 1  - Q(Po,O) a f i n  

d ' ê t r e  a s s u r é  de l ' e x i s t e n c e  d'au moins un E-support g r â c e  au théorème 

I.E.. Mais s i  P  e s t  mesure d i s c r è t e  a y a n t  un nombre f i n i  d'atomes, 

nous avons d é j à  remarqué que ,  q u e l  que s o i t  t E Ett , il e x i s t e  C E et 



tel que P(C) = Q(P,t) même si Q(P, t) = Q(P,O). Nous pouvons donc étendre 

la définition de 1'~-support au cas où 1 > E > 1-Q(po,O) et où p est 

la loi empirique d'un échantillon de loi Po . 
Cela va nous permettre d'envisager l'estimation d'au moins un 

E-support ou pseudo c-support de 
Po ' 

Reprenons les notations du troisième paragraphe et, pour tout 

* 
(n,o) E. N x il , notons S l'ensemble des E-supports de $' . 

E,n,W n 
Ir 

Pour tout n > O , s (2) désigne le dilaté d'ordre n de SE (Sc) 

dans (Fb,%). 

l V . B .  - ThéohErne.- 

L'ensemble des w vérifiant la propriété suivante est de 

probabilité 1 : 

Quel que soit n > O , il existe n tel que, si n > n 
O '  

S C SE si A(E) est vide ou réduit à un point 
E,n,o 

s c 3: sinon . 
E,n,"J 

Démonstration : 

Soit il, l'ensemble des o tels que (Q(P:,.))~,~* converge 

simplement vers Q(Po,.) et converge faiblement vers 
Po . 

Alors, grâce en particulier au théorème 1II.A. , 

Soit w E il, et n > O  . 



D'après  l a  p r o p o s i t i o n  IV.A., il s ' a g i t  de montrer  que t o u t e  

s u i t e  ( c : ) ~ ~ ~ *  
, obtenue e n  n o t a n t  Cn un élément quelconque de  

* 
S pour t o u t  n E N , e s t  dH - r e l a t i v e m e n t  compacte e t  possède 

E,n,u 
"d 

pour v a l e u r s  d 'adhérence d e s  é léments  de 
SE. 

* 
S o i t  ( c : ) ~ ~ ~ *  une t e l l e  s u i t e .  Pour t o u t  n E IN , posons 

tn = X(Cn) . A l o r s  l a  s u i t e  ( tn)nEB* e s t  bornée. En e f f e t ,  pu i sque  E 

e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  e t  l i m  Q(Po, t)  = 1 , il e x i s t e  T E nt t e l  
tu- 

que 

e t ,  puisque l im Q(P:,T~) = Q(Po, ro)  , il e x i s t e  n E l N *  t e l  que,  
n++- 1 

s i  n > n  
1 ' 

Donc, s i  n > n 
1 ' 

S o i t  = sup * t c + m . 
n 

nEN 

Quel que s o i t  n E I?7* , C: e s t  contenu dans un élément 
C,: 

de  CT q u i  v é r i f i e  : 
1 

Les arguments u t i l i s é s  dans l a  démonstrat ion du théorème 1II.E. 

prouvent  que t o u s  l e s  termes de  (CA)nEH* sont  contenus dans une même 



boule de IRN . C ' e s t  donc a u s s i  l e  c a s  d e s  termes de 
(<)nem* . 

S o i t  Co l a  l i m i t e  d 'une s o u s - s u i t e  convergente,  au sens  de  

dH , (cW ) * de   CE)^€^* . Le lemme 1I I .D.  implique 
"k ~ E J N  

S i  X(Co) = to , CO e s t  un E-support  de Po ' 

Sinon, d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  de  to , AGo) > to ; e t  Co 

e s t  un pseudo E-support de  Po . En e f f e t  supposons q u ' i l  e x i s t e  un 

convexe fermé C l  v é r i f i a n t  

t l  = x(C+ < X(Co) 

et Po(C,) > 1 - E . 

* 
A l o r s  il e x i s t e  ko E N t e l  que, s i  k à k 

O '  

D'où, s i  k 2 ko , 

Ce q u i  c o n t r e d i t  l e  lemme I.A. q u i  ind ique  

s i  ZE e s t  un s i n g l e t o n ,  c e  théorème permet son es t imat ion .  

Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  t o u t e  s u i t e  permet d ' es t imer  au moins 

un pseudo €-support de  Po ' 



CONCLUSION .- 

En l'état de ces travaux, rien ne prouve que tout convexe 

"réalisant" Q(P,t) soit, presque sûrement, une valeur d'adhérence 

des suires (c') définies dans le troisième paragraphe. Cela ouvre 

des perspectives de recherche intéressantes surtout si on s'aperce- 

vait que tous ces convexes n'ont pas la même "probabilité" d'être 

une valeur d'adhérence. 

Il reste, pour compléter le quatrième paragraphe, à étudier 

la vitesse de convergence des estimateurs de l'€-Support d'une proba- 

bilité sur IRN. Les résultats obtenus dans le troisième paragraphe 

nous poussent à penser qu'elle est exponentielle. 

vers O de la Paul Lévy a démontré la décroissance en - 
Jn 

concentration, en t fixé, de la puissance énième de convolution 

d'une probabilité sur IR. L'auteur de cet article ( 111) a pu établir 
que, si P est une probabilité sur IR2 , la concentration sur les 

alors que la concentration convexes fermés décroît vers O en - 
Jn 

sur les boules fermées décroît vers O en . Les arguments figurant n 

dans [ll] nous permettent d'augurer, dans le cas d'une probabilité sur 

' 
de la concentration sur les IRN , la décroissance vers O en - 

Jn 
convexes fermés et en n de la concentration sur les boules fermées. 
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CONVOLUTION ET CONCENTRATION 

1 

Bruno MASSE 
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Lille Flandres Artois 
U . F. R . de Mathématiques Pures e t  Appliquées 
59655 - VILLENEUVE D'ASCQ CEDEX . 

~ é b w n é  : Dans le but d'illustrer les dispersions des puissances successives 

de convolution d'une probabilité P sur IR2 , nous considérons deux géné- 
ralisations de la fonction de concentration de P. Lévy relative aux 

intervalles de IR ; l'une, notée Q, est définie à partir des boules de 

IR2 e~ l'autre, notée 6 , à partir des convexes. 

Nous montrons la décroissance vers O des suites (Q(~*n,t))nEW* 

et <G<P*", , où t est un réel positif quelconque, respectivement 

Enfin nous prouvons que, si P admet une matrice de covariance, 

quelque soit t c II , les suites (Q(P*", nat))ncm* pour o c 10, I/Z[ 
et (Q(P*~, not))ncm* pour ci E 10, 1 [ convergent vers O. 

A b n i m o t  : With intent to illustrate the dispersion of the successive powers 

of convolution of a probability measure on IR2 , we consider two generalizations 
of the P. Levy's concentration function refering to the real intervals ; one 

of them, noted Q , is defined through the spheres and the other, noted 6 , 
through the convex sets. 

We show that the sequences (Q(P*", t)Ince * and (~(p*",t))~~~* , 
for each t E IR' , are decreasing to zero respectively in l/n et l/i/n . 

Then we prove that, if P has a covariance matrix, for al1 

t E IR+ , the sequences (Q(P*", nGt))nEe* for ci E ]O, 1/2 [  and 

(9(~*", nat))ncm* for o c J o , ~  [ converge to O . 

Mo& c d é ~  : Lois de probabilité - Convolution - Fonctions de concentration - 
Vltesse de convergence 

In&icu de &v,~idicaLion STMA : Principale : 01160 - Secondaire : O1110 



Paul Lévy (111) a défini la fonction de concentration q d'une 

variable aléatoire réelle X par : pour tout t c IR+ , 

où PX désigne la loi de X. 

Il a utilisé cette notion pour illustrer la dispersion de la 

puissance énième de convolution d'une probabilité P sur IR et a établi 

que la suite (qn(t))nEm* , où qn désigne la fonction de concentration 

de P * ~  , décroit vers O en - ' quelque soit t E IR+ . 
J n  

L'objet de cet article est de coniparer les manières dont évolue cette 

propriété selon le choix que l'on fait parmi les nombreuses généralisations 

possibles de q. Dans ce but nous placerons dans  IR^ , ce qui permet de répondre 

au problème posé en évitant aux démonstrations d'avoir une trop grande technicité. 

Considérant que les intervalles de IR de longueur t sont à la fois des boules 

t de rayon - et des convexes de mesure de Lebesgue t nous définirons la fonc- 
2 

tion de concentration d'une probabilité sur , dans un premier temps, à 

partir des boules fermées et, dans un deuxième temps, à partir des convexes 

2 
fermés de IR . 

P. Roger, ( [ 4 ]  ), a dégagé les propriétés générales de la première 

de ces deux généralisations, notée Q, et l'auteur, [5], a dégagé celles 

de la deuxième, notée q , a proposé des méthodes d'estimation de Q et 

QI et utilisé 6 pour définir et estimer l'a-support d'une probabilité 

2 
sur IR . 



1 Nous allons, dans cet article, établir la décroissance vers O en - 
n 

1 de (Q(P*~,~))~~~* et en - de (q(~*~,t))~~~* pour toute valeur de t 
Jn 

et montrer que, si P admet une matrice de covariance inversible 

*n a 1 limQ(P , n t ) = O  pour tout a €  [ o , ~ [  
n u -  

et l i m ~ ( P * ~  , nat) = O  pour tout a  E [O,  1[. 
n- 

Une partie des démonstrations de 11.1. et de 11.5. s'inspire de techniques 

utilisées par P. Lévy. 

I - RAPPEL DES RESULJATS OBTENUS PAR P. LEVY POUR LES PROBABILZJES SUR IR 

Soit P une probabilité non dégénérée sur IR et (Xn)nER* une 

* 
suite de v.a. indépendantes de loi P. Pour tout n E IN , notons 'n 

la loi de X1 + . . . + Xn . 
Soit q > O tel que la loi de XI - X 2  conditionnée par 

{ lx1 - X2 ( > q]  , notée P" , ne soit pas dégénérée. 

2T( . Soit to = - 
3n 

* 
Alors, quelque soit (n,t) E IN x IR+ , 



où, si o(P8') désigne l'écart type de P" , 

Dans la suite de cet article, nous garderons les mêmes notations, 

mais P désignera une probabilité sur IRL. 

II - CONCENTRATION SUR LES BOULES FERMEES ET CONVOLUTION.- 

Soit Q l'application, appelée fonction de concentration sur les 

boules fermées de IRL, dé£ inie par : 

(JJ, t) -+ Q(p,t) = sup v(B(x,~)) , 
XE IR 

2 

où Mb dési-gne l'ensemble des mesures bornées sur IR* et, quelque soit 

(x, t) E .E2 x IR' , ~ ( x ,  t) désigne la boule euclidienne de centre x 

et de rayon t. 

Pour tout t E lR+ , la suite (Q(Pn,t))neR* est décroissante 

au sens large car, quelque soit n > 1 , 

Si P est une mesure de Dirac, Q(P ,t) = 1 quelque soit n 

(n,t) E R* XE+ . 
Dans ce qui suit nous supposons que P n'est pas une mesure de 

Dirac, / / / 1 , désigne la n o m e  euclidienne sur IR2 , 1 1 1 1 la 

"norme du sup" sur IR' , c'est-à-dire, si .r = (x,~), I / . r ( 1 2  =~ax(lxl,lyl), 

et $ la fonction caractéristique de P. 



I I .  1 .  - PhoposLCLon. - 

* +* 
Quelque soit (n,t) E B x W , 

Démonstration : 

+* * 
Soit rl E 1R et n E IN . 
soit : IR' ---+[o,I] c a . 

= O sinon . 

g est la fonction caractéristique d'une probabilité p sur  IR^ car, 
,. 

d'après le théorème de Polya, g(. ,O) et g(0, .) sont les fonctions 

caractéristiques de deux probabilités sur IR . 
De plus, I g l  étant intégrable, p est à densité g définie par, 

2 quelque soit 5 E IR , 

Or, si 1111 l 2  6 et /Irl12 L n , alors I<T,E>I s 2 1' 1 l 2  s . 
6 ri 

Donc, grâce au théorème de Fubini, si 1 15 1 1 6 2 , 
6 ri 

Donc, quelque soit a E WL , 



%Ir2 1 .. 
$ - X -  

n 2  4n2 I*' lexp(-i<~,a>) g(~) $Jn(~) 1 d~ 

,. .. - 
car, puisque Ig  x gril E Igl, I g  x 9"1 est intégrable. 

Il ne reste plus qu'à poser t = -?- pour obtenir le résultat 
6 ri 

annoncé. 

2 
Cette proposition nous incite à étudier l'ensemble 1 = (-r E 1R /II& T)! = 1 1. 

11.2. - Lemme.- 

Si 1 est de cardinal infini et possède un point d'accumulation, 

alors P est portée par une droite D et 1 est un ensemble D, au plus 

dénombrable, de droites orthogonales à D telles que l'ensemble 

{A  n D / A E ne possède pas de point d'accumulation. 

Démonstration : Supposons que 1 soit de cardinal infini et 

possède au moins un point d'accumulation T . 
O 

* 
1) 191 étant continue, 1 est fermé et, par conséquent, T E. 1. 

Il existe donc A. C IR2 et a. E IR tels que 

et, quelque soit x E A. , 



* 
Pour t o u t  n E IN no tons  T un élément  de 1 v é r i f i a n t  

n 
1 

O <  - T n l l 1  <;' 

Pour t o u t  n c IN* il e x i s t e  An C n2 e t  a n r  IR t e l s  que 

P(A,) = 1 

e t ,  quelque s o i t  x E An , 

<x ,  T > = a 
n n (271). 

m 

S o i t  A = A . A l o r s  P(A) = 1 e t ,  puisque P n ' e s t  pas une n 
n=O 

mesure de Di rac ,  A n ' e s t  pas  un s i n g l e t o n .  

S o i t  x e t  x ,  deux éléments  d i s t i n c t s  de A e t  m E JN* t e l  

/ lx1-xol l i 2m71 . 
* 

Alors ,  pour t o u t  n E W , 

<XI-XO , T -T > = 0 n O (271) 

e t ,  pour t o u t  n 3 m , 

- x 0  , - 1  6 / lxl-xol 1 ,  1 I T ~ - T ~ /  < 2" - 

Donc, pour t o u t  n > m , 



Soit x E A distinct de xo et m' 2 m tel que 

Alors <x-x O, TmtT > = O . 
Donc x est sur la droite D passant par xo et x. car 

m' g m. Donc A C  D et, finalement, 

P(D) = 1 . 

2) a) Si l'équation de D est y = ax+b , il existe une variable 

aléatoire X à valeurs dans (IR, %) telle que Z = (X,aX+b) soit de 

loi P. 

Soit T = (s un élément de 1. Alors, puisque 

Et toute la droite d'équation ay = -x + (sl+as2) est incluse 

dans 1. De même, quelque soit T ' = (si, si) E 1 , toute la droite d'équa- 

tion ay = -x + (s'+as1) est incluse dans 1 et 1 2  

Or ( 1 )  et (2) prouvent que les rapports s +as2 / s'+as; prennent 
1 1 

un nombre de valeurs au plus dénombrable. 

Donc 1 est bien constitué d'un ensemble D ,  au plus dénombrable, 

de droites perpendiculaires à D. 

b) Si l'équation de D est x = a , on remplace Z par Y 

telle que Z = (a,~) soit de loi P et on montre que, si T = (s1,s2) E 1, 



toute la droite d'équation y = s2 est incluse dans 1. 

3) Si l'ensemble C A  n D / A E possédait un point d'accumula- 

tion T' on pourrait construire une suite 
O '   TA)^^^* C 1 vérifiant , * 

pour tout n E ïN , r i  E D et 

Et les arguments utilisés dans la première partie de cette démonç- 

tration prouveraient que, si D l  désigne la droite perpendiculaire à D 

passant par r; , 

Ce qui est impossible puisque P(D) = 1 et P n'est pas une mesure 

de Dirac. 

Démonstration : Si toute partie bornée de 1lZ2 ne contient qu'un 

L nombre fini de points de 1 , 1 est au plus dénombrable et X (1) = 0. 

Sinon, 1 possède au moins un point d'accumulation et le lemme 

11.2. indique que I est un ensemble au plus dénombrable de droites. 

Donc ~ ~ ( 1 )  = 0. 

On en déduit aisément la proposition suivante. 



11.4. - Phopon&n.- 

Quelque soit t E IR' , 

I- 
+* B+* 

Démonstration : Soit (t,~) E IR 

Pour tout a E [o,I], posons 

2 
1, = {T E 1 1 1 ~ 1  l 2  $ et I$(T)~ > 1-al . 

2 
2 

Alors Io = n Ia et A (1,) = 5 < + . 
ml 0,1] 36t 

Donc, d'après le corollaire 11.3. , 

2 2 
lim A (1,) = A (Io) = 0 . 
a* 

Soit rl E ] O ,  11 tel que 

Alors, d'après la proposition II. 1. , pour tout n E IN* , 

Ce qui permet de conclure car E est arbitraire. 



Nous allons maintenant établir la décroissance en -! vers O n 

de (Q(P,,t))nEm* dans le cas où P n'est pas portée par une droite. 

Dans le cas contraire, on se ramène aisément aux fonctions de 

concentration sur IR et, d'après le paragraphe 1 , la décroissance 
1 

est alors en - . 
Ai 

l +* =+* 
Si P n'est pas portée par une droite, il existe (to,B) E IR 

/ tel que, si I l ~ l l ,  to , 

D&monstration : Soit Y' : I R 2 - - - +  [0,1]C8 la fonction 

T - [d(T)12 
caractéristique de la loi P '  de X1 - X2 . 

Pour tout t E IR+*, si [ [ T I I ~  s t ,  

ç * 
Soit t E IR tel que la restricticn de P' à 

At = {X / 11x1 1 i 1 ne soit pas dégénérée et tel que PV(At ) > O. 
O 

2to O 

Soit P" la loi de XI-X2 conditionnée par {X -X E A 1 .  
1 2 to 

Soit T tel que / 1 T 1 1 ,  < to , C le cercle unité et 

T 
Y =- E C .  

l ITI l , 



A l o r s ,  d ' a p r è s  (11,  

où r d é s i g n e  l a  m a t r i c e  de  covar iance  de P" e t  y '  l a  t r ansposée  

Mais,  pu i sque  P" n ' e s t  pas  p o r t é e  p a r  une d r o i t e ,  quelque s o i t  

E t ,  puisque  y '  Ty e s t  une f o n c t i o n  c o n t i n u e  de y s u r  l e  

compact C , il e x i s t e  n > O t e l  que, quelque s o i t  y E C , 

Ce q u i ,  avec ( 2 ) :  e n t r a î n e ,  s i  1 17 1 ! ,  < t o  , 

c 

Il ne r e s t e  p l u s  q u ' à  p o s e r  B = 
16 



Si P n'est pas portée par une droite, pour tout t E IR+ , il 

existe K E B+* tel que, quelque soit n E IN* , 

Démonstration : D'après le leme précédent, il existe 

+* 
(t0,%) c IR IR+* tel que, si s t o ,  

* Alors, grâce à la proposition II.I., si t S , quelque soit n E IN , 
6to 

~ t ,  si t > 2 
* 

, quelque soit n E IN , 
(jto 

Le lemme 11.5. permet également d'obtenir une majoration plus fine 

pour de petites valeurs de t. C'est l'objet de la proposition suivante où 

on reprend les conditions et les notations de la démonstration précédente. 



* 
Si t 6 to , quelque soit n c IN , 

* 2 
Démonstration : Soit t 6 t , n E IN et x E IR . 
Soit g la densité et 2 la fonction caractéristique de la loi 

normale centrée de matrice de covariance 

- - 
et, puisque I g l  est intégrable, I g  qn( l'est aussi. 

2 1 I . r l l ,  
6 fi 1 exp (-(2@+1) d.r 

277 JR 



111 - CONCENTRATlON SUR LES CONVEXES FERMES ET  CONVOLUTION.- 

Soit 6 l'application, appelée fonction de concentration sur les 

convexes fermés de IR2 , définie par : 

(u,t) - Q(p,t) = sup P(C) 
CcCt 

où, pour tout t E IR' , C désigne l'ensemble des convexes fermés de IR2 
t 

de mesure de Lebesgue t. 

Si P est portée par une droite, il en est de même de 
'n y 

pour tout n E IN*. Donc, pour tout (n,t) E ~ N * X  IR+ , 

Dans ce qui suit nous supposerons que P n'est pas portée 

par une droite. 

Quelque soit t E IR' , la suite ~ t *  est décroissante 

au sens large car la démonstration figurant dans ([2], p. 165) reste valable 

si on remplace les boules fermées par des convexes fermés. 

+ 
Pour tout a E 1R , notons l'ensemble des bandes de IR2 de 

largeur a. 

+* 
Pour tout a E IR+ , il existe K I  E I R  tel que, quelque soit 

* 
n c W  , 

1 
sup Pn(B) 6 - 
BE Ba A 



Démonstration : Reprenons les notations de la démonstration 

du lemme 11.5. 

Pour tout 8 E [o,IT], notons Pe et Pë les projections, 

respectives de P et P" sur la passant par l'origine de IR2 

et admettant le vecteur de composantes pour vecteur directeur et, 

2 pour tout a E IR' , désignons par a le point (a cos 8, a sin 8) de IR . e 

2 cos 8 
Alors, pour tout 0 E [o,~IT], o (Pd) = (cos 6 ,  sin 8) r( ) sin 0 

est la variance de Pi' . 
2 

Or, quelque soit û E [0,2i~] , o (P:) > 0 car, puisque P" 

n'est pas portée par une droite, Pi 
n'est pas une mesure de Dirac. 

COS 

Donc, puisque [0,d est compact et (cos . , sin . 
est une fonction continue de O, 

A =  inf a ( P e ) > O .  
[o,~] 

Soit a c IR' . D'après le paragraphe 1 il existe K i  > O  tel 

que, quelque soit n E B" , 

sup Pn (B)  = su 
*n 

sue pe ([z, z + aJ) 
B E B ~  BE 6.~1 zcDe 

*n 
où Po désigne la puissance énième de convolution de . 

Il ne reste plus qu'à poser 



111.2. - Phoponition.- 

Pour tout t E IR+ , il existe K > O tel que, quelque soit 

Démonstration : Soit t E IR' . Posons 

On montre aisément que tout élément de C L  est contenu dans un 

élément de 
'ilt . 

D'après le leme 111.1. et la proposition 11.6. il existe 

+* IR+* 
(K,,K~) E IR 

* 
tel que, quelque soit n E Pi , 

6(pn,t) =Max ( sup Pn(C) , 
,c 

s Max (Q(Pn,l) , sup Pn(B)) 

=$2t 

Il ne reste plus qu'à poser K = Max(K K ) . 
1 '  2 

L'objet du dernier paragraphe de cet article est de donner une 

aume vision de la dispersion de la puissance énième de convolution de P , 
dans le cas où P admet une matrice de covariance inversible. Il s'agit de 

déterminer danq quelle mesure on peut augmenter, en fonction de n , la 
- 

valeur de la variable des applications Q(P,, .) et Q(PP, .) tout en 

conservant des suites convergeant vers 0. 



I V  - CONVOLUTION, CONCENTRATION ET V.A.  ADMETTANT UNE b4ATR7CE DE COVARlANCE. - 

P désigne maintenant une probabilité sur IR' admettant une 

matrice de covariance inversible. 

Nous supposerons, sans perte de généralité, que P est centrée. 

l 7V .  1 .  - P/ropon&Lon.- 

Soit Po absolument continue par rapport à h2. Alors les 

I applications Q et 9 , de % x IRt , muni de la topologie produit de la 

l topologie de la convergence faible sur M b  et de la topologie usuelle sur 

, dans IR' , muni de sa topologie usuelle, sont continues en (Po,t) , 

quelque soit t E IR' . 

N.B. - Une étude plus complète de la continuité de Q et 9 figure dans [SI. 

Démonstration : 

1) Etablissons d'abord la continuité de Q(Po,.) et de Q(po,.). 

Soit E > O . Soit > O tel que B o Bg2 et h2(8) l ri entraînent 

Po(B) 6 E . 
a) Soit (tn)nem une suite de réels positifs convergeant vers 

to. 

Soit n tel que, si n b n 
0 

Alors, si n 2 n 
0 y 



C sup Po(B) 6 E . 
BEB =2 

2 
A (B)fil 

b) Soit (tl,t2) e IR+ x IR+ tel que O 6 tt - t, 6 il . 
On montre aisément que tout élément de C contient au moins 

2 
un élément de C . D'où, quelque soit C E C , si on note C' un 

1 2 
élément de C contenu dans C , 

1 

Donc O S  Q(p0,t2) -g(~~,t,) = SUP (Po(C) -6(po,t1)) i E . 
CEC 

t, 

2) Soit (PnInem* convergeant faiblement vers Po ; d'après [2] , 

puisque Po ne charge pas les frontières des éléments de C , 

iim sup IP,(c) - Po(C)I = 0 . 
n++m C EC 

Soit (tn)nc~ une suite de réels positifs convergeant vers 
to . 

Soit E > O . Soit n E B tel que, si n 2 n 
O '  

E sup IP,(c) - Po(C)l É 2 
C€C 



Alors, si n 2 n 
0 y 

6 sup IPn(c) - po(c)I + - Q(po,to)I 
t n 

La continuité de q en (Po,to) se démontre de la même manière. 

Nous allons utiliser cette proposition pour démontrer le théorème suivant. 

Po 
désigne maintenant la loi normale centrée de même matrice 

de covariance que P. 

et, pour 

et 

I V . 2 .  - Théohème.- 

Quelque soit t E IR+ , 

1) lim Q(Pn, 6 t) = Q(Po,t) et l i m  q(pn,nt) = q(po,t) . 
n*m n++= 

1 
2) Pour tout a E [O, 7 [, limQ(Pn, nat) = Q(Po,O) = O 

Il++= 

* 
3) Si P est une loi normale, pour tout n E ïN , 

* 
Démonstration : Pour tout n E W , notons 

Pyn 
la loi 

X1 +.. . 
de Yn = 

+ n 

Jn 



D'après le théorème central limite, (P converge 
'n nciN 

faiblement vers Po . De plus Po est absolument continue par rapport 

à puisque sa matrice de covariance est inversible. Enfin, pour tout 

* 
n E iN , Pn est la loi de 6 Y, . 

Soit t c IR+ . 

1 )  Puisque Q(.,t) et q(.,t) sont continues en 
Po > 

lim Q(P, , nt) = lim Q(py ,t) = Q(po,t) . 
n++m n++m n 

- 
2) Puisque Q et Q sont continues en (Po,O) , 

1 t 
Pour fout a E [O, lin Q(Pn, nat) = lim Q(Py , -) = Q(Po,O) = O et, 

n++- n++m n n 

pour tout a E [O, 1 [, lim Q(pn, nat) = lin g(py , a_1 ) = Q(P~,o) = 0 . 
n++- n++- n n 

3) Si P est une loi normale. pour tout n c lN* , Y est de 

* 
loi P. Donc, pour tout n E IN , 

IV.3. - RmaAquct..- Nous venons de voir que, si P admer une 

matrice de covariance, sup{a > O / lim G(P,, nat) = 01 = 1 . Dans le cas 
n-+* 

contraire, on peut prévoir que, s'il existe, ce nombre est plus grand. Par 

exemple supposons maintenant que la fonction caractéristique de P soit 



$ : (x,y) --+ e y '  . Alors P n'admet pas de matrice de covariance 

puisqu'elle est le produit de deux loisde Cauchy et, si on note Sn la 
X + ... 

fonction caractéristique de 
1 + *n 

n 

Donc, pour tout (n, t) E N* x IR+ , 

Et, finalement, quelque soit a < 2 , 

V - LE CAS IRN.- 

Les démonstrations des paragraphes précédents s'étendent à IRN 

pour donner les propriétés suivantes P désigne une probabilité sur  IR^ 
qui n'est pas une mesure de Dirac. Soit m le plus petit entier naturel 

tel que P soit portée par un sous-ensemble affine de IRN de dimension 

m , alors, pour tout t ç IR' , la suite (Q(Pn,t)Incm* décroît vers O  

1 - 
en - 1 

ml2 
et, si m = N , (Q(Pn,t))new* décroît vers O  en - . 

n 6 
D'autre part, si P admet une matrice de covariance inversible, 

1 lim Q(Pn, nat) = O  , pour tout a < -  
n-t- 2 

lim Q(P,, nat) = O  , pour tout a < g  . 
n+- 2 



Les nombres iio = sup icx E B' / lim G(P*~, nDt) = O , 
n++m 

- *n quelque soit t E iRt} et Bo = lim (QP , nu') pourraient servir à 
n++- 

caractériser la dispersion d'une probabilité P n'admettant pas de matrice 

de covariance. Il serait donc intéressant de savoir si ces nombres existent 

pour tout probabilité P et, si c'est le cas, de mettre au point leur 

estimation. 

Je tiens à remercier Arlette Lengaigne qui a dactylographié 

ce texte avec soin et compétence. 
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1 - INTRODUCTION 

Le problème de l'estimation du support d'une loi de probabilité a été envisagé 

sous divers aspects : dans le cas d'un support de type {(x, y) E R2/0 5 x 5 1 ; O 5 
TJ 5 f (x)) Geffroy (1964) et Jacob (1984) ont étudié un estimateur de f ; Guilbart 

(1973) étudie la continuité de l'application qui à toute probabilité sur RN associe 

l'enveloppe convexe fermée de son support ; Chevalier (1976) propose l'estimation 

du support, non nécessairement convexe, d'une probabilité sur R~ par la "méthode 

des partitions" et la "méthode des boules", il montre en particulier que certaines 

conditions sur la mesure des éléments de la partition ou des boules sont nécessaires 

à la convergence de l'estimateur ; Riplcy et Rasson (1977) se sont préoccupés de 

l'estimation du support, supposé convexe, d'un processus de Poisson homogène, 

ils en proposent en particulier un estimateur sans biais ; enfin Jacob et Abbas 

(1989) ont proposé une méthode d'estimation du support, supposé être défini en 

coordonnées polaires dans le plan par { ( p ,  0)/0 5 0 5 27r ; 0 5 p 5 4(0) ; d(0) = 

4(27r)), d'un processus ponctuel de Cox. 

Dans cet article, on choisit, à la suite de plusieurs auteurs, d'estimer 

l'enveloppe convexe du support d'une loi de probabilité sur R~ à l'aide de 

l'enveloppe convexe d'un échantillon de cette loi ; ce qui lie le problème de 

l'estiinatioii du support à une notion qui a déjà été l'objet de iloinbreux travaux : 

les premiers semblent être ceux de Geffroy (1958), Raynaud (1965) et Renyi et 

Sunlanke (1964) ; Efron (1965) étudie l'espérance mathématique du volume, du 

nonibre de sommets, de faces et d'arêtes de l'enveloppe convexe d'un échantillon 

de loi quelcoiique sur R2 OU R3 ; Dwyer (1988)' Buchta (1984), Van Wel (1989) 

4 et Barany et Larinan (1988) ont étudié divers aspects du comportement asympto- 

tique de l'enveloppe convexe d'un échantillon de loi uniforme à support compact 

et convexe ; Eddy et Gale (1981)' dans le cas d'une loi à symétrie sphérique, puis 

Brozins et de Haan (1987)' dans un cadre plus général, ont étudié la loi limite de 

la fonction de support de l'enveloppe convexe d'un échantillon ; Fisher (1969) s'est 

placé dans le cas d'une loi produit de lois de probabilité sur R ; Buchta, Müller 

et Ticky (1985) ont choisi de tirer l'échantillon à partir d'une loi concentrée sur la 

frontière d'un convexe compact. 

Dans le deuxième paragraphe de cet articIe, l'écart entre l'enveloppe convexe 

Ct d'un écliantillon de taille n et l'enveloppe convexe Co du support de la loi 



est mesuré à l'aide de 1'espéra.nce du volume de Co \ Cn, dans le cas où Co 

est compact, et, dans le cas général, à l'aide de E [P (RN \ C:)] où P est la 

loi de l'échantillon. On obtient, pour ces deux quantités, des encadrements qui 

constituent une généralisation d'un résultat de Barany et Larman ([13] p. 275) 

portant sur une loi uniforme sur un convexe compact. Puis on montre que la 

vitesse de décroissance vers O de ces deux écarts peut être rendue aussi lente que 

l'on veut en choisissant, pour le premier (resp. pour le deuxième) une loi chargeant 

peu (resp. beaucoup) un voisinage de la frontière de l'enveloppe convexe de son 

support. 

D'où l'objet du troisième paragraphe qui est de déterminer un borélien peu 

"distant" de Cg, ici un dilaté de C,W, dont la probabilité tend vers 1 à une vitesse 

connue indépendante de P. Une réponse est donnée à ce problème par la propriété 

suivante, par ailleurs d'une portée bien plus générale, dûe à Geffroy et démontrée, 

dans le cadre qui nous intéresse, dans [20] : soit E > O, n E N*, Pn la mesure 

empirique associée à {Xi,.  . . , X n ) ,  M le cardinal d'un ensemble de boules de 

rayoii E dont la réunion est de probabilité supérieure à 1 - c\4 et p la distance de 

Prokorov ; alors Pr(p(P,', P )  2 c} 5 2(M + l)e-2n('/2(M+1))2. 

On obtient bien sûr la même majoration pour Pr{P[RN \ 2 a),  où 

a €]O,l[, et une illégalité du même type pour P ~ { P [ R ~  \ (Cn)a] 2 O}, où a > O 

et b €10, II, en adaptant légèrement la démonstration. Mais, dans les deux cas, le 

nombre M est inconnu, en l'absence de renseignements sur P, et le sccond inembre 

de l'iiiégalité n'est pas assez petit pour que de très grandes valeurs de n ; ce qui 

semble inévitable pour une propriété portant sur tous les boréliens de R N  alors 

que nous ne considérons, ici, que CE. 

Nous montrerons, dans un premier temps, que la probabilité maxiinale des 

demi-espaces d'intersection vide avec C,W tend vers O à une vitesse indépendante 

de P .  Puis on obtient deux inégalités de type exponentiel pour la probabilité d'un 

dilaté de C,W ; dans la première l'ampleur de la dilatation dépend de l"cainpleur" de 

CE, alors que dans la seconde, elle est indépendante de W .  Dans le cas où l'espace 

des réalisations est R2, on obtient des vitesses de convergence pa.rticulièrement 

rapides à l'aide de techniques qui ne s'étendent pas aux espaces de dimension 

supérieure. 



II - ETUDE DE L'ÉCART ENTRE L'ENVELOPPE CONVEXE D'UN 

ÉCHANTILLON ET L~ENVELOPPE CONVEXE 

D U  S U P P O R T  D E  LA LOI 

Soit ( a ,A ,  P r )  un espace probabilisé et (Xn)nEN* une suite de variables 

aléatoires définies sur (Q,A) et à valeurs dans RN, muni de sa tribu borélienne, 

indépendantes et de même loi P absolument continue par rapport à la mesure 

de Lebesgue sur RN notée A. On note Co l'enveloppe convexe du support de 

P. Pour tout n E N* et tout w E a, on note C,W l'enveloppe convexe fermée 

de {Xi (w), . . . , Xn(w)). Quel que soit s E R ~ ,  IC, désigne l'ensemble des 

demi-espaces fermés dont la frontière contient x. Pour tout E E [O, 11, on pose 

S(E)  = {x E Co/ infKEK, P (K)  5 E ) .  Les ensembles S(E) ont déjà été utilisés 

par Berany et Larman ([13]) pour une loi P uniforme sur un convexe compact de 

R~ Co ; ils ont montré, en particulier, qu'il existe no, ml > O et mz > O tels que 

La proposition suivante étend leur étude à une loi P continue à support 

compact d'enveloppe convexe Co, sans parvenir à la même précision. 

Pour tout (p, q) E N2, on pose (p) = A. 
Proposition 11.1.- Si P est à support compact d'enveloppe convexe Co, quel 

que soit E E [O, 11 et quel que soit n > N, 

X(S(e)) + X(CO) (N1 1) [(1 - + E ~ - ~ + ~  1 

i Soit E E [O, 11 et n > N .  

Soit v l'application de R N  dans [O, 11 définie par : Vx E RN,  v(x) = 

infKEK, P(K).  Alors, quel que soit x E RN, 

Pour démontrer la première inégalité, notons K, un élément de IC, vérifiant 

P(I<,) = v(x). Alors : 

i=n 



Pour la deuxième, notons Ro l'ensemble des w E R pour lesquels il n'existe pas 

N + 1 points Xi(w)(i < n)  contenus dans un même hyperplan. P étant continue, 

Pr(R0) = 1. Si w E Ro est tel que x 4 CE, alors il existe N - i éléments 

Xi,, . . . , Xi,-, (w) de {Xi(w)/i 2 n )  tels qu'un des deux demi-espaces délimités 

par l'hyperplan contenant X ,  Xi, (w), . . . , Xi,-, (w) contient {Xj(w)/i < n) .  Si on 

note I< ce demi-espace, 

puisque x E IC et puisque la quantité tm + (1 - t )m,  pour m E R+* fixé et t variant 

dans [O, 11, est maximale lorsque t ou 1 - t est minimal (2). 

Or EIX(Co \ Ci)] = sco Pr(x  $ C:)dx. Grâce à ( l ) ,  on obtient donc : 

Ce qui permet de conclure, compte tenu de (2). rn 

On peut aussi caractériser la qualité de C,W, en tant qu'estimateur de 

l'enveloppe convexe du support de P ,  par la quantité P ( R ~  \ Cg). 

On obtient alors la proposition suivante, qui se démontre comme la précédente, 

mais où on peut se passer de l'hypothèse sur la compacité du support de P. 

Proposition 11.2.- Quel que soit E E [O, 11 et quel que soit n > N, 

Reinarque : En prenant E = i, puis E = ;L?a où a €]O,l[, on obtieiit des 

résultats comparables à celui, cité plus haut, obtenu par Bara.ny et Larman dans 

le cas où P est uniforme. Plus précisément : Vn > N, 



Les deux exemples suivants montrent que les vitesses de convergence vers O 

de EIX(Co - C:)] et de E [ P ( R ~  \ C:)] peuvent être rendues aussi lentes que l'on 

veut par un choix adéquat de P. 

Exemple 1.- Soit a > 6 et P la probabilité sur R2 de densité f vérifiant : 

f (z, Y) = g ( J m )  où g est définie par g(r) = e ( l  - si r E 
I (le9-)“ s i r E [ + , l ] e t g ( r ) = O s i r > l .  

IO' g(r) = - 

Soit n > 2 tel que i < et r, = 1 - (%)*. Alors r, > 2 et 

*. P(B(0 , l )  \ B(O, rn)) = i et X(B(Oy1) \ B(0, y,)) 2 n(%) 

Donc X(S(i)) 2 7r(e)"+' et, d'après la proposition 11.1.' 

7r a + 1  
-(-)&(:)* 5 E[A(B(O, 1) \ Ci)] . 
4 27r 

En posant @ = 2- a+17 on a ainsi prouvé que, quel que soit /3 €10, +[, il 

existe une probabilité P telle que : il existe no E N* et k E R+* vérifiant : 

Vn 2 no, h"$ < EIX(Co \ Ci)].  

Exemple 2.- Soit a €]O,1[ et h l'application de ]O, 1[ dans R définie pa.r 

Alors h(r) est équivalent au voisinage de r = 1, à '' 
r l + n ( ~ - T ) l - %  ' 

1 
Donc, pour tout x €]O,l[, l'intégrale Jz h(r)rdr converge. 

Soit a €10, 1[ tel que 

Soit P la probabilité sur R 2  de densité f vérifiant f(z,  y) = g ( d m )  où 

g est l'application de R+* dans R définie par g(r) = 9 si r €]O, a[, g(r) = h(r) 

sdi r E [a,  1[ et g(r) = O si r 2 1. 

Soit n E N* tel que r, = - &? 2 a. 

Alors, si on note H une droite tangente à B(0, r,), H Ti B(0, l )  a une longueur 

égale à 2 Jq' = h. Comme B(0, r,)  a pour périmètre a il existe &?TF' 



n demi-plans TG,.  . . , IC,, dont les frontières sont tangentes à B(0 ,  r,), vérifiant : 

Vi c { l ,  . . . , n } ,  V j  E {1 ,  . . . , n} \ { i }  

Comme P est invariante par rotation, pour tout i E ( 1 , .  . . , n } ,  

Ce qui prouve que S ( $ )  contient B ( 0 , l )  \ B(0 ,  r,). 

De plus, pour tout i E ( 1 , .  .. , n } ,  X(Ili n B ( 0 , l ) )  2 ( 1  - r,)d= et 

f 2 g(r,) sur Ici n B ( 0 , l ) .  

Donc 

P ( s ( ~ ) )  t P(B(O'1))  \ B ( 0 ,  r.,)) 

Ce qui, d'après la proposition 11.2, prouve que : _< E [ p ( R N  \ C c ) ] ,  pour tout 

n E N* tel que 2 a. 

L'objet de la proposition 2 est de montrer que la probabilité maximale des 

demi-espaces d'intersection vide avec C,W tend vers O à une vitesse indépendante 

de P. Sa démonstration utilise le lemme suivant. 

Leinme 111.1.- Soit A un polyèdre convexe de RN et IC un  demi-espace 

d'intersection vide avec A. Alors IC est contenu dans la réunion d'au plus N 

demi-espaces dont les frontières contiennent chacune une face de A. 

i Montrons d'abord que, si ICo est u n  demi-espace d'appui de A de frontière 

notée Ho et si CIO désigne la dimension du sous-espace affine F engendré par Ho UA,  

alors Ii'O est contenu dans la réunion d'un demi-espace Ki dont la frontière contient 



une face de A et d'un demi-espace de frontière, notée N:, telle que la dimension 

al du sous-espace affine engendré par Hi n A vérifie : cul 2 a 0  + 1. (1) 

Soit Hl l'hyperplan contenant une des faces de A définissant Ho U A et soit 

D = Hi n Ho. On note VI un vecteur normal de Hi et Vo un vecteur normal de 

H o  L'ensemble des vecteurs normaux de D est un espace vectoriel de dimension 2 

qu'on oriente de façon que (VI, Vo) > O. Pour tout ,8 E [O, 2x[, on note HP l'ima.ge 

de Hl par la rotation d'angle ,8 autour de D. 

Il existe po €]0,2a[ tel que : HP est un hyperplan d'appui de A si et seulement 

si p E [O, P o ] .  Alors Hi = HP0 contient au moins un point de la frontière de A qui 

n'est pas dans D. Comine F C D, la dimension du sous-espace affine engendrée 

par Hi  n A est de dimension supérieure ou égale à a 0  + 1. 

HI  et H: délimitent quatre parties fermées de RN dont les intérieiirs sont 

disjoints. L'une d'elles contient A et la réunion des trois autres est la réunion de 

deux demi-espaces Iil et Ici, délirnités respectivement par Hi et Hi ,  et contient 

tout demi-espace d'appui de A contenant D. En particulier ICo c ICI U IC:. 

Soit Ii un demi-espace d'intersection vide avec A. Il existe un demi-espace 

d'appui de A, noté ICo, dont la frontière est parallèle à celle de I<. De plus K c Iio. 

En appliquant (1) à Ici, on construit IC2 et I<l tels que la frontière de K2 

contient une face de A, dirri(Ici n A) 2 al + 1 2 a 0  + 2 et Ici C Iiz U Ici ; donc 

I i o  C Iil U IC2 U Kl  et les frontières de ICI et K2 contiennent chacune une face 

de A. 

En itérant ce procédé, on parvient, au bout de m 5 N - 1 étapes à construire 

IC, et ICA tels que la frontière de I<, contient une face de A, dim(I<mnA) = N -1 

et IiL-, c K, U K k .  Donc Ko C Ici U . . . U IC, U ICA et les frontières de 

Ici, IC2,. . . , Km et K k  contiennent chacune une face de A. 

Pour toute partie A de R N ,  on note A le complémentaire de A dans R ~ .  X: 
désigne l'ensemble des demi-espaces de R ~ .  Soit n > N. Ro désigne l'enseinble 

des w E R pour lesquels il n'existe pas N f 1 éléments de {Xi(w), . . . ,X,(w)) 

co~itenus dans un même hyperplan. Pour toute partie {il , .  . . , n) ,  on note 

Bo(il, . . . , i N)  l'ensemble des w E fio pour lesquels l'enveloppe convexe fermée 

de {Xi,(w), . . . ,Xi, (w)) est une face de C,W et B,(il,. . . , iN), pour E E [O, 1/N[, 

l'ensemble des w E Bo(ii,. . . , iN)  pour lesquels le demi-espace d'appui de C,W 

contenant {Xi, (w), . . . ,Xi, (w)) est de probabilité strictement supérieure à E. 



Soit E E]O,l/N[. Si w est tel que sup P(I<) > NE, il existe une partie 
K- 

KCCK 

{il, .  . . , iN)  de (1,. . . , n}  vérifiant w E B,(il,. . . , iN). 

Ce qui, compte tenu de Pr[B,(l,. . . , N)] 5 (1 - E ) ~ - ~  + E ~ - ~ ,  démontre la 

proposition suivante. 

Pr{w/ sup P ( K )  > NE} < (w) [(l  - E ) ~ - ~  
K S  

KCC: 

Remarque : La probabilité de Bo( l , .  . . , N) coilditionnée par {w 1 
CE possède m sommets) (N 5 m 5 n) vaut exactement A. Donc 

(Nm) 

1 
Pr(Bo( l , .  . . , N ) )  2 - 

(NI 
d'où PriB&(l ,  - . - , N)/Bo(l,. . . , N)] < (i) [(I - + p-N] .  

L'objet des deux théorèmes suivants est de montrer que l'on peut obtenir une 

vitesse de convergence vers 1 de la probabilité d'un dilaté de CE indépeiidante 

de P, à condition d'adapter l'ampleur de la dilatation de CE à l'ampleur de C,W. 

On utilisera les notations suivantes : pour tout borélien B de RN, on note a B  la 

frontière de B. 

Vn > N et Vw E Cl, Rn(w) = Inf{R > 0133: E R~ tel que D ( z ,  R) > C:), 

pour toute partie A de R~ et tout a > O, Aa désigne le dilaté d'ordre a de A, 

c'est-à-dire {z E RN/d(x, A) 5 a) où d désigne la distance euclidienne sur R ~ .  Le 

nombre k, figurant dans les deux énoncés, exprime le lien existant entre l'ampleur 

de la dilatation, an(w) ou bn(w), et Rn(w) ; plus il est choisi grand et plus an(w) ou 

bn(w) est petit, mais plus la vitesse de convergence obtenue est lente. Le second de 

ces deux tl-iéorèmes étudie le cas N = 2 à l'aide de techniques qui ne semblent pas 

pouvoir se généraliser au cas N > 2 mais qui donnent une majoration nettement 

plus fine. 



Théorème 111.3.- Soit k > 3. Pour tout  w E Cl et tout n > N ,  o n  pose 

an(w)  = W. Alors, quel que soit E €]O,l/N[ et n > N, 

i Soit E €]O,l/N[, n > N et w tel que sup 5 Ne. 
"5 

KCC: 

Soit S = {B(z,, q ) / i  E (1,. . . , m)) un ensemble de boules fermées de 

rayon centrées sur d ( C ~ ) ~ n ( ~ )  deux à deux disjointes. On suppose que S est 

maximal, c'est-à-dire que toute boule de rayon centrée sur d ( C ~ ) ~ n ( ~ )  ne 

figurant pas dans S rencontre au moins un élément de S. 

Soit y E d ( c ~ ) ' ~ ( ~ ) .  Il existe i E { l , .  . . , m )  tel que 

Donc y E B(xi, an(w)). Ce qui montre que 

Puisqiie Cn est convexe,  CE)^^(^) = (X E RN ] d(x, CE) = a,(w)). 

Pour tout i E (1,.  . . , m), il existe donc un demi-espace d'appui de CE, noté 

Ici, qui contient B(xi,  an(w)). D'où 

Le convexe n est donc contenu dans le compléinentaire de  CE)^^(‘“). Ce 
i l m  

qui prouve que : 

R" \ c U Ki. 
isrn 

Or, quel que soit i E (1,. . . , m),  l'intérieur de Ir'; est contenu dans En. Donc 

D'où P 2 1 - m N c .  

Soit i E (1,.  . . , rn) et z E  rie). Alors 

3an(w) < d(r i ,  C;) - d(z, ri) < d(z, CE) < d(r i ,  C;) + d ( i ,  ri) < - 
2 2 



Les boules B(zi, aZ")), pour i E (1,. . . , m) ,  sont donc contenues dans 

(c:)(~/~)~"(") \ (c : ) (~ /~)~~(")  ; comme, de plus, elles sont disjointes, 

La formule de Steiner ([21] p. 220) prouve, en particulier, que, si Ci et C2 

sont deux convexes vérifiant Cl C Cz et al et a 2  sont deux réels positifs tels que 

a1 < a 2 ,  h(Crz \ CF1) < A(CFz \ CF1). Donc, si x est tel que B(x, Rn(w)) > CE, 

Donc {wl sup P ( I i )  < NE) C {w/P [ (C ,W)"~(~ ) ]  > 1 - 2N2k"-le). Ce qui, 
I< Ex- 
Il' c cc 

avec la propositioil 111.2, permet de conclure. i 

Théorème 111.4.- Ici N = 2. Soit k > 27r $ 5. Pour t o u t  w E R e t  t o l ~ t  
4"2Rn(w) Alors, quel que soit E €]O,I/N[ e t  n > 2, n > 2, o n  pose bn(w) = ( & 5 ) 2 - d n 2 .  

i On utilise les notations et le vocabulaire usuels de la géométrie affile. Soit 

E €]O,1/2[, n > 2 et (J E fi tels que sup P(I<) < 2&. 
"K 

KCC: 

Soit Mi un point de  CE)^*(^). Il existe exactement deux droites d'appui de 

CE qui contiennent Ml .  Soit LI (resp. M2) un point d'intersection de l'une d'ent,re 

elles, notée D l ,  avec dC,W (resp. d ( ~ ~ ) ~ n ( ~ ) ) .  Il n'existe qu'une seule droite d'appui 

de C,W, notée D2, distincte de Di, qui contient M2. 011 note L2 (resp. M 3 )  un point 

d'intersection de Dz avec la frontière de C,W (resp. ( ( C Z ) * ~ ( ~ ) ) .  On repète cette 



procédure jusqu'à obtenir une droite Dm-] délimitant un demi-plan d'appui de 

C,W contenant Ml. 
., :*. 

PQur tout 2 E (1,. . . , m - 1)' notons A, le projeté orthogonal de sur la ;+ , 
droite (LaLa+]) et 0, (resp. p,) l'angle géométrique formé par les droites (L,L,+l) 

et (L,M,+l) (resp. (M,+lL,+i)). Alors : 

Si A, est intérieur à C,W, alors : 

Sinon, Oi + yi > a/1 ; ce qui ne peut pas pas se produire pour plus de trois 

indices i. 

Si m > 4, nous disposons d'au moins 2 m  - 2 - 2 x 3 = 2 m  - 8 nombres +; et 

d7a,u moins 2m - 8 nombres di vérifiant : 



Il existe nécessairement une partie {dj,, . . . , cijm-,) de m - 4 éléments de 

{ d l , .  . . , dz,-,) vérifiant : 

V i E  (1, ..., m - 4 ) , d j i  5 2x(Rn(w) + bn(w)) 
m - 4  

Donc 

'di E (1, ..., m - 4 ) , $ .  > (m - 4)bn(w) 
" - 2x(Rn(u) + bn(w)) ' 

Ce qui entraîne : 

Ce qui pcrmet de conclure puisque, si pour tout i E (1,. . . , m + 1) on note 

Ici le demi-plan d'appui de C," délimité par Di, 

Reinarques : 1) Pour N > 2, un noiilbre nz suffisant de demi-espaces d'appui 

de C,W recouvrant R N  \(C:)" peut s'exprimer en fonction de a et de X[(C;)" \ Cz]. 

Plus précisément m*(f)~ < "(CE)" \ CE]. 

Pour calculer un majorant de rn et luis faire jouer le rôle de 2NkN-I 

dans le tliéorèrne III.3., il faudra.it être en mesure, connaissant CF, d'exprimer 

X[(C,W)a \ Cg] en fonction de a. La formule de Steiner ([21], p. 220) le permet, 

mais son utilisation nécessit,e la connaissance de cara.ctéristiques de Cn difficiles à 

calculer. 

2) A l'aide des théorèmes 111.3. et III.4., on obtient : V.E €]O,l/N[ et V n  > N, 

E [ p ( ~ ~  \ (c:)""(')] 5 (N) [(l  - c ) ~ - "  + E.-"] + 2N2kN- '~  (1) 

et, si N = 2, 



où les nombres k sont définis dans l'énoncé des théorèmes. 

Si on prend E = & avec a €]O,l[, on obtient : V n  > N ,  

L'objet du théorème 111.6. est de donner une majoration de E [ P ( R N  \ ( C Z ) ~ ) ]  

où u est indépendant de w ; on obtient de plus des majorants qui, dans certains 

cas, sont plus petits que ceux figurant dans (1) et (2). Sa démonstration utilise le 

lemrile suivant. 

Pour tout E €]O,l[, on ilote K(E) l'ensemble des demi-espaces d'intersection 

vide avec T(E) = RN \ S(E) 

VE €]O,l/N[,  sup P(I<) 5 NE 
KEK. 

i Soit E €10, 1/N[. 

Renlarquons d'abord que T(a) est convexe. En effet considérons x et y 

deux points distincts de T(E) ; s'il existait un point z du segment [x, y] tel que 

z E S(E), alors le demi-espace K contenant z sur sa frontière et vérifiant P ( I i )  < E 

conticndrait soit x, soit y, soit les deux ; ce qui est impossible. 

Remarquons ensuite que tout demi-espace IC d'appui de T(E) cri un point 

régulier x de sa frontière vérifie P ( I i )  5 E. En effet tout autre hyperplan passant 

pas x traverse l'intérieur de T(e) ; il délimite donc un demi-espace de probabilité 

strictement supérieure à E. 

Soit a > O et {B(x,, a / 2 ) / i  E (1,. . . , m ) )  un recouvrement fini de ~ T ( E )  à 

l'aide de m boiiles centrées siir ~ T ( E )  où on impose à m d'être strictement supérieur 

à N. 

L'ensemble des points irréguliers de dT(&) ayant un projeté, sur une splière 

intérieure à T(E), de mesure de Lebesgue nulle ([22] p. 136)' pour tout i E 



{l , . .  . , m l ,  il existe y; E B(zi,a/2) point régulier de ~ T ( E ) .  Pour tout i E 

(1,. . . , m l ,  on note Hi  l'unique hyperplan d'appui de T(E) en yi, V ,  le vecteur 

normal unitaire orienté vers T ( E )  de Hi, Hf l'image de Hi par la translation de 

vecteur UV,, Ki le demi-espace d'appui de T(a) de frontière Hi et I< le demi-espace 

ouvert de frontière Hf contenant B(yi, a). 

i=m 
Soit A le polyèdre convexe défini par A = n ( R ~  \ Ici). 

a= 1 

i=m 
Soit K E K(E), alors, puisque ~ T ( E )  C U B(y;, a), Ii n A = 0 et, d'après le 

i=l 
j=n, 

lemine 111.1.' I< C U Ii'jj où no < N et, pour j = 1 à j = no, i j  f (1,. . . , m l .  
j=l 

où ,Ba désigne l'ensemble des bandes de R N  de largeur a. Or 

lima,o s u p ~ ~ ~ ,  P ( B )  = O car P est continue ([20] p. 66). Grâce à (1)) a étant 

arbitraire, 

P ( K )  < NE.  

Soit E €]O,l/N[, xo € RN, € R+* et r E R+* tels que 

On pose de nouveau v(x0) = i n f ~ ~ n , ~  P(I0 où K,, est l'ensemble des demi- 

espaces de frontière contenant xo. 

Tliéorème 111.6.- Quel que soit a €]O,r[ et quel que soit ?z > N ,  

et, si N = 2, 



Soit a €10, r[  et n > N .  

Soit Ta(&) = {y = 1: + a I , ~ ~ ~ ~ I I  1 x E T ( E )  \ {xo))  . 

Enfm soit En = {w/xo E C c )  et En = C! \ En. 

La majoration de E [ P ( R ~  \ = SRN Pr(x 4 (C:)")dP(x) se fait en 

trois étapes. 

1) Majoration de  Pr(x 6 (Cn)a)dP(x).  

S i x  E B(xO,a) ,pr[ (x  4 ( c : ) ~ ) / E ~ ]  = O .  Donc 

/B ( z094)  
Pr( ,  6 (Ci)")dP(x) 

= J PT[(. 6 ( ~ : ) ~ ) / Ë n ] p ~ - ( E n ) d p ( ~ )  
B(l0,") 

5 pr(En)  x P(B(xo, a ) )  

[(1 - V ( X ~ ) ) ~ - ~ + '  + V ( X ~ ) ~ - ~ + ' ]  x P(B(XO,  a ) )  

Car xo E T(e)  et la quantité tm + (1 - t )m ,  pour m E R+* fixé et t variant dans 

[ O ,  11, est maximale lorsque t ou (1 - t )  est minimal. 

2) Majoration de JT.(e) Pr(x $ (Ci)a)dP(x) .  

D'une part 

D'autre part, si x  et w sont tels que x 6 (Cc)",  alors x  - a- 6 CE ; de plus, 

quel que soit x  E T a ( & ) ,  x  - a e I  E T(E) .  Donc 

grâce aux arguments figurant dans la démonstration de la proposition 11.1. 



3) Majoration de SR,v,T,(e) P T ( X  6 ( C i ) a ) d P ( x ) .  

On se contente de majorer P ( R ~  \ Ta@)) .  

Remarquons d'abord que T a ( € )  > ( T ( E ) ) ~ ' / ~  ( 1 )  

En effet : soit x E d T a ( € ) ,  X I  E ~ T ( E )  tel que x  - X I  = a"-- 1 1 2 . - ~ o l l  ' H un 

hyperplan d'appui de T ( e )  en X I  et x2 le projeté orthogonal de x  sur H. 

Si x2 # 21, soit .ir le sous-espace affine de dimension 2 contenant x,  xl et zz 

(si N = 2, .ir = R2). Comme T contient x ~ ,  il existe 5 3  E a B ( x O , r )  tel que x - ro 

est orthogonal à x3 - so et l'intersection des droites ( x 3 x l )  et ( x x z )  appartient au 

segment [ x ,  x2] .  Soit 2 4  le projeté orthogonal de x  sur la droite ( s 3 x i ) .  

Alors \lx - 1211 > \lx - x4/) = Ils3 - xoll x 2 %. 
Si x2 = 5 1 ,  dors \lx - xzll = a. 

Or la distance de x  à T ( E )  est supérieure à celle de x  à H 

a) Si N > 2, en procédant comme dans la démonstration du théorème III-S., on 

recouvre RN \ ( T ( E ) ) ~ ~ / ~  à 1'a.ide de nx 5 2 ~ ( %  + 3)N-1  demi-espa.ces cont,enus 

dans RN \ T ( E ) .  Le lemme 111.5.' et (1) prouvent alors que : 

b) Si N = 2, en procédant comme dails la démonstration du théorème 111.4.' 

on recouvre RZ \ ( T ( E ) ) " / ~  à l'aide de rn < 27~ JG + 5 demi-plans contenus 

dans R2 \ T ( E ) .  Le lemme 111.5.' et (1) prouvent alors que : 

P(R' \ T a ( & ) )  < (477 Js + I O ) & .  



Si la densité f de P est telle qu'il existe une application g de R +  dans R+ 

vérifiant f (x) = g ( ] l x ] I )  pour tout x € R N ,  tous les ensembles T(E), pour r €]O,l[, 

sont des boules et on peut prendre r = R. Pour tout E €]O,l[, notons R(E) le rayon 

de T(E) .  On obtient le corollaire suivant : 

Corollaire 111.7.- Quel que soit E €]O,l[, n > N e t  a €10, R(E)[, 

e t ,  si N = 2, 

IV - CONCLUSIONS. 

Les arguments qui précèdent l'énoncé de la proposition III.2., inontrent que 

PT(T(E) C Cn) 2 1 - (g)[( l  - E ) " - ~  + Ce qui permet l'estimation d'un 

majorant du nombre R du théorème 111.6. et du nombre R(E) du corollaire 1II.7., 

à l'aide du rayon minimal des boules contenant Cg. 

Les théorèmes 111.3 et 111.4 permettent d'estimer un majorant du nombre M, 

figurant dans l'énoncé de la propriété de Geffroy citée dans l'introduction, qui est 

la seule quantité dépendant de P qui intervient dans cette propriété. Il suffit pour 

cela de choisir E et E de sorte que 2N2kN-'E < z, OU, si N = 2, 2kE < z, et 

de déterminer un nombre suffisant de boules de rayon oi dont la réunion contient 

(C,W)""(W), ou (c:)*-(~) si N = 2. 

Si on ne dispose pas de renseignement sur P ,  il est impossible de calculer 

directement p ( R N  \ Cg) ; en revanche, dès que l'on a pu caractériser C,W (ce qui, 

si N est grand, demande des calculs lourds) on connaît le nombre de ses sommets. 

Efroii ([4] p. 335) a démontré que E(*) = E [ P ( R ~  \ C,)] où désigne 

le nombre de sommets de Cn+l. Mais, si ces espérances sont grandes, l'écart entre 

et E [ P ( R ~  \CE)] peut, a priori, être important avec une probabilité non ?L+I 

négligeable. Il serait donc intéressant de connaître des majorants, indépendants de 

P, de la variance de Mn ou des quantités Pr(Jh4, - E[p(RN \ C,-l)]I > E) et 

Pr(lMn - p ( R N  \ C:-l)I > E). 
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Résumé 

Les trois parties correspondent à trois publichtions. Dans chacune d'elles, on ! 
se place dans le cas miiltivarié. 1 

Bans la, ÿre~nikre, la fanci ioil de coricenkration de Paul Lévy, rela.tiv~ a,ux 

intersalles réels, est 6tendue aux mesiires bornées sur les espaces de dimensions 

supérieiiies à partir des convexes fermés. Les propriétés génbrales de cette extension 

sont +iiriibes, &si que guelqiies uns dcs prol l~mes st,atisticues qu'ele soulève. On 
t 

conclut en définissant Ilepsilon-support d'une probabilité et en en proposant un 

estimateûr. 

La deuxiixmc. partie est co~isacrPe ii la vitesse de décroissance de deux fonctions 

de conccn:ratioii des puissances successives de convolution d'une probabilité. 

Dan. !a troisiènie partie, on étudie la vitesse de coli-{ergerlce de l'enveloppe 

convexe d'un écllantillon vers l'errvelopye convexe du support de la loi ct on obtient 

dcux inajoratians. indépendantes de la loi, de la vitesse de convergence vers un de 

la pro1)ahilité d'un dilaté de l'enïîlappe convexe d'un érhantiilon. 

MOTS CLÉS : Fonction de concentration - Estimation - 
Vitesse de convergence - Convolution - 
Support - Corivexes - Echantiilon. 




