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RESUME GENERAL

Les trois parties correspondent & trois publications. La premiére contient

certains résultats, étendus & RN, de la thése de 3°™° Cycle.

Dans la premiére partie, nous étendons aux mesures bornées sur RY, & partir
des convexes fermés, la fonction de concentration de Paul Lévy, relative aux
intervalles de R. Nous dégageons, dans un premier temps, les propriétés générales
de cette extension. Puis nous démontrons que la fonction de concentration d'un
échantillon est un estimateur convergent de la fonction de concentration de la
loi et que les convexes qui réalisent la fonction de concentration de ’échantillon
permettent d’estimer un convexe réalisant la fonction de concentration de la loi.

Enfin nous définissons et estimons I’e-support d’une probabilité sur RY.

La deuxiéme partie est consacrée & une extension & R? d’une propriété diie & P.
Lévy. Dans le but d’illustrer la dispersion des puissances successives de convolution
d’une probabilité P sur R?, nous considérons deux généralisations de la fonction
de concentration de P. Lévy relative aux intervalles de R ; I'une, notée @, est
définie & partir des boules de R? et l'autre, notée @, & partir des convexes. Nous
montrons la décroissance vers 0 des suites (Q(P*™,t))nens et (Q(P*™, 1)) nen-,
ol t est un réel positif quelconque, respectivement en 1/n et 1/4/n. Enfin nous
prouvons que, s'il admet une matrice de covariance, quel que soit ¢ € R™T, les
suites (Q(P*",n%"))pen+ pour a €]0,1/2[ et (Q(P*™,n*")),en+ pour o €]0,1]

convergent vers 0.

Dans la troisieme partie, on considére I’enveloppe convexe C d’un échantillon
de taille n d’une loi P, absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue,
sur R¥ et on étudie, dans le cas olt ’enveloppe convexe Cy du support de la loi est
compact, la vitesse de convergence de I'espérance mathématique du volume de C},
vers le volume de Cj et, dans le cas général, la vitesse de convergence de E[P(C?})]
vers 1. Nous obtenons dans les deux cas des encadrements qui constituent une
généralisation d’un résultat de Barany et Larman portant sur une loi uniforme
sur un convexe compact. Puis nous montrons que les deux vitesses de convergence
peuvent étre rendues aussi lente que 'on veut par un choix adéquat de P. D’ou

Pintérét de caractériser un borélien, peu distant de C¥, dont la probabilité tend
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vers 1 & une vitesse connue indépendante de P. Nous montrons, dans un premier
temps, que la probabilité maximale des demi-espaces d’intersection vide avec Cy
tend vers 0 & une vitesse indépendante de P. Puis on obtient deux inégalités de
type exponentiel pour la probabilité d'un dilaté de C¥ ; dans la premiére ’ampleur
de la dilatation dépend de I’“ampleur” de C¥, alors que dans la seconde elle est
indépendante de w. Dans le cas ou 'espace des réalisations est R2, on obtient
des vitesses de convergence particulierement rapides a P’aide de techniques qui ne

s’étendent pas aux espaces de dimension supérieure.
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concentration des mesures empiriques d'un échantillon de cette loi. Puis des
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tion de concentration sont démontrés.

Enfin nous définissons et estimons, d l'aide de la fonction de

concentration, l'e-support d'une probabilité sur ﬂ¥K
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INTRODUCTION.-

C'est Paul Lévy qui, le premier, a défini la fonction de concentra-
tion d'une probabilité ([6]), notamment pour illustrer la dispersion d'une

somme de variables aléatoires. Son étude porte sur les probabilités sur IR.

Etant donné une probabilité P , cette fonction, notée Q, est

définie par :

Ve e ®Y s Q(t) = sup P([X~-§—;x+§]),
xeIR

Puisque les segments fermés de IR , de longueur t donnée, sont
4 la fois les boules de 1R de rayon %—, les convexes fermés, les compacts
de mesure de Lebesgue t et les translatés de 1'intervalle [— %-, %],
de nombreuses généralisations sont envisageables pour les probabilités sur
IRN .

En particulier Sevast'yanov ([9]) a comparé la fonction de concen-
tration sur les convexes fermés et celle obtenue & partir des images par
les transformations affines d'un convexe fixé ; Rogozin, dans R ([8]) ,
et Essen, a partir des boules fermées d'un espace multidimensionnel ([7]),
ont étudié le rapport existant entre les fonctions de concentration de
plusieurs variables aléatoires et celle de leur somme ; Roger ([J]) et
1'auteur ([10]) ont dégagé les propriétés générales de la fonction de concen-—

tration sur les boules fermées d'un espace métrique séparable et résolus

quelques problemes de continuité soulevés par cette géméralisation.

Cet article est consacré a la fonction de concentration sur les

. f g N . . N
convexes fermés de 1'espace euclidien 3 N dimensions R .



Dans le premier paragraphe nous dégageons les propriétés générales
de cette fonction. Nous démontrons en particulier que la fonction de concen-
tration d'une mesure bornée quelconque est croissante et continue a droite,
que la concentration, 2a to fixé, est atteinte sur au moins un convexe fermé
de mesure de Lebesgue t et que le supremum de la définition peut n'étre

. P . N .
pris que sur les convexes fermés inclus dans un compact fixe de TR~ dépendant

de t_ .
o

Dans le deuxiéme paragraphe, nous étudions quelques problémes de
continuité de la fonction de concentration. Nous prouvons notamment qu'elle
est continue, en tant que fonction de deux variables, en un point si et
seulement si elle y est continue par rapport a une de ses variables et que,
si1 la mesure bornée p, me charge pas les frontiéres des parties convexes

de ]RN , la fonction de concentration de ”o est continue.

Des problémes d'estimation soulevés par cette généralisation de
la définition de Paul Lévy et par le fait que la concentration est atteinte
sur un convexe fermé sont étudiés dans le troisiéme paragraphe. Les estimateurs
utilisés sont la fonction de concentration, et le convexe '"réalisant' cette
concentration, de la mesure empirique d'un échantillon. Nous obtenons, pour

ces estimateurs, une vitesse de convergence exponentielle.

Dans le quatriéme paragraphe nous définissons, 3 1l'aide de la
fonction de concentration sur les convexes fermés, les e-supports et les
pseudo~e-supports d'une probabilité PO et nous montrons que 1'e-support
de la loi empirique d'un échantillon de loi P0 en est un estimateur

convergent au sens de la distance de Hausdorff.



I - DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES.-

On note C 1'ensemble des convexes fermés compacts de 1'espace

euclidien a N dimensions EN , A la mesure de Lebesgue sur Eﬂ et,

+
pour tout t e R , Ct 1l'ensemble des convexes compacts de volume t

Ct ={ceC /) th .

C0 est alors le sous-ensemble de C composé des convexes

N.

[

compacts de dimension strictement inférieure

Mb désigne 1l'ensemble des mesures bornées sur la tribu

borélienne de BRN

On appelle fonction de concentration l'application Q définie

&
sur Mb x R par

b@ € Mb " Ve e Y Qu,t) = sup wp(C)
CeCt

Et, pour p fixée, 1'application Q(u,.) est appelée fonction

de concentration de u

d désignant la distance euclidienne sur Rﬁ pour tout C € C

et tout & 2 0 , le dilaté fermé d'ordre & de C

c“Sj = fxe rY { d(x,C) < 8}

est encore un convexe compact et l'application qui a tout & > O associe

6])

x(C est continue et croissante. Donc, étant donné t, et t, véri-
fiant O < ty <ty tout élément de Ct est contenu dans au moins un
1
élément de Ct . Il en résulte que la fonction de concentration de toute
2

mesure est non décroissante.



D'autre part, quel que soit t >0 , IRN est réunion dénombrable
d'éléments de Ct . Done Q(u,t) >0 si t >0 et si p- n'est pas la

mesure nulle.

Un des objets de ce paragraphe est de prouver que les convexes
importants dans le calcul de Q{u,t) sont tous contenus dans un compact
de IRN et que Q(u,t) est atteint sur un élément de Ct si p et t

vérifient
Qu,0) < Qfu,t) .
Cette derniére condition découlera de 1'égalité

lim sup p(B) = Q(u,0)
o0 BeBa

ol Bu est 1l'ensemble des parties B de BJJ , appelées bandes de IR

de largeur o, vérifiant : il existe une forme linéaire f et

deux réels a et b tels que

{Xe]RN/asf(x)sb}

s~}
]

1/2

et o= ma) [ (Elep? v+ £edDE

il

(ei,...,eN) désignant la base canonique de ng.

Ces trois propriétés seront démontrées & 1'aide de deux lemmes.

Le premier caractérise la limite d'une suite convergente, au sens de la

distance dH de Haussdorff sur 1'ensemble Fb des fermés bornés de Eﬁ

d'éléments de C ; le second établit un lien entre le volume, le diamdtre

d'un convexe et la largeur minimale des bandes de ]RN qui le contiennent.
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Etant donné 6§ > O et un borélien B , on pose

o~}
n

{x e ®Y / d(x,B) < &}

et 3 .B

BS N (BC) 8

ot BS désigne le complémentaire de B dans IRN .

T1.A. - Lemme.-

Soit (C))

0 ne]N* une suite d'éléments de C convergente, au sens

de d,,et C_ sa limite. Alors C_ € C et
H o o

lim A(Cn) = A(Co) .
n>+w

N.B. - En particulier (C et Ct , pour tout t > O , sont des fermés de

(Fb ] dH) .

Démonstration :

- * .
Quel que soit ne N , si on pose dﬂ = dH(Cn,Co) ,

Zdn 4a
¢, & N,c "c N,c "=c .
neIN nelN

Or tout dilaté d'un convexe d'un espace normé est convexe.

Donc C0 , qui est une intersection de convexes, est convexe et, puisque

Coer,CoeC‘.

D'autre part soit >\° la restriction de A au dilaté d'ordre 6

, d < 1.

n

*
de C et n_e€ N tel que, si nzx2n
o o 7 o

Alors, si n 2 n o,
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24 44 6
cCc cc cc .
o n
d'ou
2d
xo(cn) < xo(co ) < xo(cn) + Ao(aadn cn) . 1

Or, en étendant P] p. 1-16 aux mesures bornées, on obtient
lim A0(34d Cn) =0.
n--+e n
Ce qui, d'aprés (1), permet de conclure puisque
2d

. n, _
lim )\O(Co ) = )\O(CO) . 2
N>+

1.B. - Lemme.-

Soit t >0, C e Ct et d = diam(C). Alors C est contenu dans

une bande de Eﬁ de largeur N-1) E%L

Démonstration :

Supposons, sans perte de généralité, que le premier axe de coor-

. N . .
données de 1R coupe C selon un diametre maximal.

Pour tout n e {1,2,3,...,N} , mnotons A (resp. Bn) le point,
ou un des points, de C ayant la plus grande (resp. petite) éniéme coor-

donnée notée a (resp. bn)'

Puisque C est convexe, il contient le polyédre convexe de

sommets A1""’AN s B1,... et BN dont le volume est

n=N
d. I (an—bn) / N .
n=2
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Finalement, si on pose
a = Min {an—bn /ne {2,...,N}) ,
alors da" /N' gd . I

(an-bn)/N!v <t

et C est contenu dans une bande de largeur o. [

1.C. - Proposdition.-

Soit u € Mb . Alors

lim sup w(B) = Q(u,0) .
a->0 BeBa

Démonstration :

La suite décroissante ( sup u(B))nem* a une limite £
3681/n

supérieure ou égale 2 Q(p,0). Supposons que n = £ - Q(u,0) soit

strictement positif.
Soit BO une boule fermée de IRN vérifiant
N
pB) > w(R) - /4
* ’ »

Pour tout n e N , notons Bn un élément de B1/n tel que

u(Bn) > sup p(B) - n/4

BeB1/n

et posons

cC_ =8 N8B .
n o© n
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*
Alors quel que soit ne W ,

p(€) > sup w(B) -n/2 . (1)
B681/n
La suite (C_) * étant contenue dans le compact B_, elle
n'nelN [

posséde au moins une valeur d'adhérence, pour dH , Co contenue dans Bo'

D'aprés le lemme I.A., Co € Co .

Soit (C_ ) 4 une sous-suite de (C ) * telle que la
n’ ' nelN
k kelN
. « . _ . .
suite (dk)ke]N , ou dk dH (an,Co) , converge en décroissant vers O.
. 24,
Pour tout ke N , C CC ; donc
n o
k
lim p(C_ ) s p(C ) < Qp,0) . (2)
n o
k>0 k

Mais (1) entraine :

Timp(c ) 3 lim  sup p(B) - n/2 = n/2 + Q(u,0) . (3)

koo k k>+> Bef
1/nk

Et (2) et (3) sont contradictoires. i§

Nous pouvons maintenant démontrer les deux propriétés importantes

de ce paragraphe.

1.0. - Théoréme.-

* *
Soit (p,t,n) € Mb « R x R tel que

Q(p,0) < n < Qu,t) .

On pose Ct n = {C e Ct / u(C) 2 n} . Alors
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1) sup diam(C) < + = .
CeCt’n
2) Il existe une boule B de K qui contient tous les

éléments de C .
t,n

N.B. - Cette derniére propriété entraine :

sup M(C) < Qu,t) = sup n(C) .

CeCt CeCt
CEB, CCB,
Démonstration :

1) D'aprés la proposition I.C., il existe al > 0 tel que ,

qel que soit a < @,
sup H(B) <n .
BeB
a

Donc aucun élément de Ct " n'est contenu dans un élément
’

de Ba et le lemme I.B. entraine

tN!
N-1
o

d = sup diam(C) <

o
. Cect’n o

2) Soit (O,R) € R x 1R+* tel que
pBO,R) > p(®Y) ~n .

Alors, quel que soit C € Ct,n s
¢c NBO,R) # 0 .

Donc Ct’nc {Cc e Ct / C CB = B(O,R + do)} .8
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1.E. - Théoneme.-

Soit € Mb .
1) Il existe un hyperplan affine Ho de lRN vérifiant :

u(Ho) = Q(u,0)

2) Quel que soit t > 0 tel que
Q(Hyo) < Q(}th) >
il existe C_ € C vérifiant :
[¢] t

u(CO) = Qu,t) .

Démonstration :

*
Pour tout n € IN notons Hn un hyperplan affine vérifiant
u(H) > Qw,0) - Qu,0) / 2n
. N +*
Soit (O,RO) e R xR tel que

BO,R)) > u(R) - Qw,0) /2 .

*
Alors, quel que soit ne N , A = Hnﬂ B(0, Ro) est de

dimension N-1 et contenu dans le compact B(0, RO). Soit (A )
% kel

s o * o L
une sous—suite convergente de (An)ne]N pour d.H . Ao sa limite et

Ho un hyperplan affine contenant A0 .

*

Soit €€ ]O, Q(u,0) / 2[ et R > RO tel que

BEBO,R)) > (B - ¢
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La suite (AE ) « » obtenue en posant Aﬁ = Hn N B(O,R) ,
k kelN k k

admet une valeur d'adhérence, pour dH , A§ qui engendre également HO

Donc
24.
R . R —
pE) 3 pA) = lmp(@) Nz T p@d )
o o . o . n
1->+o 14 ki
S 1im(Q(u,0) - 20 o qu,0) - ¢
. n
140 k. /
i
N R . R . R
ot (A ) est une sous—suite de (A ) qui converge vers A
n n * o
k. . * k kelN
1 1eIN
. R R
* =
telle que la suite (di)idN , obtenue en posant di dH(Ank s Ao) ,

. P . i
soit décroissante.

¢ étant arbitraire, on obtient
u(HE ) 2z Qw,0) .

Ce qui permet de conclure car, Ho étant réunion dénombrable

d'éléments de Co s

u(Ho)As Q(u,0) .

2) Soit t > 0 vérifiant Q(p,0) < Qu,t) .

*
Pour tout n e N , notons Cn un élément de Ct tel que

QUL 3 8(€) > QG ~ @, - Q(,0) / 2n .

¢)
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D'aprés le théoréme I.D., la suite (Cn)nem*

dans un compact de Ey . Soit Co la limite, pour dH , d'une sous-

est contenue

suite convergente (C_ ) x de (C) *
% ke N n'nelN

(dk)ke]N* , obtenue en posant dk = dH(Cn ’Co) , soit décroissante.

telle que la suite

Alors, d'aprés (1) ,

2d

. k .
u(Co) = lim U(Co ) 2 lim p(C_ ) 2 Qu,t) .
k>4 k>+o nk

Finalement p(Co) = Q(p,t) car, d'aprés I.A., C0 € Ct .

1.F. - Remarque.

Seul le cas Q(u,0) = Q(u,t) pose probléme.

Si p est a support compact S , étant domné Ho vérifiant
p(HO) = Q(u,0) , il existe un dilaté CO de 1l'enveloppe convexe fermée

de H_ NS qui appartient a Ct et p(CO) = Q(u,0) = Qu,t).

Dans le cas contraire, le contre-exemple suivant montre que

Q(p,t) peut n'€tre atteint sur aucun élément de Ct .

Soit O € ng et H un hyperplan affine contenant 0. Soit
n

*
y obtenue en placant, pour tout ' m e W , la masse 1/2 sur

(B(0,n) ~ B(O,n-1)) N H. Alors, par exemple,
1 = Qu,0) = qQu,1)

et aucun élément de C1 n'est de p-mesure 1. 88

Pour conclure ce paragraphe, nous allons montrer que le
théoreme I.D. peut 8tre étendu 2 un voisinage de p pour la topologie

de la convergence faible ; pp désigne la distance de Prokhorov sur Mb'
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1.G. - Proposdition.-

. +* +% e
Soit (po,to,n) € Mb x R xR vérifiant

Qu,0) < 1 g Q(uo,to) .

Alors il existe 60 >0

»

tel que, si 6 ¢ 60

Sup diam(C) < + «

SsH
ceC

ton

G’”O
ou C ={ceC_ [/ sup p(C) = n}

t ,n t
o o ueMb

op(u,uo)SG

Démonstration :

+%
Pour tout d e R , on pose

ci fcec, / diam(© > d)
o Q

N- tN!
et G(d) ! '—N"_'

* *
Alors, quel que soit (8,d) € R x r' , d'aprés le lemme I.B.,

sup sup uw(C) < sup sup w(B)
weby  cecd neMy BeB, (a)

t
op(u,uo)$6 o pp(u,uo)

< sup p (B .
BeB °
a(d)+28
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Donc, d'aprés la proposition I.C., il existe 60 assez petit

et d0 assez grand tels que, si & ¢ §

o
sup sup  p(C) < n.
pe d
( Mb)(é CeCto
Qp H’Uo\ o
d 6,u0 c
Done € % C(C ) dés que 568 . B
to to,n o

Nous avons vu que toutes les applications Q(u,.) sont monotones
croissantes., L'existence d'une limite 4 gauche en tout point t, > 0 est

donc assurée.

1.H. - Proposition. -

*
Soit (u_,t ) e M, x R'" vérifiant
o’ o b
lim Q(po,t) > Q(uO,O) . ©)
t—>to

Alors il existe 50 >0 tel que, si § < 60 ,

inf Q(u,to) > Q(uo,O) .
ueMb

pp(u,uo}sd

Démonstration :
L'hypothése (0) et le théoréme I.E. entrainent 1'existence

de x o,t et de C érifian
o € ] s 0[ d o € Cto_xo véri t

uo(Co) = Q(uo,to—xo) > Q(uO,O) X (1)
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. . PR + . . .
L'application qui a y € R associe k((Co)y) étant continue,

il existe v > 0 tel que

Yo
X((Co) ) = ty - (2)
Soit
1 ..
§ = 5 Mln(xo,yo) . (3)
Alors, grice a2 (1) et (3), pour tout p tel que pp(p,po) <68,
Q ,0) 5 Qu ,0) + x_ - 28 <y (€ ) - 26 5 u((€ )% )
o’ = o’ o oo b o )
Or, grice a (2) et (3), (C0)26 est inclus dans un élément de
Ct . Ce qui, compte tenu de (4), entralne
o
. . 28
inf Qu,t ) =z inf p((CH™) >Qqr ,0) . @A
" o peMb o o
HE b
pp(u,uo)s6 pp(u,uo)sé
1.1. - Proposition.-
N . . N +* +*
Sous les hypothéses de I.H., il existe (O,R,8) ¢ R x R x R
tel que
SsH
C C{ceC / CC B(O,R)}
t ,n t
o o
ou n vérifie : inf Q(p,to) >n > Q(uo,o) . 1)
peMb
pp(u,uo?sé
N.B. - Grice a (1), cette proposition entraine, pour tout u ¢ Mb tel

que pp(u,uo)rs 5
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sup p(C) < Q(u,to) = sup p(C) .
CeC ceC
t t
(o] o]
CZ B(O,R) CC B(O,R)
Démonstration :

. . - . * *
D'aprés la proposition I.H., il existe (éo,n) e RY xR

tel que
inf Q(“’to) >n > Qlu_,0) . 2)
o
ueMb
op(u,uo)SGO

. N +*
Soit (O,R1) eR xR tel que

Ny o n
B (BO,R D) > p (RY) 7 3)
Soit 61 >0 tel que, d'aprés la proposition I.G.,
d, = sup diam(C) < + (&)
SysHg
CeCt
O,n
Enfin soit & = Min(é_, &, g) . Alors, grice & (3), quel que

o
soit p vérifiant pp(u,uo) <38,

3n

pBO,R, + 1) > u@®) -3 .

Ce qui, compte tenu de (2) et (4) , entraine

S,u

o) N
Cto,n C {Ce Cto / ¢ C B(O, R1 *7* do)

Et il suffit, pour conclure, de remarquer que (2) implique (1)

et de poser



II1 - CONTINUITE.-

Ce paragraphe est consacré a la résolution de quelques problémes

de continuité soulevés par la définition de la fonction de concentration.

Deux résultats importants y seront démontrés : la continuité a
droite de la fonction de concentration de toute mesure bornée et 1l'équiva-
lence entre la continuité de Q en un point, en tant que fonction de deux
variables, et sa continuité, en ce méme point, par rapport & une de ses

variables.

RY est muni de sa topologie usuelle, M de la topologie de

b
la convergence faible et Mb x R de la topologie produit.
11.A. - Théoreme. -
Soit u € Mb . Qu,.) est continue & droite.

Démonstration :

1) Quel que soit t > O , tout élément de Ct est contenu dans

un élément de Ba(t) od aft) = Max(2vt , N—\1/ Yt N!). En effet, étant
donné t >0, Ce Ct et d = diam(C), si d > vVt , d'aprés le lemme

I.B., C est contenu dans une bande de largeur N_\1/ Yt N! et, si

d ¢ Yt , C est contenu dans une boule de rayon vt , donc dans une

bande de largeur 2 vVt .

Donc, quel que soit t > 0,

Q(u,0) £ Q(p,t) € sup n(B) .
: BeBa (t)
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Ce qui, avec la proposition I.C., entraine la countinuité de Q(p,.) en O.

2) Soit t, >0 et (t.)

* une suite décroissante de réels
n’nelN

positifs convergeant vers t,

*
a) §'il existe n_ € N tel que Q(u,0) = Q(p,tn ) , alors,

o
quel que soit n 2 o, du fait de la non~décroissance de Q(u,.),

Qu,0) = Q(u,to) = Qu,t )

b) Dans le cas contraire, notons a 3 Q(u,to) > Q{u,0) la

limite de la suite décroissante et minorée (Q(p’tn))ne]N* .

a) Si a =Q(u,0) , alors a = Q(u,to)

B) Si a > Q{u,0) , nous pouvons grice au théoréme I.E.

construire une suite (C_)

x . -E. 1 . ®
n nelN 4

b

1) Crl € Ct s
n

2) u(cn)=Q(u,tn) R

(3) et Cn est contenu dans un élément C; de C

1
tel que u(C;) z a>Qw,0) .

D'aprés (3) et le théoréme 1I.D., tous les termes de (Cn)neIN*
N

sont contenus dans un méme compact de IR

Soit C0 la limite d'une sous-suite (C_ ) de

*
ke N
(Cn)nelN* , au sens de dH , telle que la suite (dk)ke]N* , obtenue

en posant dk = dH(Co , C ) , soit décroissante. Alors, d'apres (2) ,
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de
H(Co) = lim u(CO Y 2 lim u(Cn ) =a
kot k4o k

Ce qui entraine a = Q(p,to) puisque a = Q(p,to) et,

d'aprés (1) et le lemme I.A., C_ e Ct .8
o
La proposition suivante nous domne une majoration du "module

de continuité" de la fonction de concentration d'une mesure quelconque.

Pour tout o > O et tout borélien B , on pose

B® = {x e RY / d(x,B%) 3 a}.

e

11.B. - Proposition.-

Soit p € Mb ,t >0 et &§ >0 . Alors

0 ¢ Q(u,t+8) - Qu,t) < sup u(BN/_ C)
CeCt+6 §
Démonstration :
. . AT
Soit Co € Ct+6 et o > 0 tel que le convexe fermé C0

soit de volume t. Soit X € BC;a ; un hyperplan affine d'appui de

Coa passe par x . Donc

AEH NBG, VE)) 2 3G, VE ) 26
N
D'ob ANEH T Sz .
o o
. N . —0\Q
Ce qui prouve que o € Vs car, puisque (Co ) Cfco ,

A
O2

e 2N 4 -Q
MEH® - e

Finalement :
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N/_
Qlu, t+8)-QGu,t) = sup  W(C)-Q,t)) ¢ sup (w(@)-uc” N
CeCt+6 CeCt+5
g sup Q@ ¢ .8
N
CeCt+6 Vs

Si up est absolument continue par rapport & A, ou plus généra-~
lement si p ne charge pas les frontiéres des parties convexes de Eﬂ ,
Qu,s) est donc continue (et méme uniformément continue puisqu'elle est
monotone et bormée). En effet [2] p. 1-16 indique que, dans ce cas

lim sup u(Ba c) =0 .
a0 CeC

La démonstration du deuxiéme résultat important de ce paragraphe
se fait en trois étapes. Les deux premiéres montrent 1'équivalence entre
la continuité de Q(uo,.) en t_ et celle de Q(.,to) en p et la
troisieme est un lemme qui prouve la continuité de toute fonction de deux

variables ayant les propriétés de Q déja démontrées.

11.C. - Proposition.-

*
Soit (uo,to) € Mb x R* tel que l'application Q(po,.)

soit continue en t, -

Alors Q(.,to) est continue en By .

Démonstration :

Soit € > O.

1) Soit x wun réel vérifiant O < x<gf2, x t, et
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Q(uo,to'X) 2 Q(po,to) - /2 +x .

Soit C_ e Cto-x tel que

uO(Cx) 2 Q(po,to~x) -€e/2 .
Soit y > 0 tel que
Ay =t
X o

Enfin soit 61 = Min(x,y). Alors, si pp(u,uo) < 51 N

8
Q(u,to) 2 u(Cx1) z uo(Cx) -8 2 Q(uo,to—X) -8 - ef2 2 Q(uo,to) -€ .

2) Soit Bo une boule fermée de ng vérifiant :

b (BN -B)ce/6
[o] o

Soit u vérifiant pp(p,po) < /6 , alors

Qu,t ) s sup u(CNB) +e/2, 1
o 1
CeCt
o

car u(Eﬁ - B,) £ £/2 et, quel que soit Ce C ,

1

N
p(C) < u(C 031) + (R - B .
D'autre part, soit Ao la restriction de A a B?/6 et

x >0 tel que :

Qu st +x) 5 Q> ) + /3 . (2)
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Puisque Ao est bornée et ne charge pas les frontiéres des
. N - .
parties convexes de R , [?] p. 1-16 entraine l'existence de a > O

tel que :

sup ko(Ca) S e +x
ceC
t
o

5.1
Soit 62 = Min(e/6 , a). Tous les convexes fermés (B1 nce) 2 R

ol C e Ct » sont de volume inférieur & t_+ x . En effet, si C e Ct
o )

8, ] § 8 §
e 0o Py ne ) e e )

Donc, si pp(u,uo) < 62 , grace a (1) et (2) ,

Qu,t ) ¢ sup p(C NB,) + e/2
[} 1
ceC
t
o
52]
s swp p ((C PIBI) ) + e/2 + 5,
CeCt
[o]

N

Q(po,to+x) + e/2 + 62

A

Q(“o’to) tef3+e/2+ 52. N Q(uo,to) +e .0

La proposition II.C. admet la réciproque suivante. La deuxiéme
propriété qui y est énoncée montre de nouveau la continuité de la fonction
de concentration de toute mesure bornée ne chargeant pas les frontieres des

parties convexes de Rﬂ .

11.0. - Proposition.-

. +* .
Soit (uo,to) € Mb x R tel que l'application Q(uo,.)

soit discontinue en t - Alors
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1) L'application Q("to) est discontinue en H, -

2) Tout élément C, de Cto vérifiant po(Co) = Q(}Jo,to) a
sa frontiére chargée par My

Démonstration :

1) o n'est pas la mesure nulle puisque Q(po,.) admet un

point de discontinuité.

Soit P = po(.)/uo(]RN) et X_ une variable aléatoire de

loi P_ .
* - ~
Pour tout n € N , notons P la loide X =g xX ou
n n ol s}

* converge en décroissant vers 1. Alors la 1 *
(en)ne]N g s Alors suite (“n)ne]N ’

obtenue en posant Moo= uo(IRN) x Pn , converge faiblement vers My et

. N .
Qp,t ) > lim Qu , t /e ) = lim Qlu,t) s
-+ 1>+co
Cec {qui s Lxcec /&N it CeC
car eC, équivaut a — e C /e, et, quel que soit e C,
(o] n o o

*
et ne N ,

_ N - N 1 _ 1
pn(C) = uo(IR ) x Pr(enxXO e C) uo(]R ) x Pr(Xo € —E—;l— x C) = “o(a_ x C) .
n

2) Q(po,.) étant continue a droite, croissante et discontinue

en t_, Q(po,to) > Q(uo,O) ; et, d'aprés le théoréme I.E., il existe

Co € Ct vérifiant uo(Co) = Q(po,to) .

)
o
Puisque C_= ¢, p (dC ) =0 entralne
o ) o o
a<0
Qlu,ty) = w (€)= lim “o@ § lim_p (C)) € lim QG ,t) .
a0 o0 : t>t

[o}
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Ce qui contredit la croissance et la discontinuité en t, de Q(po,.). n

IT.E. - Lemme.-

Soit (X,d) un espace métrique et f wune fonction de X x R

dans IR vérifiant :
a) si f(x,.) est continue en t , f(.,t) est continue en X.
b) pour tout x e X , f(x,.) est croissante.

Alors f est continue, pour la topologie produit, en tout point

(x ,t_ ) vérifiant :
o’ o

c) f(xo,.) est continue en ty .

Démonstration :

f(xo,.) étant croissante, il existe deux de ses points de

continuite t1 et t2 qui vérifient t1 < to < t2 et
O,S f(xo,tz) - f(xo,t1) < e/2 .
Soit n € ]oO, t2—t1[ tel que d(x,xo) $ n entralne

if(xo,ti) - f(x,ti)ls e/2 pour i=0,1i=1 et i=2

Soit t ¢ [to—n, co+n] et x tel que d(x,x ) €n.

si f(x,t) > f(xo,to) , alors
0 < f(x,t)—f(xo,to) < f(x,tz)—f(xo,to) < ]f(x,tz)—f(xo,t2)| +

]f(xo,tz)—f(xo,to)] se. B
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. > N P u
La fonction de concentration sur IR , Q , vérifie, d'apres
le premier paragraphe et la proposition II.C. les conditions a) et b) de
ce lemme. Nous pouvons donc énoncer, sans autre démonstration, le théoreéme

suivant :

11.F. - Théoneme.-

y +% . e E
Soit (uo,to) € Mb x IR . Les trois conditions suivantes sont

équivalentes :

a) Q(po,.) est continue en £, -

b) Q(.,to) est continue en uo

c) Q est continue en (uo,to) .

Notons que l'existence d'un élément de Ct , réalisant
o
Q(po,to) , dont la frontiere n'est pas chargée par My entraine, griace

a I1.D.2.) et II.F., la continuité de Q en (po,to) (1)

Le nombre O joue un rdle tout a fait particulier. En effet
la fonction de concentration de toute mesure bornée est continue en O
puisqu'elle est continue a droite et pourtant l'application Q(.,0) n'est
pas continue comme le montre le contre—exemple suivant, ol GM désigne la

mesure de Dirac au point M :

N=2 . Soit My = 6(0,0) + 6(1,0) et
1 1 *
b, =7 6(0’0) * 5 6(0’1/n) + 6(1,0) , pour tout ne IN . Alors
* : =
(”n)neni converge faiblement vers y et Q(uo,O) 2 alors que

S
Q(pn,O) =1,5 pour tout ne N . W
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Cependant Q(.,0) est continue en M si u, me charge pas
les frontiéres des parties convexes de IRN . En effet, si on pose
p = pp(p,uo) et si on reprend les notations de la démonstration de IL.A.,

quel que soit t > 0,

0 5 Q,0) s Qu,t) £ sup u(B) £ sup uo(BZB) + 2p
BeBy () BeBy(e)

£ sup uO(B) + 20 .

Besa(t)+4p

Et cette derniére quantité tend vers Q(pO,O) =0 quand t et p

tendent vers 0 , d'aprés I.C.

Cette derniére propriété entraine, grice & (1), la continuité

de Q en tout point (uo,to) de Mb x R" tel que 4 ne charge pas

. . N
les frontieres des parties convexes de W .

. . . - . *
Enfin, toujoursdans le cas ou (s:::xg po(BC) 0, si (“n)nelN

. . : *

converge faiblement vers o s la suite de fonctions (Q('Un"))nelN

converge uniformément vers Q(po,.) puisque, d'aprés [2] p. 1-16

lim sup {pn(C) - NO(C)I =0 . B
n>+» Cel

Le théoréme II.A. et la proposition II.C. pourraient laisser
. . . c .
croire que, étant domnné (“n)ne]N Mb convergeant faiblement vers p
+
et (tn)ne]N IR convergeant en décroissant vers t, la suite
(Q(”n’tn))nem converge vers Q(po,to) . Le contre-exemple suivant montre

que ce serait une erreur.
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N=2 .« BSoit My = 6(0’1) + 6(0’_1) + 6(1’0) et, pour tout

*
ne N 5 « Alers (p.)

converge
n’'nelN &

Mo = S, 1) * 8o,-1) * S(1+1/n,0)

faiblement vers u_ , 1+ —1~)

* converge en décroissant vers 1 et
2n’ nelN & ?

*
pour tout, Q(u ,1) = 3 alors que, quel que soit n € N 5
& q
Qu_,1+ 1/m) =2 . @

Cependant nous verrons dans le troisiéme paragraphe de cet article
que, si P est une probabilité , si P;l désigne la loi empirique d'un
échantillon de taille n de loi Po et si tn ¥ t, s alors

Pr{w/ 1lim Q(P:,tn) = Q(Po,to)} =
n>r+xo

Pour conclure ce paragraphe nous allons donner le pendant
pour les applications Q(.,t) , de la proposition II.B. qui nous
permettra, dans la suite de cet article, de préciser la vitesse de convergence

des estimateurs qui y seront définis.

Etant donné ¢ > 0 , t e R' et (”o’”I)eMb x Mb s 8d

pp(uo,u1) <e , alors:

QG ,)-Q, )] < sup | (©)-p, ()] s sup u (3, C) + 3¢
CeCt Ct:Ct

En effet, quel que soit C € Ct s

€
) + ¢

A

B (©) = 1y (©) € 1 (€) + e - (€ b €)= u (€5 + 3¢

et

N

by (©) = 1 © € u (€) + e - (€ +e s (€)= p €+ 3¢,

puisque €5 ¢ s (C_ZE)E cc® et (€®F C2€ .
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111 - ESTIMATION.-

Ce paragraphe est consacré 3 l'estimation de la fonction de
. cae s N
concentration d'une probabilité quelconque Po sur R et d'un convexe

qui, 2 t fixé, réalise Q(Po,t) ainsi qu'a 1'étude de la vitesse de

convergence des estimateurs utilisés.

Soit (X))

n ]N* une suite de variables aléatoires, d'un espace
€

probabilisé (Q,A,Pr) dams ﬂfq muni de sa tribu borélienne, indépendantes
et de méme loi PO . La tribu A est supposée compléte. Pour tout

*
(n,w) ¢ W x Q, on pose

Quel que soit (n,w) €iN* X 0, Pg est une mesure discréte ayant
un nombre fini d'atomes. Une fois déterminés les volumes des enveloppes
convexes de toutes les parties de l'ensemble des atomes de Pg , le calcul
de Q(Pg,.) et la mise en évidence d'un convexe réalisant, a t fixé,

W . . . . a
Q(Pn,t) se ramenent au calcul du maximum d'un nombre fini de réels, méme

pour les valeurs de t vérifiant Q(P:,t) =AQ(P§,O) .

Les arguments utilisés par P. Roger (D] p- 46) prouvent que

. * +
Q(Pn,t) est une v.a.r. pour tout (n,t) € N X R .

Le théoréme suivant montre que Q(P;,.) est un estimateur
convergent de Q(Po,.) au sens de la convergence simple. Aucune hypothése
n'est faite sur Po ; ce n'est donc pas une simple conséquence des résultats
figurant dans le deuxiéme paragraphe et de la convergence faible presque

slire de (Pn) vers P0 .
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111.A. - Théoneme.-

Priv / Ve e R , 1lim Q%,6) = Q®,0)} = 1 .
N>+

Démonstration :

Q(Po,.) est continue & droite et monotone ; l'ensemble de ses
points de discontinuité est donc au plus dénombrable. On le note
{ti}ie]N* en y incluant O a cause du rdle particulier que joue ce
nombre dans les problémes de continuité.

. ) *
Le théoréme I.E. indique l'existence, pour tout 1 e IN , d'un

convexe fermé Ci de volume ti vérifiant
Po(Ci) = Q(Po,ti) .

Posons Qo={w / (P(rli) converge faiblement vers Po}

*
nelN

*
et, pour tout ie W ,
- 2 m P
9 ={w / lim Pn(ci) = PO(Ci)}.
N+
Alors, grdce en particulier a la loi forte des grands nombres,
Pr( M Q)= 1 .
ielN

Soit we M Qi .
ielN

Quel que soit t e RrY - {t.}. puisque w €

. * le
i"ieN ? o’

théoréme II.F. entraine

lim Q(®%,t) = QP ,t) .
i ) = 0,
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Soit tj e {t.}

. % et € >0 . Il existe un point de continuité
17 1elN

T > tj de Q(Po,.) qui vérifie :

05 Qe ,1) - Q(Po’tj) < e/2 . 4]
* 3
Soit n € N tel que, si n2n_,

o]

w
]Q(Pn,r) - Q(PO,T)] < e/2 . 2)
» . * -
Puisque w € Qj , 11 existe n, o€ ™ tel que, si n zn

w
]Pn(Cj) - Po(Cj)[ ge. 3
Alors, si n 3 Max(no,n1) , d'aprés (1) et (2) ,

Q(P:l),t-]) - Q(Po’tj) < Q(P:is'r) - Q(PO3T) + Q(PO’T) = Q(Po’tj) g e
et d'aprés (3) ,

w _ _ w _ pW
Q(Po,tj) - Q(Pn,tj) = Po(cj) Q(Pn,tj) < PO(CJ.) Pn(CJ.) e .0

Si l'application Q(PO,.) est continue, en particulier si P0
ne charge pas les frontiéres des parties convexes de my » la convergence
simple de Q(Pﬁ,.) vers Q(Po,.) entraine sa convergence uniforme. Dans
ce cas, on obtient donc

Pr{e / lim swp, |Q(},£) - Q(®_,t)] =0} =1
n>+o  teR

N

La vitesse de convergence de Q(P;,t) vers Q(Po,t) a t
fixé, et celle de la convergence uniforme de Q(P;,.) vers Q(Po,.)

dans le cas ol Q(PO,.) est continue découleront de la vitesse de
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convergence de P;(B) vers PO(B) , ou B est un borélien quelconque

de 'mn , et celle de la convergence de P; vers Po au sens de p_ .

Pour la premiére, en appliquant 1'inégalité de Bernstein-Fréchet
P q 8

([12]) & la suite (1_(X ))

* de variables aléatoires de Bernoulli de
B 'n" ‘nelN

*
paramétre PO(B) , on obtient, pour tout (n,e) € IN X ]0,1[ ,

2
. -2ne
Pr{Pn(B) < PO(B) - el g e

2
et Prip_(B) s P (B) - ¢} s & %€ *)
J. Geffroy a obtenu la vitesse de convergence de P; vers Po R
au sens de pp , dans le cas ou PO est la loi d'une mesure aléatoire 2
valeurs dans l'’ensemble des mesures positives et finies & distance finie
d'un espace métrique séparable. Mais il n'utilise pas le fait que les

réalisations des variables aléatoires sont des mesures.

En voici une démonstration dans le cadre qui nous intéresse. Les
notations sont celles de ce paragraphe, mais Po désigne une probabilité

sur la tribu borélienne BX d'un espace métrique séparable X quelcongue.

I11.B. - Lemme (di & J. Geggroy).
Quel quesoit & > 0 , il existe K > 4 tel que, quel que soit

2
. -2n(e/K)
Pr{pp(Pn’Po) 2 el sKe .

Démonstration :

Soit € > 0. X étant séparable, il existe une partition D

de X & 1'aide de boréliens de diamdtre inférieur 2 €.
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Soit M 1le cardinal d'une partie finie Do de D vérifiant

Po( U A 21 - ¢l4 . 1)
Aevo

Soit ne N et

E, = M (P (8) 2P (8) - e/M}
AeD
(o]
El = N {P (A) > PI;(A) - e/},
reD
o]
et E;I‘ = {P;1 G A):s ef2}

AeD-D
o

. v n (] . .
Soit w € En n En N En . Alors pp(Pn,Po) < e . En effet, étant donné

Ae B, et DA ={AeD/aNAF @ |

X
AC U aCA" .
AeDA
D'ol, d'aprés (1) et puisque uw € E et M= Card Do ,
PP (U &P ( U 8 +elbs (@28 + /M) + e/4

(o]
AeDA AeDA n 00 AEDA N DO
< BO(A%) + 3e/4
et, puisque w € Eé N E; y

PP s PU(U 8 g POC U A +e/25 ) (B_(8) + e/2M) + ¢/2

o
AeDA AeDA n vo AeDA N vo

€
< PO(A )y +e .
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Ce qui permet de conclure en posant K = 2(M*1) car , d'apres

*) ,
n€2 n€2 n€2
1 -Pr(E NE'NE") ¢ Mexp(- —=) + M exp(- =) + exp(- —)
n n n’ 2M2 2MZ 8
n 2 n 2
g 2M exp (- £ 2) + exp (- ———E“—i)
2(M+1) 2(M+1)
2
£ 2(+1) exp(- 20 ———) . (@
(2M+1))

111.C. - Proposition.

Quel que soit (n,t) e_]0,1 [ x RY , 11 existe deux réels positifs

*
K et K' tels que, pour tout ne N ,

Prilo), 0 - @@ 0] 3 1 sk e

Démonstration :

Soit (m,t) € JO,1[ x ®' .

Si t est un point de continuité de Q(Po,.), alors le théoreme
II.F. indique que PO est un point de continuité de Q(.,t). Il ne reste
plus qu'a appliquer le lemme ITI.B. en posant K' = Z(E/K)Z.

Sinon considérons T > t ,vpoint de continuité de Q(Po,.) ,

vérifiant
0 < Q(PO,T) - Q(Po,t) < n/2
et C_ e C, tel que
P (C)) = Q_,t) .

*
Alors, pour tout ne N ,
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{IQ(P;,t)-Q(PO,t)I 2 0} C{Q(R_,t) 2 QP ,t)+n} L!{Q(P;,t)is Q(P_,t)-n}

clQe .0 2 Q@ ,7) + n/2} U{E (€)) s P _(C)-n} .

Donc, grdce & (*), au théoréme IIL.F. et au lemme III.B., il

existe deux réels positifs K1 et K; tels que

. —nK; —2nn2
Pri|Q(p_,t) - Q@ _,0)| 2 n} €K e

Ce qui permet de conclure en posant K =K, + 1 et

K' = Min(K] , m?). &

Dans le cas ol Q(PO,.) est continue on obtient méme

~nk!
e

. *
Pr{sup + }Q(Pn,t) - Q(Po,tﬂ 2 nt €K , pour tout ne€ N , car

teR

on a vu que dans ce cas, si (m_)

* converge faiblement vers P_,
n'nelN o

* i 3 . .
(Q("n"))neli converge uniformément vers Q(PO, )

La derniére propriété énoncée dans le deuxiéme paragraphe
et 1'inégalité (2) de la démonstration du lemme III.B. montrent que
pour préciser les nombres K et K' il suffirait de connaitre les

nombres sup P0(32£C) , pour € > 0 , et un borélien rassemblant la
CeC
t

masse de Po & ¢ pres. Nous verrons dans le quatriéme paragraphe
de cet article qu'il est possible d'estimer un tel borélien de volume

minimal.

Il a été annoncé, dans la conclusion du deuxiéme paragraphe, que

+ .
1l'ensemble des w tels que, pour tout t_ e R et toute suite (t ) *
[ n nelN

de réels positifs convergeant vers tO par valeurs supérieures ,
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. W _ )
lim Q(Pn,tn) = Q(Po,to) R
n>-+o

est de probabilité 1. Cela vient du fait que cet ensemble contient
' = * * : .
Qo {(Q(Pn"))nelq converge simplement vers Q(Po,.)}. En effet soit

weQ(‘), t e BT et (t)

* convergeant vers t ar valeurs
o n nelN 8 o P

supérieures. Q(Po,.) étant continue & droite et croissante, pour tout

€ >0, il existe 1 > 0 tel que

e w . w _
lim Q(Pn,tn) < lim Q(Pn,tO + ) = Q(Po,to+n) < Q(Po,to) + e .
N>+co N->+oo .

—_— w
Donc 1im Q(Pn,tn) < Q(Po,to) .
n->+ce

Ce qui permet de conclure puisque

lim Q¢ ) > lim Q(,t ) = Q@ ,t) . W

>+ N+

Cependant cette propriété n'est plus vraie si la suite (tn)ne]N*

converge vers t = par valeurs inférieures, comme le prouve le contre—exemple

suivant :

1

- : =1 1 1 -
N =2 . Soit PO =3 6(0,0) + 3 6(1’0) + 3 0(0,1) et to = 1/2

Alors si w est tel que (Q(Pﬁ,.))ne]N* converge simplement vers

*
Q(Po,.), et (t)) telle que t 4 t et t # t, pour tout ne N,

*
n’nelN

- e . W
1m1Q@%t) g lim ( lim Q(P_,t_ ))
n’ n n’ m
o g and ©one mee
du fait de la croissance des fonctions de concentration.

Mais Q(Po,1/2) = 1 et, puisque les fonctions de concentration

sont continues & droite et monotones,

lim ( lim Q(P;‘:,tm) = lim Q(P_,t) = 2/3 .
n>oe m->+ b*to
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L'estimation d'un élément de Ct réalisant Q(Po,t;) découle du

théoréme, plus général, III.E. qui se démontre & l'aide du petit lemme suivant.

111.D. - Lemme.-

Soit (Fn)nelN ot Fb et (“n)ne]NC Mb telles que
lim (F,F) =20
o dH n-o
et lim -
o op(un,uo) o .
Alors n11m un(Fn) < uo(Fo) .
Démonstration :
*
Pour tout n € W s, Pposons
dn = dH(Fn’Fo)
et o, = pp(un,uo)
. *
Alors, quel que soit n e W ,
2dn Zdn+29n
<
un(Fn) € p (F ) s F ) +2 Po -
Ce qui permet de conclure puisque
2dn+2pn
F = M, F . N

On suppose, dans ce qul suit, que Po n'est pas portée par
un hyperplan affine, c'est-a-dire Q(Po,.)sE 1 . Le cas Q(Po,t) = Q(PO,O)

sera étudié a la fin de ce paragraphe. Quel quesoit t € R vérifiant
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Q(Po,t) > Q(PO,O) , on pose

—
]

{Ce Ct / P () Q(Po,t)}

et, pour tout (n,w) e N x Q ,

—
L}

W w
{Cc e Ct / Pn(C) Q(Pn,t)} .

n,w,t

Tous ces ensembles sont non vides ; méme si Q(Pz,t) = Q(Pﬁ,o)

w N .
car, dans ce cas, Pn étant a support compact K , si1 on note H un

hyperplan affine vérifiant Pﬁ(H) = Q(Pg,O) , 11 existe un dilaté de

1'enveloppe convexe de K N H qui appartient a Ct .

Pour tout € >0 , Fi désigne le dilaté d'ordre e de Ft

dans 1'ensemble des fermés bornés de IRN muni de la distance de

o s as € _
Hausdorff dH ; c'est-a-dire Ft {C e Fb / dH(C,Ft) < g},

111.E. - Théonreme.-

L'ensemble des w vérifiant la propriété suivante est de

probabilité 1.
Quel quesoit t € IR+ vérifiant Q(Po,t) > Q(PO,O) et

, . . *
Quel que soit € > 0 , il existe noe€ N tel que, pour tout n 2 n_ o,

Démonstration :

Posons de nouveau
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Qo = {w / (Pﬁ) converge faiblement vers Po}

*

nelN
[ w * .

et QO {w / (Q(Pn"))nelN converge simplement vers Q(Po,.)} .

Al =
Alors Pr(Qoﬂ 2 ) 1
Soit weQ NQa'.
o o
. +
Soit t0 e R tel que Q(Po,to) > Q(PO,O) et € >0 .

Un petit raisonnement par contraposée montre qu'il s'agit de

. w *
prouver que toute suite (Cn)ne]N* obtenue en prenant, pour tout n e IN ,
un élément quelconque de I‘n .t est relativement compacte, pour dH s
b b4
o

et admet comme valeurs d'adhérence des éléments de T

o
. w .

t * 11 te e = - > 0.

Soi (Cn)ne]N une telle sui t a Q(Po,to) Q(PO,O) 0

(C:Jl)ne]N* est relativement compacte car tous ses termes sont inclus dans

*
une méme boule de lRN . En effet, puisque w € Qé , 11 existe n, € N

tel que, si n 2 n, o,

PU(C)) = Ql,t) > QB ,t) -7 =1 >Q(_,0) . b

o

Donc, si lim Q(Po,t) > Q(PO,O) » 1l suffit d'appliquer 1la
t>t
o

proposition I.I, car u € Qo . Et, dans le cas contraire, étant donné ume

boule B(O,R) vérifiant PO(BB(O,R)) =0 et

a
P _(B(O,R)) > 1 - (Q(P_,0) + 7
*
il existe n, € N tel que, si n n, ,
w a
Pn(B(O,R)) > 1 - (Q(PO,O) + -5) H (2)
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et la proposition I.G. indique l'existence de 60 tel que

d = sup diam(C) < + =« 5
so’po
to.n

ceC

. ; w A &
soit n, tel que, si n > n, pP(Pn,Po) < 60 ; alors, grace a (1)

et (2) si n 2 Max(n1,n2,n3) :

c: C B(O,R+d) .

Soit Co la limite d'une sous-suite convergente (v ) -

keIN

. Le lemme I.A. montre que Co € Ct . Ce qui permet de
o

)

*
A (Cn nelN

conclure car, d'aprés le lemme III.D. ,
. w e w e w
Q® ,t )= limQ® ,t ) = 1limQ(®_ ,t )= 1limP_ (Cc_ ) s P (C) .
o’ o o n’ o - n’o K n, o o

Cette démonstration n'utilise que la convergence faible de

®*)

w
*
' nelN vers P0 et la convergence de Q(Pn,to) vers Q(Po,to).

e ’ ’ +
I1 en résulte que, étant donné (uo,to) € Mb x R tel que Q(po,.)

. . o
soit continue en t_ et Q(uo,to) Q(po,O) et (p)

* convergeant
n'nelN &

) *
faiblement vers Ho , quel que soit € > 0 il existe n € N tel que,

si n2n_,

o]
T c r s
n,t t
o] o
ol r. = {el e Ct / uo(C) = Q(uo,to)}
o] o)
et 1"n,t ={cec, 7/ p €)= Q(un,to)} .

o o
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Le théoréme précédent montre également que, si Ft est un
o

singleton {Co}, toute suite (Cn)ne]N* est un estimateur convergent

de Co au sens de dH B

La vitesse de convergence de cet estimateur découle de la
proposition plus générale II1.G. qui se démontre a l'aide du lemme

suivant.

. +% T
Soit t, € R vérifiant Q(Po,to) > Q(PO,O) .
Pour tout € > 0 et toute probabilité P sur my ,

on pose :

QE(P’to) = sup P(C) .

CeCt
0
C¢Ft
o
I111.F. - Lemme.-
Soit (m_) *¥  une suiﬁe de probabilités convergeant faiblement

n nelN

vers Po et € >0 . Alors

lim Qe(vn,to) < Qe(PO,FO) .
N :

Démonstration ¢

D'aprés le théordme I.E., il existe un hyperplan affine Ho

vérifiant
PO(HO) = Q(Poso) .

Soit O ¢ HO . Alors
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Q(Po’O) =P (H) = Rir: P_(H N B(O,R)) . 4]

Pour tout R >0 , il existe un dilaté fermé de Ho N B(O,R),

noté CR , qui appartient 2 Ct
)

Le théoréme I.D. entraine

sup diam(C) < + = ,

CeFt
)
Donc d1 = sup diam(C) < + = .
€
CeI‘t

[s]

Finalement, si R > d1/2 , C_ ¢ Ti et, d'aprés (1) ,

(o]

R
Q (®,,ty) 2 QR0

Supposons que

a = lim QE(Hn,to) > Qe(Po’to) > Q(PO,O) =b . (2)
oo
Soit (I_ ) 5 une sous—-suite de (Hn)ne]N* telle que, quel que

% kelN

X *
soit k e W s

a~b
Qe(nnk’ to) >e "o ¢

* ‘1z £ (C
Pour tout k ¢ W , notons Ck un élément de Ct N (]_"t )

[ o
vérifiant

nnk(ck) >a- -a—z‘ill ) 3)
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Les arguments utilisés dans la démonstration du théoréme III.E.

)

* _ . .
Ck keI est dH relativement compacte. Soit
)

C0 la limite d'une sous-suite convergente (C

montrent que la suite (

) x de (

ki iem

alors, d'aprés le lemme I.A., Co € Ct et, d'apres (3), Co ¢ I‘i
o o

% .
Cilkem”™

Donc le lemme III.D. entraine
limT_ (C, ) s P (C)s<Q (P,t).
i ortco . ki . o 0", € 0 0

Ce qui contredit (2). ¥

111.G. - Proposition.-

* *
Quel que soit e > 0 , il existe (K,K') ¢ R xRY tel que,

* . . s
pour tout n e W , il existe Bn e A vérifiant

}

o

£
B C{uw / rn,w’toc .

——p !
et Pr(Bn)>1—KenK
Démonstration :

Soit € > 0 .

*
1) Supposons Qe(Po’to) = Q(Po,to) et, pour tout ne N ,

notons C_  un des éléments C de Ct 0 (I‘i )¢ vérifiant
o o

P (C) 3 Qe(Po’to) - (Q(Po,to) - Q(P_,0)) / 2n

Grice aux arguments déja utilisé C * -
g 3j sés, ( n)ne]N est dH

relativement compacte et la limite Co d'une de ses sous-suites convergentes

€ ) & Vvérifie
ke N
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Co € Ct
o
et P (C lim P = =
. o( o) 2 k—:—: o(cnk) Qe:(Po’to) Q(Po’to)
Donc C0 € I‘to. Ce qui est absurde, puisque (an) c Ct n (I‘i ).
I} [o]

Donc 0 < a = Q(Po,to) - Qe(Po’to) .

Le lemme III.F. peut se traduire par : quel que soit ¢ > 0, il

existe n >0 tel que (p (Tr,Po) £ n) implique (Qe(ﬂ,to) < Qe(Po’to) + 8).

=)

*
En prenant 6 = , on obtient n > 0 tel que, quel que soit ne€ N,

ol

lo/ Q (By,e ) 2 Q (@, ) + 53 C{o /o @R ) 2 1)

or, si (n,w) vérifie lQ(P:),to) - Q(Po,to)l < af2 et

¢ I‘i , alors

Q (B e ) = Q®L,t ) > QP_,t ) - a/2 = Q. (B_,t ) + a/2

*
Donc, pour tout n € W »

€ W
fw Tn,w,tovf Fto} = (w7 fQe@_,t )-q@_,t )| < as2}
€
N {w 7/ Tt ¢r.
o o
Ude / fe@lc )-a@ )l 2 ar2}

€
N{w Tt ¢rt b
o o

(o w > w -
o /e @, 2) 30t U L/ lo@ et )] > as2}
) *
Or, si pour tout n € W on pose

By = Lo/ e (20 2 nb U Lu / Q@p,e) - Qe el 2 as2d
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le lemme III.B. et la proposition III.C. entrainent 1l'existence de
quatre réels strictement positifs K, , K, , K, et K4 tels que ,

*
quel que soit ne N ,

c _nKZ . -nK4
Pr(Bn):s K1 e + K3 e .

Il ne reste plus qu'a poser K = K1 + K3 et K' = Min(Kz,KA). ]

Si I‘t est un singleton {Co}, la proposition précédent entraine :
o

. . +* +* R
pour tout € > 0 , il existe (K,K') ¢ R x R tel que, quel que soit

la suite (C°)

. * w .
*
2 nelN et quel que soit ne N , {w / dH(cn’Co) > e} contient

B e A tel que

eyt
P):(Bn)>1—KenK .

Nous allons maintenant étudier ce que devient le théoréme III.E.

lorsque t vérifie Q(Po,to) = Q(PO,O) >0 .

Si Po est 3 support compact, Q(PO,O) est atteint sur une
. . N . P
partie compacte d'un hyperplan affine de IR et tout ce quil précede

reste valable,
Dans le cas contraire il s'agit de mettre en évidence un hyperplan
affine Ho vérifiant

P (H) = Q@ ,0) = QE®_,t) .

*
On note I‘o et I‘n o ° Pour tout (n,w) e N xQ , 1'ensemble
»

des hyperplans qui réalisent respectivement Q(PO,O) et Q(Pﬁ,o).

*
Soit O un point de R . Soit R € r* tel que
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PO(B(O,RO)) > 1 - Q(PO.O) /4

Soit QR 1'ensemble des w € €  vérifiant
o
<Pﬁ)ndm* converge faiblement vers P_ ,
. w -
n—l%tf: P (BO,R)) =P B(O,R )
et lim Q(P,,0) = Q(P_,0)
N>+

Le théoréme III.A. et la loi forte des grands nombres

entralnent :

Pr(QR ) =1
[o]

*
Soit w € QRO et no e N tel que, si n > n, o

w 1
P (BO,R)) > 1 -5 QP ,0)

® 1
et Q(Pn,O) > E-Q(PO,O) .

Alors les ensembles

-1
1l

0,R {#NBO,R) /He Fo}

et T

n,0,R {eNBWO,R) / He rn’w} s

pour tout n :xmn_ et tout R 2 Ro + 1 , sont non vides et ne contiennent

que des parties d'hyperplans affines de diamétres supérieurs a 1.

Soit R = R0 + 1.
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Les arguments utilisés dans la démonstration de la premiére partie
du théoreme 1.E. et dans celle du théoréme III.E. montrent que toute suite

(A) obtenue en notant A_ , pour tout n > n_, 1'un des éléments
n’ ' nzn n o,

o
de Tn w.R est dH - relativement compacte et posséde pour valeurs

b ’
d'adhérence des parties compactes d'hyperplans affines contenus dans des

éléments de FO .

Ce qui permet d'estimer Fo si Po est un singleton et, d'une

maniére plus générale, d'obtenir :

quel que soit ¢ > 0 , il existe n, oz tel que, si n 32 n,
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1V - e-SUPPORT. DEFINITION ET ESTIMATION.-

. ) P N
Le support de la loi normale centrée et réduite I est R

»
. . o N [ . .
mais, si O est l'origine de R , N(B(0,3) ) est trés petit. Il peut
étre intéressant de connaitre, s'il existe, un convexe compact C, de
volume minimal, rassemblant la masse d'une probabilité P & ¢ prés,
oi € € ]0,1[ ; c'est-a-dire vérifiant P(C) = 1 - ¢ . Un tel convexe

existe si P est absolument continue par rapport & A. Mais si P est

quelconque, il est possible que, pour tout borélien B, P(B) # 1 -~ ¢e.

C'est pourquoi nous définissons 1'e-support d'une probabilité

quelconque de la maniére suivante.

Soit Po une probabilité vérifiant Q(PO,O) # 1 ; autrement
dit PO n'est pas portée par un hyperplan affine. Soit € un réel tel
que 0 <¢g< (| ~ Q(PO,O) . Puisque Q(Po,.) est monotone et continue &
droite, le nombre ty = inf{t ¢ R" / Q(Po,t) > 1-e} existe et vérifie
Q(Po,to) > 1 -¢€ > Q(PO,O). Alors 1'ensemble SE = {Ce Ct / PO(C) > 1 - ¢}
est non vide puisqu'il contient {C € Ct / PO(C) = Q(Po,tZ)} qui,

)
d'aprés le théoréme I.E., est non vide.

On appelle e-support de P0 tout élément de Se'

Tout e-support C, de P vérifie : quel quesoit Ce C

tel que A(C) <A(C€) .
PO(C) <1 ~-c.

C est donc un des convexes fermés de ZRN

e , de volume minimal

£t qui rassemblent la masse de Po a € preés.
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Mais, comme le montre l'exemple suivant, cette définition ne
permet pas d'estimer un e¢-support de Po a2 1'aide d'un e-support de

la loi empirique d'un échantillon de loi Po

N =2 . On reprend les notations du troisigme paragraphe.

Soit O 1l'origine de IR2 et A = (0,100). Si Po a pour

cos N . 1
densité par rapport &3 A la fonction 13(0’1//3;) + g 1B(A,1//F) ,

alors B(0,1/vV2w) est l'unique %—— support de Po et

*
{w / Hno e N tel que, si n = no o B(0, 1//21) est un %—— support

de Pﬁ} est contenu dans
*
{w/ Hno € N tel que, si n32n_, Pg(B(0,1//§;3) 2 Pﬁ(B(A,i//;5)}

qui est de probabilité nulle ; en effet =1 , par exemple, est un état

récurrent de la chalne de Markov (Zn)ncm* définie par : quel que soit

*
ne N ,

YT a0, 180 %) T s, ) et Rt 1y - a

Toutefois PO(B(A,1/¢;)) =1 - %- et, quel que soit C e C
tel que A(C) < A(B(A,1/YM) , P (C) £ 1 - ; done B(a, 1//7) a

des propriétés proches de la définition d'un %-— support de Po . Nous

dirons que c'est un pseudo c-~support de Po .

Plus généralement on appelle pseudo e-support d'une probabilité

n
quelconque P tout convexe fermé compact c, vérifiant :
P 21 -¢
L€

et, quel quesoit C e C tel que A(C) < X(as) s
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PO(C) st-¢ .

v
Dans ce qui suit SE désigne 1l'ensemble des pseudo e-supports

de Po et on pose :
+%
A) ={t e R /Q(Po,t) =1 -¢} .

. N . . N
S'il est clair que S€ contient S8 , 11 est des cas ol ces deux

ensembles colncident. C'est l'objet de la proposition suivante.

1V.A. - Proposition.-

v . . . PN .
SE = S€ si et seulement si A(e) est vide ou réduit a un point.

Démonstration :

a) Supposons que A(e) soit vide ou réduit a un point. Alors,
quel quesoit t > to s Q(Po,t) >1-e et,quel que soit ¢t < t0 ,

Lo ", n, B .
Q(Po,t) < 1-g . Donc si CE € Se , alors A(CE) = to et, puisque

b) Le dernier cas possible, compte tenu de la croissance et

de la continuité 2 droite de Q(Po,.) , est A(e) = [to’ t1[- ol t, > t .

. o,
Soit C, € Ct1 tel que PO(C1) = Q(Po,t1) . Alors C1 € Se

i i cec .
mais, puisque Se _ C1 ¢Se a
o
Nous avons restreint notre étude au cas e < 1 - Q(PO,O) afin
d'8tre assuré de l'existence d'au moins un e-support grice au théoréme

I.E.. Mais si P est mesure discréte ayant un nombre fini d’atomes,

P . : + . .
nous avons déja remarqué que, quel que soit t € IR , il existe C € Ct
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tel que P(C) = Q(P,t) méme si Q(P,t) = Q(P,0). Nous pouvons donc étendre
la définition de l'e-support au cas ou 1 > g > 1—Q(P°,0) et ol P est

la loi empirique d'un échantillon de loi P0 .

Cela va nous permettre d'envisager l'estimation d'au moins un

e-support ou pseudo e€-support de Po .

Reprenons les notations du troisiéme paragraphe et, pour tout

*
(n,w) €e W xQ , notons S l'ensemble des e-supports de P° .
€,1,W n

Pour tout n >0, Sg (EE) désigne le dilaté d'ordre n de Ss (ge)

dans (Fb,dH).

1V.B. - Théoréme.-

L'ensemble des w vérifiant la propriété suivante est de

probabilité 1 :

Quel que soit n > 0, il existe n tel que, si n>n_ ,
q o o

S cs” si A(e) est vide ou réduit i un point
€,0,W €
Y .
et S CZSn sinon .
€,0,W €

Démonstration :

. ' W N
Soit Q1 1'ensemble des w tels que (Q(Pn"))nenv converge

simplement vers Q(Po,.) et ()

% converge faiblement vers P .
n’nelN g [

Alors, grice en particulier au théoréme III.A. ,
Pr(Q‘) =1,

Soit w € 91 et n>0.
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D'aprés la proposition IV.A., il s'agit de montrer que toute

suite (CY) * , obtenue en notant C_  un élément quelconque de
n nelN n
*
Se n.o POUT tout ne N , est dH - relativement compacte et posséde
3 ’

p O v
pour valeurs d'adhérence des éléments de Se.

. w . *
*
Soit (Cn)ne]N une telle suite. Pour tout n e€ WN , posons
_ . * . .
t A(Cn) . Alors la suite (tn)m—:]N est bornée. En effet, puisque ¢
est strictement positif et lim Q(P ,t) = 1 , il existe 1_ € RY  tel
Eopoo 0 o
que
Q(PO,TO) >1-¢€ 3
. . w . . *
et, puisque lim Q(Pn,'ro) = Q(PO,TO) , 11 existe n, e N tel que,

n->+wo

si n2n1,

QLT ) > 1 - .

Soit T =sup*tn<+w.
nelN

. * w (12
Quel que soit ne N , Cn est contenu dans un élément Cr'1

de C_r qui vérifie :
' -
Pn(Cn) 21 -~c> Q(Po,o) .

Les arguments utilisés dans la démonstration du théoréme III.E.

)

prouvent que tous les termes de (C sont contenus dans une méme

' *
n'nelN
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boule de :m” . C'est donc aussi le cas des termes de (d;)nem* .

Soit c, la limite d'une sous-suite convergente, au sens de

w w % .
dy » (Cn ) 5 de (Cn)nenl . Le lemme III.D. implique
k kelN
1 e g lim Pn (Cn ) < PO(CO) .

koo k k

ci A(Co) =t , Co est un e-support de Po .

(o]

Sinon, d'aprés la définitionde t_ , A(C ) > t_ ; et C
o o o o

est un pseudo e-support de Po . En effet supposons qu'il existe un

convexe fermé C vérifiant

i

t, = A(C1) < X(CO)

1

et Po(cl) > 1 ~-¢ .

*
Alors il existe ko e IN tel que, si k 2 ko ,

W

Q(Pn ’tl) > 1 - ¢ .

k

D'ou, si k 2 k_,

t,ost < A(Co) .

Ce qui contredit le lemme I.A. qui indique

limx(® ) =xc) .m
krto Dk °

Si ge est un singleton, ce théoreéme permet son estimation.

Dans le cas contraire, toute suite (Cn)ne]N* permet d'estimer au moins

un pseudo e-support de PO .
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CONCLUSION.-

En 1'état de ces travaux, riém ne prouve que tout convexe
"réalisant" Q(P,t) soit, presque slrement, une valeur d'adhérence
des sui:es (C;) définies dans le troisieme paragraphe. Cela ouvre
des perspectives de recherche intéressantes surtout si on s'aperce-
vait que tous ces convexes n'ont pas la méme '"probabilité" d'étre

une valeur d'adhérence.

Il reste, pour compléter le quatrieme paragraphe, & étudier
la vitesse de convergence des estimateurs de 1'e-support d'une proba-
bilité sur Eﬁ. Les résultats obtenus dans le troisieme paragraphe

nous poussent & penser qu'elle est exponentielle.

Paul Lévy a démontré la décroissance en vers O de la

-

concentration, en t fixé, de la puissance éniéme de convolution

d'une probabilité sur R. L'auteur de cet article ([i11]) a pu établir

. iy s s 2 .
que, s1 P est une probabilité sur IR" , la concentration sur les

convexes fermés décroit vers O en alors que la concentration

° 3l

. . - 1 .
sur les boules fermées décroit vers en —~ . Les arguments figurant

dans [11] nous permettent d'augurer, dans le cas d'une probabilité sur

N . . 1 .
IR, la décroissance vers 0 en — de la concentration sur les

-N/2 n

convexes fermés et en n de la concentration sur les boules fermées.



[1]

(2]
(3]

[4]
[5]

[6]
[7]

(8]

[9]
[10]

(1]
[12]

59

BIBLIOGRAPHIE

ROGER P.

BILLINGSLEY-TOPSOE

TORTRAT

PARTHASARETHY

DELESALLE D.

LEVY P.

ESSEN C.G.

ROGOZIN

SEVAST'YANOV

MASSE

MASSE

HOEFFDING

Fonction de concentration et mesures aléatoires.
Etude de quelques problémes de ocntinuité.
These de 3&éme cycle 1982, Université de Lille I.

Uniformity in weak convergence.
Z. Warhs. verw. Gebiete 7 p. 1-16 (1967).

Calcul des probabilités et introduction aux
processus aléatoires.
Masson 1971.

Probability mesures on metric spaces.
Academis Press. 1967.

Propriétés de limite centrale relatives
aux mesures aléatoires.
Thése de 3eme cycle 1983, Université de Lille I.

Théorie de 1'addition des variations aléatoires.
Gauthier-Villars 1937 (2éme édition 1954).

On the Kolmogorov-Rogozin inequality for
the concentration function.
Z. Warhs. verw. Gebiete 5 p. 210-216 (1966).

On the increase of dispersion of sums of
independent random variables.
Theor. Prob. Appl. Vol. 6 p. 97-99 (1961).

On multidimensional concentrations.
Theor. Prob. Appl. Vol. 8 p. 116 (1963).

Concentration des mesures et problémes
statistiques associés.
Thése de 3éme cycle 1985, Université de Lille I.

Convolution et concentration
Pub. IRMA, Lille, Vol. 2, n°® 7, 1986.

Probability inequalities for sums bounded
random variables.
J. Amer. Statist. Assoc. 58, 13-30 (1963).






61

CONVOQLUTION ET CONCENTRATION
par

1]
Bruno MASSE

Laboratoire de Probabilités et Statistique
Université des Sciences et Technigues de
Lille Flandres Artois

U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées
59655 - VILLENEUVE D'ASCQ CEDEX

ROAumé : Dans le but d'illustrer les dispersions des puissances successives
de convolution d'une probabilité P sur IR2 , nous considérons deux géné-
ralisations de la fonction de concentration de P. Lévy relative aux
intervalles de IR ; 1l'une, notée Q, est définie & partir des boules de

2 PR N .
R et 1'autre, notée Q , a partir des convexes.

. . . *n
Nous montrons la décroissance vers O des suites (Q(P ’t))nelN*

et (a(P*n’t))ne]N* , o t est un réel positif quelconque, respectivement
en t/n et 1//n .

Enfin nous prouvons que, si P admet une matrice de covariance,
quelque soit t € R , les suites (Q(P*n, nat))nem* pour o € ]O, 1/2[

~ %
et (Q(P n, nat)) * pour o € 10,1[ convergent vers O.

nelN

Abstract : With intent to illustrate the dispersion of the successive powers
of convolution of a probability measure on ]R2 , we consider two generalizations
of the P. Levy's concentration function refering to the real intervals ; one
of them, noted Q , is defined through the spheres and the other, noted 6 s
through the convex sets.

We sfxow that the sequences (Q(P*n’t>)nem* and (5(P*n,t))n€m* R
for each t € R , are decreasing to zero respectively in 1/n et 1/vu .

Then we prove that, if P has a covariance mat;rix, for all
te R , the sequences (Q(P*n, nat))nem* for o e |0, 1/2[ and
(a(P*n, nat))ne]N* for a €]0,1[ converge to 0 .

Mots clés : Lois de probabilité - Convolution - Fonctions de concentration ~
T Vitesse de convergence

Indices de clasaification STMA : Principale : 01160 - Secondaire : 01110
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0 -~ INTRODUCTION.-

Paul Lévy (]:1]) a défini la fonction de concentration gq d'une
variable aléatoire réelle X par : pour tout ¢t € R* s
q(t) = sup PX([:X, x+t:|)
xeR

oll PX désigne la loi de X.

Il a utilisé cette notion pour illustrer la dispersion de la
puissance éniéme de convolution d'une probabilité P sur TR et a établi

.

que la suite (qn(t))nem* » o0 g désigne la fonction de concentration

*n P . 1 . +
de P , décroit vers O en — quelque soit t e R .

n

L'objet de cet article est de comparer les maniéres dont évolue cette
propriété selon le choix que l'on fait parmi les nombreuses généralisations
possibles de q. Dans ce but nous placerons dans IR2 , ce qui permet de répondre
au probléme posé en évitant aux démonstrations d'avoir une trop grande technicité,
Considérant que les intervalles de R de longueur t sont a la fois des boules
de rayon -;— et des convexes de mesure de Lebesgue t nous définirons la fonc-
tion de concentration d'une probabilité sur ]R2 , dans un premier temps, a
partir des boules fermées et, dans un deuxieme temps, & partir des convexes

fermés de IR2 .

P. Roger, ([4:]), a dégagé les propriétés générales de la premiére
de ces deux généralisations, notée Q, et l'auteur, [5] s a dégagé celles
de la deuxi®me, notée Q , a proposé des méthodes d'estimation de Q et
Q et utilisé Q pour définir et estimer 1'e-support d'une probabilité

sur ]R2 .
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Nous allons, dans cet article, établir la décroissance vers O en

*n 1 - *:
de (Q(P ’t))ne]N* et en —;- de (Q(p n’t))ne]N* pour toute valeur de t

et montrer que, si P admet une matrice de covariance inversible

*
lim Q" , n%t) =0  pour tout o e [0, %[
n--+oo
- %
et lim Q(P o , n’t) =0 pour tout a € B), IE
N+

Une partie des démonstrations de 1II.1. et de II.5. s'inspire de techniques

utilisées par P. Lévy.

1 - RAPPEL DES RESULTATS OBTENUS PAR P. LEVY POUR LES PROBABILITES SUR R

(11, p. 63).-

R iye s e %
Soit P wune probabilité non dégénérée sur R et (Xn)neni une

. *
suite de v.a. indépendantes de loi P. Pour tout n e N , notons Pn

la loi de X, + ... +X

1 n °
Soit n > 0 tel que la loi de X1 - X2 conditionnée par
{[X1 - XZ[ > n} , notée P" , me soit pas dégénérée.
Soit t_= 2r .
o 3n

. * +
Alors, quelque soit (n,t) e W xR ,

[ ] 6 Max(t,to) i
q (t) =sup P ([x, x + t]) § ————2 x —
n xeR K o
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ott, si o(P") désigne l'écart type de P" ,

K = vor 2" ([en,n]) o2 (™)

Dans la suite de cet article, nous garderons les mémes notations,

mais P désignera une probabilité sur ]Rz.

11 - CONCENTRATION SUR LES BOULES FERMEES ET CONVOLUTION.-

Soit Q 1'application, appelée fonction de concentration sur les

boules fermées de IRZ, définie par :
Q: M xR — R
@, t) —> Q,t) = sup p@B&,L)) ,
2
xeR
ol Mb désigne l'ensemble des mesures bornées sur IR2 et, quelque soit

(x,t) € 1R2 XJR+ , B(x,t) désigne la boule euclidienne de centre x

et de rayon ¢t.

+ . . .
Pour tout t e R , la suite (Q(Pn’t))nelq* est décroissante

au sens large car, quelque soit =n > 1,
QP ,¢) s min(Q@ _;,t), Q,t))  ([2], p. 165)

Si P est une mesure de Dirac, Q(Pn,t) = 1 quelque soit

*
(n,t) ¢ N xR .

Dans ce qui suit nous supposons que P n'est pas une mesure de
Dirac, |] f{1 désigne la norme euclidienne sur IRZ , 1 !!2 la
"norme du sup" sur &’ , c'est-a-dire, si 1 = (x,y), ![T{]z = Max{|x|, ly]),

et ¥ 1la fonction caractéristique de P.
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11.71. - Proposition.-

. * 4%
Quelque soit (n,t) e W x R s

2.
72 t
Q(Pn,t) < -5 J

T

]xﬂ(r) In dt .

JEapn.

Démonstration :

. +% *
Soit ne R et nelN

Soit g : Rz—»[o,ﬂcw

= (x,y) — g(t) = (1 —%m -Lﬁb si |ltll, s

=0 sinon .

g est la fonction caractéristique d'une probabilité p sur ]R2 car,

~

d'apres le théoréme de Polya, g(.,0) et g(0,.) sont les fonctions
caractéristiques de deux probabilités sur IR .

De plus, ]g[ étant intégrable, p est & densité g définie par,

quelque soit £ € ]R2 ,

g(&) =L2 JJ cos(<(),e>) (1 - -I-EJ-)(‘I - 'lll-) dx dy
4n” 20 Gx,y)/|x|sn et [y|en} y n n
or, st Il < X e [lelly € nyatons leneol <2 Llall, [lell, <3
Donc, grice au théoréme de Fubini, si ||| [2 < = s
6n

2
g(&)z—%X%XJ (1"-L::—l)dx><J (1—JT"]-)dy=”—2
4 [x|<n [7]sn 8r

Donc, quelque soit a € IR2 s



66

2
n 8n_ -
Pn(B(a, _6?)) < nz LRZ g(a-z) Pn(dz)

g - -

e By L J , lexp(-i<na® g ()] ar
n 4 R

< | [0 ar,
22 el n

car, puisque l; x | < l;l, [; x y"| est intégrable.

. ﬂ : p
Il ne reste plus qu'ad poser t = — pour obtenir le résultat

6n
annoncé.

Cette proposition nous incite & étudier l'ensemble I = {71 € DRZ/NKT)|= 1}

11.2. - Lemme.-

Si I est de cardinal infini et possede un point d'accumulation,
alors P est portée par une droite D et I est un ensemble U, au plus
dénombrable, de droites orthogonales & D telles que 1l'ensemble

{AN D/ A&e D} ne posséde pas de point d'accumulation.
P

Démonstration : Supposons que I soit de cardinal infini et

posséde au moins un point d'accumulation T

L]
1) [&[ étant continue, I est fermé et, par conséquent, T, € T.

I1 existe donc A0 CIR‘G1 et a_ e R tels que

PA) =1

et, quelque soit x € A ,
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<X > = a mT).
’TO 0(2)

*
Pour tout n e IN notons T, un élément de I wvérifiant

1
0< HTo_TnH1<H'

*
Pour tout ne N il existe An C IIR2 et a € R tels que

P(An) =1

et, quelque so1t x € A »
<X T > = 43 m).
1) (2 )

Soit A= M An . Alors P(A) = 1 et, puisque P mn'est pas une
=0
mesure de Dirac, A n'est pas un singleton.

. P .. *
Soilt X et x1 deux éléments distincts de A et me W tel

que
Hx1—xol [1 € 2mm .
*
Alors, pour tout ne N ,
SK,TX s T T > S 0 2m)
et, pour tout n 2 m ,
[<x1—x0 , Tn—To>[ < Hx1—xol|1 x [[Tn—roll1 < 27 .

Donc, pour tout n 2 m ,
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Soit x € A distinct de x et m' > m tel que

<

I[x—xoll1 < 2m'y .

Alors <X-X 5 T 4T > =10
o> 'm' "o

Donc x est sur la droite D passant par X et x car

m' > m. Donc ACD et, finalement,

-

P(D) = 1.

2) a) Si 1'équation de D est y = ax+b , il existe une variable

aléatoire X a valeurs dans (R, &m) telle que Z = (X,aX+b) soit de

loi P.

Soit T = (51,52) un élément de I. Alors, puisque

: ibs iX(s,+as,) iX (s, +as,)

@) =E@™ ™) =e 2Ee ' F),lEe ' ) =1. (D

Et toute la droite d'équation ay = -x + (s1+asz) est incluse
dans I. De méme, quelque soit T' = (s;,sé) e I, toute la droite d'équa-
tion ay = -x + (s;+asé) est incluse dans I et

iX(si+asé)
|E(e =1 . 2)

Or (1) et (2) prouvent que les rapports s,*as, Vi s;+asé prennent

un nombre de valeurs au plus dénombrable.

Donc I est bien constitué d'un ensemble 0, au plus dénombrable,

de droites perpendiculaires a D.

b) Si 1'équation de D est x = a , on remplace Z par Y

telle que Z = (a,Y) soit de loi P et on montre que, si 1 = (s1,sz) & I,
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toute la droite d'équation y = s, est incluse dans 1.

3) Si 1'ensemble {A ND / A € P} possédait un point d'accumula-
tion 1T' , on pourrait construire une suite (1') * C 1 vérifiant ,
o n’ nelN

*
pour tout ne W , rt‘leD et

.

1
o< lleg - =glly <

Et les arguments utilisés dans la premiére partie de cette démons-—

tration prouveraient que, si D1 désigne la droite perpendiculaire 3 D

passant par Té ,

P(D1) =1,
Ce qui est impossible puisque P(D) = 1 et P n'est pas une mesure
de Dirac.
11.3. - Cornollaire.-
() =0 .
-
Démonstration : Si toute partie bornée de :mz ne contient qu'un

nombre fini de points de I , I est au plus dénombrable et AZ(I) = 0.

Sinon, I posséde au moins un point d'accumulation et le lemme
II.2. indique que I est un ensemble au plus dénombrable de droites.

Donc AZ(I) = 0.

On en déduit aisément la proposition suivante.
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11.4. - Proposition.-

. +
Quelque soit t e R

lim Q(Pn,t) =0 .
n-> ko

. . . +*% +%
Démonstration : Soit (t,e) e R x R

Pour tout o € [0,1], posons

Ia={re]R2/ HTstg—% et |[P)] 2 1-al

) 2
0 = M I et AT(L) = i 5 <t .
ote:]O,ﬂ 36t

I

Donc, d'aprés le corollaire II.3. ,

Lin 27(1 ) = 2%(1) = 0 .
a0 o

Soit n € ]0,1] tel que

2
A1) g =

n 72t

£
22°

*
Alors, d'aprés la proposition II.1. , pour tout ne N ,

72¢% n
a0 ¢ 2 [ ARl
T T 2" 6t
2
72; U . (1—n)rl dr + j dT]
m ]iTIE Sy In

< 8(1-1'1)n +e/2 .

Ce qui permet de conclure car e est arbitraire.
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. . . R . 1
Nous allons maintenant établir la décroissance en — vers O

de (Q(Pn,t))nelN* dans le cas oi P n'est pas portée par une droite.

Dans le cas contraire, on se rameéne aisément aux fonctions de

concentration sur IR et, d'aprés le paragraphe I , la décroissance

est alors en

L
/n

11.5. - Lemme.~

* *
Si P n'est pas portée par une droite, il existe (tO,B) e RV xRY
tel que, si ![Tlf1 < to s
2
=8|l 1]
W] s e .
Démonstration :  Soit Y : R? — [o,1JC ¢ la fonction
2
T — (D)
caractéristique de la loi P' de X, - X

1 2°

Pour tout t e 1R+* , si (IT[{1 £t

1 - ¥(z) = ( (1 - cos<t,x>) P'(dx)
Jr?
3% . <T x5 P' (dx) QD)
[l <

. i . N

Soit t, € R tel que la restrictien de P' 2
At = {x / |lx!{1 < <~} ne soit pas dégénérée et tel que P'(At ) > 0.
o) 2t

o]
o]

Soit P" 1la loi de X1~X2 conditionnée par {X1~X2 € At 3.

o
Soit T tel que i]r}]1 £t C le cercle unité et

gy = T
<11,
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Alors, d'aprés (1),
el erea, )
A 8 R

1
> —
-8

2 .
7 - ¥{D <y,x>" P'"(dx)

2

t
o]

2 o
Hellger@a )
=2 y'ry (2)
8

ot I' désigne la matrice de covariance de P'' et y' la transposée

de vy.

Mais, puisque P" n'est pas portée par une droite, quelque soit

y' Ty > 0 .

Ct, puisque y' Ty est une fonction continue de y sur le

s

compact C , il existe o > O tel que, quelque soit y e C ,

Ce qui, avec (2), entralne, si [\T]§1 e

2 5

Hel12 e aa, )

1 -¥%() 2 —— % o >0 .
8
D'ol, si ffrli1 €t

a P'(A_)

tO 9
] € explc —— <] |2
: 16
a P'(At )

Il ne reste plus qu'a poser B = o

16
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11.6. ~ Proposition.-

. ) . +
Si P n'est pas portée par une droite, pour tout t & R , 11

. +% . *
existe K e R tel que, quelque soit ne N |,

Q(Pn,t) <

B

Démonstration : D'aprés le lemme précédent, il existe

* *
(to,ﬁ) e RV x m* tel que, si HTH1 < t,

W < e_BHTH' .

~ < P . kg *
Alors, grdce a la proposition II.1., si t € —— , quelque soit n € I R

6t
[o]
2
" 2 et ol 1y
QP_,t) £ QB , =) £ 5 . e dr
bt £ ‘l[Tllzsto
+o0 2
s—gz-xZW( pe-an dp %W x—1-.
t Jo tog 7
o] [e]

*
Et, si t > 1, uelque soit ne N ,
q

6t
(o)
2
2: -ng| ]|
Q(P_,t) < 2 ¢t e ! dt
n 2 ﬂ
T o4
72 £ 1
g x= .
mB 7

Le lemme II.5. permet également d'obtenir une majoration plus fine
pour de petites valeurs de t. C'est 1'objet de la proposition suivante ou

on reprend les conditions et les notations de la démonstration précédente.
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11.7. - Proposition.-

*
Si t g t, quelque soit ne WN

2
et /2

28n

QP ,t) £

. . . * 2
Démonstration : Soit t tO ,ne NN et xe R .

Soit g la densité et § la fonction caractéristique de la loi

1 0
normale centrée de matrice de covariance ( )
0 1

si |lyll, <t

2
g(y)z—’—et/2 ;
2w

et, puisque [g[ est intégrable, [g 1ﬁnl 1'est aussi.

t2/2
Donc Pn(B(x,t)) £ 21 e J g(x~z) Pn(dz)
ezl [ et
t2/2 1 —i<t,x> 7 n
<27 e X—Z—JZE T e(n Y ) dr
4n R
2 2
t/2 -Hdlg/2
<2 f , @ Uy | as
2T R
12 ]
< [, emcemea) — 0 o
27 R
2
et /2

A

28n
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111 - CONCENTRATION SUR LES CONVEXES FERMES ET CONVOLUTION.-

Soit Q 1'application, appelée fonction de concentration sur les

p 2 P
convexes fermés de R~ , définie par :

5 : Mb x RN — R*

(4,£) —— Qu,t) = sup u(C)
CeCt

. + .. . 2
ol, pour tout t e R , Q: désigne l'ensemble des convexes fermés de IR

de mesure de Lebesgue t.

Si P est portée par une droite, il en est de méme de Pn s

* * +
pour tout n € IN . Donc, pour tout f(n,t)e N x R ,

Q(Pn,t) =1 .

Dans ce qui suit nous supposerons que P n'est pas portée

par une droite.

\ + . =
Quelque soit t ¢ R , la suite (Q(Pn’t)>ném* est décroissante
au sens large car la démonstration figurant dans ([2], p. 165) reste valable

si on remplace les boules fermées par des convexes fermés.

Pour tout aq e:m+ , notons Ba 1l'ensemble des bandes de m? de

largeur a.

ITI.1. - Lemme.-

+ . . +% .
Pour tout o € R , il existe K1e R tel que, quelque soit

sup Pn(B) <
BeBa

Nl
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Démonstration : Reprenons les notations de la démonstration

du lemme II.5.
Pour tout 6 € [O,n],notons Pe et P'E; les projections,

respectives de P et P" sur la droite D, passant par l'origine de TR
cos ©

2

et admettant le vecteur de composantes ( ) pour vecteur directeur et,
sin 9

2

+ . . . .
pour tout o ¢ R , désignons par «, le point (u cos 6, a sin 8) de R".

8

2 cos 6
Alors, pour tout 6 € [O,Zw], g (Pg) = (cos 6, sin 8) I‘( )
sin ©

est la variance de Pé' .

Or, quelque soit 8 € [O,Zw:], OZ(PS) > 0 car, puisque P"

n'est pas portée par une droite, Pé‘ n'est pas une mesure de Dirac.

cos .
Donc, puisque [O,rr] est compact et (cos . , sin . ) I’( )
sin .
est une fonction continue de 0,

A = inf o(P‘e')>O.
ee[O,n]

Soit a e R' . D'apres le paragraphe I il existe Ki >0 tel

*
que, quelque soit ne N ,

*
sup Pn(B) = su sup Pen([z, z + oce])
BeBu fe 0,11] zeDe
A
X 1
< sup X —
sef0,m] o(®y) Vn
]
Ko
£ — X —
A Vn
%
ol Pen désigne la puissance éniéme de convolution de Pe.
Kl
11 ne reste plus qu'a poser K, = i .

Toa
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111.2. - Proposition.-
Pour tout t e R’ , il existe K >0 tel que, quelque soit

ne N ,

= K
Q(P ’t) g —
n Vo

Démonstration : Soit t € R . Posons
Cl = {CeC, / dgiam(©) 2 1} .

. . 1z 1
On montre aisément que tout élément de Ct est contenu dans un

élément de th .

D'aprés le lemme III.1. et la proposition II.6. il existe

* * *
(K1,K2) e BT xrY tel que, quelque soit ne N ,

Q(Pn,t) = Max ( sup Pn(C) y sup Pn(C))

1 1
ceC e Ct Ce:Ct

A

Max (Q(Pn,1) s sup Pn(B))
B€32t

A
=
%
Era)

fn

Il ne reste plus qu'a poser K = Max(K1,K2) .

L'objet du dernier paragraphe de cet article est de donner une
autre vision de la dispersion de la puissance éniéme de convolution de P ,
dans le cas ol P admet une matrice de covariance inversible. Il s'agit de
déterminer danq quelle mesure on peut augmenter, en fonction de n , la

valeur de la variable des applications Q(Pn,.) et 'Q(Pn,.) tout en

conservant des suites convergeant vers O.
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1V - CONVOLUTION, CONCENTRATION ET V.A. ADMETTANT UNE MATRICE DE COVARIANCE.-

P . 1.z 2
P désigne maintenant une probabilité sur R~ admettant une

matrice de covariance inversible.

Nous supposerons, sans perte de généralité, que P est centrée.

W.1. - Proposition.-

Soit P0 absolument continue par rapport a Az. Alors les
applications Q et Q, de Mb x R" , muni de la topologie produit de la
topologie de la convergence faible sur Mb et de la topologie usuelle sur
IR+ , dans ]R+ , muni de sa topologie usuelle, sont continues en (Po,t) ,

quelque soit t € R .

N.B. — Une étude plus compléte de la continuité de Q et Q figure dans [5].

Démonstration :
1) Etablissons d'abord la continuité de Q(PO,.) et de 6(?0,.).
Soit € > 0 . Soit n > 0 tel que B € &mz et AZ(B) £ n entrafnent

<
PO(B) e,

a) Soit (tn) une suite de réels positifs convergeant vers to

nelN

Soit n tel que, si n2n_,

Alors, si n2n_,
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IQ(PO,tn) - Q(PO,tO)I < SUPZ IPO(B(x,tn)) - PO(B(x,tO))!
xe R

< sup PO(B) <€ .
BeB ]RZ

7\2 ®)sn

b) Soit (tl,tz) e R xR tel que O g ty - t, €.

On montre aisément que tout élément de Ct contient au moins
2
un élément de Ct . D'oli, quelque soit C € Ct , si on note C' un
1 2
élément de Ct contenu dans C ,

PO(C) - Q(Po,t1) < PO(C) - PO(C’) = PO(C-C') e,

Done 0 = QP ,t,) - QB ,t,) = S (2 (C) - A, )) 5 €
t
2

2) Soit (P_)

a nem* convergeant faiblement vers PO ; d'aprés (2],

puisque Po ne charge pas les frontiéres des éléments de C ,

lim sup [P _(C) - P _(C)| =0 .
o>+ Cel

Soit (tn) une suite de réels positifs convergeant vers to

nelN

Soit € > 0 . Soit n € N tel que, si n 2 o,

sup [P (C) - P_(C)] s

£
ceC 2

et la® e - Q@ e )] 5.
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Alors, si n 2 noo

lQe@ .t ) - Q@ ,t)] s [Q®,t) - Qe )| + Q@ ,t) - Q@ ,t )

N

Ce:sélz |2, @ -2 @ +[Q®,,t) - Q@ ,t)
n

e/2 +e/2 =¢ .

A

La continuité de Q en (Po,to) se démontre de la méme maniere.

Nous allons utiliser cette proposition pour démontrer le théoréme suivant.

PO désigne maintenant la loi normale centrée de méme matrice

de covariance que P.

1V.2. - Théoreme.-

: +
Quelque soit te R ,

1) lim Q(P_, Vo t) = Q(®_,t) et lim G(Pn,nt) = Q(Po,t) .
n->-+o n->-+o

2) Pour tout a € [O, -;— ]:, lim Q(Pn, n%t)
N>+

Q(PO,O) =0

et, pour tout o € [0,1[, lim Q(P_, n”t) = Q(P ,0) =0 .
e n )

3) Si P est une loi normale, pour tout ne N ,

t
Q(Pn,t) = Q(P’ —— )
vn
et A _,t) = 3@, 9
fn’ > n :
’ . *
Démonstration : Pour tout n € N , notons PY la loi
n

X; Foans®t X
1 n

" /n
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D'aprés le théoréme central limite, (PY )
n nelN

x converge

faiblement vers Po . De plus PO est absolument continue par rapport
N 2 . . . . . .
a A puisque sa matrice de covariance est inversible. Enfin, pour tout

*
neN , Pn estlaloide/tTYn.
Soit te R .

1) Puisque Q(.,t) et Q(.,t) sont continues en Po .

1im Q® , va t) = lim QB ) = QR _,t)
->+co n n->-+c n o

et lim Q(P_ , nt) = lim Q(P, ,t) = Q(P _,t) .
n->+ow n n->+o Yn °

2) Puisque Q et Q sont continues en (PO,O) s

1 . @y . t _ _
pour tout a € [O, -2—[, lim Q(Pn, nt) = lim Q(PY s m) = Q(PO,O) =0 et,
-+ >t n n
pour tour a ¢ [0, 1[, 1im Q@ , n%) = lim QBy , —=) =Qq(P_,0) =0 .
>t o n>o0 n o ©

. . *
3) S8i P est une loi normale, pour tout ne N , Yn est de

*
loi P. Donc, pour tout ne N ,

t

QE ,t) = @, , =) = @, )
n Woa vy
et c‘chn,w = a(pY ,t/n) = Q(P, t/n) .
n

1V.3. - Remarque.- Nous venons de voir que, si P admet une
matrice de covariance, sup{a > 0/ lim é(Pn, n%t) =0} = 1 . Dans le cas
n->+w

contraire, on peut prévoir que, s'il existe, ce nombre est plus grand. Par

exemple supposons maintenant que la fonction caractéristique de P soit
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+ . .
J . (x,y) — elx‘ ‘yl . Alors P n'admet pas de matrice de covariance

puisqu'elle est le produit de deux loisde Cauchy et, si on note la
X1 + ...+ Xn n

fonction caractéristique de a

8,609 = Ayt =@l byinln g gy

* +
Donc, pour tout (n,t) e N xR ,

a@ 0%t = @, 0 .

Et, finalement, quelque soit a < 2 ,

lim QP _, n’t)
n>4o

il
o
~
o

(o]

o
=

]
(o]

V- LECAS R .-

Les démonstrations des paragraphes précédents s'étendent 2 IRN

pour donner les propriétés suivantes P désigne une probabilité sur IRN

qui n'est pas une mesure de Dirac. Soit m 1le plus petit entier naturel

tel que P soit portée par un sous-ensemble affine de ]RN de dimension

+ . a
m , alors, pour tout t e R , la suite (Q(Pn’t))nem* décroit vers O
1 . = p - 1
= * S
en nm/2 et, si m=N, (Q(Pn’t))neIN décroit vers O en - .

D'autre part, si P admet une matrice de covariance inversible,

1im Q(P_, n%t) = 0 ,» pour tout o < 1
n 2
oo
et lim a(Pn, n%t) =0 , pour tout o <%1 .

n--+ow
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VI ~ CONCLUSION.-

- %
Les nombres @ = sup {a e RY / lim Q' °, nat) =0,

n>+o
o

. + . =_%*n o . .
quelque soit t € R} et BO = Ilim (QP ~ , n ") pourraient servir 3
N>+

caractériser la dispersion d'une probabilité P n'admettant pas de matrice
de covariance. Il serait donc intéressant de savoir si ces nombres existent
pour tout probabilité P et, si c'est le cas, de mettre au point leur

estimation.

Je tiens & remercier Arlette Lengaigne qui a dactylographié

ce texte avec soin et compétence.
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dilaté de 'enveloppe convexe d’un échantillon.
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I-INTRODUCTION

Le probleme de I’estimation du support d’une loi de probabilité a été envisagé
sous divers aspects : dans le cas d’un support de type {(z,y) e R2/0<z<1;0<
y < f{z)} Geffroy (1964) et Jacob (1984) ont étudié un estimateur de f ; Guilbart
(1973) étudie la continuité de ’application qui & toute probabilité sur RN associe
P’enveloppe convexe fermée de son support ; Chevalier (1976) propose estimation
du support, non nécessairement convexe, d’une probabilité sur RN par la “méthode
des partitions” et la “méthode des boules”, il montre en particulier que certaines
conditions sur la mesure des éléments de la partition ou des boules sont nécessaires
4 la convergence de l'estimateur ; Ripley et Rasson (1977) se sont préoccupés de
Pestimation du support, supposé convexe, d’un processus de Poisson homogene,
ils en proposent en particulier un estimateur sans biais ; enfin Jacob et Abbar
(1989) ont proposé une méthode d’estimation du support, supposé étre défini en
coordonnées polaires dans le plan par {(p,6)/0 <6 < 27;0 < p < ¢(8); ¢(0) =
#(27)}, d’un processus ponctuel de Cox.

Dans cet article, on choisit, & la suite de plusieurs auteurs, d’estimer
lenveloppe convexe du support d'une loi de probabilité sur RN & l'aide de
I’enveloppe convexe d’un échantillon de cette loi ; ce qui lie le probléme de
Pestimation du support a une notion qui a déja été 'objet de nombreux travaux :
les premiers semblent étre ceux de Geffroy (1958), Raynaud (1965) et Renyi et
Sunlanke (1964) ; Efron (1965) étudie I'espérance mathématique du volume, du
nombre de somimets, de faces et d’arétes de ’enveloppe convexe d’un échantillon
de loi quelconque sur R? ou R?® ; Dwyer (1988), Buchta (1984), Van Wel (1989)
et Barany et Larman (1988) ont étudié divers aspects du comportement asympto-
tique de Penveloppe convexe d’un échantillon de loi uniforme a support compact
et convexe ; Eddy et Gale (1981), dans le cas d’une loi & symétrie sphérique, puis
Brozins et de Haan (1987), dans un cadre plus général, ont étudié la loi limite de
la fonction de support de I’enveloppe convexe d’un échantillon ; Fisher (1969) s’est
placé dans le cas d’une loi produit de lois de probabilité sur R ; Buchta, Miller
et Ticky (1985) ont choisi de tirer I’échantillon & partir d’une loi concentrée sur la

frontiere d'un convexe compact.

Dans le deuxiéme paragraphe de cet article, I’écart entre 1’enveloppe convexe

C; d’un échantillon de taille n et Penveloppe convexe Cp du support de la loi
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est mesuré & l'aide de Pespérance du volume de Cy \ C}, dans le cas od Gy
est compact, et, dans le cas général, & Vaide de E[P(RN \ C3)] ot P est la
loi de D’échantillon. On obtient, pour ces deux quantités, des encadrements qui
constituent une généralisation d’un résultat de Barany et Larman ([13] p. 275)
portant sur une loi uniforme sur un convexe compact. Puis on montre que la
vitesse de décroissance vers 0 de ces deux écarts peut étre rendue aussi lente que
Pon veut en choisissant, pour le premier (resp. pour le deuxiéme) une loi chargeant
peu (resp. beaucoup) un voisinage de la frontiére de ’enveloppe convexe de son

support.

D’ot1 l’objet du troisiéme paragraphe qui est de déterminer un borélien peu
“distant” de C¥, ici un dilaté de C%, dont la probabilité tend vers 1 & une vitesse
connue indépendante de P. Une réponse est donnée a ce probléme par la propriété
suivante, par ailleurs d’une portée bien plus générale, diie a Geffroy et démontrée,
dans le cadre qui nous intéresse, dans [20] : soit ¢ > 0, n € N*, P? la mesure
empirique associée & {Xi,...,Xn}, M le cardinal d’un ensemble de boules de
rayon € dont la réunion est de probabilité supérieure a 1 — ¢\4 et p la distance de
Prokorov ; alors Pr{p(P2,P) > e} < 2(M + 1)e~2n(c/2(M+1))*,

On obtient bien sir la méme majoration pour Pr{P[RN \ (C2)*] > a}, on
a €]0,1], et une inégalité du méme type pour Pr{P[RN \ (C2)*] > b}, otia > 0
et b €]0,1], en adaptant légérement la démonstration. Mais, dans les deux cas, le
nombre M est inconnu, en l'absence de renseignements sur P, et le second membre
de 'inégalité n’est pas assez petit pour que de trés grandes valeurs de n ; ce qui
semble inévitable pour une propriété portant sur tous les boréliens de RY alors

que nous ne considérons, ici, que C¥.

Nous montrerons, dans un premier temps, que la probabilité maximale des
demi-espaces d’intersection vide avec C¥ tend vers 0 & une vitesse indépendante
de P. Puis on obtient deux inégalités de type exponentiel pour la probabilité d’un
dilaté de C¥ ; dans la premiére Pampleur de la dilatation dépend de I"*ampleur” de
C¥, alors que dans la seconde, elle est indépendante de w. Dans le cas ou Vespace
des réalisations est R?, on obtient des vitesses de convergence particuliérement
rapides a 'aide de techniques qui ne s’étendent pas aux espaces de dimension

supérieure.
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II - ETUDE DE L’ECART ENTRE L’ENVELOPPE CONVEXE D’UN
ECHANTILLON ET L’ENVELOPPE CONVEXE

DU SUPPORT DE LA LOI

Soit (2, A, Pr) un espace probabilisé et (X,),ene une suite de variables
aléatoires définies sur (22,.4) et & valeurs dans RY, muni de sa tribu borélienne,
indépendantes et de méme loi P absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue sur RM notée A\. On note Cp ’enveloppe convexe du support de
P. Pour tout n € N* et tout w € 2, on note C}’ I'enveloppe convexe fermée
de {X1(w),...,Xn(w)}. Quel que soit = € RN, K, désigne I'ensemble des
demi-espaces fermés dont la frontiere contient z. Pour tout ¢ € [0,1], on pose
S(e) = {z € Cy/infrex, P(K) < €}. Les ensembles S(e) ont déja été utilisés
par Berany et Larman ([13]) pour une loi P uniforme sur un convexe compact de

RN C, ; ils ont montré, en particulier, qu’il existe ng, m; > 0 et my > 0 tels que

Vi 2 no, mA(S(2) € B(Co \ C2)) < mad(S()).

La proposition suivante étend leur étude a une loi P continue a support

compact d’enveloppe convexe Cy, sans parvenir a la méme précision.

Pour tout (p,¢) € N?, on pose (;’7) = p!_(q%};ﬁ'

Proposition II.1.- Si P est a support compact d’enveloppe conveze Cy, quel
que soit € € [0,1] et quel que sott n > N,
A(S(e)) + A(co)(N”_ 1) [(1— )"~ NH 4 enm N
= E[MCo\ C7)) = (1 - €)"A(S(¢))

m  Soite€[0,1] et n > N.

Soit v Dapplication de RN dans [0,1] définie par : Yz € RN v(z) =
infrex, P(K). Alors, quel que soit z € RV,
n

(=@ < Prieg e < (" A= o@) " 4 0@ @)

Pour démontrer la premiere inégalité, notons K, un élément de K, vérifiant
P(K,) =v(z). Alors :

(e Xifw) ¢ K2}  fwfa ¢ G5

1=1
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Pour la deuxieme, notons 2y I'ensemble des w € Q2 pour lesquels il n’existe pas
N + 1 points X;(w)(¢ < n) contenus dans un méme hyperplan. P étant continue,
Pr(fp) = 1. Si w € Qq est tel que z ¢ C¥, alors il existe N — 1 éléments
Xigye oy Xiy_(w) de {Xi(w)/i > n} tels qu'un des deux demi-espaces délimités
par 'hyperplan contenant z,X;, (w),...,Xiy_,(w) contient {X;(w)/i < n}. Sion

note K ce demi-espace,
PR 4 (1= PN £ (0(2))" M 4 (1 ()N

puisque z € K et puisque la quantité t™ + (1 —¢)™, pour m € R*¥* fixé et ¢ variant

dans [0, 1], est maximale lorsque ¢ ou 1 — ¢ est minimal (2).

Or E[NCo \ C})] = fg, Pr(z ¢ Cp)de. Grace (1), on obtient donc :

/; \S(e) (Nrj_ 1) [1 - v(a:)n—N+1 + v(x)n—N+11d$ + /\(5(6))

> B (Co\ C2)] /S IO

Ce qui permet de conclure, compte tenu de (2). ]

On peut aussi caractériser la qualité de C¥, en tant qu’estimateur de

I'enveloppe convexe du support de P, par la quantité P(RN \ C¥).

On obtient alors la proposition suivante, qui se démontre comme la précédente,

mais ol on peut se passer de I’hypothése sur la compacité du support de P.

Proposition I1.2.- Quel que soit ¢ € [0,1] et quel que soit n > N,
P(S(EN-9" < BIPIRNCH) < PS(eN+ (" Jla—est ey

Remarque : En prenant ¢ = ;11-, puis € = n%; ot & €]0,1], on obtient des

résultats comparables & celui, cité plus haut, obtenu par Barany et Larman dans

le cas ou P est uniforme. Plus précisément : Vn > N,

= < 1P(5() < BIPRN\ €] £ P(S() + aln)

et LAS(E) < BAGH \ G2)] < A(S(22)) + 2almN(C0)
olt Vn >N, ¢a(n) = (Nril)(exp(—n—ri\;+1)+na(nENH)).
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Les deux exemples suivants montrent que les vitesses de convergence vers 0
de E[A(Co — C2)] et de E[P(RYN \ Cp)] peuvent étre rendues aussi lentes que l’on

veut par un choix adéquat de P.

Exemple 1.- Soit a@ > 6 et P la probabilité sur R? de densité f vérifiant :

f(z,y) = g(+/2? +y?) ou g est définie par g(r) = £(1 - 02—_"_'] Dty sir e
10,3, g(r) = (1—_}):- sire[3,1]etg(r)=0sir>1

Soit n > 2 tel que L < alf-l-(%)"""l et v, =1-— (%)ﬁ'f Alors 1y, > 1 et

P(B(0,1)\ B(0,rs)) = L et \(B(0,1)\ B(0,7,)) > m(g22)=+.

n

Donc A(S(%)) > W(%ﬁ)ﬁ et, d’aprés la proposition 1L.1.,

2w ) < BpBo, )\ 6.

n
En posant 8 = a_1+1_’ on a ainsi prouvé que, quel que soit j3 E]O,—H, il
existe une probabilité P telle que : il existe no € N* et k ¢ R*™* vérifiant :
Vn > ng, by < E[MCo\ C)l-
Exemple 2.- Soit o €]0, 1] et h Papplication de 10, 1[ dans R définie par

(1-r)t

vr €]0,1[, h(r) = Fiterita(l =)

X
22
1 .

Alors h(r) est équivalent au voisinage de r =1, a TG F
Donc, pour tout z €]0, 1[, I'intégrale f: h(r)rdr converge.

Soit a €]0, 1 tel que

1
A= 27r/ h(r)rdr < 1.

Soit P la probabilité sur R? de densité f vérifiant f(z,y) = g(+/z? + y2) on
g est I'application de R** dans R définie par g(r) = lw:a—é si r €10,a[, g(r) = h(r)
sdir €la,l{et g(r)=0sir > 1.

Soit n € N* tel que r,, = \/'112%1?7 > a.

Alors, si on note H une droite tangente & B(0,r,), HN B(0,1) a une longueur

dgale & 24/1 — 12 = \/n%%f Comme B(0,r,) a pour périmétre \/%, il existe
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n demi-plans Kj,..., K,, dont les frontieres sont tangentes a4 B(0,r,), vérifiant :

Vie{l,...,n},Vj € {1,...,n}\ {i}
(I;NB(0,1))N(K;NB(0,1))=0.

Comme P est invariante par rotation, pour tout ¢ € {1,...,n},

1

n .

P(K; N B(0,1)) <

Ce qui prouve que S(1) contient B(0,1) \ B(0,r,).

De plus, pour tout ¢ € {1,...,n}, M(EK; N B(0,1)) > (1 — ry)y/1—12 et
f > ¢(rn) sur K; N B(0,1)}.

Donc
P(S()) 2 P(B(0,1))\ B(0, 7))

> i P(K; N B(0,1))

2 n(l =ra)v/1—1%g(rn)
> n(____Ml)l""’ 1

T p n«

Ce qui, d’aprés la proposition I1.2, prouve que : ﬁg < E[P(RN\ C2))], pour tout
n € N* tel que —£— > a.

n24w2 —

III - PROBABILITE D’UN DILATE DE L’ENVELOPPE CONVEXE
D’UN ECHANTILLON

L’objet de la proposition 2 est de montrer que la probabilité maximale des
demi-espaces d’intersection vide avec C¥ tend vers 0 & une vitesse indépendante

de P. Sa démonstration utilise le lemme suivant.

Lemme II1.1.- Soit A un polyédre conveze de RN et K un demi-espace
d’intersection vide avec A. Alors K est contenu dans la réunion d’au plus N

demi-espaces dont les frontiéres contiennent chacune une face de A.

m  Montrons d’abord que, si Ky est un demi-espace d’appui de A de frontiére
notée Hy et si ap désigne la dimension du sous-espace affine F' engendré par HyU A,

alors Ky est contenu dans la réunion d’un demi-espace K dont la frontiére contient
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une face de A et d’un demi-espace K} de frontiére, notée Hj, telle que la dimension

oy du sous-espace affine engendré par Hj N A vérifie : a1 > ap + 1. (1)

Soit Hy I’hyperplan contenant une des faces de 4 définissant Hy U A et soit
D = H; N Hy. On note V; un vecteur normal de H; et Vy un vecteur normal de
H,. L’ensemble des vecteurs normaux de D est un espace vectoriel de dimension 2
qu’on oriente de fagon que (m) > 0. Pour tout A € [0, 27[, on note H? P'image
de H; par la rotation d’angle § autour de D.

Il existe By €]0,27( tel que : H? est un hyperplan d’appui de 4 si et seulement
si B €0,8). Alors H) = HP° contient au moins un point de la frontitre de A qui
n’est pas dans D. Comme F C D, la dimension du sous-espace affine engendrée

par Hi N A est de dimension supérieure ou égale & og + 1.

H; et H! délimitent quatre parties fermées de R™ dont les intérieurs sont
disjoints. L’une d’elles contient A et la réunion des trois autres est la réunion de
deux demi-espaces K et I, délimités respectivement par Hy et Hj, et contient

tout demi-espace d’appui de A contenant D. En particulier Ky C I{; U KJ.

Soit ' un demi-espace d’intersection vide avec A. Il existe un demi-espace

d’appui de A, noté Ky, dont la frontiére est paralléle a celle de K. De plus K C K.

En appliquant (1) & K}, on construit Ky et Kj tels que la frontiére de K3
contient une face de 4, dim(KiNA) 2 a1 +1> ag+2et K] C Ky UK} ; done

Ky C K1 U Ko U K} et les frontieres de Ky et K, contiennent chacune une face

de A.

En itérant ce procédé, on parvient, au bout de m < N — 1 étapes a construire
K,, et K7}, tels que la fronticre de K, contient une face de A, dim(K/, NA) = N—-1
et K!\ € Kn UK],. Donc Ko C Ky U:--UK,, UK, et les frontieres de

K, K,,...,K,, et K. contiennent chacune une face de A. |

Pour toute partie A de RY, on note A le complémentaire de A dans RN. K
désigne V'ensemble des demi-espaces de RN. Soit » > N. §y désigne I’ensemble
des w € ) pour lesquels il n’existe pas N + 1 éléments de {X;(w),...,Xn(w)}
contenus dans un méme hyperplan. Pour toute partie {i;,...,n}, on note
By(i1,...,in) Pensemble des w € Qg pour lesquels l’enveloppe convexe fermée
de {X;,(w),..., X, (w)} est une face de C¥ et B.(11,...,in), pour € € [0,1/N],
Pensemble des w € By(i1,...,in) pour lesquels le demi-espace d’appui de C¥

contenant {Xj, (w),...,Xiy{w)} est de probabilité strictement supérieure  e.
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Soit &€ €]0,1/N[. Si w est tel que sup P(K) > Ne, il existe une partie
KexR
KCC¥
{t1,...,in} de {1,...,n} vérifiant w € B.(i1,...,in).
Ce qui, compte tenu de Pr[B.(1,...,N)] < (1 —¢)* N 4+ & ¥, démontre la

proposition suivante.
Proposition III.2.-
Ve €]0,1/N[,¥n > N,

Pri{w/ IS(Ié}:I){ P(K) > Ne} < (;) (1 —&)" N e M.

KCCg

Remarque : La probabilité de Bg(l,...,N) conditionnée par {w |

C¥ posseéde m sommets} (N < m < n) vaut exactement (,1,,—) Donc
N

Pr(Bo(1,...,N)) 2
(¥

d’ott Pr{B(1,...,N)/Bo(1,...,N)} < (;) (1 =)™ N $em N,

L’objet des deux théorémes suivants est de montrer que ’on peut obtenir une
vitesse de convergence vers 1 de la probabilité d’un dilaté de C¥ indépendante
de P, 3 condition d’adapter 'ampleur de la dilatation de C% & Pampleur de C¥.
On utilisera les notations suivantes : pour tout borélien B de RY, on note 8B la

frontiere de B,
Vn > N et Yw € Q, R,(w) = Inf{R > 0/3z € R" tel que B(z,R) > C¥},

pour toute partic A de RY et tout a > 0, A* désigne le dilaté d’ordre a de A,
cest-a-dire {z € RV /d(z, A) < a} ott d désigne la distance euclidienne sur RV, Le
nombre k, figurant dans les deux énoncés, exprime le lien existant entre 'ampleur
de la dilatation, ap(w) ou by{w), et Rp(w) ; plus il est choisi grand et plus a,(w) ou
bn{w) est petit, mais plus la vitesse de convergence obtenue est lente. Le second de
ces deux théorémes étudie le cas N = 2 a I'aide de techniques qui ne semblent pas
pouvoir se généraliser au cas N > 2 mais qui donnent une majoration nettement

plus fine.
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Théoréme IIL.3.- Soit k > 3. Pour fout w € Q et tout n > N, on pose

an(w) = 22’:(3“’). Alors, quel que soite €]0,1/N{ et n> N,

n

Pr{w/P [(C;:)“nw} <1—-2NZkN-le} < <N> (1 =)™ N 4 en N,

®  Soit e €]0,1/N{, n > N et w tel que sup < Ne.
KeK
Kcew

Soit § = {B(z;, “";“’))/i € {1,...,m}} un ensemble de boules fermées de

rayon “";w) centrées sur 0(C¥)*~(*) deux & deux disjointes. On suppose que S est

maximal, c’est-d-dire que toute boule de rayon a"é“’) centrée sur 9(C«)%r() pe

figurant pas dans S rencontre au moins un élément de S.
Soit y € A(C¥)2»(@) Tl existe i € {1,...,m} tel que
an(w) an(w)
Bly, ~5=) () Blz: N ~25—2) # 0.
Donc y € B{x;,an(w)). Ce qui montre que
ACwy ) | ) B(zi, an(w)).

i<m

Puisque C¥ est convexe, (C%)* ) = {z € RN | d(z,C¥) = an(w)}.

Pour tout ¢ € {1,...,m}, il existe donc un demi-espace d’appui de C¥, noté

K, qui contient B(z;,a,(w)). Dol

aC) = c | K.

i<m

Le convexe (] K; est donc contenu dans le complémentaire de d(C%)* (%), Ce
i>m
qui prouve que :

RY\ (€)1 ¢ | K.

i<m
Or, quel que soit ¢ € {1,...,m}, lintérieur de K; est contenu dans C,. Donc

P(E;) < Ne.
Dot P [(C¥)*®] >1—mNe.
Soit 1 € {1,...,m} et z € B(mii"é—“’l). Alors

3an(w)
2

anéw) <d(z;, C)—d(z,z;) < d(2,C?) < d(z;, C¢) + d(z,z;) <
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Les boules B(z;, -'%w—)), pour 7 € {1,...,m}, sont donc contenues dans

(CeH3/2an(w) \ (Cw)(1/2)en(w) . comme, de plus, elles sont disjointes,

i=m

Z A [B(xi, anéw) )] <A [(C:)(slz)a,.(w) \(C:)(l/?)a"(w)} .

La formule de Steiner ([21] p. 220) prouve, en particulier, que, si C; et C;
sont deux convexes vérifiant C; C C; et a; et ay sont deux réels positifs tels que
a1 < ag, A(CT?\ CT) < MC3?\ C3*). Donge, si z est tel que B(z, R,(w)) D C¥,

i=m

i A [B(:c,-, “"g’))} <X [B(w,Rn(w) + gan(w)) \ B(z, Ru(w) + -;—an(w)) :

i=1

Donc

m(angu))N < (Ruw) + gan(‘w))N (Ba) %an(w))N
< an(w)V(Ba(w) + %an(w))N"1

c’est-a-dire 5
Ry(w) + 3an(w)

an(w)
2

m < 2N( YW= —oNpN-1.

Donc {w/ sup P(K) < Ne} C {w/P[(C¥)* )] > 1 —2N2EN e}, Ce qui,
KeK
KCC¥

avec la proposition II1.2, permet de conclure. ]

Théoréme IIL.4.- Ici N = 2. Soit k > 27 + 5. Pour tout w € Q et tout

n > 2, on pose bp(w) = (%?STRQP%. Alors, quel que soit e €]0,1/N| et n > 2,

Pri{w/P [((C:)bn(w)] <1—2ke} < (g) [(1— &)™ 4 n?),

®  On utilise les notations et le vocabulaire usuels de la géométrie affine. Soit
€€]0,1/2[[n > 2 et w € D tels que sup P(K) < 2¢.
Kcoz
Soit M; un point de 8(C¥)*» (). 1l existe exactement deux droites d’appui de
C% qui contiennent Mj. Soit Ly (resp. M) un point d’intersection de 'une d’entre
elles, notée Dy, avec IC¥ (resp. 8(C«)P»(«)). Il n’existe qu'une seule droite d’appui
de C¥, notée Dy, distincte de Dy, qui contient M,. On note Ly (resp. M3) un point

d’intersection de Dy avec la frontiére de C¥ (resp. ((C¥)*(“)). On repéte cette
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procédure jusqu’a obtenir une droite Dp,—y délimitant un demi-plan d’appui de

C¥ contenant M;.

. Egur tout ¢ € {1,...,m — 1}, notons A; le projeté orthogonal de M;4, sur la
dfoi\\té"(LiLi+1) et 8; (resp. @;) 'angle géométrique formé par les droites (L;Liy1)
et -(LiMi+1) (resp. (Mit1Lit1)). Alors :

i=m—1
Z (6i + i) < 2w
=1
t=m—1
et Z (Lity + Migs + Mig1Lig1) < 27(Ra(w) + ba(w))

=1

My

Si A; est intérieur a CY, alors :

bo(w) < Mip1 Ay < My L xsin®; < 0; X M1 Ly

et bo(w) S Mip1Ai < Ligi Mgy xsing; < X Lipi My .

Sinon, 8; 4+ ¢; > 7/2 ; ce qui ne peut pas pas se produire pour plus de trois
indices 1.

Si m > 4, nous disposons d’au moins 2m — 2 — 2 x 3 = 2m — 8 nombres 1; et
d’au moins 2m — 8 nombres d; vérifiant :

1=2m—8

Z h; <27

ioms
> di <21(R(w) + ba(w))
=1

et Vi€ {1,...,2m -8}, bp(w) < ¢id;
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Il existe nécessairement une partie {d;,,...,d;

im—a) de m — 4 éléments de
{dy,...,da,,_,} vérifiant :

2n(R, (w) + by, (w))

Vie{l,...,m—4},d; <

—4
Done ( 4)b,(w)
Vie{l,...,m—4}, ¢j, > 27(Rp(w) +nbn(w)) )

Ce qui entraine :

1=2m-—8 i=m—4 _ Zb
w2 Y ez Y g ()
=1

— m(Rn(w) + bn(w)) '
Donc m < 2m4/ I:”((w)) +14+4.

Ce qui permet de conclure puisque, si pour tout z € {1,...,m + 1} on note

K; le demi-plan d’appui de C¥ délimité par D;,

i=m-1
R*\(C)»“c | K.

=1
|
Remarques : 1) Pour N > 2, un nombre m suflisant de demi-espaces d’appui

de C¥ recouvrant RN\(C“’)“ peut s’exprimer en fonction de a et de A[(C¥)*\ C¥].
Plus précisément mNP(N/2)( LN < A[(C@)*\ C¥).

Pour calculer un majorant de m et luis faire jouer le réle de 2NN
dans le théoreme IIL3., il faudrait étre en mesure, connaissant C*, d’exprimer
A(C¥)* \ C¥] en fonction de a. La formule de Steiner ([21], p. 220) le permet,
mais son utilisation nécessite la connaissance de caractéristiques de C¢ difficiles &

calculer.

2) A Daide des théorémes II1.3. et IIL4., on obtient : Ve €]0,1/N[ et ¥n > N,
E [P(RN \ (C;)an(A)] < (;) [(1 . &.)n»—N +6n—N] +2N2k'N_1€ (1)
et,si N =2

E [P(R2 \ (c,;)bn<~>} < (’2‘) [(1—&)""2 4 e"2] 4 2ke 2)
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ot les nombres k sont définis dans 1’énoncé des théorémes.

Si on prend € = 2 avec a €]0, 1], on obtient : Yn > N,

AN [Ny (renan() n n—N 1 2ot 1
CB{P®N\ (0] < ()l + g+ 2NN
et
E[P(R2\(C')b"(')] < (MepP=2) 4 — 1L
n —\2 no no(n=~2) ne’

L’objet du théoréme II1.6. est de donner une majoration de E[P(RN\(C2)%)]
ol @ est indépendant de w ; on obtient de plus des majorants qui, dans certains
cas, sont plus petits que ceux figurant dans (1) et (2). Sa démonstration utilise le

lemme suivant.

Pour tout & €]0, 1], on note K(¢) 'ensemble des demi-espaces d’intersection
vide avec T(g) = RV \ S(¢)

Lemme II1.5.-

Ve €]0,1/N[, sup P(K)< Ne.
KeK,

w  Soit £ €]0,1/N[.

Remarquons d’abord que T'(e) est convexe. En effet considérons = et y
deux points distincts de T'(¢) ; sl existait un point z du segment [z,y] tel que
z € S(e), alors le demi-espace K contenant z sur sa frontiére et vérifiant P(K) < ¢

contiendrait soit z, soit y, soit les deux ; ce qui est impossible.

Remarquons ensuite que tout demi-espace K d’appui de T'(¢) en un point
régulier z de sa frontiere vérifie P(K) < ¢. En effet tout autre hyperplan passant
par z traverse l'intérieur de T'(¢) ; il délimite donc un demi-espace de probabilité

strictement supérieure a €.

Soit @ > 0 et {B(zi,a/2)/i € {1,...,m}} un recouvrement fini de 37(¢) 3
l’aide de m boules centrées sur 0T(¢) ol on impose & m d’étre strictement supérieur
a N.

L’ensemble des points irréguliers de 87(e) ayant un projeté, sur une sphére

intérieure & T'(e), de mesure de Lebesgue nulle ([22] p. 136), pour tout : €
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{1,...,m}, il existe y; € B(zi,a/2) point régulier de 8T(c). Pour tout ; €
{1,...,m}, on note H; l'unique hyperplan d’appui de T(e) en y;, V; le vecteur
normal unitaire orienté vers T(¢) de H;, H! 'image de H; par la translation de
vecteur aV;, K; le demi-espace d’appui de T'(¢) de fronticre H; et K! le demi-espace

ouvert de frontiére H} contenant B(y;,a).

Soit A le polyedre convexe défini par A = h (RN \ K)).

i=1

i=m
Soit K € K(¢), alors, puisque 0T(e) C |J B(yi,a), K N A = 0 et, d’apres le
i=1

j=no
lemme ITL1., K C |J K}; oing < Net,pourj=13aj=ng,ij€{l,...,m}
i=1

donc
J=mno Jj=no
PK)< Y P(K) < 3 [P(K; + P(EL N K
J=1 J=1
< Ne+ N sup P(B) (1)

Beg.

ol B, désigne ensemble des bandes de RN de largeur a. Or
lim,osuppeg, P(B) = 0 car P est continue ([20] p. 66). Grice & (1), a étant
arbitraire,

P(K) < Ne.

Soit € €]0,1/N[,zo € RNY,R € R** et r € R** tels que
B(zo,7) C T(2) C B(zg, R).
On pose de nouvean v(2o) = infrex, P(K) olt Kz, est I'ensemble des demi-
espaces de frontiere contenant zg.
Théoréme II1.6.- Quel que sott a €]0,r[ et quel que soit n > N,

2R?

= )V e,
ar

NG L R A R

et, ss N =2,

E[PR*\(Cp)™)] <2n[(1 — &)™ + "] + (4my/ ii:- +1+410)e.
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m  Soit a €]0,r[ et n > N.
Soit T,(e) = {y = ey lz€ T(e) \ {zo}}-

Enfin soit E, = {w/z¢ € C¥} et E, =Q\ E,.

La majoration de E[P(RM \ (Cp)?*)] = fan Pr(z ¢ (Cr)*)dP(z) se fait en

trois étapes.
1) Majoration de [, . Pr(z ¢ (C})*)dP(z).
Si z € B(zo,a), Pr[(z ¢ (Cp)*)/Ea] = 0. Donc
/ L Prle ¢ ()P
- Pl ¢ (") BaPr(BP )
< Pr(Ea) x P(B(zo,a))
< (" 1)@= o)™+ 4 w(e0)" ] x P(B(z0,)

< (" )00 4] P(B(an, )

Car zo € T(e) et la quantité t™ + (1 — )™, pour m € R** fixé et ¢ variant dans

[0,1], est maximale lorsque t ou (1 —t) est minimal.
2) Majoration de fT,(e) Pr(z ¢ (C3)*)dP(z).

D’une part
/ Pr((z ¢ (C2)*) N Eu]dP(z)
Ta(e)
Pr(E,)dP(z
< /T | PrEarG)

< (4" ) (- ] P ).

D’autre part, si ¢ et w sont tels que z ¢ (CY)*, alors z — aqi=r; € C}; ; de plus,

quel que soit = € Ty(¢), @ — apz=sy € T(¢). Done
/ Pr((z ¢ (C2)*) N Eq)dP(z) < / Prlz—a— b ¢ 0¥)dF(8)
7o (e) Ta(e) llz — o]

: <Nn— 1) (@~ 4 e,

grace aux arguments figurant dans la démonstration de la proposition I1.1.
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3) Majoration de fRN\T,,(s) Pr(z ¢ (C3)*)dP(z).
On se contente de majorer P(RY \ T,(¢)).
Remarquons d’abord que T, (e) D (T(¢))*"/ R (1)

En effet : soit z € 0T,(¢),z1 € 0T(¢) tel que ¢ — 1 = aqes H un

Tr—T
Te=zol

hyperplan d’appui de T'(e) en z; et z, le projeté orthogonal de x sur H.
Si z4 # 24, soit 7 le sous-espace affine de dimension 2 contenant z,z; et z,
(st N =2, 7 = R?). Comme 7 contient zq, il existe x3 € dB(xy,7) tel que  — ¢
est orthogonal & x5 — x4 et Vintersection des droites (z3z;) et (zz2) appartient au

segment [z, z]. Soit z4 le projeté orthogonal de z sur la droite (z321).

aT(e)nn

Alors [z — 22| 2 ll — a4l = llas — zof] x {22 > 22,

Si 2y = 1, alors |lz — 2] = a.
Or la distance de z & T{¢) est supérieure & celle de z & H.

a) Si N > 2, en procédant comrne dans la démonstration du théoréme II1.3., on
recouvre RV \ (T(£))*"/ 2 4 I'aide de m < ZN(%{;' +3)V-1 demi-espaces contenus

dans RN \ T(¢). Le lemme IIL5., et (1) prouvent alors que :
N 2 2R N-1
PRV \T,(e)) <2N (-ar— +3)" e,
b) St N =2, en procédant comme dans la démonstration du théoréme II1.4.

on recouvre R? \ (T(£))*/® & Paide de m < 274/ —{f—:— + 145 demi-plans contenus
dans R?\ T(¢). Le lemme IIL.5., et (1) prouvent alors que :

PR\ Tu(e)) < (4m)/ = 41 4 20)c.
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Si la densité f de P est telle qu'il existe une application g de R* dans R+
vérifiant f(z) = g()jz]|) pour tout z € RV, tous les ensembles T(¢), pour ¢ €]0, 1],
sont des boules et on peut prendre r = R. Pour tout ¢ €]0, 1], notons R(¢) le rayon

de T'(¢). On obtient le corollaire suivant :

Corollaire IIL7.- Quel que soit € €]0,1], n > N et a €]0, R(e)],

E[P(RN\(C;)E)] < 2( >[(1——5)"‘N+1+5"—N+1] +2N2(2IZ(E) +3)N—1€’

n
N-1
et, si N =2,

E[PR\(Co)M)] < 2n[(1—e)* !+ 4 (47 —l%(f—) +1+10)e,

IV - CONCLUSIONS.

Les arguments qui précédent 1’énoncé de la proposition IIL.2., montrent que
Pr(T(e) c Cp) = 1— (M1 =e)* N + e"N]. Ce qui permet I'estimation d’un
majorant du nombre R du théoréme IIL.6. et du nombre R(¢) du corollaire IIL.7.,

& ’aide du rayon minimal des boules contenant C7.

Les théorémes I11.3 et 111.4 permettent d’estimer un majorant du nombre M,
figurant dans I’énoncé de la propriété de Geffroy citée dans I'introduction, qui est
la seule quantité dépendant de P qui intervient dans cette propriété. It suffit pour
cela de choisir ¢ et k de sorte que 2N2kN e < &, ou, si N = 2, 2ke < &, et
de déterminer un nombre suffisant de boules de rayon « dont la réunion contient
(C2)n ) ou (C¥)n) 5 N = 2.

Si on ne dispose pas de renseignement sur P, il est impossible de calculer
directement P(RN \ C¥) ; en revanche, des que l’on a pu caractériser C% (ce qui,
si N est grand, demande des calculs lourds) on connait le nombre de ses sommets.
Efron ([4] p. 335) a démontré que E(%i‘li) = E[P(RN\ C,)] ot M, désigne
le nombre de sommets de C\,1. Mais, si ces espérances sont grandes, ’écart entre
M—'—;ﬁffﬂ et E[P(RN \ C?)] peut, a priori, étre important avec une probabilité non
négligeable. Il serait donc intéressant de connaitre des majorants, indépendants de
P, de la variance de M, ou des quantités Pr(|M, — E[P(RN \ C,_1)]] > ¢€) et

Pr(|M, — P(RN\ C}_1)| 2 €).
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Résumé

Les trois parties correspondent 4 trois publications. Dans chacune d’elles, on

se place dans le cas multivarié.

. Bans ls, premiere, la fonciion de conceniration de Paul Lévy, relative aux
intérvalles réels, est étendue aux mesures bornées sur les espaces de dimensions

7 e i - 5 . N 7 B .2 ’ 2 z .
supériéures & partir des convexes fermés. Les propriétés générales de cette extension
sont etudlces a,mm que quelqueq uns des problémes statlstlc:ues qu’elle souléve, On
copclut en définissant Tepsilon-support d’une probabilité et en en proposant un

estimateﬁr’. . .

La deuxiéme partie est consacrée & la vitesse de décroissance de deux fonctions

de concentration des puissances successives de convolution d’une probabilité.

Dans la troisidme partie, on étudie la vitesse de convergence de 'enveloppe

convexe d’'un échantillon vers 'enveloppe convexe du support de laloi et on obtient

deux majorations, indépendantes de la loi, de la vitesse de convergence vers un de

la probabilité d’un dilaté de ’enveloppe convexe d’un échantiilon.

MOTS CLES : Fonction de concentration - Estimation -
Vitesse de convergence -~ Convolution -

Support - Convexes - Echantillon.






