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Introduction.

Soit k un corps de caractéristique quelconque. Une k-algebre de cochaines (A, d) est
une k-algebre différentielle graduée (en abrégé a.d.g), concentrée en degré positifs ou nuls
et dont la différentielle est de degré 1. On suppose de plus que H'(A4) = k, H'(A) =0 et
pour tout 7, dimH*(A) < co. L’exemple standard d’un tel objet est 'algebre C*(X; k) des
cochaines singuliéres & coefficients dans k d’'un CW-complexe 1-connexe de type fini X.
Halperin et Lemaire [H.L] ont introduit les invariants numériques

Acat(A), [IMcat(A), rMcat(A),

tels que:
i) maz(IMcat(A), rMcat(A)) < Acat(A)),
i) Si A = C*(X;k) alors Acat(4) < cat(X).
cat(X) désigne la catégorie de Lusternik-Schnirelmann de I’espace topologique X. Elle est
définie par:
cat(X) < n st X peut étre recouvert par (n+1) ouverts contractiles dans X.
Lorsque l'on se restreint aux algebres de cochaines commutatives graduées alors

IMcat(A) = rMcat(A)

et la valeur commune de ces invariants est notée Mcat(A). En outre K.Hess [He] a démontré
que si k = @ alors,

(%) Mecat(A) = Acat(A).
Ce résultat associé a celui de Jessup [J] démontre la conjecture de Ganéa
cat(X x 8"y =cat(X)+1

pour les espaces rationnels.

Notre premier résultat (I-3) montre que pour les algébres de cochaines quelconques,
{Mcat(A) # rMcat{A),

bien que H(A) soit une algébre graduée commutative.

Afin d’étendre la classe des espaces pour lesquels la conjecture de Ganéa, est satisfaite,
Ndombol [N] introduit 'invariant 4Mcat(A), pour les algébres de cochaines quelconques
et établit que

(*) Acat(A) = iMcat(A).
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Dans P’exemple (I-4), nous montrons que
rMcat(A) # biMcat(A) et IMcat(A) # biMcat(A).

Les invariants précédents admettent une généralisation dans le contexte de la L.S-
catégorie d’un homomorphisme d’a.d.g. (cat(ida) = cat(A)) et Pon a

e(f) < maz(IMcat(f),rMcat(f)) < biMcat(f) < Acat(f).

Les résultats récents [F.H.T2] obtenus par Y. Félix, S. Halperin, et J-C Thomas reliant
la. catégorie d’une application et le grade du module d’holonomie montrent qu'il ne s’agit
pas la d’une généralisation gratuite.

Pour notre part, ceci nous permet, dans 'exemple (I-5), de montrer que le résultat ()
de Ndombol ne s’étend pas & la catégorie d'un homomorphisme d’algebres de cochaines.
Signalons que méme si k = @, et si f est un homomorphisme induit au niveau des cochaines
par une application continue alors 'égalité Acat(f) = biMcat(f) n’est pas nécessairement
satisfaite, (II-3).

Dans le paragraphe (I-6) nous établissons l'inégalité Acat(f) < cat(f), on cat(f)
désigne la L.S-catégorie d'une application continue introduite par Berstein et Ganea [B.G].

Dans la seconde partie nous étudions systématiquement dans le cadre de la théorie des
modeles de Sullivan les diverses notions de catégories d'une application. En particulier,
nous obtenons un “mapping theorem” (I-4) et des résultats sur les groupes de Gottlieb
relatifs (II-5).

Le texte s’organise de la maniére suivante:

I- La catégorie d’une application en caractéristique quelconque.

1- T-modéle d’une application.

2- Définitions des invariants Acat, Mcat....

3- Exemple ot {Mcat{A) # rMcat(A).

4- Exemple ot IMcat(A) # biMcat(A) et ot rMcat(A) # biMcat(A).

5- Exemple ou biMecat(f) # Acat(f).

6- Quelques cas ol biMcat(f) = Acat(f).

7- Comparaison entre Acat et la LS-catégorie d’une application continue.

1- Le cas rationnel.

1- A-modéle d’une application.

2- Définitions des invariants Acaty , Mcaty , €q.

3- Exemple olt Mcato(f) # Acato(f), et quelques cas ol on a I’égalité.

4- “Mapping theorem”.

5- Comparaison entre (Acat(f), Mcat(f)) et (Acato(f), Mcato(f))

6- Groupes de Gottlieb relatifs.

I- Références.
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I- La catégorie d'une application en caractéristique quelconque.

1-T-modéle d’une application.

Soit k un corps de caractéristique quelconque. Les espaces vectoriels et les algébres
considérés sont sur k et nous écrirons simplement ® au lieu ®. On suppose que les a.d.g.
k

considérées sont cohomologiquement 1-connexes et de type fini.

(1.1) Rappels.

1) On appelle extension libre [H.L] une injection i : A = AUT(V) d’a.d.g. telle que:
V est la réunion croissante des sous-modules Vi;), ¢ > 0 avec

‘/(0) = 0 et d‘/(ﬁ) C A [l T(V'(i—l)) .

( U désigne le coproduit dans la catégorie des a.d.g.)
Un quasi-isomorphisme est un homomorphisme qui induit un isomorphime en cohomologie
(1l est désigné par « ).

2) Pour tout homomorphisme f : A — B d’a.d.g. Il existe un diagramme commutatif

f

A — B
~
P wTw
RN
AUT(V)
ou i est une extension libre et 1 un quasi-isomorphisme.

L’injection ¢ : A — AUT(V) est appelée le T-modéle de f.

Si A = k, alors P'algébre différentielle (T(V'),d) est appelée le T-modéle de B. Si en
outre dV C TZ%(V), on dit que (T(V), d) est un T-modele minimal de B.

St f: (T(V),d) — (T(W),6) est un quasi-isomorphisme entre modéles minimaux,
alors f est un isomorphisme.



(1.2) Homotopie {B.L].
Soit (T(V'),d) le T-modéle d'une a.d.g. (A,d), on définit une a.d.g. libre
(TV'o V" ®sV), D).

V! et V' sont deux copies de V. Définissons D sur les générateurs de V' et V" comme
dans T(V), et sur sV de la maniére suivante

notons S: T(V) — T(V' @ V" @ sV') 'application de R-modules de degré -1 définie par:
pour tout v de V' et pour tout a,b € T(V)

S(v) = sv
5(a.b) = S(a).b" + (=1)!*la’ 5(b).

Alors D est définie sur sV par la formule:
D(sv)=v" —v' = Sdv, pour toutsv € sV .

Définition:
Soient f1,f2 : T(V) — B deux homomorphismes d’a.d.g. on dit que fi et f2 sont homo-
topes s'il existe un morphisme d’a.d.g,

h:T(V' & V" ®sV)— B

tel que: hi' = f1 et M = f.
On note: f; = fo.

(1.3) Lemme de relévement:

Pour tout diagramme commutatif dans k-a.d.g.

f

A —— B

| Is

1) Si 7 est une extension libre et ¢ un quasi-isomorphisme, alors il existe
£:AUT(V)—> B

tel que gl = h et £1 = f.
Si de plus g est surjectif alors on peut choisir £ tel que g€ = h.
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2) Si i est une extension libre et un quasi-isomorphisme, alors il existe
£:AUT(V)— B

tel que gf = h et £i = f.

Si de plus g est surjectif alors on peut supposer gf = h.

(1.4) A-bimodules, A-modules ¢ gauche, A-modules & droite.

Soient A une a.d.g. et M un A-bimodule différentie! (resp. A-module différentiel &
gauche, A-module différentiel & droite).

1) On appelle extension libre une injection
it M->MO(AQWQRA) (tesp. i1 : M > MO (AQW),:: M - Ma(WeA))
telle que: W est la réunion croissante des sous-modules W), 12> 0 ; avec
Woy=0 et dWy CMo(AQWim)®A4),

(resp. AWy CMe (4@ W(,'._l)) s dW(,‘) CMe (W(,'_,l) ® A)).

2) Soit f : M — N un morphisme de A-bimodules, alors il existe un diagramme

commutatif ;
M — N
\4\\& . ], .

MpARW®A

ou 7 est une extension libre et 1 un quasi-isomorphisme.

3) Lemme de relévement: Pour tout diagramme commutatif de A-bimodules différen-

tiels

f
M — N

i |s

MoAQW®RA — P
i) Si ¢ est une extension libre et g un quasi-isomorphisme, alors il existe
L MOPAQWR®A—S N
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tel que gf = h et 0i = f.
Si de plus g est surjectif alors on peut choisir £ avec g€ = h.

ii) Si ¢ est une extension libre et un quasi-isomorphisme, alors il existe
L MOAQWRA—- N

tel que g€ = h et &1 = f.

Si de plus g est surjectif alors on peut de nouveau supposer gf = h.

On énonce Panalogue pour les A-modules différentiels & gauche, les A-modules diffé-
rentiels a droite.



2-Définitions des invariants Acat, biMcat,.....

Soient (T(V'),d) un T-modéle minimal, B une a.d.g et f : (T(V),d) — B un mor-
phisme d'a.d.g. Alors f induit sur B une structure naturelle de T(V)-module & gauche
(resp. & droite, de bimodule) différentiel gradué. On note T7™(V) 'idéal différentiel de
T(V') engendré par les produits des éléments de V de longueur supérieur & n, on note
encore d la différentielle induite par d sur le quotient T(V)/T>™(V).

D’aprés (1.1-2), il existe un quasi-isomorphisme

Y :T(VeW)—T(V)/T>™V),
tel que le diagramme suivant commute
P
(V) —— T(M)/T>™(V)

R
T(V & W)

(2.1.0)

P :T(V)— T(V)/T>™(V) est la projection canonique.

(2.1.1) Acat(f) (resp. biMecat(f), IMcat(f), rMcat(f), ex(f)) est le plus petit entier

naturel n tel qu’il existe un morphisme
r:T(VeW)—B

d’algebres différentielles (resp.T(V)-bimodules différentiels, T(V)-modules différentiels a
gauche , T(V)-modules différentiels a droite, d’espaces vectoriels gradués différentiels), tel
que ri = f.

(2.1.2) Soient h: (4,da) — (B,dp) un morphisme d’a.d.g. et ¢ : (T(V),d) — (4,d4), un
modéle minimal de A, on pose :

(Acat(h), biMcat(h) ,IMcat(h), rMcat(h), ex(h)) =
{Acat(h ), biMcat(h ), IMcat(hp), rMcat(h o), ex(hg)).

En particulier : s1 h = td4 on trouve:

(Acat(h), biMcat(h),IMcat(h),rMcat(h),ex(h)) =
{Acat(A), biMcat(A), IMcat(A), rMcat(A), ex(A)).

Rappelons que [H.L] [N]:
Acat(A) (respectivement biMcat(A), IMcat(A), rMcat{A), ex(A)) est le plus petit entier
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naturel n tel que le morphisme i de (2.1.0) admette une retraction d’a.d.g. (respective-
ment T(V)-bimodules différentiels, T(V)-modules différentiels a gauche , T(V)-modules
différentiels & droite, d’espaces vectoriels gradués différentiels).

(2.2) Remarques
1) Les invariants ne dépendent pas du T-modele libre choisi.
2) Si h': A" — A est un quasi-isomorphisme, alors Acat(h) = Acat(hh').
3)Sik= k', ol k' : 4 — B est un homomorphisme d’a.d.g. alors Acat(h) = Acat(h')
4) Des définitions il résulte clairement:

e(h) < (maz(rMecat(h), IMcat(h)) < biMcat(h) < Acat(h) < min(AcatA, AcatB).

Nous verrons en (I-3, I-4,1-5) que les égalités ne sont pas toutes vraies
5) Pour tout diagramme commutatif 4 homotopie pres dans k-a.d.g.:

h
A —— B

SR

A — B
R

ol ¢, ¢ sont des quasi-isomorphismes, on a:

(Acat(h), biMcat(h), [Mecat(h), rMcat(h), er(h)) =
(Acat(h), biMecat(h'), IMcat(h'), rMcat(h'), ex(h')).
6) ex(f) est le plus grand entier n tel qu'il existe une classe de cohomologie non nulle
dans H*(T(V')) représentée par un cycle dans T2"(V) dont I'image par f* est non nulle.
7) Soit b : C — D un homorphisme d'a.d.g. C* I'idéal d’augmentation de C et (C+)"
la n-éme puissance de cet idéal, alors on définit nil(h) = inf{n| R(C*)*) =0}
Soit f: A — B un homomorphisme d’a.d.g, alors nil{ f*) < ex(f).
8) Solent f: A — B et g : B — C deux homomorphismes d’a.d.g , alors
Acat(g f) < min{Acat(f), Acat(g)).
biMeat(g f) < min(biMcat(f), M cat(g)).
rMcat(g f) < min(rMcat(f),rMcat(g)).
IMcat(g f) < min(IMcat(f),[Mcat(g)).

Pour calculer effectivement ces invariants, il faut disposer d’une factorisation ¥ qui
soit maniable. Remarquons & ce propos que 'homomorphisme d’algebres graduées

Y T(VeW) - T(V)/T>"(V),
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est une résolution semi-libre au sens de [F.H.T4] dans la catégorie des T(V)-modules &
gauche (resp a droite ).

Pour la suite, nous avons besoin de la construction explicite d’une résolution de
T(V)/T>™(V) comme T(V)-module a gauche (resp. a droite, de bimodule).

Soit (T(V),d) un T-modele minimal. Posons M = s(VO™*1) olt s : V — V est 'opérateur
de suspension, de degré -1, défini par (sV)* = V1L,

(2.8) Résolution semi-libre de (T(V)/T>™(V), d) comme T(V)-module différentiel é gau-
che.

Considérons l'isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués :
a:T(VYQM -»T>™ V) ; a®sz — (-1)lYa@z , l|a| = degré dea
On étend la différentielle d de T(V') & une différentielle § sur T(V) @ (k & M), en posant
pour tout a € T(V), et tout sz € M:
6(a® sz) = (a — a"lda)(a ® sz).

Alors (T(V)® (k@ M), §) est une résolution semi-libre de (T(V)/T>"(V'), d) comme T(V)-
module différentiel & gauche.
le morphisme,
FA(T(V)® (ko M),8) - (T(V)/T7™(V),d)
défini par:
FI =P ®:id s F’ =0.

T(V)®k kQM

est un quasi-isomorphisme.

(2.4) Résolution semi-libre de (T(V)/T”™(V),d) comme T(V)-module différentiel & droite.

Considérons 'isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués :
TMRITV)-T>™V); sy®a—yQa.

On étend la différentielle d de T(V) & une différentielle § sur (k ® M) ® T(V), en posant
pour tout a € T(V), et tout sz € M:

8(sz ®@a) = (@—a lda)(sz ® a).

De méme ((k ® M) ® T(V), ) est une résolution semi-libre de (T(V)/T>™(V),d) comme
T(V)-module différentiel & droite.



Le modeéle module & gauche posséde une structure de module a droite, et on utilise
cette derniere pour construire le modéle bimodule.

(2.5) Résolution semi-libre de (T(V)/T>™(V),d) comme T(V)-bimodule différentiel.

1) Un homomorphisme de T(V)-bimodules différentiels
h:(T(V)@ (k@ sV) @T(V),di) — (T(V),d)

est obtenu en posant:
M(1@181)=1
h(1®sv®1)=0 ;pour tout v € V

et
di(v@1®1)=dvR1Q1,
d(l®lRv)=181Qdy,
di(1Rsr1)=10101-101®v— S(dv).

olt Papplication S : TH(V) — T(V)® sV & T(V') est définie, pour tout vy,...,v, € V, par:

S(01®.0UR)=1Q VI V28 ... ® Un
m—1

+ Z (~1)l”1|+”+|”f—1lv1 ®.OV_1 Q50 Q041 Q... QU

i=2

+ (~1)]”‘l+"+’”"‘“|v1 ® ... V-1 Q vy @ 1.
ii) Une structure de T(V)-module & droite sur T(V) ® (k @ M) est donnée par:

(a®@#ad =ad ®1
(a @ sz)#ad =aa ' (z®d).

aveca € T(V), d € T(V), sz € M.
Alors
a) (T(V) @ (k& M)) 2, (TWV)®(kasV)RT(V)) =

(T(V)@(k®sVOMo&MesV)®T(V)),D)

b) F T((X) h est une résolution semi-libre de T(V)/T>"(V) comme T(V)-bimodule
V)

différentiel.
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c) D vérifie les relations:

D1@sv®1)=di(1®sv®1)
D1Rsc®1)=61Qsz®1)
D(1l®sz®sv®1)=z@sv®1
—alde(1®sz)@sv®1
+(-Dll(1 @ sz)#r @1
+ (=D 1esz)@10v
(-1 (-1 (1@ s )#Bhdo) @ sv; @ (Si(dv).

(5]

avec: v € V, sz € M, sv € sV, v; désigne une base homogene de V, et g;, 5’; sont les
endomorphismes de T(V') définis par:

Sdv = Zgj.(dv) ® sv; ® §i(dv) € T(V)® sV @ T(V).

47

Ces résolution canoniques ont été construites dans [F.H.L.T] et [N] respectivement et on
les rappelle pour la commodité du lecteur.

Du lemme de relévement [A.H], on déduit:

(2.6) Proposition: Awec les notations précédentes,

a) IMcat(f) < n si et seulement s’il existe un morphisme
r:T(V)®(koM)— B

de T(V)-modules différentiels d gauche tel que ri = f.

b) rMcat(f) £ n si et seulement s’il existe un morphisme
Tk M)®T(V)—>B

de T(V)-modules différentiels d droite tel que 7i = f.

¢) biMcat(f) < n si et seulement s'il existe un morphisme

R:TV)Q (ko MasVeOM@sV)T(V)— B
de T(V)-bimodules différentiels tel que Ri = f.
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Alors le résultat de Ndombol [N] se généralise en:

(2.7) Proposition:

a) IMcat(f) < n si et seulement s’il existe un morphisme
r:T(V)®@ (ko M)— B

de T(V)-modules différentiels & gauche tel que r(1®1) = 1.

b) rMcat(f) < n si et seulement s’il existe un morphisme
r:(koaM)®T(V)— B

de T(V)-modules différentiels & droite tel que F(1Q@1) = 1.

¢) biMcat(f) < n si et seulement s’il eziste un morphisme
R:TV)@(koMopsVeoMesV)T(V)— B

de T(V)-bimodules différentiels tel que R(1®1Q1)=1et R(1®sv®1)=0.
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3-Exemple ol IMcat(ida) # rMcat(ida).

(8.1) Nous construisons un T-modeéle minimal 4 = (T(V),d) dont la cohomologie est
une algebre graduée commutative. L’espace vectoriel V est muni d’une nouvelle graduation
V = P V(n) telle que pour n > 2 on a:

n>1

d(Viny) € T2 (Vi<n-1)) @ (Vi) ® (Vi) @ - @ Vin1))) @ T* (Vi) © .. © V(n1))
® Vi), T(Vicn—1)]-

ot Vi<jy = Vi) @ V() @... @ Vi) et [V(1), T(V(<;j))] désigne le sous espace vectoriel de T(V')
engendré par des éléments de la forme

vz — (=1)=lze; avee v € Viy,z € T(Vi<jy) et dz=0.
On pose:
V1) Uespace vectoriel engendré par deux éléments a et a':

la| =2 =|d'|, da = 0=dd.

Vi2) Vespace vectoriel engendré par deux éléments b et ¥,

16} = 3 = |b'{, db' =ad'.a, db=a.d.

Vi) =s{lzl e HH(T(Viy 8 Vi) 1z € T2 (Viy @ Vi) @ (Viay @ Vi)
T (Vo)) @ [Viay, T(Vi<oy)]}-

d: Vi) — T2 (Vay & Vi) @ (Vi) @ Vi) @ T* (Vi) & Vi), T(Vi<oy)]

est une section de la restriction & T2*(V(1)® V{g)) & (V1) ®Vi2)) BT (Vizy) @ V(1) T(Vi<2))]
de la projection

p:T(Va) @ Vig)) N Kerd —» H(T(V(y) @ V(z))).

Vioy = szl € H¥(T(View) 12 € T2 (Viga 1) & (Vi) & (Visy & - © Vi)
O T*(Vi2) @ .. ® V1))
& [V, T(Vi<a-1)]}-
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d: Vimy = T2 (Vi<n-1)) @ (V) ® (Vo) & - © Vin-1))) © T (Vi) @ - @ Vin—1))
@ [Viay, T(Vign-1))]

est une section de la restriction a
T2 (Vin-1)) ® (Vi) ® (Vi2) @ - © Vin-1))) ® T* (Vi) @ - ® Viu—1)) @ [Vi)s T(Vign—1))]

de la projection

p: T(Vign-1)) N Kerd —» H(T(Vi<n-1)))-

(3.2) H(T(V)) est commutative, en effet si [z],[y] € H(T(V)) alors par construction
oy — (=1)lEllyz

est un bord

(8.8) Montrons que (Mcat(T(V)) = 2.

On a IMcat(T(V) > 2 car d(a) = 0 et a® n’est pas un bord. Reste a montrer que
IMcat(T(V)) < 2.

D’aprés la proposition (2.7), il suffit de construire un homomorphisme
r(T(V)® (k& M),8) — (T(V),d)

de T(V)-modules différentiels & gauche tel que r(1® 1) =1 , avec M = sV®3, On note
(41,72,43) le tridegré d’un élément s(z1 ® 22 ® z3) € 5(Viiy) ® Viiy) @ Viig)) € M et on
ordonne les triplets par l'ordre lexicographique inverse. La différentielle , & , baisse le
tridegré des éléments de k ® M.

Construisons r, par récurrence sur le tridegré.

Soit (z,y,z) de tridegré (1,1,1) alors z,y,z € V1) et par conséquent dz = dy = dz =0,
D’autre part, la définition de é§ montre que:

7‘6(1 ® S(:El Rz ® :1:3)) = T($1.$2.$3) = &% .23 € Ta(V) :
Par construction de d, il existe v € T(V) tel que:

ré6(1® s(z1 @ z2 @ z3)) = dv.
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On pose r(1 @ s(z1 ® z2 @ x3)) = v.
Remarquons que v ¢ Vi) car v # 0 et |v| = 5.

Supposons avoir construit r en tridegré (i1,%2,%3) < (p, q,t) tel que:
ré =dr,
et considérons (z,, z4,2,) de tridegré (p, g,¢), alors

r6(1 ® s(zp ® 24 ® T1)) = 1(2p.74.2¢ @ 1 — @™ d(zp.74.74))

= z,.24.7¢ — (e d(z,.24.2¢)).

Posons: d(zp.zg.2:) = Yyt @ yi! ot y! est un mot de longueur 3 et y{ est un mot de
longueur> 1. Comme r est T(V)-linéaire a gauche, nous obtenons:

ré((1@ s(zp @ 24 @ 71)) = 2p.24.71 — r(a_l(z v ®y))

= zpzgae— (O_(-D)¥lyir(1 @ syl)).

Or, d’aprés 'hypothése de récurrence, dré(1 ® s(zp @ T4 @ z1)) = 0.
Pour des raisons de degré, r(1® sy') ¢ V1), par suite

ré((1® s(z, ® 2 @ 21)) € TT(V) @ (V51 ® TZA(V)).
Alors, par construction de (T(V), d) il existe v EQ(V(>1) & T2%(V)) tel que:
r6(1@ s(zp @ x4y @ x4)) = dv.
On pose: r(1® s(zp @ T4 ® 7)) = v.

D’ou Pexistence de r.

(8.4) Vérifions que rMcat(T(V)) > 2.

Supposons que rMeat(T(V)) € 2. D’apres la proposition (2.3), il existe un homomor-
phisme
7 (k@ M)QT(V) - T(V)

de T(V)-modules différentiels & droite avec,
F1el)=1 et M=sV®.
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Calculons 7(s(e ®@ a ® a) ® 1);

di(s(a®a®a)®1)=7é(s(a®@a®@a)®1)

=7(1® a3)

= (13.

Dou7(s(a®a®a)®1) =vavec v € Vi), dv=ad’.
Maintenant calculons 76(s(a ® a ® b) @ 1):

76(s(a®a®@D)R@1)=FaRa®b—s(a®a®@a)®d’)

=a’b—v.ad,

qui ne peut pas étre un bord. D’out la contradiction.
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4- Exemple ott biMcat(A) # IMcat(A), et ot biMcat(A) # rMcat(A).

(4.1) Nous construisons un T-modeéle minimal 4 = (T(V),d) tel que :

V=0Vy dVyn=0 e dV;H CT2WVicy) pour i>2
i>1

Plus précisement, posons:
Voy=ka®kd et Vi =s(T(Vw))

avec |a] = 2 = |d'|, da = 0 = dd', si v € V{y) alors v = s7}(w), w € T%(V(y)), on pose:

dv=w

Vi) = s{lz] € HH(T (Vi @ Vi) | 2 € T2 (Vi) @ Vi) }-

d: Vg — T23(V(1) @ V(2)) est une section de la restriction a T23(V(1) ® V2y) de la
projection

p: T(Viy) ® V(zy) N Kerd — H(T(Vi1) & Vi)

Vi = s{[z] € HHT(Vi<i-1))) | © € T2*(Vi<izn)}.

d: Viiy = T23(V(<i-1)) est une section de la restriction & T2%(V(<;_1)) de la projection

p: T(Vici—n) N Kerd — H(T(Vi<i-1)))-

(4.2) Montrons que biMcat(T(V)) > 2.

Sinon, d’apres la proposition {2.7), il existe un homomorphisme,
R:TV)®kdMasVeaMesV)T(V)-> T(V)

de T(V)-bimodules différentiels tel que R(1®1®1)=1et R(1Qsv® 1) = 0.

Alors,
RD(1®@s(a®a®a))=R(a®a®a)
3
=a’.
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D’oti par construction, R(1 ® s(a ® a ® a)) = b avec b € V() et db = a®.
RD(1®@s(a®@a®a’))=R(a’d ®1®1)
=d%d'.
et R1®s(a®@a®a)) =0b avec b’ € Vig) et db' = a’a’. Par suite,
RD(1®s(a®a®a)®sa' ®1)=R(a®*®sd’' @1 -a®@s(a®@a®ad)®1

+1®s(a®a®a)®a')
= —ab' + bd'.

Or ce dernier élément ne peut pas étre un bord car dV C T2*(V). D’olt une contradiction.

(4.3) Montrons que IMcat(T(V),d) = 2.
Comme 2 = nil(H(T(V)) < IMcat(T(V)), reste & montrer que [Mcat(T(V),d) < 2.
Soit M = s(V®3), on va construire par récurrence un homomorphisme

r:T(V)® (ke M)—-T(V)

de T(V )-modules différentiels & gauche tel que r(1® 1) = 1.

Posons: s{z1 ® T2 @ x3) € M est de tridegré (i1,42,13) si ; € V(;)35 = 1,2,3.

On note M(, 4,1) l'espace vectoriel engendré par les élements de tridegré < (p,g,1).
Soit s(z1 ® 29 ® 23) € M de tridegré (1,1,1) alors z; € V{13, dz; = 0. Alors,

rD(1@s(z1 @ 72 @ 23)) = r(z1.02.23 ® 1)

=T1.23.23.

Par construction, il existe y € V() tel que:
dy = rD(1® s(zy ®zp ® T3)).

On pose:
r(1® s(z1 ® 32 ® x3)) = V.

Supposons avoir construit r pour tout générateur s(z; ®z2®z3) de M de tridegré < (p, ¢, 1),
et tel que dr = rD.
Soit maintenant s{z, ® T, @ z:) € M de tridegré (p, ¢, 1).

rD(1® s(zp @ 24 @ 2¢)) = r(2p.20.2: @1 — ™ d(z), @ 74 @ 24))

= zp.zq.2t — r(a7 d(z, ® Ty @ T1))
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Puisque d(V') € T23(V), alors d(zp.zq.2¢) = 3, y! @ y!' avec y¥ est un mot de longueur 3
et yi est un mot de longueur> 2. Alors

rD((1 @ s(zp @ Tq @ T1)) = Tp.Tg.T1 — ’"(a—l(z ¥ ® 7))

= Tp.Tg-Tt— (Z(_l)]yglyf""(l ® syi'))-
Dot rD(1 ® s(zp @ 74 ® 7¢)) € TZ3(V).
Comme D(1® s(zp @z, @ z¢)) € T(V)Q (k® Mc(p,q,1)), d’aprés Phypothése de récurrence

on a:

d(rD(1® s(zp ® zg ®z¢)) = 0.

D’ou par construction, il existe y € V tel que:
rD(1@ s(zp ® T, ® z¢)) = dy.

On pose: (1 Q s(zp ® 24 ® 2,)) = y, d’o1 Vexistence de r.
Conclusion: IMcat(T(V),d) = 2.

De méme, on trouve rMcat(T(V),d) = 2.
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5-Exemple ol biMcat(f) # Acat(f).

Soient (T(V'),d) un modeéle libre minimal, et n un entier arbitraire. Considérons une
factorisation de la projection p : (T\(V),d) — (T(V)/T>™(V), d).
P
(T(V),d) —— (T(V)/T>™(V),d)

\. “‘Td)

A X
(T(V)uT(W),D)

Soient U un espace vectoriel isomorphe & TH(W), v : U — TF(W) un isomorphisme
d’espaces vectoriels, et 8 : TT(W) — U l'inverse de 7 .
On définit une différentielle § sur T(V) U T(U), en posant:

§(v) = d(v) st v€EV,
{6(u) = (id U B)dvy(u) st ueU,
alors § est une dérivation, en effet:
E)=dv)=0, s veV.
8%(u) = §((id U B)dr(w))
= (1d U B)d(dy(u))
=0 , stuel.

Remarque: §(U) appartient au sous espace vectoriel T(V)U (k@ U) de T(V)U T(W).
(5.1) Lemme: Soit Uinclusion j : (T(V),d) — (T(V)YUT(U),6). Alors

biMcat(j) < n.

Preuve. Soit Pinclusion
r: (T(V)UT(W),D) - (T(V)uT(U),$é),

r = id U B. Clairement, r est un homomorphisme de T(V)-bimodules différentiels. On a
donc le diagramme commutatif ci-dessous:
(@), ) ~L— @V)uTE),9)
\J(“x Tr
(T(V)uT(W),D)
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et par définition bMcat(j) < n.M
Considérons le cas particulier suivant: n = 1, T(V) = T(a) avec |a| = 2.

(5.2) Lemme: Soit j comme dans le lemme.1, alors:
i) biMeat(j) = L.
i) Acat(j) > 2.

Preuve. Un simple calcul nous donne,
T(a)UT(W) = T(a) UT (w3, ws, ws) UT(W'), avec |w;| =i et |w'| > 5si w' € W'
Dw;; = a2
Dwy = a.ws — w3.a
Dws = wz.ws — a.wg — W4.4
1) Montrons que biMcat(j) = 1.
biMecat(j) # 0 car j* : H(T(a),d) — H(T(a) UT(U),6) est non nulle. D’apres le lemme
(5.1), tMcat(j) = 1.

i1) Montrons que Acai(j) > 2.
Supposons que Acat(j) < 1, par définition, il existe un morphisme
£ (T(a)UT(W), D) — (T(a)uT(U),9)

d’a.d.g tel que €1 = j d’ot1 £(a) = a.
Et pour des raisons de degré on a:

Hws) = B(ws)
2(wy) = Blwy) + Aa? ,AEk
tws) e T(V)u(ka ),

mais,

(58(21)5) =£D(w5)
=fws Qus —aQuws —ws ®a)

= B(w3).B(ws) — a.B(ws) — B(we).a — 2X2a>.

qui ne peut pas étre un bord car
§(T(@UkoU) C(T(U(kdU) et |uf>6si ueT2U).
D’ot la contradiction.l

21



6-Quelques cas oli_Acat( f) = biMcat(f).

On rappelle [E] qu’une a.d.g. (4, d) est dite k-formelle si (4, d) et H*(A,d) ont méme
T-modeéles minimaux.

(6.1) Définition: Un homomorphisme f:(A,d) — (B,d) d’a.d.g. est k-formalisable, s1 f
et f*: H*(A,d) — H*(B,d) ont méme modéles minimauz, c.d.d sl existe un diagramme
commutatif dans k-a.d.g.
aA ¢
(H"(4),0) ——  (T(V),d) — (A,da)

-

r| i I

(H*(B),0) «—— (T(V)UT(U),d") 7“7 (B,dg)

ap

ot aa,P4,ap,¢p induisent des 1somorphismes en cohomologie.

(6.2) Remarque: Si f est k-formalisable, nécessairement A (resp. B) sont des a.d.g

formelles.

(6.3) Proposition: Soit f : A — B un homomeorphisme d’a.d.g. Si f est k-formalisable
alors

nil(f*) = ex(f) = biMcat(f) = IMcat(f) = rMcat(f) = Acat(f).
Preuve. On sait que
nil(f*) < ex(f) < sup(IMeat(f),rMecat(f)) < biMecat(f) < Acat(f),

reste donc & montrer que nil{ f*) > Acat(f).
Puisque f est k-formalisable, il existe un diagramme commutatif dans &- a.d.g:

(H(4),0) <2 @) T (4,dy)
A b
(H*(B),0) A (T(V)uT),d) 0 (B,dg)

ol a4, 4,0, ¢p induisent des isomorphismes en cohomologie.
Supposons que nil(f*) = n, alors f*a4 se factorise & travers T(V)/T>"™(V),

fraa

(V) =2  H*B)

I

T(V)/T>™(V)

22



Considerons un modéle de p,

T(V) —— T(V)/T>™V)

\N ¥

T(V)UT(W)

d’ott un diagramme commutatif

V) —— T(V)UTO)
i - |
T(VyuT(Ww) _h'—=—h:7 H*(B)
D’apreés le lemme de reléevement, il existe
. T(VYUT(W) - T(U)

tel que: £1 = j, et d’aprés la remarque (1-2.2), Acat(f) < n.1

(6.4) Proposition Soit f : (T(V),d) — (B,dp) un homomorphisme d’a.d.g. Si la
différentielle de T(V) est quadratique, et f* : H*(T(V),d) — H*(B,dB) est injectif alors

ex(f) = Acat(f).
Remarque. Si f* est injectif et e(f) < n alors 'homomorphisme
p*: HY(T(V)) —» H(T(V)/T7"(V))

est injectif.

Preuve. Supposons que ex(f) = n.

Nous construisons un modeéle 7 : (T(V),d) — (T(V)UT(W), D) de la projection
p:T(V) = T(V)/T"(V)

tel que: W = .6>92W,-, DW Cc T(V)uTHW).

On procéde par récurrence, Soient [a;]ic;r une base de coker(H?(p)) et W est Vespace
vectoriel ayant pour base (w;)ier-
On pose: Dw; =0 ; Yw; = a;
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Supposons avoir construit
Ym : (T(V)UT(Wn), D) = (T(V)/T>™(V),d)

vérifiant:
1) W, est engendré par des éléments de degré i, avec 2 <1 < m.
2) H? (¢ ) est un isomorphisme si p < m, et injectif si p = m.
3) D(Wy) CT(V)UTH Wi—1).
4) p(W,,) C T™(V).
Soient [a;]icr une base de coker(H™¥(v,,)) et [bjljes une base de Ker(H™%(¢m));
Wm™H! est espace vectoriel ayant pour base (w})ier et (w])jes, tous en degré (m+1).
On pose:
Wit =Wn@W™ Duwl=0;  Duw/=1b;
Ymt1 = Pm sUr W5 Pmyr(w]) = ai5  Ympr(w”) =0.
On a:
(*) ai € T™(V), sinon a; est un cycle qui n’est pas un bord dans T(V @ Wy,), car d est
quadratique et D(W,,) C T(V) U TH(Wp_1).

(**) bj € T(V)U TH(W,,), et par conséquent 1(b;) = 0.

démonstration du (**): soit b; € (T(V) U T(Wn))™*+? tel que: ¢,(b;) = dv’ et Db; = 0.
Alors bj = v+ w avec v € (T(V))™? et w € (T(V)UTH Wy )™+

D’aprés ’hypothése de récurrence Dv = 0 = Dw et ¥m(v) = 0 = Y (w) car w = Y zywi
avec 71 € (T(VYUT(Wp))*; wi € W,,,. Puisque p* est injective alors v est un bord. Dot
on peut choisir b; = w.

Soit £: (T(V)UT(W),D) — (B,dg) 'homomorphisme d’a.d.g.défini par:

Ly = f(v); veV
fw =0; weW

ona: li=f, dou Acat(f) <n.K
(6.5) Proposition: Soit f: (T(V),d) — (T(V),d) un homomorphisme d’a.d.g.

Si ff=f alors biMcat(f) = Acat(f).

Preuve. Considérons un T-modéle minimal i : T(V) — T(V) U T(W) de la projection
P
T(V) — T(V)/T>™(V).
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Supposons que biMcat(f) = n, alors il existe un homomorphisme
r: T(VeW),D) - (T(V),d)
de T(V')-bimodules différentiels, tel que
r(v.w) = f(v)r(w);v€T(V),weT(VaW).

Posons: R = fr, on remarque que: fR = R.
Nous construisons:
i) une application k-linéaire ¢ de degré zéro

¢: WD L T(VaWw)
i) un morphisme d’algebre
TV e W<tDy 5 (V)
ZI =f
(V)
U(z) = Ré(z); =€ W<ED
iil) une application k-linéaire:
6:T(VaoWwW<rtd)y , T(Vaw)
9‘ =0
T(V)
8(z) = L(z) — §(z); =€ WD

8 se prolonge de la maniére suivante:
Soit z = xy..xy avec z; € V @ W<®9 g ¢, est le premier facteur de ¢ qui est dans
W<r:9) on pose:

9(13) = f(.’EL..xt._l)G(.’tt)f(IH.l...:tq),

tel que: Do{z) = £D(z) — 6D(z) pour tout z € W

Remarques.
HRE =L
2)RE = 0 sur T(V @ W<r:9),
3¥D =dL.
4)6D = df.

Et on procede comme dans le cas absolu ot f =id4 [N].H
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7-Comparaison entre Acat et la L.S-catégorie d’une application continue.

(7.1)Soient f : § — T une application continue entre CW-complexes simplement connexes
et P, : E (T} — T la n-iéme fibration de Ganea de T' {G]. Rappelons que [B,G]:

cat(fy<m

st les énoncés équivalents suivants sont satisfaits:
i) S peut é&tre recouvert par (m+1)-ouverts U; tels que la restriction de f & chaque
ouvert U; soit homotopiquement trivial.

ii) L’application f se factorise & travers P, en f}, : S — E.{T)

f

S —— T

| [

§ —— Eu(I).

(7.2) Proposition [F.H.T,]): Soit F la fibre homotopique de Uapplication f : S — T entre

CW-complezes simplement connezes. Si cat(f) < m alors il existe une application
g: F— @)™

QT -équivariante.
( (QT)*™ désigne le joint de QT itéré m-fois)

(7.3) Soit f: X — Y une application continue entre CW-complexes simplement connexes

dont les cohomologies singuliéres sont de type finies. Par définition un 7-modéele minimal

f de f est le T-modéle minimal de C*(f): C*(Y; k) — C*(X; k). On pose alors:
Acat(f) = Acat(f)

Mecat(f) = Mcat(f)
ex(f) = ex(f)

(7.4) Théoreme: Soit f : X — Y une application continue entre espaces topologiques
simplement connezes, alors

Acat(f) < cat(f).
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Preuve. Supposons que cat(f) = m, alors X peut étre recouvert par (m+1)-ouverts U;
tels que la restriction de f a chaque ouvert U; soit homotopiquement trivial. Donc pour
chaque : il existe une homotopie

hi: Ui » YT,
telle que: eg 0 h; = fl et egoh ==
Ui

Y7 est espace des applications continues de I = [0, 1] dans Y et eg, €1 sont les évaluations
au point 0, respectivement au point 1.

Notons C** le double complexe des cochaines singulitres de X avec le systéme de
coeflicients déterminé par les cochaines sur le recouvrement (Ui)o<i<m, c.a.d

CcPe = IGFIIVPCP(UI) ,
olt N, est I'ensemble des (p+1)-uples (iq, ...,1,) tels que
0<io S SipetUr=Ui,N..0ls, £ 6.
Soit le quasi-isomorphisme, 5 : C*(X) — C**, défini par

m
s1— s?! eC%,
1=0

Uy

Considérons un T-modéle de C*(Y")
3:T=T(V) S CxY)
et un T-modele de I’application (C*(eg)®,C*(e1)®) : TUT — C*(Y7)
@: TUTUT(Z) = C*(¥Y).

Soit le diagramme commutatif suivant

r = oem 2L e — o
fo | “‘lc'(eo) K
TUTUT(Z) —:?—> cr(v7) . ne*(Us)
,J« WTC'(el) Tﬂ
T — o) — NC*(pt)
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i, t1 sont des inclusions, ¢ la projection. et h = (C*(h;)).
Puisque €1 o h; = * alors h o C*(e;) se factorise & travers NC*(point): hC*(e;) = Pa.
t

D’apres le lemme (1.3), il existe un homomorphisme
p:TUTUT(Z)— C**

tel que: g = hep et thig = nC*(f)d.

Soient, r : l;]C*(pt) — I:_IK la projection et s : I?K — T?C*(pt) linclusion. On a r et s sont
des quasi-isomorphismes et rs = idnk.

Soit le diagramme '

(a®,srad)
Tur T e
i

(isr"ll)Jv “lr

TUTUTW) — nK

ra®y’

oit o' : TUTUT(W) — T est un T-modele de (idr,idr).
Puisque 7 est un quasi-isomorphisme surjectif, d’aprés le lemme (1.3), il existe un homo-
morphisme d’a.d.g.

E:TUTUT(W) — I;lC'*(pt)

avec k(ig,1]) = (a®, sra®) et rk = rady’.
On applique le lemme (1.3) au diagramme commutatif suivant

iy

T ERALINYS S

|- Js

on obtient un homomorphisme d’a.d.g.
G:TUTUT(W)— C*™

tel que: g8 = Bk et 61 = ;.
Puisque C>™* = 0 et 6i,(TF) C C**, alors 61, se factorise a travers T(V)/T>™(V).
Done
Acat(f) = Acat(6i1) < n

(car 8iy = nC*(f)® et 5 est un quasi-isomorphisme) B
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(7.5) Proposition: Seit f: X — Y une application continue. S1 H*(f) est injective et T
est k-coformel, alors

biMcat(f) = Acat(f).

Preuve. Par définition, un espace est coformel §’il admet un T-modéle a différentielle
quadratique: La proposition résulte alors de (6.4). M
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II- Le cas rationnel.

Soit f : X — Y une application continue entre CW-complexes 1-connexes de type
fini. Lorsque k = Q, la théorie du modele de Sullivan, nous fournit des modeles commu-
tatifs. On peut alors définir les invariants [F] Acato(f), Mcato(f) et eo(f) & P’aide de ces
modeles. Dans ce chapitre nous comparons ces notions et celles définies précédemment,
nous généralisons le “mapping theorem” et dans le dernier paragraphe nous étudions les
groupes de Gottlieb relatifs.

Tous les espaces considérés dans ce chapitre sont supposés connexes par arcs et du type
d’homotopie faible d’'un CW-complexe de type fini.

1- A-modéle d’une application.

(1.1) Dans toute la suite, on considére des @-algébres graduées différentielles de type fini,
1-connexes (H'(A) = Q, H'(A) = 0), en abrégé a.d.g.c.

Un homomorphisme d’a.d.g.c. f : (A,d) — (A',d’) est un homomorphisme d’algebres
graduées, compatible aux différentielles.

Une augmentation de (A, d) est un homomorphisme d’a.d.g.c.
ea:(4,d)—(Q,0).

Ici nos a.d.g.c. sont canoniquement augmentées.

Etant donné un espace vectoriel gradué V. = @ V?; on notera AV 'algébre commutative
P20

graduée libre suivante:

AV = S(@V?) @ E(eV*™),
P P
olt S(®V?P) est I'algébre symétrique engendrée par les éléments de degrés pairs de V, et
P
E(@V?11) est P'algebre extérieure engendrée par les éléments de degrés impairs.
P

On désigne par A"V le sous-espace vectoriel de AV engendré par les produits des éléments
de V de longueur n. On pose AZ"V = @ A'V.

i>n
(1.2) Une KS-extension [H] est une suite d’homomorphismes d’a.d.g.c
i

(B,d) 5 (BRAV,d) — (AV,d")
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satisfaisant les propriétés suivantes:

1)ib)=bt®1l;pourbe B, £ = ¢ ®idax; ol € désigne Paugmentation de B.

2) 1l existe un ensemble bien ordonné I tel que V = GBIV(,, (les éléments de V, sont
a€

homogénes).
SﬁM%)CB®A%®V@; a€l
<a
Une KS-extension est dite minimale s’il existe une base telle que: o <  => |z4] < |zg]
(|z| désigne le degré de z).
Si B = Q, une algebre (AX,d) vérifiant 2) et 3) est appelée un KS-complexe.

Une homotopie (rel B) entre homomorphismes d’a.d.g.c. fo, fi : (B@AV,d) — (4,d)
tels que fo[ = fll , est un homomorphisme d’a.d.g.c. h: (B @ AV,d) — (4,d) ® A(t,dt)
B B

tel que:
bof =fo, 4Lf=f1,

ott [t| = 0 et £y et £; sont des augmentations : A(t,dt) = Q; lo(t) =0, £o(t) =1.
On écrit fo = f1 (rel B), si B =Q on écrit fu = fi.

(1.8) Lemme de reléevement [H]:
Etant donné un diagramme d’a.d.g.c commutatif

(B,d) —- (Cd)

jl Wlh

(B® AV,d) —— (A,d)

ot (B,d) — (B ® AV, d) est une K§-eztension et h un quasi-isomorphisme, alors il existe
un homoemorphisme d’a.d.g.c.

9 :(B®AV,d) — (C,d)

tel que 67 = f et hf = g.
De plus, si h est surjectif, on peut choisir 8 tel que h8 = g.

(1.4) Ezistence et unicité du modéle minimal d’un homomorphisme d’a.d.g.c. [H].

Soit f:(B,d) — (A, d) un homomorphisme d’a.d.g.c, alors il existe une KS-extension
minimale, unique a isomorphisme preés,

(B,d) 5 (B&AV,d') 5 (AV,d)
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et un homomorphisme d’a.d.g.c. ¥ : (BQ AV, d) — (A4, d) tel que
i) i = f.

ii) ¢ est un quasi-isomorphisme.

Si B = Q on appelle ¢ : AV — A le modéle minimal de A.

Etant donné un homomorphisme d’a.d.g.c. f : A — B, on appelle modéle minimal de
f la KS-extension minimale

i1 (AV,d) = (AV @ AW, d)

telle qu’il existe un diagramme commutatif

(AV,d)  —s (4,d)

i s

v

(AV ® AW, d) - (4,d)

-

ot ¥ : (AV,d) — (4,d) est un modéle minimal de A4 et ¢ est un quasi-isomorphisme,
Soit (AV, d) un modéle de ’a.d.g.c. A, on note
wl(4) = H*(V,Q(d)),
ot Q(d) est la différentielle induite par la projection p : AYV — ATV/ AZ2 V.,
(1.5) Soit ¢ : (AZ,d) — (A,da) un modéle minimal de A. Considérons un KS-modele
minimal de la projection p : (A(Z),d) — (AN(Z)/ A°™ Z,d):

(N2),d) —2— (AZ/ A" (Z),d)

T ol

(MZ)@ NT), D)

Par définition [F.H], cato(A) (resp.Mcato(A), e0(A)) < n s’il existe un homomorphisme
d’a.d.g.c (resp. de (AZ, d)-modules différentiels, d’e.v.g. différentiels)

£:(NZ®AT,D) — (AZ,d)
tel que: £i = idaz.
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(1.6) Rappelons que Sullivan a défini un foncteur contravariant Apz de la catégorie des
espaces topologiques dans celle des @-algébres différentielles graduées commutatives. Le
foncteur Apy, induit une équivalence entre la catégorie homotopique des espaces rationnels
1-connexes de type fini et celle des modéles minimaux 1-connexes de type fini.

En particulier, si X est un espace topologique 1-connexe de type fini, alors

H*(Apy(X),d) = H'(X ,Q).
H*(X ,Q) désigne la cohomologie singuliére rationnelle, et si
AV 5 Apr(X)
est un modele minimal de Apz(X) alors
VP 2 x¥(ApL(X)) 2 Homz(mp(X), Q).
(1.7) Soit X un CW-complexe 1-connexe de type fini, on pose

(Cat()(X), Mcato(X), eO(X)) = (cat(ApL(X)), Mcato(ApL(X)), eO(ApL(X))).
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2-Définitions des invariants Acato(f), Mecata( f) . ea( £).

Soient f : (A,d4) — (B,dp) un homomorphisme d’a.d.g.c. et ¢ : (AZ,d) — (A,da)
un modele minimal de A.
Considérons un KS-modéle minimal de la projection p : (A(Z),d) — (A(Z)/ A°™ Z,d),

(N2),d) —— (AZ] A>™(2),d)
\s ”Tﬂb
(A(Z) ® A(T), D)

(2.1) Nous appellerons Acato(f) (vesp.Mcato(f),eo(f)) le plus petit des entiers n pour
lesquels il existe un homomorphisme d’a.d.g.c. (resp. de (AZ,d)-modules différentiels,
d’e.v.g. différentiels)

¢:(AZ @ AT, D) — (B, dp)

rendant commutatif le diagramme suivant:

(AZ,d) —?—¢> (B,dp)
pl \\\ Te

(AZ] N>™ Z,d) <_Z_ (AZ ® AT, D)

En particulier: si ? = 1d s alors
Acato(ida) = cato(A), Mecato(ida) = Mcato(A), eo(ida) = eo(A4).

(2.2) Soit f: X — Y une application continue entre CW-complexes 1-connexes de type
fini. Notons f : (A,da) — (B,dg) un KS-modeéle de Apr(f). Du théoréme d’unicité des
KS-modeles [H), il résulte immédiatement que les entiers Acato(f), Mcato(f) et eo(f) sont
indépendants du KS-modele f choisi, on pose:

Acato(f) = Acato(F)

Meato(f) = Mcato(F)

eo(f) = eo(f)

(2.8) Théoreme[F;10,6]: Soit f : X — Y une application continue. Si fg est une
Q-localisation de f alors Acato(f) = cat(fg).
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(2.4) Remarques.
i) Soit f : A — B un homomorphisme d’a.d.g. Alors

Acato(f) < min(cato(A), cato(B)),
Mecato(f) < min(Mcato(A), Mcato(B).

Acato(? 07) < min(Acatg (?), Acato (7)),
Mecato(f 0 G) < min(Mecato(f), Mcato(g))

o1 g : B — C est un homomorphisme d’a.d.g.c.

iii) Si on a un diagramme commutatif

A —— B

o~ -]

A —— B

f
alors (Acato(F), Mcato(f)) = (Acato(—f'), Mcaty (T))

iv) e(f) est le plus grand entier n tel qu'il existe une classe de cohomologie non nulle dans
H*(A(X)d) représentée par un cycle dans AZ™(V) dont I'image par F est non nulle.

v) nil(F") < eo(F) < Mocat(F) < Agcat(F).
les exemples ci-dessous montrent que les deux premieres inégalités peuvent étre strictes.
Exemple;: nil(id%) < eo(ida) [J], ot

A = (A(v4,v6,v7,09,v11),d)

avec

d’U4 = dl)ﬁ = 0; dv7 = UZ; dvg == V406, dvll = ’Ug .

On a: nil(idy) =2 eo(ida) = 3.

Exemples: eg(ida) < Mcato(ida) = Acato(ida),

Théoréme [F.H.T;]: A Uezception des seuls espaces SP, SP x 5% (p,q tmpairs ) et des
espaces dont la cohomologie Tationnelle est isomorphe 4 Qa]/a® tout espace satisfaisant

auz conditions suivantes:
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i) e(S) < 2
i1) L’algébre de Lie m,(SS)) ® Q est abélienne,
vérifie aussi:

dimm.(S)@Q =o0.
Dans ce cas, e(S) =2 et Mcato(S) = cato(S) = oo.
Par contre, d’aprés Hess [He], si f = id, alors Mcato(A) = cato(A4). Dans la section

sulvante nous montrons que le résultat de K. Hess n’est pas vral en général pour les

applications.
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3-_Exemple ol Mcato(f) # Acato(f), et quelques cas oir on a P’égalité.

(3.1) Un ezemple ot Mcato(f) # Acato(f) [I].
Soient (A(v2,vs),d) un modéle minimal de CP? et
7+ (A(v2,05),d) = (A(V) @ A(V'), D)

un KS-modele de la projection p : A(V) — A(V)/ AZ1 (V).
Posons

D| =d et DW)CAV)IQ(RQRaW).

\4

On pose:
D(v) = d(v) siveV

D) =d(¢) siseW
Soit I'inclusion j : (A(V),d) = (A(V)® A(W), D), o
W= ATV
D)V =d
D(#)=dis) séew
Alors
Mecato(j) =1 Acatg(j) = 2.

(3.2) Proposition: Soit f : (AV,d) — (AV,d) un homomorphisme d’a.d.g.c. Si fof=f
alors Meato(f) = Acato(f).

Preuve. Supposons que Mcato(f) = n alors il existe un morphisme
T AX)QAY) = AX)

de A{X)-module. On pose R = fr, et on procéde comme dans le cas absolu f = id [He].H

(3.3) Proposition: Soit F 5 E L5 B une fibration rationnelle. Si j* : H*(E) — H*(F)
est surjective alors Mcaty(p) = cato(B) = Acato(p).
Preuve. Ceci résulte de la proposition suivante. W

i ¢ -
(8.3’) Proposition: Soit (A(X),d) — (A(X)®AY),d) — (A(Y),d) une KS-extension.
Si £ H*(NX) @ A(Y)) - H*(A(Y)) est surjective, alors

Meato(7) = cato(AX) = Acato(i).
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Preuve. Soient yg une base homogene de H(AY') et eg des cycles de AX ® AY tel que
¢(eg) représente yg. L’homomorphisme de AX-modules différentiels

n:(AX ® H(AY),d®0) = (AX @ AY,d),

défini par: n(z) = z; n(yg) = eg est un quasi-isomorphisme (la suite spectrale de Serre
dégéneére au terme E;). D’ou il existe un morphisme de AX-module différentiel

£:AX @AY = AX @ H(AY)

tel que n€ = id.

Solent o € H(AY) (@ # 0) et ¢ : H(AY) — Q une application linéaire tel que g(a) = 1.
Posons: k= (id® q)¢ : (AN X @ AY,d) — (AX,d), on a h(z) = z.

Il suffit de montrer que Mcato(i) = Mcato(AX). En effet, en utilisant le résultat de K.
Hess [He] on obtient la suite de relations:

cato(AX) > Acatoft) > Mcato(i) = Mceato(AX) = cato(AX).
Supposons que Mcato(i) = n alors il existe un morphisme de AX-module
r:AX QAZ 5 AX QAY

tel que le diagramme suivant commute

A(X) _, AX) ® AY)

AR S

N
NE) N (X) —— ANX) @ A(2)

on pose r’ = hr alors r'j = hrj = hi = idpx. Dot Mcato(AX) < nl

Soit f: (A,da) — (B, dp) un homomorphisme d’a.d.g.c. On dit que f est formalisable
au sens de Sullivan [T,II-7) [ V], si f et f : H*(A) — H*(B) ont mémes A-modéles
minimaux.

(3.4) Proposition: $i f: A — B est formalisable au sens de Sullivan alors

nil(F") = Acato(F).

Preuve. On procéde comme dans la proposition (I-6.3) en remplagant les T-modeles par
des A-modéles.R
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4-“Mapping theorem”.

Soient S, S’ deux CW-complexes 1-connexes de type fini. S'il existe une application
continue g : S — S’ telle que g, : m,(S) @ Q — m.(5') ® Q est injective alors Y. Félix et
S.Halperin [F.H] ont établi le résultat suivant connu sous le nom de “Mapping Theorem”:

caty(S) < cato(S").
Nous donnons une généralisation de ce résultat.

(4.1) Théoreme: Soit le diagramme commutatif susvant :

f

S —— T

S
S — T

fl

dans la catégorie des CW-complezes 1-connezes de type fini. Sihy : 7, (S)QQ — T (5")®Q

est injective alors

Acato(f) < Acato(f')
Meato(f) < Mcato(f")

Preuve. On applique le foncteur Apj, au diagramme commutatif,

d’otlt le diagramme commutatif

Apr(f)
Apr(S) <0 Api(T)

APL(Q)T TAPL(h)
Apr(S") e———— Apr(T")
Apr(f')

dans la catégorie des algébres différentielles graduées commutatives. Le théoreme résulte

alors de la proposition suivante.l
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(4.2) Proposition: Soit

A —— B

A

AI — BI

f
un diagramme commutatif dans la catégorie des a.d.g.c. Si

o1 ml(A) — m(4")

est surjectif alors:

1)Acato(F) > Acato(F).
2)Mecato(F) > Mcato(F )

Preuve. Soit le diagramme commutatif suivant:
AX) — AX) @ A(Y)

| b

ANX)BNZ) —— B’
fl
oil g et 41 sont des A-modeéles minimals de f,  respectivement.
Supposons que Acatg (?) = n, alors il existe un diagramme commutatif:
AX) — s AX) @AY

A
T~
pl AT Tz

N

AX)) A>™ (X)) g}_ AX) ® A (V)

On le tensorise par ® (A(X)® A(Z)), on obtient le diagramme suivant:
AX)

NX) @ N(2) 0 ANX) & A(Z) @ A(Y)

»' J{ e . T o

NX)/ A (X) @ N(Z) e.;f__ NX)Y®A(Z)© AV)
Mais A(X) @ A(Z) ® A(Y) est la somme amalgamé du diagramme

AMX) — s A @ AY)

|

ANX) ® M(Z)
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d’ott Pexistence d'un homomorphisme d’a.d.g.c. 8: A(X)®A(Z)® AN(Y) — B', tel que le

diagramme suivant commute:

iy

AX)  —— A ®AZ) <

N,
N,
. .1 kY
10l Jv‘o Yo
\ 7

MX) @ AY) —— AX)@AZ) B AY) 7

hN . s !
S ) 7 /5 . . ‘!'/
i =B
Par suite, nous obtenons le diagramme commutatif
) 7
ANX) @ N (Z) —_— B’

i L
AX)® AZ) @A) — s AX) ® AZ) @ AY)

Donc
Acato(F') < Acato(jo) < cato(M(X)/ AZ" (X) @ A(Z)

D’apres [F.H] Acato(A(X)/ AZ™ (X)® A(Z) < n ce qui montre que Acato(?) < Acato(f).
On procéde de méme pour Mcat,. M

(4.8) Proposition: Soit f: S — T une application continue . Supposons que
foim(S)®Q - m(1)0Q

est injective. Alors Acato(f) = cato(S) = Mecato(f).

Preuve. D’apres le théoréme (4.1) appliqué au diagramme

idg
S —— 5

ol b

S — T

f
on a

Meato(f) = Mcaty(S),
et d’aprés [He] Mcato(S) = cato(S), d’olt Mcaty(f) = cato(S) = Acato(f). M
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(4.4) Corollaire: Soit f : S — T une application continue, si f admet un inverse
homotopique & gauche alors

Acaty(f) = cato(S) = Mcato(f).
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5-_Comparaison entre (Acat(f), Mcat(f)) et (Acata(f), Mcata(f)).

(5.1) Proposition: Soient f : S — T une application continue et i (AX,d) = (AY, )
un modéle de Sullivan de f. Alors

Acat(f) = Acat(f)
Mecat(f) = Mcat(¥)

Preuve. D’aprés [H], il existe un complexe D(S) naturel en S tel que 'on ait le diagramme

commutatif
(T(W),8) —— C*(S;Q) —— D(5) ——— Au(S) —— (AY,d)

f‘T C'(f)I D(f)T Apr(f)/[ T?

(T(V),8) —— C*(T;Q) —— D(T) —— 4p(T) —— (AX,d)
La remarque (I-2.2,4), entraine le résultat.l
(5.2) Théoréme: Soit f : (AX,d) — (AZ,8) un homomorphisme d’a.d.g.c. alors
i) Acat(f) < Acato(f).
i) IMcat(f) = Mcato(f).
i#) e(F) = ealF).
Preuve. Soient ¢ : (T(V),d) = (A(X),d) un T-modéle minimal de (A(X),d) et
i (T(V),d) = (T(V)UT(W),D)

un T-modéle minimal de f : (A(X),d) — (A(Z),6).

D’apres [H.L] on a un diagramme commutatif

a Br
(T(V),d) —— T(V)]J —— T(V)/T>"(V) —— T(V)/I
) ‘|- |- | |
(NX),d) —— ANX)/T —— ANX)/ A" (X) —7—> ANX)/ T
ou fBrar et Srax sont des quasi-isomorphismes, et
I=T>"(V)@ C tel que C est un supplémentaire de Ker(dy) dans T"(V).

J =T>"X)® D tel que D est un supplémentaire de Im(d;) dans T"(X).
I' = A>™X) @& C' tel que C' est un supplémentaire de Ker(dz) dans A™(X).
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J'=A>"(X)® D' tel que D' est un supplémentaire de Im(dz) dans A™(X).
Les deux Jemmes suivants s’obtiennent comme les lemmes correspondants de [H.L].

(5.3) Lemme: Soit T(V) 4 TV)uT) = T(V)/I un T-modéle minimal de la pro-
jection T(V) — T(V)/I, alors Acat(i') (resp. IMecat(z'), e(r')) < n) si et seulement s’il
eziste un morphisme £ : T(VYUT(U) —» T(VYUT(W) d’a.d.g ( de T(V)-modules & gauche,
d'e.v.g différentiels) tel que £5 =1'.

(5.4) Lemme: Soit A(X) AR AX)@A(Y) = MNX)/I' un modéle minimal de la projection
AX) — AX)/I', alors Acaty(f) (Mcato(F),e0(F)) < n si et seulement s’ eziste un
morphisme £ : A(X)RAY) = AN(Z) d’a.d.g.c. ( de (AN(X))-modules, d'e.v.g différentiels)
tel que £'§' =F.

(5.5) Démonstration du théoréme (5.2). D’aprés (¥) on obtient un diagramme com-
mutatif d’a.d.g.

(T(V),d) —— T(V)UT(U) — s TV)/I

S R
(MX),d) —— AX) @ A(Y) —— AX)/T'
i) Supposons que Acato(f) < n. Alors il existe un morphisme d’a.d.g,
rANXYRAY) — AN 2Z)
tel que r'j’ = F.

Soit le diagramme commutatif suivant

(V)  —— T(V)UT(W)

] Je
T(V)UTU) ——  NZ)

D’aprés le lemme de relévement (I-1.3) et le lemme (5.3), on a Acat(f) < n.
i) Supposons que M cato(?) < n. Alors il existe un homomorphisme
r'AX)@AY) = A2)

de A(X)—modules différentiels, tel que: '’ = f.
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Soit le diagramme suivant

V)  —— T(V)UT(W)

1 |

T(VYUTWU) ——  A(2)

On'a: ¢'i' = f¢p =r'j'¢ = r'nj.
D’aprés le lemme de relevement (I-1.3) et le lemme (5.4), on a IMeat(f) < n.
Montrons que Mcato(f) < IMcat(f).

Supposons que [Mcat(f) < n, alors il existe un homomorphisme de T(V')-modules

r: T(VYUTU) - T(W)

tel que rj =1’

D’apres [H.L] il existe un homomorphisme de (A(X), d)-modules

7:MX)QAY) = AX) 2, (T(VH)uT))

tel que (id.7) 0§ = id.
Onposer' =(#'®r)og. Don Meato(F) < n.

iii) La démonstration est analogue & la précédente. M

Remarque. Si f est @-formalisable, alors Acat(f) = Acato(F).
En effet si f est Q-formalisable (I-6.1) alors elle est formalisable au sens de Sullivan
(I-3.4). Et on applique les propositions (1-6.3) et (1-3.4).
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6-Groupes de Gottlieb relatifs.

Soit (AV, d) un modéle minimal, dans [F.H] Y. Félix et S. Halperin ont défini le
Q-espace vectoriel,

GR(AV,d),
des applications linéaires g : V" — @ qui s’étendent en des dérivations
6:(AV,d) — (AV,d) de degré —n

telle que: df — (—1)"8d = 0.

Lorsque (AV, d) désigne le modéle minimal d’un espace topologique nilpotent X, alors
G¥(AV,d) coincide avec Grn(Xo), le groupe de Gottlieb du localisé Xj.

Le groupe [Go] Gr(X) est le sous-groupe de wp(X) formé des éléments o : S™ — X
tel qu’ il existe un diagramme commutatif

avid

S*"vX — X

.
S"VX —— St x X
(¢ désigne Uinclusion naturelle).
(6.1) Théoréme [F.H]: Si cat(AV,d) =m < oo, alors

1) G¥.(AV,d) =0.
2) &mGY . (AV,d) < m.

impair

Preuve. Nous donnons une démonstration algébrique de ce résultat, comparer avec [F].

1) Si G¥,(AV,d) # 0 alors il existe vy € V2" et une dérivation
6:(AV,d) — (AV,d) de degré —2n

telle que: dd =6d; 6H(ve) =1
Notons € Paugmentation de AV.
Soit A : (AV,d) — (A€, 0), le morphisme d’a.d.g.c. défini par:

h(v) = Se(B'(v))E, veV (Ié] =2n)
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oll & est 'augmentation de AV et 8 =8o0fo...08.
Comme h: V — £Q est surjectif ( car h(vg) = &), d’aprés le “ mapping theorem”,

cato(AV) > cato(AE) = oo,
d’ott 1a contradiction.
2) Soit (g1,1, -+ Gis 15 e+eey I1,p» -1 Gip,p) une famille libre dans Hom(V, Q), telle que
931 € Clrpair(AV, ), (Igjal = ).
Alors il existe des v;; de V tels que
lojel =ni et det(gii{vi))jr =1 #0; 1=1,..,p

Soit A : (AV,d) = A(v1,1, 3 Vig 1, ey Vlp,y oony Vi p ), 0) le morphisme d’a.d.g.c défini par:

P U
h(v) =Y (det(g;i(vh)ik))ory avec viy=vey si j#ET v =wv.

I=1r=1

On a: h(v.) = aqvg.
D’apres le “mapping theorem”

cato(AV) = m > cato(A(V1,1, ey Vig 1y ooy V1,5 ey Vip p) 0) = 81 + oo +2p .
D’ou dimG?}mpair(AV’ d) S m.l

(6.2) Considérons maintenant le cas relatif.

Soit f : (AV,d) — (AW,$6) un morphisme d’a.d.g.c. On appelle f-dérivation, une
application linéaire de degré —n, 6 : (AV,d) — (AW, ), qui vérifie:

8(ab) = 6(a)F(b) + (—1)"I*F(a)b(b),
pour tout a,b € A(V).

On désigne par G¥(AV, AW; f) 'espace des applications linéaires ¢ : V" — Q qui
s’étendent en des f-dérivations

8: (AV,d) — (AW, 6)
de degré —n, avec 8d = (—1)"46.
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Si f est le modéle d'une application continue f : X — Y, on pose
GR(X,Y; f) = GR(AV, AW f)

(6.3) Remarques.
1) Pour tout morphisme d’a.d.g.c. f:(AV,d) — (AW, §) on a les relations suivantes:

GY(AV,AV;id) = GE(AV) C GY(AV,AW; ).

2) GY(AV,Q;¢) = Hom(V, Q).
3) Si f =7 alors GY(AV, AW; F) = GY(AV, AW; ).
4) si f =0 alors G’ib(/\V, AW; ) = Hom(V, Q)

(6.4) Proposition: Etant donné un homomorphisme d’a.d.g.c. f : (AV, d) — (AW, &).
Sl exziste un homomorphisme d’a.d.g.c.

h: (AV,d) — (AV,d) @ (AW, §)
tel que:
h(v)=1;®1+1®f(v)+2vi®wi,
avec v; @ wi € AY(V) @ AT (W), alors GY(AV,AW; f) = Hom(V, Q).

Démonstration. Montrons que Hom(V,Q) C G¥(AV, AW f)
Soit g € Hom™(V, Q), alors elle définit un homomorphisme d’a.d.g.c.,

a:(MV),d) — (AE/€%,0) = (H*(S";Q),0)
tel que: a(v) = ¢(v).£ pour tout dv € V. Onpose: b’ = (a®id)h : AV — H*(S™, Q)QAW.
C’est un homomorphisme d’a.d.g.c, en effet: soit v € V alors
i (v) = d(g()E @1+ 1B F(v) + Y a(v:) ® wi)
=1@df(v) + Y _(-1)"la(v;) ® duws)
R'd(v) = (a ® id)hd(v) = (a @ id)dh(v)
= (a®id)(dv@1+1®df(v)+ Y (dvi @ w; + (~1)"Iv; ® dw,))
=1®df(v)+ > _(-1)"a(vi) ® dwi.

D’autre part si v € V™ alors h'(v) = g(v)E @ 1 4+1® f(v).
Dot g € GE(AV,AW; f) B
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(6.5) Corollaire: Soit (AV ,d) un modéle minimal, si g € Gy (AV) alors
GH(AV, A& a) = Hom*(V,Q),

0t a: (AV ,d) — (A£,0) est un homomorphisme défini par: afv) = g(v)¢,ve V.

(6.6) Soit f: S — T une application continue entre CW-complexes, par définition [W.K],
Go(S,T; f) est le sous-groupe de 7,,(T) formé des éléments a : S™ — T tels qu’il existe un

diagramme commutatif
aVvf

S*vS — T

H [r

SPVS — , Snx§

ol i désigne I'inclusion canonique.

Remarques.
1) Siev:T% — T désigne 'évaluation , alors

eva(mu(T 1)) = Go(S, T; h).
2) Go(S, S;ids) = G.(5).
3) Go(S, % %) = m(S, *).
4) Si f est homotope & h alors
Gn(S,T; f) = Go(S,T; k).
5} ho(GR(S)) C Go(S,T;h).

Nous donnons ici une autre démonstration du résultat suivant.

(6.7) Théoreme [W.L]: Supposons que h: S — T admet un inverse g & gauche. Sin est
pair et p est un nombre premier qui ne divise pas la caractéristique d’Euler-Poincaré ou

bien n est impair et p premier ot oo potrvu que x(S) # 0, alors
Gn(S,T;h) C Ker(g*h;l;) .

ot h; t7a(T) = Ho(TyZ) — Hn{S;Z,) est la composition de Uapplication de Hurewicz

tensorisé par Zp.
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:

(6.8) Lemme: Etant donné un diagramme commutatif & homotopie prés

h
S — T

b

S — 9

alors g.(Gn(S,T;h)) C Ga(S, 5" f).

Preuve du lemme. Si a € Go(S,T;h) alors g.(a) € Gn(S,T;gh), et puisque f est
homotope a gh, alors Gn(S,T; gh) = G,(S5,T; f). Dot a € Gn(S5,T; f).

(6.9) Démonstration du théoréme (6.7).
Montrons d’abord que Gn(S) = ¢.(Gr(S,T; h)).
Puisque h(Gn(S)) C Gn(S,T;h), alors

Gn(5) = 9uhu(Ga(S)) C 9u(Gu(S,T; ).
Et d’apres le lemme (6.8)
9«(Gn(S,T; b)) C G.(S, S;ids) = G.(S).

Or G,(5) C Ker(hf) (G; théoreme 4-3;4-4 |, dout ¢.(Gn(S,T;h)) C Ker(hf) ce qui
implique Ga(S,T; h) C Ker(h3g.). Et puisque g,hT = h¥g, alors

Ga(S,T; k) C Ker(g.hT) ;M

(6.10) Proposition: Soit f: X — Y une application continue, et f : (AV,d) — (AW, d)

son modéle minimal, alors

G+(Xo,Yo; fo) = GL(AV, AW ).

Preuve. Puisque 5™, est un espace formel il existe une bijection entre Pensemble des
classes d’homotopie pointées d’applications, [S™, Xs] et Vensemble des classes d’homotopies
de morphismes d’a.d.g.c. augmentées, [A\V, H*(5™;Q)].

La donnée d’une f-dérivation

§: AV -+ AW de degré —n,
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qui commmute avec la différentielle est équivalent & celle d’un homomorphisme d’a.d.g.c.
h:ANV - AWQH*S™;Q),
tel que: R(v) = f(v) @1+ 6(v) @ ¢ .M

(6.11) Proposition: Soit f : S — T une application continue admettant un inverse
homotopique & gauche g, alors:

g*(Gf(S, T; f)) = Gf(S) .
Et 31 de plus, cato(f) = m < oo alors:

1) g*(G;bn(S,Ty f)) = 01
2) dim(g.(GY., .:-(S,T; f))) < m.

impair

Preuve. Puisque f admet un inverse homotopique a gauche, d’aprés le corollaire (I-4-4),
on a l'égalité

Cato(S) = Cato(f) .
La proposition résulte alors du théoréme (1I1I-6.1) B

(6.12) Les exemples ci-dessous montrent qu’on ne peut pas généraliser le théoréme[F.H]
ay cas relatif. :

1) Un exemple ou GY (A,X;f) #0 et ou f admet un inverse & gauche.
Soit f : (A(v2,v3,vs),d) — (A(ws),0) un morphisme d’a.d.g.c, défini par:

dvz =0 4 dv3 =0 ) dv5 = ‘Ug
fl2)=0 5 flos)=ws 5  flvs)=0.
Dans ce cas, G;p(/\V,/\W; f) = Q. En effet la f-dérivation 6 : AV — AW de degré -2

définie par

9('02) =1 H 0('03) =0 3 9(1)5) = w3

commute avec la différentielle.
et, dim(GY,_ ... (A\V,AW; £)) = 2 > cat(f) = 1.

2) Un exemple ou G'fn(A,X;f) # 0 et ou f est injective.
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Soit f : (A(ve,vs),d) — (A(wa,ws),6)un homomorphisme d’a.d.g.c tel que :

dve =0 ; dvs = v3 ; Swe =0 ; Sws = w3

flvg)=w2 5 f(vs) =waws.
Dans ce cas, GY(AV,AW; f) = Q, en effet la f-dérivation de deg —2 définit par:
B(v2) =1 ; 6(vs) = 3ws

commute avec la différentielle.
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Résumé.
:

A toute algébre de cochaines A sont associés les invariants numeériques suivants:
biMcat(A), rMcal(A) et IMcai(A) qui approximent, pour tout corps k et lorsque 4 =
C*(X;k), la catégorie au sens de Lusternik-Schnirelmann de I’espace X. Nous montrons
dans ce travail que ces trois invariants sont deux & deux distincts.

Nous nous placons dans le cadre unificateur de la L.S-catégorie d’une application
au sens de Berstein et Ganea. Ceci nous permet d’établir une version relative d’un cer-
tain nombre de résultats (“Mapping theorem” , groupes de Gottlieb, ...) et d’infirmer
d’éventuelles généralisations du cas absolu.






