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Introduction. 

Soit k un corps de caractéristique quelconque. Une k-algèbre de cochaînes (A, d) est 

une k-algèbre différentielle graduée (en abrégé a.d.g), concentrée en degré positifs ou nuls 
et dont la différentielle est de degré 1. On suppose de plus que HO(A) = k, H1(A) = O et 

pour tout i l  d i m ~ ~ ( ~ )  < m. L'exemple standard d'un tel objet est l'algèbre C*(X; k) des 

cochaînes singulières à coefficients dans k d'un CW-complexe 1-connexe de type fini X.  
Halperin et Lemaire [H.L] ont introduit les invariants numériques 

tels que: 
i) max(lMcat(A) , rMcat(A)) 5 Acat(A)), 

ii) Si A = C*(X; k) alors Acat(A) 5 cat(X). 

cat(X) désigne la catégorie de Lusternik-Schnirelmann de l'espace topologique X. Elle est 

définie par: 

cat(X) 5 n si X peut être recouvert par (n+l) ouverts contractiles dans X .  

Lorsque l'on se restreint aux algèbres de cochaînes commutatives graduées alors 

et la valeur commune de ces invariants est notée Mcat(A). En outre K.Hess [He] a démontré 

que si k = Q alors, 

(*) Mcat(A) = Acat(A). 

Ce résultat associé à celui de Jessup [JI démontre la conjecture de Ganéa 

pour les espaces rationnels. 

Notre premier résultat (1-3) montre que pour les algèbres de cochaînes quelconques, 

bien que H(A) soit une algèbre graduée commutative. 

Afin d'étendre la classe des espaces pour lesquels la conjecture de Ganéa est satisfaite, 
Ndombol [NI introduit l'invariant biMcnt(A), pour les algèbres de cochaînes quelconques 
et établit que 

(*) Acat(A) = biMcat(A). 



Dans l'exemple (1-4)' nous montrons que 

Les invariants précédents admettent une généralisation dans le contexte de la L.S- 
catégorie d'un homomorphisme d'a.d.g. (&(idA) = cat(A)) et l'on a 

Les résultats récents [F.H.Tî] obtenus par Y. Félix, S. Halperin, et J-C Thomas reliant 

la catégorie d'une application et le grade du module d'holonomie montrent qu'il ne s'agit 

pas la d'une généralisation gratuite. 

Pour notre part, ceci nous permet, dans l'exemple (1-5)' de montrer que le résultat (*) 
de Ndombol ne s'étend pas à la catégorie d'un homomorphisme d'algèbres de cochaînes. 
Signalons que même si k = Q, et si f est un homomorphisme induit au niveau des cochaînes 
par une application continue alors l'égalité Acat(f) = biMcat(f) n'est pas nécessairement 
satisfaite, (II-3). 

Dans le paragraphe (1-6) nous établissons l'inégalité Acat(f) 5 cat(f), où cat(f) 
désigne la L.S-catégorie d'une application continue introduite par Berstein et Ganea [B.G]. 

Dans la seconde partie nous étudions systématiquement dans le cadre de la théorie des 
modèles de Sullivan les diverses notions de catégories d'une application. En particulier, 

nous obtenons un "mapping theorem" (II-4) et des résultats sur les groupes de Gottlieb 
relatifs (II-5). 

Le texte s'organise de la manière suivante: 

1- La catégorie d'une application en caractéristique quelconque. 
1- T-modèle d'une application. 
2- Définitions des invariants Acat , Mcat .... 
3- Exemple où lMcat(A) # rMcat(A). 

4- Exemple où ZMcat(A) # biMcat(A) et où rMcat(A) # biMcat(A). 

5- Exemple où bi Mcat( f )  # Acat( f ) .  

6- Quelques cas où biMcat( f )  = Acat( f).  
7- comparaison entre Acat et la LS-catégorie d'une application continue. 

II- Le cas rationnel. 

1- A-modèle d'une application. 
2- Définitions des invariants Acato ,Mcato , eo. 

3- Exemple où Mcato(f) # Acato(f), et quelques cas où on a l'égalité. 
4- "Mapping theorem". 
5- Comparaison entre (Acat( f ) ,  Mcat(f)) et (Acato( f) ,  M a t o (  f ) ) .  

6- Groupes de Gottlieb relatifs. 
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1- La catégorie d'une application en caractéristique quelconque. 

1-T-modèle d'une application. 

Soit k un corps de caractéristique quelconque. Les espaces vectoriels et les algèbres 

considérés sont sur k et nous écrirons simplement g au lieu 8. On suppose que les a.d.g. 
k 

considérées sont cohomologiquement 1-connexes et de type fini. 

(1.1) Rappels. 

1) On appelle extension libre [H.L] une injection i : A -+ A U T ( V )  d'a.d.g. telle que: 
V est la réunion croissante des sous-modules V(i), i 2 O avec 

( ii désigne le coproduit dans la catégorie des a.d.g.) 

Un quasi-isomorphisme est un homomorphisme qui induit un isomorphime en cohomologie 

( il est désigné par - ). 
2) Pour tout homomorphisme f : A -+ B d'a.d.g. Il existe un diagramme commutatif 

où i est une extension libre et S, un quasi-isomorphisme. 

L'injection i : A -+ A U T(V) est appelée le T-modèle de f .  

Si A = k, alors l'algèbre différentielle (T(V), d) est appelée le T-modèle de B. Si en 

outre dV C T?'(V), on dit que (T(V), d) est un T-modèle minimal de B. 

Si f : (T(V) , d) --+ (T(W) '6) est un quasi-isomorphisme entre modèles minimaux, 

alors f est un isomorphisme. 



(1.2) Homotopie [B.L]. 

Soit (T(V), d) le T-modèle d'une a.d.g. (A, d), on définit une a.d.g. libre 

V' et V" sont deux copies de V. Définissons D sur les générateurs de V' et V" comme 
dans T(V), et sur SV de la manière suivante 
notons S : T(V) -i T(V1 $ V" $ SV) l'application de R-modules de degré -1 définie par: 

pour tout v de V et pour tout a, b E T(V) 

Alors D est définie sur SV par la formule: 

D(SV) = v" - v' - Sdv, pour tout su E SV.  

Définition: 

Soient fi, fi : T(V) -+ B deux homomorphismes d'a.d.g. on dit que fi et fr, sont homo- 
topes s'il existe un morphisme d7a.d.g, 

tel que: hi' = fi et hi" = f2 
On note: fi r fi. 

(1.3) Lemme de relèvement: 
Pour tout diagramme commutatif dans k-a.d.g. 

1) Si i est une extension libre et g un quasi-isomorphisme, alors il existe 

tel que ge - h et li = f 

Si de plus g est surjectif alors on peut choisir l! tel que ge = h. 



2) Si i est une extension libre et un quasi-isomorphisme, alors il existe 

tel que gt u h et !i = f .  

Si de plus g est surjectif alors on peut supposer gt = h. 

(1.4) A-bimodules, A-modules à gauche, A-modules à droite. 

Soient A une a.d.g. et M un A-bimodule différentiel (resp. A-module différentiel à 
gauche, A-module différentiel à droite). 

1) On appelle extension libre une injection 

i : M - + M $ ( A @ W @ A )  (resp. i : M - + M $ ( A g W ) , i : M - + M $ ( W @ A ) )  

telle que: W est la réunion croissante des sous-modules W(;) , i 2 O ; avec 

W(o) = O et dW(;) C M @ (A @ W(;-1) @ A),  

(resp. dW(i) C M $ (A @J W(i-i)) , dW(i) C M $ (W(i-1) 8 A)). 

2) Soit f : M -+ N un morphisme de A-bimodules, alors il existe un diagramme 

commutatif 
f 

M -  N 

M $ A @ W @ A  

où i est une extension libre et $ un quasi-isomorphisme. 

3) Lemme de relèvement: Pour tout diagramme commutatif de A-hi~nodules différen- 
tiels 

M 
f 

- N  

i) Si i est une extension libre et g un quasi-isomorphisme, alors il existe 



tel que ge = h et li = f .  
Si de plus g est surjectif alors on peut choisir l avec ge = h. 

ii) Si i est une extension libre et un quasi-isomorphisme, alors il existe 

tel que gl u h et ei = f .  

Si de plus g est surjectif alors on peut de nouveau supposer ge = h. 

On énonce l'analogue pour les A-modules différentiels à gauche, les A-modules diffé- 
rentiels à droite. 



2-Définitions des invariants Acat . biMcat . ..... 

Soient (T(V), d) un T-modèle minimal, B une a.d.g et f : (T(V), d) + B un mor- 

phisme dla.d.g. Alors f induit sur B une structure naturelle de T(V)-module à gauche 
(resp. à droite, de bimodule) différentiel gradué. On note T>n(V) l'idéal différentiel de 
T(V) engendré par les produits des éléments de V de longueur supérieur à n, on note 

encore d la différentielle induite par d sur le quotient T(V)/T>n(V). 

D'après (1.1-2), il existe un quasi-isomorphisme 

tel que le diagramme suivant commute 

P : T(V) -+ T(V)/T'n(V) est la projection canonique. 

(2.1.1) Acat(f) (resp. biMcat(f) , lMcat(f) , rMcat(f) , ek(f))  est le plus petit entier 
naturel n tel qu'il existe un morphisme 

d'algèbres différentielles (resp.T(V)-bimodules différentiels, T(V)-modules différentiels à 
gauche , T(V)-modules différentiels à droite, d'espaces vectoriels gradués différentiels), tel 

que r i  = f .  

(2.1.2) Soient h : (A, d ~ )  -t (B, d s )  un morphisme d'a.d.g. et p : (T(V), d) + (A, dA), un 

modèle minimal de A, on pose : 

(Acat(h) , biMcat(h) , IMcat(h) , rMcat(h) , ek(h)) = 

(Acat(h P),  biMcat(h y ) ,  IMcat(h p) , rMcat(h ek(h 9)). 

En particulier : si h = idA on trouve: 

(Acat(h), biMcat(h), lMcat(h),rMcat(h), ek(h)) = 

(Acat(A), biMcat(A), lMcat(A), rMcat(A), ek(A)). 

Rappelons que [H.L] [NI: 
Acat(A) (respectivement biMcat(A), lMcat(A), rMcat(A), ek(A)) est le plus petit entier 



naturel n tel que le morphisme i de (2.1.0) admette une retraction d'a.d.g. (respective- 

ment T(V)-bimodules différentiels, T(V)-modules différentiels à gauche , T(V)-modules 
différentiels à droite, d'espaces vect,oriels gradués différentiels). 

(2.2) Remarques 
1) Les invariants lie dépendent pas du T-rnodèle libre choisi. 
2) Si h' : A' t A est un quasi-isomorphisme, alors Acat(h) = Acat(hkf). 

3) Si h u h' , où h' : A 4 B est un homomorphisme dla.d.g. alors Aca,t(h) = Acat(hl) 

4) Des définitions il résulte clairement: 

Nous verrons en (1-3, I-4,I-5) que les égalités rie sont pas toutes vraies 
5 )  Pour tout diagramme commutatif à homotopie près dans k-a.d.g.: 

h 
A - B  

où d,$' sont des quasi-isomorphismes, on a: 

(Acat(h), biMcat(h), lMcat(h), rMcat(h), ek(h)) = 

(Acat(hf), biMcat(hf), 1Mcat(h1), rh.fcat(hl), ek(hf)). 

6) ek(f) est le plus grand entier n tel qu'il existe une classe de cohomologie non nulle 
dans H'(T(V)) représentée par un cycle dans T l n ( V )  dont l'image par f * est non niille. 

7) Soit h : C + D un homorphisme dla.d.g. C+ l'idéal d'augmentation de C et (C+)n 
la n-ème puissance de cet idéal, alors on définit nil(h) = in f {n(  h((C+)") = O ]  

Soit f : A 4 B un homomorphisme d'a.d.g, alors nil(f*) 5 ek(f). 

8) Soient f : A -t B et g : B --+ C deux homomorphismes d'a.d.g , alors 

Pour calculer effectivement ces invariants, il faut disposer d'une factorisation 1C, qui 

soit maniable. Remarquons à ce propos que l'homomorphisme d'algèbres graduées 



est une résolution semi-libre au sens de [F.H.Ti] dans la catégorie des T(V)-modules à 
gauche (resp à droite ). 
Pour la suite, nous avons besoin de la construction explicite d'une résolution de 

T(V)/T>n(V) comme T(V)-module à gauche (resp. à droite, de bimodule). 

Soit (T(V), d) un T-modèle minimal. Posons M = s(vBn+') où s : V -+ V est l'opérateur 
de suspension, de degré -1, défini par  SV)^ = Vn+'. 

(2.9) Résolution semi-libre de (T(V)/T>n(V), d) comme T(V)-modu.le différentiel à gau- 

che. 

Considérons l'isoniorphisme de k-espaces vectoriels gradués : 

a : T ( V )  @ M  -+ T'~(v) ; a @ sx -+ (-l)lala @ z , (al = degré dea 

On étend la différentielle d de T(V) à une différentielle 6 sur T(V) 8 (k @ M), en posant 

pour tout a E T(V), et tout sx E M :  

&(a 8 sx) = ( a  - a-'da)(a 8 sz) .  

Alors (T(V)@(k$ M) ,  6) est une résolution semi-libre de (T(V)/T>n(V), d) comme T(V)- 

module différentiel à gauche. 

le morphisme, 

F' : (T(V) @ (k $ M )  '6) -, (T(V)/T'n(V), d) 

défini par: 

est un quasi-isomorphisme. 

(2.4)  Résol~~tion semi-libre de (T(V)/T'n(V-), d) comme T(V)-module difl6rentiel Ù droite. 

Considérons l'isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués : 

On étend la différentielle d de T(V) à une différentielle 6 sur (k @ M) @ T(V), en posant 

pour tout a E T(V), et tout sx E M: 

De même ( ( k  $ M )  8 T ( v ) , ~ )  est une résolution semi-libre de (T(V)/T>n(V), d) comme 
T(V)-module différentiel à droite. 



Le modèle module à gauche possède une structure de module à droite, et on utilise 
cette dernière pour construire le modèle bimodule. 

(2.5) Résolution semi-libre de (T(V)/T'"(V), d) comme T(V)-bimodule différentiel. 

i) Un homomorphisme de T(V)-bimodules différentiels 

h : (T(V) 43 ( k  63 SV) @ T(V), di) -+ (T(V), d) 

est obtenu en posant: 

h(1 @ 1 @ 1) = 1 

h( l  @ su @ 1) = O ;pour tout v E V 

où l'application S : T+(v) -+ T(V) @ SV @ T(V) est définie, pour tout V I ,  ..., v,, E V, par: 

ii) Une structure de T(V)-moduIe à droite sur T(V) @ ( k  $ Ad) est donnée par.: 

(a @ l)#al = a.af @ 1 

(a Qi sz)#af = a.a-l(z @ a'). 

avec a E T(V), a' E T(V),  sx E M. 
Alors 

a) (T(V) @ (k $ M)) @ (T(V) @ (k 63 SV) @ T(V)) = 
T ( V )  

(T(V) @ (k 63 SV @ M $ M Qi S V )  8 T(V)), D )  
b) F @ h est une résolution semi-libre de T(V)/T>n(V) comme T(V)-bimodule 

T( VI ~, 

différentiel. 



c) D vérifie les relations: 

D ( 1 @  S X  @ SV @ 1 )  = x @ SV €3 1 

- a-lda(l@ s x )  8 SV 8 1 

+ ( - l ) ISZI ( l  @3 s z ) # v  €3 1 

+ ( - l ) I S Z l ( l  @3 sz) 8 1 @3 v 

+ (-1)l"l ~ ( - l ) " ~ j ( ( l @  s x ) # ~ ; d v )  @ svj  @ ( s j ( d v ) ) .  
i,j 

4 
avec: v E V , s x  M , sv E S V ,  v j  désigne une base homogène de V, et S j ,  S; sont les 

endomorphismes de T ( V )  définis par: 

Ces résolution canoniques ont été construites dans [F.H.L.T] et [NI respectivement et on 
les rappelle pour la commodité du lecteur. 

Du lemme de relèvement [A.H], on déduit: 

(2.6) Proposition: Avec les notations précédentes, 

a)  l M c a t ( f )  5 n si et seulement s'il existe u n  morphisme 

de T(V) -modules  diflérentiels à gauche tel que ri = f .  

b )  r M c a t ( f )  5 n si  et seulement s'il existe u n  morphisme 

de T(V) -modules  diflérentiels à droite tel que Fi = f .  

c) b i M c a t ( f )  5 n si et seulement s'il existe un morphisme 

de T(V)-bimodules différentiels tel que Ri = f .  



Alors le résultat de Ndombol [NI se généralise en: 

(2.7) Proposition: 

a )  l M c a t ( f )  5 n si et seulement s'il existe u n  morphisme 

r : T ( V ) @ ( k $ M ) - +  B 

de T(V) -modules  différentiels à gauche tel que r ( 1  @ 1 )  = 1 .  

b) r M c a t ( f )  5 n si  et seulement s'il existe u n  morphisme 

T : ( ~ $ M ) @ T ( V ) + B  

de T(V) -modules  différentiels à droite tel que T ( l  @ 1 )  = 1. 

c )  b i M c a t ( f )  5 n si et seulement s'il existe u n  morphisme 

R : T ( V ) @ ( k $ M $ s V $ M @ s V ) @ T ( V ) - +  B 

de T(V)-bimodules  différentiels tel que R(l @ 1 @ 1 )  = 1 et R(l @ su @ 1) = 0. 



(9.1) Nous construisons un T-modèle minimal A = (T(V), d) dont la cohomologie est 
une algèbre graduée commutative. L'espace vectoriel V est muni d'une nouvelle graduation 

V = $ Y,) telle que pour n > 2 on a: 
n21 

où Y,,) = Y,) @ Y,) 0 ... @ Yj) et [y1), T(Y<,))] - désigne le sous espace vectoriel de T(V) 
engendré par des éléments de la forme 

vx - (-l)IVIIzlxv; avec v E Y I ) ,  x E T(Y<.)) et dx = O .  

On pose: 

Yi) l'espace vectoriel engendré par deux éléments a et a': 

la1 = 2 = ] a l J ,  da = O = da'. 

y2) l'espace vectoriel engendré par deux éléments b et bl,  

est une section de la restriction à T23(V(1) $Y2))@(T/(1)~~2))$T2(y2))$[y1), T(ylz))] 

de la projection 

P : T(Y1) 63 y2))  n Kerd -+ H(T(Y1) @ Yz))). 



est une section de la restriction à 

~ 2 ~ ( y ~ ~ - ~ ) )  @ ( y l )  63 (y2) @ ... @ yn-1))) @ T2(q2) @ @ qn-1)) @ [ ~ l ) > ~ ( y < n - l ) ) l  

de la projection 

p : T(y<,-l)) - n Kerd + H(T(y<n-i)),- 

(3.2) H(T(V)) est commutative, en &et si [XI, [y] E H(T(V)) alors par construction 

xy - ( - l ) ~ z ~ ~ ~ ~ y x  

est un bord 

(3.3) Montrons que lMcat(T(V)) = 2. 

On a ZMcat(T(V) 2 2 car d(a) = O et a2 n'est pas un bord. Reste à montrer que 

lMcat(T(V)) 5 2. 
D'après la proposition (2.7), il suffit de construire un homomorphisme 

r : (T(V) 63 (k @ M), 6) 4 (T(V), d) 

de T(V)-modules différentiels à gauche tel que r(1 63 1) = 1 , avec M = sVB3. On note 
(il,iz,i3) le tridegré d'un élément s(x1 63 x2 8 23) E s (q i i )  @ yiz) 63 q i a ) )  C M et on 
ordonne les triplets par l'ordre lexicographique inverse. La différentielle , 6 , baisse le 
tridegré des éléments de k 63 M. 
Construisons r ,  par récurrence sur le tridegré. 
Soit (2, y,z) de tridegré (1,1,1) alors x, y,z E et par conséquent dx = dy = dz = 0. 

D'autre part, la définition de 6 montre que: 

Par construction de d, il existe u E T(V) tel que: 



On pose r(1 €4 s(x1 €4 x2 €4 13)) = v. 

Remarquons que v 4 yl) car v # O et ( V I  = 5. 

Supposons avoir construit r en tridegré (il, i2, i3) < (p, q ,  t )  tel que: 

rS = dr, 

et considérons (xp, xq, xt)  de tridegré (p, q, t), alors 

Posons: d(xp.xq.xt) = Ci y: @ y:) où Y:) est un mot de longueur 3 et y: est un mot de 
longueur2 1. Comme r est T(V)-linéaire à gauche, nous obtenons: 

rS( (18  s(xp €4 xq €4 xt)) = xp.xq.xt - r ( a - l ( E  y: 8 y:')) 

Or, d'après l'hypothèse de récurrence, dr6(1€4 s(xp 63 xq €4 xt)) = 0. 
Pour des raisons de degré, r(1 €4 sy:') 4 YI), par suite 

Alors, par construction de (T(V), d) il existe v E $ T>2(V)) tel que: 

On pose: r(1 €4 s(xp @ xq €4 xt)) = V. 
D'où l'existence de r .  

(9.4) Vérifions que rMcat(T(V)) > 2. 

Supposons que rMcat(T(V)) 5 2. D'après la proposition (2.3), il existe un homomor- 

phisme 

T : ( I C  $ M) @ T(V) + T(V) 

de T(V)-modules différentiels à droite avec, 



Calculons T(s(a @ a @ a )  @ 1) ;  

D'où T(s(a @ a @ a) @ 1 )  = v avec v E v3) ,  du = a3 
Maintenant calculons ~z(s(a @ a @ b) @ 1): 

qui ne peut pas être un bord. D'où la contradiction. 



(4.1) Nous construisons un T-modèle minimal A = (T(V), d) tel que : 

V = $ Y;), dT/(l) = O et dyi) c T?~(T/(<;)) pour i 2 2. 
i > l  

Plus précisement, posons: 

YI) = ka $ ka' et y2> = s(T3(T/(1))) 

avec la/ = 2 = la'[, da = O = da', si v E Yz) alors v = s-'(w), w E T3(Yi)) ,  on pose: 

du = w 

d : Y3) -+ TZ3(y1) @ y 2 ) )  est une section de la restriction à T23(V(i) $ y z ) )  de la 
projection 

P : T(Y1) @ Y2)) n Kerd -+ H(T(T/(I) CE yz))).  

Yi) = s { [x]  E H+(T(Y<~-I))) 1 x E Ti3(y5i-1))). 

d : Yi) -t s ~ ~ ( Y ~ ~ - ~ ) )  est une section de la restriction à T > - ~ ( V ( < ~ - ~ ) )  de la ~rojection - 

(4.2) Montrons que hiiMcat(T(V)) > 2. 

Sinon, d'après la proposition (2.7), il existe un homomorphisrne, 

de T(V)-bimodules différentiels tel que R(1@ 1 @ 1) = 1 et R(1@ sv @ 1) = O. 

Alors, 
RD(1@ s(a  @ a @ a)) = R(a @ a 8 a )  

= a3. 



D'où par construction, R ( l  @ s(a @ a  18 a ) )  = b  avec b  E V p )  et db = a3. 

R D ( l @  s(a @ a  @ a' ) )  = ~ ( a ~ a '  @ 1  @ 1)  

= a2a'. 

et R(l @ s(a @ a  @ a'))  = b' avec b' E q2) et db' = a2a'. Par suite, 

R D ( 1 @  s(a @ a  @ a )  @ sa' @ 1 )  = ~ ( a ~  @ sa' @ 1  - a  @ s(a @ a  @ a')  @ 1  

+ 1 8  s ( a @ a  @ a )  @ a' )  

= -abf + bu'. 

Or ce dernier élément ne peut pas être un bord car dV c T ~ ~ ( v ) .  D'où une contradiction. 

(4.3) Montrons que l M c a t ( T ( V ) ,  d) = 2. 

Comme 2 = n i l ( H ( T ( V ) )  < l M c a t ( T ( V ) ) ,  reste à montrer que l M c a t ( T ( V ) ,  d) 5 2. 

Soit hl = s ( v m 3 ) ,  on va construire par récurrence un homomorphisme 

de T(V)-modules différentiels à gauche tel que r ( l  @ 1)  = 1. 
Posons: s(x1 @ 5 2  @ 5 3 )  E M est de tridegré ( i l ,  i 2 ,  i 3 )  si xj E ); j = 1,2,3.  
On note M<(p ,g , t )  l'espace vectoriel engendre par les élements de tridegré < ( p ,  q, t ) .  
Soit s (x l  @ x2 @ 5 3 )  E M de tridegré (1 ,1 ,1 )  alors xi E Y i ) ,  ds i  = O.  Alors, 

Par construction, il existe y E y2) tel que: 

On pose: 

r(1  @ s(x1 @ 2 2  @ 5 3 ) )  = y. 

Supposons avoir construit r pour tout générateur s(x l@x2@x3)  de Ad de  tridegré < (p' q, t ) ,  
et tel que dr = rD.  

Soit maintenant s (xp  @ xg  @ x t )  E M de tridegré (p, q,  t ) .  

rD(1  @ s (xp  @ xq @ x t ) )  = ~ ( ~ ~ . x ~ . x t  @ 1  - a-ld(5p @ X q  @ ~ t ) )  

1 = xp.xq.xt - r ( a -  d(xp @ ~g @ x t ) )  



Puisque d ( V )  c TZ3(V) ,  alors d(xp.xe.xt) = Ci yf 8 y; avec y:' est un mot de longueur 3 
et y: est un mot de longueur2 2. Alors 

rD((1 €3 s(xp C3 x q  €3 x t ) )  = xp.xq.xt - r ( a - l ( X  Y: @ Y ; ) )  
a 

= xp.xq.xt - ('j-'(-1)1~:1~:.r(l €3 syl')). 
i 

D'où r D ( 1 8  s(xp €3 xq @J xt))  E T ~ ~ ( v ) .  
Comme D ( l  €3 s(xp @ x q  @ x i ) )  E T ( V )  €3 ( k  $ M<(p,q, t ) ) ,  d'après l'hypothèse de récurrence 
on a: 

d ( r D ( 1 8  s(xp @J xq €3 xt ) )  = 0.  

D'où par construction, il existe y E V tel que: 

On pose: r(1 8 s(xp @ x q  @ 2 , ) )  = y, d'où l'existence de r .  

Conclusion: lMcat (T(V) ,  d)  = 2.  

De même, on trouve rMcat(T(V),  d)  = 2. 



Soient (T(V), d) un modèle libre minimal, et n un entier arbitraire. Considérons une 

factorisation de la projection p : (T(V), d) --+ (T(V)/T>"(V), d). 

Soient U un espace vectoriel isomorphe à T+(W), y : U 5 T+(W) un isomorphisme 

d'espaces vectoriels, et p : T+(W) + U l'inverse de y . 
On définit une différentielle 6 sur T(V) ii T(U), en posant: 

S(v) = d(v) si V E V ,  

6(u) = (id ii P)dy(u) s i  u E U, 

alors 6 est une dérivation, en effet: 

Remarque: 6(U) appartient au sous espace vectoriel T(V) ( k  @ U) de T(V) ii T(W). 

(5.1) Lemme: Soit l'inclusion j  : (T(V), d) + (T(V) U T(U), 6 ) .  Alors 

biMcat(j)  5 n. 

Preuve. Soit l'inclusion 

r = id U B. Clairement, r est un homomorphisme de T(V)-bimodules différentiels. On a 

donc le diagramme commutatif ci-dessous: 



et par définition biMcat(j)  5 n.. 

Considérons le cas particulier suivant: n = 1, T ( V )  = T ( a )  avec la1 = 2. 

(5.2) Lemme: Soit j  comme dans le Iemme.1, alors: 

i) biMcat(j)  = 1. 

i i )Acat( j )  2 2. 

Preuve. Un simple calcul nous donne, 
T ( a )  U T ( W )  = T ( a )  U T(w3,  w4, w5) U T ( W 1 ) >  avec (w;I = i  et lw'l > 5 si w' E W ' .  

i 
Dw3 = a* 

Dw4 = a.w3 - w3.a 

Dtug = w3 .wg - a.wq - w4 .a 

i) Montrons que biMcat(j)  = 1. 

biMcat( j )  # O car j* : H ( T ( a ) ,  d )  -+ H ( T ( a )  U T ( U ) ,  6 )  est non nulle. D'après le lemme 

(5.1), b iMcat( j )  = 1. 

ii) Montrons que Acat( j )  2 2. 

Supposons que Acat( j )  < 1, par définition, il existe un morphisme 

d'a.d.g tel que ei = j  d'où l ( a )  = a. 
Et pour des raisons de degré on a: 

4 ~ 3 )  = P(w3) 

l (w4)  = P(w4) + Xa2 , X E k 

~ ( w s )  E T ( V )  u ( k  u:, 
mais, 

se(ws) = ~ D ( W S )  

= !(w3 @ w3 - a €3 w4 - t ~ 4  8 a )  
3 = p(w3).P(w3) - a.P(w4) - P(w4).a - 2Xa . 

qui ne peut pas être un bord car 

6 ( T ( a )  U (k $ U ) )  C ( T ( a )  U ( k  $ U )  et lu1 2 6 si u E T ? ~ ( U ) .  

D'où la contradiction.. 



6-Quelciues cas où Acat( f )  = biMcat( f ) .  

O n  rappelle [El qu'une a.d.g. (A ,  d )  est dite k-formelle si ( A ,  d )  et H * ( A ,  d )  ont même 
T-modèles minimaux. 

(6.1) Définition: Un homomo~phisme f : ( A ,  d )  -+ ( B ,  d )  d'a.d.g. est k-formalisable, si f 
et f*  : H t ( A , d )  -+ .H*(B,d) ont même modèles minimaux, c.à.d s'il existe un diagramme 
commutatif dans k-a.d.g. 

QA +A 

( H * ( A ) ,  0) t-- - ( T ( V ) ,  d )  - - ( A ,  d ~ )  

f*l - jl - I f  
( H * ( B ) ,  O )  +-- ( T ( V )  U T ( U ) ,  d ')  ---+ ( B ,  d s )  

ag +B 

où a A ,  d ~ ,  a g ,  d B  induisent des isomo~phismes en cohomologie. 

(6.2) Remarque: Si f est k-formalisable, nécessairement A (resp. B )  sont des a.d.g 
formelles. 

(6.3)  Proposition: Soit f : A + B un homomorphisme d7a.d.g. Si f est k-form.alisable 

alors 
n i l ( f * )  = e k ( f )  = b i M c a t ( f )  = l M c a t ( f )  = r M c a t ( f )  = A c a t ( f )  

Preuve. O n  sait que 

nil( f * )  < ek( f )  < sup ( lMca t ( f ) ,  rMcat (  f ) )  < b i M c a t ( f )  < A c a t ( f ) ,  

reste donc à montrer que nil( f *) > Acat( f ) .  
Puisque f est k-formalisable, il existe un diagramme commutatif dans k- a.d.g: 

a  A + A  

( H X ( A ) , O )  - - ( T ( V ) , d )  - - ( A , ~ A )  

f*l - j l  - If 
(H*(B) ,  0 )  - ( T ( V )  T ( U ) ,  d ')  - ( B ,  d s )  

QB + B  

où  a A ,  d ~ ,  a B ,  4~ induisent des isomorphismes e n  cohomologie. 
~ u p p o s o n s  que ni l(  f *) = n ,  alors f *aA se factorise à travers T ( V ) / T > n ( V ) ,  

f ' a ~  
T ( V )  - H * ( B )  

'h T h  

T ( V > I T ' " ( V )  



Considèrons un modèle de p, 

d'où un diagramme commutatif 

D'après le lemme de relèvement, il existe 

tel que: ei = j ,  et d'après la remarque (1-2.2), Acat(f) 5 n.. 

(6.4) Proposition Soit f : (T(V),d) -+ ( B , ~ B )  un homomorphisme d'a.d.g. Si la 
différentielle de T(V) est quadratique, et f * : H*(T(V), d) -+ H * ( B ,  dB) est injectif alors 

Remarque. Si f * est injectif et e( f )  5 n alors l'homomorphisme 

est injectif. 

Preuve. Supposons que ek(f) = n. 
Nous construisons un modèle i : (T(V) , d) -+ (T(V) U T(W) , D) de la projection 

tel que: W = $ Wi, DW c T(V) UT+(W). 
i22 

On procède par récurrence, Soient [ailier une base de coker(H2(p)) et W2 est l'espace 
vectoriel ayant pour base (wi)iEr. 

On pose: Dwi = O ; $wi = a, 



Supposons avoir construit 

vérifiant: 

1)  Wm est engendré par des éléments de degré i, avec 2 < i  < m. 

2) HP(4,) est un isomorphisme si p 5 m, et injectif si p = m. 

3) D(Wm)  C T ( V )  U T+(Wm-1). 
4 )  $ ( W m )  C T n ( V ) .  

Soient [ai]iE1 une base de coker(Hm+'($,)) et [ b j l j E ~  une base de K~T(H,+~($ , ) ) ;  
Wm+' est l'espace vectoriel ayant pour base ( W : ) ; ~ I  et ( w Y ) ~ ~  J ,  tous en degré (rn+l). 
On pose: 

W m + i = W m $ ~ m + ' ;  D w : = O ;  D w l ! = b .  3 3 

$m+ï = d'm SUI' Wm ; $m+l(w:) = ai ; $m+l(wI1) = O. 

On a: 

(*) ai E T n ( V ) ,  sinon ai est un cycle qui n'est pas un bord dans T ( V  $ W,), car d est 
quadratique et D ( W m )  c T ( V )  U T+(Wm-1). 

(**) bi E T ( V )  U T + ( W m ) ,  et par conséquent $(b j )  = 0. 
démonstration du (**): soit bi E ( T ( V )  U T ( W , ) ) ~ + ~  tel que: $,(bj) =du1  et Dbi = 0. 
Alors bj = v  + w  avec v  E ( T ( V ) ) m + 2  et w  E ( T ( V )  U T+(Wm))m+2.  
D'après l'hypothèse de récurrence Dv = O = Dw et $,(v) = O = $,(w) car w  = xrwi 
avec Z I  E ( T ( V )  T(W,))+; wi E Wm. Puisque p* est injective alors v  est un bord. D'où 

on peut choisir bj = W .  

Soit e : ( T ( V )  U T ( W )  , D )  -t ( B ,  d B )  l'homomorphisme d'a.d.g.défini par: 

on a: ei = f  , d'où Acat ( f )  5 n.. 

(6.5) Proposition: Soit f : ( T ( V )  , d )  --+ ( T ( V )  , d )  un homomorphisme d'a.d.g. 

Si f f = f  alors b i M c a t ( f ) = A c a t ( f ) .  

Preuve. Considérons un T-modèle minimal i : T ( V )  -+ T ( V )  U T ( W )  de la projection 

T ( V )  -5 T ( v ) / T > ~ ( v ) .  



Supposons que biMcat(f) = n, alors il existe un homomorphisme 

r : T(V $ W), D) + (T(V), d )  

de T(V)-bimodules différentiels, tel que 

Posons: R = f r ,  on remarque que: f R = R. 
Nous construisons: 

i) une application k-linéaire 4 de degré zéro 

ii) un morphisme d'algèbre 

iii) une application k-linéaire: 

6 se prolonge de la manière suivante: 

Soit x = xi ... xq avec xi E V $ w<(P'Y) , si xt est le premier facteur de x qui est dans 

~ ' ( ~ 9 4 ) .  on pose: 

O(.) = f(x1 ... æt-i)O(xt).e(lt+l ... xq) , 

tel que: D$(x) = eD(x) - 6'D(x) pour tout x E W 
Remarques. 

1)Re = e. 

2)RO = O sur T(V $ w<(P?~) ) .  

3)kD = d l .  
4)OD = de. 

Et on procède comme dans le cas absolu où f = idA [NI.. 



7-Comparaison entre Acat  et la L.S-catégorie d'une application continue. 

(7.1) Soient f : S -+ T une application continue entre CW-complexes simplement connexes 

et Pn : E,(T) -+ T la n-ième fibration de Ganea de T [G]. Rappelons que [B,G]: 

si les énoncés équivalents suivants sont satisfaits: 

i) S peut être recouvert par (m+l)-ouverts Ui tels que la restriction de f à chaque 

ouvert Ui soit homotopiquement trivial. 

ii) L'application f se factorise à travers Pn en f ;  : S -t En(T) 

(7.2) Proposition [F.H.Tp]: Soit  F la f ibre  homotopique de l'application f : S -t T entre 

CW-complexes  s implement  connexes. Si c a t ( f )  5 m alors i l  existe u n e  application 

RT- équivariante. 

( (RT)*m désigne le joint de RT itéré m-fois) 

(7.3) Soit f : X -+ Y une application continue entre CW-complexes simplement connexes 
dont les cohoniologies singulières sont de type finies. Par définition un T-modèle minimal 
- 
f de f est le T-modèle minimal de C*(f) : C'*(Y; k) -t C * ( X ;  k). On pose alors: 

(7.4) Théorème: Soit f : X -+ Y u n e  application continue entre espaces topologiques 

s implement  connexes, alors 

A c a t ( f )  5 c a t ( f ) .  



Preuve. Supposons que cat(f) = m, alors X peut être recouvert par (m+l)-ouverts Ui 
tels que la restriction de f à chaque ouvert Ui soit homotopiquement trivial. Donc pour 

chaque i il existe une homotopie 
h; :u i+yr ,  

telle que: eo O hi = f et el O h = *. 1"; 
YI est l'espace des applications continues de I = [O, 11 dans Y et eo , el sont les évaluations 

au point 0, respectivement au point 1. 

Notons C*** le double complexe des cochaînes singulières de X avec le système de 

coefficients déterminé par les cochaînes sur le recouvrement (Ui)osil,, c.à.d 

où Np est l'ensemble des (p+l)-uples (io, ..., i,) tels que 

Soit le quasi-isomorphisme, 17 : C*(X) -+ C*l*, défini par 

Considérons un T-modèle de C*(Y) 

et un T-modèle de l'application (C*(eo)@, C'*(el)@) : T U T -+ C'*(Y') 

Soit le diagramme commutatif suivant 

* h 
T U T U  T ( Z )  - C'*(Y') 

'P 
nC*(Ui) 



io , i l  sont des inclusions, q la projection. et h = (C'(hi)). 
Puisque el O hi = * alors h O C'*(el) se factorise à travers nCs(point): hC*(el) = Ba. 

a 

D'après le lemme (1.3), il existe un homomorphisme 

tel que: qS, = hp et $io = vC*(f)@. 

Soient, r : nC*(pt) --+ n K  la projection et s : n K  -+ nC*(pt) l'inclusion. On a r et s sont 
a a a t 

des quasi-isomorphismes et rs  = idnK. 

Soit le diagramme 
(crO,sraO) 

T U T  ---4 flC*(pt) 
a 

où cp' : T U TU T(W) 2 T est un T-modèle de (idT,  id^). 
Puisque r est un quasi-isomorphisme surjectif, d'après le lemme (1.3), il existe un homo- 
morphisme d7a.d.g. 

k : T u  T U  T(W) -. nC*(pt) 
I 

avec k(ih, ii) = (<y@, srce@) et rk = r<y@pl. 

On applique le lemme (1.3) au diagramme commutatif suivant 

on obtient un homomorphisme d'a.d.g. 

tel que: q9 = Bk et Bi; = $il. 

Puisque = O et Bil(T+) C CS1*, alors Bil se factorise à travers T(V)/T'm(V). 

Donc 

Acat(f) = Acat(Bi1) < n 

(car Bil = vC*(f)@ et 77 est un quasi-isomorphisme) H 



(7.5) Proposition: Soit  f  : X -4 Y u n e  application continue. Si H * ( f )  est  injective et  T 
est k-coformel,  alors 

b iMca t ( f )  = A c a t ( f ) .  

Preuve. Par définition, un espace est coformel s'il admet un T-modèle à différentielle 
quadratique. La proposition résulte alors de (6.4). H 



II- Le cas rationnel. 

Soit f : X 4 Y une application continue entre CW-complexes 1-connexes de type 
fini. Lorsque k = Q, la théorie du modèle de Sullivan, nous fournit des modèles commu- 

tatifs. On peut alors définir les invariants [FI Acato(f), Mcato(f) et eo(f) à l'aide de ces 
modèles. Dans ce chapitre nous comparons ces notions et celles définies précédemment, 
nous généralisons le "mapping theorem" et dans le dernier paragraphe nous étudions les 
groupes de Gottlieb relatifs. 

Tous les espaces considérés dans ce chapitre sont supposés connexes par arcs et du type 
d'homotopie faible d'un CW-complexe de type fini. 

1- A-modèle d'une ap~ l i ca t i on .  

(1.1) Dans toute la suite, on considère des Q-algèbres graduées différentielles de type fini, 

1-connexes (HO(A) u Q , H1(A) = O), en abrégé a.d.g.c. 
Un homomorphisme d7a.d.g.c. f : (A, d) -+ (A', dl) est un homomorphisme d'algèbres 
graduées, compatible aux différentielles. 

Une augmentation de (A, d) est un homomorphisme d'a.d.g.c. 

Ici nos a.d.g.c. sont canoniquement augmentées. 
Etant donné un espace vectoriel gradué V = $ VP; on notera AV l'algèbre commutative 

~ 2 0  
graduée libre suivante: 

où S($VZp) est l'algèbre symétrique engendrée par les éléments de degrés pairs de V, et 
D 

E($VZp+') est l'algèbre extérieure engendrée par les éléments de degrés impairs. 
w 

On désigne par AnV le sous-espace vectoriel de AV engendré par les produits des éléments 

de V de longueur n. On pose A ~ ~ V  = $ A' V 
i>n  

(1.2) Une I<S-extension [Hl est une suite d7homomorphismes d'a.d.g.c 

O 
(B, d) A (B 8 AV, dl) + (AV, dl) 

30 



satisfaisant les propriétés suivantes: 

1 )  i (b)  = b @ 1; pour b E B , l = E @ i d A X ;  où E désigne l'augmentation de B .  

2 )  Il existe un ensemble bien ordonné I tel que V = @ V a ,  (les éléments de V, sont 
a F I  

homogènes). 

3) d'(Va) c B @ A( CB Vp)  ; 6. E I. 
P<n 

Une  KS-extension est dite minimale s'il existe une base telle que: a < ,B ==+ lx,l < l xP/  

(1x1 désigne le degré de x ) .  

Si B = Q, une algèbre ( A X ,  d )  vérifiant 2 )  et 3) est appelée u n  KS-complexe. 

Une homotopie (rel B )  entre homomorphismes d'a.d.g.c. fo ,  fi : ( B  @ AV, d )  -r ( A ,  d )  

tels que fo 1 = fi  1 , est u n  homomorphisme d'a.d.g.c. h : ( B  @ AV, d )  -t ( A ,  d )  @ ~ ( t ,  d l )  
B B 

tel que: 

l o f  = f o l  . e l f  = f i ,  

où  Itl = O et lo et el sont des augmentations : A(t ,  d t )  + Q;  Po(t) = O ,  & ( t )  = 1. 

O n  écrit fo = fi (rel B ) ,  si B = Q o n  écrit fo = fi. 

(1.3) Lemme de relèvement [Hl: 
Etant donné u n  diagramme dla.d.g.c commutatif 

( B  @ AV, d )  - (A ,  d )  
9 

où ( B ,  d )  -+ ( B  @ AV, d )  est une KS-extension et h u n  quasi-isomorphisme, alors il existe 

un homomorphisme d'a.d.9.c. 

tel que 6j = f et h6 = g .  
De plus, si h est surjectif, on peut choisir 6 tel que ho = g. 

(1.4) Existence et unicité du modèle minimal d'un homomorphisme dJa.d.g.c. [Hl. 

Soit f : ( B ,  d )  -t ( A ,  d )  u n  homomorphisme dla.d.g.c, alors il existe une KS-extension 

minimale, unique à isomorphisme près, 

e 
( B ,  d )  = ( B  @ AV, d') -+ (AY d')  



et un homomorphisme d7a.d.g.c. S, : (B @ AV, d) -+ (A, d) tel que 
i) Si= f.  
ii) S, est un quasi-isomorphisme. - 
Si B = Q on appelle S, : AV 4 A le modèle minimal de A. 

Etant donné un homomorphisme d7a.d.g.c. f : A + B,  on appelle modèle minimal de 
f la KS-extension minimale 

j : (AV, d) -+ (AV @ AW, d) 

telle qu'il existe un diagramme commutatif 

(AV 63 AW, d) - (A, d )  
4 

- 
où S> : (AV, d) -+ ( A ,  d) est un modèle minimal de A et 4 est un quasi-isomorphisme. 

Soit (AV, d) un modèle de 1'a.d.g.c. A, on note 

où &(d) est la différentielle induite par la projection p : A'V -+ A+V/ A?' V. 

(1.5) Soit $ : ( A Z , ~ )  -+ ( A , ~ A )  un modèle minimal de A. Considérons un KS-modèle 

minimal de la projection p : (A(Z), d) -+ (A(Z)/ A'" Z, d): 

Par définition [F.H], cato(A) (resp.Mcato(A), eo(A)) 5 n s'il existe un homomorphisme 
d'a.d.g.c (resp. de (AZ, d)-modules différentiels, d7e.v.g. différentiels) 

tel que: Ci = idAz. 



(1.6) Rappelons que Sullivan a défini un foncteur contravaxiant APL de la catégorie des 
espaces topologiques dans celle des Q-algèbres différentielles graduées commutatives. Le 

foncteur Apt induit une équivalence entre la catégorie homotopique des espaces rationnels 
1-connexes de type fini et celle des modèles minimaux 1-connexes de type fini. 

En particulier, si X est un espace topologique 1-connexe de type fini, alors 

H*(X , Q) désigne la cohomologie singulière rationnelle, et si 

est un modèle minimal de A p ~ ( X )  alors 

(1.7) Soit X un CW-complexe 1-connexe de type fini, on pose 



2-Définitions des invariants Acatn( f )  . Mcatn( f )  .en( f). 

Soient f : (A, d ~ )  -+ (B, dg) un homomorphisme d7a.d.g.c. et 4 : (AZ, d) -t (A, dA) 
un modèle minimal de A. 

Considérons un KS-modèle minimal de la projection p : (A(Z), d) + (A(Z)/ A'" 2 ,  d), 

(2.1) Nous appellerons ~ c a t o ( f )  (resp. Mcato(f), eo (f )) le plus petit des entiers n pour 

lesquels il existe un homomorphisme d'a.d.g.c. (resp. de (AZ, d)-modules différentiels, 

d'e.v.g. différentiels) 
e : (AZ g AT, D )  --+ ( ~ , d ~ )  

rendant commutatif le diagramme suivant: 

- 
(AZ/ A>* Z, d) - (AZ 8 AT, D) 

Q 

- 
En particulier: si f = idA alors 

(2.2) Soit f : X --+ Y une application continue entre CW-complexes l-connexes de type 

fini. Notons f : ( A , ~ A )  -+ (B, d ~ )  un KS-modèle de A p ~ ( f ) .  Du théorème d'unicité des 
KS-modèles [Hl, il résulte immédiatement que les entiers ~ c a t ~  (f), ~ c a t o ( f )  et eo (f) sont 

indépendants du KS-modèle f choisi, on pose: 

(2.3) Théorème[F;lO,G]: Soit f : X -+ Y une application continue. Si f~ est une 

Q-localisation de f alors Acato(f) = cat(fQ). 



(2.4) Remarques. 
i) Soit f : A -+ B un homomorphisme dla.d.g. Alors 

ii ) 
Acato ( f  O g )  5 m i n ( A c a t o ( f ) ,  Aca to (g ) ) ,  

M c a t o ( f  O 7)  5 m i n ( ~ c a t o ( f  ), M c a t o ( 3 ) )  

où y : D -+ C est un homomorphisme d'a.d.g.c. 

iii) Si on a un diagramme commutatif 

- 
f 

A - B  

alors ( A c a t o ( f ) ,  M c a t o ( f ) )  = (Acato(-S1),  ~ c a t o ( f  '1). 

iv) e ( f )  est le plus grand entier n tel qu'il existe une classe de cohoinologie non nulle dans 

H * ( A ( X )  d )  représentée par un cycle dans A > ~ ( V )  dont l'image par f*  est non nulle. 

les exemples ci-dessous montrent que les deux premières inégalités peuvent être strictes. 

avec 
2 du4 = du6 = 0 ; dv7 = u4 ; du9 = u4u6 ; dull = u6 . 

On a: n i l ( i d f i )  = 2 , e o ( i d A )  = 3. 

Théorème [F.H.T3]: A l'exception des seuls espaces S P  , S p  x S q  ( p , q  impairs ) et des 

espaces dont  la cohomologie rationnelle est isomorphe à Q[a]/a3 tout  espace satisfaisant 

aux conditions suivantes: 



i) e ( S )  5 2; 
i i )  L'algèbre de Lie r , ( Q ( S ) )  @ Q est abélienne, 

vérifie aussi: 
dim.x,(S) @ Q = cm. 

Dans ce cas, e ( S )  = 2 et Mcato(S)  = cato(S)  = cm. 

Par contre, d'après Hess /He], si f = idA alors M c a t o ( A )  = cato(A).  Dans la section 
suivante nous montrons que le résultat de K. Hess n'est paq vrai en général pour les 
applications. 



3- Exemple où Mcat" ( f ' )  f Acatn(f) .  et quelques cas où on a l9ée;alité. 

(3.1) Un exemple où Mcato( f )  # Acato(f)  [Il. 

Soient ( A ( I I ~ ,  u s ) ,  d )  un  modèle minimal de êp2 et 

u n  KS-modèle de la projection p : A ( V )  -+ A(V) /  A" ( V ) .  

Posons 

D d et D ( W )  c A ( V )  @ (Q $ W ) .  
IV = 

O n  pose: 
D ( v )  = d(v)  si v E V 

Soit l'inclusion j : ( A ( V ) ,  d )  -t ( A ( V )  @ A ( W ) ,  D ) ,  o 

Alors 
M c a t o ( j )  = 1 , Acato(j) = 2. 

- - 
(3.2) Proposition: Soit f : (AV,  d )  -+ (AIT, d)  un hornom,orphisrne d'a.d.g.c. Si f o f = f 
alors ~ c a t ~ ( f )  = Acato( f ) .  

Preuve. Supposons que M c a t o ( f )  = n alors il existe un  ~norphisme 

de A(X)-module. On  pose R = f r ,  et on procède comme dans le cas absolii f = id [He].. 

i P 
(3.3) Proposition: Soit F -+ E -i B une jibration rationnelle. Si j *  : H * ( E )  -+ H * ( F )  

est surjective alors Mcato(p) = cato(B) = Acato(p). 

Preuve. Ceci résulte de la proposition suivante. . 
e 

(3.37 Proposition: Soit ( A ( X ) , ~ )  ( A ( K )  8 A(Y) ,  d )  + ( A ( Y ) , ~ )  une KS-extension. 

Si l* : H * ( A ( X )  @ / \ (Y ) )  -+ H * ( A ( Y ) )  est surjective, alors 



Preuve. Soient yp une base homogène de H(AY) et ep des cycles de AX @ AY tel que 
e(ep) représente yp. L'homomorphisme de AX-modules différentiels 

défini par: ~ ( x )  = x ; ~ ( y p )  = ep est un quasi-isomorphisme (la suite spectrale de Serre 

dégénère au terme Ez) .  D'où il existe un morphisme de AX-module différentiel 

tel que V< = id. 

Soient a E H(AY) (oc # O) et q : H(AY) + Q une application linéaire tel que q(a) = 1. 

Posons: h = (id @ q)< : (AX @ AY, d) -t (AX, d), on a h(x) = x. 

Il suffit de montrer que Mcato(i) = Mcato(AX). En effet, en utilisant le résultat de K. 
Hess [He] on obtient la suite de relations: 

Supposons que Mcato(i) = n alors il existe un morphisme de AX-module 

tel que le diagramme suivant commute 

on pose r' = hr alors r ' j  = hr j  = hi = idA% D'où Mcato(AX) 5 n.. 

Soit f : (A, d ~ )  -+ (B, dg) un homomorphisme d'a.d.g.c. On dit que f est forrnalisable 

au sens de Sullivan [T'Il-71 [ VI, si f et f*  : H*(A) + H*(B) ont mêmes A-modèles 
minimaux. 

(3.4) Proposition: Si f : A 4 B est formalisable au sens de Sullivan alors 

nil(f*) = ~ c a t ~ ( f )  . 

Preuve. On procède comme dans la proposition (1-6.3) en remplaçant les T-modèles par 

des A-modèles.. 



4-"Ma~ping t heorem". 

Soient S ,  S' deux CW-complexes l-connexes de type fini. S'il existe une application 

continue g : S S' telle que g, : x,(S) 8 Q + T,(S') 8 Q est injective alors Y. Félix et 

S.Halperin [F.H] ont établi le résultat suivant coiinu sous le nom de "Mapping Theorem": 

Nous donnons une généralisation de ce résultat. 

(4 .1 )  Théorème: Soit  le diagramme commutatif  suivant : 

f 
S - T  

dans la catégorie des CW- complexe.^ 1-con7~ezes de typef ini .  S i  h, : r*(S)@Q + x,(S1)@Q 

est injective alors 
Acato(f) < Acato(f ') 

Mcato(f) 5 Mcato(fl) 

Preuve. On applique le foncteur APL au diagramme comrriutatif, 

d'où le diagramme commutatif 

dans la catégorie des algèbres différentielles graduée? commutatives. Le théorème résulte 

alors de la proposition suivante.. 



(4.2) Proposition: So i t  
- 
f 

A - B  

A' - B' 
7' 

u n  diagramme commutat i f  dans  la catégorie des a.d.g.c. S i  

est surjectif alors: 

l ) A c a t o ( f )  2 Acato( f r ) .  

2 ) ~ c a t o ( f )  > ~ c a t o ( f  ') 
Preuve. Soit le diagramme commutatif suivant: 

où io et il sont des A-modèles minimals de f , ï j  respectivement. 

Supposons que Aca to ( f )  = n, alors il existe un diagramme commutatif: 

On le tensorise par @ ( ~ ( x )  @ A ( Z ) ) ,  on obtient le diagramme suivant: 
~ ( x )  

Mais A ( X )  8 A ( Z )  @ A ( Y )  est la somme amalgamé du diagramme 



d'où l'existence d'un homomorphisme d'a.d.g.c. /3 : A ( X )  @ A ( Z )  @ A(Y)  -+ B', tel que le 
diagramme suivant commute: 

Par suite, nous obtenons le diagramme commutatif 

Donc 

dca to ( f l )  5 Acato(j0) 5 cato(A(X)/  ( S )  @ A ( Z )  

D'après [F.H] ~ c n t o ( A ( ~ ) /  ( X )  63 A ( Z )  I n ce qui montre que ~ c a t o ( f ' )  5 ~ c a t o ( f j .  

On procède de mC~ne pour M c a t o . i  

(4.3) Proposition: Soit f : S + T une application continve . Su,pposons que 

est i-ective. Alors Aca to ( f )  = cato(S) = Mcato( f ) .  

Preuve. D'après le théorène (4.1) appliqué au diagramme 

idç 

S - 4 s  

S - T  
f 

et d'après [He] Mcato(S) = cato(S), d'où Meuto( f )  = cata(S) = ilcato( f).i 



(4.4) Corollaire: So i t  f : S 4 T une application continue, s i  f admet  u n  inverse 
homotopique à gauche alors 



5- Com~araison entre (Ac&( f 'l. Mcat( f)) et (Acatn! f'l. Mcato! fu. 

(5.1) Proposition: Soient f : S -+ T une application continue et f : (AX, d) -+ (AY, 6) 

un modèle de Sullivan de f .  Alors 

Acat ( f ) = ~ c a t  (7) 

Mcat(f) = ~ c a t ( f )  

Preuve. D'après [Hl , il existe un complexe D(S) naturel en S tel que l'on ait le diagramme 

commutatif 

- - - - 
(T(V),S1) - C*(T; Q) D(T) t- Apr(T) t-- (AX, d') 

La remarque (1-2.2,4), entraîne le résultat.. 

(5.2) Théorème: Soit f : (AX, d) -t (AZ,S) un homomorphisme dJa.d.g.c. alors 

i) ~ c a t ( f )  5 ~ca to ( f ) .  

ii) lMcat(f) = Mcato(7). 

iii) e(7) = eo(f). 

Preuve. Soient 4 : (T(V) , d) -+ (A(X)  ,d) un T-modèle minimal de ( ~ ( x ) ,  d) et 

un T-modèle minimal de f : (A(X) ,  d) -+ (A(Z) , 6). 

D'après [H.L] on a un diagramme commutatif 

où @T<YT et @ACY^ sont des quasi-isomorphismes, et 
I = T>n(V) $ C tel que C est un supplémentaire de Ker(dz) dans Tn(V). 

J = T>n(X) $ D tel que D est un supplémentaire de Im(dz) dans Tn(X). 

If = A>"(X) $ C' tel que C' est un supplémentaire de Ker(dp) dans An(X). 



J' = A > ~ ( X )  $ D' tel que D' est un supplémentaire de I m ( d 2 )  dans A ~ ( X ) .  

Les deux lemmes suivants s'obtiennent comme les lemmes correspondants de [H.L]. 

j - 
(5.3) Lemme: Soit T ( V )  -+ T ( V )  ii T ( U )  -t T ( V ) / I  u n  T-modèle minimal de la pro- 
jection T ( V )  -t T ( V ) / I ,  alors Acat( i l )  (resp. 1Mcat(i1) ,  e ( i l ) )  < n )  si et seulem,ent s'il 
existe u n  morphisme E : T ( V ) U T ( U )  --+ T ( V ) U T ( W )  d7a.d.g ( d e  T(V)-modules  à gauche, 
dre.v.g diflérentiels) tel que Ej = il. 

j' - 
(5.4) Lemme: Soit A ( X )  -+ A ( X ) @ A ( Y )  -4 A ( X ) / I 1  u n  modèle minimal de la projection 
A ( X )  --+ A ( X ) / I ' ,  alors Acato(7)  ( ~ c a t o ( f ) , e o ( f ) )  5 n si et seulement s'il existe u n  
morphisme E' : A ( X )  @ A ( Y )  -+ A(Z) dJa.d.g.c. ( de (A(X)) -modules ,  dle.v.g différentiels) 
tel que Efj' = f .  

(5.5) Démoiistration d u  théorème (5.2). D'après (*) on obtient un diagramme com- 
mutatif d9a.d.g. 

j' - 
( A ( X )  , d )  - A ( X )  @ A ( Y )  - A ( X ) / I f  

i) Supposons que Aca to ( f )  5 n .  Alors il existe un morphisme d'a.d.g, 

T' : A ( X )  @ A ( Y )  -+ A ( Z )  

tel que r'j' = f. 
Soit le diagramme commutatif suivant 

D'après le lemme de relèvement (1-1.3) et le lemme (5.3), on a AC&) 5 n. 

ii) Supposons que ~ c a t o ( f )  _< n. Alors il existe un homomorphisme 

de A(X)-modules différentiels, tel que: r'j' = f 



Soit le diagramme suivant 

- 
On'a: d'il = f 4 = r'jld = r lnj .  

D'après le lemme de relèvement (11-1.3) et le lemme (5.4), on a l ~ c a t ( f )  5 n. 

Montrons que Mcato(f) < l ~ c a t ( J ) .  

Supposons que l ~ c a t ( f )  5 n, alors il existe un homomorp~iisme de T(V)-modules 

tel que r j  = i f .  

D'après [H.L] il existe un homomorphisme de (A(X), d)-modules 

tel que (id.n) 07 = id. 

On pose r1 = (i' r )  O g. D'où ~ c a t o ( f )  < n. 

iii) La démonstration est analogue à la précédente.. 

Remarque. Si f est Q-formalisable, alors Acat(f) = Acato(f ). 
En effet si f cst Q-formalisable (1-6.1) alors elle est formalisahle au sens de Siillivan 

(11-3.4). Et on applique les propositions (1-6.3) et (1-3.4). 



6-Grou~es de Gottlieb relatifs. 

Soit (AV, d) un modèle minimal, dans [F.H] Y. Félix et S. Halperin ont défini le 

Q-espace vectoriel, 

~ n ( ~ v ,  4 ,  
des applications linéaires g : Vn -+ Q qui s'étendent en des dérivations 

O : (AV, d) -+ (AV, d) de degré - n 

teile que: dB - (-l)nOd = 0. 

Lorsque (AV, d) désigne le modèle minimal d'un espace topologique nilpotent X, alors 

G$(Av, d) coïncide avec Gn(Xo), le groupe de Gottlieb du localisé Xo. 

Le groupe [Go] Gn(X) est le sous-groupe de r n ( X )  f o rmé  des éléments a : Sn --+ X 
te l  qu' i l  existe u n  d iagramme commutat i f  

a v i d  snvx - X 

(i désigne l'inclusion naturelle). 

(6.1) Théorème [F.H]: S i  ca t (~V,  d) = m < CO, alors 

Preuve. Nous donnons une démonstration algébrique de ce résultat, comparer avec [FI. 

1) Si G$',(Av,~) # O alors il existe vo E VZn et une dérivation 

0 : (AV, d) -+ (AV, d) de degré - 2n 

telle que: dB = Od; O(v0) = 1 
Notons E l'augmentation de AV. 

Soit h : (AV, d) -+ (At, O), le morphisme d7a.d.g.c. défini par: 



où E est l'augmentation de AV et 8' = 8 O 8 O ... O 8. 

Comme h : V + t Q  est surjectif ( car h(vo) = E), d'après le " mapping theorem", 

d'où la contradiction. 

2) Soit (gi,l, ..., g i , ,~ ,  ...., g ~ , ~ ,  ..., gip,p) une famille libre dans Hom(V, Q), telle que 

Sj,i E ~ ? m p a i r ( ~ v , d ) >  (Igj,lI = nl).  

Alors il existe des v j , ~  de V tels que 

Soit h : (AV, d) + ~ ( v i , i ,  ..., vil,i, ...., V I , ~ ,  ..., Vip,p), O) le morphisme d'a.d.g.c défini par: 

P ir 

h(v) = x x ( d e t ( g j , r ( v i , r ) j , k ) ) v , i  avec v;,l = vk,l si j # r ;  v:,~ = v 
l=l  r=l 

On a: h(v,,l) = culvr,i. 

D'après le "mapping theorem" 

cato(AV) = m 2 cato(A(vi,l, ..., v; , ,~ ,  ...., V I , ~ ,  ..., ~ i ~ , ~ )  0) = il + ... + ip 

D'où dim~?~, ,~,(AV, d) 5 m.. 

(6.2) considérons mazntenant le cas relatif. 

Soit f : (AV, d) + (AW,6) un morphisme d'a.d.g.c. On appelle f-dérivation, une 

application linéaire de degré -n, 0 : (AV, d) -+ (AW, S), qui vérifie: 

pour tout a, b E ~ ( v ) .  

On désigne par G$(AV, A W ; ~ )  l'espace des applications linéaires g : Vn + Q qui 

s'étendent en des f-dérivations 

de degré -n, avec 8d = (-1)'<68. 



Si f est le modèle d'une application continue f : X -+ Y, on pose 

(6.3) Remarques. 
1) Pour tout morphisme dla.d.g.c. f : (AV, d) -+ (AW, 6) on a les relations suivantes: 

G ~ ( A V ,  AV; id) = G ~ ( A V )  c G:(AV, A W ; ~ )  . 

2) G ~ ( A V ,  Q; E )  = Hom(V, Q). 

3) Si f = alors G/(AV, A W ; ~ )  = G ~ ( A V ,  A W ; ~ ) .  
4) si f = O alors G ~ ( A V ~  A W ; ~ )  = Hom(V, (2) 

(6.4) Proposition: Etant donné un homomorphisme dla.d.g.c. f : (AV, d) -+ (/\IV, 6). 
S'il existe un homomorphisme d'a.d.g.c. 

tel que: 

h ( ~ ) = v @ 1 + l @ f ( v ) + C v i @ w i l  

avec vi @ wi E /\+(V) @ + ( W), alors G+(AV, r\W; f )  = Hom(V, Q). 

Démonstration. Montrons que Hom(V, Q) C G*(AV, AW; f )  
Soit g E Hoinn(V, Q), alors elle définit un homomorphisme d'a.d.g.c., 

tel que: a(v) = g(v).t pour tout du E V. On pose: h' = (cu@id)lz : AV -+ H*(Sn ,  Q)@AW. 
C'est un homomorphisme dla.d.g.c, en effet: soit v E V alors 

D'autre part si v E Vn alors hl(v) = g(v)[ 8 1 + 1 @ f (v). 

D'où g E G$(AV, A W ; ~ )  .m 



(6.5) Corollaire: Soit  (AV , d) u n  modèle minimal ,  s i  g E G ~ ~ + ~ ( A v )  alors 

o ù  cu : (AV , d) * (A[, O) est u n  homomorphisme défini par: a(v) = g(v)[, v E V. 

(6.6) Soit f : S -+ T une application contiiiue entre CW-complexes, par définition [W.K], 
Gn(S, T; f )  est le sous-groupe de rn (T )  formé des éléments cu : Sn -+ T tels qii'il existe un 
diagramme commutatif 

avf snvs - T 

où i dhsigne l'inclusion canonique. 

Remarques. 
1) Si eu : TS -+ T désigne l'évaluation , alors 

2) G,,(S. S;  id,?) = G,(S). 

3) G,,(S, *; *) = rn (S ,  *). 
4) Si f est homotope à h alors 

5 )  h,(G,(S)) c G,(S,T; h). 

Nous donnons ici une aiitre démonstration du rbsultat suiva~it. 

(6 .7)  Tliéorème [W.L]: Supposons que h : S -t T admet u n  inverse g à gauche. S i  n est 

pair et p est un nombre premier qui n e  divise pua la caractéristique d'Euler-Poincaré ou  

bien n est impair  et p premier 012 m pourvu que x(S) # O, alors 

o ù  h; : r n (T )  -+ Hn(T; Z) -t Hn(S; Z p )  est la composition de l 'app~ication de Hurewicz 

tensorisé  par Zp. 



(6.8) Lemme: Etant donné un diagramme commutatif à homotopie près 

h 
S - T  

II 1 

Preuve  d u  lemme. Si o E Gn(S,T; h) dors g,(a) E Gn(S, T;gh), et puisque f est 
homotope à gh, dors Gn(S, T; gh) = Gn(S, T; f) .  D'où o E Gn(S, T;  f ) .  

(6.9) Démonstrat ion d u  théorème (6.7). 
Montrons d'abord que Gn(S) = g,(Gn(S,T; h)). 

Puisque h,(Gn(S)) c Gn(S,T; h), alors 

Et d'après le lemme (6.8) 

g*(Gn(S, T; h ) )  C G*(S, S; ids) = G*(S) 

Or Gn(S) C ~ e r ( h z )  [G; théorème 4-3;44 1, d'où g,(Gn(S,T; h)) c Ker(h;) ce qui 

implique Gn(S, T; h) c Ker(hzg,). Et  puisque g,hp = hSg, alors 

(6.10) Proposition: Soit f : X -t Y une application continue, et f : (AV, d )  -+ (AW, d )  
son modèle minimal, alors 

Preuve.  Puisque S n ,  est un espace formel il existe une bijection entre l'ensemble des 

classes d'homotopie pointées d'applications, [Sn, Xo] et l'ensemble des classes d'homotopies 

de morphismes d'a.d.g.c. augmentées, [AV , H*(Sn ; Q)]. 
La donnée d'une J-dérivation 

8 : A V - t A W  dedegré - n ,  



qui commmute avec la différentielle est équivalent à celle d'un homomorphisme dla.d.g.c. 

tel que: h(v) = f (v) 8 1 + 6(v) é3 t .. 

(6.11) Proposition: Soit f : S -i T une application continue admettant u n  inverse 

homotopique à gauche g, alors: 

E t  s i  de plus, cato(f) = m < alors: 

Preuve. Puisque f admet un inverse homotopique à gauche, d'après le corollaire (K-4-4), 
on a l'égalité 

cato(S) = cato(f) . 

La proposition résulte dors du théorème (111-6.1) . 
(6.12) Les exemples ci-dessous montrent qu'on ne peut pas généraliser le théorème[F.H] 
au cas relatif. 

1) Un exemple où G$,(A,x; f )  # O et où f admet un inverse à gauche. 

Soit f : (A(v2, v3, v5) , d) + (A(w3), 0) un morphisme d'a.d.g.c, défini par: 

Dans ce cas, G$(AV, A W; f )  u Q. En effet la f -dérivation 6 : AV -+ A W de degré -2 

définie par 

6(v2) = 1 ; 6(v3) = O ; O(v5) = w3 

commute avec la différentielle. 

et, dirn(Gfmpai,(r\V, AW; f ) )  = 2 > cat(f) = 1. 

2) Un exemple où G$,(A, X; f )  # O et où f est injective. 



Soit f : (A(v2, us), d) -+ ( ~ ( w z ,  w3), 6)un homomorphisme dla.d.g.c tel que : 

Dans ce cas, G ~ ( A V ,  AW; f )  E $1, en effet la f-dérivation de deg -2 définit par: 

commute avec la différentielle. 
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- 33iîhum6, 

&iMea#(A), rMcd(A) et I W d f A )  qui approximeed, pozir tout wrp3 k et loraque A = 
' 

C + ( X ; k ) ,  la catggorie zau sens de Lusk~iik-Schnirelmm de'laespace X. Now montrons 
d m  ce travail que ces trois inariants sont- dewr à deux dfstinçts. 

Nous nous plaçons dans le cadre uajficakur de la L,&cat&gQrie d b e  appiicatic- 
au sens de Berstein et Gane~ Ceci naus permet dxtablir une mrsian relative d'un W- 

taùn nombre de r&dtats '('Mapping t,httotein' , groupes de Gottlieb, ...) et d'infirmer 
d'eP~ntuelles généFrilisa+bions du ras absalu. 




