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Introduction. 

Depuis les années 70, sous l'influence des travaux de D. Quillen [QI, puis de D. 
Sullivan [SI, la théorie de l'homotopie a pris un nouvel essor. Un des résultats les 
plus remarquables de ces auteurs est de fournir de nouvelles algébrisations de la 
catégorie dont les objets sont les espaces topologiques et les flêches les applications 
continues. 

Le premier succés de ce point de vue fut la construction explicite [QI, d'un couple 
de foncteurs adjoints: 

où Topl désigne la catégorie des espaces topologiques 1-connexes, et Q-ldg, celle 
des Q-algèbres de Lie différentielles graduées. De plus, pour tout S de Topl, 
H,(X(S)) r w,(S2S) @ Q, l'algèbre de Lie d'homotopie rationnelle de l'espace des 
lacets de S, et ces foncteurs induisent une équivalence de catégories entre: 

1) La catégorie homotopique rationnelle des espaces 2-réduits. 

2) La catégorie homotopique des Q-ldg 1-réduites. 

Peu après, D. Sullivan [SI, introduit un couple de foncteurs adjoints: 

APL : Top Q-adgc 

< > : Q-adgc + Top, 

de la catégorie des espaces topologiques dans celle des Q-algèbres différentielles 
graduées commutatives. De plus, pour tout S de Top, H*(APL(S)) H*(S; Q). 
D. Sullivan prouve aussi (et surtout) l'existence d'une équivalence de catégories 
entre: 

1) La catégorie homotopique rationnelle des espaces nilpotents dont la coho- 
mologie rationnelle est connexe et de type fini (i.e. de dimension finie en chaque 
degré). Un tel espace est appelé ici "espace de Sullivan". 

2) La catégorie homotopique des Q-adgc cohomologiquement connexes qui ad- 
mettent un modèle minimal de type fini. 

En général, la connaissance de l'algèbre de cohomologie H*(S; Q) ou de l'algèbre 
de Lie d'homotopie x,(nS) @ Q ne suffit pas pour déterminer le type d'homotopie 
rationnelle de S. De même, une algèbre ou une algèbre de Lie, n'ont en général 
pas le même type d'homotopie ,que leurs algèbres d'homologie. Les algèbres et les 
espaces, formels ou coformels, sont ceux pour lesquels une de ces propriétés est 
vérifiée. Plus précisément: 



1) Soit L dans Q-ldg. On dit que L est coformelle si L et H,(L) ont même type 
d'homotopie dans la catégorie Q-ldg. 

Un espace S est dit Q-coformel si X(S) est une algèbre de Lie coformelle. 

2) Soit A dans Q-adgc. On dit que A est formelle si A et H*(A) ont même type 
d'homotopie dans la catégorie Q-adgc. 

Un espace S est dit Q-formel si APL(S) est une algèbre formelle. 

Il est possible, par 
tions de formalité ou 
quelconque. Ceci fait 

des techniques quelques peu différentes, d'introduire les no- 
coformalité d'un espace lorsque l'anneau des coefficients est 
l'objet de travaux en cours. 

Afin de rendre plus explicites les définitions données, et plus compréhensible 
l'exposé de nos travaux, nous effectuons maintenant quelques rappels d'homotopie 
algébrique. 

On dit que deux espaces S et T ont même type d'homotopie rationnelle s'il 
existe des espaces El, ... , En et une suite d'applications continues fi ,  ... , fn-i, 

induisant chacune un isomorphisme en cohomologie rationnelle avec: 

On note Q-adgc la catégorie des Q-algèbres graduées A = $ A,, commutatives 
i > O  - 

(au sens gradué) et munies d'une différentielle de degré +l. 

On dit que deux Q-adgc A et B ont même type d'homotopie rationnelle s'il existe 
des Q-adgc Cl,  ... , C,, et une suite de quasi-isomorphismes (des morphismes 
induisant des isomorphismes en cohomologie) gl, ... , gn-l, avec: 

On note Q-ldg la catégorie des Q-algèbres de Lie graduées L = $ Li, munies 
i l 0  

d'une différentielle de degré -1. Nous pouvons définir de manière similaire une 
équivalence d'homotopie rationnelle entre deux objets de Q-ldg. 

Ceci nous permet de définir les catégories homotopiques associées aux catégories 
Top, Q-adgc et Q-ldg. 

Soit (A, dA) une Q-adgc cohomologiquement connexe. Un modèle minimal de 
(A, dA) est un couple ((AX, d), cp) 

cp : ( A X ,  d) - (A, d ~ ) ,  



où cp est un quasi-isomorphisme et (AX, d) une Q-adgc libre connexe vérifiant les 
deux propriétés suivantes: 

1) La différentielle d est décomposable i.e. 

d : A'X A~'+'x. 

2) fie e-espace vectoriel X est muni d'une base bien ordonnée X = Q ( X , ) , ~ ~  
-telle que pour tout i de 1, d(x i )  E ( A Q ( x ~ ~ ~ ) ~ < ~ ) .  

Un tel modèle minimal existe toujours {[SI th. 5.1) et est déterminé à isomor- 
phisine de Q-adgc près. Deux Q-adgc ont même type d'homotopiesi et seulement 
s i  elles ont même modéle minimai. 

D'unernanih-e similaire, nous pouvons définir le moaèle minimai d'un objet de 
Q-ldg. La condition de nilpotence 2) ci-dessus est dans ce cas toujours vérifiée 
puisque la différentielle est de degré -1. 

Par définition, l e  modèle minimal d'un espace de Sullivan S est le modèle mini- 
mal de la Q-adgc APL(S) des formes diaerentielles à coefficients polynomiaux sur 
S .  &emod'ele minimalde Quillen diun espace 1-connexe S est le modele minimal de 
l'algèbre de Lie X(S). Abrs deux espaces ont même type d'homotopie rationnelle 
si et seulement s'ils ont des modèles minimaux (ile Suilivm ou de Quilien) isomor- 
phes. 

Nom nous intéressons plus-particulièrement dansce travail aux espaces formels. 
Bien que l'on puisse penser qu'ils soient peu nombreux, il est en fait cufiewr de 
constater que beaucoup d'espaces "usueiç" sont Q-formels. En pasticuiier (liste 
non exhaustive): Les sphères (plus généralement les suspensions), les groupes 
de Lie, les H-espaces, les espaces dassifiants, beaucoup d'espaces homogknes (en 
particulier les espaces projectifs), et les variétés de Kalher compactes 1-connexes. 
De plus, tout produit et tout wedge d'espaces formels est formel. Ces espaces ont 
été beaucoup étudiés, une bibliographie est donnée sur ce sujet à la fin du premier 
chapitre. 

La notion d'application Q-formalisable est plus délicate à définir. Elle dépend 
des formalisations choisies pour les espaces Q-formels. Soit f : S 4 T une 
application entre deux espaces Q-formels. Notons 

m(f) : m(T) -t m(S), 
l'application induite entre les modèles minimaux de T et de S, qui sont, par 
définition, ceux de ApL(T) et de APL(S). On dit que f est Q-formalisable s'il 
existe deux quasi-isomorphismes BT et Os tels que le diagramme suivant commute 
à homotopie près (pour la définition de l'homotopie entre deux Aèches de Q-adgc, 
voir par exemple [TI). 

m(f)  
4") - 4 s )  



Signalons qu'il est possible d'introduire la notion d'application Q-formalisable 
de manière plus "théorique''. Pour cela, considérons la catégorie homotopique 
Fl(Q-adgc) dont les objets sont les flêches de Q-adgc. La notion de formalité dans 
cette catégorie est alors définie comme dans la catégorie Q-adgc: Un objet de 
Fl(Q-adgc) est formel s'il est relié à sa cohomologie par une suite d'équivalences 
faibles. 

Les applications Q-formalisables ont elles aussi beaucoup été étudiées. Le lecteur 
trouvera une bibliographie sur ce sujet à la fin du premier chapitre. 

Comme exemple simple d'application non Q-formalisable, nous pouvons citer 
l'applicati&n de Hopf h : S3 -+ S2. En effet, cette application est nulle en 
cohomologie mais homotopiquement non triviale. Mais l'on peut remarquer que h 
se factorise en h  = (Id x h )  O i 

3 I d x h  S3 L= S2 X S + S2, 

et que les applications (Id x h) et i sont Q-formalisables. 

En fait, il est montré dans [F.T] que toute application entre espaces Q-formels 
de source une suspension est la composée de-deux applications Q-formalisables. 
Les auteurs se demandent si le résultat persiste lorsque la source est quelconque. 
Le premier chapitre de notre travail consiste à répondre à cette question. Nous 
montrons le: 

THÉORÈME. (2 page 8). Toute application continue entre deux espaces de type 
fini 1-connexes et Q-formels est la composée de deux applications Q-formalisables. 

Les ingrédients principalement utilisés pour montrer ce résultat sont: 

1) La mise en évidence d'une version "algèbrique" du théorème. 

2) Une décomposition bien choisie d'une application entre modèles minimaux. 

3) La démonstration du: 

THÉORÈME. (1 page 8). Toute application continue entre deux espaces de type 
fini 1-connexes et Q-formels, qui est surjective en homotopie rationnelle, est alors 
Q-fornalisable. 

Pour situer notre deuxième travail du point de vue de l'homotopie des espaces, 
rappelons tout d'abord que les générateurs V d'un modèle minimal de Sullivan 
d'un espace S vérifient: 

v' '.l' , i ( ~ )  @ p .  

Si de plus S est un espace formel, alors V est muni d'un deuxième degré, V = 
$ V; ,  pour lequel la différentielle D est de degré -1. En outre, la cohomologie du 
i20 

modèle est concentrée en deuxième degré 0. 



Ceci muni donc T,(S) @ Q d'un deuxième degré. L'espace étant supposé de type 
fini, posons: 

E~ = dimr* (S) @ Q < m. 

Notre second résultat peut alors s'enoncer de la manière suivante: 

THEOAÈME. Soit S un CW-complexe Q-formel de dimension finie. Si E~ = O pour 
un p 2 2, alors E; = O pour tout i 2 2. 

Ce théorème nous permet de préciser la structure d'algèbre de Lie d'homotopie 
des espaces formels à dimension cohomologique finie. La ''dualité" modèle de 
Sullivan - Modèle de Quilien [Tl, nous donne immédiatement le résultat suivant: 

COROLLAIRE. Soit S un CW-complexe Q-formel de dimension finie. Si T, (RS)  @Q 
contient un crochet de Lie de longueur trois, alors .tr, (OS) @Q contient des crochets 
de Lie de longueurs arbitraires. 

Ceci résout pour les espaces formels dont la zohomologie est de dimension finie 
la "conjecture des ci". Cette conjecture, comme nous le signalons dans le second 
article constituant la thèse, a pour origine la théorie des anneaux locaux. 

Je voudrais clore la présentation de ce travail en exprimant ma profonde grati- 
tude à tout ceux qui m'ont aidé dans son élaboration: 

A mes amis de l'unité de géométrie de Lille 1, M. El. Hâouari et A. Ouadghiri. 
Nos fréquentes discussions mathématiques ont contribué à enrichir et préciser mes 
connaissances au  fil du temps. 

A K. Hess, avec qui j'ai pris plaisir et intérêt à travailler pendant son séjour à 
Villeneuve d7Ascq. 

Aux Professeurs Y. Félix, S. Halperin et M. Vigué. Ils m'ont aidé dans mon 
travail et ont accepté de le relire avec soin. 

A D. Tanré, qui me fait l'honneur d'accepter la présidence du jury. 

Enfin, à J.C. Thomas, qui a su ktre un directeur de thèse à la fois exigeant 
et patient, stimulant et toujours disponible. Sans ses qualités et sa connaissance 
profonde des sujets traités ici, ce travail n'aurait pas pu voir le jour. 
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CHAPITRE 1 

APPLICATIONS ENTRE ESPACES FORMELS 

Résumé. 

Nous démontrons ici que toute application cp entre espaces formels est la com- 
posée de deux applications formalisables. Pour cela, nous prouvons que si H*(cp) 
est injective en D.R. homotopie, alors cp est formalisable. 

Mots clés: Homotopie rationnelle, fibrations rationnelles, modèle de Sullivan, 
applications formaIisables. 

Classification A.M.S. 55 P 62 - 55 P 60 - 55 S 37. 



Introduction. 

La théorie des espaces formels introduite par D. Sullivan [13] est importante en 
homotopie rationnelle. 

En effet, si un espace S 1-connexe à nombres de Betti finis est formel, alors tous 
ses invariants homotopiques rationnels s'obtiennent en fonction de H*(S; Q). En 
particulier (cf. 1-4) si Sest  formel, l'algèbre de cohomologie de S définit l'homotopie 
de De Rhum de S, n;(S) - Horn(~,(S), Q). 

Les espaces formels sont assez nombreux; ils comprennent notamment: les 
sphères, les H-espaces, les espaces classifiants, les variétés de Kahler compactes 
1-connexes (voir [3]), etc.. . 

De même, les applications p, formalisables, entre deux espaces formels sont 
déterminées rationnellement par la donnée de cp* = H*(cp; Q), et des formalisations 
choisies des espaces. Elles ont été introduites par Lemaire et Sigrist [IO], et étudiées 
notamment par Arkowitz [Il, Félix-Tanré [6 ] ,  Shiga [14], Thomas [16] et Vigué [17], 
P41. 

Il a été remarqué que la composée de deux applications formalisables n'est pas en 
général formalisable ([IO], 3.10), mais qu'au contraire, toute application de source 
une suspension, de but un espace formel, est la composée de deux applications 
formalisables ([6], prop. 2.3). 

Dans cet article, nous établissons une condition suffisante pour qu'une appli- 
cation entre espaces formels soit formalisable [th. 11, puis nous généralisons le 
résultat précédent [th. 21. 

THÉORÈME 1. Soit p : S 4 T une application continue entre deux espaces formels 
1-connexes à nombres de Bet ti finis. Si p* : H*(T; Q) + H*(S; Q) induit une 
injection en D.R. homotopie, dors cp est une application formaiisable. 

THÉORÈME 2. Toute application continue cp : S -t T, où S et T sont deux espaces 
formels 1-connexes à nombres de Betti finis, est la composée de deux appiications 
formalisables, i.e. il existe un espace formel E et deux applications formaiisables 
S, et $' tels que y = $' O $. 

Le texte s'organise comme suit: nous fixons tout d'abord nos notations et ef- 
fectuons quelques rappels sur la théorie de Sullivan (modèles minimaux, espaces 
formels...). Nous montrons dans une deuxième partie le théorème 1. Dans une 
troisième partie, nous donnons une version "algébrique" du théorème 2. Dans la 
dernière partie du texte, nous établissons le résultat souhaité. 



1. Notations e t  rappels. 

Soit Topl la catégorie des espaces 1-connexes à nombres de Betti finis, i.e. dont 
la cohomologie rationnelle est de type fini. En abrégé, un objet de Topl sera appelé 
un espace. 

Un Q-espace (ou espace rationnel) est un espace dont les groupes d'homotopie 
sont des Q-espaces vectoriels. La catégarie des espaces rationnels sera notée Q - 
 TOP^. 

On note: A.D.G.C. la catégorie des Q-algèbres différentielles (A, d) graduées 
commutatives (au sens gradué) à cohomologie de type fini, avec: 

En abrégé, nous dirons que (A, d) est une a.d.g.c. Si d = O ,  nous noterons plus 
simplement (A, O) = A, et A sera appelée une a.g.c. 

Associant à chaque espace S 1'a.d.g.c APL(S) des formes différentielles à co- 
efficients polynomiaux sur l'espace S, et à toute a.d.g.c. (A, d), sa "réalisation 
géométrique" (que nous noterons I(A, d)(, ou /A( si aucune confusion n'est à crain- 
dre sur la différentielle ), Sullivan [13] établit une équivalence de catégories entre 
la catégorie homotopique Q - Topl et la catégorie homotopique des a.d.g.c. coho- 
mologiquement 1-connexes (i.e. Ho(A, dj  = Q et H1(A, d) = 0). 

Une application cp : S --+ T est un quasi-isomorphisme si cp* : H*(T;Q)  -+ 
H*(S; Q) est un isomorphisme. On dit que S et T ont le même type d'homotopie 
rationnelle s'il existe une suite finie de quasi-isomorphismes (notés par le symbole 
cx) entre S et T :  

Rappelons l'existence d'un foncteur (covariant) de localisation l ( [12],[13]) 

qui associe à un espace S son Q-localisé SQ. En particulier, S et SQ ont le même 
type d'homotopie rationnelle. On pose alors: 

On dit que S est un espace formel s'il existe un quasi-isomorphisme 0s: 



Une application p : S -+ T entre deux espaces formels est dite formalisable s'il 
existe deux quasi-isomorphismes 8.5 et BT: 

tels que Ip*J O 0s soit homotope à û~ O p ~ ,  où (PQ : SQ -' TQ désigne une 
localisation de p. 

Soit (A,d) une a.d.g.c. cohomologiquement 1-connexe, alors (A ,d )  admet un 
modèle minimal unique à isomorphisme près (1131, chap. 5), i.e. un couple (( AX, dx), 8)  
où: 

1) X = $il2xi est un espace vectoriel gradué 1-connexe, 

2) AX désigne 1'a.g-c. libre engendrée par X, 

3) dx est une différentielle d'algkbre de degré +1 et dx(X) c A+X.A+X, 

4) 8  : ( L X ,  dx) 1 ( A ,  d) est un quasi-isomorphisme d7a.d.g.c. (i.e. 8' est un 
isomorphisme). 

Par définition, un modèie miaimal d'un espace S est un modèle minimal de 
APL(S). 

Nous utiliserons les propriétés suivantes: 

a) Si (AY, d y )  est un modèle minimal de S, alors il existe une application con- 
tinue: S -+ /(Au, dy)l qui est une localisation de S (121). D'où: 

b)  Propn'dtk caractkr~tique d'un e3pace formel [10,17]: 

Soit S un espace, alors S est formel si et seulement si un modèle minimal de 
S : ((AY, dy ), qS), est un modèle minimal de H*(S;  Q), i.e. il existe un quasi- 
isomorphisme 9s: 



c )  Propriété caractéristique d'une application formalisable [8,12]: 

Soit y : S --+ T une application entre deux espaces formels, ((AY, dy), qs) et 
((AX, dx), qT) des modèles minimaux de S et de T. Alors cp est formalisable si et 
seulement s'il existe des quasi-isomorphismes Os et B T ,  et un homomorphisme 
tels que le diagramme suivant commute à homotopie près: 

- 
't' 

(AX, dx)  - ( AY, di.) 

d )  Remarques: 

Soient y et y', deux applications continues entre espaces formels. 
Si y est formalisable et si cp est homohpe (resp. isomorphe) à y', alors cp' est 
formalisable. S'il existe une équivalence d'homotopie k avec k O y' homotope à cp 
et y formalisable, alors cp' est formalisable. 

Une a.d.g.c. (A, d) est dite formelle si un modèle minimal de ( A ,  d) est aussi un 
modèle minimal de H*(A, d). Une application f : (A, d) -t (A', d') entre a.d.g.c. 
formelles, est dite formalisable s'il existe deux quasi-isomorphismes (appelés for- 
malisations) OA d O A ~ ,  et un morphisme f tels que le diagramme suivant commute 
à homotopie près: 

- 
f 

(AU, du) - (AV, dv) 

0. l= oAr 1 E 

f*  
H*(A, d) - H*(A1, d'). 

Dans ce diagramme, les couples ((AU, du), qA) et ((AV, dv), VA') désignent respec- 
tivement des modèles minima& de (A, d) et de (A', d'). 



a) Remarques: 

Une a.d.g.c. est formelle si et seulemeilt si sa "réalisation géométrique" est 
formelle. Une application entre deux a.d.g.c. formelles est formalisable si et seule- 
ment si sa "réalisation géométrique" est formalisable. 

4) GROUPES DE D.R. HOMOTOPIE: 

Soit (AX, d) 5 APL (S) le modèle minimal d'un espace S .  On appelle homotopie 
de De Rham (ou D.R. homotopie) de S, le groupe gradué X r Hom(x,(S),Q). 

On considère maintenant le K.S. modèle minimal ([8], prop. 6.1) d'un morphisme 
d'a.d.9.c. f .  

( AX, d) 4 (AX @ AY, d') -+ (AY,~ ' ) .  

Soit dé la partie linéaire de dl. La suite exacte courte de Q-modules différentiels 
suivante: 

O -+ (X, O )  + (X $ Y, d;) + (Y, O) -+ O, 

induit une suite exacte longue en homologie appelée suite exacte de D.R. ho- 
motopie de f (voir [8], parag. 10.12). 

II. Démonstration du théorème 1. 

Considérons un modèle bigradué de y* et un modèle filtré de y au sens de M. 
Vigué 1181. En particulier, on a les diagrammes commutatifs suivants: 

j 
(AZ, D) - (A2 8 AZ', D' + a'), 

où l'algèbre AZ 8 AZ' est bigraduée, i.e. (Z  $ 2'): = Zn $ 22. On a de plus: 



D'après [18], prop. 2.3.4, cp est une application formalisable si et seulement si 
un modèle bigradué de cp* est un modèle filtré de cp. Il nous suffit donc de montrer 
(1181, th. 2.2.4), l'existence du diagramme commutatif suivant: 

(AZ, D) A (AZ @ AZ', DI), 

où: 
1) PT et ps sont deux quasi-isomorphismes. 
2) Pour tout de A(Zo $ ZA), la clame de ps(<P) est égale à es(@). 

Supposons avoir défini un isomorphisme w :  

w : (A2 €4 AZ', D' + a') 5 (A2 8 AZ', D'), 

tel que w = Id. 
I Z @ Z A  

Posons PT = r ] ~  et ps = 11s o w-' .  De l'égalité w - b  i = j ,  on déduit que 
ps o i = 7s o j = Ap~(cp) O vs, ainsi le diagramme précédent est commutatif. De 
plus les propriétés 1) et 2) sont vérifiées. 

Il nous reste à construire un tel W .  Puisque S est un espace formel, il existe un  
quasi-isomorphisme 8 : (AZ@ AZ', D') -i ApL(S). Le lemme de relèvement ([8], 
th. 5.19), nous assure alors de l'existence d'un quasi-isomorphisme R: 

R : (AZ €4 AZ', D' + a') 5 (AZ €4 AZ', Dl), 

tel que le diagramme suivant commute à homotopie près. 

(A2 8 AZ', D' + u') = (A2 €4 AZ', D' + a') 

QI= .. l2 
e 

(AZ @ AZ', D') - =! APL(S)- 

Puisque cp* est supposée injective en D.R. homotopie, alors D' est décomposable 
(par construction i est une K.S. extension minimale). On en déduit (voir [13], th. 
2.2) que a' est décomposable et donc que R est uE isomorphisme (181, prop. 6.2). 
De plus, (A2 @ AZ', Dl) est un modèle bigradué de H*(S; Q )  au sens de Halpenn 
et StashefT [9]. 

Remarquons que l'on peut supposer que R* = Id. En effet, considérons le dia- 
gramme commutatif ci-dessous: 

0 0 

( ~ 2  8 Azl, DI + a') - (AZ €4 AZ', Dr)  - H*(S; Q) 
? 

BI= <n* i - l l -  

(AZ @ Azl, D') --t H*(S; Q), 
r., - 



où a est un quasi-isomorphisme arbitraire (toujours surjectif), et où P est un 
isomorphisme obtenu par le lemme de relèvement. Quitte à remplacer a par a' = 
a O (a*)-', on peut supposer que a* = Id. Ainsi, (P O O)* = Id. 

Soit maintenant Q' : (AZ @ AZ', D') -+ (AZ &I AZ', Dl), défini de la facon 
suivante: 

Si z est dans Z, on pose SZ1(z) = Q(z), ce qui définit Q' : AZ -+ AS @ AZ'. 
Puisque D1(z) E AZ et que al(z) = O (par construction), on en déduit que R' 
commute à D'. 

Si z est dans Zk, on pose Rf(z) = R(z). Si z est dans Z; ,  R(z) = Q + Q' où Q est 
dans (AZ@Azi)>i,et ik' dans (AZ@AZ1)o. D'où D1(ik) = R(Df+a')(z) = S2Dr(z). 
On pose alors @(z) = 9 ,  ce qui définit R' : AZ @ (AZ')<l -t AZ @ AZ' 
commutant à D'. 

Supposons maintenant R' défini sur AZ @ (AZ1)<,, avec i > 2, tel que R1(z) soit 
un élément de (AZ @ AZ')>i pour tout 2 de Z;l. On construit 0' formellement 
sur 2: de la manière suivante: si z E Z:, aiors R1(D'(z)) est un Df-cocycle de 
(AZ @ AZf)>], - donc le Dl-cobord d'un élément ik de ( h Z  @ AZ')>l. - On pose alors 
Q1(z) = 9 .  

On remarque que R' est un automorphisme puisque Q' = R , donc 
lZ0@Zb lzo@z; 

(RI)* = R* = Id. De plus (AZ @ AZ', D') est minimale. On pose alors w = 
(RI)-' O Q, qui est l'isomorphisme cherché. 

III. Version algébrique d u  théorème 2. 

THÉORÈME 2 BIS. Soit f : (AX,dx) -i (AY,dy) un morphisme d'a.d.g.c. entre 
deux a.d.g.c. formelles. Alors il existe une a.d.g.c. minimale formelle (AZ, dz), 
et g et h deux morphismes d'a.d.g.c. tels que le diagramme suivant commute à 
homotopie près: 

avec ex, ey, eZ et eh quatre quasi-isomorphismes (par définition, il est équivalent 
de dire que g et h sont des applications fornalisables). 

Montrons que le théorème 2 bis entraîne le théorème 2. 

Soit donc cp : S -+ T, une application entre deux espaces formels et f : 
(AX, dx) 4 (AY, dy) son modèle minimal, i.e. l'homomorphisme défini à homo- 



topie près, obtenu par le lemme de relèvement: 

L'utilisation du foncteur "réalisation géométrique" ainsi que celle du foncteur 
'llocalisation" nous donne le diagramme suivant, commutatif à homotopie près: 

'#' 
T - S  

Ici et dans toute la suite, jAXl (resp. IAYI, (AZ1) désigne I(AX,dx)l (resp. 
[(AY' ~ Y ) I ,  dzl). 

Sans perte de généralité, on peut supposer que Igl est une fibration qui sera 
rationnelle puisque la base est 1-connexe ([7] ou [8], prop. 20.3). 

Notons T la fibration image réciproque de Jgj par lT. On obtient le diagramme 
commutatif suivant: 

F= F 

Puisque lT est une équivalence d'homotopie rationnelle, il en est de même de e E .  
D'autre part, notons H l'homotopie H : S x I + (AX( tel que H(x, O) = 

Igl O ]hl O et H(x, 1) = e~ O (p. 

La propriété de relèvement des homotopies pour les fibrations entraîne l'existence 



d'une homotopie K : S x I -i lAZl telle que le diagramme ci-dessous commute. 

lhloes 
S x {O) - IAZ1 

Soit k : S -+ JAZ1 définie en posant k(x) = K(x,  1). 

K 
Alors, /hl O es k , et I g l  O k = tT O p. De la propriété universelle du produit 

fibré, nous déduisons l'existence d'une application continue a,  rendant commutatif 
le diagramme ci-dessous: 

Finalement remarquons que: 

- E est un espace formel puisqu'il a le même type d'homotopie rationnelle que 

1 4 .  

- 7r est formalisable puisque [(T) = lgl. 

h' 
- a! est formalisable puisque eE O cu E Ihl O Es, et que d'une part eE est une 

équivalence d'homotopie rationnelle, que d'autre part /hl O es est formalisabie (cf. 
remarque 1 2) d)). 

IV. Démonstration du théorème 2 bis. 

Soit f : (AX,dx) + (AY,dy) un morphisme d'a.d.g.c. entre deux modèles 
minimaux d'espaces formels. 

On peut supposer que: 

ex : (AX, dx)  + H*(AX, dx), 

ey : (AY, dy) + H*(AY, dy), 

sont des modèles bigradués au sens de Halperin et Stasheff ([9]). En particulier, Ox 
et ey sont surjectifs. Notons I l'idéal de AX engendré par l'image de dx dans AX, 
et p : (AX, dx) -i AX/I la projection naturelle (qui est un morphisme d'algèbres 
différentielles). 



Considérons alors un modèle bigradué de AXII. C'est en particulier un quasi- 
isomorphisme surjectif s: 

s : (AW, dw) -+ AX/I. 

De plus, il est clair que ûy O f se factorise à travers p. En effet, ((AY, dy), 8y) 
étant un modèle bigradué, l'image par ûy d'un dy-cobord est nulle. Donc si p (9 )  
est nulle pour un élément @ de AX, alors ûy O f ( 9 )  = 0. 

Nous obtenons ainsi le diagramme commutatif suivant: 

f 
(Ax,dx)  - (AY, dy) 

Du lemme de relèvement ([8], th. 5.19), nous déduisons l'existence de morphismes 
d'a.d.g.c. fi : (AX, dx) + (AW, dw) et v : (AW, dw) -+ (AY, dy) tels que: 
ûy O v = u O s et p = s O fi. En particulier, puisque ûy O f = u op, on obtient alors: 
ûy O f = ûy O v O fi, et puisque By est un quasi-isomorphisme, d'après [8 ] ,  prop. 
5.15, v O fi est homotope à f .  

Quitte à considérer: 8; = ûy O (Op)-] , on peut supposer que 8; = I d  et donc: 
(Oy O v)* = v* = (U O s)* = u O s*. Posons: 

û'w = (s*)-l O s : (AW, dw) J H*(AW, dw). 

D'où nous déduisons les égalités: v* O ûw = v* O (s*)-' O s = g O s = ûy O v, i.e. 
v est une application formalisable. Il nous reste à prouver que p est une application 
formalisable. Pour cela (théorème l), nous montrons. 

LEMME. p* est injective en D.R. homotopie. 

Soit X = $ Xi, la décomposition de X suivant le degré filtrant ([18]). Posons 
i20 

U = Uo = $ u:", où pour tout i 2 1, ~ o ( "  est une copie de Xi. Un modèle " 1 

bigradué [18] de p* est alors donné par le diagramme commutatif suivant: 

(AX, dx)  - (AX @ AU @ AV, D). 



Si l'on identifie un élément de X et sa classe dans AXJI, on obtient par 
construction: 

Montrons que 1' on peut supposer que pour tout v de V, D(v) est dans AX @ 
A?'(U $ V). Pour cela, on procède par induction le long d'une K.S. base fixée 
(181, chap. 1). 

Soit v le premier élément de la K.S. base ne vérifiant pas cette condition. Posons 
V = 7 @ (v) et D(v) = O + 9 + @', où @ # O E AX, Q E AX €3 AZ1U, et 
9' E AX @ AU @ A2'V. Alors O est un D-cocycle, donc un dx-cocycle. 

Supposons que @ ne soit pas un dx-cobord. Par construction de 0, 0(Dv) = 
O(@ + 9 )  = O. Mais @ est alors dans AXo/I et est non nul alors que par définition 
de O ,  0(9)  E (AX)>i/I. - Ceci est contradictoire. 

On a donc @ = dx(Q1) pour un élément @' de AX. On construit alors un 
isomorphisme v respectant le bidegré: 

Id, v(v) = v - @' et on pose D' = v-'Dv. On obtient ainsi par 

modèle bigradué de p*, isomorphe au précédent: 

(AX, dx) -+ (AX 8 AU 8 Av, D'). 

Mais maintenant D1(v) = 9 + 9',  ce qui achève le pas récurrent. 

Nous déduisons qu'en particulier D est décomposable, ce qui démontre le lemme 
d'après [8], parag. 10.12 . 
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CHAPITRE II 

Résumé. 

Soit H une Q-algèbre graduée commutative connexe et de dimension finie. 

Nouç montrons que si l'une des déviations de H est nulle, alors H est une 
algèbre de polynômes ou une intersection complète. Ceci répond partiellement au 
problème d'homotopie rationnelle "miroir" de celui posé par T.H. Gulliksen et G. 
Levin (voir 121 et 151 p. 154). 

Mots clés: Homotopie rationnelle, déviations. 

Classification A.M.S: 55 P 60. 



Il Introduction. 

Soit A un anneau local noethérien de corps résiduel k. 

w 
DÉFINITION 1. Soit PA(t) = C dim Torf(k, k)tJ le polynôme de Poincaré de A, 

j=O 

on peut écrire (voir par exemple Il] prop. 0.4): 

Alors l'entier e j est appelé la j'ème déviation de A. 

Dans [9], S. Halperin a montré que si l'une des déviations de A est nulle, alors 
A est une intersection complète, i.e. E, = O pour tout j 1 2. Ceci répond à un 
problème posé par T.H. Gulliksen et G. Levin (conjecture C3 dans [l]). 

Plusieurs auteurs (voir en particulier [2] et [4]) ont remarqué que certains problè- 
mes d'algèbre locaie admettaient une "version miroir" en homotopie rationnelle. 
En particulier, soit H une Q-algèbre graduée commutative noethérienne connexe 
et (AZ, D) H son modèle bigradué au sens de Halperin et Stasheff ([IO] chap. 
3). Il est bien connu ([4]) que: 

avec e j  = dimZj pour tout j 2 O. Ainsi, le problème C3 de [l] (résolu dans [9]), 
se traduit par ([4] prop. III. 16): 

CONJECTURE 1. Soit H une Q-algèbre graduée commutative noethérienne con- 
nexe et (AZ, D) % H son modèle bigi-adué au sens de Halperin et Stasheff. On 
note E; = dimZi ; dors: 

Si ei = O pour un i Ç N donné quelconque, tous les e j  sont nuls, pour j > 2. 

Si H = Hpa" est de dimension finie, alors H est un anneau local et le résultat 
de S. Halperin s'applique. 

Cependant, dans le cas général, les techniques utilisées dans 191 ne s'adaptent 
pas, comme souvent, à l'étude du problème "miroir" en homotopie rationnelle. 
Ainsi la conjecture 1 reste un problème ouvert. Eiie a été partiellement résolue 
par Y. Félix et J.C. Thomas ((41 th. IV. 5)' qui ont montré que si H n'est pas 
une intersection complète (i.e. si e2 # O), alors elle n'admet qu'un nombre fini de 
déviations non nulles. 



Notre but est de prouver la conjecture 1 dans le cas où la dimension de H est 
supposée finie en tant que Q-espace vectoriel. Plus précisément nous montrons le: 

THÉORÈME 1. Soit H une Q-algèbre graduée commutative connexe de dimension 
finie et (AZ, D) H son modèle bigradué au sens de Hdperin et Stasheff. 

S'il existe un entier i 2 2 tel que Zi = O dors Zj = O pour tout entier j > 2. 

Nous allons en fait prouver ce résultat sous une forme plus générale. Considérons 
pour cela un KS-complexe minimal et connexe (la définition est donnée dans la 
deuxième partie du texte). On le note (AX, d). Supposons que X soit m u ~ i  d'une 
deuxième graduation, que l'on note infkrieurement, X = @ Xi, telle que pour 

i > O  

tout i > O, on ait d : (AX)i + (AX)i-i. Alors la cohomologie du KS-complexe 
(AX, d), appelé KS-complexe bigradué, est munie d'une seconde graduation Le. 
pour tout k 2 1, H k ( ~ X ,  d) = $ H,~(AX, d). On pose alors: 

n20 

DÉFINITION 2. Si dimH,j AX, d) < cm, on note (si aucune cenfusion n'est-à crain- 
dre sur la différentielle) q,(lLY) le plus grand entier n tel que H,(AX, d) # 0. L' 
entier q,(AX) est appelé la dimension formelle de H,( AX, d). 

DÉFINITION 3. On appelle "creux" de X,  que l'on note c , ( X ) ,  le p lus  grand entier 
n tel qu'il existe un entier 1 avec: 

- XI et Xi+, non nuls, 
- X j  nul pour tout j tel que 1 < j < 1 + n. 

Remarquons que q*(AX) peut être défini sans que la dimension de H'(AX, d) 
soit finie. Ceci est du au fait que la dimension de Ho(AX, d) peut être infinie. 

Nous allons montrer le résultat suivant: 

THÉORÈME 2. Soit (AX,d) un KS-complexe minimal connexe bigradué tel que 
dimH,(AX, d) <: cm, dors: 

Ce résultat entraîne immédiatement le théorème 1. En effet, le modèle bigradué 
d7Halperin et Stasheff (AZ, D) de H (voir [IO]) vérifie toutes les hypothèses du 
théorème 2. De plus, dans ce cas, +(AZ) = O. Supposons donc qu'un Zi soit nul 
pour un i 2 2, on en déduit que Zj est nul pour tout j > i et, d'après. ([4] th. IV. 
5), que Zj = O  pour tout j > 2. 

Notre but est donc maintenant de démontrer le théorème 2. Pour cela, nous 
commençons par préciser nos notations et nous effectuons quelques rappels, no- 
tamment sur les KS-complexes. Par la suite quelques résultats préliminaires sont 
prouvés, puis nous démontrons le théorème 2. 



Ainsi le texte s'organise-t-il comme suit: 

Il Introduction. 

II] Notations et Rappels. 

III] Deux lemmes préliminaires. 

IV] Démonstration du théorème 2. 

Le théorème 2 s'inspire d'un résultat montré dans [SI. L'auteur exprime sa vive 
reconnaissance à S. Halperin sans qui cet article n'aurait pu être êcrit. 



II] Notations e t  rappels. 

Le corps de base sera toujours celui des rationnels. Ainsi, par exemple, les fonc- 
teurs hom et 8 désigneront homq et 8. De même, les espaces vectoriels ou les 

9 algèbres considérés ici seront toujours definis sur Q. 

Soit X = $ xi un espace vectoriel gradué supérieurement, où chaque X i  est 
r21 

de dimension finie. On note 1x1 le degré d'un élément homogène x de X. 

On désigne par AX l'algèbre libre graduée commutative (au sens gradué) sur 
X .  

AX = E ( x ' ~ P " ~  ) 8 s(xP"') 

est alors l'algèbre extérieure sur les générateurs de X de degré impair tensorisée 
(sur Q) par l'algèbre symétrique sur k s  générateurs de X de degré pair. Si ( x , ) , ~ ~  
désigne une Q-base de X ,  nous noterons parfois AX = A ( ( x , ) , ~ ~ ) .  Si X = x.Q, 
nous noterons AX = Ax. La graduation sur AX est définie par: la.bJ = la] + Ibl 
où a et b sont deux éléments homogènes de AX. 

Soit maintenant d : AX + AX une application linéaire vérifiant les trois 
conditions suivant es: 

1) d : (AX)' -+ (A-X)"', i.e. d est décomposable et de degré +l .  

2) d(a.b) = d(a).b + (-l)lala.db, pour tout couple (a ,b)  d'éléments homogènes 
de AX. 

4) Il existe une base de X indexée par un ensemble bien ordonné I tel 
que d(xj) E A((~i) i<j) .  

L'algèbre AX munie d'une telle application dl appelée différentielle, est appelée 
un KS-complexe ([6]) minimal connexe et de type fini. Elle est notée (AX,d). 
Par référence à la théorie de Sullivan [Il], nous appellerons plus simplement 
"KS-modèle" un KS-complexe minimal connexe et de type fini. 

On peut décomposer la différentieiie d sous la forme d = d2 + d3 + ... +di + ... 
avec di : X -+ Ai(x). On remarqua qu'alors dz est une différentielle qui est 1 x 
appelée partie quadratique de d. 

La graduation sur (AX, d) induit une graduation sur l'algèbre de cohomologie 
H*(AX, d), i.e. H*(AX, d) = $ Hn(AX, d) avec Ho(AX, d) = Q. Nous dirons 

n20 
qu'une algèbre H est de dimension finie lorsqu'elle est de dimension finie en tant 
que Q-espace vectoriel gradué. 

Nous appellerons KS-modèle bigradué, un KS-modèle (AX, d) où X est muni 
d'une deuxième graduation, notée inférieurement, X = $ Xj, pour laquelle chaque 

3 >O 
X j  est de dimension finie, et d de degré -1, i.e. d : ( ~ k ) j  -+ (AX)j-1. Le degré 
inférieur d'un élément homogène a de AX est noté Ilall. 



La graduation inférieure sur un I<S-modèle bigradué (AX, d) induit une seconde 
graduation sur H*(AX, d), i.e. pour tout k 2 1, H,~(Ax, d) = $ H ~ ( A X ,  d). 

n>_O 

Un modèle bigradué d'Halperin et Stasheff (voir [IO] chap. 3) est un I<S-modèle 
bigradué (AX, d) tel que H,(AX, d)  Z Ho(AX, d). 

Ici, le symbole % désigne un isomorphisme d'algèbres graduées commutatiyes. 
Le symbole E désignera un quasi-isomorphisme (un morphisme induisant un iso- 
morphisme en cohomologie) d'algèbres différentielles graduées commutatives. 

Nous faisons maintenant quelques rappels sur ces modèles. Tout d'abord, re- 
marquons que l'on a: 

d : A(X,) + A(X<;). 

Supposons que AX = A(X5k $ X2,)  On définit alors, de façon naturelle, le 
sous-modèle: 

(A{X5k),d) (A(X<k @ X?{),d), 

ainsi que le modèle quotient: 

Considérons maintenant le diagramme suivant de KS-modèles: 

où f et g sont des morphismes d'algèbres différentielles. Ces applications font de 
(AZ, dz) et (AT, d ~ )  des (AY, dl.)-modules différentiels. 

On appelle somme amalgamée de (AZ, dz)  et de (AT, d ~ )  par f et g, l'algèbre 
différentielle (AZ,dz) @ (AT,dT), qui rend commutatif le diagramme ci- 

( A Y , d y )  
dessous: 

f 
(AY,dy) - ( 4  dz) 

gl 1 
( A T , ~ T )  - (AZ,dz) 8 (AT,dT). 

IAY,dv) 

Remarquons que si l'on considère le diagramme suivant de KS-modèles bi- 
gradués: 

(A(X_<k), d) - (A(X<k XLl), d) 

1 * 

(AT, d ~ ) ,  



alors (A(X5k $ X2r), d) (AT, dT) - (A(X2, $ T), D), où D désigne la 
( A ( X < k ) , d )  

différentielle définie de façon ;nique par d et dT. 

Nous terminons ces quelques rappels par la notion de dérivation. 

Une dérivation sur un KS-modèle (AX,d) est une application linéaire 8 : 

(AX, d) -+ (AX, d) telle que les propriétés suivantes soient vérifiées: 

1) 8 est homogène pour le degré, i.e. il existe un entier noté 181, le degré de 8, 
tel que pour tout 9 de ( A X ) ~ ,  B(9) E (h~)"fl'I, 

2) @(a. b) = @(a). b+ (-l)lallela.6(b) pour tout couple (a,  b) d'éléments homogènes 
de AX. 

En fait, toutes les dérivations considérées ici seront des cycles dans l'algèbre 
de Lie différentielle des dérivations de (AX, d), i.e. elles vérifieront la propriété 
supplémentaire: 

Par souci de simplification, unedérivation désignera toujours ici une dérivation 
vérifiant la propriété 3). 

Soit maintenant une KS-extension (voir [6 ] ) :  

où (Ay BAY, d) est un KS-modèle (en particulier d est décomposable) et \y 1 impair. 
Considérons les parties quadratiques d2 et d2 des différentielles d et d. Ecrivons 
pour tout 9 de AY: 

Ceci définit une application E : (AY,d2) -+ (AY,&) qui respecte la longueur 
des mots. Puisque d2 et d2 sont des différentielles, il est facile de vérifier que 6 est 
une dérivation, de degré 1 - 1 y 1, appelée dérivation associée à la K S-extension (1). 

Décomposons maintenant Y sous la forme Y = Im(6 ) $ S. On dit que la l Y 
dérivation [ est fortement localement finie si l'espace vectoriel S et les espaces 
vectoriels tk(s) pour k 2 1 engendrent Y. Il est alors clair que toute dérivation 6 
associée à une KS-extension (1) qui est nilpotente, Le. telle que f = O pour un 
entier n suffisamment grand, est alors fortement localement finie. C'est le cas en 
particulier si dimY < oo. 



III] Deux lemmes préliminaires. 

Soit (A(V $ W), d) un I<S-modèle bigradué et c une constante entière > 1. On 
suppose que: 

1) dimH,(A(V $ W), d) < oo, 

2) V = VIE et W = W,k+c, 

3) Hi(A(V @ W),d) = O pour i 2 c -  1. 

Notons (AV, d) le sous-modèle de (A(V @ W), d), (hnr,d) le modèle quotient et 
(vi, ... , v,) une base (finie) bien ordonnée de V. 

On suppose de plus qu'il existe un morphisme v non trivial: 

u : (AV, d )  + (Ab, O). 

On pose IIbI( = 0. 

LEMME 1. Considérons la somme amalgamée suivante: 

(A(V $ W), d) A (AW 8 Ab, D). 

11 existe alors une dérivation 8: 

6 : (AW 8 Ab, D) -+ (AW @ Ab, D), 

telle que 8(b) = 1. 

Soit [ : (Ab, O) -+ (Ab, 0) la dérivation définie par ( ( b )  = 1. Supposons avoir 
défini une application linéaire [' de degré -(bl: 

vérifiant: 

a) [ l o i =  j o t o v .  

b) [Id - (-1)Ibl D[' = 0. 

c )  Pour tout couple d'élémeqts a et ,8 de A(V $ W), 

t1(a./3) = ('(a).~(,8) 4 ( - l ) ' Q " b ' ~ ( a ) . ~ ' ( ~ ) .  
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Soit alors l'application linéaire 6 de degré -1bl: 

6 : (A(V @ W), d) @ (Ab, O) (AW @ Ab, D)  + (hW @ Ab' 
( A V , d )  

définie par: O(a! 8 bn) = ['(a).bn + (-l)lallblr(a!) .t(bn), pour tout a de A(V $ W). 

Soit ,4 dans AV. On a alors les égalités suivantes: 

O(*./? @ bn) = f'((a).r(P).bn + (-l)Iallblr(a!).t'(~).bn 
+ (-i)(~al+lB~)~b~ r(a).r(p).<(bn). 

eta 8 u ( P ) . ~ ~ )  = ~ ' ( O ) . U ( P ) . ~ ~  + (-l)lallb1~(a).t(~(p).bn) 
= E'(a).v(p).bn + (-l~allblr(a).(t '(~).bn 4- ( - l ) lB l lb l~ (~ ) .~ (bn ) ) ,  

car par hypothèse ['(P) = [ O (P). Mais, la commutation du diagramme de somme 
amalgamée entraine que r(B) = v(P), par suite û(a.P @ bn) = B(ol @ v(B).bn) et 
donc O est bien définie. 

Un simple calcul utilisant l'hypothèse b) nous montre que: 

O(d(a) @ bn) - (-l)lbl D@(a @ bn) = 0. 

De plus, on vérifie facilement que si a! et Psont dans AW alors: 

6(a @ bn.p @ bm) = 6(a @ bn).p.bm + (-l)lbl(loll+lb"l)a.bn.6(p @ brn). 

Par suite O est bien une dérivation, de degré -1bl. De plus, on a 6(b) = 1 et donc 
O est la dérivation cherchée. Il nous reste maintenant à construire t'. 

Soit 7 = $yi le Q-espace vectoriel gradué défini par 7' = q + l b ' .  A chaque 
générateur v de V correspond un  générateur noté ü de V .  

On construit tout d'abord une différentielle d et une application linéaire q de 
bidegré (- 1 bl , 0): 

telle que q O d -  (-l)ibldo 17 = 0. 

Pour cela, on remarque que A(V $ W) est un A(V $ Wj-bimodule pour les 
multiplications (notées toutes deux *) données par: 

Posons alors pour tout v de V, q(v) = 1 @O,  et prolongeons q sur AV par la 
formule suivante: 



- - 
- Nous posons maintenant, pour tout ü de V, d(l @ 5 )  = (-1)1q177(d(v)) et 

= d. 
dl*("@w)@l 

On prolonge d sur A(V $ W) par la formule suivante: 
- 
d(ol @ü) = d(a) 8 ü +  (-l)lala*d(ü). 

Il est alors clair que (A(v$ w)@'I/,d) est un (A(V$ W), d)-bimodule différentiel. 

Puisque par construction qod-(-l)l"ldoll est nul sur V, un simple calcul montre 
alors que q O d - (- 1)lvld O 7 est nul sur AV, et par conséquent que (d)'(l@ 5 )  = 
(-1)lVld O ~ ( d ( v ) )  = O. Donc d est bien une différentielle. 

Nous savons par hypothèse que H>c-l(A(V $ W),d) = O et que V = V g b  
On peut filtrer le module (A(V W? 8 ~ , d )  par les sous-modules différentiels 
(A(V $ W )  8 (ü, , ... , ü,),d). Un argument immédiat de suite spectrale nous 
assure alors que H>,+k-i(A(V $ W) @V,d)  = 0. 

Cette égalité nous permet maintenant de déterminer 11 sur W de telle sorte que 
(q O d - (-1)lqld O rl)(w) soit nul pour tout m de W. On raisonne par récurrence 
sur le degré inférieur de W. 

Soit r] définie sur W<j-i - pour un j 2 k + c, on prolonge 7 sur AV 8 A(Wsi-i) 
par la formule (2). 

Soit alors wj dans IVj. On a (q O d - (-1)1qld O q)(d(wj)) = O, et donc 7 O d(w3) 
est un d-cycle. Mais Ild(w3)11 = 117 O d(wj)jl = j - 1 2 c + k - 1. On en conclut 
que q O d(wj) est un d-bord. 

Si q O d(wj) = d(a!), OR pose q(wj) = (-l)lda!. Ceci nous défini 7 tel que 
O d - (- i)lqld O q soit nul sur Ws j. La formule d'extension (2) nous assure que 

rl~d-(-l)lqldoq est nul sur A(V$ W<,). De plus 11 est bien de bidegré (-(bl, O). 

Soit maintenant a l'application linéaire de degré O 

a : (A(V $ W) 8 V,d)  + (AW @ Ab, D), 

définie par ~ ( a  8 5) = T(<Y) .~  O v(v)  pour tout a! de A(V $ IV) et tout ü de V .  
Posons 6) = a O q. Il est facile de vérifier que 6' O i = j O O v (propriété a). En 

effet, par définition cette égalité est vraie sur V. Par la formule d'extension (2), 
elle est alors vraie sur AV. 

De plus, on a bien: 

T O q(C2.B) = a(1)(a!) * B + (-l)'bl'al@ * T)(B)), 

= a O 7 î ( ~ ) . ~ ( B )  + (-l)lbllal~(a).a O v(P), 

donc la propriété c) est bien vérifiée. 

Un simple calcul utilisant le  fait que D O 6 = O nous montre maintenant que 
a od = D O a .  L'égalité 7 O d - (-l)lbld O 7 = O nous permet alors de prouver la 
propriété b). 



LEMME 2. On note toujours (vi, ... , v,) une base bien ordonnée de V. Pour tout 
i 5 r + 1, considérons le modèle quotient: 

On suppose que lui 1 est impair. Soit la E(S-extension suivante: 

Alors la dérivation associée à cette ILS-extension est nilpotente. (voir la partie 14 
du texte pour la définition). 

Puisque le degré de vi est impair, on peut définir un homomorphisme d'algèbres 
différentielles p : (AV, d) + (Aui, O)  en posant p(vi) = vz et p = O sur les autres 
générateurs de V. Considérons alors les sommes amalgamées suivantes: 

- 
(A(vi, ... , v,) 8 AW,Z(Z)) ---L (Avi €3 AW, DI). 

D'après la définition d'une somme amalgamée, on a clairement D' = D. 

Nous savons de plus par le lemme 1 et par ([7] lemme 1.1) que (Au, @ AW, D) S 

(Avi,O) €3 ( R W , ~ ) .  

Notons 6 : ( A X ( ~  + i) ,dz(i + 1)) -+ ( A X ( ~  + i),dz(i + 1)) la dérivation associée 
à la Ii'S-extension (3). Nous d o n s  montrer que: 

Alors, puisque E baisse strictement le deuxième degré, on en déduira que E est 
bien nilpotente. 

Soit x dans X(i + 1). Si 1x1 5 k, alors ("x) ne peut avoir de composante dans 
W, puisqu'on aurait sinon Ivi.E(x)l 2 k + 2. 

Soit maintenant w dans W alors: 



Ecrivons [(w) = a + P  avec a E $ Q.vj et /3 E W .  
j>:+l 

Par commutation, 7(d2 (i)(w)) = DSP(W) = d2(w) E W. De plus: 

  ais &(i + I)(w) E A(v;+l, ... , vr) 8 AW et donc 7(d2(i + i ) (w) )  E AW 

On en déduit que vi.P est nul et par suite que 0 est nul. 



IV] Démonstration du théorème 2. 

Le théorème 2 est obtenu comme corollaire du résultat suivant: 

THÉORÈME %BIS. Soit (A(V $ W), d) un KS-modèle bigradué et c une constante 
entière >_ 1. On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées: 

1) dimH,(A(V $ W), d) < oo, 

2) V = V<k - et W = W2k+c, 

3) Hi(A(V$ W),d) = Opouri > c -  1. 

Alors W est nul. 

Il est immédiat de constater que ceci prouve le théorème 2. En effet, si c,(X) > 
v,(AX)+1, alors (hX,d) = (A(V@W),d) avec V = Vsk et W = W2k+>l.(~~j+:! # 
O. Mais ceci est impossible puisque H,(AX, d) = O pour tout z > q+(AX) + 1. 

Pour prouver le théorème 2-bis, nous allons montrer successivement les propo- 
sitions suivantes: 

a) dimH,(AV, d) < CO, 

b) dim~,(AW,d) < CO, 

C) q*(A(V $ W ) )  = rl*(AV) S v*(AJV). 

Supposons ce résultat acquis. Puisque q*(A(V $ W)) < c - 1 alors: 

Or W = W>k+c - et donc W est nul. 

DÉMONSTRATION DU THÉOREME 2-BIS. a): 

Soit K un corps algébriquement clos contenant Q. 

Supposons que la dimension de H,(AV,d) soit infinie. Alors la dimension de 
H,((AV, d) P K) est infinie en tant que K-espace vectoriel. Puisque V est de di- 

mension finie, d'après ({8] prop. 5.1), on en déduit l'existence d'un morphisme non 
trivial: 

P : (AV,d)gK (Ab, O) 8 K, JbJ = 2. 
Q 

Il est clair que le lemme 1 reste vrai lorsque le corps de base est une extension 
de Q. On en déduit donc l'existence d'une dérivation: 

telle que O(b) = 1. 



Mais ceci entraîne ([7] lemme 1.1) qu'il existe un isomorphisme d'algèbres différen- 

tielles: 

On considère alors la composée: 

C'est clairement un morphisme non trivial puisque p est non trivial. D'après 
([8] prop. 5.2)' on en déduit que la dimension de H,((A(V @ W), d) @ K) est 

Q 
infinie (en tant que K-espace vectoriel). Ceci est en contradiction avec l'hypothèse 
dimH,(A(V $ W), d) < m. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2-BIS. b) et c): 

On considère le modèle quotient: 

(AX(i),d(i)) = (A(vi, ... , v,) 8 Aw,d(i)). 

On suppose que d i rn~ , (A~(é ) ,d ( i ) )  < cm (ceci est vrai pour i = 1). Nous allons 
prouver que: 

- si lvil est pair alors dirnH,(AX(i + i) ,d(i + 1)) < CO et q,(AX(i + 1)) = 

?*(AX(i)) + Ilvil1 + 1, 

- si luil est impair alors dimH,(AX(i + i),d(i + 1)) < CO et r?,(AX(i + 1)) = 

?*(AX(i)) - Ilvill. 

Supposons ce résultat acquis. 

Un raisonnement par induction nous montre que dim~,(A.X(r+l),  d(i+ 1)) < CQ 
ce qui prouve b). Puisque par a) dimH,(AV,d) < cm, nous pouvons appliquer ce 
même résultat à W = O. Mais q,(AX(i + 1)) - q,(hX(i)) ne dépend pas de W ce 
qui montre c). 

Premier cas: luil est pair. 

On considère les complexes bigradués (AX(i + i) ,d(i + 1)) et (AX(i) @ hy,d(i)) 
avec d(i)(y) = v, et y de bidegré ([vil - 1, 11vi11 + 1). Ces complexes ont même 
homologie puisqu'ils ont des modèles minimaux isomorphes ([6]). 

On filtre AX(i) @ Ay par la filtration décroissante dont le jjèrne terme est 
~j = (AX(i))LJ' @ Ay. Alors la différentielle augmente le degré filtrant. Ceci nous 
donne donc une suite spectrale (E) qui converge (puisque de premier quadrant) 
vers H*(AXQ + l) ,d(i + 1)). Un calcul simple nous montre alors que E?p7q = 
(Hp(A(X(i), d(i)) @ Ay)P+9. 



Puisque par hypothèse dimH*(AX(i), d) < ml alors dimH*(AX(i + l), d) < CO 

car Iy 1 est impair. 

Soit une classe [hl de deuxième degré maximum dans H* (AX (i), d(i)). Alors h.v, 
est un d(i)-cobord dans AX(i). On en déduit que [h].y reste un cycle à tous les 
étages de la suite spectrale (argument de "coin"). Ceci prouve le résultat souhaité. 

On voit ici pourquoi les techniques utilisées ne suffisent pas à montrer la con- 
jecture 1 en toute généralité. En effet, l'hypothèse "dimH,(AX(i),d) < m "  faite 
ci-dessus ne peut pas être affaiblie par l'hypothèse LLq,(AX(i)) est défini1>. Par 
exemple si AX(i9 = Ax avec 1x1 = 2 et l]xll = Ol  le résultat ci-dessus est faux. 

Deuxième cas: luil est impair. 

On considère la KS-extension suivante: 

D'après le lemme 2, nous savons que la dérivation associée à cette KS-extension 
est nilpotente. 

Puisque par hypothèse d i m ~ * ( ~ ~ ( i ) , d ( i ) )  < CQ, on en déduit (181 prop. 4.2) 
que dimH*(AX(i + i ) ,d( i  + 1)) < CO.. , - 1 "  

Si maintenant nous filtrons AX(i) = Au, @ AX(i + 1) par la filtration croissante 
de jième terine FJ  = Au, @ (AX(i + i))tr,'nous obtenons une suite spectrale (E) 
convergeant (puisque de premier cadran3 vers H,(AX(i),d(z)). Un simple calcul 
nous montre que Ei,q = (Au, @ Hp(AX(i + i) ,d(i + i)))p+q. 

Il est alors clair que si h désigne une classe de degré maximum dans H,(AY,~), 
y @ h reste un cycle à tous les étages de la suite spectrale. 
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Nous nous intéressons dans ce travail à deux problémes d'hornotopie ra- 
tionneiie, liés B la théorie de la formalité. 

1) Nous prouvons que toute appiication entre espaces formels est la compwQ 
de deux %ppfications formadisables. 

2) Soit H algèbre connexe de dimension fioie nu Q. Nous montmaa que . . 
si di déviatiob de R est nuiie, alom H est une intersection complète. 

Mots clés : Homotopie rationnelle, formalit6, déviations. 




