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Introduction.

Depuis les années 70, sous l'influence des travaux de D. Quillen [Q], puis de D.
Sullivan [S}, la théorie de I’homotopie a pris un nouvel essor. Un des résultats les
plus remarquables de ces auteurs est de fournir de nouvelles algébrisations de la
catégorie dont les objets sont les espaces topologiques et les fléches les applications
continues.

Le premier succés de ce point de vue fut la construction explicite [{Q], d’un couple
de foncteurs adjoints:

A Topy — Q-ldg
Il : Q-ldg — Top;y,

ou Top; désigne la catégorie des espaces topologiques 1-connexes, et Q-ldg, celle
des Q-algebres de Lie différentielles graduées. De plus, pour tout S de Top;,
H,(A(S)) =2 m,.(025) ® Q, 'algebre de Lie d’homotopie rationnelle de I'espace des

lacets de S, et ces foncteurs induisent une équivalence de catégories entre:
1) La catégorie homotopique rationnelle des espaces 2-réduits.
2) La catégorie homotopique des @-ldg 1-réduites.

Peu aprés, D. Sullivan [S], introduit un couple de foncteurs adjoints:

Apr, : Top — Q-adge
< > : Q-adgc — Top,

de la catégorie des espaces topologiques dans celle des Q-algebres différentielles
graduées commutatives. De plus, pour tout S de Top, H*(Apr(5)) & H*(S;Q).
D. Sullivan prouve aussi (et surtout) P'existence d’une équivalence de catégories
entre:

1) La catégorie homotopique rationnelle des espaces nilpotents dont la coho-
mologie rationnelle est connexe et de type fini (i.e. de dimension finie en chaque
degré). Un tel espace est appelé ici “espace de Sullivan”.

2) La catégorie homotopique des @-adge cohomologiquement connexes qui ad-
mettent un modele minimal de type fini.

En général, la connaissance de I’algébre de cohomologie H*(S; @) ou de I’algébre
de Lie d’homotopie 7,(25) ® Q ne suffit pas pour déterminer le type d’homotopie
rationnelle de S. De méme, une algebre ou une algébre de Lie, n’ont en général
pas le méme type d’homotopie que leurs algébres d’homologie. Les algébres et les
espaces, formels ou coformels, sont ceux pour lesquels une de ces propriétés est
vérifiée. Plus précisément;:



DEFINITIONS.

1) Soit £ dans Q-ldg. On dit que L est coformelle si L et H.(L) ont méme type
d’homotopie dans la catégorie Q-1dg.

Un espace S est dit @-coformel si A(S) est une algébre de Lie coformelle.

2) Soit A dans Q-adge. On dit que A est formelle si A et H*(A) ont méme type
d’homotopie dans la catégorie Q@-adgec.

Un espace S est dit Q-formel si Ap 1(S) est une algébre formelle.

11 est possible, par des techniques quelques peu différentes, d’introduire les no-
tions de formalité ou coformalité d’un espace lorsque 'anneau des coefficients est
quelconque. Ceci fait 'objet de travaux en cours.

Afin de rendre plus explicites les définitions données, et plus compréhensible
Pexposé de nos travaux, nous effectuons maintenant quelques rappels d’homotopie
algébrique.

TYPE D’HOMOTOPIE:

On dit que deux espaces S et T ont méme type d’homotopie rationnelle s’il
existe des espaces Fi, ... , E, et une suite d’applications continues fi1, ... , fr_1,
induisant chacune un isomorphisme en cohomologie rationnelle avec:

s=p, 5Bl . e ) E =T

On note Q@-adge la catégorie des Q-algébres graduées A = @ A;, commutatives
i>0
(au sens gradué) et munies d’une différentielle de degré +1.

On dit que deux Q-adgc A et B ont méme type d’homotopie rationnelle s’il existe
des Q-adge Cy, ... ,C,, et une suite de quasi-isomorphismes (des morphismes
induisant des isomorphismes en cohomologie) ¢1, ... ,¢n—1, avec:

9 g2 gn-2 gn-1
A=Cl—)C2<——, FETEN "4—— Cn—-l = CnZB.

On note Q-ldg la catégorie des Q-algébres de Lie graduées £ = @ £;, munies
i>0

d’une différentielle de degré —1. Nous pouvons définir de maniére similaire une
équivalence d’homotopie rationnelle entre deux objets de @-ldg.

Ceci nous permet de définir les catégories homotopiques associées aux catégories

Top, Q-adgc et Q-1dg.
MODELE MINIMAL:

Soit (A,d4) une Q-adge cohomologiquement connexe. Un modéle minimal de
(A, da) est un couple ((AX,d), )

v @ (AX,d) — (4,da),
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ol ¢ est un quasi-isomorphisme et (AX,d) une @-adgc libre connexe vérifiant les
deux propriétés suivantes:

1) La différentielle d est décomposable i.e.
d : A'X — AZHIX,

2) Le Q-espace vectoriel X est muni d’une base bien ordennée X = Q(z:)iez
telle que pour tout i de I, d(z;) € {(AQ(z;)j«i)-

Un tel modéle minimal existe toujours ({S] th. 5.1) et est déterminé a isomor-
phisme de Q-adge prés. Deux Q-adge ont méme type d’homotopie si et seulement
si elles ont méme modéle minimal.

D’une maniére similaire, nous pouvons définir le modéle minimal d’un objet de
Q-1dg. La condition de nilpotence 2) ci-dessus est dans ce cas toujours vérifiée
puisque la différentielle est de degré —1.

Par définition, le modéle minimal d’un espace de Sullivan S est le modele mini-
mal de la Q-adge Apr(S) desformes différentielles & coefficients polynomiaux sur
S. Lemodele minimal de Quillen d*un espace 1-connexe .S est le modéle minimal de
Talgébre de Lie A(S). Alors deux espaces ont méme type d’homotopie rationnelle
si et seulement s’ils ont des modéles minimaux (de Sullivan ou de Quillen) isomor-
phes.

Nous nous intéressons plus-particuliérement dans-ce travail aux espacesformels.
Bien que ’on puisse penser qu'ils solent peu nombreux, il est en fait curieux de
constater que beaucoup d’espaces “usuels” sont Q-formels. En particulier (liste
non exhaustive): Les sphéres (plus généralement les suspensions), les groupes
de Lie, les H-espaces, les espaces classifiants, beaucoup d’espaces homogénes (en
particulier les espaces projectifs), et les variétés de Kélher compactes 1-connexes.
De plus, tout produit et tout wedge d’espaces formels est formel. Ces espaces ont
été beaucoup étudiés, une bibliographie est donnée sur ce sujet 4 la fin du premier
chapitre.

La notion d’application Q-formalisable est plus délicate & définir. Elle dépend
des formalisations choisies pour les espaces Q-formels. Soit f : S — T une
application entre deux espaces @-formels. Notons

m{f) : m(T) — m(S),
Papplication induite entre les modéles minimaux de T et de S, qui sont, par
définition, ceux de Apr(T) et de Apr(S). On dit que f est Q-formalisable s'il
existe deux quasi-isomorphismes 8 et fg tels que le diagramme suivant commute
4 homotopie prés (pour la définition de 'homotopie entre deux fleches de Q-adge,
voir par exemple [T]).

m(T) —L, s

0«1—1: :105
HY(T:Q) —— H*(5:Q).
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Signalons qu’il est possible d’introduire la notion d’application Q@-formalisable
de maniére plus “théorique”. Pour cela, considérons la catégorie homotopique
Fl(Q-adgc) dont les objets sont les fléches de @-adge. La notion de formalité dans
cette catégorie est alors définie comme dans la catégorie @-adge: Un objet de
Fl{Q-adgc) est formel s'il est relié a sa cohomologie par une suite d’équivalences
faibles.

Les applicétions Q-formalisdbles ont elles aussi beaucoup été étudides. Le lecteur
trouvera une bibliographie sur ce sujet a la fin du premier chapitre.

Comme exemple simple d’apphca’uon non Q-formalisable, nous pouvons citer
Papplication de Hopf b : S® — S2. En effet, cette application est nulle en
cohomologie mais homotopiquement non triviale. Mais P’on peut remarquer que h
se factorise en h = (Id x h) o1

4
5% <L 87 x g3 Xt g2,

et que les applications (Id x k) et i sont Q-formalisables.

En fait, il est montré dans [F.T) que toute application entre espaces @-formels
dé source une suspension est la composée de-deux applications Q-formalisables.
Les auteurs se demandent si le résultat persiste lorsque la source est quelconque.
Le premier chapitre de notre travail consiste & répondre a cette question. Nous
montrons le:

THEOREME. (2 page 8). Toute application continue entre deux espaces de type
fini 1-connexes et Q-formels est la composée de deux applications Q-formalisables.

Les ingrédients principalement utilisés pour montrer ce résultat sont:
1) La mise en évidence d’une version “algébrique” du théoréme.
2) Une décomposition bien choisie d'une application entre modeles minimaux.
3) La démonstration du:
THEOREME. (1 page 8). Toute application continue entre deux espaces de type

fini 1-connexes et Q-formels, qui est surjective en homotopie rationnelle, est alors

Q-formalisable.

Pour situer notre deuxiéme travail du point de vue de ’homotopie des espaces,
rappelons tout d’abord que les générateurs V d’un modele minimal de Sullivan
d’un espace S vérifient:

viY ri(S) e Q.

Si de plus S est un espace formel, alors V est muni d’un deuxiéme degré, V =
€>B Vi, pour lequel la différentielle D est de degré —1. En outre, la cohomologie du
>0

modéle est concentrée en deuxiéme degré 0.
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Ceci muni done 7,(S)®Q d’un deuxiéme degré. L'espace étant supposé de type
fini, posons:

gp = dimnE(5) @ @ < oo.
Notre second résultat peut alors s’enoncer de la maniére suivante:

THEOREME. Soit S un CW-complexe Q-formel de dimension finie. Sie, = 0 pour
un p > 2, alors €; = 0 pour-tout ¢ > 2.

Ce théoréme nous permet de préciser la structure d’algebre de Lie d’homotopie
des espaces formels & dimension cohomologique finie. La “dualité” modéle de
Sullivan - Modéle de Quillen {T], nous donne immédiatement le résultat suivant:

COROLLAIRE. Soit § un CW-complexe Q-formel de dimension finie. Sim,.(Q25)®@Q
contient un crochet de Lie de longueur trois, alors m.(25)®®Q contient des crochets
de Lie de longueurs arbitraires.

Ceci résout pour les espaces formels dont la cohomologie est de dimension finie
la “conjecture des ¢;”. Cette conjecture, comme nous le signalons dans le second
article constituant la thése, a pour origine la théorie des anneaux locaux.

Je voudrais clore la présentation de ce travail en exprimant ma profonde grati-
tude & tout ceux qui m’ont aidé dans son élaboration:

A mes amis de l'unité de géométrie de Lille I, M. El. Haouari et A. Ouadghiri.
Nos fréquentes discussions-mathématiques ont contribué & enrichir et préciser mes
connaissances au fil du temps.

A K. Hess, avec qui j’ai pris plaisir et intérét 3 travailler pendant son séjour a
Villeneuve d’Ascq.

Aux Professeurs Y. Félix, S. Halperin et M. Vigué. Ils m’ont aidé dans mon
travail et ont accepté de le relire avec soin.

A D. Tanré, qui me fait ’honneur d’accepter la présidence du jury.

Enfin, 4 J.C. Thomas, qui a su étre un directeur de theése a la fois exigeant
et patient, stimulant et toujours disponible. Sans ses qualités-et sa connaissance
profonde des sujets traités ici, ce travail n’aurait pas pu voir le jour.
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CHAPITRE I

APPLICATIONS ENTRE ESPACES FORMELS

Résumé.

Nous démontrons ici que toute application ¢ entre espaces formels est la com-
posée de-deux applications formalisables. Pour cela, nous prouvons que si H*(¢)
est injective en D.R. homotopie, alors ¢ est formalisable.

Mots clés: Homotopie rationnelle, fibrations rationnelles, modéle de Sullivan,
applications formalisables.

Classification A.M.S. 55 P 62 - 55 P 60 - 55 S 37.



Introduction.

La théorie des espaces formels introduite par D. Sullivan {13] est importante en
homotopie rationnelle.

En effet, si un espace S 1-connexe 4 nombres de Betti finis est formel, alors tous
ses invariants homotopiques rationnels s’obtiennent en fonction de H*(S; Q). En
particulier (cf. I-4) si S est formel, ’algébre de cohomologie de S définit I’homotopie
de De Rham de S, n3,(S) & Hom(m.(S), Q).

Les espaces formels sont assez nombreux; ils comprennent notamment: les
spheres, les H-espaces, les espaces classifiants, les variétés de Kahler compactes
1-connexes (voir [3]), ete...

De méme, les applications ¢, formalisables, entre deux espaces formels sont
déterminées rationnellement par la donnée de p* = H*(¢; @), et des formalisations
choisies des espaces. Elles ont été introduites par Lemaire et Sigrist [10], et étudiées
notamment par Arkowitz [1}, Félix-Tanré [6], Shiga [14], Thomas [16] et Vigué [17],
[14].

1] a été remarqué que la composée de deux applications formalisables n’est pas en
général formalisable ([10], 3.10), mais qu’au contraire, toute application de source
une suspension, de but un espace formel, est la composée de deux applications
formalisables ([6], prop. 2.3).

Dans cet article, nous établissons une condition suffisante pour qu'une appli-
cation entre espaces formels soit formalisable [th. 1], puis nous généralisons le
résultat précédent [th. 2].

THEOREME 1. Soit ¢ : S — T une application continue entre deux espaces formels
1-connexes & nombres de Betti finis. Si o* : H*(T;Q) — H*(S5;Q) induit une
injection en D.R. homotopie, alors ¢ est une application formalisable.

THEOREME 2. Toute application continue ¢ : S — T, o S et T sont deux espaces
formels 1-connexes & nombres de Betti finis, est la composée de deux applications
formalisables, i.e. il existe un espace formel E et deux applications formalisables

Y et ¢’ tels que p =’ o .

Le texte s’organise comme suit: nous fixons tout d’abord nos notations et ef-
fectuons quelques rappels sur la théorie de Sullivan (modeéles minimaux, espaces
formels...). Nous montrons dans une deuxiéme partie le théoreme 1. Dans une
troisiéme partie, nous donnons une version “algébrique” du théoréme 2. Dans la
derniére partie du texte, nous établissons le résultat souhaité.



I. Notations et rappels.

Soit Topy la catégorie des espaces 1-connexes & nombres de Betti finis, i.e. dont
la cohomologie rationnelle est de type fini. En abrégé, un objet de Top, sera appelé
un espace. )

Un Q-espace (ou espace rationnel) est un espace dont les groupes d’homotopie
sont des Q-espaces vectoriels. La catégorie des espaces rationnels sera notée Q —
TOpl .

On note: A.D.G.C. la catégorie des Q-algébres différentielles (A,d) graduées
commutatives {au sens gradué) & cohomologie de type fini, avec:

A= ®p>047,

d: AP 5 AP

En abrégé, nous dirons que (A,d) est une a.d.g.c. Si d = 0, nous noterons plus
simplement (A4,08) = A, et A sera appelée une a.g.c.

Associant & chaque espace S 'a.d.g.c. Apr(S) des formes différentielles & co-
efficients polynomiaux sur l'espace S, et a toute a.d.g.c. (4,d), sa “réalisation
géométrique” (que nous noterons [{ A, d)}, ou JA| si aucune confusion n’est a crain-
dre sur la différentielle ), Sullivan [13] établit une équivalence de catégories entre
la catégorie homotopique @ — T'op; et la catégorie homotopique des a.d.g.c. coho-
mologiquement 1-connexes (i.e. H%(A,d) = Q et H'(A4,d) = 0).

Une application ¢ : S — T est un quasi-isomorphisme si ¢* : H*(T;Q) —
H*(S; Q) est un isomorphisme. On dit que S et T ont le méme type d’homotopie
rationnelle §’il existe une suite finie de quasi-isomorphismes (notés par le symbole
~) entre S et T

$ & 85,358, =T

n

S =8, & 85
Rappelons I'existence d’un foncteur (covariant) de localisation £ { {12],{13])
£:Top; - Q—Top,,

qui associe & un espace S son @-localisé Sg. En particulier, S et Sg ont le méme
type d’homotopie rationnelle. On pose alors:

1) DEFINITIONS:

On dit que S est un espace formel s’il existe un quasi-isomorphisme 6g:

6s: Sq = |H*(S;Q)|-

.



Une application ¢ : S — T entre deux espaces formels est dite formalisable s’il
existe deux quasi-isomorphismes g et g7:

fs: Sq = |H*(S;Q)|,

Or: Tg — |H*(T; Q)I,

tels que |p*| o fs soit homotope & 67 o g, ott pg : Sq — Tg désigne une
localisation de ¢.

2) NOTION DE MODELE MINIMAL. INTERPRETATION ALGEBRIQUE DE LA FOR-
MALITE:

Soit (A,d) une a.d.g.c. cohomologiquement 1-connexe, alors (4,d) admet un
modele minimal unique & isomorphisme prés ([13], chap. 5), i.e. un couple ((AX, dx), 8)
ou:

1) X = @i>2X" est un espace vectoriel gradué 1-connexe,
2) AX désigne 'a.g.c. libre engendrée par X,
3) dx est une différentielle d’algebre de degré +1 et dx(X) C ATX.ATX,

4) 6 : (AX,dx) S (A,d) est un quasi-isomorphisme d’a.d.g.c. (i.e. 6* est un
isomorphisme).

Par définition, un modéle minimal d’un espace S est un modéle minimal de

ApL(S5).
Nous utiliserons les propriétés suivantes:

a) Si (AY,dy) est un modéle minimal de S, alors il existe une application con-
tinue: S — |(AY,dy)| qui est une localisation de S ([2]). D’ou:

b) Propriété caractéristique d’un espace formel [10,17]:

Soit S un espace, alors S est formel si et seulement si un modéle minimal de
S ((AY,dy),ns), est un modele minimal de H*(S;Q), i.e. il existe un quasi-
isomorphisme fs:

H*(S;Q) —— (AY,dy)

s |~

Apr(8).
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¢) Propriété caractéristique d’une application formalisable [8,12]:

Soit ¢ : § — T une application entre deux espaces formels, ((AY,dy),ns) et
((AX,dx),nr) des modéles minimaux de S et de T'. Alors ¢ est formalisable si et
seulement s'il existe des quasi-isomorphismes 85 et 7, et un homomorphisme @
tels que le diagramme suivant commute 4 homotopie prés:

Apr{y)
Apy(T) 222, Api(S)

ﬂTT: nsT:

(AX,dx) —2— (AY,dy)

07‘[: Osl:

HYT;Q) ——— H*(S5;Q).

d) Remarques:

Soient ¢ et ', deux applications continues entre espaces formels.
Si ¢ est formalisable et si ¢ est homotope (resp. isomorphe) & ¢', alors ¢’ est
formalisable. S’il existe une équivalence d’homotopie k avec k o ¢' homotope a ¢
et ¢ formalisable, alors ¢’ est formalisable.

3) FORMALITE DES ALGEBRES ET DES MORPHISMES D’ALGEBRES:

Une a.d.g.c. (A,d) est dite formelle si un modéle minimal de (A4, d) est aussi un
modele minimal de H*(A, d). Une application f : (4,d) —» (A',d’) entre a.d.g.c.
formelles, est dite formalisable s’il existe deux quasi-isomorphismes (appelés for-
malisations) 64 et 64, et un morphisme f tels que le diagramme suivant commute
a homotopie pres:

(4,d) —— (4d)

'IAI'Z 'IA'T:

(AU,dy) —— (AV,dv)

0,412 9411:‘

HY (A d) —— H*(A",d).

Dans ce diagramme, les couples ((AU, dy),n4) et ((AV,dv),nas) désignent respec-
tivement des modéles minimaux de (4, d) et de (4',d").

11



o) Remarques:

Une a.d.g.c. est formelle si et seulement si sa “réalisation géométrique” est
formelle. Une application entre deux a.d.g.c. formelles est formalisable si et seule-
ment si sa “réalisation géométrique” est formalisable.

4) GROUPES DE D.R. HOMOTOPIE:

Soit (AX,d) S ApL(S) le modéle minimal d’un espace S. On appelle homotopie
de De Rham (ou D.R. homotopie) de S, le groupe gradué X 2 Hom(7.(S5), Q).

On considére maintenant le K.S. modeéle minimal ([8], prop. 6.1) d’un morphisme
d’a.d.g.c. f.

(AX,d) — (AX @ AY,d') — (AY,d).

Soit d}, la partie linéaire de d'. La suite exacte courte de Q-modules différentiels
€
suivante:

induit une suite exacte longue en homologie appelée suite exacte de D.R. ho-
motopie de f (voir [8], parag. 10.12).
I1. Démonstration du théoréme 1.

Considérons un modéle bigradué de ¢* et un modele filtré de ¢ au sens de M.
Vigué [18]. En particulier, on a les diagrammes commutatifs suivants:

-

HY(T;Q) ——  H*(S;Q)

OTTZ OsT’Z

(AZ,D) _, (AZ®AZ', D),

Apr(e)
App(T) —— Apr(S)

nTT: fIst
(AZ,D) —— (AZQAZ',D'+4"),
ou lalgébre AZ @ AZ' est bigraduée, ie. (Z @ Z') = ZE & Z?. On a de plus:
D' . (AZ®AZ')i - (AZRAZ")i_,.
o'+ (AZQAZ)i - (AZQAZ")<i s,

12



D’apres [18], prop. 2.3.4, ¢ est une application formalisable si et seulement si
un modele bigradué de ¢* est un modele filtré de . Il nous suffit donc de montrer
({18], th. 2.2.4), I'existence du diagramme commutatif suivant:

Apz(
Api(T) prelo) ApL(5)

PTT_’! PST.“:

(AZ,D) —— (AZ®AZ',D"),
ow:
1) pT et ps sont deux quasi-isomorphismes.
2) Pour tout & de A(Zy @ Zy), la classe de pg(®) est égale a 65(P).

Supposons avoir défini un isomorphisme w:
w : (AZQAZ'\D'+¢')S(AZ®AZ', D",
tel que wl = Id.

282z
Posons pr = 57 €t ps = ns ow™!. De 'égalité w01 = j, on déduit que
psoi=nsoj =Apr(p)onr, ainsi le diagramme précédent est commutatif. De
plus les propriétés 1) et 2) sont vérifiées.

1l nous reste & construire un tel w. Puisque S est un espace formel, il existeun
quasi-isomorphisme § : (AZQAZ',D') — Apr(S). Le lemme de relévement ([8],
th. 5.19), nous assure alors de 'existence d'un quasi-isomorphisme 2

Q : (AZQAZ',D'+0') = (AZ®AZ',D"),

tel que le diagramme suivant commute & homotopie prés.

(AZ®AZ',D' + o) (AZ@AZ', D' +o')

Q l: ns l:
)
(AZ@AZ', D) — Apr(S).
Puisque ¢* est supposée injective en D.R. homotopie, alors D' est décomposable
(par construction ¢ est une K.S. extension minimale). On en déduit (voir [13], th.
2.2) que o' est décomposable et donc que §2 est un isomorphisme ([8], prop. 6.2).

De plus, (AZ ® AZ', D') est un modele bigradué de H*(S; Q) au sens de Halperin
et Stasheff [9].

Remarquons que 'on peut supposer que Q* = Id. En effet, considérons le dia-
gramme commutatif ci-dessous:

(AZQAZ,D' +0') —— (AZ®AZ',D') —— H*(S;Q)

] ﬂla (9*)-115

(AZ®AZ',D') —— H*(5;Q),
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ol a est un quasi-isomorphisme arbitraire (toujours surjectif), et ou f est un
isomorphisme obtenu par le lemme de relévement. Quitte & remplacer « par o' =
ao(a*)"!, on peut supposer que a* = Id. Ainsi, (80 Q)* = Id.

Soit maintenant Q' : (AZ @ AZ',D') — (AZ ® AZ', D), défini de la fagon

suivante:

Si z est dans Z, on pose Q'(z) = (z), ce qui définit @' : AZ — AZQAZ'.
Puisque D'(z) € AZ et que o'(z) = 0 (par construction), on en déduit que &'
commute & D’.

Si z est dans Zj, on pose Q'(z) = Q(z). Si z est dans Z, Q(z) = ¥+ V' olt ¥ est
dans (AZQAZ")»;, et ¥' dans (AZ®AZ'). D’odt D'(¥) = Q(D'+0')(z) = QD'(z).
On pose alors '(z) = ¥, ce qui définit Q' : AZ @ (AZ')cy — AZQ® AZ'

commutant a D'.

Supposons maintenant Q' défini sur AZ Q@ (AZ')«i, avec ¢ > 2, tel que Q'(z) soit
un élément de (AZ ® AZ')>1 pour tout z de Z%,. On construit {2’ formellement
sur Z! de la manire suivante: si z € Z!, alors Q'(D'(z)) est un D'-cocycle de
(AZ®AZ')»,, donc le D'-cobord d’un élément ¥ de (AZ @ AZ')51. On pose alors
Q(z)=0

On remarque que {2’ est un automorphisme puisque Q] = Q’ , donc
Izoez;, Zo®Zy
() = Q* = Id. De plus (AZ ® AZ',D’') est minimale. On pose alors w =
(@)1 0 Q, qui est lisomorphisme cherché.

ITI. Version algébrique du théoréme 2.

THEOREME 2 BIS. Soit f : (AX,dx) — (AY,dy) un morphisme d’a.d.g.c. entre
deux a.d.g.c. formelles. Alors il existe une a.d.g.c. minimale formelle (AZ,dz),
et g et h deux morphismes d’a.d.g.c. tels que le diagramme suivant commute a
homotopie prés:

HY(AX,dx) e~ (AX,dx) —— (AY,dy) — s H*(AY,dy)
.| J f I

ol
H*(AZ,dz) «—o (AZ,dz) (AZ,dz) —— H*(AZ,dz),

avec Ox,0y,0z et 0, quatre quasi-isomorphismes (par définition, il est équivalent
de dire que g et h sont des applications formalisables).

Montrons que le théoréme 2 bis entraine le théoréme 2.

Soit donc ¢ : S — T, une application entre deux espaces formels et f
(AX,dx) — (AY,dy) son modéle minimal, i.e. '’homomorphisme défini & homo-
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topie pres, obtenu par le lemme de relevement:

(AX,dx) —— (AY,dy)

| |
Apr(yp)

APL(T) —_— APL(S)

L’utilisation du foncteur “réalisation géométrique” ainsi que celle du foncteur
“localisation” nous donne le diagramme suivant, commutatif a homotopie pres:

111

=
>
=
=

Ici et dans toute la suite, [AX| (resp. |AY], |AZ]) désigne |(AX,dx)] (resp.
[(AY, dy )|, [(AZ, dz]).

Sans perte de généralité, on peut supposer que |g| est une fibration qui sera
rationnelle puisque la base est 1-connexe ({7] ou [8], prop. 20.3).

Notons # la fibration image réciproque de |g] par £r. On obtient le diagramme
commutatif suivant:

B o T
E
R —

3
N
—

=

&r

Puisque £7 est une équivalence d’homotopie rationnelle, il en est de méme de {g.

D’autre part, notons H I'homotopie H : § x I — |AX]| tel que H(x,0) =
lglo |h|ols et H(x,1) =Lro.

La propriété de relevement des homotopies pour les fibrations entraine ’existence
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d’une homotopie K : § x I — |AZ] telle que le diagramme ci-dessous commute.

|h[0[5
S x {0} —— |AZ|

L

SxI — 0 JAX].

Soit k: S — |AZ] définie en posant k(z) = K(z,1).

K .7 7 . .
Alors, |hlols >~k ,et|g|ok = £€roe. De la propriété universelle du produit
fibré, nous déduisons ’existence d’une application continue «, rendant commutatif
le diagramnme ci-dessous:

s E s |AZ]
[ [
s 1 T, ax]

Finalement remarquons que:

- E est un espace formel puisqu’il a le méme type d’homotopie rationnelle que

[AZ).

- 7 est formalisable puisque £(7) = |g|.

. . K
- a est formalisable puisque £r o @ ~ }h| 0 €5, et que d’une part £g est une
équivalence d’homotopie rationnelle, que d’autre part |h| o £s est formalisable (cf.
remarque I 2) d)).

IV. Démonstration du théoréme 2 bis.

Soit f : (AX,dx) — (AY,dy) un morphisme d’a.d.g.c. entre deux modéles
minimaux d’espaces formels.

On peut supposer que:

8x : (AX,dx) — H*(AX,dx),
by : (AY,dy) — H*(AY,dy),

sont des modeéles bigradués au sens de Halperin et Stasheff ([9)). En particulier, 6x
et Oy sont surjectifs. Notons I I'idéal de AX engendré par I'image de dx dans AX,
et p: (AX,dx) — AX/I la projection naturelle (qui est un morphisme d’algebres
différentielles).
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Considérons alors un modele bigradué de AX/I. C’est en particulier un quasi-
isomorphisme surjectif s:

s (AW, dw) —» AX/I.

De plus, il est clair que 6y o f se factorise a travers p. En effet, ((AY,dy),0y)
étant un modéle bigradué, 'image par 8y d’un dy-cobord est nulle. Donc si p(¥)
est nulle pour un élément ¥ de AX, alors 8y o f(¥) =0.

Nous obtenons ainsi le diagramme commutatif suivant:

(AX,dx) —— (AY,dy)

bl

(AW,dw) —— AX/T —— H*(AY,dy).

Du lemme de relévement ([8], th. 5.19), nous déduisons I'existence de morphismes
d’ad.ge. p : (AX,dx)— (AW, dw)et v : (AW,dw) — (AY,dy) tels que:
fy ov =uos et p=sop. En particulier, puisque 8y o f = u o p, on obtient alors:
By o f = By o v o p, et puisque fy est un quasi-isomorphisme, d’aprés (8], prop.
5.15, v o p est homotope & f.

Quitte & considérer: 0;, =6y o (8%)~", on peut supposer que 6} = Id et donc:
(By o v)* =v* = (uos)* =uos* Posons:

b = (s*) T os 1 (AW,dw) — H*(AW,dw).

D’olt nous déduisons les égalités:  v* oy = v*o(s*) Tos =gos=6you,ie.
v est une application formalisable. Il nous reste & prouver que p est une application
formalisable. Pour cela (théoréme 1), nous montrons.

LEMME. p* est injective en D.R. homotopie.

Soit X = €>B X, la décomposition de X suivant le degré filtrant ([18]). Posons
120

U=Uy= & Uéi), ol pour tout ¢ > 1, U(gi) est une copie de X;. Un modele
i>1

bigradué [18] de p* est alors donné par le diagramme commutatif suivant:

H*(AX,dx) —— AX/I

=] ox :Ta

(AX,dx) —— (AX® AU®AV,D).
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Si I’on identifie un élément de X et sa classe dans AX/I, on obtient par
construction:

9! = Idy,, ol =0i>1, o‘ U E X iz, 0‘ =0etD‘ =0.

Xo x; u? v v

Montrons que I’ on peut supposer que pour tout v de V', D(v) est dans AX ®
AZY(U @ V). Pour cela, on procéde par induction le long d’une K.S. base fixée
(18], chap. 1).

Soit v le premier élément de la K.S. base ne vérifiant pas cette condition. Posons
V=Va{@etDu)=2+T+¥, o0 ®£0¢cAX, T € AX ® AU, et
U’ e AX @ AU ® A2V, Alors @ est un D-cocycle, donc un dx-cocycle.

Supposons que ® ne soit pas un dx-cobord. Par construction de 8, §(Dv) =
6{® -+ ¥) = 0. Mais ® est alors dans AXo /I et est non nul alors que par définition
de 8, 8(\W) € (AX)»1 /1. Ceci est contradictoire.

On a donc & = dx(®') pour un élément &' de AX. On construit alors un
isomorphisme v respectant le bidegré:

v: A XQAUQAV - AX QAU @ AV,

ol v = Id, v(v) = v — & et on pose D' = y~!Dy. On obtient ainsi par
XUV
composition un modéle bigradué de p*, isomorphe au précédent:

(AX,dx) — (AX ® AU @ AV, D').

Mais maintenant D'(v) = ¥ + ¥, ce qui achéve le pas récurrent.

Nous déduisons qu’en particulier D est décomposable, ce qui démontre le lemme
d’apres {8], parag. 10.12 .
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CHAPITRE II

SUR LES DEVIATIONS D'UNE Q-ALGEBRE

Résumé.
Soit H une Q-algebre graduée commutative connexe et de dimension finie.

Nous montrons que si 'une des déviations de H est nulle, alors H est une
algébre de polyndmes ou une intersection compléte. Ceci répond partiellement au
probléme d’homotopie rationnelle “miroir” de celui posé par T.H. Gulliksen et G.
Levin (voir {2] et [5] p. 154).

Mots clés: Homotopie rationnelle, déviations.

Classification A.M.S: 55 P 60.
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I] Introduction.

Soit A un anneau local noethérien de corps résiduel k.

DEFINITION 1. Soit P4(t) = 5 dim Tor)A(k, k)t! le polynéme de Poincaré de A,
=0

on peut €crire (voir par exemple [1] prop. 0.4):

oo '(1 4 251 )e2i
Py(t) = jl_;.Io(l — 252)e 41

Alors Dentier ¢; est appelé la j1*™¢ déviation de A.

Dans [9], S. Halperin a montré que si I'une des déviations de A est nulle, alors
A est une intersection compléte, ie. ¢; = 0 pour tout j > 2. Ceci répond a un
probléme posé par T.H. Gulliksen et G. Levin (conjecture C3 dans [1]).

Plusieurs auteurs (voir en particulier [2] et [4]) ont remarqué que certains proble-
mes d’algebre locale admettaient une “version miroir” en homotopie rationnelle.
En particulier, soit H une Q-algebre graduée commutative noethérienne connexe
et (AZ,D) > H son modele bigradué au sens de Halperin et Stasheff ([10] chap.
3). Il est bien connu ([4]) que:

o o S (L4
Zdlm Tor; (Q,Q)¥ = jgo_——_—(l Ay
J=0

avec ¢; = dimZ; pour tout j > 0. Ainsi, le probleme C3 de (1] (résolu dans [9]),
se traduit par ([4] prop. IIL. 16):

CONJECTURE 1. Soit H une Q-algébre graduée commutative noethérienne con-

nexe et (AZ, D) 5 H son modéle bigradué au sens de Halperin et Stasheff. On
note ¢; = dimZ; ; alors:

Sie; =0 pour un ¢ € N donné quelconque, tous les ¢; sont nuls, pour j > 2.

Si H = HP¥' est de dimension finie, alors H est un anneau local et le résultat
de S. Halperin s’applique.

Cependant, dans le cas général, les techniques utilisées dans [9] ne s’adaptent
pas, comme souvent, a ’étude du probleme “miroir” en homotopie rationnelle.
Ainsi la conjecture 1 reste un probléme ouvert. Elle a été partiellement résolue
par Y. Félix et J.C. Thomas ([4] th. IV. 5), qui ont montré que si H n’est pas
une intersection compleéte (i.e. si g5 # 0), alors elle n’admet qu’un nombre fini de
déviations non nulles.
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Notre but est de prouver la conjecture 1 dans le cas ou la dimension de H est
supposée finie en tant que Q-espace vectoriel. Plus précisément nous montrons le:

THEOREME 1. Soit H une Q-algébre graduée commutative connexe de dimension
finie et (AZ, D) - H son modéle bigradué au sens de Halperin et Stashefl.

5’il existe un entier 1 > 2 tel que Z; = 0 alors Z; = 0 pour tout entier j > 2.

Nous allons en fait prouver ce résultat sous une forme plus générale. Considérons
pour cela un KS-complexe minimal et connexe (la définition est donnée dans la
deuxiéme partie du texte). On le note (AX, d). Supposons que X soit muni d’une
deuxiéme graduation, que 'on note inférieurement, X = AG>90X,-, telle que pour

1

tout ¢ > 0,onait d : (AX); — (AX)i_1. Alors la cohomologie du KS-complexe
(AX,d), appelé KS-complexe bigradué, est munie d’une seconde graduation i.e.
pour tout k > 1, H¥(AX,d) = @ H*(AX,d). On pose alors:

n2>0

DEFINITION 2. -Si dimH.{AX,d) < oo, on note (st aucune confusion n’est-a crain-
dre sur la différentielle) n,(AX) le plus grand entier n tel que H,(AX,d) # 0. L’
entier 11,(AX) est appelé la dimension formelle de H,(AX,d).

DEFINITION 3. On appelle “creux” de X, que l'on note c.(X), le plus grand entier
n tel qu’il existe un entier | avec:

- X; et Xi4p, non nuls,

- X nul pour tout j tel quel < j <14 n.

Remarquons que 7,(AX) peut étre défini sans que la dimension de H*(AX,d)
soit finie. Ceci est du au fait que la dimension de Ho(AX,d) peut étre infinie.

Nous allons montrer le résultat suivant:

THEOREME 2. Soit (AX,d) un KS-complexe minimal connexe bigradué tel que
dimH,(AX,d) < oo, alors:

co(X) < u(AX) + 1.

Ce résultat entraine immédiatement le théoreme 1. En effet, le modele bigradué
d’Halperin et Stasheff (AZ, D) de H {voir [10}) vérifie toutes les hypothéses du
théoréme 2. De plus, dans ce cas, n(AZ) = 0. Supposons donc qu'un Z; soit nul
pour un 7 > 2, on en déduit que Z; est nul pour tout j > ¢ et, d’apres (4] th. IV.
5), que Z; = 0 pour tout j > 2.

Notre but est donc maintenant de démontrer le théoréme 2. Pour cela, nous
commengons par préciser nos notations et nous effectuons quelques rappels, no-
tamment sur les KS-complexes. Par la suite quelques résultats préliminaires sont
prouvés, puis nous démontrons le théoréme 2.
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Ainsi le texte s’organise-t-il comme suit:

I] Introduction.

II) Notations et Rappels.
ITI] Deux lemmes préliminaires.
IV] Démonstration du théoréme 2.

Le théoréme 2 s’inspire d'un résultat montré dans [8]. L’auteur exprime sa vive
reconnaissance & S. Halperin sans qui cet article n’aurait pu étre écrit.
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II] Notations et rappels.

Le corps de base sera toujours celui des rationnels. Ainsi, par exemple, les fonc-
teurs hom et © désigneront homg et ®. De méme, les espaces vectoriels ou les

algébres considérés ici seront toujours définis sur Q.
Soit X = & X' un espace vectoriel gradué supérieurement, ot chaque X ¢ est
i>1
de dimension finie. On note |z} le degré d’un élément homogene = de X.

On désigne par AX D'algébre libre graduée commutative (au sens gradué) sur
X.
AX = B(X'mPair) g S(XPT)

est alors I'algébre extéricure sur les générateurs de X de degré impair tensorisée
(sur Q) par 'algébre symétrique sur les générateurs de X de degré pair. Si (z;)ier
désigne une Q-base de X, nous noterons parfois AX = A((zi)ier). S X = 2.Q,
nous noterons AX = Az. La graduation sur AX est définie par: |a.b| = |a] + [b]
oll a et b sont deux éléments homogenes de AX.

Soit maintenant d : AX — AX une application linéaire vérifiant les trois
conditions suivantes:

1)d : (AX)' — (A22X)"! ie. d est décomposable et de degré +1.

2) d(a.b) = d(a).b + (—1)!*la.db, pour tout couple (a,b) d’éléments homogenes
de AX.

3)dod=0.

4) 1l existe une base (z;}ier de X indexée par un ensemble bien ordonné I tel
que d(x]) € A((Ii)i<j).

L’algébre AX munie d’une telle application d, appelée différentielle, est appelée
un K S-complexe ([6]) minimal connexe et de type fini. Elle est notée (AX,d).
Par référence & la théorie de Sullivan [11], nous appellerons plus simplement
“KS-modele” un KS-complexe minimal connexe et de type fini.

On peut décompose~r la différentielle d sous laformed =ds +dz + ... +d;+ ...
avecdy : X — A(X). On remarque qu’alors d2 est une différentielle qui est

X
appelée partie quadratique de d.

La graduation sur (AX,d) induit une graduation sur l'algebre de cohomologie
H*AX,d), ie. H*(AX,d) = QOH”(AX, d) avec H'(AX,d) = Q. Nous dirons
qu’une algébre H est de dimension finie lorsqu’elle est de dimension finie en tant
que Q-espace vectoriel gradué.

Nous appellerons KS-modéle bigradué, un KS-modéle (AX,d) ot X est muni
d’une deuxiéme graduation, notée inférieurement, X = @ X, pour laquelle chaque
>0

iz
X ; est de dimension finie, et d de degré —1,ie.d : (AX); — (AX);-1. Le degré
inférieur d’un élément homogeéne a de AX est noté ||a||.
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La graduation inférieure sur un KS-modéle bigradué (AX, d) induit une seconde
graduation sur H*(AX, d), i.e. pour tout k¥ > 1, H¥(AX,d) = G>90H,’f(AX, d).

Un modéle bigradué d’Halperin et Stasheff (voir [10] chap. 3) est un KS-modele
bigradué (AX,d) tel que H.(AX,d) 2 Ho(AX,d).

Ici, le symbole = désigne un isomorphisme d’algébres graduées commutatives.
Le symbole ~ désignera un quasi-isomorphisme (un morphisme induisant un iso-
morphisme en cohomologie) d’algébres différentielles graduées commutatives.

Nous faisons maintenant quelques rappels sur ces modeles. Tout d’abord, re-
marquons que 'on a:

d : A(X,)—)A(X<l)

Supposons que AX = A(X<i @ X»;). On définit alors, de fagon naturelle, le
sous-modeéle:

(A X<k),d) = (A X<k @ X>1),d),

ainst que le modele quotient:

(A(X<k ® X31),d) » (AM(X31),d) = (AX W8 Q,d).

Considérons maintenant le diagramme suivant de KS-modéles:

f
(AY,dy) —— (AZ,dz)
dl

(AT, dr),
ou f et g sont des morphismes d’algébres différentielles. Ces applications font de
(AZ,dz) et (AT,dr) des (AY, dy)-modules différentiels.

On appelle somme amalgamée de (AZ,dz) et de (AT, dr) par f et g, 'algébre
différentielle (AZ,dz) ® ) (AT,dr), qui rend commutatif le diagramme ci-
(AY,dy

dessous: ;
(AY,dy) —— (AZ,dz)

/| !

AT,d AZ,d AT, dr).
( T) —— ( z) W@ )( T)

)dY

Remarquons que si l'on considére le diagramme suivant de KS-modéles bi-
gradués:
(A(Xgr),d) —— (M X<k ® X31),d)

l .
(AT, dr),
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alors (A(X<x ® X31),d) ( ® (AT,d7) = (A(X>18T),D), ot D désigne la
- - (A(X¢k),d) -
différentielle définie de fagon unique par d et dp-.

Nous terminons ces quelques rappels par la notion de dérivation.

Une dérivation sur un KS-modele (AX,d) est une application linéaire ¢
(AX,d) — (AX,d) telle que les propriétés suivantes soient vérifiées:

1) 6 est homogene pour le degré, i.e. il existe un entier noté |8, le degré de 6,
tel que pour tout ¥ de (AX), 8(¥) € (AX)iHOl’

2) 6(a.b) = 8(a).b+(—1)211a.8(b) pour tout couple (a, b) d’éléments homogenes
de AX.

En fait, toutes les dérivations considérées ici seront des cycles dans I’algebre
de Lie différentielle des dérivations de (AX,d), i.e. elles vérifieront la propriété
supplémentaire:

3) 8d — (—1)l%1dg = 0.

Par souci de simplification, une dérivation désignera toujours ici une dérivation
vérifiant la propriété 3).

Soit maintenant une K S-extension (voir [6]):
(1) : (Ay,0) = (Ay® AY,d) — (AY,d),
oit (Ay®AY, d) est un KS-modele (en particulier d est décomposable) et |y| impair.

Considérons les parties quadratiques dy et dy des différentielles d et d. Ecrivons
pour tout ¥ de AY:

B(1Q¥) =1Qd(¥)+y oY)

Ceci définit une application £ : (AY,_Jz) — (AY, da) qui respecte la longueur
des mots. Puisque d et da sont des différentielles, il est facile de vérifier que £ est
une dérivation, de degré 1 |y|, appelée dérivation associée & la K S-extension (1).

Décomposons maintenant ¥ sous la forme ¥ = Im(§; ) @ 5. On dit que la

dérivation £ est fortement localement finie si I'espace vecytoriel S et les espaces
vectoriels 5"(5 ) pour k > 1 engendrent Y. Il est alors clair que toute dérivation {
associée & une K S-extension (1) qui est nilpotente, i.e. telle que {" = 0 pour un
entier n suffisamment grand, est alors fortement localement finie. C’est le cas en
particulier si dimY < oo.
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III] Deux lemmes préliminaires.

Soit (A(V @ W), d) un KS-modele bigradué et c une constante entiére > 1. On
suppose que:

1) dimH, (A(V @ W), d) < oo,
2) V = Viek et W = W kier

3) Hi{(A(VeW),d)=0pouri>c~1

Notons (AV, d) le sous-modéle de (A(V @ W), d), (AW, @) le modéle quotient et

(v1, ... ,vr) une base (finie) bien ordonnée de V.

On suppose de plus qu’il existe un morphisme v non trivial:

v 1 (AV,d) — (Ab,0).

On pose [|b]| = 0.
LEMME 1. Considérons la somme amalgamée suivante:

(AV,d) ——  (Ab,0)
] !
(A(V @ W),d) —— (AW ® Ab, D).
1l existe alors une dérivation 6:
6 : (AW ® Ab, D) — (AW ® Ab, D),
telle que 6(b) = 1.

DEMONSTRATION DU LEMME 1:

Soit £ : (Ab,0) — (Ab,0) la dérivation définie par £(b) = 1. Supposons avoir
défini une application linéaire ¢’ de degré -|b|:

¢ (A(VeoW),d) — (AW ® Ab, D),
vérifiant:
a)f'oi=jofow.
b) £'d — (1)l D¢ = 0.
¢) Pour tout couple d’éléments a et 8 de A(V ¢ W),
§(0f) = £(e)7(8) + (~1)!*Wlr(a).£'(B).
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Soit alors I’application linéaire 8 de degré -{b|:

6 s (AVeW),d & (Ab0)=(AW @ Ab,D) — (AW ® Ab, D),
AV,d

définie par: 8(a ® b)) = ¢£'(a).b™ + (-1)l°lllr(a).£(b"), pour tout o de A(V @ W).
Soit § dans AV. On a alors les €galités suivantes:
B(aB @ b") = £'(a).7(8).6" + (-1)/Pr(a).£'(8).6"
+ (=)D (a).r(8).£(6™).
6(a® v(F)-5") = £'(a)-u(B).6" + (~1)*WIr(a).£(v(8).4™)
= &(@)w(B)b" + (=1 Wlr(a) (€'(8) 6" + (-1) W (B).£(™)),

car par hypothése £'(8) = £ o (). Mais, la commutation du diagramme deb somme
amalgamée entraine que 7(8) = v(B), par suite 6(a.f ® b") = (o @ v(B).b") et
donc 6 est bien définie.

Un simple calcul utilisant ’hypothése b) nous montre que:

8(d(a) @ b*) — (1)1 D8(a ® B) = 0.

De plus, on vérifie facilement que si a et f_sont dans AW alors:
8o @ b™.8 @ b™) = 8(a @ b7).B.6™ + (—1)M1Ul+ "D pm 0(8 @ ™).
Par suite 8 est bien une dérivation, de degré -|b|. De plus, on a 8(b) = 1 et donc
f est la dérivation cherchée. Il nous reste maintenant a construire €.

Soit V = @Vj le Q-espace vectoriel gradué défini par Vo= V,-j Hol chaque
générateur v de V correspond un générateur noté v de V.

On construit tout d’abord une différentielle d et une application linéaire 7 de
bidegré (—{b|, 0):

7 (AMVeW),d - (AMVeWw)eV,d),
telle que nod — (—1)Pdon = 0.
Pour cela, on remarque que A(V @ W)@V est un A(V @ W)-bimodule pour les

multiplications (notées toutes deux x) données par:

@) kd=(~1)Fp48T et ¢x(¥®T) = db @

Posons alors pour tout v de V, n(v) = 1 ® v, et prolongeons 5 sur AV par la
formule suivante:

2): n(a-B) =n(a)x B+ (-1)"*axn(s).
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Nous posons maintenant, pour tout T de V, d(1 @ 7) = (~1)"p(d(v)) et
=d.

Qul

,A(V®W)®1
On prolonge d sur A(V @ W) ® V par la formule suivante:
d(a®7T) =d(a) @7 + (-1)Ya*d(T).

I est alors clair que (A(V@W)®V, d) est un (A(V@W ), d)-bimodule différentiel.

Puisque par construction nod—(— 1)""307] est nul sur V, un simple calcul montre
alors que o d — (=1)""/d o 7 est nul sur AV, et par conséquent que (d)*(1®7) =
(=1)!"d 0 n(d(v)) = 0. Donc d est bien une dlﬁerentlelle

Nous savons par hypothése que Hy._y(A(V & W),d) = 0 et que V = V<.
On peut filtrer le module (A(V & W) ® V,d) par les sous-modules différentiels
(AV o W)® (91, ... ,9i),d). Un argument immédiat de suite spectrale nous
assure alors que Hy . x1(AM(V O W) ® Vv, d) =0.

Cette égalité nous permet maintenant de déterminer 5 sur W de telle sorte que
(nod—(-1)""d 0 n)(w) soit nul pour tout w de W. On raisonne par récurrence
sur le degré inférieur de w.

Soit 1 définie sur W¢;_1 pour un j > k + ¢, on prolonge n sur AV @ A(Wc;_1)
par la formule (2).

Soit alors w; dans Wj. On a (nod — (=1)"d o p)(d(w;)) = 0, et donc 5 o d(w;)
est un d-cycle. Mais Jld(w)ll = lln od(w)ll =3 —1 > ¢+ k —1. On en conclug
que 7 o d(w;) est un d-bord.

Si n o d(w;) = d(a), on pose n(w;) = (- )l7la. Ceci nous défini 7 tel que
pod—(=1)"d o g soit nul sur Wc; <j- La formule d’extension (2) nous assure que
nod—(—1)l"doy est nul sur A(V@W<,) De plus 5 est bien de bidegré (—{b|, 0).

Soit maintenant 7 I’application linéaire de degré 0
T (AVeW)eV,d) — (AW ® Ab, D),
définie par m(a ® 7) = 7(a).£ o v(v) pour tout a de A(V & W) et tout T de V.

Posons ¢’ = 7 o). 1l est facile de vérifier que ¢’ 02 = j 0 £ o v (propriété a). En
effet, par définition cette égalité est vraie sur V. Par la formule d’extension (2),
elle est alors vraie sur AV.

De plus, on a bien:
7 o n(e.B) = m(n(e) x B+ (~1)Mla s n(5)),
= mop(a).r(f) + (1) r(a).x 0 n(g),
donc la propriété ¢) est bien vérifiée.

Un simple calcul] utilisant le fait que D o §¢ = 0 nous montre maintenant que
mod = Dom. Légalité nod — (—1)"'d o y = 0 nous permet alors de prouver la
propriété b).
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LEMME 2. On note toujours (v1, ... ,v,) une base bien ordonnée de V. Pour tout
i < r+ 1, considérons le modéle quotient:

(AX(3),d(2)) = (A(viy - ,vr) ® AW, d(2)).

On suppose que {v;| est impair. Soit la KS-extension suivante:
(3)  (Avi,0) = (AX(3), d(5)) - (AX( +1), (i + 1)),

Alors la dérivation associée & cette KS-extension est nilpotente. (voir la partie II]
du texte pour la définition).

DEMONSTRATION DU LEMME 2:

Puisque le degré de v; est impair, on peut définir un homomorphisme d’algebres
différentielles p : (AV,d) — (Av;,0) en posant p(v;) = v; et p = 0 sur les autres
générateurs de V. Considérons alors les sommes amalgamées suivantes:

(AV,d) —2—  (Av;,0)

| |
(A(V @ W),d) —— (Av; ® W, D),

(Alvi, o yoe)yd)  ——  (Avi,0)

! !

(A(vi, . ,vr) ® AW,d(5)) —— (Av; @ AW, D').

D’apres la définition d’une somme amalgamée, on a clairement D' = D.

Nous savons de plus par le lemme 1 et par ([7] lemme 1.1) que (Av; ® AW, D) =
(Av;,0) @ (AW, d).
Notons £ : (AX(:+1),d2(i+1)) — (AX(s+1),d2(i +1)) la dérivation associée

3 la K S-extension (3). Nous allons montrer que:

EX(E+1)C qua+1Q-vj-

Alors, puisque ¢ baisse strictement le deuxiéme degré, on en déduira que £ est
bien nilpotente.

Soit  dans X (i +1). Si |z| < k, alors £(z) ne peut avoir de composante dans
W, puisqu’on aurait sinon |v;.£(z)[ > k + 2.

Soit maintenant w dans W alors:
da(1)(w) = da(i + L)(w) + vi-£(w).
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Ecrivons é(w) = a + 3 avec « € _>®+1Q.vj et BeW.
]_l
Par commutation, 7(dz(i)(w)) = D47(w) = d2(w) € W. De plus:

F(da (i) (w)) = ?@(z’ + 1)(w)) + T(vi-£(w))

Mais da(i + 1)(w) € A(vit1, - ,vr) ® AW et donc 7(dz(i + 1)(w)) € AW.

On en déduit que v;.0 est nul et par suite que § est nul.
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IV] Démonstration du théoréme 2.

Le théoreme 2 est obtenu comme corollaire du résultat suivant:
THEOREME 2-BIS. Soit (A(V & W),d) un KS-modéle bigradué et ¢ une constante
entiére > 1. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées:

1) dimH AV & W), d) < oo,

2) V= VSk et W = W2k+c,

3) H(AWeW),d)=0pouri>c~1.

Alors W est nul.

11 est immédiat de constater que ceci prouve le théoréme 2. En effet, si ¢, (X) >

n*(AX)+1, alors (AX,d) = (A(V@W),d) avec V ='V$k et W = WZk+y)‘(AX§+2 #
0. Mais ceci est impossible puisque H;(AX,d) = 0 pour tout 7 > n,(AX) + 1.

Pour prouver le théoréme 2-bis, nous allons montrer successivement les propo-
sitions suivantes:

a) dimH,(AV,d) < oo,

b) dimH.(AW,d) < oo,

&) 1u(AV @ W)) = nu(AV) + nu(AT).

Supposons ce résultat acquis. Puisque n.(A{V & W)) < ¢ — 1 alors:

E+c>c—1>n(AV) + 0 (AW) > 5 (AW).

Or W = Wy et donc W est nul.
DEMONSTRATION DU THEOREME 2-BIS. a):

Soit K un corps algébriquement clos contenant Q.

Supposons que la dimension de H.(AV,d) soit infinie. Alors la dimension de
H.((AV,d) ® K) est infinie en tant que K-espace vectoriel. Puisque V' est de di-

mension finie, d’aprés ({8] prop. 5.1), on en déduit 'existence d’un morphisme non
trivial:
p : (AV,d)%)K — (Ab,O)%K, 6] = 2.

1l est clair que le lemme 1 reste vrai lorsque le corps de base est une extension
de Q. On en déduit donc existence d’une dérivation:

0 : (AW®Ab,D)%K - AW®Ab,D)%K,
telle que 6(b) = 1.
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Mais ceci entraine ([7] lemme 1.1) qu'’il existe un isomorphisme d’algébres différen-

tielles: _
(AW ® Ab, D) %) K = (AW, d) ® (Ab,0) (%) K.

On considére alors la composée:

(A(V @ W),d) % K 5 (AW, d)® (Ab,0) %K — (Ab,0) %K'

C’est clairement un morphisme non trivial puisque p est non trivial. D’apres

([8] prop. 5.2), on en déduit que la dimension de H,((A(V & W),d) % K) est

infinie (en tant que K-espace vectoriel). Ceci est en contradiction avec 'hypothése

dimH,(A(V & W),d) < co.
DEMONSTRATION DU THEOREME 2-BIS. b) et c):

On considére le modéle quotient:

(AX(3),d(3)) = (A(viy - ,vr) @ AW, d(3)).

On suppose que dimH*(AX(i),E(i)) < oo (ceci est vrai pour ¢ = 1). Nous allons
prouver que:

- si |v;| est pair alors dimH,(AX (i + 1),d(i + 1)) < oo et 5, (AX(E + 1)) =
n(AX(2)) + o]l + 1,

- si [v;] est impair alors dimH . (AX (i + 1),d(i + 1)) < oo et n(AX(i + 1)) =
ns(AX(8)) = [loil]-

Supposons ce résultat acquis.

Un raisonnement par induction nous montre que dimH.(AX (r-+1),d(i+1)) < oo
ce qui prouve b). Puisque par a) dimH,(AV,d) < oo, nous pouvons appliquer ce
méme résultat & W = 0. Mais 7.(AX (i + 1)) — n.(AX(2)) ne dépend pas de W ce
qui montre c).

Premier cas: jv;] est pair.
On considére les complexes bigradués (AX (i +1),d(i +1)) et (AX (%) ® Ay, d(4))

avec d(i)(y) = v; et y de bidegré (Jv;] — 1, ||vi]| + 1). Ces complexes ont méme
homologie puisqu’ils ont des modéles minimaux isomorphes ([6]).

On filtre AX (i) ® Ay par la filtration décroissante dont le ji¥™e terme est
Fi = (AX(i))2) @ Ay. Alors la différentielle augmente le degré filtrant. Ceci nous
donne donc une suite spectrale (F) qui converge (puisque de premier quadrant)
vers H*(AX(z + 1),d(i + 1)). Un calcul simple nous montre alors que E2Y =
(HP(A(X(3),d(i)) ® Ay)P™e.
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Puisque par hypothese dimH*(AX(t),d) < oo, alors dimH*(AX (i +1),d) < oo
car |y| est impair.

Soit une classe [k] de deuxiéme degré maximum dans H*(AX(3),d(:)). Alors h.v;
est un d(z)-cobord dans AX(¢). On en déduit que [h].y reste un cycle a tous les
étages de la suite spectrale (argument de “coin”). Ceci prouve le résultat souhaité.

REMARQUE:

On voit ici pourquoi les techniques utilisées ne suffisent pas & montrer la con-
jecture 1 en toute généralité. En effet, 'hypothése “dimH (AX(¢),d) < 0o faite
ci-dessus ne peut pas étre affaiblie par ’hypothése “n.(AX(7)) est défini”. Par
exemple si AX(2) = Az avec |z| = 2 et |jz]| =0, le résultat ci-dessus est faux.

Deuxiéme cas: |v;| est impair.

On considére la KS-extension suivante:

(Avi,0) = (AX(2),d()) » (AX (1 +1),d(i + 1)).

D’aprés le lemme 2, nous savons que la dérivation associée & cette KS-extension
est nilpotente.

Puisque par hypothese dlmH*(AX(z), d(1)) < o0, on en déduit ([8] prop. 4.2)
que dimH*(AX (i + 1),d(i + 1)) <. 0,

Si maintenant nous filtrons AX (z) = Av, ® AX (i +1) par la filtration croissante
de 7™ terme FV = Av; ® (A,X (1+ 1))< j, tious obtenons une suite spectrale (£)
convergeant (pmsque de premier cadranf) vers H,(AX(3),d(:)). Un simple calcul
nous montre que E2 = (Av; ® H(AX (i + 1), d(i + 1)) ptg-

Tl est alors clair que si h désigne une classe de degré maximum dans H,(AY,d),
y @ h reste un cycle a tous les étages de la suite spectrale.
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Résumé

Nous nous intéressons dans ce travail & deux problémes d’homotopie ra-

tionnelle, liés a la théorie de la formalité.

1) Nous prouvons que toute application entre espaces formels est la composée

de deux applications formalisables.

2) Soit H une algebre connexe de dimension finie sur Q. Nous montrons que

si une déviation de H est nulle, alors H est une intersection compléte.

Mots clés : Homotopie rationnelle, formalité, déviations.





