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INTRODUCTION GENERALE 

LE CADRE DE CE TRAVAIL .., 

Ce travail s' inscrit dans le cadre du thème : Analyse et Surveil- 
lance des Processus Industriels Complexes, développé au Labora- 
toire d'Automatique et d'Informatique Industrielle de Lille (LAIL 
- URA 1440). 
Il est justifié par la prise en compte de systèmes pour lesquels 
aucun modèle de comportement n'est disponible. Leur surveillance 
passe alors par l'établissement d'un modèle statistique, élaboré à 
partir de l'analyse des données relevées sur le processus. 
Un modèle numérique précis n'a en général pas de sens dans ce 
contexte, c'est pourquoi une recherche orientée vers la détermina- 
tion d'un modèle qualitatif a été entreprise, à partir de résul- 
tats antérieurs concernant l'utilisation de la Théorie de 1'Infor- 
mation en Analyse des Données. 

LA MODELISATION - SES PROBLEMES 

La construction d'un modèle à partir des observations fait appa- 
raître trois types de problèmes bien distincts [BOUC 901 : 

-+ un problème de visualisation 
+ un problème de structuration 
-+ un problème d'explication 

(i) Le problème de visualisation 

Les tableaux de données recueillis sur le système peuvent contenir 
plusieurs milliers d'observations effectuées sur plusieurs di- 
zaines de variables. Le praticien se trouve alors en présence 
d'une masse de données difficilement interprétable. En effet, le 
nuage des observations décrites par deux variables est tout à fait 
visualisable sur un plan. Il est déjà plus difficile, pour 
l'homme, de se représenter un nuage d'observations décrites par 
trois variables (représentation dans l'espace). Pour quatre va- 
riables, et plus, une étude visuelle des données s'avère impos- 
sible. 
On cherche alors une représentation de ce nuage dans un espace de 
dimensions plus petites. 



Le problème de visualisation du nuage des observations, lorsque le 
nombre de variables prises en compte est important, consiste donc 
à le diminuer. On cherche dès lors les variables les plus impor- 
tantes, les plus significatives pour notre étude. En d'autres 
termes, ce problème revient à trouver les variables contenant le 
plus d'information possible. 
Deux façons d'opérer sont alors possibles : 

+ On utilise les méthodes factorielles [FOUC 851 de 
l'Analyse des Données (problème de recherche de facteurs 
principaux posé par Thurstone dans les années 1930), qui 
consistent à trouver des combinaisons linéaires des va- 
riables initiales. Celles-ci sont cherchées de façon â ce 
que les nouvelles variables (encore appelées facteurs prin- 
cipaux) contiennent un maximum d'information. 
En général, celà n'est pas possible sans une distorsion des 
mesures (distorsion que l'on cherche à minimiser). 
Les deux principales méthodes d'analyse factorielle sont 
l'Analyse en Composantes Principales [HOTE 331 et l'Analyse 
Factorielle des Correspondances [BENZ 801 [CIBO 871 qui se 
distinguent l'une de l'autre par le type de variables 
qu'elles traitent, et donc, par le choix de la métrique 
utilisée. 

+ On recherche directement les variables apportant la plus 
grande information, parmi les variables initiales prises en 
compte. Comme précédemment, la distorsion des mesures qui 
en résulte est due à la diminution des dimensions de 
l'espace de représentation. 
De nombreuses méthodes statistiques existent (maximisation 
de 1' inertie pour des variables quantitatives, du IChi2 pour 
des variables qualitatives, ...) dans une littérature très 
abondante. Pour notre part, nous nous intéresserons à une 
méthode entropique basée sur la Théorie de l'Information. 

Un compromis sera alors à faire entre, d'une part, la perte 
d'information occasionnée par la distorsion des mesures, et 
d'autre part, la simplicité de la représentation du nuage. 



(ii) Le problème de structuration 

Un système complexe est un ensemble de sous-systèmes (plus 
simples) pouvant interagir entre eux [DELA 711. Il serait dès lors 
intéressant de décomposer ce système en systèmes faiblement cou- 
plés. C'est donc un prolème de structuration (de décomposition, ou 
encore de classification automatique non supervisée* ) , qui 
consiste à munir la population d'apprentissage (l'ensemble des ob- 
servations), ou l'ensemble des variables, d'une structure particu- 
lière. Diverses techniques de décomposition sont mises en place, 
suivant la structure désirée. 
On distingue en général deux catégories de techniques de décompo- 
sition : 

+ les méthodes de coalescence floue 
+ les méthodes de classification automatique. 

+ Les méthodes de coalescence floue sont développées dans 
[DUBU 901. La théorie des sous-ensembles flous a été élabo- 
rée afin de traduire des règles du type "plus ... 
plus ...". En effet, dans la théorie des ensembles (dits 
vulgaires), un élément appartient, ou n'appartient pas à un 
ensemble, tandis que dans la théorie des sous-ensembles 
flous, l'appartenance d'un élément x à un ensemble E est 
caractérisée par sa fonction d'appartenance p comprise 
entre O et 1. 
Initiée par L.A. Zadeh [ZADE 651, cette théorie fût déve- 
loppée par [KAUF 731, [DUBO 791, .... Les premiers algo- 
rithmes de coalescence floue ont été développés 
par E.H. Ruspini [RUSP 69,701. 

+ Le but des méthodes de classification [LERM 701 [JAMB 781 
[CELE 891 (encore appelée taxonomie, ou taxinomie) est de 
regrouper les individus en un nombre restreint de classes 
homogènes. Ces classes sont obtenues au moyen d'algorithmes 
formalisés, et non pas par des méthodes subjectives ou 
visuelles faisant appel à l'initiative du praticien, d'où 
le terme "automatique". 
Les méthodes les plus usitées sont des méthodes heuris- 
tiques : ce sont "des algorithmes dont on considère qu'ils 
sont suffisamment raisonnables pour donner des résultats 
satisfaisants" [ROUX 851. 

* Cette classification est dite "non supervisée". dans le sens où on ne dispose d'aucune 
connaissance a priori (aucune observation) sur ces classes. 



On distingue en général deux types de méthodes heuris- 
tiques : 

- les méthodes de classification hiérarchique : 
-+ ascendante (agrégations successives 
d'individus, puis de groupes) ' 

+ descendante (dichotomies successives) 
- les méthodes métriques (ou de coalescence). Ce 
sont des méthodes d'élaboration directe d'une par- 
tition : 

-+ algorithme de regroupement autour des 
centres mobiles [FORG 651 
-+ algorithme de J.B. Mac Queen [QUEE 671 
-+ algorithme des nuées dynamiques [DID 721 

Des méthodes statistiques de classification existent égale- 
ment, par exemple la méthode des Noyaux de Rosenblatt- 
Parzen (méthode de détection des zones à forte densité dans 
l'espace des observations) [PARZ 601 [POST 871. 

(iii) Le problème d'explication 

Le but des méthodes d'explication est de rechercher des relations 
l 

de dépendance entre variables. Nous distinguons alors, d ' une part, 
la (ou les) variable(s) à expliquer, et d'autre part, la (ou les) 
variable(s) explicative(s), ou considérée(s) comme telle(s). 
Le problème d'explication consiste à rechercher des procédures 

1 

I 

d'affectation d'une observation quelconque : étant connues les mo- 
dalités de certaines variables (variables explicatives), il s'agit l 
d'expliquer (de prédire) les modalités des autres variables (va- , 
riables à expliquer). On cherche donc à caractériser des relations 
de dépendance entre les premières et les secondes. Certains au- 1 

teurs parlent de classement (en Reconnaissance des Formes), de 
classification supervisée (dans le sens où on connaît des repré- 
sentants des diverses classes en présence), d'apprentissage à l 

partir d 'exemples, d ' induction (en Intelligence Artificielle) , ou 
de modélisation. 



LES OUTILS - DU NUMERIOUE AU SYMBOLIOUE 

Différentes approches ont été développées pour la modélisation à 
partir des données. Nous en donnons une présentation sommaire, 
suivant un ordre (plus ou moins) chronologique retraçant l'histo- 
rique des méthodes et des problèmes rencontrés. 
Ces différentes méthodes suivent un axe (numérique->symbolique). 
Ainsi, nous distinguons : 

+ les méthodes de la Statistique Classique 
+ les méthodes de l'Analyse des Données 
+ les méthodes de la Reconnaisance des Formes 
les méthodes de l'Apprentissage Symbolique 

+ et enfin, les méthodes de l'Apprentissage 
Symbolique/Numerique. 

( * )  Les méthodes de l'Analyse des Données (A.D.) : 

C'est à la suite des travaux de K. Pearson [PEAR 011 et de 
C. Spearman [SPEA 041 que H. Hotelling posait les premiers fon- 
dements de 1'A.D. : [HOTE 333 pour l'Analyse en Composantes 
Principales (A.C.P.), et [HOTE 361 pour l'Analyse Canonique. 
Ces méthodes traitent de données mises sous forme d'un tableau, 
et nécessitent, en général, une masse considérable de calculs. 
C'est donc avec l'avènement de l'ordinateur (dans les années 
1960) qu'elles connurent leur véritable essor. Actuellement, il 
existe de nombreuses méthodes dlA.D. (et beaucoup de variantes) 
disponibles sous forme de logiciels, et décrites dans une lit- 
térature abondante. 
E. Diday [DID 821 p.3, donne une définition de 1'A.D. : 
"L'analyse de données est un ensemble de méthodes dont le but 
essentiel est la mise en relief des relations existant entre 
les objets, entre les paramètres qui les caractérisent et entre 
les objets et les paramètres. Fréquemment, une analyse de don- 
nées consistera surtout à situer globalement ces objets les uns 
par rapport aux autres et à mesurer l'importance relative de 
chacun des paramètres dans cette répartition". 

( * * )  Les méthodes de la Reconnaissance des Formes (RdF) : 

B. Dubuisson [DUBU 901, p.25, donne une définition de la RdF : 
"La reconnaissance des formes est une science de définition 
d ' algorithmes permettant de classer des objets dont 1 ' aspect a 
varié par rapport à un objet type". 
Le problème traité par la RdF est alors le suivant : étant don- 
née une forme, il s'agira de déterminer à quelle forme-type 
(parmi m formes-type, ou prototypes, ou classes d'appartenance) 



celle-ci appartient, ou encore, à quelle classe doit-on 
l'affecter ? 
La RdF est donc un problème de classement (ou de classification 
supervisée) qui se distingue de la classification non supervi- 
sée dans le sens où, dans le deuxième cas, nous ne disposons 
pas de cette connaissance a priori qu ' est 1 ' existence des 
classes. Dans le premier cas, nous disposons d'au moins un 
exemple pour chaque classe d'appartenance. C'est à ce titre que 
nous distinguons les méthodes de RdF (problème de classement) 
des méthodes statistiques de classification non supervisée, 
telles que la méthode des Noyaux de Rosenblatt-Parzen. 
Un problème de RdF demande donc, d'une part, la définition des 
di£ férentes formes-type, et d' autre part, de choisir un espace 
de représentation. En général, suivant le choix de cet espace, 
on distingue l'approche structurelle (ou syntaxique : les 
formes y sont représentées à l'aide de grammaires [FU 741 
[MICL 84]), et l'approche statistique. 

(***)  Les méthodes de l'Apprentissage Symbolique : 

Nous appellerons Apprentissage Symbolique la partie Apprentis- 
sage à partir d'Exemples (S.B.L. : Similarity Based Learning) 
[MICH 83bl de l'Intelligence Artificielle (I.A.). Cette branche 
de l'I.A. s'est développée depuis peu (fin des années 70 pour 
les premiers articles). R.S. Michalski, J.R. Quinlan, 
M. Lebowitz sont parmi les initiateurs de cette discipline. Le 
principe de la S.B.L. est l'apprentissage de similarités entre 
exemples (problème d'induction) d'une part, et l'apprentissage 
de dissimilarités entre exemples et contre-exemples (problème 
de discrimination) d'autre part. Cette partie est largement 
traitée dans [KOD 861. 
Nous décrirons le système d'apprentissage INDUCE (descendant 
immédiat de AQ) développé par R.S. Michalski, qui est à la base 
de nombreux algorithmes d'apprentissage symbolique, comme CALM, 
GENREG, et bien d'autres. 

(****)  Les méthodes de l'Apprentissage Symbolique/Numerique : 

L'Apprentissage Symbolique/Numérique constitue une discipline 
dont l'essence même est le rapprochement de l'Analyse des Don- 
nées d'une part, et de l'Apprentissage Symbolique d'autre part. 
Ce rapprochement est dû au fait que les deux disciplines trai- 
tent des données et des problèmes communs. C'est au cours des 
journées symbolique/numérique pour l'apprentissage à partir des 
données (en 1987) qui se sont déroulées à l'université de 



Paris-Dauphine, que ce terme apparût dans la communauté scien- 
tifique française. 

Notre travail se situe dans le cadre statistique de la reconnais- 
sance des formes ; cependant, le caractère général des variables 
considérées (quantitatives, qualitatives, structurées ou non, ...) 
élargit notre problématique à celle de l'apprentissage automatique 
symbolique/numérique. Plus précisément, notre objectif final est 
l'établissement d'un modèle du système étudié s'exprimant sous la 
forme d'un ensemble de règles, induites à partir de l'analyse du 
tableau de données qui constitue notre seule connaissance de dé- 
part. 

PRESENTATION DU TRAVAIL 

Le premier chapitre sera une mise en place des notions utilisées. 
Les différentes structures associées aux variables seront analy- 
sées : nature des variables, finesse, partition induite sur la po- 
pulation d'apprentissage (les observations), observabilité. 
Nous y présenterons les différents types de variables que nous se- 
rons amenés à considérer, ainsi que les deux modes de représenta- 
tion des données que nous utiliserons tout au long de ce travail : 

4 une représentation globale de chaque variable, associée à 
la notion de partition, et induisant sur les ensembles 
considérés (population d'apprentissage, variables) une 
structure liée à la relation de finesse. 
-t une représentation locale, introduite par la définition 
d'objets symboliques (assertions, hordes, ...), induisant 
sur les ensembles considérés une structure liée à la rela- 
tion d'inclusion. 

Enfin, nous aborderons le problème de l'apprentissage à partir des 
données (problème de modélisation). On essaiera d'expliquer cer- 
taines variables par d'autres. Les différents types de relations 
entre variables seront développés. 

Le deuxième chapitre présentera deux systèmes qui sont à la base 
de nombreux algorithmes d'explication. 
Le système ID3 est une méthode d'induction par arbre de décision : 
utilisant une représentation globale des variables, il opère par 
construction de partitions de plus en plus fines de la population 
d'apprentissage. L'évaluation de chaque partition obtenue fait ap- 
pel à un critère informationnel, c'est pourquoi nous débutons le 
chapitre par une présentation des indices issus de la théorie de 
l'information et de leur utilisation dans le cadre de l'analyse 
structurale des systèmes. En particulier, nous présenterons des 



indices permettant de juger de la faisabilité du problème 
d'explication et d'évaluer la qualité du système explicatif ob- 
tenu. 
Le deuxième système présenté, I N D U C E ,  est une méthode 
d'apprentissage symbolique utilisant des règles de généralisation. 
L'algorithme GENREG, utilisant la même démarche, sera aussi pré- 
senté. L'ensemble des critères permettant d'évaluer la qualité du 
système explicatif obtenu s'exprime sous des formes spécifiques à 
chacun des algorithmes proposés. Le chapitre trois tentera d'en 
faire une synthèse. 

Dans ce sens, on mettra en évidence un certain nombre de proprié- 
tés (cohérence, complétude, . . . )  relatives à un ensemble de règles 
générées par une procédure d'apprentissage et on proposera des in- 
dices permettant leur caractérisation. 
De même, on analysera les procédures de généralisation sur un en- 
semble de règles, qui sont à la base des méthodes d'apprentissage 
symbolique automatique. 
On distinguera la généralisation par agrégation et la généralisa- 
tion par prolongement, et on proposera les indices permettant 
l'évaluation du résultat de ces procédures. 

Enfin, dans le dernier chapitre, nous proposerons la construction 
d'un modèle explicatif par généralisation des règles constituant 
le modèle atomique. Celui-ci, construit à l'aide d'une procédure 
de contraste, sépare le comportement déterministe du processus 
(que l'on cherche à modéliser), du comportement aléatoire dû aux 
perturbations et aux bruits ayant pollué les données. 
Nous développons des méthodes d'induction utilisant une représen- 
tation globale (construction de partitions) et une représentation 
locale (prise en compte de parties). 



CHAPITRE I = 
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ANALYSE STRUCTURALE DES SYSTEMES 1 



A travers une hiérarchie épistémologique des systèmes, ce chapitre 
introduira les notions de variable primaire, d'observation, 
d'apprentissage automatique à partir des données (ou modélisa- 
tion), . . . 
Puis, après avoir examiné les différentes structures possibles des 
variables, nous introduirons la notion d'observabilité, obtenue 
par une connaissance a priori du système. Cette notion pourra par 
exemple traduire des relations taxonomiques sur certaines va- 
riables. Elle sera très utile dans une procédure d'apprentissage 
(cf chapitre III). 
Par opposition à la représentation globale des variables associée 
à la notion de partition, nous introduirons ensuite une représen- 
tation locale, associée à la notion de partie, au travers de la 
définition d'objets symboliques manipulables par un langage de re- 
présentation. 

Enfin, nous aborderons plus en détail le problème de l'apprentis- 
sage à partir des données : problème d'explication de certaines 
variables (variables à expliquer) par d'autres (variables explica- 
tives ) . 

1. HIERARCHIE EPISTEMOLOGIQUE DES SYSTEMES 

Dans le but de clarifier les différents niveaux de connaissance 
qu'un opérateur pourrait avoir sur un système donné, G. J. Klir 
(Université de New-York) a formulé une Hiérarchie Epistémologique 
des Systèmes [KLIR 75,76,77], dont l'idée de base est la sui- 
vante : 
"Plus on possède d'informations sur le système considéré, et plus 
son niveau (hiérarchique) est élevé". Par exemple, un système sur 
lequel on connaît certaines relations (dlEntrées/Sorties par 
exemple) aura un niveau supérieur au système dont on n'a effectué 
qu'une simple observation. 

Ainsi, un système de niveau épistémologique O sera défini par un 
ensemble de variables, chacune d'entre elles étant caractérisée 
par son propre ensemble de modalités observables. 
Tout système de niveau 1 correspondra à un système sur lequel on a 
effectué une série d'observations. C'est à ce niveau que l'on dis- 
tinguera les systèmes statiques des systèmes dynamiques. 
Le niveau épistémologique 2 caractérisera des systèmes sur les- 
quels un ensemble de relations entre variables a été mis en évi- 
dence. C'est à ce niveau qu'on pourra estimer, si besoin est, les 
distributions de probabilité des différentes variables. 



D'autres niveaux ont égaiement été caractérisés par G.J. Klir (ni- 
veau 3 : système-structure, niveau 4 : méta-système, ...), mais 
ceux-ci sortent du cadre de notre travail. 

Le problème de la modélisation d'un système complexe revient alors 
à passer du niveau épistémologique 1 (observation du système) à un 
niveau supérieur. 

1.1. Niveau O : Système-Source 

Un système de niveau O (niveau épistémologique le plus bas) est 
appelé Système-Source. 11 est caractérisé par un ensemble de va- 
riables* primaires ainsi que par un ensemble fini d'états poten- 
tiels (ou modalités) associé à chacune d'entre elles. A ce niveau, 
nous ne disposons d'aucune autre connaissance. 

Les variables considérées peuvent être des variables d'entrée (ou 
de commande), des variables de sortie, mais également des va- 
riables internes au système (encore appelées variables d'état). Ce 
sont les variables que l'analyste considère comme importantes, 
pertinentes pour l'étude du comportement de son système, leur 
choix ne pouvant être guidé que par une connaissance a priori de 
celui-ci. 
Ainsi, C.H. Coombs [COOM 641 écrit : "si on demande à un individu 
s'il pense voter pour le candidat A, l'observateur, en général, 
enregistre sa réponse, OUI ou NON ; mais on peut se demander s'il 
n'y aurait pas intérêt à enregistrer le temps de réponse, ou les 
changements du rythme respiratoire, ou la réaction électro-dermale 
de l'individu, ou ce que celui-ci fait de ses mains...". Parmi 
toutes ces variables, l'analyste doit choisir, choix souvent guidé 
par son "savoir-faire". Nous verrons qu'à partir du niveau épisté- 
mologique 2, le choix de variables pertinentes (prises parmi les 
variables initiales) pour l'étude du système pourra être guidé. 
Ces variables peuvent interagir entre elles de façon non simple. 
De plus, aucune restriction n'est faite concernant leur structure 
(cf §II). 

Tout au long de ce travail, nous noterons V:={Xl,X2,. . . ,XN} 
l'ensemble des N variables primaires. 
Afin d'éviter toute ambiguité lorsqu'on parlera de variables vec- 
torielles, on introduit un ordre total O sur l'ensemble V et on 
note Z= (XI, X2, . . . , XN) le vecteur des N variables primaires (après 
une éventuelle renumérotation, ou permutation de celles-ci), 
c'est-à-dire l'ensemble V ordonné par l'ordre o. 

* encore appelées descripteurs, caractères, attributs, ou paramètres. 



Il en sera de même pour tout sous-ensemble de V : on notera P ( V )  
l'ensemble des parties de V et po(v) l'ensemble des parties de 
V ,  chacune étant ordonnée par l'ordre o. 

A chaque variable primaire Xj ( j =1, . . . , N) est associé un ensemble 
de modalités possibles (observables). Nous le noterons 
Oj=Cai,aJ, ..., &,> (j=l, ..., N ; mj = card Oj). 
A titre d'exemple, si Xj représente une variable booléenne, son 
ensemble de modalités observables sera Oj={O,l). 

Enfin, il est important de rappeler que nous considérons des en- 
sembles de modalités observables finis, ce qui va à l'encontre du 
fait que, dans la nature, beaucoup de variables ( température, 
taille, . sont des grandeurs continues. Une discrétisation 
préalable de ces grandeurs sera alors effectuée. 

1.2. Niveau 1 : Système-Données 

Tout système de niveau épistémologique 1 sera appelé Systeme- 
Données : il correspond à un système sur lequel on a effectué une 
série d'observations. A chaque observation correspondra un Nuple re- 
présentant les N modalités observées des N variables. L'ensemble 
de ces observations est souvent représenté sous la forme d'un ta- 
bleau (appelé Tableau Initial des D O M ~ ~ S *  ) .  Par convention, on 
place les observations en lignes, et les variables en colonnes : 

fig.l.1 : Tableau Initial des Données 

où : 
+ C : =(XI, X2, . . . , XN) est le vecteur des variables "perti- 
nentes" pour l'étude du système. 
+ R:={W~,W~,..-,WL} est la population d'apprentissage (de 
taille L). wi (i=1, ..., L) est une observation, encore appe- 
lée individu (en Analyse des Données Classique), ou objet 

* encore appelé tableau (attributs, valeurs) 



(en Analyse des Données Symbolique) ou forme (en Reconnais- 
sance des Formes). 
+ Xj(~i) est la modalité (ou état, ou valeur) de la va- 
riable Xj correspondant à l ' observation wi, et Xj ( wi ) €0 
(i=l, ..., L ; j=l, ... ,NI. 

Les dimensions du tableau de données sont telles que le nombre 
d'observations effectuées peut atteindre plusieurs centaines, 
voire plusieurs milliers ; le nombre de variables ne dépasse pas 
en général quelques dizaines. 

C'est à ce niveau que nous pouvons distinguer les Systèmes Sta- 
tiques des Systèmes Dynamiques : 

Un système statique est un système dont les observations ne dé- 
pendent pas du temps. L'évolution temporelle de ce système est in- 
existante (ou quasi-inexistante). A titre d'exemple, les tableaux 
donnés en annexe représentent des systèmes statiques. 
De plus, si aucune condition (par exemple une relation d'ordre 
partiel) ne caractérise la population d'apprentissage R, alors 
l'ordre des lignes du tableau de données n'a pas d'importance. 
Celles-ci peuvent donc être permutées à loisir. 

-t Un système dynamique est un système possédant une évolution 
temporelle non négligeable. Les lignes (les observations) du ta- 
bleau sont alors ordonnées par une relation d'ordre total. 
Dans la plupart des cas, l'échantillonnage est effectué avec un 
pas constant. La population d'apprentissage se présente alors sous 
la forme suivante : Q:={t0,t0+6t,t0+26t ,..., to+(L-1)6t} 
où to représente l'instant de la première observation 

et 6t est le pas de l'échantillonnage. 

A ce niveau épistémologique, le tableau initial des données repré- 
sente la seule connaissance que l'analyste possède sur le système 
étudié. 

Nous noterons Mxj l'ensemble des modalités effectivement observées 
de la variable Xj. Nous avons la relation MXjcOj (j=1, ..., N). 
En général, l'ensemble des modalités observables Oj  de la va- 
riable Xj n'est pas connu, et on considère souvent Mxj=Oj 
( j=l, .. . ,NI. 
Le même raisonnement peut être tenu pour un couple de variables, 
un triplet de variables ..., et plus généralement, pour le vecteur 
C de toutes les variables considérées. 
Le problème que l'on se pose donc à ce niveau épistémologique, est 
de savoir si la population d'apprentissage R est un échantillon 



représentatif (sous entendu des différentes combinaisons possibles 
des modalités observables de C), i.e. si !2 représente bien toutes 
les modalités possibles (observables) de C. 
Ce point sera détaillé au paragraphe II du présent chapitre. 

De plus, le choix de L (nombre de lignes du tableau, ou nombre 
d'observations effectuées) est primordial, et sera discuté au pa- 
ragraphe suivant. 

1.3. Niveau 2 : Système-Générateur 

Un système de niveau épistémologique 2 est appelé Systèrne- 
Générateur. C'est un système-données (niveau 1) caractérisé par un 
ensemble de relations génératrices, permettant de prédire, avec 
une précision plus ou moins grande, le comportement de certaines 
variables suivant l'observation effectuée sur d'autres variables. 

Nous partitionnons alors l'ensemble des variables en deux classes, 
pour définir, d'une part, un ensemble de variables dites "à expli- 
quer" (ou endogènes, ou difficilement observables), et d'autre 
part, un ensemble de variables dites "explicatives" (ou exogènes, 
ou facilement observables) permettant d'expliquer les premières. 

A titre d'exemple, pour le tableau suivant : 

fig.l.2 : un exemple de tableau de données I 

une des trois variables représente le bit de parité des deux 
autres, et nous pouvons établir la relation logique suivante : 
Xk = 'Xi-Xj v 1XjAXi avec i,j,k€{1,2,3} ; ifj ; jfk ; 
i#k 
où 1, -, v représentent respectivement les opérateurs de négation 
logique, de conjonction, et de disjonction. 



Introduisons également une mesure de probabilité sur un ensemble 
fini 8 telle qu'elle l'a été dans [PARZ 601 : 

Pr : P(8) > IR 
A 1-> Pr(A) 

où P(8) est l'ensemble des parties de l'ensemble fini 8. 

Cette mesure vérifie les trois axiomes suivants : 
+ VAEP(0) Pr(A)2O 
+ si A et B sont deux ensembles disjoints, alors 

Pr(AUB)=Pr(A)+Pr(B) 
+ Pr(8)=1 

En pratique, pour toute variable Xi, la probabilité d'occurence de 
la modalité a (aEMxi) est estimée par sa fréquence relative : 

Pr(Xi=a) = 
card {wEÇa/ Xi(w)=a} 

card Ça 

De même, vSEPO(V), Pr(S=r) = card {wEÇa/ S(w)=r} 
card Sa 

Afin que l'estimation des probabilités par les fréquences rela- 
tives soit correcte, certaines conditions sur L (nombre d'observa- 
tions) doivent être satisfaites. 

Lorsque l'on ne considère pas de modèle mathématique caractéri- 
sant les distributions de probabilités (cas le plus général), 
R.C. Conant [CONA 721, faisant référence à plusieurs auteurs, 
propose une limite inférieure de L : 

N 

card ( Ç a )  = L 2 (10~1-1) 
i=l 

+ Supposons que certaines variables dépendent d'autres variables 
suivant une distribution de probabilité connue ( cas restrictif ) . 
Cette loi peut être normale ( loi de Laplace-Gauss ) , binômiale (ou 
de J. Bernoulli), de Poisson, . Après avoir estimé les para- 
mètres nécessaires, il y a lieu de vérifier si les données expéri- 
mentales confirment bien l'hypothèse selon laquelle certaines va- 
riables suivent la loi de répartition en question. Des critères de 
conformité sont alors utilisés. A titre d'exemples, nous pouvons 
citer le critère du   hi^ (de Pearson), le critère de 
Kolmogorov, . . . Nous renvoyons le lecteur aux nombreux ouvrages et 
articles traitant de ce sujet [PARZ 601, [VENT 731, ... 



1.4. Du niveau 1 vers un niveau supérieur 

Le problème de la modélisation consiste à passer du niveau épisté- 
mologique 1 (observation du système), à un niveau supérieur carac- 
térisant le système par un ensemble de relations entre variables. 

Lorsque les variables décrivant le système sont toutes quantita- 
tives, cette démarche comprend deux étapes : 

+ choix d'une classe de modèles 
+ optimisation paramétrique, permettant de définir, parmi 
les modèles de la classe, celui dont la con£ormité avec les 
données sera maximale (au sens d'un critère donné). 

Ainsi, par exemple, l'analyse canonique (amorcée par H. Hotelling 
[HOTE 361) détermine le meilleur modèle linéaire (au sens de la 
dispersion des erreurs de prédiction) qu'il est possible d'établir 
pour relier les observations effectuées sur deux (ou plus de deux) 
ensembles disjoints de variables [CARR 683. 

Lorsque certaines, ou toutes les variables décrivant le système 
sont qualitatives, le modèle est directement construit à partir 
des données observées. 

A titre d'exemple, sur le tableau de la £ig.1.2, une relation du 
type : 

X3 = 7XlAX2 v 7X2-X1 
a pû être mise en évidence. Cette équation logique représente un 
modèle du système considéré. 

Le problème de modélisation d'un système revient donc à apprendre 
[TIBE 871 des relations sur celui-ci, et ceci, par un procédé au- 
tomatique, i.e. sans professeur. 
On parlera dès lors aussi bien de modélisation d'un système que 
d'apprentissage automatique à partir des données (observées sur le 
système). 

II. REPRESENTATION GLOBALE : Structure des données 

Après avoir examiné les différentes structures associées aux va- 
riables primaires, nous rappellerons les notions de finesse d'une 
variable et de partitions induites sur la population 
d'apprentissage $2. Puis, nous introduirons les notions de variable 
vectorielle et de domaine d'observabilité, celui-ci pouvant être 
utilisé dans des algorithmes d'apprentissage (cf chapitre III). 



11.1. Les variables primaires 

Chaque variable primaire XiEV peut être considérée comme une ap- 
plication de l'ensemble d'apprentissage vers son ensemble de moda- 
lités observées : 

Xi : R -> Mxi 
w +> Xi(w) 

Mxi peut être caractérisé par plusieurs structures, suivant la na- 
ture de la variable en question. Celle-ci peut être : 

+ quantitative (ou numérique ; MXicP) : à titre d'exemples, la 
température, la taille, ... sont des variables quantitatives. 
+ qualitative ordinale (ou ordonnée) : (MXi,l) est un ordre total. 
A titre d'exemples, la variable "taille" composée des modalités 
(petit, moyen, grand), le "poids" composé des modalités (léger, 
lourd), ... sont des variables qualitatives ordinales. 
+ (qualitative) nominale : aucune relation n'est définie sur Mxi- 
Par exemple, la couleur des yeux, la couleur des cheveux, les va- 
riables booléennes, . sont des variables nominales (sous-enten- 
dues "qualitatives"). 

+ structurée : il existe une ou plusieurs relation(s) sur Mxi. Par 
exemple, on peut définir une structure taxonomique sur les modali- 
tés de la variable "humain" : 

humain 
/ \ 

masculin féminin 
/ \ / \ 

homme garçon femme fillette 

fig.l.3 : une structure taxonomique 

on peut également avoir un ordre partiel combiné à une taxonomie : 
(bébé<enfant<adolescent<adulte) 

âge 

bébé enfant adolescent adulte 

fig.l.4 : une variable structurée 



Nous pouvons constater que le domaine des variables structurées 
est extrêmement vaste. 

Remarque : 
En Intelligence Artificielle, on appelle variable 
linéaire toute variable qui est quantitative, ou 
qualitative ordinale. 

11.2. Finesse d'une variable primaire 

Etant donnée une variable primaire Xi, il est toujours possible 
d'en créer d'autres, en partitionnant l'ensemble des modalités 

M x ~  - 
Soit Mzi une partition de Mxi. On notera Xi la variable dé- 
duite de Xi, dont l'ensemble des modalités est MXi. 
L'ensemble P(Mxi) des partitions de Mxi, ordonné par la relation 
de finesse 5 ,  constitue un treillis [SZAS 621 [BIRK 671 [BARB 701 
[KAUF 781 dont Mxi est le plus petit élément (minorant universel). - 
On dira que la variable Xi est plus grosse que Xi (XiaXi), 
puisque chacune des classes de Mxi est entièrement incluse (par 
définition) dans une classe de Mgi. 
On peut noter que, pour tout élément de la population 
d'apprentissage, la connaissance de la modalité prise par Xi im- 
plique la connaissance de celle prise par Xi. 

A titre d'exemple, à partir de la variable primaire âge ( à  4 mo- 
dalités) de la fig.1.4, on peut créer 14 variables plus grosses, 
dont certaines sont données ci-dessous : 
âge1 : {bébé, enfant ou adulte, adolescent} 
âge2 : {bébé ou enfant ou adolescent, adulte} 
âge3 : {jeune ou adulte} 

Remarques : 
+ Compte tenu de la structure de la variable primaire, le 
label "jeune" peut désigner la classe {bébé ou enfant ou 
adolescent}, de sorte que l'ensemble des modalités de la 
variable âge2 peut s'écrire plus simplement : {jeune, 
adulte}. 
-+ La variable âge3 ne possède qu'une modalité. Elle consti- 
tue le plus grand élément (majorant universel) du treillis. 
Elle est constante, puisqu'elle prend la même modalité pour 
tous les objets de la population d'apprentissage. 



11.3. Variables primaires et partitions de R 

A chaque variable primaire XiEV de notre système, nous pouvons 
associer une partition de la population d'apprentissage R, de la 
façon suivante : 

PXi(R) = {xi-l(u), uEMXi} 
OU xi-'(,) = { w / X~(W)=U } -  

L'ensemble P(Q) des partitions de R, muni de la relation de fi- 
nesse s, possède une structure de treillis. Ainsi, il est possible 
de construire une relation d'ordre et une relation d'équivalence 
entre les variables. 

Considérons Xi et Xj (i#j ) deux variables de notre système. Nous 
définissons : 

Xi E Xj > Pxi(R) = PX'(R) 
On dit que Xi et Xj sont des variables équiva $ entes. 

Propriété : Xi 5 Xj <=> Pxi(R) 5 Pxj(Q) 
où s représente la relation d'ordre partiel entre parti- 
tions "être plus fine que". 

Autrement dit, si Xj est une variable primaire plus grosse que Xi, 
la partition de R associée à (induite par) Xj est également plus 
grosse que celle induite par Xi. 

11.4. Variables vectorielles 

V:={X1,X2, ..., XN) étant l'ensemble des N variables primaires, 
PO(V) représente l'ensemble des parties de V, chacune étant or- 
donnée par l'ordre O défini'sur V. 
Chaque élément S de po(v) représente une application de R dans 
son ensemble de modalités observées (noté Ms) : 

Cas particulier : Lorsque S représente une variable primaire : 
Xi : R > M x ~  

w l-> Xi(w) 

La variable vectorielle S induit une partition de R, qui est l'in- 
tersection des partitions de R induites par chaque variable pri- 
maire composante de S : Ps(C2) = Tr Pxi(R) 

Xi"S 



A titre d'exemple, sur le tableau de la fig.l.2 : 
pxl(Q)=Cwl ou w2 , W3 ou w41 
Px2(Q)=Cw1 ou W3 , w2 ou w41 
P(xI,x~)(Q)=C~I. , w2 , w3 , w41 = Pxi(Q) n Px2(Q) 

Nous pouvons alors en déduire la propriété de finesse suivante : 
Propriété : 

Soient S1 et S2 appartenant à pO(v), telles que SlcS2. On 
a alors les relations suivantes : 

Ms1 2 Ms2 et Ps1(R) 1 Ps2(Q)- 

En d'autres termes, la relation d'inclusion entre sous-ensembles 
de variables induit une relation de finesse entre les variables 
vectorielles et les partitions associées de la population 
d'apprentissage. 

A titre d'exemple, sur le tableau de la fig.1.2 : 
Pxl(Q)=Cwl ou W2 , W3 OU ~ 4 1  
P(xi,x2)(Q)={wi , w2 , w3 , w41 

La partition de R induite par (Xl,X2) est plus fine que celle in- 
duite par XI. 

11.5. Observabilité des variables 

OBSERVATION ... 
Soit s€pO(V). Nous avons vu que les ensembles MS (ensemble de mo- 
dalités observées de S )  étaient construits à partir de l'observa- 
tion du système. 

En particulier, nous définissons : 
Mxi = { a /3w€R, Xi(w)=a} . l'ensemble des modalités observées de 
la variable primaire Xi (XiEV). 

Par contre, m~~~ (l'ensemble produit des modalités observées 
i 

des Xi ; xi€VO) ne représente pas, en général, un ensemble de 
modalités observées : 



ensemble des modalités 
observées de Z. 

partie non observee 
de 1 ' ensemble produit 
des modalités observées 
des Xi (x~EvO). 

fig.1.5 : Parties observée et non observee de C. 

En e££et, deux cas de figures peuvent se présenter : 

+ certaines modalités de ~ C M ~ ~  n'ont pas encore été obser- 
i 

vées, mais sont observables (échantillonnage incomplet sur 
C )  ~ 
+ l'existence de relations (connues ou inconnues) entre les 
xi (XiEV entraîne la non observabilité de certaines moda- 
lités de kMxi. 

i 

A titre d'exemple, pour le tableau donné en annexe 5, aucun chien 
ayant une grande taille ( taille + ) n' a un poids faible (poids - ) . 
De même, aucun chien ayant un poids + n'a une taille -. On peut 
alors se demander si ces cas peuvent être observés, ou si ils ne 
seront (dans la nature des choses) jamais observés (donc non ob- 
servables ) . 

... et OBSERVABILITE [POM 911 : 
Soit S€pO(v). L'ensemble MS est inclus dans OS, qui représente 
l'ensemble des modalités possibles (observables) de la variable S. 

s : n  > MS G OS 

OS n'est pas obtenu à partir du tableau initial des données ; 
seule une connaissance a priori de la variable S permet de le dé- 
terminer. 



Notons que l'existence de relations possibles (connues ou incon- 
nues a priori) entre les variables Xi restreint le domaine noXi 

i 

(appelé l'espace de représentation des observations) à l'ensemble 
OC des modalités observables de C. 

NOUS pouvons écrire les relations d'inclusion suivantes : 

où ME est défini comme la partie observable du produit nMXi : 
i 

Afin de clarifier les définitions ci-dessus, nous proposons une 
vue synthétique des ensembles observés et observables, en ne 
considérant que deux variables explicatives XI et X2 : 

fig.l.6 : Parties observée et observable de Z, pour p=2 



Remaruues : 

4 Nous avons distingué, pour C : 
- l'ensemble MC des modalités observées. 
- l'ensemble O z  des modalités observables. 
- 1 ' ensemble T C O ~ ~ \ O ~  des modalités non observables. 

i 

+ En toute rigueur, nous devrions définir un quatrième ensemble, 
qui représenterait les modalités de C dont nous ne savons pas si 
elles sont observables ou non observables : 

Deux attitudes sont alors possibles. La première est de les consi- 
dérer comme non observables ; la deuxième, de les considérer comme 
observables, mais non encore observées. 

4 Dans la plupart des cas, l'analyste considère que l'échantillon- 
nage effectué est complet sur C : toutes les combinaisons observa- 
bles de modalités ont été observées. On prendra alors : Oxi=MXi 
(i=1, . . . ,N) (et donc IT(i)~Xi=IT(i)~Xi) et Oz=Mz. 

A titre d'exemple, si nous ne considérons que les deux variables 
taille (XI) et poids (X2) du tableau des données de l'annexe 5, 
nous avons : 
MX1={-, O, +}=OX1 ; Mx~={-,O, +}=OX2 
Mx1xMx2=C(-,-),(-,o>, (-,+),(O,-), (o,o),(o,+), 

(+r-)r(+ro), (+ ,+) }  = 0 ~ 1 x 0 ~ 2  
Mc={(-,-),(O,-),(o,o),(+,o),(+,+)} (modalités observées) 
OXlxOX2\MC={(-,O),(-,+),(O,+),(+,-)} (modalités non observées) 



De même, si on reprend le tableau de la fig.1.2 : 
M ~ ~ = o ~ ~ = { O , ~ }  ; M~2=0~2={0,1) ; MX3=O~3={0,1} 
~ X ~ ~ ~ X ~ ~ ~ X ~ = O X ~ ~ ~ X ~ ~ ~ X ~ = ~ ~ ~ , O ~ ~ ) , ( ~ , ~ , ~ ) , ~ ~ ~ , ~ ~ , ~ , ~ ~ ~  
ML={(O,O,O)I (o,l,l), (lIOI1), (1,~,0))=oc 

Ici, MC (et OC) constitue 1 'ensemble des modalités observées et 
observables. 

III. REPRESENTATION LOCALE : LE LANGAGE VL 

Jusqu'à présent, nous avons représenté la structure des données en 
termes de treillis de partitions, de partitions de R associées 
( induites ) à une variable, de finesse de variable, etc. . . Les va- 
riables étaient manipulées globalement. 

Il est maintenant nécessaire de convenir d'un langage afin de re- 
présenter les observations effectuées localement sur notre sys- 
tème, afin de les manipuler, et afin de trouver des relations sur 
celles-ci. Le langage de représentation choisi sera symbolique, et 
les opérateurs, logiques. 
Nous nous limiterons volontairement à des cas particuliers du lan- 
gage VL (variable-valued logic calculus) proposé Par 
R.S. Michalski [MICH 80,83a1 et présenté dans l'annexe 1. 

Nous présentons ici des objets symboliques [DID 89,901 : 
l'évènement élémentaire, qui est un cas particulier de l'objet as- 
sertion, qui est lui-même un cas particulier de l'objet horde. 

111.1. L'évènement élémentaire 

Un évènement élémentaire peut être défini comme une application : 
exivi : R - > {vrai, faux} 

w 1-> exi~i(w) = vrai <=> Xi(w)EVi 
( faux sinon ) . 

avec : 
+ XiEV (V est l'ensemble des variables primaires) 
+ ViEP(0-i) 

La définition en compréhension d'un évènement élémentaire 
s'écrit : e = [Xi=Vi]. 

On peut également définir son extension dans R : 
leln := {wER / Xi(w)EVi) 

= q;,, ( vrai ) . 



Remarques : 

+ On peut définir l'évènement complémentaire de exivi : - exivi : aà - > {vrai, faux} 
w 1--> ExiVi(w) = vrai <=> Xi(w)$Vi 

(OU Xi(w)E-Vi) 
(avec ViUlVi=Oi) 

+ Si e=[Xi=Vi] et MxjcVjCOi, alors leln=G?. Cet évènement 
est toujours vrai ; il n'apporte par conséquent aucune in- 
formation. 

Si la variable Xi (i=l, ..., N) est quantitative, Vi repré- 
sente alors une disjonction de segments 
(Vi=[O, 2]~[5,6]~. . ) .  
+ Si la variable Xi (i=1, ..., N) est qualitative nominale, 
Vi représente une disjonction de modalités 
(Vi=noir v blanc v ...). 
+ Si la variable Xi (i=l,. . . ,N) est qualitative ordinale, 
vi peut représenter une disjonction de modalités et/ou 
d'intervalles (Vi=[très petit..moyen] v très grand v ...). - - 

+ En reprenant le vocabulaire introduit par R.S. Michalski 
(voir annexe l), un évènement élémentaire est encore appelé 
un sélecteur. 

+ Pour illustrer l'opposition global/local, on peut dire 
qu'un évènement élémentaire porte sur une modalité de la 
variable Xi ou sur une modalité de la variable Xi, où 
Xi est une variable plus grosse que Xi. 

Exemple : Considérons le tableau de données suivant : 

x1 x2 

1 
O 
3 
1 
2 

w1 
w2 
w3 
wq 
w5 

x3 

O 
1 
O 
O 
1 

blanc 
brun 
noir 
brun 
noir 



e=[Xl= noir v blanc] ; leln={wl,w3,wg} 
E=[Xl=brun] ; lëln={w2,w4} 
e1=[X2=[0..2]] ; le11n=C2\{w3} - 
On peut également écrire : e=[X1= nb] où nb={noir v blanc} 

et MX1={nb, brun}. 

111.2. L'objet assertion 

111.2.1. Définition 

Un objet assertion peut être défini comme une conjonction d'évène- 
ments élémentaires : 

YSEP@(V) ; VV=(V1,V2,...,Vk)T avec ViEP(0i) i=l, ..., k. 
où P@(v) est l'ensemble des parties de V à k composantes (ou 
variables primaires) distinctes, chacune étant ordonnée par 
l'ordre o. 

 as,^ : R - > {vrai, faux} 
w 1-> a~,~(w)=vrai <=> Xi(w)EVi Vi=l, . . . ,k. 

Remarque : On aurait pû simplifier l'écriture : 
a~,v(w)=vrai <=> S(w)EV. 

Sa définition en compréhension est : 
a = [Xl(w)=V1] [X~(W)=V~] - ... - [Xk(w)=Vk] 

Son extension dans R est : 
1 a 1 Q : = a;:,( vrai ) 

= {wER / Xi(w)EVi Vi=l, ..., k} 
= { w E ~  / S(W)EV} 

Remarques : 
+ Une variable Xi pour laquelle Vi=Oi n'apporte aucune in- 
formation. Nous dirons donc que si pour une assertion don- 
née, une variable couvre toutes ses modalités observables, 
alors dans l'écriture en compréhension de celle-ci, cette 
variable pourra être omise. L'extension de l'objet asser- 
tion simplifié est la même. 
+ Inversement, toute assertion  as,^ pourra se mettre sous 
la forme ay,~', où V1=(V1,V2 ,..., VN)~, L=(X1,X2 ,..., X N ) ~  et 
VXiEC\S Vi=Oi. az,~' Sera noté av'. 
-+ Si k=l, on retrouve l'évènement élémentaire. 
+ Afin de reprendre le vocabulaire introduit par 
R.S. Michalski, une assertion est encore appelée un com- 
plexe (conjonction de sélecteurs). 



+ En reprenant la comparaison global/local, on peut dire 
qu'une assertion porte sur une modalité de la variable S 
(où S€po(V)) ou sur une modalité de la variable 5,  où 
est une variable plus grosse que S. 

Exemple : Si on considère le tableau de la fig.l.8 : 
1' objet a = [XI= blanc v noir] - [X3= O v 11 ; lalQ={wl,w3,wg} 
peut s'écrire : a = [XI= blanc v noir]. 

111.2.2. Structure de l'ensemble des assertions 

Définissons la notion de finesse sur l'ensemble des assertions 
noté AC. 

Définition : On dira que av est plus fine que avi (aVlavl ) si et 
seulement si : 

V ~ C V ~  Vi=l, ..., N. 
De cette définition découle une propriété : 

Propriété : avsavi => /aVIRclaVflQ 
Si deux assertions sont comparables par la relation de fi- 
nesse, alors leurs extensions sont comparables par la rela- 
tion d'inclusion. 
La réciproque est fausse : dans l'exemple suivant, 
laV' IR~IaVIR et ces deux assertions ne sont pas compa- 
rables par la relation de finesse. 
La réciproque aurait été vraie si nous avions défini les 
assertions sur les ensembles de modalités observées, et non 
sur les ensembles de modalités observables. 

partie observée a de avvavr 
Y" 

partie non obser- 
vée de avvav' 



111.3, L'objet horde 

Une disjonction d'assertions est appelée un objet horde. Son 
extension est la réunion des extensions des assertions le consti- 
tuant. 
Soit WC l'ensemble des objets hordes définis sur C. 

Propriété : (HCII) possède une structure de treillis : 
+ hl1 = (h v hl) est le supremum de h et h' (où h,hlEHC). 
(on a, de plus, I h " l ~ = I h l ~ ~ ~ h ' ~ ~ ) .  Le plus grand objet 
horde est l'objet assertion recouvrant toutes les modalités 
observables de C. 
+ hu = (h - hl) est l'infimum de h et hl (où h,h1EHZ). 
Ihm ln=lhlnfllh'ln. Le plus petit élément est @. 

Par définition, un objet horde peut être décomposé en une suite 
d'assertions. C'est pour cette raison que, dans la suite de ce 
travail, nous manipulerons essentiellement des objets assertions. 

111.4. Intérêt du langage de représentation choisi 

L'intérêt principal du langage de représentation choisi est la 
possibilité d'observer les fluctuations locales des données. 
En effet, ce langage nous permet de désigner un sous-ensemble de 
classes de la partition produit. Cette représentation permet donc 
une vue locale des données observées. 
Par contre, le langage des partitions (introduit au §II) prend en 
compte toutes les classes (puissance de représentation moins im- 
portante) des partitions induites. La représentation est globale 
et ne pourra pas, par conséquent, manipuler des sous-ensembles de 
modalités des données observées. 

IV. APPRENTISSAGE A PARTIR DES DONNEES 

Nous introduirons les notions de variables à expliquer et de va- 
riables explicatives, ainsi que les différentes relations envisa- 
geable~ entre celles-ci, suivant que les données d'apprentissage 
sont cohérentes ou incohérentes. 



IV.1. Variables à expliquer - Variables explicatives 

Le but premier de la modélisation d'un système est de montrer com- 
ment certaines variables dépendent d'autres variables (par 
exemple, dans le but d'obtenir des relations de surveillance ou 
d'effectuer un diagnostic). L'analyste partitionne alors 
l'ensemble des variables primaires en deux classes distinctes : 

-r Appellons Y la (ou les) variable(s) à expliquer. Certains au- 
teurs l'appellent variable endogène, ou variable difficilement ob- 
servable (par exemple, d'acquisition coûteuse, ou souvent bruitée, 
ou non accessible à la mesure, ...). 

-r X=(X~,X~, ..., xP) représente le vecteur des p variables permet- 
tant éventuellement d'expliquer Y. Elles seront appelées variables 
explicatives, exogènes, ou facilement observables (elles peuvent 
être d'acquisition non coûteuse, fiables, ...). 

Nous pouvons alors formuler une autre représentation du tableau 
des données (voir fig.l.1) : 

fig.l.10 : Tableau des données 

- Q={wl,w2, ..., WL} est la population d'apprentissage. 
wi (i=l, . . . , L) est la ième observation. 
- I: = (X,Y) = (~1.~2,. . .,xp,Y) est le vecteur des 
variables considérées par l'analyste comme pertinentes 
pour l'étude de son système. 
- xj (wi) (resp. Y(w~) ) représente la modalité de la 
variable xj (resp. Y) pour l'observation wi 
(i=l, . . . ,L ; j=l, . . . ,pl. 

NOUS utiliserons tantôt la première représentation de C 
(c=(X~,X~,...,XN)), tantôt la seconde (Z=(X,Y)), celle-ci étant 
plus adaptée au problème d'explication. 



Notations utilisées : 

+'L,lensemble des modalités observées de la variable Xi sera 
noté Mx~: ={ai,aS,. . . ,an,} (i=l, . . . ,p ; ni =card Mx~). 
Afin de simplifier l'écriture, son ensemble de modalités 
observables sera noté Oie 

+ MX:={al,a2, ..., an} représentera l'ensemble des modalités 
observées de la variable vectorielle X (n = card MX). Ces 
modalités sont des conjonctions des modalités des diffé- 
rentes variables initiales xi (i=l, ...,p). 
Son ensemble de modalités observables sera noté O. 

+ My:={Pl,P2, ---,Pm} est 1 'ensemble des modalités de la 
variable à expliquer Y. Ces modalités peuvent être des 
modes de fonctionnement (en diagnostic), ou des classes 
d'appartenance (en Reconnaissance des Formes). 
Le cardinal de My (card My = m) est en général petit. En 
effet, pour diverses raisons (simplification du problème, 
obtention de simples résultats qualitatifs, ... ), l'analys- 
te peut être amené à créer une partition de l'ensemble des 
modalités de Y. A titre d'exemple, si on essaie d'expliquer 
la quantité de calories apportées par certaines boissons en 
fonction d'autres caractéristiques, on peut être amené à 
discrétiser l'échelle des calories : - (peu de calories), o 
(pas d'excédent de calories), + (beaucoup de calories). 
Chaque modalité Pj ( 1  , m )  représentera alors une 
classe de la partition ainsi créée. 
Dans la suite de notre travail, nous prendrons Oy=My. En 
effet, nous chercherons à expliquer Y par X, i.e. expliquer 
les modalités de Y déjà observées. 

+ En regard d'une modalité Pj de Y, l'ensemble 
{w / Y(w)=Pj> représente une classe (ou concept) de l1en- 
semble d'apprentissage, encore appelé l'ensemble des exem- 
ples (en apprentissage), sous entendu de Pj . On dit égale- 
ment prototypes (en théorie de la décision). Les autres 
observations sont appelées les contre-exemples. Certains 
auteurs utilisent les termes exemples positifs (notés P ou 
+ )  pour les exemples, et exemples négatifs (notes N ou - )  

pour les contre-exemples. 

+ L'ensemble des classes {w / Y(w)=Pj > forme une partition 
de SI. On dit que l'ensemble des classes induites par les 
modalités Pj 1 . de Y constitue une hypothèse 
[REND 861. 



Cette procédure dichotomique pourra être renouvelée sur toute par- 
tition de V en deux classes distinctes. En effet, nous pouvons 
procéder de deux façons différentes : 

4 Y est fixée, et on cherchera les variables les plus ex- 
plicatives de Y, suivant un critère donné. 
4 Y n'est pas fixée : pour chaque variable, on se posera la 
question de savoir si on peut l'expliquer à partir d'autres 
variables, et si oui, lesquelles ? 

Afin de définir les variables les plus explicatives, nous utilise- 
rons ultérieurement des indices issus de la Théorie de l'Informa- 
tion. 

Tout au long de ce travail, nous chercherons à caractériser des 
relations liant Y à SC% (souvent ces relations sont appelées 
des relations d'Entrées/Sorties, même si X et Y ne représentent 
pas respectivement des entrées et des sorties physiques du sys- 
tème), où % est une variable plus grosse que X. 
Pour ce faire, nous réécrirons le tableau des données de la 
fig.l.10 sous la forme d'un tableau de contingence (ou tableau de 
fréquences) de X et Y, représenté fig.l.11. La construction de ce 
tableau nécessite l'estimation des probabilités conjointes pij 
d'obtention des modalités ai et Pj par les fréquences relatives 
(i=l, . . . ,n ; j=l,. . . ,m). 

Pi. 

P. j 

fig.l.11 : Tableau de contingence [PIJJ 

- 1 = , 2 ,  l ; n = card MX ; J={1,2, ..., m} ; m = card My 

- pij est la probabilité d'occurence conjointe des 
modalités ai et Pj. 
- Pi. = C Pij P.j = C Pij 

j i 



IV.2. Relations entre variables 

Dans un premier temps, nous exposerons les différents modèles pos- 
sibles, ainsi que les différentes structures associées aux va- 
riables [POM 90bl. 
Puis, nous introduirons la notion de règle, qui est un objet sym- 
bolique adapté au problème de la modélisation. 

IV.2.1. Comparaison des partitions de R induites par deux variables 

Soient X et Y deux variables équivalentes. Par définition de la 
relation d'équivalence, il existe une relation bijective : 

f : MX -> My f-l : My -> MX (1) 
a +> f(a) P t--> f-l(p) 

telle que 1' assertion [X=a] - [Y=f (a)] (ou [~=f-l( p)] - [Y=p] ) prend 
la valeur vrai si l'assertion [X=a]-[Y=My] (ou [X=MX]-[Y=p]) est 
vraie. 

En d'autres termes, chaque variable X et Y est un recodage uni- 
voque de l'autre, et les relations (1) constituent un modèle du 
système {X,Y}, sous la forme d'équivalences : 

X=a <= > Y=f(a) VaEMx 
x=f-l(p) <= 

( 2 )  
> Y=P VPEMY 

remarque : 
Le tableau de contingence (fig.l.11) est alors un tableau 
d'affectation, où à une modalité de la variable X corres- 
pond une et une seule modalité de la variable Y, et réci- 
proquement. Il y a une et une seule probabilité conjointe 
non nulle par ligne et par colonne. 

Considérons maintenant deux variables X et Y telles que XrY. Dans 
ce cas, nous pouvons montrer que : 

(i) il existe une relation Y=f(X) : 
f : MX -> My 

a 1--> f(a) 
telle que les implications suivantes décrivent le système 
{x,y> : X=a => Y=f(a) VaEMx ( 3 )  

(ii) chaque ligne du tableau de contingence ne contient 
qu'une seule probabilité non nulle. 

(iii) il existe une variable 2 plus grosse que X et 
équivalente à Y. 



démonstration : 

Par définition, XSY <-> PX(R)IPy(R) 
et PX(Q)lPy(R) est équivalent à dire : 
VaEMx VwER ï'!PEMy / X(w)=a et Y(w)=P 
ce qui est équivalent à dire : 
il existe une fonction f telle que f : MX -> My 

a F > f ( a ) = p  
cqfd pour (i) - 

ce qui est équivalent à dire qu'à chaque modalité observée 
de X correspond une modalité observée de Y (une probabilité 
non nulle par ligne du tableau de contingence). 

cqfd pour (ii) 

On peut également chercher une variable 2 plus grosse que 
X telle que ses modalités observées soient la réunion des 
modalités observées a de X pour lesquelles f(a) est 
identique. Les variables 2 et Y sont alors équivalentes. 

cqfd pour (iii) 

Remarques : 

+ Pratiquement, à la seule vue du tableau de contingence, 
si il existe une seule probabilité non nulle par ligne, 
alors : 
XIX et Y 1 <=> XIY <=> Y=~(x). 

Nous dirons alors que les données d'apprentissage sont co- 
hérentes. X et Y sont totalement liées : il existe une re- 
lation déterministe entre ces deux variables. 

+ Dans le cas contraire (plus d'une case non nulle par 
ligne), les données d'apprentissage sont incohérentes. Celà 
signifie que plusieurs observations, caractérisées par la 
même modalité de XI présentent des modalités différentes de 
Y : on ne peut alors pas expliquer Y par X. Deux conclu- 
sions sont alors envisageables : 

- l'absence d'explication a tort : le modèle déter- 
ministe Y=f(X) est représentatif du système, mais 
les données relevées sont biaisées (bruit, mauvais 
fonctionnement d'un sous-système). 
- l'absence d'explication raison : le processus 
étudié ainsi est non déterministe (manque de va- 
riables explicatives, ...). 



11 serait alors intéressant de donner une mesure de la fai- 
sabilité du problème d'explication lorsque les données sont 
incohérentes (ce point sera abordé au chapitre suivant). 

Dans les cas précédemment décrits, nous pouvons remarquer que la 
réciproque est vraie : si un modèle tel que (3) (resp. tel que 
(2)) décrit le fonctionnement du système {X,Y}, alors le tableau 
des données issu de l'observation devra faire apparaître une rela- 
tion d'ordre (resp. une équivalence) entre les variables X et Y. 
La recherche de relations fonctionnelles liant les variables ob- 
servées (extraction de connaissance à partir des données) est donc 
basée sur la recherche de relations d'ordre ou d'équivalence entre 
celles-ci, ou ce qui revient au même, entre les partitions de la 
population d'apprentissage R induites par ces variables. La Théo- 
rie de 1 'Information appliquée à 1 'Analyse Structurale nous donne 
des indices efficaces pour la recherche de telles relations 
[STAR 841 . 
Nous avons vu qu'à chaque variable de V, il est possible d'asso- 
cier une partition de R. Si nous ne faisons aucune distinction 
entre variables équivalentes, alors E(R) (l'ensemble des parti- 
tions de Q )  peut être considéré comme l'ensemble de toutes les 
variables définies sur R. Les attributs Xi et Y peuvent alors être 
considérés comme un sous-ensemble particulier de IP(R), à partir 
duquel les autres variables peuvent être générées. En effet, 
considérons z, une variable parmi les variables xi ( i=l, . . . , p ) et 
Y, nous pouvons toujours construire une variable Z plus grosse 
que z, i.e. une variable telle que son sous-ensemble de modalités 
MG vérifie : 

Z est une variable plus générale que z (MG réalise une parti- 
tion de l'ensemble des modalités de Mz). 

Supposons que la procédure d'apprentissage signale l'existence 
d'un modèle sous la forme de règles ( 3 ) ,  caractérisé par 
f : MX -> My, et considérons 2, la variable la plus grosse 
parmi toutes les variables plus grosses que X et plus fines que Y. 
Il est clair que le modèle ? : Mg -> My décrit aussi bien 
que f la connaissance extraite de la population d'apprentissage, 
avec un plus petit nombre d'implications. 
Un cas particulier est défini par %=SEPO(V\Y). Ainsi, le 
modèle 2 : MS -> MX utilise un plus petit nombre de règles. 



Le problème d'explication peut donc se poser en ces termes : 
Connaissant une partition Py(R) de la population d'apprentissage 
induite par la variable à expliquer Y, il s'agit de trouver une 
partition PX(R) de R induite par l[ (où 2 est une variable 
plus grosse que X) telle qu'elle soit la plus proche de Py(R), au 
sens d'un critère donné. 

R 

fig.l.12 : Partitions induites par Y et 2 

Par ailleurs, parmi toutes les variables primaires xi (i-1, ...,p) 
de X, certaines n'apporteront aucune information sur Y. On ne peut 
par conséquent les considérer comme des variables explicatives de 
Y. V.M. Toro Cordoba [TORO 821 a développé des indices, et des al- 
gorithmes permettant de sélectionner les k variables les plus ex- 
plicatives de Y (avec ~skrp), parmi toutes les variables res- 
tantes. 

IV.2.2. Génération de règles 

La démarche qui vient d'être exposée consiste à construire une va- 
riable l[ telle que ~=f(l[) dans le cas cohérent, ~#f(l[) (ou 
Y=f(S) où SC%) dans le cas incohérent. 11 s'agit d'une approche 
globale du problème de l'apprentissage orienté. Présentons mainte- 
nant un point de vue local. 



[DID 89,901 définit des objets symboliques particuliers appelés 
objets règles. Dans ce travail, nous ne nous intéresserons qu'à un 
cas particulier d'objets règles, appelés clauses de Horn. 

Une clause de Horn est un objet symbolique de la forme : 
~ A , B  : A => B 

où : 
+ A est un objet assertion défini sur A x ,  l'ensemble des 
assertions définies sur X. A est appelée la prémisse (ou 
partie condition) de la règle. 
+ B est un évènement élémentaire défini sur Y (ce sera ici 
une disjonction de modalités de Y). B est appelée la 
conclusion de la règle ; et par définition, on dit que la 
conclusion est plus générale que la prémisse (et inverse- 
ment, que la prémisse est une spécialisation de la conclu- 
sion). 

L'extension de cette règle est définie comme suit : 
IrA,~lR=~\{w / A(w) vraie et B(w) faux} 

Remarques : 

+ Lorsque le système est caractérisé par un modèle du type 
~=f(%), celui-ci peut être exprimé sous forme de règles : - 

X=a => Y=p - si f est univoque 
X=a <=> Y=p si f est biunivoque 

Un tel ensemble de règles représente le modèle global liant 
Y à 2. En effet, on a dans ce cas : VaEMx 3PEMy tel 
qu'une des règles ci-dessus est vraie. Cependant, 
l'existence d'un tel modèle n'est pas nécessaire pour la 
procédure de génération de règles à partir des données. En 
effet, il est possible que des règles du type %=a => Y=p 
n ' existent que pour les modalités a d 'un sous-ensemble de 
Mg, et qu'aucune relation entre Y et 2 ne puisse être 
mise en évidence à 1 'extérieur de ce sous-ensemble. C'est 
dans ce sens que le point de vue utilisant le langage des 
évènements est un point de vue local. 

+ La représentation de l'objet règle peut facilement être 
mise en oeuvre par les solutions informatiques de llIntel- 
ligence Artificielle, reposant sur des langages orientés 
objet : 

- utilisation de fonctions LISP : 
(CONO ((A1>(B1))---((Ai)(Bi))--*) 
Si Al alors BI Sinon ... Si A i  alors Bi Sinon ... 
- utilisation de la représentation PROLOG : 
B:-A (SiAalorsB). 



+ L'objet règle r=[A=>B] est équivalent à l'assertion 
[-A v BI (ou encore à l'assertion fausse -(A-TB)). 
Ceci revient à dire que pour tout wER, si X(w)$A ou/et si 
Y(w)EB, alors rAIB(w) est considérée vraie, et fausse si- 
non. 

+ Un ensemble de règles est encore appelé une description 
(ou règle de classification). 

IV.3. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulation des problèmes 
d'apprentissage automatique que nous nous proposons d'étudier. 
Nous avons introduit les différents types de variables que nous 
serons amenés à considérer, ainsi que les deux modes de représen- 
tation des données que nous utiliserons : 

-+ La représentation globale considère chaque variable par 
le biais de la partition de l'ensemble d'apprentissage qui 
lui est associée. Utilisant la relation de finesse et une 
notion de distance entre partition, cette représentation 
conduit à développer des algorithmes d'apprentissage 
construisant une variable 2 telle que ~ # f  ( 2 ) .  

+ La représentation locale considère les variables à tra- 
vers leurs évènements associés. Elle conduira à la 
construction d'algorithmes de génération de règles utili- 
sant la notion de généralisation. 

Au chapitre suivant, après .avoir présenté les outils de la théorie 
de l'information qui permettent de juger de la faisabilité du pro- 
blème d'explication, nous présenterons deux systèmes 
d'apprentissage relevant respectivement de l'approche globale et 
de l'approche locale. 



CHAPITRE II = 



1. INTRODUCTION 

De nombreuses méthodes ont été développées dans un but explicatif. 
Elles se distinguent par la nature des espaces de représentation : 

+ Les méthodes statistiques de la Recomaissance des Formes 
(pour le problème d'explication) traitent de variables ex- 
plicatives quantitatives X ( M ~ ~ P P ) ,  la variable à expli- 
quer Y étant qualitative. Les principales méthodes statis- 
tiques développées sont les suivantes [FENE 791 : 

- les méthodes dites paramétriques (ou bayé- 
siennes) : ce sont des méthodes qui nécessitent un 
modèle de distribution des probabilités de chaque 
classe (ce modèle est le plus souvent gaussien). 
- la méthode des plus proches voisins, méthode non 
paramétrique. 
- la méthode de construction directe de frontières 
séparant les différentes classes à reconnaître. 

+ Les méthodes d'explication de l'Analyse des Données 
[BOUR 891. Ces méthodes sont des cas particuliers de 
1 'Analyse Canonique, amorcée par H. Hotelling [HOTE 361 . 
Son but essentiel est d'étudier les relations linéaires 
existant entre deux groupes de variables quantitatives, 
observées sur un même ensemble d'individus. J.D. Carroll 
[CARR 681 en a proposé une généralisation à plus de deux 
groupes de variables. 

+ Les méthodes d'Apprentissage Symbolique traitent, par dé- 
finition, des objets symboliques. Les structures de ces ob- 
jets ne peuvent être que qualitatives (nominales, ordi- 
nales, structurées). Nous décrirons le système 
d'apprentissage INDUCE (descendant immédiat de AQ) déve- 
loppé par R.S. Michalski, et qui, pour nous, est à la base 
de nombreux algorithmes d'apprentissage symbolique, comme 
CALM [QUIN 84,871, GENREG [RALA 87,881 (que nous décrirons 
également), et bien d'autres. 

+ Enfin, les méthodes d'induction par arbre de décision 
traitent également de variables ne pouvant posséder que des 
structures qualitatives. Nous décrirons l'algorithme I D 3  
proposé par J.R. Quinlan, basé sur des indices issus de la 
Théorie de 1 'Information. 

NOUS nous limiterons volontairement aux méthodes d'apprentissage 
symbolique (§IV) et d'induction par arbre de décision (§III), dont 
l'objet est le traitement de variables qualitatives. 



Au chapitre 1 (§IV.2.1), nous avons abordé le problème de la cohé- 
rence ou de l'incohérence des données d'apprentissage. 
Lorsque les données sont cohërentes, une relation biunivoque peut 
être mise en évidence entre X et Y. 
Par contre, lorsque les données sont incohérentes, on peut se po- 
ser le problème de connaître le degré de faisabilité du problème 
d'explication. 
Nous utiliserons pour ce faire les résultats de la théorie de 
l'information, qui est un outil adapté à ce problème. 

II. FAISABILITE DU PROBLEME D'EXPLICATION 

Après une introduction à la théorie de 1 'information, nous défini- 
rons l'entropie de Shannon. Cette mesure du degré d'incertitude 
d'un système physique, et ses propriétés, sont tout à fait adap- 
tées aux trois types de problèmes cités précédemment, à savoir les 
problèmes de visualisation, de structuration, et d'explication. 
Nous définirons notamment une mesure de l'intensité de liaison 
entre deux variables, qui sera dès lors utilisable en tant que 
critère (voir paragraphe suivant et chapitre IV) dans des algo- 
rithmes d'explication. 

11.1. Introduction à la Théorie de l'Information 

Le caractère aléatoire inhérent aux processus de transmission de 
l'information implique l'utilisation des méthodes statistiques 
pour l'étude de ces processus. Pourtant on ne peut se limiter aux 
concepts classiques de la Théorie des Probabilités et d'autres no- 
tions probabilistes doivent. être introduites. 
C'est pour pallier à ce problème que la Théorie de l'Information 
(T.I.) fût amorcée dans les travaux de R.V.L. Hartley [HART 281 et 
de H. Nyquist [NYQ 241. Mais cette branche de la Théorie des Pro- 
babilités connût son véritable essor vers la fin des années 1940 
avec les travaux de C.E. Shannon et W. Weaver [SHAN 48,491, Cette 
théorie répondait à des problèmes pratiques de Télécommunications 
("Théorie mathématique de la communication"), comme celui de la 
transmission des messages par une ligne téléphonique (ou un canal 
hertzien) brouillée. Le domaine militaire, avec les travaux du cy- 
bernéticien N. ~iener*, a également contribué au développement de 
cette théorie. 

* Le mot "cybernétique" dérive du mot grec kubernetes. pilote. Il a été créé par Wiener lui-même. La 
cybernétique est par définition la science de la communication et de la régulation des messages. 



De nos jours, elle constitue l'un des outils mathématiques néces- 
saires à l'étude des processus de commande. De nombreuses communi- 
cations ont été publiées sur ce thème. W.R. Ashby, R.C. Conant, 
Mc. Gill sont parmi les initiateurs de la T.I. appliquée à 
l'Analyse Structurale des Systèmes. 

Supposons un système physique pouvant se trouver dans un état 
quelconque. Ce système est alors caractérisé par un certain degré 
d'incertitude. Les renseignements obtenus sur ce système sont 
d'autant plus importants que son incertitude a priori est grande. 
Il paraît donc important de disposer d'une mesure de son degré 
d'incertitude. 

Afin de mieux comprendre cette notion, considérons deux systèmes : 
une pièce de monnaie bien équilibrée et un dé à six faces non 
pipé. 
La pièce de monnaie, jetée en a i r ,  peut présenter deux côtés 
différents : un côté pile et un côté face équiprobables. 
Le dé possède six états potentiels différents, équiprobables entre 
eux. 

On peut alors se poser la question suivante : quel est le système 
possédant l'incertitude la plus grande ? 
11 apparaît logique de dire que le système ayant l'incertitude la 
plus grande est le dé car son nombre d'états possibles (poten- 
tiels) est plus grand. 
Nous pourrions donc penser que le degré d'incertitude d'un système 
physique est caractérisé par le nombre d'états potentiels de ce 
système. Montrons que la seule connaissance du nombre des états 
potentiels n'est pas suffisant : 
Prenons par exemple un système quelconque ayant les caractéris- 
tiques suivantes : 

- il peut se trouver dans un état (1) (par exemple, un état 
de bon fonctionnement), qui a une probabilité a priori de 
0.99 
- il peut également se trouver dans un second état, noté 
(2) (état de panne ou d' arrêt), qui est réalisé avec une 
probabilité a priori de 0.01. 

Le degré d'incertitude sur l'état du système est très faible car 
il a toutes les chances de se trouver dans l'état (1) beaucoup 
plus souvent que dans l'état (2). 

Nous voyons donc que le degré d'incertitude d'un système physique 
est déterminé par : 

- le nombre d'états potentiels 
- la probabilité d'obtention (d'occurence) de ces états. 



Appelons Entropie la mesure du degré d'incertitude d'un système 
physique. 

11.2. Définition de l'entropie 

Soient R un univers d'évènements et A un évènement donné. La réa- 
lisation de A apporte une quantité d'information notée I+(A) 
[AGGA 74,761. 

-+ R est l'ensemble des évènements possibles 
+ p(A) est la probabilité d'occurence de l'évènement A 
+ + est une application telle que + : [O,l] -> BI+ 

et +(l)2O. 

D'autre part, la réalisation d'un évènement peu probable apporte 
beaucoup d'information, tandis qu'un évènement fort probable, en 
apporte peu. I+(A) sera donc une fonction décroissante des proba- 
bilités. 

Considérons une partition {Al,A2, ..., Ai, ..., An} de l'ensemble des 
états potentiels. On définit H+(X) l'information fournie par (ou 
l'entropie de) la partition : 

en notant pi la probabilité de trouver le système X dans l'état 
(i) (i=l, ..., n). 
De nombreuses entropies ont été définies (cf [BARB 87a], pp.I.27- 
1.28). Nous nous intéresserons, dans le cadre de ce travail, à 
deux entropies couramment utilisées : 

+ l'entropie du MAX : +(t) := ( 1 - 1 ) -  ~(I-PM) 
€ 

où : - PM = Max pi 
i 

- 6(t-pM) est l'impulsion de Dirac au point PM. 

L'entropie du MAX est donc définie par : HM(X) = 1-Max pi 
i 



l'entropie de Shannon : @(t) = -Log(t) 

HS(X) = - C pi-Log Pi = E[- Log p(X)1 
i=l 

où ~ [ f  (x)] est la fonction espérance mathématique (encore ap- 
pelée moyenne pondérée) de f(x). 

Compte tenu de ces définitions, nous pouvons remarquer que 
l'entropie du MAX correspond à une approche locale, contrairement 
à l'entropie de Shannon, mieux adaptée à un problème du type glo- 
bal (dû au signe somme C qui permet de faire une moyenne sur un 
domaine donné). 

D'autre part, l'entropie de Shannon vérifie certaines propriétés 
intéressantes que nous examinerons par la suite, justifiant son 
utilisation comme mesure du degré d'incertitude d'un système. 

Remarque : 
La base du logarithme peut être quelconque (strictement su- 
périeur à 1). Le changement de base est équivalent à une 
simple multiplication de l'entropie par un nombre constant. 
En pratique, on utilise des logarithmes de base 2. On me- 
sure donc l'entropie en unités binaires (bits). Ceci 
s'accorde bien avec le système binaire de représentation 
des informations dans les calculateurs. Ultérieurement, le 
symbôle Log représentera des logarithmes binaires. 

11.3. L'entropie de Shannon 

11.3.1. Implications directes de la définition 

Reprenons la définition 
n 

l'entropie de Shannon : 

où : - Log = Log, 
- 2 pi - - 1 

i-1 

L -  n est le nombre d'états 
possibles du système. 

lere implication : 

Log n = Max { H(X) } <= > système à n états équiprobables 
p i  



L'entropie d'un système équiprobable est égale au logarithme du 
nombre d'états possibles : 

H(X) = - 2 pi.Log pi = -n(l/n.Log(l/n)) = -Log(l/n) = Log n 
i=l 

On peut facilement montrer que l'entropie est maximale dans ce 
cas. 

2ème implication : 

H(X) = O <= > Système à état unique 

L'entropie d'un évènement certain est nulle : 
- pour un seul a donné, on a pa=l : Pa-Log Pa = O 
- pi=O Vifa, et par continuité : lim x.Log(x) = 0. 

x->O 

11.3.2. Entropie d'un système composé 

Considérons deux variables, notées X et Y, du système étudié. Cha- 
cune de ces variables possède son propre ensemble de modalités ob- 
servées : 

Mx=Cal,q, -,an} et My={PlIP2, ---,Pm}- 
Supposons également que les probabilités conjointes d'obtention 
des modalités ai et Pj soient correctement estimées par les fré- 
quences relatives. 
NOUS pouvons construire le tableau de contingence suivant : 

Pi. 

P. j 

fig.2.1 : Tableau de contingence [ P i j l  de X e t  de Y .  



+ X et Y sont deux variables du système. Elles peuvent 
être, ou non, vectorielles. 
+ {al,a2, ..., an} et {Pl,P2,. . .,Pm} sont respectivement les 
ensembles de modalités potentielles de X et de Y. 
+ Les pij (i=l,..., n ; = l , ,  m) sont les probabilités 
conjointes de X et de Y. 

- C pij 
+ Pi. - pour i=l, . . . ,n. 

j =l 

+ P.j = pour j=l, . . .,m. 
1 =1 

Par définition de l'entropie de Shannon, nous avons : 

H(X,Y) = - f C p i j  Log p i j  = E[-Lo~ p(X,Y)] 
i=l  j-1 

Remarques : 

Nous pouvons montrer l'inégalité suivante : 
H(X,Y) I H(X) + H(Y) 

+ En vertu du théorème de multiplication des probabilités 
des évènements indépendants : P(X,Y)=P(X).P(Y) 
on a Log P(X,Y) = Log P(X) + Log P(Y) 
et donc H(X,Y) = H(X) + H(Y) 

11.3.3. Entropie conditionnelle 

Considérons maintenant deux systèmes X et Y dépendants l'un de 
l'autre. p(Pj/ai) représente la probabilité conditionnelle pour 
que le système Y se trouve'dans l'état Pj lorsque le système X se 
trouve dans l'état ai. 
Or, l'entropie du système Y lorsque le système X se trouve dans 
l'état ai est : 

L'entropie totale du système Y est donc : 



Remarque : 
En vertu de la définition de la probabilité conditionnelle 
( p(X,Y)=p(X).p(Y/X) ), on démontre que : H(Y/X) = H(X,Y) - H(X) 

11.3.4. Entropie et Information 

11.3.4.1. Position du problème 

Nous avons vu que l'entropie d'une variable est la mesure du degré 
d'incertitude de celle-ci. Il semble naturel de dire que 
l'obtention d'informations sur cette variable diminue son incerti- 
tude. La quantité d'informations obtenue sur cette variable peut 
donc être mesurée par la diminution de son entropie. 
Prenons le cas particulier d'une variable Xi ayant une entropie a 
priori H(Xi). Si après obtention d'informations, cette variable 
est totalement connue, alors son entropie s'annule. Notons 
I(Xi:Xi) l'information obtenue avec la détermination de Xi : 

I(Xi:Xi) = H(Xi) - O = H(Xi). 

Ce que nous venons d'énoncer pour la variable Xi peut être généra- 
l 

l 
lisé pour tout SEpO(v). 
Ainsi, H(S) représente une mesure de l'information nécessaire pour 
connaître S. 

Si l'on considère maintenant deux variables X et Y, l'inégalité 1 
H(X,Y)IH(X)+H(Y) peut être interprétée par le fait que, dans 
l'expression H(X)+H(Y), on compte deux fois une partie de 
l'information qui se trouve aussi bien dans X que dans Y. 

1 
i 

Afin de mesurer cette quantité d'information, nous définirons la 
transinformation interne [ASHB 651 et de la transinformation ex- 

1 
terne . l 

11.3.4.2. Transinformation interne 1 

Par définition : 1 

f mesure la quantité d'information qui est transmise dans un 
groupe de variables. 



11.3.4.3. Transinformation externe 

Par définition : 

1 mesure la quantité d'information qui est transmise entre plu- 
sieurs groupes de variables. 

11.3.4.4. Propriétés sur l'entropie et les transinformations 

De nombreuses propriétés intéressantes ont été démontrées 
[SHAN 491, [MILL 631, [ASH 651, [TORO 821. M. Sbaï [SBAI 831 fait 
une synthèse de ces propriétés : 

v sl, sa, s3 E po(v) : v R, Q E m(v) 
(où P(V) représente l'ensemble des partitions de V) 

Propriété 1 : H(S1)20 ; ?(s1)20 ; H(Sl/S2)20 : I(R)~O 

Propriété 2 : H(SlnS2) + H(SlUS2) 5 H(S1) + H(S2) 
avec égalité si et seulement si SlnS2 = @ 

Propriété 3 : SlcS2 $(SI) 5 
I(S1) 5 I(S2) 
H(S3/S1) 2 H(S3/S2) 

Propriété4: R I Q  ==> I(R) 2 I(Q) 
où : - le ler signe "5" représente la relation "... être 

plus f ine que . . ."  
- le 2ème signe " S u ,  la relation ". . . être plus 

petit  que ... . " 
Propriété 5 : V R={Rl, ...,Rr} E P(V) 

I(R) = O <=> Ri, Ra, . . ., Rr sont des SOUS- 
ensembles de variables indépendants entre eux. 

r 

Propriété 6 : I(R) + C ?(R~) = Constante = I({Xi}; i=1,. . . ,N) 
i=l 

Propriété 7 : V R={Rl,Rz,. . .,Ri, -.  .,Rj,. .,Rr} E P ( V )  
et Rf={R1,R2, ..., RiURj ,..., Rr}, 
alors : I(Rf = I(R) - I(Ri,Rj). 

Propriété 8 : SoitRf={R1,R2, ..., Ri\S,S, ..., Rr} 
avec : ScRi ; S#@ : SfRi ; 1 ~ ~ 1 2 2  
alors : I(R') = I(R) + I(Ri\S,S). 



Propriété 9 : Principe de conditionnement uniforme [GARN 561 : 
"Si l'on conditionne, avec le même ensemble de va- 
riables, tous les termes d'une identité valable 
pou5 Hsentropie qui contient H.), H . ) ,  1, Ia, 
1, Ip, on obtient à nouveau une identité va- 
lable pour l'entropie (le double conditionnement 
étant équivalent au conditionnement avec l'union)". 
où : - Ia(A:B) := H(A/a) + H(B/a) - H(AUB/a) 

exemple : V A,B E PO(V) : H(AUB) = H(A)+H(B)-I(A:B). 
On a d'après ce principe : V C E PO(v) : 
H(AUB/C) = H(A/C) + H(B/C) - Ic(A:B). 

11.4. Application au problème de la visualisation 

Le problème de la visualisation de variables primaires consistera 
à chercher un ensemble S (avec SEPO(v) ) tel qu'il contienne un 
maximum d'information, c'est-à-dire tel que son entropie soit 
maximale. 
A titre d'exemple, sur le tableau donné en annexe 5 : - 

15 15 5 H(Tai1.) = - ( - Log - + 5 L o g  + 7 L O ~ ~  ) = 1.43 bits 
27 27 27 27 27 27 

(15 modalités "+" , 5 modalités "O", et 7 modalités "-"  pour une 
population d'apprentissage composée de 27 individus). 
De même : 

H(Poids) = 1.46 bits (5 11+11, 14 1 ~ ~ ~ 1 ,  8 11-11) 

H(Ve1oc.) = 1.58 bits (9 , 8 lfo r l ,  10 1 1 - 1 1 )  

H(Intel1.) = 1.51 bits (6 11+11, 13 lfol*,  8 11-11) 

H(Aff.) = H(Agr.) # 1 bit 
H(Fonction) = 1.58 bits (8 "Ut", 9 "Ch", 10 "Co") 

Les variables apportant le' plus d'information sont les variables 
Fonction et Vélocité. Par contre, les variables Affection et 
Agressivité n'apportent que très peu d'information. 

11.5. Application au problème de la structuration : 
recherche de partitions optimales 

11.5.1. Minimisation de la transinformation externe [CONA 721 

V R={Rl,R2, ..., Rr} E P ( V ) ,  I(R) mesure la quantité 
d'information circulant entre les sous-systèmes RI, R2, ..., Rr - 
Or I(Rl:R2:. . .:Rr) + 2 I(R~) = Constante. 

i-1 



Donc minimiser I (ce qui revient à maximiser le terme C 3 )  

équivaut à choisir des sous-systèmes Ri composés de variables 
fortement liées. 
Ce problème peut donc être vu comme un problème de structuration 
(ou de décomposition) sur l'ensemble des variables. 

11.5.2, Décompositions optimales [TORO 821 

La minimisation de 1 va nous conduire au cas trivial où toutes les 
variables du système seront contenues dans une seule et unique 
classe. En effet, I({Xl,X2, ..., XN}) = 0. 
Une décomposition optimale par niveaux est donc nécessaire. On dé- 
finit : P,(V) := {partitions de V en r classes}, r=1,2, ..., N. 
On cherche alors, pour chaque r (r=1, ..., N), la partition optimale 
qui minimisera la transinformation externe : Soit MC la décompo- 
sition optimale en r classes : 

I(M:) 5 I(M~) V Mr E Pr(V). 
V.M. Toro Cordoba se penche très largement sur ce problème. Il dé- 
finit notamment des algorithmes permettant de trouver ces parti- 
tions optimales (en se servant de la propriété suivante : 

I ( M ~ - ~ )  5 I(MC) 1. 

I 11.6. Application au problème de l'explication 

L'ensemble des variables V du système étant partionné en deux 
classes, pour définir la variable à expliquer Y d'une part et la 
variable explicative vectorielle X d'autre part, nous détermine- 
rons, dans ce paragraphe, quelques indices intéressants du point 
de vue de l'explicabilité de Y par X. 

11.6.1. Détermination de quelques indices [TORO 821 
1 

L'incohérence des données recueillies implique un manque 
d'explication de Y par X. En effet, nous ne pourrons pas trouver 
une application f telle que Y=f (X) . En pratique, nous chercherons 
à l'approcher (Y=f(X)). 
Nous déterminerons alors quelques indices mesurant l'explicabilité 
(ou la modélisabilité) de Y par X : 

Posons tout d'abord quelques définitions : 
l 
1 

- V est l'ensemble de toutes les variables du système. 
- Y est la variable à expliquer. 
- BcV\{Y} est l'ensemble des variables servant éventuel- 
lement à expliquer Y. 



Soit S € p 0 ( 9 )  : 

- I ( Y : S )  := H ( Y )  + H ( S )  - H ( Y , S )  = H ( Y )  - H ( Y / Ç )  
est l'entropie de Y  expliquée par S. 

- H ( Y / S )  := H ( Y , S )  - H ( S )  
est l'entropie de Y non expliquée par S. 

- % H ( Y / S )  := H ( Y / S )  / H ( Y )  est le pourcentage de 
l'entropie de Y  non expliquée par S. 

Si l'on remplace S par X  dans les trois expressions ci-dessus, 
nous obtenons : 

- H ( Y / X )  := H ( Y , X )  - H ( X )  
est la partie non explicable de Y. 

- I ( Y : X )  := H ( Y )  - H ( Y / X )  
est la partie explicable de l'entropie de Y. 

- % H ( Y / X )  := H ( Y / X )  / H ( Y )  
est le pourcentage non explicable de l'entropie de Y. 

- 1 - % H ( Y / X )  = I ( Y : X )  / H ( Y )  
est le pourcentage explicable de l'entropie de Y. 

D'autres indices peuvent également être définis : 

représente le pourcentage encore non expliqué par S de la partie 
explicable de Y. 

11.6.2.  H ( Y / X )  : intensité de liaison entre X  et Y  

Par définition, H ( Y / X )  = H ( X , Y )  - H ( X ) .  
Nous avons vu que cette quantité représente l'entropie de Y  non 
expliquée par X. Trois cas distincts sont alors susceptibles 
d'apparaître [BARB 87a] : 

ler cas : H ( Y / X )  = H ( Y )  : X  et Y  sont indépendants statistique- 
ment. Aucune relation entre ces deux grandeurs ne pourra être mise 
en évidence. 



2ème cas : H(Y/X) = O : X et Y sont totalement liées et il 
existe une variable X ~ X  (au sens large) telle que Y=F ( 2 ) .  On 
peut alors expliquer toutes les modalités de Y, sur tout le do- 
maine MX. 

3ème cas : O < H(Y/X) < H(Y) : X n'explique que partiellement Y. 
Nous distinguons alors deux causes possibles : 

(1) l'absence d'explication à tort : le modèle déterministe 
Y=f(X) est représentatif du système, mais les données rele- 
vées sont biaisées. Ceci peut être dû à la présence d'un 
bruit important sur les mesures effectuées ou/et au mauvais 
fonctionnement d'un sous-système. 

(2) l'absence d'explication à raison : 
- certaines variables explicatives, pertinentes 
pour l'étude de notre système, ont été omises. 
- ou le modèle est suffisamment compliqué pour ne 
pas être déterministe. 

remarque : 
Si HM(Y/X)=O (avec H~=entropie du Max), alors il existe une 
partie du domaine MX sur laquelle ~ = f  ( 2 )  : l'entropie du 
Max est plus adaptée à une approche locale du problème. 

Nous avons donc défini une mesure de l'intensité de liaison entre 
X et Y. Elle pourra être utilisée dans des algorithmes 
d'explication : le système ID3 présenté au paragraphe suivant, les 
algorithmes développés au chapitre IV, ... 

III. LES METHODES D'INDUCTION PAR ARBRE DE DECISION 

111.1. Position du problème et critères 

Les systèmes d'induction par arbre de décision visent à l'optimi- 
sation d'un critère global afin de spécialiser les hypothèses 
[REND 861. La démarche est la suivante : 

On cherche la variable apportant le plus d'information sur les 
classes à expliquer, puis une deuxième prise parmi les variables 
restantes, puis une troisième, ... 



L'introduction de variables supplémentaires permet de disposer de 
partitions de plus en plus fines de la population d'apprentissage 
et donc d'approcher de mieux en 'mieux la partition associée à la 
variable à expliquer. Cette introduction trouve cependant ses li- 
mites dans les deux points suivants [AYGA 863 : 

-+ llaugmentation de la complexité du modèle d'explication 
-+ la diminution de l'effectif des classes de la partition 
de la population d'apprentissage. 

Plusieurs critères peuvent être utilisés pour définir, à chaque 
étape, la variable supplémentaire 2i prendre en compte [MING 89al. 
Soit x une variable-test. Nous pouvons construire un t a b l e a u  d e  
comptage croisant les modalités de x et les différentes classes à 
expliquer (i.e. les modalités observées de Y) : 

fig.Z.2 : T a b l e a u  d e  comptage 
c r o i s a n t  l a  v a r i a b l e    rima ire x e t  Y .  

où kij est le nombre d'occurences de l'assertion [x=ai]-[~=~j1, 

Ce tableau permet le calcul de plusieurs indices : 

i) La mesure du   hi^ : 
La mesure du   hi^ est connue depuis longtemps, mais elle a 
été utilisée dans des algorithmes d'induction pour la pre- 
mière fois par [HART 841. 

CI 

La variable x apportant le plus d'information sera alors 
celle qui maximisera la mesure du   hi^. 



A titre d'exemple, pour le tableau 1 de l'annexe 4 : 
~hi~(radiation) = (0-1.5)2/1.5 + . . . = 4.29 
~hi~(meno~ause) = (3-2.5)2/2.5 + ... = 0.53 
La variable radiation apporte le plus d'information. 

ii) L'indice GIN1 (ou mesure de l'impureté) : 
Cet indice a été proposé par [BREI 841. 

La variable x apportant le plus d'information sera alors 
celle qui maximisera cet in ice. 

( 2 2 2 2  Par exemple, i(radiation) = 1 -+-+-+- 0 3 5 2 ) - ( 2 ) = 0.21 
1 0 3 3 7 7  10 10 

iii) La mesure d'information de J.R. Quinlan : 
Cette mesure est issue de la Théorie de l'Information. Elle 
est utilisée dans le système ID3, et dans de nombreuses va- 
riantes de celui-ci. Il est souvent considéré (et à juste 
titre) comme l'algorithme type de l'apprentissage numé- 
rique. Nous le présentons donc. 

111.2. Le Système ID3 

Le système ID3 a été développé par J.R. Quinlan [QUIN 83,86,87] . 
C' est un système d 'inférence inductive à partir d'exemples. Et 
plus particulièrement, c'est une méthode d'apprentissage par arbre 
de décision (cf [HUNT 661). Il fait partie de la famille des 
systèmes d'apprentissage TDIDT (Top-Down Induction of Decision 
Trees ) : 

CLS (1963) 
I 

ID3 (1979) 
I 

ACLS ' ! 1981 ) ASSISTANT ( 1984) 

fig.2.3 : famille des TDIDT. 

Mais définissons tout d'abord ce qu'est un arbre de décision : 



Formellement, un arbre de décision est un arbre [PICA 721 tel 
que : 

1- Une feuille (ou noeud réponse) contient un nom de 
classe. 
2- Un noeud (qui n'est pas une feuille, ou noeud décision) 
contient un test sur un attribut avec une branche (donnant 
naissance à un autre arbre de décision) pour chaque valeur 
possible de l'attribut en question. 

Description de la méthode : 

Pour simplifier le problème, on ne considère que deux classes no- 
tées P et N. P et N représentent respectivement l'ensemble des 
instances positives (p = card P) et l'ensemble des instances néga- 
tives (n = card N). 

L'information moyenne apportée par P et N est : 

I(p,n) = - P - n P Log - n - Log - 
p+n p+n p+n p+n 

Cette quantité représente en fait l'entropie d'une variable à ex- 
pliquer Y dont l'ensemble des modalités est séparé en deux classes 
notées N et P. 

L'information moyenne apportée par l'arbre ayant x (un attribut 
ayant les modalités {a1, a2, . . . , ar} ) comme racine est : 

(cette quantité représente l'entropie conditionnelle H(Y/x)). 

J.R. Quinlan définit alors le gain d'information qu'apporte 
l'attribut x par : 

(qui représente la transinformation externe I(x:Y)=H(Y)-H(Y/x)). 

Le système ID3 examine alors tous les candidats et choisit x qui 
maximise le gain(x), forme l'arbre à partir de celui-ci, et uti- 
lise le même processus récursivement (pour former l'arbre de déci- 
sion). 



Remarque : 
Comme le dit J.R. Quinlan [QUIN 863, p.90 (dans une note), 
maximiser le gain(x) revient à minimiser E(x), car I(p,n) 
est constant, quel que soit l'attribut x. 
Au chapitre IV, nous développerons des algorithmes basés 
sur la minimisation de l'entropie conditionnelle H(Y/X) où 
Y est une variable à expliquer, et X est un ensemble de va- 
riables explicatives. 

Description de l'algorithme ID3 : 

; SYSTEME ID3 
1. Sélectionner un noeud impur n 
2. Pour chaque attribut x, calculer la valeur de gain(x) 
3. Pour l'attribut x maximisant le gain : étendre l'arbre à 

partir du noeud n ( à  chaque modalité de x correspond une 
branche ) 

4. Retourner en 1 si il existe encore des noeuds impurs et que 
toutes les variables non encore utilisées ont un pouvoir 
discriminant. 

; Fin de ID3. 

où un noeud impur est un noeud ne reconnaissant pas une seule et 
unique classe. 

Exemple : 
Prenons le tableau 1 de l'annexe 4 : 
NOUS pouvons construire les tableaux de comptage suivants : 

fig. 2.4 : Tableaux de comptage 

3 
7 

10 

5 5 I(p,n) = - (  L o g  + 5 ~ o g 2 )  = 1 bit 
10 10 10 10 

Not Recur 

3 
2 .  

5 

5 
3 
2 

10 

Recur 

Pour la variable Radiation, on obtient : 
E(Radiati0n) = - 3( O + 3 Log 3 )  - 7( 5 Log 5 + 3 Log 2 )  = 0.604 

10 3 3 10 7 7 7 7 

Not Recur 

2 
2 
1 

5 

Recur 

Yes 
No 

gain(Radiation) = 1 - 0.604 = 0.396 bit 

t60 
260 
Not 

O 
5 

5 

de mëme, E(Menopause) = 0.960 bit 
gain(Menopause) = 1 - 0.960 = 0.040 bit 

3 
1 
1 

5 



La variable R a d i a t i o n  apporte plus d'information sur la variable 
C l a s s  : 

Radiation 

NO-t Menopause 

3 Recur 1 Recur 1 Recur 
1 Not Recur 1 Not Recur 

f i g . 2 . 5  : R é s u l t a t  o b t e n u  par l e  s y s t è m e  I D 3  
sur l e  t a b l e a u  donné en annexe 4 

111.3. Remarques 

+ Ce système s'applique uniquement dans le cas où la population 
d'apprentissage est cohérente (système déterministe). En effet, 
dans le cas contraire, à un noeud terminal (une feuille), corres- 
pondent plusieurs classes. 

+ Il existe des versions i n c r é m e n t a l e s  du système ID3. A titre 
d'exemples, 1 'algorithme ID4 (Schlimmer & Fisher - 1986), ID5R 
[UTGO 891, sont des versions incrémentales de ID3. Leur but est 
d'accepter les instances incrémentalement, sans reconstruire un 
nouvel arbre de décision à chaque fois ; mais en restructurant 
l'arbre si nécessaire. 

+ Il existe d'autres systèmes proches de ID3. A titre d'exemples, 
citons ACLS (Paterson & Niblett - 1983). ASSISTANT (Kononenko, 
Bratko, Roskar - 1984). 

+ ID3 introduit les variables une à une. Le gain total est donc la 
somme des gains apportés par chaque variable. 
Cependant, V.M. Toro [TORO 821 montre que : 

P 

gain( xi, x2, . . . , xp) # C gain( xi ) 
i=l 



Dans ce sens, il peut arriver que le pouvoir explicatif de chaque 
variable d'un vecteur S soit faible (elles ne seront alors pas re- 
tenues comme variables discriminantes) alors que le pouvoir expli- 
catif du vecteur S considéré globalement est important. La dé- 
marche définie par ID3 sera alors incapable de mettre en évidence 
la relation entre la variable à expliquer et le vecteur de va- 
riables explicatives S. 
A titre d'exemple, considérons le tableau suivant : 

Nous cherchons à expliquer Y. 
H(Y/xl) = H(Y/x2) = 1 
H(Y/x3) = 0.69 
Notre choix va se porter sur x3, alors que manifestement, Y est le 
bit de parité de xi et x2. 
La solution serait de chercher le sous-ensemble de variables ex- 
pliquant au mieux Y [TORO 821 : 
Nous avons H(Y/(x11x2,x3)) = O, ce qui signifie qu'il existe une 
relation entre Y et un sous-ensemble (au sens large) de 
Cx1,x2,x31. 
Ainsi, H(Y/(xl,x2)) = O 
alors que H(Y/(xl,x3)) = H(Y/(x2,x3)) = 0.5 
Notre choix se portera donc sur (~1~x2). 

IV. LES METHODES D'APPRENTISSAGE SYMBOLIQUE 

Les premiers systèmes d'apprentissage symbolique par détection des 
similarités (S.B.L. : Similarity Based Learning) ont été dévelop- 
pés par l'équipe de R.S. Michalski. 
Depuis, de nombreux systèmes traitant symboliquement les données 
(qui peuvent être de tous les types) sont apparus. 

Au lieu de travailler sur les partitions, on va ici travailler di- 
rectement sur des classes (des pavés, des hordes) de MX. Nous uti- 
lisons donc une approche locale du problème. 



Le principe est alors de chercher les classes maximales caractéri- 
sées par un indice de qualité mesurant le degré de reconnaissance 
des modalités de la variable à expliquer. 

Après avoir posé plus'ieurs définitions, nous développerons le sys- 
tème INDUCE [MICH 80,83a], descendant directe de AQ. 
Puis, nous exposerons le système GENREG [RALA 87,881. 

IV.l. Position du problème et définitions 

Les méthodes d'apprentissage symbolique (par détection des simila- 
rités) sont des méthodes d'acquisition de concepts sous forme 
d'une, ou de plusieurs descriptions caractéristiques d'une classe 
d'objets. Ces descriptions sont appelées fonctions de recomais- 
sance (FR) par R.S. Michalski (encore appelées assertions). Les 
concepts sont appris un à la fois. 

Soit {Pl,P2, .,Pm} l'ensemble des m concepts. 
On définit alors, vis-à-vis d'un concept, deux ensembles dis- 
tincts : 

+ POS(Pj ) 1 'ensemble des exemples positifs du concept Pj 
(OU l'ensemble des instances de Pj). 
+ NEG(Pj) l'ensemble des contre-exemples (ou exemples néga- 
tifs) de Pj. 

Remarque : 
L'incohérence des données d'apprentissage se traduit par le fait 
qu'il existe w appartenant à R tel que : 

w E POS(Pj)nPOS(Pk) avec j#k. 

On cherche alors des couvertures COV( POS ( ) \NEG( f3 ) 1, i . e. des 
fonctions de reconnaissance qui soient : 

+ discriminantes : .  une description est discriminante si 
elle ne reconnaît aucun contre-exemple. 
+ et complètes : une description est complète (ou consis- 
tante) si elle reconnaît tous les exemples. 

Par convention, lorsqu'une variable prend toutes les modalités 
possibles (observables) dans une fonction de reconnaissance, on 
1 'omet. 

Définitions : 
+ Soient A et B deux FR. B est dite plus générale que A si 
A=>B (on a dès lors I A ~ ~ c I B ~ ~ ) .  
+ Gen(A,B) = A&B est appelée la généralisée de A et B. 
C'est la FR formée des termes communs à A et à B. 



IV.2. Le système INDUCE 

Décrivons tout d'abord succintement l'algorithme AQ : 

AQ utilise le langage de représentation VL1 dans lequel la plus 
petite entité est le sélecteur [xi#Vi] où : 

+ Xi est un nom d'attribut. 
-, # E C=,#l 
+ Vi est un ensemble de disjonctions de modalités. On parle 
de disjonctions internes (vis-à-vis d'une variable). 

En reprenant le vocabulaire introduit au chapitre 1, la plus pe- 
tite entité est un évènement élémentaire. 

Une FR (ou formule VL bien formée, ou assertion) est une conjonc- 
tion de sélecteurs : [xl#V1][x2#V2] ...[ xk#Vk]. 
Le procédé inductif de AQ est l'utilisation des deux règles de gé- 
néralisation suivantes (cf annexe 1) : 

+ the extension aqainst rule : 

-+ the extending reference rule : 
+-[x=vl]::>p 1s @-[x=V2]::>P 
où VlcV2cMX (OU O,). 

où les métaimplications ::> et I <  représentent respectivement la 
règle de décision (si la partie prémisse est vraie, alors décider 
la partie conclusion) et la règle de généralisation (la partie 
conclusion est plus générale que la partie prémisse). 

L'algorithme INDUCE : 

Cet algorithme est une extension de AQ. 
La plus petite entité est le sélecteur [L#R] où : 

-, L est une fonction naire (n=nombre de variables) 
+ # E C = , f , l , ~ , < , > l  
-+ R est un ensemble de modalités de L (sous la forme de 
disjonctions internes). 

INDUCE n'utilise qu'une partie du langage VL (formules bien for- 
mées, ou well-formed formulas : wff) formée de : 

- sélecteurs 
- et de formules construites au moyen de conjonctions, dis- 
jonctions, disjonctions internes, et du quantificateur 
existentiel. 



Comme procédé inductif, INDUCE utilise : 
-+ les deux règles de généralisation de AQ 
+ et la règle suivante (the dropping condition rule) : 
a-[L(x)=v]::>P 15 a::>p 

Le problème consiste alors à trouver la meilleure FR qui recon- 
naisse les exemples et rejette les contre-exemples, en utilisant 
les procédés inductifs ci-dessus. 

Illustrons cet algorithme par un exemple repris dans [BOUZ 901 (cf 
annexe 4 pour le tableau des données) : 

La FR la plus générale qui reconnaisse el et rejette e2 
est : G(el\e2) = (X2#hexagonale)v(X3#cannelé) 

La FR la plus générale qui reconnaisse el et rejette e5 
est : G(el\eg) = (XlZmoyen) 

Donc, la généralisée de G(el\e2) et de G(el\eg) est : 
G(el\Ce~,eg)) = G(el\e2) & G(el\eg) 

= [(X2#hexagonale)v(X3#cannelé)]&(X1#moyen) 
= [(X2#hexagonale)&(X1#moyen)] 

v[(X3#cannelé)&(X1#moyen)] 
= Ri v R2 

avec R1 = [(X~=cyl.vcon.vpri.)&(X1=petitvgrand)] 
et Ra = [(X3=lissevclaveté)&(X1=petitvgrand)] 

On se propose alors de trouver la meilleure FR qui 
reconnaisse el et rejette {e2,e5} : Gopt(el\{e2,e5}). 

Pour celà, INDUCE utilise la notion d16parpillement : 
L'éparpillement d'une FR est la différence entre le nombre total 
d'objets différents qu'elle peut reconnaître et le nombre 
d'exemples qu'elle reconnaît effectivement. 
Le nombre d'objets différents pouvant donner la valeur VRAI à la 
FR est en fait le produit du nombre de modalités de chaque va- 
riable. 

n 

éparpillement(R) = card(vi) - card(I~1~) 
i=l 

où : 
-+ n est le nombre total de variables 
+ vi est le nombre de modalités de la variable Xi 
(i=l, ..., n) dans la FR R', celle-ci étant la FR la moins 
générale couvrant tous les exemples de R. Si la variable 
n'apparaît pas dans celle-ci, alors card(vi)=l 
-+ I R ~ Q  est l'extension (dans Q) de R. 

Les FR ne sont pas définies de manière unique. La notion d'épar- 
pillement permet d'effectuer un choix parmi l'ensemble des FR 
équivalentes en termes de discrimination et de complétude. 



La meilleure FR sera alors celle qui possèdera l'éparpillement le 
plus petit. La seule raison intuitive donnée à ce critère est que 
l'information est plus compacte pour des FR ayant un éparpillement 
petit [KOD 861, p.90. 

Dans notre exemple, 

RI reconnaît le sous-ensemble {elre3,e7,e8,eg,el~}. 
L? FR Ri engendrée par ce sous-ensemble s'écrit : 
RI = (Xl=petitvgrand) & (X2=cyl.vcon.vpri.) & 

(X~=cannelévlissevclaveté) 
= (Xl=petitvgrand) & (X2=cyl.vcon.vpri.) 

éparpillement(Ri) = 2*3 - 6 = 0. 

R2 reconnaît le sous-ensemble {el,e3,e7,e8,elo). 
Ri = (Xl=petitvgrand) & (X2=cyl.vcon.vpri.) & 

(X3=lissevclaveté) 
= R2 & (X2=cyl.vcon.vpri.) 

éparpillement(~i) = 2*3*2 - 5 = 7. 

Donc, on obtient : 
GoPt( el\{e~,egI = Ri = (Xl=petitvgrand) & 

(X2=cyl.vcon.vpri.) 
= (Xl=petitvgrand) & 

(X~=révolutionvprismatique) 

L'inconvénient majeur de ce critère est qu'il ne prend pas en 
compte les positions réelles des objets : en effet, dans une par- 
tie de 1 'espace d'observabilité, il faudrait prendre en compte le 
fait qu'il peut y avoir des regroupements importants d'objets dans 
une zone déterminée, et dans d'autres zones, beaucoup moins 
d'objets. Cette notion d'importance relative ne peut être mise en 
évidence par ce critère. 
En fait, une règle d'éparpillement non nul est une règle dont 
l'obtention a fait intervenir le processus de prolongement que 
nous introduisons au chapitre suivant (§IV,V) et pour lequel nous 
proposons une démarche d'évaluation. 



IV.3. Le système GENREG 

GENREG est un GENérateur de REGles (ou concepts) sous forme d'as- 
sertions, qui décrivent et discriminent les classes d'une parti- 
tion relative à des données qualitatives, mises sous forme d'un 
tableau (tableau initial des données). 
C'est à la fois une méthode de discrimination, et une technique 
d'apprentissage à partir d'exemples et de contre-exemples 
(S.B.L. ) .  

Le tableau des données est constitué d'un ensemble d'exemples (à  
reconnaître) et d'un ensemble de contre-exemples. 
Le problème consiste alors à trouver un ensemble de "bonnes" as- 
sertions permettant de décrire et de reconnaître l'ensemble des 
exemples. 
C'est donc bien un problème de discrimination dans lequel Y (la 
variable à expliquer) est une variable qualitative nominale à deux 
modalités (exemple et contre-exemple), et X est un ensemble de va- 
riables qualitatives. 

Comme pour l'algorithme CALM, cet algorithme se décompose en trois 
grandes étapes : 

(1) Une étape de généralisation, qui consiste à calculer 
les généralisées en considérant deux à deux les assertions 
associées aux objets. 
(2) Une étape de sélection, qui consiste à éliminer les as- 
sertions insuffisamment discriminantes, i.e. recouvrant un 
nombre de contre-exemples supérieur à un seuil donné. 
(3) Une étape de compression , qui consiste à résumer les 
assertions obtenues en un ensemble plus réduit et signifi- 
catif. Les assertions non valides, i.e. ne reconnaissant 
pas un nombre d'exemples supérieur à un seuil donné, sont 
éliminées. 

1 Chaque assertion A retenue doit vérifier les trois conditions sui- ~ vantes : 

(1) 1 S lmin I long(A) S lmax I p où : 
- p est le nombre de variables explicatives. 
- long(A) est la longueur de l'assertion A : c'est 
le nombre de variables intervenant dans celle-ci. 
- lmin et lmaX sont des constantes imposées par 
l'utilisateur. 

(2) card ( I A ~ ~ ~ C E )  < a : 
L'assertion A doit être discriminante au seuil a, 
i.e. le nombre de contre-exemples (CE) reconnus 
(par l'assertion A) doit être inférieur à a, avec a 
imposé par l'utilisateur. 
(si a=l, les assertions retenues ne reconnaissent 
pas de contre-exemples : ce cas particulier ne peut 
être utilisé pour des données incohérentes). 



(3) p s card ( I A ~ ~ ~ E )  : 
l'assertion A doit reconnaître au minimum p 
exemples. Cette condition permet d'éliminer des as- 
sertions ne reflétant que des faits isolés et ga- 
rantit une certaine robustesse des résultats. 

Ces conditions étant posées, l'algorithme se décompose en deux 
grandes étapes : 

(i) Calcul des généralisées et élimination des assertions 
ne vérifiant pas les conditions (1) et (2). 
(ii) Elimination des règles particulières et non valides au 
seuil p (i-e. reconnaissant moins de p exemples). 

Le résultat fourni par l'algorithme s'exprime alors sous la forme 
d'une disjonction d'assertions. 

H. Ralambondrainy définit alors deux critères de qualité de 
l'algorithme : 

Soit ES l'ensemble des exemples reconnus par S (S étant l'ensemble 
des assertions obtenues). 

ES = U {lAlnn~ / AES} 
Or, une assertion de S doit reconnaître un minimum d'exemples (au 
moins p exemples). Il peut alors arriver que des exemples ne 
soient pas reconnus. On estime alors la représentativité de S par 
le pourcentage de bien classés (ou pourcentage des exemples recon- 
nus par S) : 

- tard (ES) * 100 
'bc - card (E) 

où card(Es) représente le nombre d'exemples reconnus par S, et 
card(E), le nombre total des exemples. 
On remarque que pbc augmente si on augmente le seuil de mal clas- 
sés a ou/et si on diminue le nombre (3 d'exemples reconnus par une 
assertion. 

Soit CES l'ensemble des contre-exemples reconnus par S. 
CES = U { I A ~ ~ ~ C E  / AES} 

On introduit alors la qualité de discrimination de S, par le pour- 
centage de mal classés (ou encore le pourcentage des contre- 
exemples reconnus par S) : 

- - tard (CES) * 100 
Pm, card (CE) 

où card(CES) est le nombre de contre-exemples reconnus par S, et 
card(CE), le nombre total de contre-exemples. 
(si a=l, les assertions ne reconnaissent aucun contre-exemple, et 
pmc=O ) 

S est dit optimal lorsque phc est maximal et Pmc est minimal. 



IV.4. Les autres systèmes l 

1 
Il existe de nombreux autres systèmes d'apprentissage symbolique. I 

Nous ne citerons que quelques uns d'entre eux : 1 
+ CALM [QUIN 84,873, un système d'apprentissage par points 
de vue. I 

+ CHARADE [GANA 87a,b], un système d'apprentissage basé sur 
I 
1 

la notion de cube d e  Hilbert. 
+ PLAGE [GASC 86,871. 

1 

+ LEGAL et INNE [LIQ 89,901, basés sur la construction du 
treillis de Galois [NORR 781 [BORD 861 [GUEN 891 d'un 
ensemble d'objets. 
+ UNIMEM [LEBO 871 
+ C N 2  [CLAR 891, qui induit des règles sous la forme d'une 

l 

conjonction de sélecteurs, associées à une description des 
classes utilisant des techniques de réduction logique 
(système inspiré de AQ et ID3). 

De nombreuses méthodes incrémentales ont également été développées 
[DEC 89a,b] [GENN 891 [SEBA 891. 1 

Plus récemment, une autre famille de systèmes est apparue : 
l'apprentissage automatique génétique. Nous renvoyons le lecteur, 
désireux de connaître ces systèmes, à [WILS 871 [QUIN 883 
[PARO 911. 

V. CONCLUSION ~ 

Nous avons vu que les méthodes d'apprentissage symbolique cher- 
chaient directement une description de l'ensemble des modalités 
associées à chaque Pj = l  m .  On construit ainsi des "pavés" 
en utilisant des règles de généralisation. C'est bien là une ap- 
proche locale  du problème d'explication. L'intérêt principal de 
ces méthodes est qu'elles fournissent des résultats directement 
compréhensibles par des experts humains. 
Leur inconvénient majeur est la non robustesse des résultats. En 
effet, ces méthodes sont très sensibles au bruit, et ne sont pas 
applicables si la population d'apprentissage est fortement incohé- 
rente. 

Une autre approche utilise des méthodes numériques, telles que les 
méthodes d'induction par arbre de décision, dont les principes ont 
été énoncés dans ce chapitre. 
Ces méthodes construisent une variable vectorielle S (sEPO(X)) 
en introduisant les variables primaires une par une. Ce sont donc 



des méthodes de recherche de partitions des modalités observées de 
X, basées sur un critère global. L'avantage majeur de ces méthodes 
est qu'elles sont moins sensibles au bruit. 

Les règles générées à partir des méthodes d'induction par arbre de 
décision construisent une partition de la population 
d'apprentissage. Les méthodes de l'apprentissage automatique sym- 
bolique, construisant des couvertures de parties de 0, aboutis- 
sent à un recouvrement de cet ensemble. 
Les critères permettant d'évaluer la qualité du système explicatif 
obtenu s'expriment sous des formes très diverses (information, 
pourcentage de bien/mal classés, éparpillement, ...). Dans le cha- 
pitre suivant, nous proposons une analyse du modèle obtenu par ap- 
prentissage automatique, de façon à guider son évaluation. 



CHAPITRE III = 



Quelle que soit la démarche retenue, la procédure d'apprentissage 
construit un ensemble de règles liant les modalités des variables 
à expliquer et des variables explicatives. Dans ce chapitre, nous 
définirons des critères permettant d'évaluer le modèle obtenu ; 
ceux-ci seront utilisables dans des algorithmes d'apprentissage. 

Nous caractériserons tout d'abord une règle par rapport aux obser- 
vations effectuées : règles toujours vraies, de dépendance per- 
çue, ... 
Puis, nous caractériserons un ensemble R de règles du point de 
vue de leur cohérence (511.2). 
Nous donnerons une mesure de l'adéquation entre le modèle obtenu 
et les observations (le degré d'impureté d'une règle non toujours 
vraie, ou taux de pollution), et nous évaluerons la maniabilité de 
ce modèle (efficacité, généralité, couverture) (§III). 

Une procédure d'apprentissage produit des règles plus générales 
que les règles initiales. Deux opérations de généralisation seront 
envisagées : l'agrégation et le prolongement. Des indices caracté- 
riseront alors les règles obtenues. 

1. POSITION DU PROBLEME 

1.1, Règles toujours vraies et dépendance perçue 

La définition d'une règle introduite au chapitre II est une défi- 
nition locale, dans le sens où pour chaque w (wER) ,  il lui corres- 
pond une valeur vrai ou faux. 
Nous introduisons alors une définition supplémentaire permettant 
de prendre en compte le fait qu'une règle peut être toujours 
vraie, ou pas : 

Définition : 
Une règle ~ A , B  est dite toujours vraie si et seulement si : 

1 r ~ ,  B 1 Q=Q- 
Elle est dite non toujours vraie dans le cas contraire. 

Autrement dit, une règle est toujours vraie si et seulement si il 
n'existe pas d'observation w (wEQ) telle que r~ B(w) soit fausse. 

Posons-nous le problème suivant : 
Si on considère une règle r=[A=>B] définie comme ci-dessus, et si 
l'assertion A n'a jamais été vraie (il n'existe aucun point ob- 
servé dans le domaine A), alors cette règle sera toujours vraie, 
et ceci, quel que soit w appartenant à 0. 

En d'autres termes, ceci revient à se poser la question suivante : 
Si il n'existe aucun point observé dans le domaine A, peut-on 
avoir une relation de dépendance entre X et Y du type A=>B ? 



C'est le problème de la dépendance perçue décrit par Ch. de Sainte 
Marie [SAIN 89,901 : "j'ai déjà observé le fait A (donc je sais 
qu ' il est pertinent), et toutes les fois que je 1 'ai observé, j 'ai 
aussi observé le fait B ; tout se passe donc comme si A dépendait 
de Bu. 

11 est alors nécessaire d'apporter une contrainte sur l'assertion 
A afin de distinguer les cas où une règle est réellement observée, 
ou pas : 
On dira qu'une règle r=[A=>B] est de dépendance perçue si et seu- 
lement si : 

+ ~ A , B  (ou -A v B) est toujours vraie 
-+ et si )Aln#@ (i.e. l'assertion A a déjà été vraie au 
moins une fois). 

Prenant en compte les notions de règles toujours vraies et de dé- 
pendance perçue, nous pouvons distinguer quatre types de règles : 

r ~ ,  B 

IAln#@ 

IAln=@ 

fig.3.1 : Les différents types de règles 

Ir~,sln=~ 

dépendance perçue 

non observée 

r ~ ,  B 

IrA,BIQ#@ 

IrA,Bln=@ 

+ Une règle r~ B est de dépendance perçue si et seulement si elle 
est toujours &aie et il existe au moins un point observé dans le 
domaine A. 
+ Une règle est non observée si et seulement si le domaine A ne 
couvre aucun point observé. La conclusion de la règle peut alors 
être quelconque. Nous introduirons la notion de règle estimée qui 
permettra de sélectionner telle ou telle conclusion (sIV.3). 

Ir~,~ln+n 
non toujours vraie 

toujours fausse 

On impose une condition plus forte concernant la notion de règle 
non toujours vraie : 
4 Une règle rA,B est non toujours vraie si et seulement si on a 
observé au moins une fois la règle rA,B et il existe au moins un 
point observé du domaine A qui possède une conclusion 
n'appartenant pas à B. 
Une règle est toujours fausse si et seulement si tous les points 

observés du domaine A possèdent une conclusion n'appartenant pas à 
B. 

On peut représenter les différents types de règles par les schémas 
suivants : 



f ig. 3.  2 : -. Règles toujours vra i e s  : 

( a )  de dépendance perçue 

(b) non observée 

+ Règle non toujours vraie  : ( c )  

Dans les cas (a) et (cl, les parties non observées peuvent être 
vides. 

1.2. La procédure d'apprentissage 

Notons R x  l'ensemble des règles rA,B telles que : 
+ A est un objet assertion de Ax, l'ensemble des 
assertions définies sur X. 
+ B est un évènement élémentaire défini sur My. 

Définissons =$(a) = { r*,BERy / card IrArglnra 1 
R$ ( a) représente 1 ' ensemble des règles qui reconnaissent au 
moins a observations. 
Dans le cas particulier où a=l, RE(1) représente 1 'ensemble des 
règles dont l'extension n'est pas vide. 



Supposons que la procédure d'apprentissage produise un ensemble R 
de règles décrivant le comportement du système observé. 
En tenant compte de la notion de "dépendance perçue" définie par 
Ch. de Sainte ~arie' (cf SI. l), nous pouvons imposer la contrainte 
suivante : chaque règle de R doit reconnaître au moins a 
observations (ou a exemples). L'ensemble R représente alors un 
sous-ensemble de R E  ( a). 

II. PROPRIETES SUR UN ENSEMBLE DE REGLES 

11.1. Complétude sur un ensemble de variables 

Soit R un ensemble de règles constituant un modèle possible pour 
le système décrit par la population d'apprentissage. 
R est dit complet sur S (S€PO(v)) si et seulement si toutes les 
modalités observées de S sont couvertes par l'ensemble des règles 
de R. 
En particulier, R est complet sur X si et seulement si : 

M X C  U A  
TA. BER 

(caractérisation de la partie prémisse de la règle). 

De même, R est complet sur Y si et seulement si : 
M y C  U B  

'A, BER 
(caractérisation de la partie conclusion de la règle). 

NOUS avons vu précédemment, que certaines variables apportaient 
plus dl information que d'autres. On a donc tout intérêt à ce que 
R soit complet sur les variables apportant le plus d'information. 
C'est typiquement le cas de l'algorithme ID3 de J.R. Quinlan (cf 
chapitre II) : le premier noeud (ou racine) de l'arbre de décision 
est un test sur les modalités observées de la variable apportant 
le plus d'information. Chaque modalité observée engendre une 
branche et un noeud. Si ce dernier est impur, on teste les va- 
riables apportant le plus d'information parmi toutes celles qui 
restent, etc... Le système de règles qui en résulte est alors com- 
plet sur la variable apportant le plus d'information, etc... ; et 
à la limite, les variables n'apportant que très peu d'information 
ne sont pas prises en compte. 



On peut alors définir un d e g r é  d e  c o m p l é t u d e  pour S .  Par exemple, 
on pourrait prendre le rapport du nombre de modalités observées de 
S couvertes par R sur le nombre de modalités réellement observées 
de S. 

11.2. Cohérence 

Une condition nécessaire pour qu'un système de règles R issues 
d'une procédure d'apprentissage soit utilisable, est la cohérence 
des règles, i.e. les règles obtenues ne doivent pas se contredire. 
Nous définirons dès lors plusieurs niveaux de cohérence des règles 
[POM 911, suivant que l'incohérence provient d'un point observé, 
observable, ou non observable. 

11.2.1. Cohérence logique 

L'ensemble R={r~i,Bi,iE1~} est dit "logiquement cohérent" si et 
seulement si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée : 
+ AinAj=@ Vi, jEIR (cohérence d e  t y p e  1) 
+ VICIR telque f 7  A i + @  

i ~ 1  

Quelle que soit la règle ra,b telle que 3kEIR aEAk,bEBk 
a c n A i  = > b c n B i  (cohérence d e  t y p e  2 )  

ie1 ~ E I  

Graphiquement, ce type de cohérence peut se représenter de la 
façon suivante : 

cohérence d e  t y p e  1 : 

'Ri 4V8C 4nB j  = / 
mr 4 n . 9  # /  



cohérence de type 2 : 

fig.3.3 : Cohérence logique 

A titre d'exemple, en considérant le tableau de l'annexe 5, les 
deux règles suivantes : 
[ Poids = + 1 => [Fonction=Ut] 
et [ Taille = + 1 & [ Poids = O v + ] => [Fonction=UtvCovCh] 
sont en cohérence logique de type 2. 

On peut remarquer que tout système cohérent de type 2 peut être 
transformé en un système cohérent de type 1, via un partitionne- 
ment adéquat de l'ensemble UAi, comme il est montré sur l'exemple 

i€IR 

suivant : 

R={rA1,~l,r~2,B2} est un ensemble de règles cohérent de type 2. 
Soient al=Al\A2 ; a2=A2\A1 ; a3=AlnA2 
Il existe bl, b2, b3 tels que b3=BlnB2 et : 

R1={ral,blUb3,ra2,b2ub3,ra3,b3} est un ensemble de règles cohé- 
rent de type 1. 

On peut définir l'incohérence logique d'un système de règles R : 
On dit qu'un système est logiquement incohérent si : 

+ il existe une observation w pour laquelle X(w)EAinAj et 
Y(w)EMy\(BinBj) (avec BinBj=@ OU #@) 
+ ou il existe une intersection AinAj#@ avec AinAjnMx=@ 
(ensemble de points non observés) et BinBj=@. 

Dans le premier cas, il existe au moins une règle non toujours 
vraie. On pourra alors lui associer un coefficient de vérité, ou 
taux de pollution (§111.2.2), à chaque règle. 
Dans le deuxième cas, les prémisses des deux règles se recouvrent 
partiellement, mais leur intersection n'a pas été observée. Ces 
règles sont incohérentes entre elles dans le sens où, lors d'une 



observation ultérieure du système, il peut se poser un problème de 
décision si la partie explicative de l'observation appartient à 
cette intersection. 

NOUS définissons dès lors plusieurs types d'incohérences, dévelop- 
pées au paragraphe suivant. 

11.2.2. Cohérence perçue 

Considérons un ensemble de règles qui n'est pas logiquement cohé- 
rent. En tenant compte de la notion d'observabilité, nous pouvons 
distinguer trois types d'incohérences différentes : 

(1) COHERENCE ABSOLUE : 
On dit qu'un système de règles est en cohérence absolue si et seu- 
lement si la condition suivante est réalisée : 

P 

quelque soit a (a appartenant à moi) provoquant une 
P i=l 

incohérence logique, alors a€ Tl;oi\O ; i. e. a est non observable. 
i=l 

Un système de règles R est donc en cohérence absolue s'il véri£ie 
la propriété suivante : 
VAif7Aj#@ provoquant une incohérence logique, alors : 

P 

AinAj~Tl;oi\O 
i=1 

remarque : 
Si la procédure d'apprentissage produit deux règles r~i,Bi 
et r~j,Bj en cohérence absolue avec BiflBj#@, alors on 
peut toujours transformer celles-ci en deux autres règles 
r~i,bi et r~j,bj, avec bi=Bi\(BiflBj) et bj=Bj\(BiflBj). 



fig.3.4 : Cohérence absolue 

L'incohérence de l'ensemble des règles ne peut être prouvée. En 
l 

effet, toute intersection non vide des prémisses des règles de R 
provoquant une incohérence logique ne contient que des modalités 
non observables, donc qui ne seront jamais observées. 
L'idée de "cohérence absolue" est liée à la notion dlobservabilité 

l 

sur les variables explicatives. Seule une connaissance "a priori" 
du système permet de déterminer cette observabilité. 

A titre d'exemple, en considérant le tableau de l'annexe 5, les 
deux règles suivantes : 

l 

[Taille= + v O v -]&[Poids = -1 => [Fonction=CovCh] 
et [Taille = +]&[Poids = - v O v + 1 => [Fonction=UtvCovCh] 
peuvent être considérées comme étant en cohérence absolue si on 1 

l 

impose la contrainte : "Les chiens ayant une taille + ne peuvent 1 
pas avoir un poids -". Autrement dit, une taille + et un poids - I 

n'est pas observable. 1 

(2) COHERENCE PERÇUE : 
On dit qu'un système de règles est en cohérence perçue si et seu- 
lement si la condition suivante est réalisée : 

P 

quelque soit a ( a  appartenant à Kai) provoquant une 
P 

i=1 

incohérence logique, alors ~ € K O ~ \ M ~  ; i .e. a  est non observé. 
i=1 

Un système de règles R est donc en cohérence perçue s'il vérifie 
la propriété suivante : 
YAinAj#@ provoquant une incohérence logique, alors : 

P 

A ~ ~ A ~ c T T o ~ \ M ~  
i-1 



fig.3.5 : Cohérence perçue 

Toute intersection non vide des prémisses des règles de R provo- 
quant une incohérence logique ne contient aucune modalité observée 
de X. LI incohérence de 1 'ensemble des règles n'a donc pas été ré- 
vélée par les données observées ; mais il n'est pas impossible 
qu'ultérieurement (lors d'une future observation du système), elle 
le soit. 
On pourra également dire "cohérence relativement aux données", 
"cohérence observée", ou "cohérence empirique". 
La notion de "cohérence perçue" est liée à l'observation du sys- 
tème (cohérence par rapport aux données). Elle s'applique, que 
nous disposions, ou non, de la connaissance du domaine 
d'observabilité O sur X. On tiendra donc plus facilement compte 
de ce type d'incohérence que de l'incohérence absolue. 

A titre d'exemple, en considérant le tableau de l'annexe 5, les 
deux règles suivantes : 
[Taille= + v O v -]&[Poids = -1 => [Fonction=CovCh] 
et [Taille = +]&[Poids = - v O v + ] => [Fonction=UtvCovCh] 
sont en cohérence perçue. En e£fet, une taille + et un poids - 
n'ont jamais été observés. 

(3) INCOHERENCE PERÇUE (ou totale) : 
Lorsque R est un ensemble de règles logiquement incohérent, il 
est dit en "incohérence perçue" si et seulement si : 
il existe AinAj#$ provoquant une incohérence logique, tels 
que : 

AinAj c MX. 

En d'autres termes, R est dit en incohérence perçue (par rapport 
aux données d'origine) si et seulement si : 



il existe Ai 
tels que X 
(avec BinBj 

, Aj appartenant à RI et il existe w appartenant à R 
(w)EAinAj et Y(w)EMY\(BinBj 1. 
=O ou #@).  

Dans le cas où BinBj=@, l'ensemble des observations effectuées 
sur le système n'est pas entièrement recouvert par R. 

A titre d'exemple, en considérant le tableau de l'annexe 5, les 
règles suivantes : 

[Taille=+] -;> [Fonction=Ut] 
[Taille=+]&[Poids=o] => [Fonction=Ch] 

sont en incohérence perçue, provoquée par (10). 

En fait, un ensemble de règles R est en incohérence perçue si et 
seulement si il existe au moins une règle non toujours vraie : en 
effet, une règle non toujours vraie sera toujours en incohérence 
avec elle-même. 
On définira alors une mesure du degré de l'incohérence perçue, ou 
taux de pollution (cf 5111.2.2). 

11.3. Classification des modèles obtenus par la procédure 
d'apprentissage 

Les modèles obtenus sont caractérisés par deux variables binaires 
qui qualifient leur complétude et leur cohérence perçue. 
Les implications suivantes sont vérifiées : 

cohérence cohérence 1 cohérence 
{ logique 1 = > { absolue = > { perçue 1 

Nous donnons, dans l'annexe 3, une classification des modèles ob- 
tenus par une procédure d'apprentissage, par rapport au type de 1 

1 

cohérence voulue. 
A titre d'exemple, la création d'une partition sur l'ensemble O 
(ensemble des modalités observables de X) avec une complétude sur 
C (toutes les modalités observées de C sont prises en compte), 
nous assure une cohérence absolue des règles obtenues. 1 

Si l'on impose la création d'une partition sur 1 'ensemble MX (en- 
l 

semble des modalités observées de X) avec une complétude sur C, l 
I 

alors on est au moins sûr d'obtenir un ensemble de règles en cohé- I 

rence perçue. 1 

La procédure aura donc pour but de produire des ensembles de 
règles qui seront à la fois complètes (sur C ou sur X) et en cohé- 
rence perçue. les considérations précédentes montrent qu'elles vé- 
rifient : 



-+ {Ai,iEIR} constitue une partition de MX. 
-+ {Ai, iEIR} peut constituer une couverture de MX, de O, de 
noi OU de TCMX~. 
i i 

Des simplifications peuvent alors apparaître dans l'expression du 
modèle si on exploite les deux constatations précédentes. 

III. EVALUATION DES REGLES 

L'évaluation des règles se fera par le biais de différentes me- 
sures (notées 3) sur l'ensemble Rz : 

3 : RE > 1 

~ A , B  *> @(~A,B) 
P 

où A et B sont définis respectivement sur P(Eo~) et sur P(My). 

Par exemple O(r~,g) = card IrA,~ylnnlrMx,~ln représente la 
fréquence de l'évènement "XEA et YEB". 

111.1. Relations d'ordre 

Nous avons introduit (chapitre 1, SIII.2) une relation d'ordre sur 
l'ensemble AC des assertions definies sur P(Eo~).P(M~) : 

i 

Une assertion aV est plus fine qu'une assertion avl (aV<aVi) si et 
seulement si VcV'. 

En considérant la restriction de cette relation à P ( ~ o ~ ) ,  on 
i 

définira la notion de généralité d'une règle (relation sur les 
prémisses) ; la restriction à P(My) permettra, quant à elle, de 
définir la notion d'efficacité (relation sur les conclusions). 

GENERALITE d'une règle : 
La règle rA B est plus générale que la règle r ~ 1 , ~ '  si et seule- 
ment si A' c A. 
r~ B couvre donc au moins autant d'observations que r ~ l , ~ ' .  En ef- 
fet, le domaine A\A1 peut contenir des observations, ou pas. 



Nous pouvons définir une mesure @ associée à la prémisse de la 
règle considérée (degré de généralité), avec : 

A'cA => @(rAIB)r@(rA',B') 

Par exemple, @(A,B) peut représenter le nombre de modalités obser- 
vées de X couvertes par le domaine A, ou card IAln. 

La relation de généralité définit un ordre partiel sur l'ensemble 
des règles R x .  

EFFICACITE d'une règle : 
La règle rA B est plus efficace que la règle r ~ t , ~ '  si et seule- 
ment si BcB' . 

L'efficacité d'une règle peut être évaluée par une mesure 9 de sa 
conclusion, telle que : 1 

V ~A,B,~A',B' deux règles de RE : 
si B c B' alors @(rA,~) 2 9(rAiI~1) , 

Par exemple, M. Barboucha propose une mesure d'efficacité 
[BARB 87a,b], basée sur la théorie de l'information. 

@(rA,B) = 1 - Log (card B) 
Log m 

où Log m est l'entropie (de Shannon) maximale de Y. 
+ Lorsque card B = 1 (une conclusion), 
l'efficacité est maximale. 
+ Lorsque card B = m (m = card My), 
l'efficacité est nulle. 

La relation d'efficacité définit également un ordre partiel sur l 

l'ensemble R x .  

A partir de ces deux définitions, nous introduisons la relation de 
"préférence" : 
Une règle rA,B est préférée à une règle r ~ t , ~ '  si et seulement 
si rA,B est : 

- plus générale (A'cA) 
- et plus efficace (BcB' ) 

Une mesure de préférence peut être définie par une application @ 

telle que : r~~estpréférée à r ~ ' , ~ '  => @(rAIB) 2 +(rAr,Bt) 



Remarques : 
+ plus une règle est générale, et plus son efficacité dimi- 
nue. En effet, plus on agrandit le domaine associé à la 
prémisse de la règle (règle plus générale), et plus on 
risque d'englober des contre-exemples (règle moins effi- 
cace ) . 
Pour pallier à ce problème, nous introduirons une procédure 
de contraste (chapitre IV) qui nous permettra de filtrer 
les données. 
+ Les notions de généralité et d'efficacité sont des no- 
tions bien connues en apprentissage symbolique. A titre 
d'exemples, nous les trouvons dans [WILL 821 [DUQ 861 
[LIQ 901 (Analyse Formelle des Concepts / treillis de 
Galois), [MITC 821 (espace des versions), ..., où : 

rA B est appelée une généralisation de rA1 B V  
et r ~ l , ~ ' ,  une spécialisation de ~A,B. 

111.2. Indices caractéristiques (critères locaux) 

Soit une règle ~ A , B  (rA,BERz). 
A et B étant donnés, on peut considérer X et Y comme deux va- 
riables dichotomiques, qui induisent chacune une partition en deux 
classes de la population d'apprentissage Q : 

-+ pour X : ( IA~Q, l - ~ l ~ )  
-+ pour Y : ( IB~Q, l+3ln) 

(où -R est le complément d'une partie R d'un ensemble). 

On peut alors définir une mesure de similarité entre les deux va- 
riables X et Y, à partir de l'intersection entre ces deux parti- 
tions [ABID 791 [TORO 821 : 

f : P(Q/X) x P(R/Y) -> P+ 
où : 

- P(R/S) est l'ensemble des parties de la population 
d'apprentissage Q induites par la variable dichotomique S 
(S=X ou Y). 
- par définition de la similarité, f doit être : 

. symétrique : f(pl,p2)=f(~2,~1) VP~,P~EP(Q) 
f ( p l , ~ l ) = f ( ~ 2 , ~ 2 ) > f ( ~ l l ~ 2 )  VP~,P~EP(Q) ~174~2 

Pour A c E o i  et BcMy donnés, on considère les quatre règles 
i 



Soit f une mesure de similarité, et + la mesure de RE dans P+ 
associée : +:RE- > P(R/X) x P(R/Y) -> P+ 
A toute règle rA,BI on peut faire correspondre les quatre 
nombres : 

. s = +(~A,B) = indice caractérisant la règle rA,B 
u = +(rAITB) = ............................. r ~ ,  TB 
v = @(r,A,B ) = ............................. r-A, B 
t = = ............................. r-A, TB 

Ces indices peuvent être représentés par un tableau binaire, ou un 
diagramme de Venn : 

fig.3.6 : Indices caractéristiques associés à une règle r ~ , ~  

A titre d'exemple, si @(rA,B) = card IrAIsln, l'interprétation est 
la suivante : 

s représente le nombre d'exemples couverts par la régie rA,B. 
4 u est le nombre de contre-exemples reconnus par la règle ~A,B. 
4 v est le nombre d'exemples non couverts par la règle ~A,B. 
4 t est le nombre de contre-exemples non reconnus par la règle 

~A,B- 
4 s+v (resp. u+t) est le nombre total d'exemples (resp. de 
contre-exemples). 



Toute fonction t telle que : 
t : RE > R 

rA,B l-> [ s I ~ I ~ I ~ ]  

peut servir à caractériser une règle. Nous construisons deux in- 
dices caractéristiques particuliers : 

- un indice de "couverture" 
- un indice de "pollution". 

111.2.1. Taux de couverture d'une règle 

Considérons une règle ~ A , B  de R z .  
Nous définissons le taux de couverture (noté -cc) de cette règle 
comme une mesure de la généralité de la prémisse A, sachant que la 
conclusion appartient à B. 

tc peut donc être représenté par n'importe quelle fonction crois- 
sante de s et décroissante de v. 

+ tc est maximal si v est minimal et si s n'est pas minimal. 
Dans ce cas, la couverture est totale. La règle considérée est 
complète. ("une règle est complète si tous les exemples sont re- 
connus" [RALA 87,881 ) . Certains auteurs parlent de règles valides 
(i.e. si suffisamment d'objets sont reconnus [LIQ 901). 

+ Dans le cas contraire (tc # tc maximal), la couverture est 
dite "partielle". La règle est incomplète. 

Cette mesure nous permettra, par exemple, de déterminer un seuil 
tco en dessous duquel une règle sera rejetée. 
Cette condition nous permettra d'éliminer des règles ne reflétant 
que des faits isolés (par. exemple un bruit). Elle nous garantit 
donc une certaine robustesse des résultats obtenus. 

Par exemple, prenons le cas de la mesure symbolique, avec - 

@(rXIy) = tard IrXryl~ : 
La couverture est totale (règle complète) si v=O et s#O. 
Nous pouvons caractériser tc par : 

TC = C""in qui représente le pourcentage 
d'exemples couverts par la règle 
r ~ ,  B. 

Tc = s/(s+v). 
(ou le pourcentage de bien classés [RALA 87,881). 
tc peut s'interpréter en termes de probabilité d'observer X appar- 
tenant à A, sachant que Y appartient à B : P(XEA/YEB). 



En posant la définition ci-dessus, nous avons généralisé une no- 
tion utiliske de façon restrictive. En effet, bien souvent, on ne 
considère que des règles reconnaissant au minimum $ exemples 
(rA,B~~$( p )  1, P étant un seuil fixé ; alors que n1 importe 
quelle fonction vérifiant les deux conditions ci-dessus est va- 
lable. 

111.2.2. Taux de pollution d'une règle (inverse du degré de 
croyance [REND 861 ) 

Considérons une règle r ~ , g  de RE,  et de cohérence perçue : 

8 représente l'ensemble des modalités observées de My reconnues 
parA: B=U$~EP(M~) avec 3aEA / r{a},{pj}~raie. 

L'incohérence des données d'apprentissage se caractérise par le 
fait que la règle r ~ ,  8 peut être très inefficace. Il serait alors 
intéressant de trouver une règle ~ A , B  (avec 8=BUB1) plus effi- 
cace, bien que non toujours vraie, la réalité observée n'étant pas 
exactement représentée [POM 911. 
Nous nous proposons d'évaluer la vérité de la règle ~ A , B  (B étant 
une partie de 8) en introduisant un taux de pollution (noté tp). 
Ce taux de pollution représente un coût (risque établi) lié au 
fait que nous ne prenons en compte qu'une partie de toutes les mo- 
dalités de 8 reconnues par A (avec en contre partie, une meilleure 
efficacité). 

tp peut être caractérisé par n'importe quelle fonction décrois- 
sante de s et croissante de u. 

4 tp est minimal si s n'est pas minimal, et si u est minimal. 
La couverture est alors dite propre. La règle considérée est 
consistante ("une règle est consistante si aucun contre-exemple 
n'est reconnu" [RALA 87,881). 
Une extension de cette notion peut être utilisée : "une règle est 
quasi-cohérente si elle est valide et si elle reconnaît peu de 
contre-exemples" [LIQ 901. 

4 Dans le cas contraire (tp # tp minimal), la règle considérée 
est inconsistante, ou incohérente. 

Cette notion peut être utilisée pour trouver des règles suffisam- 
ment discriminante (peu de contre-exemples sont reconnus) ; par 



l'intermédiaire d'un seuil TPO, au dessus duquel les règles sont 
rejetées . 

Cas particuliers : 

mesure symbolique avec *(x,y) = card IrXryln : 
La couverture est propre si sfO et u=O. 
Nous pouvons caractériser tp par : 

- 
t~ - card 1rA.+l~ qui représente le pourcentage 

tard Ir~,~lSl de contre-exemples reconnus 
(couverts) par ~A,B. 

tp = u/(s+u) (ou le pourcentage de mal classés). 

+ un exemple de taux de pollution utilisant l'entropie est 
proposé au chapitre IV (511.3). 

La mesure s/(s+v) représente en fait le taux de croyance de la 
règle considérée [REND 861. 

NOUS pouvons formuler la même remarque que pour le taux de couver- 
ture. tp est une mesure de l'impureté d'une couverture, celle-ci 
pouvant être caractérisée par n'importe quelle fonction vérifiant 
les deux propriétés ci-dessus. 

Un modèle idéal serait constitué d'un ensemble de règles R à la 
fois très générales (tc grand) et très efficaces. 
Mais plus une règle est générale, et plus son inefficacité est 
probable (SIII.1). La rendre plus efficace se traduit en pratique 
par un accroissement du taux de pollution. 
Il nous faut alors trouver un compromis entre l'efficacité et le 
taux de pollution de la règle considérée. 

IV. GENERALISATION SUR UN ENSEMBLE DE REGLES 

Dans [REND 861, L. Rende11 parle du problème de "généralisation" 
comme la formation de sous-ensembles (ou de classes) à partir d'un 
univers de formes, d'évènements, ou d'objets. La description des 
concepts doit donc caractériser les objets observés, ainsi que des 
objets similaires non encore rencontrés. C'est dans ce sens que 
l'induction doit être prédictive. 
On étudiera deux modes possibles de généralisation : 

+ l'agrégation 
+ le prolongement 



IV.l. Règles de généralisation 

IV.l.l. Approche globale 

Les modèles obtenus par une approche globale s'expriment sous la 
forme Y=f(X), c'est-à-dire sous la forme de règles telles que : 

X=a => Y=P aEP(Mx) 
PEP(My) 

La généralisation d'un tel ensemble de règles passe par la 
construction d'une variable 2 plus générale que X, permettant 
d'exprimer l'ensemble de ces règles sans perte de qualité. 

? est une variable plus générale que X si : 
VaEMx 3 ZEP(M~ ) / a€; 

remarque : 
La partition PX(R) induite par ? est alors plus grosse 
que la partition PX(R) induite par X. 

L'ensemble des modalités de ? sera noté Mg. 

En pratique, nous essayons de minimiser la dégradation de la qua- 
lité du modèle, due à l'utilisation de ?, au lieu de X. 
Basés sur le calcul de H(Y/?) et H(Y/X), deux indices de "modé- 
lisabilité" sont utilisés [TORO 821 : 

mesure la modélisabilité de Y par X. C'est une mesure de 
l'incohérence des données d'apprentissage. 

mesure la qualité du modèle (plus simple) f (? )  par rap- 
port à la qualité du modèle Y=f(X). 

? conduit à la règle généralisée r;,f(;) où : 

~ E P ( M ~ )  est une modalité de ?, obtenue par agrégation 
d'une ou de plusieurs modalités de X. 

+ f :  M X -  - ' MY- 
a +> f(a) / ra,f(;) vraie V ~ E M ~  



remarque : 
Une variable % plus grosse que X peut aussi être 
construite en considérant l'ensemble P(TCO~) au lieu de 

i 

P(MX). On parlera alors de généralisation par prolongement, 
puisqu'on considère, dans les prémisses des règles, des 
modalités n'ayant pas été réellement observées (cf gIV.3). 

IV.1.2. Approche locale 

Dans l'approche locale, on généralise les règles considérées une 
par une. Dans ce cadre, [MICH 80,83a] et [KOD 861 ont formulé 
différentes règles de généralisation (cf annexe 2) : 

(1) Règle de l'oubli des conjonctions (the dropping condition 
rule) : A&B est plus particulier que A. 

(2) Règle de l'ajout des disjonctions (the generalization by in- 
ternal disjonction ou the extending reference rule) : 

C'est la règle symétrique à celle de 1 'oubli : avB est tou- 
jours plus général que A. 
On peut alors définir deux cas particuliers : 

(2.1) Règle d'agrandissement des domaines : 
A(x)&x€{x~ ,..., xn} A(xllvA(x2)v...vA(xn) -> 

A(x~)vA(x~)v ... vA(xn)vA(Xn+l). 1 

avec A=prédicat. i 

(2.2) Règle de l'intervalle (the closing interval rule) : l 

A(x)&x=a 1 1 

A(x)&x=b 1 - .  > A(x)&x€[a. .b] 1 
1 ~ 

(si x est une variable ordonnée). 

(3) the extension against rule : 
T-A => B 
T-C => TB 1 Tn-rC => B 
où Anc=+ 

Cette règle est à utiliser avec prudence. En effet, on agrandit 
ici A à TC, mais on pourrait agrandir C à TA (T--A => TB).  Il y 
aura alors conflit des deux règles hors du domaine AUC. 

D'autres règles de généralisation existent, mais elles sortent du 
cadre de ce travail : 

* règle de transformation des constantes en variables (the 
turning constants to variables rule). 



* règle de suppression des prémisses des implications. 
* règle d'ajout de noms de variables. 
* règle de remontée dans l'arbre de généralisation (the 
climbing generalization tree rule) pour des variables 
structurées. 

Pour notre part, nous nous intéresserons surtout à la règle (2) : 
règle de l'ajout des disjonctions. 
On peut remarquer, comme précédemment, que les dis jonctions a j ou- 
tées peuvent correspondre à des modalités réellement observées des 
variables explicatives (agrégation) ou à des modalités non obser- 
vées (prolongement). 
Finalement, le problème de la généralisation consistera alors 
d'une part, à construire de nouvelles rëgles (par agrégation ou 
par prolongement) et d'autre part, à évaluer leur qualité. 

IV.2. Agrégation de deux règles 

Soient Ai->Bi et Aj=>Bj deux règles de RE.  
L'agrégation de ces deux règles est définie par la règle : 

AiUAj => BiUBj 

Celle-ci est plus générale que les deux règles initiales 
(Ai,AjcAiUAj), mais elle est en général moins efficace 
( Bi, B c B i U B  j ) , sauf si les deux règles initiales sont ordonnées 
par la relation d'efficacité. 
En effet, si BjcB l'agrégation des règles Ai->Bi et Aj=>Bj 3, 
donne la règle AiUAj=>Bj. Celle-ci est plus générale que les 
règles initiales, et son efficacité n'est pas moindre que celle de 
la moins efficace d'entre elles. 

IV.3. Prolongement d'une règle 

Considérons deux règles A=>B et A=>B de RE : - 
Par définition, A=>B est un prolongement de A=>B si et seule- 
ment si : 

+ A=>B est plus générale que A=>B : A&, 
v~EA\A, pgMX (i.e. p n'a pas été observé. Ces 

deux règles sont en cohérence perçue). 

A partir de cette définition, nous distinguons le cas où p n'est 
pas observable (~$20, i.e. les règles A=>B et AU{p}=>B sont 
en cohérence absolue), et le cas où p n'est pas observé, mais est 
observable (pEO\MX, i.e. A=>B et AU{p}=>B en cohérence per- 
çue) : 



Dans le cas où p n'est pas observable, la règle AU{p}->B est 
plus générale que A=>B, elle possède la même efficacité et les 
mêmes taux de couverture et de pollution, calculés à partir de 
l'ensemble des données d'apprentissage. 
De plus, pour tous les autres ensembles de données 
d'apprentissage, {p} n'a pas d'influence sur la qualité de 
AU{p}=>B. 
Aucun risque n'est pris à prolonger ( à  étendre) la règle A->B par 
la règle AU{p}=>B. On dira que p est en affinité avec A=>B. 

A titre d'exemple, pour le tableau de l'annexe 5, on ne prend au- 
cun risque à prolonger la règle 

[Taille = O v -1 & [Poids = -1 => [Fonction = Co v Ch] 
à [Taille = + v O v -1 & [Poids = -1 => [Fonction = Co v Ch] 
si on considère qu'il ne peut pas exister de chiens dont la taille 
soit I f+"  et le poids " - "  . On peut alors simplifier la règle de la 
façon suivante : [Poids = -1 => [Fonction = Co v Ch]. 
En effet, si une règle couvre toutes les modalités observables 
d'une variable donnée, alors on peut omettre cette variable. 

Dans le cas où p est observable, mais non observé, trois approches 
peuvent être considérées : 
Les deux premières sont issues des logiques non monotones : 

.I$ Hypothèse du "monde clos" [REIT 781 [CATA 901 : 
"Tout ce qui n'est pas déductible est considéré comme faux". 
"si -({p}=>B) alors inférer 7({p}=>B)". 
où - signifie "si nous ne pouvons déduire ..." 
La modalité p n'est pas observée, donc nous ne pouvons déduire la 
conclusion "YEB" à partir de la modalité p. 
La règle {p}=>B n'est pas utilisée car VPEB, la règle 
{p}=>{P} n'est pas démontrée vraie. 
Cette approche ne sera pas utilisée : aucune règle ne pourrait 
être prolongée. 

.I) Hypothèse de "non contradiction" : 
"x est vrai, sauf si le concepteur du système d'information s'est 
donné la peine de dire (ou de permettre au système de déduire) que 
x est faux." [KAYS 901. 
La règle {p}=>B est vraie tant que le contraire n'a pas été dé- 
montré, i.e. tant que : ~ P E M ~  et P!£B / {p}=>{P} vraie. 

La troisième approche prend en compte la notion de similarité : 



"Hypothèse de continuité" : 
Cette approche s'applique aux cas où une mesure de proximité (si- 
milarité) existe entre les parties de O : 
V (A,A' )€p2(0) , 3s telle que : 

+ s : P(0) x P ( 0 )  - > R+ 
+ s est symétrique : s(A,A')=s(A1,A) 
+ s(A,A)=s(A1,A1)>s(A,A') , avec A+A1. 

Considérons deux règles A=>B et A1=>B de Rz : 
Supposons que la règle A=>B soit vraie, et que nous ne sachions 
pas si la règle A1=>B est vraie ou fausse. I 

Par continuité, nous pouvons dire que plus s(A,A1) est grand, et I 

plus la règle A1=>B a des chances d'être vraie. 
Le prolongement de A=>B conduit alors ?i appliquer ce principe aux 
couples (A,A1) avec A1={p}. 

Exemples de mesures de proximité : 

+ Pour des variables qualitatives, nous pouvons définir une taxo- 
nomie sur les modalités observables [DID 891. 
s(A,A1 ) peut être 1' indice de plus bas niveau pour lequel A et A' 
sont regroupés. 
+ Pour des variables quantitatives, nous pouvons définir une dis- 
tance 6(a, a' ) entre deux modalités a et a'. Nous pouvons prendre, 
par exemple, la distance du lien minimal : 

d(A,{p>) = MIN 6(a,p) 
a€ A 

où d représente ici la distance entre un ensemble de modalités A 
et une modalité p (dans notre cas, p est une modalité observable 
non observée). s est alors une fonction décroissante de d. 

V. EVALUATION DE LA GENERALISATION 

Nous proposons ici de déterminer des indices mesurant la dégrada- 
tion du modèle simplifié, par rapport au modèle initial. Nous in- 
troduisons également la notion de risque. 

V.1. Evaluation de l'agrégation 

L'agrégation de deux règles Ai->Bi et Aj=>Bj nous donne la règle 
AiUAj=>BiUB j . 
Cette dernière est plus générale, et sa prémisse, sachant que la 
conclusion est BiUBj (YEBiUBj 1, peut être caractérisée par un 
taux de couverture et un taux de pollution. 



V.2. Evaluation du prolongement 

Considérons une règle A=>B, et A=>B son prolongement. 
Nous introduisons la notion de risque, correspondant au fait que 
plus la règle A=>B est générale, et moins la conciusion B est 
évidente. En dl autres termes, plus A contient de modalités ob- 
servables non observées, et plus le risque d'avoir "YPB si 
XEAI! augmente. 

Intuitivement, il n'y a aucun risque si nous sommes sûrs que : 
- X ne prend jamais une valeur dans A\A ( c ~ o ~ \ o )  

i 

(modalités non observables ; A=>B et A=>B sont en cohérence 
absolue ) . 
- ou toutes les valeurs prises par X dans A\A correspondront à 
une modalité de Y appartenant à B. 

Par contre, il y a un risque si X peut prendre une valeur dans 
A\A, et si nous n'avons aucune raison de penser que Y prendra 
nécessairement une modalité de B. 

f i g . 3 . 9  : Pro longemen t  d ' u n e  r è g l e  

De plus, deux approches (issues respectivement des logiques non 
monotones, et du principe de continuité) caractérisant le prolon- 
gement d'une règle sont possibles (SIV.3) : 

La première approche consiste à dire que V~EA\A, la règle 
{p}=>B est vraie tant que le contraire n '  a pas été démontré. Deux 
hypothèses extrêmes sont alors possibles : 



i Une hypothèse dite "optimiste" : VpEA1, YEB. 
Il n'y a aucun risque à dire "si XEA alors YEB". 
Le taux de couverture, le taux de pollution, et l'efficacité des 
deux règles A=>B et A=>B sont identiques. 
D'autre part, la généralité augmente (AGA). 

i Une hypothèse dite "pessimiste" : VpEA1, YgB. 
Il y a un risque à dire "si XEA alors YEB". 
Le taux de couverture et l'efficacité de ces deux règles sont 
identiques. 
La règïe A=>B est plus générale que la règïe A=>B, mais par 
contre, son taux de pollution augmente. 
Ce taux de pollution est lié au nombre de modalités observables 
non observées de A. 

En considérant ces hypothèses extrêmes, nous pouvons remarquer que 
l'existence d'un risque est liée à une augmentation du taux de 
pollution. 
Ainsi, le risque de dire "si XEA alors YEB" peut être carac- 
térisé par le coût T~ d'une hypothèse (définie par l'analyste). 
Cette hypothèse peut être : 

4 "optimiste" (aucun risque) 
"pessimiste" (risque maximal) 

-+ "réaliste" (cette hypothèse peut être établie via une 
connaissance "a priori" du système). 

D'un point de vue pratique, l'analyste pourra se fixer un nombre 
(un seuil) de modalités observables non observées de X. Il pourra 
alors prolonger une règle tant que ce seuil n'est pas ateint. 

4 La seconde approche utilise l'hypothèse de continuité : 
Lorsque l'ensemble A1 des modalités observables non observées est 
proche de A (au sens de la relation de similarité), le risque de 
dire "si XEA alors YEB" . n'est pas très important. 
Plus les ensembles A et A1 sont dissemblables, et plus le risque 
augmente. 
Nous considérons donc le risque comme une fonction décroissante de 
la similarité entre A et Al. 

En pratique, l'analyste pourra effectuer un prolongement d'une 
règle (par des modalités observables non observées de X) tant que 
la distance est inférieure à un seuil donné. 

Exemple : Le risque de prolonger A à A avec la conclusion B peut 
être caractérisé par : 

C s(p, C(7B) 
PEA\A s(p, C(B) 

& pEO\Mx 



où s(x,y) est une mesure de similarité entre x et y ; 
et C(B) = U C(P) 

PEB 
avec C(P) := CaEMx / 3wER (X(w),Y(w))=(a,P)} 

= {aEMx / {a}=>{P} vraie} 

= CaEMx / ICal=>CPll~#@l 

Le risque peut alors être considéré comme une pénalisation carac- 
térisant le manque de connaissance a priori du système. 

VI. CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une démarche d'analyse des 
propriétés d'un ensemble de règles obtenues par apprentissage à 
partir des données. On a caractérisé les propriétés de cohérence 
et de complétude, et on a proposé des critères permettant 
l'évaluation des règles obtenues au moyen des taux de couverture 
et de pollution ; la distinction entre modalités observées et mo- 
dalités observables, introduite au début de ce travail, nous a 
permis de distinguer deux procédures de construction de règles 
plus générales : l'agrégation et le prolongement. Nous avons 
donné, pour ces deux cas, des moyens d'évaluation des résultats 
obtenus reposant sur différentes hypothèses (monde clos, non 
contradiction, continuité ) . 



CHAPITRE IV = 

CONSTRUCTION D'UN MODELE 
(extraction de règles) 



I 

I. POSITION DU PROBLEME 1 

Dans ce travail, nous nous attacherons plus particulièrement au 
cas où les données d'apprentissage sont incohérentes, tout en sa- 
chant que les méthodes décrites dans ce cas sont aussi applicables l 

pour des données cohérentes. 

La solution idéale serait de construire des règles complètes sur l 

C, toutes les observations étant prises en compte. Ces règles re- 
flèteraient alors aussi bien le comportement que l'on cherche à l 

modéliser, que les éventuels bruits (comportement aléatoire). Si 
le système étudié est très bruité, ce type de raisonnement ne peut I 

conduire à des résultats satisfaisants. l 
1 

On s'oriente alors vers l'application d'une procédure de contraste I 

sur les données observées. Cette opération consiste à garder le 
comportement déterministe (ou considéré comme tel) du système étu- 
dié, et à éliminer son comportement aléatoire. 

A partir des données contrastées, nous proposons deux approches 
inductives : ~ 

-r une approche basée sur un critère entropique global : 
1 

i 
plusieurs algorithmes seront développés [POM goal. I 

-r une approche plus symbolique, basée sur les diverses no- 
tions introduites jusqu'à présent [POM 90bI. 

II. CONSTRUCTION D'UN MODELE ATOMIQUE [BARB 87al [BARB 87bl 
[STAR 911 

M. Barboucha propose de construire des relations drEntrée/Sortie 
entre les deux variables X ( qui peut être une variable vecto- 
rielle) et Y, dont les ensembles de modalités observées sont res- 
pectivement {al,a2, ..., a,} et {P1,P2,---,Pm1- 
Ces relations sont exprimées sous forme de règles. 

L'approche proposée s'appuie sur l'hypothèse suivante : les don- 
nées relevées sur le système sont le résultat : 

-t d'un comportement déterministe (que l'on cherche à ex- 
traire et à modéliser). 
+ d'un comportement aléatoire superposé au premier : aléas 
de mesure, bruits, erreurs d'interprétation, ... 

On cherchera alors à éliminer la composante aléatoire. 



11.1. Définitions 

Chaque modalité observée ai de X engendre une règle du type : 
X=ai => Y=B(ai) (1) 

où B(ai) représente une disjonction des modalités observées de Y 
sachant que X=ai. 
Appellons mi = card B(ai). 

Remarque : 
Si pij est la probabilité d'obtention conjointe de ai et de 
pj , alors B(ai) représente l'ensemble des modalités de Y 
telles que pij#O. 

Une règle du type (1) est en général peu efficace (incohérence des 
données d'apprentissage). Le problème que l'on se pose tout natu- 
rellement est le suivant : Pour chaque règle du type (11, pouvons- 
nous éliminer certaines modalités de Y que l'on considère comme la 
conséquence d'un phénomène purement aléatoire ? 
Cette opération conduit à chercher des règles non toujours vraies. 
On détermine, pour chaque règle, un niveau de contraste Oi 
(i=l, ..., n). Il nous faut alors caractériser l'information perdue, 
due au fait qu'on ne prend en compte qu'une partie des conclusions 
réellement observées. Deux démarches peuvent être appliquées : 

+ Introduction d'un coefficient de pollution, qui ne prend 
pas en compte les distributions de l'information utile (ou 
considérée comme telle), et de l'information perdue. La 
règle obtenue serait alors du type : X=ai => Y=B~i(ai) 
(où Boi(ai) est l'ensemble des ai modalités de Y ayant les 
plus grandes probabilités pj/i) 
avec un coefficient (global) de pollution (ou un coeffi- 
cient de croyance) de la règle. On crée sur Y une partition 
(Boi(ai),My\BOi(ai)9, et les indices caractéristiques 
s,t,u,v définis au chapitre précédent représentent alors 
des poids, et non pas des répartitions. 

+ Introduction de coefficient de pondération rj /i pour 
chaque modalités Pj de Y ( 1  O ) .  Dans ce cas, nous 
prenons en compte les distributions de probabilités de 
l'information utile, et de l'information perdue. 

C'est sur la seconde formulation que les travaux de M. Barboucha 
ont porté, à savoir la construction de règles de type 2 : 

X=ai => Y=( Pi, rl/i )v( P2,r2/i)v- -v( P0i,roi/i) (2) 
avec IlCTjlmi. 



rj/i est un coefficient de pondération de la modalité Pj. 
ai est appelée la troncature de la ligne i (i=l, ..., n). 
Le problème consiste à formuler les différents rj/i. 

11.2. Opérateur de contraste 

Pour chaque règle X=ai => Y=B(ai) , nous pouvons ordonner les mo- 
dalites Pj (PjEB(ai)) suivant les Pj/i (avec Pj/i=Pij/pi. ) de fa- 
çon décroissante : 

p(~/X=ai) = {pj/i ; j=1, ,B(ai) / Pl/ilP2/il-- -2pmi/i} 

Cherchons alors à élaborer à partir de la distribution 
P = p(Y/X=ai), une troncature ai fixée (llaiicmi) et normalisons 
cette nouvelle distribution appelée R. 

fia.4.1 : Tracé de R à ~artir de P ~ o u r  a; fixée 

De nombreux indices (distance du  hi^, le Khi' de Neyman's, . . . ) 
existant dans la littérature permettent la minimisation de D(P,R) 
représentant la distance entre les deux distributions P et R. 

La solution optimale de R (appelée R*) retenue est la suivante : 

pour j=l,. . . , ai 

pour j =ai+l, . . . , mi. 
L'opérateur de contraste Coi de niveau ai relatif à la règle 
X=ai => Y=B(ai) est défini par : 



pour j=l, ..., ai 

pour j=ai+l, . . . ,mi. 

et donc, 
R*(Y/x=~~) = [ C~ip(Y/X=ai) pour j=l, ..., ai 

0 pour j =0i+l, . . . ,mi. 

On appelle résidu ce qui est éliminé après l'opération de tronca- 
ture sur chaque règle de la forme (1). 
Normalisons la distribution des résidus (notée Q) : 

pour j =ai+l, . . . , mi 

pour j=l,. . . ,ai. 

Schématiquement, nous obtenons pour chaque règle "i" (lsisn) : 



op- 
a% ~~ 
surP 

fig.4.2 : Distributions de P et de Q pour ai fixée 

11.3, Utilité de l'information perdue - Coefficient de vérité 

Le fait de négliger, pour chaque règle de la forme (l), une partie 
des modalités observées de Y, entraîne une perte d'information. 
Celle-ci sera mesurée par le coefficient U(ai) appelé utilité de 
l'information perdue. Cet indice doit satisfaire les deux condi- 
tions suivantes : 

C.1 : U(0i) est une fonction strictement décroissante de 
H(Q), c'est-à-dire : H(Qk)<H(Qt) => Uk(ai)2Ut(ai)* 

C.2 : U(ai) est une fonction décroissante de ai, c'est-à- 
dire : U(ai)2U(ai+l)- 



L'indice U(ai) choisi est le suivant : 

et qui est en fait le coefficient de Non-Vérité de la règle 
extraite (normalisé à 1). 

Le coefficient de Vérité d'une règle est donc : 
V(0i) := 1 - U(ai). 

C'est une mesure du degré de croyance introduit au chapitre précé- 
dent (5111.2.2). 

11.4. Efficacité d'une règle 

M. Barboucha définit également une mesure de l'efficacité d'une 
règle, notion introduite également au chapitre précédent. 
Une règle est dite d'efficacité maximale lorsqu'elle peut se tra- 
duire par : X=ai => Y=P j . 
Par contre, une règle du type : X=ai => Y=PlvP2v ... vpm n' est 
pas efficace car l'analyste est confronté à un problème de déci- 
sion quant au choix de la modalité de Y. 

Le coefficient d'efficacité d'une règle doit donc être tel que : 

+ e()=l : efficacité maximale et normalisation du coeffi- 
cient. 
+ e(0i)20 : coefficient positif. 
+ e(~i) est une fonction décroissante de ai. 

Le coefficient retenu par M. Barboucha est le suivant : 

e(oi) : = Log(m) - H(R) 
Log(m) 

En particulier, nous avons : 
- pour ai=l : e(l)=l (efficacité maximale de la règle). 

- pour a =m : e(m) = Log(m) - H ( P )  (efficacité minimale). 
i Log(m) 

11.5. Modèle atomique 

Le modèle atomique du système est formé des n règles obtenues par 
l'opération de contraste. Chaque règle est affectée d'un coeffi- 
cient de vérité et d'un coefficient d'efficacité. 
Compte tenu du nombre de règles important d'un tel modèle, il 
convient à présent de mettre en oeuvre une procédure de générali- 



sation qui, opérant par agrégation et/ou par prolongement, permet- 
tra d'obtenir un modèle de dimensions plus réduites. Dans une ap- 
proche globale, le problème d'agrégation peut s'exprimer comme ce- 
lui de la recherche d'une partition de l'ensemble des modalités 
observées de X (création d'une variable plus grose 2 ) .  
Le problème dlagrégation/prolongement conduit à la recherche d'une 
partition de l'ensemble des modalités observables de X. 
Ces problèmes font l'objet du paragraphe suivant. 

1. METHODES D'INDUCTION SUIVANT UN CRITERE ENTROPIQUE 

1.1. Position du problème 

Nous avons vu (chapitre II) que la quantité H(Y/X) représente 
l'entropie de Y non expliquée par X. Cet indice peut dès lors ëtre 
utilisé dans des algorithmes d'induction. 

Rappelons que l'ensemble des modalités de Y est composé de m moda- 
lités distinctes (appelées Pl, pz, ..., Pm) et que n est le nombre 
de modalités observées de X. 

Appelons P(MX) l'ensemble des partitions possibles des modalités 
observées de X. P(Mx) = {Pk(Mx) ; k=l, ..., n}, où Pk(MX) est 
l'ensemble des partitions en k classes de l'ensemble des modalités 
observées de X. 

Il existe deux cas triviaux : 
+ k=l : l'ensemble des modalités observées de X se trouve 
dans une classe unique : {al,a2, ..., an}. 
+ k=n : la seule partition possible est la suivante : 

(Call/Ca2>/.../Can>). 

Nous chercherons à simplifier le modèle atomique. Pour celà, nous 
recherchons une variable 2 plus grosse que X. Le problème que 
l'on se pose est alors le suivant : 
pour k=2, . . . , ( n-1) , on cherchera la partition d ' ordre k (partition 
en k sous-ensembles) qui minimise H(Y/Pk) (où Pk est une partition 
quelconque d'ordre k des modalités observées de X), ce qui se tra- 
duira par une recherche de k règles en cohérence logique de type 
1. 

La partition optimale P; est la partition Pk telle que : 
H(Y/P#) = min { H(Y/Pk) }. 

Nous traiterons le cas où l'ensemble des modalités de X n'est pas 
ordonné, puis le cas où il l'est [POM goal. Pour cette dernière 



hypothèse, nous considérerons tout d'abord le problème où X est 
une variable primaire du tableau des données ; puis nous générali- 
serons à p variables (~21). 
Le problème où il y a mélange de variables explicatives ordonnées 
et non ordonnées se résout simplement en ne considérant la 
contrainte d'ordre que pour les premières. 

111.2, Cas de variables explicatives non ordonnées 

Pour de petits ensembles de modalités observées (n très petit), 
une recherche exhaustive permet de parcourir l'ensemble des parti- 
tions en k classes. 
Celle-ci n'est, par contre, pas envisageable dès lors qu'on dé- 
passe quelques dizaines d'observations et de variables. En effet, 
il y a une explosion combinatoire du nombre de possibilités. Dans 
la pratique, beaucoup de tableaux sont de grandes dimensions. 
Pour cette raison, nous nous orientons vers des méthodes dites 
heuristiques. 
Nous développerons une méthode hiérarchique ascendante, descen- 
dante, et enfin un algorithme de transfert (basé sur les proprié- 
tés contractantes de l'entropie conditionnelle). 

111.2.1. Recherche exhaustive 

Pour de petits ensembles de modalités observées, une recherche ex- 
haustive peut être appliquée. Elle consiste, pour un nombre de 
classes k donné, à trouver toutes les partitions possibles de MX, 
et à retenir la partition qui minimisera l'entropie conditionnelle 

H(Y/&) 
Soit S(n,k) le nombre de partitions possibles en k classes de MX 
(card Mx = n). Ce nombre peut être calculé par récurrence : 

S(n,k) = S(n-1,k-1) + k.S(n-1,k) 
où : 

- S(n-1, k-1) résulte du fait que le nième élément peut for- 
mer à lui seul une classe. 
- S(n-1, k) est dû au fait que le nième élément soit mis dans 
une classe (il y a k façons de le faire). 

S(n,k) est encore appelé le nombre de St ir l ing d e  Z e  espèce. 
Pour 14 modalités observées, il y a plus de 10 millions de parti- 
tions possibles en 4 classes ! Nous voyons donc que pour de grands 
ensembles, il y a une explosion combinatoire du nombre de par- 
titions possibles. Cette méthode n'est, en général, pas appli- 
cable, le temps de calcul étant trop long. 



111.2.2. Recherche hiérarchique ascendante 

Le principe de la recherche hiérarchique ascendante est 
l'agrégation successive des modalités de X : pour chaque ordre k, 
la partition qui minimisera l'entropie conditLonnelle dépendra de 
la partition trouvée à l'ordre (k+l). 
Ces partitions seront alors appelées p a r t i t i o n s  o p t i m a l e s  l o c a l e -  
men t .  

Essayons de regrouper deux modalités observées de X, et calculons 
leurs entropies conditionnelles : 

(i) à l'ordre n : H(Y/Pn) = H*(y/pn) 

H(Y/Pn) = - C C pij Log Pij + C Pi Log Pi 
i=l j = l  i=1 

avec c Pij - C Pij 
i. l = l  et p i -  j 

Supposons qu'à l'ordre (n-l), on regroupe ak et al : 

- f Pkj Log Pkj - 2 pij Log Pij 
j -1 j =l 

(ii) à l'ordre (n-1), nous obtenons : 

H(Y/Pn-l) = - C C Pij Log Pij + C Pi Log Pi 
i=l j = l  i=1 

ijrk. 1 i#k.  1 



NOUS obtenons donc : 

H(Y/P~-~) = H(Y/Pn) + 2 pkj Log pkj 
J -1 j =l 

ou encore : H(Y/Pn-1) = H(Y/Pn) + 6Hnrn,1. 

Au chapitre II, nous avons vu que H(Y/Pk) est une fonction dé- 
croissante de k, c'est-à-dire que pour une partition plus fine, 
l'entropie conditionnelle diminuait. 
Donc, on a H(Y/Pn-1)2H(Y/Pn). 
Par conséquent, 6Hn,n-120. 
Or, on cherche à minimiser H(Y/Pn-l), donc à minimiser 6Hn,,-1. 

On peut recommencer le même raisonnement à l'ordre r : 
H(Y/Pr,l) = H(Y/Pr) + ôHrIr-1 pour r=n,n-1, ..., 2. 
La partition retenue est celle qui minimisera 6Hrlr,l. 

Nous proposons alors un algorithme pour une recherche hiérarchique 
ascendante : 

; RECHERCHE HIERARCHIQUE ASCENDANTE 
; initialisation 
1. P <- partition en n classes 
2. écrire la partition 
; boucl e 
3. min <- w 

4. pour k:=l à (n-1) faire 
5. 
6. 

7. 
8. 
9. 

pour l:=(k+l) à n faire 
calcul du 6H dû au regroupement des 2 modalités 
d'indices k et 1 
si 6Htmin alors faire 

min <- 6H 
mémorisation du regroupement 

fin si 
fin boucle1 

fin boucl e2 
10. n <- n-1 
11. p <- nouvelle partition en n ensembles 
12. écrirep 
13. retourner à 3 si n>l. 
; Fin de 1 'algorithme 



Remarques : 
+ Comme nous 1 'avons déjà dit, rien ne prouve 1 'optimalité 
de cet algorithme. En effet, en général : 
H(Y/P:-~) = min [ H(Y/P:) + 6Hrrr-1 ] 

# H(Y/P:) + min (6Hrtr-1). 
En pratique, on préfèrera ce type d'algorithme à la re- 
cherche exhaustive (trop combinatoire). 

+ Des algorithmes de recherche hiérarchique ascendante (et 
descendante) plus rapides ont été développés. Notre but 
n'est pas ici de trouver des algorithmes performants, mais 
de montrer qu'il est possible de les utiliser avec le cri- 
tère choisi. 
Nous renvoyons le lecteur désireux de connaître des algo- 
rithmes hiérarchiques plus rapides que celui-ci, à 
[BRUY 78,891 [RALA 84). 

111.2.3. Recherche hiérarchique descendante 

Cette recherche utilise la démarche inverse de la recherche ascen- 
dante : 
On part de la partition des modalités observées de X en une classe 
sur laquelle on opère des dichotomies successives. On crée ainsi 
des partitions de plus en plus fines. 

Soit H(Y/P~) l'entropie conditionnelle de Y connaissant une par- 
tition localement optimale d'ordre k de l'ensemble des modalités 
observées de X. Supposons que pour passer à 1 'ordre k+l de façon 
localement optimale, il faille scinder la partie S de P; en deux 
parties distinctes Q et S\Q. Notons Pk+l(Q,S\Q) cette partition : 

H(Y/Pk+l(Q,S\Q)) 5 H(Y/P~) 
car Pk+l(Q,S\Q) est plus fine que P;. 
Donc, on a : 

Minimiser H(Y/Pk+l(Q,S\Q)) revient à minimiser 6Hk,k+l(Q,S\Q). 
La nouvelle partition localement optimale d'ordre (k+l) sera donc 
celle qui minimisera 6Hk k+l(Q,S\Q), 
avec SEP:, QGS, ~ $ 1 ,  Q~S. 

En résumé : 
+ à l'ordre k, on a P; qui est la partition localement 
optimale en k classes de MX, H(Y/P~) 1 'entropie condi- 
tionnelle associée. 



+ à 1 'ordre (k+l), on scinde SEP; en deux parties Q et 
S\Q telles que : 
min C 6HkIk+l(QIS\Q) 1 > pk+l 
Sepk 

QCS (et H(Y/P;+~))- 
Q#0 

Q#S 

algorithme proposé : 

RECHERCHE DESCENDANTE 
initialisation 

P <- partition la plus grosse 
écrire p 

boucl e 
pour i:=2 à n faire 

trouver toutes les partitions qui diviseraient une 
classe de p en 2 parties non vides 
prendre le minimum des 6H 
P <- nouvelle partition en i ensembles 
écrire p 

fin boucl e 
F I N  de 1 'algorithme 

Remarque : min { 6HkIk+1(QIS\Q) } = - max { 6Hk+l,k }. 

De même que pour la recherche ascendante, rien ne garantit 
l'optimalité de cet algorithme. Nous essaierons donc de mettre en 
oeuvre un nouvel algorithme qui permettrait d'améliorer une parti- 
tion quelconque d'ordre k. C'est le but de 1 'algorithme de trans- 
fert. 

111.2.4. Algorithme de transfert 

Aux deux paragraphes précédents, nous avons défini les deux opéra- 
teurs suivants : 

avec : Ra et Rp / min ( ~H,-I,~). 



avec : R,ER ; S*CR, : s*+R, : s*+# 
et min ( bHr, r+l(~a\~*,~*) ).  

Nous pouvons alors définir les deux opérateurs contractants AoD et 
DoA [POM goal. 

Proriété 1 : 
Quelle que soit la partition Pr d'ordre r sur l'ensemble 
des modalités de X : 

+ H(Y/AoD(Pr)) 5 H(Y/Pr) (1) 
+ H(Y/DoA(Pr)) 5 H(Y/Pr) ( 2 )  

Démonstration du ( 2 )  : 
Posons Pr={nl,n2, ..., n,}. H(Y/Pr) est connue. 
On peut toujours trouver Pr-1 telle que : 
H(Y/Pr-l> = H(Y/A(Pr)) 

= H(Y/Pr) + min(GHrIr-1) 
De même, H(Y/DoA(Pr)) = H(Y/Pr,i) - max(GHrIr,l) 

= H(Y/Pr) + rnin(6HrIr-l) - ma~(GH~,~-l) 
Par définition du min et du max, on a : 

min(GHrIr-1) 5 max(GHrIr-1) 
> H(Y/DoA(Pr)) I H(Y/Pr). 

cqfd. 

La démonstration de (1) est en tout point analogue à celle-ci. 

Propriété 2 : 
Si P; est la partition optimale du niveau r, alors : 

H(Y/DOA(P;)) = H(Y/AOD(P:)) = H(Y/P:). 

Démonstration : 
Si H(Y/P= ) est 1 ' entropie conditionnelle pour la parti- 
tion optimale de niveau r, alors : 
H(Y/P~) 5 H(Y/Pr), et ceci quelle que soit une autre par- 
tition Pr d'ordre r. 
Or, la propriété (2) implique que : 

H(Y/DOA(P:)) 5 H(Y/P;). 



De même pour la propriété (1). 
Les inégalités dans les deux sens sont démontrées, il y a 
donc égalité des deux membres. 

cqf d. 

Ainsi, l'application récurrente des opérateurs AoD et DoA permet 
d ' améliorer, au sens du critère de 1 'entropie conditionnelle, 
toute partition initiale en k classes, quel que soit le procédé 
par lequel elle a été obtenue. 
Nous proposons alors l'algorithme suivant : 

ALGORITHME DE TRANSFERT 
initialisation 

générer une partition Pr 
stable <- faux 

boucle principale 
boucle 1 

Pr <- AoD( Pr) 1 Si AoD(Pr)#Pr Alors retourner à 3 
fin de boucle 1 
boucle 2 

Pr <- DoA( Pr) 1 Si DoA(Pr)#Pr Alors retourner à 5 
fin de boucle 2 
Si AoD(Pr)=DoA(Pr)=Pr Alors stable <- vrai 
Si (non stable) Alors retourner à 3 

fin de boucle principale 
écrire Pr 

Fin de 1 'algorithme de transfert 

La démarche de l'algorithme est la suivante : 



fig.4.3 : Démarche de l'algorithme de transfert 

Remarques : 
+ La propriété (2) est la condition d'arrêt de notre algo- 
rithme de transfert. 
+ Le temps de calcul des algorithmes hiérarchiques ascen- 
dant, descendant et de l'algorithme de transfert peut être 
réduit. En effet, dans les boucles "pour", nous calculons 
des 6H déjà trouvés aux itérations précédentes. 

111.3. Cas de variables explicatives ordonnées 

Dans le cas où l'ensemble des modalités de X est ordonné, il 
convient de tenir compte de la contrainte introduite par cette re- 
lation d'ordre (afin de pouvoir simplifier le modèle). 
Lorsque l'ensemble des variables explicatives n'est constitué que 
d'une variable possédant des modalités ordonnées, la relation 
d'ordre " c "  (plus petit que) est évidente. Mais si l'ensemble des 
variables explicatives est constitué de plusieurs variables, toute 
relation d'ordre ne peut qu'être partielle. 
Un cas particulier est constitué par Oi=P ( 1 . . . , p ce qui 
nous donne MXcOcPP. 

D'autre part, la contrainte d'ordre sur les modalités des va- 
riables explicatives diminue fortement l'aspect combinatoire des 
partitions possibles : 



En effet, si on considère un ensemble non ordonné de n éléments, 
le nombre de partitions de cet ensemble en k classes peut être 
calculé de façon récurrente par la formule suivante : 

S(n,k) = S(n-1,k-1) + k.S(n-1,k) 
Lorsque ce même ensemble est ordonné, le nombre de partitions ' 

devient : 
CZ - - (n-1) 1 

(k-l)!(n-k)! 
A titre d'exemple, le nombre de partitions possibles lorsque n=9 
et k=4 est : 

+ dans le cas non ordonné : 7770 
+ dans le cas ordonné : 56. 

Pour ces raisons, nous traiterons dans un premier temps le cas où 
p=l (i.e. pour une variable explicative x). 
Un algorithme de recherche exhaustive de la partition optimale 
reste, en général, inutilisable dans la pratique, les dimensions 
du tableau des données étant importantes. Nous retrouvons alors 
les trois heuristiques décrits précédemment, en y ajoutant la 
contrainte d'ordre. 
L'aspect combinatoire étant moindre, nous développerons une mé- 
thode d'optimisation qui permettra de trouver une partition Pk 
d'ordre k de l'ensemble ordonné des modalités de X en minimisant 
H(Y/Pk). Plusieurs approches peuvent s'adapter à ce problème. Dans 
ce travail, nous n'envisagerons que l'approche "programmat ion  dy -  
namique"  et la méthode  d u  g r a d i e n t .  

Dans un deuxième temps, nous généraliserons les résultats précé- 
demment trouvés au cas de p variables explicatives. 

111.3.1. Cas d'une variable explicative ordonnée (p=l) 

Moyennant une renumérotatioh, on peut toujours écrire 
MX={al,a2 ,..., an}, avec al'a2c ... <an. 
Par la suite, nous travaillerons sur cet ensemble ordonné. 

111.3.1.1. Algorithmes hiérarchiques et de transfert 

Nous pouvons reprendre les trois algorithmes détaillés au para- 
graphe 111.2, en y introduisant une contrainte d'ordre, qui 
conduit à prendre en compte le fait que deux modalités, ou deux 
ensembles de modalités, sont consécutifs ou pas. 



* Pour les algorithmes hiérarchiques : 
. Dans la recherche hiérarchique ascendante, la contrainte d'ordre 
peut être mise en évidence en posant l=k+l (cf SIII.2.2). 

. Pour la recherche hiérarchique descendante, la contrainte est 
qu'on ne peut travailler que sur des ensembles consécutifs. 

Les algorithmes sont alors les suivants : 

RECHERCHE DESCENDANTE avec x ordonnée 
initialisation 

P <- partition la plus grosse 
écrire p 

boucle 
pour i:=2 à n faire 

trouver toutes les partitions qui diviseraient une 
classe de p en 2 parties consécutives non vides 
prendre le minimum des 6H 
P <- nouvelle partition en i ensembles 
écrire p 

fin boucle 
FIN de 1 'algorithme 

; RECHERCHE HIERARCHIQUE ASCENDANTE avec x 0 r d 0 ~ 6 e  
; initialisation 
1. P <- partition en n classes 
2. écrire la partition 
; bouc1 e 
3. min <- w 

4. pour k:=l à (n-1) faire 

Comme pour le cas où les variables explicatives sont non ordon- 
nées, rien ne prouve l'optimalité de ces deux algorithmes ; et 
comme précédemment, leur temps de calcul peut être amélioré. 

5 .  
6. 

7. 
8. 
9. 

pour 1: =(k+l ) à n faire 
calcul du 6H dû au regroupement des 2 modalités 
d'indices k et k+l 
si GHtmin alors faire 

min <- 6H 
mémorisation du regroupement 

fin si 
fin boucle1 

fin boucle2 
10. n <- n-1 
11. p <- nouvelle partition en n ensembles 
12. écrire p 
13. retourner à 3 si n>l. 
; Fin de 1 'algorithme 



.II) Compte tenu du fait que l'algorithme de transfert découle di- 
rectement des deux précédents, il suffit pour y introduire la 
contrainte d'ordre, de rectifier ceux-ci comme ci-dessus. 

111.3.1.2. Utilisation d'une méthode d'optimisation 

Tout problème d'optimisation est défini par un triplet (action, 
contraintes, critère). Formulons tout d'abord celui qui correspond 
à la recherche d'une partition optimale. 

Action : 

Une partition (en m classes) sur les modalités de Y étant établie, 
le problème est ici de trouver une partition Pk d'ordre k sur 
l'ensemble ordonné des modalités observées de x qui expliquerait 
au mieux celles de Y. 
Shématiquement, cela se traduirait comme suit : 

fig.4.4 : Partition Pk d'ordre k de M x ,  avec x ordonnée 

Notons S=(sl, s2.. . , sk-1) E Pk-l(Mx) 
où pk-1(MX) est l'ensemble des parties de Mx constituées de (k-1) 
éléments. 

Mx étant un ensemble ordonné, trouver k classes de cet ensemble 
est équivalent à trouver (k-1) séparateurs sp (p=l, ..., k-1). 



Dans le cas particulier où MXcP, s€Pk'l, et l'espace compris 
entre deux séparateurs est un segment. 

' Contraintes : 
NOUS devons toutefois introduire des contraintes d'ordre : 

amin < Sl < S2 < m . .  < Sk-1 < amax 
par la suite, nous noterons aminZS0 et amax=sk, so et sk étant 
deux constantes. 

Critère utilisé : 
Le critère choisi dans ce travail est la minimisation de H(Y/Pk), 
qui représente l'entropie conditionnelle de Y sachant qu'on a fait 
une partition Pk d'ordre k de l'ensemble des modalités observées 
de x. 

Plusieurs méthodes d'optimisation peuvent permettre de trouver une 
partition sur 1 'ensemble Mx ordonné. Nous nous limiterons, dans ce 
travail, à deux d'entre elles : la programmation dynamique et la 
méthode  d u  g r a d i e n t  (cette dernière étant limitée au travail sur 

111.3.1.2.1. Optimisation par programmation dynamique 

Notons : 
4 S:=(sl,S2.. .,Sk-1) 
+ A(S) := discrétisation des modalités de x en k ensembles. 
4 Ah := {ai / ~h-~<ai<sh) ; h=l, ..., k 
4 so := amin et sk := amax sont deux constantes. 
+ avec la contrainte d'ordre : s0<slts2<...<sk-lcsk. 

Graphiquement, nous obtenons : 



fig.4.5 : Discrétisation des modalités de x en k ensembles 

Par définition même de l'entropie conditionnelle de Y sachant la 
discrétisation des modalités de x en k classes : 

t 

* Notons H;( amin, amax )=Hk( SOI sk) l'entropie conditionnelle 
optimale de Y par rapport à x dont on a effectué une partition en 
k classes de l'ensemble des modalités observées (comprises entre 

amin et amax) 

D'après le principe d'optimalité : 
~k(so,sk) = p(Ai).H(Y/xEAi) + HL-~(s~,s~). 

Or, p(Al).H(Y/xEAl) = f(s1) est une fonction de SI. 
De même pour HE- ( sl , sk ) . 
Ce qui entraîne que : 

* Nous pouvons recommencer le même raisonnement pour Hk-l(sl,sk) : 

HE-~(s~,s~) = min [ f(s2) + ~;-2(~2,sk) ] 
s2~l~lesk[ 

et ainsi de suite ... 



Initialisation : 
~î(s~-~,sk) est connu VS~-~EISO,S~[. 

L'algorithme de recherche, par programmation dynamique, de la par- 
tition optimale d'ordre k des modalités observées de x est alors 
le suivant : 

; PROGRAMMATION DYNAMIQUE 
; initialisation 
1. Vsk-1Els0,~kC : 

~f(sk-l,sk) ' - P(A~) 2 ~(pj/xcAk) .Log P(Pj/xeAk) 
j=l 

récurrence 
pour i:=O à (k-2) faire * Hi+2 ( sk-i-2 , Sk) = min [p(~k-~-~) -H(YLxEAk-i-l) 

sk-i-le]"k-i-2~"k[ 
+ Hi+l( ~k-i-1 sk )l 

avec so et sk constantes. 
fin de boucle 

solution optimale 
pour i:=l à (k-1) fai~e 
si = min { Hk-i+l(si-l,sk) } I * "i 

fin de boucle 
Fin de 1 'algorithme 

111.3.1.2.2. Méthode du gradient 

La méthode du gradient s'applique lorsque x est une variable numé- 
rique (MXcP). 
La population d'apprentissage ne contenant qu'un nombre fini de 
points (x(w), Y(w) ) wER, il nous faut supposer qu'une estimation 
continue, p(x,Y), de la densité de probabilité conjointe de x et 
de Y est disponible, pour xE[amin,amax]. 
Sous cette hypothèse, le raisonnement est le suivant : la parti- 
tion sur l'ensemble des modalités observées de Y étant fixée, pour 
chaque partition Pk en k classes du segment [amin, amax] , nous pou- 
vons calculer H(Y/Pk). 
H(Y/Pk) est une fonction de SI, s2, ..., Sk-1 
Minimiser H(Y/Pk) pour avoir une partition optimale du segment 
[amin,amax] revient donc à minimiser H(Y/Pk) par rapport à SI, s2, 
..., Sk-1- 



Une condition nécessaire de stationnarité est : 
6 H(Y/Pk) / 6sp = O pour liplk-1. 

Le signe 6 représente ici une dérivée partielle. 

Reprenons la définition même de l'entropie conditionnelle : 

5 

La relation entre pij et p(x,Y) est donnée par : l 

Pij = 1 Isi P(x,Y) . d~ . dY I 

1 

j 

et ceci pour i=l, ..., k ; j=l, ..., m en posant amin=so et amax=sk. 
(voir fig.4.4) l 

et ceci, pour p=l, ..., k-1. i 
I 

La condition nécessaire de stationnarité implique : I 

l 

6 H(Y/Pk) - - - C 6Pij Log = O vp=I,. . . ,k-1. 
6 s ~  i . 1  6sp Pi 

OU encore : 

6 H(Y/Pk) = - C 6Pij L O ~  Pj/i = O Vp=l, ..., k-1. 
6 s ~  i.j 6sp 



NOUS pouvons remarquer que 6 P i 1  = O si i # p , p + l .  

6sP 
D e  p lus ,  p j / p  + P j / p + i  = cte 

Donc : p j / p  + 6 p j / p + 1  = 0 

6slJ 6 s ~  

= - :(% ~ o g  p j  /p - Log p j  / p+ i )  



X X X  ' *  

x x x m  

x x x  

fig.4.7 : Système à résoudre - Méthode du gradient 

Nous obtenons donc un système de (k-1) équations à (k-1) inconnues 
qui sont : sl, s2, . . . , Sk-1 - 
Il existe donc une solution, la matrice bande diagonale ci-dessus 
étant en général inversible. 

La formule du gradient est la suivante : 

et 6 H(Y/Pk) représente les dérivées partielles de 
6s H(Y/Pk) par rapport aux sp (p=l, ..., k-1). 

Si représente le vecteur S à l'itération "in. 

Le choix de T est tout à fait arbitraire. Ce paramètre doit être 
suffisamment petit pour avoir une bonne précision des différents 
sp (p=l, ..., k-1). Il doit aussi assurer une convergence suffisam- 
ment rapide. 



L'initialisation de S (So) est aussi complètement arbitraire. 
Une solution possible est de choisir les sp (p=l, ..., k-1) équidis- 
tants. 

111.3.2. Cas de plusieurs variables explicatives (p>l) 

111.3.2.1. Position du problème 

Dans ce paragraphe, X représente le vecteur (~1~x2,. . . ,xp) où Xi 
(il, . . . , p) est une variable explicative de Y. Les ensembles des 
modalités observées Mxi de chaque variable xi (i=l, ...,p) sont or- 
donnés. 
M ~ ,  qui est l'ensemble des modalités observées de 1.a variable vec- 
torielle X, est inclus dans l'ensemble (MxlxMx2x ... xMxp). 
Une relation d'ordre total ne peut être envisagée car a priori il 
n'existe aucune relation entre les différentes variables xi 
(i=l, ...,p). Une relation d'ordre ne peut qu'être partielle. 
La question que l'on se pose naturellement est alors la suivante : 
Comment définir une partition Pk d'ordre k des modalités observées 
de X= (XI, x2, . . . , xP) sachant que les modalités observées des dif fé- 
rentes variables xi sont définies respectivement sur des ensembles 
quelconques ordonnés Mxi ? 
Une possibilité est de fixer, pour chaque variable xi (i=l, ...,p), 
un nombre donné ki de classes formant une partition sur l'ensemble 
des modalités observées de cette variable. La partition sur X est 
alors l'intersection des partitions sur les xi. Un algorithme de 
recherche des partitions stables sera développé. 

111.3.2.2. Algorithme proposé 

Pour chaque variable explicative Xi 1 p ,  nous nous fixe- 
rons un nombre donné ki de classes de la partition de Mxi. 

A titre d'exemple, pour p=2 (c' est-à-dire X=(xl, x2) ), nous pour- 
rions chercher une partition en deux classes sur XI, et une parti- 
tion en trois classes sur x2. 
Graphiquement, celà se traduit comme suit : 



f i g . 4 . 8  : Espace  d e s  v a r i a b l e s  e x p l i c a t i v e s  - 
Méthode "axe  p a r  axe" 

où {ai=(a:,a: ,..., a!) ; = ,  n est l'ensemble des modali- 
tés observées de X=(X~,X~, . . . ,xp) ; et où Sij (j=l, . . . ,ki) sont 
les séparateurs des classes de la partition de l'ensemble des mo- 
dalités observées de la variable Xi. 
Par la suite, nous appellerons P(x~) la partition des modalités 
observées de la variable Xi en ki classes (i=l, ...,p). 

Présentation de l'algorithme : 

On développera ici une méthode a x e  p a r  axe  : l'algorithme ajuste 
les séparateurs Sij ( 1 ,  k )  pour la variable xi, tandis que 
les autres spj (pfi) restent fixes. On retient les valeurs des 

sij (j=l, . . . ,ki) pour lesquelles H(Y/P(xl)P(x2). . .P(xp) ) est mini- 
male. 
Nous pouvons ainsi utiliser un algorithme de transfert, la pro- 
grammation dynamique ou la méthode du gradient pour trouver une 
partition optimale sur une variable. 
On recommence le même raisonnement avec une autre variable, 
etc ..., jusqu'à stabilisation des séparateurs Sij (i=l, ...,p ; 
j=l, . . .ki). 
Nous appellerons pT(xi) la partition P(xi) à l'itération T. 
L'initialisation des différentes partitions, notée 
pO(xl )pO(x2 ) . . . pO(xp), est quelconque. Elle dépend du choix de 
l'analyste. Celui-ci pourrait par exemple choisir les différents 

sij ( j=l, . . . , ki) équidistants sur la:,,, &,,[. 



L'algorithme est le suivant : 

L'opération (7) pourra être effectuée, au choix de l'analyste, 
par : 

+ la méthode du gradient (si Xi est numérique) 
+ ou l'algorithme de transfert 
+ ou la programmation dynamique. 

; Recherche d'une Partition Stable 
; avec les contraintes suivantes : 
, MX est partiellement 0 r d 0 ~ é  
r 4 X=(xltx2 ,..., xp) ; p>1 ................................... 
; Initialisation 
1. PO(X) <- partition initiale 
2. Stable <- faux 
3. T <-O 
; Boucle 
4. Tant que (non Stable) Faire 

Convergence de l'algorithme : 

5 .  
6. 
7. 

, 
8. 
9. 

On cherche les partitions optimales sur les ensembles de modalités 
observées des différentes variables Xi (i=l, ...,p). 
A chaque itération, nous prenons la partition qui minimise la 
quantité H(Y/.). 

T <- T+l 
Pour i:=l à p Faire 

I Trouver la partition PT(xi) sur Mxi qui minimise 
l'entropie conditionnelle 

Fin du Pour 
Pour i:=l à p Faire 
1 Si pT(x)=PT-I(x) Alors Stable <- vrai 
Fin du Pour 

H(Y/P~(X~)P~(X~). . .po(xp)) <- initialisation 
H(Y/P~(X~)P~(X~). . .po(xp) ) 5 H(Y/P~(X~)P~(X~). . .p0(xp) ) 
H(Y/P~(X~)P~(X). . .P~(X~) ) 5 H(Y/P~(X~)P~(X~). . .P0(xp) ) 

, Fin du Tant que 
; Fin de 1 'algorithme. 



Nous arriverons donc obligatoirement à une stabilisation des sépa- 
rateurs sij (i=l, ...,p ; j=l, ..., ki) des différentes variables xi. 
Cet algorithme est intéressant car il reprend les résultats anté- 
rieurs pour p=l : programmation dynamique, méthode du gradient, 
algorithme de transfert (cf SIII.3.1). 

IV. METHODES D'INDUCTION SYMBOLIQUE 

IV.l. Les données d'apprentissage 

Lorsque les données d'apprentissage sont cohérentes, le problème 
de l'explication consiste à chercher des fonctions de reconnais- 
sance pour chaque modalité de la variable à expliquer Y. Les rne- 
thodes symboliques ( I N D U C E ,  . . . ) , ainsi que les méthodes de bloc- 
sériation [MARC 901 sont alors tout à fait indiquées pour résoudre 
ce type de problème. 11 existe donc une partition de MX qui induit 
une partition de My en m classes (m = card My). Les règles pro- 
duites sont ainsi complètes sur C (toutes les observations sont 
prises en compte), en cohérence logique (de type 1) et de dépen- 
dance perçue. 

fig.4.9 : Apprentissage dans le cas de données cohérentes 

Lorsque les données d'apprentissage sont trop incohérentes, on ap- 
plique sur celles-ci une procédure de contraste, avec ai faible 
(fort contraste). Chaque règle ainsi obtenue est alors caractéri- 
sée par son degré de croyance, qui peut être le coefficient de vé- 



rité introduit au paragraphe 11.3, ainsi que par son coefficient 
d'efficacité (511.4). 
On travaillera donc sur ces données contrastées (qui sont un peu 
plus cohérentes entre elles) : plus les données sont incohérentes, 
plus le contraste sera fort (efficacité accrue), et plus le degré 
de croyance de la règle en question sera faible (rp fort). 

Dans les deux cas, le modèle atomique constitué, on peut envisager 
d'étendre ces règles afin d'apporter des simplifications possibles 
des parties prémisses. 

IV.2. La procédure de généralisation 

La procédure d'apprentissage consistera à rechercher des règles 
plus générales sous la forme de clause de Horn. La partie prémisse 
est une assertion de AX et la partie conclusion, un évènement 
élémentaire défini sur My. 
Le problème de généralisation consiste alors d'une part, à agréger 
des règles, et d'autre part, à les prolonger de telle façon que la 
partie prémisse de la nouvelle règle soit une assertion. 

A titre d'exemple, pour le deuxième tableau de l'annexe 4, la pro- 
cédure de généralisation appliquée sur les deux règles suivantes : 

[X1=petit]&[X2=hexa.] => [X3=cannelé] 
[X1=grand]&[X2=hexa.vcyl.] => [X3=cannelé] 

donnera la règle suivante : 
[ X1 = petitvgrand ] & [ X2 = hexa.vcy1. ] => [X3=cannelé]. 

Nous avons donc bien agrégé les deux règles initiales (reconnais- 
sant respectivement les exemples e2 et {eg,eg}), et prolongé par 
la modalité non observée [Xl=petit]&[X2=cyl.]. 

remarque : 
Une contrainte d'ordre peut éventuellement être formulée 
sur les modalités des variables explicatives ordinales. On 
ne pourra alors travailler que sur des modalités consécu- 
tives, ou que sur des ensembles de modalités consécutifs. 
Le schémas suivant représente ce cas de figure : xl et x2 
sont des variables explicatives ordinales. 



avant généralisation des règles généralisation des règles 
Al=>Bl et A2=>B2 Al=>Bl et A2=>B2 

I 

fig.4.10 : Généralisation de règles sous contrainte d'ordre 

La procédure idéale serait de rechercher un ensemble de règles (au 
moins) en cohérence perçue sur les données contrastées. Par 
exemple, on recherchera une partition de MX avec un recouvrement 
sur 0. L'incohérence (vis-à-vis des données contrastées) ne sera 
alors pas vérifiée, les modalités provoquant celle-ci n'étant pas 
observées. On peut dès lors évaluer le risque à prolonger les 
règles en considérant l'une des deux hypothèses proposées au cha- 
pitre III (cf SV.2). 

En pratique, pour des données d'apprentissage fortement incohé- 
rentes, on essaiera de s'en approcher. On cherchera alors des 
règles se recouvrant le moins possible. On généralisera celles-ci 
tant qu'elles obéissent à un critère donné. 

Exemple d'algorithme : 

1- On part des données d'apprentissage initiales si celles- 
ci sont (plus ou moins) cohérentes, et des données 
contrastées sinon. 
2- On généralisera les règles. La règle généralisée retenue 
sera celle qui minimisera son taux de pollution. 
3- On recommence l'opération 2 tant qu'il existe un taux de 
pollution inférieur à un taux de pollution "seuiltr, fixé 
par l'analyste. 

De multiples algorithmes de généralisation peuvent être 
construits, à partir des définitions, des propriétés, et des hypo- 
thèses de travail énoncées au chapitre III. 



CONCLUSIONS 

La procédure d'apprentissage consiste à chercher un ensemble de 
règles liant les modalités (observées ou observables, suivant le 
cas) des variables explicatives (notées X) et les modalités obser- 
vées de la variable à expliquer (notée Y). Cette procédure produit 
des règles plus générales que les règles initiales composant le 
modèle atomique. Celui-ci permet de séparer, dans le cas de don- 
nées incohérentes, le comportement déterministe du système, du 
comportement aléatoire inhérent à celui-ci. 
Deux approches sont dès lors utilisables dans une procédure 
d'apprentissage : 

4 une approche globale construisant une partition de la po- 
pulation d'apprentissage. Le problème de l'explication 
consiste alors à chercher la meilleure variable X telle 
que ~#f(%). 
Nous proposons différents algorithmes basés sur un critère 
entropique mesurant l'intensité de liaison entre variables. 
Ces procédures permettent de considérer (si l'analyste le 
désire) la contrainte d'ordre sur les modalités des va- 
riables explicatives ordinales. Le choix de l'algorithme 
utilisé incombe à l'analyste (voir les perspectives). 

Nous remarquons que depuis quelques années, des travaux de 
recherche ont été entrepris concernant l'apport de la théo- 
rie de l'information en apprentissage automatique : 
[GOOD 881, [MANT 911 (évaluation de la distance entre par- 
titions), [KONO 911 (classifieurs), ... L'intérêt majeur de 
la théorie de llin£ormation est qu'elle apporte des cri- 
tères permettant une évaluation globale du modèle obtenu, 
ainsi qu'une certaine robustesse des résultats (dû au ca- 
ractère numérique des critères proposés). [TORO 821, 
[SBAI 831, [BARB 871, ... ont développé des outils issus de 
la théorie de l'information appliquée à l'analyse structu- 
rale des systèmes. 

4 une approche locale construisant des couvertures de par- 
ties de l'ensemble des modalités observables des variables 
explicatives ( OU recouvrement de la population 
d'apprentissage). 
La procédure d'apprentissage génère des règles caractéri- 
sées par certaines propriétés (différents types de cohé- 
rence, ...). Des critères permettent également d'évaluer 



les règles ainsi obtenues (taux de pollution, taux de cou- 
verture, . . . ). 
Deux opérations de généralisation, basées sur les notions 
de modalités observées et observables des variables expli- 
catives, ont été envisagées : l'agrégation et le prolonge- 
ment. 
Suivant l'hypothèse de travail considérée (monde clos, non 
contradiction, continuité), nous donnons les moyens 
d'évaluer les résultats obtenus par la procédure 
d'apprentissage. 
Différentes procédures d'induction symbolique peuvent dès 
lors être construites. Nous terminons ce travail en propo- 
sant un algorithme. Celui-ci constitue en fait une ouver- 
ture possible vers d'autres procédures d'apprentisage. 

L' inconvénient majeur des méthodes symboliques est la non 
robustesse des résultats obtenus lorsque les données sont 
trop incohérentes. 

... ET PERSPECTIVES 
Le formalisme des différents algorithmes d'apprentissage présentés 
au chapitre IV est tout à fait général, parce que théorique. 
Nous avons l'intention d'appliquer ces procédures d'apprentissage 
sur des exemples concrets de taille importante (de petits exemples 
ont déjà été traités), et de comparer les résultats obtenus. On 
pourrait dès lors définir des critères de choix d'utilisation des 
différents algorithmes proposés. 
1 serait également important de comparer leurs performances à 
celles d'autres algorithmes déjà existants (ID3, INDUCE, 
GENREG, . . . ) . 
Une autre voie de recherche conduit à comparer les règles obtenues 
à chaque itération de la procédure d'apprentissage. Il faudrait 
alors définir des indices de dissimilarités entre les règles. Cer- 
tains auteurs commencent à aborder ce problème : [CARV 901 pour 
des objets symboliques (approche locale), et [MANT 911 pour la 
construction de partitions (approche globale). 

Une procédure d'apprentissage consiste à trouver des règles plus 
générales que les règles initiales, suivant un critère donné. On 
pourrait dès lors chercher le "degré" de simplicité d'une règle. 
Intuitivement, nous pouvons dire que la simplicité d'une règle se 
caractérisera par sa partie prémisse. 



Quelques critères de simplicité ont déjà été établis [KOD 861, 
p.90 : "On peut dire qu'une fonction est simple quand elle 
contient moins qu'un nombre fixé à l'avance de descripteurs, ou de 
disjonctions, etc . . .", mais aucun résultat général et aucune ap- 
plication du concept de simplicité dans la procédure 
d'apprentissage n'existent actuellement à notre connaissance. 

La résolution de ces problèmes pourra faire 1 'objet de recherches 
ultérieures. 





ANNEXE 1 : Le langage de représentation VL 

Le langage de représentation VL (Variable-Valued Logic calculus) a 
été proposé par R.S. Michalski [MICH 80,83a] pour l'apprentissage 
inductif. Il peut être vu comme une extension du calcul des 
prkdicats. 
Introduisons tout d'abord deux définitions. 

+ Fonction atomique : 
Une fonction atomique est : 

- une variable 
- ou une fonction (avec entre ses parenthèses une séquence 
de fonctions atomiques ou/et de constantes). 

-, Sélecteur : 
Un sélecteur est une forme [L#R], où : 

- L est une fonction atomique (ou une séquence de fonctions 
atomiques séparées par des "." qui représentent des 
conjonctions ) . 
- # est un opérateur relationnel. Il appartient à 
l'ensemble {= ,# , l , l ,> ,  c } .  
- R est : . une constante . une fonction atomique . une séquence de constantes ou de fonctions 

atomiques séparées par : 
+ " , (disjonction interne (de modalités) ) 
-+ ".." (intervalle, range operator) 

+ Le langage de représentation VL : 
Une expression VL est définie par les règles suivantes : 

(i) Les deux constantes TRUE et FALSE, ainsi que " ? "  sont des VL- 
expressions. 

(ii) Un sélecteur est une VL expression. 

(iii) Si v, vl et v2 sont des VL expressions, alors le sont 
également : 

- (v) (une VL expression entre parenthèses) 
- -v (le complément d'une VL expression) 
- vl-v2 (ou vlv2 : conjonction) 
- vl v v2 (disjonction) 
- vl\v2 (vl sans v2) 
- vl+>v2 (métaimplication) 

où +> E {->,<->,::>,=>, I s ,  +} 
-> (implication) 
<-> (équivalence) 
::> (règle de décision) 
=> (règle d'inférence) 
1s (généralisation : v2 est plus général 
que Vl) 

(équivalence sémantique : lorsque les 
deux ensembles sont égaux). 



ANNEXE 2 : REGLES DE GENERALISATION 

Ces règles de généralisation sont décrites dans [MICH 80,83a] et 
[KOD 861. 

+ Règle de l'oubli des conjonctions (the dropping condition 
rule) : 

A&B est plus particulier que A. 

+ Règle de l'ajout des disjonctions (the generalization by 
interna1 disjonction ou the extending reference rule) : 

C'est la règle symétrique à celle de 1 'oubli des 
conjonctions : AvB est toujours plus général que A. 
On définit deux cas particuliers : 

- Règle d'agrandissement des domaines : 
A(x)&x€{x~ ,..., xn) A(x~)v ... vA(xn) 15 

A(xl)v-*-vA(xn)vA(xn+l) 
où A est un prédicat. 

- Règle de l'intervalle (the closing interval 
rule) : 
A(x)&x=a & A(x)&x=b II A(x)&xE[a. .b] 
(si x est une variable ordonnée r atb). 

4 the Extension against rule : 
T&A => B & T&C => TB 1 1  T&-C => B 
où Anc=6 

4 Règle de transformation des constantes en variables (the turning 
constants to variables rule) : 

Si A est un prédicat d'arité (nombre de fois que le 
prédicat est vrai) plus grande que zéro, et si CTE est une 
constante, alors A(x) est plus général que A(CTE). 

+ Règle de suppression des prémisses des implications : 
B est plus général que A => B 

4 Règle d'ajout de noms de variables : 
Si une variable possède plusieurs occurences, A(x,y) est 
plus général que A(x,x). 

+ Règle de remontée dans l'arbre de généralisation - encore appelé 
"espace des versions" (the climbing generalization tree rule) : 

Cette règle s'adresse particulièrement aux variables 
structurées. A titre d'exemple, dans l'annexe 4, 
X2=révolution est plus général que Xz=conique. 
Le système LEX [MITC 831 est basé sur cette règle. 



ANNEXE 3 : Classification des modèles obtenus par 

la procédure d'apprentissage 

On considérera que la procédure d'apprentissage produit des 
règles complètes sur C : toutes les modalités observées de C 
sont prises en compte. 

* On appellera "recouvrement" une couverture avec chevauchement. 

moi 
i 

partition 

recouvrement * 
et YaEflAi#@ 

i€I 

3 bEflBi 
f €1 

avec aErcOi\O 
--------------- 
recouvrement 
et 3aEflAi#@ / 

i ~ 1  

nBi=@ 
i€I 

avec aErr;Oi\O 

recouvrement 
et VaEflAi#@ 

i€I 

3 bEnBi 
i€I 

avec aEriiOi\O 
-_----__------- 
recouvrement 
et 3aEflAi#@ / 

i€I 

nBi=@ 
is1 

avec aEnOi\O 
--------_------ 
recouvrement 
et dans les 

deux 
cas 

MX 

partition 

partition 

--------------- 

partition 

partition 

--------------- 

partition 

--------------- 

partition 

O 

partition 

partition 

--------------- 

partition 

recouvrement 
et VaEflAi#@ 

i€I 

3bEnBi 
i€I 

avec aEO\MX 
--------------- 
recouvrement 
et VaEnAi#@ 

i€I 

3bEnBi 
iaI 

avec aEO\MX 
--------------- 
recouvrement 
et 3aEflAi#@ / 

~ G I  

flBi=@ 
i€I 

avec aEO\MX 

type de cohérence 

logique de type 1 

logique de type 2 

----------------- 

absolue 

logique de type 2 

----------------- 

absolue 

----------------- 

perçue 



recouvrement 

3bEflB-i 
i€I 

avec aErcOi\O 

recouvrement 
et 3aEflAi#@ / 

i€I 

avec aEnOi\O 

--------------- 
recouvrement 
et dans les 

deux 
cas 

recouvrement 
et dans les 

deux 
cas 

recouvrement 
et VaEflAi#@ 

ie1 

3 bEnBi 
ie1 

avec aEO\MX 

recouvrement 
et Va€nAi#@ 

ie1 

3bEflBi 
i€I 

avec aEO\MX 

recouvrement 
et 3aEflAi#@ / 

ie1 

avec aEO\MX 

recouvrement 
et dans les 

deux 
cas 

I recouvrement Il 

1 jbet?i / Illogique de type 2 

ra, b vraie 
et aEMx 
--------------- 
recouvrement 

----------------- 

et Va€flAi## 
ie1 

3b€flBi / 
ieI 

ra, b vraie 
et aEMx 
--------------- 
recouvrement 

absolue 

ra, b vraie 
et aEMx 
--------------- 
recouvrement 

avec rat b vraie11 
et aEMx 

----------------- 

perçue 

incohérence 

perçue 

remarque : 
Si on effectue une partition sur MX (construction d'une 
variable % plus grosse que X), on est au moins sür 
d'avoir une cohérence perçue. 



ANNEXE 4 : 

ler exemple : 

Tableau extrait de [MING 89a1, p.320, et représentant les 
modalités de deux attributs à partir de données sur le cancer du 
sein : 

On cherchera à caractériser les classes "recur" et "not recur". 

radiation 

no 
no 
no 
no 
Yes 
Yes 
Yes 
no 
no 
no 

2ème exemple : 

Tableau extrait de [BOUZ 901 : 10 pièces mécaniques sont décrites 
par 3 variables. 

menopause 

t60 
260 
t60 
not 
260 
t60 
260 
not 
(60 
t60 

class 

recur 
recur 
recur 
recur 

not recur 
not recur 
not recur 
not recur 
not recur 
recur 

+ La variable X1 est une variable linéaire (petittmoyentgrand). 

el 
e2 
e3 
e4 
e5 
e6 
e7 
e8 
e9 
e10 

4 X2 est une variable nominale structurée : 

révolutfon non-révolution 

diamètre 
x1 

petit 
petit 
petit 
moyen 
moyen 
grand 
grand 
grand 
grand 
grand 

/ \ / \ 
cylindrique conique prismatique hexagonale 

4 X3 est une variable nominale. 

forme-pièce 
x2 

conique 
hexagonale 
conique 

prismatique 
conique 
hexagonale 
cylindrique 
prismatique 
cylindrique 
prismatique 

type-alésage 
x3 

lisse 
cannelé 
claveté 
claveté 
lisse 
cannelé 
lisse 
claveté 
cannelé 
claveté 



ANNEXE 5 : 

Tableau extrait de [MARC 871 (proposé par G. Saporta) : 

27 races de chiens ont été caractérisées par 7 paramètres : 
taille (Tail.), poids, vélocité (Véloc.), intelligence (Intell.), 
affection (Aff.), agressivité (Agr.), Fonction. 

où : 
+ -,O,+ signifient respectivement "faible", "moyen" et 
"fort". 
+ Ut, Ch, Co signifient respectivement "chien Utilitaire", 
"chien de Chasse" et "chien de Compagnie". 

1 beauceron 
2 basset 
3 berger allemand 
4 boxer 
5 bull-dog 
6 bull-mastiff 
7 caniche 
8 chihuahua 
9 cocker 
10 colley 
11 dalmatien 
12 dobermann 
13 dogue allemand 
14 épagneul breton 
15 épagneul franç. 
16 fox-hound 
17 fox-terrier 
18 grand bleu 
19 labrador 
20 lévrier 
21 mastiff 
22 pékinois 
23 pointer 
24 saint-bernard 
25 setter 
26 teckel 
27 terre-neuve 

A titre d'exemple, le chihuahua est caractérisé par une taille, un 
poids, une vélocité, une intelligence, et une agressivité faibles, 
par une affection forte, et par une fonction de chien de 
compagnie. 

On cherchera par exemple à caractériser les concepts "chien 
Utilitaire", "chien de Chasse" et "chien de Compagnie". 

Tail. 
-,O,+ 

+ 
- 
+ 
O - 
+ 
- 
- 
O 
+ 
O 
+ 
+ 
O 
+ 
+ 
- 
+ 
O 
+ 
+ 
- 
+ 
+ 
+ 
- 
+ 

Poids 
-,O,+ 

O 
- 
O 
O 
- 
+ 
- 
- 
- 
O 
O 
O 
+ 
O 
O 
O - 
O 
O 
O 
+ 
- 
O 
+ 
O 
- 
+ 

Véloc. 
-,O,+ 

+ 
- 
+ 
O - 
- 
O - 
- 
+ 
O 
+ 
+ 
O 
O 
+ 
O 
O 
O 
+ 
- 
- 
+ 
- 
+ 
- 
- 

Intell. 
-,O,+ 

O - 
+ 
O 
O 
+ 
+ 
- 
O 
O 
O 
+ 
- 
+ 
O 
- 
O - 
O - 
- 
- 
+ 
O 
O 
O 
O 

Aff. 
-,+ 

+ - 
+ 
+ 
+ 
- 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
- 
- 
+ 
- 
- 
+ 
- 
+ 
- 
- 
+ 
- 
- 
- 
+ 
- 

Agr. 
-,+ 

+ 
+ 
+ 
+ 
- 
+ 
- 
- 
+ 
- 
- 
+ 
+ 
- 
- 
+ 
+ 
+ 
- 
- 
+ 
- 
- 
+ 
- 
- 
- 

Fonction 
Ut,Ch,Co 

Ut 
Ch 
Ut 
Co 
CO 
Ut 
Co 
Co 
Co 
Co 
Co 
Ut 
Ut 
Ch 
Ch 
Ch 
Co 
Ch 
Ch 
Ch 
Ut 
Co 
Ch 
Ut 
Ch 
Co 
Ut 
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