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Résumé :

Devant l'accroissement important de I'emploi des matériaux composites dans 1'industrie, de nombreux
développemenits théoriques et numériques ont été effectués afin de leur associer un matériau homogene équivalent. Le
présent travail constitue une contribution dans ce sens. Il comprend deux parties.

La premire est consacrée au comportement des composites en phase élastique lin€aire. Aprés une étude
théorique, nous avons introduit les techniques d'homogénéisation dans le programme de calcul aux éléments finis,
Pecelas. Cet outil a été utilisé pour réaliser des études sur la terre armée et le groupe de pieux.

La deuxi®me partie porte sur I'étude du comportement des composites en phase élastoplastique. La théorie
de I'nomogénéisation est rappelée. Ensuite, son introduction dans le programme de calcul élastoplastique Pecplas est
décrite. La terre armée et les colonnes ballastées ont éié modélisées par un multicouche, ce qui a permis d'étudier leur
domaine d'élasticité et de rupture. Quant A 1'étude dc la loi d'évolution, nous avons pu Fobtenir grace a des
simulations numériques par éléments finis.

Cette étude a permis d'élaborer un modtle de comporniement A deux variables intemes pour la loi d'évolution
homogénéisée. Nous avons pu en déduire la maniérc dont s'effcctue I'écrouissage du domaine d'élasticité
homogénéisé,



Abstract:

The increasing use of composite materials in industry calls for numerical and fundamental important works
on the developpement of design methods for composite structures. These methods are based on the determination of a
homogeneous material which is equivalent to the composite material. The present work is a contribution in this
field. It consists of two parts:

The first part deals with composites in the linear elastic domain. After a presentation of theories used in
this domain, some methods are introduced in the finite element program Pecelas. This program is then used to study
the behaviour of reinforced earth and piles group.

The second part deals with the behaviour of composites in the elastoplastic domain. After a presentation of
the theory and its variational formulation, we describe its introduction in the finite element program Pecplas. This
program is then used to study the behaviour of reinforced carth and stone columns in the plastic domain.

In the case of multilayered composite materials, a constitutive law with two internal parameters is
developped. This law permits the determination of the elastic domain, the failure critcrion and the evolution law of
multilayered elastoplastic composite materials.



NOTATIONS

. ‘ produit tensoriel une fois contracté
: produit tensoriel deux fois contracté
1
<z> désigne la moyenne sur le V-E-R, Y soit T J' z dY
Y
0al = A = As
Yl surface ou volume du domaine Y suivant sa nature
Alphabet Ilatin
a tenseur de rigidité
A tenseur de souplesse
B tenseur de symétrie géométrique par rapport 2 un plan
Be matrice de passage du champ de déplacement au champ de déformation discrétisé
CouC cohésion
CA espace des champs de déplacement cinématiquement admissible
C4 cohésion de dilatance
Cg tenseur de concentration de déformation
Cy tenseur de concentration de contrainte
DE domaine d'élasticité ,
DP(Y) ensemble des champs de déplacement 3 déformation périodique sur la cellule de base 'Y
DR domaine de rupture
e champ de déformation microscopique
€sp espacement des pieux
ey déformation volumique
E tenseur de déformation macroscopique
EouE' accompagné d'indices, désignent des modules d'Young
EQ=+VEE déformation macroscopique équivalente
Ey espacement vertical des armatures d'axe en axe
f force volumique
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Alphabet grec

Notations

équation du domaine élastique d'un matériau
matrice de force

matrice de force due a l'entrée en plastification
force surfacique imposée

force surfacique 4 l'interface

module de cisaillement

normale intéricure a l'interface

matrice d'interpolation

pression moyenne macroscopique

différence entre les contraintes principales majeure et mineure macroscopiques '
matrice de rigidité totale

section transversale

espace des champs de contrainte statiquement admissible

matrice de localisation d'un élément

champs de déplacement microscopique

champs de déplacement imposé

composante dans le plan déviatorique des contraintes macroscopiques en bidimensionnel

champ de déplacement

vecteur unicolonne représentant le champ de déplacement discrétisé

domaine de l'espace

proportion en volume

composante dans le plan déviatorique des contraintes macroscopigues en bidimensionnel
composante du repére macroscopique

composante du repére microscopique

volume €lémentaire de référence

direction de la déformation principale macroscopique mineure par rapport a I'axe yp
direction de la contrainte principale macroscopique mineure par rapport a l'axe y7

tenseur unitaire

rapport d'échelle

interface

angle de frottement interne

angle de dilatance

diamétre extérieur des pieux

angle au sommet du cOne représentant le critere de Mohr-Coulomb en déformation
plane pour le sol

champ de déplacement

coefficients définissant le tenseur de rigidité

coefficient de Poisson

désigne la fonction d'appui d'un convexe dans la direction E

tenseur de contrainte microscopique

résistance A la traction - compression des armatures par unité de longueur dans la
direction y7

contrainte normale



Indices

bas
i
ij

haut

efd
efp
€q
eqd
€qp
hom
ij

Notations

tenseur de contrainte macroscopique
contrainte principale macroscopique mineure
contrainte principale macroscopique majeure
contrainte de cisaillement

distingue les modules d'Young d'anisotropie
distingue les coefficients de Poisson d'anisotropie
relatif au renforcement

relatif au matériau A renforcer

élastique

désigne les entités relatives 4 I'approche duale de Hill - Mandel
désigne les entités relatives a 1'approche primale de Hill - Mandel
désigne les entités relatives au matériau équivalent

désigne les entités relatives 4 une approche duale équivalente
désigne les entités relatives A une approche primale équivalente
désigne les entités associées 2 la méthode de I'homogénéisation
1ié 2 un probleme élémentaire

plastique



INTRODUCTION

Les matériaux composites connaissent actuellement un développement spectaculaire car ils permettent
l'obtention de composés ayant des caractéristiques mécaniques, chimiques et pondérales inégalées auparavant. Dans la
plupart des cas, ils résultent de I'association de plusieurs matériaux aux caractéristiques complémentaires ; dans les cas
courants, ils résultent simplement de I'union :

« d'un renfort se présentant sous forme d'éléments longitudinaux (fibres) ou plats (feuilles, plagues),
+ d'une matrice servant de support aux éléments renforgants.

Suivant la disposition relative fibre-matrice, on peut considérer deux grandes catégories de composites :

- ceux 2 structure aléatoire pour lesquels la position relative fibre-matrice est quelconque. Des exemples de
développement récent de telles structures sont donnés en génie civil par :

» les bétons de fibre (béton + fibres d'acier) utilisés pour les dallages des locaux industriels,

« les bétons de polymére (résine organique + agrégats + fibres de verre) employés pour la
restauration des bétiments,

+ les mortiers armés de fibres (polymére + ciment + fibres de ciment) qui servent a la confection
d'éléments de fagade préfabriqués, de mur antibruit, de comiche de pont,

» le texsol (fibre textile + sol) utilisé pour ia stabilité des pentes.

« ceux a structure régulidre ou périodique, ce qui signifie que la position relative fibre matrice est
parfaitement définie. C'est ainsi que I'on peut générer une structure faite avec un tel matériau par
juxtaposition d'un petit élément de volume choisi judicieusement. On peut citer comme illustration :

* laterre armée,

 les groupes de pieux,

« les colonnes ballastées,

+ le renforcement par géotextile.

Les possibilités d'association sont innombrables. Actuellement, on cherche 2 concevoir des composites
répondant a des exigences bien particulitres de l'industrie. Ce qui introduit le concept "d'élaboration de matériau sur
mesure”. Dans ce contexte, il se développe actuellement pour les matériaux multicouches des logiciels d'aide a la
conception, de fagon 2 faciliter la prise en compte de critéres économiques et techniques.

Ces matériaux génerent des structures fortement hétérogenes sur lesquels les calculs sont complexes. C'est
pourquoi, on cherche a développer des méthodes permettant de leur associer un matériau homogene équivalent, afin de
se ramener a des problémes mécaniques avec des solutions analytiques connues, ou encore de s'orienter vers une
résolution numérique simplifiée. Ce processus est qualifié "d'homogénéisation”. C'est un domaine de la mécanique qui
a fait I'objet de beaucoup de recherche durant ces derni¢res années.



Introduction

Benssoussan, Lions, Papanicolaou (1979) ont introduit les bases mathématiques de la théorie de
I'homogénéisation. Dumontet (1983) et Lene (1984) ont étudi€ les problémes d'homogénéisation en phase élastique sur
des matériaux fibrés, et sur des stratifiés... Suquet (1982) [3] a élaboré la théorie de I'homogénéisation en phase
élastoplastique. Une application sur des plaques en aluminium trouées a été effectuée par Michel (1984) par le biais
d'un calcul numérique. En s'appuyant sur les concepts du calcul 2 la rupture introduit par Salengon (1983), de Buhan
(1986) [3] a élaboré une théorie permettant A partir des critéres de rupture de chaque constituant de définir celui du
matériau équivalent.

Ce travail constitue une contribution aux développements des méthodes de I'nomogénéisation et a leur
application aux probiémes du génie civil qui sont caractérisés par leur forte non-linéarité. Il est composé de deux
parties.

Dans la premiére partie, nous rappelons les bases de la théorie de I'homogénéisation. Ensuite, nous
présentons la formulation duale de la méthode de I'homogénéisation en phase élastique. Sur le plan numérique, nous
donnons les modifications ayant permis d'introduire 'homogénéisation dans le programme de calcul par éléments finis
"Pecelas” et son application a la détermination des caractéristiques homogénéisées de la terre armée et d'un groupe de
pieux.

La deuxi®me partie s'articule autour de la caractérisation du matériau équivalent en phase non linéaire, grace a
la détermination de ses domaines de rupture et d'élasticité et de sa loi d'évolution. Nous montrons la maniére dont nous
avons introduit les techniques d’homogénéisation dans le code de calcul aux éléments finis en phase élastoplastique
. "Pecplas” ... Cet outil de calcul puissant a permis de déterminer la loi d'évolution du matériau homogénéisé sur des
chemins de contraintes imposés, de maniére & mettre en évidence l'anisotropie du matériau. Au vu des résultats, nous
proposons un modele simple de comportement élastoplastique du matériau homogénéisé.



1ére PARTIE

THEORIE DE L'HOMOGENEISATION
+ Aspects fondamentaux

~+ Etude en phase élastique linéaire

Cette partie est composée de trois chapitres :

Dans le chapitre I, on s'attache a introduire les concepts de base de homogénéisation, la notion de grandeur
macro-micro, le concept d'échelle et de volume élémentaire de référence.

Le chapitre II est consacré a la présentation en phase €lastique des différentes méthodes utilisées pour la
détermination du matériau équivalent. On développe plus particuli¢rement les grandes lignes de l'approche duale de la
méthode de I'homogénéisation. On présente l'introduction de I'nhomogénéisation dans le code Pecelas.

Au chapitre 111, on présente des applications sur des exemples classiques du génie civil, la terre armée et le
groupe de pieux.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE : ELEMENTS DE
BASE DE L'HOMOGENEISATION

1.1 CONCEPTS DE BASE

1.2 CONDITIONS FONDAMENTALES
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Chapitre I : Préliminaire : Eléments de base de 'homogénéisation
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Chapitre I : Préliminaire : Eléments de base de I'homogénéisation

1.1 CONCEPTS DE BASE

On considere un échantillon comportant un grand nombre d'hétérogénéités, et par conséquent représentatif de
la structure globale du matériau sur lequel on définit une échelle macroscopique ou globale. On cherche a extraire de cet
échantillon un petit élément de volume représentatif du matériau que l'on appelle volume éiémentaire de référence
V-E-R dont on donne la représentation sur la fig. L1.

Si I'association d'un ensemble de V-E-R permet de reconstituer exactement le matériau dans sa globalité &
I'échelle macroscopique, on parle de structure périodique, le V-E-R porte alors le nom de cellule de base dont on donne
un exemple sur la fig. 1.2,

Le repere 1ié au V-E-R définit I'échelle microscopique. On introduit également le rapport d'échelle qui
s'explicite mathématiquement par :

s:z.

X
Les grandeurs macroscopiques sont définics comme les valeurs moyennes sur le  V-E-R Y de leurs

homologues microscopiques, soit :

.

1
L= —— o(y) dY
Iyl |
Y \
.
1
E= — e(y) dY
Iyl ),

1.2 CONDITIONS FONDAMENTALES

On impose au V-E-R un chemin de déformation macroscopique ou de contrainte macroscopigue €t on
détermine I'évolution de sa variable duale, respectivement la contrainte et la déformation.

Afin de pouvoir considérer le tenscur de contrainte moyen, associé au tenseur de déformation moyen, comme
un chargement extérieur au V-E-R, il faut satisfaire le principe de macro-homogénéité de Hill, soit :

1
(1.1) l——-l- ‘{ G:e dY=Z:E
Y

L'équation d'équilibre du probléme microscopique écrite sur le V-E-R ne prend pas en compte les forces de
volume, Physiquement, on peut le justifier par la constatation que ces forces sont étrangeéres a I'hétérogénéité du
matériau or le processus d'homogénéisation cst unc recherche de caractéristiques intrinséques du matériau ; par
conséquent cette équation s'écrit

12 divy 6 = 0

1l faut enfin imposerau  V-E-R dcs conditons caraciéristiques des différentes méthodes de détermination du
milieu équivalent que l'on peut qualifier en s'inspirant de Suquet (1983) {5] de conditions macro-micro (C-M-m). En
effet, elles permettent d'attacher, au probléme microscopique d’homogénéisation, les diverses variantes qui aboutissent a
I'obtention des caractéristiques macroscopiques du milicu homogéne équivalent. Les possibilités de formulation sont
trés nombreuses. Nous présentons celles qui sont les plus couramment utilisées.



Chapitre I : Préliminaire : Eléments de base de I'homogénéisation

»  Miéthodes de Hill-Mandel :
Elles sont caractérisées par des conditions aux limites particulidres.

 approche primale
u=Ey sur oY
ce qui implique que : < e(u) > = E

« approche duale
On impose o(y).n=ZXZ.n sur JY
I estun tenseur des contraintes donné. En tenant compte de (1.2), Suquet (1982) (3] a montré
que:

1
Z=— o dY
Y|
Y

» Méthode de I'homogénéisation :
Elle est spécifique aux milicux périodiques. Afin de traduire la répétivité du milieu, on impose des
conditions de périodicité au niveau de la cellule de base sur les tenseurs de contrainte et de déformation :

o Y périodique
e(u) Y périodique

Lene (1984) a démontré que :

e(u) Y périodique < u € P D(Y)

1 1
PIXY) = {u e [H (Y)]3 , u=Ey +v v € [Hpcr (Y)]3}

HI(Y) et Hlper (Y) désignent des espaces de Hilbert 2 fonctions quelconques respectivement non

périodiques et périodiques. Ces espaces, garantissent I'existence des dérivées et des intégrales intervenant dans la
formulation variationnelle.

N
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Chapitre II : Homogénéisation en phase élastique linéaire

2.1 INTRODUCTION

Apres avoir présenté, les différentes méthodes de détermination du milieu équivalent, nous montrons que les
problémes d'élasticité auxquels ils aboutissent peuvent &tre décomposés en problémes élémentaires avec un tenseur de
contrainte ou de déformation macroscopique imposé unitaire. Ce qui permet d'introduire les tenseurs de concentration de
déformation ou de contrainte permettant le passage du niveau macroscopique au niveau microscopique. Nous donnons
la justification de 1la théorie de la méthode de 'homogénéisation par le biais des développements asymptotiques, et
nous rappelons les résultats de convergence. Nous présentons I'approche duale, et nous démontrons ses propriétés.
Quant 3 l'approche primale, elle est donnée en annexe 2. Dans le dernier paragraphe, nous avons regroupé des
développements relatifs aux différentes méthodes de détermination du milieu équivalent.

2.2 FORMULATION LOCALE DES METHODES DEFINISSANT UN MILIEU EQUIVALENT

Ces approches sont scindées en trois catégories :
« méthodes simplifiées,

= méthodes de Hill - Mandel,

« méthodes de I'homogénéisation.

Les deux demigres sont directement liées aux  C.M.m. introduit au chapitre I.
2.2.1 Méthodes simplifiées

* Approche de Voigt ou primale
Elle consiste A postuler que la déformation macroscopique se distribue de maniére uniforme sur l'element
de référence soit :
eyij (W) =E; dans Y
Le passagea la moycnne sur la loi de comportement de chacun des constituants donne alors :
I=<a>E
Ainsi, on retouve la loi des mélanges sur les cocfficxents de rigidité.

» Approche de Reuss ou duale
On postule que le tenseur de contrainte macroscopique, que F'on impose a la cellule de base, se distribue de
maniére uniforme au niveau local
ojj=Zj; dansY
ce qui conduit 3 :
E=<A> X
C'est 1a loi des mélanges sur les coefficients de souplesse.

Ces méthodes sont approximatives car cllcs supposent une répartition uniforme au niveau microscopique de
1a contrainte ou de la déformation macroscopique qui nc prend pas en compte 'hétérogénéité du matériau. Les méthodes
qui suivent sont de ce point de vue plus précises.

2.2.2 Meéthode de Hill-Mandel

« L'approche primale est caractérisée par des conditions aux limites linéaires en déplacement

divy c =0 dans Y
c=aly) : e dans Y
u=Ey sur Y

» L'approche duale est obtenuc cn imposant sur fa périphéric de 'Y des contraintes générées par un tenseur
de contrainte donné X

divy c =0 dans Y
Aly):0 = ¢ dans Y
on=Zn sur dY

- 14 -



Chapitre II : Homogénéisation en phase élastique linéaire
2.2.3 Méthode de 1'homogénéisation

« Approche primale, 1a cellule de base est soumise 2 un tenseur de déformation macroscopique E

divy c=0 dans Y
o= a(y) : e(u) dans Y
<e(uy>=E

e Y périodique, o.n Y antipériodique

- Approche duale, on impose 2 la cellule de base un tenseur des contraintes macroscopique Z

divy c=0 dans Y
A(y): o= e(u) dans Y
<o>=1

e Y périodique, o Y antipériodique
comme u € D P(Y), on peut écrire que u =E y + v, ce qui permet de travailler sur un champ v

satisfaisant des conditions de périodicité.

2.3 DECOMPOSITION DU PROBLEME ET COEFFICIENTS DU MATERIAU EQUIVALENT

On peut décomposer le tenseur de déformation macroscopique :

xh 1 k .h h k
E=E, E avecEli(h=7(5i 3 + 8 8)

comme les formulations précédentes sont linéaires en E, en désignant par ukh le champ de déplacement résultant du
tenseur de déformation moyen unitaire EXB, on peut alors écrire :

@D u = By o0
2.3.1 Approche primale

Le probl2me décomposé se formule de la maniére suivante :

. kh
dxvyo =0 v dans Y

kh ‘ .
o = ay) : e(ukh) dans Y '

<e(ukh) > = !:‘.kh

+ C-M-m
Comme les coefficients homogénéisés sont des relations entre les grandeurs macroscopiques.

kh e kh
< 0 >=aij(gzl < epq (W) >

<epq(ukh)>=1=.l;(‘l‘
kh
aiej‘Bl=<oij>

ainsi pour obtenir le tenseur d'élasticité du matériau équivalent, il faut résoudre six problémes d'¢lasticité sur le V-E-R.

- 15 -
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2.3.2 Approche duale

i kh
divy c =20 dans Y
kh
Ay) : 6 = e(ukh) dans Y
kh kh kh 1 k. k _h

L+ C-M-m

de la méme manikre que précédemment, on peut écrire :

kh
<eli<jh>-A§-‘§n < Oy, >

kh 1 k _h h k
avec <01m>=-2—(518m+518m)

ce qui donne ;

Aﬁ?h=<elgl>

L'approche duale permet le calcul direct du tenseur de souplesse homogénéisé par opposition 2 l'approche
primale qui permet de calculer directement le tenseur de rigidité homogénéisé. Pour les conditions C-M-m
correspondant A la méthode de I'homogénéisation, il y a équivalence des approches primale et duale, Suquet (1982) [3]
a démontré que : -
(Ahom)-1 = ghom
2.3.3 Tenseur de concentration de contrainte et de déformation
A partir de (2.1) , on peut écrire que :
e(u) = Egn e (ukh (y)
¢ (ukh (y)) représente la répartition des déformations microscopiques résultant de I'application d'un tenseur de
déformation macroscopique unitaire sur le V-E-R . On l'appelle le tenseur de concentration de déformation car il

permet le passage du tenseur de déformation macroscopique au tenseur de déformation microscopique.

On introduit 1a notation suivante pour le matériau équivalent :
CEY® = e )

De méme, le tenseur des contraintes microscopiques est linéaire vis & vis des composantes du tenseur des
contraintes macroscopiques :

kh
c =0 (y) ):kh

o kh(y)  est la répartition de la contrainte microscopique résultant de 1application d'un tenseur de contrainte
macroscopique unitaire sur le  V-E-R. Il est baptisé le tenseur de concentration de contraintes car il permet d'obtenir la
répartition de la contrainte microscopique connaissant I'état de sollicitation macroscopique. On adopte la notation :

kh
CSH" = 5 ()



Chapitre II : Homogénéisation en phase élastique linéaire
2.4 METHODE DE L'HOMOGENEISATION

2.4.1  Justification de l'introduction des valeurs moyennes, approche des développements

asymptotiques
On considére un milieu élastique hétérogéne soumis a des conditions aux limites en force sur T'gg, eten

déplacement sur Iy (fig. II.1) et & des forces de volume f . Les champs de contraintes, de déformations et de
déplacements dépendent du rapport d'échelle €, les équations qu'ils doivent vérifier sont :

[ div o +f=0 dans v
c£= ay): e e dans v
(2.2) =
o’e.n = Fgy sur I‘su
_us =u sur I“u
r
u

X2 fig 1.1 ; Domaine hétérogéne v soumis a des
conditions aux limites en force et en
déplacement

x3

- 17 -



Chapitre II : Homogénéisation en phase élastique linéaire
On postule l'existence d'un développement asymptotique sur le champ de déplacement :
ug(xy) = Uo(x,y) + eui(xy) + €2 w(xy) +

On impose 2 toutes ces fonctions d'@tre périodiques en Y. On pose :
1 aui auJ
ex ij = -2— 5—;]—- + 3x_i

1 aui"-auJ
vi T |m T

en remarquant que :
0
dy

1
+ —
€

|«

d
dx
On obtient alors :

1
= ey +e +Eey +.......

o

e
avec: €o = ey (up)
e1 = ex (ug) + ey (u3)
e = ex (u1) + ey (u2)
de méme :
1
0'€=:Go + 61 +£02 + .00 ..
1 1
div Gs = _-divy G, + ;-(divx o, + divy o + (divy o+ divy oy +
. €
avec G = aly) : e i=0,1, ...... , N

L'injection de ces équations dans le groupe d'équations (2.2) donne :
Oo=0 = ey(u)=0 = up = uo (x)
etcomme uj est Y périodique,ona: -*
JREE -
i , e dY = Tl (ex (up) + ey (up)) dY =y (uy)

Y
~ finalement, on obtient la formulation microscopique de ce probléme d'élasticité.

divy 6 = 0
(2.3) 61 =a(y) : (ex (uo) + ey (ul))

u; Y périodique oy n Y antipériodique

ol x joue le rdle d'un parametre.
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ex(uo) et ey(uy) s'interprétent respectivement comme la déformation macroscopique et microscopique. Comme au §
2.3, on peut, en invoquant la linéarité par rapport 2 la déformation macroscopique, écrire que :

et alors :

kh

2.4) ep = EP + ey ") ex i (W)

donc vkh satisfait aux équations locales du probléme d’homogénéisation.

) kh
dlvy o, =0

kh kh kh
oy = ay): BT + ey (V')

kh e kh NP
v Y périodique , 6y .n Y antipériodique

On cherche maintenant 4 établir la formulation macroscopique de ce probleme d'élasticité, le terme d'ordre 0
de I'équation d'équilibre donne :

divy 03 + divk 61 + £ =0

en passant 4 la moyenne sur Y et en tenant compte de I'antipériodicité de o2.n en y, on écrit :
divy < 61 > + f =0

le terme d'ordre 0 du développement de o donne :
GI No= Fsu

en passant & la moyenne sur Y et compte tenu du fait que Fgy est un chargement indépendant de I'échelle
macroscopique, on a :

< O‘l >.n= Fsu
gricea (2.4) et aux lois de comportement, on peut écrire que :

< 61 > =ahom : ¢, (u,)
et comme on vérifie facilement que :

<ep>= ex (uo)
Ona:
<oy >=ahom: <ey >

Par conséquent, ces champs de contrainte et de déformation moyens vérifient 1a formulation macroscopique du
probléme de I'élasticité.
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[divy, <oy >+ =0 dans v
<0 >= ahom 1<eq (uy) > dans v
<0y > n=Fy sur Tg

su
| uy =u ' sur T,

Par conséquent, ces variables moyennes sont associées au matériau homogénéisé équivalent.

2.4.2 Convergence des champs de contrainte et de déplacement

Duvaut (1976) a démontré la convergence faiblc

3

lim ug (x,y) =y, dans [Hl(v)]
€E—0

2 6

lim o (x,y) = <oy > dans {L (v)]S

£—0

Par conséquent, il est légitime de remplacer I'étude des matériaux fortement hétérogenes, c'est-a-dire a petit
rapport d'échelle € par leur matériau homogene équivalent. Sanchez-Palencia (1980) a établi la convergence forte dans

[LZ(V)]6S :

X
11 - , — =0
im [Ge Gy (x 8))
€—0

Ces résultats montrent que le champ de contraintc microscopique G est une approximation du champ réel
o meilleure que celle donnée par le tenseur macroscopique < 61 >. D'olt I'importance du tenseur de concentration
de contrainte qui permet d'obtenir Ie champ de contrainic microscopique o) & partir de la connaissance de son
homologue macroscopique <Gy >.

2.4.3 Etude de l'approche duale

On considére un composite 4 deux constituants ct & interface parfaite. L'inclusion peut rencontrer le bord de
1a cellule de base de fagon & ce que soit respectée sur les matériaux la condition de périodicité sur la cellule de base Y
(fig. 11.2).

2.4.3.1 Formulation variationnelle

On rappelle l'expression d'un probleme ¢lémentaire sur la cellule de base

kh
(divy c =0
kh
o =aly) :e @

kh kh
<6 >=1

kh o kh o
le(u™) Y périodique, 6 .n Y antipériodique
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Y=Y UY,
Y5 : matrice
fig. JL2 : Cellule de base
Y, inclusion de renforcement
[ . interface
_.+
n

: normale unitaire 2 l'interface

comme e(ukh) est Y périodique, on peut écrire :

uli(h = Eij yj+ vli(h avec vli(h Y périodique

kh kh
2.5) alors 6;; = ajjim By + ey (v 7))

en passant a la moyenne Y :

kh kh Kh
(2.6) 3 = <6 >=<3jim >Em + < 3jim &m vV ) >

en multipliant (2.5) par ej; (y) etcn passant a la moyenne Y :

kh _ kh
< Gij eij W) > =< 3jjlm (Elm + e1m v &jj y) >
comme le champ de déplacement virtuel y cst Y périodique alors e(y) Pest aussi. Alors les hypotheéses de annexe

3 sur les champs de contrainte et de déformation sont vérifiées, ce qui permet d'écrire :

kh . kh
< Gij &jj W) > =< Gij > < g w) >

.21 -



Chapitre II : Homogénéisation en phase élastique linéaire

or W est Y périodique, donc < ejj(y) > =0, et en prémultipliant (2.6) par E*j;, on obtient le syst®me :

* * kh * kh
E‘J < 8jjlm > Eim + EU < 3ilm ®im v7) > = EU }:ij
2.7

kh
< ajjlm & W) > Eyp + < 3jilm ©lm v ) &jj W>=0

On peut simplifier I'écriture de cette formulation en remarquant que :

1 1 1
< ajn exp V) >= T J akh (Vh Dk 9Y

I .

a1 J (3jjkh v}lm).k dy - 4{ (ajjxn) k W 6y
Y Y
et comme les coefficients d'élasticité sont constants par morceau :

d

1
< 3jkh ©kh '™ > = T [ 3jjkh (V}xm),k dy
Y
et d'apres le théoréme de la divergence que l'on applique sur Y5 U Yy
1
< 3jjkh ekh (Vlm) > = I_ [ 2jjkh Vhlm ny d 3Y) - [ ajikh 0 g V}lm dr
oY

etcomme a et vim sont Y périodiques, on aboutit :

1 1 1
"< 3jjkh ©kh (v m)>=—l—Y—l- U 3jikh DnJ Vim dar
r

int
On pose (Fim h = Daijkhﬂ n;

Les matériaux constitutifs du composite sont isotropes, par conséquent, on peut écrire Fint sous la forme :

—D)A-Z},LD ny —D)\U nj "D}\ﬂ nq 0 —DHU nj —DHD ng
S -0 np - 0a+2p0 np - UA] ny ~ul n3 0 ~0ull n,
-0l ny -0 ng - Oa+2ull ng - 0ud n2 =0l oy 0

D'aprés la formulation variationnelle (2.7), on voit que 'inconnu du probléme est constitué par le vecteur
unicolonne comprenant les six composantes du tenseur de déformation macroscopique et les trois composantes du
champ de déplacement macroscopique vkh soit :

{E, vkh} = {E11, E22, E33, 2E33, 2E;3, 2E|2, vikh, vokh, y3kh}

D'apreés le résultat du § 2.3.2, on obtient I'expression du tenseur de souplesse homogénéisé en fonction des
inconnues du probléme, soit :

h kh kh
Aij?:}r:=<eij(u )>=Eij+<eij(v ) >

.22 .
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2.4.3.2 Cas des matériaux A renforcement unidirectionnel

Comme le milieu présente une période quelconque dans la direction y; (fig. IL3), les champs de
déplacement vkh sont indépendants de yj, et on peut travailler sur une cellule de base contenue dans le plan

perpendiculaire aux fibres. L'approche primale de cette méthode a été développée par Lene (1984).

yl
y2
Y
s
N
N
Y
T
y3
R s

O+

/-'\

e/

y3

y2

fig. 113 : Cellule de base pour un matériau a renforcement unidirectionnel
- 23 .
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2.4.3.2.1 Simplification des problémes élémentaires

On se propose d'établir les résultats suivants au niveau des champs de déplacement microscopiques solutions
des problémes élémentaires :

voB (y2,y3) = (0, vooB, v32B)
vil (yz,y3) = (0, vali, vall)
val (yp,y3) = (v1¢1,0,0)

avec o,B=2o0u3l.

On s'apergoit que les problémes décomposés sont du type déformation plane ou bien Laplacien.
» Etudede vof

Dans la formulation variationnelle (2.7), on peut prendre les composantes {E*, y} sous la forme :

*
{0,0,0,0, 2E, 3, 2E15, v, 00 )

ce qui donne :

*

Ela <%aia

> E +E* <a la e (vkh)>=0
la la la

la

<%ata C1aM > Ejp F <y e1q W >=0

Comme la forme bilinéaire (2.7) est définie (annexe 1), la forme extraite ci-dessus I'est aussi,et par
conséquent :

E13=Ej2=0

et comme il faut bloquer vi1kh en un point pour avoir un probléme bien posé, on a le résultat ; vikh = Q,
+ Etude de vl1
*
On prend cette fois {E , y} sous la forme :
* *
{0,0,0,0, 2Ej3, 2Ejp, ¥y, 0, 0)
et par un raisonnement similaire, on aboutit 4 :
Ejp=E;3=0 vj' =0
* Etude de vol

En choisissant  { E*. v}

* * * *
{Ellv %2! E33; 2EQ31 0' 09 07 WZ' \]»’3)

-2 .



Chapitre IT : Homogénéisation en phase élastique linéaire

on peut montrer que :
vgl = vgl =0
Ej1 =Ez2= E33=Ep3=0

2.4.3.2.2 Discrétisation des problémes par éléments finis

La discrétisation des problémes élémentaires précédents est réalisée a l'aide de la technique des €léments finis.
Si on divise le domaine Y en n é¢léments et que I'on note :

N : la matrice d'interpolation

v le vecteur unicolonne représentant le champ de déplacement y aux noeuds du maillage
Vv : le vecteur colonne représentant les déplacements aux noeuds du maillage

Te : la matrice de localisation d'un élément

Le déplacement en un point quelconque d'un élément est donné par :
v=NTeV
ce qui donne aprés dérivation, les composantes des déformations :
e=B,TeV

On peut alors établir 1a forme discrétisée du tcrme suivant :

*

E
* kh Im i kh
Bj < %jim em (V1) > = = 1o (Fi" O vi dT
r

‘On assimile l'interface 2 un nombre fini de segments notés ng et Fint 3 la forme matricielle
du § 243.1.

e

kh 1
E::* < a:. e v 5> = = e | > t
ij 4 Im ®m (V ) Y| e

NTSr | vkh

int
i=1 F
i

les composantes du vecteur inconnues généralisées et du tenscur Fint  prennent la forme :

» pour les problemes de déformation plane dans I plan (y2, y3)
(€ V") = (Byy. Egp. Bgs 2Bg3. V5" vED)
—Dk[]nz -0 k+2pﬂn2 -0a0 ny —DlJ.Dn_n,
l=im -
—DXU nj —DKD ny -0 K+2},LD ng —DHD n3

» pour les problémes de Laplacicn

kh
{E,v "} = {2E13,2Ep, vq)

F' = -0 plng. -000ny
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Ce qui permet de définir la partie de la matrice de rigidité associée 2 ce terme, soit :
1 e
Re = — t int NT® dT
Yl o4 F
T.

1
Le terme < ajjim ©im (vkh) ejj (v) > donne, aprés discrétisation, 1a matrice de rigidité classique des

problémes de mécanique que I'on note  R.
L'expression discrétisée totale de la formulation variationnelle (2.7) s'écrit :
kh
z

im
[tg* tvf][ e °] = lig* ty]
tRc R kh
v 0

la matrice de rigidité totale Rt est composée de 4 blocs :

+ la matrice des coefficients de rigidité moyens sur la cellule de base que l'on note  amoy
+ lamatrice R, correspond au couplage entre les déformations macroscopiques et microscopiques

» la matrice de rigidité classique R.

2.4.2.3.3 Conditions de périodicité

Elles sont réalisées en ajoutant des ressorts de rigidité infinie entre les noecuds périodiques. Pour les
‘probleémes bidimensionnels, la contribution de ces ressorts est donnée sous la forme :

2i-1 2 2j-1 2 —
0 0 0
—_— K 0 K Q0 = 21
—_ O K 0-K — | 2i
R =
o 0 0 0
—_— K 0 Ko — | 21
— 0 K O K e— | 2
o o || o]

i et j sontles numéros des noeuds périodiques. K est un nombre trés grand vis 2 vis des coefficients de la matrice

de rigidité, on a pris K = 10° sup (ry).
1,m

2.5. ETUDE DES METHODES DE DETERMINATION DU MATERIAU EQUIVALENT

2.5.1 Etude des symétries de l'approche duale

Si la cellule de base posséde des symétries, on peut réduire le domaine d'étude et remplacer les conditions de
périodicité par des conditions de blocage des noeuds sur la périphérie du domaine.

.2 -
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- Au préalable, établissons quelques définitions :
+ Un matériau posseéde la symétrie matérielle par rapport 2 un plan P si, et seulement si,ona:
%jkh = b1 Oim Ykp Png 4m pg
B représente le tenseur de symétrie géométrique par rapport  ce plan
P est le plan de symétrie matériel pour la cellule de base Y si:
* P estplan de symétrie géométrique
** P est plan de symétrie matérielle.

a. ler point

Si P est plan de symétriec matériel pour Y, les champs ulm solutions des problémes élémentaires
satisfont :

2™ (y) = by by by I 3)

avec yi= bip ¥p
démonstration

A partir de uﬁq(y) qui est solution du probléme d'élasticité défini sur Y, définissons :

af
N = b
zZ, ) = By bgg By R @)
onaalors :
ap. 1 a® 5,08
e‘Ys (Z ) = e —'— + -——'——
2 ay,{ E)y8
etcomme B est une isométrie :
-1 ,
B =1 = ¥i = b Yk

oLy b b b u™ + ud*
YA = — e ——— —————
Y5 2 ap Bq Oh vk | gy, IYh

de méme, on montre que :

)‘.1B = o, (z

(O'Sy1 ] 1

d'olr :
) > = bap be b1 bjm < Oy «PY >
= bop Ppq Pil bjm Ph

q

1 p q (P
= b(lp be by bjm [5 (81 Bm + 81 Sm)}

.27 -
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or:
P q4 _ . .
bap be bil bjm 51 5m = bap be blp qu
a B
bip byp Bpy Big = 3 3
donc :

B 1 o B B o of
1

<oij(z‘?‘)>=-2_(a. 5 + 8.

donc  zoB (y") vérifie :

ap
(Gsygj,j =0
3jjkh kh (ZaB) = (Gsy)%B
ap
< (csy)%ﬁ > = Eij
L+ C~M-m

z0f et voB vérific le méme probléme d'élasticité ; elles sont donc égales 2 une constante additive prés que l'on
peut prendre nulle, ce qui achéve la démonstration.

b. 2¢me point

On se propose maintenant de montrer que le matériau équivalent respecte la symétrie matérielle par rapport 2
P. On reprend la définition du tenseur de souplesse homogénéisé :

eqd 1
Atmpq = =T { ey P dY

Yl
Y
par conséquent :
1 kh
bil Bim bip Phg Abipq = T J e @) dY

Y
1 kh ,
= ———— ejj (z ) det B dY

detB Y1

et comme la géométric de Y est invariante pour la transformation B, on obtient :

eqd
bj) bjm bkp bhq A Enpq = Aie%gx
ce qui achéve la démonstation,

c. Pour étudier la symétrie par rapport au plan médiateur y; = O, il suffit de prendre :

-1 0 0
B=1 ¢ 1 0
0 0 1
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PROBLEME y,=0 Yo=2% Yo /2
CONDITIONS 1 CONDITIONS 2 2
11 =0
012 =3 c”=0
Vi1 ol =0 t C-M-m
13
22
ois =0
22 1222 hd °2t2=°
\'} 0'13 =0 C-M-m
22 22
v 1 —0 = Vv n =0
33
012 =o ¢>0'3t3=0
v33 633 -0 C-M-m
13
33 33 _
vy =0 ©V, =0
23
v23 623 =0 C-M-m
V213 =0 « 'Vzn3 =0
31
v =0 ] o o0
P =
v31 V?; =0 C-M-m
31 31
Oy =0 & 0, =0
12
vSo0
2 ] L
V12 V3 =0 C-M-m
12 _ 2
2.0 e d2 g

tableau 11 1; Remplacement des C-M-m par des conditions
de blocage résultant de la symétrie par rapport au plan y1=0
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Chapitre II : Homogénéisation en phase élastique linéaire

Pour le reste, il est facile d'établir les résultats suivants :

« le matériau équivalent est tel que les coefficients non nuls contiennent un nombre pair de fois l'indice 1,
et le champ microscopique de déformation est pairen y;.

Les coefficients de souplesse homogénéisés résultent de calcul de moyenne sur la cellule réduite Y, issue de
ces considérations de symétrie.

Aﬁh = < e (ukh) >Yre

Yee =Y {y =1 ¥ ¥3) . y1 20}
Ce résultat est particuliérement intéressant pour la méthode de 'homogénéisation, car il permet de remplacer

les conditions de périodicité par des conditions aux limites classiques de blocage des noeuds comme il est indiqué dans
le tableau II.1. De plus, si le plan de symétrie matériel n'est pas  y; =0, on peut adapter les résultats grice a une

permutation circulaire des indices.
2.5.2 Comparaison des différentes méthodes
2.5.2.1 Les approches primales

On se propose d'établir que :
h
2pars Epq Ers 2 pqrs Epq Ers

Dapres le § 2.3.3, on peut dire que (Ceqp) vérifie le systéme d'équations :

, kh
dlvy c )=0 dans Y
kh
o= ay) : (CEP M) dans Y
+ C-M-m

En utilisant 1a propriété d'ellipticité du tenscur de rigidité de chaque matériau

h hy
< ajikh (eijom - e%qp) (ek?(m - ef(?) > 20

ehom et eeqp représentent la répartition microscopique dans le V-E-R des tenseurs de déformation issue
respectivement de la méthode de 'homogénéisation et de celle plus générale introduisant la notion de milieu équivalent.

On a alors :

e}ixjom _ (C}éom)i)jq qu

¥ = (CE‘“’) Epq
soit alors :

< s (CP™ P - (EPP) (™, - CEPR > Epg B 2

hom,rs

@8 < aen (CEP PR CEPRL > Epg B + < ayn CEME CEO™ > B E,

-2 <ajjp cho ™R CEP)ih > Epq Ers 2 0
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comme le tenseur de rigidité du matériau équivalent peut se metire sous la forme :
) IS
aoars = < ajjkn (CET W (CEPRh >
eqp
eneffet agyn (CEDN = Oy FH
et comme le principe de macro-homogénéité de Hill (éq. (1.1)) se trouve vérifier, on peut écrire :
"‘;?111?5 =< ci?lp (upq) (Cﬁqp)fh > = < cek%p (upq) > < (CeEqp)ish >
=< c;?lp (upq) >
ce qui prouve le résultat.
L'égalité est a fortiori réalisée sur le tenseur de rigidité homogénéisé
hom hom. om,rs
ahgrs = <3jjkh CE W CE™ >

de plus :
<ajn CE™PR CEPR, > = <eifi” @ CEPR, >

et conformément A I'annexe 3 :

< e}ﬁ%m (upq) > < (CeEqp)lr(sh >

hom hom
< "'r: @ > = apqrs

Finalement, l'inégalité¢ (2.8) se simplifie :

% Epq Ers 2 anors Epq Ers

Cela signifie que pour un tenseur de déformation macroscopique donné, I'énergie associée au matériau
homogénéisé est toujours plus petite que celle issue des méthodes de Voigt ou de Hill-Mandel. Dans le cas particulier
de la méthode de Voigt, on sait que :

ep
%pqrs = < ®pqrs >

ce qui implique que :

<apqrs>quErs?a};l>g¥s‘quErs

si on suppose qu'entre les deux matériaux du composite I'inégalité suivante est vérifiée :

(ar)pqrs Ey Ers 2 (agpqrs Epg Eg

On a finalement :

v

hom

apqrs quErs

[\

(ar)pqrs qu Ex

- 31 -
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b. Nous proposons de montrer que :

hom e
8jrs = aijfrl:;
On applique 2 la cellule de base un tenseur de déformation macroscopique unitaire Elj.

Le probléme d'élasticité de 'approche primale de la méthode de Hill - Mandel s'explicite.

divy ((sefp)i-i =0 dans Y
2.9) (O‘eﬁ',)ij = a(y) : eefp (uij) dans Y
ulicj = Ellgh Yh sur dY

On constate que le champ de déplacement est de la forme :
uig = Ellgh Yh + Vk avec vy =0 sur 3Y

par conséquent v est Y périodique, etainsi ui estun champ de déplacement 2 déformation périodique, ce qui
entraine que :

+ eefp(uil) est Y périodique
+ (o¢fP)ij-n est Y antipériodique

Le probleéme d'élasticité local de la méthode de I'homogénéisation est :

-

. hom rs
dxvy c ) =20

hom ¢

(2.10) (c ) =ay:

o = E%Ly + v

v Y périodique

ehom (urs)

On se propose de calculer le travail d'un champ de contrainte vérifiant (2.9) dans un champ de déformation
satisfaisant (2.10), ce qui donne :

ef ..

J © fP)xj . chom WS dY = J' b cfrl;‘P ly eﬁgm W) Y

Y Y :

h fp o ij
= J aghim Ckh @) el (V) dY
Y
h .
@2.11) = J 6™ Py gy

Y
les hypothéses de l'annexe 3 sur les champs de contrainte et de déformation étant vérifiées, on peut écrire que

ef . f‘ .
< (¢ P)u : ehom (urs) > = < (00 P)U > - <chom (urs) 5

hom g

i hom rg
< (¢ ) I eefp (uU) > = ! )rs

> <ecrp (u”) >

.



Chapitre II : Homogénéisation en phase élastique linéaire

En tenant compte de 1'égalité (2.11), on peut écrire que :

< @ 5. <M (55 L S 5 <Pl 5
et comme :
< ehom (urs) > = E®
< & @l > = EY
On obtient :
< (ofsfp)ij > =< (G}i\jom)'s >
soit :

efp hom
djirs = ijrs

Dans ces deux approches, bien que la répartition microscopique des champs de déformation macroscopique
soit différente, globalement au niveau macroscopique, on obtient théoriquement des caractéristiques identiques.
Cependant, dans la méthode de Hill-Mandel, les problémes élémentaires restent tridimensionnels et les calculs ne sont
pas aussi simples que ceux de la méthode de I'homogénéisation. D'autre part, les C-M-m de la méthode de
I'homogénéisation semblent &tre plus proches physiquement de la réalité.

2.5.2.2 Les approches duales

a) Pour une démarche similaire a celle du § précédent, on peut établir que :
(2.12) A T I 2 Abor o I
Dans le cas particulier de I'approche de Reuss, on sait que :
Ais = < Apges >
et alors on peut écrire :

hom

< Apgrs > qu s 2 Apgrs qu g

pour un composite & deux constituants satisfaisant I'inégalité :

(As)pqrs :pq I

v

(Ar)pqrs zpq zrs

il vient :
hom
(As)pqrs 2pq er 2 qurs qu er
b) Dans le cas ol le milieu est périodique, on peut appliquer la méthode de Hill-Mandel sur un  V-E-R

comportant m cellules de base, et on a alors le résultat suivant :

im AT, @ = ANT
m-— + oo
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Chapitre II : Homogénéisation en phase élastique linéaire

On peut établir ce résultat en utilisant 1a méthode des développements asymptotiques du § 2.4.1, et en
prenant les m cellules de base comme domaine macroscopique, le domaine microscopique restant celui d'une cellule
de base, le rapport d'échelle est alors :

g~

2.5.3 Introduction de la technique d'homogénéisation dans le code de calcul élastique Pecelas
On présente sur la fig. I1.4 I'organigramme général du programme.

Pour adapter la version initiale de Pecelas 2 1a recherche des caractéristiques élastiques équivalentes, nous
avons introduit :

« une modification de la matrice de rigidité pour la formulation duale de la méthode de I'homogénéisation,

* des conditions de périodicité par adjonction des matrices du § 2.4.3.2.3,

+ des matrices de forces particulires,

+ le calcul des valeurs moyennes du tenseur de contrainte et de déformation permettant de déterminer le
tenseur élastique du matériau équivalent.

- 34 -



Chapitre IT : Homogénéisation en phase élastique linéaire

Entrées des caractéristiques :
+ géométriques par le biais du maillage
» mécaniques de chacun des constituants

Sélection du type d'approche

Hill-Mandel
 primale
« duale

Homogénéisation
« primale
* duale

o

Boucle sur les problémes élémentaires

il

Matrice de force

<4

Matrice de rigidité

v

Résolution du systéme par la méthode Cholewski

<

Calcul des coefficients homogénéisés et sorties des résultats

fig. IL.4 : Structure du programme permettant la détermination
des caractéristiques du milieu équivalent
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3.1 LA TERRE ARMEE
3.1.1 Théorie simplifiée de Romstad (1976)

En considérant 'approche duale de 1a méthode de 'homogénéisation, on prend dans la direction y; définie

sur la fig. 1.1 un tenseur macroscopique unitaire :

11
<oy >=0 avec ij =22, 33, 12, 13, 23

Comme le pourcentage en volume w; des armatures ne dépasse pas 1 %, on peut considérer que le tenseur
de déformation et de contrainte locales sont sensiblement uniformes dans chacun des constituants. Ce qui permet
d'écrire :

[ 11 11 ]
<o51> = (o1ps S5 + (o1 S
et négligeant S; devant Sg:

11 11 11
(3.1) < 011 > SS = (Cll)s SS + (Gll)r Sr

11 11 . . . . . .
et comme Chy et O33 doivent vérifier la condition de continuité de la contrainte i l'interface sable-acier :

11

(0'22)5 = O
11

(622)‘, =0
11

(0'33)5 =0
11

(633, = 0

les lois de comportement s'écrivent alors :

(o“)
11/s
32 ClDs = —
S
(Gu)
11 11r
3.3 (11 = E
et comme l'interface est parfaite :
(3.4) CHRENCHE
de plus :
(3.5) @i = <ell >

en combinant (3.1), (3.2), (3.3), (34), (3.5), onarrive :

S
11 S 1
(ell)r T c—————— = & e%l >
Ss Eg + S, Ep
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Er 5 ¢ écrin
, on Ul e !
ES SS pe
11 1
1= <e11> =
E; 1+0o)
y2 A
Sol section §
S
yl
y3

Armature section S
r

fig, TIL1 : Cellule de base dans le cas de la terre armée
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Ai“l)rznz = <e%%>
hom 11 hom hom
A1111 = (e11)s = A71122 =~ Vs All11
1 11
(32%)5 = = vg (e11)s)

hom hom
A1133 = - V5 Al

En imposant successivement des tenseurs de contraintes unitaires dans les différentes directions de l'espace, on
construit la matrice de souplesse du matériau homogénéisé, soit :

r _ _ < -
el 1 Vs Vs 011
ey = __i— —VS 1+a(1_v2) QVS [1+(1(1+Vs)] 622
E (1 +0) s
_ 2
£33 i Vs =ve [T +a+v)] l+oa(l~v)) | L33
ro1 7 - b
— 0 0 o
2 ey3 G, 23
: 1
2ey3 = 0 g, 0 13
2 €12 0 0 l‘ Lo}
L Gq | L~12.]

3.1.2 Approche numérique

Tous les calculs aux éléments finis présentés dans ce paragraphe et les suivants ont été effectués avec des
éléments isoparamétriques a 8 noeuds qui donnent une bonne précision.

Nous constatons au vu du tableau II1.1 que la théorie simplifiée précédente donne de bons résultats. En effet,
le calcul numérique a donné une répartition sensiblement uniforme de la contrainte macroscopique dans chaque
constituant comme le suppose la théorie de Romstad (1976). A partir de I'exemple de 1a fig. II1.2, nous avons décidé
d'étudier I'influence de certains parametres sur le tenseur de rigidité homogénéisé.

(MPa) -1 Ahom Ahom A hom Ahom A hom A hom Ahom
1111 2222 1122 2233 2323 1313 1212
Théorie de 4 4 4 4 3 3 3
I'homogéné- 43,05x10 ~ | 64,49x10 ~]-12,92x10 "~ |-22,06x10 " ] 17,33x10 ~ |17,25x10 ~ }17,33x10°
isation
Théorie - 4 - 4 -4 - 4 -3 -3 -3
simplifiée 43,04x10 64,54x10 "|-12,91x10 -22,13x10 17,33x10 17,33x10 17,33x10

tableay I11.1 : Comparaison des résultats du calcul du tenseur de souplesse
homogénéisé avec ceux de la théorie simplifiée.
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y2
1 5mm 750mm
y3
R -
60mm
1020mm
5

Er =2.110 MPa Es=150MPa
Vv r =022 \Y} s =03

fig. IIL2 : Caractéristiques dimensionnelles d'une cellule de base

en terre armée correspondant 4 une peau en béton
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Afin de montrer l'influence du pourcentage en volume d'acier, nous avons fait varier I'espacement vertical des
lits d'armatures, nous reportons les résultats des caractéristiques homogénéisées dans les tableaux II1.2 et I11.3.

Ey Wi (%) ahom ahom ahom 2 hom a hom 2 hom 2 hom =G ahom < |a hom_ G

111t n 3333 1122 1133 233 »3 % 613 6l ez R

600 0,049 % 304,8 202 202,50 86,57 86,68 86,59 STNK 38,02 113

750 0,039 % 2842 202 202,40 86,57 86,63 86,58 11 57,9 5112

900 0,033 % 2105 202 202,30 86,56 86,63 86,57 s1n 5191 1

Caractéristique du sol 202 202 202 86,53 86,53 86,53 51,69 5769 5169

tableau IT1.2 : Tenseur de rigidité homogénéisé de la terre armée
influence de I'espacement des lits d'armatures

hom hom hom hom hom hom

E (w®]| g E, E Ty T 12

0,049 %| 252,9 | 15590 156,20 { 03484 | 0,2997 | 0,3001

750 | 0,039 %| 232,3 | 155,10 15540 | 0,342 0,2998 | 0,3000

900 | 0,033 %) 218,6 | 154,50 154,70 | 03371 { 0,2998 | 0,3000

Caractéris-
tique de / 150 150 150 0,30 0,30 0,30
sol

tableay 1113 : Caractéristiques de rigidité homogénéisées de la terre armée

influence de I'espacement des lits d'armatures

11 apparait que la plupart des cocfficients sont trés proches de ceux du sol, pour ceux ne vérifiant pas cette

assertion, c'est-a-dire aticl)rlnl, Etlxom, Vlzlgm’ nous avons reporté leur variation en fonction du

pourcentage volumique d'acier respectivement sur les fig. 111.3, 1114, ITLS.
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320
- <a >
300 § 1111
280
| a hom .
260 ~ 1111
2407
220 a
] ¢( 1111 )s
200 = B . @)
3 4 5 r ¢
figIl3: terre armée, influence de la proportion volumique d'acier
hom
sur < a
Ty *? un
260
240 :El)/‘
220 - < E hom
1 1
200 -
180 -
160 - Yy E s
d [ o a
140 T \ W (%)
3 4 5 r
figlll 4: terre armée,influence de la proportion volumique d'acier
hom
sur<E >etE 1
0,345
0,335 1 \ hom
) v
23
0,325
0,315
] v
-8
0,305 - {
0,295 Y T W (%)
3 4 I
figlIl 5: terre armée,influence de la proportion volumique d'acier

sur le coefficient de Poisson transversal homogénéisé
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Par suite du faible domaine d'élasticité du sol et du fait que sa rigidité dépend de I'état de contrainte auquel il est
soumis, il est difficile de connaitre les caractéristiques du sol avec précision. C'est pourquoi, nous avons étudié I'influence

de la valeur de son module d'Young sur les caractéristiques homogénéisées.

hom hom hom hom hom hom hom -G hom =G hom =G
(fipa) 111 | 22222 |2 3333 21122 |2 1133} 32233 |2 23237V 23 2 131370138 1212V 12
50 149,7 67,34 67,47 28,86 28,88 28,86 19,24 19,32 19,24
100 216,90 134,70 | 134,90 57,71 57,77 57,72 38,48 38,64 38,48
150 284,20 202 202,301 86,56 86,63 | 86,57 57,71 57,91 57,72

tableau IT1.4 : Tenseur de rigidité homogénéisé de la terre armée
influence du module d'Young du sol

hom hom hom hom hom hom
Es El E 2 E 3 Y 23 Y i3 712
MPa
50 132,3 53,01 53,11 0,3763 0,2998 0,300
100 182,30 | 104,30 104,50 | 0,3543 0,2998 0,300
150 232,201 155,10 155,40 0,342 0,2998 0,300

tableau IIL5 : Caractéristique de rigidité homogénéisée de la terre armée
influence du module d'Young du sol

Les résultats sont reportés dans les tableaux 1114 et I11.5, on peut une nouvelle fois constater que la plupart

des coeffid ents de rigidité sont proches de ceux du sol, saif atll(frﬁ , E}fom, vggm

variations respectivement sur les fig. I11.6, II1.7, I11.8. Il ressort des fig. II1.3 et I11.6 que I'on peut assimiler la rigidité
longitudinale homogénéisée 2 sa valeur moyenne avec une erreur ne dépassant pas 3 %. Les fig. I11.4 et II1.7 montre que :

dont nous avons reporté les

< El > = E?om
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300
MPa
200 -
100 -
(a )
1111 s
0 ¥ 1 M 1 v 1 M 1 ! i

E (MPa)
40 60 80 100 120 140 160 S

figIIL 6; terre armée,influence du module d 'Young du sol sur
<a >et a hom
1111 1111

300
MPa ]
<E >
200 1
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1
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figll17: terre armée,influence du module d'Young du sol sur
<E_ >et E MO
1 1
0,4
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Y
23
0’3 - L 1 " g g
\Y
3
v
o n-K o
0,2 T T Y T v T T Y T T E (MPa)
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fig 111 8: terre armée,influence du module d'Young du sol sur le

coefficient de Poisson transversal homogénéisé
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A ce propos, Lene (1984) a démontré 'égalité rigoureuse lorsque le coefficient de Poisson est identique dans
chaque constitutant. Enfin, les fig. IIL5 et I11.8 montrent pour le coefficient de Poisson transversal homogénéisé :

» une légdre augmentation avec le pourcentage d'acier,
+ une décroissance avec le module d"Young du sol.

/
NV

y1
y3

fig. 1119 : Cellule de base pour le matériau multicouche

-45 -



Chapitre III : Application au génie civil

3.2 MATERIAU MULTICOUCHE

On se propose de définir une méthode permettant d'associer a la terre armée un matériau multicouche dont on
donne les caractéristiques et le repeére de référence sur la fig. IT1.9.

Dans les plans (y1,y3) et (y2,y3), il n'est pas question de faire une étude comparative car la disposition
géométrique acier-sol est complétement différente, ce qui entraine des disparités de comportement mécanique notables.

3.2.1 Association d'un multicouche a la terre armée

Pour la terre armée, les caractéristiques homogénéisées dans le plan (y1, y2) semblent dépendre
essentiellement de celles du sol et de la rigidité A 1a traction-compression de 'acier caractérisée par le produit E; S;.

Cette constatation suggere d'associer 2 la terre armée un matériau multicouche conservant la rigidité longitudinale des
barres d'acier, soit :

E'r estle module d'Young de I'acier dans le multicouche associé.
L: estl'espacement horizontal des armatures.

ET et wy sontindéterminés, ce qui introduit naturellement les deux hypoth&ses suivantes :

S
¢ on prend E} = E; et alors w =
L E
E; §,;
* on se donne wy ce qui fixe Ef = ———
wr Ly Ey

3.2.1.1 Conservation du module d'Young de l'acier
On reprend l'exemple de la fig. IT1.2. L'épaisseur du métal du multicouche est alors :

5 x 60

=22 L 003924
¥1 71020 x 750 ?

Les résultats reportés dans le tableau II1.6 montrent une faible différence entre les caractéristiques de la terre
armée et du multicouche associé.

MPa a hom a hom a hom a hom
1111 1122 2222 1212
Maténau
multicouche 288.4 86,56 202 57,711
Matériau
terre armée 2842 86,57 202 57,72

tableay IIL.6 : Comparaison des tenseurs de rigidité homogénéisés de Ia terre armée
et du multicouche en conservant le module d'Young longidutinal de I'acier
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3.2.1.2 Variation du module d'Young de l'acier

Nous avons réalisé une étude sur trois matériaux multicouches en augmentant a chaque fois son épaisseur, et
en diminuant par conséquent son module d"Young longitudinal. On constate que les coefficients de rigidité du matériau
homogénéisé sont sensiblement identiques pour la terre armée et les trois multicouches envisagées dans le tableau I11.7.
Le fait d'augmenter I'épaisseur du multicouche est intéressant du point de vue de la discrétisation du domaine car il
permet de réaliser un maillage plus lache de I'acier, et par conséquent de la structure globale tout en respectant des
conditions d'élancement modéré (inférieur 4 5) sur les éléments. On diminue ainsi le nombre d'éléments de la
discrétisation de la cellule de base, ce qui est appréciable pour les calculs non linéaires que nous envisageons de faire
dans la deuxi@éme partie.

VO ol O It I S B O I
Terre armée 0,0392 % 210 000 284,2 86,57 202 57,72
multicouche 1 0,392 % 21 000 287.8 86,76 202,7 57,92
multicouche 2 0,59 % 14 000 287,6 86,87 203,1 58,03
multicouche 3 0,784 % 10 500 2872 86,98 203,5 58,14

tableau II1.7 : Comparaison des tenseurs de rigidité homogénéisés de la terre armée et du
muliticouche en faisant varier le module d’Young longitudinal et I'épaisseur de l'acier

3.2.2 Théorie de I'homogénéisation des stratifiés

A partir de la théorie de Salamon (1968), Harrison, Gerrard (1972) ont réalisé une application sur les sols
renforcés. Cette théorie est basée sur la considération que les champs de contrainte ou de déformation macroscopiques
se répartissent en des champs microscopiques constants dans chaque constituant, et respectant a l'interface la condition de
continuité du tenscur de contrainte, et pour des matériaux 2 adhérence parfaite, la continuité de la déformation
tangentielle. Ensuite, par élimination des grandeurs microscopigques, il est possible d'obtenir des relations ne faisant
intervenir que les grandeurs macroscopiques, c'est-a-dire la loi de comportement du matériau équivalent. On donne les
résultats :

(1= wp) Eg v,

WIETVr
+

2
1-vp)

2
hom (1 =vg)

Vi3 =

1-w)E,  wE
+

2 2
1-v)  A-v)
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]

Vhom (1 vhom) A =wy) vg N W Vi
12 13 a- Vs) a "vr)

hom hom
V32 = V12

it

om hom o7 | (} = Wp) Eg wr Er
11 [1 -3 ] +

2 2
A=v9)  (a-v)

om om
33 = E1n
2 hom 2
1 (1-wp) 1 2v Wy 1 2vr . 2(vip )
= - + - -
om E - -~ hom
B35 s a-vo) FE @=vD ) (1 - \I9™) ghom
om
13 = hom
2(1 + Vi3 )
1 1 2(1-wp) (1+vs) 2wr(1+vr)
= = +
" oR" s &
hom hom
Gz~ = G12

Ces expressions constituent la formulation analytique exacte du tenseur de rigidité issue de la méthode de
I'homogénéisation. En effet, les champs de contraintes constants dans chaque constituant vérifient la condition
d'antipériodicité. La condition d'équilibre dans chaque constituant est alors immédiate, a l'interface elle est une
conséquence directe de la condition de continuité du tenseur de contrainte sur cette facette.

Quant au champ de déformation, il vérifie la condition de périodicité. Le probléme est de s'assurer qu'il est
possible de trouver un champ de déplacement tel que :

e = e(w)

Or, les conditions de compatibilité sont assurées dans chaque constituant, car ce sont des relations linéaires
entre les dérivées secondes des composantes de ce tenseur. En tenant compte de la condition de continuité de la
déformation tangentielle & I'interface, on peut affirmer que ce champ de déformation dérive d'un champ de déplacement.

Par conséquent, ces champs de contrainte et de déformation constant par morceau constituent I'unique solution
du probleme d'élasticité de la méthode de I'homogénéisation.

3.2.3 Etude numérique de Vapproche duale de Hill-Mandel

Nous nous sommes intéressés aux problemes élémentaires dans le plan (yy, y2) et nous avons travaillé sur
une cellule de base trés longue dans la direction y3 de maniére a satisfaire I'hypothése de déformation plane.

Le faible pourcentage en volume d'acier et sa disposition géométrique particuli¢re font que le renforcement est
sollicité sur une partie minime du contour comme indiqué sur la fig. I11.10. On congoit alors que la cellule de base se
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fig. 111,10 : Approche duale de type Hill-Mandel,
conditions aux limites pour le probléme de cisaillement pur
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comporte vis-a-vis de cette sollicitation comme un matériau essentiellement constitué de sable. Les calculs conduisent 4
un tenseur de souplesse équivalent trés proche de celui du sable.

Ainsi, I'inégalité (2.12) se trouve vérifiée. Afin de réduire le nombre de noeuds du maillage, nous avons travaillé
sur une cellule de base rectangulaire. Pour le probidme élémentaire de cisaillement pur, nous avons dii modifier les
C-M-m de Hill-Mandel afin de garder I'équilibre global. Nous avons appliqué un cisaillement uniforme différent sur
chaque facette comme indiqué sur la fig. III 10 de fagon & ce que le torseur des forces extérieures soit nul.

Au niveau numérique, nous avons rencontré des problémes d'instabilité sur la matrice de rigidité que nous avons
résolu en ajoutant deux ressorts de rigidité tres faibles, indiqués sur 1a fig. III 10. Ce type de conditions aux limites vérifie
le principe de macro-homogénéité de Hill du chapitre 1.

3.3 GROUPE DE PIEUX

Durant les demigres décennies, on a construit des structures de plus en plus imposantes (off-shore, centrale
nucléaire, ...). Pour reprendre les charges importantes de telles structures, il est nécessaire d'utiliser un grand nombre de
pieux dans un espace réduit, ce qui constitue des groupes de pieux.

Une modélisation rigoureuse consiste 3 prendre en compte chacun des pieux de manidre individuelle. Cette
méthode présente I'inconvénient d'€tre lourde dés que le nombre de pieux devient élevé. Une autre voix consiste 2 faire une
analogie entre l'ensemble pieux-sol et un matériau composite. Dans cette perspective, on est amené a remplacer le groupe
de pieux par un matériau homogéne équivalent. Cette méthode a 'avantage d'étre simple. Postel (1985) a étudié la réponse
sismique d'un groupe de pieux en travaillant sur le matériau homogéne associé.

En off-shore, il existe des picux formés d'un tube cylindrique en acier que 'on enfonce dans le sol par battage.
Au cours de I'enfoncement, des arrangements granulaires particuliers peuvent se former a I'extrémité du pieu entrainant la
formation d'un bouchon de sable tout au long de I'enfoncement, et le pieu reste vide. Comme, nous nous intéressons aux
caractéristiques de I'ensemble pieu-sol en partie courante, et non au phénomene local de résistance de pointe, tout ce qui
suit est relatif & des pieux tres longs, dits flottants, et travaillant essentiellement au frottement latéral. Pour toute I'étude,
on se réfere au repere de la fig. I1L11.

3.3.1 Méthode de I'homogénéisation sur les structures périodiques avec cavités : application aux
groupes de pieux vides
~/

On désigne par Y* la partie pleinede Y etpar Y sa partie vide (fig. 111.12). Les champs de
déplacement et de contrainte n'étant pas a priori définis sur Y, du point de vue théorique, il est nécessaire de les définir
sur la cellule entire par un prolongement, respectant les conditions de continuité de ces champs & la séparation
vide-matériau. En conséquence, le champ de contrainte est supposé nul dans la cavité. Lene (1984) et Duvaut (1977) ont
démontré :

+ la convergence du champ de déplacement lorsque le rapport d'échelle tend vers 0, vers la solution du
probléme d'élasticité du matériau homogénéisé, '

» lindépendance du champ de déformation et de contrainte macroscopique vis-a-vis du prolongement choisi.

Ces résultats conduisent 4 une définition généralisée du champ de déformation macroscopique :

1
Eij = m J' (y n; + u n;) d (dY)
aY

ol dY représente le contour extérieur de la cellule de base.
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fig. IIL11 : Cellule de base pour un groupe de pieux tubés
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2 )\

Y* =y UY

fig. II1.12 : Cellule de base pour le pieu vide

Ce qui permet de définir les composantes du tenseur de souplesse :

1 k
AN - T WP n Py den

Y

En ce qui concerne 1'approche primale comme le champ de contrainte macroscopique est toujours nul dans la
cavité, on obtient :

1 kh
dom _ L | o ay

21v| Y
Y*
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3.3.2 Approche numérique par la méthode de I'homogénéisation
Le diametre extérieur.des pieux est fixé & 0,5 m et I'épaisseur du tube d'acier a2 1 cm.
Nous avons réalisé deux études sur les groupes de pieux vides, et remplis de sol en faisant varier :
» l'espacement des pieux (tableaux II1.8, I11.10),
« du module d'Young du sol (tableaux II1.9, I11.11).

esp hom | _hom hom hom hom_ hom _ hom hom| , hom hom
@| Y |Am |5 Rz |2 |t % |2 % b B0 [V
100 | 0,0139 | 3442 |262,30] 109,20( 129,201 8746 66,23 3381 | 197,7 ] 0,2789{0,4858
150 | 0,00684 | 1642 [226,30] 95,57]103,30] 69,53 61,41 1586 177,50 0,29 | 0,4426
200 | 0,00385} 1012 {21520 91,44} 95,57 64,12 59,78 957,8 1170,10] 0,2943] 0,4219
250 | 0,00246{ 720,10{ 210,30} 89,63 92,22 61,74 59,03 667 |166,10]0,2963| 0,4071
sable seul 201,93{201,93 | 86,53( 86,53 57,70 57,70 150 150 | 0,30 | 0,30

tableay II1.8 : Pieu plein influence de I'espacement des pieux
hom | _hom hom hom hom_ hom _ hom hom] hom hom

Es | ™ [3imn |3933 |Pinze | %2033 |d2i2~% [ %32 “%s | B 57 ws |va
(MPa) (MPa)

50 [0,01539 ] 3303 | 93,43 | 38,07 |44.68 | 31,21 24,21 3282 | 71,94 10,2757 0,4758
100 {0,01539 | 3373 |178,10] 73,76 | 87,20 ] 59,45 45,24 3332 | 135 ] 0,278 | 0,4848
150 }0,01539 | 3442 1262,30]109,201129,20f 87.46 66,23 3381 | 197,7 10,2789 10,4426

tableay I11.9 : Pieu plein influence du module d'Young du sol

e hom | _hom hom hom hom_ hom hom hom| ,,hom hom
(cm) Wr a1111 a3333 al 122 a2233 a1212 _(1}2 a2323 =(%3 Ei E?» v13 v 23
100 | 0,01539 | 3414 |248,601108,90]142,60f 8742 51,42 3354 | 166,20f 0,2783] 0,5675
150 | 0,00684 | 1629 | 220 | 95,45 {109,501 69,51 54,99 1574 | 164 - 10,2897 0,4845
200 ] 0,00385f 1005 [211,60] 91,48 ] 99,11 64,11 56,15 950,9 ]162,70 10,2941 0,4467
250 | 0,00246]715,60] 208 | 89,59 | 94,50 61,73 56,70 662,601161,50 10,2962}10,4233
sable seul 201,931201,93| 86,53] 86,53 57,70 57,70 150 150 | 0,30 | 0,30

tableau I11,10 : Pieu vide influence de I'espacement des pieux
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hom | hom hom hom hom hom hom hom hom hom
E a a a a = = E E
S Wr 1111 3333 1122 2233 | 1212 12 3323 % 1 3 M3 V23
(MPa) (MPa)

50 ]0,01539] 3294 | 89,52 | 38,04 148,55 | 31,20 20,28 3273 | 63,10{0,2755]} 0,5401

100 10,01539 | 3354 {169,401 73,62 | 95.82| 5943 35,94 3313 | 114,904 0,2776] 0,5615

150 [0,01539 | 3414 {248,601108,90{142,60| 87,42 51,42 3354 } 166,20]0,2783 | 0,5675

tableau II1.11 : Pieu vide influence du module d'Young du sol

Espacement des pieux

Les figures II1.13, I11.14 font apparaitre que les coefficients agg%, a}{?rznz et aggg% tendent vers les

caractéristiques correspondantes du sol seul lorsque I'espacement des pieux augmente.

220

19

N (a
200 * 3333 )s
100 . 200 esp(cm)

fig 1 13; pieux remplis de sol,influence de leurs espacements sur
hom
2 3333
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MPa
B o- o A
S
80 T T
100 200 esp(cm)
fig 11 14: pieux remplis de sol,influence de leurs espacements sur
hom hom

a 1122 ¢ 333

Les coefficients de rigidité de cisaillement de 1a fig. III 15 accusent le méme phénomene, dont on peut facilement
donner une interprétation physique. En supposant la validité d'une approche de type Reuss, on peut énoncer :

1 Wy 1 -wp)

= +
Gligom (Gij)r (G ij)s

avec ij = 1,2 ou 2,3

ou comme Gjy 2 (G e W =0 =Gli1jom ~ (Gyps

MPa

U S=(G ij )S

ij=12 ou 23

100 200 esp{cm)

fig JI1 15: pieux remplis de sol,influence de leurs espacements sur

les caractéristiques de cisaillement homogénéisées
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Ainsi, avec I'espacement des pieux, la contrainte macroscopique tend & se répartir au niveau microscopique
de fagon uniforme dans chaque constituant. Ainsi, I'effet de groupe s'atténue avec I'augmentation de ce paramétre.

La fig. 111 16 illustre la variation comparée de a}f(lulnl et de < ajjy; >, elle montre que leur différence ne
dépasse pas 10 % du coefficient longitudinal homogénéisé.

% o (a )
0 ? T ™ ! 1111 ¢
100 200 esp(cm)
fig 111 16: pieux remplis de sol,influence de leurs espacements sur
<a hom

1 > €2 g

La fig. I11.17 montre une différence nettement moins importante entre  Ejhom et < Ey >. Lafig. I11.18

montre que le coefficient de Poisson longitudinal est peu éloigné de celui du sol et s'en rapproche davantage avec
l'espacement des pieux.

4000
MPa

‘ -
0¥ - . 1 E
100 200 esp{cm)
fig I 17: pieux remplis de sol,influence de leurs espacements sur
hom
<E 1 et E 1
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0,32
1 \%
* - s
0,30 ‘ —2
0,28 h/a——r £
1 hom
v
0,26 - 13
0,24
0,22 % o- o 8 v
] a
0,20 T T
100 200 esp(cm)
figII118; pieux remplis de sol,inluence de leurs espacements

sur le coefficient de Poisson longitudinal homogénéisé

Entre les cas du pieu vide et du pieu plein, on constate globalement une faible différence sur les
caractéristiques homogénéisées, c'est une conséquence de la faible rigidité du sol. Une différence sensible a été
observée sur certains coefficients.

La fig. I11.22 montre que la rigidité au cisaillement transversal présente la particularité d'augmenter avec
l'espacement des picux vides, alors qu'elle présente une décroissance dans le cas des pieux pleins. Dans les deux cas, il
y a rapprochement asympiotique vers la caractéristique du sol. On peut remarquer que pour le pieu plein, le

module dYoung transversal (fig. III. 19), la rigidité transversale a:};ggg , (fig. II1.21) ont des valeurs plus
importantes que leurs homologues obtenus dans le cas du pieu vide.

Par conséquent, ia fig. II1.20 montre que le coefficient de Poisson transversal des groupes de pieux vides est

200

MPa 190 -

180 A
B pieu plein
® pieu vide
B Eg

170
s

160 -

150 4 L i3

140 T T
100 200 esplem)
fig 111 19: influence de I'espacement des pieux sur le module

d' Young transversal homogénéisé
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MPa

pieu plein
pieu vide
v

o n e

Vr

0,3 % o & ]
0,2 - T
100 200 esp(cm)

fig 111 20: influence de l'espacement des pieux sur le
coefficient de Poisson transversal homogénéisé

MPa

B pieu plein
¢ pieu vide
2 sol

200 ¥ — T
100 ' 200 esp(cm)
fig 11 21: influence de I'espacement des pieux sur
hom
3 3333
70

MPa

@ pieu plein
® pieu vide

7 sol
<
50 v T
100 T 200 esp(cm)
fig1I122: influence de 'espacement des pieux sur
a hom
2323
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plus important que celui de son homologue pour les pieux remplis de sol. La fig. III.23 met en évidence qu'il en est

de méme pour le coefficient de rigidité agggn&

150
MPa 140
130
_] B pieu plein
120 ® pieu vide
110 - B sol
100 -
90 -
80 '
100 200 esp(cm)
fig I 23: influence de I'espacement des pieux sur
hom
32233

Enfin, toutes les courbes font apparaitre le rapprochement de ces coefficients vers ceux du sol.

Module d'Young du sol

Les fig. 111.24, 25, 26 montrent un accroissement linéaire des coefficients a§§‘3“3, arl“frznz, ag%‘:;, a‘}?{‘z

et agg% en fonction du module dYoung dusol.

300
MPa
200 1
100 -
0 e T
40 60 80 100 120 140 160 ES(MPa)
fig 111 24: pieux remplis de sol,influence du module d' Young du sol sur
hom
4 3333
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140
120
MPa ) a hom ahom
100 2233 — 1122
80
60 -
] A
40 - s
20 ¥ 1 v 1) v L v ] hf L { M (MP )
40 60 80 100 120 140 160 EgUTR
fig 111 25; pieux remplis de sol,influence du module d'Young du sol sur
hom et a hom
31122 2233
100
MPa 1
80 - hom . . hom
4 a 2
1212 BB
60 -
40 -
20 4 | s ,
¢ +—r—r—r—a—-rr—r—T—T—T—T7—" £ (MPa)
40 60 80 100 120 140 160 s
fig IT1 26: pieux remplis de sol,influence du module d'Young du sol sur

sur les coefficients de cisaillement homogénéisés

La fig. II1.27 fait apparaitre que le module d'Young dusol n'a pas beaucoup d'influence sur a}i(l)rlnl

et que cette valeur reste peu éloignée de la rigidité longitudinale moyenne.
Pour le coefficient de Poisson longitudinal homogénéisé, la fig. 111.29 suggere la méme remarque.

La fig. 111.28 confirme l'assimilation du module d'Young longitudinal homogénéis¢ a sa valeur moyenne.
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4000 . J" <a

>
MPa ] :— 1;* a 1111
3000 -
hom
1 a
1111
2000
1000 -
: @y
& —a
0 1 T E (MPa)

40 60 80 100 120 140 160 °

figl 27: pieux remplis de sol,influence du module d'Young du sol sur
hom
<a g1 2% ?
3400
3380
MPa 1
3360
3340
3320
3300 -
3280 E (MPa)
40 60 80 100 120 140 160 s
fig IT1 28: pieux remplis de sol ,influence du module d'Young du sol sur
<E _ >etg Nom
1 1
0,32
030 ¢ . * v S
0,28 o— — W a ? v hom
1 13
0,26
0,24
0221 ® o a &— v
p r
0,20 LANNRNN BN e T T T T E (MPa)
40 60 80 100 120 140 160 s
fig 11X 29: pieux remplis de sol,influence du module d'Young du sol

sur le coefficient de Poisson longitudinal homogénéisé
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différence entre les cas du pieu vide et plein.

Les fig. TI1.30 et I11.32 montrent que le module d'Young et le coefficient de rigidité transversaux
homogénéisés du pieu vide sont inférieurs A leurs homologues du pieu plein. Par ailleurs, on constate un

accroissement linéaire de ces coefficients.

Pour le coefficient de Poisson transversal homogénéisé, la fig. II1.31 fait apparaitre logiquement des valeurs

plus modestes dans le cas du pieu plein. Et pour lequel, il accuse la particularité de présenter un maximum.

200
MPa
@ pieu plein
100 - L pieu vide
a Eg
0 v T T T T T E (MPa)
40 60 80 100 120 140 160 °
fig 11 30: influence du module d'Young du sol sur le module
d'Young transversal homogénéisé
0,6
/: °
0,5
| o . \ B pieu plein
® pieu vide
0,4 a Vg
| ° Ve

031 o .. ]
0,2 T | N R S | T Y E (MPa)

40 60 80 100 120 140 160 s

fig 111 31; influence du module d'Young du sol sur le coefficient

de Poisson transversal homogénéisé
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300
MPa l
200 -
8 pieu plein
J ® pieu vide
B sol
100 .
0 hil ¥ M I L H r v i T

E Pa
40 60 80 100 120 140 160 s(M )

fig II1 32: influence du module d'Young du sol sur
hom

3 3333

Sur la fig. I11.34, on note une position relative identique du coefficient atécz)gn:; entre les cas du pieu vide
et plein.

Les coefficients agg% de la fig. I.33 mettent en évidence une variation linéaire avec une particularité :

le coefficient du pieu vide devient inférieur 2 la valeur correspondante du sol lorsque son module d'Young dépasse 70
MPa environ.

70
60 -
MPa .

50 -
1 B  pieu plein

40 ® pieu vide
4 B sol

30

20

10 ~Y R am | | pE— T T

40 60 80 100 120 140 160 =g MPY

fig 11 33: influence du module d'Young du sol sur
hom
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160
140
MPa 1
120 A
100 - B pieu plein
7 : ®  pieu vide
80 - 2 sol
60 -
1
40 -
20 LA B AN D A B R B
E (MPa)

40 60 80 100 120 140 160 s

fig I11 34; influence du module d 'Young du sol sur

hom

2 2233

3.4 COMPARAISON NUMERIQUE DE L'APPROCHE PRIMALE DE LA METHODE DE
HILL-MANDEL ET DE LA METHODE DE L'HOMOGENEISATION

Pour I'approche primale de Hill -Mandcl, lcs problémes élémentaires restent a priori tridimensionnels.
Cependant, pour des matériaux i renforcement unidimensionnel, on peut choisir une cellule de base ayant une
longueur dans la direction y; des {ibres trés importantes vis-2-vis de ses dimensions transversales dans le plan
(y2, ¥3). Ce qui justifie I'nypothése de déformation plane prise pour la résolution des problémes élémentaires dans le
plan transversal.

Pour déterminer les champs de déplacement v, nous avons repris les développements de la méthode de
I'homogénéisation, en remplagant les conditions de périodicité par des blocages sur la phériphérie de la cellule de base
permettant de satisfaire les conditions aux limites sur le champ dc déplacement total, soit

u=Ey sur oY

Nous présentons, en annexc 4, une ¢tude compartive numérique de manitre 2 illustrer le résultat du
§ 2.5.2.1.



2eme PARTIE

THEORIE DE L'HOMOGENEISATION

EN COMPORTEMENT NON LINEAIRE

Cette partie est composée de deux chapitres.

Au chapitre IV, nous rappelons les principaux points théoriques permettant la détermination du domaine
de résistance équivalent, plus particuli¢rement, nous insistons sur les développements liés 4 la disposition
géométrique de type stratifi€ ; ce qui permet, aprés avoir associé un matériau multicouche a la terre armée, de faire
une étude comparative numérique des résultats donnés par le critére homogénéisé en déformation plane, et sa version
simplifiée.

Apres avoir défini le domaine d'élasticité initial équivalent, I'allure du critere d'élasticité homogénéisé est.
étudié numériquement sur deux exemples de matériau multicouche : terre armée et les colonnes ballastées.

Au chapitre V, nous donnons les principaux résultats de la théorie de 'homogénéisation en phase
élastoplastique. Aprés une présentation de la formulation variationnelle, on décrit le programme utilisé (Pecplas) pour
la détermination des lois d'évolution macroscopiques.



Cet outil de calcul est ensuite utilisé pour la détermination des lois d'évolution de la terre armée. et des
colonnes ballastées. Des essais numériques ont été réalisés en appliquant une consolidation isotrope puis un tenseur
de contrainte macroscopique a direction fixe jusqu'a la rupture. Les résultats ont permis de mettre en évidence
l'anisotropie du matériau. Ensuite nous présentons une application de la technique de 'homogénéisation pour un
réseau de colonnes ballastées sous fondation rigide, ce qui permet de vérifier les hypothéses introduites dans ce type de
calcul.

Nous constatons que le modele de comportement €élastoplastique du matériau multicouche homogénéisé
posséde deux variables internes, ce qui permet de comparer les courbes d'évolution issues de cette modélisation avec
celles obtenues par éléments finis.

Nous terminons par une mise en évidence de la manitre dont s'effectue I'écrouissage du domaine
d'élasticité.

.
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Application 4 la terre armée et aux colonnes ballastées

4.1 GENERALITES

La connaissance de la limite de rupture d'une structure permet de mieux appréhender son dimensionnement.
Les approches statiques et cinématiques du calcul 4 la rupture (Salengon (1983)) permettent d'encadrer le domaine de
stabilité d'une structure. Pour des ouvrages en terre arméce présentant de fortes hétérogénéités, il est nécessaire, pour
obtenir un encadrement serré, d'imaginer des champs de contrainte pour I'approche statique, ou de déformation pour
l'approche cinématique, nettement plus complexes que ceux résultant d'une étude sur des matériaux homogenes.

Dans cette perspective, Ciss (1985) a développé, en s'inspirant des travaux de Pastor (1983), Pastor,
Turgeman (1983), Turgeman (1983), un code de calcul aux éléments finis permettant d'approcher par l'intérieur et
'extérieur le domaine de rupture de la terre armée. Malgré 'utilisation d'un maillage serré, I'encadrement de la charge
limite reste trés grossier. . ’

Face 2 ces difficultés, I'idée naturclle est de remplacer les milieux hétérogénes par un matériau homogeéne
équivalent, avec 1'idée de pouvoir reprendre les méthodes d'investigation développées pour les structures homogenes.
Ce type d'approche est conditionné par la connaissance du domaine de résistance du matériau équivalent ; c'est ainsi
que Suquet (1983) [4] et de Buhan (1986) [3] ont introduit les concepts fondamentaux permettant la détermination
théorique d'un tel critére. Ces auteurs considerent le  V-E-R  comme une structure dans laquelle ils définissent les
espaces des champs de contrainte statiquement admissibles, et de déformation cinématiquement admissible.

Par application des méthodes du calcul a la rupture, ils aboutissent 4 la détermination du critére de rupture
du matériau homogene équivalent. de Buhan , Talicrco (1988) ont constaté la bonne concordance des résultats
théoriques avec les données issues d'essais expérimentaux sur des matériaux composites fibrés.

Plus spécifiquement, des applications sur des structures de Génie-Civil ont été proposées par :

. de Buhan (1985) 2],
. de Buhan, Salencon (1987)

. de Buhan, Mangiavacchi, Nova, Pclligrini, Salengon (1989)
. Salengon (1985)
. Salengon, de Buhan (1989)

Elles ont permis d'améliorer les bornes supéricures connues du domaine de stabilité de certaines structures
classiques.

Un autre aspect important du comportement non linéaire des matériaux est la détermination de leur limite
d'élasticité initiale. Ce qui permet une approche du dimensionnement des structures en évitant toute plastification.
4.2 DOMAINE DE RESISTANCE DU MATERIAU EQUIVALENT

Nous reprenons les hypothéses du calcul a la rupture. Les matériaux obéissent & une foi de comportement
élastique - parfaitement plastique. Ils suivent une loi d'écoulement plastique associée, ce qui assure les équivalences

des approches statiques et cinématiques du domaine de résistance.

Il existe plusieurs méthodes permettant de définir le critere de rupture du matériau équivalent ; elles
s'apparentent aux C-M-m énoncés au chapitre 1.
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4.2.1 Méthode de Hill-Mandel

4.2.1.1 Approche primale

»  Approche statique

On introduit I'espace des champs de contrainte statiquement admissible :
sA® - (o 1q divy 0=0 dms Y e Oonl =0 suT}

Ce qui permet de donner la définition statique du domaine de résistance :
DRP -z iq3cesa®?, <o>=%, ce DRy }

e Approche cinématique

L'espace des champs de déplacement cinématiquement admissible est donné par :
CA®™P = {utg u=Ey sur Y }

le convexe du matériau équivalent est alors défini a partir de sa fonction d’appui par :

]
7P (E) = inf (<t (e(u))>, u e CA®P )
dans laquelle :

n(e(uw) = sup {G:c(u) , o€ DR(y) }

Dans l'espace R6 des contraintes, I'équation de I'hyperplan tangent au convexe équivalent est alors
donnée par :

Z:E=n (B

Les composantes du tenseur E  définissent les coordonnées de la normale a Phyperplan.

4.2.1.2  Approche duale

«  Pour l'approche statique, on définit au préalable I'cspace des champs de contrainte statiquement
admissible :

sa% = (o1 divy 6=0 duns Y,
on = Zn sur 3Y, et Jonl = 0 sur T}

d'oti la définition du domaine de résistance équivalent :

efd

DR efd

={Zig 3oe SA L=<o0>
ceDRly)y , VyeY}
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«  Pour I'approche cinématique, on introduit I'espace des champs de déplacement cinématiquement
admissible :

C Aefd ={u}
On définit alors la fonction d'appui :
fd
2£° = inf { < ®le@) s , ve CAC }
4.2.2 Méthode de I'homogénéisation
. Approche statique
On définit I'espace des champs de contrainte statiquement admissible par :

SAhom ={otq divyo= 0 sur Y, o est Y périodique, Oonl =0 su T}

Le convexe homogénéisé est alors défini par :

ho hom

DR™™ = {Z g 3oe SA , T=<0>0eDR(y) VyeY}

. Approche cinématique

On donne I'espace des champs de déplacement cinématiquement admissible par :

CAhom ={utqu=Ey+v avec v Y périodique }

La fonction d'appui du convexe dans la direction E est alors :

h
Ttom(E) =inf { < mw(e(u) > . u e CAhom }

On voit facilement que :

SAefd = SAhom & SAefp

ce qui conduit 2 un encadrement du domaine de résistance du matériau homogénéis¢ :

hom efp

DR c DR™™ < DR
Désormais, nous prendrons I'hypothese de convexité sur les crittres de chaque constituant, ce qui
permet d'assurer la convexité du domaine de résistance ¢quivalent.

4.2.3 Etude du matériau multicouche 2 deux constituants par la méthode de
I'homogénéisation

De fagon a réaliser une étude simplifiée sur des structures hétérogénes comme les colonnes ballastées ou la
terre armée, on leur associe un matériau multicouche équivalent. Cette hypothése permet en outre de travailler en
déformation plane dans la direction y3, cn prenant le repere de la fig. IV.1.
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fig, IV.1 : Matériau multicouche
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4.2.3.1  Résultats théoriques
Conformément A de Buhan (1986) [3], on rappelle brievement les résultats dont on va se servir ;
a) Tridimensionnelle

3 (o, o)) € DR x DRy

e DRhom = Z=w O, + wg O

On remarque que les champs de contrainte microscopiques sont constants par morceau. Si la recherche
s'effectue pour des composites & deux constituants, en tenant compte de la condition de continuité 3 l'interface,
l'espace des champs de contrainte statiquement admissible est un sous cspace vectoricl de dimension 9 de l'espace de
dimension infinie SAhom,

b) Bidimensionnelle

Les structures en terre armée s¢ prétent bicn a 'hypothese de déformation plane car elles sont infiniment
longues dans une direction de I'espace. Conformément & Salengon (1983), on considere des critéres en déformation
plane pour chaque constituant, ¢t pour lesquels on conserve les ancienncs notations. Ces critéres dépendent
uniquement de 1'état de contrainte dans l¢ plan de déformation. En se réferant au repére de la fig. IV.2, on détermine le
convexe homogénéisé dans 'espace tridimensionnel des contraintes macroscopiques dont les composarntes sont prises
sous la forme :

C1p1 I3 J2 )



x2
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fig, IV 2 : Etude bidimensionnelile de la terre armée

x1
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Il est alors possible de donner une expression trés simple du convexe homogénéisé, en désignant par dry
etdrg les projections des domaines DR, et DR sur le plan de coordonnées (Zp2, V2 £19):

(222, \/; 212) €dl'r @] drs
T e DR™™ -

- +
211Zp0 /2 L1 £ Iy S I Eg /—2212)
t + +
avec, Iy = W Oy + W (0'“)s

en se fixant un couple (2, V2 Z12), on définit pour le matériau renforgant (pour le sol il suffit de remplacer les
indices r par s)

sup {(Gll)r ) ((Gll)r » 222 ’ \/-i 212) € DRI’ }

©11%

@7 = inf (@) + (O » T » V2 T € DR, }

A partir de ces expressions, il est possible, en fixant le critére de rupture de chaque constituant, de créer un
programme de calcul déterminant le convexe homogénéisé dans un plan de pression moyenne constante. En cherchant
l'intersection de ce critére avec plusieurs plans, on peut sc faire une idée de sa représentation spatiale.

4.2.3.2 Application a la terre armée
4.2.3.2.1 Critére bidimensionnel simplifié de la terre armée

Comme la proportion en volume dc I'acier cst trés faible vis-a-vis de celle du sol, de Buhan (1985) [1] et
Siad (1987) ont proposé d'assimiler la terrc armée 2 un matériau multicouche avec une épaisseur d'acier nulle ; ce qui
conduit 4 la définition suivante du domaine dc résistance :

2:=<ss+<'5r

o. € DR
% e DRMO™ & s s
"00 S (cll)r S 00

(cij)f=0 i1 ou j=1
o, représente la résistance 2 la traction-compression des armatures par unité de longucur dans la direction  yj.

Nous allons maintenant considérer que Ic sol obéit & un critere de Mohr-Coulomb en déformation plane
dont I'expression est :

((622)5 - (011)5)2 2
o, € DRS =4 1 + (012)5 +

1 ;
; [(csll)S + (022)51 sin @y < 0

En travaillant dans le repére de contraintes précédemment défini, ce crittre est représenté par un demi-cone :
*  desommet 0,

«  d'axe la droite des contraintes isotropcs,
+  dangle au sommect Py défini par g dg = sin @
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La définition précédente implique que le convexe homogénéisé simplifié est engendré par la translation de
ce demi-cone parallélement a I'axe des contraintes X.;1, l'abscisse de son sommet restant a l'intérieur du segment
[S1,S2] avec:

Nous donnons sur la fig. IV.3 un organigramme permcttant de situer un état de contrainte par rapport a ce
convexe simplifié. Il a servi de support 2 la réalisation d'un programme déterminant l'intersection de ce convexe avec
un plan a pression moyenne donnée.

4.2.3.2.2 Caractérisation du multicouche associé

Les armatures travaillent essenticllement en traction-compression ; par conséquent, le matériau
multicouche associé doit conserver cette capacité de résistance des armatures. Si I'on considére que l'acier obéit a un
critére de Tresca, il faut alors satisfaire :

@) C,E L w=CS§

C, et C) représentcnt respectivement la cohésion de l'acier dans la terre armée et le matériau
multicouche associé.

4.2.3.2.3 Comparaison des critéres homogénéisés bidimensionnels et de son
homologue simplifié

Dans le cas de matériaux obéissant 3 un critére dec Mohr-Coulomb, les expressions analytiques du convexe
bidimensionnel homogénéisé proposéces par Talierco, Sacchi Landriani (1988) sont d'un maniement délicat. Nous
avons préféré utiliser les expressions de la théorie générale du paragraphe précédent.

Sur cette base, nous avons développé au laboratoire des programmes déterminant, dans un plan 3 pression
moyenne donnée, les convexes bidimensioncls :

»  homogénéisé,
«  homogénéisé simplifié de la terre armée

Du point de vue numérique, nous avons repris les caractéristiques dimensionnelles données sur la fig. I11.2.
Le sol obéit a un critére de Mohr-Coulomb, ct l'acicr A un critére de Tresca dont les caractéristiques mécaniques de
cohésion et d'angle de frottement internc sont :

Cs = 0 (ps = 30°
Cr = 120MPa ¢y = 0

Nous lui avons associé le multicouche 3 introduit au § 3.2.12.

Larelation (4.1) donne alors, C'y =6 MPa, soit :

co = 2C'r Wy = 0,094 MPa
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ETAT DE CONTRAINTE:

2
&
R,

n
n
n
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C

E -

0

E-C

E-C

I-C

R-S

= extérieur du convexe
= intérieur du convexe

= rupture du sol seul

= rupture du sol et

des armatures

2

. 2
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2 4
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12
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2
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2

4
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fig. 1V.,3 : Situation d'un état de contrainte par rapport

au convexe simplifié de la terre armée
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Nous comparons les intersections de ces convexes avec différents plans de pression moyenne :

« PM = 0 (fig. IV.4 et la fig. IV.5)
+ PM = -005MPa (fig. IV.6 et 1a fig. IV.7)
+ PM =-03MPa (fig. IV.8 et 1a fig. IV.9)
+ PM =-05MPa (fig. IV.10 et la fig. IV.11)

Sur ces figures, nous avons repéré le plan déviatorique par deux axes représentant :

In-Ip

U=
V2

Nous notons une trés bonne concordance des résultats de ces théories, ce qui confirme 'hypothése de travail

en traction-compression des armatures. Pour PM =0 et PM = - 0,05 MPa, le critére de rupture homogénéisé
présente deux parties distinctes que nous avons repéréespar Bg et Cy sur la fig. IV.4. Pour PM =-0,3

MPa et PM =~ 0,5 MP3, le critére se découpe en trois parties notées Ad, Bd, Cd sur la fig. IV.8.

Ces parties correspondent A différents modes de rupture de la terre armée :

. pour Ay, rupture du sol et des armatures en compression
. pour B4, rupture du sol seul
+  pour C4q, rupture du sol et des armatures en traction
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0,04
W(MPa)
0,02 -

0,00 %

o

-0,02

-0,04 v T v T T T Y T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
figlV 4 terre armée,critére de rupture homogénéisé
dans le plan PM=0

U(MPa)

0,00

0,02

-0,04
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
figIVvs; terre armée,critére de rupture homogénéisé simplifié
dans le plan PM=0

U(MPa)
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0,1

W(MPa)

0,0

0,1 v Y T T T U(MPa)
-0,1 0,0 0,1 0,2
figlV 6: terre armée,critére de rupture homogénéisé
dans le plan PM=-0.05 MPa

0,1
W(MPa)
0,0 -
-0,1 v T v T r U(MPa)
- 0 [} 1 0 ’ 0 0 9 1 0 3 2
figlvi: terre arméecritére de rupture homogénéisé simplifié

dans le plan PM=-0.05 MPa
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W(MPa)

-0,3 MANS RUNEL S S SRS REN S SNMS SE SRS asn M U(MPa)
-0,3 -0,2 -0,1 6,0 0,1 0,2 0,3 0,4
figlV.8; terre armée,critére de rupture homogénéisé
dans le plan PM=-0.3 MPa

W(MPa) 1
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-0,2 1

-0,3 LA SR S S SN SR R M S 'l T UMPa)
-0,3 -0,2 -.0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

fig1V 9; terre armée,critére de rupture homogénéisé simplifié
dans le plan PM=-0.3 MPa
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0,4
W(MPa)

0,2
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-0,2

-0,4 U(MPa)
-0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6

figlV 10: terre armée,critére de rupture homogénéisé
dans le plan PM=-0.5 MPa
W(MPa)
U(MPa)
-0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6
figlv1L: terre armée,critére de rupture homogénéisé simplifié

dans le plan PM=-0.5 MPa
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4.3 DOMAINE D'ELASTICITE INITIAL DU MATERIAU EQUIVALENT

Pour un composite a deux constituants, a interface [I' parfaite, on désigne par DE®d le domaine
d'élasticité du matériau équivalent :

eq eq '
DE = {Z306(y)e SA, VyeTVieP, ona Jre(oyltl =0, Z=<06>Vy f .0 <0,
o=ae)

SA™ désigne I'espace des contraintes statiquement admissible, dont les formulations précises sont données
au § précédent suivant le type de méthode envisagée.

fe(y,0) représente la surface de charge enun point y du V-E-R.

t désigne un vecteur quelconque du plan tangent 2 l'interface.

La condition de continuité de la déformation dans le plan tangent & l'interface implique que 1'état de
contrainte microscopique doit vérifier une condition supplémentaire par rapport a l'approche a la rupture, ce qui
implique I'inclusion évidente :

~ pE"lc DR
4.3.1 Méthode de I'homogénéisation pour le multicouche

D'aprés ce qui vient d'étre introduit, on peut écrire :

h

DE hom

M . (% 3o(y)e SA™™, VyeTl (eij)s (O5y) = (4 (oY) pour

G =1, (1,3, 33) , Z =<0 > Vy f,(y,0)<0}

D'apres le chapitre 111, on peut dire, qu'en phasc élastique, les champs de contrainte microscopique sont
constants par morceau dans chacun des constituants ce qui permet de donner la définition suivante du domaine
d'élasticité homogénéisé pour un multicouche a dcux constituants :

DEhom= {Z, 3 Ur, O'S avee (CU)S (0-3)= (ci_])f (cl')’ (l-.l) =(11) ou (173) ou (3,3)
Z=w o, + ws O, (fo)r (cr)<0 et (fo)s (os) <0 et cr.n:css.n}

Si les matériaux sont sollicités en déformation plane dans la direction  y3, les relations de 1'élasticité
s'écrivent :

(1 +vr)

4.2) €1y = —g— (O A=) ~ @) ]
1+ vs)

(4.3) 1)y = —5— (@15 (1=v9) = (@) V]

S

comme linterface est parfaite

e11)r = (e11)s
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soit alors (611)1' (1 _Vr) - (022)1- Vr =k [(Gll)s (l —VS) '(022)5 Vs]

1 +vy) E

avec k= ——o
¢! +vr) Eg

Le champ de contrainte doit satisfaire :

44 I3 = v Ogpr + Ws O1p)s
@.5) Iy = Ok = (O2)s

(4.6) 2 = (‘;12)r = (012)s

ce qui permet d'écrire :

@7 (1) = Hs Iy + I Zyp
(4.8) Orpr=H 2y + L 25

1- Vg 1
(49) avec Hg= w, k + wgl®
1- \A

4.10 I. = ~-H
( ) S S Wr (1 -Vr)
@.11) T + -1
. = —_ w,
}lf ws 1 - Vs k T
vy - v, k1)
(4.12) =-H w
Ir T s (1 "Vs)

en injectant (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) dans les expressions de (fe)s et (fe)r, on obtient :

DEP

OM - {Z1q Fg(D)<0 et F (<0}

Dans l'espace des contraintes macroscopiques Fs et F; désignent respectivement les zones pour
lequelles le sol et l'acier restent en phase élastique. Le domaine d'élasticité homogénéisé est l'intersection de ces
zones.

4,3.2 Etude numérique

Dans le plan déviatorique des contraintes microscopiques repéré par (U, W) le critere de Mohr-Coulomb
est limité par un cercle. Par conséquent, dans le plan déviatorique des contraintes macroscopiques, les courbes Fr=0

et Fg =0 délimitant le domaine élastique sont des portions de conique.
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Nous avons développé un code de calcul permettant de déterminer l'intersection de ce domaine d'élasticité
homogénéisé avec un plan PM = cte.

Nous présentons deux études sur les matériaux :

. terre armée,
. colonnes ballastées.

On vérific en annexe 5 que les portions de coniques délimitant alors le domaine d'élasticité sont des parties
d'ellipse.

11 nous a semblé intéressant de présenter la position du domaine d'€lasticité par rapport au domaine de
résistance.

4.3.2.1 Terre armée

On reprend le multicouche précédent pour lequel les caractéristiques élastiques des constituants sont
données au chapitre IT1.

Sur les fig. IV.12, V.13, IV.14, le domaine d'élasticité est représenté par une seule ellipse qui correspond
A l'entrée en plastification du sol, ce qui signifie qu'elle se trouve a l'intérieur de l'ellipse délimitant I'entrée en
plastification de l'acier.

0,1
W(MPa)
B DR hom
0,0 - ¢ DE hom
-0,1 - . . — U(MPa)
-0,1 0,0 0,1 0,2
figIV 12; terre armée, domaines de résistance et d'élasticité

homogénéisés dans le plan PM=-0.05 MPa



Chapitre [V - Etude des domaines de résistance et d'élasticité macroscopiques
Application 2 la terre armée et aux colonnes ballastées

0,2
W(MPa)
0,1 -
@ bR o
I
0,0 - DE
-0,1 -
-0,2 v T v T ' T v U(MPa)
-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2
figIV 13: terre armée, domaines de résistance et d'élasticité
homogénéisés dans le plan PM=-0.1 MPa
0,2
W(MPa)
0,1
- hom
DR
h
0,0 e pg "
-0,1
-0,2 ' T r T Y T v 1 Y U(MPa)
-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3
figIV 14: terre armée, domaines de résistance et d'élasticité

homogénéisés dans le plan PM=-0.15 MPa



Chapitre IV - Etude des domaines de résistance et d'élasticité macroscopiques
Application 2 la terre armée et aux colonnes ballastées

Sur les fig. IV.15 et IV.16, le domaine d'élasticité est limité par deux courbes. On peut remarquer que la
zone relative & la plastification de I'acier peut étre assimilée 3 une droite parallele Al'axe W,

W(MPa) .
0,2

hom

* DE hom

-0,3 1 T T T 7 T Y T T U(MPK)
-0,3 -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
figIV 15 terre armée, domaines de résistance et d'élasticité
homogénéisés dans le plan PM=-0.3 MPa

0,4
W(MPa) 4
0,2

-0,4 ¥ T v T v T Y U(MPa)
-0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4
figIV 16 terre armée, domaines de résistance et d'élasticité
homogénéisés dans le plan PM=-0.4 MPa
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En effet, 'expression numérique de ce convexe (annexe 5) montre que les coefficients pondérateurs de .
%11 etde Iz sont environ 100 fois plus grands que ceux de  Xi2, et l'ellipse A un grand axe dans la direction

W trds supérieur A son petit axe dans la direction U. Ainsi, pour le niveau de contrainte qui nous intéresse, Zi2

a peu d'influence sur I'équation de l'ellipse. A l'intersection des limites de ces deux zones, nous sommes sur un point

anguleux dit singulier du domaine élastique, a priori, au niveau microscopique, les deux constituants ont la
possibilité de plastifier. Par conséquent, si, au cours de la détermination de la réponse contrainte-déformation
macroscopique, on tombe sur un tel point, on ne peut rien dire a priori sur I'évolution de la plastification qui semble
dépendre du chemin de chargement macroscopique.

Sur les fig. IV.12, 13, 14, 15, on note l'existence de points de contacts entre les domaines d'élasticité et de
rupture qui doivent correspondre a des ruptures du matériau homogénéisé, juste 2 la sortie de la phase élastique. Ceci
laisse entrevoir la possibilité d'obtenir un comportement élastique parfaitement plastique sur des chemins de
sollicitations macroscopiques particuliers.

4.3.2.2 Colonnes ballastées
Pour cette étude, nous avons modélisé, un réseau de colonnes ballastées par un matériau multicouche de
fagon A conserver la proportion en volume du sable de la colonne et celle du sol. Sur la fig. IV.17, nous donnons les

caractéristiques géométriques et mécaniques retenues. Sur les fig. IV.18, 19, 20, 21, on retrouve la présence de deux
zones de plastification, et par conséquent I'existence de points singuliers anguleux a leur intersection.

y2

Colonne ballastée

|~
o
4
N
w
—

en sable
Sol argileux —
- Y
y1
caractéristiques mécaniques
élément renforgant, vi=03 E, =200 MPa-
colonne de sable 9,=35° C, =0
élément sol V=03 Eg=10MPa
‘Ps=20 Cg=0.01 MPa

fig IV 17:  Caractéristiques dimensionnelles et mécaniques d'un sol
renforcé par des colonnes ballastées
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Application 2 la terre armée et aux colonnes ballastées

0,04
W(MPa)
0,02 -
hom
- @ DR
0,00 * DE hom
-0,02 4
'0,04 M v U(MPa)
-0,04 -0,02 0,00 0,02 0,04
figIv 18: colonnes ballastées, domaines de résistance et d'élasticité
homogénéisés dans le plan PM=-0.05 MPa
0,10
W(MPa) )
0,05 y
] z hom
4 2 a
- ° DR
0,00 : e pg hom
-0,05 ]
-0,10 — . - U(MPa)
-0,1 0,0 0,1
figIV 19:

colonnes ballastées, domaines de résistance et d'élasticité
homogénéisés dans le plan PM=-0.1 MPa
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Application 2 la terre armée et aux colonnes ballastées

0,1
W(MPa)
B DR hom
0,0 - ® DE hom
0,1 v T v U(MPa)
-0,1 0,0 0,1
fig1V 20; colonnes ballastées, domaines de résistance et d'élasticité
homogénéisés dans le plan PM=-0.15 MPa
0,2
WMPa)
0,1
4
@ pr o
0,0 ¢ DE
-0,1
-0,2 v T g T v T v U(MPa)
-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2
fig IV 21; colonnes ballastées, domaines de résistance et d'élasticité

homogénéisés dans le plan PM=-0.25 MPa



CHAPITRE V

HOMOGENEISATION EN PHASE ELASTOPLASTIQUE

ETUDE NUMERIQUE SUR LA TERRE ARMEE ET LES
COLONNES BALLASTEES

5.1 ASPECT THEORIQUE
5.1.1 Déformation plastique macroscopique
5.1.2 Résultat de convergence

5.2 ADAPTATION NUMERIQUE EN VUE DE L'OBTENTION DE LOIS D'EVOLUTION
MACROSCOPIQUES
5§.2.1 Formulation variationnelle
5.2.2 Discrétisation aux éléments finis
5.2.3 Adaptation du code Pecplas

5.3 SIMULATION NUMERIQUE SUR DES STRATIFIES
5.3.1 Nature des simulations
5.3.2 Application a la terre armée
5.3.2.1 Approche primale de la méthode de Hill - Mandel
5§.3.2.2 Méthode de 'homogénéisation
5.3.2.2.1 Comportement associé du sable
5.3.2.2.2 Comportement non dilatant du sable
5.3.3 Application aux colonnes ballastées
5.3.3.1 Approche primale de la méthode de Hill - Mandel
5.3.3.2 Méthode de I'homogénéisation

5.4 MODELISATION DU MATERIAU MULTICOUCHE HOMOGENEISE

5.4.1 Modele a deux variables internes
5.4.2 Modélisation de I'écrouvissage du domaine élastique
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Chapitre V : Homogénéisation en phase élastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

5.1 ASPECT THEORIQUE

En considérant un comportement élastoplastique des constituants, on donne I'approche locale permettant la
détermination de la loi d'évolution du matériau équivalent pour un chemin de contrainte macroscopique imposé.

'divy c=0 dans Y (5.2)
A): 0 + ¢ = eu) dans Y (5.3)
< 6> = Xt
fo(y, 0) < 0 deP = 0
(5.1)
of, of,
* ——:do 20 deP = dh — , dA 20
Jc Bl
fo(y, 0) = 0
of,
* —:d6 <0 deP = 0
o
L+C -M-m

Z(t) représente le tenseur de contrainte macroscopique a un instant du chargement.

En multipliant (5.3) par le tenseur de concentration de contrainte, et en passant 2 la valeur moyenne, on

obtient :
A c&a kh Ceql;h | Ceqﬂh ..
< Ajjlm Slm ( Z)ij > + < ( z)q ejj> = < ( 5 Jij eu(u) >
On peut écrire d'apres le chapitre I que :
' kh kh
Ajjlm €}’ = elm @)
En tenant compte du principe de macro-homogénéité de Hill-Mandel :
kh
< Aijlm O'lm (Cezq)u > = <ejn (ukh) O'lm >
kh
=< gpfu ) > < Sim >
= Akﬁllm 2lm
de la méme maniere :

kh
< (C;q)ij eij(u) > < (C):)i‘gh > <eij(“) >

< epp(v) >

= Eg



Chapitre V : Homogénéisation en phasc élastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

ce qui donne finalement :
5 Ceq kh P, E
(5.4) Aidhim Iy + < ¢ Dy & 0.0 > = Egy

La réduction du 2e terme de cette équation suppose la connaissance de la répartition des déformations
plastiques sur le V-E-R. Elles déterminent aussi le potentiel moyen sur le  V-E-R  qui est le potentiel de
dissipation du matériau équivalent conformément a Suquet (1980) (1] et Francfont, Nguyen, Suquet (1983). Par
conséquent, le matériau équivalent posséde une infinité de variables internes qui sont les déformations plastiques
microscopiques. Le probléme d'évolution élastoplastique est indissociable de son homologue microscopique.

C'est ainsi que Suquet (1983) [5] a proposé une modélisation simplifiée comportant un nombre fini de
variables internes. Plus particulidrement, Andrieux (1983) a proposé pour homogénéiser les bétons fissurés, un
modzle 3 deux variables intemes qui sont les discontinuités de déplacement tangentielles et normales aux 1&vres de la
fissure. A noter aussi une application originale de Mohamed Rachad (1986), en appliquant les techniques de
I'homogénéisation sur la structure cristalline microscopique des métaux ct en envisageant la possibilité de glissement
a l'interface entre les cristaux, il a retrouvé les concepts classiques de la plasticité.

5.1.1 Déformation plastique macroscopique

Au niveau macroscopique, on écrit la partition classique des déformations :

E= E° + EF
avee ©
e . Ca .
E déformation élastique macroscopique
EP déformation plastique macroscopique

Comme Ee= Acq XL, ona:
E=aA%: 3+ EP

en comparant avec (5.4), il apparait que :
By = < CH" : P >

Ce qui signific que la déformation plastique macroscopique n'est pas comme pour les autres grandeurs, la
moyenne sur le  V-E-R de son homologue microscopique.

Cependant, si on sc place dans Ic cas de la méthode de I'homogéndisation, avec I'hypothése de
compatibilité des déformations plastiques, on s¢ proposc de montrer quc : )

EP =<l >
On sait alors que :

p

e est Y périodique

3 uP avec P=ec (up)
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ce qui permet d'écrire :

homkh

x hom.kh
z 1)

kh
< (Clzl.‘om)ij eg > =< (C cij(up) > = <(CZ )ij > < eij(up) > = <eg~ >

ce qui établit le résultat.

5.1.2 Résultat de convergence

En reprenant le domaine ¢t les notations de la fig. II.1 et du § 2.4, le probleéme d'évolution défini sur le
milieu hétérogene périodique dépend du rapport d'échelle € et vérifie a I'instant t. Le systtme d'équation :

[ div os(t) + f=0 dans v
. Py =
A: oe(t) + ee(t) = e(uE (1) dans v
si feuy. 0 ) <0 = d P =0
of, of,
*+ — :do 20 deP = dh — avec dA 2 0
. 90 £ & do
si fo(x,y,6() =0 ¢ &
e v » E af
* - 1 do <0 d P=0
00 € €
O‘e(l).n = Fg,( sur rFsu
_us(t) = T(t) sur Fu

Suquet (1982) [2] a établi la convergence lorsque € tend vers 0 des champs de contrainte et de
déplacement vers la solution Z(1) et uy(t) du probleme d'évolution posé sur le matériau équivalent issu de la

méthode de I'homogénéisation et vérifiant le systeéme d'équations :

[ div, (Z() + =0 dans v

AT B+ < ™) P >=E@®)  dans v

+ la régle d'écoulement élastoplastique

u® = u @ sur T

ZMa = Fg(0 sur FFSU

eP dépend de toute I'histoire du chargement en contrainte macroscopique, il est obtenu par résolution sur la cellule de
base, et jusqu'a I'instant t du probléme d'évolution défini par le systeme d'équations (5.1).
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5.2 ADAPTATION NUMERIQUE EN VUE DE L'OBTENTION DE LOIS D'EVOLUTION
MACROSCOPIQUES

Nous nous intéressons exclusivement aux méthodes :

«  de Hill - Mandel, approche primale
*  del'homogénéisation.

En effet, les applications qui suivent cctte étude scront menées exclusivement sur le matériau multicouche
avec l'approche primale de la méthode de Hill - Mandcl et avec la méthode de I'homogénéisation.

Michel (1984) a utilisé ces deux méthodes pour I'étude macroscopique de plaques en aluminium perforées.
Sur des composites 2 fibres courtes, Agarwal, Lifshitz, Broutman (1974) ont déterminé des courbes de réponse,
contrainte-déformation macroscopiques, en utilisant I'approche primale de Hill - Mandel. Sur des composites a fibres
longues, Velliappan, Curiskis (1984) ont réalisé Ic méme type d'¢tude par I'approche duale de Hill - Mandel.

5.2.1 Formulation variationnelle

L'état de déformation plastique de la ccllule de base, étant fix€, on donne pour un niveau de contrainte
macroscopique donné la formulation locale du probleme d’homogénéisation

Fdivy ¢ =0 dans Y
o= a:(e(u) - ep) (5.5) dans Y
<06> =X

L+ C-M-m

On décompose le champ de déplacement sous la forme :
u=Ey+ v
par conséquent (S5.5) devient:
(5.6) a:E~|~a:e(v)=(5+a:cp
en passant 4 la moyenne surle  V-E-R , ct en prémultipliant par un champ de déformation E*
E*¥ : <a>:E + Ex:<a:ce(v)> = E¥:<o>+E*:<a:cl>

de la méme maniére, en multipliant (5.6) par un champ dc délormation ¢(y), lc champ dc déplacement
appartenant au méme espace que ccluide v ¢t en passant ensuile a la valcur moyenne :

<a:e(y) > :E + <azey)iev)> = <c:c(\u)>+<u:c(\u):cp>
On se propose maintenant d'¢tablir que :

<o :ey) >=0

.94 -



Chapitre V : Homogénéisation en phase ¢élastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées
a) Approche primale de la méthode de Hill - Mandel.
La condition C-M-m estalors :
u=E y sur dY

par conséquent les champs v et y sont nuls sur la périphériec du  V-E-R. En reprenant les
développements de l'annexe 3, on a immédiatement :

aY

1
Iyl
d'oll la formulation variationnelle du probleme d'évolution :

E*:<a>:E + E*:<a:e(v)>=E*:Z+E*:<a:ep>

CH) <a:e(\v)>:E+<a:c(\y):e(v)>=<.a:c(\y):ep>

Lavec v et y nulles sur 0Y
b) Méthode de I'homogénéisation
y vérifie des conditions de périodicité, on a d'aprés le chapitre I1 :
<o:ey) >=0

La formulation variationnelle reste identique & (5.7) avec cependant v et W qui respectent des
conditions de périodicité sur le cellule de base.

Par rapport a la phase élastique, il apparait dans la matrice de force dcux termes résultant de la
plastification du V-E-R :

P

* E¥ : <a: e >

* <a:c(\y):ep>

5.2.2 Discrétisation aux éléments finis

Nous donnons la discrétisation des termes liés a la plastification :

it
)
*
ng]
=
c
el
[«%
<

E*<a:cP>

<a:e(\u):ep> =

I

2
Tt

-

[
l"\'s-——~i
N~

5

g
e
(&)
o]
joR
5
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En posant :
ne
Fpy = X a:ef dQ
i=1
e
N
Fpp = zt tBea:epd.Q

, T

=

I'expression discrétisée de 1a formulation variationnelle devient :

E
(tg+ W) Rr [ ]= (tgs ty) (F + FP)
A\’
z Fpq
avec F = et P =
0 Fpa

5.2.3 Adaptation du code Pecplas

Ce code de calcul a été développé au Laboratoire de Mécanique de Lille pour I'analyse des structures a
comportement non linéaire.

En reprenant la discrétisation précédente, on a I'équation :
(5.8) Rr X -F -FP =0

X représente le vecteur des inconnues du probléme.

Les matrices représentant les inconnues et les forces plastiques sont données a la fin de l'itération K par
Xg et FR

Xk-1

Fx_1

il

avec (5.9) Xk + 8 Xk

6100 Fg + 8 FR

it

Un calcul itératif permet de déterminer la répartition de la déformation plastique résultant de chaque
incrément de chargement.
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Selection de I'option :
- approche primale de la méthode de Hill - Mandel

- méthode de I'homogénéisation
Choix du chemin de chargement en:

- déformation macroscopique
- contrainte macroscopique

L]

Détermination de la matrice
de rigidité

Y

Application de l'increment B
de chargement ‘
Y Diminution de
™ K=1,NIM ¥ incrément de
Y chargement
E 1 P "
= Kl_ng
%= < FoRT (FeFR
\
K
Y
Calculde o.,e,e
Calcul de Fp et
u K+1
p
FR=RTXP<-F-FK+1
n 0 Test de
IRl <= -~

rupture

Fin du calcul

NIM : nombre d'itérations maximales

fig. V.1 : Structure du code permettant la détermination de la
loi d'évolution du matériau équivalent
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En reportant (5.9), (5.10) dans (5.8) et en procédant par regroupement :

Ry 8 XX - 6Fg = 0

avec 8FR=—5FKP+FR

FR représente les forces non équilibrées a I'itération précédente, il est donné par :
FR = Ry Xg_; - Fx’ - F

la variation des inconnues pendant la Ki®éme jtgération est donnée par :

K=R-i'l SFR

3 X

C'es-a-dire que les forces non équilibrées sont réparties a 'aide de 1a matrice de souplesse initiale de la

structure. Il s'agit de la méthode de Newton-Raphson modifiée ; néanmoins, il existe d'autres procédés accélérant la

convergence. IIs tiennent compte de la diminution de la rigidité de la structure due 2 la plastification au cours du

chargement. L'inconvénient vient du fait qu'il faut inverser a chaque fois une nouvelle matrice de rigidité, ce qui

augmente les temps et les coiits de calcul. Sur la fig. IV.1, nous indiquons la structure du code de calcul permettant la
détermination de la loi d'évolution du matériau équivalent.

Nous arrétons le calcul lorsque :

» le palier plastique, et par conséquent, 1a rupture sont atteints. Au niveau du programme, nous avons
imposé que les conditions suivantes soient réalisées :

5

Az ]l <107 2 MPa et I1AEP|] > 02 %

Pour la méthode de I'homogénéisation, les conditions de périodicité ont été introduites par la méthode
des muitiplicateurs de Lagrange présentée en annexe 6.

5.3 SIMULATION NUMERIQUE SUR DES STRATIFIES
5.3.1 Nature des simulations

Nous présentons des études sur les multicouches associés a la terre armée et aux colonnes ballastées, et
dont les caractéristiques géométriques et mécaniques sont données aux chapitres I et IV.

Nous avons déterminé les lois d'évolution du matériau équivalent sur un chemin de déformation
macroscopique plane dans le plan (y1, y2). Ce qui pose le probléme théorique de 1a coincidence avec une loi
d'évolution déterminée en partant d'un état de déformation plan au niveau microscopique. Ce probléme est schématisé
sur la fig. V.2,

Pour la méthode de 'homogénéisation, et si les constituants sont isotropes, on a prouvé 1'équivalence de
ces démarches en annexe 7.

Ainsi, pour cette méthode, la loi d'évolution macroscopique en déformation plane a pu étre obtenue en
ramenant cette hypothése au niveau local microscopique. Nous avons considéré que les matériaux constituant le
composite obéissent a des critéres de "Mohr-Coulomb” en déformation plane, I'expression de ce critére est définie par:

2 2 i .
fo = /(0’22~011) + 4015 + sing (0“ + 0pg) = 2Ccos ¢ <0
C et @ désignent la cohésion et l'angle de frottement interne.
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y2

Détermination de lois d'évolution
macroscopiques en imposant un état
—— de déformation plane
macroscopique dans (y1,y2)

yl

y3

Détermination de lois
d'évolution
macroscopiques

y2

Déformation
plane
microscopique

>y1 yl

y3

fig. V.2 : Probléme théorique 1ié & I'étude bidimensionnelle
en déformation plane

Les essais réalisés par simulation numérique, se sont déroulés en deux parties. Nous avons d'abord imposé une
consolidation dans le plan de déformation plane, selon deux chemins :

+  Une consolidation homogéne isotrope (C-H-I) obtenuc en imposant artificiellement un état de
contrainte microscopique homogene et isotrope accompagné d'une déformation nulle.
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e Une consolidation isotrope (C-I) obtenue, de manitre classique, en chargeant macroscopiquement
la cellule de base jusqu'a un état de contrainte isotrope fixé.

A partir de cette consolidation, nous avons imposé, jusqu'a la rupture, un tenseur de contrainte
macroscopique sans rotation des axes principaux, et comme indiqué sur la fig. V.3, les composantes des incréments

y2 |

22

y1

fig. V.3 : Direction des axes principaux
du tenseur de contrainte macroscopique
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de ce tenseur dans le repére (yy, y2) sont:

d211= [dZ1 + dZ2 + (dx2-d %1) cos (2 Otz)] /2
d222= [dZ1 + dZ2 - (d £2-d Z1) cos (2(12)] /2
d212= [d22 - dZ1] sin (2 az) /2

avec az = (y2, Zy)

31 et Xy désignent respectivement les contraintes principales mineure et majeure.
Nous avons réalisé des essais en :

e compression suivant X1, dX1 # 0 et dZ2 =0
»  traction suivant 32, dZl = 0 et dZ2 =0

Pour chaque essai, nous avons représenté :

« Il

« X2

« ladifférence des contraintes principales Q=22 - Z1

« la pression moyenne en restreignant le tenscur de contrainte macroscopiques a ses composantes dans

le plan (yy,y2) soit PM=(Zl1 + Z2)/2 en fonction de la déformation équivalente.

-/E2 v EX 4 28
EQ = JE; 22 12

L'anisotropie a pour conséquence la non coincidence des directions principales des tenseurs de
contrainte et déformation définies pour ces dericres par :
aE = (y2v El)

C'est pourquoi nous avons tracé lcur évolution cn fonction de la déformation équivalente.

5.3.2 Application A la terre armée
5.3.2.1 Approche primale de la méthode de Hill - Mandel

Aprés une consolidation C-H-I 2 1 bar, nous avons réalis¢ unc séric d'cssais de compression suivant
Z1, tout en laissant X2 constant. Pour oy =0 ou 90°, il n'y a pas de cisaillement et les directions des axes

principaux de contrainte et de déformation restent confonduces avee les axes du repére  (y1, y2). C'est pourquoi, pour
ce type d'essais, 'évolution de ces grandeurs n'a pas ¢té préseniée. Pour oy = 60° (fig. V.7) et pour og = 90°

(fig.vV.9), le comportement du type ¢lastique - parfaitement plastique qui st mis cn évidence correspond a une
coincidence des limites d'élasticité et de rupture dans ces directions de sollicitation. Pour oy = 30°, on note, aprés

une phase élastique, une plastification progressive jusqu'a la rupture (fig. V.5), ce qui est beaucoup moins marquée
pour ax=0 (fig.v4).

Pour oz =30° (fig. V.6) et pour oy = 60° (fig. V.8), on voit unc différence des dircctions des axes

principaux de déformation et de contrainte a la rupture. De plus, on remarque une évolution de la direction des axcs
principaux du tenseur de déformation dés qu'il y a plastification.
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6
100 KPa 7 °
= Yy1
- 32
-+ PM
< Q
o a_ =0
z
5 EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
figV4: méthode de Hill-Mandel sur la terre armée, essai de
compression suivant 31, aprés C-H-I de -0.1 MPa
4 0
100 KPa
2 < 51
- Y2
0 < =+ PM
’Y -~ Q
22 -
o
o =30°
-4 - Z
—
-6 Y T T T T Y 1 Y T Y EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 . 1,0 1,2
figV.s: méthode de Hill-Mandel sur la terre armée,essai de
compression suivant 3 1,aprés C-H-I de -0.1 MPa
= %
- %5
29 Y T ¥ T v T Y T Y T T EQ(%)

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
figVe: méthode de Hill-Mandel sur la terre armée,essai de
compression suivant 3 1,aprés C-H-I de -0.1 MPa
évolution des axes principaux
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3
100 KPa 1
21 = 31
- 32
1 - PM
04 T
o _ =60°
z
-4 y T \ EQ(%)
0,0 0,1 . 0,2
g YL méthode de Hill-Mandel sur la terre armée,essai de
compression suivant 2.1,aprés C-H-I de -0.1 MPa
61
60 4O O -0000000
59
58
§7 7 = O
L * a
56 2
§5 1
O———0 e
54 ?ﬂ v T T EQ(%)
0,0 0,1 0,2
fig V& méthode de Hill-Mandel sur la terre armée,essai de
compression suivant X1,aprés C-H-I de -0.1 MPa
évolution des axes principaux
4
100 KPa < =+ 31
- 32
2 -« pM
- Q
0
i a_ =90°
2 )
g T e e ————— I EQ(%)

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
figV9: méthode de Hill-Mandel sur Ia terre armée,essai de
compression suivant Y1,aprés C-H-I de -0.1 MPa
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Cette constatation peut s'expliquer de la maniere suivante . Au début de l'essai, I'état de déformation

macroscopique est nulle ; par conséquent, comme la direction du tenseur de contrainte reste constante, et que seul son
module change, la relation de I'élasticité macroscopique implique que la direction du tenseur de deformatlon
macroscopique est fixe lors de la phase élastique.

En utilisant les coordonnées cartésiennes (a3, Z2 — Z1), nous avons mis en évidence l'anisotropie des
limites d'élasticité et de rupture sur la fig. V.10.

22-31

(100 KPa) 1 . .
=& [im élastique

=%~ lim de rupture

1 v T T T ¥ T T T a Z
0 20 40 60 80
fig V10; anisotropie de la terre armée,a partir d'essais de compression

suivant X.1,aprés C-H-I de -0.1 MPA,méthode dé Hill-Mandel

On note conformément aux considérations de Boehler (1975), une résistance minimale pour unc
inclinaison du tenseur de contrainte comprise entre 50° et 70°.

5.3.2.2 Méthode de I'homogénéisation
5.3.2.2.1 Comportement associé du sable
a) Essai a partir de consolidation C-H-I

Nous avons réalisé deux séries d'essais en compression suivant Z1 en partant respectivement d'une
C-H-I de -0,05MPa etde -0,1 MPa.

*  Essais de compression

Pour ay =0 (fig. V.11), on distingue une trés légeére rupture de pente lors de U'entrée en plastification.

Pour faire apparaitre l'irréversibilité de fagon plus probante, nous avons effectué sur la fig. V.12 un déchargement,
mettant en évidence l'existence de déformation plastique macroscopique.
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100 KPa
B 31
* 32
2 PM
° Q
a_=0
z
-6 v T v T T , EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
figV1l; homogénéisation de la terre armée,essai de
compression en X 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
4 -
100 KPa
2 -
B Y1
0 * 22
2 Q
22
a 5 =0
-4 -
s r T T T T EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
fig V12 homogénéisation de la terre armée,essai de

compression en > 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
simulation de déchargement
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Pour oy = 15°, on voit bien la coincidence du début de variation des axes principaux du tenseur de

déformation sur la fig. V.14 avec la premiére rupture de pente de la fig. V.13 qui correspond a l'entrée en
plastification du matériau.,

100 KPa
= 31
- 32
-+ PM
< Q
o =15°
z
EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
fig V. 13: homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant > 1,aprés C-H-1 de -0.05 MPa
~- o E
-~ o 2
14 T T v T ' 1 d EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
figV14: homogénéisation de la terre armée,essai de

compression suivant 2 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux

Sur ia fig. V.15, la rupture dc pente duce 2 la plastification cst encore plus nette.

Pour ax = 45 °, on remarque sur la tig. V.16 unc diminution progressive de la rigidité entre le début de la
plastification et la rupture . Sur la fig. V.17, on remarque une forte différence des axes principaux de contrainte et de
déformation 2 la rupture. Pour unc inclinaison du tenscur de contrainte de 60°, on remarque (fig. V.18) un
comportement élastique parfaitement plastique.
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100 KPa
= Y1
- ¥2
< PM
- Q
o _ =30°
z
-4 T - T T T EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fig V15s: homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant Y1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
100 KPa = Y1
- 32
-+ PM
% Q
a _ =45°
z
. EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
fig V 16: homogénéisation de 1a terre armée,essai de
compression suivant >1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
54
= %
- %5
EQ(%)

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
fig V17 homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant Y. 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
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3
100 KPa 7]
24 o ° = 31
y - 32
1A =+ PM
-
0 Q
a o =60°
z
o]
-4 T Y T v T T T ¥ EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
fig vV 18; homogénéisation de la terre armée,essai de

compression suivant 3 1,aprés C-H-I de -0.1 MPa

* Essais de traction

Deux séries d'essais en traction ont été réalisées pour les mémes C-H-I que les essais précédents. Le
méme phénomene de progressivité de la plastification a été observé pour d'autres directions des axes principaux du
tenseur de contrainte :  * ay =15° (fig. V.19) R * ay =30° (fig. v.20)

1
100 KPa - ¥2
-8 PM
04 - Q
o =15°
2z
-1 Y Y EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
fig V19: homogénéisation sur la terre armée essai de
traction suivant Y2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
100 KPa o ©
= 32
- 31
<+ PM
< Q
— —1
o a
o =30°
z
T T T T EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

figV20:  homogénéisation de la terre armée,essai de
traction suivant Y.2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
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Pour une direction des axes principaux du tenseur de contrainte de 60°, on remarque que la rupture est
atteinte quasiment en fin de phase élastique (fig. V.21 et V.22).

0,4
100 KPa N
- & 32
0,2 - 51
=+ PM
0,0 < Q
a
| o = 60°
>
T Ty EQ(%)
0,05 0,10 0,15
figV21: homogénéisation de la terre armée,essai de
traction suivant Y 2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
1
100 KPa P ° < 32
- 31
0 =+ PM
< Q
a
-1 ’ o =60°
2
-2 T T v T T T g T y EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
figV22: homogénéisation de la terre armée,essai de

traction suivant > 2,aprés C-H-I de -0.1 MPa

La comparaison des fig. V.10 ct V.24 permet de constater que les limites de rupture issucs de 1'approche primale de
la méthode de Hill - Mandel ct de 1a méthode de 'homogénéisation sont scnsiblement identiques, ce qui vérifie le
résultat du chapitre IV, prévoyant des charges de rupture inféricures ou égales pour la méthode de 'homogénéisation.
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Au niveau de l'écrouissage, pour ay= 30° la comparaison des fig. V.5 et V.23 fait ressortir une
progressivité beaucoup plus importante pour la méthode primale de Hill - Mandel. En effet, 'observation du niveau
microscopique montre que I'entrée en plastification s'effectue de maniére trés progressive par opposition 4 la méthode
de 'homogénéisation qui conduit & une plastification uniforme par le bloc dans chaque constituant. Les fig. V.24 et
V.25 mettent en évidence les anisotropies des limites élastique et de rupture. On constate un minimum lorsque oy
est proche de 60° qui est proche de /4 + @/ 2

4
100 KPa = 31
2 - 2
-a- PM
0 = Q
2
a_ =30°
z
-4
-6 EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
fig Y 23; homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant Y1,aprés C-H-1 de -0.1 MPa
5
22-31
(100 KPa) 4
2 lim élastique
3 ¢ lim de rupture
2
1 T 3 L) a
1 z
0 20 40 60 80
figV24: anisoropie de la terre armée,a partir d'essais de compression

suivant Y Laprés C-H-I de -0.1 MPa,méthode de I'homogénéisation

1,8
2221 46 -
(100 KPa) 1
1,4
1 . o lim élastique
1,2 1 -+ lim de rupture
1,0 £ p
0,8 - X
0,6 T Y v T T T T
«a
0 20 10 60 80 3
fig V235 anisotropie de la terre armée,d partir d'essuis de traction,

aprés C-H-I de -0.1 MPa, méthode de I'homogénéisation
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b) [Essai 4 partir d'une consolidation (C-I)
Apres une consolidation 2 - 0,1 MPa, nous avons réalisé une série d'essais en compression suivant 1.

Lors de la phase de consolidation, il n'y a pas de cisaillement dans I'échantillon, ce qui se traduit par une coincidence
des directions principales du tenseur de déformation avec les axes de coordonnées (ag = 0).

Dans la deuxi®me partie de 1'essai, l'application d'un déviateur provoque une forte rotation des axes
principaux en début de la phase élastique que nous illustrons pour oy = 75° (fig. V.27).

4 .
100 KPa consolidation
= 31
- 32
- PM
- Q
o_ =75°
hX
v EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
figV 26: homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant 3 1Laprés C-I de -0.1 MPa
s 0 o a E
- a E
T r EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
fis V27; homogénéisation de la terre armée,essai de

compression suivant Y. 1,aprés C-I de -0.1 MPa
évolution des axes principaux
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La réponse contrainte-déformation équivalente totale que nous avons reporté pour ay =75° et ay =90°
montre une non linéarité durant la phase élastique résultant d'une modification du chemin de contrainte macroscopique
apres la consolidation (fig. V.26), (fig. V.28). Pour oy = 45°, on remarque que ce phénoméne est moins marqué
(fig. V.29). Pour observer la linéarité parfaite de la phase élastique, la contrainte et la déformation doivent étre
comptées a partir de la fin de la consolidation.

consolidation

T1
22
PM

tatd

oa_ =90°
z

EQ(%)

fig V 28: homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant Y 1,aprés C-I de -0.1 MPa

consolidation

100 KPa 21
32

PM

A RN

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
fig V 29; homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant 3 1,aprés C-I de -0.1 MPa

Pour ay =45° (fig V 30) et ay = 90° (fig V 31), on note un rapprochement des axes principaux des
tenseurs de contrainte et de déformation a la rupture.
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-3 o E
- Oy
0 oL LR | 1T 1 T EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
fig ¥V 30: homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant Y1,aprés C-I de -0.1 MPa
80
w %
-~ %5
. T — EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fig V31; homogénéisation de la terre armée,essai de

compression suivant ¥ Laprés C-I de -0.1 MPa

Sur la fig. V.32, nous avons fait apparaitre l'anisotropie des limites élastiques et de rupture. On note une
particularité pour la limite élastique qui présente deux zones de décroissance, ce qui n'est pas envisagé dans le cadre de
la théorie simplifiée de I'anisotropie de Bochler (1975). En comparant les fig. V.24 et V.32, on constate que la limite

élastique est plus importante pour les essais réalisés apres une C-H-1.
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5
<
¥2-31 ]
(KPa) 47
B lim élastique
® lim de rupture
1 Y T T T Y T Y T o 5
0 20 40 60 80
figV32: anisotropie de la terre armée,a partir d'essais de compression

suivant Y 1,aprés C-I de -0.1 MPa,méthode de I'homogénéisation

Les limites de résistance sont identiques, car le domaine de rupture ne dépend pas, pour un chemin de
contrainte macroscopique donné, de I'état de déformation macroscopique.

¢) Comparaison avec les limites élastiques et de rupture théorique

La programmation des domaines élastiques ¢t de résistance théorique du chapitre 1V a permis de déterminer
les limites élastiques et de rupture sur les chemins de contrainte des essais précédents. La théorie et les simulations
numériques ont donné des résultats tres voisins (fig. V.33). Néanmoins, on note quelques divergences sur les limites
€élastiques des chemins de traction (fig. V.34 ct V.35) qui semblent &tre liées a des problémes de précision numérique.

22-21
(100 KPa) B  essai
&  théorique
o
0 20 40 60 80 )y
figV 33: anisotropie de rupture de la terre armée,a partir d'essais de traction

suivant Y.2,aprés C-I de -0.05 MPa,comparaison avec les prédictions
du critére homogénéisé
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0,6
32-31 .
0,5
& essai
(100 KPa) - théorique
0,4
0,3 o
0 20 40 60 80 )X
figV 34; anisotropie élastique de la terre armée,a partir d'essais de compression

suivant Y1,aprés C-H-I de -0.05 MPa,comparaison avec les prédictions
du critére homogénéisé '

1,1

22-31
1,0

(100 KPa)
0,9 - & essai
-o- théorique
0,8
0,7
0,6 . : v o
0 20 40 60 80 )y
fig ¥V 35: anisotropie élastique de la terre armée,a partir d'essais de traction

suivant Y.2,aprés C-H-I de -0.1 MPa,comparaison avec les prédictions
du critére homogénéisé

5.3.2.2.2 Comportement non dilatant du sable
a) Formalisme d'une loi non associée

En réalité les sables n'obéissent pas A une loi d'écoulement associée. Pour un critere de Mohr-Coulomb,
elle peut étre définie comme suit, en introduisant un angle de dilatance  @q.

Si I'état de contrainte o se trouve sur la surface de charge :

2
fo(0) = j(ozz—c“)z + 4012 + sin @ (cs11 + 022) -2Ccoso =0
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il est possible de lui associer un état de contrainte ¢ 1 :

g = ﬁd'zz-c'll)z + 40'%2 + sin 04 (G'gp +0'p9) - 2Cy cos‘(pd =0
la direction de I'incrément du tenseur des déformations plastiques est alors donnée par :

4P = an J&

deplus o' et o doivent vérifier :
c:eP20": e

Cette derniére inégalité implique que l'état de contrainte ¢ n'est pas intérieure au domaine limité par :
g=0

La fig. V. 36 schématise graphiquement dans le plan de Mohr-Coulomb cette loi d'écoulement.

AT

f

0

Cdtg (Pd=Ctg(P

fig. V.36 : Loi non associée de Mohr-Coulomb caractérisée par
un angle de dilatance ¢qg
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b) Essai aprées C-H-I de - 0,05 MPa

Nous avons effectué une série d'essais en compression suivant L1 en prenant pour le sable @g4=0. Ce

Qi donne e?, = 0 (sable non dilatant).

Pour ay = 60°, le comportement est élastique-parfaitement plastique (fig. V.37). Pour ax=90°, on
peut constater une évolution 2 écrouissage progressif jusqu'a la rupture (fig. V.38).

1 -
100 KPa ] & 71
- 32
0 =+ PM
< Q
-1+ a
o =60°
)
] a
2 ' T v EQ(%)
0 1 2
fig V3% homogénéisation de la terre armée pour un comportement
non dilatant du sable,essai de compression suivant X1,
aprés C-H-1 de -0.05 MPa
& Y1
-~ 32
<=+ PM
< Q
o_ =90°
>
-3 Y T T T v T Y EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
fig V 38: homogénéisation de 1a terre armée pour un comportement

non dilatant du sable,essai de compression suivant 21
aprés C-H-I de -0.05 MPa
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Sur la fig. V.39, on fait une comparaison avec 'anisotropie 2 la rupture issue du méme type d'essais, mais
avec I'hypothese d'une loi de comportement associée sur le sable. Conformément au théoréme d'association, on
- constate que les limites de rupture de la préscnte série sont inféricurcs & celles obtenues avec une loi associée, Par
contre, la loi d'écoulement plastique n'a pas d'influcnce sur les limites élastiques qui restent rigoureusement
identiques.

32-31
(100 KPa)
2 non dilatant
¢ dilatant
0 v T * T T T v T o
0 20 40 60 80 2
fig V 39; anisotropie de rupture de la terre armée,pour différents comportements

du sable et résuitant d'essais de traction suivant ¥2,aprés C-H-I de -0,05 MPa
méthaode de I"'homogénéisation

5.3.3 Application aux colonnes ballastées
5.3.3.1 Approche primale de la méthode de Hill - Mandel

Aprésune C-H-I de - 0,05 MPa, nous avons réalis¢ unc séric d'essais en compression suivant  Z1.
Pour ay = 30° (fig V.40, V.41) et ay = 60° (fig. V.42, V.43), il apparait que les limites élastiques sont trds

faibles. Le matériau entre en plastification quasiment dés lc début de l'essai.

Au cours du chargement, les courbes montrent une diminution de la rigidité, et par conséquent, une
progressivité de I'écrouissage. Les fig. V.41 ¢t V.43 metient en évidence la coincidence des directions principales des
tenseurs de déformation et de contrainte 4 la rupture.

La fig. V.44 révtle unc faible anisotropic & la rupturc. L'anisotropic de la limite élastique présente un
maximum pour une direction intermédiaires des axes principaux du tenscur de contrainte, Bochler (1975) envisage la
possibilité d'une telle anisotropic pour les charges de rupture. On note que les limites ¢lastiques restent faibles par
rapport 2 celles de 1a rupture.
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1
100 KPa 4 a Y1
® 22
0 8 PM
° Q
o_ =30°
z
2 v T v T - EQ(%)
0 1 2 3
fig V 40: méthode de Hill-Mandel sur colonnes ballastées,essai de
de compression suivant Y 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
31
g %
o Oy
27 T T Y T Y EQ(%)
0 1 2 3
fig V41; méthode de Hill-Mandel sur colonnes ballastées,essai de
compression suivant Y 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
1
100 KPa 4 a 31
® Y2
0 B PM
°* Q
= 60°
o
. )y
2 . T . T . EQ(%)

figV 42; méthode de Hill-Mandel sur colonnes ballastées,essai de
compression suivant Y 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
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EQ(%)
48 i A i ¥ L M
0 1 2 3
fig V 43: méthode de Hill-Mandel sur colonnes ballastées,essai de

compression suivant > 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux

1,0
22-21 ] - o
0,8
(100 KPa) .
0,6 @ |im élastique
1 =®= lim de rupture
0,4
v o -
0 20 40 60 80 z
fig V44: anisotropie des colonnes ballastées,a partir d'essais de compression

suivant Y 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa,méthode de Hill-Mandel

5§.3.3.2 Méthode de 1'homogénéisation
a) Lois d'évolution
Apresune C-H-1 a-0,05 MPa, nous avons réalisé deux séries d'essais :

*  encompression suivant Xl
. en traction suivant X2

Pour ay =30°et oy = 60° l'observation des fig. V.45, V.46, V.47 montre que les courbes sont
formées de trois parties linéaires :

= une portion de droite pour la zone élastique

*  une portion de droite pour la zone plastique
*  le palier de rupture
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Emde numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

Ce comportement simple peut &ére modélisé par I'association patin-ressort de la fig. V.48.

Pour ay = 30° il y a rapprochement des directions principales des tenseurs de contrainte et de
déformation 2 la rupture (fig. V.49, V.50).

Les fig. V.51, V.52 montrent que la limite élastique atteint des valeurs maximales pour une direction
intermédiaire du tenseur de contrainte.

100KPa = 33
- 32
=+ PM
< Q
o =30°

>
2 T T v T v EQ(%)
0 1 2 3
fig V 45; homogénéisation des colonnes balastées,essai de
compression suivant X1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
1
100KPa 1 =+ 1
- 32
0 =+ PM
- Q
o 3= 60°
o
2 v r - EQ(%)
0 1 2
fig V 46: homogénéisation des colonnes ballastées,essai de

compression suivant > 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
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0,4 ey

100 KPa = 32
0,2 - 31
i &+ PM
- Q
= 30°
*x
0,6 T ; T T v ; v EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
figVv47; homogénéisation des colonnes ballastées,essai de
traction suivant X.2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
T
o PM
, (PM)
E (o) (limite de rupture)
2° 7%
z
+ |
o, (PM, ag) |
E (o) ! >
1 ( %5 (limite élastique)
: se rapporte aux sollicitations de traction avec e >0
I I /" compression avec e <0

fig, V.48 : Colonnes ballastées, modéle simple de comportement
du matériau homogénéisé pour une direction de sollicitation du tenseur
de contrainte macroscopique
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31,5

31,0
- O E
30,5 ——r - O >
30,0 *
29,5 71 Y T * T Y EQ(%)
0 1 2 3
fig V 49; homogénéisation des colonnes ballastées,essai de
compression suivant 3,1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
50
= %
- ¢ 5
20 v T Y T T T A EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
figVs0: . homogénéisation des colonnes ballastées,essai de

traction suivant 3.2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux

22-71

(100 KPa)
@ lim élastique

® lim de rupture

0 20 40 60 80 z
fig V 51; anisotropie des colonnes ballastées,a partir d'essais de compression

suivant ¥ 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa, méthode de I'homogénéisation
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0,4 - .
251
0,3
(100 KPa) 8 lim élastique
® lim de rupture
0,2 -
0,1 ﬂ LR | B T Y Y T T
0 20 40 60 80 *s
fig V.52: anisotropie des colonnes ballastées,a partir d'essais de traction

suivant 32,aprés C-H-I de -0.05 MPa,méthode de I'homogénéisation

b) Comparaison avec les limites élastiques et de ruptures théoriques

Les résultats théoriques confirment la faible anisotropie 2 la rupture observée sur les fig. V.51, V.52. Les
fig. V.53 et V.54 montrent une bonne concordance de I'anisotropie €lastique avec les prédictions théoriques.

32-31
(100 KPa)
B  essai
¢  théorique
0,1 -1 r T v T T T Q
0 20 40 60 80 z
fig vV 53 anisotropie élastique des colonnes ballastées,A partir d'essais de

compression suivant 2.1,aprés C-H-I de -0.05 MPa,
comparaison avec les prédictions du critére homogénéisé
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0,4
2231 (3 -
(100 KPa)
&  essai
0,2 - L théorique
0,1
1
0,0 T T 1 \ T T T o
0 20 40 60 80 pX
figV 54: anisotropie élastique des colonnes ballastées,a partir d'essais

de traction suivant 32,aprés C-H-I de -0.05 MPa,
comparaison avec les prédictions du critére homogénéisé

¢) Caractéristiques du matériau homogénéisé

On remarque sur les fig. V.55 4 V.61 que la représentation du critere de rupture dans divers plans de
pression moyenne peut &tre assimilée 2 un cercle.

Sur la fig. V.62, nous avons représenté I'évolution de son rayon en fonction de la pression moyenne. On
remarque que cette variation est sensiblement linéaire. On a par conséquent chercher & assimiler le critere
homogénéisé 2 un critere de Mohr-Coulomb. A T'aide de cette courbe, nous avons déterminé les parametres de ce
critere : )

h
o™ = 2140 chom _ 00084 MPa

0,04
W(MPa)
0,02 -

0,00 -

-0,02 -

r

-0,04 T T T T v T v U(MPa)
-0,04 -0,02 0,00 0,02 0,04
fig V 55; colonnes ballastées,domaine de résistance dans le plan
PM=-0.036 MPa
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0,04
W(MPa)
0,02
0,00 -
0,02
-0,04 ' [T | E— UMPa)
-0,04 -0,02 0,00 0,02 0,04
figV 56; colonnes ballastées, domaine de résistance dans le plan
PM = -0.04 MPa
0,10
V(MPa) : iTuene
0,05 -j o 'r"r_
1
0,00
-0,05 -
]
-0,10 T T \ U(MPa)
-0,1 0,0 0,1
fig vV 57: colonnes ballastées, domaine de résistance dans le plan
PM=-0.1 MPa
0,2
W(MPa)
0,1 1
0,0 1
L
-0,1
-0,2 L T T v U(MPa)
-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2
fig V58: colonnes ballastées, domaine de résistance dans le plan

PM=-0.2 MPa
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Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

0,3

W(MPa)
0,2

r

0,1 1

0,0

o

-0,1

4

-0,2 -

'0’3

-0,3 -0,2-0,1 0,0 0,1 0,2 0,3

W(MPa)

-0,4
fig V.60:

-0,2

0,0

0,2

0,4

0,6
W(MPa) 1
0,4 -

0,2

0,6

-0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6

fig Vel
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colonnes ballastées, domaine de résistance dans le plan
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0,5
R(MPa) y
0,4

0,3 1

0,2

0,1

0,0 T T v T T T T Y I PM | (MPa)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
figV62:  variation du rayon du domaine de résistance

en fonction de PM

Les résultats montrent que :

»  larupture du matériau présente une anisotropie peu marquée,
«  le domaine de résistance est proche de celui du sol ; par conséquent, & long terme, la colonne améliore
peu les caractéristiques de résistance du sol.

Au niveau des caractéristiques €lastiques, 'amélioration due 4 la colonne est nettement plus marquée,
comme l'atteste les valeurs des caractéristiques homogénéisées issues d'une application des relations du § 3.2.2.

hom hom hom
Vis =Vip =V3 =03

lom _ 33,75 MPa E}3™ = 13,68 MPa

GIS™ = 12,98 MPa G =GIS™ =436 MPa
alors que les caractéristiques du sol sont :

v = 03 E, = 10 MPa Gy = 3.85 MPa

d) Réseau de colonnes ballastées sous fondation rigide

On s'intéresse 2 un massif infiniment grand de colonnes ballastées sous fondation rigide comme l'indique la
fig. V.63, la cellule de base se trouve sollicitée par un chemin de déformation macroscopique de type oedométrique.
La fig. V.64 représente la loi d'évolution du matériau homogénéisé suivant ce chemin de sollicitation.

Bien que la réponse soit linéaire, une amorce de déchargement met en évidence que la rigidité initiale n'est
pas élastique, et qu'il y a, par conséquent, plastification dés le début de la simulation. Un retour au niveau des
contraintes microscopiques montre que cette plastification s'effectue au niveau de la colonne, et que le sol reste en
phase élastique méme pour des déformations importantes. Afin de proposer une étude simplifiée de ce probleme,
Soyez (1985) postule ce type d'hypothése.
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fondation rigide

[ S

X2

Probléme macroscopique £
posé sur le matériau * 11
homogénéisé

E. =0 Si i#1 ou j#i

S /77 7SS S/

agrandissement

Echelle
microscopique

o

y2

fig. V.63 : Etude d'un réseau de colonnes ballastées
par la technique de 1'homogénéisation
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100 KPa
a 31
e X2
2 PM
°* Q
EQ(%)
0 1 2 3 4 5
figV 64; réseau de colonnes ballastées sous fondation
rigide,état de sollicitation oedométrique
5.4 MODELISATION DU COMPORTEMENT DU MATERIAU MULTICOUCHE
HOMOGENEISE

5.4.1 Modele 4 deux variables internes

L'étude du § 3.2.2 permet d'affirmer que, juste avant la plastification, les champs de contrainte et de
déformation se répartissent uniformément dans chaque constituant du multicouche. Par conséquent, la plastification de
chaque matériau s'effectue de maniére uniforme ct durant toute la phase non linéaire ; les déformations totales,
plastiques, et les contraintes restent constantes dans chaque constituant. Les hypothéses de normalité de la loi
d'écoulement et de convexité du domaine de résistance assurent l'unicité de cette solution.

Par conséquent, le modele de comportement du matériau homogénéisé comporte deux variables internes
représentées par 1'état de plastification de chaque constituant.

Ci-dessous nous allons décrire ce modtle.

En phase élastique, le passage des contrainies macroscopiques aux contraintes microscopiques est donné par
les relations (4.5), (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), 4.11), (4.12).

En phase plastique, d&s que I'un des constituants plastifie, soit par exemple le sol, ona:

(.11) () = 0
(5.12) () = 0

En combinant (5.11), (5.12) avec les équations (4.5), (4.6), (4.4) on obtient :

o, = h (¥
o, = hg (Z)
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Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

Ensuite, grace aux relations de I'élasticité, on peut déterminer les déformations €lastiques :

es () . e ()

L'équation de continuité de 1a déformation a l'interface permet d'écrire que :

(5.13) i ©= €D @ + s @

Ce qui permet de déterminer I'incrément de déformation plastique di 2 l'incrément de chargement d2, si la
loi de comportement est associée il est donné par:

a(fe)s
%oy s

(deql)s = dA avec drx 20?

Dés que le deuxi®me constituant plastific, les multiplicatcurs de plasticité ne peuvent pas étre déterminés a
l'aide des équations du probleme, les déformations sont alors indéterminées et e palicr plastique de rupture est atteint.

Nous présentons maintenant une étude comparative des résultats obtenus pour les essais précédents avec
ceux de cette modélisation.

. terre armée

Sur les fig. V.65 4 V.72, nous avons sélectionné quclques courbes pour lesquelles la modélisation donne
des résultats en trés bon accord avec ceux des cssais.

On peut toutefois mentionner quelques petites divergences ducs a Fincertitude introduite par les calculs par

éléments finis. La comparaison des fig. V.73, V.74 ct des fig. V.77, V.78 montre unc entrée en plasticité plus rapide
pour I'essai.
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100 KPa = 31
= 22
= PM
< Q

al ° 60°
[0 3 =
z
o, c)
2 ' ' ' ; ' EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
fig V 65; homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant X1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
1 > ==y
100KPa - 1l
. - 32
0 < - PM
< Q
.14 o o-o-a-u
o _ =60°
'S4 z
-2 T T T T v EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
figV 66: homogénéisation de la terre armée,modélisation de

compression suivant Y. 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
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61
60 4000000000 * >— —e
59 4
58 '1 - o
- O 3
EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
fig V 67; homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant 3 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
61
60 4——0—0——000600-0-0—0—0—0—0—p
59 -
58 4 -3 o E
4 - o3
57
56
55 A _
54 # LI B B L A B L - EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
figV68: homogénéisation de la terre armée,modélisation de

compression suivant Y 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
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2
100 KPa | = 31
. . -~ 5
-+ PM
o ° - Q
o —a
a =0
z
o a
T r EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
fig V 69; homogénéisation de la terre armée,essai de
traction suivant ¥2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
2
- 32
100 KPa - 71
-+ PM
- Q
oa_ =0
z
-1 v Y Y Y T EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
fig VI homogénéisation de la terre armée,modélisation de

traction suivant 2.2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
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-+ ¥i
- 32
2 PM
< Q
o =30°
)
-6 T ——r— T T T T T Y EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fig VIl homogénéisation de la terre armée,essai de
compression suivant > 1,aprés C-I de -0.1 MPa
100 KPa = Y1
- 32
- PM
< Q
o =30°
pX
-6 T T 1 r 1 T ' EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fig V.72: homogénéisation de la terre armée,modélisation de

compression suivant X 1,aprés C-I de -0.1 MPa
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KP
100 KPa o 32
- 31
=+ PM
< Q
o =75°
z
-0,6 1 ' T T EQ(%)
0,0 0,1 0,2
figV73: homogénéisation de la terre armée,essai de
traction suivant }.2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
0.4
100 KPa = T2
0,2 - 31
= PM
0,0 < Q
0,2
o =75
-0,4 )
-0,6 1 EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
figV74; homogénéisation de Ia terre armée,modélisation de

traction suivant 3.2,aprés C-H-1 de -0.05 MPa
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76
75 -4ee0eee - *> -
74 4
73
72 = Y%
- O3
71
70
69 ' T T EQ(%)
0,0 0,1 0,2
fig V73 homogénéisation de la terre armée,essai de
traction suivant Y2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
- o
- ¢ 2
)
— EQ(%)

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

fig V76 homogénéisation de la terre armée,modélisation de

de traction suivant Y.2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux

- 137



Chapitre V: Homogénéisation en phase élastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

100 KPa 51

-3

- 32
= PM
-

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fig VI homogénéisation de la terre armée,essai de
de compression suivant > 1,aprés C-I de -0.1 MPa

100 KPa 21

2
PM

taée

= 60°

R

EQ(%)
0 1 2
fig V78; homogénéisation de la terre armée,modélisation de

compression suivant Y. 1,aprés C-I de -0.1 MPa
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La diminution de rigidité jusqu'a la rupture est moins explicite pour l'essai, ce que l'on observe en
comparant :

*  sur les fig. V.79 et V.80 pour les courbes d'évolution des contraintes
» sur les fig. V.75 et V.76 et les fig. V.81 et V.82 pour les courbes d'évolution des directions

principales.
100 KPa = 32
< - Zl
&+ PM
< Q
-}
o
R o, =30°
* %
2T S S T EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fig V. 79; homogénéisation de la terre armée, essai de
traction suivant .2,aprés C-H-1 de -0.1 MPa
100 KPa 22
- 31
= PM
< Q
o =30°
z
-2 T 1 T T Y T ' T v EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
fig V 80: homogénéisation de la terre armée,modélisation de

traction suivant 32,aprés C-H-I de -0.1 MPa
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a %
- %y
1
20 +——T EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fig V81: homogénéisation de la terre armée,essai de
traction suivant 32,aprés C-H-I de -0.1 MPa
évolution des axes principaux
60
- Y E
- Oy
EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
fig V 82: homogénéisation de la terre armée,modélisation de

traction suivant Y2,aprés C-H-1 de -0.1 MPa
évolution des axes principaux
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Sur les essais réalisés, en prenant I'hypothése d'un comportement non dilatant du sable, on note des
différences notables avec la prédiction du modele. ‘

La comparaison des fig. V.83 et V.84 et des fig. V.85 et V.86 accuse une prédiction de la charge de rupture
plus faible pour les essais. Sur la fig. V.87, nous avons reporté la différence qui en résulte au niveau de l'anisotropie
2 la rupture, Pour I'anisotropie élastique, les résultats sont comparables.

L'évolution de I'écrouissage est nettement mieux simulée par la modélisation comme l'atteste la
COMparaison :

»  des fig. V.83 et V.84 pour les courbes d'évolution en contrainte,
» des fig. V.88 et V.89 et des fig. V.90 et V.91 pour les courbes d'évolution des directions des axes
principaux.

Plus particulidrement la comparaison des fig. V.85 et V.86 montre un comportement élastique
parfaitement plastique pour l'essai alors que sur la courbe de la modélisation, on observe un léger écrouissage jusqu'a
la rupture,

2
100 KPa =+ 31
1- - 22
2 PM
p -0~ Q
0 <
o _ =30°
z
EQ(%)
0,0 0,1 - 0,2 0,3
fig V 83; homogénéisation de Ia terre armée,comportement
non dilatant du sable,essai de compression
suivant Y 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
100 KPa - 1
- 32
& PM
- Q
o =30°
2z
-4 T T T T T EQ(%)"
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
ig V 84: homogénéisation de la terre armée,comportement

non dilatant du sable,modélisation de compression
suivant L 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
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0 KP - u
10 a -~ 22
=+ PM
< Q
o a
o_ =45°
hX
(e a
-2 T T T T Y T T EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
fiz Vv 8s: homogénéisation de la terre armée,comportement
non dilatant du sable,essai de compression
suivant X.1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
100 KPa 21
- 32
- PM
< Q
o = 45°
5 5
EQ(%)

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
figV 86:; homogénéisation de la terre armée,comportement
non dilatant du sable,modélisation de compression
suivant Y 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
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22-31
(100 KPa)
B  essai
® modéle a2 v-i
0 v T T T T T T T o
0 20 40 60 80 )>
fig V 87; anisotropie de rupture de la terre armée,a partir d'essais de traction
suivant Y2,aprés C-H-I de -0.05 MPa,méthode de I'homogénéisation,
comportement non dilatant du sable
- o
--- a 2
30 >—o—o * >~o—o
29 v T v T EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3
figV 8% homogénéisation de la terre armée,comportement non dilatant

du sable,essai de compression suivant > 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux

- T T - EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

fig V 89: homogénéisation de la terre armée,comportement non dilatant du sable
modaélisation de compression suivant 3 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa

évolution des axes principaux
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- o Z
42 + ' T T T Y T T EQ(%)
6,0 0,2 0,4 0,6 0,8
fig V 90; homogénéisation de la terre armée,comportement non dilatant

du sable, essai de compression suivant X.1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux

-+ Of
- O
42 T T 1 T T T T EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
figY 91: homogénéisation de la terre armée,comportement non dilatant du sable

modélisation de compression suivant 3, 1,aprés C-H-1 de -0.05 MPa
évolution des axes principaux



Chapitre V : Homogénéisation en phase élastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

. colonnes ballastées

La comparaison des fig. V.92 et V.93, des fig. V.94 et V.95, des fig. V.96 et V.97 confirment le bien
fondé de la modélisation. Par opposition aux résultats des autres essais, la fig. V.98 ne donne pas un rapprochement
des directions principales des tenseurs de contrainte et de déformation 2 la rupture, alors que pour la modélisation, fig.
V.99, on observe que ces directions sont quasiment identiques a la rupture.

1
100 KPa ]
= Y1
0 <4 - 32
=+ PM
< Q
a_ =0
. z
-2 NN D S E S i B B SR EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
fig VI homogénéisation des colonnes ballastées,essai de
compression suivant > 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
1
100 KPa = 31
- 32
= PM
< Q
4 a_ =0
z
-2 T T T T v L B ) E— EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
fig V. 93; homogénéisation des colonnes ballastées, modélisation de

compression suivant Y1, aprés C-H-I de -0.05 MPa
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Chapitre V : Homogénéisation en phase élastoplastique
Ewde numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

0,4 o
100 KPa 1
- - 31
=+ PM
0,0 = B ol Q
o =0
z
£ * * >~ -
-0,6 e e SRR ——— EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
fig v 94; homogénéisation des colonnes ballastées,essai de
traction suivant ¥2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
0,4 o
100 KPa A
0,2 - 32
] - 2
-+ PM
< Q
a. =0
z
EQ(%)

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
fig V 95; homogénéisation des colonnes ballastées,modélisation de
traction suivant ¥2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
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Chapitre V : Homogénéisation en phase élastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

-3 O E
- O 3
20 T T ' 1 T T r EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
fig V 96 homogénéisation des colonnes ballastées, essai de
traction suivant 3.2, aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
50
-3 O
E
- Oy
20 T T T T T T T T EQ(%)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
fig V 97; homogénéisation des eolonnes ballastées,modélisation de

traction suivant Y.2,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
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Chapitre V : Homogénéisation en phase élastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

65
60 $0—0—0—0—0—00-0—~———0— - -
] a
] = Cp
55 : - O z
50 -
45 ' T ™ EQ(%)
0 1 2
fig V.98 homogénéisation des colonnes ballastées,essai de
compression suivant 3. 1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
65 7]
60 - SEINNENNNN—
] = ag
§5 7 - O 5
50 -
45 1 ¥ T M T T T T T Y EQ(%)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
fig V 99; homogénéisation des colonnes ballastées,modélisation de

compression suivant X1,aprés C-H-I de -0.05 MPa
évolution des axes principaux
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Chapitre V : Homogénéisation en phase ¢lastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées

5.4.2 . Modélisation de 1l'écrouissage du domaine élastique

La relation entre les contraintes macroscopiques et microscopiques n'est plus linéaire dés qu'il y a
plastification, elle peut se mettre sous la forme :

(5.14) o=CPm .z 6 (SGk), 0 <s <)

o Te est un état de contrainte résiduel qui dépend de toute lhistoire de I'évolution des contraintes macroscopiques
jusqu'd linstant t. Il représente I'état de contrainte qui subsisterait dans la cellule de base, si on annulait 'état de
contrainte macroscopique. Ainsi (czhom) : ¥ est I'dtat de contrainte microscopique que l'on obtiendrait si les

matériaux avaient un comportement purement ¢lastique.
En passant 2 lamoyenne sur 'Y des termes de (5.14), on obtient :

(5.15) <o >=0

Comme ¢ et Cyhom : 3 sont des champs de contraintes constants dans chaque matériau du
composite, il résulte d'aprés (5.14) que o ¢ satisfait la méme propri¢ié.

De (5.15), on déduit alors :

Ie Ic
Wr (Gll)r + WS (Gll)s =0
. e Ws re
soit (Cll)r = - — (011)5
Wr
e e
Wr (022)1. + WS (022)5 =0

I rc~
Wy (012), + wg (512)5 =0
en tenant compte des conditions de continuité de la contrainte & Finterface :

re re
(cij)r = (oij)s

On aboutit 2 :

) (5 _
(Gij)l' =0
e
(cij)S =0

pour (i,j) =(1,2)o0u (2,2)

Les équations (4.5), (4.6), (4.7) ct (4.8) permettent alors d'écrire
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Chapitre V : Homogénéisation en phase élastoplastique
Etude numérique sur la terre armée et les colonnes ballastées
w

s e
O = B Iy + 1 22 - o ©11)s
©22 = 32
©19r = Iy

TS
(01 = Hg Zq1 + I Zpp + (0945
(09)s = Zp3
(0195 = 12

Ensupposant Hr # 0 et Hs # 0 les relations précédentes peuvent se mettre sous la forme :

(o3 = Hy C11 + G+ L Zp2

(O = Z9

z

(12 12

(019 = Hg 11 + @) + I Znp

(©30)s = Zpp
(19 = Iy
re re
wg (071)s (G11)s
avec )y = - ——— ty)e =
r W, Hr s Hs

Par conséquent, en reprenant les notations du § 4.3.1, le domaine d'élasticité homogénéisé peut étre
caractérisé A tout moment de l1a plastification par les conditions :

Fr (211 + ([1)1" 222, 212) <0

En se référant a I'espace tridimensionnel des contraintes dont les composantes sont
Ci1 Tz V2 Zpp)

Ces expressions signifient que les deux zones délimitant le domaine d'élasticité initial subissent au cours
de I'écrouissage des translations parallélement a I'axe des Y37 de mé&me direction, mais de sens opposés. Les
coordonnées des vecteurs translations sont :

tr (‘([l)r, Oa O) et t'S('(t1)51 07 O)

Si le domaine d'élasticité est délimité simplement par une des deux zones précédentes comme on l'a
constaté pour la terre armée et pour certaines valeurs de la pression moyenne sur les fig. IV.12,1V.13, V.14,

On peut alors affirmer, que dans cette zone de contrainte, I'écrouissage de la surface de charge est
parfaitement cinématique.
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CONCLUSION

Rappel du but de I'étude

Ce travail constitue une contribution 2 I'étude des techniques de 'homogénéisation en phases linéaire et
non linéaire. Pour réaliser cette étude, nous avons introduit ces techniques dans un programme de calcul aux éléments
finis.

Principaux résultats

c linéai

L'étude sur la terre armée fait ressortir que les caractéristiques homogénéisées sont proches de celles du
sol, sauf pour les caractéristiques de rigidité dans la direction du renforcement et-pour le coefficient de Poisson
transversal.

Pour les groupes de pieux, la technique de I'homogénéisation rend compte des effets de groupe, car elle
prend en considération les phénomenes de concentration de contrainte 2 l'interface. L'étude paramétrique fait ressortir
que cet effet s'atténue avec l'espacement des pieux.

Comportement non linéaire

Les lois d'évolution obtenues par la méthode des éléments finis sur la terre armée et les colonnes
ballastées mettent en évidence que le comportement du matériau homogéne équivalent préscnte un écrouissage méme
si les constitutants initiaux obéissent 4 une loi élastoplastique parfaite.

On constate que le matériau homogene équivalent présente une anisotropie sur la limite €lastique, la
limite de rupture et sur I'écrouissage.

En particulier, nous avons mis en évidence que le domaine d'élasticité homogénéis¢ est l'intersection de
deux zones correspondant chacune a l'entrée en plastification d'un des constituants. L'écrouissage de ce domaine

résulte d'une translation sur chacune de ces zones.

D'autre part, nous avons fait apparaitre que le matériau multicouche homogén€isé ob¢€it a un modele a
deux variables intemnes donnant des lois d'évolution proches de cclles obtenues avec le calcul aux éléments finis.
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Conclusion

Perspectives

Deux axes de recherche peuvent étre développés :
Validati

Les prédictions de la théorie de I'homogénéisation sont 2 comparer a des résultats d'essais en laboratoire et
d'observations sur des ouvrages en vraie grandeur. Le fait d'introduire une interface imparfaite devrait permettre de
mieux appréhender la réalité.

vel m
11 apparait que le modele & deux variables internes pour le multicouche peut étre généralisé au cas
tridimensionnel. Pour lequel il est possible d'envisager des critéres, sur chaque constituant, plus sophistiqués que

celui de Mohr-Coulomb. Pour des configurations géométriques plus compliguées, des modeles de comportement
approximatifs comportant un nombre fini de variables internes peuvent étre envisagés.
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ANNEXE 1

REGULARITE DE LA FORMULATION DUALE

DE LA METHODE DE L'HOMOGENEISATION

On impose 2 la cellule de base un tenseur de contrainte macroscopiques nul. Pour démontrer que la
forme bilinéaire associée & I'approche duale de la méthode de I'homogénéisation est définie, il suffit d'établir qu'en
phase élastique, les inconnues constituées par les composantes du tenseur macroscopique E et du champ de
déplacement périodique v sont nulles.

En multipliant I'équation d'équilibre pour un champ u* de déplacement a déformation périodique :

% % =0
ou encore :
* * *
Y Y Y
* * * *
comme u € DP(Y) y = Ejp vk +
alors

" * *
J ©5 v, dY = J (©; Eik yi,j dY - J’ (©j ¥;),; dY
Y Y Y

par antipériodicité de  @jj n; et périodicité de y*j :

* *
Y Y
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Annexe 1
Régularité de la formulation duale de I'approche homogénéisation

de plus:

* ¥ *
J (0 Eix y)j dY = J 9, Eik Yk dY + J o;; Ejj dY
Y Y

Y
* *
Y

Y

* *
|Yl By ;= IYIE = 2
et (A.1) s'‘écritdonc:
* * *
%jkh Ukh Uj Y = 1Y E :Z Y u e DP(Y)
v :

On retrouve ici la forme classique de I'élasticité donc u est nul A une constante additive prés.
Comme ue DP(Y)
u=Ey+v v est Y périodique
or u =0 donc v=-Ey.
Pour satisfaire la condition de périodicité sur v, il fautque E=0 et v=0,

Ce qui prouve le résultat.
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ANNEXE 2

FORMULATION VARIATIONNELLE DE L'APPROCHE
PRIMALE DE LA METHODE DE L'HOMOGENEISATION
EN PHASE ELASTIQUE

Par des développements similaires 4 ceux de l'approche duale, on obtient assez facilement :

-

J Gijkn k™) &) (@) oY = _4( Sjkh ekn @ &Y = LYo)
Y

Y
Vi Y périodique
LV ¢ Y périodique
LY = - J 3jjkh €kp (@ dY = - j [(ajjkn op)x — (3jjkn)k o) dY
Y Y

g

{ (2ijkn) k@ dY

aijkh (ph ny d(aY) + [ DaijkhU (ph np dr

Y T

+

Compte tenu des conditions de périodicité, la premizre intégrale est nulle.

On considere que les matériaux constitutifs du composite sont homogenes. Donc les coefficients d'élasticité
sont constants par morceau, et alors :

LY%o) = J (Fn'D)ij 9p dT

r
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Annexe 2
Formulation variationnelle de I'approche primale de la méthode de
T'homogénéisation en phase élastique

avec (Fi,m)ij = 1[I 3jjkh oy [0

Les forces s'exercent 2 l'interface. Pour des composites a constituants isotropes, on donne dans le tab. Al.
I'expression des vecteurs forces des six problémes élémentaires.
Dans 1'approche duale, on retrouve ces expressions au niveau de la matrice de rigidité et I'écriture de la

matrice de force s'en trouve allégé.

Les coefficients de rigidité homogénéisés s'explicitent :

hom kh kh
aijkh = < O'ij > =< "Ulm elm (u ) >

kh
< ajim Bm + em @) >

= <gjjjp > + < °ij (vkh) >

Type de problémj i v v33 v vl v 12

Oa+ 2].1[[!11 Dkﬂnl Ulﬂnl 0 UuUn3 DHUnz
vecteur

force F° |Oa0n, |Oa+20n) 0a0n_| Ouln 0 0uln
2 2 2 3 1

OAln 0A0n Or+20n_ | O pln Oupln 0

3 3 3 2 1
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ANNEXE 3

VERIFICATION DU PRINCIPE DE MACRO-

HOMOGENEITE POUR LES C-M-m DE LA METHODE
DE L'HOMOGENEISATION

o et e vérifient sur la cellule de base les conditions :

divy =20
e Y périodique
on Y antipériodique

On se propose d'établir que :

En utilisant la formule de Green :

1
°ij eyjj > = [Y_ J °ij eyij (u) dY

Y
1
oY Y
1
’7[ o nj w5 40D
aY

comme ey(u) est Y périodique,ona :

y = Eyp yg + v avec v; Y périodique
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ANNEXE 4

COMPARAISON SUR DES EXEMPLES DE L'APPROCHE
PRIMALE DE LA METHODE DE HILL-MANDEL ET DE
LA METHODE DE L'HOMOGENEISATION

Terre armée

On a repris I'exemple de la fig. II1.2, nous constatons que les tenseurs de rigidité des deux méthodes sont
comparables.

Multicouche associée a la terre armée

On a travaillé sur I'exemple du multicouche de la fig. A1 ; les résultats obtenus sont comparables :

hom hom hom hom
(MPa) 39222 23333 47233 9323
},V;é““’de,d":. : 203,5 2872 105,3 58,14
omogenelsatlon
Approche primale
de la méthode de 208,4 287.6 105,7 60,72
Hill-Mandel
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Annexe 4
Comparaison sur des exemples de 1'approche primale
de 1a méthode de Hill-Mandel et de la méthode de 'homogénéisation

* Pieu rempli de sol :

On a travaillé sur I'exemple de la fig. A2 :

hom hom hom
(MPa) 32222 a 2233 2 2323
Méthode de 26230 | 12920 66,23
I'homogénéisation
Approche primale
de la méthode de 262,90 129,80 66,47
Hill-Mandel
* Pieu vide dans le sol
hom hom hom
(MPa) YY) 39933 a 933
Méthodede 248,60 142,60 51,42
I'homogénéisation
Approche primale
de la méthode de 249,50 142,80 53,15
Hill-Mandel
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Annexe 4
Comparaison sur des exemples de I'approche primale
de 1a méthode de Hill-Mandel et de la méthode de I'homogénéisation

y2 A

750mm 5.88mm -

y3

fis Al: Matériau multicouche

y2 |
A
im 10mm -
Q y3
N
Y

fig A 2: Tubed'acier dans le sol



ANNEXE §

NATURE DES COURBES DELIMITANT LE DOMAINE
ELASTIQUE HOMOGENEISE POUR LE MATERIAU
MULTICOUCHE, SI LES CONSTITUANTS OBEISSENT
A DES CRITERES DE MOHR-COULOMB

On s'intéresse 2 la zone limite du domaine élastique correspondant 3 l'entrée en plastification du
renforcement ; pour étudier celle du sol, il suffit de transposer les indices r par s. L'équation de cette surface
dans l'espace des contraintes macroscopiques est :

.

2
He Zyp + I Ty - Zp9) 2 _ H Zy + L Zp + 2y
(A2) 7 + Zjp +sing 5 - C; cos ¢, =0
Pour sa représentation dans le plan déviatorique, nous proposons d'utiliser les axes de coordonnées :
G- L) &y + I
= — PM = _—_2-——-—
J2
. U U
soit 211 = PM + — 222 =PM - —
V2 V2
en injectant ces expressions dans (A.2) , on obtient apres réduction une expression du type :
2 2
(A3) K U+Kp© + 42, = K3
1 . . . .
avec Ky = 5 ((H, - lr) (1 - sin (pr) + sin (pr] [((Hy - 1D (1 +sin (p‘,) — sin (pr]

Pour que (A.3) soit l'équation d'une ellipse d'axes paralléles a ceux du repére (U, W), il faut que Kj>
‘0 et K3 >0.Comme le calcul de K3 est compliqué, nous nous sommes intéressés a la condition nécessaire,
K1 > 0 permettant d'affirmer que lorsque la représentation du critdre défini par (A.2) dans un plan de pression
moyenne donnée existe, il s'agit d'une ellipse.
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Annexe 5
Nature des courbes délimitant le domaine élastique homogénéisé pour le matériau multicouche,
si les constituants obéissent 2 des critéres de Mohr-Coulomb

En posant :
-sin @, sin @,
kj = —— kg =
1 -sin @, 1+ sin @

Ki>0e (H—-L) €] -, ki [U] kg, +oo][

Nous vérifions cette condition sur les deux exemples que nous avons étudiés

* Terre armée

k=21,31

pour le sol

Hy = 087 I = -0,07
-1 ko = 0333

-
—
it

donc K; >0

- 0,025

Hr = 16,63 Ir
ki=kp =0

donc K; >0

» Colonnes ballastées
k=20

pour le sol

0,296 Iy = 3,44
- 0,520 kp = 0,255

&
]

-
—
1]

donc K1 > 0

» pour la colonne de sable

5926 I, = - 0,060
- 1,345 k2 = 0,365

Hp
ky

donc K; >0
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ANNEXE 6

INTRODUCTION DES CONDITIONS DE PERIODICITE

DANS LE CODE EN NON LINEAIRE PECPLAS

Comme la matrice de rigidité intervient dans la convergence, afin d'éviter de la modifier, nous avons
introduit les conditions de périodicité en utilisant la méthode de Lagrange, par opposition a la méthode utilisée pour
Pecelas, et consistant & modifier la rigidité en ajoutant deux ressorts infiniment rigides, entre les noeuds périodiques.

Sur le probléme discrétisé, on écrit les conditions de périodicité 4 I'aide d'une matrice D ce qui permet
d'écrire globalement le nouveau syst¢me 2 résoudre :

Rp X = F + FP

DX=0

La résolution de ce probiéme est équivalente 2 la détermination de la valeur des multiplicateurs de Lagrange
A et du vecteur inconnu qui minimise la quantité.

1
J=-2- tx Rp X -1k (F+Fp)—tx ip &

Cette condition est obtenue pour :

97 a7
— =90 et — =0
)Y oX
or.
oJ t 0 DX = 0
—— e = = =
Yy (DX)
21
— =RpX-F-F° - A =0
3% T tp
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Annexe 6
Introduction des conditions de périodicité
dans le code en non linéaire Pecplas

ce qui conduit a la résolution du systéme :

-ip X F EP
= +

-D I 0 A

Ry

- 168 -



. ANNEXE 7

METHODE DE L'HOMOGENEISATION POUR LE
MATERIAU MULTICOUCHE : EQUIVALENCE DES
CARACTERISATIONS MACROSCOPIQUE ET MICROS-

COPIQUE EN DEFORMATION PLANE

Si le probleme est défini en déformation plane au niveau microscopique, il I'est forcément au niveau
macroscopique.

Réciproquement, on se donne un état de déformation plane au niveau macroscopique :
Ej3 = E3 = E33 =0

Comme on sait que le tenseur de déformation microscopique est constant dans chaque constituant, il vient :

E13= ws(€13)s + wr (€13)r 0

0

E33= ws(e33)s + wr(e33)
Comme l'interface est parfaite, on peut y écrire la continuité du tenseur des déformations :

(e13)s = (e13)

(e33)s = (e33)r

11 est alors immédiat que :

(e13)s = 0

0

(e33)s

En ce qui conceme la déformation de cisaillement dans le plan 2, 3, durant toute la phase élastique, on peut
écrire que :

(A.4) (023)1' = 2Gl' (623)r
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Annexe 7
Approche homogénéisation pour le matériau multicouche :
Equivalence des caractérisations en déformation plane, macroscopique

(A.5) (0'23)5 =2 Gs (e93)s
La continuité de la contrainte 2 l'interface permet d'affirmer que :

(623)1' = (023)5
soit :

(A.6) 2G; (e93); = 2 Gy (e3)s
et comme on sait que :
(A7) Epz = wg (ep3)s + wr(eg3)y = 0

de (A4),(A.5), (A.6), (A.7), on peut tirer que :

[}

(eg3)s = (eg3); = 0

[
(=

(023)5 (623)1' =

Ce qui permet d'affirmer qu'au moment de I'entrée en plastification d'un des matériaux, par exemple le sol,
la direction des déformations plastiques est telle que : :

(deh3)s = 0

En effet, I'hypothese d'isotropie des constituants permet d'affirmer que le potentiel plastique g présente
une symétrie par rapport au plan (0, y1, y2), soit alors :

(8)s (093) = (8)s (~0p3)

o(g)s ©0 - 9(8)s ( )
et (o = ~ On2) ROLIES
23 23 SNk L
8023 8023 v \:\4"?/‘
"‘: SECY o0
g) A
pour G,y = 0 on obtient 5 -0 CA\sCieNGEs
6023 \ & s
Cyq =0

NI

en considérant la loi d'écoulement plastique (si elle est associée g = f¢), et en tenant compte qu'a l'entrée en
plastification, on a (G23)s = 0, il apparait que :

a(g)
dB3)s = dA [a SJ

G23

it
<

0'23 =0

ce qui montre que le sol reste élastique vis-a-vis du cisaillement dans le plan (y2, y3) et, par conséquent, la
déformation correspondante reste nulle, ce qui achéve la démonstration.
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CONTRIBUTION A L'HOMOGENEISATION
EN PHASE NON LINEAIRE
APPLICATION AU RENFORCEMENT DES SOLS

E.PRUCHNICKI

Résumé:

Devant l'accroissement important de I'emploi des matériaux composites dans l'industrie, de nombreux
développements théoriques et numériques ont été effectués afin de leur associer un matériau homogene équivalent. Le
présent travail constitue une contribution dans ce sens. Il comprend déux parties.

La premigre est consacrée au comportement des composites en phase élastique linéaire. Apres une étude
théorique, nous avons introduit les techniques dhomogénéisation dans le programme de calcul aux €léments finis,
Pecelas. Cet outil a été utilisé pour réaliser des études sur la terre armée et le groupe de pieux.

La deuxi®me partie porte sur l'étude du comportement des composites en phase élastoplastique. La théorie
de I'nomogénéisation est rappelée. Ensuite, son introduction dans le programme de calcul €lastoplastique Pecplas est
décrite. La terre armée et les colonnes ballastées ont été modélisées par un multicouche, ce qui a permis d'étudier leur
domaine d'élasticité et de rupture. Quant a 1'étude de la loi d'évolution, nous avons pu l'obtenir grace a des
simulations numériques par éléments finis.

Cette émde a permis d'élaborer un modele de comportement A deux variables intemes pour la loi d'évolution
homogénéisée. Nous avons pu en déduire la manidre dont s'effectue 1'écrouissage du domaine d'élasticité
homogénéisé.

Mots Clés : Homogénéisation - €lastoplastique - milieux périodiques - terre armée - colonnes ballastées - groupe
de picux - éléments finis.



