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INTRODUCTION GENERALE.

Les courbes et surfaces rationnelles ont fait I’objet d’une étude de J.C.
Fiorot et P. Jeannin [FJ86,FJ87,FJ88,FJ89] en vue d’une nouvelle représenta-
tion.

Cette nouvelle représentation permet le stockage de toute courbe ou sur-
face rationnelle & ’aide d’un nombre fini de vecteurs massigues ainsi que
la manipulation de telles courbes et surfaces a des fins informatiques ou in-
dustrielles : CAO, CFAOQ,... Rappelons qu’un vecteur massique est un point
pondéré ou un vecteur pur de ’espace dans lequel est plongée la courbe ou
la surface. Exprimées en fonction de vecteurs massiques via les polynomes de
Bernstein, les courbes et surfaces rationnelles sont appelées respectivement
courbes B-Rationnelles, (BR) en abrégé, et Surfaces B-Rationnelles, (SBR)

en abrégé.

Le présent travail se place dans le cadre précédent, c’est une contribution
a ’étude des courbes rationnelles mises sous forme (BR). Il présente deux
aspects :

Le premier concerne les changements de parameétre et leur effet sur le
polygone massique d’une courbe (BR). L’intérét de ces changements de para-
metre réside dans les applications suivantes : effectuer un paramétrage stan-
dard sur [0,1], améliorer la précision du tracé, modifier les vecteurs mas-
siques sans modifier la courbe, tracer la courbe complémentaire, avoir une
représentation (BR) de la totalité d'une courbe rationnelle ou polynomiale,
etc...

Du fait de son invariance sous une transformation rationnelle du para
métre, la représentation (BR) joue un réle important dans ce travail.

De fagon explicite, le probléme est le suivant:
soit C:I — IR™ une courbe (BR) et f:[0,1] — I une transformation du
parameétre, trouver la forme (BR) de la composée C o f.

Il est clair que le fait d’avoir f biunivoque est nécessaire pour que la
reparamétrisation soit propre, c’est & dire qu’a chaque point du support de la
courbe correspond une seule valeur du parametre. Cette condition de biuni-
vocité sera exigée pour chaque cas.

Les algorithmes qui sont fournis ont pour données un polygone massique
ainsi qu’une fonction représentant le changement de parameétre. Les calculs
internes se font dans la base de Bernstein, et le résultat est donné sous forme
d’un nouveau polygone massique.

L’utilisation de la base de Bernstein a toutes les étapes de 'algorithme
(entrée, calculs, sortie) est motivée par une raison de stabilité numérique.
Farouki and Rajan [FR87,FR88] ayant montré que d’un point de vue algo-
rithmique, la base de Bernstein est numériquement plus stable que la base
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canonique, et qu’il est donc inapproprié de faire des conversions de bases avec
tout ce que cela engendre comme erreurs numériques.

Dans le chapitre II, le changement de paramétre f est choisi successive-
ment affine puis homographique. La caractéristique de ces deux changements
est qu’ils gardent inchangée la longueur du polygone massique : si w est un
polygone de longueur n, nous avons BR[w] o f = BRI} avec 6 un polygone
de longueur n.

Le chapitre III traite du changement quadratique rationnel. Il permet de
paramétrer sur [0,1] une courbe dont le paramétre décrivait R tout entier.
La difference avec les changements précédents est le fait que le polygone 6
obtenu est de longueur 2n. Mais bien que la longueur de la (BR) soit doublée,
la complexité ne change pas en raison de la mise en évidence d’une symétrie
dans le polygone. Cette symétrie est qualifiée de é-réciprocité.

Dans chacun de ces trois cas, l'incidence du changement de parameétre
s’écrit sous forme matricielle, ce qui donne une relation linéaire entre le poly-
gone massique w et 6.

Le second aspect de ce travail porte sur ’étude des cubiques rationnelles
mises sous forme (BR). C’est 'objet du chapitre IV.

Nous verrons que la donnée de quatre vecteurs massiques wg, wjy, wy et
w3 permet de déterminer des propriétés de la cubique BR|wg,w;,ws,ws).

Etudier le rang du polygone massique (wp,w;,ws,w3) revient a établir si
la cubique BR|w] est une cubique non-dégénérée ou non.

La nature d’une cubique BR|w] est précisée en fonction des masses des
vecteurs massiques wy, W, ws, et ws.

L’accent sera mis sur une classification des cubiques rationnelles planes
d’apres le type de la combinaison linéaire reliant wg,w;,ws, €t ws. Le cas
particulier des cubiques planes polynomiales est également traité.

Ce travail est complété au chapitre V par un catalogue de procédures
écrits en pseudo-code et portant sur les deux aspects ci-dessus. Les procédures
sont illustrées par de nombreux exemples graphiques.



Chap. I : CADRE GENERAL.

Nous rappelons les notations et quelques résultats de 1'ouvrage de J.C.

Fiorot et P. Jeannin [FJ89] et de [FJ86,FJ87,FJ88).

§1. Espace £ des vecteurs massiques.

1. Notations générales.

Considérons deux espaces affines réels £ et F de dimensions respectives
N et N 41 tel que € soit un hyperplan affine de F.

Dans la pratique, £ est le plan ou I’ espace réel. Notons € et F les espaces

vectoriels associés respectifs de £ et F. € est un hyperplan vectoriel de 7.
Les complétés projectifs de £ et F sont notés respectivement £ et F.

2. Vecteurs massiques.

Soit ) un point de F n’appartenant pas a €.
Un vecteur massique 6 est défini comme étant un point pondéré

(P; ﬂ)GEXIR*ouunvecteurpur-L—fe?

L’espace £ des vecteurs massiques est (ExRY)U Z.
Soit ’application § telle que

Lé - F
ﬁ — I_f siﬁe?
(P;8) — BOP si(P;f)c€&xR*

€ est muni des deux opérations suivantes : )
e une addition @ telle que § @ 6’ = Q=1 (Q(6) + Q(6")),V 6,6’ € £.
e une multiplication externe * telle que A x 8 = Q"l(/\ . Q(H)), VAeR,

vocé.
Ces opérations sont explicitées par le résultat ci-dessous.

Proposition. [FJ89, Prop. 1.2.1.6, p.18].
Soient 8 et 6’ € £; a,B, ) € R, alors :
e si 0 = (P;a) et 8 =(Q;B) sont des points pondérés :
060" = (P;a) @ (@) = (23520 + B) pour a + B # 0.

06 = (P;a)®(Q; 8) = aQP = BPQ pour a + f = 0.

Ry
e si 6 = (P;a) est un point pondéré et ' = V est un vecteur :
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9@0'=(P;a)€9-17=(P+(%)7;a).

- —
e sif= U et § = V sont des vecteurs :
000=TUaV=U+V.

ee si § = (P;a) est un point pondéré :
Ax0=Ax(P;a)= (P,,\a)
e 5i0 =T est un vecteur :

Ax8=A+T =AT.

Proposition. [FJ89, Prop. 1.2.1.5, p.17).
(€, @, *) est un espace vectoriel réel.

L’application 3: € — F est un isomorphisme linéaire.
dim€ = dim F.
L’application yx telle que

est appelée la masse. x(0) est la masse du vecteur massique 6.
La masse est une forme linéaire, cf. [FJ89, Prop. 1.2.2.8, p.24].

3. Projections.

Définition. Projection conique.
IIQ2 désigne la projection conique de sommet ) i.e., 'application

II0: ?——{_6’}—-) £
—_
v — m

tel que Qm soit colinéaire 3 7.
Proposition [FJ89, Prop. 1.2.2.1, p.19].
Nous avons les propriétés suivantes :
a) IIQ est une surjection de F- {-6)} sur €.
b)sideR* et T € F —{0}:0007) =INAT).
Définition. Projection naturelle. X 3
II désigne la projection naturelle de £ sur £ 1i.e., 'application
o€ - £
(P;g) - P
7T - (ﬁ’)°°
Proposition [FJ89, Prop. 1.2.2.3, p.20].
Nous avons les propriétés suivantes :
a) I=IIQo.
b) 11 est une surjection de £ — 0 sur €.

c)siAeR* etfcé— 0 :T(\*6)=TI(6).
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§2. Les courbes (BR).

Les polynomes de Bernstein de degré n relatifs a 'intervalle [0, 1] s’écri-
vent

BMt) = (’Z)(l -t)"%,  i=0,1,2,...,n

out€R.

IIs forment une base de ’espace des polynémes de degré inférieur ou égal
an.

Une courbe Bézier [BE68,BE77] polynomiale de degré n est définie par

n

te[0,1]— > BIt)P,

1=0

avec Py, Py,...,P, des points de £. Le (n+1)-uple (Py, P1,..., Py) est appelé
polygone de controle.

Plus généralement, une courbe Bézier polynomiale est notée
BP[P,, Py,..., P,] ou plus brievement BP[P].

La courbe paramétrée

teJ— Y BIYP,
=0

étant notée par BP[P; J].
Toute courbe polynomiale de £ est une courbe (BP) et réciproquement.

Définition [FJ89, Déf. 2.2.2.1, p.39].
La courbe paramétrée

n

te g —»T() BI(t)+6)

=0

ot (6g,6;,...,6,) est un (n + 1)-uple de vecteurs massiques de £ non tous
nuls est appelée courbe B-rationnelle, ou courbe (BR) en abrégé.

8 = (6o, 61,...,6,) est appelé polygone massique de contréle.

Une courbe (BR) est notée BR[6g,0,,...,0,;t € J] ou plus briévement
BR[6;J].

La longueur de la courbe BR[6; J] est n. Par extension, nous dirons que  est
un polygone de longueur n.

Explicitons cette définition, notons I = {i/6; = (P;,B;) € € x R*} et
I={i/;=U; €&} tel que IUI={0,1,...,n}, nous aurons alors

BR[f)(t) =11 (Z BF(t) * (P $:)@ > BJ(t) * ﬁ,-)

iel icl
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et dans le cas oh Y B;B{(t) # 0
i€l
it BiPiBE(®) | Tt UiBR()
2 BiBI(t) 2 BiB(t)
i€l i€l
Proposition [FJ89, Prop. 2.2.2.2, p.44].
Toute courbe rationnelle de £ est une courbe (BR) et réciproquement.

Définition. Support d’une courbe (BR).
Soit @ un polygone massique de longueur n. Le support de la courbe

BR[6;J] (noté | BR[6; J) |) désigne I’ensemble suivant :
{P € £/3t € Jtel que P = BR[f)(1)}

BRIS)(t) = &

§3. Effet d’une application projective sur une courbe (BR).

Définition. Repére projectif.

Soit N la dimension de I’espace €. Un repére projectif de £ est un (N +2)-
uple de points de £ dont (N + 1) quelconques ne sont pas dans un méme
hyperplan de €.

Ainsi si £ est un plan affine, un repére projectif de £ est constitué de
quatre points dont trois ne sont pas alignés. Si £ est 'espace affine réel, un
repére projectif de € est constitué de cinq points dont quatre ne sont pas
coplanaires.

Il existe une unique transformation projective qui envoie un premier
repere projectif sur un second repére projectif. Une transformation projec-
tive transforme une droite en une droite et conserve le contact.

Une transformation affine de £ est une transformation projective parti-
culiére laissant globalement invariant ’hyperplan de l'infini.

Il existe une unique transformation affine qui envoie un premier repére
barycentrique i.e., un simplexe de £ sur un second repére barycentrique.

Soient &; et £; deux espaces affines réels, comme au paragraphe 1, nous

associons a &; (resp. a &) les espaces ?1,51,5:'1,.7’1,?1 et les applications

€y, 19y, I, (resp. les espaces _gz, fz,éz,fz, ?2 et les applications $2y, IIQ,,
II; ).

Définition. Application projective. [FJ89, déf. 1.2.3.1, p.24].
a) Une application linéaire T. ._7:')1 — ?2 induit une application projective
T:& — HQ;(Ker?) - &,.

(T est dite application projective induite par T ).
b) Soit T=0;" To 2, Ia transmuée de T par les isomorphismes Ql_l et
Q; 1. L’application linéaire T induit I'application projective T
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Remarquons que HQI(Ker?) =II,(KerT).
Proposition. [FJ89, Prop. 1.2.3.2, p.24].

a) Les applications T et T sont lides par la relation IIQ2; o T =To nQ,

sur _.7?1 - K er?. R R
b) Les applications T et T' sont liées par la relation II; o T = T o II; sur
&1 — KerT.

c) les relations a) et b) sont équivalentes.

Proposition. [FJ89,Prop. 2.5.1.,p.65].
Soit une courbe (BR) de &, : BR [00, 61,...,6,;]0, 1]] et T une application
projective de & dans &, induite par ’application linéaire T de &, — &,. Alors

T(BR[60,61,...,60,](t)) = BR[T(8,),T(6:),...,T(8:)](2).

Les deux membres n’étant définis que dans le cas ot BR[6o, 61, .. .,6,](t)
n’est pas dans II, (Ker(T)).

Proposition. [FJ89, Prop. 1.2.2.2, p.20] [FJ89, Prop. 1.2.2.6, p.23].
Soient T une transformation linéaire de & , T la transmuée de T par (0,
T la transformation projective de £ induite par T. Alors :
a) TolQ=TQoT.
b) Toll=IloT.

c) les relations a) et b) sont équivalentes.

§4. Algorithme de De Casteljau.

L’algorithme de De Casteljau [DC59,DC63] est 1'un des plus utilisés en
géométrie algorithmique.

Il permet de calculer le point courant d’une courbe BP[M,,...,M,)(
ou My, My,..., e¢ M, sont des points d’un espace affine, qui peut étre £,
ou F.

Algorithme DeCasteljau(My, M;,...,Mpu;t).

t)
£

Données: Polygone[My, My, ..., M,]
parameétre t;
Pour i := 0 jusqu’a n faire
MO .= M;;
Pour ¢ :=1 jusqu’a n faire
Pour j := 0 jusqu’a n — ¢ faire
() .__ (i-1) (i-1) ,
MJ .-—(l—t)‘MJ +t.MJ+1 3
Résultat BP[M](t) = Mg

Parmi les propriétés de cet algorithme, nous rappelons le résultat suivant.
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Proposition. [FJ89, p.88].
Soit ty un réel, 0g,01,...,0, €tant des vecteurs massiques, nous avons

BR|oy,01,...,0.)(tet) = BR[ag,aé, ey 00](®)
BRog,01,...,0,](to + (1 — to)t) = BR|oy, 07 -1 ,aﬁ](t)

les af étant les vecteurs massiques fournis par ’algorithme DeCasteljau(co,
01y ..+ On; to).



Chap. II : CHANGEMENTS DE PARAMETRE AFFINE ET
HOMOGRAPHIQUE D'UNE COURBE (BR).

§1. Introduction.

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'incidence des changements de
parametre affine et homographique sur le polygone massique w d’une courbe
BR|w)]. Ces deux changements de parameétre ont en commun de laisser in-
changée la longueur [Chap.1,§2] d’une courbe (BR).

Le paragraphe 2 traite de ’effet du changement de paramétre affine sur le
polygone massique w. Nous établissons une relation matricielle linéaire entre
w et le nouveau polygone massique 6.

Le paragraphe 3 a pour objet le changement de paramétre homographi-
que. L'incidence se traduit également par une relation matricielle reliant w
et 6. Deux applications sont traitées : définition d’un nouveau polygone mas-
sique d’une courbe (BR) pour le méme intervalle de variation du parametre,
représentation sous forme (BR) de la courbe complémentaire d’une courbe
(BR).

Nous appliquons ces résultats au cas particulier d’une courbe (BP). Dans
ce cas, le changement de parameétre homographique fournit une courbe (BR).

§2. Changement de parameétre affine.
Soit ’application affine

a:[0,1] — I
u — a+u(ﬂ—a) (1)

avec a < B, et I l'intervalle [, 8]. Etudions le changement de parameétre affine
d’une courbe (BR).

Proposition 2.1. Méthode directe.

Soit une courbe BR[w;[a,B]] définie par n + 1 vecteurs massiques
wo, W1, - - -, Wn; la composition de cette courbe avec la transformation a donne
BR[w] oa= BR[O] avec les nouveaux vecteurs massiques

{ n-t
b = Z Z Bi Y (a)Bj(B) xwm+j, £=0,1,...,n; (2)

=0 m=0

et nous avons 1’égalité des supports :

|BR[6;10,1])] = |BR[w; e, 1|
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Preuve:
D’apres (1), le changement t = a(u) implique que

=aofl-u)+pfu et 1—-t=(Q1-a)l-u)+(1-PB)u,

d’ou par utilisation de la formule du Binéme de Newton

623 (Yo

j=0

n_

(1 _ t)n—t = Z ( L )(1 _ a)n—i—k(l _ u)n-i—k(l _ ,B)k’uk.

k=0
Par définition BR[w)(t) = II(BP|w](t)) avec

Pll =Y (’Z’)t"(l — )"k,

=0
En utilisant (3b), (4) devient :

Bp[w]oa(u)—zini()

i=0 =0 k=0

(]:)a‘—fu — u)ii i,

(3a)

(3%)

(4)

("7 ) a- ot — e - it e,

SO0
a“j(l — a)n—i—k.

BI(1 = B)fuFti(1 —u)m =i sy,

»~
I

d’ol en remarquant que

OO -0 ()

et en passant aux polynémes de Bernstein, on trouve

BP [w]oa(u) = 2": Z :V__: ( ) =3(1  qyrmi-k.

=0 j=0 k=0

(’ * k)ﬂ’(l Bt

(j Z k)uj'”‘(l - u)"‘j“k * W;

n i n—t

=Y NN Bri@)BITH(B) B a(u) * i

1=0 j=0 k=0

(5)
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n i n—ig
La triple somme ) Y 3" devient
1=0 j=0 k=0
n n n—i

Z Z Z par resommation suivant les deux premiers indices i et j,

J=0 i=j k=0

n n—j J

E Z Z par resommation suivant les deux derniers indices i et k,

E Z Z par le changement d'indices £ = j + k,

n
Z Z par resommation suivant les deux premiers indices £ et j,
£=0 j=0 1i=j
n £ n—t
Z Z par le changement d'indices m =i — j.
=0 j=0 m=

D’ou en définitive

n { n-¢
BP[w]oa(u)=) | > Br(a)Bi(B)*wjtm | * Bi(u)
1:0 Jj=0 m=0 (6)
=) 6+ Bp(u),
=0

avec {6;}¢=o,... n les vecteurs massiques explicités en (2).

Lorsque u parcourt [0, 1], le paramétre t = a(u) parcourt [a, 3] et puisque
BR[6](v) = BR|w] o a(u), les supports des deux courbes BR[w; [a, §]] et
BRJ[6;[0,1]) sont identiques. Wl

L n-—t

La double somme Y Y s’écrit aprés le changement d’indices k = j+m
j=0m=0
L n—t4j
>y oo
i=0 k=

Par resommation, (6a) devient

min(¢,k)

>0y . (6b)

k=0 j=maz(0,k—n+¢t)
Nous en déduisons que les équations (2) s’écrivent sous forme matricielle

6=Aw (6¢)
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fig 2.1. Trisectrice de MacLaurin.

avec A la matrice d’éléments
min(¢,k)
Ak = > Bj(a)B5(B) (6d)
j=maz(0,k—n+)
oul=0,...,net k=0,...,n.
D’oti le résultat suivant

Corollaire 2.2.

Etant donnés une courbe BR|w] et 'application affine a définie en (1),
alors BR|w] 0 a = BRJ6] ou 6 est donné par (6c).

Exemple 2.1.

La trisectrice de MacLaurin est une courbe rationnelle représentée par
les équations paramétriques

{z(t) N %?% te R

y(t) = ta3t

Sa représentation (BR) s’écrit

B3(t)Po + Bi(t)Py + $B3(t)P2 + 2B3(t) P3
Bi(t)+ B(t) + B3 (1) +2B3(t)

ol w est le polygone massique

BRw|(t) =

wo = (Po; 1) avec Py = (-3, 0),
wy = (P1;1) avec P, =(-3,-1),
wy=(Py;%) avec Pp=(-2,-3),
w3 = (P3;2) avec P; =(-1,-1).

Le polygone massique est tel que lorsque t parcourt [0,1], nous obtenons
I’arc PyPs (figure 2.1).
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6,

I(6o) = (83)

0,

fig 2.2. Trisectrice de MacLaurin.

La boucle OPyP;O est obtenue pour la valeur du paramétre parcourant
[~V3,+/3]. Nous voulons déterminer une autre représentation (BR) de cette
courbe de maniére a ce que la boucle soit donnée pour un parametre décrivant
[0,1]. Pour cela, d’aprés la proposition précédente, nous effectuons le change-

ment affine ¢ = a(u) avec a(u) = —v/3 + 2v/3u, d’o
BR|w] o a(v) = BR[6)(u),

avec les nouveaux vecteurs massiques (figure 2.2) :

3
6o = ) BS(a)*wm = (0,0;4),

m=0

1 2
61=>_ Y B2(a)BY(B)*wms;j = (~4,6.9282),

J=0 m=0

2 1
62=>_ Y BL(a)BXB)*wm4; = (—4,—6.9282),
j=0 m=0
3
65 =Y _ B}(B)*w;=(0,0;4)
=0
La boucle est donc définie
a) pour ¢t € [-/3, +v/3] avec le polygone w.
b) pour u € [0, 1] avec le polygone 6.
D’ou égalité des supports

IBR[w; [-V3, \/§]]| = IBR[G; [0,1]] I

(7)

Dans la pratique, on va se servir d’une méthode plus rapide et moins
couteuse en opérations numériques.
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Proposition 2.3. Méthode en deux étapes.
On se donne n + 1 vecteurs massiques wy,wy, .. .,wy €t 2 valeurs a, f : le
changement de parameétres t = a(u) s’effectue en 2 étapes,
1" cas: f#0:
(i) BR|wg,w1,...,wy]0a(u) = BR[7g,71,...,Ty] (-‘3 +u(l-— —))

avec To = wY, T = Wh,..., T = Wl ot {w? {:{,’ " m_j sont les vecteurs
massiques fournis par DeCasteIJau(wo, s Wns ,B)

(#) BR[ro,m,...,7a) (§ +u(1 - $)) = BRl6o,01,...,0,](w)

avec 0y =18, 6, = 771,...,6, = 70 out {T"}‘Z_g’ “n_; sont les vecteurs
massiques fournis par DeCasteljau(7, .

»Tns 5)-
2" cas: f=0:
(i) BRlwo,w1,...,wn]0a(u) = BR[ro,T1,...,Tn] (% +u(l - %))
avec Tg = wd, T = wh,...,Th = W ol {w’}f_'_'g’ n_j sont les vecteurs

massiques fournis par DeCasteljau(wy, . .. ,wn; a)
(11) BR[T(), Tlgeo-y Tn] (1 - U) = BR[GO,GI, ey Gn](u)
avec 8y = 715, 01 = Tn_1,...,0p = Tg.

(Résultat) BR[w] o a(u) = BR[6](u) avec u € [0,1].

Preuve:

Dans le cas # # 0, il suffit d’utiliser la proposition [FJ89, p.88 et chap.I,
§4], en prenant
(i) dans la premiére étape : ¢ = w et t5 = G,
(ii) et dans la seconde étape : 0 =7 et tg = §.
Dans le cas § = 0,

(i) la premiére étape consiste a utiliser la proposition [FJ89, p.88 et chap.l,
§4], en prenant 0 = w et ty = a,

(ii) la seconde étape vient du fait que BR[rg,T1,...,Tn](1 —u) =
BR[Tn,Tn-1,---,7o)(u). B

Exemple 2.2.
Revenons a la trisectrice de Maclaurin : la premiére étape de la méthode

consiste a faire DeCasteljau(wo,wl,wg,w;;;\/5), et a extraire la diagonale
descendante :

7o = (=3,0;1),

1 = (—3,-1.7320; 1),
1y = (—1,-1.732;2),
3 = (0,0;4)

Nous avons

BR|w] 0 a(u) = BR[w](—v3 + 2v/3u)
= BR|[r}(-1 + 2u),
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et

lBR[w; [-V3, \/5]]1 = IBR[T; [-1,1]) l

La seconde étape fournit les vecteurs massiques 6y, 61,62, et 83 que nous
avons explicités en (7); ils sont donnés par la diagonale montante de DeCastel-

Jjau(To, T1,-..,Tn; —1).
Finalement

BR[w)(—V/3 + 2v/3u) = BR[r)(~1 + 2u) = BR[6}(u)

et

|BR[w3[-v3,V3))| = |BRI6; 0,1]] |

Ces deux étapes sont illustrées par les figures 2.3.

6,

Py Y, II(o) II(7s) I(6o) = T(fs)
Pt . .
Py I(ry) O(r)

6,

fig 2.3 Trisectrice de MacLaurin.
Dans le cas particulier des courbes Bézier, cette méthode est citée dans

[FA8B, p.77].

Exemple 2.3.
La Cubique de Tschirnausen appelée aussi trisectrice du Catalan ou cu-

bique de I’Hospital, a pour représentation paramétrique

t)=3(*-3
{:(3: t((t2 -3)) teR,

qui s’écrit aussi dans la base de Bernstein

{ 2(t) = ~9B3(t) ~ 9B3() = 8B3(1) ~ 6B3(t) , .
y(t) = —B3(t) — 2B}(t) - 2B3(Y) '



16 Courbes rationnelles
D’ou sa représentation Bézier
BP[P)(t) = Bj(t)Py + Bi(t)Py + B}(t)P; + Bi(t)Ps,

avec les quatre points de contréle

Py = (—9,0),

P, =(-9,-1),

P, =(-8,-2), (8)
Py = (=6,-2).

Dans la représentation ci-dessus, la boucle est décrite lorsque ¢ varie dans
Dintervalle [—+/3, /3], nous voulons la décrire avec un paramétre variant dans
Dintervalle [0, 1]. Pour ce faire, nous effectuons le changement affine t = —/3+
21/3u en utilisant la méthode de la proposition 2.3,

(i) DeCasteljau(Po, Py, P, P3;1/3) donne un premier polygone de contréle

(la premiére diagonale descendante) constitué des points

Qo = (—9’0)’
Q1= (—9,—1.7320),
Q» = (—6,-3.4641),

Q3 = (0’ 0))
tel que
BP|P] 0 a(u) = BP[P)(—V3 + 2v/3u)
= BP[Q](-1 + 2u)
et

|BP[P; [~V3, \/?'»]]] = IBP[Q; [-1,1]]|.

(ii) DeCasteljau(Qo, @1, Q2,Q@3;—1) donne un second polygone de contrdle
(la diagonale montante) constitué des points

Ro = (0,0),

Ry = (~12,6.9282),
Ry = (—12,-6.9282),
R; = (an)’

tel que
BP[P)(—V3 + 2v/3u) = BP[Q](~1 + 2u) = BP|R|(v),

et

|BP[P;[-v3,v3]]| = |BP[R;[0,1]]|
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Py
P

P, Ps

fig 2.4.a. Cubique de Tschirnausen : polygone P.

Qs

@

Q2

fig 2.4.b. Cubique de Tschirnausen : polygone Q.

fig 2.4.c. Cubique de Tschirnausen : polygone R.

Ces deux étapes sont illustrées par les figures 2.4.

17
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§3. Changement de parameétre homographique.

3.1. Cas d’une courbe (BR).
Soit I’application homographique réguliére

h: [0,1] — I 9
1—u)+
u-— :El—u;-Fg:
ou a, B, v et 6 vérifient aé — By # 0, et I est l'intervalle h([0,1]). Suivant
les valeurs prises par les coefficients a, f, v, et 6, l'intervalle I peut prendre
différentes formes, par exemple
epoura=0,8=4,7=1,et § =2, I est 'intervalle [0, 2].
epoura=-1,3=0,7v=0,et § =1, I est I'intervalle | - 00, 0].
epour a = 3, 8 =+3,7v=1,et § = —1, I est 'union d’intervalles
] — 00, _\/ﬁ] U [\/5, OO[
Theoréme 2.4.
Soit une courbe BR|w; I| définie par n+ 1 vecteurs massiques wy, . . . ,wy;

la composition de cette courbe avec h donne BR[w]oh = BR [6] ou le polygone
massique 6 est alors :

4 n-—{
14 -{ . . :
6, = Z Z (J) (nm )amﬂj,yn—t—mél—J * A1+mw0’ ¢ = 0,1,...,n:

| (10)

1=0 m=0

et la courbe BR[6; [0, 1]] a méme support que la courbe BR|w; I].

Preuve:

Par définition d’une courbe (BR): BR[w|(t) = II(BP|[w](t)) ot le terme
entre parenthéses dans le second membre s’écrit aprés passage dans la base
canonique

n n\ . .
BPw|(t) = ; (i)t' * A'wy. (11)
On remplace t par h(u) dans (11), et on réduit au méme dénominateur,

n

BP0 h(w) = Y (7) (W) A

=0

-5 (e e o

_ Do (D (el — u) + Bu)' (v(1 — w) + 6u)" ™" Alwg
(7(1 = u) + éu)”

=0

En appliquant la formule du binéme, on trouve

BP|w])o h(u) =
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> i (D) ("5 ai=i pian—i=kgkuitk(1 — u)m=i=k & Al

1=0j=0 k=0
ST (Gl —

En remarquant que

()6)CE)= G0,

et en remplacant (j_"_’k)uj+k(1 — u)"~J~F par la notation B Tx(1), on obtient

BP[w]o h(u) =

3

o

zn: z‘: (J'-;_-k) (n )a —Jﬂ] n—i _k6k33+k(u) * Aiwo

ST (5 =

En faisant la sommation de maniére différente, nous obtenons

3

x

(12)

n t n—i n—ig

WD HND

=0 j=0 k=0 3=0 i=j k=0

n n—jn—k

=222

=0 k=0 i=j
posons £ = j + k, il vient

n n—jn—k n n n-k n ¢ n-k

22 2=233 =333,

J=0 k=0 i=j 3=0£=0 i=j £€=0 j=0 i=j

puis posons m = ¢ — j, il vient

D’ou

BP|[w]o h(u) = Ego;?f g;'zl‘;‘* = (13)

ou les vecteurs massiques 6, sont donnés par (10).
Finalement d’aprés les propriétés de la projection II
BR{w] o h(u) = I (BP[w] o h(u))
( D rmo B7(u) * 6, )
E[ 0.7n léan(u)

=1I (E B} (u) e,)

=0
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Lorsque u parcourt [0,1], ¢ parcourt I et les supports des deux courbes
BR|w;I] et BR][#;[0,1]] sont les mémes. B

En utilisant (6a) et (6b), les équations (10) s’écrivent sous forme ma-
tricielle

0=H- Aw (13a)
avec H la matrice d’éléments

mm(k l)

Hl = —Jﬂ] n—l—k+161—1
1 k J

J-maz(O k—n+¢t)

oufl=0,...,net k=0,.

En nota.nt Ala matnce tnangulmre (ci ,),_0’ ’n avec :

={(—1)'-1'(;.) 0<j<i0<i<n
0 sinon.

(13a) devient
6=H A w. (13d)
D’ou le résultat suivant

Corollaire 2.5.
Etant données une courbe BR|w) et application homographique h définie
en (9), alors BR[w] o h = BR[f] ot 6 est donné par (13a) ou (13b).

Exemple 2.4.
Considérons le folium de Descartes, dont une représentation paramétri-

que est :
z(t) =
y(t) = 1+t

Sa forme (BR) est définie par le polygone massique (figure 2.5) :

wo =(Pp;l) avec Py, =(0,0),
wy =(P;;1)  avec P, =(1,0),
we = (Pp;1) avec P, =(2,1),
w3z = (P3; 2) avec P3 = (%, %),

elle s’écrit alors

w(t) = BS(t)Po + B?(t)Pl + B%(t)Pz + 2B§(t)P3
T TR + B39 + B3 + 2B3(t)
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P
i
& P

fig 2.5. Folium de Descartes.

La courbe présente une asymptote pour ¢ = —1; I'image de ] — 0o, —1[ est
la partie de la courbe qui se trouve dans le quatriéme quadrant, et 'image de
] = 1,400 est la partie de la courbe qui se trouve dans le premier et second
quadrant. Nous voulons représenter deux morceaux de la courbe :

BR[w|(t)  pour —o< t< =2, et
BR[w)(t) pour ~05< t< 00,
par une seule forme BR[6;[0,1]]. Le changement homographique
2(1 — u) — 0.5u
—(1-u)+u
répond a la question, i.e., h([0, 1]) est la réunion des deux intervalles ci-dessus.
En utilisant la proposition précédente, nous obtenons le polygone massique

t=h(u) =

6 12
60 - (71—-7—17),
9
91 = (_"2'a 61 _l)a
9
92 = (_6’ '2_; - ),

12 12 7
b= iy)

La figure 2.6 illustre ce changement.
3.2.Etude de cas particuliers.

Considérons les applications homographiques de la forme
- bu
A(u) = 11— u)+ bu
avec 76 # 0. Remarquons que
o si v6 > 0: A([0,1]) = [0,1].
e si v6 < 0: A([0,1]) = R\]0, 1.
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m(61).

fig 2.6. Folium de Descartes.

Proposition 2.6.

Soit une courbe BR|w;|[0,1]] définie par n + 1 vecteurs massiques
Wo,Wy,-..,wy; alors BR[w]oh = BR[6] ou le polygone massique 8 est défini
par

0y = y" 464 * wy, £=0,1,...,n.

De plus
IBR[w;'E([O, 1))] | = [BR[e; [0, 1]] |

Preuve: _
D’aprés la forme de V’application h ci-dessus, la formule (10) utilisée avec
a=0et =6 donne

4
6, = Z (JE) A" 66T % Atwy

3=0
] / )
= 7"“5! Z (]) * A'wo.
=0 '

Par récurrence, montrons que

[4
z (j) * Nwg = wy.

§=0

(14)

Pour £ = 0, A%wq = wy;
supposons que pour ¢t =0,1,...,-1

33(5) - ten = @

)=
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alors puisque
Afwy = Z( 1) —J(J)w.v

on obtient en isolant wy :

-1

we=Dlwy Y (- 1)'-1(7)%,

=0

d’oui en utilisant ’hypotheése de récurrence (15)

e o £ S () (1)

3=0 k=0
£-1¢-1
a5y () ()
k=0 j=k
il ne reste plus qu’a montrer que

S ()()-

14

s
ik( l)t—l—m-k(e;k)

=0

NH

3

(1- (1 -1y

)3
)
)

il
AN TN N /\
s

D’ou

et I’équation (14) devient
6, = 7""'6’ * Wy,
Pour conclure, il suffit de remplager I par k([0,1]) dans la proposition
24.1

Corollaire 2.7.
Soit une courbe Bézier BP|[P;[0,1]] de degré n; alors avec les notations
de la proposition 2.6, nous avons

BP|[P)oT = BR[f]



24 Courbes rationnelles

avec 8y = (Pg;v"~%6%) pour £=10,1,...,n.
De plus

IBP [P;R([0,1])] | - lBR[B; [0,1]] \

Preuve:

Nous savons que BP[P] = BR|w] ou le polygone massique w est constitué
des points pondérés (FPp; 1) pour £=0,1,...,n.

11 suffit d’appliquer la proposition 2.6, en composant la courbe
BR[w;[0,1]] avec 7. B

Corollaire 2.8.
Avec les notations précédentes et vé6 > 0, nous obtenons de plus

|BRLws 10, 11]| = |BRIS; 0,1]],

avec 8, = " %6 x wy pour £ = 0,1,...,n, ie., le support de la courbe
BR|w; [0,1]] est globalement invariant si on remplace w par 6.

Preuve:
_ 1l suffit d’utiliser la proposition 2.6 en remarquant que si v6 > 0, alors
r([0,1]) =[0,1]. W

Remarque 2.9.

Dans le cas d’une courbe (BR) dont le polygone massique est constitué
uniquement de points pondérés (courbes Bézier rationnelles), nous retrouvons
un résultat connu [PA85] [FA89] : les équations

9[‘—:7"-(6(*“)1) £=0a1,"',n ’
équivalentes aux équations

I1(6¢) = ()

_ pour £=0,1,...,n ,
X(6e) = v" 6" x(we)

montrent qu’on ne modifie aucunement le support d’une telle courbe en rem-
placant les masses x(w¢) par 7" *6¢x(w¢) avec 6 > 0.

Exemple 2.5.
Prenons la courbe (BR) de longueur 2 (un arc d’ellipse) : BR[w] avec

wo =(0,1;1),
w; = (4,0;1.5),
wq = (0,-1;9).
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H(wo) = H(To)

O(w2) = I(r2)

fig 2.7. Arc d’ellipse.

Effectuons le changement k avec des coefficients v = 1 et 6§ = 1/3, nous
obtenons le polygone massique 7 tel que x(m2)=1":

To = (0’ 1; 1))
71 = (4,0;0.5), (16)
T2 = (07 _1; 1)’

et BR[w;[0,1]] et BR|[r;[0,1]] ont le méme support (figure 2.7).

Corollaire 2.10.
Soit une courbe Bézier BP[P;[0,1]] de degré n; alors avec les notations
du corollaire 2.7 et 46 > 0, nous avons de plus

IBP [P;[0,1]] | = |BR [6;10,1]] |

Preuve: _
Pour 46 > 0, nous avons h([0,1]) = [0,1]. Le résultat énoncé provient
d’une simple application du corollaire 2.7. I

Définition 2.11.
On appelle complémentaire d’'une courbe BR[w; I}, la courbe BR|w;I¢]
ou I¢ = IR\I est le complémentaire de I dans la droite projective réelle.

Corollaire 2.12.
Avec les notations de la proposition 2.6 et 46 < 0, nous obtenons

|BRw R\0,1()| = |BR6: [0,1]],

avec 6, = y" 6! * wy pour £ = 0,1,...,n, ie., le support de la courbe

complémentaire de BR [w;[0,1]] est le support de BR[6; [0, 1]].
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Preuve:

1l suffit d’appliquer la proposition 2.6 et la définition 2.11 en remarquant
que si 46 < 0, alors h{0,1] = R\]0, 1{. W

Remarque 2.13.
En prenant v =1, § = —1 (resp. ¥ = —1, § = 1), les vecteurs massiques
du polygone 6 s’écrivent simplement

6 = (1) * wy, £=0,1,...,n ,

(resp.6y = (—1)" " % wy, £=0,1,...,n),

et 1’égalité des supports devient

lBR [wg,wl, .o wn; R\JO, 1[] l = 1BR[wo, Ow1, .+ -, (=1)" * wy; [0, 1]] I

= |BRI(-1)" +wo, (-1)" 5, ... [0,1]]

si n est pair, il y a identité des deux derniers polygones massiques.

Corollaire 2.14.

La courbe complémentaire d’une courbe Bézier BP[P;|[0,1]] de degré n
est représentée par une courbe rationnelle paramétrée sur [0,1] : BR[6; [0, 1]]
avec

8 = (Py;y™ 46 pour £=0,1,...,n;
v et 6 étant deux réels tel que vé < 0.

Preuve:
Si v6 < 0, h([0,1]) est le complémentaire de l'intervalle [0,1]. Il suffit
alors d’appliquer le corollaire 2.7.

Exemple 2.6.

Revenons a I'arc d’ellipse, représenté par BR[r; [0, 1]] et défini dans
I’exemple 2.5 par le polygone (16). Par définition, sa courbe complémentaire
est BR[r;R\]0,1]]. L’application du corollaire 2.12 avec y = —1 et § = 1
donne la courbe BRJ[#; [0, 1]] avec

6o =(0,1;1),
01 = (4,0; —0.5),
0, = (0,-1;1).

qui a le méme support que BR[r; R\]0, 1[].
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II(00) = u(‘l’o)

1(6;) = I(r2)

fig 2.8. Courbe complémentaire d’un arc d’ellipse.
Les deux courbes BR[r;[0,1]] et BR[6; [0, 1]} sont illustrées dans la figure
2.8.

Exemple 2.7.
Soit une quartique donnée sous forme (BR) :

Bi(u)Py + Bi(u)Py + 2B%(u)P: + 4B3(u)Ps + 8B} (u)Py
Bi(u) + Bi(u) + 2B3(u) + 4B3(u) + 8B4(u)

avec u € [0, 1], définie par le polygone massique :

BRlw](u) =

wo = (Po31) avec Py =(1,0),
wy = (P;1) avec P, =(1, %),
we = (P2;2) avec P = (%, -.f;),
w3 = (P3;4) avec Ps = (3,9
wy = (Py;8) avec P, =(0,0).

En utilisant la remarque 2.13, la courbe complémentaire de BR|w; [0,1]]
est représentée par

Bg(U)Po - B%(U)Pl + 2B§(v)P2 - 4B§(v)P3 + 832('())1"4
Bg(v) — Bi(v) + 2B3(v) — 4B3(v) + 8B{(v)

avec v € [0, 1], 6 étant le polygone massique :

BRIf)(v) =

6o = (Po;1) avec Py =(1,0),
6, =(P;;~1) avec P =(1,1),
0= (Pi2) avec P=(31),
03 = (Pa;—4) avec P3 = (z, I)’
0y = (Py;8) avec P, =(0,0).
La réunion des supports des deux courbes BR[#; [0, 1]] et BR[w; [0, 1]] est

la lemniscate de Bernoulli (figure 2.9).
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Py 1.’ 1
Ps -
Py
Py
Py f 1
Ps i
Py
Py

fig 2.9. Lemniscate de Bernoulli.

3.3. Cas d’une courbe (BP).

Proposition 2.15.
Soit la courbe BP[M; I| définie par n+ 1 points de contréle My, ..., M,;
la composition de cette courbe avec h donne BP[M]o h(u) = BR[6](u) ol
o sivy# 0 eté#0:6 est un polygone constitué de points pondérés

(i S e)(%)m(g)jAj+mMo;7"“6‘) e=0,.m

o siy=0et §+#0: 8 est un polygone constitué de n vecteurs purs
6, = Z (]) RIS IAT M, £=0,1,...,n—1

et d’un unique point pondéré
6n = i‘ ('f)(é)fAfMo-a" .
= N/S ’

e siy#0etd=0:0 est un polygone constitué d’un unique point pondéré

6o = (i:o (:,:) (%)'"A"‘Mo;v">

et de n vecteurs purs

n-{

—£
6; = Z (nm )a"‘ﬂ"y""‘-’"AH”'Mo, £=1,2,...,n.

m=0
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Preuve:
Dans le cas 1), d’aprés la linéarité de y, il vient de la formule (10) que

£ n—t
010 325 (5 (2 omsir s
1=0 m=0
ol w; = (Mj;1) pour i = 0,1,...,n, donc

: 1l sig+m=0
Jj+m — J
(A7 wo) = {0 sinon,

on en déduit que

x(8¢) = v 16 x(wo)

£=0,1,...,n
=7n—t5l

Par suite

_ E§=o E:—;_:IO (;) (n’;l)amﬂj7n—l—m51—jAj+mMo caon—€ct
0[ - Y 6

7n—l§l

(; :_: (])( ) (™5 )’A”""M .y —t51)

Dans le cas 2), lorsque v = 0 et § # 0, il est clair que la seule et unique
masse non nulle est celle de 6, puisque

x(6e) ="t =0, ¢=0,1,...,n-1 ,
x(6,) = 6™

On a un seul point pondéré

On = (EL" ()8’ 5"'jAjM°.5")
n= sn )

- (5 C)raoms)

=0

et n vecteurs purs

OI—Z(J) —lﬂ]&l—JAn-l-i'JMo’ £=0,1,...,n—1.

Jj=0

Le cas 3) se traite comme le cas 2). B
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Exemple 2.8.

Reprenons 'exemple 2.3 de la cubique polynomiale de T'schirnausen. Nous
désirons obtenir 'arc infini correspondant aux valeurs de ¢ € [0,00[ pour
un parameétre parcourant le segment [0, 1] (ou tout segment fini). Pour cela,
prenons un changement homographique de parameétre h avec a = 0, § = 1,
v =1et § =0. Ce qui donne le polygone massique (figure 2.10)

00 = (—9) 0) 1)’
01 = (0, —1),
02 = (1’ 0),
03 = (0, 1).
I (6o)
03
6,
6,

fig 2.10. Cubique de Tschirnausen.

Proposition 2.16.

Soient v et § deux réels non simultanément nuls, et soit une courbe
BRJ6,,6,,...,0,) avec

x(82) =776, £=0,1,...,n;

alors cette courbe est en fait polynomiale.

Preuve: ,

1) dans le cas ou v # 0 et 6 # 0 : le polygone @ est constitué des
points pondérés 6, = (Py;y"~46%) pour £ = 0,1,...,n. @ est semblable au
polygone du corollaire 2.7. En composant la courbe BR[f] avec I’application
homographique

10\ vt
A7) = §(1—-t)+t’
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nous avons d’apres la proposition 2.6 : BR[#] o h~! = BR|w] avec
we=086""ytx0,, £=0,1,...,n.
D’ou tent
x(we) = """ x(6e)
= (v6)"
Les masses des vecteurs massiques we étant toutes égales, alors BR[6)] o
h=! = BR|w) = BP[P] avec P le polygone de contréle (Py, P;, ..., Py).

2) dans le cas o v = 0 et 6§ # 0 : le polygone 8 est constitué du point
pondéré

£=0,1,...,n

8, = (Pa; 6™

et des vecteurs purs

0[=ﬁ¢, €=0,1,...,n.

La composition de la courbe BR[f] avec

_ 1
h 1(t)=zz

_(1=t)+t
- &t

donne par application du theoréme 2.4

£
we = 2 (f)é"i x A" tHg,  £=0,1,...,n.

=0

Du fait que 6,, est le seul point pondéré, nous avons

sinon,

n—t+jgy_ JO" sil=j
X(A 90) - { 0
on en déduit que les masses

X(we) = x(A"™6y)

_4n £=0,1,...,n

ne dépendent pas de £.
Les masses des wy étant toutes égales, alors BR[f] o h~! = BP[Q] avec
les points de controle

Q¢ =1(wy), £=0,1,...,n.
3) le cas ol ¥ # 0 et 6§ = 0 se traite comme le cas 2). Il suffit d’utiliser

1
(1 —1)

RTY(t) =
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dans le theoréeme 2.4. B

Exemple 2.9,
Considérons une courbe BR[6] définie par les quatre points pondérés

6o = (-9,0;1),

61 =(-9,-1;2),
6, = (_8’ _2;4)a
63 = (—6,-2;8).

Remarquons tout d’abord que les masses des 6, vérifient
X(we) = (1)3" - 2f pour £ =0,1,2,3.

Par application de la proposition 2.16, on trouve la forme (BP) définie
par les quatre points de controle ci-dessous

Py = (-9,0),

P = (—9’ -1),
P, =(-8,-2),
Ps = (=6,—2).

Ce n’est autre que le polygone de contrédle (8) définissant la cubique de
Tschirnausen.



Chap. III : CHANGEMENT DE PARAMETRE QUADRATIQUE
D’UNE COURBE (BR).

§1. Introduction.

Ce chapitre est consacré & ’étude de I'incidence du changement de para-
metre quadratique sur le polygone massique d’une courbe (BR), ainsi que sur
le polygone de contrdle d’une courbe (BP).

Dans le paragraphe 2, nous étendons aux polynémes la notion classique
d’équation réciproque.

Au paragraphe 3, nous mettons en évidence un lien entre le changement
quadratique rationnel ® et une propriété dite de é-réciprocité.

Le paragraphe 4 traite de l’effet du changement @ sur le polygone mas-
sique d’une courbe (BR). Nous explicitons le relation linéaire entre le polygone
massique w et 6.

Dans le paragraphe 5, nous appliquons le changement @ & une courbe
polynomiale (BP), et nous spécifions le polygone massique obtenu. Cela nous
permet de dire qu’une courbe (BR), vérifiant certaines conditions partic-
uliéres, est en fait une courbe polynomiale.

§2. Polynomes réciproques.
Rappelons la définition suivante [CH81, p.241], [RD74, Tome 1, p.273] :

Définition 3.1.

Soit P un polynéme de degré n n’admettant pas 0 comme racine;
Péquation algebrique P(z) = 0 est dite réciproque relativement & la base
canonique si et seulement si le polynéme Q tel que Q(z) = z™P(2) est pro-
portionnel & P.

Par extension, le polynéme P est dit réciproque relativement a la base
canonique.

Proposition 3.2. Rappel.
Avec les notations de la définition précédente, P est un polynéme récipro-
que relativement a la base canonique si et seulement si P = Q ou P = —Q.

Preuve:

Soit P(z) = anz™ + ap_12" 1 4 ... + ag, avec aq, a, # 0. Le polynéme
Q s'écrit Q(z) = apz™ + a12" 1 +... + a,.

Pour que P et @ soient proportionnels, il faut et il suffit qu’il existe
p € R* tel que pour tout 0 £ k¥ < n on ait ax = pan—i. Les deux égalités
ap = pa, et a, = pay impliquent p? = 1.
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Il y a donc deux types de polyndémes réciproques relativement a la base

canonique :
e p=+1:nousavons P =@, et pour 0 < k < n, a,_¢ = a. Le polynéme
P est dit réciproque de premieére espeéce relativement a la base canonique.

¢ p=—1:nous avons P = —Q, et pour 0 < k < n, an_x = —ax. Le
polyndme P est dit réciproque de seconde espece relativement a la base
canonique.

La condition suffisante est évidente. B

Définition 3.3.
Un polynéme P de degré n est dit réciproque relativement & la base de
Bernstein si et seulement si P est proportionnel a @ ou Q(t) = P(1 —t).

Proposition 3.4.
Avec les notations de la définition 3.3, P est un polynéme réciproque
relativement a la base de Bernstein si et seulement si P = @ ou P = —Q.

Preuve:
Soit P(t) = Y"1, biB2(t). Le polyndme Q sécrit Q(t) = Y-, bn—i BP(1).
Pour que P et @) soient proportionnels, il faut et il suffit qu’il existe
p € R* tel que

bO = an,

bl = pbn—h
bp_1 = Pbl

bn = pbo.

Les égalités ci-dessus impliquent p? = 1.
Il y a donc deux types de polynémes réciproques relativement a la base
de Bernstein :
e p=+1:nousavons P = Q,et pour0 < k < n,b,_; = bi. Le polynéme P
est dit réciproque de premiére espece relativement a la base de Bernstein.
e p=—1:nous avons P = —Q, et pour 0 £ k < n, by = —bi. Le
polynoéme P est dit réciproque de seconde espéce relativement & la base
de Bernstein.
La condition suffisante est évidente. ll

Proposition 3.5.

Soit P un polynéme de degré m réciproque relativement 3 la base de
Bernstein; si P(3) est non-nul, alors résoudre P(t) = 0 revient 4 résoudre une
équation polynomiale de degré [%], oui [3] désigne la partie entiére de %

Preuve:
Comme P(3) = pP(3), cela implique que P est réciproque de premiére
espéce relativement a la base de Bernstein.
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e Supposons m = 2n, alors P(t) = 32" b;B"(t) s'écrit

P(t) = byB2" + b;B?™ + .- - 4 by, B2"
=bo(Bg" + B3n) + ...+ baca(BAZ, + BiY)) + baBE".

En divisant P(t) par B2"(t), on obtient

(2n) n n
B2n(t) (2n) (( ) +( ) )+

2n
gzn) T ()

+

n1) ]
bn.—] n b
& ) )+( — N+

(2n) (Zn)
n - Sn+ b gy n
(2 ) (S8
avec S, = (AP + (:5)P).
Or en posant s = 1% + L, on vérifie pour p > 1 que

2n )
(&)

Sp-1+- +bn1 -S1+ b,

Sp+1=5p 8 — 5p,

ie., Sp est un polynéme de degré p en s, et par suite _I;g‘_(% est un polynéme
de degré n en s.
e Danslecasoum=2n+1,0ona

2n+1
A2n+lb - Z( 1)2n+1—: (2n + 1)b,

=0

2n+1 2n+1
=b2n+1"‘( 1 )bzn+...+(n1 )bl—bo

= 0.

Ce qui nous raméne au cas précédent par diminution du degré, d’ou le
résultat énoncé. B

Dans le développement ci-dessus, s est une fonction quadratique ra-
tionnelle de t.
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§3. Le changement quadratique rationnel &.

La transformation quadratique rationnelle

®: [0,1] — R
2 2 2
u - aBn(u)+ﬂ%(£:;)+-,32(u)

ou a, B et v sont des réels tel que ay < 0 a été introduite dans [FJ89,
p.54] pour réaliser une bijection de ]0,1 sur R. & est croissante si a < 0 et
décroissante si a > 0.

Dans la suite de ce chapitre, nous prolongerons ® en u =0 et u = 1 en
posant &(0) = (1) = co.

Nous montrerons que @ est liée a une propriété dite de é-réciprocité
introduite ci-apres.

Définition 3.4.

Soit 6 € IR; soit (bg, by, ...,b2s) une suite quelconque de scalaires, points,
vecteurs massiques,...elle est dite §-réciproque si et seulement si by, _; = 6™ ~*b;
pour 0 <: < n.

Par extension, nous dirons qu’une courbe (BR) de longueur paire est
é-réciproque lorsque son polygone massique de contréle est §-réciproque.

Dans le cas ou 6 = 1, nous retrouvons la réciprocité de premiére espéce
de la proposition 3.4.

§4. Effet du changement & sur une courbe (BR).

Proposition 3.6.
La composition d’une courbe BR[w] de longueur n avec ® donne une
courbe BR [6] §-réciproque de longueur 2n, avec § = 1.

De plus les deux courbes BR|w; R] et BR[#;[0,1]] ont le méme support.

Preuve: La démonstration se fait en 3 étapes.
1) Nous montrons tout d’abord par récurrence que le numérateur de t*
ou t = ®(u) est un polynéme é-réciproque :
Posons
, _ @0 B3(w) + ol Bi(u) + ol BY(u)
B}(u)

avec a{,ll = a, agll =fet 0[21] = «; il est évident que a[21] = 501{,1].
Supposons qu’a 'ordre ¢ — 1 :

22:'-2 a&inl]Bf"'z(u)

=0

ti—l — i
BY 7 (u)

- .
avec {ag-' Iy j=0,...,2i—2 un ensemble é-réciproque.
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Alors en utilisant la convention ag)] =1et a?_ll = 0 pour j < 0 ou
J > 2i — 2, nous avons & l'ordre i : t* = t*~1®(u) avec au numérateur

Z ( - ) B-i-llB,gi(u)‘*'

pord (2:

2¢-1 (2!-—2)

> 2y
y=0 J+1
21-2 2!—2)

2 Ty

3=0 J+2 (4)
2i . )
= G (L 0 -3 - el B+

2t=1
Y 26+ 1)(2i - § — 1)l IBE, (u)+
j=0

2:1-2

Eu +1)(j + 2)val 1B, (v)),

AL F=1p2  (u)+

r0l T Bl,(w)

et au dénominateur
B2: Z(u)B2(u) = ———BZ'(U)

En simplifiant le terme (2i — 1) et en additionnant les différentes somma-
tions dans (4), on trouve

2 :-0 ] th(u)

Y= e ©®)

avec

i
ol = —}— ((2i ~1)(2i — 2)acl ™V 4 2(2i — 1)ﬂa[i—ll) ,
ol = - (26~ )i ~ j ~ Dol ™ +25(2i - j)Bali =] o
+J(J ~ 19l 2<j<2-2
ofl =23 (2(2z ~ 1)Bab] 4 (20 - 1)(2i - 2)7a[2‘;_131) ,

q 22——1 i
off = HoL ol
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Pmsque I’ensemble {a[' ]} j=0,...,.2i—2 est 6-réciproque, on déduit des
équations (6) que

old = B2 L simagli-n
Z
[

= 6'a0 ,
ol = o (2026 - 1)86 a1 4 (21 — 1)(2i — 2)y6°~ 2l )
— 5t la[;']

i 1 /... i ; -
ahl ;= 2:2 (J(J - Dol +2j(2i - j)Bab ),
H&U—g) (& -5 - 1)7"‘?:'-—1}—2)
=&l 2<j <,

ce qui prouve bien que I'ensemble {a‘[;] }j=o,... 2i est é-réciproque.
n
2) Considérons un polynéme Bézier P(t) = Y b;B(t), il s’écrit dans la

1=0

base canonique :
n

OEDY (’;) Aibg - 1. (7)

=0
En utilisant (5), (7) devient par réduction au méme dénominateur
S (DA% 5L, ol BE(u) BE13%(w)
Bz‘(u)BQ""Z'(u)
n (n+1—:) (n+:-—;) (8)

1 s .
= = Afbyal? . B . (u).
B2 (u) ;; (%) g 7

P(®(u) =

t

Il résulte du changement d’indices ¥k = n + j — 7 et d’une sommation
différente dans (8) que

t = (k+,:—n)(2::tk) 2
P((u)) = Bz,,( )ZAb > ofhin - BE (W)

=0 k=n—i

Aib (k-{:—n) 2::11:) [1] . Rp2n
an( )Z Z 0 (n) Cpti-n Bk (u)

k=0:-ma:(n k,k—n) i

- 76 )Z”" B

avec

by = Z pk i by (8"

i=0
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ou les coefficients ux ; sont donnés par

1]

riza)Cazd) 14 -
Pk = { 5 Qiyi_n Pouri=maz(n—k,k—n),...,n (9)
0

sinon.

L’ensemble {ag-'] }j=o,...,2i étant é-réciproque, nous en déduisons que

2t Gond)

(X 1 n—ig

Pon—k,i= _———(n) Q28— (k+i—n)
]

— (k+:‘c—r(z )(2::.'k 5.;-1:05:1'

=6""k,uk,.-, 1=0,1,...,n, k=n—-1,...,n+1.

Comme pp;=0si¢t=0,1,...,netk=0,...,n—i—1,n+i+1,...,n,
pour : fixé (0 < ¢ < n) 'ensemble {ui i}x=01,..2n est é-réciproque. D’apres
(8’), ’ensemble {bi}r=o,...2n est également é-réciproque :

n
Ban—k = Y pon—kil'bg
=0
=y 8" R i A'D
= Z Bk, 0

1=0

=6"%, k=0,...,2n.

3) D’aprés ce qui précéde, la courbe Bézier > 7 B*(®(u)) * w; s'écrit

2n
BPw] o (u) = 312_; S B (u) « 6 (10)
" k=0
avec .
0k = Zuk’i * Aiwo (11)

=0
ol les px; sont exprimés en (9). De méme que {Ek}k=0,...,2na le polygone

massique {6z }k=o,...2n €st un ensemble é-réciproque. Et en conclusion,

BR[w](®(u)) = I (BP[w] o ®(u))

2n
1 § : n
=1I (E?F BZ (u) * Hk)

k=0

2n
=1 (Z B (u) ek)

k=0
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fig 3.1. Folium de Descartes.

Lorsque u parcourt [0, 1], le paramétre ¢ parcourt IR, et le point BR[w](t)
(resp. BR[6](u) ) décrit la courbe dans sa totalité; on en déduit I'égalité des
supports des deux courbes BR[w;R] et BR[6;[0,1]]. W

Exemple 3.1.
Considérons de nouveau le folium de Descartes (cf. exemple 2.4), cette
courbe est représentée paramétriquement par M(t) de coordonnées homogénes

X(t) = 3¢,
Y(t) = 3¢,
Zt) =1+t

Dans le tableau suivant, ces coordonnées sont exprimées dans la base de
Bernstein (B} )i=0,1,2,3-

X() |Y() |2(8)

Bit) | © 0 1

B3(t) 1 0 1

Bit) | 2 1 1

Bity | 3 | 3 | 2
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Une fois le changement quadratique rationnel effectué, X, Y et Z s’écri-
vent au facteur multiplicatif 1/B§(u) prés dans la base de Bernstein d’ordre
6,

X(2(w) | Y(®(u)) Z(2(v))

3
BSw) | o 0 S’
2
5a2 5a2f
Bl o | 5 =
BS(u) 20 4af |2aB?+ 0.5a%y

BS(w) | 38 BA%+15avl + B + 1.5aB4

B{(u) 2y 498 |2vB%+0.5ay°
5+? 5v28
B | 0| % 3
3
BE(x) 0 0 §;’—

Les coefficients de chaque colonne forment un ensemble é-réciproque, et
le polygone massique issu de ces données est aussi é-réciproque. Ainsi pour le
choix a = -1, =0et v =1, ie, § = —1, le folium de Descartes est une
courbe (BR) de longueur 6 (figure 3.1) de la forme

BRI6)(t) =
~2.5B5(u)Qo + 0.5B8(1)Q2 + BS(1)Q3 — 0.5B8(1)Q2 + 2.5B8(u)Qo
—25B%(u) + 0.5B8(u) + BS(u) — 0.5B%(u) + 2.5B%(u)

B3(u) + Bg(u) T
—2.5B8(u) + 0.5BS(u) + BS(u) — 0.5B%(u) + 2.5B8(u) '

+

déterminée par le polygone massique

6o =(Qo;—3 avec Qo = (0,0),
6, = _(71 avec l_fl = (0, 3),
02 = (Q2,05) avec Q2 = (—4, 0),
63 =(Qs;1) avec Q3 = (0,-1.5),
6, =66, 05 = 6, 6 = Ob,.

Dans [FJ89, p.58 et p.59] le folium de Descartes est donné pour le choix
de parameétres a =1, =0 et v = —1.



42 Courbes rationnelles

Proposition 3.7.
Toute courbe BR[6;[0,1]] é-réciproque de longueur 2n peut s’écrire sous
la forme d’une courbe BR|w)] de longueur n.

Preuve:
On se donne a, S et v tel que 2 = §, B quelconque. Les équations (11)
s’écrivent sous la forme matricielle

O0=p-D-w (12)
ou
(0 0 - 0 Hom )
0 0 e (1,n-1 Hin
0 Hn-11 °°° Hp-1n-1 Hn-1n
U= 1 /ln,l U P'n’n"’l lln7n
0 6#11—1,1 T 6#71—1,11—1 5ﬂn—l,n
0 0 v 8 ey 6 g,
\ o o - 0 " om |

est une matrice & 2n + 1 lignes et n + 1 colonnes, les lignes de w (resp. p et
6) sont numérotées de 0 & n (resp. 0 & 2n).

90 Wo

6 w
= .1 w= !

02n Wn

. . . j=0,...
et A est la matrice triangulaire (c; ;)12 ", avec :

Cij = {(‘l)i_j(;:) Si 0<j<i,0<i<n.
0 sinon.

Notons y; jj (resp. ; ;) la matrice obtenue en se restreignant aux lignes
¢ 4 j inclus de la matrice g (resp. 6).

Du fait de la propriété de é-réciprocité, nous avons les relations ma-
tricielles

9[n.2n] =D. 9[0.11],
Hin.2n] = D. Ho.n)
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avec
0 01
0 6 0
D=1} . IR
5" ces 0 0

Nous en déduisons que si w est solution du systéme matriciel

0[0.11] = Hfo.n) * Lw (13)
ou
00 0 “en 0 Ho,n
01 0 vt Hin-1 Hina
bony =1 . Kio.n] = , . 1
on Bno " Hnn-1 Han
alors w est également solution du systéme
0[n.2n] = HU[n.2n] Ow (13I)
ou
0n Hno ~°°° Hnn-1 Hnn
6n+t1 0 - Spn—1n-1 Sptn-1,n
0[n.2n] = . H[n.2n} = . . . .
62n o - 0 6™ pon

Remarquons que :
¢ Le déterminant de po.n),
n(n+1) n
Iﬂ[o.n]] = (‘1) H.‘:oﬂn—i,i

n+t
- i, g

Gl
= (—1)1(2#211? (n + 2.)(%)i

1=0 n

est non-nul puisque a # 0,
e Le déterminant de A est égal a 1,
La matrice p[o ) est inversible. La résolution de 'égalité (13) se fait en
2 étapes :
(i) Résolution du systeme linéaire

6o o -- 0 Ko,n wo
01 0 cr Hin—1 Hin Alwo

en Hno °°° Hnn-1 Hnn A"wo
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D’ou
n 1
A wo = * 90,
Ho,n
. 1 : .
An_’wo = * 9,‘ - Z #im—i-}-jAn-'-HwO ’ 1= 1,2,...,n.
Hin—i j=1
(ii) Puis résolution du systéme linéaire triangulaire
wo Wo
Alw, w1
A"wo Wn

D’ou le résultat final

W = Wo,

wi = Awg @ wo,

1—1 .
w; =Aiw0€BZ(—1)i_l-j(j,) *Wwj, 1=23,....,n. N

7=0

Exemple 3.2.
Considérons une courbe rationnelle d’Agnesi, d’équations paramétriques
z(u) =3 2(u]—_1 )
{ _ “ 4:2(]—14)’ u € [0,1].
y(v) = s =TT

Sa forme (BR) est
3Q1B5(u) + 1Q3BS(u) + 1Q1 B (v)
3B9(u) + $BS(u) + 1BS(u)
V oBg(u) + V3BS(w) — V3 BS(u) — Vo BE(u)
3B (v) + £B3(u) + 1BE(u)

BR[8)(u) =

produite par les vecteurs massiques (figure 3.2)

6o = 70 avec Vo —= (—1,0),
6 =(Q1;3) avec @1 =(0,0),
0, = ‘—/2 avec Vz = (—1—15, 0),

03 = (Q3, %) avec Q3 = (0, 2),
6; = 60,, 6s = 0y, 0 = 66,.
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Qs o

)]

fig 3.3. Courbe d’Agnesi.

Le polygone massique ci-dessus est é-réciproque avec § = —1. Nous ap-
pliquons la proposition 3.7 avec le choix a = —1, § = 0 et ¥ = 1. La courbe
d’ Agnesi (figure 3.3) est alors déterminée par le polygone

wp = (Po;1)  avec Py =(0,1),
wy =(P;1) avec P= (%»l)»
wy =(P;3%) avec Pp=(3,3),
w3y =(P3;2) avec P =(1,3),
et s’écrit sous la forme (BR) comme
PoBi(t) + PiBi(t) + §P,B3(t) + 2P B3(t)
Bi(t) + B(t) + §B3(t) + 2B3(t)

BRlw|(t) =

avec t € R.

Po Pl

P.
P, 3

fig 3.2. Courbe d’Agnesi.
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§5. Effet du changement ® sur une courbe polynomiale.

Proposition 3.8.
La composition d’'une courbe BP[M] de degré n avec & donne une courbe
BR (6] de longueur 2n tel que
1. 6 est un polygone massique é-réciproque.
2. 0 est constitué de 2n vecteurs purs et de 'unique point pondéré 6,,.
3. pour ay < 0, les deux courbes BP[M;R) et BR[6;[0,1]] ont le méme
support.
Réciproquement, toute courbe BR[6;[0,1])] de longueur 2n vérifiant les
conditions 1 et 2 peut s’écrire sous forme polynomiale de degré n.

Preuve:
En utilisant les parties 1) et 2) de la démonstration de la proposition 3.6,
nous avons

2n
1 n
BP[M)o &(u) = Bine) > B¥'(u)- Vi (15)
n k=0
avec
Vi= pri- A'M, (16)
=0

ol les coefficients ui; sont exprimés en (9).
L’expression (15) n’est autre que la représentation d’une courbe (BR).
Ecrivons (15) sous la forme

> 2" BIn(u)- Vi
B%n(u) . Vn + k#nk=0 k

Bir(u) Bir(u)

d’olt nous déduisons le polygone massique

0, = (Mo + X1, ﬂn,iAiMo;l) pour k = n,
k= E?:maz(n—k,k_n) Hk,iA'Mo sinon.

La réciproque est un cas particulier de la proposition 3.7. La premiére
étape de la résolution du systéme linéaire (14) donne les vecteurs massiques

A™wg, A" 1wy, ..., wp dont les masses sont :
X(A"wo) =0,
X(An—lwo) = Oa
X(AL‘)O) =0,

X(wo) = 1.
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La seconde étape donne un polygone w de points pondérés tel que

x(wo) # 0,
x(w1) = x(wo),

X(wn) = x(Wn-1),

ce qui implique que la courbe BR|w] est une courbe polynomiale :
BR[w)(t) = BP[P|(t)

avec le polygone de contrdle P constitué des points P, = II(w¢) pour £ =

0,1,...,n.1N

Exemple 3.3.

Nous effectuons un changement de paramétre quadratique de la cubique
de Tschirnausen (exemple 2.3, p.15). De méme que dans les deux exemples
précédents, nous mettons dans un tableau les coefficients des polynomes de la
base de Bernstein d’ordre 6 :

num. de x num. de y dénom.
3
BS(u) 0 Sa 0
2
5a? 5a23
B | 7 7 0
Bg(u) 4ap —2a + 2a8% 4 0.5a% 0
BS(u) -9+ 36% + 1.5 —38 + 8% + 1.5a8y 1

é-réciprocité

Nous en déduisons la forme (BR) :

BR[6] o ®(u) = Q3+

B§(u)Uo + BS()TU1 + B§(w) U2 + B§(w)Ts + B{(w) T + B§w) T
B5(u)
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P .

fig 3.4. Cubique de Tschirnausen.

déterminée par le polygone massique

6o=Uo  avec Ug=/(0,-2.5),
6=T:  avee Ui=(250),

8, =T, avec U, = (0,2.5),
6; = (Q@3;1) avec P; = (-10.5,0),
04 = 6027 05 = 011 06 = 6005

ol on voit bien que 'unique point pondéré est ;.
q



CHAP. IV : ETUDE DES CUBIQUES RATIONNELLES MISES
SOUS FORME (BR).

§1. Introduction.

Ce chapitre porte sur ’étude des cubiques rationnelles mises sous forme
(BR). Nous verrons que la donnée d’un polygone massique de longueur 3
(wo,w1,wz,w3) permet de déterminer des propriétés de la cubique BR|w]

Nous utiliserons le fait qu'une cubique rationnelle plane est la transformée
de la cubique canonique par une application projective, et qu’une cubique
gauche est la transformée de la cubique canonique par une transformation
projective.

Ce chapitre est composé de trois parties.

La premiére contient des propriétés communes aux cubiques rationnelles
mises sous forme (BR) du plan et de I’espace.

Nous exprimons certains contacts de la courbe BR[w;t € R] en fonction
des vecteurs massiques wp,w;,ws €t w;.

Nous explicitons la relation existante entre une matrice P de ’application
projective T et le polygone massique w.

L’étude du rang du polygone massique de controle w permet d’établir si
la cubique BRJw] est une cubique non-dégénérée ou non.

L’incidence des changements rationnels de parameétre sur le polygone w
est exprimée sous forme de systéme matriciel.

La nature des cubiques est précisée uniquement en fonction des masses
des vecteurs massiques du polygone w.

La deuxiéme partie traite des cubiques gauches. Une caractérisation des
cubiques gauches est proposée, ou nous montrons que la donnée d'une base
(wo,w1,w2,w3) de vecteurs massiques détermine une cubique BR|w; ]R] gau-
che, et que réciproquement toute cubique gauche admet un paramétrage de
cette forme.

Dans la troisiéme partie, une classification des cubiques (BR) planes est
réalisée suivant le type de la combinaison linéaire reliant les quatre vecteurs
massiques. Comme cas particulier, une classification des cubiques (BP) planes
est faite.
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§2. Les Cubiques rationnelles comme courbes (BR).

1. Cubique canonique.

—
Dans ’espace affine muni d’un repére (O, 7, ?, k), la courbe cubique
gauche (c.) d’équations paramétriques

x(t) = ta’ y(t) = t27 z(t) =1, (1)

est appellée cubique canonique.

Cette courbe gauche polynomiale a comme représentation Bézier la cou-
rbe BP[MO,MI,MZ,M;;;-]R_] avec My, My, M,, et M; les quatre points de
controle a distance finie suivants

M0=0,
M, =O+l_-)’

: (2)
Mz=0+%7+§?,

M; =0+ 7 + 7 + ?
On déduit des propriétés d’une courbe Bézier que

1. (cc) est tangente en My a la droite (MoMj) (resp. (c.) est tangente en
M3 a la droite (M2M3))

2.

e (c.) passe en t = 3 par le point

BPM|(1/2) - 3 (Rt 2t D)

e (c.) passe en t = 1 par le point

1
BP[M](1/3) = 57 (8Mp + 12M, + 6 M, + M3)

las 15 1—
-—0+-2—71 +§] +§k

e La direction asymptotique est BP[M](o0) = (-z_))oo
3. L’intersection du plan osculateur en M, avec la tangente en Mj se fait
au point M,. De méme, l'intersection du plan osculateur en M; avec la
tangente en M, se fait au point M;.
4. L’ensemble {My, M, My, M3, BP[M](c0)} forme un repére projectif.
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M;

Mo

4.1. Cubique canonique.

2. Cubique (BR).

Nous savons que toute cubique rationnelle (c), gauche ou plane, est
I’image par une application projective T' de la cubique canonique (c.).
Soit l'application linéaire

T: é] —_ éz
induisant I'application projective
T:& - Iy (KerT) — &,

telle que T'(c.) = c.
£, étant Pespace réel affine R,
£, étant le plan R? (resp. I'espace R®) si la cubique (c) est plane (resp.
gauche). R
Les deux applications T et T sont liées par la relation

Toll; =M,0T,
sur & — K erf", ot II; et II; désignent les projections naturelles :
II;: él — £~1,
I,: &, — &,
cf. [FI89, Prop. 1.2.3.2, p.2 et Chap.], §3].

Proposition 4.1.
Toute cubique rationnelle (c) s’écrit sous forme (BR) :

BR|wg,w;,w2,ws)(t) avec tE€ R,
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et vérifie les propriétés suivantes
1. (c) est tangente en I1;(wy) & la droite (I13(wo ) I2(wy ) si Ma(we) # a(wy),
(resp. (c) est tangente en I3(w;3) a la droite (I (w2)II2(w3)) si Ha(w2) #
Hz(ws)).

2. (c) passeent=3,t =13, et t = co par les points

1 wo€B3*w1

_ 3*wy Bws
.8_n2<2* 2 ),

@1*
2 4

o 7T =11, <2i7(8*wo®12*w1696*w2€9w3)) , et

° R=H2(w3e3*w2€93*w1 ewo).

Preuve: _
Ecrivons (c.) sous forme (BR) : BR[(My; 1), (M;;1),(M2;1),(Mj;;1); R).
D’apres [FJ89,Prop. 2.5.1.,p.65 et Chap. I, §3] nous avons

T (BP[M](t)) = T (BR[(Mq;1),(M1;1),(M2;1), (M35 1)](t))
= BRI[T(Mo; 1), T(My;1), T(M2; 1), T(M3; 1))(2)  (3)
= BR[wo,wl,wg,w;;](t)

avec wg = f(Mo; 1), w; = T(Ml;l), wy = T(Mg; 1), et w3 = T(M;;; 1).
Nous en déduisons que
T(M;) =T oI, (M;;1)

. i=0,1,2,3. (4)
= H2 (o) T(M;, 1) = Hz(w,')

L’application projective conservant les contacts, la courbe (c) est tangente
en T(M,) (resp. T(M3)) a la droite (T(My)T(M,)) (resp. (T(M3)T(M,))), ce
qui d’aprés (4) nous donne la propriété 1.

La cubique (c¢) passe par le point

T (BP[M](1/2)) = T o I1; (BP[(M;0), (Mo; 1), (My; 2), (Mo; 3)}(1/2))
T, (_1_ (My; 1) + 3(M;;1) + 3(Mz;1) + (Ms;l)))

5 4 4

1 (Mo;1)+3(My;1)  3(Ma1) + (M3 1)

’2'( 4 t 4 )) ‘
(5)

= n2 (o} T (
D’apreés (4) et puisque T est une application linéaire, (5) devient
T (BP[M](1/2)) = S.

De facon analogue, nous calculons 7 et R comme images respectives par
T des points BP[M](}) et BP[M](cc). Ce qui termine 2. W
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Proposition 4.2.
Avec les notations de la proposition précédente, si T est une transforma-
tion projective de I’espace, nous avons en plus des propriétés 1, 2
3. II)(w1) est le point d’intersection du plan osculateur en II,(w3) avec la
tangente en II;(wo) (resp. II;(w2) est le point d’intersection du plan os-
culateur en II; (wo) avec la tangente en II;(w3) ).
4. I'ensemble {II;(wo), (w1 ), ) (we), I;(w3), BR|w)(c0)} forme un repére
projectif.

Preuve:

T étant une transformation projective, £, est de dimension 3 et les
démonstrations précédentes se simplifient puisque II; = II,.

T conserve les plans osculateurs. Par suite, L’intersection du plan oscula-
teur en T(Mj) avec la tangente en T(M3) se fait au point T(M;). De méme,
Pintersection du plan osculateur en T(Mj) avec la tangente en T(M,) se fait
au point T(M;). L'égalité (4) permet de conclure.

L’ensemble {T(My), T(My), T(M2), T(M;), T(BP[M](c0))} forme un re-
pére projectif. La propriété 4 est une conséquence de (4). l

3. Expression du polygone massique w en fonction d’une matrice de 7.

Soit ’application linéaire

7.7 7,

induisant P'application projective T qui transforme (c.) en (c).
F, étant identifié & P’espace R?,
F, étant identifié a I'espace R® (resp. R*) si la cubique (c) est plane (resp.
gauche).

Les espaces F; et F, sont munis d’un repére cartésien.

Nous noterons indifféremment une origine dans les espaces £; et £, par
0.

De facon explicite, notons P une matrice de I’application linéaire T sous
la forme

P = (ABCD), (6)

ou A,B,C et D désignent les vecteurs-colonnes de la matrice P; A, B,C, et
De 7.

Soit a,b,c et d, les elements de la derniére ligne de la matrice P. Posons

=(2). #=(@). e=(2). 2-(2)

avec 4_4’, —5, _5 et —5 les vecteurs de ?2.
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D’aprés [FJ89, déf. 1.2.3.1, p.24 et Chap.l, §3], la transmuée de T par
les isomorphismes

Ql: él — ?la
Qz: ég - ?2,
sécrit T'= 0510 T 0 Q.
Proposition 4.3.

Soit T une application projective dont une matrice est P = (ABCD). La
cubique BR|w], image par T de la cubique canonique (c.), a pour polygone
massique :

wo = Q;1(D)
—_—
(D sid=0,
[0+ %_D-); d] sinon;
C+ 3D)
3

1(C +3D) sic+3d=0,
—5) 3-5 1 :
O+ 7;_%3)—;3(c+ 3d)] sinon;
B +2C +3D
— )
{§(§+2E’+3T)’) sib+2c+3d =0,

B12C+3D . bioctsd
[0+ —ma%d—,—i%—r-—] sinon;

wy =Q;(A+B+C+D)
{—Z+?+Z’+B siatb4+c+d=0,

= —_ = = —
[O+-%€%Q;a+b+c+d] sinon.

wy = Q7Y

wy = Q7Y

Preuve:
Avec les notations précédentes, il suffit de calculer les vecteurs massiques

w; = T(M;;1)
=070 T o (Mi1)
=051 T(uM), i=0,1,2,3
en utilisant explicitement la matrice (6). W

Corollaire 4.4. .
Toute courbe cubique BR[wy,w),ws,ws; R] est image de la cubique cano-
nique par une application projective T dont une matrice P = (ABCD) est
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composée des colonnes

D = Q5(wo),

C = 3s(w;,) - 3D
= 92(3Aw0),

B = 3Q,(w;) — 2C - 3D (7)
= 0,(3A%w),

A=Qws)~-B-C-D
= (,(A%w).

Preuve:
D’aprés la partie directe w; = Q; ' o ?(QlM,-), pour:=0,1,2,3.

Les masses des vecteurs massiques w; ne dépendent que des elements de
la derniére ligne de la matrice de I’application projective (ABCD).

Corollaire 4.5.
Lorsque les valeurs a,b,c sont nulles et d # 0, alors BR|w|(t) =
BP[Po,Pl,Pg,P3](t) avec

Po=0+%-3,

P1=0+§-(6+3_5), .
P2=O+§-('§+2E’+3T)’), ©
P3=0+%o(74++.§+8+-ﬁ).

Preuve:
Lorsque a, b et ¢ sont nuls, les masses des w; sont égales

x(wo) = x(w1) = x(wz2) = x(w3) = d.

Puisque d est non-nul, le polygone massique w se réduit & un polygone de
points de contréle P, et la courbe (BR) représente une cubique polynomiale.
Ce que nous savions, puisque dans ce cas, T est une application affine. Il

Corollaire 4.6.

Avec les notations précédentes; le polygone massique (wq,w;,ws,ws) est
constitué uniquement de points pondérés de masses positives si et seulement
si

d>0,
c>—3d, :
b > —2c - 3d, (®)

a>-b—-c-—d.
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Preuve:

En utilisant la proposition 4.3, la relation entre le polygone massique w
et une matrice P de P'application projective implique des relations entre les
masses et les coefficients a, b, c et d.

X(WO) = da
c+3d
b+2c+3d

X(wz) = -3
X(w3)=a+b+c+d
Il est alors facile de conclure. W
Corollaire 4.7.
S'’il existe des valeurs réelles « et § non simultanément nulles telles que
d=+%
¢ =5~ 3)
b= (6% - 276 + 3v%),
a=6%— 62 +4%6 -3

(10)

Alors la cubique BR|w] est en fait une cubique polynomiale.

Preuve:

Les masses des vecteurs massiques wy, w;, w2 et wy vérifient y(w,) =
v3-4§¢ pour £ = 0,1,2,3. 1l suffit d’appliquer la proposition 2.16 pour une
courbe de longueur 3. W

4. Rang du polygone massique et formes dégénérées.

Proposition 4.8.
Soit w un polygone de longueur 3 et de rang 1, alors le support de la
courbe BR|w; R] est un point.

Preuve:
Le polygone w = (wo,w1,ws,w3) étant de rang 1, tout vecteur massique
w; est proportionnel & wp : w; = A *wp pourt =0,1,2,3.

vteR: s
BRlL|(t)=1I (}: B3(t) *w.-)

=0

=TI (‘i A:B3(t) * w(,)

1=0

=1 (wo * i A,Bf(t))

=0

=H(w0). .
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Proposition 4.9.
Soit w un polygone de longueur 3 et de rang 2, alors le support de la .
courbe BR|w; R] est contenu dans une droite.

Preuve:

Notons w, et wp deux vecteurs massiques linéairement indépendants tel
que les vecteurs du polygone w soient engendrés par ces deux vecteurs mas-
siques :

wi=Aj*wa O pi*xwy, 1=0,1,2,3;

il vient que tout point de la courbe BR[w; R] s'écrit,

Rlw)(t) = (Z Bi(t) *w,)

=1II (wa * Z /\,‘B?(t) @ wp * Z ﬂiB?(t)>
i=0 i=0
=TI (wa * A(t) ® wp * p(t))

avec A(f) et u(t) des polynémes de degré 3 en t. En utilisant [FJ89, Prop.
1.2.1.6, p. 18 et Chap.I, §1), il est facile de voir que le II-projeté de la combi-
naison linéaire de deux vecteurs massiques appartient & la droite affine passant
par les points II(w,) et II(w,). W

Proposition 4.10. ‘

Soit w un polygone de longueur 3 et de rang 3, le support de la courbe
BR|w; R] est une conique propre si et seulement s’il existe (a, 8) # (0,0) tel
que

33*w3 ®3aﬂz*w26}3a2ﬁ*w1®a3*wo=_6). (11)

Preuve: .
1) Soit tg € R tel que tp = ;_‘-:—ﬁ (resp. 1 —tg = ﬁ?)
L’hypothése (11) est équivalente &

BPw)(to) = t3+ws ®3t2(1—to)*w2 ®3to(1—t0) *w1 B(1~t0)*xwo = 0 (12)

i.e., tp est un zéro du polynéme BPw](t).
Par conséquent, il existe trois vecteurs massiques linéairement indépen-
dants 8, 8; et 8, vérifiant

wo = —tg * Gy,
(1—to)*9062t0*01
wy = )
3 (13)
2(1—to)*01 ©ty*8,
w2 = 3 b

w3 = (1 —to) *92,
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tel que
BPw|(t) = (t - to) * BP[6](2),

et
BRw|(t) = BRI6)(2).

Le support de BRJw; RR] est donc une conique propre.

2) Soit w un polygone de longueur 3 et de rang 3 tel que le support de
courbe B R[w;R] est une conique propre. Montrons que la courbe au-dessus
BP[w; R] admet un zero.

Soient z = a(t), y = b(t) et z = ¢(t) les coordonnées homogénes du point
courant de BR[w] avec a, b et ¢ des polynémes de degré < 3.

Raisonnons par ’absurde

(1) Sia, b et c n’ont pas de racines communes, ils sont premiers entre eux et
le support de la courbe BR[w; R] est une cubique.

(i1) Sia, b et c admettent une racine complexe z commune, alors le polynome
réel (t — z)(t — Z) est facteur commun aux trois polynémes a, b et c. Par
projection le support de la courbe BR|[w; IR] est une droite et w serait de
rang 2.

(i) Si a, b et c ont plus d’une racine réelle commune, le support de la courbe

BR|w; R] est une droite ou un point.

Par suite, les trois polynomes a, b et ¢ ont une unique racine réelle com-
mune ¢y, d’ou

a(t) = (t — to)ai(t)
b(t) = (t —to)bs(t)
c(t) = (t — to)es(t)

avec aj, by et ¢; des polynémes de degré < 2.

La courbe (ay,d;,c1) définit une conique qui s’écrit sous forme (BR) :
BR8] avec 6, 6, et §; des vecteurs massiques linéairement indépendants tel
que :

BP[w|(t) = (t - t0)BPf)(t), t€R.

Aprés calcul, on vérifie que w est le polygone massique de longueur 3 défini
en (13).

Soient a et 3 tel que ?Eﬁ = 1o, I'’égalité (11) vient du fait que le polynéme
BP[w](t) = (t — to) BR[6)(t) s’annule pour t = ;_-‘i—ﬂ |

Dans la suite de ce chapitre, nous appelons cubiques (BR) planes non-
dégénérées les cubiques (BR) dont le polygone massique de rang 3 ne vérifie

pas (11).

5. Changement de paramétre d’une cubique (BR).
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5.1. Changement de paramétre homographique.

Considérons une application homographique

) a(l —u) + Pu
h:u — 0 =)+ o

tel que ad — By # 0.

Si nous nous référons aux notations du paragraphe I1.3, nous avons
BR[wo, Wy, Wa, w3] o h(u) = BR[GQ, 01, 02, 03](11)

avec u € [0,1)]. Les vecteurs massiques §,, ol £ = 0,1,2,3 sont donnés par la
formule (2.10)
L 3-¢

0\ [(3-1¢ - el L
e = 2; Zo (1) ( m )""‘ﬂ’f‘-‘ 617 x APy, £=0,1,2,3. (14)
=0 m=
Sous forme matricielle, les relations (14) s’écrivent d’aprés (I1.13a)
6=H-Aw (15)
avec
73 3a~y? 3a2y o’ W
H= 726 2a76+ By 2aBv+ a6 a?f et Aw = Awq
Tl 162 2Bv6+a? 2aB6+ By aB? )’ “=1 A2,
& 3462 352%6 B3 Adwy
En utilisant la matrice A définie dans le paragraphe I1.3, (15) devient
avec
1 0 0 0 wo
_ -1 1 0 0 _ wh
A= 1 -2 1 0 et w= e (17)
-1 3 -3 1 w3
Dans le cas particulier ou 'application homographique est de la forme
- bu
h(u) = y(1-u)+ éu’
la matrice H est triangulaire inférieure :
y3 0 0 0
H= v6 4% 0 0
Tl 8% 248% 6% O
& 368 38 &8
Alors le systéme linéaire (16) devient
6=H- w (18)
avec la matrice diagonale
¥ 0 0 0
g . A_10 4 0 o0
H=H A= 0 0 8 0] (19)
0 0 o0 &

D’ou la proposition suivante
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Proposition 4.11.

Etant donnés BR|wy,w;,wy,ws) et la transformation homographique h
ci-dessus, alors BR|wg,w;,w2,w3] 0 h = BR[6,,0,,6,,63] oti 6 est donné par
(16). Si h = h, nous avons 8 = y3~46 % wy pour £=0,1,2, 3.

5.2. Changement du parameétre quadratique .

D’apres la proposition 3.6, nous avons
BR|wy,w),ws,w3] 0 ®(u) = BR[6, 6,062, 03, 663,6%8,, 6%60](u)

avec 6 = g— < 0. Les vecteurs massiques 6y, 6;,62 et 83 sont donnés par le
systéme matriciel (111.12)

O=p-AN- w. (20)
Posons Q = u - 4, il vient
=Q-w (21)
avec Q la matrice 4 x 4 suivante
ot 0’3 0’3 — 0’8 (!8
( =5 = =13 20
—5a%(~148) 5a%(—2+434) —5a%(-1+38) 5028
2 2 2 2
—2a + 4af— 2a — S8af+ 4af - 6aBf?— 2ap%+
2a3% - 0.5a%y 6ap? + 1.50%y 1.5a%y 0.5a2y
1.-38+38%—  38-682+38°— 35%-38%+ B+

\ %+ 1.5ay — 1.5afy 307 +4.5a8y 15ay—45aB8y l5aBy)
(22)
D’ou la proposition suivante

Proposition 4.12.

Etant donnés BR|wg,w;,ws,ws) et une transformation quadratique @,
alors BR[wy,w;,ws,w3] 0 ® = BR[8y,6,,6,,63,66,,56%6,,638] o1 le polygone
6 est donné par (21).

6. Nature d’une cubique (BR).

Proposition 4.13. Nature d’une cubique (BR) paramétrée sur R.
Soit une cubique BR|w; R| gauche ou plane non-dégénérée, posons D =
3A% — 4B avec

A = x(w1)x(w2) + x(wo)x(w3)
B = x(wo)x(w2)® + x(wo)*x(w3)? + x(w1)3x(w3),
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alors si
D>0: BR|w; ] est une hyperbole cubique,
D=0: BR|w; R] est une parabole hyperbolique cubique,
D<0: BRJw; R] est une ellipse cubique.

Preuve:

On déduit la nature d’une cubique gauche (resp. cubique plane) d’apreés
les intersections avec le plan a 'infini (resp. droite a 'infini) [WO13, p.38].

Posons §; = x(w;) pour ¢« = 0, 1,2, 3. Remarquons que ’'une au moins des
masses 3; est non nulle .

1) Supposons A3By = B3 — 3682+ 381 —Bo #0:
Dans ce cas le dénominateur de BR[](t) est le polynéme de degré 3 :
Bo(1—1)%+38:t(1—1t)2+3B,t>(1—1t)+ B5t* dont le discriminant au coefficient
positif prés 4(A36,)%est

D = 4381282 — 4B0B2° — 481 B3 + 68051 P28 — Bo* B3’

= 3(6182 + BofBs)® — 4(BoB;3 + B3B3 + B3 Ba) (26)
D nous permet de déterminer le nombre des points a 'infini. Cela nous
donne un moyen de classifier la cubique (BR) en termes géométriques
(i) si D est positif, la courbe a trois asymptotes réelles. BR[w)] est une hy-
perbole cubique.
(ii) si D est nulle :
dans ’espace, la courbe est tangente au plan de l'infini, soit (¢) a un
point parabolique (racine double) et une asymptote réelle, soit que
le plan de I'infini est osculateur (racine triple),
dans le plan, la courbe est tangente & la droite de infini, divers
cas sont possibles (point parabolique, deux asymptotes paralléles).
BR|w] est une parabole hyperbolique cubique .
(iii) si D est négatif, la courbe a une seule asymptote réelle. BR[w] est une
ellipse cubique.
2) si le dénominateur est quadratique : nous avons A33; = 0 et A28, #

0. I1 en résulte que A%wy € 7 - {0}, comme BR[w)(c0) = II(A3wy),
BR|w](o0) == (A3%wp) - Le dénominateur de BR[w) se réduit &

3%, - t* + 348 - t + fo.
Le discriminant de cette forme quadratique est

Dy = 9(LBo)? — 128, - Ao
=9(f1 — Bo)?® — 12Bo(B2 — 251 + fo)

- (i) si Dy > 0, il existe deux autres asymptotes. BR[w] est une hyperbole
cubique.
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4.2. hyperbole cubique.

w2

4.3 parabole hyperbolique cubique.

(ii) si D; = 0, la courbe est tangente au plan ou a la droite de l'infini et a
une asymptote réelle. BR|w| est une parabole hyperbolique cubique.

(ii) si D; < 0, la courbe BR|w] est une ellipse cubique.
D’autre part, nous avons la relation

D = 3(A%Bo)? - Dy, (27)

ie., D et D; ont le méme signe.

3) si le dénominateur D est linaire : A38; = 0, A?B, = 0 et AJy #
0 pour t = oo, la courbe admet une direction parabolique & 'infini. Le
dénominateur se réduit a

3t(81 — Po) + Po.
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4.4 ellipse cubique.

Nous avons une asymptote réelle pour ¢t = W% BR|w) est une
parabole hyperbolique cubique.

D’autre part, A?By = 0 implique D = 0 d’aprés (27).

4) si le dénominateur se réduit & une constante, la cubique est une courbe
polynomiale. BR[w](t) est tangente au plan de V'infini pour ¢t = oo, c’est une
parabole cubique. B

Si on utilise la forme particuliére ot x(wo) = x(w3) = 1 (nous pouvons
toujours nous y ramener en utilisant le corollaire 2.8, page 23), le discriminant
(26) devient

D =3(14B:5;)* — 4(1 4 B3 + B3). (28)

En divisant le plan des paramétres S; et 8, en plusieurs régions suivant
le signe du discriminant (28), nous obtenons la figure 4.5.

En particulier, sur la premiére bissectrice 8; = B, le discriminant (28)
devient

D =341 - 887 +6p7 —1
= (B -1)*(38: +1)

et s’annule en f; =1et §; = —-1/3.

Forrest [FO80] a introduit une représentation particuliére de la cubique

gauche dépendante de deux paramétres de forme o et 7. Sa forme (BR) est
: BR|wg,w;,ws,ws] avec

X(wo) = 1)

20
x(w1) = m,
x(w2) = 2

31-0-171)
x(w3) =1.
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D>0

D<0"

N B

D>0 \

4.5 Nature de la cubique BR|wo,w;,ws,w;3) suivant B; et Bs.

Le discriminant (28) devient alors

Ao+7)=3)+B+20+7) (e —7)" = (27— (0 = 7)?) (0 - )’

b= 211 —o—1)4

De fagon analogue, en découpant le plan (o, 7) en plusieurs régions suivant
le signe de D, nous obtenons la figure 4.6.

T

\ D>0
7

AN

4.6 Nature de la cubique donnée par Forrest.

D<O0

§3. Cubique (BR) gauche.
£ est dans tout ce paragraphe I'espace réel affine R3.
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Proposition 4.14. Identité de deux cubiques sous forme (BR).
Soient (8¢, 6., 62,63) et (wo,wy,wq,w3) deux bases de 8 Pégalité

BR[007 01) 02a 03](t) = BR[w(hwls w21w3](t)

pour tout t € IR, implique la proportionnalité des deux bases et
réciproquement.

Preuve:

Soient My, M;, M, et M; les quatre points de contréle de la cubique
canonique définis en (2). Ce sont des points non-coplanaires et a distance finie
de l’espace £.

Notons T} la transformation de £ tel que Tl(M,, 1)=26;,1=0,1,2,3; et
de la méme maniére notons T la transformation de £ tel que TZ(M,, 1) = w;,

= 0,1,2,3. Designons par Ty et T les transformations projectives de £
induites respectivement par T; et T5. Nous avons alors

Tl (BP[MO,Mh MZ, M3](t)) = BR[00a017 92’03](t)’

Tg (BP[Mo, M], Mz,M3](t)) = BR[wo,w,wz,w3](t). (29)

En faisant successivement: t = 0, t = %, t =
obtenons

[T

.t =1ett = 0o, nous
Ty (My) = T2 (M),

. (sron(p) =7 (BPANG))

T (BP[M](%)) =T, (BP[M](%)) :

Ty (M;) = T2 (M3),
T; (BP[M](00)) = T2 (BP[M](o0)).

(30)

L’ensemble {Mo, BP[M|(3), BP[M]( ) M3,BP[M](oo)} forme un rep-
ére projectif. T et T; comc1da.nt aux cinq points d’un repére projectif sont
donc égales. Tl et T, induisant la méme transformation projective, il en résulte
que T, = AT avec A € R* et par suite

wg:)\*a,‘, i=0,1,2,3.
La réciproque est immédiate. ll

Proposition 4.15. Caractérisation d’une cubique gauche.
Soit (69, 8:,02,63) une base de £, le support de la courbe BR[6y, 8,,8,,83;
IR] est une cubique gauche de I’espace.

Réciproquement, toute cubique gauche de I'espace est le support d’une
courbe BR[6y,6,,6,,63; R] ou (6o, 61,02,83) constitue une base de £.
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Preuve:

Il existe une transformation linéaire unique 7: £ — £ telle que T(M;; 1) =
6;, pour i = 0,1,2,3. La transformation projective induite T de £ transforme
la cubique gauche BR[(My;1),(M;;1),(M2;1),(Ms;1);R] en BR[6;R] qui
est donc une cubique gauche.

Soit (c) une cubique gauche, c’est

T(BP[Mo, M], M2, M3]) = T(BR[(M(), 1), (Ml; 1), (Mz; 1), (M3; 1)])
= BR[T(MOa 1)3 T(Ml; 1),T(M2; l)a T(M3; 1)]
= BR[00701’0%63]

en posant 6; = T(M;;1) pour i =0,1,2,3. B

Corollaire 4.16. R

Soit (6o,61,02,63) une base de E. Le support de la courbe
BR[00,01,62,03,602,6201,6390; [0, 1]] avec 6 < 0 est une cubique gauche de
Pespace £.

Réciproquement, toute cubique gauche de ’espace est le support d’une
courbe BR[GO, 61,62, 63,66,,6%6,,636,; [0, 1]] ou (6o, 6,,02,63) est une base de

£.

Preuve:

D’apres la proposition précédente, la donnée d’une base (wp,w;,wsz,w;)
détermine une cubique gauche BR|w;RR] et réciproquement toute cubique
gauche admet un paramétrage de cette forme. Le changement quadratique
du parameétre vu en §5.2, page 59, permet alors de conclure. l

§4. Cubique (BR) plane.

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des cubiques planes non-
dégénérées i.e., cubiques planes de £ (ou £ désigne le plan réel affine) dont le
polygone massique est de rang 3 et ne vérifie pas (11).

1. Cubiques (BR) de référence.
Soit (wg,w;,ws,w3) un polygone massique de rang 3, il existe des réels

a,b,c et d non tous nuls tel que

a*woeab*wle}c*wz@d*w;,:—(?. (32)

Du fait des relations (7) entre les vecteurs massiques wy, w;, ws et ws,
et les vecteurs-colonnes de la matrice de T, (32) est équivalente & la relation

dans F

a-D+b- C:3D+c-B+2§+3D+d-(A+B+C+D)='(T
(33)
—d.4+33 g 2H2HY o bretd). D=

3 3
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Nous déduisons donc une relation entre les vecteurs-colonnes A, B, C et
D a partir d’une relation entre les vecteurs massiques wp,w;,ws et ws, et
réciproquement.
Etudions les relations (32) et (33) suivant les valeurs prises par les coe-
flicients d, ¢, b, et a;
1) d est non-nul :
e ¢,b,a sont tous nuls : Le vecteur massique w3 n’est autre que le

-_-’ ’ ’ 7 -
vecteur nul 0. BR[w] dégénére en une conique.
® ¢, b,a non tous nuls : Le vecteur massique wj; (resp. le vecteur colonne
A) dépend linéairement de wyp, w; et w2 (resp. de B, C, et D) :

a b c
w3 =0=*wp O = *xw) O = *wsy,

d d d
c+3d b+2c+3d a+b+c+d
=-—3g BT —¢-——7 P

Puisque le rang de w est 3, I’ensemble {wq,w;,w2} ( resp. ’ensemble
{B,C, D} ) forme un systéme libre.

2) d est nul et c est non-nul, b et a quelconques : Le vecteur massique w,

(resp. le vecteur colonne B) dépend linéairement de wy et w; (resp. de C

et D):

a b
Wy =0O—*wp O - *wy
c C

B=_.I_’jc_%f.c_§£9j_c£’_j'_c_)_.p

En conséquence ’ensemble {wp,w;,ws} (resp. 'ensemble {4,C, D} ) est
un systéme libre.

3) d et c sont nuls, b est non nul, et a est quelconque : Le vecteur massique
w; (resp. le vecteur colonne C) dépend linéairement de wq (resp. de D) :

a
w1 = O7 *Wwo,

b
_a+d)

C= 7

D.
En conséquence I’ensemble {wo,ws,ws} ( resp. 'ensemble {4, B, D} ) est
un systéme libre.
4) d,c et b sont nuls et a est non-nul : Le vecteur massique wg n’est autre

que le vecteur nul 0. BR|w] est une conique.

Définition 4.18.
Soient x, y et z des réels. Nous appelons cubiques (BR) planes de réfé-
rence, les trois cubiques (BR) suivantes :
1) premiére cubique (BR) de référence : BR[w,l(l,]y,z] ot le polygone w,((],]y,z est
constitué des vecteurs massiques linéairement indépendants

WH=T, =7, ol =(0y1),
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2)

3)
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et du vecteur massique

(1] (1] 1] 1]

W3 =X*wy +y*w; +zxw; .

seconde cubique (BR) de référence : BR[w,[(%]y] ou le polygone w,[&]y est

constitué des vecteurs massiques linéairement indépendants

(2]

—
wg 1

, WA=T, Wl =(051),

et du vecteur massique

{2)

ol 12

=x=|=¢.¢)({,2]-i-y:m.u1 .

troisiéme cubique (BR) de référence : BR[w,[(sl] ou le polygone Wl est
constitué des vecteurs massiques linéairement indépendants

Wil =T, Wf1=7, Wil =(0x51),

et du vecteur massique

3] (3]

Remarque 4.19.

En utilisant le corollaire 4.4, nous trouvons que les matrices des applica-

tions projectives T associées aux cubiques (BR) planes de référence sont les
suivantes

1)

2)

3)

premiére cubique (BR) de référence :

-1+x 3 -3 1
Pl = (AlBllcBIDy = 34y -6 3 0
34z 3 0 0

ou Bl Cll et D! sont des vecteurs non-liés.
seconde cubique (BR) de référence :

-1-3x 34+3x -3 1
P = (ABRICEADIA) = | 3-3y —6+3y 3 0
1 0 0 0

ou Al C!? et D2 sont des vecteurs non-liés.

troisiéme cubique (BR) de référence :
-14+3x 3-6x -3+3x 1
PBl = (AR BBICEIpBly = -3 3 0 0
1 0 0 0

ou A[3], B et DB sont des vecteurs non-liés.
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Proposition 4.20.
Toute cubique plane non-dégénérée BR|w) est la transformée projective
plane d’une cubique (BR) de référence.

Preuve:

Soit T l’application projective de matrice P = (ABCD), tel que BR[w]
est image de la cubique canonique. BR[w] étant une cubique plane non-
dégénérée, w est un polygone massique de longueur 3 et de rang 3 ne vérifiant

pas (11).
Soient a, b, c et d des réels tel que

a*wOEBb*wl@c*wz@d*w;;:?. (34)

Discutons les différents cas qui suivent :
1) d#0, ¢,b,a non tous nuls :
Comme {B,C,D} et {BlN,CM DI} forment deux systémes libres de
3

=" . . . . s
R , il existe une unique transformation linéaire

3,3

?,: R - R
de matrice P, réguliére tel que

(BCD) = P, - (BUctply,

1

-~ A - —_ A —p
Notons T, = 2 o T p o la transformation transmuée de T , par

T’isomorphisme
3
s a2 =
QQZR -+ R .

Nous avons

= Q\g (D) = Wwg.

De méme,
Tywi) = wi,
Ty(wp)) = w2, (35)
Tp(wgll) =X*wy @y *w; D2z *wsy.

En prenant x= —%, y= —% et z= —5, (85) devient

N b
Tp(w:[,}]) = e% *wy O S *wr S g * Ws.
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D’ou d’apres (34),
Tp(w:[;ll) = ws.

En conclusion, pour d # 0, BR[w] est la transformée projective par T},
de la cubique BR[wm ).

-§~&-%
2)d=0etc#0:
En procédant comme dans 1, notons ?, Punique transformation linéaire
tel que

T,(AP)y=4, T, (¥ =c, T,D%)=D.

N ~ =1 -
Soit T, = Q2 o?,on la transformation transmuée de ?p par isomor-
phisme ,.

Nous avons ) ) .1
Tp(wi) = T, 0 3, (D)

G, o T (D)
» =1

= wy.

De méme A ,
Tp(“)g ]) =W

Ty(wy)) = Tp(a # ol +yxwl)

=T *Wo+Y*w;.
En prenant z = =2 et y = =c'3, il vient

Tp(wgzl) = wz.
Cette égalité implique
. < -1, BE 420 43D . -1 Bl 4 2¢l2] 4 3pl2
Tpotly ™ ( 2 Y= o T p( . )
T ,(B1¥) +2C + 3D

3 )

. -1 B+2C+3D
=t (=)

=6, (

D’ou par identification, ?,,(B (2 = B.
Il vient apres calcul que Tp(wgzl) = w;3.
En conclusion, pour d = 0 et ¢ # 0, BR|w] est la transformée projective
par T, de la cubique BR[w[_:_"],_’_ s )
3)d=0=cetb#0:

—ﬁ . . . , .
Soit T p l'unique transformation linéaire tel que

Ty(aP) =4, T,B¥) =B, T,D9)=D.
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Soit Tp = Qg_l ) ?p 0 Q.
Apres calcul, il vient
T,(w?]) = wy,

j’,(w?]) = T * wy.

En prenant £ = —~4$, nous avons
- a
Tp(wl?) = =5 *wo =uw,
T,(c¥) =,
et donc

Tp(wh) =ws,  Tp(wl’) = ws.
En conclusion, pour d = 0 = c et b # 0, BR|w] est la transformée
projective par T, de la cubique BR[w[_:ﬂ*].

2. Caractérisation des cubiques (BR) planes.

4.7.a. Exemple de cubique anodale.

Rappelons le résultat suivant :

Proposition . [PA87].

Soit P = (ABCD) une matrice de 'application projective T. Soit (c) une
cubique plane non-dégénérée, image par T de la cubique canonique. Alors la
courbe (c) est anodale (resp. cuspidale, nodale) si Disc < 0 (resp. Disc = 0,
Disc > 0) ott Disc = B?2 — 4A - C avec

A =|ABD|* - | ACD|-| ABC|,
B=|BCD|-|ABC|-|ACD|-| ABD |,
C=|ACD|*-|BCD|-|ABD|.

La notation | | étant celle du déterminant.
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wo = [0,0;1]
w, = [0, 0; 1]
1
w2 = [0) §) 1]
11
O(wo) M(w1) ws =752

4.7.b. Exemple de cubique cuspidale.

wop = [O,—l; l]

1 32
wi=lg-g3
wr = [-2,-%;3]
w3 = [010; 1]

n(wz)
4.7.c. Exemple de cubique nodale.
Lemme 4.21.

Soient z, y et z € R. La cubique de référence BR|w!!] est anodale (resp.
cuspidale, nodale) si Disc; < 0 (resp. Disc; =0, Disc; > 0) ot

Disci = { —4z — y? sit=2,

{27z2 — 4y +18zyz — y?2% + 422% sii=1,
0 sit=3.

Preuve:

Il suffit d’appliquer la proposition précédente en prenant successivement
comme matrice de ’application projective PI, PI2l puis P13l

Proposition 4.22. Caractérisation des cubiques planes non-dégéné-
rées. Soient a, b, ¢ et d des scalaires réels. Soit la cubique plane non-
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dégénérée BR|w] tel que les vecteurs massiques du polygone w vérifient

a*wo+b*w1+c*w2+d*w3=?.

Alors BR[w] est une cubique anodale (resp. cuspidale, nodale) si Disc < 0
(resp. Disc =0, Disc > 0) ou

Disc = 4b3d + 27a%d? — 18abed — b%c® + 4ac®.

Preuve:

Rappelons tout d’abord que les cubiques anodales (resp. cuspidales,
nodales) du plan sont projectivement identiques.

La cubique BR|w] est anodale (resp. cuspidale, nodale) si elle est la trans-
formée projective du plan d’une cubique de référence anodale (resp. cuspidale,

nodale).
1) sid#0:
BR|w] est la transformée de BR[w[_H% . '5‘]' Nous avons
Discy = 21-4—(4b3d +27a%d? — 18abed — 2% + 4ac®).  (36)

(36) est égal & Disc au facteur 4 prés.
2) sid=0etc#0:
BR|w] est la transformée de BR[wl_zl_a_ _s]- Apres calcul, on trouve

Disc, = -cl2(4ac - b%). (37)

Lorsque d = 0 et ¢ # 0, Disc est égal & Disc; au facteur % prés.
3) sid=0=cetb#0:
BR|w] est la transformée de BR[wE‘]%]. Or avec ce choix, Disc est nul. B

Exemple 4.1.
Rappelons que la forme (BR) du folium de Descartes est définie par les
quatre vecteurs massiques

w0=(0,0i1)a
w1=(1,0;1),
w2=(2a1;1),
33
=(=,=;2).
ws = (332

Ces vecteurs massiques sont liés par la relation

—2*wo@3*w163*w2®w3=-6).

Le calcul donne Disc =27 > 0, ce qui correpond & une cubique nodale.
De plus, suivant la proposition 4.20, le folium est la courbe transformée

(1)

projective plane de la cubique de référence BRw, 4 ,].
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wo = [0,0;1]
w1 = (0,0)

ws wy = [1,0;1]
I (wo) « O{w2) ws = (0,1)

fig. 4.8. podaire d’une parabole pour m = 0.

Exemple 4.2.

Reprenons I’exemple de la cubique d’Agnesi, cf. paragraphe 111.4. Les
vecteurs massiques
wp = (0,2;1),

w; = (0.6665,2;1),
we = (1,1.5;1.3334),
wy = (2,1;2),

qui déterminent la représentation (BR) de la cubique d’Agnesi vérifient la
relation linéaire suivante

2*w093*w2®w3=_0’.

Le calcul donne Disc = —108 < 0. Ce qui correspond bien a la cubique
anodale de la figure 3.3.

Exemple 4.3.

La podaire d’une parabole est une courbe rationnelle. Considérons la po-
daire d’une parabole dont la forme (BR) est définie par les vecteurs massiques
suivants :

wo = (-m,0;1),
wy = (0,—m),
wz =(1,0;1),
ws = (0,1).

Lorsque m = 0, w; est un vecteur nul. Pour tout b # 0, il vient

O*w0®b*w1=?,

D’oti BR[w; R] est la transformée projective plane de la cubique (BR) de
référence B R[w([f]]. Nous en déduisons que B R[w; R] est une cubique cuspidale.
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Quand m # 0 : La combinaison linéaire reliant les vecteurs massiques est
—
Wy (5] mw3 = 0.

Suivant le signe de m, BR|w; R] est une cubique anodale (m < 0) ou une
cubique nodale (m > 0).

De plus, BR|w; ] est la transformée projective plane de la cubique de
référence BR[wE)l]_ 1ol

Wy = [05, 0; 1]
w3 w; = (0,05)
w ‘ Wy = [1,0; 1]
! b wy = (0, 1)

H(wo)\_ 1(w2)

fig. 4.9. podaire d’une parabole pour m = —0.5.

wo = [-0.8,0;1]
ws w; = (0,-0.8)
I (wp) o O(ws) w2 =[1,0;1)
W, w3 =(0,1)

fig. 4.10. podaire d’une parabole pour m = 0.8.
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3. Caractérisation des cubiques (BP) planes.

De la méme manieére que dans le cas des courbes (BR), nous introduisons
trois cubiques (BP) particuliéres :

Définition 4.23.
Soient x et y des réels. Nous appelons cubiques (BP) planes de référence,
les trois cubiques (BP) suivantes :

1) premiére cubique (BP) de référence : BP[M,[(I,]y] ou le polygone M,EI; est
constitué de trois points de contréle non colinéaires

M =0 = (0,0),

MM =047 =(0,1),
MY =0+ T +T =),

et du point
MP=0+27 +y7 =(2,v).

2) seconde cubique (BP) de référence : BP[Mym] ou le polygone M,P] est
constitué de trois points de contréle non colinéaires

M =0 = (0,0),
M1[2] —0+7 =(0,1),
MP =0+7T+7 =(@,1),

et du point
— .
MP =0+y7 =(0,5).

3) troisiéme cubique (BP) de référence : BP[M ] ot le polygone M est
constitué de trois points de controle non colinéaires

MP =0 = (0,0),
M =0+7 =(0,1),
MP =047 4T =),

et du point
M = MP = (0,0).

Proposition 4.25. .
Toute cubique plane non-dégénérée BP[M;R] est la transformée affine
plane d’une cubique (BP) de référence.

Preuve:
1) Supposons que les points My, M; et M; ne soient pas alignés. L’ensemble
(Mo, M, M,) forme un repere barycentrique du plan. Il existe une unique
transformation affine A du plan qui transforme le repeére

Mm, Mm, Mm) en (Mg, My, M,). Soient X et Y les coordonnées de M;
0 1 2
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dans le repére (My, My M,, MoM,), a.lors BP[M;TR] est la transformée
affine de la courbe de référence BP[M X yiRJ.

2) Supposons que les points My, M et M2 soient alignés tel que M, et M,
soient distincts. L’ensemble (My, My, M3) forme un repére barycentrique
du plan. Il existe une unique transformation affine A du plan qui trans-
forme le repére (Mg"],M (2 M3[,2]) en (Mg, My, M3). Soit Y la coordonnée

de M; dans le repére de la droite (Mo, MoM,;), alors BP[M; ﬁ] est la
transformée affine de la courbe de référence BP[M!%; R].

3) Supposons que les points M, et M; soient confondus. L’ensemble
(My, M3, M3) forme un repére barycentrique du plan. Il existe une unique
transformation affine A du plan qui transforme le repeére

( M1(3], M2[3], M[3]) en (M, My, M3). BP[M; R] est l'image par une ap-
plication affine de BP[M); ).

Lemme 4.26.
Soient z, y € R. La cubique de référence BP[MQ,,] est anodale (resp.
cuspidale, nodale) si Disc; < 0 (resp. Disc; =0, Disc; > 0) ou

—(y —2)? sii=2,

Di {“(y——“f——‘* 2= )y g —3)? sii=1,
18ci =
0 sit=3.

Preuve:
Notons w[ = (M[]] 1) pour i = 0,1,2,3 et j = 1,2,3. les vecteurs

massiques w[ 9] vérifient la relation linéaire

(y—1)*wp) & (z - y)*wuex*w]@wm-ﬂ pour j = 1,
(l—y)*w[]®y*w[2]ew[2] 0 pour j = 2,
wleuwl="1 pour j = 3.

1l suffit d’appliquer la proposition 4.22. B

Proposition 4.27.
Soit la cubique plane BP[M] tel que A3M, # 0. Alors BP[M] est anodale
(resp. cuspidale, nodale) si Disc; < 0 (resp. Disc; = 0, Disc; > 0) ot
1) Lorsque My, My et M, sont non-colinéaires :
Disc=—(Y — w_):_—_x_’_)(y + X —3)% avec X, Y les coordonnées de M3

dans le repére du plan (Mo, My M,, MoM,).
2) Lorsque My, My et M, sont colinéaires :

Disc = —(Y —2)? avec Y la coordonnée de M, dans le repére de la droite
—_
(Mo, MoM,).

3) Lorsque My et M, sont confondus :
Disc = 0.
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Preuve:
Par une transformation affine appropriée, nous revenons a la cubique
(BP) de référence correspondante. Le Lemme 4.26 permet de conclure.

Exemple 4.4.
Soit une cubique donnée sous forme BP[P,, Py, P;, P3; R) avec

Py = (an),
P, =(0,0),
P, =(1,0),
P; = (3,2).

Les points de contréle Py et P; étant confondus, on sait d’aprés la propo-
sition 4.27 que BP[P;R] est une courbe cuspidale.

D’aprés la proposition 4.25, BP[P;_ﬁJ est la transformée affine de la
troisiéeme cubique (BP) de référence BP[MU]; R].

En géométrie classique, BP[P;IR] est une parabole semi-cubique.

P3

Po=F e P

fig 4.11. Parabole semi-cubique.

Exemple 4.5.
Rappelons que les quatre points de controle qui déterminent la cubique
de Tschirnausen sont

Py =[-9,0;1], P,=[-9,-1;1], P,=[-8,-2; 1], P;=[-6,-2;1].

Dans le repeére (P, ?1_13;, I’O_P;), le point P; s’écrit Pp+X 1?1?2' +Y -m
avec X =3etY =-1.

D’apreés la proposition 4.27, nous avons Disc = 1 > 0. Ce qui correspond
bien a la figure 2.4.
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§1. Introduction.

Le paragraphe 1 rappelle l'algorithme de De Casteljau et les deux algo-
rithmes , ALBR1 et ALBR2 | qu’il induit dans le cadre des courbes (BR).

Le deuxiéme paragraphe explicite les algorithmes développés dans le
chapitre II et III. chaque procédure est illustrée par plusieurs exemples.

Le dernier paragraphe a trait aux transformations projectives et & leur
cas particuliers, les transformations affines. Les exemples porteront sur des
cubiques planes.

§2. Algorithmes de calcul d’une courbe (BR).

Nous rappelons comment I'algorithme de De Casteljau induit deux algo-
rithmes de calcul d’une courbe (BR).
1) De_Casteljau [My, M;,...,M,;t].
Description :

Calcule le point courant de la courbe polynomiale BP[M].
Arguments :

polygone de contrdle (Mo, My,...,M,),

parametre t.
Valeur retournée :

BP[My, M, ..., M)(t).
Algorithme :

Pour ¢ := 0 jusqu’a n
M? = M;;
Pour ¢ :=1 jusqu’a n
Pour j := 0 jusqu'a n — ¢ .
Mi:=(1-t)-Mj +t-M;7};
Résultat BP[M](t) = Mg

Références : [DC59,DC63,BF84].

2) Dans le premier algorithme induit, les calculs se font pour l’essentiel dans
Pespace F.
ALBR1 [6,6,,...,6,;1].
Description :
Calcule le point courant de la courbe rationnelle BR[6].
Arguments :
polygone massique (6y,8;,...,0,),
parametre t.
Valeur retournée :

BR[6o,61,...,6,](t).
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Procédures utilisées :
DeCasteljau.
Algorithme :

Pour ¢ := 0 jusqu’a n

calculer R; tel que S'—Z_}i: = (8;) ;
Faire De_Casteljau (Ro, Ry, ..., Ra;t);
Résultat BR[6)(t) = LI RY).

Références : [FJ89,p.77).

3) Dans le second algorithme, les caculs se font dans £. La II-projection
termine l'algorithme.
ALBR2 [00, 01, ceey 0,,; t]
Description :
Calcule le point courant BR[6](2).
Arguments :
polygone massique (8q,61,...,85),
parametre t.
Valeur retournée :
BRI6,,6,,...,6,)(t).
Algorithme :

Pour 7 := 0 jusqu’a n
0,(0) = 0;;
Pour 7 :=1 jusqu'a n
Pour j := 0 jusqu’an —1 .
67 = (1-t) %6/ D@t
Résultat BRI6](t) = TI(67).

Références : [FJ89,p.83].

§3. Procédures de changement de parameétre.

Ce paragraphe est divisé en trois parties, chacune relative a& 'un des
changements de parametre vus dans les chapitres II et III.

1. Changement a.

Fonction : A [a, §;n].
Description :
donne la matrice A [Chap.I1,§2, p.12] liée au changement de parameétre
affine.
Arguments :
deux valeurs réelles a et § non simultanément nulles,
un entier n.
Valeur retournée :
Une matrice de dimensions n X n.
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Algorithme :

Pour £ := 0 jusqu’a n
Pour k := 0 jusqu’a n
Pour j := maz(0,k — n + £) jusqu’a min(k, £)
Faire Ag s 1= Agx + (Z:; (5)(1 —a)rt-ktigk=-i(1 — g)yt-ipg,
Résultat : Matrice A.

Exemples : Explicitons quelques matrices :

Pourn=2:
(1-a)? 2(1-a)a a?
A= ((1—01)(1—ﬂ) a(l-f+(1-a)p aﬂ) .
(1-8) 2(1-5)B p?
Pourn=3:
( (1-a)® 3(1 - a)’a 31—-a)a® o \

(1-a)*(1-8) 2(1-a)a(1-B)+ o?(1-f)+ o?p
A= (1-a)’ 2(1-a)af

(1-a)(1-B) a(l - B)*+ 2a(1-B)B+ af?
2(1-a)(1-H)B (1-a)p?

\ (-8 3(1- §)’8 31-8)8 £ )

Fonction : Changement_Afline [wo,w:,...,w,;a, 8]
Description :
donne le polygone massique de la courbe BR|w] 0 a ol a est la fonction
affine a(u) = a(1—u)+ fu avec u € R. Le calcul se fait en deux étapes [Chap.
II, §1, p.13].
Arguments :
polygone massique (wp,wi, . ..,wn),
deux coefficients a et S.
Valeur retournée :
nouveau polygone massique (6q,6,...,60,)
Algorithme :

Faire DeCasteljau (wo,w1,...,wn; B);
Pour i := 0 jusqu’a n

Ti i=wp ;
Faire DeCasteljau (79, 71,...,Tn; %) ;
Pour ¢ := 0 jusqu'a n

i :=1""",

Résultat 6g,6,,. .., 6.

Procédure utilisée : De_Casteljau.
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Exemples :

1) La fonction Changement_Affine appliquée au polygone massique de
longueur 4

w0=(130;1)’
1
=(1,=;
wi ( 72’1)1
334
44’37
11
ws—(§,§,2),
wyg = (0,0;4).

w2=(

avec @ = —1 et f = 1 donne un polygone massique § constitué des points
pondérés suivants

00 = (01 O’ 4)7
6, = (2.,-2.),
6, = (0,0;1.3333), (1)
03 =(2.,2.),
04 = (0, 0; 4)
tel que
|BRw;(-1,1))| = [BR[8; 0, 1)

La courbe associée a 6 est illustrée par la figure 5.1.

03

fig.5.1. Courbe en forme de huit.

2) La piriforme est une quartique. Sa forme (BR) est définie par le poly-
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gone massique :

Wy = (11 1;1)1
3 3

Wy = 5) '2"; 1),
73 4

“={pz3)

w3z = (2, 1,2),

we = (2,0;4).

Changement._Affine [wy,w;,...,w,; —1,1] fournit le polygone suivant :

6o = (0,0;4),

6, = (0,0),

6, = (1,0;1.333),
6; = (0,4),

6y = (2,0;4).

Lorsque le parameétre décrit [0,1)], le point BRI[6](¢) décrit la courbe il-
lustrée en gras dans la figure 5.2.

63

11(6o) 1(84)

fig.5.2. Piriforme.

3) Considérons le polygone massique de longueur 6 :

wo =(3,0;1), wr =(3,1;1),

w2 = (1_56’2)7 w3 = (—%,—%;—2),
Wy = (-1’”%;—'4), ws = (-1,—3, —4),
W = (0, 24)
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La procédure Changement_Affine appliquée 4 w aveca = —1let 8 =1
engendre le polygone massique 6 :

8 =(0,-24), 6, =(1,0;—8),
6 = (O’ -1'6)’ 63 = (0 6, 0; 8)a
04 = (0, 16), 05 = (—1,0, = ),

06 = (0, 24)

Remarquons que le polygone massique ci-dessus est é-réciproque avec
6 = —1; la courbe illustrée dans la figure 5.3 est en fait une hyperbole cubique.

¢
04
I(6,)
n@s) | 1mes)
/
6,
6o

fig.5.3. Hyperbole cubique.

2. Changement h.

Fonction : H [a,f,7,6;n].
Description :
donne la matrice H [Chap.IL§3, p.19] liée au changement de paramétre
homographique h tel que h(u) = %i—:—:;i—ﬁ‘ pour tout u € R.
Arguments :
quatre valeurs réelles a, B, v et 6 tel que aé — By # 0,
longueur n.
Valeur retournée :
Matrice n x n.
Algorithme :

Pour £ :=0 jusqu’a n
Pour k := 0 jusqu’a n
Pour j := maz(0,k — n + ) jusqu’a mzn(k ?)
Faire Hy g := Hyj + ( n—t _Jﬂ] wl=ktigt-y ;
Résultat : Matrice H.
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Exemples :
Pour n=2:

v 20y a?
H=}|6y ab+8y af].

62 286 B
Pour n=3:
¥ 3ay? 3o’y o
g |8 2087+py" o*6+2aBy o?B
T | 82y ab?+288y 20B5+ By ap?
63 3862 33%6 g
Pour n=4:
T R R SN
6y 3aby’+ 3a’by+ a’6+  o’f
B 3apy 30’y
g |87 2087+ o’ +4aféy+ 206+ o?p?
= 2867* By 2a8%y
8y ab+ 3aB6*+  3af’+ af®
3862y 3826y By
\ & 4p6° 64262 465 B/

Fonction : Changement_Homographique [wg,ws, ... ,wy;a, B,7,6].
Description :

85

donne le polygone massique 6 de la courbe BR[f] = BR|w]o h ou h est

le fonction homographique h(u) = %8—::%?—“'5
Arguments :
polygone massique de contrdle wo,ws,...,wn,
quatre valeurs réelles a, 3,7, et § tel que aé — Sy # 0.
Valeur retournée : nouveau polygone massique (6y,0;,...,68,)
Algorithme :
Pour 7 := 0 jusqu’a n
Calculer Af(wp);
Pour i := 0 jusqu’a n
9,’ =0
Calculer Hle, 8,7, 6);
Faire Produit_Matriciel : 6 := H - Aw;
Résultat Polygone massique 6

Procédures utilisées : Difference.Finie, Produit_Matriciel.
Exemples :
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1) La fonction Changement_Homographique appliquée au polygone
massique de longueur 8 suivant

W = (10, -2; l)a Wi = (107 0; 1)

I8 1.8 38. 101
wa =(3H»37) wis = (4,..5..’7),
we = (5, %;7), wy = (4,6;8),
wg =(2,6;16)
aveca=0,8=1/v2,y=1,et § =1/y/2 donne 8 :

6o = (10,-2;1), 6, = (10,0;0.7071),
0, =(7.5,3.50.5714), 63 = (4,7.6005;0.5051),
6y =(1.76467,10;0.4857), 65 = (2,9.6;0.5),
0 =(3.5,7.5;0.5714), 6 = (4,6;0.7071),
s = (2,6;1).
Ce changement a servi a rendre égales & 1 les masses du premier et du
dernier vecteur massique.
Sur la figure 5.4, nous avons tracé en gras la courbe BR[6] décrite pour
t € [0,1]. le reste de la courbe étant le complémentaire BR[6;R\[0,1]]. Les
masses étant strictement positives, la courbe appartient a ’enveloppe convexe
des points II(6;),: = 0,1...,8.

I1(6,)
11(6)

fig.5.4
2) Considérons le polygone massique w définissant le Kampyle d’Eudoxus
Wwo = (1, 0; 1),
1
wy = (la Ea 1))
332
“=33)
w3 = (1y2)1

Wy = (0, 4)
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Changement_Homographique [wp,w;,...,wn;1,1,—1,1] fournit le
polygone § suivant

00 = (01 _4)1
6, = (_27 0),
0; = (0’ 0; §),

3
0; = (—21 0)1
6y = (0, 4).

La courbe BR[w; [-1,1]] est tracée en trait clair dans la figure 5.5. Nous
avons représenté sur la méme figure sa courbe complémentaire BR[6; [0,1]] en
trait gras.

. Q4 f
03
ifram—— .
2 10(6,)
6o
Y

fig.5.5. Kampyle d’Eudoxus.

3) La procédure Changement_Homographique appliquée au polygone
massique

Wwo = (1)0)’
1
wy = (2,1; 5),
2
w2 = (531’1)7
w3 = (0 -1—2)
3 = 1 2s ’

wy = (0,0;4),
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aveca=1,=1,y=—-1et 6 =1 donne 6 :

6o = (0,0;—4),
01 = (07 2))

8
92 = (3,0),
93 = (0, '—2),
04 = (0,0,4)

La courbe BR|[6;[0,1]] est représentée dans la figure 5.6 en trait gras.
BR|6] est connue sous le nom de courbe de Kappa.

|

11(6) = N(64)

6~

fig.5.6 Courbe de Kappa.

3. Changement &.

Fonction : u [o,8,7].
Description :
donne la matrice liée au changement du parameétre quadratique rationnel

&(u) = aBZ(u)+pBB?3((u.;)+wB§<u), [Chap. 111, §3, p.41].

Arguments :

longueur n,

trois valeurs réelles a, 3, et v tel que ay < 0.
Valeur retournée :

Matrice u de dimensions n X n.
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Algorithme :

Initialisation ;
ag’] =1;
aLl] =a ,agll = B, a[;] =

Pour i := 0 jusqu'a n
Pour j := —2 jusqu’a z + 2

[4

calcul des coefficients o}’ ;
Pour 7 := 0 jusqu'a n
Pour j := 0 jusqu’a ¢
ol i= g ((2i ~ )i = j - Daali 4
2j(2i = j)Be 3+
iG = 1eli);
calcul des coefficients pi i ;
Pour k :=0 jusqu'a n
Pour ¢ := maz(n — k,k — n) jusqu’a n
2n—k
l‘k,i s k l-n'.. n-—t ak.{.,‘_n ;
Résultat : Matrice p

Exemples : Nous explicitons quelques matrices :

Pourn=2: 2o
MO
w=lo
1. 28 B%2+0.5ay
Pourn=3:
0 0 0 2
o? 5a2
§= 0 0 '5_2_ _22
0 2a 4ap 2a8% + 0.5a%y
1. 38 38%+15ay p%+1.5a8y
Pourn=4:
0 0 0 0 35q
0 35qa° 35qa°
502 1532 150242 ®
o 1o f 13ah 4 0.6250%y

0 0
k=10 o0 1 2
0 2 1af 1308’ 4 g7502y 328 41875024

1. 48 6B8%+3.ay 4% + 6.a8y B* + 3.a8%y + 0.3750242
Fonction : Changement_Quadratique |wg,wy,...,w,;a, 8,7}
Description :

donne le polygone massique d’une courbe (BR) sur laquelle on effectue
le changement quadratique.
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Arguments :
polygone massique de controle wg,ws,...,wWn,
trois coefficients réels a, 3, et v tel que ay < 0.
Valeur retournée :
nouveau polygone massique (6, 6;,...,02,)
Algorithme :
Pour 7 := 0 jusqu’a n
Calculer A'(wy);
Pour ¢ := 0 jusqu'a n
6;:=0
Pour j := 1 jusqu'a n
6i:= 6, @ pij* Mo ;
Pour 7 :=n + 1 jusqu’a 2n
8 := 6" % bpn_;;
Résultat : 00, 0], o oy 9271

Procédures utilisées : Difference_Finie.
Exemples:
1) La parabole semi-cubique est représentée sous forme (BP) par :

BP[P(t) = B3(u)Py + B3(w)P; + B3(u)P; + B3(u)P;s

avec

Py=(0,0), P,=(0,0), P,=(1,0), P;=(3,2).

Changement_Quadratique [(Po;1),(P1;1),(Ps;1),(Ps;1); —1,0,1] gé-

nére le polygone massique é-réciproque avec § = —1 qui suit

— —

6o = Uy avec Up = (0,-5),

6, = 5'-1) avec 17; = (2,0),
— —

92 = U2 avec U2 = (0, 1),

63 = (Ps;1) avec  P3=(-1.5,0),

— —

04 = U4 avec 4 = (0, —1),

65 = -17; avec 17; = (%,0),

0 = ﬁ; avec ﬁ; = (0, 5).

6 détermine la courbe (figure 5.7)

BR[6](t) = Ps+

BSw)T o+ BS(w)TU 1 + B ()T 2 + B w)U s + BYw) U5 + BE(uw) U6
B(u) '




Aspect Pratique. 91

¢
95 0
0 o, I(6s)
&

5.7 Parabole semi-cubique.

T(64)

fig.5.8. Deltoide.

2) Considérons le polygone massique de la deltoide :

Wp = (3a0; 1)
wy = (310; 1)

3 4
wg = (5,035)
w3 = (0,1;2)
wg = (—1,2;4)

Changement_Quadratique [wo,ws,...,wn; —1,0,1] génére le polygone
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6 de longueur 8 dont les cing premiers vecteurs massiques sont :

35
00 = (—1) 0; 'g)
35
01 = (0’_7)
8, = (—5.,0;0.625)
85 = (0,3.75)

84 = (15.,0;0.375)

les quatre derniers vecteurs massiques s’obtenant par é-réciprocité. La figure
5.8 illustre cet exemple.
3) Soit w le polygone massique d’une courbe de Lissajous :

wo  =(82,0;1), w1 =($281), w, =(2Z 148

16

@y ( 61¥ 56. 10 @4 ( 25! 0 68 i =( 6:01 __ 56, 20)’

Y BT 135/ 'y T BT

oo = (4 1, 32 wr =(—-gC,—8,8), ws = (22,0;16).

16

Changement_Quadratique|w;-1,0,1] fournit le polygone massique 6 de
longueur 16 dont les 9 premiers vecteurs massiques sont :

8o = (—6.36364,0.;50.27),
6, = (—79.98,402.2),

6, = (0.,0.; 3.352),

63 = (—11.43, —402.2),

8, = (4.54616,0.;0.7734),
65 = (—2.637,402.2),

86 = (7.27247,0.;0.3516),
67 = (—0.5593, —402.2),
6s = (8.18215,0.;0.2734).

La courbe BR[6;(0,1]] et le polygone 6 sont représentés dans la figure
5.9.

§4. Transformation projective du plan.

Fonction : Transformation_Projective [wo,w;,... ,wn; P'].
Description :

donne le polygone massique 6, image par T du polygone w.
Arguments :

P’ est une matrice 3 x 3.
Valeur retournée :

polygone 6 de longueur n.
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i Ti(86)

L neee)

63“97

fig.5.9. Courbe de Lissajous.
Algorithme :

Pour i := 0 jusqu'a n
calculer V; := Q(w;);
Faire 6; := ~1(P' - V;);
Résultat : 6,,6,,...,60,.
Exemples.
1) Considérons la transformation projective plane 7' dont une matrice est

1 -2 0
1 0 2
2 1 1

T transforme la cubique de référence BR[le,]y,z] en une cubique BR[6)

o 11
0o = (=, =;
0 (2, 2) 2)7
01 = (_2a 0; 1),
02 = (07 2; l)a
6. = (z_2y73+22) Si2$+y+z=0
TGS sty ) si2ety+2£0
e Pourle choix z = 0,y = 1 et z = 0: BR][6] est déterminée par les vecteurs
massiques
11
bo=(5,5:2), 61=(-2,0;1), 6,=(0,21), 6;=(-2,0;1).
Comme D:sc = —4, nous savons que c’est une cubique anodale. BRI6]

est illustrée par la figure 5.10.
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1(62)

1(6,) = 11(6s)

fig.5.10.

e Pourz =1,y = —1et z=1:nous trouvons Disc = 16. La courbe BR|[6]
avec

11 3 3
00 = (5, 5;2), 91 = (—2,0; 1), 62 = (0,2; 1), 03 = (5, '2—,2)

est une cubique nodale, cf. figure 5.11.

/

fig.5.11.

2) Soit une transformation affine de matrice

2 1 1
-2 0 3
0 01
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L’image par un telle transformation affine de la cubique de référence
BP[MP,],,] donne une courbe BP[P,, P,, P,, P3] avec

Po = (1,3),
P = (21 3)’
P2 = (43 1)5

P3 = (1+2.’L’ +y,3—-217).
e Pour z =1et y=1.5: BP[P] avec
Po = (1, 3), P] = (2, 3), P2 = (4, 1), P3 = (45, 1),

est la transformée affine de la cubique anodale BP[M 1[315] (figure 5.12).

fig.5.12.

e Pourz=1lety=-15: BP[MRLI_S] est une cubique nodale. La courbe
BP[P] avec

P0=(1a3)» P1=(2a3)a P2=(4al)a P3=(1.5,1).

est également une cubique nodale. Cet exemple est illustré par la figure
5.13.
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Py Py

Py

fig.5.13.

Py

Courbes rationnelles.
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Ce travail est un apport a l'étude des courbes B-Rationnelles, (BR) en
abrégé.

Il présente deux aspects :

Le premier concerne l'incidence des changements de paramétre affine,
homographique et quadratique sur le polygone massique de contrdle
d'une courbe (BR). Le but est d'obtenir des courbes paramétrées de
maniére standard sur [0,1].

Des algorithmes simples fournissent les nouveaux vecteurs massiques
en fonction des anciens.

Dans les deux premiers cas, la longueur de la (BR) est inchangée. Dans le
troisiéme cas, bien que la longueur de la (BR) soit doublée, la
complexité ne change pas, car le polygone massique de contrble
présente une symétrie qualifiée de delta-réciprocité.

Des exemples de calcul de nouveaux polygones massiques illustrent cette
étude.

Ces résultats sont appliqués aux courbes Bézier, cas particulier
descourbes (BR). Dans ce cas, le changement de paramétre rationnel
fournit une courbe (BR).

Le deuxiéme aspect a pour objet d'une part la mise sous forme (BR) de
cubiques rationnelles et d'autre part I'étude de certaines de leurs
propriétés a partir de leur polygone massique.

L'accent est mis sur une classification des cubiques planes rationnelles
en terme de vecteurs massiques.

Mots clés : Courbes B-rationnelles, Polyndmes de Bernstein, Cubiques
rationnelles, Changements de paramétre.

This development contributes at the study of B-Rational curves, (BR) in
short.

Two aspects are presented.

The first describes incidence of affine, homographic and quadratic

- reparametrisation on the control mass polygon of a (BR) curve. The
aim of this work is to have, in a standard way (BR) curves with
parameter belonging to the unit interval [0,1].

Simple algorithms are provided, which express new mass vectors in
terms of previous one.

In the affine and homographic cases, length of the (BR) is unchanged. In
the quadratic case, despite the length of the (BR) increases twofold,
complexity is still the same since the masspolygon show a symmetry
called delta-reciprocity.

Calculation of new mass polygons is illustrated by many examples.

As a particular case of (BR) curves, Bézier curves are reparametrised.

Then, rational change of parameter yields to a (BR) curve.

The second aspect is related to the (BR) form of rational cubics.
Proprieties of (BR) cubics are studied in terms of mass vectors, and the
emphasis is on shape classification of rational plane cubics based upon
mass polygon.

Keywords : B-rational curves, Bemnstein Polynomials, Rational cubics,
reparametrizations. :






