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Les splines quadratiques à deux variables sont Zes surfaces différen- 

tiabZes e t  po~ynômia~es  par morceaux Zes plus simpzes. Ce sont en e f f e t  dos 
1 fonctions de C ( a )  (0 domaine polygonal du plan), dont la  re s t r i c t ion  à 

chaque triangle T d'une triangulation de R es t  un élément de P2 ,  espace des 

poZynômes à deux variables de degré t o t a l  inférseur ou égal à 2. 

Chaque polynôme P se développe dans Za base de Bernstein : 

X = ( A l y  h2. A ) étant l e s  coordonnées barycentriques de T .  
3 

Les a sont appelés B-coefficients de P.  
i j 

Toutes ces notions sont développées par P. Sablonnière dans C101. 

Ainsi Ze calcul de Za spline se ramène à ce lu i  de ses B-coefficients. 
2 Dans notre étude, nous cho i s i s sorscme  domaine R, un carré delR . 

Dans Ze premier chapitre, nous donnons quelques rappels concernant 

Zfinterpo2ation de Lagrange par des Splines quadratiques sur un interval le  de 

IR2 (ces résu l ta ts  seront u t iZ isés  au chapitre 31, e t  2 'élément f i n i  quadratiqde 

de PoweZ-Sabin, avec l e  calcul des fonctions de base du procédé d'interpolation 

correspondant. 



Dans l e  deuxième chapitre,  nous faisons une étude de l a  mqjoration de la  norme 

L ~ '  
de la  fonction de ses dérivées premières e t  secondes, dans l e  cas de l ' i n t e r -  

polation d'Hermite par des spl ines  quadratiques sur un domaine subdivisé en 
tr iangle  de Powe Z 2-Sabin. 

Nous nous basons dans c e t t e  étude sur des r é su l t a t s  donnés par R. Arcangeli 

e t  J.L. Gout dans Cl]. 

L'étude e s t  f a i t e  d'abord sur un t r iang le  de référence, puis dans la deuxième 

partie du chapitre, nous montrons que l e s  majorations obtenues se généralisent 

à D ; en u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  donnés par P. Sablonnière dans C91. 

Le troisième chapitre concerne l ' in terpo la t ion  de Lagrange en des 

points répart is  de façon assez régul ière  sur R. Nous donnons deux algorithmes 

t r è s  sUnpZes correspondant à deux choix des points d ' in terpolat ion e t  permettant 

l e  caZcuZ des B-coeff icients de la spl ine ,  a in s i  que ceux des fonctions de 

base. Ce calcul permet de trouver un mGorant M e t  un minorant m de la norme 

Lm de l 'opérateur d ' in terpolat ion ; e t  par conséquent, une majoration de 

l 'erreur  d ' in terpolat ion.  Nous montrons que c e t t e  dernière e s t  en o(P), avec 

a au moins égal à 2. A la  f i n  de ce chapitre nous donnons deux programmes : 

un programme concernant l e  calcul des B-coeff icients des fonctions de base ; 

a i n s i  que ce lu i  de m e t  M, e t  un programme concernant l e  calcul  de l ' in terpolant  

spline,  de l 'erreur d ' in terpolat ion e t  de l 'ordre de convergence. Nous donnons 

auss i  des courbes de niveau de cer taines  fonctions e t  de leurs interpolants.  

On sa i t  que l a  construction de l ' in terpo lan t  d'Hermite vu au chapitre 1 ,  

nécess i te  la  connaissance des dérivées par t i e l l e s  premières aux points d ' in ter -  

polation. Or, en pratique, c e t t e  condition n ' e s t  pas toujours s a t i s f a i t e  ; i l  

faut donc approcher l e s  valeurs de ces dérivées : cela f a i t  l ' o b j e t  du quatrième 

e t  dernier chapitre. 

Nous proposons deux méthodes d'approximation : Za premiBre méthode u t i l i s e  

l a  minimisation de Z ' q r e s s i o n  

a2s 2 a2s a2s 2 + 2(-) + 1 dx dy. 
= Ji a, axay 

R Y 

qui représente une valeur approchée de l 'énergie  de f lex ion d'une plaque mince. 

Dans ce cas, l e s  calculs  nwnériques montrent que l 'erreur  sur la fonction e s t  

en O( hZ) seulement. 



La deuxième méthude consiste à estZmer Zes dérivées part ie l les  au 

moyen de spZines cubiques à une variable déf inies  sur Zes paraZZèZes aux: 

côtés de R:cette méthode e s t  beaucoup pZus sutîsfaisante car l 'erreur sur 

ta fonction e s t  en 0(h3). E t  à la f i n  de ce chapitre, on compare ces résuZtats 

avec ceux obtenus par Le Méhuuté dans C71, au moyen des spZines plaques 

minces Zoca Zes. 
3 Dans ce dernier cas l 'erreur sur Za fonction e s t  en O(h ) également. 



QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX 

SUR 

LES SPLINES QUADRATIQUES. 



Ce c h a p i t r e  regroupe c e r t a i n s  r é s u l t a t s  fondamentaux dont on s e  s e r t  

dans l e s  c h a p i t r e s  s u i v a n t s ,  notamment l ' i n t e r p o l a t i o n  p a r  des  s p l i n e s  quadra- 
2 t i q u e s  sur un i n t e r v a l l e  d e n  e t  un t r i a n g l e  d e n  . 

I I  - I N T E R P O L A T I O N  DE LAGRANGE SUR U N  INTERVALLE DE IR, PAR DES 
SPLINES QUADRATIQUES, 

S o i t  1 = Ca,bl un i n t e r v a l l e  de IR e t  A = {a = to < . . . < tN = b )  une 

subd iv i s ion  uniforme de 1. 

S o i t  : 

e t  

Avec : 

- 
hi - ti+i - ti 1 pour 0 5 i 5 N - 1  

pour O S i 5 N - 1 ,  on d é f i n i t  : 

P2(Cti, fi+l 1) : {fonc t ions  polynomiales du second degré d é f i n i e s  s u r  C t  i y t i + l  3 1 

1 
~ : ( ~ a , b l ,  A) : {s c (Ca,bI)  ; t e l  que s / c ~ ~ , ~ ~ + ~ I  c ~ ~ ( [ t ~ ,  t i + l ~ )  , 

O 5 i r N-1) 

~ - l ( { a , b )  ) : {fonc t ions  d é f i n i e  e t  bornées sur Ca,bl). 

Alors  l e  problème su ivant  : 

1 Chercher S c P2(Ca,bl,  A )  t q  

(pour f c ~ - ' ( C a , b l ) )  



admet une s o l u t i o n  e t  une s e u l e .  (Pour l a  démonstration v o i r  161).  

I 
S peut  s ' é c r i r e  dans la base  de Berns te in  de P2(Ct i' ti+ï 

1) (O 5 i 5 N - 1 )  

de la manière su ivan te  : 

avec 

La a j  ; 2 i  5 j r 2 i t 2  p o u  O 5 i 5 N - 1 ,  don t  a p p d e 6  coedji&eoient6-B&zi~ 
ou La ~-coeddi&eoient6 de S. (Pour c e t t e  no t ion  v o i r  Ud). 

Exemple. 

On r ep résen te  l e s  B-coe f f i c i en t s  pour N = 4. 

Fig. 1. Représentation des B-coe i c i e n t s  

i ' 
P a O 5 i 6 8 ; de S c PÎ(Ca,b l ) .  

L e s  B-coedbici.evlRa indique6  h m  la BLgwe prrécédente (Fig . 7 ) , h e  cdcldent 

en ~?ibolvani t  Ce sybX21ne s u i v a n t  : 



l )  1 (pour 2 S i 5 N-2) 

puis en calculant : 

(S2) { a - * 
2i+l - 2fitl - (a2i + a 2i+2 )/2 pour O s i s N-1 

avec 

Pour la démonstration voir DO1 . 

2 .  I I I  - SPLINES D E F I N I E S  S U R  U N  D O M A I N E  T R I A N G U L ~  D E  W . 

A - Notions pré1 iminaires.  

2 
Soit R un domaine polygonal deni , et T une triangulation de R.  

Soit T c T ,  T = (A1A2A3) et M c T. 



Avec O s Ai i pouh 11  i r 3 .  

s o a  : 

P2(T) {fonct ions  polynomiales du second degré déf in iec  s u r  T) 

1 1 
P2(fi,C) {S c c ( R )  cq S/T c P?(T) ,  VT c T I  

Dé&inLtion 3. 

S/T peut s ' é c r i r e  dans l a  base de Berns te in  de P  (Tl  de l a  manière 
2  

su ivante  : 

Avec : 

(pour O 5 i t j  5 2 ) .  

{Bij'Oci+j52 e s t  l a  base de Bernstein.  {a  1 sont  l e s  B-coef f ic ien ts  i j  OI i t j 12  
de S. (Voir  f i g u r e  2) .  

Considérons l e s  po in t s  : A i j  E aT = bord de T, de coordonnées ba rycen t r i -  

ques : 

( i / 2  ; y/2 ; (2 - i - j  ) / 2 )  pour O 5 i + j  2. 



'L 
L ' e ~ e m b l e  des points aij = ( A ~ ~ ,  a. . ), ait app& B-&&eau ou B-paly2dh-e, 

13 
buh Le W n g l e  T, du polynôme : 

P(A>= 1 a.. B..(A) 
Oii+ j 52 13 13 

( v o h  FQ. 2 ) .  

On a p p m e  m n g l e  q u a w q u e  L'e~bembte des p o i d  (A, P(A) ) ; c'es t  

à &e l e  gmphe de P E p2(T). 

On v é d d i c  que : 

1 p(~> = 1 a.. Bij(A) 
I. OIT+ j 12 13 

Remarque 1. 

1') - Les relations données dans les propriétés (1) et ( 2 )  indiquent que les 

points (A, p(A)), du graphe de P, appartiennent à l'enveloppe convexe des points 
'L 
a = (A.., a 1- 
i j 13 ij 

2') - Les figures suivantes éclaircissent la notion de B-coefficients. 



PoZydme quadratique dans La base de Bernstein : 

A 2  + 2a10AOA1 + 2aO1A0A2 P(A) = aOO O 

2 + a A + 2a A A + ao2A; 
20 1 11 1 2 

Figure 2 .  ~ é s e a u  



Figure  3. 

~e~résen ta  t ion 
0 

Continuite C& 



1 B - Raccordement C de deux triangles quadratiques. 

Etant  donné deux t r i a n g l e s  T = ( A  A  A  ) e t  T2 = ( A  A A ' ) ,  i n c l u s  dans R ,  
1  1 2 3  1 2 3  

on s a i t  d ' après  c e  q u i  précède que l a  s p l i n e  S s ' é c r i t  de l a  manière su ivante  : 

I 
La f i g u r e  précédente?eprésente  l e  raccordement C l e  l ong  de [A A 1 des deux 

1 2  
t r i a n g l e s  quadra t iques  

{(A, P1(A)) ; A = (A1, A 2 ,  X ) avec O 2 Xi 5 1  e t  1 Xi = 1)  3 i= 1 

Remarque 2 .  

Le c a l c u l  de S r e v i e n t  à c e l u i  de s e s  B-coef f ic ien ts .  Et  pour f a c i l i t e r  

ce  d e r n i e r ,  par  l a  s u i t e ,  on considère l a  p r o j e c t i o n  du B-réseau dans l e  plan ; 

on ob t i en t  a i n s i  l a  f i g u r e  su ivan te  : 

Fig. 4. Projection du B-réseau de d e m  triangles 
quadratiques dans Ze plan. 



Dans l a  s u i t e ,  t o u s  l e s  B-coef f ic ien ts  s e r o n t  r e p r é s e n t é s  p a r  l e u r s  

p r o j e c t i o n s .  

La conCindté c1 e&e les d e u x  *hiangees quad>iatiques phécédents, l e  long 
2, 2, 2, de CA1A21, d e  ZuduLt put l e  6aL.t que les points a,, ; a ; a ; et blo d'une 

2> 2, 2, 2, paht ; et lu points a,, ; all ; a10 et b10 d1cu&ze paht dont cop&nahes. 

S e  de p h  : A g ,  Al et A; dont &gn& avec A;A1 = K A ~ A ~  cette continuLté 

d e  W u i X  pah : 

Pour l a  démonstrat ion de c e t t e  p ropos i t i on  v o i r  ID1 

C) - Application : Problème de Poweli-Sabin. 

Dans ce  paragraphe on a  : 

fi = t r i a n g l e  T = A A A 
1 2 3 '  

La t r i a n g u l a t i o n  T subdiv ise  fi, ( 0  = T), en  6 t r i a n g l e s  t appelés  mic ro - t r i ang le s ,  i ' 
comme l e  montre l a  f i g u r e  su ivan te  : 



P2(ti)  : {fonc t ions  polynomiales du second degré d é f i n i e s  s u r  t .) 
1 (pour  1 5  i 5 6)  

n = U A  + U ~  + w ~  
1 1  2 2  3 3  

Ml = ( l -a l)  A2 + alA3 

e t  

1 
p2(T) : { s r  c'(T) t q  S / ti c P ( t . )  ; 1 s  i 5 61 2  1 

1 1 Le problème à résoudre e s t  l e  su ivant  : Etant  donné f  r C (O),  3? S r P2(Q)  t q  : 

4 

1 On démontre dans 1131, q u ' i l  e x i s t e  S unique, S s P2(n, C )  ; v é r i f i a n t  c e s  

cond i t i ons .  

MÎ = a,-A + ( 1  - a2)A3 
L 1 pour O < a < 1 i 

Mg = (1-a3)A1 + a3A2 
\ 

Les fonc t ions  de base son t  appelés  @ Xi,  e t  @. pour 1 S i S 3 e t  
i ' 1 

v é r i f i e n t  : 

On d é f i n i t  : 



Les fonctions Bi, Xi et ili, ainsi que leurs dérivés partielles premières 

étant nulles aux points A i+ï3 Ai+2 
. Avec la convention : 

A = A pour j 2 4 j j-3 

Appelons IT l'opérateur d'interpolation, c'est à dire l'application 

nf étant définie de la manière suivante : 





Le .tableau j3aZcéden.t aepé6ente l e  CALCL& d e s  cookdonnEe6 6ahycuuXiquen 

aeeatives a u x  Nao-&uhngles ti ; en d o n d o n  de c&es *eeativcu au maao-  

U n g l e  T .  

Démonstration du lemme 1. 

En s e  r é f é r a n t  à l a  f i g u r e  5,  on a pour  M e tl, p a r  exemple 

R = ulAl + w2A2 t u3A3 

M 2  = a2A1 + ( 1  - a 2 )  A3 

En remplaçant dans ( 1 )  on a  : 

(1' 

d ' a u t r e  p a r t ,  M s ' é c r i t  en f o n c t i o n  des  sommets de T de l a  manière suivante  : 

En comparant l e s  express ions  ( 1 ' )  e t  ( 2 ) -  on o b t i e n t  l e  système su ivan t  : 



En résolvant ce système on obtient : 

On fait le même raisonnement pour le calcul des coordonnées barycentriques 

relatives aux autres micro-triangles t ( 2  5 i 5 6). 
i 

5') - C~~ den B-coeddicie& de la bpLLne d'intmpo&~tion. 

Représentons d'abord la projection du B-réseau dans le plan 



Remarque 3 .  

Pour l e  ca lcu l  des B-coefficients de l a  sp l ine  on s e  base s u r  l e  
1 

raccordement C de deux t r i a n g l e s  quadratiques.  

Fig. 7. Représentation des micro-triangles tl et t2 
et des coordonnées barycentriques correspondantes. 

Les coordonnées barycentriques r e l a t i v e s  à t e t  t sont respectivement 
1 2 

En s ' i n sp i r an t  de l a  f i gu re  6 ,  on peut é c r i r e  l a  sp l ine  S, dans l a  base 

de Bernstein de P ( t  ) e t  P ( t  ) de l a  manière suivante  : 
2 1 2 2 

i 
2 2 

h ) = alhl1tuh2 +m h t2 (d  h A +e h h +C A A )(Sur t l )  
S( hl l 'A12'  13 12 2 1 3  1 1 1 1 2  2 1 2 1 3  1 1 1 1 3  

2 t r n h 2 t u 1 2 + 2 ( b h  h + e h  h t d h  A ) ( S u r t 2 )  
) = a1h21 3 22 23 1,31 22 3 22 23 1 21 23 S(A219X22 ' 23 



d'où en remplaçant dans les deux expressions, on a : 

2 
g(X12, X13) = a  1(1 - 2 

A12 - A13) + uh12 + m2 h:3 

+ 2d1 (1 - h12 - A13) A12 + 2e2 A12 A13 

+ 2c1 h13(1 - A12 - '13) 

Posons : 

d'où : 

De la même manière on trouve : 

Aussi on a : 

(Voir TAB. 1) 



O r  après  l e  c a l c u l  on trouve : 

On a  a i n s i  à résoudre l e  système suivant : 

On o b t i e n t ,  comme solut ion : 

1  
= a  + - a  p 

bl 1 2 3 1  

1 
c = 4 + 5 (1-a )q 
1  2  1  

1  
dl = a l + - ( u p + u q  2 2 1  3 1  

Aussi en posant 



Et en raisonnant de la même façon que précédemment, on trouve des valeurs 

analogues pour b c di (i = 2,3), et en appliquant les résultats donnés 
i' i' 

dans [6 1, on a : 

Remarque 4. 

Les résultats précédents permettent donc d'obtenir directement les 

B-coefficients des fonctions de base du procédé d'interpolation, qui sont 

regroupés dans le tableau suivant : 



TABLEAU 2. 8-coefficients des fonctions de base du procédg dlinterpoZation. 



ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION D'HERMITE 

PAR 

DES SPLINES QUADRATIQUES C' . 





1 - INTRODUCTION, 

2 
Considérons un domaine D de33 , s u b d i v i s é  p a r  une t r i a n g u l a t i o n  T. 

1 e s t  r é g u l i è r e ,  c ' e s t  à d i r e  q u ' i l  e x i s t e  a 2 1 t e l  que : 

-YT c 1, T c D, 

(h  e t  p sont  l e s  d iamèt res  r e s p e c t i f s  des  c e r c l e s  c i r c o n s c r i t  à T e t  i n s c r i t  

dans T) .  

Ce c h a p i t r e  concerne l ' é t u d e  de l ' e r r e u r  pour l ' i n t e r p o l a n t  d'Hermite 

d é f i n i  au c h a p i t r e  1. 

On commence l ' é t u d e  s u r  l ' u n  des t r i a n g l e s  T de l a  subdiv is ion  1. 

Dans l a  deuxième p a r t i e ,  on montre que l e s  r é s u l t a t s  s e  g é n é r a l i s a n t  au 

domaine D, e t  c e ,  en s e  basant  s u r  l e s  r é s u l t a t s  donnés p a r  P. Sablonnière  

dans 191. 

Etant  donné m E IN, x  = (xl,  x2) ; x  E IR 2 , p  E IR, T E 1 ; on d é f i n i t  : 

w - ~ ' ~ ( T )  : { ( c l a s s e s  de) fonc t ions  f t q  f E L'(T) 
B P 

e t  a f E L  (Tl pour I B ]  5 ml 

avec 

avec 



On d é f i n i t  a u s s i  pour .e E 24, 1 5 m 

2 
(ci  C R  pour 1 5 i s l) 
On munit W ~ " ( T ) ,  des  semi-normes su ivan te s  : 

Avec l a  modi f ica t ion  h a b i t u e l l e  quand p  t end  v e r s  l ' i n f i n i .  

Soi t  T = A A A subd iv i sé  en 6 micro- t r iangles  t . 
1 2 3 '  i 

S o i t  f i W ~ ' ~ ( T )  e t  a = %  . 

On a vu au  c h a p i t r e  1 que l ' i n t e r p o l a n t  d'Hermite de f ,  aux p o i n t s  

A. ( 1  r i s  3 ) ,  s ' é c r i t  de l a  manière su ivante  : 
1 

Avec tou jou r s  l a  convention d ' i n d i c e s  : 

Remarque 1. 

Dans c e t t e  é tude ,  on s e  base s u r  l e s  r é s u l t a t s  donnés p a r  GOUT dans C41. 

Pour ' > 1, n opéra teur  d ' i n t e r p o l a t i o n e t h l e  diamètre  du c e r c l e  c i r c o n s c r i t  

à T, on a  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s ,  avec l e s  n o t a t i o n s  du c h a p i t r e  1 ( §  1II.C). 



avec : 

-W. 1 I a i + l - W i  l 
N: = Max ( 1  ; 9 1 

Avec : 

W i M = Max 
lS iS3  Wi+l 

Pour l a  démonstrat ion du théorème 1, on a beso in  des  lemmes s u i v a n t s  : 

Lemme 7 .  

Powr r = o , i  ; et avec l e6  même6 hypothèdea que ~écédemment ,  on a : 

P l / P  () ( Max 1 1 ~ ~ ( f ,  A ~ ) ( x ) I  1 ) ) I P h3-r 
T 1SiS3 (3- r  )p-2 I f  l3,p,T 

Avec : 

Pour l a  démonstration de c e  lemme c f .  Cl1 



Lemme 2 .  

Démonstration. 

La démonstration e s t  évidente ; en e f f e t  il s u f f i t  d ' é c r i r e  localement 

chaque fonct ion de base dans l a  base de Berns te in  ( v o i r  ch. 1) ; l e s  B-coeffi-  

c i e n t s  de l a  somme sont a l o r s  l e s  sommes des B-coe f f i c i en t s  des  fonc t ions  

de base du procédé. 

Lemme 3 .  

Pour l a  démonstration de c e  lemme c f .  C41. 

Démonstration du théorème 1. 

En u t i l i s a n t  l e  lemme précédent e t  en  majorant  l e s  normes p a r  l e  Max, 

on a : 



( c a r  I I A ~ A ~ + ~  I I  5 h pour 1 s i s 3 e t  1 s j s 2). 

Et en u t i l i s a n t  l e  lemme 2, on a  : 

1 h 
I(f-irf)(x) 1 5 7 Max IJo(f, A. )(XI 1 + - Max I IJl(f,Ai)(x) I I  

- 1 lris3 3 Isis3 

En e f f e t  : 

Max (AlA2 + A2A3 + A A )(XI = 1/3. 
xcT 1 3  

En passant  à l a  norme L e t  en appliquant  l e  lemme 1, on a  : 
P 

C.Q.F.D. 



Pour l a  démonstration du théorème 2 ,  on a beso in  des  lemmes s u i v a n t s  : 

Pour l a  démonstration de ce  lemme cf .  Cl]. 

Le t ab leau  s u i v a n t s  r ep ré sen ten t  l e s  d é r i v é s  p a r t i e l l e s  premières  e t  

secondes des f o n c t i o n s  de base.  I l  s u f f i t  de donner l e s  r é s u l t a t s  pour e t  XI. 
1 

Oi ( i  = 2,3) e t  Xi ; $. (pour  1 a i 5 3 )  on t  des  formules  respect ivement  analo- 
1 

gues à c e l l e s  de 4 et  XI. 
1 















t$i, xi et i r i s 3 ; W . t O u j o ~  lu donctiova de base, on 
i '  

a lu m a j o ~ o n n  b ~ v a n t u  : 

6 1 l-ait21 1 
5 - Max (1 ; I0illy=,T p w 9 w 1 

i+l i+2 

3 I(i-a )W -u.a 1 
S - Max (1 ; i+2 i+l i i+2 'xill,m,T p w 1 

it2 

p &tant toujowu l e  cfkmme du c m d e  U i a d  d m  T (pom 1 $ 1 
i lY=,T , on &ouve 

une m a j o e o n  équivalente à c&e .de / xi 1 

Démonstration. 

D'après le lemme 4, et pour 1 5 i 5 3, on a : 

(1) 
3 Max agi < - - - 
p lSj53  la^ 1 

j 

a @i 
Or en considérant les expressions des - (1 5 i, j 5 3) ; on constate que : ahj 

ahitx(x)) (2) Iai+l-ui l I -W. , 1 ) 
sup Max 1 a A 1 -< 2Max(1; 

W 
9 

XET 15j53 j i+l w i+ 2 

Les inégalités (1) et (21, donnent : 

6 Iai+l-ui I I 1-ai+2-ui 1 
5 - Max (1 ; i ,  p 

Wi+ï 
Y 

W 
1 

i+2 

Même raisonnement pour 
lxil15m, T. 





- 1 1 1-ait2-wi 1 
Ni = Max (1 ; lai+ï 1 . 

1 
("i+i Wi+2 

t pour 1 S i 1 3  

1 ( l-ait2) wi+2 - w " 1 
D, = Max (1 ; i i+2 1 

On a donc 

C.Q.F.D. 

Pour la démonstration du théorème 3, on a besoin des lemmes suivants : 

Lemme 7. 

+i, xi et $. etad t o u j o m  LU 6 o n O t i o i ~  de base et Ai, LU cootdonnéen 
1 

bahycen&iyuu (1 5 i 1 3) on a : 

Mi = Max ( 
1 1 

; 
a .  w.a 
I I I j 

Démonstration. 

Il suffit de considérer les expressions donnés dans les tableaux 

précédents et d'utiliser le fait que a. et w sont inférieurs ou égaux à 1. 
1 i 



Lemme 8 .  

Démonstration. 

En appliquant le lemme 4 on a : 

18 I M (d'après le lemme 8). 
P 

(On fait le même raisonnement pour f = ou X.) 
Ji i 1 

Démonstration du théorème 3. 

D'après le lemme 6, pour m = 2 ; on a : 



( d ' a p r è s  l e  lemme 8 ) .  

Avec 

W 
i M = Max (y) 

*i+l 

d'où a p r è s  c a l c u l ,  on a  : 

C.Q.F.D. 

I I I  - G É N É R A L I S A T I O N  : ETUDE DE L'ERREUR D'INTERPOLATION SUR 
L E  D O M A I N E  D T R I A N G U L E  

On démontre que l e s  majora t ions  précédentes  sont  v a l a b l e s  dans D ,  

t r i a n g u l é  p a r  T ( q u i  e s t  r é g u l i è r e  1. On s e  base  dans c e t t e  é tude  s u r  l e s  

r é s u l t a t s  donnés p a r  P.  Sablonnière  dans cg]. 

1") - Notions préliminaires. 

2 A 

Toujours dansiR , on cons idère  l e  t r i a n g l e  T, appelé  t r i a n g l e  de r é f é rence ,  

de sommets 

( v o i r  f i g u r e  1 ) .  

e t  fi le c e n t r e  du c e r c l e  i n s c r i t  dans T .  
T 

S o i t  T T ,  T = (A1A2A3). 

S o i t  F l a  t r ans fo rma t ion  a f f i n e  t e l l e  que : 
T 

F ( A  ) = A .  pour 1 s  i s 3. 
T i 1 

4 - 1 
P. Sablonnière  a  démontré dans [9], que l e s  p o i n t s  fiT = FT (fiT) v a ~ i e n t  - 
dans un compact de T, quand T v a r i e  dans 7. 

On a p p e l l e  c e  compact K ( r e l a t i vemen t  à a c h o i s i  au  début du c h a p i t r e ) .  
O! 



En se  ré fé ran t  à l a  f igure  1, on remarque que a comme coordonnées T 
cartésiennes (w 2, w 3 ) .  

En e f f e t  : 

d'où 

* * 
x  < a  5 1 - x  (pour 1 < i < 3 ) .  

i 

Avec 

(pour ces r é s u l t a t s  voir  Cg]). 

Remaraue 2 .  

Les théorèmes l ' ,  2 ' ,  3'  sont  des général isa t ions  respect ives  des 

théorèmes 1, 2, 3. 



Avec Be4 m é m u  hypoth&u que dam Be pcvragmphe pn-écédent, e-t au66i 

en p o 6 W  : 

H = Max 
TET % ; 

Avec 

* * 
B(a) = Max ( 1 ( 1 - x * ( a ) )  k 2 ( a )  - k l ( a )  . x  ( a )  1 ; ( k 2 ( a ) - k l ( a ) )  x  ( a ) ) .  

Théorrhe 3 ' .  

Démonstration du théonème 1'. 

Il  s u f f i t  de r ep rend re  l e  r é s u l t a t  du théorème 1 e t  d ' u t i l i s e r  l e  

f a i t  que hT 6 H ,  YT e T .  

Pour les  démonstrat ion du théorème 2 ' ,  on a beso in  des  lemmes 

s u i v a n t s  : 



Lemme 70. 



Avec 

* * * 
B(a) = Max ( I(l-x (a)) k2(a) - kl(a) x (a) ; (k2(a) - kl(a)) x (a)) 

Démonstration. 

La démonstration de ce lemme est évidente, il suffit d'utiliser le 

fait que : 

kl(a) i ui d k2(a) (pour 1 i i i 3) 

* * 
x (a) s ai 1-x (a) (1 i 5 3) 

Démonstration du théorème 2'. 

En reprenant le théorème 2, on a : YT E T 

Avec : 

l ai+l-Wi l l l-ai+ 2-Wi l 
Ni = Max (1 ; 

W 9 

i+l Wi+ 2 

f ( l-ai+2)~i+l -W a 1 
Di = Max (1 ; i i+2 1 

Or d'après le lemme 9 



- 
de même u 2 k (a )  e t  l(l-ai+2) U i + l  'J-'iai+2 1 I B(a). 

i 1 

On a donc : 

Par  conséquent on a : 

O r  c e c i  est vrai VT E T ,  e t  a I a ; donc 

C.Q.F.D. 

Démonstration du theorème 3'. 

En reprenant  l e  théorème 3 ,  on a VT E T 

avec 

W W i 1 M = Max (-2- ,T 

Ui+i l"i+i 



On vé r i f i e  que : 

k 2 ( a )  
MI- 2 

k l ( a )  

De même on a : 

En remplaçant ,  on a donc 

C.Q.F.D. 

I V  - EXEMPLE NUMÉRIQUES, 

On c h o i s i t  p a r  exemple : a = 1. 

Théo&2me 7 '. 

P O W ~  P =  2,  a n a  : 



ThéotrCme 3 ' .  

P0LLtLP = 2 ,  on a 

< 810 ~ l f l  I f - n f  1 2 , 2 , D  - 
3 3 2 4  

p o w  P = w, on a : 

1 f - T f  1 < 4 3 2  ~ l f l  
2  ,m,D 3 ,m,D 



CHAPITRE I I I  

INTERPOLATION DE LAGRANGE 

SUR UN DOMAINE CARRE TRIANGULE. 





S o i t  R un domaine c a r r é  de IR?, e t  T une t r i a n g u l a t i o n  r é g u l i è r e  de R ( v o i r  

Fig.  1 e t  2 ) .  

So i en t  : 

c-'(Q) : { fonc t ions  bornées  s u r  R )  

A .  (1 l ibN ) : p o i n t s  c h o i s i s  convenablement s u r  R 
1 O 

P ~ ( R ,  CI : { s p l i n e s  quad ra t i ques  C 1 s u r  R ,  muni de l a  t r i a n g u l a t i o n  T ) 

N 
1 

: dimension de P2(R, Cl. 
O 

Dans c e  c h a p i t r e  on résoud l e  problème su ivan t  : 

Etant  donné f 6 c- '(R), on montre q u ' i l  e x i s t e  S unique,  appar tenant  
1 à PZ(RyT) t e l  que 

* 
On résoud l e  problème dans deux c a s  de f i g u r e  Sl = QN e t  R = Q , q u i  sont  deux N 
donâines  c a r r é s ,  mais qu i  d i f f è r e n t  p a r  l e  choix  des  p o i n t s  d ' i n t e r p o l a t i o n .  

* 
1 - Sur Q, : 

Choix des points d'in- 
terpoZation sur Q B .  



Les côtés étant subdivisés en N segments égaux, on choisit comme points 

d'interpolation, les 4 sommets du carré et les milieux des segments déterminés 

par la subdivision. 

2 - Sur QN : 

F i g .  2 : Choix des points 
B d 'interpolation sur Q3. 

De la même façon que précédemment les côtés du carré sont subdivisés en 

N segments. 

De plus sur les côtés BC et CD le choix des points d'interpolation est le 

même. 

Par contre sur les côtés AD et AB, le passage de Q à QN+l se fait en prenant 

B et D comme nouveaux points d'interpolation. 



Remarque 1. 

On montrera p a r  l a  s u i t e  que l e  nombre de p o i n t s  c h o i s i s  correspond b ien  
? 

à l a  dimension de pL(Q,c)  2  

I I I  - CALCUL DE LA SPLINE D'INTERPOLATION, 

Pow fi = Q: Iaespectivement QNJ, f $onc t ion  donnée appa.tteW à 

c-'(O), Lt e d t e  une d p e u i e  et une s d e  appahtenant à P ~ ( Q , T )  

A) - NOTIONS PRELIMINAIRES. 

On s a i t  d ' a p r è s  l e  c h a p i t r e  1, que l a  s p l i n e  S peut  s ' é c r i r e  s u r  T ,  dans 

l a  base  de Berns te in  de P2(T) ,  de l a  maniare s u i v a n t e  : 

avec 

(A1, A 2 >  A3) coordonnées ba rycen t r iques  r e l a t i v e s  à T 

{Bij 'oci+j<2 base de Berns te in  

Ains i  pour c a l c u l e r  l a  s p l i n e ,  il s u f f i t  de c a l c u l e r  s e s  B-coef f ic ien ts .  
1 

Pour c e  c a l c u l ,  on u t i l i s e  l a  p r o p o s i t i o n  1, concernant l e  raccordement C , 
donnée dans l e  c h a p i t r e  1, avec K = 1, comme l e  montre l a  f i g u r e  su ivan te .  



Fia. 3 : Projection du B-réseau dans Ze cas où Zes t r iang les  sont 
Y 

rectangles isocè Zes. 

B) - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR Q;. 

Le raisonnement est le suivant. Pour N >  2, N E  IN, on suppose qu'on connait 

les B-coefficients de S sur QN-2, et on donnera un algorithme de passage de 

* * 
Algor i thme de passage de Q~ - à QN, N 2 2. ......................................... 

Le calcul des B-coefficients de S correspondant aux bords de Q N ' conduit 
à un problème d'interpolation à une dimension (sur un intervalle delR). 

Ce calcul se fait à l'aide de la résolution du système tridiagonal 

(SI) et ( S  ) donnés au chapitre 1 paragraphe 1. 
2 





Les p e t i t s  c a r r é s  sont  appelés  Q r e l a t i vemen t  à l a  numérotation du B-coef- 
i j  ' 

f i c i e n t  c e n t r a l .  

Pour P E [-(N-1)/2, (N-31/22, p  E 34 on a 

a )  Sur [AB] 

c) Sur [CD] 

* 
Et pour l e s  B-coef f ic ien ts  correspondants  à l ' i n t é r i e u r  des  carrés Q i y j ,  

on appl ique l a  p r o p o s i t i o n  1 du c h a p i t r e  1, e t  on l e s  c a l c u l e  à l ' a i d e  de 

l ' a lgor i thme su ivan t  appe lé  G i , j '  



C) - INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR QN. 

On f a i t  un raisonnement analogue au précédent .  

On suppose que l e s  B-coe f f i c i en t s  son t  c a l c u l é s  à l ' o r d r e  N ,  on donnera 

un a lgor i thme de passage du c a s  N - 1  au c a s  N (N > 1 ) .  

Algorithme de passage de gN - à gN,  N > 1. ......................................... 

Les B-coe f f i c i en t s  correspondant à CBCI e t  [CD],  s on t  c a l c u l é s  à l ' a i d e  de 

l a  r é s o l u t i o n  des  systèmes ( S  ) e t  ( S  ) donnés dans l e  c h a p i t r e  1. 
1 2 

Pour 

i = 4N-1 

j = 4p-1 avec 1 < p a N - 1 .  



Figure 5. Représentation des B-coefficients de S sur Q3. 



Et pour  l e s  .B-coef f ic ien ts  i n t e r n e s  à chaque c a r r é  Q il s u f f i t  
i j  ' 

d ' app l ique r  l ' a lgo r i thme  Gi 
, j  ' 

1') - Passage de Q; à Q; : (Voir  fig. 5) .  

Notre hypothèse e s t  l a  s u i v a n t e  : 

* Les B-coef f ic ien ts  appar tenant  à Q3 s o n t  connus, ceux appartenant  
* 

aux bords de Q5, c ' e s t  à d i r e  : 

a -10,j t 2  avec j = 4 p  - 2 5 ~ 5  2 

1 ai-2,-10 avec i = 4 p  - 2 5 ~ 5  2 

I 

4 

sont  c a l c u l é s  p a r  l a  r é s o l u t i o n  du système ( S  donné précédemment. 
1 

De même : 

a i t 2 , l O  avec i = 4 p  - 2 5 ~ 5 2  

a 10 ,  j-2 avec j = 4p -2 5 p 5 2 

a - l ~ ,  j avec j = 4p -2 5 p s 2 

a avec i = 4p -2 a p a 2 i, 10 

[ a i , - ï ~  avec i = -4p - 2 1 ~ 5 2  

sont  c a l c u l é s  p a r  l a  r é s o l u t i o n  du système (S 1. 
2 

Et pour  : 



* * 
Les B-coefficients appartenant à l'intérieur des carrés Q 

* * -8,-8 '-8,-4 
Q-8,0 ; QZ~,I+ Q* * .  * .  * .  * .  

-8,8 ~ * 4 , 8  ; '0,8 Q4,8 '8,8 '8,4 Q8,0 Q8,-4 
* * * * 

Q8,-8 ; Q4,-8 ; Q0y-8 ; Q-4,-8 sont calculés par l'algorithme G i,j' 

* 
Par exemple dans le carré Q on a : 

-8 ,-8 

2') Algorithme de passage de Q2 à Q3 . (Voir Fig. 6 )  ................................. 



Sont Calculés à l'aide de la résolution des systèmes (SI) et (S2) 

Il reste donc à calculer le B-coefficients internes aux carrés suivants : 

Il suffit d'utiliser Gi par exemple sur Q 
11,3 

on a : , j 

D) - FONCTIONS DE BASE DU PROCEDE D'INTERPOLATION. 

1 * La dune>zbhion de P2(0,C) = QN ou Q,) eh2 N = (N+212 - 1. 
O 

(Pour la démonstration voir 1111). 

La p o M  dlurtwoPat+on &tant i t e ~  p o d  1, avec 1 6 1 s N ~ ,  iteA donotions 
dehesontapp&& ~ . a v e c l s k s ~  O e t v e h i & k n t :  



Remaraue 2 .  

Dans le programme donnée à la fin de ce chapitre, les points d'interpola- 

tion sont numérotés de la manière suivante. 

Figure 6 .  Numérotation des points  d ' in terpolat ion.  



F Q m e  7. Reprksentation des 8-coefficients de L h s  
i 

t e c a s o ù R =  . 
Q : 



Figure 8. Reprdsentation de quelques vateurs de LI 
dans te cas ou a = Q;. 



Figure 9 : Reprbsentation des 8-coefficients de L dans le cas 
1 O 

a n = ~ ; .  



Figure 10 .  Reprdseritatwn de quelques valeurs d i  LI0 dmis Ze cas 

OC n = Q;. 



Figure 2 1 .  Reprbsentation des B-coefficients de L25 duns Ze cas 

où n = Q;.  



Figure 1 2 .  Reprdsentation de quelques vaZeurs de L25 dans & cas 

o ù n =  . 
Q: 



Figure 13. Reprdsentation des B-coefficients de LZ7 dans le 
* 

cas où Q = Q,. 



Figure 14. Reprbsentation de quelques valeurs de L 27 
dans + cas 09 = Q;. 



Figure 13. Numérotation des points d' interpotation dans te  

cas où f2 = QL). 



F*e 16. Représentation des B-coefficients de Li dam l e  

cas où = 
Q4. 



Figure 17.  Reprbsentution de quelques valeurs de L dans l e  
1 

cas où .Cl = 
Q4. 



Figure 18. Reprdsentation des 8-coefficients de L10 dans le cas où 

n = Q,. 



F k o e  19. ReprPsontation de quelques valeurs de Llo drms 

le  cas où i l  = 
Q4. 



Figure 20. Représentation des B-coefficients de L25 dans Ze 

cas où R = Q4. 



Figure 21. Reprdsentation de quelques vateurs de L dans le  
25 

cas où R = Q4. 



Figure 22. Représentation des B-coefficients de L2, dans le 

cas o~ n = Q,. 



Figure 23. Représentution de quelques vatacre de L2, dans 

le  cas où = Q4. 



1 - N o t i o n s  pré1 i m i n a i r e s .  

On considère la fonction de Lebesgue définie ainsi : 

N 
O 

Soit T l'opérateur d'interpolation défini par N 

on sait que : 

Dn choisit un certain nombre de points (x ,ye) E 0 ,  par exemple, sur chaque e 
micro-triangle, les points de coordonnées barycentriques (wl, w2, w3) où : 

- W1 - M1/M O I M  S M  1 
M E iN avec 

I W, = M2/M O 5 M < M-M 
2 -  1 

et donc 

S O ~  : m = sup I\'xeYye)l 
(xD ,yD)~S7 k=l 

M = sup sup 
O k  

T~To<i+jl2 k=l 



Démonstration. 

La première i n é g a l i t é  est év idente ,  on démontre l a  deuxième 

O r  dans chaque t r i a n g l e  T E T , T c  R ,  on a : 

d'où 

avec 

d'où 



d'où -. 
O k 1 / 5 sup sup laijI  = M 

T E T  O1i+ja2 k=l 

C.Q.F.D.  

On donne deux graphes e t  un t a b l e a u  qu i  r ep ré sen ten t  l e s  v a r i a t i o n s  

de M e t  m en fonc t ion  de N .  

Un popgramme s e r a  donné à l a  f i n  de c e  c h a p i t r e  pour l e  c a l c u l  de M e t  m. 

2 - Calcul expl icite de 1 'erreur d'interpolation et de 1 'ordre de convergence. 

Quelques e x p l i c a t i o n s  concernant l e  programme ODCI : (donné à l a  f i n  
* 

de c e  c h a p i t r e  avec R = QN) .  

Ce programme c o n s i s t e  à c a l c u l e r  l a  s p l i n e  i n t e r p o l a n t  une fonc t ion  f 

donnée, l ' e r r e u r  d ' i n t e r p o l a t i o n  E e t  l ' o r d r e  de convergence. 
N 

a )  - C d d  de  l 'mu. 

* * 
Soi t  Qi l ' u n  des  p e t i t s  c a r r é s  i n c l u s  dans Q N (ou Qi c Q N )  

O O 0 O 

Considérons l e  t r i a n g l e  T l  p a r  exemple : 

S o i t  A = (A1. A 2 ,  A3) l e s  coordonnées barycent r ique  de Z É T 1 ' 

D'après l e s  n o t a t i o n s  des  B-coef f ic ien ts  donnés au début de ce  c h a p i t r e ,  

l a  s p l i n e  S  E SP (R) s ' é c r i t  de l a  manière su ivan te  : 
2 





Figure 24. ~eprbsentation de La variation de m et M 

en fonction de N dans Ze cas où S l  = Q; 
pente de Dl = 0,73 
pente de  D2 = 1,46 



Figure 25. Représentation de M et m dans Ze cas 

où Q~ = fi (variation avec NI. 

( pen te  de Dl = 1,54 
4 

1 pen te  de D2 = 3,08 



On a des expressions analogues de S sur T (2 a i a 4 )  i - 
On considère -les 'points (X ,y ) 1 a 1 < M choisis précédemment. 

1 1  O 

1 1 1  
Appelons (wl, w w ) les coordonnées barycentriques correspondantes. 

2 '  3 
On a donc : 

Soit 

et 

EN = Sup l a k a 4  
i , j  ,k '1 l a l s M o  

* 
E est donc une valeur approchée de l'erreur d'interpolation sur QN (respectivement N 
9,). 

Soit Q le carré de côtés égaux à 1. 
1 

On considère deux subdivision respectives des côtés de ce carré, de pas 
I $ = 1/N et hN, = - N' ' 

L'erreur d'interpolation EN est proportionnelle à ha avec a r nl. N 
On écrit : 

K = constante 

d'où 



Les résultats suivants permettent de voir l'évolution de l'erreur 

et de l'ordre de convergence en fonction de N, pour quelques exemple de 
* 

fonctions, et pour = QN et QN 

pour 



pour 

i f = Log (ltxty) 

R = QN = C0,ll x 10,ll 



Pour 



Pour 





f = Sin  (~(x+~)) 

n = CO,II x CO,II  



N 

1 

3 

5 

7 

9 

11 

1 3  

1 5  

17 

1 9  

263,04714 E - 02 

101,99787 E - 02 

50,07872 E - 02 

28,5177 EL- 02 

18,54113 E - 02 

12,7284 E - 02 

9,0618 E - 02 

6,6483 E - 02 

5,047 E - 0 2  

3,9294 E - 02 

- 
- E 2 ~ + 1  

101,99787 E - 02 

28,5177 E - 02 

12,7284 E - 02 

6,6484 E - 02 

3,9294 E - 02 

2,5072 E - 02 

1 , 6 9  E - 0 2  

1 , 1 9  E - 0 2  

0,866 E - 02 

0,649 E - 0 2  

a 

0,86 

1 , 4 9  

1 , 7 3  

1 ,92  

2,07 

2,19 

2 , 3  

2,36 

2 $44 

2 , 5  





Les r é s u l t a t s  numériques précédents  montrent que l ' o r d r e  de convergence 

t end  v e r s  3 ,  quand N augmente. I l  semble donc que l ' e r r e u r  d ' i n t e r p o l a t i o n  
3 

p o u r r a i t  ê t r e  en  O(h ) avec h = 1 / N .  

3 - Etude théorique de 1 'erreur d'interpolation. 

A 

S o a  a = L-h/2, J+h/2] ; et 4oi.X f c3(;). L ' e h h W ~  dtuttenpoeation 

es2 en o(ha) ; avec a au. m o h  é g d  à 2 .  

Démonstration. 

3 - 
Soi t  f E C ( a ) ,  e t  S l a  s p l i n e  quadra t ique  i n t e r p o l a n t  f aux p o i n t s  1, 

* 
( 1  s 1 5 N 1, appar tenant  à Q (ou Q N ) .  

O N 
C 'es t  à d i r e  que aNf  = S. 

* 
D'après ce  q u i  précède ,  fi e s t  subdiv isé  en  p e t i t s  c a r r é s  appe lé s  Q . .  (ou Qij) 

13 
avec 1 2  i ,  j 5 N .  

S o i t  io, jo t q  1 S i j S N ,  appelons Ci l e  c e n t r e  du c a r r é  
0 ,  O 

O yjo 
Qi 

O 

A 

S o i t  Qi . l e  c a r r é  de c e n t r e  C.  . e t  de c ô t é s  2 h e t  S f l e  quasi-  
0,10 =O " 0 

2 

i n t e r p o l a n t  d é f i n i  p a r  P. Sablonnière  \IO] 

avec 

A f  = Laplacien de f 

Mi j 
= B-spline cen t r ée  au p o i n t  c i j 



Figure 25. B-qZiw de S ( 2 , l )  (NormaZisatSon : d i v i s e r  par 8 ,  vo i r  C I O l l .  
P 



90 

P. ~ a b l o n n i è r e  donne dans P O ] l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

( 1 )  

avec 

kp M3(ci . 1 = Max { a  f ( c i  11 
0"o k+4=3 o y j o  

kt = module de c o n t i n u i t é  de 3  f 

d'où on a  : 

e t  donc 

a 

O r  c e c i  est v r a i  -Yi ; on peut g é n é r a l i s e r  l e  r é s u l t a t  au domaine S2, c ' e s t  à 
0 ) I o  

d i r e  

5 é t a n t  une sp l ine  quadrat ique,  on a  donc 
2 

nNS2 = S2. 



On peut donc s'écrire : 

f - Ç = f - ~ ~ f - S ~ f t ~ S f  N  2  

d'où 

d'où d'après ( 3 ) ,  on a : 

Mais les résultats numériques précédents montrent qu'il existe C 1 et C2 

tels que : 

En remplaçant dans ( 4 )  on a : 

I L 

C.Q.F.D. 

On choisit les exemples suivants comme généralisation des cas précédents. 

lère exernpl e .  



- 6 -11/2 -5 -9/2 -4 -7/2 - 3 -5/2 - 2 

Figure 26. Représentation des B-coefficients de S i n t e r p o k n t  de f. 



2ème exemple. 

2 
f = x  + y  

(avec un autre cas de figure) 
& 3 3 a I I  

Figure 27. Représentation des B-coefficients de S interpolant de f. 



3ième exemple. 

f = 3x + 2y 

(avec un autre cas de figure). 

Figure 28. ReprQsentation des B-coefficients de S interpolant f. 



On peut généraliser l'étude précédente, en prenant pour a ,  un quadri- 
latère quelconque, et en choisissant les points d'interpolation de la manière 

suivante : 



Dans ce  cas ,  on procède de l a  même manière que ~récédemment.  * 
On cherche d 'abord l e s  B-coe f f i c i en t s  correspondants  aux bords de Q ~ ( Q ~ )  ; e t  c e ,  

en  r é so lvan t  l e s  systèmes (SI) e t  ( S 2 )  donnés au  début de ce  c h a p i t r e .  

Le passage de QN à QNt2, s e  f a i t  à l ' a i d e  de l a  technique des  p laques  (pour 

c e t t e  no t ion  v o i r  Cl0 1). 



PROGRAMME 1 = ODCI 



C I h l E f i F c ~ P T l C h  CE L A G R A ~ G E  F A f i  C E S  S P L I ~ E S  C L P C R A l I C U E S  
c c h  P f i E h C  L A  D C P P I ~ E  C k ~ f i E  ( - C , ~ , + c . f ) i * ( - 0 . 5 ~ 0 ( 5 )  
C Ch  C H C I c l T  ScR L E S  C C f E s  C E  CE C I R R E  L h E  S L e C I V f S I C h  C E  P A S  h h g 1 , h  
c P L E C  h  IFPAIF 
C C h  C ~ l r h ~  L h E  S L I T E  E R C l S S A h T E  C E  C P R R E C  
C I L S  $ C h 7  A F F E L E S  C ' h  T E 1  CUE C ' h  E s 7  1hCI.L CAKS C f ( h * ? )  F c U E  h 
c CI c P L C i l E  L ' E R R E L R  C ' I ~ ~ E F F C L P T ~ O ~  FCLR ? C L 1  N E l  PPR S U I T E  
C C h  C A L C L L F  L ' C R D f i E  C E  C C h V E R E E k c E  A L F ~ P : L o c ( E ~ / E ( N + ~ ) I / L c ~ ( ~ ~ / ~ ~ ~ * ~ ) ~  
C E h  ~ T b h ?  L ' E F E E L R  C ' S N T E F P C L P ~ I C ~  t C F k E S F O h C P h 7  P L P  S L B C I V I S I C ~  C E  F A S  blb 
C C E C L A F ~ ? I C ~  

I ~ I F E E ~  ~ ~ C I F ~ ~ F Z ~ F ? # F ~ ~ F ~ , F F , F ~  
C r ~ ~ h s I c h  P ( 2 1 # 2 1 J r b ( 5 C ) r i ( 5 ~ )  
c I r ~ h s S C t \  F l t ~ C ) , G ( l c ~ , ~ l ( l c ) ~ ~ ( 1 C )  

C C h  1 f i P 1 1 E  LE C A S  h a 1  P  F A R T  
CC Z C  K = l s e  
R E P ~ ( 1 0 5 t l ! ) # ( K ) , 1 ( ~ )  

2 0  C C ~ T I N L E  
1 5  F C R W P T ( ~ , C , Z )  

C 1 h l E f i F ~ L ~ l I C h  SLK LE CAKRE C l  
C P L L  s C ( A # 3 , r # Y )  

C 0 - C C E F F *  I h l E ~ h ~ s  
C P L L  S 4 ( 4 , 3 # 1 )  

C f I h  C E  L ' ~ ~ ? E R F C L A T ~ C ~  SLR C l  
hl:! 

C C A L C L L  C E  L v t h f i E ~ R  
C P L L  s ~ ( P ~ O , ~ ~ I ~ E J  
E ~ : E  
k f i I t E ( l C c # S F )  

F F  F c R ~ P T ( ' L  E R F E L H  U I h T K F C L A 7 1 0 h  SLR C l  E S T f )  
k f i l 7 E  ( 7 C t  8 i S ) E l  
C C  5 5 4  F F = Z # Z l  
N : 2 * F p g l  

C C A L C L L  L E Z  F C I h l S  C ' I R l E F F C L P l l C h  SUfi  C l  
X ( ~ ~ = - O , ~ / F L C A ? ( ~ )  
Y ( ~ ) = - O , ~ / F L C P ~ ( ~ )  
~ ( ~ ) = - C ~ > / F L C A ~ ( ~ I  
Y ( 2 ) : n  
X ( o ) : - G v : / F L C A T ( h J  
Y ( ~ ~ = ~ Q ~ / F L C C ? ( ~ )  
X(4 ) :n  
Y ( 4 ) = a r 5 1 F ~ C P 7 ( h )  
~ ( S ) = ~ ~ S I F L O P ? ( ~ ~  
Y ( S ) = n r 5 1 F ~ C b 7 ( h )  
X ( C ) : ~ I , S ~ F L C P T ( ~ )  
Y ( C ) r n  
8 ( 7 ) = n , 5 / f L C F T ( h )  
V ( ~ ) : - O * S / F L C A I ( ~ )  
x t e ) = r !  
i ( e ) = - C , > / F L C A T ( h )  

C f l h  C E  C E T T E  L E C t L R E  
C I ~ ~ E ~ ~ F c L ~ ~ I E ~  S L R  L E  CAFRE ( 0 ' 0 )  



h 7 : 2 * h " l  
C P L L  s O ( P t t i l , ~ t ! )  

C FIti C E  C E  C P L C L L  
C E C C E F F I C I E ~ I S  1 h 7 E R h t S  

C C L L  b 4 ( P t h l a N 1 )  
c C A L C L L  C E  L ' E R R E L R  SLH ( C t O )  

C P L I  s 5 ( P # O t a # h , r I  
E Z Z E  

C C A L C L L  t E S  F E I h l S  C f l h 7 E F F C L ~ 7 1 C h  S b f i  L E S  P L I K E S  C P k K t s  
I F ( h . ~ c . l )  C C  TC 5 5 4  
h Z = ( h - l ) / 2  
C C  5 7  F h = l  # h i  
P Z Z ~ F N * ~  
P l t : ' ~  
F C = F ~ + P + ' I  
F ? s p t + P + l  
F4=; !+P+1 
FS: (F+2)* ( F + 2 ) * 1  
X ( F I ) = ( - C , ~ - F ~ ) I F L C P I ( ~ )  
Y ( F I ) = X ( F ~ )  
X ( ~ l + l ) = a  ( p l )  
~ ~ F I + I ) = \ ( F I ) + O ~ ~ I F L C A T ( ~ )  
C C  5 1  K = F 1 + Z a F 2 - 1  
2 ( K ) : x ( K q 1 )  
Y ( K ) = v ( K - I ) + ~ , I F L U A ~ ( ~ )  

> 1  C C h i I k L E  
X ( F Z I = X ( F Z - ~ )  
Y ( F ~ ) : Y ( F Z - I ) + C ~ S / ~ L C A ~ ( ~ )  
x ( F ~ + ~ ) = ~ ( F ~ ) + C ~ S I F L C ~ T ( ~ )  
Y ( F i + ? ) = !  ( F 2 )  
CC 5; K ~ F 2 + 2 ~ F j w l  
X ~ K ) : X ( K - ~ ) + ~ , / F L C A I ( ~ )  
Y ( u > = y ( K œ 1 )  

2 2  C t h i ï ~ L E  
r ( ~ ~ ) = X ( E 3 - 1 ) + 0 ~ 5 / F L C A l ( h )  
Y ( F ?  ):Y ( F 3 - 1 )  
# ( F ! + I ) = ~ ( F ~ )  
~ ( F ~ + ~ ) = ! ( F S ) ~ C , ~ / F L C ~ ~ T ( ~ )  
C C  5 3  K = F 3 + 2 , P 4 - 1  
X ( K ) : x ( K * l )  
~ ( ~ ) = v ( ~ * l ) - i , / f ~ G 4 l ( h )  

s! C c h l l ~ L ' E  
X ( F L ) r X ( b 4 * 1 )  
Y ( F ~ ) : Y ( F ~ - ~ ) ~ C ~ S / F L C ~ ~ ( ~ )  
N ( F L + ~ ) : ~ ( F ~ ) - C , ~ / F L C ~ T ( ~ )  
I ( : ~ 4 1 ) = ! ( P 4 )  
CC 5 4  K s F 4 + Z I P 5  
# ( ~ ) = x ( k - l ) - l , / f ~ C P l ( h )  
Y ( ~ ) = v ( K * l )  

5 4  C C ~ T I N ~ E  
# ( ~ 5 + i ) = f i ( F l )  



Y ( F z + l j = r ( P l )  
C F l h  C E  L I  L E C ? L P E  o f $  F c l h 7 S  c ' J ~ T E R F C L P ~ I C ~  S U R  QF 
C Ch CHEficbE C ' A B C R E  L E S  e - t c E f f I ~ I E h ~ S  P F F A R ? E ~ A ~ ~  CLX ~ c ~ D S  CF 
r Ch F P l f  P P F E L  ALY S C L S  F ~ C C R A I P E  S2 F E R c E T ~ P ~ T  LE C A L ~ L L  D E  C E R T P I ~ S  CE C L  
C E - C c E F F 1 C 1 E h l S  
( C C l E  ( A a E )  C'EST A C I H E  ! E C P E h l  C ' E I ~ R E P I T E S ( ' ~ P ~ ~ ~ ~ F ~ ) E ~ ( * ~ F ~ ~ ~ F A )  

I:.4*pF( 
A ( 1 - Z + h l  t l - Z + h l J = t ( 3 ( P l ) t Y ( F ? ) )  
A ( ] - i + h l t œ f + 2 + h l ) ' F ( ) i ( F 2 ) e ( ~ 2 ) )  
IF :  F- I  
h 1 ( 1 ) = 3 a 4 2 e  
C ( l ) = l  a 1 4  
I F ( L F : E C , Z ) G C  T C  C C  
Cc 6~ K = Z I L F - ~  
F 1 ( ~ 1 = 1 , / 4  
H 1 ( ~ ) = 3 , / 2 ,  
G ( K > : I  r / 4  

C C  C C ~ T I N L E  
t e  F ? ( ~ F ) = 1 9 / 4 .  

h l ( L F j = ; e / 2 a  
C P L L  ~ Z ( ~ F , ~ l t F l , ~ r h l ~ I t i r B )  
C C  4 1 7  J = l . F - 1  
J ~ ~ L * J ' ~ * P  
P ( ~ - i + h ?  t J ? + h i ) : E ( J )  
A ( J ~ ~ + h l t J ~ ~ ~ + h l ) ~ ~ 1 r ( X ( F 1 + ~ ~ e ! ( F 1 + J ~ ) ~ ( ~ ~ l ~ 2 + h 1 e J l + ~ 1 ~ + ~ ~ I ~ ï + A l ~  

S J ? - k + b 1 ) ) / 2  
C K t s t E  C E S  E - C C E F F *  PU& E C G D S  D L  CPKKE ( I t J 1 + 2 )  

CFLL  ~ l ( P ~ I + ~ l t J l + h l e 2 ~ O e 4 t ~ )  
4 1 3  C C ~ T I N L E  

P ( ~ - i + h ? ~ ' I + h ? ) : ; * f  ( ~ ~ ~ 1 + ~ ) ~ V ( ~ ~ + ~ ) l ~ ( A ( ~ ~ 2 + h l e ~ ~ + ~ + h 1 ) ~  
S P ( I - Z + h l e - I - 2 + h l ) ) / 2  

C F l h  C l  c P L C L L  DES B-CCEFF. LE LChG C E  ( P t % )  
C E - C C E F F : L F  L C h G  C E  ( e t C l  C 'ES? a ~ 1 ~ E ( - 4 ~ ~ , 4 F h ) t ( 4 F h e 4 F h ) )  

J = G * F N  
A (  ~ + i + h l t J + Z + h l ) : ~ ( ) i ( F 2 ) e Y  ( F ? ) )  
C C  r i  K ~ Z P L F  
H 1 ( ~ ) = 3 * / 2 .  

e l  C C h l l ~ b E  
C P L L  ~ 2 ( L F e F Z t F l e ~ # h l t h t Y e B )  
C C  k 1 1  I a l e F - 1  
I 1 : & * l W i * F  
A ( 1 q + ~ l , J + 2 + h l ) = E t I )  
P ( ~ ~ ~ ~ + ~ ~ ~ J + ~ + F ( ~ ) = ~ * F ( I ( F ~ + I ) ~ Y ( F Z + I ) ~ ~ ( P ( I I + N ~ ~ J + ~ + N I ) +  

S A ( l l - ~ + h 7 t ~ + i + h l ) ) / ?  
C R E S T E  C F S  % * c c E F F ,  A L I  BCRCS CL CCRRE ( 1 1 + 2 e J )  

CAL1  ~ l ( P t l l + ~ I t ~ + h l 0 C ~ ~ Z t C a * 4 )  
4 1 1  C c h l l ~ b E  

A ( ~ + \ ~ ~ ~ * Z + h l l ~ f * ~ t ~ ( F i + F ) r y ( P Z l f ) ) - ( A ( J ~ Z + h l t J + f + h l l +  
S A ( ~ + i + K l r J + 2 + K 1 ) ) / 2  

c  FI^ CI C C L C L L  C E S  B - C C E F F , L E  L C ~ C  C E  c e , c )  
C E - C c E F F 1 C 1 E h l S  P Ç F A P T E ~ P ~ T  A ( C . C )  c ' E s 1  A D I H E ( 4 P h t 4 ~ h ) , ( 4 F h t - 4 k h ) )  



1 = 4 * F h :  
~(l+i+hl,'I~2+hl)'f(E(F4)~Y(F4)) 
C C  ( 2  K = Z ~ L P  
H ? ( K ) = ? , / ~ .  
C C h l l k L E  
C A L L  ~ 2 ( L F , F ! t f l , b r h l t 8 i W )  
O C  4 1 ~  J = l , F - l  
J l t . . 4 r J + Z * F  
A ( ~ + ~ + h l t J l + h l ) = E ~ J )  
A ( ~ + ~ + ~ ~ ~ J ~ + Z + ~ I ) = ~ I F ( X ( F ~ + J ~ ~ V ( F ~ + J ) ) - ( P ( I + ~ + ~ ~ ~ J ~ + ~ + ~ ~ ~ +  

S A ( ~ + i + h l t J l + h l ) I / Z  
C f i k s l i  C E S  E - C C E F F ,  $UR LE C A R R E  ( ! # J I - 2 )  

C A L I  ~ 1 ( P g 1 + h l , J l + h l ~ - Z , C , ~ 4 4 0 )  
4 1 4  C C h i l ~ b E  

A ( I + i + h l t - l + h l ) = 2 * F ( # ( ~ 3 + F ) ~ \ ~ ~ 3 + F ) ) I ( A ( X + 2 + h 1 t - I + Z + h l ) +  
S A ( ~ + i + h l  t ' I - 2 + h 1 ) ) / 2  

C f 1 h  C L  c ~ L C L L  DES B - C C E F ~ I C I E ~ T S  A P P P R T E h A h l  A ( C t C )  
C @ - C C E F F  ~ p F A k l ~ t t p h 1  4 C A  C ' E S 1  A D I R E  ( ( 4 ~ h , " 4 ~ ~ ) , ( - 4 F h , - 4 F h ) )  

J = - C * p h  
C C  44 K t L o L F  
H l  ( ~ ) = 3 , 4 2 ,  
C C ~ T I N L E  
C A L I  s 2 ( L F , F 4 , F l , ~ , h I e X , W )  
C C  1 1 5  I = I r F - I  

q a q = 9 4 r ~ + ~ * ~  
A ( 1 l t ~ l , d * 2 + h l ) = E ( I )  
P ( ~ ~ + 2 + h l t J - 2 + h l ) = 2 * F ( X ( F 4 + l ) ~ ~ ( F 4 + I ) ) - ( A ( l l + 4 + h 1 ~ ~ ~ ~ + h l ~ +  

S P ( I ~ + N ~ , J ~ Z + ~ ~ ) ) / ~  
C RESTE C E S  E ' C G E F F ,  SUE L E  C A R R E  ( I l - î r J )  

C P L L  ~ 1 ( b , I ? + h l r ~ + h l r C n 2 g c , 4 )  
4 1 5  C C ~ ~ J R L E  

~ ( J + ~ ~ ~ J - L + ~ ~ ) = ~ * F ( N ( F ~ + F ) ~ ~ ( P ~ + F I ) ~ ( A ( J ~ ~ + ~ I ~ J ~ Z + ~ ~ ) +  
S A (  ~ - 2 + k 1  t J - Z + h l ) ) / Z  

C F I h  C i  c C I C L L  
c F I h  CL c P L C L L  C E S  0 - C U E F f , A P F P R t E N A K 7  P L A  e C R G S  C E  TCLS  L E S  Ç ~ k R t s  
C C C t i l l h ~ S  CAhS C F  
C FASSACE C L X  C C E F F I C I E N T S  I h l E R N E S  
C C A R R E S  L E L C ~ G  DE ( P , B )  

C b l l  s 3 ( p , - F h , - F h , - F h , F N 0 h 1 , h ~ E Z J  
c CPRREs L F ~ C ~ C  C E  ( e , c )  

C P L L  ~ 3 ( P t I - ~ h , F \ r ~ h m P h t h l e \ , E 2 )  
C C A R R E S  L E L C ~ G  D E  ( C . 0 )  

C P L L  ~ 3 O 1 F h , F k t - F h t F h - I @ h 1 , h t E Z )  
C C A R R E S  L F L C ~ C  D E  ( C , A )  

C P L L  ~ S ( @ t l - t h , F h ' l  , ' F h n - F ~ a h I  8 h 8 E 2 )  
5 7  C C K . ~ I N L E  

h k l ~ E ( 1 C ~ t d O ) h  , 
e0 F c R F P ~ ( ' L  ERRELR O I h T E R F C L p T I C h  FCLF  h = ' , 1 3 , ' E S 1 * )  

h ~ ~ l E t l C f t ? Ç ) E 2  
C CALCLL  C E  L ' C R D R E  C E  C C ~ ~ E R G E K C E  

A L F ~ L = L c C ( E ~ I E ~ ) I L C G ( F L C ~ T ( ~ ) / F L ~ ~ ~ ~ ~ - ~ ) )  





S L ~ R C C T I ~ E  S O ( A l h 7 r X t Y )  
C l ~ ~ h s l C h  A ( 2 1 1 2 i ) ~ r ( 5 C ) t Y ( 5 C )  

C I ~ ~ E R F C L A T I C ~  S L R  L E  C A F R E  ( 0 8 0 )  
A ( h l * ? , h l œ 2 ) : F ( ~ ( 1 ) . ! ( l ) )  
A ( h j - ? r h 1 + 2 ) = F ( B 1 3 ) , \ ( 2 ) )  
A ( h l = 7 , h l ) = Z * F ( # ( 2 ) , f ( 2 ) ) - ( ~ ( ~ , , - f , h 1 - 2 ) + ~ ( ~ 1 - 2 t h 1 * 2 ) > / 2  
A ( h 1 + i , h l + 2 ) : F ( X ( ~ > , i ( S ) )  
A ( h l , ~ ' l + 2 ) : 2 r F  ( 2 { 4 ) , \ ( 4 ) ) . - ( P t ~ l - C 1 h 1 + 2 ) + ! ( h 1 + 2 t h l * z ) ) / 2  
P ( h l + 7 1 h 1 ~ 2 ) = F ( ~ ( 7 ) , ~ ( 7 ) )  
P ( h i + ? , h 7 ) : 2 * ~ ( 8 ( ~ ) , \  ( e ) ) - ( ~ ( ~ l + i , h 1 + 2 ) + 4 ( ~ 1 + 2 ~ h ~ - z ) ) / 2  
A ( h l , h ? œ 2 ) = 2 * F ( % ( e ) , \ ( E ) ) - ( b ( ~ l + ~ , h 1 - 2 ) + ~ ( h ? - 2 , h l - z ) ) / 2  

c f l h  C L  F R C E ~ A Y W E  S C  
R E 1 L F ; h  
E A C  



s ~ e f i c u 7 J f i k  s ~ ( P , I ~ J I K ~ , K Z , K ~ , K ~ )  
c O ~ C L P A ~ ~ T C ~  

G 1 p ~ h s I C h  A ( Z 1 1 2 1 )  
A ( ~ , J ) ~ ~ * P ( I + K ~ , J + K Z I - P ( I + K ~ ~ J + U ~ )  

c  FI^ C L  C C L S  F f i c c R A ~ r E  S l  
f i E 7 ~ T ; h i  
E h C  





S L e E C U T f h t  S 3 ( f i r L l r L i r ~ 3 r L 4 r h l r h r E Z J  
C C P L C L L  C E  L ' E R R E L E  t r I h 7 ~ k ~ c ~ ~ ~ 1 0 t t  S L E  L E  C P R R E  ( 1 r J J  
c L E C L F R A ~ I C ~  

C 1 v ~ h s I C h  P ( 2 7 r 2 1 ,  
C C  C 4 L  I I = L ? + h ' I 8 ~ 2 + h l  
1 ~ 4 r  ( 1 1 - h l )  
CC C 4 5  J 1 = L 3 * h l t ~ 4 + h l  
J:4+ ( J ? - h l )  
C P L L  s 4 ( P r I * h l r J + N ' l >  
C P L L  ~ S ( p , l r ~ r R c E )  
IF t E ? , C E 8 ~ ) c C  T C  C 4 5  
E Z = E  

6 4 2  C C ~ ~ I N L E  
C 4 4  C C A Y I N L E  

C f j h  C L  ~ C L S  ~ H C C R A P P E  S 3  
R E ~ L F ; N  
E A C  





S L ~ E C U ~ I ~ ~  S S t P t I t J t h t E )  
C I ~ E ~ S I C ~  4 ( 2 1 t 2 1 )  
% P = ( f ~ C b 1 ( 1 ) / 4 ~ - ~ , 5 ) / F L O P l ( h )  
Y P z ( F I  C A 1 ( J ) / 4 , - t , 5 ) / F L C P l ( h )  
 fi C A l ( l ) / G , + ~ , 5 ) / f L c A l ( h )  
~ € ~ ( F I C A ~ ( J ) / ~ , - P , ~ ) / ~ L C P ~ ( ~ )  
% ~ : 1 I : L C P 7 ( 4 * h )  
Y C =  j / ~ L c P l ( C * h )  
t i l r g * h l + l  
Y = 4 
E = C .  
C C  1 5 8  h I 1 = l t l ' + l  
Y 1 = \ 1 l œ 1  
h l + v l / F L ~ A T ( P )  
C C  1 5 9  h Z + l , ~ ' Y 1 + 1  
u 2 = \ 2 - 1  
~ ~ s w ~ / F L C A ~ ( P )  
k l r q - w l - k 2  

C F C L ~  7 A F F P R l E h A h f  A 11 Ch P 
C P L L  ~ t ( ~ , h ~ , k ~ t ~ 3 t ~ P ~ ~ 0 t ~ G , 1 A ~ ~ ~ ~ 1 G ~ I + h l t J + ~ l t œ 2 t œ 2 t + 2 t ~ 2 t n l t ~ l t  

S + l , * - l , C , " 2 , H )  
I F ( ~ , L E , E ) G C  T C  1 4 1  
E = h  

C F L P C C h r  h o L S  SbR 7 2  
1 4 1  % C = ( ~ L C A ~ ( I ) / ~ , + C ~ S ) / F L C P ~ ( ~ )  

Y C = ( F L C P ~ ( J ) / ~ . + C ~ S ) / F L C P ~ ( ~ )  
C A 1 1  s t ( P t h ~ ~ h 2 ~ k 3 , x ~ # > C , X G , ~ B t Y C , ~ ~ t I + h 1 ~ J + h l e + Z t ~ 2 t + 2 t + 2 t + l t ~ l t  

S + I , + l . ' + 2 t O , H )  
I F ( ~ , L E , E ) G C  T C  1 4 2  
E = h  

c Ch S E  F P C E  S C R  7 3  
c s L ~ 1 3 .  

1 4 2  & C : ( F L C A ~ ( I ) / ~ , ~ C ~ S ) / ~ L C P T ( ~ ' )  
Y c I ( F L C P ~ ( J ) I ~ , + C I S ) / F L C P ~ ( ~ )  
C P L L  ~ C ( P t h l , k 2 ~ ~ 3 t ~ C ~ ~ D I y C , ~ C t ~ C t y G ~ I + h l ~ J + ~ 1 t + ~ t + 2 ~ o ï t + ~ t + 1 t + l  t 

S 0 l t + l : O t * Z a H )  
I F ( P , L E , ~ ) C C  1 C  1 4 2  
E = b  

C FLPCChS h c L S  SLR 1 4  
C FCCR P F F P R ~ E ~ A ~ ~  A 1 4  Ch A 

1 4 3  C P L L  ~ C ( ~ t h l ~ k 2 ~ ~ ~ ~ X C ~ X A t X G t b D ~ ~ P t ~ ~ ~ I + h l t J + h l ~ ~ ~ t + 2 ~ ~ 2 t ~ ~ t ~ 1 ~ + 1 t  
S - l , ' - l # m Z t O , H )  

I F ( ~ , L E , E ) C C  1 C  ? Y 5  
E: H 

7 5 9  C C h l l w b E  
1st C C R I I N ~ E  

R E T L F N  
E A C  







PROGRAMME 2 = FLG 



C I ~ T E E F c L C T I L R  CE LLCHPhCE PAR CES S F L I h E S  C L A D R A T I C L t S  SLR L N  D C C P l h E  
C C C R R E  ?FIALCLLE 
C LE CCPAILE C C h S I C E k E  EST b F P E L E  CN DE CCTE h  
C LES C C l E S  CE CE CAFRE $ C h 1  S L ~ C I V I ~ E S  Eh h  SEGCENTS,SI  Y I E h  CL 'Ch  C B T I E h T  
C DES CCCFES C f  C C l E S  1 I h C i U S  D b h S  c h  
C F C L R  T C L I  F  I ~ F E ~ ~ I E L E  CL E t A L  P  h  Ch CkERCkE C h  C A J C E A L T  C J  € 1  Ch P ' f hcRAhT  
C CE L A  ~ C S P E  CE L ' C F E R ~ ~ T E L R  D ' INTERFOLCTICN SLR LE eLCC c P - c ~ F - 1 )  
C C t l A  F E E w E ~ ~ R A  C E  b C I R  L I  k C R I b l f C k  CE LA h c R C E  DE L ' C P E R ~ ~ E L R  
c Eh  chc cil oh CE h  
C L I ~ T E Ç F C L A T I C ~  CCLR C n A C L h E  CES F O h c T l c h S  CE B A S E  SE F C I f  SLK E C F - 1 )  
C F  SLFEFIELR 1 1 ET I h F E f i l E L R  C U  E G C L  C h  
C L ' C L G C F ~ T H P ' E  2  FERPET LE FCSSCGE DE C ( F - 1 )  P  a P  
C C E C L P E C T I C ~  

I h l ~ c ~ k  F , C I F F ~ C ~ I F C ~ F ~ , F ~ # F ?  
R E P L  w J t P h  
c I ~ ~ h s 1 C h  L l ( l ~ 1 l d C ) 1 8 1 ( 1 ~ ~ 1 2 0 ) ~ ~ ( l ~ 1 l ~ ~ @ ~ ( ~ ~ ~ H l ~ t ~ ~ ~ l ~ t >  
C I W E ~ S I C ~  C ( 2 1 )  

C C l  E l  e l  ~ E F f i f s E h T E h ?  LES T A B L E C L X  DPhS L E s c L E L S  C k  FLCCE L E S  8 - C C E F F I C I E N T s  
C CES F C h t T t C h S  C E  BASE ( F C L f i  CALCLLER P h  E T  C J  
C LES E L E F E E ~ S  CE C R E F ~ E S E ~ T E ~ T  L E S  r - C C E F F I C I E t v f S  C ' L h E  f C h C 1 l C h  DChhEE 
c e , C , ~ l , ~ 1  SChT L E S  C b T R l C E S  CL! 1 N l ~ f i L l E h ~ E i t 1  C A ~ S  L P  R E S C L E T I C N  
C CL SYSTEFE CE CPCSS ~ 8 : c . E  EST F C R F E E  CES ~ L C C S  ( E l , t , P l )  
C CETTE R E S O L L ~ ~ C ~  SE F A I T  DPhS L E  P R C C E b c r E  S i  
c c T P e L E C i  D E S  F C ~ C ~ I C ~ V S  C E  e h s E  
C LE c I P E h S S 1 C h h E P E h T  C E  CES T C e L E P U r  EST e 0 ~ h E  PCLR h:? 
c C R C F E  C E  L E C T L R E  

R E ~ C ( l 0 5 t 2 0 1 h  
2 0  F C F W P T ( ! ? )  

C I ~ T E R F C L A T I C ~  SLH C l  
C L R E P R E S E N T E  L'INCICE DES F C N C T I C ~ S  DE L A G R I N C E  
C K F E F R E S E ~ T E  L ' I h D f C E  CES P C ~ N T S  C ' Z h T E R F C L A T I C N  

D C  e e  L:i,e 
CC e S  K = l , g  
I F ( w , E C , L )  GC 1 C  0 
C ( K ) = O ,  
G C  T C  e s  

e C ( K ) : l r  
8 5  C C h t I u L E  

C C h  c C ~ T  b ' l h l f 6 F C ~ I ~ I C h  SLR C l  F C L F  LA F C h C T I O h  F:C(L) 
C C ( L )  F T A ~ T  CL L I E P E  i C h C T I C h  DE L I C R C N G E  

A ( l . l ) t C t l )  
A ( 5 , 1 ) a C ( 3 )  
A ( 3 , 1 ) ~ 2 ~ ~ ( 2 ) œ ( ~ ( l o l l + A ( ~ , l ) ) / 2  
A(S,!):C(S) 
A ( 5 , ? ) : 2 ' C ( 4 ) - ( A ( ~ , s ) + A ( s , 1 ) ) / 2  
A ( 1 , 5 ) ' C ( 7 )  
A ~ 3 , 5 ~ ~ 2 * C 1 C ) œ ~ C O t ~ ) + C ( l ~ 5 ~ ) / 2  
~ ( l , ~ ~ ~ Z 6 c ( ~ ) ~ ( A t 1 , 1 ) + b ( l , S ) ) / 2  
C A L L  * 4 ( b # 3 )  

C F 1 h  C E  L ' I ~ T E R P C L A T I C ~  SLR C ?  
C I L  FAI IDRLIT cChC PLACEC; CES E L E C E ~ T S  0 ~ h . C  L E  TCBLCPU A l  



C P L L  S > ( L t A t 3 r ? r P l )  
C C h i l w L E  

C  L E S  ê - C C t f F 1 ~ 1 E h l S  C E S  P R E P I E R E S  f C h c T I C h S  D E  L P C f i A h b E  
c P F F A F T E ~ P ~ T  P C 1 , S C h l  C C h c  F L A C E !  C P ~ S  h i  
c IL F E s T E  e F ~ I R E  L A  S C F P E  D E  L E L F S  L P L E L F S  A B S C L C E S  
C P C ~ R  T R C C ~ E R  V J  

P J = C ,  
C C  5 C 4  K 1 1 0 1 3  
s = c :  
D C  S C 5  L = l , e  
S = S + P R S ( A ~ ( K , L ) I  

5 C >  C c h i l ~ L E  
I F ( s , L E , ~ J )  C C  7 C  5 C 4  
Y J = c  

5 0 4  C C ~ ~ I N L E  
c c e L c u  C E  

C P L L  s 7 ( ~ 1 0 1 , ~ 0 f ' \ )  
C  P A S S A G E  A  L ~ ~ ~ ~ E F P C L P ~ I C ~  P C C R  P  C C S L C C ~ G L E  

C C  Ç f C  F = Z a h  
1 = 4 r F - 1  

C  C h  c h ~ R C h t  C V A 8 C R U  L E S  8 - C C E F F I C I E h l S  S U F  
C ( c F . C ( F - ~ ) ) , C E S  F R E v I E ~ E S  F c t , C l ~ C h s  C E  W R A h b E  
C C ' E s 1  A  C I R E  L E S  f C h ~ l 1 C h ' S  C L  C P R f i E  c ( F - 1 )  

F F t ( F + 1 ) * ( ~ + 1 ) - 1  
P l = ( F + l ) * ( F + l )  
F ~ : ( F + Z ) * ( F + Z ) ' ~  
F ? : ( F + I ) * ( F + Z )  
C C  S C ?  L = ~ ~ F F  
A ( I + i , I + Z ) = C ,  

c L E S  ê - C C k F ~ ~ c l E h l $  C E  C E S  F C ~ C T I C ~ S  C E  L P G R A ~ G E  
C A F F C F i E h P h T  P L X  C ~ L X  C C T E S  CL C P F R E  C P O  S C h T  
C E h  F F I ~ C I F E  h L L S  

P C = 2 * p  
C C  S C  C l ' 1 0 F C  
J A Z Z *  ( C l - 1 ) + 1  
P ( I + C ; J ~ ) = O .  
P ( J l o f + 2 J = 0 ~  

S c  t C h l 1 ~ I i E  
A ( I , ~ ) = ~ . A ~ ( ? , L I - ~ ~ ( C I L )  
I F ( F . N E , Z ) C C  7 C  2 2  
A ( I , I ) = 2 * A ? ( l l r L ) ~ P l ( t r L )  
G C  T C  23  

2 2  L F = : F + L  
A ( l a l ) = 2 * ~ 1 ( ? 1 ~ L F J ~ A 1 ~ C , L F )  

C B - C C E F F ,  1 h l E ~ h ~ S  
C C  ; c e  c = ~ . P - z  
J t l t r C - 1  
K i : ~ f  ( 2 ' G - 2 ) + L  
K 3 = g F r  ( 2 * C - ? ) + L  
C P L ~  S O ( ~ ~ A ~ , B ~ ~ F I C ~ I , J ~ F Z ~ L , K ~ , K ~ ~ ~ )  

C  f I h  C E  C E  C A L C L L  



5 6 C  C C h t l ~ b E  
23  C = F - ~  

J = L * C - 1  
K ~ ~ F F * ( Z * G - Z ) + L  
 CAL^ ~ C ( A t ~ l ~ B l r F ~ C , I n J n F 2 t ~ t K 4 t l )  

C  0 - C C E F F I C I E A T S  S L R  L E  C A R R E l I r l )  
C P L L  s 4 ( P t I )  

C F I h  C F  C E  C A L C L L  
C F L A c E P E ~ T  C E S  B ~ C ~ E F F I C I E h T S  D L  C P K f i E ( I n 1 )  

K : ~ * ( P - ? J * F Z + L  
C P L L  S 5 ( f i n A e I t I t E l )  

C F l h  C E  C g  F L P C E C E N T  
S C 1  C C ~ ~ I N L E  

C F p S s P c E  P b  C A L C L L  C E C  E - C C E F F I C l E h f S  D E S  h C L k E L L E S  
C F C h c 1 1 C h s  C E  L A G R W N G E  

C C  5 5 7  L ' P l r F 2  
C C  Ç Ç E  k = F ? , F Z  
I F ( K , E C , L )  6 t  7 C  1 €  
C î u ) = n  
c c  - T C  F S t  

" le  C ( K ) : l  
5 9 e  C C ~ T I N L E  

C  C A L C L L  C c S  8 - C C E F t l C I E h T S  S I ~ I V A K ?  L E S  A X E S  
A ( 1 + 2 , l ) = C ( F ? )  
P ( 1 , 1 + 2 ) : C ( F 2 )  
A ( I + ~ , ' I + Z ) : C ( P ? J  
A ( S , l ) ? C n  
A ( 1 . 1 )  C o  

C C P L ~ L L  C t s  B - C C k F P I C E h 1 S  S U I L A K T  L E S  D E L 8  A C T H E S  C C 7 k S  C L  C A K A E  



D C  C l  K = G # L F  
~ 1 ( 1 ~ ) 4 3 a 1 2 m  

6 1  C C h l 1 ~ i . E  
C A L L *  s ~ ( ~ F t ~ 3 , E l , b t h l , C t E )  
C C  4 1 1  J ' l r l 2  
J l = C *  j + 1  
JL=F- . I  
A ( J ~ , T + ~ ) = B ( J ~ )  

4 1 1  C c h t l ~ L E  
c R E S T E  C E 5  E - C c E F F l C l E h l S  S L R  C E S  S E G C E ~ T S  

1 5 6  C C  7 1 2  C ' l i F  
Jz4dC- ' I  
A ( I + ~ , ' J ) = L * C ( F ~ + C J  - ( P ( I + Z , J - i ) + k ( l + 2 , J + 2 ~ ~ / 2  
A ( J , 1 + 2 ) r 2 * ~ ( F 2 - ~ ) - t ~ ( ~ - Z ~ 1 + Z ) + ~ ( J + 2 , 1 + 2 ) ) / 2  

C F I h  C i l  CPLCLL  C E  C E S  ~ - C C E F F ~ C ~ E ~ ~ I  
7 7 L  C C ~ ~ ~ N L E  

C RESTE A L A L C L L E E  L E S  B - C C E f F l C I E h l S  1 ~ 1 E f i h E S  
D C  7 1 3  c = 1 , ~ - 1  
J t 4 * C - l  
C P L L  s O ( ~ ~ ~ A ~ ~ B ? ~ F I C , I I J , P ~ ~ L I K ~ , K Z , G )  

C F l h  C E  C F  CPLCLL  
7 1 3  C C ~ T I N L E  

C C P L C ~ L  C E S  E - C C E F f I C l E h T S  SUF LE C P R ~ E ( I , I )  
C P L L  s 4 ( f ' 1 1 )  

C f l h  C E  C E  C P L C L L  
C R E S T E  A F L A C E R  C E S  E - C C E F F i C l E h l S  CAhS E l  

K : ~ ~ ( P - ~ J ~ P Z + L  
C A L \  ~ 5 ( ~ t P t 1 8 l ~ e l )  

C F I h  C E  C k  F L a C E P E h 1  
5 5 l  C C L T I N L E  

C ~ E c h E ~ c h t  C E  L A  S C F F E  C E S  V P L E ~ R I  ABSOLLES C E S  8 - C C E f F I C I E h T S  
c F C L K  T R C L V E R  ~ h  c A J C F P ~ T  P J  C A ~ S  L E  ~ L C C  ( Q P - c ( F - I ) )  

QhnC 
F J = C a  
C C  6 1 5  1 1 = 1 , F C - 1  
J l = y l * F i  
D C  4 1 6  K Ô l r 1 3  
s = c :  
D C  4 1 7  L = J l - F Z + l , J l  
A l  ( K , I  ) = e l ( ~ , L )  
S : S + P B S ( P ~ ( K , L ) J  

411 C c h l l ~ b f  
I F ( s a ~ E , ~ J ) G C  T C  4 1 6  
P J z s  

4 1 6  C c h l l ~ L E  
C A L \  ~ 7 t ~ ? ~ J ? ' P Z + ? t J ' l t S h )  
I F ( s ~ : L € ~ ~ ) c c  T C  t i s  
P h t s h  

C l 5  C c h t l ~ L E  
e c h  ~ ~ 7 1 t h l  P I ~ S ~  ~ h  F P J C R A ~ I  C A ~ S  L E  B L C C  C F - C ( F - I ) )  

5 5 9  CC~IINLE 
:TOP 

END 



S l B f i C ~ l I h t  S O C ~ ~ C ~ ~ B I ~ F ~ C ~ I ~ J I P Z ~ L ~ K ~ ~ K Z I A )  
C  C E  S C L S  F R C G K A P C E  F E R P E T  L E  CALCIL D E S  E - C C E F F I C I N ~ S  A P P b R T t h A h T  A L X  
c B C R C I  C E  C ~ A C L E  C A R F E  (I#J) 
C  I L  F A I T  l P F E L  A L X  S C L S - F f C E R F V P E S  $1 E l  SI C L 1  P E R C E T T E N T  L E  C A L C L L  D E S  E - L C c i  
C  I h ~ E f i h E t  A L 1  C b f i R E S  (1 .J )  E T  ( J , f )  F E S F E t l I L E P E h T r l  C I F F E E E ~ T  D E  J 
c C E C L A R b T I C h  

I ~ T E C E R  r r C 1 F 2  
Ç I c E ~ s I C ~  ~ ( 1 3 # l ? ) * b 1 ( 1 ~ # ~ 2 C ) # ~ 1 ( l ? ~ l ~ C )  
I F ( R , F C . C ) G C  7 C  i 

C ~ - C ~ E F F I C I E ~ T S  S L ~  L P  C A f i f i E ( 1 , J )  
A ( ~ . ï . J ) = b l ( e , K l )  
A ( 1 - ï , J * Z 1 = P l  ( I Z , U I )  
P ( I . ! : J * ~ ) = A ~ ( I C , U I )  
A ( J - Z , J ' Z ) ~ A ~ ( ~ # U ~ )  
c c  T C  2 

C F I h  E L  C A L C L L  C E S  B - C C E F F I C I E h T S  S L R  L E  C A R H L ( I 8 J J  
e C P L C L I  C E S  B - C C E F ~ I C I E ~ T S  A F F A R T E ~ P ~ T  b L  C A R E E ( J # I I  

1 A ( 1 - i : J ) : O  
A ( J - Z . J * Z ) = O  
A ( 1 . 2 , ' J 4 1 ) = 0  
A ( l - i : J * i ) t O  
C P L L  s ~ ( C # I , J )  

c c h  L E S  F I A C E  D A ~ S  et 
K: ( i * a œ Z  J ' F Z I L  
C ~ L L  s S ( K # A , I , J # E T )  

C f l h  C U  F L b c ~ r E h l  D E S  B - C C E f F I C I E h l S  C U  C A R R E ( 1 , J )  
I F ( R , F C , C ) G C  T C  ! 
A ( ~ + 1 , 1 - ? ) = P l ( l C , g L )  
A 1  J . J - Z ) ' A ~ ( ~ Z ~ K ~ )  
P ( J * ~ ' ; I * Z ) = ~ ~  ( 1 ? , u 2 )  
A ( J - ~ , I - Z ) = A ~  (11 , K 2 )  
G C  T C  4 

2 A I J , I - 2 1 ' 0  
A ( J + Z , I - L ) = O  
A ( J - ~ : I - ~ ) Z C  
A ( J + ~ , I - ' ) = C  

4 C P L L  < ~ ( A , J # I )  
C  F I h  C E  C f  C P L C L L  
C C h  i f s  F L A C €  C P h S  E l  

K = F 2 ' ( 2 * b r l  ) + L  
C A L 1  s ~ ( K I A , J ~ I I ~ ~ )  

C  F I t ,  C F  C r  F L P C E P E ~ T  
C  FIN C L  S c L S  Q R C C A A C C E  S C  

R I ' T C ~ ~ N  
EhC 



S L E F C L T l h t  $1 ( A e I r J )  
C C E c ~ b a A l I C t i  

C I k ~ h s l C h  A ( 1 3 8 1 3 )  
C A ( ~ - ~ , J ~ ~ J , A ( I ~ J ~ . ~ ) , ~ ~ ( I + ~ ~ J * Z ~ ~ A ( I + ~ ~ J ) ~ ~ ( I + ~ ~ J + Z J  
C A ( ! - ~ : J ) O A ( I - ~ ~ J + Z )  $ C h ?  C C h h U S  

A ( I . - l . J ~ l ) = ( ~ ( I - i e J ) 4 A t I r J ~ 2 ) ) / 2  
A ( I + l , J - l ) = ( b ( 1 t J w Z ) 4 A ( 1 + 2 # J ) ) / 2  
b ( 1 ~ - 1 ~ J + l ) t ~ ( I - 2 , J + 2 ) + b ( I ~ = 2 , J ) - B ( 1 ~ ~ r J + l )  
A ( I , J + ~ ) = Z * A ~ I - ~ , J + ~ ) - P ( I ~ - ~ , J )  
A ( I + ? , J + ? ) = ( P ( I ~ J ~ ~ ) + ~ ( I % J ) ) / ~  
A ( I . J > = ( A ( I ~ l # J + 1 J + b ( I + ? # J œ l ) ) / 2  

C f l h  C i .  F F C G R b F P E  S1 
R E ~ L F F :  
E h C  



S L E R C U T J ~ ~  S Z ~ F , P ~ E I O G ~ H ~ # C , E )  
c R E s c ~ ~ ~ f ~ h  t ' L h  S V S T E P E  D E  L E c U P T I C ~ S  A F I N C C h h b E S  
c F A R  L b  C E T ~ C E E  C E  G p U S s  
c C E C L P R I l i C h  

I ~ T E C E R  k 8 F  
o 1 p ~ h s I C h  E ~ ( ~ ) ~ c I C ) , G ( ~ ) , H ~ ( ~ ) , E ( C ) , C ( ~ ~  
f i l P t  rJ 
c ( ~ ) : c ( ~ * L ) + C ( R + ~ J - C ( R ) / ~  
I F ( c , i T , ~ ) C C  T C  1 1 0  
C C  1 s  I : c , F - ~  
C ( I ) = c ( R + I + l ) + C ( R + I )  

3 5  C C h l l k L E  
110 ~ ( ~ ) = ~ ( F * ~ r l ) + C ( ~ + k ) * c ( f + F i + i ) / 4  

C C  6 1 3  K = L F  
~ r E 1  ( ~ ) / h l ( ~ - l )  
~ 1 ( u ) : H l ~ t O - p * G ( K - 1 )  
C ( K ) : D ( K J - C * C ( K - ~ )  

C l 2  C c h t l ~ L E  
e ( ~ ) : ~ ( : J l h l ( F )  
C C  flf K t L - l , l r œ l  
B ( K ) : ~ C ( K ) - C ( K ) ~ ~ ~ K + ~ ) ) / ~ ~ ( K )  

6 7 3  C C ~ ~ I N L E  
C F I h  C L  S C L S  P R C C R A C p t  SZ  

R E T L F N  
E h C  





S L E R C c l I h E  S 4 t A t I J  
C l ~ ~ h s l C h  A ( 1 3 r l Z )  

C C A L C C 1  C E S  E - C C E F F ,  ! N ? E R h E S  h U  C A R R E  (1,I) 
A ( 1 - l ~ ~ ~ 1 ~ : ( ~ ( ~ œ ê ~ l ) + A ( l ~ I ~ 2 ) ) / 2  
A ( 1 + l ~ I ~ ~ l ~ = t ~ ( 1 ~ 1 ~ 2 ) ~ A t I + 2 ~ 1 ) ) / 2  
A ( ~ + l ~ ~ + 7 ) : ~ ~ ( ~ ~ 1 + 2 ) + A ( 1 + 2 ~ 1 ) ) / 2  
A ( I ~ - I ' : I + ~ ) ~ ( P ( I ~ S + Z ) + ~ ( I ~ ~ ~ I ) ) / Z  
~ ~ 1 . 1 ~ = ~ ~ ~ ~ - 1 8 1 + 1 ~ ~ P t 1 + 1 8 1 - 1 ~ ~ / 2  

c F f k  C L  S c t S  P F C C A P I E  $ 4  
R E ~ L R N  
E h C  



S C E f i C I J 7 I h t  S S ( K t P # l # J # P l )  
C S C L S  p R C E R P v a E  F E R P E ~ I P N I  L E  R A h C E b ' f h T  D A h S  A1 D E S  
C B - C C E F F ~ C I E K ~ S  C E  L b  L I E C E  F C N C ? J C A  C E  1 4 c ~ A h G E  
C C E S  e . C C E F F I c J E h l S  A F F P R I E h P h f  AL c A R R E ( I ~ J )  
c t ~ c ~ ~ k A 1 l C h  

C f v ~ h s I C h  ~ ( ? J ~ 1 3 J t P 1 ( 1 3 t l Z C )  
A ? ( ~ ~ K ) = A ( I * ~ , J - ~ )  
A l  ( ? ~ K ) : P ( I O J - ~ )  
A l ( ? n ~ ) : P ( I + 2 r J - Z J  
A 1  ( L ~ K ) : P ( I - ~ , J - I )  
A ~ ( ~ , K ) = P ( I + ~ , J - ~ )  
A l  ( ~ ~ K ) = P ( T - z , J )  
A I ( ~ , K ) = P ( I ~ J )  
P l ( . $  n ~ ) = f l ( l + ? , J )  
A ~ ( S ~ K ) = A ( I - ~ ~ J I ~ ~  
~ 1 ( 1 C . K ) ~ A ( 1 + l n J t ~ )  
A l ( ? l : K I = A ( I - 2 , J ~ 2 )  
A l ( l t , K ) = A ( I , J + Z )  
A 1 ( 1 ! . ' K ) : A ( 1 + 2 n  J + L )  

C F l h  C F  C f  F L p C E P E h l  
R E T L F K  
E h C  





S L e E C ~ l l h f  S ? ( A 1 , L l t L Z , S h )  
( s c L S  FFCcRPPPE ~ E R F ~ l l p h l  LE CPLCCL CL P A X I p L v  CES I P L E U R S  C E  L I  S C P P E  C E S  
t F C ~ C l l c h  DE L P G F A ~ C E  Eh b h  C E R l b I k  hCrf!fiE C E  FCIKTS C A N S  L ' L ~  D E S  F E T I ~ S  
c CPRRES I N C L C S  CPhS C Y  
t C E C L C R P l r C h  

C l v ~ h s I C h  P l ( 1 3 0 1 L C l  
REPL 
v = 1 c  
S h r r  
C C  1 5 8  h l = l e ~ + ' I  
Y l = t , l - l  
k l : r l / F L ~ f i l ( P )  
C C  1 5 s  h Z = l e P - p l + l  
p i = h i - l  
L ~ : N ~ / F L C P T ( P I  
k ? = q - i , l - k 2  
S F t t  
C C  3 1 4  L s L l t L Z  

C SLR 7 1  
C P L L  ~ C ( f l l t L , k l , k L # k i t l , 3 , 7 t z e 5 , 4 , C L )  
S F r s F + S L  

1 1 4  C C ~ ~ I N C E  
I ~ ( s F : L E ~ S ~ ) C C  7C 1 4 1  
S h r c F  

1 4 1  $ F r y ,  
D C  3 1 5  L ' L l t L Z  
CPLL ~ ~ ( P 1 e L , k 1 t k ~ t k ? c ~ , 1 ~ ~ 7 t ~ ~ 1 c ~ ~ ~ S L )  
SF::F+SL 

? 1 S  C C ~ ~ I K L E  
I F ( s F : L E ~ S A ) G C  1 C  1 4 Z  
S h z r F  

1 4 L  S F z c  
C C  1 1 6  L 8 L 1 t L 2  
CALL s t ( P l e L e k l , k L t k ~ t 1 3 t 1 1 , 7 t 1 2 ~ ~ t 1 ~ ~ S L ~  
SF~SFISL 

2 1 6  C C h l i ~ b E  
I F ( C F : L E , S ~ ) C C  T C  14: 
S h t ' F  

1 4 3  S F o t  
D C  ? 1 7  L a L l t L Z  
C C L L  ~ t ( P l t L e k l t k L t k ? r l l ~ 1 ~ 7 t ~ e 4 ~ 5 t S ~ )  
SF:SF+SL 

2 1 1  C C ~ T I N L E  
~ F ( s F : L E , S ~ ' ) G C  T C  1 5 5  
S h i ' F  

1 9 9  C t h q l ~ b E  
1st C t h l l ~ U E  

e  FI^ t l  S C L S  D R C G L A P F ~  S I  
R E ' I L K N  
EhC 



Courbes de Niveaux dans ie cas où 

R = [-0.5, + 0.51 x [-0.5,+0.51 

Fonctions en t r a i t s  pleins, interpolant en pointi ZZés. 

f = 1 
1 y l+x+y 

AZtitude H = (10-J)/2 
Avec 1 ~ 1 1 8 .  



Courbes de Niveau dans t e  cas où F = Log (1 . l+x+y) 

 onction en t r a i t s  pleins,  Spline en pointiZZbs) 

AZtitude H = (1-15)/6 
Avec 

1 5 1 5 1 8  



Courbes de lJ2veaux dans l e  ces où 

(fonction en t r a i t s  pleins, interpolant en pointi l l é s )  

Alti tude H = 1/15. 
1 5  1 5  14. 



Courbes de Niveau dans Ze cas où 

n = C0, l I  x C 0 , l l  

F = Sin (n(n+y)) 
Fonction en pointiZZb, SpZine en t r a i t s  pleins. 

AZtitz.de H = 1/15 

Avec I S I S 1 5  



ESTIMATION DES DERIVEES PARTIELLES 
PAR 

MINIMISATION DE L'ENERGIE DE FLEXION D'UNE PLAQUE MINCE. 



2 
On considère danslR , un domaine carré appelé QN(N 5 1). Les côtés de 

ce carré sont subdivisés en N  segments égaux. 

Les petits carrés obtenus sont subdivisés chacun en deux triangles comme 

l'indique la figure 1. Chacun de ces triangles est appelé macro-triangle et est 

subdivisé en six micro-triangles t . Les sommets des petits carrés sont appelés 
i 

1") - Position du problème. 
1 

Etant donné une fonction f C (QN), on pose : 

On cherche à interpoler f aux points A . . ,  en utilisant les triangles de Powell- 
1 3  1 

Sabin (voir chapitre 1) c'est à dire on cherche S E P ( 5 2 )  (voir explications) 2 
tels que : 

CL a f 
A . .  = qij CL- (A..) 

ay 1 3  

CL CL 
Où Pij et qii sont des estimations des dérivées partielles. 

Dans ce chapitre, on se propose d'estimer ces dernières en minimisant l'expres- 

sion : 

qui est une approximation de l'énergie de flexion d'une plaque mince. 

2") Quelques expl ications. 

Posons h = 1 / N .  
2 

Soit C la subdivision de Q en micro-triangles, appelés t 1 5 k 5 N  et 
N  kt3 



1 r 1 S 6 on d é f i n i t  : 

1 2 
P2(QN) = {fonct ion  s r C'(Q ) t q  S / \ e  r P2(t j&),  1 5 k S N e t  1 5 1 5 6 )  

N 

D'après l e  c h a p i t r e  1, e n  u t i l i s a n t  l e s  t r i a n g l e s  de Powell-Sabin, on démontre 

q u ' i l  e x i s t e  S unique v é r i f i a n t  l e  p r o b l è m e l ~ .  

Posons a u s s i ,  pour s i m p l i f i e r  l ' é c r i t u r e  : 

Remarque 1. 

Avant de commencer no t r e  é tude ,  donnons une f i g u r e  r ep ré sen tan t  l a  

subdiv is ion  de  QN (pour N = 2 ) .  



Figure 1. Domaine Q2 subdivisé par C. 



I I  - CALCUL DE L'EXPRESSION DE L'ÉNERGIE, 

Io) - Calcul de l a  spline.  

Figure 2. Projection du B-réseau sur 2 'un des carrés du domaine ( Q . . ) . 
1 

Avec Za mise en évidence des pZaques de raccordsrneni C . 



Pour ca l cu le r  l a  sp l ine  S,  il s u f f i t  de ca l cu le r  s e s  B-coefficients 

indiquées s u r u a  f igu re  2. 

En posant : 

On trouve l e s  r é s u l t a t s  su ivants  ( v o i r  chapi t re  1). 

h 
bl - al t - r  I - 4 1 

h 
b 4 = a  t - r  

4  4 4  



On en dédui t  l e s  au t r e s  B-coefficients : 

Les B-coefficients ca lcu lés ,  permettent donc d 'avoir  l 'expression de S 

sur chacun des micro-triangles,  e t  par  conséquent s u r  t o u t  l e  domaine Q 
N' 

Explication du calcul de S sur l'un des micro-triangles. 

Sur (A1 M ,  R1) pa r  exemple : sur  ce t r i a n g l e  S s ' é c r i t  : 



A X 2 ,  X3) é t a n t  l e s  cordonnées ba rycen t r iques  de ce  t r i a n g l e  avec 

2) - Calcul des dérivées partielles de la spline. 

On s a i t  que pour exprimer l ' é n e r g i e ,  on d o i t  c a l c u l e r  l e s  dé r ivées  

p a r t i e l l e s  secondes de l a  s p l i n e .  

On a donc : 

Posons : 

2 as; ahl as; ah2 as; ah, 
a s -  - - -  - + -  - 

2 ax, ax  ax, + -  - 
a x ax  ah ax  

3 

Le t a b l e a u  su ivan t  r ep ré sen te  l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  secondes s u r  chacun 

des  t r o i s  mic ro - t r i ang le s  (A1M14), (M A Q ), (fi A ,G? ). 
1 2  1 1 2  2 

Les express ions  de c e s d g r i v é e s  s u r  l e s  a u t r e s  micro- t r iangles  S'en déduisent  

p a r  symétr ie .  
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3') - Expression de l'énergie au voisinage d'un point Aij de QN. 

La f i g u r e  su ivan te  r ep ré sen te  un p o i n t  A du domaine, avec  l a  mise 
i j 

en  évidence des  macro- t r iangles  q u i  l e  cont iennent .  Evidemrnent s u r  l e s  bords ,  

il y a un, deux ou t r o i s  t r i a n g l e s  q u i  cont iennent  A su ivan t  les cas.  
ij ' 

Figure 3. Représentation d'un point A du domaine avec Zes i j 
macro-triangles Ti (1 2 i c 6 )  qui Ze contiennent. 



On a posé précédemment 

avec 

2 
%¶t = G/tkYt pour 1 5 k S 2N et 1 S t 5 6 

d'où 

Pour minimiser E, il suffit donc de considérer 

On considère maintenant le point A donné sur la figure précédente 
i j 

(Fig. 3). 

On pose : 

Sk = S/Tk 1 5 k S 6  

(Les Tk étant les macro-triangles qui contiennent ce point A 1. i j 

Soit 



Remaraue 2 .  

Pour A . . ( 1  5 i, j 5 N ' )  appar tenant  à Q l ' e x p r e s s i o n  de E t  e s t  
1.3 Ry 'L i ,j 

exactement l a  p a r t i e  de c e l l e  de G ,  contenant  p  e t  qij. O r  l e  problème qu'on i j 
s e  pose,  e s t  c e l u i  de minimiser l ' é n e r g i e  E ,  on p o u r r a i t  donc cons idè re r  l e  

système 

On a r r i v e  a i n s i  au problème su ivan t  : 

Trouver 

s o l u t i o n  du système ( S ) .  

Donnons d 'abord quelques r é s u l t a t s  : 

Exemple. 

Pour N = 5 on a : 







Les calculs  ~ r é c é d e n t s  montrent que l e  systène (S) estéquivalent  au  

système : 



1°) - Représentation de l a  matrice A .  

2  
A e s t  d ' o rd re  ( 2Nt2, 2N' ) e t  t r i a d i a g o n a 2  p a r  blocs. 

Les D. (O1ir2), é t a n t  a u s s i  t r i d i a g o n a l e s  p a r  blocs : 
1 



avec 



avec 



2') - Représentation du vecteur B, 2ième membre du système. 

En développant B su ivant  l e s  f (1 5 i , j 5 N '  ) on o b t i e n t  l a  forme i j 
su ivante  : (Tr id iagonale  p a r  Blocs).  

avec 









3') - Recherche de la solution du système. 

A e t  B é t a n t  développikprécédemment, l e  système ( S ' )  peut  s ' é c r i r e  : 

Avec N L  = N t l .  

Pour l a  r é s o l u t i o n  du système ( S ' ) ,  on u t i l i s e  l a  méthode S.S.O.R. 

(Successive Semi-Over Relaxa t ion)  p a r  b loc .  

L 'a lgori thme e s t  l e  su ivan t  : 

(Kt1/2) (K) = N.. x + WB 
W 

(Kt11 T (K+1/2) + WB = IqU x 

(W E C1,2;21 v o i r  C51). 

Avec 





On a donc : 

(1) peut donc s'écrire : 





On ob t i en t  donc : 

Soi t  : 

I pour 2 S i 5 N t - 1  

e t  pour (2) on t rouve  : 

Chacun des  systèmes ( 1 )  à (2 ) -  forme de sous-systèmes Ske avec 

1 S k S 2 e t  1 I l S 2 N ' .  

Pour résoudre chacun des systèmes Ski, on u t i l i s e  l a  dCcomposition L.U. 

( v o i r  i51). 



Considérons 

avec 

Posons pour simplifier 

On a alors la décomposition : 





ce qui conduit à l'algorithme suivant (voir C.51). 

T 
LiUi-l = G pour i = 2, ..., N' 
(ce qui donne Li) 

Remarque 3 .  

Cette décomposition existe si U1,. . . ,U N'-la 
Sont non singulières(voir C41). Ceci est assuré si les matrices d'ordre 

k (k=l, Nt-1) 

sont non singulières. 

Or ceciest vérifié dans notre cas en effet 

det D: = det Co X (det i 0. 

Le vecteur L s'obtient donc en résolvant les systèmes : 

(1) 
- 

Yi - Hi - Li Yi-l pour 1 r i r N' 

avec L Y  = O  1 O 

UiZi = Yi - GYi+l pour i = Nt, ..., 1 
- 

avec GZn+l = O 



E t  donc : 

Remarque 4. 

ce qui détermine l e  vecteur : 

Ce c a l c u l  e s t  f a i t  pour s = 1, N '  ; ce qui  détermine compléternent 

l e  vecteur 

Pour l a  réso lu t ion  du système (21, on procède de l a  même manière. 

4 " )  - Vecteur initial et test d'arrêt. 

On s a i t  que l e  vecteur X ,  cherché, a comme coordonnées, des valeurs  

proches de ceux de : 

- 
X = { ( P  Q . . ) l s i , j s N )  ( N V = N + 1 )  

i j '  11 

avec 

- a f  (A. . )  J ' i j  -Z 11 

= af (A. ., 1 q i j  ar 13 

f é t an t  l a  fonct ion donnée au début. 



Sur F l e  vec teur  i n i t i a l  : 

O O 

P i  j 
e t  qi j  é t a n t  l e s  d i f f é r e n c e s  d i v i s e e s  de premier  ordre  c a l c u l é e s  au poin t  A 

i j  ' 

s o i t  E donné, t r è s  p e t i t .  
(K) On cons idère  deux v e c t e u r s  s u c c e s s i f s  appe lé s  X e t  X 

(Kt1)v- '-(K E ZN). 

On a r r ê t e  l ' a lgo r i thme  quand : 

1") - Exemple d ' a p p l i c a t i o n .  

Considérons l a  fonc t ion  : 

e t  s o i t  

f  e s t  d é f i n i e  e t  continument dé r ivab le  s u r  QN. 

S o i t  : 

a f CL a f CL E = sup l ( A . . )  - p . .  1 ; 1- ( A . )  - qij  1 ) = M 
i , j  1 3  11 ay 11 

Le t a b l e a u  su ivan t  r ep ré sen te  l a  v a r i a t i o n  de l ' e r r e u r  en  fonc t ion  de N ,  

en  prenant  U = 1 ,5 .  

a e s t  l ' o r d r e  de convergence (pour  c e t t e  no t ion  v o i r  c h a p i t r e  1). 



2 " )  Estimation de l'erreur : comparaison de trois méthodes. 

s o i t  jo f i x é ,  1 5 5 N t 1  e t  s o i t  S  l a  s p l i n e  cubique i n t e r p o l a n t  f aux 
j O 1 

p o i n t s  A ; 1 5 i 5 N t 1  avec l a  méthode N  A K de De Boor ( v o i r  [ 31 1. 
i j  

Dans ce cas  : 

P . .  = Si(A, j o )  pour 1 s i s N t l .  
l3 O 

De l a  même manière, pour i f i x é ,  on cons idère  l a  s p l i n e  S2 i n t e r p o l a n t  
O 

f a u x p o i n t s A  ; 1 I j  s N + 1 .  
ioj  

Dans ce  ca s  

'-b q  = S A  1 pour 1 c j s N t l .  
O O 

So i t  : 

2 3 
D'après l e s  r é s u l t a t s  donnés dans [3],  M(h) = O(h ) pour f c C . 



Soit S l'interpolant d'Hermite de f au sens de Powell-Sabin, en considérant 

les dérivées partielles premières exactes p et qij ; et 5 l'interpolant d'Hermite 
i j 

de f, en considérant les dérivées partielles approchées 3 . .  et aij. 
1 3  

Alors on a : 

6ij , X et Illij étant les fonctions de base. i j 



Figure 4. Fonction de base $.. (support hexagonal) 
13 

aux autres points Ai, , j ' 



Figure 5. Fonction de base $ . . (h  ) . 
1 3  

- 
Qij - al0 4Jij = 0 

au centre du support. 

'01 Qij 
= 1 



Figure 6. FonctEon de base X. . /h 
11 



O r  d 'après  l e s  r é s u l t a t s  du premier chap i t r e  

P. Sablonnière a démontré que : 

Par conséquent 

Le problème e s t  l e  su ivant  : 

Etant  donné un po in t  A . E fi. On considère fi. . l a  réunion de tous  i L 1 O J O  

les t r i a n g l e s  contenant Ai s p l i n e  plaque mince in te rpo lan t  f 
,jo 

aux p o i n t s  A avec A E '0 . i j ij i 
O Y 3 ,  



a 
On approche l a  dér ivée  a f (a = (0 '1 )  ou ( 1 ' 0 ) )  pa r  l a  dér ivée  cor res -  

Ai . 
0 )'O 

pondante de f c a l c u l é e  au p o i n t  A . . i 
0'10 

Autrement d i t  dans ce c a s  

A .  
i - a f [ l i o y j o  - -  

O ' Io  
a~ (A i  1 

o ' j o  

Le Mehauté a démontré dans C71 que 

2 
M(h) = O(h ) 

e t  p a r  conséquent 

C) - Mélthode de r n i v w n i n d o i z  de l 'énetrgic).  

On a vu que : 

I I  5-31 1 M(h) x O(h) 

Les r é s u l t a t s  numériques précédents  montrent que dans ce  c a s  : 

M(h) = O(h) 

e t  par  conséquent 



L'erreur d'interpolation de la fonction f est nettement meilleure dans 

le cas des splines cubiques et splines plaques minces locales. 

Mais la méthode de minimisation de l'énergie peut se généraliser à une triangu- 

lation quelconque.contrairement à celle des splines cubiques. 
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Résumé 

Le but de ce travail est la résolution d'un problème d'interpolation de 
~ a ~ r a n g e  par des splines quadratiques sur une triangulation T d'un quadri- 
latère Q de R2. Des résultats concernant des estimations de la norme de 
l'opérateur et de l'erreur d'interpolation sont donnés dans le cas où Q est un 
carré. 

A b s t r a c t  

The aim of this paper is to solve a Lagrange interpolation problem by 
quadratic splines on a triangular partition T of a quadrilateral Q in R2. Some 
results conceming the norm of the interpolation operator and error estimates 
are given in the case when Q is a square. 

Keywords. Lagrange interpolation , quadratic splines. 



1 - Introduction. 

Pour des raisons pratiques et théoriques, les surfaces polynôrniales par 
morceaux sont largement utilisées dans les constructions géométriques 
assistées par ordinateur. Les plus simples sont les surfaces splines 
quadratiques Cl (fonctions polynômiales par morceaux de degré 2 et  de 
classe Cl). 

Etant donné un quadrilatère Q de R2 ; on le munit de la triangulation T 
suivante : 

Q est une réunion de quadrilatères emboités (appelés macro- 
quadrilatères) subdivisés en micro-quadrilatères, chacun d'eux étant à son 
tour subdivisé en quatre triangles par le tracé de ses diagonales. Les points 
d'interpolation sont les sommets des macro-quadrilatères, les milieux des 
segments déterminés par 7 sur leurs frontières et quelques points choisis 
convenablement à l'intérieur du quadrilatère central (cf. figures 1, 3 et 4). 

Au paragraphe II, on rappelIe quelques résultats sur la représentation 
locale des splines quadratiques à une et deux variables dans la base de 
Bernstein et sur l'interpolation à une variable. 

Au paragraphe III, on explicite le calcul de l'interpolant en construisant 
sa représentation associée à chaque triangle de 7. Dans [8] G. Heindl traite 
également un problème d'interpolation par des splines quadratiques Cl, mais 
en faisant une interpolation d'Hermite aux sommets d'une triangulation 
donnée. Dans la plupart des cas, le problème est traité localement, mais 
dans ce travail, l'algorithme proposé traite le problème globalement. 

Au paragraphe IV, on donne un encadrement de la norme de 
l'opérateur d'interpolation. 

Au paragraphe V, on étudie le cas particulier où Q est un 
c a r r é  d e  R2 muni d'une triangulation régulière (cf. Fig . 5). 11 faut 
remarquer que dans le cas d'un domaine rectangulaire, on peut construire 
une base de l'espace des splines quadratiques au moyen de B-splines (cf. 
Chui et Renhong [2]) mais que ceci n'est pas possible dans le cas d'un 
domaine plus général comme celui que nous étudions dans cet article. On 
précise les résultats sur la norme de l'opérateur, on donne une majoration de 
l'erreur d'interpolation ainsi que des exemples numériques. 



J 

Fig. 1  : Triangulation 9 de Q et points d'interpolation . On a 3  macro-quadrilattres 
ernboités (AiBiCiDi) , i = I , 2 , 3 .  

II - Rappels sur les splines quadratiques. 

1 O )  Intemolation de La ranee à une variable, 

Soit 1 = [a, b] un intervalle de R et A = {a = b c tl c ... < t~ = b )  une 
subdivision de 1 et Ii = [ti,ti+l] pour i = O, ..., N-1. Soit : to+ = b; fi = (ti + ti-l)/ 2 
(i = 1, ...,N) et t ~ + i  = t ~ .  Pour i = O, ... ,N-1 on désigne par P2(Ii) l'ensemble des 

1 
polynômes de degré inférieur ou égal à 2 définis sur Ii et par P2(1) 
l'ensemble des fonctions s de classe Cl telles que sIIi appartienne à P2( Ii). 
Le problème d'interpolation est le suivant : étant donné une fonction f 

définie sur 1, on pose f(c) = fi (i = O, ..., N+1) et on cherche s E P ~ ( I )  tel que 
s(t? ) = fi. 
Considérons alors la base de Bernstein : $j(t) = 6) ~ ( 1  -t)2-j (j = 0,1,2). 

2 - 
t -ti 

Sur Ii, s s'&rit : ~ ( t )  = C bzi+j +j(ti+l-ti  )* 
j=O 

Les coefficients b2i+j (i = O, ..., N-1 et j = 0,1,2) sont appelés B-coefficients de S. 



Lemme 1. 
Les B-coefficients d'indices pairs sont solutions du système suivant : 

d'où l'on déduit : 

b2i+l = 2fi+l - ( h i  + hi+2)/2 pour O S i  S N-1, avec bo = fo et b 2 ~ =  f ~ + 1 .  

Preuve : voir [9] et [12]. 

Lemme 2. 
Soit f E C([a,b]) vérifiant l l f l l  = su 

x&a,bl 
If(x)l 1 1 ; alors les B-coefficients de son 

l 

interpolant spline vérifient : 
!bol 1 1  ; l b2~ I  11, lbll 13.5, l b 2 ~ - l l  13.5, Ib2il 1 2  (i = 1 ,..., N-l) ,  et 
Ib2i+li 14 (i = 1 ,  ..., N-2). 

Preuve. 
D'après le développement de s dans la base de Bernstein on a : 

or bo = fo et b 2 ~  = f ~ +  1 (Lemme 1) 

d'où Ibo] S 1 et l b 2 ~ I  < 1. 

D'autre part llsll 1 2 (cf. [9]) donc Ib2il I 2 pour i = 1,  ...,N- 1. et 

d'où : lbl l l  3.5, lb2~-11 1 3.5 

e t  Ib2i+ll r 4 pour i = 1, ..., N-2. 

Coordonnées baryentriaues et base de Bernstein dans un t r i an~ le  de 7. 

Pour T E 2, on note P2(T) l'ensemble des polynômes à 2 variables, de 
1 

degré total au plus égal à 2, définis sur T, et P2(Q) l'ensemble des fonctions 
s E C*(Q) telles que slT E P2(T) pour tout T E z (splines quadratiques). 



Soit Tl le triangle Al A 2A 3 et h = (h 1 ,  h2,  h3)  les coordonnées 
barycentriques dans Ti de X E ~ 2 .  

i.e. les solutions de : X = hlA1 + h2A2 + X3A3 
1 = h l  +h2+h3  

2 2 2  
et {$i(h)) Iris6 = (Xi, h2, h3, 2hlh2, 2h2h3, 2h1h3) la base de Bernstein de P2(Ti) 

(Ces fonctions vérifient : +i(l)  2 O et $i(h) = 1). (Voir [ 4, 121). 
i=l 

Soit p l€  Pz(T1). Ecrivons pl  dans cette base 
6 

pi(X) = PI@) = C ai O i ( l )  (1) 
i= 1 

En désignant par Ai (4 Si <6) les milieux des côtés de Tl (cf. fig. 2). on vérifie 
aisément que : 

Dfinrtron 1 ,  
. . 
Les coefficients ai (i = 1, ..., 6) sont appelés B-coefficients de p l .  - 

L'ensemble des points A i = (Ai, ai) E R 3  est appelé B-réseau de pl.  Le graphe 
de pl sur Ti est appelé triangle quadratique. 

Les égalités (1) et (2) précédentes signifient que le point (X, Pi (X))  
appartient à l'enveloppe convexe du B-réseau. 

3" Raccordement Cl de 2 triangles quadratiques. 
Soit T2 le triangle A l A 2 ~ i  de T ayant Al A2 comme côté commun avec 

T i  et soient a; et 4 (1 S i S 6) les B-coefficients respectifs de p l €  P2(T1) et 

p2 P2(T2). 



% 

Fig. 2 : Raccordement C 1  de 2 triangles quadratiques. 

Tbkorèrne 1, 
Si A; = ).;A 1 + ).;A2 + ).;A 3 ,  le raccordement de plet p l  le long de AI A2 

se traduit par : 
1') a i  = a l  ; & = a2 et i& =  LI pour la continuité CO 

a j  = Xia4 + Xia2 + Xia5 
pour la continuité Cl .  20)  ai, = Xia1 + Xia4 + Xia6 

Çorollaire 1, 
Si de plus A 1, A3 et Aj sont alignés, avec Ai A 1 = k.A3A 1 alors la 

continuité Cl se traduit par : 

Preuve. Voir [4, 121 

Remarques. 
a) A i  et étant les milieux respectifs de A2Aj et AIAj on pose - - - - 

Ai =(A;,  $) (i = 5 ; 6) ; le théorème 1 signifie que d'une part A 1, AG, A 4 et 
- . . . - 5  

A i  et d'autre part A4, As, A 2, et AS sont coplanaires. 

b) Dans la suite de l'exposé le B-réseau d'un polynôme est projeté sur le 
plan de base : sur les figures . on écrit les B-coefficients à la place des 
projections des points du B-réseau. 



III - Interpolation p a r  des splines quadratiques s u r  Q. 

et choix des ?oints d'interriolation, 

Soit Q un quadrilatère de R2; 1, n et n' des entiers naturels fixés. Pour la 
triangulation 7, on procéde ainsi : en partant du bord de Q on trace des 
quadrilatères emboités, appelés macro-quadrilatères et notés Qi (i = 1, ..., 1) : 
Ql est le quadrilatère central et QI coïncide avec Q (cf. fig. 1 où 1 = 3). Les 
régions (Qi\Qi-1) f i  = 2, ..., 1) sont des couronnes de micro-quadrilatères. A 
l'intérieur de Q i  les segments EiFi (i = 1, ..., n-1) et GiH i (i = 1, ..., nt-1) 
déterminent n' rangées de n micro-quadrilatères chacune (cf. fig. 1, 3, 4). 
Dans la région (Q2\Q1) on trace tous les micro-quadrilatères ayant chacun 
deux sommets sur la frontière de Qi (i.e un côté commun avec un micro- 
quadrilatère de QI)  ; et dont les deux autres sommets se trouvent sur la 
frontière de Q2. 

La même construction se répète dans (Qi\Qi-1) (i = 3, ..., 1) ; chaque micro- 
quadrilatère est subdivisé en 4 triangles par ses diagonales. 

Pour i = 1, ..., 1 les points d'interpolation choisis sur la frontière de Qi sont 
ses sommets et les milieux des segments déterminés par 2 (cf. fig 1). A 
l'intérieur de Q1 ce sont les milieux des côtés des micro-quadrilatères ayant 
comme supports EiFi (i = 1, ..., n-1) et un point au milieu de l'un des côtés 
portés par les segments GiHi (i = 1 ,..., n'-1). (cf. figures 1, 3 et 4). 

ThBorèrne 2, 
Etant donné une fonction f définie sur Q, il existe une spline unique 
1 s E P2 (Q) interpolant f aux points choisis. 

Preuve. 
La démonstration se fait en explicitant les B-coefficients de s sur chaque 

triangle T inclu dans Q. 
Ce calcul se fait sur chacun des macro-quadrilatères emboités en partant 

de Q1. 



2°)Intemolation sur le auadtilatère central O1. 

Fig. 3. Reprdsenration des points d'interpohtion et des B-coef/icients sur QI 
(cas 03 n = 4 ; n' = 3) .  

Les sommets des triangles sont représentés par des lettres majuscules et les 
B-coefficients par des lettres minuscules. Pour la clarté de la figure on ne 
nomme que certains B-coefficients, les autres sont soit confondus avec les 

points d'interpolation (.), soit représentés par des petits points (.). 

Algorithme.  
L'application du lemme 1 aux côtés de QI, à EiFi (i = 1, ...p- 1) et aux côtés 

des micro-quadrilatères. ayant comme supports GiH i (i = 1, ..., n'-1) et 
contenant un point d'interpolation (sur la figure 3, UlU2 et V3H2) donne les 
B-coefficients correspondant à ces segments, donc en particulier 
bi(i = 1, ..., 12). 
Le calcul des autres B-coefficients nécessite le lemme suivant : 

L&maLL 
a) Le  calcul des B-coefficients sur la frontière d'un micro- 

quadrilatère détermine de manière unique la spline sur ce dernier. 
b) Si de plus. ces B-coefficients sont majorés par une constante K, 

alors la norme uniforme de la spline est majorée par K sur ce micro- 
quadrilatère. 



Preuve. 
a) Considérons un micro-quadrilatère dont tous les B-coefficients de la 

frontière sont connus par exemple E 1 E2U 2U 1. 
Pour déterminer la spline sur ce micro-quadrilatère il suffit de déterminer 
son expression sur chacun des triangles inclus dans ce dernier. Ce qui revient 
à determiner les B-coefficients di (i = 5, ..., 8) et 02 (cf. II. 2" ). 
Posons : 

D'après le corollaire 1 on a : 

ds = (bg + %.b6) l ( 1  + k;) 
da = (ba + 5.bio) l ( l  + k2) 
d7 = (bio + 5.b12) 1 (1  + k;) 
da = (b6 + k2.b12) / ( 1  + $1 
0 2  = (d5 + k2.d7) 1 (1 + k2) = (dg + k;.dg)l(l+k;) 

b) Les formules précédentes montrent que les B-coefficients internes 
sont majorés par K ; ainsi en utilisant les propriétés de la base de Bernstein 
sur chacun des triangles, on en déduit immédiatement le résultat. 

Pour déterminer les B-coefficients appartenant à la frontière de chacun 
des micro-quadrilatères, il reste à calculer ceux qui correspondent à GiHi 
(i = 1 ... nt-1) et qui ne coïncident pas avec un point d'interpolation. On 
explicite le calcul de big, les autres B-coefficients sont obtenus de manière 
analogue. 

Posons 0 1  = hlE1 + h202+ h3U 1 et 
OlEl 

= ki . 
OlGl 

D'après le théorème 1 on a : 
d3 = hlbg + h2d8 + L3b7. 

D'après le corollaire 1 on a : 
bis = ((1 + k;)d3 - b6)lk1, 

Les autres B-coefficients sont obtenus à l'aide du lemme 3 ; ce qui détermine 
complètement les B-coefficients dans QI. 

3") Intemolation sur 0; (2 s i 5 1). 
Les B-coefficients correspondant aux côtés de tous les macro- 

quadrilatères Qi s'obtiennent par application du lemme 1. Pour la méthode 
de calcul des autres Bcoefficients, on se limite à la région (Qz\Ql), le calcul 
étant semblable dans (Qi Qi-1) (i = 3, ..., 1). 



F i g .  4 : Reprksenrarion de quelques B-coefficients sur Q2. 

Dans le micro-quadrilatère WlW 2ElA 1 les B-coefficients bi (i = 3,4,5) sont 
calculés précédemment (interpolation sur QI),  les bi (i = 14.15.16) son t  
obtenus par application du lemme 1 à A2B2 . 
Posons : 

@ = PlAl + P2E1 + ~ 3 0 1 .  
D'après le théorème 1 on a : 

dl1 = ~ l b 4  + ~ 2 b 5  + ~ $ 2  

dl2 = ~ l b 3  + ~ 2 b 4  + ~ 3 d l .  

Pour calculer le reste des B-coefficients dans WlW 2ElA 1 on reprend le calcul 
fait dans AiEiU 1Gl. 
En faisant le même raisonnement dans tous les autres micro-quadrilatères de 
( 4 2  \QI) on détermine complètement les B-coefficients dans Q2. 
L'existence et l'unicité des B-coefficients sur Qi pour tout i (i = 1, ..., 1) entraîne 
celles de s sur Q tout entier. Ce qui achève la démonstration du théorème 2. 

Corollaire 2. 
Si 7 détermine Nisegments sur deux côtés opposés de Q et N2 segments 

1 sur les deux autres côtés, alors la dimension de P2(Q) est : 

Preuve. 
C'est une conséquence immédiate du théorème 2. La spline s est 

déterminée par interpolation de Lagrange avec No = (Nl+2) (N2+2)-1 points 
d'interpolation. 



IV - Norme de I'opkrateur d'interpolation. 

Définition 2. 
a) on appelle l'opérateur qui à f associe son interpolant n ( f )  appartenant 

1 P:<Q>. 
1 

b) No étant la dimension de Pz(()), on appelle {Lk) l r k < N o  les fonctions de 

base de Lagrange i.e. tq. Lk(Xj) = 6kj, où les {Xj) l r j i N ,  sont les points 
No 

d'interpolation et 6kj le symbole de Kronecker. On note hN0O[) = ILk(X)I , 
k= 1 

X E Q, la fonction de Lebesgue associée. 

Pour toute fonction f définie sur Q, on note : llfllq = sup If(X)I. 
Xe Q 

/,ernrne 4 ,  
En posant : 

iiïIii = sup{n(f)(X), Ilfll~11, X E Q) et IIAN O I I  Q = ygQ lA~o(X)I 

on a alors : 
I l l 3 1 1  = IIAN~IIQ. 

Preuve. 

- 
D'autre part, pour un Xos Q tel que A N ~ ( X ~ )  = I I A N ~ I I Q  et une fonction g définie 
sur Q par : 

g(Xk) = signe Lk(X0) 
(pour k = 1 ,...,No) 

Ig(X)I< 1 pour X ;F Xk 
On obtient : 

No No 
I I A N ~ I I Q  = ILk(Xo)l = 1 C Lk(Xo)g(Xk)I 

k=l k=l 

d'où l'égalité. 



Soit r un entier naturel fixé. Sur chaque triangle .T de Q on considère les 
points Xrlr2(T) de coordonnées barycentriques 

Â 1  = rl/r O I r l I r  
h2 = r2/r pour 
1 3  = 1-hl-3c2 O s r2 I r-rl 

Appelons EAT) l'ensemble de ces points et x = U EdT). Pour tout T E r. 
TE z 

Thkorème 3, 
k 

Pour k = 1, ..., No et T E 2, on désigne par (ai(T), i = 1...6) les B-coefficients de 
Lk sur T. 
En posant : 

mr = Sup {AN, (X), X E ~ r )  

No 
k 

M = Sup{ lai(T)I, 1 S i i 6 ; T E 7 )  
k= 1 

on a alors : 
m, s i l ~ l l  s M 

Preuve. 
La minoration étant évidente car l l l l l l  = l l ~ ~ ~ l l q  (lemme 4), il suffit de 

démontrer la majoration. 
Soit TE 2 et X E T de coordonnées barycentrique h = (1 1,3c2*13) relativement 
à T. 

Ecrivons Lk dans la base de Bernstein de T : 
6 

Lk(X) =  al(^) +i(X) d'où 
i= 1 

6 
or $i(X) = 1 (cf. IL2) d'où en passant aux Sup : 

i= 1 



up Sup ILk(X)I a Sup Su l a l ( ~ ) l  
%ET TE-L 15856 k=1 

Ainsi 
1 1 ï i 1 1  s M. 

V - Norme et erreur d'interpolation dans le cas où Q est un carré. 

Soit N un entier naturel impair, Q est alors formé de N2 micro-carrés 
tous identiques au carré central Ql (cf. fig. 5). Pour plus de commodité dans 
la suite, on choisit Q N  comme nouvelle notation de Q ; (les côtés de Q étant 
subdivisés en N segments égaux) et n~ l'opérateur d'interpolation associé. De 
la même manière on appelle Q n  (1 *; n l N, n impair) les différents macro- 
carrés inclus dans QN : leurs côtés étant subdivisés en n segments égaux. (QI 
étant le micro-cané central). 

a) Iln111 = 3 
b) lln~ll 5 2N - 1 pour N impair, N 2 3. 

Preuve. 
a) Soit f fonction définie sur Ql telle que I l f l l ~ i  a 1 appelons fi (1 S i 2 8) les 

valeurs de f aux points confondus avec bi ( 1s i < 8) (cf. Fig. 5) ; d'après le 
lemme 1 on a : 
bi = fi (i impair) d'où lbil I 1 et bi = 2fi - (bi-1 + bi+l)/2 (i pair) d'où lbil I 3 
(b9 = bl). 
Ainsi d'après le lemme 3 

lin l(f)ilQl '3. 
Montrons que cette norme est égale à 3. 
Soit f fonction définie sur Ql vérifiant fi = -1 (i impair) et fi= 1 (i pair). 
On a alors bi = -1 (i impair) 

bi = 3 (i pair). 
En utilisant le corollaire 1, on obtient les autres B-coefficients de l'interpolant 
s dans QI. 

L'expression de l'interpolant dans chacun des triangles de QI est donc 
2 2 2 

~ ( 1 1 ,  312, 313) = -311 -312 + 313 + 3 (1112 + 11x3 + 12x3) d'où s(0, O, 1) = 3. 
Par conséquent : 



b) Pour les majorations dans les autres micro-carrés, vu la symétrie de la 
figure, et d'après le  lemme 3, il suffit de majorer les B-coefficients sur les 
bords de B i  Bi Ci Ci (fig. 5) ; l'algorithme du paragraphe I l l  donne : 

m3 = 2b3 - bz d'où lm31 I 21b31 + Ib21 5 5 (1) 

Les majorants des B-coefficients sur les bords de Q n  (3 5 n S N, n impair) 
sont donnés par le lemme 2 d'où en particuler 

lm41 5 2. 
On obtient des majorations analogues pour m i  et *. Les plus grands 
majorants se trouvent donc sur les axes (XiYi). (i = 1, ..., 4). Vu la symétrie de 
la figure, il suffit de considérer (X1Y 1) par exemple . Les B-coefficients de cet 
axe vérifient 

m,  = 2m,.i - m , . ~  (n z 5, n impair ; voir algorithme) or lmn.ll 5 2 
(lemme 2) d'où 

lmnl 1 4 + Imn-21 (2) 
On déduit alors de (1) et (2) 

lmnl 5 211-1 (pour n 2 3, n impair) 
et d'après le lemme 3 on conclut : lln~ll 2 2N-1. 

Y3 

Fig. 5.  Représentation de quelques majorants des B-coeficienu dans Q ~ .  



2") Erreur d'inter~olation. 
" 

Pour (x,y) E ~2 on note D ~ I  f(x,y) = - a x k y l  f(xvy) 

zl&LmLL 
N ttant le nombre de segments dgaux d6terminés par r sur les côtés de 

A A 

QN= [a,b]2 , on pose h = 1/N et Q N  = [a-h/2, b+h/2]2. Si f E C3 (QN) alors : 

avec : 
2d 3 31 

C l  = -; c2=- 
27 12 k+l=3 Q N  

; M3 = Max IlDklfIl A 

Preuve. 

Supposons pour simplifier que Q N  est centré à l'origine. Soit f E c~(Q$). 
Notons Cij les micro-carrés de côté h inclus dans QN, centrés en Oij = (ih, jh) 

A 

avec -(N-1)12 S i j  5 (N-1)/2 ; et Ci les carrés centrés en Oij et de côtés 2h. 
Dans 1121 P. Sablonnière définit le quasi-interpolant : 

1 
S2f = C [f(Oij) - h ' ~ f ( 0 ~ ~ ) l . M ~ ~  

i j 
(ou A f  est le laplacien de f et Mij la B-spline quadratique centrée en Oij) et 
montre que 

d'où en posant 
A 

U3,N = Max Sup IDkl f(X1) - Dklf(X2)I 
k+l=3 !lX1-X211Sh 



D'autre part S2f étant une spline quadratique alors n ~ ( S 2 f )  = S2f d'où 
n ~ ( f ) - f  = n ~ ( f ) - n ~ ( S 2 f )  + S2f - f 

d'où 
IlnNf-fll QN (1 + l ln~II) ~ ~ s ~ f - f l ~ ~ ~  

Le théorème 4 donne 
lln~lir 2 ~ - 1  i.e. H ~ N I ~ s  2/h - 1 

Les égalités (1) ; (2) et (3) donnent 

avec C ~ Z ~ C ;  ( i=1;2)  



VI - ~ e s u l t a t s  numériques. 
1 O) O~érateur d'interpolation ll N: 

Les résultats numériques suivants représentent la variation de mr et M 
en fonction de N. Les valeurs de m, sont calculés avec r = 10 
(cf. Thborème 3) on a ainsi 66 points dans chaque triangle. 

Fig .  6 .  Variation de m, et M en fonction de N. 

D'après le théorème 3 ,  la  norme de l'opérateur se trouve dans la partie 
hachurée du plan, limitée par les droites Dl et D2 
i.e. 0.73 N + 1.16 S lln~ll S 1.47 N + 0.9 

2') Erreur d'interpolation et ordre de convereence. 
Appelons eN l'erreur d'interpolation sur QN . Dans les exemples suivants 

on prend QN = 1-0.5, 0.512 et eN = Sup If(X) - l l~ f (X)I  avec r = 10. On désigne 
XE %r 

par a l'ordre de convergence calculé de la manière suivante : 
a = L ~ ( ~ N / ~ N ' ) / L ~ ( W / N )  où N' = 2N+1. 



1 8  

Les tableaux suivants représentent la variation de eN et a en fonction de N 





Conclusion gbnbrale. 
La simplicité de l'algorithme est un point important de  ce  travail. En 

effet sur les côtés des macro-quadrilatères le calcul des B-coefficients se fait 
uniquement par interpolation à une variable (résolution d'un système 
tridiagonal). 
Les B-coefficients se trouvant à l'intérieur de chaque micro-quadrilatère sont 
calculés à l'aide d'opérations élémentaires. 
Notons que ce calcul se généralise naturellement au cas où les points 
d'interpolation ne coïncident pas forcément avec les milieux des segments - 
portés par la frontière des macro-quadrilatères, mais se trouvent une 
distance inférieure B (45-1)/2 de ces derniers ([3]). 
Il est à remarquer que dans le cas où Q est un carré, les résultats numériques 
donnent une meilleure majoration de la norme de l'opérateur d'interpolation 
(IlII N I l  5 1.47 N + 0.9 au lieu de lln ~ l l  5 2N-1) ; d'autre part ils semblent 
indiquer que l'erreur d'interpolation serait en O(h3). Le tracé très voisin des 
courbes de niveau de quelques fonctions et de leurs interpolants laisse 
penser que I'erreur est suffisamment faible en pratique ((151). 
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Abstract 

The aim of tliis paper is to give upper bounds of the norm of the operator and associated 
error for a Lagrange interpolation problem by C1 quadratic splines.The domain is rectangular 
and the type-:! triangulation is non-uniform.Moreover the location of data points allows a 
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1 Introduction 

Let 7 be a non-uniform type-2 triangulation of a rectangular dornain Q of R2.1n [I l]  we showed 
the existence and unicity of a quadratic spline Cl interpolating a given function f a t  points 
chosen suitably in a quadrilateral domain of the p1ane:the rectangle Q (see fig.1) is then a 
particular case.Results concerning the norm of the interpolation operator and error estimates 
were developed in [11;12] for a square domain with a uniform triangulation.1n this paper we 
extend these results t o  the case of a rectangle Q with a non-uniform triangulation. We show 
that  the computation of upper bounds of the interpolation operator norm gives an evaluation 
of the error which depends only on H (the maximum length of the subdivision segments),on p 
(the minimum length,see 2.1) and on the smoothness of f .  In al1 that  follows we use the Bézier 
representation (Le. on each T E 7 , t h e  interpolant is expressed in terms of the Bernstein basis 
(see e.g. [7;8]). 
In section 2, we recall the interpolation problem as well as some preliminaries. 
In section 3,we give an upper bound of the norm of the interpolation operator . 
In section 4, we give an upper bound of the interpolation error by using the properties of a 
quadratic quasi-interpolant using the B-splines given by C.K. Chui and R.H. Wang in [2;9] and 
by P. Sablonnière in [8].This work is based on ideas developed by P. Sablonnière in ['l,chap.VI] 
in the case of a uniform triangulation. 

2 Notations and interpolation problem 

2.1 Notations 

Let Q = [a, b] @ [c, d] be a rectangle of the plane and N a fixed odd natural integer.The vertical 
and horizontal lines z - z; = O and y - yj = O for 1 < il j < N - 1 where a = zo < zl < 
.. . < ZN-1 < ZN = b and c = y0 < y1 < < y ~ - 1  < y~ = d subdivide Q into N~ rectangles 
&j = [z;-],z;] @ [ ~ j - ~ ,  yj] for 1 5 i ,  j 5 N.Each is subdivided into four triangles by its 
diagonals.We cal1 7 this triangular partition (see fig.l).Let QI = AIBiCIDi  be the central 
re~tangle~supposed centered at  the origin (in fig.1 QI = Rz2).The nested rectangles A;B;CiD; 
for 2 5 i 5 ( N  + 1)/2 having their edges subdivided into n segments are denoted by Q, for 

3 5 n N , n  odd (QN = Q). 
For 1 < il j < N ,we set: 

For al1 X = (2, y) E R2 and al1 domain D C R2,we denote llXll = d m ,  
Ilxlll = Izl + I Y ~  Ilf  ID = sup{lf ( x ) l l x  E D l .  
For k and 1 two natural integers, monomials are denoted by ekl(z,  y) = zky'.  Given a differ- 
entiable function f ,the kih derivative a t  a point Xo applied t o  a set of k vectors ( X I , .  . . , Xk)  
is denoted by D~ f ( x ~ ) . ( x ~ ,  . a ,  Xk). In case when Xi = X ( l  < i 5 k),we use for brevity the 
notation D~ f ( x o )  . ( x ) ~  

Finally partial derivatives are denoted by akl f ( z ,  y) = - (z ,  y) 
azkayl 



Figure 1: Triangulation 7 of Q3 (Representation of interpolation points and some B-coefficients 
a; for 1 < i 5 12 and cri for i=2,3 of the interpolant. The given values represent upper-bounds 
of the B-coefficients Iÿing on the edges of the rectangles Q, in case 1 1  f I l Q N  < 1). 

2.2 The Lagrange interpolation problem 

2.2.1 Univar ia te  c a s e  

Let I = [a, b] be an interval of R , A  = {a = < - .  . < x, = b) be a subdivision of I and 
I; = [z;, zi+,] for O 5 i 5 n - 1 .Set ZQ = zo,  zf  = ( z ; - ~  + zi)/2 for 1 < i < n and z:+, = z,.Let 
P i ( I )  = {s E ~ ' ( 1 )  : slZi E Pz(I i )  for O 5 i 5 n - llwhere Pz(];) is the space of polynomials 
of degree a t  most 2 defined on I;.Given a function f defined on I ,we set f ( z f )  = j;.It is well 
known (see[6;7]) that  there exists a unique quadratic spline s E P ~ ( I )  verifying s(z:) = j, for 
O < i < n + l .  
s may be expressed in terms of the  Bernstein basis on 1; for O < i 5 n - 1 as: 

2 
Z - 2; 

a ( z ) = x b .  2 * + ~ q j  . ( - ) h e  ( z  = ( : ) d ( l  ~ ) ~ - j ,  
;=O . - 

{ b ; ,  O 5 i < 2n) are the B-coefficients of s on the whole interval I .  



L e m m a  1 . The B-coeficients b2; for 1 5 i 5 n - 1 are solutions of the following tridiagonal 
linear system which is strictly row diagonally dominant : 

6b2 + b4 = - fo  + 4fi + 4f2 
42;-2 + 6b2; + b2;+2 = 4 fi + 4 f;+l 2 < i 5 n - 2 
bzn-4 + 6bzn-2 = 4fn-i + 4fn - fn+i 

and we deduce: bz;+i = 2f;+1- (b2; + b2;+2)/2 for O 5 i 5 n - 1 where bo = fa and b, = fn+l 

2.2.2 Bivariate case 

Let P j (Q)  : {s E C1(Q) : slT E P2(T) for al1 T E 7) where P2(T) is the space of bi- 
variate polynomials of total degree at  most 2. For al1 T E 7,every polynomial p E P2(T) 
may be expressed in terms of the Bernstein basis with respect to the barycentric coordinates 

where (o;(A) = for 1 5 i < 3 ,(04(A) = 2A1A2, (05()0 = 2A2A3, (06(A) = 2AlA3 
The ai(T)  for 1 < i < 6 are called B-coefficients of p on T .  

The chosen interpolation points are the vertices of Q, and the midpoints of segments lying on 
the edges of Q, for 1 5 n < N. 

T h e o r e m  1 . For a given function f defined on Q,there ezists a unique quadralic spline 
s E P: (Q) interpolating f at the chosen points. 

Proof. For more details see [I l ]  where the interpolant is calculated on any quadrilateral.However 
we give some indications: using interpolation by univariate splines,we first compute the B- 
coefficients of s on the edges of Q, for 1 < n < N;the other Rcoefficients in QI and (Qn\Qn-2) 
for 3 < n 5 N,are obtained by application of C1-continuity theorems(see e.g. [5;7;8]). 

L e m m a  2 . Let Rz2 and Rg2 be two adjacent rectangles (see fig.l);let (pl ,p2,p3)  denote the 
baycentric coordinates of the uerîex C32 with respect to B1C22Cl ie.: 

then me have: 
pl = 113 = (1 + h3/h2)/2 112 = -h3/h2 
therefore: 
I l  = 3 5 + P 9 1 ~ 2 1  l P 

Using C1-continuity theorems (see [5;7;11]) we have the following: 

L e m m a  3 . The B-coeficients ai of s represented on fig.1 verify: 



3 Norm of the interpolation operator 

Definition 1 . W e  cal1 I ~ N  the interpolation operaior on QN defined by IIhr! = s where s i s  
the inierpolani o f f  .Let l ln~ll  = Sup{llJJ~f ]IoN , llf IIQN < 1 ) 

For 1 5 n 5 N ,we denote by br (0  5 i < 2n)  (see univariate case) the B-coefficients of s on 
some edge ï~ of Q,. 

Lemma 4 . For f such thai l l f  I l Q N  < 1 tue have : 

and  f o r 3 s n  5 N 

lbgiI<2 f o r l < i < n - 1  

IbZi+l 1 5 4 for 1 < i 5 n - 2 

Proof.  From interpolation on a segment (see univariate case) we have the following results on 
the edges of Q n ( l  < n < N) 

bg i=s (z i )  f o r O < i < n  (1) 

Kammerer, Reddien and Varga show in [G] that 

Using the fact that  IJ f J J Q n  5 1,we obtain the result from (1),(2) and lemma 1. 

Lemma 5 . Using the previous notat ions  we have: 

where ai (T)  are the B-coef ic ients  of IIN f on T 

6 

Proof .On al1 T E 7 , a N  can be expressed as IIN f (A) = ai(T)pi(A). The result follows from 
i=l 

Theorem 2 .p being defined previously (see 2.1) we have IlIIIll = 3 and for N 2 3 



ProoJLet f be some function verifying 11 flloN 5 1. For 1 5 n 5 N,we cal1 m, the max of 
absolute values of al1 B-coefficients of ii, f on Qn.Lemma 5 gives: 

a )  a; for 1 < i 5 12 and a: for i = 2 , 3  being the Ecoefficients of s represented on figure 1, 
lemma 4 gives bound of &coefficients on the edges of Q1 ,particularly: 

lail < 1 for i =  4,6  

and 
la;! 5 3 for i = 5,12 

Thus from lemma 3,we have: 

la31 1 3 

and by symmetry we have: 

la21 1 3 

and 
(a:[ < 3 for i =  2 ,3  

The same proceeding gives: 

la1 1 < 3 

then we deduce 

ml 5 3  

Using the definition of the operator norm we deduce from (3) and (4) 

If f takes the values -1 a t  the vertices of QI and 1 a t  the midpoints of its edges,univariate 
interp,olation gives: 

Oq = a 6  = -1 

Lemma 3 gives: 
Qg = 3 

and the same proceeding gives: 
cri = 3 for i = 1 , 2  

Thus s may be expressed on T as: 

and 
s(0, O, 1) = 3 

Relations (5) and (6) give: 

Ilni Il = 3 



b) lemma 4 gives upper-bounds of the B-coefficients lying on the edges of Q,. The proceeding 
used in QI may be generalized t o  al1 the rectangles Kj C (Qn\Qn-2) for 3 _< n 5 N. 
We give some details in R32 for example: 
Lernrnas 2 and 3 give: 

la101 I pla5l+ (1 + p)lasl 

The computation of al1 B-coefficients on Q3 gives: 

Thus 
m s 5 4 p + l  

And a similar relation on Qs: 
m5 I Pm3 + (1 + P)lû.ll I 

Thus 
ms _< pm3 + 2(1+ p) 

Then we obtain the recurrence relation: 

Setting N = 2k + 1 ,inequali ties (7) and (8) give: 

(which is the result already given in [Il]  ) 
I f p > l  

then we deduce: 

4 Interpolatioii error 

4.1 Definition and properties of a quadratic quasi-interpolant 

For (x,  y) E QN and j E C 2 ( Q ~ ) , w e  define the quasi-interpolant: 

For 1 5 i ,  j 2 N, Cij = (xij, Yij) is the midpoint of the rectangle R,j and Mij is the quadratic 
B-spline centered a t  Cij(its B-coefficients are given in fig.2)(see[2,8]). This quasi-interpolant is 
a generalization of the one described by P. Sablonnière in [7]. 



Figure 2: B-coefficients of the quadratic B-spline Mij centered a t  Cij (values a t  square dots are 
zero) 



The following table represent the B-coefficients a;(l < i 5 6) on T = Cz2Ai  Bi (see fig.1) of 
B-splines Mij for 1 5 i, j < 3,of some monomials ekl and S2ekl .  

Table of 8-coefficients 

9 



Theorem 3 . The quasi-interpolant Sz is etaci on the space Pz i.e. S2p = p for al1 
p E P2;fudhennore we have 

llS2ekl - e k l l l ~ ~  < mH3 

Proof. We first prove that  S2 is exact on Pi.In the following, we denote S2ekl by Sz[zk] (resp. 
s ~ [ ~ ' ] )  if 1 = O (resp.if k  = 0). 
Let T E 7;for  al1 polynomial p let {ai(p), 1 _< i < 6) be the B-coefficents of p on T.To show 
tha t  Sz reproduces Pl,we just have to  prove that  

ai(Szek1) = ai(ek1) for 1 5 i 5 6 and k + 1 = 1 on al1 T E 7 

We detail the calculation of al (S2elo) on T = C22A1 BI (see fig.1 for notations) for example: 

Replacing a l (Mij )  by its value for 1 5 i, j 5 3 (see table of B-coefficients) we have: 

A similar calculation is done for al1 a;,on al1 T C QI and we obtain S2[x] = z for al1 z E R22. 
We can extend the result t o  every R,j for 1 5 i, j 5 N because for X = (2, y) E Rz2 we have: 

We do the same for y + b. Then Sz reproduces P l .  
Using the same method we prove that:  

ai(S2ekl) = ai(ekl) for 1 _< i 5 6 and k  + 1 = 2 on al1 T C Q l  

and we deduce that  S2[z2] = z2  for z E R22. This result can be extended to  every R,j for 
1 < i, j < N since 

S2ekl = ekl for k + 1 = 1 

we have 
S2[(z + a)2] = s2[z2] + 2az + a2 = ( z  + a)2  

We do the same for (y + b)2 and (z + a)(y + b) and we conclude tha t  S2 is exact on Pz.  

As for the effect on P3,we give some details for em,the proceeding being the same for em, el2 
and e21. 
According t o  lemma 5,to bound IIS2ekl-eklIIT for k + l  = 3,wejust have to  bound the quantities: 

E; = lai(S2ekl) - ai(ekl)l for 1 5 i 5 6 



For example: 

Using the table of B-coefficients we have: 

Similarly we obtain bounds for E i ( e N )  for 2 5 i 5 6. 
and we deduce: 

7 
M a z { O ; ( e m ) ,  1 5 i 5 6 ) 5 - H ~  3 2 

Thus 
7 

llS2eso - e3011~ < -E13 3 2 
This result is true for al1 T C Ql ,in consequence we have: 

By symmetry we have also 
7 

llS2e03 - e0311Qi 5 - H 3  3 2 
And by using the same method we obtain finally: 

1 
I/S2eii - eitillp, < 3 i ~ 3  for ( k  1 )  = 2 1 or ( 1 , 2 )  

4.2 Error bounds for the  quasi-interpolant S2 and the Lagrange interpolant 

Theorem 4 . Lei = C11C13C33C31 be the rectangle dejined by: 

W e  have for f  E c 3 ( Q l )  

where 

(maz imurn  modv lus  of cont inui ty  of the a k l f  o n  Q I )  



Proof. Let us recall that  for X E T we have: 

Since f E C3(Qi) we can write the following Taylor formulas: 

with 3 E ]C22,X[. 
The same formula holds by replacing X by Cij and 2 by c,, for 1 5 i l  j 5 3, (il  j )  # (2,2). 
We have also: 

with Gj E ]C22i Cij[. 
a2f A similar formula holds for 2(C,j) with cj :, ]C22iC;j[. 
ay  

Set: 
1 

W(X) = jjD3j ( ~ 2 2 ) . ( ~  - ~ 2 2 ) ~  

Since we have for ( k ,  1) = (2,O) or (0, 2) 

we can write 

On the other hand we have: 



Setting 
M3(C22) = max{Iaklf(C22)1, + = 3) 

we obtain: 

According to  theorem 3 and the previous formulas we deduce the following bound: 

For simplification we can write: 

We set 
6i j  = IICij-C2211 and &(Qij) = sup { l a t r f ( ~ )  - Brf (C22)l; llX - (22211 < 6iji X E QI;  1. + ( = 3) 

Let us bound Pij: 

1 [03f (Gj) - D3f ( ~ 2 2 ) ]  .(Cij - ~ 2 2 ) ~ I  = 

S &(6ij)llCij - ~ 2 2 l l f  

Similarly we demonstrate that 

a 2 j  and the same bound holds for D- 
ou2 ' 



We can verify tha t  
a)for (i, j) E {(1,2); ( 2 , l ) ;  (3,2); (2,3)) ,  we have 

5 P;, < i?"3"(~) 

b)for (i ,  j )  E ( (1 , l ) ;  ( 3 , l ) ;  (1,3); (3,3)) ,we have 

Denoting {a;, 1 < i < 6)the Bcoefficients of ,&,Mi, on T,we prove after calculation tha t :  
ij 

We finally obtain : 
5 17 

- f11~ < { q g ~ 3 ( ~ 2 2 )  + q 2 3 ( ~ ) )  

This  result being valid on al1 T C QI  ,we obtain the same bound for f - f I l Q ,  , thus completing 
the  proof of theorem 4. 

Corollary 1 . Lei  QN be the rectangle conlaining QN defined by:  

Se t t ing:  

M3 = Maz{llaklf 110, k + 1 = 3) 

C3,N = S~~{lakif(Xl)-$klf(X2)1;llXl - Xzll 5 H ,  X1 and X2 E Q N ; ~ + I =  3 )  

W e  have for f E c 3 ( O N )  

Proof. We know tha t  S2 is exact in t he  whole domain Q N  (see theorem 3);according t o  the 
hypotheses of corollary 1, we prove t h a t  the result given in theorem 4 on Q l  = Rz2 can be 
extended t o  every rectangle aj for 1 < i ,  j < N (the proof is similar t o  t ha t  of theorem 4). 

Theorem 5 . For f E c 3 ( Q N )  W C  have :  

and 



with 

Proof. Since S2 fis a quadratic spline we have 

thus 
I l n ~ f  - f ~ I Q N  5 (1 + Ilnh7ll)lls2f - f I ~ Q N  

Using theorem 2 and the previous corollary,we deduce the result for p > 1. For p = 1 see [ l l] .  
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