
no d'ordre: 4 68 

Thèse de Doctorat 
. rL - i - 1 .  

.- 1 L , ; L i  

3 '  . ' ,  J 
, ,./ LC ! ; j ::h de l'université des Sciences et Techniques de 

! -3 , . . t v  + - -  - > .  t J t . ~ ~ , - ,  Lille-Flandres- Artois 
*- -. 

Mathématiques 

Mention : Mécanique Céleste 

p~ésentée par 

Alain Vienne 

sujet 

Théorie Analytique des Satellites de Saturne 

Soutenue te 29 Janvier 1991, devant le jury  conzposé Se 

! klmc 1. Çtelln~sclier Présidente -du jury 
MM. L. Diiriez Dire  teur de thèse 

1 J.E. Arlot, Rapporteur 
F. Mignard 

1 
Rapporteur 

; 1 J. D a e l  
M. Rapaport 
J.H. Lieske Invité 





no d'ordre: 668 

Thèse de Doctorat 

de l'université des Sciences et Techniques de 
Lille-Flandres-Artois 

Mathématiques 

Mention : Mécanique Céleste f l  .A\/" 

présentée par 

Alain Vienne 

sujet 

Théorie Analytique des Satellites de Saturne 

S o u t e n u e  le 29 J a n v i e r  1991, devant  le j u r y  composé de 

Mme 1. Stellmacher Présidente du jury 
MM. L. Duriez Directeur de thèse 

J.E. Arlot Rapporteur 
F. Mignard Rapporteur 
J. Denel 
M. Rapaport 
J.H. Lieske Tnvité 





à mon frère Jean-Marc, 





Remerciement S. 

Je tiens d'abord à remercier tout particulièrement Monsieur Luc Duriez qui a suivi 

avec attention mon travail durant ces trois années. Sa disponibilité et ses nombreux 

conseils toujours judicieux m'ont permis de préparer cette thèse dans de très bonnes 

conditions. 

Je remercie aussi Messieurs Jean-Eudes Arlot et François Mignard pour avoir ac- 

cepté aimablement de juger cette thèse. Mes remerciements vont également à Madame 

Irène Stellmacher qui a accepté si volontiers de présider ce jury. 

J'adresse encore mes remerciements à Messieurs Jacques Denel et Michel Rapaport 

pour s'être intéressés à mon travail et pour avoir accepté de faire partie du jury. 

Ma reconnaissance va aussi à Monsieur Jay H. Lieske pour l'honneur qu'il m'a fa.it 

en acceptant de juger mon travail. 

J'exprime encore ma gratitude à Monsieur Jean Chapront pour l'attention qu'il a 

bien voulu me porter, Monsieur Jacques Laskar à qui je dois de nombreuses discussions 

et de nombreux outils de travail (notamment TRIP et MFT) et Monsieur Jean-Louis 

Simon pour avoir pu utiliser JASON84 et son programme d'analyse de Fourier des 

seconds membres des équations de Lagrange. 

Enfin, je remercie aussi Madame Ballenghien pour son soutien et la vie qu'elle 

donne à l'Observatoire de Lille. Je remercie encore pour leur soutien moral toute ma 

famille et particulièrement, pour sa compréhension, Nathalie. 





Table des matières . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 . Introduction 5 

2 . Equations du mouvement et méthode générale de résolution . . . . . . . .  12 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  2.1 Equations du mouvement 12 

2.2 Développement des équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  15 

2.3 Principe général de l'intégration . . . . . . . . . . . . . . . . . .  17 

2.4 Construction pratique des équations du mouvement . . . . . . . . . .  20 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  3 . Perturbations à courtes périodes 22 

3.1 Intégration des courtes périodes . . . . . . . . . . . . . . . . . .  22 

3.1.1 Méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  22 

3.1.2 Analyse de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  23 

. . . .  3.2 Sélection des inégalités du premier ordre et convergence en degré 26 

3.2.1 Perturbations du premier ordre par analyse harmonique . . . . .  26 

3.2.2 Convergence des développements en degré . . . . . . . . . . .  28 

3.3 Liste des inégalités à courtes périodes . . . . . . . . . . . . . . . .  29 

3.4 Inégalités dépendant de trois longitudes moyennes . . . . . . . . . .  37 

3.5 Calcul de l'ordre 3 en J2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  39 

4 . Le système critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  40 

4.1 Construction et structure des équations . . . . . . . . . . . . . . .  40 

4.2 Eléments propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  43 

4.3 Traitement des résonances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  45 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  4.4 Perturbations constan tes 47 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  4.5 Système critique centré 49 

4.6 Approche analytique de la solution du système critique centré . . . .  50 

4.6.1 Méthode générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  50 

4.6.2 Noyau intégrable des équations relatives à 

Encelade, Dioné, Rhéa, Titan et Japet . . . . . . . . . . . .  51 

. . .  4.6.3 Noyau intégrable des équations relatives à Mimas et Téthys 56 

4.7 Approche numérique de la solution du système critique centré . . . . .  58 

4.7.1 Séparation des équations en deux blocs . . . . . . . . . . . .  58 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  4.7.2 Intégration numérique 59 



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  4.7.3 Analyse spectrale 62 

. . . . . . . . . . . . . . .  4.7.4 Dérivées partielles de la . solution 67 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5 . Résultats 

5.1 Solution du système critique pour Mimas, Encelade. Téthys et Dioné . . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5.1.1 Solution nominale 

. . . . . . . . . . . . . .  5.1.2 Variations de la solution nominale 

. . . . . . . . . . . .  5.1.3 Pentes résiduelles dans les solutions q,i 

. . . . . . . . . .  5.1.4 Test de validité de la représentation linéaire 

. . . . . . . .  5.2 Solution du système critique pour Rhéa, Titan et Japet 

. . . . . . . . . . . . . . . .  5.2.1 Termes séculaires de JASON84 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  5.2.2 Indentification des termes 

. . . . . . . . . .  5.2.3 Précision obtenue pour la solution nominale 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5.2.4 Solution nominale 

. . . . . . . . . . . . . .  5.2.5 Variations de la solution nominale 

. . . . . . . . . . . . . . . .  5.2.6 Pentes résiduelles dans les q,, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  6 . Conclusion 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Bibliographie 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Tableaux 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Figures 



1. Introduction. 

C'est durant l'année 1655, plus de 40 ans après la découverte par Galilée des prin- 

cipaux satellites de Jupiter, que Huygens découvrit Titan, le plus gros des satellites de 

Saturne. Ce fut ensuite Cassini, célèbre par ses études sur les anneaux de Saturne, qui 

découvrit Japet, un satellite éloigné de Saturne, situé à environ 60 rayons équatoriaux 

de la planète. Il nota que ce satellite a une orbite inclinée d'environ 15' sur le plan des 

anneaux. Cassini fut aussi l'auteur de la découverte de Rhéa en 1672, puis de Dioné 

et de Téthys en 1684. Deux petits satellites très proches de Saturne, Mimas et Ence- 

lade, furent encore découverts un siècle plus tard (1789) par W. Herschel, mais il fallut 

attendre les années 1830 pour que J.  Herschel, fils de W. Herschel, remarque que le 

moyen mouvement de Mimas est presque exactement le double de celui de Téthys et 

qu'une commensurabilité similaire existe entre les satellites Encelade et Diorié. Enfin le 

petit satellite Hypérion fut découvert par Bond et Lasse1 en 1848 qui se révéla être en 

résonance 3 : 4 avec Titan. Les huit principaux satellites de Saturne sont ainsi ordonnés 

par distances croissantes à Saturne : Mimas, Encelade, Téthys, Dioné, Rhéa, Titan, 

Hypérion et Japet. Désormais ces satellites seront numérotés de 1 à 8, conformément à 

cette liste. Ces satellites furent observés de façon assidue surtout vers la fin du XIXe 

siècle, époque à laquelle on doit les premières tentatives de représentation de leurs mou- 

vements. Les théories de ces satellites ont été construites par divers auteurs et par 

couples de satellites. Voyons comment se présentent les théories actuelles. 

Pour le couple Mimas-Téthys, O. Struve (1898) remarque d'abord que la longitude 

moyenne de Mimas oscille lentement avec une grande amplitude (environ 43'). Il in- 

terprète ces oscillations comme un effet de résonance entre Mimas et Téthys, la quantité 

2X1 - 4X3 + RI + Q3 manifestant une libration de 95O d'amplitude autour de la valeur 

O, avec une période d'environ 70 ans (A est la longitude moyenne, et R la longitude du 

noeud de l'orbite sur l'équateur de Saturne). Pour que cette résonance se maintienne, 

il faut que les inclinaisons des deux orbites sur le plan de l'équateur soient assez fortes 

(elles valent I o ,  5 et 1°, 1). Quant aux excentricités, elles sont trouvées égales à 0,019 

pour Mimas et quasiment zéro pour Téthys. Depuis la première représentation donnée 

par Struve (1898), la forme de la théorie de Mimas et de Téthys, est restée très simple, 

étant réduite à un mouvement képlérien, affecté d'une précession constante des noeuds 



et des péricentres, et d'une inégalité AX dans la longitude moyenne, de la forme : 

Axi = -43: 57 sinwi (t - t,) + -0: 72 sin 3Wl(t - t,) + -O> 02 sin G1( t  - ta)  

où hl est la fréquence de la libration associée à une période d'environ 70 ans. Les ampli- 

tudes sont celles déterminées par Dourneau (1987). Cependant, Jefferys et Ries (1979)' 

Stellmacher (1982) ont signalé quelques termes à longues périodes dans les longitudes 

moyennes, mais qui n'ont jamais été pris en compte dans l'établissement d'éphémérides. 

O. Struve en 1898 puis G. Struve en 1930, étudient le couple Encelade-Dioné. Ce 

couple est en résonance 1 : 2; ils observent que la quantité X2  - 2X4 + wz oscille autour 

de la valeur zéro avec une petite amplitude. L'excentricité d'Encelade est alors forcée 

par la résonance à une valeur constante (N 0' 005) et le péricentre wz doit tourner avec 

la vitesse 2N4 - N2 où Nz et Nq sont les moyens mouvements moyens d'Encelade et de 

DionC. L'effet de la rksonance dans la longitude moyenne, est une libration de la forme : 

où bz est la fréquence de la libration dont la période vaut environ 11 ans, et où $4 est 

la fréquence du terme forcé par l'excentricité de Dioné (N 0,002), dont la période vaut 

environ 4 ans. Les amplitudes p et q valent respectivement 15 et 13 minutes dc degré 

dans la longitude moyenne d'Encelade, 1 ,3 et 1'0 dans celle de Dioné. Les théories 

actuelles tiennent compte, en plus de AX, du mouvement de précession du péricentre 

de Dioné (période 11'7 ans). Les inclinaisons sur le plan de l'équateur sont de l'ordre 

de la minute de degré. Les théories actuelles tiennent compte de la précession des plans 

d'orbite sur le plan équatorial (périodes 2,4 et 11'9 ans). 

Les variables des théories de ces quatre premiers satellites sont définies par rapport 

au plan de l'équateur de Saturne, lui-même repéré par rapport à l'écliptique et l'équinoxe 

moyen 1950. Les quatre satellites suivants sont eux repérés directement par rapport à 

ce dernier plan : 

Rhéa (G. Struve, 1933) n'est pas en résonance avec un autre corps. Cependant, 

son excentricité a une partie forcée par Titan plus importante que sa partie libre. Plus 

précisément la variation de e exp G a  dans le plan complexe est décomposée en deux 

mouvements circulaires uniformes : 

e cos w = 0,001 cos w, + 0,0003 cos w, 

e sin w = 0,001 sin w, + 0,0003 sin w, 



La fréquence P, correspond au mouvement de précession du péricentre de Titan 

(période 700 ans), et Po correspondant à la partie libre, a une période d'environ 35 ans. 

Vu le rapport d'amplitude, le péricentre de Rhéa oscille autour de celui de Titan. C'est 

pourquoi ce phénomène est quelquefois qualifié de "résonance séculaire". Les théories 

actuelles prennent aussi en compte un terme forcé par Titan dans le mouvement de 

précession du plan de l'orbite de Rhéa (ce plan est incliné d'une vingtaine de minutes 

de degré sur le plan de l'équateur). Aucune autre perturbation n'a jusqu'à ce jour été 

prise en compte. 

La théorie actuelle de Titan a été élaborée récemment par Sinclair (1977). L'excen- 

tricité de Titan vaut 0.029. Mis à part celle d' Hypérion, c'est l'une des plus élévées 

du système de Saturne. C'est d'ailleurs à cause de cette valeur élevée que l'excentricité 

de Rhéa est forcée comme on l'a vue. L'inclinaison du plan de l'orbite de Titan sur 

l'équateur est relativement modeste puisqulelle vaut une vingtaine de minutes de degré. 

Les mouvements de précession du noeud et du péricentre s'effectuent avec une période 

de 700 ans environ. Quelques termes dus aux perturbations solaires interviennent dans 

les expressions de ses éléments elliptiques (à l'exception du demi-grand axe). 

Le mouvement d'Hypérion (Woltjer, 1928; Taylor, 1984) est trop complexe pour 

pouvoir être développé ici, même partiellement. Signalons simplement, que la résonance 

3 : 4 avec Titan est due à la petite valeur de la combinaison 3Ns - 4N7 de leurs moyens 

mouvements moyens. Cette résonance force l'excentricité à une valeur très importante 

(0.104) et l'argument 3Xs - 4X7 + 227 oscille autour de la valeur 180' avec une grande 

amplitude. Le deuxième terme de libration provient de l'oscillation de a 7  forcée par 

l'excentricité de Titan. De plus, il existe aussi de nombreux termes importants à courtes 

périodes (Taylor et al, 1987; Vienne et Duriez,l991). Enfin, Hypérion est suffisamment 

éloigné de Saturne (25 rayons équatoriaux) pour ressentir fortement les pertubations 

solaires. 

La théorie de Japet a elle aussi été élaborée par Sinclair (1974), puis complétée par 

Rapaport (1978) et Harper & al (1988). La dynamique de ce satellite est dominée par 

l'inclinaison de son orbite sur le plan des anneaux forcée par le Soleil à une valeur assez 

élevée (N  15O), par les perturbations solaires elles-mêmes et par la relative proximité 

de Titan. De fait, les théories actuelles tiennent compte, au moins en partie, de ces 

fortes perturbations quelquefois sous forme de polynômes du temps (qui contiennent 

les mouvements de précession du noeud et du péricentre dont la période vaut environ 

3000 ans). L'excentricité de Japet est de 0,028. Signalons enfin la grande inégalité 



AG - 5X8 entre Titan et Japet dont la période vaut environ 9 ans. 

Afin de publier des éphémérides, Kozai (1957) puis Rapaport (1977) ont repris ces 

théories de Mimas, d'Encelade, de Téthys, de Dioné, de Rhéa et de Titan, ajustant 

leurs constantes aux observations disponibles. Ce travail a été refait récemment par 

Dourneau (1987), et par Taylor et Shen (1988), qui ont à nouveau ajusté les constantes 

de ces satellites, ainsi qu'Hypérion et Japet. 

Cependant, comparativement aux meilleures théories des satellites galiléens de 

Jupiter et des satellites d'Uranus, la précision de ces représentations est encore rela- 

tivement mauvaise, elle est en effet de : 

- 200 km pour les satellites galiléens de Jupiter (Lieske, 1980; Arlot, 1982) 

- 1400 km (Or:2 géocentrique) pour les satellites de Saturne sauf Hypérion et Japet 

(Or:25) (Dourneau, 1987; Taylor et Shen, 1988) 

- 100 km pour les satellites d'Uranus (Laskar et Jacobson, 1987) 

Or, les observations terrestres peuvent atteindre la précision de Olt05 géocentrique 

correspondant à environ 350 kilomètres sur les positions des satellites. De plus, une 

exploration spatiale du système de Saturne est prévue vers l'an 2000 (mission CASSINI) 

par une sonde qui se satellisera autour de Saturne et qui fera des observations des 

satellites avec une précision probable de quelques kilomètres. Il est donc nécessaire 

de réaliser d'importants progrès dans la connaissance des mouvements des satellites de 

Saturne. 

Il semble que la principaic raison de la mauvaise précision des théories actiielles 

provient de leur inconsistance. En effet, on a vu que les satellites de Saturne n'ont 

pas été traités tous ensemble, mais couple par couple probablement pour séparer les 

problèmes posés par les diverses résonances existant entre plusieurs couples de satellites. 

Chaque problème requérant une solution spécifique, ils ont été étudiés séparément par 

divers auteurs, utilisant des systèmes de variables différents, des systèmes de références 

différents et des systèmes de constantes différents, avec plus ou moins de précision. 

Malgré les travaux de Dourneau pour unifier le système de référence pour tous ces 

satellites, il semble difficile de réduire les (O-C) des théories actuelles parce que certaines 

sont trop sommaires, ou qu'elles dépendent de valeurs de constantes incompatibles entre 

elles. 

Afin de réaliser des progrés significatifs, il est nécessaire de reconsidérer ces pro- 

blèmes, en traitant ces satellites ensemble et non couple par couple, et en prenant en 



compte de nombreuses perturbations qui ont été jusqu'à maintenant négligées. Le but 

de ce travail est d'obtenir une nouvelle théorie analytique, générale à l'ensemble des 

satellites, représentée par un seul jeu de variables et de paramètres, dans un système 

de référence unique. Nous voulons construire cette représentation des mouvements 

avec une précision interne de quelques kilomètres, qui soit compatible avec les futures 

observations. Cette représentation doit être analytique afin de la relier facilement aux 

paramètres du système (aplatissement de Saturne, masses, constantes du mouvement), 

et permettant ainsi un ajustement de la théorie aux observations. 

La méthode que nous avons appliquée est une extension de la théorie générale 

planétaire construite par Duriez (1979) et Laskar (1984). Cette méthode a déjà montré 

son efficacité, dans la construction par Laskar et Jacobson (1987) de GUST86, une 

théorie analytique du mouvement des satellites d'Uranus. Cependant, ce système de 

satellites est plus simple que celui de Saturne puisqu'il ne contient pas de résonance. 

Dans le cas de deux satellites en résonance, Duriez (1982) a proposé une extension 

de sa théorie générale planétaire qui transforme les termes résonnants en des termes 

autonomes identiques aux termes séculaires auquels ils peuvent être associés dans un 

système critique. Un noyau intégrable peut être extrait de ce système qui permet de 

décrire les interactions des termes séculaires avec la résonance. Nous présentons ici 

une nouvelle extension capable de considérer le cas où il y a plusieurs résonances entre 

différents couples de satellites, comme c'est le cas dans le système de Saturne. 

Nous présentons d'abord les équations du mouvement des satellites de Saturne et les 

techniques utilisées pour les construire. Cependant, ces techniques tombent en défaut 

lorsqu'on cherche à développer la fonction perturbatrice du couple Titan-Hypérion, et 

notamment l /A,  l'inverse de leur distance. Le problème vient de la très ma.uvaise 

convergence du développement classique de l / A  en coefficients de Laplace, due à la 

forte excentricité d'Hypérion ( w  0.104), et au rapport très élevé des grands axes de 

Titan et Hypérion (a67 0.845) : avec ces valeurs, les orbites de Titan et d'Hypérion 

sont presque sécantes et c'est en fait grâce à la résonance 3 : 4 qu'Hypérion et Titan 

évitent toujours de se trouver en même temps aux points où leurs orbites se coupent 

presque. Ce couple exige donc un traitement particulier (Duriez, 1990; Vienne & Duriez 

1990) qui n'est pas considéré dans ce travail. L'absence de solution pour ce couple ne 

concerne d'ailleurs qu7Hypérion, car heureusement, sa masse étant très petite, ce satellite 

n'a qu'une influence mineure sur Titan (estimée à quelques kilomètres). Donc, seule 

la théorie d'Hypérion ne sera pas effectivement construite ici. Cependant, l'influence 

d'Hypérion sur les satellites autres que Titan a été considérée dans leurs équations, et 



cela a permis de vérifier qu'elle était négligeable pour ces satellites. 

La méthode générale de résolution est basée sur deux principes : le premier est 

une séparation formelle de la solution en une partie dite critique qui décrit l'évolution 

à long terme du système, et d'une partie à courtes périodes; le deuxième principe est 

une résolution ordre par ordre par rapport à un petit paramètre qui représente ici la 

masse des satellites perturbateurs ou l'un des coefficients d'aplatissement de Saturne. 

De ces deux principes, on déduit une séparation identique des équations en un système 

d'équations pour les perturbations à courtes périodes, et un autre (appelé système cri- 

tique), pour les perturbations à longues périodes. La construction de ces deux systèmes 

est menée ordre par ordre de la façon suivante : 

Nous résolvons d'abord le système à courtes périodes d'ordre un. Sa solution, AiV,  

est une fonction explicite de la solution V, du système critique, mais une caractéristique 

importante de la méthode réside dans le fait que, pour intégrer les perturbations à cour- 

tes périodes, nous n'avons pas besoin de connaître Vo. La solution Ai V permet alors de 

construire le système critique au second ordre ainsi que le système à courtes périodes 

du second ordre, qu'on intègre et qui permet de construire l'ordre suivant, et ainsi de 

suite ... Ainsi, la résolution des termes à courtes périodes est une étape importante 

dans la construction du système critique d'ordre deux. Notre souci a été de rechercher 

de manière exhaustive tous les termes à courtes périodes qui influent significativement 

dans la solution. Nous verrons que pour cela, une analyse harmonique rapide des se- 

conds membres des équations de Lagrange permet de repérer toutes les perturbations 

supérieures à un seuil donné (on a choisi O, 1 km), pour ensuite ne dirvelopper analy- 

tiquement que ces perturbations; elle permet aussi de contrôler la convergence de ces 

développements. Nous présentons toutes celles qui sont supérieures à 10 kilomètres 

(Tableaux 6 et 7). 

La construction du système critique a aussi été réalisée de manière exhaustive, 

et de façon à assurer une précision interne de l'ordre du kilomètre; on effectue alors 

plusieurs changements de variables successifs ayant pour but de concentrer la partie 

prépondérante du système critique en un système autonome. Pour chacune de ces 

transformations, nous avons pris soin de maintenir la précision interne au niveau du 

kilomètre. Un noyau intégrable peut ensuite être extrait du système autonome. Sa 

résolution permet de retrouver les principales caractéristiques du mouvement des satel- 

lites de Saturne telles qu'on les observe dans les théories actuelles. Cependant, pour 

maintenir la précision obtenue lors de la construction du système critique (et lors de 



ces transformations), nous avons préféré résoudre numériquement ce système. En effet, 

ne contenant pas de courtes périodes, son intégration numérique est réalisable sur une 

longue durée (plusieurs siècles) avec un pas d'intégration relativement grand (quelques 

jours). Cette solution discrète a été ensuite transformée en une solution formelle par des 

techniques d'analyse de Fourier. Cette solution dépend bien sûr des valeurs données aux 

paramètres physiques et aux constantes d'intégration. Les variations de cette solution 

par rapport aux paramètres physiques et aux constantes d'intégration ont été obtenues 

en intégrant de la même façon les équations aux variations. L'ensemble de cette so- 

lution et de ses variations linéaires forme ce que nous pouvons appeler Représentation 

Linéaire du mouvement des satellites de Saturne, donnée dans les Tableaux 14 à 23 

(Mimas, Encelade, Téthys et Dioné), et dans les Tableaux 27 à 34 (Rhéa, Titan et 

Japet). 

Dans l'analyse de ces résultats, nous montrons que de nombreuses perturbations im- 

portantes qui n'ont jamais été considérées jusqu'ici, existent. Nous attirons l'attention 

sur certaines d'entre elles, surtout dans les solutions de Mimas et de Japet. Par com- 

paraison à l'intégration numérique initiale, la précision de la représentation linéaire peut 

être estimée à quelques kilomètres sauf pour Japet (nous n'avons pu obtenir pour lui 

une précision meilleure que 100 kilomètres sur 100 ans). Cette précision montre que 

la représentation linéaire obtenue est directement utilisable pour effectuer un ajuste- 

ment sur les observations, dont on pense pouvoir tirer des éphémérides ayant la même 

précision. 





2. Equations du mouvement et méthode générale de résolution. 

2.1 Equations du mouvement. 

Le repère utilisé est un repère saturnicentrique, de directions fixes. Deux de ces 

directions sont choisies, dans le plan équatorial de Saturne pour une époque fixée (choisie 

égale à J1980), la direction origine étant le noeud de ce plan sur l'écliptique moyen 

J2000. Pour rapporter le mouvement des satellites dans le système J2000, il suffira 

de tenir compte de l'inclinaison et de la longitude du noeud du plan équatorial sur cet 

écliptique et par rapport à l'équinoxe moyen 52000 (c'est-à-dire respectivement 283 0752 

et 16935084). Chaque satellite, ainsi que le Soleil, est de cette façon repéré par des 

éléments elliptiques osculateurs, notés de façon classique: a, e, i ,  R, a and c. Le moyen 

mouvement osculateur n  est relié à a par la troisième loi de Képler : 

où G la constante de gravitation, M, la masse de Saturne et m la masse du satellite. 

Nous allons développer le mouvement de chaque satellite au voisinage d'un mou- 

vement circulaire uniforme dont le moyen mouvement N  est celui qu'on observe (alors 

appelé moyen mouvement moyen), et dont on déduit le rayon A par la même troisième 

loi de Képler N 2 A 3  = n2a3.  C'est pourquoi nous préférons utiliser les variables p, q, z ,  

Ç, déjà introduites dans le cadre d'une théorie générale planétaire par Duriez (1977) et 

Laskar (1984), et qui représentent des écarts entre le mouvement réel et ce mouvement 

circulaire. Elles sont définies par : 

a  = A(l + p)-2'3 * n  = N ( l +  P) 

A =  J n d t + i = ~ t - i q  avec E =G 

i 
(' = sin- expzR 

2 

La variable p est réelle, q est imaginaire, z et C sont complexes et leurs conjuguées 

seront notées 2 et t. 



En dérivant par rapport au temps l'expression de la longitude moyenne, nous avons : 

Il est alors avantageux de séparer la variable osculatrice p en deux parties: 

où p, est une constante ajustée de façon à ne pas avoir de terme constant dans l'équation 

af,  car de cette f a ~ o n  N sera bien le moyen mouvement moyen, c'est-à-dire la partie 

linéaire du temps dans la longitude moyenne. D'après (2.31, p, est donné par l'équation : 

où l'on a noté < x > la valeur moyenne de x : 

La constante p, représente ici ce qu'on appelle la perturbation constante du demi- 

grand axe. Il est donc préférable, dès que l'on connait au moins une approximation de 

p,, de se placer au voisinage du demi-grand axe constant perturbé, et de ne considérer 

comme variable que la partie Sp de p. Nous avons alors : 

c'est-à-dire : 

n = N(i  +fi) avec N = N(1 + p,) et fi = Sp/( l+ p,) 

Ainsi, N est la partie constante du moyen mouvement osculateur. Définissant A = 

A(1+ p,)-2/3, nous avons encore : 

A est ainsi très proche de la partie constante (ou la valeur moyenne) du demi-grand axe 

osculateur. Désormais, nous utiliserons la variable p" au lieu de p, car elle a l'avantage 

(comme la variable q) de ne comporter que des variations périodiques. Une (petite) 

partie constante peut néammoins subsister dans p", soit parce que p, n'est pas encore 

déterminé avec toute la précision souhaitée, soit parce qu'on veut se laisser la possibilité 

d'ajuster la valeur du moyen mouvement moyen. 



On trouvera dans le Tableau 1, la valeur connue actuellement des moyens mou- 

vements moyens, des masses et des paramètres physiques du système de Saturne. On 

y trouve aussi pour chaque satellite des valeurs de p, et du A correspondant. Au 

départ, les constantes p,  ne sont pas connues; les valeurs données sont celles issues 

d'un calcul de < deldt > limité au degré 3 dans l'excentricité forcée d'Encelade et au 

degré O dans les autres excentricités et inclinaisons (on verra le calcul complet de p, en 

54.4). Ce calcul préliminaire est effectué par approximations successives en partant de 

p,i = O. En fait, deux itérations suffisent pour assurer une précision relative de  IO-^. 
Les itérations convergent vers les mêmes valeurs en partant des valeurs de p,; déduites 

des demi-grands axes issus des observations (Duriez et Vienne, 1991). 

Les variations des éléments osculateurs sont données, pour chaque satellite, par les 

équations de Lagrange suivantes (Duriez, 1979, 1982): 

di z (1 + 01i3 [24 a~ - - - -- d R 
dt zx 82 aq 4 ( -?)] 442-+- ç-+ç-  

où l'on a noté 4 = JE et 4 = 1/(1 + 4) . Dans ces équations, R est la fonction 

perturbatrice qui, si les équations (2.7) sont relatives au satellite i (noté Si), s'écrit : 

Chaque terme Rij représente la perturbation de Si par Sj  : 

où ri est le rayon vecteur saturnicentrique du satellite Si, ri son module et Aij la 

distance de Si à Sj. Chaque terme Fin représente la perturbation de Si par le terme 

d'aplatissement de Saturne, dépendant du coefficient Jn (en pratique seuls J2, J4 et J6 

sont considérés, cf. Tableau 1) : 



où a ,  est le rayon équatorial de Saturne, pi la latitude de Si par rapport au plan 

équatorial, et Pn le polynôme de Legendre d'ordre n. Nous devons donc repérer le plan 

de l'équateur de Saturne par ra,pport au système de référence: Soit i, et SI, l'inclinaison 

et le noeud de ce plan; on définit la variable complexe: Ç, = sin 9 exp z O,, et le 

mouvement de précession de la planète peut être donné par les variations de cette 

variable : 

Cette équation, où G, est le moment angulaire de Saturne, est une approximation 

car elle représente seulement le mouvement à long terme et suppose la planète rigide; 

une démonstration de cette équation peut être trouvée par exemple dans Ferraz-Mello 

(1979). 

2.2 Développement des équations. 

Le système différentiel des variables pi, qi, zi and Ci peut s'écrire sous la forme suivante, 

pour i = 1 à 8 : 
dpi - (P) - 
dt - Li ( P ,  q, 2, C, 2' Ç' t) 

dzi ( z )  - 
- = 2 Li ( P ,  q, 2, Ci  2, C,t) dt 
dCi - = 2 LI()(@, q, Z, C, Z, <, t)  
dt 

L'équation pour la variable Ç, a la même forme que la dernière équatioii de (2.12). 

Le temps t apparait dans les fonctions L:~); cela provient de l'évaluation des posi- 

tions dans la fonction perturbatrice, en fonction des mouvements képlériens osculateurs: 

Nous développons chaque Ri en série de Poisson du temps t et de toutes les variables (6, 
4, z, 2, C, <), en utilisant les techniques décrites par Duriez (1977, 1979, 1989) et Laskar 

(1985). Plus précisément, chaque partie LR,;. dans l'équation e de (2.12) limitée à la 

partie Rij de Ri, est une série de Poisson analytique, de la forme: 

min( Ai, A.). 
O' les 'l:!n,v,I>,Yi) (a i j )  sont des coefficients numériques dépendant des L*ij = 

Ai, ;,), 
ils sont calculés pour les valeurs courantes de xi et Àj, c'est-à-dire avec les valeurs 



courantes de p,; et poj. Les exposants g,, gj, ni, nj, ui, vj, 6i, fij, üi et üj sont des entiers 

positifs ou nuls, tandis que 1, ki et kj sont des entiers relatifs vérifiant les relations de 

d'Alembert : 
k; = ni - ni + üi - ui - 1 + ~ ( e )  

soit encore : 

k; + kj = fi; - ni + Vi - vi + fij - n j  + ~j - vj + ~ ( e )  (2.14) 

où .(fi) = ~ ( q )  = O , ~ ( 2 )  = T ( Ç )  = 1 et r(Z) = r(c)  = -1 . On dit pour chaque 

terme du développement (2.13) qu'il est : 

. de degré nt + nj + vi + vj +ni  + f i j  + üi + üj (exposants des variables en excentricités 

et inclinaisons) 

. de grade gi + gj (exposants des variables fi) 

. de caractéristique CI = ki + kj 

Les termes ayant le même argument (kiNi + kjNj) t , appartiennent à une même 

classe de termes appelée inégalité. CI est la caractéristique de l'inégalité. On distingue 

aussi pour chaque terme la caractéristique du monôme CM (Laskar, 1985) : 

CM = Cà(fii - ni + ü, - vi) 

La propriété de d'Alembert (2.14) s'écrit alors : 

Le développement d'une inégalité de caractéristique CI dans l'équation (e) commence 

donc au degré [Cr - r(e)(  en excentricités et inclinaisons. 

La partie Fin relative à l'aplatissement de Saturne est de la même façon développée 

en série de Poisson (Duriez, 1989) : 

-gi -ni -Pi ni vi -fi, 
x p; z; Çi zi Ci Cs C,"' exp (kiqi + z kiNi t )  

où les exposants vérifient: 



Enfin, le second membre de l'équation (2.11) est développé sous la forme: 

où les exposants vérifient encore la relation de d'Alembert: 

y, est le rapport I , /Msa: où 1, est le moment d'inertie de Saturne autour de son axe 

de rotation, et N ,  est la vitesse de rotation de la planète sur elle-même (cf Tableau 1).  

On peut remarquer que chaque terme du développement L ( ~ )  contient en facteur 

un petit paramètre, qui est : 

soit mi/M,  pour les perturbations mutuelles 

soit le coefficient Jn pour les termes d'aplatissement 

soit (Ng/N, ) '  pour les perturbations solaires 

Nous désignerons toutes ces quantités par la notation commune E .  Les dévelop- 

pements des seconds membres des équations de Lagrange sont donc d'ordre 1 par rapport 

à E .  Il faut cependant remarquer que le petit paramètre J2 est bien plus important que 

tous les autres facteurs. 

En pratique, ces développements sont construits jusqu'à un degré donné en excen- 

tricités et inclinaisons, en utilisant les techniques décrites par Duriez (1979). Le logiciel 

qu'il .a développé, peut pour une inégalité donnée dans une équation donnée, calculer 

tous les termes de son développement jusqu'au degré 9. Heureusement, comme l'on 

verra au chapitre 3, il sera rarement nécessaire d'atteindre ce degré. 

2.3 Principe général de I'intégration. 

Rassemblons les 50 variables ((P~,  qi, zi, zi, ci, ci)i=i...8, C s ,  Cs )  dans un vecteur V. 

Le système différentiel (2.12) peut alors se noter de manière plus compacte : 



où E indique que les équations sont du premier ordre (nous verrons plus tard que les 

termes NipOi + N i p i  dans (2.12), sont aussi des petites quantités du premier ordre). 

Dans EA(V, t) , le temps t apparaît seulement dans les arguments qui définissent les 

inégalités [comme par exemple z (xi kiN;)t]. On a séparé dans (2.18) les inégalités de 

cette façon : 

(&A(V,t)) est la partie dite critique, rassemblant les inégalités dont les fréquences 

Ci kiNi sont bien plus petites que les moyens mouvements des satellites 

{EA(V, t ) )  est la partie dite à courtes périodes, rassemblant les autres termes 

Plus précisément, dans le sytème de Saturne, les inégalités critiques sont : 

a - les termes séculaires, pour lesquel tous les ki sont nuls, 

b - les termes solaires, de fréquence Ng, 

c - les termes caractérisant les résonances, c'est-à-dire de fréquence Ni -ZN3 (résonance 

Mimas-Téthys), N2 - 2N4 (résonance Dioné-Encelade) and 3N6 - 4N7 (résonance 

Titan-Hypérion), 

d - les termes résultant d'un produit quelconque de termes du type a-b-c. 

De ces définitions on peut donc déduire, que le produit de deux termes critiques 

est un terme critique, le produit d'un terme critique par un terme à courte période est 

un terme à courte période, tandis que le produit de deux termes à courtes périodes peut 

être soit critique, soit à courte période. 

Avec les moyens mouvements moyens du Tableau 1, nous obtenons : 

Les inégalités correspondantes sont critiques car, non seulement, leurs fréquences IlciNi+ 

kjNj( sont très petites (plus petites que f iNi)  mais surtout elles sont du même ordre 

de grandeur que les mouvements séculaires des péricentres et des noeuds des satellites 

correspondants, justifiant que ces termes soient traités avec les termes séculaires; plus 

précisément la partie constante des quantités 2N1 - 4N3 + fi1 + f i3  , N2 - 2N4 + ~2 

et 3Ns - 4N7 + w 7  est nulle (résonance stricte), la combinaison correspondante des 

longitudes oscille autour d'une valeur constante (libration). Un critère équivalent, qui 

sera explicité au chapitre suivant, est de dire qu'une inégalité est considérée comme 

critique si la méthode d'intégration des inégalités à courtes périodes ne lui convient pas. 



De ce point vue, les termes solaires sont critiques, tandis que ceux composant l'inégalité 

As - 5X8 de fréquence -0: 112773-1 sont considérés à courtes périodes car les mouve- 

ments des péricentres et des noeuds de Titan et de Japet qui affectent cette inégalité 

ont des fréquences bien plus petites. Le Tableau 2 du chapitre 3 illustre ce critère de 

séparation entre termes critiques et termes à courtes périodes. 

Pour intégrer (2.18)' nous cherchons une solution V(t) sous la forme: 

Vo et AV représentent respectivement (Foi, go;, zoi, Z,;, coi, c i ) i=l  ... 8 et (Ap";, Agi, Azi, 

A?;, AC;,  AC;)^=^...^. Nous verrons que Vo(t) représente le mouvement à long terme 

du sytème et dépend explicitement des constantes d'intégration (d'ordre zéro); Vo(t) 

sera donc d'ordre zéro au moins en 6. Par contre, &AV(Vo, t)  représentera de petites 

oscillations autour de Vo et sera d'ordre un au moins en a. On peut donc développer 

EA(V, t)  en séries de Taylor au voisinage de la solution Vo : 

Dérivons l'expression (2.19) : 

d v  dvo ~ E A V ( V O , ~ )  . - dvo a&Av(vo,t) 
- + av, dt dt dt + a t  

et identifions Vo à la solution du système critique, c'est-à-dire : 

Les courtes périodes &AV(Vo, t)  sont alors données par les termes restants : 

Le premier principe d'intégration que nous venons de voir est une séparation entre 

la partie critique et la partie à courtes périodes. Dans le même temps l'intégration se 



fait selon le deuxième principe qui est une résolution ordre par ordre en E . En effet, 

supposons que EAV se développe en puissance de E ,  sous la forme : 

On obtient alors : 

+ E2 t ,  . A, v(vo '  t)} avo 
etc. 

La partie à courtes périodes peut donc s'intégrer ordre par ordre indépendamment de 

l'intégration de la partie critique. De plus, si on connait la solution eAV à un ordre 

k, en la reportant dans les seconds membres des équations (2.22), on obtient le système 

critique construit jusqu'à l'ordre k + 1 

Remarque. Cette séparation en deux sous-systèmes rend possible la recherche d'une 

solution particulière pour le système à courtes périodes. Ainsi, aucune constante d'inté- 

gration ne sera ajoutée dans AV(V0,t); les constantes d'intégration de la solution 

générale seront introduites seulement dans Vo(t), lors de l'intégration du système cri- 

tique. 

2.4 Construction pratique des équations du mouvement. 

Pour construire les développements des équations, nous utilisons plusieurs outils : 

En premier lieu, dans le cas de faibles excentricités et inclinaisons, c'est-à-dire pour 

tous les satellites (sauf Hypérion lorsqu'il est perturbé par Titan), le développement des 

seconds membres des équations (2.12) est obtenu par les techniques décrites dans Duriez 

(1979). Le logiciel FORTRAN correspondant a été revu et est maintenant capable de 

fournir les expressions formelles (2.13)' (2.16) et (2.17) jusqu7au degré 9 en excentricités 

et inclinaisons, et au degré 2 dans les variables 5;. Le calcul de ces développements n'est 

pas fait d'un seul coup, mais est fractionné inégalité par inégalité : on désigne chaque 

inégalité que l'on veut développer (donnée par les entiers ki et k j )  dans une équation 

donnée (par son index u et par les indices i et  j des corps perturbé et perturbant), 

et on indique le degré maximum souhaité pour le développement ( 5  9). Ainsi, on 



peut ne calculer que les inégalités utiles. On verra plus loin, à propos des termes 

à courtes périodes, comment nous avons défini les critères pour retenir les inégalités à 

courtes périodes utiles, et pour fixer le degré maximum auquel il faut les développer. Au 

contraire, les inégalités critiques (séculaires, résonnantes et solaires) ont été développées 

complètement, au degré 6. 

Pour le calcul des équations à l'ordre 2, il faut exprimer les produits (" . ~ A V )  

dans (2.22) et fi dans (2.23). Nous avons utilisé pour cela {" .&Av} - ;7va. d t  
le logiciel développé par Laskar (1985). La technique est la même qu'à l'ordre 1. On 

désigne l'équation et l'inégalité voulue ainsi que le degré maximum; le logiciel effectuera 

tous les produits conduisant au résultat cherché : En principe, il y a une infinité de 

produits d'inégalités à effectuer pour trouver une inégalité donnée; le logiciel permet 

d'isoler les produits significatifs dans le résultat et d'en estimer la précision. 

Pour le calcul de l'ordre 3 en J2 et pour manipuler les équations développées par 

les techniques précédentes aux ordres 1 et 2, nous avons utilisé un manipulateur de 

formule, TRIP, mis au point par Laskar (1989). C'est un outil, développé en langage 

C, qui manipule des séries trigonométriques complexes, à coefficients polynomiaux, à 

nombre arbitraire de variables complexes ou réelles. Il permet principalement d'effectuer 

le produits de ces séries, la sustitution par une série d'une variable dans une série, la 

dérivation et l'intégration par rapport à n'importe quelle variable. Au contraire des 

manipulateurs généraux, les coefficients numériques sont en double précision, et non 

sous forme rationnelle. Mais son principal intérêt est de permettre des troncatures 

très sophistiquées sur le degré d'une ou de plusieurs variables, ainsi que sur l'ordre de 

grandeur des coefficients, ces modes de troncature étant effectifs à l'intérieur des produits 

ou substitutions. Ainsi, à Ia demande, on peut calculer directement un produit tronqué, 

sans avoir à calculer d'abord le produit complet puis à tronquer le résultat. Ceci permet, 

lors du calcul d'un produit tronqué, une grande économie de mémoire. 



3. Perturbations à courtes périodes. 

3.1 Intégration des courtes périodes. 

3.1.1 Méthode. 

L'intégration des équations (2.23) ou (2.25) est effectuée facilement terme par terme 

et ordre par ordre. En effet, partant des expressions (2.13) ou (2.16)' on obtient à tout 

ordre k,  des équations (2.23) mises ainsi sous forme scalaire : 

a a k ~ j  - -- 
at - z Ni 1 T~::;)(vO) enp t(8ikiN.t) pour o = 5, z or ( 

{ k i )  

et 

~ = ~ N ~ A ~ ~ j t ~ N ~ C ~ ~ : ~ ; ) ( l i , ) e ~ p ~ ( E i k i N i t )  dt pour o = q  
{kd 1 

Chaque coefficient T ~ ~ ' ~ ) ( v o )  est une fonction analytique des variables (Foi, qoi, zoi, Zoi, 

Coi, (oi)i=l...8 présentes dans Vo, et n'est donc pas fonction explicite de t. On obtient 

donc : 
N.  T(k,") 

{k" exp z (EikiNit) C ÇikiNi 
{k i  1 

Nous pourrions ajouter une constante ou toute fonction de Vo à cette solution mais nous 

ne le ferons pas de façon qu'au second ordre, le produit ,- . (h(V0, t))  dans 

(2 .256)  n'engendre que des termes à courtes périodes. Nous verrons d'ailleurs plus loin 

(en 53.1.2) quelle interprétation on peut donner à ce produit. 

Pour les équations relatives à ~ k q j ,  il faut intégrer aussi ~ N ~ ~ ~ l l j ,  ce qui ajoute 

aux termes de la forme (3.1)' les termes suivants : 

Ces formules permettent de calculer d'abord AiV dans (2.25~)'  puis, substituant 

sa valeur dans (2.253)' on peut intégrer le second ordre, et ainsi de suite pour les ordres 



supérieurs. Cela suppose seulement que l'intégration conserve l'ordre en E .  On est bien 

dans cette hypothèse puisque par construction AkV ne contient pas de terme critique. 

Il n'y a donc pas de problème pour identifier l'ordre de chaque terme. 

Avec une solution ainsi obtenue à l'ordre k, nous pouvons donc construire le système 

critique (2.22) jusqu'à l'ordre k + 1. De plus les termes à courtes périodes restant des 

fonctions explicites de Vo, il n'est pas nécessaire de connaître une solution Vo du système 

critique pour obtenir la solution du système à courtes périodes. C'est d'ailleurs ce que 

nous allons illustrer dans le paragraphe suivant. 

3.1.2 Analyse de la méthode. 

Cette façon d'intégrer les termes périodiques est classique dans le cadre de théories 

générales planétaires, mais l'est moins dans celui des théories de satellites. Pour en 

comprendre la raison, prenons l'exemple d'un terme à courte période d'ordre un : 

-g. f i . - " .  n .  ,,. 9' fi' -fil n' 
C ( a i j ) ~ ~ : ~ ~ ~ 6 ~ i ~ ~ i ' C ~ i  fi&zo3 6 o j ~ o ;  103. exp [kiqoi + kjqoi + z (kiNi + kjNj)t] 

En utilisant les relations (2.2) et notant y = sin(i/2) , ce terme est équivalent à : 

-gi ni+ni ui+ui figj, enj +fij uj+üj 
C("ij)poi ei yi 03 , yj  exp(kiqoi + kjqoj) x 

X exp z [(kiNi + kjNi)t + (ni - n , ) ~ ,  + (nj - fii)mj + (vi - üi)Ri + (vj - ü,)Rj] 

Dans les théories classiques de satellites, un tel terme est intégré en divisant son coeffi- 

cient par sa fréquence kiNi + kjNj +(ni -fii)pi +(ni -nj)wj +(vi - üi)Ri + (vj - üj)Rj. 

Celle-ci dépend des mouvements séculaires des péricentres et des noeuds, qui doivent 

donc être supposés connus. En fait, dans notre méthode, nous n'avons pas besoin de 

connaître ces mouvements séculaires, mais nous en tenons compte implicitement par 

l'intégration ordre par ordre. En effet, dès le second ordre, nous utilisons les informa- 

tions concernant ces mouvements qui sont contenues dans le produit v. 
(EA(VO, t ) ) .  On peut le mettre en évidence sur des équations simplifiées (comparables 

à celles concernant les excentricités et les péricentres), et dans lesquelles le système 

critique est réduit à sa partie linéaire diagonalisée : 

dzi 
- = 2 E (wiii + C c! : ) ,~ ,  n ( z 3  if; ) exp[z E (kj ~ j ) t ] )  pour i = . . . n 
dt 

Dans cette expression, tous les termes périodiques sont supposés à courtes périodes. 



Avec zi = zoi + &Azi(Kl t) et Vo = (203, Zoj)j=l,n, on sépare les deux équations : 

dzoi - 
dt 

= z E W i Z o i  (la partie séculaire) 

c'est-à-dire : 

z C f i .  ~ ( Z Z G )  exp[z C (kjIVj)t] + O(&') 
1 ,  1 1  1 

Cette équation se résoud exactement par : 

Si, comme en (2 .25~)  et (2.25b), nous écrivons les équations pour &Azi éclaté en 

divers ordres : EAZ, = ~ A l z i  + ~ 'Azzi  + . . ., nous obtenons, d'abord au premier ordre : 

dAl zi 
dt 

= z C c&, ,=,, n ( Q  if; ) exp[z B ( k j ~ , ) t ]  

soit 

puis pour le second ordre : 

soit 

Il apparait alors que la somme Aiz + iA2z est le début du développement (3.3), dans 
1 lequel chaque terme ikj Nj )Ew, est développé en: -L E (nj -nj ) tw j  

( E ( h j N j ) )  ('- x ( k j N j )  ). 
Bien sûr, un tel développement n'est valable que si la combinaison C (ni - n j ) w j  est 

bien plus petite que C (kjNj) , ce qui est vrai pour les courtes périodes et seulement 

pour elles. 



On peut illustrer ceci sur quelques exemples d'inégalités présentés dans le Tableau 

2. L'évaluation de l'amplitude d'une inégalité y est faite de deux façons, selon la formule 

(3.4) au premier ordre (colonne Ordre 1)' puis selon la formule (3.3) (colonne Ordre 1 

+ diviseur ''complet"). Les vitesses des noeuds et des péricentres nécessaires à cette 

évaluation sont celles issues des théories actuelles, ces vitesses sont données dans la 

formule (3.11) de ce chapitre. 

La première inégalité, (-A5 + 2A6) dans la solution de z de Rhéa, peut être con- 

sidérée à courte période, car l'influence de la vitesse des péricentres et des noeuds est 

si faible qu'elle n'apparait pas à la précision donnée dans le Tableau. Par contre pour 

l'inégalité solaire 2X9  dans la solution en z d7Hypérion1 les deux méthodes donnent des 

différences notables qui s'expliquent ainsi : les termes de plus bas degré de cette inégalité 

sont de degré un (propriété de d'Alembert) et contiennent en particulier la variable Z07 

d'Hypérion qui a un module important (environ 0.10)' mais qui a surtout son argu- 

ment (péricentre) tournant avec une période d'environ 19 ans, très comparable à celle 

de l'inégalité solaire (15 ans). On voit donc ici pourquoi les inégalités purement solaires 

sont critiques dans le cas d'Hypérion, elles semblent cependant moins "critiques" dans 

le cas de Japet. E d n ,  concernant la grande inégalité (-As +5&) qui a une assez longue 

période (8.7 ans), on peut la considérer comme celles à courtes périodes parce que les 

périodes des péricentres et des noeuds qui peuvent l'affecter sont beaucoup plus longiies 

(environ 700 ans pour Titan et 3000 ans pour Japet). 

Cependant il importe de voir que dans la méthode "à diviseur complet'' schématisé 

par le système (3.2), la solution exacte (3.3) existe uniquement parce que le système 

critique était réduit à une partie linéaire diagonale. Un tel système peut résulter de 

la diagonalisation du système initial, c'est-à-dire de la recherche des valeurs propres 

et des modes propres (utilisant par exemple la technique de normalisation de Birkhoff 

pour tenir compte aussi des termes non linéaires, cf. Laskar (1984)). Dans ce cas, 

les variables 2,; de l'équation (3.2) représentent plutôt les modes propres qui sont les 

nouvelles variables résultant de cette diagonalisation; cependant, cela impose d'exprimer 

aussi le coefficient des termes à courtes périodes dans (3.2) en fonction de ces nouvelles 

variables, et donc une manipulation très lourde des séries correspondantes. Il est donc 

préférable d'utiliser la seconde méthode (illustrée en (3.4) et (3.5)) d'autant plus que la 

résolution du système critique n'a alors pas besoin d'être connue pour intégrer les termes 

à courtes périodes. La validité de cette méthode vient de ce qu'on a évité le problème 

des petits diviseurs dans les termes à courtes périodes, rejetant celui-ci dans le système 

critique; ainsi, tous les diviseurs utilisés pour intégrer les termes périodiques ne sont 



que très peu modifiés par les mouvements de précession des noeuds et des péricentres. 

3.2 Sélection des inégalités du  premier ordre et convergence en degré. 

Nous avons vu que le logiciel utilisé pour développer les équations de Lagrange est 

très souple d'emploi puisqu'il procède inégalité par inégalité, permettant de sélectionner 

une inégalité CikiXi quelconque et de donner son développement sous la forme : 

où l'amplitude T{kil de l'inégalité est une série entière de @, z ,  3, C et f, tronquée au 

degré souhaité ( 5  9). Aussi pour éviter de calculer des inégalités négligeables, ou au 

contraire, d'en oublier certaines, il est important de connaître à l'avance quelles sont 

les inégalités significatives pour une précision donnée. Pour cela, nous avons utilisé 

une méthode de perturbations semi-numérique (gardant l'analyticité par rapport aux 

variables Xi seulement) qui permet de sélectionner les inégalités d'après leur amplitude, 

ne retenant que celles dépassant un certain seuil. De plus cette méthode est suffisamment 

précise pour que l'on puisse comparer ses résultats avec les développements analytiques 

que nous savons construire degré par degré, permettant de contrôler la convergence de 

ces développement S. 

3.2.1 Perturbations du premier ordre par analyse harmonique. 

Nous avons utilisé un programme de perturbations semi-numériques réalisé par 

Simon (1985) pour l'étude du problème planétaire (Simon et Francou, 1982). Il ef- 

fectue l'analyse de Fourier des équations de Lagrange par rapport aux deux longitudes 

moyennes X et A' d'un couple de planètes, donnant le développement de chaque équation, 

sous forme d'une série de Fourier des deux variables X et A' à coefficients numériques 

dépendant des valeurs données aux demi-grands axes, excentricités, inclinaisons, lon- 

gitudes des noeuds et des péricentres: nous avons choisi ces valeurs égales à celles 

données pour ces satellites à un instant to arbitraire, par la théorie que Dourneau a 

ajustée (1987). L'intégration des séries de Fourier obtenues est alors effectuée exacte- 

ment comme dans la formule (3.1) c'est-à-dire en considérant chaque inégalité (même 

critique ou solaire) comme étant à courte période. Il faut cependant remarquer que les 

amplitudes des inégalités calculées de cette façon sont des évaluations instantanées (en 

t o ) ,  ne tenant pas compte des variations à long terme des variables z et C. Nous avons 



vérifié que ces variations restent petites en effectuant plusieurs analyses de Fourier pour 

plusieurs to répartis sur un siècle. Mais l'important est de noter ici que la liste des 

inégalités supérieures à une certaine précision est très stable quand to varie, car c'est 

cette liste d'inégalités qui est utilisée par nos programmes de développements analy- 

tiques, pour ne construire ainsi que les inégalités significatives à une précision donnée. 

Tous les couples de satellites ont ainsi été analysés. Cependant, il est apparu 

que le couple Titan-Hypérion est très mal représenté par cette méthode, confirmant 

les résultats de Duriez (1988). Ainsi, pour ce couple, il a été nécessaire de concevoir 

une méthode spécifique afin de calculer leurs inégalités à courtes périodes, et qui est 

présentée dans Vienne & Duriez (1991). Cette méthode spécifique, propre à traiter les 

cas de résonance, a permis de vérifier que son application aux deux autres couples de 

satellites en résonance (Mimas-Téthys et Encelade-Dioné), donne des termes à courtes 

périodes très proches de ceux obtenus par l'analyse de Simon, montrant ainsi que, pour 

ces satellites, les librations dûes aux résonances affectent très peu les termes à courtes 

périodes. 

En ce qui concerne les inégalités périodiques provenant des perturbations par 

l'aplatissement de Saturne, il n'est pas nécessaire de déterminer quelles sont celles qu'il 

faut calculer. Elles sont peu nombreuses, n'étant que les multiples kX de la longi- 

tude moyenne du satellite considéré; en effet, comme le facteur k correspond à des 

développements de degré k au moins en excentricités et inclinaisons, et qu'on limite le 

degré, le nombre de ces inégalités et le nombre de termes de leur développement, sont 

très limités et il est apparu plus simple de développer complètement toutes ces inégalités 

jusqu'au degré six, prenant en compte toutes les contributions en J2, Jq et J6. 

Enfin, pour rechercher les inégalités solaires significatives pour chaque satellite, 

nous avons utilisé le même programme de Simon, le Soleil perturbateur étant alors 

considéré comme un satellite lointain. La liste d'inégalités résultante a servi de guide 

pour notre logiciel de développements analytiques. 

Remarque. Le programme d'analyse de Fourier nécessite de fixer deux entiers suf- 

fisamment grands 2 P +  1 et 2Pr  + 1, égaux aux nombres de valeurs de X et Ar discrétisées 

en vue de l'analyse. En fait l'analyse est faite par rapport aux variables suivantes : 

où 1 = c + N t  and Ar = E' + Nrt  . De l'expression des coefficients de Laplace et 

de la propriété de d'Alembert dans le développement de la fonction perturbatrice, on 



peut montrer que le coefficient correspondant à l'argument ilOl +- i202 a en facteur 

alil[ x /31i21 où a est le rapport des demi-grands axes et ,8 de l'ordre des excentricités et 

des inclinaisons. L'ordre de grandeur connu de ces quantités permet de fixer les bornes 

de la série de Fourier suivant le couple de satellites considérés: La valeur de a permet 

de limiter [i l  1 à un entier P choisi, et celle de ,B de limiter liz 1 à un certain P'. En fait, 

pour simplifier, nous avons adopté des mêmes valeurs (suffisamment grandes) pour tous 

les couples de satellites : 

P = 64 et P' = 20 (3.7) 

Pour assurer une précision interne d'environ 10 km, nous avons retenu toutes les 

inégalités d'amplitude supérieure à 0.1 km dans chaque variable et pour chaque couple 

de satellites (sauf Titan-Hypérion). Le nombre d'inégalités alors obtenu n'est pas très 

élevé (984). Nous ne donnerons pas cette liste ici, mais seulement sa distribution par 

variable et par couple (Tableau 3). Dans ce Tableau, on vérifie que Titan et le Soleil 

sont bien les corps les plus perturbateurs : Les perturbations solaires concernent surtout 

Japet, Hypérion et Titan et les perturbations dues à Titan concernent principalement 

Japet et Rhéa. La liste des inégalités d'amplitudes supérieures à 10 km, réduite alors à 

91 inégalités, est cependant disponible dans les Tableaux 6a à 6d qui seront commentés 

en 53.3. 

3.2.2 Convergence des développements en degré. 

Le programme de calcul du développement analytique des équations de Lagrange 

permet d'atteindre le degré 9 dans les développements de la forme (2.13). Ayant ainsi les 

monômes constituant le développement d'une inégalité, on peut calculer la contribution 

des termes de même degré lors de l'évaluation de son amplitude, et comparer les sommes 

partielles successives à la valeur fournie par la méthode de Simon. 

La convergence des développements est mise en évidence par cette comparaison. 

Par exemple, le Tableau 4 présente, pour Rhéa perturbé par Titan, les inégalités 

d'amplitude supérieure à 10 km calculées par les deux méthodes. La convergence est 

manifeste, et la précision de 0.1 km est même le plus souvent obtenue avec les seuls 

termes de plus bas degré. 

La rapidité de cette convergence, c'est-à-dire, le degré nécessaire pour atteindre la 

précision souhaitée, est illustrée dans le Tableau 5 pour une précision de 10 mètres, en 

prenant comme référence la valeur des amplitudes obtenues par l'analyse harmonique. 



On y trouve pour Rhéa et Japet perturbés par les autres satellites, le nombre d'inégalités 

dont l'amplitude, calculée par les développements analytiques jusqu'à un degré donné, 

a une précision meilleure que 10 mètres. 

Des résultats analogues ont été obtenus pour les autres satellites, dont nous tirons 

les remarques suivantes : 

Les mouvements de Mimas, Encelade, Théthys, Dioné et Rhéa nécessitent, pour 

leurs perturbations mutuelles et pour celles dûes à Titan, des développements poussés 

jusqu'au degré 3. Pour leurs perturbations solaires, il est nécessaire d'aller jusqu'au 

degré 5. 

Titan et Japet sont peu perturbés par les cinq premiers satellites. Si on en tient 

compte, le degré 2 pour Titan et le degré 4 pour Japet suffisent. Leurs perturbations 

mutuelles et solaires sont bien représentées en adoptant le degré maximum 6. 

De manière générale, dès que Japet ou le Soleil interviennent dans les équations, 

un degré relativement élevé est nécessaire car ces deux corps se meuvent dans des plans 

fortement inclinés l'un sur l'autre, ou sur l'équateur de Saturne. Il suffit donc, dans tous 

les cas, de développer les inégalités utiles au degré 6 pour être assuré d'une précision de 

10 mètres. 

3.3 Liste des inégalités à courtes périodes. 

Chaque inégalité à courte période Ci ki Xi sélectionnée par I'analyse harmonique 

dans une variable a a été développée analytiquement par nos programmes, d'abord à 

l'ordre 1 et au degré 6 en excentricités et inclinaisons. Suivant les règles de d'Alembert, 

(2.15), le développement d'une inégalité de caractéristique Cr = Ci k;, est de degré 

ICI - T(u)( au moins dans l'équation u (T = 0 pour les équations p et q,  et T = 1 pour z 

et Ç); nous avons développé ces inégalités à l'ordre 2 des masses ou des produits d'une 

masse par Jz, J4 OU J6, jusqu'au degré ICr-~(u)l  +2 en excentricités et inclinaisons. De 

la même façon, nous avons développé au degré 6 toutes les inégalités à courtes périodes 

, 42, J4 J6 et J62, et d'ordre 3 en d'ordre 1 en J z  , J4 et Js , d'ordre 2 en 522, JZ J4, J2 Jti J 

5; (au degré 1 seulement). Pour chaque inégalité Ci kiXi, ces développements sont de 

la forme suivante, dans la partie à courtes périodes de la solution Au : 

* O =  [ E c{~,..,.,~~ i f i : : z ~ i ~ ~ d > ]  exp (Z ki~..) (3.8) 
{g,n,fi,.,ü) i a 



où E désigne le paramètre physique en facteur (masses, ou Ji, ou l'un de leurs produits) 

et X,i = Nit - z q,i; les quantités p,, q,, z,, Co et leurs conjuguées 2, et Co représentent 

la solution du système critique. Comme on l'a vu en $3.1.1, l'intégration de ces termes à 

courtes périodes ne fait intervenir que le diviseur C,  kiNi, sans avoir besoin de connaître 

la solution du système critique. Le degré gi des variables Foi est ici zéro ou un, et zéro aux 

ordres supérieurs. Ces variables nous permettront de répercuter les éventuelles petites 

corrections à apporter dans les constantes p,i: Rappelons en effet que les coefficients C 

dans (3.8) sont numériques et dépendent des valeurs de A,, elles-mêmes fonctions des 

p,i (donnés dans le Tableau 1). 

D'après (3.8), l'amplitude de chaque inégalité se présente sous forme d'une somme 

de nombreux termes, chacun lentement variable avec le temps tout comme les solutions 

Po ,  q, ,  z,, Ç, du système critique. Il aurait été trop long de donner ces développements 

complets. Nous aurions pu les réduire à un nombre en calculant leur amplitude à un 

instant donné, simplement en y remplaçant les z,i et coi par leur valeur calculée à 

partir des théories existantes (Dourneau 1987 par exemple). Nous avons choisi une 

présentation intermédiaire : Considérant que la représentation des mouvements donnée 

par Dourneau caractérise l'essentiel de la solution du système critique, avec l'avantage 

d'être déjà ajustée aux observations sur plus d'un siècle, nous avons adopté provisoire- 

ment cette représentation pour voir quelle est l'influence de la solution du système 

critique sur l'amplitude des termes à courtes périodes. Dans cette représentation, seules 

les longitudes des noeuds et des péricentres dépendent vraiment du temps, tandis que les 

excentricités et inclinaisons sont quasi constantes. Nous avons donc remplacé dans (3.8) 

les variables zoi et coi par des expressions semi-numériques où tous les angles de type 

longitude restent explicites, les amplitudes étant numériques et prises chez Dourneau. 

Ces expressions ont la forme générale : 

Et plus précisément, nous avons adopté : 

30 



Zol = 
z02 = 
z03 = 
z04 = 
z05 = 
z06 = 
z08 = 
Zog = 
Çol = 
Co2 = 
Co3 = 
(04 = 
(05 = 
(06 = 
(08 = 
C O S  = 

0,018988 exp z w; 
0,004840 exp z wS 
0,001018 exp z w: 
0,002155 exp z m4* 
0,000999 exp z wS + 0,000265 exp z a; 
0,029089 exp z mg 
0,028288 exp z a,* 
0,055617 exp z w g  

0,013639 exp z Cl; 
0,000229 exp z 0; 
0,009578 exp z Cl; 
0,000121 exp z R4 
0,003027 exp z R; + 0,000168 exp z 
0,002583 exp z RS 
0,132264 exp z Rg 
0,231382 exp z R g  

Les arguments sont donnés ci-dessous, avec t exprimé en années à partir de J1980 

(t = (jour Julien -2444240)/365,25): 

Dans ces expressions, les longitudes des noeuds et des péricentres sont mesurées dans le 

plan équatorial de Saturne, à partir du noeud de ce plan dans l'écliptique moyen 52000. 

Les expressions (3.10) et (3.11) représentent la partie significative des variations 

séculaire de z et Ç données par Dourneau, sauf pour Japet. Pour ce satellite, il faut 

plutôt considérer les expressions données pour zo8 et cos comme des valeurs instantanées 

calculées pour la date JI980 ( C'est pourquoi nous avons mis entre parenthèses la 

partie en t de et R,* dans (3.11)). En effet, Dourneau a représenté les variations 

séculaires de es, i8, w g  et SOUS forme de polynôme du temps, et non comme nous, 

sous forme d'expressions à longues périodes, nous avons donc préféré calculer l'amplitude 

des inégalités à courtes périodes pour es et i8 fixés, évaluées en J1980. Pour utiliser les 

variations de wi et il,* données en (3.11), il conviendrait de tenir compte aussi des lentes 

variations de ea et de i8. Cependant, comme ces variations sont très lentes, les valeurs 

des amplitudes des inégalités à courtes périodes dépendant de As,  sont valables pour de 

nombreuses années autour de J1980, et d'ailleurs nous préciserons plus loin comment 

ces amplitudes varient. Enfin, dans les coi relatifs à Rhéa et Titan, nous avons ignoré 



les termes qui caractérisent la faible inclinaison du plan Laplacien sur le plan équatorial, 

ainsi que les termes solaires qui sont très petits. Nous avons vérifié qu'ils n'avaient pas 

d'influence sur les amplitudes des termes à courtes périodes à la précision des 10 km. 

Ainsi, les Tableaux 6a à 6d donnent toutes les inégalités dont l'amplitude dépasse 

10 km, exprimées en fonction des longitudes moyennes et des angles wf et R f  (les 

périodes données tiennent compte de la combinaison correspondante des vitesses angu- 

laires prises dans (3.11) et dans le Tableau 1). Ces amplitudes tiennent compte des 

contributions d'ordre 1 et d'ordre 2 en paramètres physiques (masses, J z , .  .). Cepen- 

dant, nous donnons dans les deux dernières colonnes de chaque Tableau, la contribution 

principale obtenue à l'ordre 1, avec le facteur correspondant exprimé en fonction des 

paramètres physiques et des amplitudes e;3. et y$ (nous avons ici simplifié e,f, et y: en ef 

et yf respectivement). Donc, la différence éventuelle constatée entre l'amplitude donnée 

et la contribution principale représente la contribution d'ordre 2. Il s'avère que l'ordre 

2 est toujours très petit, mais, pour la plupart des inégalités, il n'est pas négligeable 

à la précision de 0.1 km; bien plus, pour les plus gros termes, l'influence de l'ordre 2 

peut atteindre plusieurs kilomètres. Par ailleurs, la donnée de la contribution principale 

d'ordre 1 devrait permettre de corriger les amplitudes s'il s'avérait que certains efj ou 

y$ devraient changer. Enfin, puisque ces termes à courtes périodes sont calculés à partir 

de l'ajusteme~lt de Dourneau, cette liste de termes est utilisable dès maintenant pour 

améliorer éventuellement cet ajustement. En effet, dans les Tableaux Ga à Gd, nous 

avons signalé avec un astérisque, celles des inégalités à courtes périodes déjà présentes 

dans la représentation de Dourneau, et ainsi on constate que les théories existantes ne 

contiennent pas de termes à courtes périodes (sauf pour Japet); les nouveaux termes 

ainsi mis en évidence sont parfois loin d'être négligeables surtout pour Japet. Remar- 

quons cependant que la grande inégalité -5X8 dans Japet, n'a pas été prise en compte 

par Dourneau, mais est incluse dans le travail de Harper e t  a1.(1988). De même, les 

inégalités en X i  dans Az; (Tableau 6a) sont implicitement présentes dans les théories 

actuelles, cachées dans la définition des constantes d'intégration, comme on le montre 

dans la remarque qui termine ce paragraphe. 

Il convient maintenant d'examiner l'influence des variations de z,s et sur les 

amplitudes des termes à courtes périodes dans la solution de Japet. Pour cela, nous 

avons calculé une première approximation de la solution du système critique pour Rhéa, 

Titan et Japet, réduisant ce système à sa partie linéaire, mais tenant compte des influ- 

ences directes des autres satellites, du Soleil et des termes d'aplatissement. Ce système 

linéarisé est calculé jusqu'à l'ordre 2 des masses et des coefficients d'aplatissement. Il 



représente finalement le système de Laplace Lagrange pour ces trois satellites. Nous en 

avons recherché une solution donnant la même valeur que la représentation de Dourneau 

en J1980. Nous avons ainsi obtenu (en conservant les termes supérieurs à 10-~): 

205 = 0,000973 exp z a; + 0,000246 exp z w; + O, 000001 exp z w: 

2,s = 0,029051 exp z w: + 0,000037 exp z w i  

z,a = 0,029695 exp z w: - 0,001390 exp z w; (3.12) 

Ç,5 = 0,000431 exp z R i  + 0,003009 exp z R; + 0,000175 exp z R,' + 0,000002 exp z R: 

CO6 = 0,006255 exp z 00 + 0,003310 exp z RS + 0,000184 exp z 0: - 0,000003 exp z !JE 

Ç,s = 0,128795 exp z RO + 0,066545 exp z 0; - 0,000363 exp z R t  

où les arguments sont donnés par les expressions suivantes, avec t compté en années 

depuis JI980 : 

En comparant avec (3.10), on remarque que les z,; et Ç,; sont maintenant donnés 

par une somme de plusieurs termes qui varient avec des périodes diverses, et que 

Co6 et (,a comportent maintenant un terme principal constant (dépendant de RO) qui 

représente le plan Laplacien de chaque satellite. Alors, la substitution de (3.12) dans le 

développement des inégalités à courtes périodes de Japet entraîne l'éclatement de cha- 

cune des inégalités données dans les Tableaux 6b à 6d, en plusieurs termes. Le Tableau 

7 illustre cette substitution. On y présente seulement les quatre plus grandes inégalités 

dans A&. En comparant avec le Tableau 6c, on voit bien que le nombre de termes 

a augmenté, surtout pour la grande inégalité A6 - 5Xs. Parce que la solution (3.12) 

est mise sous forme quasi périodique, les amplitudes exprimées dans le Tableau 7 sont 

valables sur une très longue durée, mais pour un usage sur une période de temps courte, 

il peut être plus pratique de développer les z,i et Ç,, (3.12) en puissances du temps 

au voisinage de l'époque voulue. Alors, les inégalités périodiques sont transformées 



en termes mixtes; par exemple, nous donnons ci-dessous le développement des quatre 

inégalités présentées dans le Tableau 7, exprimé sous forme de termes mixtes, avec T 

compté en siècles à partir de 51980 (T = (jour Julien - 2444240)/36525): 

Cette expression représente le développement des termes donnés dans le Tableau 

7, auxquels on a ajouté tous les termes plus grands que 0.1 km. Elle montre que même 

en quelques dizaines d'années, les variations d'amplitude peuvent être importantes (au 

niveau des 10 km et surtout pour la grande inégalité). 

Il ne nous a pas paru utile de donner les autres termes à courtes périodes de 

Japet sous la même forme que dans le Tableau 7 ou dans l'expression (3.14), car la 

solution (3.12) utilisée dans la substitution des z,, et Coi est encore préliminaire. Par 

exemple, on verra plus loin, lors de la résolution du système critique, que les parties non 

linéaires de ce système modifient sensiblement les vitesses du noeud et du péricentre de 

Japet, qui deviennent respectivement -0: 11030 an-' et 0: 11145 an-'. Une expression 

définitive des termes à courtes périodes pourra être calculée lorsque la solution complète 

du système critique aura été ajustée au moins une première fois aux observations. 

Remarque. 

Dans le Tableau 6a, on remarque quelques inégalités importantes à courtes périodes 

dans les éléments des satellites intérieurs (elles sont repérées par un astérique dans 

Azi). Ces inégalités proviennent essentiellement du coefficient J2 de l'aplatissement de 

Saturne. Pour un satellite donné, notons l'inégalité correspondante : 

AZ = cexpz X (3.15) 

Cette inégalité commence au degré O (propriété de d'Alembert). Elle est particulière 

dans le sens que la déformation de l'orbite képlérienne (due à Az) se fait à la même 



vitesse que le satellite lui-même. Cette particularité peut laisser croire que celui-ci se 

déplace sur une orbite elliptique fixe. C'est ce qui est considéré dans le cadre des théories 

actuelles puisque cette courte période n'est pas prise en compte sous la forme donnée 

en (3.15) mais absorbée dans la détermination des deux constantes d'intégration, l'une 

reliée au demi-grand axe (al),  l'autre reliée à l'excentricité (el). Cette façon de faire 

amène deux questions: 

. A quelle niveau de précision cette approximation est-elle valable ? 

. Quel lien y a-t-il entre les éléments osculateurs, les éléments moyens et les éléments 

a i  et el ? 

Pour tenter d'y répondre, considérons un satellite se déplaçant sur une orbite définie 

par : 

a0 et z = e e x p z w = z ~ + A z  (3.16) 

(l'inclinaison est supposée nulle). 

La loi du mouvement sur cette orbite est donnée par la longitiide moyenne X (la loi 

donnée par X peut contenir d'autres perturbations comme les librations observées dans 

Mimas-Téthys et Encelade-Dioné). 

Supposons que l'on veuille, comme cela est fait dans les théories actuelles, représenter 

le mouvement de ce satellite par une orbite elliptique fixe définie par ai, zi et la même 

loi du mouvement donnée par A. Posons : 

1 la longitude vraie 

r le module du rayon vecteur 

X = e exp z M avec M l'anomalie moyenne 

Les développements classiques du problème des deux corps peuvent s'écrire en série 

de poisson de X : 
5 5 - 

z (1 - A) = X - X + -x2 - -x2 + o(e2) (3.17) 
8 8 

Avec le fait que : 

X = Eexpz A 

on obtient facilement que : 

1 2  expzI=--2 exp-zX - z  
8 

+(1 - zZ)expzX+Zexp2zX 

9 + -2' exp 32 X + o(e2) 
8 



En considérant que c est de degré O (propriété de d'Alembert), on identifie au degré 1 

les deux expressions de exp z 1 tirées de (3.20)' obtenues en remplaçant z par 21, puis z 

par zo + cexp z A. Nous trouvons alors la relation simple entre z o  et zi : 

L'erreur sur exp z 1 est de l'ordre du carré de l'excentricité. En identifiant de la même 

façon les deux expressions de r/a issues de (3.21)' nous trouvons : 

L'identification est faite au degré 0, ce qui signifie que l'erreur sur r / a  est de l'ordre de 

l'excentricité. 

En posant r = a + Ar, et en tronquant ses développements au degré 1, Tisserand 

(1896) avait trouvé : 

Si on compare cette formule avec (3.23), les quantités ai et ( r)  s'identifient. Cependant, 

les formules (3.23) et (3.24) ne sont pas tout à fait équivalentes, puisque la première 

est seulement issue d'un point de vue cinématique du problème, tandis que la deuxième 

(Tisserand) est issue des éqiiations du mouvement. Quant à la relation (3.22), il est 

nécessaire de prendre en compte le degré 2 pour la mettre en évidence, ce que n'a pas 

fait Tisserand. 

Il remarque néanmoins, que la partie constante de la fonction pertubatrice donne 

dans l'expression de $f : 

d€ - = 2cn 
dt 

(3.25) 

Le coefficient c est ici limité à sa partie principale de degré O pour qu'il puisse s'identifier 

au coefficient du terme à courte période donnée en (3.15). Si le moyen mouvement 

osculateur n est réduit à sa partie constante (n) ,  l'intégration de (3.25) donne dans la 

longitude moyenne : 

(A )  = (1 + 2c) (n) t + €0 (3.26) 

d'où le moyen mouvement moyen N est : 

N = (1 + 2c) (n) 



Puisque les observations donnent N ,  il en déduit un demi-grand axe A par la troisième 

loi de Képler. Tisserand considère alors ce A comme étant le demi-grand axe moyen 

perturbé, et la perturbation constante du rayon vecteur devient : 

( r ) = ( a ) - ( a ) c ~ A  1 + - c  ( 8 (3.28) 

Le point de vue de Sinclair (1977) est différent. Pour lui les observations donnent N et le 

"demi-grand axe observé" aobs, il en déduit (a) et (n) (parties constantes du demi-grand 

axe osculateur et du moyen mouvement osculateur) par l'égalité (3.27) et par : 

aobs = ( a )  (1 - c) (3.29) 

D'après l'expression (3.23)' cela signifie que le "demi-grand axe observé" a,b, est a l .  

Taylor et Shen (1988) comparent les demi-grands axes déterminés par l'observation 

et ceux "calculés par la troisième loi de Képler", en fait par la formule (3.28). Il y a 

donc ambiguïté entre d'une part a,bs (ou a l )  et d'autre part la distance moyenne (r). 

L'échec de cette comparaison est peut-être dû en partie à cette ambiguïté. 

En ce qui concerne la théorie présentée ici, où la courte période (3.15) est prise 

en compte explicitement, ces considérations sont utiles uniquement lorsque l'on veut 

utiliser les constantes d'intégration de ces théories pour les appliquer à la nôtre. Nous 

avons alors calculé la valeur de c pour chaque satellite. Ces valeurs sont données dans le 

Tableau 6a dans chaque soliition Az;, elles dépendent donc des perturbations de tous les 

corps et pas seulement du J z .  Pour obtenir la valeur correcte eo de l'excentricité, nous 

avons appliqué la formule (3.22) à la valeur de e l  issue de l'ajustement de Dourneau. 

Les valeurs des excentricités données en (3.10) tiennent compte de ces corrections, sauf 

pour l'excentricité de Japet car les éléments es et a s  dans les théories actuelles con- 

tiennent déjà l'inégalité As sous forme explicite. Quant aux demi-grands axes issus des 

observations, nous ne les avons pas utilisés à cause de l'ambiguïté de leur interprétation. 

Nous avons utilisé ceux du Tableau 1 (voir aussi $2.1). 

3.4 Inégalités dépendant de trois longitudes moyennes. 

Les inégalités vues jusqu'ici sont toutes des combinaisons de deux longitudes moyen- 

nes au plus; on les trouve d'abord à l'ordre 1, dans les perturbations mutuelles de 2 

satellites. Des inégalités dépendant de trois longitudes moyennes arrivent à partir de 

l'ordre 2, résultant du produit suivant qu'on trouve dans l'équation (2.23) : 



En effet, on y fait le produit des séries solutions d'ordre 1 (comportant des inégalités de 

la forme kXl + kzX2) par les séries obtenues après dérivation partielle du second membre 

de l'équation considérée (comportant des inégalités de la forme k'X1 + k3X3). 

Par analogie avec ce que l'on sait de ces sortes d'inégalités "à trois satellites" dans 

la théorie des planètes, on peut penser que ces inégalités d'ordre 2 n'ont une amplitude 

sensible que si leur période est assez longue (engendrant donc des petits diviseurs lors 

de leur intégration). Nous possédons les outils permettant de développer n'importe 

quelle inégalité d'ordre 2 "à 2 ou à 3 satellites". Il faut seulement savoir quelle inégalité 

développer ainsi à l'ordre 2 et donc les sélectionner au préalable, comme on a dû le faire 

pour l'ordre 1. 

Pour cela, nous avons exploré systématiquement toutes les combinaisons klXi  + 
kzX2 + k3X3 pour rechercher celles dont la période est supérieure à 100 jours, mais 

tenant compte aussi de la masse des satellites concernés, de la propriété de d'Alembert 

(degré minimal du développement égal à c = Ikl + kz + k3))' et des rapports des demi 

grands axes des trois satellites. 

Nous avons limité la recherche de k1, kz et k3 aux entiers compris entre -20 et 

$20, avec un degré inférieur à 5 et une période de l'inégalité supérieure à 100 jours. Les 

inégalités retenues sont celles dont le facteur F suivant est supérieur a 1 0 - ~  : 

où 

m' et m" sont les masses des corps perturbateurs 

a' et a" sont les rapports des demi-grands axes 

N est le moyen mouvement du satellite perturbé 

D est le diviseur (combinaison entière de trois longitudes moyennes) 

ei est le maximurn des excentricités et inclinaisons 

c est la caractéristique de l'inégalité 

Après calcul des inégalités ainsi sélectionnées et à la troncature de 100 mètres, il 

n'est resté qu'une inégalité : 7X2 - + 3X6 de période 2883 jours (7.9 ans), qui 

produit, dans les longitudes moyennes d'Encelade et de Téthys, les inégalités suivantes 

(exprimées en km) : 

Az X AX2 = -8'74 sin z (TA2 - 10X3 + 3X6 - 1: 3) (3.32) 



On peut penser que c'est là la plus grande inégalité "à trois satellites", et que ce type 

de termes a donc une influence pratiquement négligeable sur la solution. 

3.5 Calcul de l'ordre 3 en J2 . 

Ce calcul est justifié par le fait que le coefficient J2 de Saturne est très important, 

au point d'avoir observé, lors des calculs de l'ordre 2, que les perturbations en 5; et 

en J2 J4 sont comparables à celies du premier ordre en J4 et en Js respectivement. Il 

est alors probable que les termes en J; soient eux aussi comparables aux termes en 

Js .  Pour ce calcul, nous avons utilisé le manipulateur TRIP, construisant d'abord une 

solution d'ordre 1 en J2 jusqu'au degré 3, puis l'ordre 2 en 522 jusqu'au degré 2 et enfin 

l'ordre 3 en J; au degré 1 .  A la précision de 10 m, nous avons obtenu ces deux seuls 

termes périodiques dans la variable z de Mimas et d'Encelade (exprimés en km) : 

Ces termes périodiques sont négligeables, mais le calcul de l'ordre 3 en Jz a permis de 

trouver aussi les termes séculaires en J i  dans les variables z et C. Par exemple, ces 

termes séculaires ont pour effet de déplacer le péricentre de Mimas de 190 km en un an, 

ce qui n'est pas tout à fait négligeable. 



4. Le système critique. 

4.1 Construction et structure des équations. 

Changeant de notation : U = Vo , le système critique (2.22) s'écrit sous la forme 

condensée suivante : 

U est le vecteur à 50 composantes, tout comme V 

Ce système est formellement similaire au système initial (2.18), mais maintenant le 

second membre est formé de termes séculaires aS(U, -), de termes résonnants ER(U, t) 

et de termes à longues périodes EL(U, t); ces longues périodes sont ici les termes solaires, 

dans lesquels t représente les variables du Soleil supposées connues. 

Plus précisément, avec U = (P, Q, X,  X) où P = ($oi)i=i..8, Q = (qoi)i=l..8 et 

X = (xi)i=l..l, où (xi = Zoi, Xi+8 = Çoi)i=1..8 et XI-, = Cs, l'équation (4.1) prend la 

forme suivante, au premier ordre en E : 

Dans dQ/dt, Po représente le vecteur constant : (poi)i=1..8, tandis que N et N sont 

des matrices diagonales d'éléments : Nii = z Ni et Nii = ZN;. L'indice k dans les 

parties Rk, S k  et Lk indique le degré total en (X,  X) des termes présents dans leur 

développement. Nous avons fait ressortir quelques termes importants de plus bas degré: 



s iQ)(p) ,  R ~ ~ ) ( P ,  Q, t)  et s$~) (P ,  X) = A(P)X  où A(P)  est une matrice dont chaque 

élément est un développement suivant les puissances de fi,;. Nous avons aussi indiqué 

que tous les termes dans R, S et L dépendent de P ;  en fait, tous ces termes sont 

des développements en puissances de @,i commençant au grade zéro. Dans les parties 

résonnantes, les termes dépendent en même temps de Q et de t par l'intermédiaire 

X = Nt - z q. Pour la même raison, dans la partie à longues périodes, quand un terme 

dépend de Q, il dépend aussi de t ,  mais certains termes peuvent dépendre seulement de 

t quand ils proviennent de la substitution du mouvement du Soleil. Quelques détails 

supplémentaires à propos du premier ordre peuvent être utiles : 

Dans les équations d$,i ldt, dqol/dt, dxl ldt, dx9/dt (correspondant à Mimas) et 

d$,s/dt, dqo3/dt, dxsldt, dxlildt (correspondant à Téthys), la partie résonnante con- 

tient uniquement les harmoniques de l'inégalité ( X i  - 2X3) et dépend ainsi des variables 

de ces deux satellites seulement. Il en est de même pour les couples Encelade-Dioné 

(avec l'inégalité (AL - 2X4)) et Titan-Hypérion (avec l'inégalité (3Xs -4X7)). Par contre, 

les équations relatives à Rhéa et à Japet n'ont pas de partie résonnante (toujours au pre- 

mier ordre), ainsi que l'équation dxlï/dt relative au mouvement séculaire de l'équateur 

de Saturne. 

Dans chaque équation dq,;/dt ou dxi/dt, la partie séculaire dépend de toutes les 

variables de tous les satellites (à l'exception bien sûr des variables q,; et du temps). Il 

est important de remarquer que parmi les termes séculaires, ceux dépendant de Jz sont 

prépondérants, et même ceux en J4 sont souvent plus importants que les termes issus 

des perturbations mutuelles, au moins pour les satellites intérieurs. La matrice A(P) 

(termes séculaires de degré un) sera, de ce fait, proche d'une matrice diagonale (voir le 

paragraphe $4-2) 

Enfin, la partie solaire des équations d'un satellite Si dépend des variables de 

ce satellite et des variables solaires avant leur sustitution par leur expression fonction 

du temps provenant d'une théorie du mouvement héliocentrique de Saturne. Nous 

avons utilisé pour cela JASON84, (Simon & Bretagnon, 1984); les termes solaires sont 

importants, surtout pour les satellites extérieurs. 

Aux ordres supérieurs en E ,  chacune des trois parties Rk, Sk et Lk pourra être 

présente dans chaque équation, et dépendre alors de toutes les variables de tous les 

satellites. Cependant, au second ordre, dans dP/dt, il n'y aura toujours pas de termes 

séculaires (théorème de Poisson). 



En pratique, nous avons calculé le premier ordre complet jusqu'au degré 6 en ( X ,  

x), le second ordre jusqu'au degré 4, et le plus bas degré pour le troisième ordre en Jz. 

Cependant nous n'avons pas retenu tous les termes calculés car leur nombre aurait été si 

important qu'il n'aurait pas permis leur manipulation par TRIP, et parce qu'en fait bon 

nombre d'entre eux ne participent pas à la précision que l'on s'est fixée (une dizaine de 

kilomètres). Pour comparaison, Laskar (1984) dans son étude de la dynamique des huit 

planètes du système solaire, a obtenu un système autonome de plus de 150 000 termes 

pour la seule inégalité séculaire dans les variables z et C (développement à l'ordre 2, au 

degré 5, au grade O). Le système critique des satellites de Saturne est plus complexe 

puisqu'il comprend en plus les inégalités résonnantes et celles à longues périodes, et 

puisqu'il concerne aussi les variables p" et q. Pour tronquer les seconds membres du 

système critique tout en assurant la précision souhaitée, il est nécessaire de pouvoir 

estimer l'influence sur la solution de chacun des termes calculés. Cette estimation est 

plus délicate que dans le cas des inégalités à courtes périodes (voir le chapitre 3) car 

on ne peut a priori intégrer chacun des termes séparément. On le fera toutefois afin 

d'obtenir au moins un ordre de grandeur. Soit un terme du système critique (4.2) : 

- g n . - f i . n . "  . - g .  a . - f i j  ,,. ". 
Co: 2,: p,3.ro; Coi zo; Co: exp [kiqoi + kjqoj + z (kiNi + kiNj)t] (4.3) 

A l'ordre 2, les termes sont du même type, faisant éventuellement intervenir les variables 

de trois satellites. En utilisant les relations (2.2) et en posant y = sin(i/2) , ce terme 

est équivalent à : 

c(*, .) -gi ni+ni v i+vi  $7:'. e n j  +nj ~ ' + f i j  
r j  P,; ei Y; yjJ exp(k;q0i + kjqoj) x 

x exp z [(kiNi + kjNj)t + (ni - ni)wi + (nj  - nj)wj + (v; - vi)R; + (vj - üj)Rj] 

On considère alors la combinaison : 

kiNi + kjNj + (ni - % ) p i  + (ni - fij)zjj + (v; - ci)& + (vj - fij)!Aj - T(u)* (4.4) 

avec T(U) défini en (2.14), et où $ = mi si le terme concerne l'équation pour la variable z; 

et $ = Ri pour la variable Ci. Ce terme est alors intégré en utilisant la combinaison (4.4) 

comme diviseur et en utilisant pour wi et Ri les valeurs de Dourneau (qui sont données 

dans la formule (3.11) du chapitre 3). L'amplitude est aussi évaluée en majorant les Foi, 
les e; et les y;, avec les valeurs données dans le Tableau 8. Dans le cas d'un diviseur 

nul, l'intégration est effectuée de manière séculaire, c'est-à-dire en regardant l'effet de 

ce terme au bout d'un temps T. Pour les séries relatives aux variables p", on effectue une 

double intégration, pour tenir compte de la partieNp des équations pour les variables q. 



Cette estimation est faite par analogie avec la méthode de normalisation de Birkhov : 

dans les variables z et Ç, les termes résonnants (au sens de Birkhov, c'est-à-dire de 

diviseur nul) modifient les fréquences fondamentales du système linéaire; l'intégration 

séculaire effectuée pour ces termes revient donc à évaluer l'effet de cette modification au 

bout du temps T; les autres termes apportent simplement de nouvelles perturbations 

périodiques. 

La valeur des masses et des coefficients d'aplatissement est toujours incluse numéri- 

quement dans chaque coefficient des développements mais on conserve analytiquement 

la trace de ces paramètres physiques. Ainsi, avant toute manipulation de ces séries, 

nous avons effectué le changement de paramètres suivant : 

mi = mio( l+  Am;) Jn = Jno(l+ A Jn) 

où les mi, et Jn, sont les valeurs "nominales" connues des paramètres physiques (cf. 

Tableau 1). De cette façon, les équations comprennent deux parties : une partie norni- 

nale et une partie analytique; cette dernière est toutefois limitée au degré 1 par rapport 

à Aml ,. . .,Am9, AJ2, A J4 et AJ6. Dans l'estimation des termes critiques, nous avons 

utilisé les valeurs de Ami et de A Ji données dans le Tableau 8. Ces valeurs, ainsi que 

celles des excentricités et inclinaisons sont des maximuns évalués, et quelquefois sures- 

timés, grâce aux incertitudes données par Dourneau sur les paramètres correspondants. 

A la troncature du kilomètre et avec une durée T égale à un siècle, le nombre total de 

termes du système critique est ainsi réduit à environ 3300. Cette façon de tronquer 

les séries sera encore appliquée lors des transformations ultérieures (54.2, 54.3 et 54.4), 

utilisant les mêmes valeurs maximales (Tableau 8), mais modifiant éventuellement les 

vitesses séculaires lorsque le changement de variables effectué les affectent (54.3). 

4.2 Eléments propres. 

Pour résoudre le système critique (4.1), nous effectuons un premier changement de 

variables qui met la partie linéaire A ( P ) X  des équations dX/d t  sous forme diagonale. 

Nous définissons ainsi : 

où M(P)  est la matrice des vecteurs propres de A ( P ) .  Ainsi, l'équation (4.2) pour X 



est remplacée par l'équation suivante pour Y : 

où D(P)  est la matrice diagonale des valeurs propres (imaginaires pures) de A(P).  Les 

autres termes proviennent de leur correspondant dans dX/dt, par exemple : 

Dans les autres équations, X est bien sûr aussi remplacé par M(P)Y. Il est impor- 

tant de remarquer que tous les termes qui dépendaient initialement des variables de 

deux satellites seulement, dépendent maintenant de tous les y;. Cela rend en principe 

les développements plus volumineux, mais les nouvelles équations seront plus faciles 

à résoudre et en fait, à cause des termes en J2, qui rendent la diagonale de A(P)  

prépondérante sur le reste, le changement de X en Y est presque une identité et de 

nombreux termes ainsi générés seront détectés comme étant négligeables. 

Les variables yi sont appelées "éléments propres", et par analogie avec les éléments 

elliptiques, nous suivons les notations de 3. Laskar (1990) en écrivant : 

zjf = ej* exp z w* 
Y = = (zj*, CJ) avec 3 

* - sin(ijf/2) exp z Rj* 

suivant que les yi sont relatifs à des excentricités ou à des inclinaisons. 

Nous avons effectué ce changement de variables de façon analytique en calculant 

les valeurs propres et les vecteurs propres sous forme d'un développement en puis- 

sances de P .  En fait, puisque les valeurs propres et les vecteurs propres sont aussi 

des fonctions des paramètres physiques, M(P)Y dans (4.6) devrait être remplacé par 

M(P,  mi ,  . . . , mg, J2, J 4 ,  Js)Y, et effectivement, nous avons calculé M(P)Y comme une 

fonction explicite des paramètres physiques et de P, développée autour de leur valeur 

nominale en fonction de Ami,. . .,Amg, AJ2, AJ4 et AJ6; ainsi, il sera possible de les 

ajuster facilement ultérieurement. Pour ce calcul analytique des valeurs propres et des 

vecteurs propres de la matrice M ,  nous avons utilisé le logiciel mis au point par Duriez 

(1983). 

La partie nominale de la matrice M ( P )  est donnée dans les Tableaux 9a et 9b. Les 

lignes correspondantes à Hypérion ne peuvent être utilisées puisque le couple Titan- 

Hypérion n'a pas été considéré de manière satisfaisante. L'importance du terme en zS 



dans la variable z5 correspond à la partie de l'excentricité de Rhéa forcée par Titan, il 

en est de même dans les variables z8 et Pour le reste, on peut voir que la matrice 

M(P) est très proche d'une matrice unité (cela est dû à la prédominance de J2 sur les 

autres facteurs perturbants) et ainsi, les nombreux termes engendrés par les parties hors 

diagonale, lors de la transformation de X en Y (effectuée avec l'aide du manipulateur 

TRIP), sont le plus souvent négligeables : Avec une troncature au kilomètre, le nombre 

total de termes que contient finalement le système critique écrit en variables Y est 

d'environ 3500. 

4.3 Traitement des résonances. 

Nous effectuons un deuxième changement de variables qui a pour but de trans- 

former les termes résonnants en des termes autonomes. Pour cela, nous définissons la 

transformation Y ++ W = (~i) i=l . . l7  par les relations suivantes : 

wl = y1 exp z (XI - 2X3) 

wg = y2 exp z (A2 - 2X4) 

w3 = y3 exp z (Xi - 2X3) 

w4 = y4 exp z (A2 - 2X4) 

w5 = y5 

w6 = Y6 exp z (3X6 - 4X7) 

W7 = Y7 exp 2 (3A6 - 4X7) 

w8 = y8 

avec 

11 faut se rappeler que pour i 2 9, les y; sont relatifs aux inclinaisons. 

Si la transformation (4.8) n'est pas une identité, l'équation dy,/dt doit maintenant 

être remplacée par : 

dw, dy; du i - = - exp(ui+zvit)+wi-+zw;vi 
dt dt dt 



Comme cela est montré dans Duriez (1982), quand le système critique ne dépend 

que d'une résonance, un tel changement de variables (dépendant du temps) transforme 

le système critique en un système autonome: les termes résonnants ne dépendent plus 

du temps et des variables q,i ,  les termes séculaires restant autonomes. Ici, puisque 

le système critique dépend de trois résonances et de termes solaires, il ne sera pas 

complétement réduit en un système autonome. La partie séculaire linéaire dans dY/dt 

reste autonome (car elle est diagonale), mais il n'en sera pas ainsi pour les termes de 

degré supérieur et dans les parties résonnantes ou à longues périodes des équations. Par 

exemple, dans d&/dt , on trouve le terme résonnant : a z,l exp z (Xi - 2X3) , qui est 

d'abord transformé par la matrice M(P)  en : 

puis par la transformation (4.8) en : 

+ (mi6  206 + ml7 w7) exp[ui - ua + z (VI - v3)tl) 

Comme le coefficient ml1  est bien plus grand que les autres mlj,  les termes autonomes 

(en wl et w3) peuvent être considérés comme partie principale, et les autres termes, 

dépendant du temps, comme des perturbations qui d'ailleurs disparaissent à la tron- 

cature du kilomètre. De même, dans chaque équation, les termes solaires à longues 

périodes restent dépendants du temps. 

Il est important de remarquer que dans dY/dt (équation (4.7)), le terme résonnant 

de degré zéro : E R;(')(P, Q, t), est transformé en un terme autonome, c'est-à-dire 

en une fonction de P seulement. Les termes résonnants de degré un (par exemple 

a Y1 exp z (2Xl - 4X3) dans dyildt) donnent des termes autonomes ou non autonomes 

mais, comme dans (4.11), la partie autonome est prédominante. 

Pour résumer, dans tous les cas, la transformation (4.8) génère deux types de 

termes: les termes autonomes que nous noterons A et les termes dépendant du temps 

que nous noterons T, mais les premiers sont prédominants sur les seconds. Les équations 

prennent alors la forme suivante : 

d P  
- = E A ( ~ ) ( P ,  w,W) + ET(')(P, w,% Q, t) 
dt 
dQ - = NP, +NP + EA(~) (P ,  w,W) + ET(~)(P ,  w,%, Q,t) 
dt 

(4.12) 

-- dW - E A ( ~ ) ( P ,  W,W) + d W ) ( p ,  W,W, ~ , t )  
dt 



4.4 Perturbations constantes. 

Les seconds membres des équations (4.12) sont des développements dans lesquels 

les coefficients sont calculés pour les valeurs courantes des demi-grands axes A;, cor- 

respondant aux valeurs courantes des poi comme cela est expliqué dans le chapitre 2. 

Comme nous voulons que Ni soit le moyen mouvement moyen du satellite S;,  nous de- 

vons chercher la ~ a r t i e  constante (P) de P (qui est aussi une constante d'intégration de 

dP/dt) de façon à ce que la valeur moyenne de dQ/dt soit nulle, c'est-à-dire : 

NP. +N (P) + ( E ~ ( ~ ) ( ~ ,  w,w)) + (&T(Q)(P, W,W, Q, t)) = O (4.13) 

Dans le même temps, les équations donnant dW/dt ont un terme de degré zéro 

en W issu des résonances (plus précisement issu de e R;(')(P, Q, t)  et donc, au premier 

ordre, ces équations concernent les variables des satellites en résonance); ce terme, étant 

fonction de P ,  pourrait produire un terme constant si (P) remplaçait P .  En intégrant 

W, il produirait un terme linéaire en t, ce qui est contraire à l'hypothèse d'existence 

d'une solution quasi-périodique. Si une telle solution existe, un choix convenable de (W) 

(valeur moyenne de W), doit permettre d'annuler ce terme constant, ou plus exactement 

d'annuler la valeur moyenne de dW/dt. Pour cela, il suffit de chercher une solution 

constante (P) et (W) à l'équation (4.13) et à. cette seconde équation : 

( E A ' ~ ) ( P ,  w,w)) + ( & T ( ~ ) ( P ,  W.% Q, t)) = O (4.14) 

Les constantes formant (W) seront les " excentricités forcées", forcées par les résonances. 

Cela revient à effectuer le changement de variables suivant : 

P = (P) + P 

W = ( W ) + W  

où P et W seront des solutions particulières des équations dP/dt et dW/dt sans cons- 

tantes additives. Les éléments du vecteur W sont notés : W = (W;)i=l..l,. Pour 

résoudre (4.13) et (4.14), on substitue (P)  + P pour P et (W) + W pour W, où (P) et 

(W) sont à déterminer. 

Dans un premier temps, les solutions de P, Q et W n'étant pas encore connues, nous 

calculons une première approximation de (P) et (W) à partir des équations réduites à 

leur partie autonome; les équations correspondantes peuvent être représentées par le 

schéma de calcul suivant : 

(P) = -N-l [EA(Q)((P), (W) , (@)) + NP.] 
(4.16) 

(w) = -L-' [E(A(W)((P), (w) , (@)) - L (w)] 



où L est la matrice de la partie linéaire en W dans A(W). Bien sûr, pour les équations 

dwi/dt qui n'ont pas de terme constant, on trouve (wi) = O (équations en inclinaison 

par exemple). Puisque P est réel, la première équation (4.16) est réelle, nous pouvons 

donc chercher une solution réelle pour (W) et poser p) = (W). L'équation (4.15) est 

alors résolue facilement par itérations (par la méthode du point fixe, commençant avec 

(P) = (W) = O). 

De cette solution, on tire une nouvelle approximation des constantes poi par la 

relation : 

Poi := Poi + (Foi) (1 + poi) 

On détermine alors de nouvelles valeurs desXi (= ~ ~ ( l + ~ , j ) - ~ / ~ ) ,  puis on recalcule tous - 
les développements avec ces nouveaux Ai. Ce processus d'approximations successives 

converge très vite, commençant par exemple avec (P) = (W) = O, deux itérations 

suffisent pour obtenir une précision relative de sur les poi. 

Ces nouvelles valeurs des poi sont données dans le Tableau 10, avec leur dépendance 

vis-à-vis des paramètres physiques. On y voit notamment l'importance du Jz dans 

chacun des p,;. On remarque que ces nouvelles valeurs ont peu changé par rapport 

à celles données dans le Tableau 1 qui provenaient d'un calcul où AQ et AW étaient 

limités au degré O (sauf dans les équations d'Encelade, limitées au degré 3). 

Le Tableau 11 donne de même la valeur des excentricités forcées (W). Ces valeurs 

ne sont pas directement comparables aux excentricités observées puisque ce sont seule- 

ment des excentricités forcées. Elles sont d'ailleurs très petites et il peut même être 

surprenant d'obtenir des excentricités forcées dans les mouvements de Mimas et Téthys 

sachant que la résonance Mimas-Téthys est du type "inclinaison". En fait, ces excen- 

tricités forcées sont simplement bien plus petites que les excentricités libres, et n'ayant 

jamais été recherchées en tant que telles jusqu'ici dans les théories, elles ont sûrement 

été absorbées avec les excentricités libres dans les excentricités obtenues par ajuste- 

ment sur les observations. Par contre, l'excentricité forcée d'Encelade est très proche 

de celle déterminée par les observations (0.00485 d'après Dourneau, 1987). En antic- 

ipant sur la présentation de la solution du système critique complet, la prédominance 

de l'excentricité forcée sur l'excentricité libre apparaît dans le mouvement d'Encelade 

comme une libration de la variable wz autour de (wz) (voir Figure 1). Quant aux 

dérivées partielles de ces valeurs par rapport aux paramètres physiques, elles montrent 

une forte dépendance vis-à-vis du Jz, mais aussi vis-à-vis de la masse du corps avec 

lequel le satellite concerné est en résonance. 



Les valeurs des Tableaux 10 et 11, sont sûrement très proches de leur valeur 

définitive, mais sont cependant provisoires puisque de légères modifications pourront 

encore intervenir quand, les solutions en P, Q et W étant connues, on pourra reprendre 

les équations exactes (4.13) et (4.14). Indiquons aussi que les résultats donnés dans ces 

Tableaux sont issus d'un système critique développé jusqu7au degré 6 à l'ordre 1, au 

degré 4 à l'ordre 2 avec des termes d'ordre 3 en J2 (J; ) jusqu'au degré 1. 

/' 

Pour faire ce calcul nous avons utilisé le manipulateur TRIP : Des développements 

des équations (4.12) on extrait les équations (4.13) et (4.14), puis on les résoud par 

itérations. Ces équations étant linéaires par rapport aux paramètres Ami; . .,Amg, 

AJ2,  AJ4 et AJ6,  il est facile d'obtenir les dérivées partielles premières de (5,) et (w,) 

par rapport à ces mêmes paramètres. 

4.5 Système critique centré. 

Retranchant des équations (4.12) les parties correspondantes aux équatioris (4.13) 

et (4.14), on obtient le système suivant en P ,  Q et W : 

Ces équations sont niaintenant formellement identiques à celles données en (4.12) pour 

Pl Q et W, mais tous les termes constants ont été éliminés des seconds membres. Les 

coefficients des termes en A et T sont maintenant des fonctions implicites des constantes 

(P) et (W) que l'on vient de calculer. 

Après troncature au kilomètre, ce système comprend 3252 termes dont la répartition 

dans chacune des variables est donnée dans le Tableau 13a. Les équations relatives aux 

quatre premiers satellites contiennent 1327 termes dont 1259 ne font intervenir que les 

variables relatives à ces quatre satellites, et celles relatives à Rhéa, Titan et Japet 1540 

termes dont 1535 ne font intervenir que les variables relatives à ces trois satellites. 



4.6 Approche analytique de la solution du système critique centré 

4.6.1 Méthode générale. 

Il est possible d'étudier ces équations de manière analytique. En effet, les change- 

ments de variables successifs ont eu pour effet de concentrer la partie prépondérante du 

système critique dans les termes autonomes (en A) ,  les autres termes (en T) pouvant 

être considérés comme des perturbations. De cette partie autonome, on peut extraire 

un noyau intégrable (que l'on note ((A))) qui soit suffisamment complet pour donner 

une solution décrivant les principales caractéristiques des résonances, en particulier les 

librations. Des différences fondamentales existent entre ce système intégrable et le 

système séculaire classique de Laplace-Lagrange que l'on trouve dans les problèmes non 

résonnants. Dans ce dernier, on a dP/dt = O et dX/dt contient des termes de degré 

impair seulement, alors qu'ici, dP/dt est non nul et que dans toutes les équations, le 

degré des termes autonomes est supérieur ou égal à 1 par rapport à l'ensemble des 

variables (P, W, W); ceci résulte de la présence de tous les harmoniques des inégalités 

fondamentales résonnantes, dont le degré est quelconque. On aura donc ici une solution 

en P ,  recherchée sous forme quasi-périodique à longues périodes, qui pourra amener 

par double intégration, des termes de grande amplitude en longitude, quelquefois sous 

forme de librations. 

Afin de résoudre formellement les équations (4.17), nous séparons P,  Q et W en 

deux parties : 

de façon à pouvoir extraire des équations ua noyau intégrable : 



On cherche pour les équations (4.19) des solutions Po et Wo sous forme quasi 

périodique de t ;  reportées dans (4.20), on trouvera Qo par quadrature. Reportées 

également dans les deux premières lignes de chaque équation (4.21) et (4.22), on trou- 

vera de même une première approximation de 6P,  SW et SQ par quadratures. Ensuite, 

tenant compte de ces solutions, la dernière ligne de ces équations pourra être développée 

au voisinage de Po,  Wo et Qo en série de Taylor engendrant de nouveaux termes quasi- 

périodiques, mais aussi des termes constants. En effet, il faut se rappeler (cf $4.4) 

que des termes constants peuvent encore apparaître car les constantes ( P )  et (W) ont 

été calculées à partir d'équations réduites à leur partie autonome. Avec la solution 

7' = PO + KP, Q = Qo + 6Q et W = Wo + 6W ainsi obtenue, on pourra reprendre 

la résolution de (4.12), conduisant à une nouvelle détermination des constantes ( P )  et 

(W), puis d'une nouvelle solution de (4.17), et ainsi de suite. En fait, cette procédure 

est simplement indicative et n'a pas été développée complétement pour l'instant car, il 

est préférable de connaître à l'avance les grandes lignes du comportement de la solution 

afin d'être sûr de ne pas tomber sur une impossibilité à résoudre. En effet, pour le 

problème planétaire, les résonances séculaires ont contraint Laskar (1984) à abandonner 

la recherche d'une solution analytique, au profit d'une solution obtenue par intégration 

numérique. C'est aussi ce que nous ferons (en $4.7), mais avant cela, on peut quand 

même analyser les noyaux intégrables et leur solution. 

4.6.2 Noyau intégrable des équations relatives à Encelade, Dioné, Rhéa, Titan et Japet. 

En limitant le système (4.17) à sa partie linéaire, on construit en fait un noyau 

intégrable qui, pour les variables correspondant à Encelade, Dioné, Rhéa, Titan, Japet 



et le Soleil (en inclinaison), donne des équations de la forme : 

les vecteurs Po et Wo concernent ici les cinq satellites cités. Comme dans le cas d'un 

système séculaire, ce système peut être séparé en deux sous-systèmes, l'un relié aux ex- 

centricités, l'autre aux inclinaisons. Ce système est diagonalisable avec cinq des valeurs 

propres nulles, et les vingt autres imaginaires pures et opposées deux à deux. Elles sont 

notées f z Lj2, f z $4, 5 2  $5, fz d6 et f z pour les valeurs propres de la partie relative 

aux excentricités, et notées fz 62, fz Qi4, &z  65, f 2  Qi6 et fz Qis pour les valeurs propres 

de la partie relative aux inclinaisons. Ces fréquences sont données dans le Tableau 12 

où nous donnons aussi pour comparaison, les pulsations obtenues par analyse de Fourier 

de l'intégration numérique de ce système, étendu toutefois aux termes de degré 3, puis 

à ceux de degré 6 et enfin aux termes solaires des perturbations de Rhéa, de Titan et 

de Japet. Dans tous les cas, chaque terme a été calculé jusqu'à l'ordre 2. Cette com- 

paraison montre que le système linéarisé représente déjà bien le système complet, sauf 

pour Japet. L'extension du noyau intégrable à des termes non linéaires (et intégration 

par la méthode de normalisation de Birkhov) pourra donc se faire apparemment avec 

seulement les termes de degré 3 pour Encelade et Dioné, mais à cause du Soleil et de 

l'inclinaison assez élevé de l'orbite de Japet, il faudra aller au moins au degré 6 pour 

Rhéa, Titan et Japet. La comparaison de ces résultats avec les pulsations correspon- 

dantes déterminées par Dourneau (1987) à partir des observations montre aussi que 

le système d'équations construit représente assez bien la dynamique de ces satellites. 

Pour Japet, nous'n'avons pas de comparaison avec Dourneau car la représentation qu'il 

utilise (polynôme en t )  n'est pas compatible avec la nôtre (cf. 53.3). La fréquence de la 

libration d'Encelade-Dioné est également bien représentée par le système linéarisé, car 

pour ce couple l'amplitude de la libration est très petite. Ce n'est pas le cas pour les 

autres satellites, Mimas, Téthys et Hypérion qui sont soumis à une libration de grande 

amplitude. Pour eux, l'approximation linéaire est insuffisante et réclame donc un traite- 

ment spécial. Par exemple, en ce qui concerne le couple Mimas-Téthys, il est nécessaire 

de considérer une équation du type de celle du pendule (voir $4.6.3). 

La solution obtenue est donc une solution fonction des constantes d'intégration Poo 



où P est la matrice des vecteurs propres et U la matrice diagonale des valeurs propres 

positives. Pour éviter de nouveaux termes constants dans la solution, les 5 constantes 

Poo sont ajustées de facon à éliminer les 5 premières compos;.ntes de P l  ($1 . Les 
Woo 

autres constantes, Woo, sont les excentricités et inclinaisons propres (ou libres); elles 

sont ajustées sur les "observations" représentées pour nous par la solution de Dourneau. 

Nous n'avons pas à corriger l'excentricité de Dioné de la valeur correspondant à sa partie 

forcée, car cette dernière est inférieure à la précision à laquelle l'excentricité libre est 

connue. Au contraire, dans le cas d'Encelade, l'excentricité libre est presque négligeable 

vis-à-vis de l'excentricité forcée par la résonance, comme on le voit sur la Figure 1. 

Cependant, la négliger reviendrait à annuler Woo2 (excentricité libre d'Encelade) dans 

l'expression (4.24). Or la valeur propre correspondante est celle de la libration (appelée 

W 2  dans le Tableau 12); les termes associés à WOo2 de fréquence Y2 seraient alors absents 

de la solution (E ) et donc aussi de l'expression de Qo (obtenue ensuite par quadra- 

\ r 

ture). Cela serait incompatible avec les observations puisque l'expression de libration 

dans la longitude d'Encelade est, d'après Dourneau (1987) : 

avec 
pz = +O, 00448 f 0,00029 w,z = 133: 8 f 5'6 
q2 = -0,00364 f 0,00021 d04 = 100: 4 f 2,8 

Cela signifie que la résonance Encelade-Dioné est principalement observée dans la lon- 

gitude moyenne sous forme de libration, mais en réalité, cette libration a sa "source" 

dans les variables Po et Wo où elle n'est pas observée (à la précision des observations). 

C'est pourquoi, il est plus judicieux d'utiliser la relation (4.25) pour ajuster la constante 

Woo2. Il suffit pour cela de supposer que cette relation provient uniquement de la partie 

Npo de l'équation (4.20) relative à Encelade. Ainsi on en déduit une approximation de 

l'expression de la solution Po que 1'011 "devrait" observer. A l'aide de (4.24)' on peut 

alors déduire les deux constantes (reliées à W002) qui nous manquaient. 

La solution obtenue concernant le couple Encelade-Dioné (réduite aux termes plus 

grands que un kilomètre) est alors : 

Wo2 = 0,0001138 exp z w2 

WO4 = O, 0021642 exp z 4 4  

W,lo = 0,0002287exp z @z 



Woiz = 0,0001213exp z Q4 

AAo2 = +O, 0044970 sinw2 - 0,0033067 sin (64 

AXo4 = -0,0003763 sinw2 + 0,0002833 sin qb4 

où, avec t compté en années à partir de J1980, 

On voit donc que l'on a retrouvé avec une bonne précision la libration dans la lon- 

gitude d'Encelade. Dans celle de Dioné, les amplitudes données par Dourneau valent 

respectivement -0,00038f 0.00012 et O, 00030~0,00010, ce qui est encore en accord avec 

nos résultats. Une légère différence subsiste quand même dans l'amplitude du deuxième 

terme des longitudes moyennes. Ce terme est forcé par l'excentricité de Dioné, et ces 

amplitudes dépendent donc fortement de sa valeur. Pour obtenir les amplitudes trouvées 

par Dourneau, l'excentricité de Dioné devrait valoir environ 0,0024; mais cette valeur 

n'appartient pas à l'intervalle de confiance donné par Dourneau (0,002157 f 0,000055). 

Il semble donc que ces amplitudes soient surestimées, ou bien que l'excentricité de 

Dioné soit sous-évaluée. Pour lever cette indétermination, il serait nécessaire, lors de 

l'ajustement aux observations, de tenir compte de cette contrainte; celle-ci sera explicite- 

ment donnée dans le chapitre suivant, utilisant les dérivées partielles de la solution par 

rapport aux paramètres physiques et aux conditions initiales. Enfin, l'excentricité li- 

bre d'Encelade, absente des théories actuelles, est trouvée petite mais non négligeable 

puisqu'elle apporte une perturbation de 27 kilomètres d'amplitude. 

La solution concernant Rhéa, Titan et Japet a déjà été donnée (en variables zoi et 

Co,) en (3.12) où elle a été utilisée pour mettre en évidence les variations d'amplitude des 

inégalités à courtes périodes dans la solution de Japet. Sa comparaison avec la solution 

de Dourneau issue des observations n'est pas aisée surtout à cause de l'incompatibilité 

de la représentation du mouvement de Japet. La valeur propre nulle (dans a:) est 

en fait associée au Soleil dont le plan de l'orbite n'est quasiment pas perturbé par les 

satellites; elle a pour effet d'introduire un terme constant dans les solutions relatives 

aux inclinaisons. Pour chaque satellite, ce terme représente l'axe d'un plan fixe autour 

duquel tourne le plan de l'orbite. Dans le cas du système solaire, ce plan fixe est le 



même pour chaque planète, c'est le plan invariable du système. Pour pouvoir mettre en 

évidence le plan invariable de notre système, il faut non seulement considérer le soleil 

comme un satellite extérieur, mais aussi le mouvement du plan équatorial. L'équation 

correspondante est donnée en (2.11) et (2.17). En limitant le système initial (2.18) aux 

termes séculaires de degré 1, on obtient le système classique de Laplace-Lagrange. 011 

ne donne ici que la solution obtenue du mouvement du plan de l'orbite de Japet, du 

Soleil et du plan équatorial : 

Cos = 0,231383 exp z Rg + 0,102665 exp z RE - 0,000349 exp z Rg + O, 066502exp z R i  

COg = 0,2313825415 exp z Rf; - 0,0000000007 exp z RE (4.27) 

C,E = 0,231383 exp z 00 + O, 231421 exp z RE - 0,000036 exp z 0: - O, 000011 exp z O,* 

où, avec t compté en années à partir de J1980, 

0; = +O: 0000000 t - 175: 412 

0% = -0: 0002166 t + 4: 584 

0; = -0: 5208414 t - 1: 404 

52: = -0: 1227287 t - 73: 367 

Les autres termes de ces solutions sont nuls à la précision indiquée. On a d'ailleurs mis 

quelques décimales supplémentaires à la "solution" ÇO9 du Soleil, pour faire apparaître 

la perturbation dûe au globe de Saturne (elle représente environ un kilomètre sur la 

position du Soleil compte tenu de la distance de Saturne au Soleil); les termes non 

donnés dans (4.27) représentent des perturbations inférieures à 50 centimètres. Le plan 

de llorbit,e du Soleil apparaît donc constant et peut représenter le plan invariant du 

système Soleil-Saturne-satellites supposé isolé dans l'espace. Notons que la perturbation 

séculaire de 50 000 ans du plan de l'orbite de Saturne (par Jupiter essentiellement) n'est 

pas prise en compte ici. Dans cette approximation, il est important de noter aussi que le 

plan équatorial est animé d'un mouvement de précession avec une période d'environ 1.7 

millions d'années. Le terme constant de la solution (3.12) apparaît ici comme la valeur 

actuelle de la somme de deux termes, l'un constant relié au plan invariant, l'autre 

représentant un plan tournant autour du premier en 1.7 millions d'années. A cause de 

la très longue période en jeu, la dérive du terme constant dans la solution (3.12) est très 

faible (par exemple, moins de 100 km au bout d'un siècle dans l'inclinaison de Japet). 

C'est pourquoi, dans la suite, nous avons préféré négliger ce mouvement du pôle de 

Saturne. Si toutefois, il était nécessaire d'en tenir compte, il suffirait d'ajouter la petite 

partie correspondante, linéaire en t, dans le terme "constant". 



4.6.3 Noyau intégrable des équations relatives à Mimas et Téthys. 

Les particularités de la résonance Mimas-Téthys ne peuvent pas être mises en 

évidence sur la partie linéaire des équations comme cela vient d'être fait pour Encelade- 

Dioné. En effet, pour ce couple, la résonance se manifeste par une oscillation de grande 

amplitude ( N  950) et très lente (période: 70 ans) de l'argument 4 = 2X1 - 4X3 + 07 + 0: 

autour de la valeur zéro. La caractéristique de cet argument étant 2, les termes de son 

développement sont au moins de degré 2 en inclinaisons. Désignons donc plus parti- 

culièrement par Z la quantité suivante : 

Puisque chacune des équations relatives à W9 et WH fait intervenir la partie dq- - dt 
2% et que la partie principale de % est znil,, il est judicieux de considérer aussi 

la variable u suivante : 

La libration de la variable Z peut être mise en évidence en écrivant les équations relatives 

à u et 2, limitées à leur partie intégrable : 

où c est un coefficient numérique qui, dans le cas présent est positif. On en déduit alors 

deux intégrales premières : 

ZZ = 71 y3 = constante et u2 - c ( Z  +Z) = Iz 

Les équations (4.30) se réduisent donc à un seul degré de liberté qu'on étudie dans 

l'argument 4. L'équation obtenue est alors simplement celle du pendule : 

d2 dJ - = 2h2(cos dJ - cos 4,) 
dt2 

où h et 4, dépendent du coefficient c et des deux intégrales premières par : 

h2 = 4~~ y3c 

h2 cos 4, I2 =-- 
2 



La constante 4, représente l'amplitude de la libration dans la variable 4; les observations 

(Dourneau, 1987) indiquent que 4, est égal à 95: 392&0,32. L'expression analytique de 

la partie principale du coefficient c peut être trouvée dans les travaux sur le problème 

Mimas-Téthys, de H. Struve (1898)' Tisserand (1894)' G. Struve (1930)' de Rapaport 

(1977) et de Stellmacher (1982). Nous avons, pour notre part, utilisé la valeur issue de 

nos séries (c = 1,6347866 10-4 rad/jour dans les équations (4.17)). L'équation (4.31) 

se résoud à l'aide des intégrales elliptiques. Des formulaires correspondants (Whittaker 

et Watson, 1952; Abramowitz et Stegun, 1964), nous avons déduit les développements 

de cos 4 et de sin 4 en série de Fourier d'un argument w i  dont les coefficients dépendent 

d'un petit paramètre q. La fréquence w1 de cet argument est la fréquence de la libration 

et le paramètre q dépend de son amplitude 4,. En posant : 

on peut rassembler les développements de cos 4 et de sin 4 en un développement de la 

forme : 

z = 71% (a. + C bk(9' + (-l)*C7.) 
k=l 1 

I< et E étant respectivement les intégrales elliptiques complètes de première et deuxième 

espèce. Dans le cadre de cette approximation, la variable Z subit des variations pério- 

diques du seul argument w i .  

En utilisant la valeur de l'amplitude donnée plus haut, y1 = 0,013639 et y3 = 

0,009578, on a obtenu : 

La valeur trouvée pour la constante q (fi x 0,22) indique que la convergence du 

développement (4.33) est relativement lente. Quant à wl, les observations en donnent 

une valeur égale à 5,095 f 0,014, la différence est donc significative. On verra en 

fait au chapitre suivant que l'amplitude et la fréquence de la libration, fortement liées 

par l'équation du pendule, sont très sensibles à des faibles variations des conditions 

initiales et des paramètres physiques. En les modifiant légèrement, nous avons pu 



retrouver les valeurs issues des observations. La Figure 2 illustre ce que nous avons 

trouvé lors de l'intégration numérique du système complet montrant ainsi l'effet des 

autres termes non considérés ici. Elle représente les variations de Z sur une durée de 1230 

ans, et on retrouve bien l'allure d'un mouvement régi par l'équation du pendule, jus- 

tifiant l'hypothèse faite que cette équation représente la partie principale de la résonance 

Mimas-Téthys. On peut toutefois remarquer l'épaisseur non nulle du croissant, qui 

indique que 71% n'est plus strictement une intégrale première et que cette quantité 

subit au moins une variation de fréquence wl. 

4.7 Approche numérique de la solution du système critique centré. 

Cela consiste à intégrer numériquement les équations (4.17). Elles sont bien plus 

faciles à intégrer que les équations initiales puisque tous les termes à courtes périodes en 

ont été retirés, permettant une intégration numérique sur une longue durée (plusieurs 

siècles) avec un pas d'intégration relativement grand (quelques jours). Une telle méthode 

a déjà. été appliquée dans le cadre d'une théorie planétaire (Laskar, 1985). Cette so- 

lution numérique est alors transformée en solution analytique (ou formelle) par des 

techniques d'analyse de Fourier. Les variations de cette solution par rapport aux 

paramètres physiques et aux constantes d'intégration sont obtenues en intégrant de 

la même façon (numériquement) les équations aux variations. Nous allons décrire ici la 

méthode utilisée, les résultats obtenus seront commentés au chapitre suivant. 

4.7.1 Séparation des équations en deux blocs. 

Tout d'abord, nous avons séparé le système des 7 satellites (Hypérion n'est pas 

considéré ici) en deux blocs : l'un relatif aux quatre premiers satellites, l'autre relatif 

à Rhéa, Titan et Japet. En effet, ces deux sous-systèmes ont des caractéristiques très 

différentes. Le premier, contrairement au deuxième, est dominé par les résonances 

Mimas-Téthys et Encelade-Dioné; en conséquence, les équations relatives aux variables 

6 existent seulement dans le bloc des satellites intérieurs. Par ailleurs, le bloc relatif 

à Rhéa, Titan et Japet est bien plus perturbé par le Soleil que les quatre premiers 

satellites. Enfin, les fréquences fondamentales du Tableau 12 montrent que les échelles 

de temps sont très différentes. Avec cette séparation en deux blocs, d'une part, il sera 

possible d'utiliser un pas et une durée d'intégration appropriés à chacun d'eux, et d'autre 

part, les perturbations solaires pourront être, dans un premier temps, négligées dans le 

mouvement des quatre premiers satellites. 



Cette séparation a aussi pour conséquence d'écarter provisoirement les termes 

"hors-blocs", c'est-à-dire ceux dépendant des variables des trois satellites extérieurs 

pour les équations relatives à Mimas, Encelade, Téthys et Dioné et ceux des quatre 

satellites inférieurs pour les équations relatives à Rhéa, Titan et Japet. 

Les termes ainsi écartés sont petits et peu nombreux. Le Tableau 13b donne leur 

nombre dans chaque équation, ainsi que l'ordre de grandeur (en kilomètre) du plus 

grand d'entre eux (évalué lors de la sélection des termes faite en construisant le système 

critique à la précision du kilomètre et utilisant les valeurs majorées donnée dans le 

Tableau 8, cf. 54.1). Ces termes ne sont sans doute pas négligeables, mais pourront être 

pris en compte ultérieurement en y substituant la solution des deux blocs diagonaux. 

Il est important de remarquer que cette séparation en deux sous-systèmes ne signifie 

pas que l'on a négligé l'influence d'un groupe de satellites sur l'autre, mais que chaque 

sous-système ne dépend que des variables (Poi,  W i )  des satellites du groupe correspon- 

dant. Chaque sous-système dépend au contraire de l'ensemble des paramètres physiques 

du système, et ainsi un terme d'un bloc donné peut être en facteur de la masse d'un 

satellite de l'autre bloc. D'ailleurs, l'influence mutuelle des deux groupes de satellites 

est déjà incluse dans les équations dès la transformation (4.6) de X en Y, et pourra se 

manifester de nouveau lors du retour aux variables X. 

4.7.2 Intégration numérique. 

L'intégration nuniérique a été réalisée avec une méthode d'Adams de prédiction- 

correction d'ordre 10. La phase de démarrage est effectuée avec une méthode de Runge 

Kutta d'ordre 4 et un pas d'intégration 10 fois plus petit que dans la méthode d'Adams. 

Pour le système des quatre satellites intérieurs, on a vérifié qu'un pas d'intégration 

de 4 jours suffisait (la différence avec une intégration faite avec un pas de 2 jours sur 

une durée d'un siècle est au plus de 10-~ kilomètre). L'intégration a été effectuée sur 12 

siècles afin de mettre en évidence non seulement la période de la libration Mimas-Téthys 

(70 ans), mais aussi certaines périodes encore plus longues (jusque 800 ans !) que Duriez 

(1990) a détectées dans ce couple grâce à une méthode de développement synthétique des 

équations de Lagrange. On veut aussi mettre en évidence les plus hautes fréquences; 

l'analyse des développement analytiques que nous intégrons numériquement, montre 

que la plus haute fréquence à attendre est issue du monôme &); dont la période est 112 

jours. On a donc adopté un pas de sortie de 40 jours, c'est-à-dire que l'on a effectué 



une sauvegarde des résultats tous les 10 pas d'intégration. Ainsi, l'analyse de Fourier 

que 1,011 effectuera ensuite permettra de détecter des termes de période supérieurs à 80 

jours. 

Pour le système Rhéa-Titan-Japet on peut adopter un pas d'intégration beaucoup 

plus long (100 jours), mais le problème est plus compliqué car il faut tenir compte 

du mouvement du Soleil et substituer une représentation de son mouvement dans les 

seconds membres des équations. Nous avons utilisé à cet effet JASON84, qui est une 

représentation héliocentrique du mouvement de Saturne (Simon & Bretagnon, 1984) 

[cette représentation est elle-même calculée à partir de TOP82 (Simon, 1983)l. JA- 

SON84 comprend 6 groupes de séries correspondant aux 6 variables elliptiques. Chaque 

groupe de séries est divisé en une série purement périodique et un certain nombre de 

séries de Poisson de degré p par rapport au temps. Un terme de la série est ainsi de la 

forme : 

tP (C COS ipt + S sin ipt) (p 5 10) 

où i est un entier, t le temps en milliers d'années à partir de J2000 et p la fréquence 

fondamentale des séries : 

p = 0.359 536 201 909 4506 radianlmilliers d'années 

La représentation dont nous disposons est limitée aux termes qui dépassent 5 10-~ 

radians ou UA au bout de 6000 ans. Cette durée correspond à l'intervalle de validité 

qui était initialement prévu pour les utilisateurs de JASON84. Toutefois, Simon a 

comparé cette représentation à une intégration numérique des quatre grosses planètes 

sur des intervalles de 1000 , 3000, 6000 et 9000 ans. Les plus gros écarts obtenus entre 

la représentation et l'intégration numérique sont respectivement de 13, 19, 34 et 63 

secondes de degré. Cela semble bien sufisant pour nous, même pour la durée la plus 

longue. De plus en utilisant cette solution sur 9000 ans, il sera possible de détecter 

correctement les périodes d'environ 3000 ans présentes dans la solution de Japet (voir 

Tableau 12). 

Cependant, JASON84 est rapportée à l'écliptique et l'équinoxe moyens 52000; 

il faudra donc la rapporter au plan équatorial de Saturne puisque nos variables sont 

définies par rapport à ce plan. Par ailleurs, elle comprend au total 591 termes. Pour 

gagner en efficacité, on peut chercher à diminuer ce nombre de termes par une tron- 

cature plus sévère sur les coefficients, mais en fait, le temps passé à évaluer les séries 



de JASON84 est faible, comparé à celui que l'on passe dans l'évaluation des seconds 

membres des équations (1535 monômes). Cependant, si on adoptait une troncature à 

(au lieu de 5 10-6 initialement), la représentation ne comprendrait plus que 100 

termes, mais on observerait sur 2000 ans, un écart de 200 kilomètres dans la longitude 

moyenne de Japet, par rapport à une intégration utilisant les 591 termes. 

En fait, un autre problème surgit, car parmi ces 591 termes, certains ont des 

périodes très courtes : il s'agit essentiellement de termes synodiques issus des pertur- 

bations de Saturne par Vénus et par la Terre, de périodes respectives 0,63 et 1'04 ans. 

Or pour ne pas destabiliser l'intégrateur, il est nécessaire d'utiliser un pas d'intégration 

au moins 20 fois plus petit que la plus petite période présente dans le système. Avec 

ces termes synodiques, on perd l'avantage de pouvoir utiliser un pas de 100 jours et le 

calcul en est fortement ralenti. Mais la solution injectée subissant aussi l'intégration des 

équations, il est raisonnable de penser que ce sont les termes de basses fréquences de 

JASON84 qui influeront le plus sur la précision. Nous avons donc retenu dans JASON84 

tous les termes dont la fréquence est plus basse que 3000 p . Cette limite correspond 

aussi à la plus haute fréquence mise en évidence dans les séries à intégrer ( correspon- 

dant à l'inégalité 5X9, de période 6 ans). La différence observée avec une intégration où 

tous les termes ont été retenus, est de 3 km sur 100 ans et de 5 km sur 1000 ans dans 

la longitude moyenne de Japet. Le pas d'intégration adopté est alors de 100 jours; la 

différence avec une intégration numérique effectuée avec un pas de 35 jours est au plus 

de 2  IO-^ km sur 1000 ans. Avec un pas de sortie de 800 jours (2,2 ans) il sera possi- 

ble, lors de l'analyse de Fourier des résultats de l'intégration, de détecter des termes de 

période plus grande que 1600 jours. 

Les conditions initiales (à J1980) sont tirées des solutions obtenues lors de la 

résolution analytique (54.6) elles-mêmes issues de l'ajustement de Dourneau (1987). 

Toutefois pour le couple Mimas-Téthys, cela conduit à une période de la libration de 

85 ans et une amplitude de 127' ce qui est loin des valeurs issues des observations 

(respectivement 70.65 ans et 95039). Ce phénomène traduit l'extrême sensibilité de 

cette résonance aux conditions initiales (voir les dérivées partielles au chapitre suivant). 

Nous avons fait varier la condition initiale sur la variable 61 de -9 10-"en compara- 

ison, l'amplitude de la libration sur cette variable est de 3 10-~) .  Cette modification 

permet d'obtenir une période de 71.1 ans et une amplitude de 9509. De plus, pour 

pouvoir mettre en évidence les termes contenant l'excentricité de Téthys, celle-ci n'a 

pas été prise nulle comme dans Dourneau mais égale à 0.00102 qui est la valeur donnée 

par Sinclair (1977). Ces conditions initiales n'ont pas bien sûr un caractère définitif car 



elles devront être ajustées (avec les paramètres physiques) sur les observations. Le but 

ici est simplement d'avoir une solution nominale suffisamment proche des solutions déjà 

ajustées. 

4.7.3 Analyse spectrale. 

Nous voulons maintenant donner un certain caractère analytique à la solution is- 

sue de l'intégration numérique. Les deux buts principaux de cette étape sont : d'une 

part, d'obtenir une représentation sous forme suffisamment compacte pour être aisément 

manipulable, tout en maintenant la précision obtenue dans l'intégration numérique; 

d'autre part, d'exprimer clairement les constantes de la solution (amplitudes, phases et 

fréquences des termes, parties constantes...). Ceci facilitera le calcul des variations de 

la solution par rapport aux paramètres physiques et aux constantes d'intégration que 

l'on fera ensuite. Pour cela, on utilise les techniques de l'analyse de Fourier. 

Plusieurs auteurs se sont déjà intéressés à ces techniques pour des problèmes simi- 

laires concernant la dynamique du système solaire (Applegate et al., 1986; Carpino et 

al., 1987; Laskar, 1988, 1990). De manière générale, ils ont cherché une résolution en 

fréquence aussi bonne que possible afin de mettre en évidence la stabilité (ou l'instabilité) 

du système solaire, partant pour cela d'intégrations numériques sur des durées les plus 

longues possible. Ce n'est pas le but recherché ici pour les satellites de Saturne. Mais la 

durée des intégrations numériques que nous avons effectuées dans le système de Saturne 

(quelques milliers d'années) n'est pas non plus comparable, toutes proportions gardées, 

aux durées de plusieurs centaines de millions d'années considérées par ces auteurs pour 

les planètes. De plus, notre système est plus complexe car il n'est pas limité aux 

inégalités séculaires. Notre méthode d'analyse utilise directement le logiciel MFT de 

Laskar dont voici les caractéristiques : 

On suppose d'abord que chaque série temporelle issue d'une intégration numérique 

de durée T admet une représentation sous forme quasi-périodique : 

h(t )  = AL exp z (ukt) 
k= 1 

où Ak est complexe, uk est réel et N est le nombre de termes qu'admet la représentation. 

Ak et uk sont les paramètres à déterminer. Une transformée de Fourier rapide (FFT) de 

la série temporelle est d'abord effectuée, aiin de trouver à quelle fréquence va l'amplitude 

est la plus grande. Cette fréquence va n'est pas très précise, puisqu'elle est un multiple 



entier de la fréquence fondamentale v, = 27r/T. Elle indique seulement qu'une raie 

spectrale existe dans son voisinage. On affine ensuite la recherche du maximum de cette 

raie spectrale en déterminant par dichotomie la valeur vi de v qui maximise l'intégrale 

suivante dans le voisinage de va : 

H(V) = / h(t) exp z (-ut) dt 

on s'est fixé pour cela une précision de sortie de 0,0000002 seconde de degré par an. A 

la fréquence vi obtenue, correspond une raie dont l'amplitude complexe Ai(= H(v1)) 

est ainsi calculée. Le terme correspondant, Al exp z (vit) est alors soustrait de la série 

temporelle initiale et on recommence avec la nouvelle série temporelle pour trouver le 

terme suivant à la fréquence vz. Cependant, pour utiliser (4.35)' il convient que la base 

de fonctions (exp z (vkt)) utilisée dans la représentation (4.34) soit orthogonale. Il est 

donc nécessaire d'orthogonaliser la base de fonctions au fur et à mesure qu'on trouve une 

nouvelle raie spectrale. On utilise pour cela la méthode de Gram-Schmidt. Il y a deux 

critères d'arrêt de la procédure MFT : d'abord le dépassement du nombre maximum de 

raies spectrales à calculer (qui dimensionne les tableaux du programme correspondant), 

ensuite la limite de résolution en fréquence. En effet, la théorie du signal indique qu'on 

ne peut pas séparer deux fréquences plus proches que 2 fois la fréquence fondamentale 

Y, (= 27r/T, T étant la longueur temporelle des données). Donc le deuxième critère 

d'arrêt de la procédure intervient dès qu'une nouvelle fréquence est trouvée voisine 

d'une fréquence déjà déterminée, à une distance inférieure à Zv,. 

Cette méthode permet une très bonne résolution en fréquences. Cependant, on n'a 

pas toujours obtenu de cette façon toute la précision souhaitée. Par exemple, avec les 

deux tests d'arrêt décrits, la solution obtenue pour la longitude moyenne de Mimas (voir 

Tableau 14b) est limitée à ses deux premiers termes. En effet, le premier terme trouvé 

a une très forte amplitude (43"' le suivant étant plutôt de l'ordre de quelques minutes 

de degré); à la recherche de la troisième raie, l'analyse détecte en fait le pic résiduel du 

premier terme. Le deuxième test d'arrêt (écart en fréquence inférieur à Zv,, noté EF2) 

est alors vérifié et il n'est donc pas possible de déterminer les termes suivants. 

Pour pouvoir continuer, nous avons modifié la méthode en incluant à l'algorithme 

MFT deux procédures supplémentaires. 

La première est un ajustement par moindres carrés de la représentation obtenue 

à la série temporelle initiale; plus précisément, on recherche quelles corrections des 

fréquences, des amplitudes et des phases minimisent au sens des moindres carrés les 



résidus entre la série temporelle et la fonction h(t).  Cet ajustement est fait en linéarisant 

la représentation par rapport aux paramètres à corriger. Si les corrections apportées 

sont faibles, cette linéarisation suffit, ce qui peut être vérifié en réitérant l'ajustement. 

La méthode des moindres carrés permet en outre un contrôle supplémentaire par l'inter- 

médiaire de la matrice de corrélation. Le test correspondant (noté C) consiste à noter 

quelle est la paire de termes concernée par le plus grand coacient de corrélation trouvé 

lors d'un ajustement : si celui-ci est plus grand qu'une valeur maximale fixée, on rejette 

le dernier terme déterminé de la paire. A l'issue de cette procédure, la base de fonctions 

est orthogonalisée comme dans MFT. 

La deuxième procédure supplémentaire consiste simplement à masquer une partie 

du spectre aiin de ne rechercher de nouvelles raies que sur la partie non masquée, ou 

"autorisée". 

Le passage d'une procédure à l'autre est fait à l'aide de quatre tests fondamentaux. 

Les deux premiers que 1'011 a déjà vus sont ceux notés EF2 et C. Le troisième correspond 

au même test EF2 mais est fait au niveau v,; il est alors noté EF1. Le dernier (noté RM) 

controle la linéarité effectuée lors de l'ajustement par moindres carrés; on calcule l'écart 

relatif sur le résidu maximum entre deux ajustements consécutifs, le test est vérifié si 

cet écart dépasse 5%. 

Le schéma de l'analyse est alors le suivant : 

On effectue la procédilre MFT tant que le test EF2 n'est pas vérifié. Dans le cas 

contraire, on ajuste deux fois par moindres carrés la série obtenue; l'ajustement est 

réitéré tant que le t,est RM est vérifié. Si les tests EF1 ou C sont vérifiés, on rejette 

dans la paire de termes incriminée par l'un des deux tests celui qui a été déterminé en 

dernier. Le terme rejeté est masqué, la largeur de la zone interdite dans le spectre est 

de deux fois la fréquence fondamentale v,. La procédure des moindres carrés est alors 

reprise de la même façon. On revient ensuite à la procédure MFT; si le test EF2 est 

encore vérifié, il est inutile de refaire un ajustement par moindres carrés car cela vient 

d'être fait. Deux alternatives se présentent alors selon que le test EF1 est vérifié ou non : 

soit on teste le nouveau terme déterminé par MFT en l'incluant dans l'ajustement (sa 

distance en fréquence avec un autre terme de la série est donc comprise entre v, et 2v0), 

soit il est rejeté et masqué. Si par contre le test EF2 n'est pas vérifié à l'issue de MFT, 

on retourne à la configuration initiale en reprenant tout le schéma que l'on vient de 

décrire, c'est-à-dire en effectuant de nouveau la procédure MFT. 



La relative complexité de ce schéma est dûe à la priorité que l'on a donnée à 

MFT. C'est sur elle que s'appuie toute l'analyse, la méthode des moindres carrés n'est 

utilisée que lorsque MFT "échoue". De plus, on a toléré que des termes soit séparés de 

moins de deux fois la fréquence fondamentale, des essais ayant montré que cela était 

possible compte tenu du contrôle effectué par le test C. Cependant, ces sortes de termes 

interviennent uniquement lorsque MFT et la procédure d'ajustement ont été effectués, 

ils ne sont intégrés à la méthode qu'en dernier recours pour éviter de devoir masquer 

la partie correspondante du spectre. En effet, l'utilisation d'un masque signifie que l'on 

renonce à améliorer la représentation de la solution au voisinage de la zone interdite; la 

méthode atteint alors ses limites, le résidu maximum ne diminuant que faiblement dans 

la suite de l'analyse. Enfin, une remarque concernant le test C sur les coefficients de 

corrélation est nécessaire. Ce test est fortement lié à EF1 puisque chacun d'eux est un 

indicateur de la séparation des termes. Cependant, chacun de ces tests est nécessaire 

au contrôle de l'analyse car ils se rapportent chacun à deux méthodes différentes, l'un 

à MFT, l'autre à la méthode des moindres carrés. De plus, lorsque deux termes sont 

très corrélés, les ajustements consécutifs (il y en a au moins deux) peuvent diverger vers 

deux autres termes, éventuellement séparés de plus d'une fois la fréquence fondamentale. 

Dans ce cas le test EF1 ne détecte pas la divergence car il s'applique sur la série résultat, 

et seul le test C permet de rejeter l'ajustement. 

La série temporelle qu'on analyse peut être une solution q,. Il est probable dans 

ce cas que la représentation contienne une pente résiduelle et une constante à l'origine. 

Cette pente traduit, comme cela a été expliqué en $4.4, l'influence des solutions de P,  

Q et W sur la détermination des constantes (P) et (W). La représentation h( t )  n'a 

donc pas exactement la forme donnée en (4.34). Dans le cas des solutions q,, le schéma 

a donc été modifié pour déterminer à chaque pas de l'analyse de Fourier, la droite des 

moindres carrés qui passe à travers les résidus. Cette détermina.tion s'affine donc au fur 

et à mesure de la progression de l'analyse. De plus, la pente et la constante à l'origine 

sont intégrées à l'ajustement général et donc incluses dans les tests EF1, EF2 et C (la 

droite est considérée comme un terme supplémentaire de fréquence nulle). De la même 

manière, on a déterminé la partie constante dans la solution des autres variables. Cette 

détermination s'effectue aussi à chaque pas, mais simplement en prenant dans le spectre 

la valeur correspondant à la fréquence nulle. 

Nous allons illustrer sur l'exemple de la longitude moyenne de Mimas (q,~, voir 

Tableau 14b), comment s7est effectuée l'analyse de la solution, le test C étant fixé à 

65% : 



. Les deux premiers termes ont été déterminés par MFT. 

. Au troisième passage, MFT détecte un pic à 0'53 vo du premier terme. 

. Les deux termes sont ajustés par moindres carrés avec la pente et la constante à 

l'origine. Deux ajustements suffisent. Le résidu maximum est de 3330 km et le 

coefficient maximum de corrélation entre les termes est de 3%. 

. La procédure MFT est reprise. Les termes 3 à 8 sont détectés 

. MFT détecte ensuite un pic à 0'64 vo du premier terme. 

. Deux ajustements sont effectués. Le résidu est de 485 km et le coefficient de 

corrélation maximum de 15%. 

. MFT détecte les termes 9 à 12 puis un pic à 1.68 vo du troisième terme. 

. Deux ajustements des 12 premiers termes et de la droite donnent un résidu de 353 

km pour une corrélation maximum de 15%. 

. MFT détecte encore le pic à 1'68 vo du troisième terme. 

. Ce nouveau terme est inclus dans l'ajustement. Le résidu obtenu est de 304 km. 

Le coefficient de corrélation maximum est de 34 % et le nouveau terme est distant 

du troisième de 1'70 v,. Ce terme est donc accepté. 

. MFT détecte le quatorzième terme. 

. . . . et ainsi de suite jusqu'au 35aème terme où le résidu est tombé à 40 kilomètres. 

Il faut maintenant préciser sur quel critère la procédure est arrêtée. L'idéal est 

de le faire lorsque le résidu est plus petit qu'une précision donnée. Sinon, le nombre 

maximum de termes définit un deuxième test d'arrêt. On a vu que ce nombre était 

nécessaire à la procédure MFT pour dimensionner les tableaux; il est aussi nécessaire 

pour la procédure des moindres carrés car le nombre de paramètres à ajuster doit être un 

ordre de grandeur inférieur au nombre de points utilisé (11232 points pour les satellites 

intérieurs et 4212 pour le système Rhéa-Titan-Japet). Un troisième test a été prévu 

quoique l'exécution ne l'ait jamais utilisé, qui consiste à arrêter la procédure lorsque le 

nombre de masques placés atteint le nombre de termes déterminés. 

Notons enfin que les solutions des différentes variables et satellites sont d'abord 

analysées séparément. L'analyse globale des résultats correspondants permet ensuite de 

reconnaître des fréquences communes et leurs combinaisons. 



4.7.4 Dérivées partielles de la solution. 

La représentation obtenue définit les paramètres dont dépend chaque solution, ce 

sont : le terme constant, éventuellement la pente résiduelle et, pour chacun des termes, 

l'amplitude, la fréquence et la phase. Ils subiront des variations lorsque les conditions 

initiales, les masses et les coefficients d'aplatissement seront éventuellement changés. Il 

convient donc maintenant de mesurer ces variations au voisinage de la solution nominale 

en calculant les dérivées partielles premières de la solution par rapport aux conditions 

initiales et aux paramètres physiques. L'intégration des équations aux variations est 

effectuée de la même manière que pour l'intégration nominale. L'analyse des solutions 

obtenues pourrait se faire aussi par la méthode décrite au paragraphe précédent. Cepen- 

dant cette procédure est relativement longue car le nombre de variations à effectuer (égal 

à 50) est élevé. Les variations étant supposées faibles, les intégrations sont faites sur une 

durée plus courte (un siècle pour les satellites intérieurs et 2000 ans pour les satellites 

extérieurs). La restitution de l'analycité est faite, en partant de la forme obtenue pour 

la solution nominale, par ajustement des termes un à un en commençant par celui de 

plus grande amplitude. 

Plus précisément, on définit d'abord un niveau de troncature correspondant au 

résidu maximum entre la série temporelle nominale et sa représentation. Puis, pour 

chaque condition initiale et pour chaque paramètre physique, on définit une variation 

A. On définit aussi la variation maximum autorisée (A,,,) pour ce même paramètre. 

Cette variation maximum représentera l'intervalle sur lequel les variations sont possibles 

et siir leqiiel on estimera la. précision de la représentation linéaire. Deux intégrations 

numériques sont effectuées l'une correspondant à une variation -A, l'autre à +A. On 

compare ensuite les résultats de chacune de ces intégrations avec la solution nomi- 

nale. Si le résidu entre la série temporelle issue de l'une de ces deux intégrations et 

la représentation de la solution nominale, est inférieur au niveau de troncature défini, 

on estime qu'il n'est pas possible de calculer de dérivées partielles, elles sont alors con- 

sidérées nulles pour ce paramètre. Sinon, pour chaque terme issu de la solution nominale 

dont l'amplitude est supérieure à 10 fois le niveau de troncature défini, un ajustement 

est effectué. La convergence des ajustements successifs est controlée par les tests C et 

RM définis au paragraphe précédent. Cependant, si une divergence ou une mauvaise 

convergence est observée lors de l'ajustement d'un terme, cela signifie que les variations 

sont trop importantes, il faut donc modifier A en conséquence. L'ajustement est ef- 

fectué terme après terme (en allant du plus grand jusqu'au plus petit) car la durée plus 

courte de l'intégration numérique empêche de faire un ajustement global. De fait, cette 



analyse n'est pas strictement équivalente à celle effectuée lors de la détermination de la 

solution nominale. Pour que les écarts mesurés ne soient pas affectés par l'utilisation 

de deux méthodes à priori non équivalentes, la solution nominale a été réajustée de la 

même façon et sur la même durée. Elle constitue alors la nouvelle référence polir le 

calcul des dérivées partielles. 

On possède alors une estimation des dérivées partielles à droite et à gauche pour 

l'amplitude, la phase et la fréquence de chacun des termes analysés. La différence 

entre ces deux déterminations est un indicateur de la précision obtenue. Bien sûr, cette 

différence peut être simplement dûe à ce que la dérivée partielle d'ordre deux n'est pas 

négligeable. Cependant, il n'est pas avantageux d'utiliser cette information et ceci pour 

au moins trois raisons : 

. Les séries utilisées lors de l'intégration numérique, ont été construites à l'ordre un 

par rapport à Ami . . .  Am9 , AJ2,  AJ4,  AJ6. 

. Cette information correspond à uri élément diagonal de la matrice jacobienne de 

l'élément dérivé. Il manquerait alors tous les éléments non diagonaux et les calculer 

augmenterait considérablement le volume des calculs. 

. Des essais ont montré que dans cette différence entre les deux évaluations, il est 

difficile de faire la part entre ce qui est dû à la non-linéarité et ce qui est dû à la 

méthode. 

C'est pourquoi, cette différence est interprétée comme étant la précision obtenue 

sur le calcul de la dérivée partielle première. 

Les écarts que l'on a calculés avec l'incrément A sont rapportés à la valeur A,,,. 

Cela permet de négliger les dérivées dont l'effet au bout d'un temps correspondant à la 

durée de l'intégration est plus petit que le niveau de troncature défini. 

Enfin, nous avons comparé la représentation linéaire calculée pour la valeur A,,, 

du paramètre, à une intégration numérique tenant compte du changement de valeur de 

ce paramètre. Ainsi, il est possible d'estimer la précision de la représentation linéaire 

que constitue la solution nominale et l'ensemble de ses dérivées partielles premières. 

La précision de ce calcul est limitée par celle de la représentation de la solution 

nominale (niveau de troncature) et par l'incrément A utilisé. Si A est trop petit, les 

écarts risquent d'être au dessous du niveau de troncature et on ne les détectera pas. 

Inversement, il ne faut pas choisir A trop grand pour rester dans un domaine où les 

variations sont linéaires. De ce point de vue, le test effectué avec A,,,, permet d'estimer 



la longueur de ce domaine. Les valeurs de A et A,,, utilisées sont données dans les 

Tableaux 24 et 35. 



5 .  Résultats. 

Les résultats que nous allons présenter ici concernent la solution du système critique 

(4.17) et ses variations par rapport aux paramètres physiques et aux conditions initiales. 

Rappelons que ce système concerne les variables P,  Q et W et a été intégré en le séparant 

en deux parties : l'une relative aux satellites Mimas, Encelade, Téthys et Dioné et l'autre 

aux satellites Rhéa, Titan et Japet. 

5.1 Solution du système critique pour Mimas, Encelade, Téthys et Dioné. 

La solution issue de l'intégration numérique a été analysée selon la méthode décrite 

au chapitre précédent, le nombre maximum de termes recherchés étant de 35. Seule 

l'analyse de la longitude moyenne de Mimas a nécessité d'aller jusqu'à ce nombre, alors 

que pour les autres variables, l'analyse s'est arrêtée par le niveau de troncature, fixé 

à 0.5 km. Les résidus obtenus entre les résultats de l'intégration numérique et sa 

représentation sous forme de séries quasi-périodiques sont donnés dans les Figures 3 

à 6. On constate que la précision obtenue se situe au niveau du kilomètre sauf pour 

la longitude moyenne de Mimas dont le résidu maximum atteint environ 40 kilomètres, 

ce qui est encore acceptable. D'ailleurs, dans cette variable, il ne semble pas qu'en 

augmentant encore le nombre de termes on puisse atteindre la précison obtenue dans les 

autres variables, car le dernier terme détecté a une amplitude de 5 kilomètres seulement. 

5.1.1 Solution nominale. 

Nous entendons par solution nominale, la solution issue de l'intégration numérique 

effectuée pour des valeurs fixées des paramètres physiques et des conditions initiales 

fixées et au voisinage desquelles nous avons ensuite calculé les dérivées partielles de la 

solution. Nous avons tout d'abord utilisé les valeurs données dans le Tableau 1 et en 

$4.6.2, mais, comme on le verra plus loin en 55.1.4, les dérivées partielles obtenues ont 

permis d'ajuster quelques-unes de ces valeurs afin que la solution soit plus proche des 

théories actuelles supposées représenter les observations. Les valeurs modifiées (mz, ms, 

m4 ,J2 et fiol) sont données en deuxième ligne du Tableau 26a. Ces valeurs ont servi de 

base à une nouvelle intégration numérique, fournissant une nouvelle solution nominale, 

présentée dans les Tableaux 14 à 17 sous forme de séries de termes périodiques. Les 



deux solutions nominales sont très peu différentes l'une de l'autre et la première a servi 

à calculer les dérivées partielles premières. 

Comme on le voit dans ces Tableaux, nous avons essayé, pour chaque terme détecté 

par l'analyse spectrale, d'identifier sa. fréquence comme combinaison entière d'un certain 

nombre de fréquences fondamentales correspondant aux arguments principaux trouvés 

dans chaque solution : en effet le passage aux modes propres puis la transformation (4.8) 

qui rend autonome les termes résonnants ont pour effet d'isoler dans chaque solution, 

une fréquence propre du système, associée au terme prépondérant de cette solution. 

Nous avons donc désigné les arguments de ces termes principaux de la façon suivante : 

, 61 pour le péricentre de Mimas. 

. al pour le noeud de Mimas. 

. u):! pour l'argument de la libration Encelade-Dioné. Cet argument remplace celui 

correspondant au péricentre d'Encelade puisque sa fréquence est nulle (dans le 

"repère toiirnant" (voir aussi le Tahleaii 12). 

. Q2 pour le noeud d'Encelade. 

. i+h3 pour le péricentre de Téthys. 

. pour l'argument de la libration Mimas-Téthys. Cette argument remplace a3 

correspondant au noeud de Téthys puisque 61 + 63 = 0. 

. 4q pour le péricentre de Dioné. 

. Qq pour le noeud de Dioné. 

Ce sont les arguments fondamentaux de la solution. 

Mis à part deux termes non identifiés dans la longitude moyenne de Mimas ( le 

2ge et le 33e), il n'y a eu aucun problème pour identifier les combinaisons de fréquence. 

Cette identification doit satisfaire deux contraintes : l'une sur la fréquence du terme, 

l'autre sur sa phase, fréquence et phase devant être obtenues par la même combinaison 

entière des fréquences et des phases des arguments fondamentaux. De cette manière, 

nous n'avons relevé aucune ambiguïté, et la combinaison proposée est de loin la meilleure 

possible. 

Tous ces résultats sont présentés dans les Tableaux 14 à 17. Les variables absentes 

($2, $3 et $4) ont des variations inférieures à un kilomètre. De même, si le terme constant 

est absent d'une série, c'est qu'il a été trouvé négligeable. Nous avons enfin indiqué d'un 

astérisque les termes qui sont considérés dans les théories actuelles. 



Une première remarque s'impose : Vu l'identification des termes le système des 

quatre satellites intérieurs est, de fait, séparable en deux blocs, chaque bloc correspon- 

dant à un couple résonnant, dont les séries ne dépendent que des arguments associés 

à ce couple (mais cela ne veut pas dire que les séries relatives à un couple ne sont pas 

affectées par l'autre couple comme on le verra plus loin avec les dérivées partielles de 

ces séries par rapport aux paramètres physiques et aux conditions initiales). 

La solution du couple Encelade-Dioné est très peu volumineuse. Cela confirme le 

fait, déjà indiqué au chapitre précédent lors de la résolution analytique, que la solution 

du système linéarisé est déjà bien représentative de la dynamique de ces deux satellites. 

Cela est dû à la petitesse des amplitudes des termes induits par la résonance. On voit en 

effet que les termes nouveaux qui apparaissent, sont de l'ordre du kilomètre (7.4 km au 

plus, pour le terme d'argument 244 dans la longitude moyenne d'Encelade). Concernant 

l'excentricité d'Encelade, on rappelle que l'on doit encore ajouter la partie forcée qui 

seule, est prise en compte dans les théories actuelles (Tableau 11 et Figure 1). 

La solution du couple Mimas-Téthys est bien différente. Elle comporte davantage 

de termes dont beaucoup sont loin d'être négligeables. Certains de ces termes ont déjà 

été signalés dans les longitudes moyennes de ces satellites par de précédents travaux : les 

termes à très longues périodes (termes no 3, 4, 5 et 9 dans qOl) et le terme d'argument 

$1 ont été détectés par Duriez (1990); ce dernier terme a aussi été mis en évidence 

par Jefferys et Ries (1979) ainsi que les termes d'argument dl - wi et dl + wi; enfin, 

Stellmacher (1982) a étudié la libration Mimas-Téthys et a ainsi montré qu'en tenant 

compte d'un terme complémentaire dans l'équation de la libration, on pouvait mettre 

en évidence le terme d7a.rgument 2ul dans les longitudes moyennes des satellites. 

Il est important de remarquer que les fréquences 41, d3 et correspondent à des 

périodes de l'ordre de l'année. Or, de nombreux termes dans les longitudes moyennes de 

Mimas et de Téthys, ont des périodes plus longues que 100 ans (jusqu'à 700 ans). Ce sont 

donc, à l'échelle de notre système, de très longues périodes voire même des résonances 

séculaires. C'est là, un nouvel aspect de la dynamique de ce couple qu'il faudra prendre 

en compte pour comprendre son évolution à très long terme. La sensibilité de ces 

termes aux conditions initiales que nous avons observée lors du calcul des dérivées 

partielles ($5.1.2) confirme cet aspect. L'étude de ces résonances séculaires et leur 

éventuel caractère chaotique dépasse le cadre de ce travail dont le but est seulement de 

construire une théorie capable de fournir des éphémérides. 

Un argument attire toutefois notre attention : 201 + 4 3  (de période 200 ans). Il 



est présent de non~breuses fois dans les deux longitudes moyennes par l'intermédiaire 

de combinaisons avec des multiples de l'argument de la libration w i .  Il est d'ailleurs 

présent de la même manière dans les séries des autres variables, il suffit pour cela de 

retirer l'argument fondamental correspondant à la solution pour le faire apparaître. 

Il faut remarquer que cet argument contient le péricentre de Téthys, ce qui signifie 

que les amplitudes des termes correspondants dépendent de la valeur donnée à son 

excentricité. Celle que l'on a prise en tant que condition initiale est tirée de Sinclair 

(1977)' mais les autres auteurs considèrent généralement l'orbite de Téthys circulaire. 

Il est donc souhaitable d'accéder à une valeur beaucoup plus précise de l'excentricité 

de Téthys afin de mieux cerner l'influence de l'argument 2<Pi + $3.  Comme il apparaît 

finalement que l'excentricité de Téthys a davantage d'influence sur les longues périodes 

de la longitude moyenne de Mimas que dans la solution de Téthys elle-rnême, une 

bonne détermination de ces termes dans la longitude de Mimas pourrait servir à la 

détermination de l'excentricité de Téthys. 

L'absence, dans les théories actuelles, des termes à longues périodes que nous avons 

mis en évidence dans la longitude moyenne de Mimas, peut avoir une conséquence 

indirecte. Certains auteurs soupçonnent une accélération en longitude de l'ordre de 

2 degrés par siècle2 (Kozai, 1957; Dourneau, 1987). Une accélération en longitude 

s'explique généralement par des effets de marées que nous n'avons pas modélisés dans 

le cadre de ce travail. Schématiquement, le bourrelet de marée siir Saturne engendré 

par un de ses satellites, modifie le potentiel extérieur; l'orbite du satellite est alors 

perturbée en retour par cette modification. Ces ~ffets  sont très faibles, mais curnulablcs 

dans le temps. C'est donc un factcur essentiel de l'évolution à très longues périodes. 

Cependant, les études réalisées sur ce sujet (Dermott et al, 1988; Sarlat. 1990) indiquent 

une accélération d'au plus 5 centièmes de degré par siècles2 dans la longitude moyenne de 

Mimas, ce qui est beaucoup plus faible que la valeur déduite des observations. D'ailleurs, 

en ce qui concerne les satellites de Jupiter, les estimations effectuées par Lieske (1987) 

indiquent des accélérations encore plus petites, de l'ordre de 5 millièmes de degré par 

siècle2. Il est donc légitime de se demander si la valeur élevée trouvée dans la longitude 

de Mimas n'a pas une autre origine. Dans ce but, nous avons ajusté une parabole sur 

la série représentant la longitude moyenne de Mimas en enlevant les termes repérés 

par un astérisque, c'est-à-dire en prenant uniquement les termes non considérés par les 

théories actuelles. Cet ajustement, illustré par la Figure 7, a été effectué sur la durée 

correspondante au siècle d'observations utilisées par Dourneau. Nous avons trouvé une 

"accélération" de 2 degrés par siècle2. Mais il est facile de voir d'après la Figure qu'un 



ajustement sur une autre durée aurait donné une toute autre valeur. D'ailleurs, nous 

avons fait différents essais d'ajustement en faisant varier non seulement la durée, mais 

aussi les paramètres ajustés (comme par exemple les amplitudes de la libration); dans 

tous les cas le coefficient en t2 trouvé est de l'ordre du degré par siècle2 (quelquefois 

négatif). Bien sûr aucun de ces essais ne correspond réellement aux ajustements réalisés 

par Kozai ou Dourneau, car les observations qu'ils ont utilisées sont entachées d'erreurs 

et pas nécessairement réparties uniformément dans le temps. Il est cependant clair que 

la prise en compte des termes à longues périodes de la longitude moyenne de Mimas est 

indispensable à une bonne détermination d'une éventuelle accélération dans la longitude 

de Mimas, que l'on pourra alors interpréter comme issue des forces de marées. Comme 

on l'a remarqué précédemment, les plus gros de ces termes dépendent de l'excentricité 

de Téthys. On voit donc là une raison supplémentaire de déterminer précisément sa 

valeur. 

Remarquons enfin que la forme des solutions obtenues pour Wg et de Wli (relatives 

aux inclinaisons de Mimas et de Téthys, Tableaux 14d et 16c) permet d'obtenir une 

expression de Z = W9Wi1 qui a la même forme que le développement (4.33) issu 

de l'équation du pendule. Les différences entre ces deux expressions sont justement 

celles qui expliquent que le module de Z n'est plus exactement une intégrale première 

(épaisseur du croissant de la Figure 2). 

5.1.2 Variations de la solution nominale. 

Les dérivées partielles de la solution nominale sont données dans les Tableaux 18 

à 23. Pour toutes les valeurs données dans ces Tableaux, le nombre de décimales con- 

servées dépend de la précision obtenue, c'est-à-dire qu'on a trouvé égales, à la dernière 

décimale près, les deux évaluations de ces dérivées, l'une à droite et l'autre à gauche. 

Pour évaluer ces deux dérivées, on a simplement fait varier chaque paramètre d'une 

valeur +A et -A; les valeurs *A sont données en colonne 2 dans les Tableaux 24a et 

24b. On dispose aussi d'un autre indicateur pour la précision globale de la représentation 

linéaire de la théorie constituée par la solution nominale et ses dérivées partielles. Il 

est donné aussi dans les Tableaux 24 qui concernent la comparaison sur un siècle entre 

l'intégration numérique et sa représentation nominale ou sa représentation linéaire. La 

ligne 1 donne le résultat de cette comparaison pour la solution nominale et les lignes 

suivantes pour la représentation linéaire. Plus précisément, ces écarts sont obtenus en 

comparant la représentation linéaire calculée pour la valeur A,,, de chaque paramètre, 



à une intégration numérique tenant compte du changement de valeur de ce paramètre. 

Ces écarts dépendent donc fortement de la valeur du A,,, utilisé, généralement sur- 

estimé. Cependant pour RS, Ri, w3 et e:, A,,, a été sous-évalué afin de rester dans 

les limites de l'approximation linéaire. Pour les conditions initiales RS et Ri, cela ne 

pose pas de réel problème car leur influence est limitée respectivement à Q2 et à Q4, 

auxquels ils peuvent être identifiés. Pour l'excentricité de Téthys, la valeur nulle est 

singulière et l'intervalle où sont autorisées les variations n'atteint pas cette valeur. De 

manière générale, les précisions indiquées dans les Tableaux 24a et 24b n'ont de valeurs 

que pour une variation du paramètre à l'intérieur de l'intervalle défini par A,,,. En 

dehors de cet intervalle, il serait préférable de recalculer ces dérivées partielles et de 

se rapprocher de la valeur souhaitée par approximations successives. Inversement, si la 

variation du paramètre est plus faible que celle définie par Am,,, on peut s'attendre à 

ce que le résidu diminue d'autant (au moins en ordre de grandeur et dans la limite de 

la précision nominale). 

Les variations par rapport aux conditions initiales q,; ne sont pas données dans les 

Tableau car elles ne concernent bien sûr que la longitude moyenne à l'origine. C'est- 

à-dire que la dérivée partielle de l'amplitude du terme no O de la solution de q,;( t)  par 

rapport à q,;(O) vaut un ! 

Le couple Encelade-Dioné possède une très bonne représentation linéaire. Seuls les 

effets de l'excentricité et du péricentre de Dioné sur la longitude moyenne d'Encelade, 

ne sont pas complètement inclus dans cette représentation : les résidus, pour une 

variation A,,, de ces paramètres, peuvent atteindre 684 kilomètres. Les intervalles 

[eo4 - Amax(e4) , eo4 + Amax(e4)l et - Amax(~4) , wo4 + Amax(p4)l ont été choi- 

sis de manière à inclure la détermination de ces paramètres faite par Sinclair (1977); 

cependant, les valeurs obtenues par Sinclair sont significativement éloignées de celles 

trouvées par d'autres auteurs (cités par Dourneau, 1987). On peut donc s'attendre à ce 

que ces paramètres n'atteignent pas ces valeurs extrêmes. 

Les dérivées partielles de la solution du couple Mimas-Téthys indiquent une nette 

sensibilité a u  conditions initiales et aux paramètres physiques. Par exemple, une mod- 

ification de la masse de Téthys de 2% (cette masse est connue à environ 3% près) suffit 

à modifier la valeur du premier terme de 10 000 kilomètres (évaluation au bout de 

100 ans). Cette sensibilité se manifeste aussi par le fait que pour des valeurs maxi- 

males de certains paramètres (Jz, e; et dans une moindre mesure ma, J 4 ,  pl et p3), on 

n'a pas atteint le même niveau de précision pour la solution nominale. Néanmoins, la 



représentation linéaire de cette solution est utilisable pour un ajustement aux observa- 

tions. Cela permettra d'accéder à une meilleure valeur des paramètres insuffisamment 

connus, et éventuellement, en réitérant le calcul des dérivées partielles, d'améliorer la 

représentation de la solution. 

5.1.3 Pentes résiduelles dans les solutions q,,. 

La détermination des perturbations constantes (voir les Tableaux 10 et 11 du 

chapitre précédent) a été effectuée de manière à éliminer les termes constants dans 

les équations - et $$. A ce stade du calcul, les solutions de P, Q et W n'étant dt  
pas encore connues, on a utilisé les équations approchées (4.16). Cela signifie que les 

solutions de P, Q et W peuvent modifier encore légérernent ces constantes. Et en effet, 

on observe des pentes résiduelles dans les solutions relatives aux longitudes moyennes. 

Elles sont données dans le Tableau 25 avec leurs dérivées partielles. Si on suppose que les 

paramètres Afii dans ce Tableau sont des constantes qui viendront simplement modifier 

les p,i (les Afi, sont en réalité des conditions initiales), il est possible d'annuler ces pentes 

en résolvant les deux systèmes de deux équations à deux inconnues correspondants. On 

trouve alors : 

Les valeurs trouvées pour le système Encelade-Dioné sont très faibles. Celles concernant 

Mimas-Téthys sont beaucoups plus importantes mais ne représentent sur leurs demi- 

grands axes que des perturbations de 9 et 0.8 km respectivement. En fait, les valeurs 

de ces paramètres représentent des variations des conditions initiales des variables fi,; 
et non pas leur partie constante. On ne peut donc pas les utiliser directement pour 

corriger les constantes p,i. Elles doivent être interprétées simplement comme des ordres 

de grandeurs qui permettent de comprendre la signification de ces pentes résiduelles. 

Il est important de revenir sur la signification des constantes p,;. Dans la mesure 

où nous avons supposé que les moyens mouvements moyens Ni étaient parfaitement 

connus, ces constantes ne sont pas arbitraires. Dans ce sens, les pentes résiduelles et 

leurs dérivées partielles doivent être considérées comme des contraintes supplémentaires. 



Par exemple, la première colonne du Tableau 25 se lira : 

Or, les quatre moyens mouvements moyens ne sont pas indépendants puisqu'ils vérifient 

les relations 2Ni - 4N3 + fi; + = O et N2 - 2N4 + &; = O. On peut donc s'attendre 

à ce que ces 4 contraintes ne soient pas complétement indépendantes ou que, tout au 

moins, elles soient mal conditionnées. Cela est net pour Mimas-Téthys, le déterminant 

du système résolu plus haut, vaut environ -0.02 (par rapport à des coefficients de l'ordre 

de l'unité). Cela signifie que 2 des 16 conditions initiales ne sont pas arbitraires. Ces 

conditions initiales ont déjà été introduites dans la théorie dès le début du calcul par 

l'intermédiaire des moyens mouvements moyens. Le fait que ces deux paramètres soient 

surabondants, explique que l'on trouve dans les Tableaux 18 à 23, des dérivées partielles 

par rapport à fil et quasiment opposées, et de même pour celles relatives à pz et p4. 

Ainsi, pour chaque couple de satellites résonnants, lorsqu'on donne des variations égales 

à p0l et fio3 ( OU à fi02 et fio4), la solution du système change peu sauf en ce qui concerne 

les pentes résiduelles pour lesquelles les dérivées partielles sont différentes. Pour le 

couple Mimas-Téthys par exemple, cela découle de la définition de la variable u donnée 

en (4.29). Une variation A613 dans pl et fi3 donne une variation (Ni - 2#3) Ag13 dans 

u.  Or NI - f i 3  est d'un ordre de grandeur plus petit que ml ou N3 (par rapport à E). 

On peut donc dire que les dérivées partielles par rapport à pi et p3 sont opposées à E 

près. 

Enfin, notons que lors d'un ajustement aux observations, les moyens mouvements 

moyens devront aussi être éventuellement corrigés. Le Tableau 25 est dans ce cas uti- 

lisable, il suffit pour cela d'ajouter à la pente résiduelle un paramètre correspondant à 

l'écart au moyen mouvement moyen de référence (Tableau 1). 

5.1.4 Test de validité de la représentation linéaire. 

La précision des dérivées partielles obtenues a été évaluée de deux manières. D'une 

part on a évalué cette dérivée à droite et à gauche, et d'autre part on a comparé la 

représentation linéaire pour la valeur A,,, de chaque paramètre à une intégration 

numérique tenant compte du changement de valeur de ce paramètre. Cependant, 

chacune de ces comparaisons est faite dans la seule direction du paramètre qu'on a 

fait varier. Il est donc intéressant, surtout pour Mimas-Téthys, de faire varier si- 

multanément plusieurs paramètres et de comparer la solution issue d'une deuxième 



intégration numérique avec celle donnée par la représentation linéaire. Cette compa- 

raison constitue la première partie du test de validité de la représentation linéaire. 

Par ailleurs, l'intégration numérique a d'abord été effectuée avec les valeurs des 

paramètres physiques données dans le Tableau 1 et pour les conditions initiales décrites 

en 54.6.2. Certaines des grandeurs déterminées par l'analyse harmonique de cette 

intégration, ont été trouvées en dehors de l'intervalle de confiance obtenu pour ces quan- 

tités par d'autres auteurs. Ces grandeurs sont principalement l'amplitude et la fréquence 

de la libration Mimas-Téthys, le mouvement du péricentre de Mimas et la fréquence de 

la libration Dioné-Encelade. Un test de validité des dérivées partielles pourra consister à 

ajuster la représentation linéaire sur les solutions existantes (Dourneau), en déterminant 

des corrections plausibles pour les paramètres physiques et les conditions initiales. 

Pour cela, nous nous sommes fixé quelques conditions issues des observations. Ces 

conditions sont les valeurs de Al, A2, AB, Ljl, & ,  W2 et déduites des observations et 

données par Dourneau (sauf pour w2 où nous avons pris une valeur intermédiaire entre les 

déterminations de Dourneau et de Kozai). Les constantes Ai, A2 et As représentent ici 

respectivement les amplitudes du plus gros terme (libration) dans la longitude moyenne 

de Mimas, d'Encelade et de Dioné. Nous nous sommes donné ensuite la liste des quelques 

paramètres physiques ou conditions initiales qui soient susceptibles d'influer sur les con- 

ditions. Ce sont mz, ma, m4, Jz et Foi. A l'aide des dérivées partielles, nous avons résolu 

ce système en utilisant la procédure des moindres carrés. Il est clair que nous utilisons 

cette procédure uniquement parce que nous avons plus d'équations que d'inconnues. 

Cette résolution ne constitue donc pas un ajustement dans lequel le nombre de condi- 

tions est très supérieur au nombre de paramètres à déterminer. Pour cette raison, il 

ne faut pas interpréter les résultats correspondants comme une réelle détermination des 

paramètres, mais simplement comme un test d'utilisation des dérivées partielles. Pour 

effectuer un ajustement au sens propre du terme, il faudrait qu'il soit fait directement 

sur les observations, ou sur une intégration numérique déjà ajustée, mais nous n'en 

disposons pas encore. 

Les résultats sont présentés dans les Tableaux 26a et 26b. Partant des valeurs de 

Ai, Az, As, Wi , $1,  Lj2 et &l, obtenues par analyse harmonique de la première intégration 

numérique (ligne "AHl"), on a ajusté les masses, le J2 et la condition initiale sur pl, sur 

les valeurs données dans la ligne 'Lconditions". La ligne "RL" donne les valeurs fournies 

par la représentation linéaire utilisant les corrections trouvées pour les masses, J z  et Pi. 
La ligne "AH2" donne, en comparaison, les valeurs obtenues à l'issue de l'analyse d'une 



deuxième intégration numérique tenant compte de ces changements de masses, du J2 

et de f i l .  On donne enfin les déterminations de ces quantités faites par Dourneau et 

Kozai. Les valeurs de départ des paramètres physiques à ajuster sont celles déjà données 

dans le Tableau 1 et rappelées dans le Tableau 26a. On a donné, pour comparaison, les 

valeurs correspondantes déterminées par Kozai (1957), Dourneau (1987), et Campbell 

et Anderson (1989). La valeur UA1 du J2 de Saturne est aussi donnée pour mémoire, 

et est exprimée en tenant compte d'un rayon équatorial de 60300 km, comme pour 

l'évaluation de Campbell et Anderson. 

On peut remarquer que la solution obtenue avec les nouveaux paramètres (RL ou 

AH2) est significativement plus proche (que AH1) de celle issue des observations (lignes 

Dourneau et Kozai) et que les paramètres physiques ajustés restent très cohérents avec 

les autres déterminations. Le paramètre Jz a peu évolué, on reste donc très près de 

la détermination de Campbell et Anderson. Cependant, l'ajustement de ce paramètre 

a été nécessaire pour corriger certaines conditions du système Mimas-Téthys. C'est là 

encore un aspect de la grande sensibilité de ce système. Si, lors d'un ajustement aux 

observations, les effets des différents paramètres et conditions initiales sont bien séparés, 

on peut espérer ainsi accéder à une bonne connaissance de ces paramètres. La condition 

initiale sur pi a, quant à elle, évolué significativement. On a obtenu une variation égale 

à 70% du A,,, correspondant (Tableau 24b). En interpolant les écarts donnés dans 

ce Tableau, on peut alors s'attendre dans la longitude moyenne de Mimas, à un écart 

de 580 km environ (0.7 x 825) entre la représentation linéaire et la solution issue de 

la deuxième intégration numérique. En regardant les deux lignes correspondantes du 

Tableau 26b (RL et AH2), on remarque en effet des modifications sensibles pour les 

valeurs de Al et w i  qui représentent 250 km environ pour chacun d'eux. Les valeurs de 

91 et de 61 donnent des écarts de 50 et 25 kilomètres respectivement, tandis que les 

autres modifcations donnent des écarts négligeables. 

Ce test permet de penser que la solution donnée dans ce chapitre (solution nominale 

et ses dérivées partielles), sera directement utilisable pour un ajustement aux observa- 

tions dont on pourra tirer des éphémérides précises pour les quatre premiers satellites 

de Saturne. 

5.2 Solution du système critique pour Rhéa, Titan et Japet. 

Nous avons intégré et analysé de la même façon le système Rhéa-Titan-Japet. Les 

séries de la solution obtenue sont présentées dans les Tableaux 27 à 29. Nous avons déjà 



signalé qu'à la différence des satellites intérieurs, ce système n'est pas autonome à cause 

de l'introduction du mouvement donné du Soleil dans les équations. Cette particularité 

a créé des problèmes supplémentaires que nous allons préciser. 

5.2.1 Termes séculaires de JASON84. 

Le principal problème réside dans l'incompatibilité entre les termes séculaires pré- 

sents dans la solution JASON84 et l'hypothèse faite de l'existence d'une solution quasi- 

périodique pour les satellites de Saturne. On sait bien sûr que ces termes séculaires 

sont le début d'un développement en polynôme du temps de termes périodiques à très 

longues périodes. Les périodes de ces termes (entre 50 000 ans et 2 106 ans) apparaissent 

encore plus longues à l'échelle d'un système de satellites. Pour obtenir une solution 

sous forme quasi-périodique, il faudrait utiliser une représentation du mouvement du 

Soleil qui soit elle-même quasi-périodique, mais il serait quasiment impossible d'intégrer 

numériquement le système sur une durée de l'ordre du million d'années. 

Une solution issue d'une intégration numérique sur une durée plus courte ne peut 

donc être qu'une représentation mixte. Cependant, sur une durée de l'ordre du siècle, les 

effets des termes séculaires solaires sont faibles. La Figure 8 en donne l'illustration dans 

la longitude moyenne de Japet. Elle montre la différence obtenue entre deux intégrations 

numériques effectuées sur 9200 ans, l'une ayant inclus les termes séculaires de JASON84, 

l'autre les ayant exclus. Sur 92 siècles, ces effets sont évidemments importants, mais 

sur les 2 siècles centrés sur 51980, ils sont réduits à 80 kilomètres au plus. Dans les 

autres variables de ce satellite et sur la même durée, les écarts observés ne dépassent 

pas 30 kilomètres. Pour Titan, l'écart sur deux siècles n'est que 8 km dans sa longitude 

moyenne. L'influence des termes séculaires n'est donc pas tout à fait négligeable sur le 

mouvement de Japet, mais on peut la négliger dans un premier temps, et c'est ce que 

nous avons fait. Cela nous a permis de trouver une forme quasi-périodique pour la solu- 

tion présentée dans les Tableaux 27 à 29. Si la précision l'exigeait, on pourrait en tenir 

compte, par exemple, en transformant sous forme de termes mixtes la représentation 

quasi-périodique obtenue (c'est-à-dire en recherchant l'amplitude des termes périodiques 

sous forme de polynômes du temps). 

5.2.2 Identification des termes. 

Un autre problème, dû à l'introduction du mouvement du Soleil dans les équations, 



se pose pour reconnaître les combinaisons entières des arguments fondamentaux. Puisque 

le système n'est pas résonnant, les arguments fondamentaux sont simplement : 

. 45 pour le péricentre de Rhéa. 

. Q5 pour le noeud de Rhéa. 

. $6 pour le péricentre de Titan. 

. a6 pour le noeud de Titan. 

. q5,3 pour le péricentre de Japet. 

. ag pour le noeud de Japet. 

Ces arguments ne diffèrent des arguments propres af et 0; que par l'influence 

des termes non linéaires des équations. Ces différences sont faibles sauf pour Japet et 

ont déjà été montrées dans le Tableau 12. Ces arguments sont propres au système, 

mais le Soleil en introduit trois autres (Ag, mg, et 09) dont les deux derniers ont une 

fréquence nulle si on ignore leurs variations séculaires. Par exemple, nous avons relevé 

dans l'équation relative à la variable q,a (longitude moyenne de Japet), ces quelques 

termes de degré 1 et 3 de l'inégalité en Ag : 

- 
(-, 642 29 + 2,9 2gw16~16-, 73 zgwa& + 3'9 29(&+, 64 G(i-, 72 2;;) exp -z Ag 

- - - - - - - 
(-7 642 1 9  + 2,9 29WlRU16-, 73 zgW8W8 f 3'9 .Zg(dg+, 64 z&'-, 72 2 ~ ' )  exp i - 2  Ag 

(Cet extrait est donné au facteur z 1oU5 rad/jour près), et on rappelle que la variable 

wa est relative à l'excentricité et au péricentre de Japet et w16 à son inclinaison et à 

son noeud. Si, pour simplifier le propos, on suppose que eg et y: sont constants et si 

on néglige les variations périodiques de 29 et Cg, tous ces termes ont la même fréquence 

Ng (moyen mouvement moyen du Soleil) mais des phases différentes. Il en est de même 

après leur intégration, et l'analyse harmonique les détecte sous la forme d'un seul terme 

(terme no 2 dans le Tableau 29a). La fréquence est bien identifiée à Ng, mais la phase 

n'est pas celle de Ag. Ceci rend plus difficile l'identification des arguments qui ne peut 

plus s'appuyer sur l'identification des phases comme dans le cas des satellites intérieurs. 

De plus, pour identifier les arguments, il faut aussi prendre en compte les fréquences 

correspondant aux multiples de p que la solution JASON84 a introduits. Les seules que 

nous ayons détectées avec certitude sont : 

. 19p correspondant à la grande inégalité entre Jupiter et Saturne : -2 X J  + 5Xs. 

. 880p correspondant à l'inégalité synodique entre Jupiter et Saturne : A J  - Ag. 

. 287p correspondant à l'inégalité X J - 2Xg. 



Notons que ces trois arguments sont présents dans les six séries représentant la 

solution JASON84, sauf celui en 287p, absent des séries relatives à l'inclinaison et au 

noeud du Soleil. Quand ces arguments interviennent significativement dans la solution 

des satellites, on peut les détecter par leur fréquence, mais il est difficile d'en reconnaître 

la phase (il faudrait pour cela connaître la provenance exacte de la perturbation). Pour 

toutes ces raisons, l'identification que nous avons proposée pour la plupart des termes de 

la solution nominale, n'est valable que pour la fréquence du terme. Peu de doute subsiste 

en ce qui concerne l'identification des plus gros termes mais les phases calculées à partir 

de l'identification d'une certaine combinaison des fréquences, peuvent être différentes 

de celles données par l'analyse. Cependant, il est quelquefois possible de préciser cette 

phase. Par exemple, pour l'inégalité en Ag (donnée ci-dessus jusqu'au degré 3), la 

phase est principalement celle du terme de degré 1. Dans ce cas, pour une meilleure 

identification de ce terme, il faudrait dire que son argument est plutôt Ag - a 9  (anomalie 

moyenne du Soleil) à des termes de degré 3 près. Pour information, nous donnons les 

phases suivantes, évaluées à la date J1980 et issues de JASON84 : 

pour Ag : 176: 31 
pour m g  : 106: 79 
pour Rg : 184: 57 

5.2.3 Précision obtenue pour la solution nominale. 

Le nombre maximum de termes à rechercher par l'analyse harmonique a été fixé 

a 35. Ce nombre n'a jamais été atteint car on avait obtenu avant cela la précision 

souhaitée (pour Rhéa et Titan), ou bien (pour Japet), il n'a pas été possible de pour- 

suivre efficacement l'analyse harmonique au delà de 22, 22 et 27 termes, respectivement 

dans 908, W8 et W16. 

Les résidus obtenus entre les résultats de l'intégration numérique et sa représentation 

sous forme de séries quasi-périodiques sont donnés dans les Figures 9 à 11 pour une durée 

de 2000 ans. Dans la solution des satellites Rhéa et Titan, les résidus obtenus sont de 

l'ordre de quelques kilomètres (jusqu'à 14 km dans la longitude moyenne de Titan). Par 

contre, dans la solution de Japet, les résidus atteignent la centaine de kilomètres dans 

W8 et dans WI6, et 340 km dans q,8. Néanmoins, on voit qu'on peut obtenir des résidus 

de moins de 100 km, sur une durée de 100 ans. Cette précision est nettement moins 

bonne que pour les autres satellites, mais il faut remarquer que 100 kilomètres dans le 

système de Saturne représente un angle géocentrique de 01{015. Nous n'avons pas réussi 



à diminuer ces résidus, car lors de l'analyse, la procédure MFT a détecté de nombreux 

pics résiduels trop voisins de termes trouvés auparavant. A l'aide de la procédure des 

moindres carrés nous avons pu progresser dans l'analyse mais sans toujours réduire ces 

pics résiduels à un niveau acceptable pour la précision souhaitée. Dans ce cas, comme 

cela a été expliqué au chapitre précédent, nous avons dû masquer la partie du spectre 

correspondante, pour pouvoir détecter d'autres termes plus petits. Dès lors, il est clair 

qu'on ne peut plus espérer diminuer les résidus de manière significative puisqu'on a 

laissé de côté des pics résiduels encore relativement importants et qui ne contribuent 

donc pas à la solution nominale obtenue. 

Remarquons que, dans le cas de la longitude moyenne de Japet, nous avons testé 

la méthode d'analyse en effectuant une deuxième analyse spectrale mais cette fois sur 

la série temporelle issue de la série quasi-périodique trouvée (Tableau 29a). Nous avons 

retrouvé ainsi tous les termes de cette série (les résidus entre ces deux séries atteignent 

seulement 70 mètres). Les pics résiduels, qui limitent la précision, sont donc issus de 

termes que la méthode n'a pu déterminer et non des termes déjà déterminés. 

Ces pics résiduels peuvent s'expliquer par l'existence de très longues périodes dont 

la fréquence est plus petite que la fréquence fondamentale v, (dépendant de la durée 

de l'intégration numérique). Par exemple, il pourrait y avoir interférence entre termes 

dont les fréquences sont les suivantes (en degré par an) : 

Le terme d'argument - est déjà présent dans les équations relatives à la longitude 

moyenne de chacun des trois satellites. L'argument ds - d8 est aussi présent dans celles 

relatives aux longitudes moyennes de Titan et de Japet. De plus la présence de la 

fréquence 19p est probable dans la solution de ces longitudes moyennes, puisque nous 

l'avons détectée sous forme de combinaisons entières de Ag et de 19p. Ainsi, on peut dire 

qu'au voisinage de la fréquence 0,4 degré par an, il existe un groupe de pics que nous 

n'avons pas réussi à séparer. Il serait nécessaire d'effectuer une intégration sur une durée 

d'au moins 80 000 ans pour séparer la fréquence 19p des deux autres, et de 600 000 ans 

pour séparer celle relative aux excentricités de celle relative aux inclinaisons. On serait 

alors confronté aux problèmes posés par la manipulation d'une très grande quantité de 

points issus de l'intégration. Mais on a vu que sur de telles durées, les termes séculaires 

de JASON84 ne sont plus représentatifs ! 



Signalons encore que pour les fréquences que nous avons dû masquer à cause de 

pics résiduels trop importants, nous avons tenté de représenter les termes correspondants 

sous une forme mixte. L'amplitude est alors recherchée sous forme d'un polynôme du 

temps, tandis que la fréquence est fixée à la valeur trouvée lors de l'analyse spectrale. 

Puisque l'on doit déterminer plusieurs polynômes qui restent simultanément en facteur 

d'une fonctions périodique de t ,  il n'est pas possible d'effectuer une simple interpolation 

polynômiale comme cela a été fait par Laskar (1984) lorsqu'il a cherché à représenter 

sous forme de polynômes du temps, l'ensemble de la solution à très longues périodes du 

système séculaire des planètes. Une recherche par moindres carrés est possible, mais, 

limitée par la durée de l'intégration, on ne peut pas atteindre des puissances élevées 

du temps sans augmenter les coefficients de corrélation. Par exemple, en ajustant des 

polynômes de degré 2, les coefficients de corrélation entre les coefficients atteignent 

déjà 75% sans que les résidus diminuent de manière significative. Le problème de la 

représentation mixte reste donc entier. 

5.2.4 Solution nominale. 

Les théories actuelles du mouvement des satellites de Rhéa, Titan et Japet sont is- 

sues du développement de la fonction perturbatrice en inclinaisons mutuelles et non pas, 

comme nous, fait en rapportant tous les plans d'orbite à un plan fixe. Il est donc difficile 

de comparer directement ces théories à notre solution. On peut néanmoins indiquer les 

inégalités que ces théories ont prises en compte. Ainsi, chez Dourneau, l'inégalité 2X9 ap- 

parait dans toutes les variables (sauf bien entendu dans le demi-grand axe) de Titan et de 

Japet. Celle en Xg est aussi présente dans leurs longitudes moyennes, dans l'excentricité 

et dans l'inclinaison de Japet. Enfin, dans cette dernière variable, les inégalités 3X9 

et 4Xg existent aussi. Rappelons cependant, que les théories actuelles représentent une 

partie de l'excentricité et de l'inclinaison de Japet sous forme de polynômes du temps 

(cf. $3.3). 

La solution de Rhéa donnée dans les Tableaux 27a à 27c montre que les termes 

perturbateurs sont peu nombreux. Néanmoins, il existe dans la longitude moyenne de 

Rhéa (où aucune perturbation n'est prise en compte jusqu'à présent), des termes à 

longues périodes non négligeables (respectivement 3200 et 700 ans). Remarquons que le 

dernier terme de la série relative à l'excentricité de Rhéa, a pour argument $s. Ce terme 

représente une correction de la solution de Laplace-Lagrange donnée en (3.12)' qui est 

dûe aux termes non linéaires. Des termes semblables sont présents dans les solutions de 



Titan et Japet. La présence de la fréquence p dans la longitude moyenne indique que 

les perturbations indirectes de Jupiter sont déjà sensibles sur ce satellite. 

Les effets indirects de Jupiter sont aussi visibles dans la solution de Titan et surtout 

dans celle de Japet. Si on exclut le terme n07 de la solution 9,s dont l'identification 

est incertaine, cette influence peut atteindre au moins 150 kilomètres dans la longitude 

moyenne de Japet. Quant à l'influence directe de Jupiter sur le mouvement des satellites 

de Saturne (qui n'a pas été modélisée ici), on peut penser qu'elle est au moins 200 fois 

plus faible que l'effet direct du Soleil. En effet, Jupiter a une masse 1000 fois plus 

faible que celle du Soleil mais est 2,2 fois plus près de Saturne que celui-ci lors des 

conjonctions. 

Remarquons enfin, que le premier terme de la longitude moyenne de Japet a une 

amplitude de 11 (Figure 12). Il est issu du monôme &wi6 et de son conjugué, dans le 

terme séculaire de l'équation relative à q,s. Ce terme de grande amplitude n'a jamais 

été considéré jusqu'ici. Compte tenu de sa période (3200 ans), la partie linéaire du 

développement de ce terme est de l'ordre de radian par an au voisinage de J1980. 

Elle est donc absorbée dans la détermination du moyen mouvement moyen. Cependant 

la partie en t2 qui est ainsi négligée dans les théories actuelles, atteint 12 300 km au 

bout de 100 ans ! 

5.2.5 Variations de la solution nominale. 

Les dérivées partielles de la soliition nominale sont données dans les Tableaux 30 à 

34. Comme pour les satellites intérieurs, le nombre de décimales données tient compte de 

la précision obtenue. Les masses de Titan et du Soleil sont les paramètres physiques les 

plus influents sur ce système. Mais ces masses étant bien connues (les variations maxi- 

males que nous supposons possibles sont respectivement 0.5% et 0.1%), leurs éventuelles 

corrections auront peu d'effet sur la solution à longues périodes de Rhéa-Titan-Japet. 

Quant aux variations par rapport aux conditions initiales d'un satellite, on peut remar- 

quer qu'elles concernent principalement les variables de ce satellite. Seule la solution 

q,5 (longitude moyenne de Rhéa) est sensible aussi aux conditions initiales de Titan. 

Cependant, le système Rhéa-Titan-Japet est perturbé en grande partie par un corps 

extérieur au système (le Soleil) dont le mouvement est supposé connu. Nous n'avons 

donc pas cherché les variations de la solution nominale par rapport au mouvement du 

Soleil. C'est pourquoi aussi, il y a peu de dérivées partielles relativement au nombre 



de termes de la solution, mais, même en ce qui concerne Japet, ces dérivées partielles 

suffisent à maintenir la précision obtenue pour la solution nominale. 

La précision de la représentation linéaire pour une variation A,,, de chacun des 

paramètres, a été estimée, comme pour le système des satellites intérieurs, mais sur 

2000 ans correspondant à la durée de l'intégration des équations aux variations. Cette 

précision est donnée dans le Tableau 35 pour chacun des paramètres, avec la valeur 

de l'incrément f A qui a servi à calculer numériquement les dérivées partielles et celle 

de A,,,. On rappelle que les précisions indiquées dans le Tableau 35 sont valables 

uniquement pour une variation du paramètre à l'intérieur de l'intervalle défini par Am,, 

et qu'elles devraient être à priori plus petites pour des variations du paramètre plus 

faibles que A,,,. 

5.2.6 Pentes résiduelles dans les q,,. 

Pour les mêmes raisons que dans le cas des satellites intérieurs, il reste une pente 

résiduelle dans chacune des variables q,,, données dans le Tableau 36. Ici cependant, 

le problème est plus simple puisque le système ne contient pas d'inégalité résonnante. 

A l'ordre un, les variables fioi ne présentent aucune variation. A l'ordre deux, il n'y 

a toujours pas d'inégalité séculaire (théorème de Poisson), mais il peut y avoir des 

inégalités correspondant aux résonances des satellites intérieurs. En fait, à cause des 

troncatures effectuées, nous n'avons trouvé aucune de ces inégalités. Dans ce cadre, 

les variables fios, fi06 et 13,s sont des constantes. De plus, les dérivées partielles par 

rapport à ces constantes de la solution de Rhéa, de Titan et de Japet sont trouvées 

toutes négligeables à la troncature du kilomètre, sauf bien sûr dans le terme linéaire des 

variables q,i (à cause de la partie en R,@,i conformément à l'équation (2.7)). Comme 

on le voit dans le Tableau 36, cette partie linéaire en t est égale, en rad/an, à : 

-0,00001592 + 508,477 fios dans qos 

+O, 00011506 + 143,948 9,s dans qo6 

-0,00015150 + 28,934 9,s dans 90s 

En ajustant ces Foi pour annuler les pentes résiduelles, on trouve des corrections cor- 

respondant sur le demi-grand axe, à 11 mètres pour Rhéa, à 650 mètres pour Titan et 

à 12.4 kilomètres pour Japet. Toutefois pour ce dernier satellite, il faut tenir compte 

aussi du terme principal de qos, qui, comme on l'a vu, avec sa période de 3200 ans, est 

non négligeable pour la détermination du moyen mouvement moyen (apport de 10-4 



rad/an). Lors des comparaisons aux observations, les expressions issues du Tableau 36 

serviront à ajuster les moyens mouvements moyens en tenant compte aussi des termes 

périodiques que nous avons déterminés dans les longitudes moyennes. 



6. Conclusion. 

Nous avons obtenu une représentation du mouvement de Mimas, d'Encelade, de 

Téthys, de Dioné, de Rhéa, de Titan et de Japet sous la forme d'une solution nominale 

et d'un ensemble de dérivées partielles premières par rapport aux paramètres physiques 

et aux conditions initiales. Cette solution est relative aux variables du système cri- 

tique centré. Pour revenir aux variables elliptiques classiques il sui3ra d'effectuer les 

transformations successives explicites suivantes : 

. P H P  = ( P )  + P, et W I+ W = ( W )  + W où ( P )  et ( W )  sont les perturbations 

constantes données dans les Tableaux 10 et 11. 

. W H Y, par la transformation inverse de (4.8). 

. Y ++ X, la matrice ~ r i n c i ~ a l e  de ce changement de variables linéaire étant donnée 

dans les Tableaux 9a et 9b. 

Cette dernière transformation permet d'exprimer la solution dans les variables Vo = 

poi, qo;, z,;, Zo;, coi, toi, qui représentent la partie à longues périodes de la dynamique 

des satellites de Saturne. Quant à la partie à courtes périodes, sa solution dépend 

explicitement de Vo. Les perturbations à courtes périodes ont été données dans les 

Tableaux 6 et 7, et ont été calculées avec une solution préliminaire V, issue des théories 

actuelles ou du système critique linéarisé. Il suffira donc de reprendre ce calcul avec 

la solution du système critique complet. Cependant, cela représentera un progrés réel 

seulement quand cette solution aura été ajustée aux observations. 

La précision de la représentation linéaire de la solution à longues périodes est es- 

timée à quelques kilomètres pour tous les satellites sauf pour Japet (100 km sur 100 ans). 

Dans la solution à courtes périodes, nous avons retenu tous les termes qui produisent une 

perturbation supérieure à 0 , l  km (limitant ici la présentation à ceux qui sont supérieurs 

à 10 km). De manière générale, nous nous sommes efforcés de maintenir tout au long 

du calcul, la précision interne de quelques kilomètres en contrôlant la convergence des 

développements utilisés et en effectuant des troncatures appropriées. Par ailleurs, une 

caractéristique importante de la méthode est de considérer tous les satellites ensemble 

grâce à un seul jeu de variables et de paramètres et à un système de référence unique. 

Enfin, nous avons voulu obtenir une représentation analytique (représentation linéaire) 

car beaucoup de paramètres ou constantes d'intégration sont encore mal connus. 



Seule la solution de Japet n'a pas une précision interne au niveau du kilomètre. 

Nous ne sommes pas parvenus à diminuer les résidus entre les résultats de l'intégration 

numérique et la représentation de sa solution, à un niveau plus bas que 100 km pour 

une durée de 100 ans. Il semble que cela soit dû à la présence de termes à très longues 

périodes que nous n'avons pas mis en évidence dans la solution de Japet. Il serait 

sans doute intéressant d'essayer d'obtenir une solution du mouvement de Japet par une 

méthode plus analytique, par exemple, en substituant dans les équations du système 

critique centré, une représentation du mouvement du Soleil, et la solution des satel- 

lites dont on dispose maintenant (en première approximation), puis, en intégrant les 

séries obtenues. Toutes ces manipulations pourraient se faire à l'aide du manipulateur 

TRIP en ayant soin toutefois d'effectuer des troncatures numériques adéquates pour 

éviter d'avoir à manipuler une multitude de termes négligeables. La représentation du 

Soleil à substituer pourrait être de deux sortes : soit, issue d'une théorie générale (sous 

forme quasi-périodique) de manière à mettre en évidence dans la solution de Japet tous 

les termes périodiques significatifs; soit, une solution mixte du type JASON84, la so- 

lution étant alors obtenue également sous forme mixte. Notons que si cette manière 

de faire était efficace, elle permettrait de prendre en compte les termes séculaires du 

Soleil. D'ailleurs, comme les équations du système critique relatives aux longitudes 

moyennes peuvent s'intégrer par simple quadrature, il suffirait d'y substituer formelle- 

ment la solution obtenue pour les autres variables (qui semble plus précise) pour les 

intégrer analytiquement. On peut penser que cela réduirait notablement les résidus, 

d'autant que les termes séculaires du Soleil qui seraient maintenant pris en compte, 

interviennent à la précision des 100 km sur 100 ans. 

De nouveaux termes importants ont été mis en évidence dans les solutions de Rhéa, 

Titan et Japet. Ce sont principalement les termes dûs aux mouvements de précession 

de l'orbite de Japet (donc de période 3200 ans) et certains termes issus de la solution 

JASON84 du Soleil. Ces derniers termes sont d'ailleurs des perturbations indirectes de 

Jupiter. 

D'autre part, nous avons vu l'importance de connaître précisément l'excentricité de 

Téthys, car elle intervient directement dans les très longues périodes (jusqu'à 700 ans) 

trouvées dans les longitudes de Mimas et de Téthys. Dans le cas de Mimas, on a 

vu comment ces longues périodes pourraient être confondues avec une "accélération" 

en longitude. L'étude de ces éventuelles résonances séculaires mérite, de toute façon, 

d'être plus approndie. 



Enfin, le travail important qui consiste à comparer la théorie aux observations 

permettra de fournir des éphémérides compatibles avec la précision des observations 

terrestres (jusque 350 km actuellement), et ainsi d'accéder à une meilleure connaissance 

des paramètres qui sont encore mal connus actuellement. Même pour Japet, on peut 

espérer réaliser ainsi des progrés significatifs. De toutes façons, les théories de Mimas, 

d'Encelade, de Dioné, de Téthys, de Rhéa et de Titan présentées ici, semblent déjà 

suffisamment précises pour être utilisables dans le cadre de la mission CASSINI qui se 

prépare. 
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Tableau 1. Constantes utilisées dans la théorie analytique des satellites de Saturne. Les moyens mou- 
vements moyens N et les masses relatives m / M ,  sont ceux donnés par Dourneau (1987), à l'exception de 

la masse de Rhéa et  de Titan, tirées de Morrison e t  a2.(1984). La masse d'Hypérion est encore inconnue; 

la valeur donnée ici est estimée à partir de ces dimensions (en km: 205 x 130 x 110, Morrison el al., 
1984) et en supposant une densité de 1.4 g cm-3 (valeur moyenne des autres petits satellites). Le moyen 
mouvement moyen N du Soleil correspond à celui du mouvement héliocentrique de Saturne donné par 
Simon dans TOP82 (1983). La masse du Soleil provient de celle de 1'IAU (3498.5 M,), à laquelle on a 
retiré la masse totale des autres satellites. Les constantes p, sont des valeurs issues d'un calcul limité au 
degré 3 dans l'excentricité forcée d'Encelade et au degré O dans les autres excentricités et inclinaisons; ce 
sont donc des valeurs préliminaires qui seront très légérement modifiées par la suite (voir tableau 90). Les 
données concernant le globe de Saturne proviennent de Campbell et Anderson (1989): J2 = 0.016298, 

Jq = -0.000915 et J6 = -0.000103, pour un rayon équatorial de: a, = 60 330 km et I,/M,az = 0.22. 

no corps N (degj-') A ( Io6  km) p, x 103 m / M ,  x 106 

1 Mimas 381.994497 0.1860087 -5.18966 0.0648 
Encelade 
Téthys 
Dioné 
Rhéa 
Titan 

Hypérion 
Japet 
Soleil 

10 globe de Saturne 842.92683 0.060330 1 . 0 ~  10" 



Tableau 2. Illustration de l'influence de la vitesse des noeuds et des péricentres sur l'intégration des 
inégalités périodiques: la première évaluation (ordre 1) utilise un diviseur qui est simplement la combinai- 
son des moyens mouvements moyens, et  la seconde (diviseur complet) tient compte des vitesses séculaires 
des noeuds et des péricentres, dans le diviseur de chaque terme du développement de l'inégalité (diviseur 
différent pour chaque terme). Dans les deux cas, l'évaluation de l'amplitude reste une évaluat,ion instan- 
tanée, calculée pour la valeur des longitudes des noeuds et des péricentres à cet instant (J1980). Dans 27, 
la différence est notable car la vitesse angulaire du péricentre d'Hypérion est du même ordre de grandeur 

que le moyen mouvement du Soleil. Cela justifie que l'on considère les termes solaires comme critiques 
et  non comme des termes périodiques analogues aux termes à courtes périodes. Dans Ag au contraire, la 
différence est faible, justifiant le choix fait de considérer l'inégalité A6 - 5As comme analogue aux termes 

à courte période. 

variable inégalité période amplitude (km) 

(jours) ordre 1 ordre 1 + 
diviseur complet 

2s -A5 + 2x6 10.4 58.262 58.262 
27 2x9 5379.6 570.217 381.303 
2s 2A9 5379.6 1325.709 1332.410 
AS A6 - 5A8 3192.1 441.874 441.064 



Tableau 3. Nombre d'inégalités à courtes périodes qui donnent des termes supérieurs à 0.1 km dans 
les variables a ,  A ,  z et C des satellites de Saturne, et provenant de perturbations mutuelles des autres 
satellites ou du Soleil (indice 9). 

satellite satellite perturbant 

per turbévar iable  1 2 3 4 5 6 7 8 9 



Tableau 4. Inégalités périodiques d'amplitude supérieure à 10 km dans la solution de Rhéa perturbé par 
Titan (variables as, X5 et e5 cosw5), calculées à partir de nos développements analytiques (DA) (poussés 
à des degrés croissants en excentricités et inclinaisons) et par l'analyse harmonique de Simon (AH) (sans 
limitation sur le degré). Ceci donne une bonne illustration de la convergence de ces développements. 

variable inégalité degré A x cos (en km) A x sin (en km) 
DA AH DA AH 

a5 2X5 - 2X6 O 22.841678 -0.000000 
2 22.799603 22.799509 -0.028100 -0.028049 
4 22.799515 -0.028049 

e5 cos w5 O -17.149401 0.000000 
2 -17.169381 -17.168914 -0.033653 -0.033827 
4 -17.168946 -0.033823 

es cos w5 2x5 - 3x6 '3 11.823429 0.000000 
2 11.765434 11.765376 -0.029234 -0.029142 
4 11.765381 -0.029142 



Tableau 5. Nombre des inégalités qui sont déterminées, à un degré donné, avec une précision meilleure 
que 10 m dans les solutions de Rhéa et de Japet (toutes variables confondues): En développant les 
inégalités périodiques à des degrés de plus en plus élevés, leur amplitude converge vers la valeur fournie 

par l'analyse harmonique. Ce Tableau indique donc à partir de quel degré la précision de 10 m est atteinte 
pour l'ensemble des inégalités associées à chaque couple de satellite. 

Rhéa d e g r é  
perturbé par O 1 2 3 4 5 6 7 total 

Mimas 2 2 2 2 2 2 2 2  
Encelade 5 5 5 5 5 5 5 5  
Téthys 11 11 11 11 11 11 11 11 
Dioné 25 27 29 29 29 29 29 29 
Titan 11 45 72 76 76 77 77 77 
Soleil 0 0 1 2 3 3 3 3  
global 54 90 120 125 126 127 127 127 

Japet d e g r é  
perturbépar O 1 2 3 4 5 6 7 total 

Mimas 1 1 5 5 5 5 5 5 5  
Encelade 1 5 10 10 10 10 10 10 10 
Téthys 1 5 7 13 18 18 18 18 18 
Dioné O 5 9 15 20 20 20 20 20 
Rhéa O 5 7 16 23 23 23 23 23 
Titan O O 5 36 75 106 124 126 129 
Soleil O O O 7 33 64 80 86 87 
global 3 21 43 102 184 246 280 288 292 



Tableau 6a. Termes à courtes périodes plus grands que 10 km dans les solutions de Mimas, Encelade, 

Téthys, Dioné, Rhéa, Titan et Hypérion. Pour Au;, les séries sont supposées exprimées en cosinus des 
arguments, pour AXi en sinus, et pour Ari, en exponentielles complexes. Pour obtenir ces termes, 

les variables roi et Coi (dans le développement (3.8) de chaque inégalité) ont été remplacées par les 
expressions (3.10). Les termes marqués d'un astérisque sont implicitement présents dans les théories 

actuelles (Dourneau, 1987, Taylor et Shen, 1988) (voir la remarque 1 dans $3.3). Les amplitudes sont 
exprimées en kilomètres, les solutions AXi et At.; étant multipliées par le demi-grand axe xi du satellite 

concerné (donné dans le Tableau 1). Une période négative correspond à une valeur négative de la pulsation 
de l'argument. 

variable argument amplitude période contribution principale 

(km) (jours) amplitude facteur 
18.3 0.945 18.1 J2e; 

32.0 0.945 31.7 Jzei 

480.5 * 0.942 475.6 J2 



Tableau 6b. Termes à courtes périodes plus grands que 10 km dans la solution Aa8 (demi-grand axe 
de .lapet). Les termes marqués d'un astérisque correspondent aux inégalités à courtes périodes présentes 
dans les théories actuelles (Dourneau, 1987, Taylor et Shen, 1988). Pour obtenir ces termes, les variables 

z,i et coi (dans le développement (3.8) de chaque inégalité) ont été remplacées par les expressions (3.10). 
La solution est supposée exprimée eu cosinus des arguments. 

variable argument amplitude période contribution principale 
(km) (jours) amplitude facteur 

A A6 -As 3387.7 * 19.957 3386.7 m.5 

2x8 -  AS 249.4 * 39.960 249.3 mg 

2~~ - 2~~ - ng + n9 31.7 * 39.960 31.7 mgyéyg 

A6 - 2A8 + wg 110.8 26.664 110.7 m6eg r 

2A6 - As - w$ 90.5 8.864 90.4 m6eE 

A5 - A8 84.7 4.790 84.6 r n 5  

2A8 - 3x9 + wg 48.8 40.109 48.8 mgeg 

A4 - A8 43.4 2.835 43.4 m4 

A6 + A8 - 2n;1 -39.7 13.277 -39.7 m6y,'2 

As - 51.8 79.336 51.8 m6eà 

A8 - W: -26.4 79.356 -26.4 m6eg 

2x6 - ~ X S  -37.9 9.978 -37.4 m.5 

A3 - As 27.1 1.934 27.0 ma 
3A6 - 3x8 -10.4 6.652 -10.4 me 



Tableau 6c.  Termes à courtes périodes plus grands que 10 km dans la solution AA8 (longitude moyenne 
de Japet). Les termes marqués d'un astérisque correspondent aux inégalités à courtes périodes présentes 
dans les théories actuelles (Dourneau, 1987, Taylor et Shen, 1988). Taylor et Shen tiennent aussi compte 

de la grande inégalité, X6 - 5X8, mais leur développement n'est pas directement comparable au nôtre car 
il est construit en fonction de l'inclinaison mutuelle des deux orbites et non, comme nous, en fonction des 
deux inclinaisons. Pour obtenir ces termes, les variables roi et Coi (dans le développement (3.8) de chaque 
inégalité) ont été remplacées par les expressions (3.10). La solution est supposée exprimée en sinus des 
arguments. 

variable argument amplitude période contribution principale 

( x x8) (km) (jours) amplitude facteur 

&A8 x6 - x8 2595.3 * 19.957 2596.0 m‘j 
2x8 - 2xg -439.9 * 39.960 -440.0 mg 
2x8 - 2xg - R; + -51.8 39.959 -51.8 mg7,'yg 
X6 - 5x8 + 2W,' + 2Rg 424.5 -3189.838 426.9 m6e:2y,'2 
Ag - 5x8 + w: + w: + 20: -282.9 -3222.312 -277.8 m~e6eg7,'~ 

- 5x8 + 4% 193.8 -3156.169 197.6 m6yà4 

As + As - 2Rà 37.6 13.277 37.6 m6y:2 



Tableau 6d. Termes à courtes périodes plus grands que 10 km dans les solutions A r 8  (excentricité 
et longitude du péricentre de Japet) et Ac8 (inclinaison et longitude du noeud de Japet). Les ter- 
mes marqués d'un astérisque correspondent aux inégalités à courtes périodes présentes dans les théories 
actuelles (Dourneau, 1987, Taylor et Shen, 1988). Pour obtenir ces termes, les variables roi et coi (dans 
le développement (3.8) de chaque inégalité) ont été remplacées par les expressions (3.10). La solution est 
supposée exprimée en exponentielles complexes des arguments. 

variable argument amplitude période contribution principale 

(X %) (km) (jours) amplitude facteur 

A r s  As 2120.9 * 15.945 2120.6 me 

-A6 + 2As 977.2 * -26.665 977.2 me 

A8 915.5 * 79.331 914.5 m6 
-60.3 * 79.331 -60.4 mg 

& - R é  +Rg -14.8 79.325 -14.8 mgy i yg  
~ ~ + f i à  -52, -14.8 79.337 -14.8 m9y iyg  
As 22.4 79.331 22.4 Jz 
As 15.9 79.331 15.9 r n ~  

-As + 2A9 377.0 * -80.518 377.2 mg 
-AS + 2Ag + Q;I - ng 47.9 -80.513 47.9 mgyàyg 
-A8 + 3x9 - wg 74.0 -81.125 74.1 mgeg 
2A6 - W; 61.6 7.973 61.6 me 

A5 60.1 4.518 60.0 m5 
-Ag + 5x8 - wà - 20; 50.7 3181.921 50.9 rn6eBYà2 
-A6 + 5As - w i  - 208 -16.7 3214.233 -16.5 rnGeSYi2 
-Ag + 5A8 - w; - 2w; -11.8 3249.158 -11.6 m6egeà2 
-As + 3x8 - w;l 45.8 -40.163 45.8 m6eà 
-A6 + 3As - w; 11.8 -40.158 11.8 mse', 
-AS + R; + ng -45.1 -79.325 -45.1 mgy;y9 

-As + 2% 42.6 -79.331 42.6 mgr$ 
-Ag + 2Rà 10.4 -79.320 10.4 mgyi2 
3As - 2Ag 41.4 26.574 41.3 m g  
-A6 + 2R i  -38.1 -15.945 -38.1 mG7i2 

-As + A8 + W$ -36.6 -19.957 -36.6 m6e$ 
-2x6 + 3xs -37.8 -11.414 -37.7 me 
-2X6 + 2As + w; 24.7 -9.979 24.7 m6ez 
A4 31.5 2.737 31.4 m4 
2x8 - w; 27.0 39.667 27.0 m6eà 
2x8 - w; -13.6 39.672 -13.6 m6eS 
-A5 + 2x8 22.3 -5.098 22.3 m5 
A6 - A8 + 12.6 19.956 12.6 m6eé 

-A4 + 2x0 11.2 -2.940 11.2 m4 

-As + A9 + w9 -10.5 -79.920 -10.5 mgeé 
-As + 4Ag - 2w9 10.1 -81.742 10.1 mge; 

AC8 -As + As + Rà -111.8 * -19.956 -111.8 mgy; 
A6 + As - a; -74.4 * 13.277 -74.4 mg78 



Tableau 7. Termes à courtes périodes les plus importants dans AX8. Pour obtenir ces termes, les 

variables z,i et Coi (dans le développement (3.8) de chaque inégalité) ont été remplacées par les expressions 
(3.12), solutions du système séculaire linéarisé correspondant aux satellites Rhéa, Titan, Japet et au Soleil. 

On ne donne ici que les contributions supérieures à 10 km. 

variable argument amplitude période 

( X  As) (km) (jours) 
AA8 Xe -As  2591.8 19.9567 



Tableau 8. Valeurs maximales admises pour les paramètres A m i  et A J i ,  et pour les variables e i ,  yi et 

pi .  Les A m i  et A J i  représentent des écarts relatifs aux valeurs nominales mi0 et Jio données dans le 
Tableau 1, c'est-à-dire respectivement: mi = m i o ( l  + A m i )  et Ji = J io ( l  + A J i ) .  Pour ces paramètres, 

les valeurs données représentent une majoration assez pessimiste des incertitudes qui affectent les masses 
mi et les coefficients J i .  On a trouvé ces incertitudes dans les résultats publiés des théories actuelles 
(Dourneau, 1987, ou Taylor et Shen, 1987), issus de leur comparaison avec les observations. Pour les e i  et 
yi ,  les valeurs données sont des majorations des valeurs des excentricités et inclinaisons publiées dans les 
théories actuelles et tenant compte des incertitudes sur leur détermination. Quant aux valeurs des pi ,  ils 
représentent une majoration des variations possibles de ces variables. Toutes ces valeurs sont uniquement 
utilisées pour évaluer numériquement les termes des développements en vue de leur troncature, les termes 
trouvés inférieurs à la précision voulue étant alors éliminés. 

paramètre valeur variable valeur variable valeur 

A m 1  0.05 el 0.04 y1 0.016 



Tableau  9a.  Matrice M des vecteurs propres, relative aux excentricités. 

Tableau  9b.  Matrice M des vecteurs propres, relative aux inclinaisons. 

Ci c; C i  C i  C; CS i; Cs' 
Ci 1.000000000 .O00284152 .O00251761 ,000123283 .O00073753 .O00253922 .O00000024 .O00000910 



Tableau 10. Valeurs des constantes p,j (x103)  et dépendance de celles-ci vis-à-vis des paramètres 
physiques. Il faut lire ce Tableau de la façon suivante, par exemple: pol x IO3 = -5.19687-5.14225AJ2- 
0.03814AJ4 + ... etc. Ces valeurs ont été calculées analytiquement en résolvant l'équation (4.16), 

déterminant en même temps les excentricités forcées (wj )  données dans le Tableau 11. La dernière 
ligne du Tableau donne en outre la contribution du terme en J i  dans le calcul des p,j, ceci pour illustrer 
le fait qu'elle est, comme ici, généralement très comparable à celle du terme en J4. 

paramètres pOl Po2 Po3 Po4 Po5 Po6 Po8 

-5.19687 -3.14706 -2.04795 -1.24504 -0.62741 -0.13419 -0.49593 

( J i )  -0.04254 -0.01583 -0.00677 -0.00252 -0.00066 -0.00002 -0.00000 

Tableau 11. Valeurs des excentricités forcées (mi) ( x 1 0 3 )  (Eq. 4.16), et dépendance de celles-ci vis-à- 
vis des paramètres physiques. Il faut lire ce Tableau de la façon suivante, par exemple: (wi) x 103 = 
0.19433 - 0.11933AJ2 - 0.00177AJ4 + . . . etc. Les dérivées par rapport à A m 7 ,  A m n  et A m 9  sont nulles 
à la précision du Tableau. 

paramètres ( w l )  (4 ( ~ 3 )  ( ~ 4 )  

0.19433 4.78327 -0.00657 0.04371 



Tableau 12. Pulsations des éléments propres d'Encelade, de Dioné, de Rhéa, de Titan et  de Japet 
exprimées en degré par an. On donne les valeurs obtenues à partir des valeurs propres du système linéaire 
(4.23) (Solution analytique), et celles résultant de l'analyse de Fourier de trois intégrations numériques, 
et enfin celles tirées des observations (Dourneau). Pour Encelade-Dioné le changement de variable (4.8) a 
eu pour effet de décaler les fréquences fondamentales de la valeur v = -Nz + 2N4 = 123.44123 deg.anW1 
qui représente le petit "diviseur" de la résonance; ainsi, pour i = 2 et 4, Ci est proche de &,? - v et 6; de 
@ - y.  La pulsation d2 de l'argument critique X2 - 2X4 + ~ 7 2  est nulle et cet argument oscille autour de 
la valeur zéro avec la fréquence L 2 .  Quant au système Rhéa-Titan-Japet, les fréquences Ci et &i (pour 
i = 5, 6 et 8) ne different de wi et Ri que par l'influence des termes non linéaires. 

solution: 
degré: 

~2 

4 2  

4 4  

4 5  

Analytique 
1 

32.742 
0.000 

-92.637 
10.059 
0.5156 
0.1229 

Intégration numérique Dourneau (1987) 
3 6 6 + Soleil 

32.762 32.762 32.762 32.39 f 0.13 
0.000 0.000 0.000 0.000 

-92.627 -92.627 -92.627 -92.621 f 0.054 
10.061 10.060 10.058 10.057 f 0.018 
0.5180 0.5161 0.5122 0.5118 f 0.0035 
0.1025 0.1035 0.1114 - 



Tableau 13a. Nombre de termes obtenu dans chaque équation (4.17), après troncature au kilomètre. 
Ce système d'équations est celui du système critique centré. 

satellite 

Mimas 
Encelade 
Téthys 
Dioné 
Rhéa 
Titan 

(Hypérion) 
Japet 

Tableau 13b. Termes non considérés dans l'intégration numérique du système critique. Pour chaque 
variable, on donne leur nombre et l'ordre de grandeur du plus grand d'entre eux (en km), évalué lors 
de la sélection des termes qu'on a faite pour construire le système critique à une précision donnée (avec 
les valeurs majorées données dans le Tableau 8). Ces termes ne sont sans doute pas négligeables, mais 
ont été écartés provisoirement pour pouvoir séparer le système des satellites en deux sous-systèmes, et 
ainsi pouvoir utiliser un pas d'intégration adapté à chacun d'eux. Ainsi, pour les équations relatives à 

Mimas, Encelade, Téthys et  Dioné, les termes écartés sont des termes solaires et d'autres dépendant des 
variables des quatre satellites extérieurs, et  pour les équations relatives à Rhéa, Titan, Hypérion et Japet 

ce sont les termes dépendant des variables des quatre premiers satellites; cependant, dans l'intégration 
numérique du sous-système Rhéa-Titan-Japet, les termes dépendant des variables d'Hypérion n'ont pas 
non plus été considérés. 

équation nombre ordre de équation nombre ordre de 
relative à de termes grandeur (km) relative à de termes grandeur (km) 

Pl 2 2. P5 O - 

Poi 6 4 .  Po5 2 6 .  

wi 4 15. ws O - 
w9 5 20. w13 0 - 

PZ 6 34. fis O - 

4'02 4 5. 4'06 1 12. 
W2 O - ws O - 



Tableau 14a. Solution relative à la variable Pol (moyen mouvement de Mimas). La série est en cosinus. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (rad/an) (km) 
1 .O000276 39.063 70.636 ,0889517 wi 3.42 

2 .O000093 121.119 ,616 10.1976842 41 1.16 
3 -.O000043 81.237 .622 10.1087548 41 - WI -.54 

Tableau 14b. Solution relative à la variable q,, (longitude moyenne de Mimas). La série est en sinus. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (rad/an) (km) 
O ,1699965 90.000 .O000000 
1 ,7590872 39.059 70.636 .O889514 wi 141196.85* 
2 ,0123864 117.182 23.545 .2668535 3w1 2303.97* 
3 .O065470 82.656 109.536 ,0573619 201 + 43 + WI 1217.79 
4 -.O045180 355.641 52.127 .1205358 -2iP1- 43 + WI -840.38 
5 -.O033787 316.370 198.892 ,0315910 -201 - 43 -628.46 

6 .O022836 120.914 .616 10.1976787 41 424.77 
7 -.O010628 81.967 .622 10.1087233 41 - WI -197.69 
8 .O010251 159.860 ,611 10.2866323 41 + WI 190.68 
9 .O007200 78.160 35.319 ,1778996 2w1 133.93 
10 ,0003448 194.921 14.127 ,4447679 5wl 64.13' 
11 -.O003589 121.530 42.939 ,1463284 201 + 43 + 2 ~ 1  -66.76 
12 .O002581 160.115 26.704 ,2352905 2ai + 43 + 3w1 48.02 
13 -.O002675 182.113 95.194 ,0660042 41 + 40l+ WI -49.75 
14 -.O002713 74.615 21.056 ,2983993 -201 - 43 + 3 ~ 1  -50.46 
15 -.O002318 305.305 78.410 ,0801324 -41 - 201 + 43 + WI -43.11 
16 .O002088 198.749 ,606 10.3755884 41 + 2w1 38.84 
17 .O002142 134.122 64.292 ,0977283 41 + 2iP1 - 43 + wi 39.84 
18 .O001874 264.170 56.288 ,1116266 -41 - 401 + WI 34.86 
19 .O002226 42.817 ,627 10.0197819 41 - 2 ~ 1  41.41 
20 -.O001748 34.206 1.237 5.0786712 43 -32.52 
21 .O001498 36.490 30.005 ,2094067 -201 - 43 + 2 ~ 1  27.87 
22 .O001272 311.729 1.251 5.0212896 -20, - WI 23.67 
23 .O001649 93.402 710.788 .O088397 4i + 2iP1 - 43 30.68 
24 -.O001162 29.993 1.208 5.1991894 -201 + WI -21.61 
25 .O000821 354.000 1.259 4.9897741 d3 - wl 15.28 
26 .O000868 48.421 155.305 ,0404572 41 - 243 16.14 
27 -.O000785 71.754 1.216 5.1676901 43 + wl - 14.59 
28 -.O000655 348.762 256.986 ,0244495 -12.18 
29 -.O000486 4.232 ,633 9.9308592 $1 - 3 ~ 1  -9.03 
30 .O000439 237.319 .600 10.4645594 41 + 3wl 8.16 
31 .O000349 160.888 17.666 .3556583 4wl 6.49 
32 -.O000370 341.477 128.684 ,0488266 -41 + 243 + wl -6.88 
33 .O000242 249.853 40.786 ,1540520 4.49 
34 .O000302 350.474 1.230 5.1102790 -201 5.62 
35 -.O000291 198.366 19.373 .3243287 201 + 43 + 4wl -5.41 



Tableau 14c. Solution relative à la variable Wl (excentricité et péricentre de Mimas). La série est en 
exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) ( r a d 1 4  (km) 
O .O000286 179.841 .O000000 
1 .O159709 120.915 .616 10.1976777 dl 2970.73* 
2 -.O073246 81.850 ,622 10.1087266 41 - wl -1362.44 
3 .O073182 159.979 ,611 10.2866287 41 + wl 1361.25 
4 .O015257 199.043 ,606 10.3755799 q51 + 2w1 283.79 
5 ,0015132 42.785 ,627 10.0197755 41 - 2wl 281.47 
6 -.O003273 3.712 .633 9.9308247 dl - 3 ~ 1  -60.89 
7 ,0003328 238.083 ,600 10.4645312 41 + %i 61.91 
8 .O000723 277.067 ,595 10.5534913 $1 + 4w1 13.45 
9 .O000707 325.151 .638 9.8418589 - 4 ~ 1  13.15 
10 .O000767 203.242 ,613 10.2550541 41 + 2'31+ 43 + WI 14.27 
11 -.O000597 116.467 ,609 10.3182110 - 2'31 - 43 + WI -11.10 
12 -.O000466 38.758 .620 10.1402922 dl - 2'31 - 43 - ~1 -8.66 
13 .O000313 124.269 ,624 10.0771822 41 + 2'31 + 4, - WI 5.81 
14 -.O000375 76.524 ,614 10.2292908 41 - 2'31 - 43 -6.98 
15 .O000258 242.009 .ô07 10.3440095 + 2'31 + 4, + 2wl 4.80 
16 .O000266 359.684 ,625 10.0513394 I$~ - 2'31 - 43 - 2w1 4.94 
17 .O000211 165.334 .618 10.1660560 41 + 2'31 + d3 3.93 
18 .O000163 280.909 ,307 20.4843057 241 + wl 3.04 
19 -.O000198 155.840 .604 10.4071552 - 201- 43 + 2 ~ 1  -3.68 
20 -.O000169 85.281 .629 9.9882266 dl + 201+ 43 - 2 ~ 1  -3.13 
21 -.O000166 202.653 ,309 20.3064075 2d1 - WI -3.09 
22 -.O000152 285.703 ,644 9.7529159 - 5Wl -2.83 
23 .O000119 241.963 ,308 20.3953655 241 2.21 
24 .O000157 314.943 ,590 10.6424696 <fil + b1 2.92 
25 .O000077 164.637 ,311 20.2174520 241 - 2wl 1.43 
26 -.O000086 320.401 .631 9.9623966 41 - 2Q1 - d3 - 3 ~ 1  -1.61 
27 .O000064 49.179 ,635 9.8991987 41 + 2@1+ 43 - 3w1 1.18 
28 .O000074 319.536 .305 20.5732781 241 + 2wl 1.38 
29 -.O000066 197.336 ,599 10.4960400 dl - 201 - 43 + 3 ~ 1  -1.22 
30 .O000072 280.554 .602 10.4329696 dl + 2@1+ 43 + 3w1 1.34 
31 .O000034 354.610 .585 10.7313971 dl + 6wl .64 
32 .O000032 247.481 ,650 9.6639286 - 6wl .60 
33 -.O000042 238.311 -.616 -10.1976841 -dl -.79 



Tableau 14d. Solution relative à la variable W9 (inclinaison et noeud de Mimas). La série est en 

cxl)onentielle complexe. 

no amplitude 

(rad) 
1 ,0113546 
2 .O051899 
3 -.O051084 
4 .O010461 
5 .O010709 
6 .O002330 
7 -.O002258 
8 .O000541 
9 .O000486 

10 -.O000421 

11 .O000505 
12 -.O000265 
13 -.O000322 
14 .O000219 
15 .O000184 
16 -.O000200 
17 .O000181 
18 -.O000138 
19 -.O000114 
20 .O000146 
21 .O000109 
22 -.O000117 
23 -.O000104 
24 .O000115 
25 .O000084 
26 .O000052 
27 -.O000060 
28 .O000050 
29 .O000053 
30 -.O000046 
31 .O000044 

phase 

(deg) 
4.415 

43.479 
325.350 
286.286 

82.542 
121.575 
247.206 

86.722 
208.633 
359.987 
160.588 
319.980 
282.258 

7.792 
243.249 
243.410 
125.452 
39.366 
84.540 
48.783 

198.629 
328.778 
169.215 
164.312 
125.827 
202.829 
203.874 
163.977 
46.624 
81.452 

293.241 

période 

(ans) 
-2.459 
-2.548 
-2.376 
-2.299 
-2.643 
-2.746 
-2.227 
-2.516 
-2.158 
-2.581 

-2.857 
-2.490 
-2.405 
-2.348 
-2.326 

-.493 
-2.608 
-2.679 

.832 
-2.429 
-2.977 
-2.273 
-2.094 

,813 
,822 
,803 

-2.252 
-2.708 

,842 
-2.784 
-2.202 

fréquence 

( r a d 1 4  
-2.5551208 
-2.4661697 
-2.6440719 
-2.7330230 
-2.3772186 
-2.2882670 
-2.8219736 
-2.4977439 
-2.9109386 
-2.4345883 
-2.1993082 
-2.5235064 
-2.6125065 
-2.6756172 
-2.7014607 

-12.7528012 
-2.4087880 
-2.3456424 

7.5536176 
-2.5867411 
-2.1103285 
-2.7645730 
-2.9998775 

7.7315103 
7.6425557 

. 7.8204834 
-2.7904009 
-2.3198254 

7.4646967 
-2.2567771 
-2.8536173 

identification amplitude 



Tableau 15a. Solution relative à la variable 9,z (longitude moyenne d'Encelade). La série est en sinus. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (radian) (km) 
O ,7989782 90.000 .O000000 
1 .O044700 134.090 11.048 .5687263 wz 1065.65* 
2 ,0032218 258.713 3.886 1.6168767 -44  768.06* 
3 .O000311 157.450 1.943 3.2337527 -244 7.42 
4 -.O000037 32.809 2.875 2.1856027 ~2 - d4 - .88 

Tableau 15b. Solution relative à la variable Wz (excentricité et péricentre d'Encelade). La série est en 
exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (radian) (km) 
1 .O001144 134.088 11.048 ,5687263 wz 27.28 
2 -.O000072 225.889 -11.048 -.5687257 -WZ -1.72 
3 -.O000073 258.740 3.886 1.6168760 - 4 4  -1.73 
4 -.O000067 101.286 -3.886 -1.6168766 $4 -1.61 

Tableau 15c. Solution relative à la variable Wio (inclinaison et noeud d'Encelade). La série est en 
exponentielle complexe. 

i i O  amplitiide ptiasr période fréquence identification ariiplitiidr 



Tableau 16a. Solution relative à la variable qO3 (longitude moyenne de Téthys). La série est en sinus. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 



Tableau 16b. Solution relative à la variable W3 (excentricité et péricentre de Téthys). La série est en 
exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) ( r a + 4  (km) 

1 ,0008513 34.657 1.237 5.0786557 43 251.09(*) 
2 -.O003885 355.636 1.259 4.9897034 43 - WI -114.59 
3 .O003882 73.723 1.216 5.1676067 43 + WI 114.50 
4 .O000806 112.555 1.195 5.2565646 d3+2wl 23.77 
5 .O000799 316.721 1.282 4.9007481 43 - 2wl 23.58 
6 -.O000173 277.651 1.306 4.8117972 43 - 3wl -5.10 
7 .O000176 151.472 1.175 5.3455184 43 + 3w1 5.18 
8 -.O000040 315.129 1.251 5.0212025 -2Ql - w l  -1.19 
9 .O000038 190.351 1.156 5.4344886 d3 +bl 1.12 

10 .O000037 239.118 1.330 4.7228404 43 - 4w1 1.10 
11 .O000041 117.213 1.223 5.1360237 2Q1 + 243 + WI 1.19 
12 -.O000025 35.457 1.209 5.1990595 -2Qi+wi  -.73 



Tableau 16c. Solution relative à la variable Wil (inclinaison et noeud de Téthys). La série est en 

exponentielle complexe. 

no amplitude 

(rad) 
1 ,0079916 
2 -.O036456 
3 ,0036482 
4 .O007575 
5 .O007502 
6 -.O001621 
7 .O001651 
8 .O000358 
9 -.O000297 
10 .O000383 
11 .O000350 
12 -.O000232 
13 -.O000188 
14 -.O000142 
15 .O000128 
16 .O000155 
17 .O000106 
18 .O000132 
19 -.O000098 
20 .O000081 
21 -.O000083 
22 -.O000081 
23 -.O000075 
24 .O000078 
25 .O000059 
26 -.O000043 
27 .O000038 
28 .O000036 
29 .O000031 
30 .O000037 
31 -.O000033 

phase 

(de4  
355.587 
316.522 
34.651 
73.714 
277.458 
238.378 
112.747 
151.763 
351.156 
77.897 
199.802 
273.423 
311.152 
234.584 
116.629 
358.960 
39.954 
234.414 
30.536 
155.483 
319.944 
75.712 
160.402 
189.790 
117.003 
195.054 
37.810 
155.145 
284.443 
193.992 
72.627 

période 

(ans) 
2.459 
2.548 
2.376 
2.299 
2.643 
2.746 
2.227 
2.158 
2.348 
2.405 
2.857 
2.516 
2.429 
-.822 
2.326 
2.581 
2.490 
2.608 
2.273 
,489 
2.679 
,496 
2.977 
2.094 
,493 
2.708 
,500 
2.252 
2.784 
.486 
2.202 

fréquence 

(radla4 
2.5551207 
2.4661696 
2.6440718 
2.7330229 
2.3772185 
2.2882679 
2.8219744 
2.9109332 
2.6756533 
2.6124975 
2.1993030 
2.4977353 
2.5867351 

-7.6425598 
2.7014534 
2.4346244 
2.5235007 
2.4087811 
2.7645991 
12.8417518 
2.3456685 
12.6638592 
2.1103639 
2.9999133 
12.7527972 
2.3198406 
12.5749377 
2.7904163 
2.2566232 
12.9307251 
2.8534641 

identification amplitude 

(km) 

-81 2357.17* 
-81 - WI -1075.31 
-81 + wi 1076.06 
-81 + 2 ~ 1  223.43 
-a1 - 2 ~ 1  221.28 
-81 - 3 ~ 1  -47.82 
-81 + 3 ~ 1  48.69 
-81 + 4 ~ 1  10.57 
-301 - 43 + wl -8.77 

@1+43+~1 11.29 
-QI - 4wl 10.31 
-381- b3 - ~1 -6.84 

-3% - 43 -5.54 
-41 - QI -4.18 
QI + 43 + 2 ~ 1  3.79 

'f>l+43-w1 4.58 
'f>i + 43 3.12 
-381- 43 - 2 ~ 1  3.89 
-381 - 43 + 2 ~ 1  -2.90 

41 -@i+wl 2.40 
81 + 43 - 2 ~ 1  -2.46 
41 - 8 1  - wl -2.40 
-81 - 5 ~ 1  -2.22 
-81 + Li 2.29 

41 - @l 1.75 
-381 - 43 - 3w1 -1.27 

41 - 8 1 -  2 ~ 1  1.13 

8 1  + 43 + 3wi 1.05 

8 1  4-43 - 3wi .93 
41 - 8 1  + 2 ~ 1  1.08 
-381 - 43 + 3 ~ 1  -.96 



Tableau 17a. Solution relative à la variable q,4 (longitude moyenne de Dioné). La série est en sinus. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (radian) (km) 
O 1.9947591 90.000 .O000000 

Tableau 17b. Solution relative à la variable W4 (excentricité et péricentre de Dioné). La série est en 
exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identifi~at~ion amplitude 

(rad) (deg) (ans) (rad/an) (km) 
O .O000040 359.999 .O000000 

Tableau 17c. Solution relative à la variable WI2 (inclinaison et noeud de Dioné). La série est en 

exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 
(rad) (deg) (ans) (radian) (km) 

1 .O001213 13.335 -2.334 -2.6915761 a4 45.81' 



Tableau 18. Fréquences fondamentales du système Mimas-Encelade-Téthys-Dioné, et leurs dérivées 
partielles par rapport aux paramètres (paramètres physiques et conditions initiales). Le nombre de 

décimales indiquées tient compte de la précision obtenue (c'est-à-dire qu'on a trouvé égales, à la dernière 
décimale près, les deux évaluations de ces dérivées à droite et à gauche). Les points dans ce tableau 
indiquent que les dérivées correspondantes n'ont pas été détectées. Les paramètres Am6, Am,, Ams et 
Am9 n'intervenant pas dans les équations relatives aux quatre premiers satellites, n'apparaissent donc 
pas dans ce Tableau. 

paramètres fréquences (en rad/an) 

41 '31 W 2  ' 3 2  4 3  w1 $4 @4 

10.1976777 -2.5551208 0.5687263 -4.8126720 5.0786557 0.0889514 -1.6168766 -2.6915761 

Aml -0.00065 -0.000679 
Amz 0.00209 . 
Am3 -0.0052 -0.00816 
Am4 0.003603 0.002092 
Am, 0.00139 . 

AJ2 10.0 -2.849 
AJ4 0.143 -0.04783 
AJ6 0.002937 -0.001046 

Afil x 10W3 0.178 0.182 

Ae; 0.9314 -0.111 

Am; 0.00198 0.0011 
Ay; -2.55 -0.69 
AR; 0.00378 0.004868 

Ag, x . 
Aes 
a m ;  

Ar; 
Ap3 x -0.154 -0.188 

Aej -0.071 -0.069 
A -0.000049 -0.000054 
a y ;  -1.01 - 1 .O2 
AR; 0.00358 0.00380 

Ap4 x  IO-^ . 
Aeq 
Amy 

A7: 



Tableau 19. Phases des arguments fondamentaux du système Mimas-Encelade-Téthys-Dioné, et leurs 
dérivées partielles par rapport aux paramètres (paramètres physiques et conditions initiales). Le nombre 
de décimales indiquées tient compte de la précision obtenue (c'est-à-dire qu'on a trouvé égales, à la 

dernière décimale près, les deux évaluations de ces dérivées à droite et  à gauche). Les points dans ce 
tableau indiquent que les dérivées correspondantes n'ont pas été détectées. Les paramètres Am6, Am7, 
Am8 et Amg n'intervenant pas dans les équations relatives aux quatre premiers satellites, n'apparaissent 
donc pas dans ce Tableau. 

paramètres Phases des arguments fondamentaux (en radian) 

41 al W 2  a2 43 W 1  44 a4 

2.11036 0.077056 2.34031 4.30552 0.60488 3.82330 1.76779 0.232739 

Ami 0.02409 0.0235 0.013 
Am2 -0.00288 . -0.0353 . 0.012 

Am3 0.248 0.2486 0.211 
Am4 -0.00773 -0.0062 -0.172 0.037 
Am, -0.00256 . -0.0027 . 0.012 0.000051 . 
AJ2 -12. 0.73 -0.21 -6. 42.6 0.0351 

AJ4 -0.16 0.025 0.00004 . -0.06 0.562 
AJ6 -0.0032 0.00063 0.0112 . 

Apl x 0.98 1.07 O. -27.6 
Aei 8.875 1.317 O. -23.0 
Ami 0.952 0.0060 -0.17 

AY; 20. 30. 18. 64. 
An; -0.569 0.385 -0.57 0.209 

Ag2 x . -83.6 0.109307 . 
Ae; -1098. -36.12 -36.19 -36.22 
Am; 0.8702 . 
A7; -1.9413 . 
AQ; 0.99517 . 

Ap3 x -1.01 -1.06 27.6 
Ae; 3.74 3.74 164. -13.1 
Am3 -0.0017 -0.0017 0.94 0.021 

A73 28. 27. 27. 46. 
An; -0.568 -0.561 0.217 

Ac4 x . 83.2 -0.108901 . 
Ae; -17.51 1.66 
Aw; -0.2072 -0.00062 . 0.9989 -0.00059 

4: -3.058 
AQ; 0.99517 



Tableau 20a. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution q,l, par rapport aux 
paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 14b. 

paramètres solution q,l : termes no 

Tableau 20b. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution Wl, par rapport 

aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 14c. 

paramètres solution Wl : termes no 

Ami 0.00016 
Am2 -0.00021 
Am3 0.0013 
Am4 -0.00027 
Am5 -0.00012 
A JZ -1.150 
AJ4 -0.01676 
A J6 -0.000346 
AP1(x 1 0 - ~ )  -0.245 
Aei 0.507 
Am: -0.0045 

A r i  0.800 
an; -0.00288 
AP3(~10-3) 0.241 
Ae; -0.052 
Am: 0.000144 

Ar3 0.391 
an: -0.00273 



Tableau 20c. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution Wg, par rapport aux 
paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 14d. 

paramètres solution Wg : termes no 



Tableau 21a. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution q,z, par rapport aux 
paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 15a. 

paramètres 
solution q,z : termes no 
O 1 

0.7989782 0.0044700 

0.0000041 -0.000140 
-0.0002401 0.003542 

-0.0000178 
0.02893 -0.03816 
0.0002514 -0.000340 
0.01941 -0.38020 

-28.77 35.22 
0.002681 0.000068 

-0.00019 
-0.000039 
-0.01932 0.37848 

1.49039 -0.1246 
-0.00062 -0.001118 

Tableau 21b. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution W2, par rapport 
aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 15b. 

paramètres solution Wz : 
termes no 

1 2 
0.0001 144 -0.0000072 

Ae; 0.1335 -0.89779 

Tableau 21c. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution Wlo, par rapport 
aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 15c. 

paramètres solution Wio : 

terme no 1 
0.0002286 



Tableau 22a. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution qO3, par rapport aux 
paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 16a. 

paramètres solution qO3 : termes no 

O 1 2 3 4 5 
5.2396141 -0.0355750 -0.0005805 -0.0003086 0.0002113 0.0001625 

Ami 0.02070 -0.03056 -0.00042 -0.001430 -0.000914 -0.000080 
Amz 0.00002 0.000370 0.00002 0.000056 0.00002 0.000002 
Am3 -0.0211 0.02870 0.00052 0.00484 0.00052 0.00004 
Am4 0.00010 0.001112 0.000156 
Am5 0.00003 0.000356 
A J2 0.06783 1.4056 0.080 0.2214 0.064 0.0046 
AJ4 0.00079 0.018804 0.00108 0.003004 0.00088 0.000056 
AJ.5 0.000015 0.000376 
Afii(x -0.044 -0.9112 -0.052 -0.14352 -0.042 -0.0030 
Ae; -0.039 -0.7540 -0.042 -0.1172 -0.034 -0.0026 
Am; -0.00027 -0.0056 -0.00032 -0.00090 -0.000252 -0.0000182 

A7; 0.04 1.428 0.098 0.50 0.04 
An; 0.02173 -0.01834 -0.001096 -0.00242 -0.00028 

A&(x 0.044 0.9094 0.052 0.14324 0.042 0.0030 
Ae; -0.1711 -0.1768 -0.0006 -0.04354 0.0020 -0.0026 

Am; -0.00001 0.000586 0.000032 0.000070 0.0000148 0.0000046 

A7; 0.00 0.528 0.052 0.48 0.00 -0.0024 
AQ; 0.021839 -0.01792 -0.001072 -0.002294 

Tableau 22b. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution W3, par rapport 
aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 16b. 

paramètres solution W3 : termes no 

1 2 3 
0.0008513 -0.0003885 0.0003882 



Tableau 22c. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution Wli, par rapport 

aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 16c. 

paramètres solution Wli : termes no 
1 2 3 4 5 6 7 
0.0079916 -0.0036456 0.0036482 0.0007575 0.0007502 -0.0001621 0.0001651 

Am1 0.00008 -0.000021 -0.0000460 -0.000021 0.0000484 
Am3 0.00078 -0.000213 -0.000477 -0.000212 0.000506 -0.000078 0.000264 
Am4 0.00031 0.000046 -0.0000973 -0.0000174 
AJ2 -0.003 0.1812 -0.15131 -0.0761 -0.0417 0.0259 0.0016 
A J4 -0.00073 0.002642 -0.002074 -0.001033 -0.000593 0.000386 0.000045 
A JS -0.000021 0.0000549 -0.0000420 -0.0000208 
A & I ( X ~ O - ~ )  -0.121 -0.078465 0.0906 0.04582 0.021305 -0.00902 0.0033 
Ae; -0.119 -0.05911 0.0736 0.0374 0.0169494 -0.00636 0.0035 
Aw: -0.00076 -0.00049 0.00057 0.00029 0.000134 -0.000057 0.000021 

A7; 0.289 0.112 -0.192 -0.095 0.0049 0.0087 0.0148 
an; -0.00143 -0.00183 0.001664 0.000886 0.0005323 -0.0002003 0.000092 
A&3(~10-3) 0.121 0.078451 -0.0904 -0.04574 -0.021283 0.00903 -0.0033 
Ae; -0.0254 -0.01682 0.021182 0.01289 0.00004 -0.00243 
Aw; 0.000071 0.000053 -0.000054 -0.000032 -0.0000119 

A% 1.013 -0.3437 0.208 0.021 0.106 -0.0111 0.0366 
an; -0.00283 -0.0015889 0.0015042 0.0008135 0.0004143 



Tableau 23a. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution qo4, par rapport aux 
paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 17a. 

paramètres solution qo4 : termes no 

Tableau 23b. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution W4, par rapport 
aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 17b. 

paramètres solution W4 : 
terme no 1 

0.0021634 

Tableau 23c. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution W12, par rapport 
aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 17c. 

paramètres solution W12 : 

terme no 1 
0.0001213 



Tableau 24a. La ligne 1 donne les écarts maxima observés sur 1 siècle entre l'intégration numérique du système Mimas-Encelade-ThétysDioné, et sa représentation 
fournie par l'analyse harmonique (solution nominale). Les lignes suivantes donnent les écarts maxima sur 1 siècle, entre l'intégration numérique et la représentation 
linéaire de la théorie (exprimée par les dérivées partielles d'ordre 1 de la solution au voisinage de la solution nominale). Plus précisément, ces écarts sont obtenus 
en comparant la représentation linéaire calculée pour la valeur A,, de chaque paramètre, à une intégration numérique tenant compte du changement de valeur de 

ce paramètre. Quant à la valeur *A donnée en colonne 2, elle représente, pour chaque paramètre, l'incrément qui a servi pour calculer numériquement la dérivée 

partielle d'ordre 1, à droite et à gauche, par rapport à ce paramètre. 

paramètres s O 1 u t i O n s (écarts, en km) 



Tableau 24b. La ligne 1 donne les écarts maxima observés sur 1 siècle entre l'intégration numérique du système Mimas-Encelade-Thétys-Dioné, et sa représentation 
fournie par l'analyse harmonique (solution nominale). Les lignes suivantes donnent les écarts maxima sur 1 siècle, entre l'intégration numérique et la représentation 

linéaire de la théorie (exprimée par les dérivées partielles d'ordre 1 de la solution au voisinage de la solution nominale). Plus précisément, ces écarts sont obtenus 
en comparant la représentation linéaire calculée pour la valeur A,, de chaque paramètre, à une intégration numérique tenant compte du changement de valeur de 

ce paramètre. Quant à la valeur *A donnée en colonne 2, elle représente, pour chaque paramètre, l'incrément qui a servi pour calculer numériquement la dérivée 

~artiel le d'ordre 1, à droite et à gauche, par rapport à ce paramètre. 

paramètres s O 1 u t i O n s (écarts, en km) 



Tableau 25. Pentes résiduelles dans les solutions q , ~ ,  q,2, qo3 et qo4 (ligne 1) et dérivées partielles de 
ces pentes par rapport aux paramètres (lignes suivantes). 

paramètres s O 1 u t i O n s (pentes, en rad/an) 

Ami 
Am2 
Am3 
Am4 
Am5 
AJz 
AJ4 
AJfi 
A&(x 
Ae; 
Am; 

Ar; 
An; 
A ~ ~ Z ( X  1 0 - ~ )  
Ae; 
Am; 

A7s 
A P ~ ( X   IO-^) 
Ae; 
Am; 

Ar; 
an; 
Ap,(x 
Aeq 
Am; 

Ar; 



Test de validité de la représentation linéaire pour son usage dans l'ajustement de la tliéorie à des 
observations. 

Tableau 26a. Valeurs des masses d'Encelade, de Téthys, de Dioné, du coefficient d'aplatissement J2, 
et de la condition initiale col ajustées en imposant à quelques constantes de la théorie (précisées dans le 
Tableau 26b), une valeur fixée proche des valeurs données par les théories actuelles (Kozai 1957, Dourneau 

1987). Les valeurs de départ sont celles déjà données dans le Tableau 1. La valeur UA1 du J2 de Saturne 
est aussi donnée pour mémoire, et est exprimée en tenant compte d'un rayon équatorial de 60300 km, 
comme pour l'évaluation de Campbell et Anderson (1989). 

m2 m3 m4 JZ pOl x 103 
valeur de départ 0.206 1.088 1.954 0.016298 0.0121 
valeur ajustée 0.1743 1.097 1.909 0.016294 0.0114 

Dourneau 0.206 1.088 1.954 - 
f 0.055 f 0.031 f 0.058 

Kozai 

Campbell et Anderson - 1.186 - 0.016298 
f 0.264 f 0.000010 

U.A.I. (1976) - - - 0.01627 

Tableau 26b. Constantes de la théorie choisies pour l'ajustement des masses et du J2. Les constantes A l ,  
A2 et A3 représentent ici respectivement les amplitudes du plus gros terme (libration) dans la longitude 

moyenne de Mimas, d'Encelade et de Dioné. Partant des valeurs de A l ,  Az ,  A3, Wl, $1, W2 et Q>l ,  

obtenues par analyse harmonique de la première intégration numérique (ligne "AHl"), on a ajusté les 
masses, le J2 et la condition initiale Fol sur des valeurs données (ligne "conditions"), utilisant pour cela les 
dérivées partielles de ces quantités par rapport à ces paramètres. La ligne "RL" donne les valeurs fournies 
par la représentation linéaire utilisant les nouvelles valeiirs des paramètres. La ligne "AH2" donne, en 
comparaison, les valeurs obtenues à l'issue d'une deuxième intégration numérique tenant compte de ces 

changements de masses, deJz et de la condition initiale c o i .  On donne enfin les déterminations de ces 
quantités faites par d'autres auteurs. 

(deg) (deg/an) (deg/an) (min) (min) (deg/an) (deg/an) 

AH1 43.79 5.062 584.436 15.55 1.30 32.76 146.427 
conditions 43.57 5.095 584.214 15.40 1.29 32.50 146.415 
RL 43.57 5.095 584.274 15.38 1.11 32.58 146.391 
AH2 43.49 5.096 584.284 15.37 1.11 32.58 146.398 

Dourneau (1987) 43.57 5.095 584.214 15.4 1.29 32.39 146.418 
f 0.13 f 0.014 f 0.061 f 1. f 0.42 f0.13 f 0.03 

Kozai (1957) 43.41 5.062 584.233 15.38 0.88 32.73 146.403 

f0.12 fO.O1l î0.036 f 0.88 f0.25 f0.14 f 0.05 



Tableau 27a. Solution relative à la variable 9,s (longitude moyenne de Rhéa). La série est en sinus. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (radian) proposée (km) 
O 6.2214451 90.000 .O000000 
1 -.O004632 75.766 3263.100 .O019255 -@a -244.21 

2 -.O002635 13.177 703.472 ,0089317 -a6 -138.92 

3 .O000615 210.089 35.805 .1754843 -as 32.41 

4 .O000639 164.150 14.729 ,4265982 2x9 33.69 

5 .O000469 252.650 29.457 .2132991 A9 24.75 

6 .O000177 297.736 351.309 .O178851 246 9.34 

7 -.O000183 193.985 37.727 .1665451 -a5 + a6 -9.65 

8 .O000095 42.687 166.200 ,0378050 a5 + A g  4.99 
9 .O000087 236.819 9.819 ,6398959 3Xg 4.59 

10 .O000045 241.921 906.041 .O069348 19p / - ' 3 6  + Q8 2.35 
11 -.O000035 158.333 1749.731 .O035909 -2% -1.83 

12 .O000017 61.013 30.433 ,2064581 Ag - 19p .9 1 

13 -.O000017 135.791 36.202 .1735580 -a5 + -.89 

14 .O000012 179.562 56.936 ,1103553 2Xg - 880p .64 

Tableau 27b. Solution relative à la variable Ws (excentricité et péricentre de Rhéa). La série est en 
exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (radlan) proposée (km) 
O .O000002 139.172 .O000000 

Tableau 27c. Solution relative à la variable WLS (inclinaison et noeud de Rhéa). La série est en 

exponentielle complexe. 

amplitude 

(rad) 
.O000595 
.O031969 
.O000229 
.0000200 
.O000026 
.O000026 
.O000028 

phase 

(deg) 
184.578 
154.504 
292.034 
348.738 
257.206 

20.417 
61.334 

période 

(ans) 

fréquence 

(rad/an) 

.0000000 
-.1754840 
-.2132979 

.4265981 
,2132983 

- .4265978 

.6398960 

identification amplitude 

proposée (km) 



Tableau 28a. Solution relative à la variable (Io6 (longitude moyenne de Titan). La série est en sinus. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) ( r a d 1 4  proposée (km) 
O 4.9372680 90.000 .O000000 
1 -.O014863 76.061 3262.544 .O019259 -@a -1816.05 
2 .O005092 13.214 703.733 .O089284 -a6 622.16 
3 .O001840 253.966 29.457 .2132995 Ag 224.82 
4 .O002065 164.777 14.729 .4265988 2A9 252.26 
5 .O000321 138.716 914.850 .O068680 19p / 46 - 48 / - + as 39.16 
6 -.O000278 299.512 351.618 .O178694 246 -34.00 
7 .O000291 236.833 9.819 .6398965 319 35.56 
8 -.O000099 153.512 1793.000 .O035043 -2Q8 -12.05 
9 .O000063 63.002 30.433 .2064606 Ag - 19p 7.73 

10 .O000037 179.461 56.928 .Il03711 2x9 - 880p 4.49 
11 .O000033 226.272 15.373 ,4087114 -2& + 2Ag 4.08 

12 .O000039 177.781 14.427 .4355271 -a6 + 2A9 4.79 
13 .O000031 308.879 7.364 3531951 4A9 3.76 

14 .O000039 154.236 60.876 ,1032132 287p 4.76 
15 .O000027 1.020 14.968 ,4197635 2Ag - 19p 3.26 
16 .O000029 150.001 14.496 ,4334377 2x9 + 19p 3.57 
17 .O000018 337.924 19.852 ,3165024 880p 2.21 
18 .O000010 219.100 28.536 .2201829 As + 19p 1.24 



Tableau 28b. Solution relative à la variable W6 (excentricité et péricentre de Titan). La série est en 
exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (de4 (ans) (rad/an) proposée (km) 
O .O000034 116.146 .O000000 
1 .O290566 153.666 702.839 .O089397 46 35503.55 
2 -.O001940 215.495 -702.841 -.O089397 -4s -237.09 
3 .O000745 199.649 15.044 .4176590 -46 + 2x9 91.01 
4 .O000241 229.452 578.308 ,0108648 46 - <Ps 29.41 
5 -.O000240 77.668 895.941 .O070129 46 + (98 -29.38 
6 .O000119 15.935 3224.607 ,0019485 48 14.50 
7 .O000096 272.244 9.958 .6309570 -46  + 3x9 11.73 
8 .O000063 302.411 30.746 .2043588 -46 + As 7.76 
9 .O000058 139.906 -578.374 -.O108635 -46  + '$3 7.08 

10 .O000051 273.036 1622.414 .O038727 48 - <P8 6.18 
11 -.O000029 10.663 -3204.657 -.O019606 -4s -3.56 
12 .O000026 349.512 -15.044 -.4176581 4 6  - 2x9 3.18 
13 .0000022 22.503 -351.559 -.O178724 -46 + (96 2.71 
14 .O000018 260.973 -30.746 -.2043586 $6 - Ag 2.25 
15 .O000018 225.921 28.272 .2222384 $6 + Ag 2.22 
16 .O000014 217.278 61.945 .IO14314 1.70 
17 .O000021 137.880 14.426 ,4355374 46 + 2x9 2.57 
18 .O000016 278.195 -1632.148 -.O038496 -48 + a8 1.90 
19 .O000013 356.524 29.456 .2133080 As 1.64 
20 -.O000013 64.801 -491.270 -.O127897 -46  + 2@8 -1.59 
21 .O000013 322.894 -28.272 -.2222379 - 4 6  - Ag 1.61 
22 .O000011 34.986 15.294 ,4108289 1.29 
23 -.O000010 5.831 14.802 .4244861 - 1.26 
24 .O000011 344.899 7.442 .a442548 -46 + 4x9 1.31 
25 .O000005 305.119 492.370 .O127611 46 - 2<P8 .57 



Tableau 28c. Solution relative à la variable WI4 (inclinaison et  noeud de Titan). La série est en 
exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (rad/an) proposée (km) 
O ,0052493 184.579 .O000000 



Tableau 29a. Solution relative à la variable qO8 (longitude moyenne de Japet). La série est en sinus. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (de4  (ans) (rad/an) proposée (km) 
O .1674348 90.000 .O000000 
1 ,1928555 75.558 3263.758 .O019251 -as 686859.41 
2 .O011258 252.911 29.457 .2132998 Ag 4009.59 
3 .O011890 153.110 1628.747 ,0038577 -2a8 4234.53 
4 -.O007466 15.470 702.785 ,0089404 -a6 -2659.18 
5 .O003004 239.655 14.662 ,4285238 -a8 + 2A9 1069.99 
6 .O002400 167.668 14.729 .4265991 2Xg 854.93 
7 .O001785 223.291 908.004 .O069198 19p / 46 - 48 / - a6 + as 635.89 
8 .O000739 315.313 14.597 ,4304470 -2a8 + 2A9 263.33 
9 .O000528 356.302 29.725 .2113789 as + Ag 188.16 

10 .O000403 62.796 30.434 ,2064559 Ag - 19p 143.49 
11 .O000359 139.576 29.193 ,2152278 -a8 + A g  127.72 
12 .O000408 216.372 579.877 .O108354 145.19 
13 .O000381 312.253 9.790 ,6418182 -a8 + 3x9 135.76 
14 .O000362 35.395 490.030 ,0128220 128.94 
15 .O000349 238.299 9.819 ,6398993 3x9 124.31 
16 .O000238 185.596 60.845 .IO32652 287p 84.67 
17 -.O000215 10.457 313.717 .O200282 -76.53 
18 .O000202 306.111 347.041 .O181050 246 72.07 
19 .O000160 142.421 14.864 ,4227159 -248 + 2Ag 57.09 
20 .O000131 336.536 19.852 .3165039 88Op 46.80 
21 .O000099 26.889 9.760 ,6437637 -2'38 + 3x9 35.18 
22 .O000075 234.190 28.535 ,2201925 Ag + 19h 26.57 



Tableau 29b. Solution relative à la variable W8 (excentricité et péricentre de Japet). La série est en 

exponentielle complexe. 

no amplitude phase période fréquence identification amplitude 

(rad) (deg) (ans) (radian) proposée (km) 
O .O003060 312.547 .O000000 
1 .O282676 196.053 3230.301 .O019451 48 100675.85 
2 .O009188 353.514 -3232.542 -.O019437 -48 3272.46 
3 .O007196 277.582 -1622.090 -.O038735 -48 + @8 2562.86 
4 .O003911 153.635 702.651 ,0089421 46 1392.92 
5 .O004152 271.809 1624.716 .O038673 $8 - a8 1478.70 
6 .O003789 157.294 14.796 ,4246534 -48 + 2Ag 1349.56 
7 -.O002003 77.003 894.733 ,0070224 4 6  + a8 -713.44 
8 .O001900 201.542 -1084.294 -.O057947 -48 + 2Q8 676.64 
9 -.O001223 229.579 578.344 ,0108641 46 - -435.71 

10 .O000920 214.550 -703.244 -.O089346 - 4 6  327.56 
11 -.O000693 139.489 -578.248 -.O108659 -46 + a8 -246.75 
12 .O000489 230.042 9.849 ,6379532 -48 + 3x9 174.15 
13 .O000208 67.258 -490.524 -.O128091 -46 + 2a8 74.18 
14 .O000204 262.710 29.729 ,2113520 -48 + Ag 72.63 
15 .O000160 357.207 29.458 ,2132957 Ag 56.82 
16 .O000134 266.386 29.191 ,2152438 48 + Ag 47.84 
17 .O000145 11.881 15.042 .4177113 -46 + 2x9 51.48 
18 .O000129 302.968 -29.729 -.2113484 48 - Ag 45.87 
19 .O000107 .201 14.661 ,4285545 -@a + 2Ag 37.94 
20 .O000113 262.106 14.864 ,4227246 -248 + 2x9 40.26 
21 .O000066 66.486 14.596 ,4304721 48 - a8 + 2A9 23.49 
22 .O000050 302.910 7.381 ,8512487 -48 + 4x9 17.96 





Tableau 30. Fréquences des arguments fondamentaux du système Rhéa-Titan-Japet, et  leurs dérivées 

partielles par rapport aux paramètres (paramètres physiques et conditions initiales). Le nombre de 
décimales données tient compte de la précision obtenue (c'est-à-dire qu'on a trouvé égales, à la dernière 

décimale près, les deux évaluations de ces dérivées à droite et  à gauche). Les points dans ce tableau in- 
diquent que les dérivées correspondantes n'ont pas été détectées. Les paramètres Ami et AJ6 n'intervenant 
pas dans les équations relatives à Rhéa, Titan et Japet, n'apparaissent donc pas dans ce Tableau. 

paramètres fréquences (en rad/an) 

6 5  a5 6 6  4 6  68 @a 
0.1755497 -0.1754840 0.0089397 -0.0089306 0.0019451 -0.0019251 

Am, 0.00026266 -0.00026239 0.00000737 . 
Am4 0.00151433 -0.00148648 0.00002345 . 
Am5 . 0.0001250 -0.0001255 . 
Am6 . -0.0106538 . -0.00018 



Tableau 31. Phases des arguments fondamentaux du système Rhéa-Titan-Japet, et leurs dérivées par- 

tielles par rapport aux paramètres (paramètres physiques et conditions initiales). Le nombre de décimales 
données tient compte de la précision obtenue (c'est-à-dire qu'on a trouvé égales, à la dernière décimale 
près, les deux évaluations de ces dérivées à droite et à gauche). Les points dans ce tableau indiquent que 

les dérivées correspondantes n'ont pas été détectées. Les paramètres Ami et AJ6 n'intervenant pas dans 
les équations relatives à Rhéa, Titan et Japet, n'apparaisent donc pas dans ce Tableau. 

paramètres Phases des arguments fondamentaux (en radians) 



Tableau 32a. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution qO5,  par rapport aux 
paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 27a. 

paramètres solution q,5 : termes no 

Tableau 32b. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution Ws, par rapport 

aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 27b. 

paramètres solution W5 : 
terme no 1 

0.0002371 

Tableau 32c. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution WI3 ,  par rapport 

aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 27c. 

paramètres solution W13 : 

terme no 1 
0.0031969 



Tableau 33a. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution q06 ,  par rapport aux 
paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 28a. 

paramètres solution qo6 : termes no 

Tableau 33b. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution Ws, par rapport 
aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 28b. 

paramètres solution WC : termes no 

Tableau 33c. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution W I 4 ,  par rapport 
aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 28c. 

paramètres solution W I 4  : termes no 



Tableau 34a. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution q,,, par rapport aux 
paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 29a. 

paramètres solution qos : termes no 

Am5 
Am6 
Am, 
A J2 

A7g 
An; 

Ar;, 
an;, 

Tableau 34b. Dérivées partielles des amplitudes des ~remiers  termes de la solution Wg, par rapport 
aux paramètres. Ou rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 29b. 

paramètres solution Ws : termes no 

O 1 2 3 
0.0003060 0.0282676 0.0009188 0.0007196 

Ae; 0.47 -0.76 0.05 
Ami -0.0010 0.0009 0.00258 0.00111 

Tableau 34c. Dérivées partielles des amplitudes des premiers termes de la solution W I 6 ,  par rapport 
aux paramètres. On rappelle, en ligne 1, la valeur de ces amplitudes tirée du Tableau 29c. 

paramètres solution W I 6  : termes no 

O 1 
0.1325499 0.0679070 

Am6 -0.067 0.001 

AJz -0.00255 -0.0002 

A7à 0.20 
A Q ~  0.0585 0.097 



Tableau 35. La ligne 1 donne les écarts maxima observés sur 2000 ans entre l'intégration numérique du 
système Rhéa-Titan-Japet, et sa représentation fournie par l'analyse harmonique (solution nominale). Les 
lignes suivantes donnent les écarts maxima sur 2000 ans, entre l'intégration numérique et la représentation 
linéaire de la théorie (exprimée par les dérivées partielles d'ordre 1 de la solution au voisinage de la solution 
nominale). Plus précisément, ces écarts sont obtenus en comparant la représentation linéaire calculée pour 

la valeur A,,, de chaque paramètre, à une intégration numérique tenant compte du changement de valeur 
de ce paramèt,re. Quant à la valeur - f A  donnée en colonne 2, elle représente, pour chaque paramètre, 
l'incrément qui a servi pour calculer numériquement la dérivée partielle d'ordre 1, à droite et à gauche, 
par rapport à ce paramètre. 

paramètres s O 1 u t i O n s (écarts, en km) 

Am2 
Am3 
Am4 
Am5 
Am6 
Am7 
Am8 
Am9 
AJz 
A J4 
Aeg 
Am; 

AY; 
an; 
Aeg 
aw;  

AY; 
An; 
Aeg 
am: 

Ar8 
an; 



Tableau 36. Pentes résiduelles dans les solutions qo5, qo6 et qos (ligne 1) et dérivées partielles de ces 
pentes par rapport aux paramètres (lignes suivantes). 

paramètres s O 1 u t i O n s (pentes, en rad/an) 



Figure 1 : Résonance Encelade-Dioné dans la variable w2 = Z; exp fl (A2 - 2A4) 
sur 100 ans. Pour comparaison, les points S, K, C et D représentent les déterminations 
de l'excentricité d'Encelade faites par Struve (1933)' Kozai (1957)' Chugunov (1983) et 
Dourneau (1987) respect ivement. 



Figure 2  : Libration Mimas-Téthys (de période 70 ans) dans la variable Z = 
Wg W l l  = Ç,+C$ exp G ( 2 X l  - 4X3) sur 1230 ans. 
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Figure 3 : Résidus obtenus sur 1230 ans entre les résultats de l'intégration numérique 
et sa représentation sous forme de séries quasi-périodiques, dans les variables relatives 
à Mimas. 
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Figure 4 : Résidus obtenus sur 1230 ans entre les résultats de l'intégration numérique 
et sa représentation sous forme de séries quasi-périodiques, dans les variables relatives 
à Encelade. 
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Figure 5 : Résidus obtenus sur 1230 ans entre les résultats de l'intégration numiirique 
et sa représentation sous forme de séries quasi-périodiques, dans les variables relatives 
à Téthys. 
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Figure 6 : Résidus obtenus sur 1230 ans entre les résultats de l'intégration numérique 
et sa représentation sous forme de séries quasi-périodiques, dans les variables relatives 
à Dioné. 



Figure 7 : "Accélération" dans la longitude moyenne de Mimas de 2,33 f, 11 degré 
par siècle2, obtenue en ajustant une parabole sur la courbe représentant la somme des 
ter~nes non considérés dans les théories actuelles. Les plus gros de ces termes dépendent 
de l'excentricité de Téthys qui a été prise égale à 0,00102 (Sinclair, 1977). 



Figure 8 : Effet des termes séculaires du Soleil (JASON84) sur la solution de la 
longitude moyenne de Japet. La courbe représente la différence entre les résultats d'une 
intégration numérique effectuée sans ces termes séculaires et ceux issus d'une autre 
intégration effectuée avec ces termes. 



-2,9km( I I i  
O. 2000ans 

Figure 9 : Résidus obtenus sur 2000 ans entre les résultats de l'intégration numérique 
et sa représentation sous forme de séries quasi-périodiques, dans les variables relatives 
à Rhéa. 



Figure 10 : Résidus obtenus sur 2000 ans entre les résultats de l'intégration numérique 
et sa représentation sous forme de séries quasi-périodiques, dans les variables relatives 
à Titan. . F: 
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Figure 11 : Résidus obtenus sur 2000 ans entre les résultats de l'intégration numérique 
et sa représentation sous forme de séries quasi-périodique 
à Japet. 

i SECTION 2 
* S C ~ E ~ C E S  

LILLE 









Nous présentons une nouvelle méthode pour construire une théorie analytique 

du mouvement des satellites de Saturne. C'est une extension des méthode& 

déj& &tilis&s par Duriez (1979) et Li&& (1984) pour consbruire une th&& 

généraR1e planétaire, utilisant le rnêrne formalisme et pouvant maintenant prendr 

en compte les diverses résonances du système de Saturne. Le but est d'obtenir 

des représentations très précises des mouvenients qui soient compatibles avec 

les futures obçervations spatiales. Le rnod&le a donc '6té construit de mariére 

complètement, analytique par rapport aux paramètres physiques et aux constanttes 
, 

d'intégration, en s'efforçant de maintenir tout au long du calciil isne précision 

, intime de qplqm k W W .  O > La solution prkntk ici concerne les satelkites 
suivants : Mimas, Encidade, Téthys, Dioné, Rhéa, Titan et Japet. L a  précision 

interne de ]a tdution présentée est estjmh à quelques kilomilres pour t o q  E 

, sak1Gtw sr<uf paur Japet (100 Lm s i r  100 ans). Des nouveaux termes importa* 

à$ap&Ce6tsikn deI16rI+tc de ~s+t,!ainsi que des termes issus de perturbatioi 

1 # ~uater,  ont été mis en évidence dans les solutions de Rhéa, de Titan 

a$&~utiani pbte~oqa paur p n p s + t  Téthys suggent l~existence de 

$4- '*&*@ &cula;ms ; les mnwpondants. dépendent fortement de la v a l m  
1 ;&$#$p de y6ttbys: 

I 

L 

!tir+ 
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