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INTRODUCTION

Pour certaines classes de variétés singuliéres stratifiées, W = H V;, plongées

2
dans une variété ambiante lisse V, on donne une factorisation du morphisme
H*(V;) — H*t"(V,V —V;) de Thom-Gysin associé & chaque strate V; de codimen-
sion v;, & travers certains espaces de cohomologie relative, factorisation donnant
un isomorphisme (qui coincide avec celui de Thom-Gysin si V; est lisse). En outre,
on exhibera dans le méme contexte un théoréeme de De Rham généralisé. Ceci fera

I’objet de la partie principale de ce texte.

La clé de ce travail, a savoir 'utilisation du complexe de Mayer-Vietoris pour
la réalisation de I'isomorphisme de Thom-Gysin dans le cas lisse, nous permettra
d’autre part d’illustrer une méthode d’aborder, voir de résoudre certains problemes
résiduels et ceci en évitant le choix de partition de I'unité dans les calculs. En effet,
le probleme étudié dans ce second chapitre sera celui des résidus de Baum-Cheeger,

probléme résolu dans d’autres cas particuliers par F. Gomez et N. Alamo, (cf.

[B.CLIG)LIAG)).
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I. ISOMORPHISME DE THOM ET THEOREME DE DE RHAM
SUR LES VARIETES STRATIFIEES

0. Introduction

Etant donné une sous variété différentiable fermée W, d’une variété différen-
tiable V, telle que le fibré normal de W dans V soit orientable, on connait I'iso-
morphisme de Thom : H*(W) — H**(V,V - W), (v = dimV — dimW). En
appendice, on en donnera une nouvelle démonstration, et on exhibera notamment
une nouvelle réalisation de 'inverse de cet isomorphisme, et ceci dans le cadre de
I'intégration sur le complexe de Mayer-Vietoris associé a un voisinage tubulaire de
la sous variété W de V. C’est P'outil essentiel qui permettra d’aborder ’étude du

cas singulier, but principal de ce chapitre.

Notamment, si V est compacte orientée on aura un diagramme commutatif :

H*(V,V =W)
H*( f) o l Alexander
H*—II(W) i_) HN_*(W)

Poincaré
Dans le cas o W n’est pas lisse, il existe toujours (cf. [Br]) un homomorphisme
de Poincaré, et un homomorphisme de Thom-Gysin qui se correspondent par

I'isomorphisme d’Alexander, mais qui ne sont en général plus des isomorphimes.
A partiv d’'une stratification différentiable W = HVi de W, nous allons

i
construire, pour chaque strate V; un diagramme commutatif de complexes, indui-

sant en cohomologie le diagramme :

HYV,(V-V)UUOV;) —— HYV,V-V) —— HV,V-W)

H*(f'le el zl

H*——ui(Vi,aVi)_}H*-—u;(Vi) —y HN—*(Vk) —_— HN_*(V{/r)

(avec N =dimV = dim V; + v;, oV, =V -V,



3

U(0V;) désigne un voisinage ouvert de 8V; dans V, ayant méme type d’homo-

topie que AV;.

Les différents espaces de cohomologie, ou d’homologie figurant ci-dessus, sont

ceux de la cohomologie ou de ’homologie singuliére réelle).
La réalisation de l'isomorphisme H( f i) fera Vobjet du paragraphe 6.

Dans les paragraphes 3 et 4, on définira une algebre différentielle graduée (non
commutative), inspirée de [L4], permettant de réaliser la cohomologie singuliére
réelle de certaines variétés singuliéres en termes “d’hyperformes différentielles”, et

par suite énoncer et démontrer un “théoréme de De Rham”.
1. Notations
On désignera par Q* le foncteur de de Rham associant a toute variété différen-

tiable, 'algebre différentielle graduée des formes différentielles C'*°.

’ . -~ ~ ’ ™
Un fibré localement trivial, C'°, orienté, E — B, de fibre F, sera souvent

désigné par : (E, =, B, F).

On note Q3 (E), l'algébre des formes différentielles a support “compact dans
la direction de la fibre” ([GHV/]).

On note : ;. : QR(E) — Q*77(B), (ot r = dim F) 'opérateur d’intégration

le long de la fibre ({Bo)]), satisfaisant, dans le cas ot 1’espace total E est sans bord,

][Fodz(-l)rdo ][F .

Dans le cas ou la fibre F' est contractile et que la variété E est sans bord,

a Dégalité

Papplication linéaire induite en cohomologie, H( f.), Hy(E) — H*""(B), est un

isomorphisme d’espaces vectoriels gradués de degré —r (cf. [GHV]]).
2. Définitions

a - Variétés stratifiées de Thom-Mather.
On appellera ainsi les données (V, W, S)
— d’une variété V de classe C* (sans bord),

— d’un sous-ensemble fermé W de V'
b
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- d’une partition W = [];.s Vi en sous variétés différentiables propres V; de
V, (appelées les strates de W), satisfaisant aux axiomes suivants :
(i) Cette partition est localement finie.
(ii) Elle vérifie la condition de frontiere : (V; N V; # 0) = (V; C V;). Chaque

strate V; sera supposée munie d’un voisinage tubulaire (U;, 73, V;) (On appelle ainsi

les données :
— d’un voisinage ouvert U; de V; dans V,
— d’une métrique riemannienne sur NV;, fibré normal de V; dans V,

— d’un difféomorphisme de N; sur U;, échangeant la section nulle de N; et
linclusion naturelle de V; dans U; ; 7; : U; — V; désignant la “rétraction locale”
correspondante & la projection du fibré N; — V; par ce difféomorhisme).

(i) VinU; 20 & V; C V;

(V) VinU; # 0 & V; C Vi ou V; C Vj, (la relation Vj C V; est alors une
relation d’ordre que 'on notera j < 1)

(v) les inclusions : V; < Uj<iU;, (V; = V;) & UjcilU;, W < UjesUj et
OW — UjeasU; (ot 88 = {j € §/j est non maximal} et W = [[;c55 Vi),

induisent toutes des isomorphismes en cohomologie.

(vi) Pour tout i € S, l'espace total du fibre en disques ouverts de rayon 1
. ’ . . . ™ . 7N
associé au fibré vectoriel riemannien U; = V;, contient une variété a bord X;, de

méme dimension que V' et vérifiant :
(%) VieSV,icX;=X:-8X;Cc X;CU,

(*+) la famille (0X;);es des hypersurfaces 0X; de V est & croisements normaux :
pour tout multiindice formé d’éléments de &, I = (i > 23 > -+ > 1,), linter-
section (h_, OX;, est une sous variété (C°° par morceaux) de V, de dimension
dimV —1-p.

(vil) Pour tout ¢,7 € S, (i >j),on a:
(*) la condition de contréle : 7;(mi(2)) = 7j(z) pour tout z € U; N U;
() 771 (VN T;) C U;

Remarques. La condition (vi) n’est utilisée qu’a partir du paragraphe 4. La

condition (vii) implique la propriété suivante :
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Pour tout multiindice, formé d’éléments de S, I =15 > ¢ > -+ > ip), la
restriction & V; = Vi, N(}_, Ui, , de la fibration Uy, i Vi,, a pour espace total :
Ur = = Ui, (en particulier 7' (V; N U;) = U; chaque fois que ¢ > j), on
conjecture qu’elle est vérifiée pour toute stratification de Thom-Mather au sens

usuel, elle 'est en tout cas lorsque (V, W) est une stratification de Whitney.
Exemple (Fig).
V =R3 W = Tore pincé ,S={1,2}.

W est 'espace topologique quotient S x [0, 1]/R, ou R est la relation d’équivalence
définie par :
(e )R(e?,t) si t€)0,1].
(1,0)R(e**,0)R(e'®,1) pour tout € R.

S

W= ARV
N

L:
®

H

b. Profondeur de la stratification

On appelle profondeur de la variété stratifiée (V, W, S), 'entier
Prof(V,W,8) = sup{p, il existe une chaine de stratesV;, > V;, > ... >V, }

Remarques : En partant de V, W, §) une variété stratifiée de Thom-Mather,
(V,dW,8S) et (V,V;, S;) sont alors automatiquement munies de la méme structure.
(avec S; ={j € §/j <i}). Etona:

(*) Prof(V, 0W, dS) < Prof(V, W, S)
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(#%)  Prof(V,V;,8;) =0 siet seulement si V; est une strate fermée
3. Cohomologie et stratification.

Soit (V, W, 8) une variété stratifiée de Thom-Mather. On appellera “complexe
. de de Rham singulier” et l’on notera (2}, p,(W), D) 'algébre différentielle graduée

suivante (non commutative, si W n’est pas lisse) :

Un élément A € (%5, (W), D) est une famille A = (Ar)7en(s) de formes
différentielles Ay € Q*~11{(V7), ou N(8) est I'ensemble des multiindices I = (4o >
ih > >14,)de S, Il =psi]=(ig > > - >1p). On appellera un tel A une
“hyperforme différentielle”. Sa différentielle D) est définie par :

P
(DX)r = (=1)MdprAr + Y (=1 Aimiypy, ) + 75 Ario)py,
r=1

On vérifie alors sans peine que D est une différentielle, et qu’elle est une dérivation

pour la structure d’algébre Q5 (W) x QL. (W) — Q5E (W) définie par :
DR-s DR-s DR-s

P
(AU Wigiz-ip = 3 _(=DF PV, ) A (B (i iy ) -

r=0

Désignons d’autre part par R*(U) le complexe total de Cech-de Rham associé au

recouvrement U = (Uj)ies, ([BT]). Et considérons I'injection
w1 Qpr.(W) = R*(U)

définie par : ew(X) = p = (1) ren(s), avec piy = nf Ay pour I = (19 > 13 > -++ >
i)
11 est facile de vérifier que ¢y commute aux différentielles ¢t que c’est un

homomorphisme d’algebres graduées.

Proposition.
H*(ow) : H(Qpg. (W) — H*(R*(U))

est un 1somorphisme d’algébres graduées.

Démonstration : Notons R*(U,U?) le noyau de la projection naturelle
R*U) — R*U?), (U? désigne le recouvrement (U;)icas ).
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Remarquons que la projection naturelle Qpp (W) — Qg ,(0W) est aussi

surjective, et notons R*(W, 0W) son noyau.

On en déduit un diagramme commutatif & lignes exactes :

0 — RUU% — RU) ——  RYUY — 0

[ LW, oW I w I W

0 — RYW,0W) —— Qhp (W) — Q5. (W) — 0

(¢w,aw désignant la restriction de cw ).
Lemme. ty induit un 1somorphisme d’algébres en cohomologie.
OW ? g g

Démonstration du lemme. Remarquons d’abord que R*(W, W) est Pes-

pace des familles : A = (A7)1=(iy>i,>-->i,) telles que :
(1) 7o est maximal dans S,
(i) Ay € Q*7P(Vy),
avec la différentielle

(DN = (-)Mdpr(An) + > (=1 (Aroigy,) -

r=1
Si on désigne par p lapplication naturelle de restriction p : R*U,U?) —
RYW,O0W), définie par : p(p) = X = (A1) avec Ay = gy, (@5 étant un élément
de Q*~HI(U)); on constate facilement que p commute aux différentielles, et que

pPOLWaw = id'R‘(W,aW)- On en déduit
H*(p)o H*(tw,ow) = idpe(r+(w,awy)

Il reste a vérifier que H*(tw,aw) © H*(p) = idpe(reuuon ; pour cela, on va
construire un opérateur d’homotopie K : R*(U,U?) — R*~1U,U?) tel que :

LW,0W O p — id‘R,“‘(U,Ila) =DoK + KoD

Pour tout g élément maximal de S, et pour tout I = (ig > 1; > --- > 1,), il existe
un opérateur d’homotopie naturel, lié a la rétraction par déformation de U;, sur V;,

K;: Q*(U;) - Q*1(Uy), qui vérifie ﬂfo(;uh/,)—/n = (dpro K1+ Krodpr)(pr),

et tel que pour tout r =1, p on ait :

Ki(pr-i lvy) = (Kr._,(pr,—e)lus
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On considére ensuite Iopérateur, K : R*(U,U?) — R*1(U,U?), défini par :
(K -p)r=()Kr-py

1l répond & la question.
Ceci achéve la démonstration du lemme.

Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit d’utiliser un argument de
récurrence sur la profondeur de la stratification et le lemme des cing. (le démarrage

de la récurrence raméne étude au cas lisse, ce qui est trivial).
Corollaire

a. La cohamalogie dw compleze (U5 g. (W), D) s’identifie naturellement avec

la cohomologie singulicére réelle de W :

H*(Q*DR-s(W)v D) = H*(W’ R)

b. La cohomologie du noyau R*(W, W) de la projection naturelle U p (W) —
Hrs(OW) s’identifie naturellement 4 H*(W,0W), de sorte que linclusion de
R¥(W,8W) dans Q5. (W) induit par passage a la cohomologie, Uapplication na-
turelle H*(W,0W) — H*(W)

4. Intégration (Théoréme de De Rhain)

Dans ce paragraphe, on suppose :

(viii) W possede un recouvrement par des ouverts contractiles, dont toute
intersection finie est également contractiles (c'est notamment le cas si W est

triangulable ; voir par exemple [Lo}, [V2]).

Notons ©M(V) le complexe des chaines singuliéres C* de V, qui sont trans-
verses au “systeme d’alvéoles” (Rr) ¢ n(gydéfini comme dans [L3] a Paide des hy-
persurfaces X; de la condition (vi), (pour plus de renseignements sur les systemes

d’alvéoles voir [Ls]), et posons :
SHW) = S(W)NEN(V)

Le méme raisonnement que celui fait dans [L3] (page 21) permet d’établir la

proposition suivante
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Proposition L’inclusion SNW) — (W) induit un isomorphisme en ho-
*

mologie (donc en cohomologie d coefficients réels).

On définit ensuite l'intégrale d’une hyperforme différentielle A € Q% 5., (W)

sur un “simplexe transverse” z € SMN(W) par la formule :

[re s comen [

z IEN(S) NRr

(ou N =dimV, et 77Ar = 7r:70)\1 pour I = (ig > 11 > -+ > 1p)).
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Théoréme L’application A — [\ de Qg (W) dans Ualgébre Ci(W,R) des
cochaines d coefficients réels sur TN(W)

- vérifie la formule de Stokes : [ (DX) = [, X,

— coincide avec Uintégration de de Rham lorsque W est lisse,

- induit un isomorphisme d’algébres en cohomologie.

Démonstration : Il suffit de remarquer que l’application A\ — [ X n’est

autre que la composée foZ oy, ou :
tw : . (W) — R*(U)

(cf. §3), T : R*U) — C}(U,R) désigne l'intégration dans le complexe de
Cech — DeRham (cf. [L3], avec U = UjesU;) et f: Ci(U,R) — CH(W,R) est

Papplication naturelle de restriction.
5. Homomorphisme de Poincaré

Soit ¢ tel V; soit compacte et satisfasse a I'axiome (viii), ce qui nous permet

didentifier Hy,(Vi, R) avec Hom(H*(V;, R); R). On suppose aussi :
(ix) V; est un cycle singulier fermé transverse, de dimension n; (n; = dim V;).

En composant la multiplication Q75 S(V) x Q5 p (Vi) = QFpL (V) avec
I’intégration IV s QR (Vi) x Q% (Vi) — R, on obtient une forme bilinéaire
Q= E(V) x Q% 5., (Vi) = R, qui permet de réaliser ’homomorphismie de Poincaré
Py« H™ (V) — Hi(V;). Celui-ci n'est en général pas un isomorphisme si V;
n’est pas lisse.

“l’

6. Réalisation de I'inverse de “l’isomorphisme de Thom-Gysin”.

Supposons désormais orienté le fibré normal a V; dans V. On se propose dans

ce paragraphe de définir un opérateur
][ QY = V) U iU;) — Q¥ (Vi 07) , (v = dim V. — dim V) |

qui permettra de réaliser I'isomorphisme H*( f') c H*(V,(V = Vi) UU;iU;5) —
H*=%(V;,8V;), évoqué dans I'introduction.
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A. Notations, rappels et constatations.
Soit (V,W,S) une variété stratifiée de Thom-Mather.
On pose Usy =V — W et & = §]]{co}. Pour i € 8, on note :
Si={je€8/j<i}
U =(Uy) jes Cest un recouvrement ouvert de  V
U = (Uj)jes c’est un recouvrement ouvert de UjesUj
U; = (Uj)j<i c’est un recouvrement ouvert de V;
U; = (Uj)jnon<i ¢'est un recouvrement ouvert de V — Vi
U, = (Ui)je(s-(iy) Ccest un recouvrement ouvert de Ui =(V - V) UUj<iU;j
le noyau R*(U,U;) de la projection naturelle R*(U) — R*(U;), (qui s’identifie &
Iespace des familles 1 = (11)1=(iy>i,>i,), telles que :
pr € U7P(Uy)
ur=0 s IFi,
avec la différentielle (D;p);r = (=D)Wldprur + X2 o(=1) (=i, |v;), a pour
cohomologie H*(V,U;), de telle fagon que 'injection canonique de R* (Z:l ,U;) dans

’R.*(Z] ,V — V;), induit par passage & la cohomologie, Papplication canonique :

H*(V,U;) — H*(V,V — V;) induite par l'inclusion de V — V; dans U;.
a) Désignons par (MV*{U;,U;},d;) le complexe de Mayer-Vietoris associé au
recouvrement ouvert de V par {U;U;} :
MV*{U;, U} = Q4(U)) ® Q*(U;) @ QYU 0 Uy)
avec J,'(a,ﬁ,f) = (da,dB,—d¢ + B — «).
Une injection naturelle ¢; : MV*{U; U;} < R*U) est donnée par :
(e, B,6)=p= (,LL[)IeN(S”) avec
o si oigF1
”i°={ﬂ sioig=i
Pigi =& sl ig>1
Hiig = —€ sl 1<t
Kigi, =0 si ¢ ¢ {i0,11}
ur=90 si [I|>2
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On vérifie facilement que ¢; commute aux différentielles, elle induit par

conséquent un isomorphisme en cohomologie par application du théoreme d’A.

Weil ([B.T}).
La restriction i; de ¢; au sous complexe :
{ Q*(Vv Uz) = Q*(U;) & Q*‘l(f]i n U,)
di(B,€) = (dB,—dé + B)

permet de réaliser un diagramme commutatif a colonnes exactes :
0 0

i

QV,U:)  —— RU,TY)

MV{U, U} —— R*U)

QX (Us) — RYU)

0 0

On en déduit que i; induit un isomorphisme H*(Q*(V,U;)) — H*(V,U;) en

cohomologie.

b) D’autre part, rappelons le complexe relatif R*(V;, dV;) associe 4 la variété
stratifiée (V,V;,S;) (cf. § 3). (c’est lespace des familles A = (A)1=(i>i,>->i,)
telles que A; € Q*7P(Vy), avec la différentielle : (D;\); = (—1)ldppA; +

=1 (1 iy, )

On définit par ailleurs le complexe différentiel suivant :

Q*(Vi, aV;) = @ (V) @ @1 (Vi N U;<iU;)
{ d;(u,v) = (du, —dv — u)
et Dinclusion b; : Q*(V;,dV;) — R*(V;,8V;) donnée par
bi(u,v) = A, Ai=u
Aii, =v 81 i>14p,

Ar=0 s |I]>2.
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b; commute aux différentielles, et induit donc par passage & la cohomologie une
application H*(b;) : H*(Q*(V;, 8V;)) — H*(V;, 8V;)
Lemme. H*(b;) est un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués.
Preuve : Notons R*(?) le complexe total de Cech-de Rham associé a
" U = (W;)jeasi : recouvrement ouvert de V; N (Uj<ilj), (o0 W; = VinU;
et 0S' = {j € S|j < i}), c’est espace des familles A = (AD)i=(io>i1>-->iy)

()\1 S Q*“P(WI), avec Wy = Wi, N Wio n---N W,'p =VinUr = V(,->,<0>..,>,'p)) avec
la différentielle

14
(_Di)\)f = (—l)llldDR)\j + Z(_l)r(AI-—irlw,)

r=0
On a alors une injection naturelle f : R*~1(U*) — R*(V;,8V;), définie par

(FW>i0>i1>>ip) = Aio>ir>->iy)

D’ol Pexistence d’un diagramme commutatif & colonnes exactes :

0 0

L

N ViNUjlU;) — RN

| ;

| ;

id
(Vi) — (W)
0 0

ou
¢ est la projection canonique A — );,
k est Vinjection v — (0,v),

et



15

g; est linclusion :
(g:0);, = Vi, > (e;v)r =0 pour |I} > 0.

La preuve du lemme s’achéve par application du lemme des cing.
¢) Remarque : Pouri € Son a U;nU; = U\ V;)u (U;<iUij).
En effet, rappelons d’abord que U; = Ujeé’\{i}UJ"

D’on, puisque :
S\{i}={je€8/j>i}u{j e8/j <i}u{j € 8/j non comparable & i} ,

on en déduit que Ui nNU; = Ujeé\{i}Uij = (Uj>,'U,‘j) U (Uj<,‘U,‘J').
Vérifions ensuite que U; \ V; = U;»iU;; : pour tout j > 1 ona U;; NV, =
UiﬂUjﬁVi:UjﬁVi:@d’Ol\l

Ui C(Ui\ Vi),

inversement soit z € (U; \ Vi), alors : si z ¢ W, ceci implique que x € (U; — W) =
Usoi C UjsiUsj et stz € W, il existe alors j #£ ifx € Vj, dou U; NV £ §, et par
suite j > et x € Uj;.

B. Théoréme.

(*) Définition : On définit un opérateur lindaire gradué

][ LV, T = Q (Vi V)

en posant !

][i(ﬂ,f) =tf B e (O )

ou
Tij = T3 N U]',

7; étant I'espace total du fibré en disques fermés, associé au fibré vectoriel

riemannien (U;, m;, Vi, R")

O7; c’est I'espace total du fibré en sphéres, associé.
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DY désigne le disque unité fermé de R¥
S¥~1 désigne la sphere unité de R™

On vérifie, par application du théoréme de Stokes (cf. [Bo], ou Appendice B.)

que l'opérateur § * induit un homomorhisme d’espace vectoriels gradués :
H*(][ )+ HY(V,(V = V) UU;U;) = B (V;, Vi),

(**) Enoncé du Théoréme. H*( f’) est un isomorphisme

Démonstration : On introduit le complexe intermédiaire suivant :
Q*(V,U;) = Q*(U) @ (Ui = V) @01 (Uj<ilUi) @2 ((Us = Vi) N (U <iU35))
muni de la différentielle

Ji(ﬁa€v'73a) = (d,@,-—dﬁ-{— ﬂ,—d"/ - 6,d05 + Y + f) .

Une inclusion h; : Q*(V,T;) — Q*(V, U;) est donnée par : hi(8,¢) = (8,€,—¢€,0);
elle induit en cohomologie un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués par ap-
plication du lemme des cinq. On prolonge ensuite I'opérateur f ‘au complexe
Q*(V, U;), en posant :

]Zi(ﬂ, £y, )= (]éui B, — fsl’i“l £lse, a(—l)"‘(][m N <ime; +]éyi_l Cl’luj<iar;j>

Remarquons d’abord que l’écriture a bien un sens puisque :

Uj<iOmij = (Uj<i(0m: N U;)) C (07 0 U;<iU;) € (Ui \ Vi) N U< U35) -

On vérifie que cette application induit un homomorphisme d’espaces vectoriels
H*(f) : H*(Q*(V,U,)) — H*"¥(V;,dV;), et qui satisfait : H*( f’) o H*(h;) =
H*(£9).

I suffit donc, pour achever la démonstration du théoréme, d’établir que
H*( ') est bijective.
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Pour cela, on considére le diagramme commutatif suivant a colonnes exactes :

0 0
| oo
O Ujili) @ (Ui \ Vi) N UjiUsy) —— @77 1(Vin Ujaly)
7 h
Q*V\Uy) — Q " (V;, 0V))
4 k
f(l)
QU)e @ THUN\ V) — Qmri(Vi)
0 0

ou fl.(l) et fi(z) sont les opérateurs “d’intégration le long de la fibre” introduits

dans le cas lisse (cf. Appendice A.), et associés respectivement aux fibrations :

U,-l';V,-et Uj<,‘U,'j1">V,~.

f est l'injection (v, a) — (0,0,5, —a)
g est Ta projection (8,€,7,) — (6,€)
h:ve (=1)%v

k:(u,v) > u.

La démonstration du théoréme s’achéve par application du lemme des cing
grace a la réalisation de Pisomorphisme de Thom-Gysin dans le cas lisse (cf.

Appendice).
7. Relation avec la dualité d’Alexander.

Désormals, la variété ambiante V est supposée compacte, orientée, de dimen-

sion N, et V; satisfait aux axiomes (viii) et (ix), (¢ étant fixé dans S).

La réalisation de la dualité de Poincaré pour V, dans le complexe de Cech-de

Rham R* (Z] ), a permi de construire un opérateur

ALw : R*(U,V — W) - Hom(RV~*(U),R)



18

(< ALw(\),p(8) >= f, AU B ot p désigne la projection naturelle RN~*(l) —
RN=*(U)), qui par passage & la cohomologie induit ’isomorphisme d’Alexander

[ALw]: H*(V,V = W) = Hy_(W).

A T'aide de l'inclusion tywy : Qg;z*s(W) — RN=*(U), construite au paragraphe
. 3., on en déduit une réalisation de I'homomorphisme d’Alexander encore noté

ALy : R*U,W — W) — Hom(QN2* (W) ; R).

En particulier on a un diagramme commutatif naturel :

RU,V-V)) ——  RYUV-W)

ALy, l J’ ALw

Hom(Qp7,(ViiR) —— Hom(Qpz%(W),R)
qui par passage a la cohomologie, donne lieu au diagramme commutatif :

H*(V,V =Vi) —— H*V,V-W)

[ALg,] J o~ o l [ALw]

HN-—-*(‘-/:‘) —_— HN—-*(W)
défini naturellement 3 partir des inclusions : V; > W et V—-W < V — V,.
Supposons ensuite que le “systeme d’alvéoles” (R;);es vérifie :

(x) m : Ri » V;N R; est un fibré localement trivial {C'*° par morceaux), dont
la restriction a chaque V,N R (I =(1 >4 > -+ > ip), I € N(8)) s'identifie & un
fibré : Ry B Vin Ry.

Théoréme a. Le diagramme suivant d’espaces vectoriels gradués est commu-
tatif :

QW)  — s  RUV-V)

Q" (V:,0V)) == (V}) —— Hom(Qpz (Vi) R)
‘ \A

(ou &; et by sont définis de facon naturelle).

b. Il induit en cohomologie le diagramme :

HYV,(V -V)UU;iU;) —— H*V,V-V)

() l o~ o l ALy,

(U, 07) = H*(F) ——  Hyeu(T)
Vi
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(les fléches non précisées sont définies de fagon naturelle).
Démonstration : Il s’agit d’établir que pour (3,€) € Q¥(V,U;) et ¥ €
QbzE(Vi),ona:

< Py ob;o ][ (8,6),¥ >=< ALy, 0&i(8,6),¥ >

(a.vec < Py (N), B >= f‘—,i AUS,

/‘z:ﬂa
pi =0 si j#i,
e B,8) =p, | igi =& si ig > 1,

pis; = —€ si@ >,

L pur =0 ailleurs.

et
A = u,

bi(u,v) = A, { iy =0 st 1>,

Ar=0 a,illeurs)

Tout calcul fait, on trouve :

<Pviobio]["(3,5),\1,>=/Vn unw, Y Y 1,,,,.,/

P21 i1 > >ip VinRiiy oy
1y <1t

[(—1)(k_”‘)"7rfu AaiWi i,
+ (—1)Em DD gy A ¥ (7f Uy )

(avec u= fD"i :Blr‘» - fsh‘—l 6'87‘- et v= (_1)1/;‘+1 va; €|Uj<i‘rij>

< ALy, 0&i(8,6),¥ > = /ﬂ/\n\ll+z £ AT,

j>i Y Ris
+Z Z (/ (—D)*BATI T,
p2l 11> iy nl<»-ip
i<t

+ (-)EDETIHE A (] )]

+ Z/ (-1)EDe A W:'I’iil--‘i,,>

i>i Rjiiy - ip
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L’identification des deux termes concernés s’effectue par application du
théoréme de Fubini (cf. Appendice) en remarquant que le bord fibré du fibré loca-

lement trivial R 3 V; N Ry est donné par la formule :

aﬂ-iR,‘,'l...ip = (_1)p+1 Z Rjii1~~~ip .
i>i
jES

8. Réalisation de “I’isomorphisme de Thom-Gysin”

en codimension paire,

Dans ce paragraphe, on suppose que v; est paire (v; = 2m;).

Désignons par n; la restriction a U; — V; du fibré tangent vertical ker(dr;). Il
s’identifie canoniquement au fibré image réciproque de U; =5 V; par Papplication
5 = il oy, - Le fibré n; possede une section canonique partout non nulle, notée
L;, appelé “champ de vecteurs transversal”, et définie par le groupe a 1 parameétre
(t,z) = et -z de R x (U; — V;) dans (U; — V;), (le produit externe provient de la
structure vectorielle existante sur les fibres de U;).

En outre, apres avoir muni ce fibré vectoriel de la métrique riemannienne
image réciproque de celle existante sur U; =3 V;, on peut le munir de deux

connexions riemanniennes :

(*) w; = 7}!@&;, connexion image réciproque d’une connexion ©; choisie sur

kx
U, -V,

L. . . . ’
**) w¥, connexion riemanienne préservant le champ de vecteurs transversal
1]

normalisé T
Considérons ’homomorphisme de complexes
T U () QT 0V) — QE(V, U)

(on .
Qr(V.U:) = Q*(Us) 71U — Vi) @ Q7 (Uj<iliy)
o Q*_z((Ui -V)n (Uj<iUij))

muni de la différentielle

d:'(ﬂ,f,%a) = (dﬂ’_d§+:@1_d7"ﬂﬁda+7+£)) 3
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défini par :
7i U (4, v) =(Au;(Xm:) A Tiu, A L (Xm:) Amiu,

Aui(Xm) ANTiv,—A 1i(Xmi) AT]0) .

wiw;

(A, désigne ’homomorphisme de Chern-Weil associé au fibré vectoriel rie-

mannien 17;,

Au,w; Li désigne 'opérateur différence de Bott associé au couple de connexions

{wiawiLi}v
Xm; est le pfaffien défini sur I'algebre de Lie des matrices antisymétriques

s o (v)).

Proposition. L’application 7; U (-) induit, en cohomologie, l’isomorphisme
inverse de H*( fl)

9. Appendice.

A. Etude du cas lisse.

a. Cas d’un fibré vectoriel. Soit (E,n, B,R") un fibré vectoriel réel C*
orienté. On considere I'algebre différentielle graduée (R*(E, E—B), D) définie par :
R*(E,E—B) = Q*(E)®Q* ' (E— B) avec la différentielle D(8,¢) = (dB, —dé+f3)
et le produit (8,£) U (B',¢') = (BAB,EAB).

(la base B étant identifiée a son image par la section nulle).

On rappelle que (cf [L3]) la cohomologie de cette algebre différentielle s’iden-
tifie naturellement a H*(E, E — B; R).

Munissons le fibré vectoriel (E, 7, B,R") d'une métrique riemannienne < >,

et posons :

t.={2€E,<zz><¢e}, e€l0,+o0f.
6T€={Z€E,<2az>:€}
ete={2€E ,<zz><¢}

Ce sont respectivement les espaces totaux de fibrés C° localement triviaux,

canoniquement orientés :

(%,m,B,D.), (87,7, B,8D,) et (1,7, B,D.) .
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(D, désigne le disque fermé de R, centré en zéro et de rayon ¢, D, son intérieur,

et 9D, sa frontiére).

Pour ¢ = 1, on pose :

T=T1, rle

or = 67'1 et Sr_l = (9D1 .
on définit ensuite une “intégration le long de la fibre” :
][ :R*(E,E—-B)— Q" "(B)

c’est 'application linéaire homogene de degré —r, définie par :

foo=4 6-4 ¢

Lemme : L’application lnéaire § satisfait ’égalité : f oD = (—1)"do f, et

induit donc, par passage d la cohomologie, une application linéaire
H( ][) . H*(E,E — B) » H*~"(B),
homogéne de degré —r.

Preuve : La démonstration découle immédiatement du théoréme de Stokes
(Appendice B.) :

~1)r+! = our tou *(E).
£ @+ rriach o= f 8 pour tout e 2%(E)

Théoréme : (Isomorphisme de Thom)

H( ][ ) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration.
ler cas : B est un point.
On identifie alors E & R” et B a son origine, B = {0}.

On sait que :
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0 si k<r
HYR",R" - {0} =
R

Bl K=

et
si k=0

H*{0}) = {R
0 sinon

De plus, il est facile de voir que dans ce cas, application H*( ) : H*(R",R"—
{0}) — H*~"({0}) s’identifie a l’application nulle, sauf pour k = r.

on en déduit qu’il suffit de montrer que l'application H"( f) : H(R",R" —
{0}) — R est surjective :

Puisque (R” — {0}) se rétracte par déformations sur la sphére unité S™~1,
on en déduit Pexistence d'une forme différentielle £ € Q"1 (R"™ — {0}) telle que :
fsr—l E==1s

Autrement dit H"( §)[(0, —¢)] = 1. Ceci acheve la démonstration du ler cas.
2éme cas : B=R".

Le fibré (E, 7, B,R") s’identifie alors au fibré trivial : (R" x R",7,R",R")

ou 7 est la projection canonique.

L’injection ¢ = R" «— R™ x R", i(z) = (0, 2), induit de fagon naturelle un
homomorphisme différentiel [:*] : R*(E,E — {0}) — R*(R",R" — {0}), (ou :
E — {0} =R" x (R" — {0}), tel que

Le diagramme suivant commute :

0 — QNE-{0)) —— RYE,E-{0}) — Q*E) — 0

0 — 2(R"—{0}) — R*R,R"-{0}) — @*(R) — 0

(avec : (€) = (0,) et p(B,€) = B)

Les autres fleches sont définies de maniere analogue.

Le lemme des cinq permet d’en déduire que [¢*] induit un isomorphisme en

cohomologie.
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D’autre part, on vérifie aisément la commutativité du diagramme suivant :

RYR7 R~ {0}) <o R*E,E-{0})

I .‘ | f

Qr({0))  —  QTT(RR)

le symbole [ désigne “Iintégration le long de la fibre” associé au fibré trivial :

R™ — {0}.

On en déduit, d’aprés le premier cas, que f induit un isomorphisme en

cohomologie. Ceci achéve 'étude du 2éme cas.

Lemme 1 : Soit {U,V} un recovvrement ouvert de B. La suite ezacte de

Mayer-Vietoris (¢f. (G.H.Vi)) :
0 Q(E) » Q*(By,) @ (B}, ) = (Bl ) = 0
permet alors de consiruire une suite ezacte courte :
0—=C*=CH®Cy — Chay — 0.

ot : C* = R*(E,E — B), et C; = R*(E,,, E|, — ) pour tout ouvert § de B. De

plus, on a un diagramme commutatsf naturel :

0 — c* — CroCy — Chav — 0

i | o |1

0 — Q& "(B) — ") "(V) — Q@ (UNV) —0

Lemme 2 : Supposons (Uag)a une partition par des ouverts de B : B =
11, Va. ‘

Le diagramme suivant est alors commutatif :

R*(E,E - B) —:-; HO‘R*(E[UQ,EIU(X - Ud)

| o

Q"(B) ——s I "(Us)

=4

<

(¢ et v étant les morphismes de restrictions).
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La preuve des lemmes 1 et 2 se déduit de la naturalité de 'intégration le long

de la fibre.

La démonstration du théoréme se déduit de la méme maniere que celle faite

dans (|[GH.V]]) page 352 et page 197).

Il nous reste a montrer que 'isomorphisme précédent coincide avec l'inverse

de celui de Thom.
b) Comparaison avec autre réalisation de Yisomorphisme de Thom.
Soit (E,w, B,R") un fibré vectoriel réel C*°, orienté, riemannien.

On définit I'algebre différentielle graduée :
RYE,E—13) = QW (E) QY E —11/5)

muni de la différentielle

et du produit
(B,OUBE)=(BABENB).

Il est facile de remarquer puisque E — 7y, se rétracte par déformations sur
0r, que 'homomorphisme de restriction de R*(E,E — B) vers R*(E,E — 7y/3),

induit un isomorphisme d’algebre en cohomologie.

L’intégration le long de la fibre du paragraphe 1. se prolonge trivialement au
complexe R*(E, E — 11 /2). On définit ensuite, pour tout € €]0,1/2], une injection
naturelle, j. : Qp (7e) — R*(E,E — 7y3), en posant : j.(8) = (5,0). (le premier

facteur désigne Pextention naturelle de B par zéro)

On remarque que j., commute aux différentielles, et que le diagramme suivant

commute :

Qp, (ke ——  RE,E,—m5)

OV

Q* Y'(B

On en déduit, en particulier, que 'application j., induit un isomorphisme
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d’algebres en cohomologie et qu’on a un dlagra,mme commutatif :

Hp (7e) H*(E,E - B)

H(fp\ = H({)

H* r(B)

I

c) Cas général : Soient V une variété différenticlle, W une sous-variété
fermée de V, dont le fibré normale (N (W), n, W,R”) est orientable. (v = dimV —
dim W ).

En utilisant Dexistence d’un voisinage tubulaeire de W, on en déduit que
H*(R*(N(W),N(W) — W)) sidentsfie ¢ H*(V,V — W;R), de telle facon que
Uinverse de l'isomorphisme de Thom : H*(V,V — W;R) 5 H ~"(W;R), est
induit par Uapplication f:(8,€) = fp. B— ferui €

Comparaison :

Sous les hypothéses de a), soit (U, n, W) un voisinage tubulaire de W dans
V (U étant identifié a I’espace total du fibre normal A (W), de telle fagon que

Vinjection naturelle de W dans U s’identifie avec la section nulle du fibré vectoriel).

On désigne par MV (U)* le complexe de Mayer-vietoris associé au recouvre-

ment ouvert de V : U = {V ~7y;2),U},
MVUYy = (V-np) @@ U) Q0 (U =1p),
avec la différentielle
D(, B,€) = da,df,—dE + B~ a) ,

et la structure d’algebre
(@, 8,)U (B, €)= (aha ,BABEAB +(-1)*lang).

On rappelle que injection canonique, & : Q*(V) < MV(U)*, 6@ =
(<I>|V_TI/2,<I>|U,0), induit un isomorphisme d’algébre en cohomologie, H*(&) :
H(V) S HY(MVU)*).

Notons ¢ 'injection R*(U,U — 1y 52) = MV(U)*, «(8,€) = (0,8,¢).

¢ commute aux différentielles, et induit donc un homomorhisme d’algebres en

cohomologie, H*(¢) : H*(V,V — W;R) — H*(MV(U)*).

En respectant les notations du paragraphe 2., on démontre :
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Proposition. Le diagramme suivant commute :

e

Hp k(%) — HYN=HV)

H( sz) = l &
B (W) —— HNKV,V -W,R) —— HNHMVU)*)
H( f) H(:) .
(e désigne Ueztention naturelle, et € €)0,1/2[)

Remarques.

1) Etant donnée une sous-variété W d’une variété différentiable V' dont
le fibré normal est orientable. Par composition de l'isomorphisme de Thom :
H*(W;R) = H**(V,V — W;R), (v = dimV —~ dim W), avec 'application
naturelle : H***(V,V — W,R) — H**(V;R), on aura une fleche naturelle :
H*(W;R) - H**"(V;R)

Dans certains problémes géométriques de type “résidus” (consistant par
exemple, & localiser, ou & calculer certains invariants topologiques de la variété
ambiante V), cette fleche est utilisée pour lire cetaines formules ot “le lieu singu-

lier” est lisse.

La proposition précédente nous donne deux réalisations de cette fleche, et ceci
via le choix de voisinages tubulaires. L’utilisation du complexe de Mayer-Vietoris
a l'avantage d’éviter, dans certains cas, le choix de partition de 'unité dans les

calculs. Ceci sera illustré dans le chapitre II.

2)

Corollaire. Si la classe de cohomologie [w) d’une forme différenticlle fermée
w € U5p(V), coincide avee la classe de cohomologic d'une hyperforme fermée
(0,8,8) € MV(U)*. Alors : [w] posséde un représentant dans n'importe quel
voisinage de W dans V ; autrement dit [w] posséde un résidu sur W, ou encore

[w] se localise au voisinage de W.

B. Théoréme de Stokes et de Fubini

On se propose, dans ce paragraphe, de donner sans démonstration, une version

plus générale du théoréme usuel de Stokes et de Fubini ([Bo]).

Sotent V une variété différentiable; E et B deuz variétés a bords, compactes,

C* par morceavz ([C]), arientées, plongées dans V.
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Soit £ = (E,w, B, F) un fibré C* localement trivial orienté, tel que l'orienta-
tion produit local (cf. [GH.VI]) induite par celle du fibré £ et de la base B, coincide

avec 'orientation initiale de E.

La restriction £),, du fibré £ au bord 8B, de B, est un fibré C*° localement
trivial orienté, de fibre F' (soit {|,, = (E|,p,7,0B,F)). Ceci permet de munir

Vespace total E|sp de l'orientation produit local.

D’autre part, on vérifie facilement que la réunion des bords des fibres du fibré
€ : Ugepdr~!(z), est munie d’une structure de variété a bord C*° par morceaux,
de dimension égale a celle de OF, et munie d’une orientation naturelle induite par

celle de E.

Définition On note 0, E = U,cpdn Y (z), cette variété et on Uappelle le bord
fibré associé au fibré C localement trivial £ = (E,x. B, F).

On démontre que 9 F est l'espace total d'un fibré C* localement trivial, de
fibre OF, (O, E,n,B,0F), orienté, tel que 'orientation produit local induite sur

3. E, coincide avec celle induite par F.
Lemme : En tant que variétés orientées comme ci-dessus, on a la décompo-
sition sutwante du bord de Uespace total E :
OF = 0,E + (1) (Ej,y)
(ot la multiplication par (—1)" signifie orientation égale, ou opposée, selon la

parité de r = dim F).

Théoréme : Pour tout fibré £ = (E,m, B, F) comme ci-dessus, il existe un

opérateur canonique :
from - @),
F
qut vaut zéro pour * < r, et qui est tel que :

(%) ]éod+(~1)’+1do ]{? = ][aFoj*,

(7* : QYE) — Q*0:E), étant Uhomomorphisme de restriction naturelle) ;
[STOKES].

(%) /;E‘I’AW*¢=/}3(£\P)A¢,

pour tout U € Q¥(E), et ¢ € Q*(B), (k+4£= dimE); [FUBINI].
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I1. Résidus de Baum-Cheeger

O. Introduction
1. Rappels (Actions de groupes de Lie sur les fibrés vectoriels).
2. Lemme technique (existence d’'une connexion spéciale).

3. Formule de résidus et actions de groupes de Lie compacts. (situation
légérement voisine de celles traitées dans {B.C.] [G], mais étudiée par une technique

utilisant le complexe de Mayer-Vietoris).
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O. INTRODUCTION

Etant donné ¢ = (E 5 V) un fibré vectoriel sur lequel opére différentia-
blement & gauche un groupe de Lie compact G, tel que Vaction de G sur V' soit
quasi-libre {c’est-a-dire tous les groupes d’isotropie sont discrets), il est bien connu
que les classes caractéristiques de dimension supérieure ou égale a dim V —dim G+1
d’un tel fibré sont nulles; ceci étant dii a U'existence d'une connexion spéciale (dite

“de Baum-Cheeger”).
Ce théoréme d’anmilation donne naissance a un probleme de résidus :

Décrire, quand ’action n’est plus quasi-libre, la localisation des classes ca-

ractéristiques de dimension supérieure ou égale a dimV — dim G + 1 d'un G-fibré
. ™ . . . . .

vectoriel £ = (E — V), autour du lieu singulier £ gui est I'cnscmble des points

de V ot le groupe d’isotropie n’est pas discret.

Ce probleme a été résolu par Baum-Cheeger lorsque g = S', puis par F.

Gomez, N. Alamo (sous certaincs conditions) lorsque G est un tore.

. ’ . . . . kig
Ce qu’on se propose de faire ¢’est d’étudier la situation suivante : § = (E — V)
un IV x T"-fibré vectoriel (ot I est un compact connexe, et 77 le tore réel de

dimension r) tel que :
(i) K opére quasi-librement sur V

(ii) il existe un vecteur non nul hg € R", (R = ’algebre de Lie de T7), dont le
champ de vecteurs fondamental associé X, est transverse aux orbites dec 'action

de K sur (V— zéro (X},))

L’¢tude de ce cas permettra d'illustrer la réalisation de Pisomorphisme de
Thom a l'aide du complexe de Mayer-Vietoris (cf. Appendice page 26). La méthode
utilisée aura notamment pour intérét d’éviter le choix de partition de 'nnité dans

les calculs.
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1. Rappels sur les actions de groupe de Lie sur les fibrés

vectoriels ([GH V] [G]).

a. Définitions.

Sott G un groupe de Lie opérant différentiablement é& gauche sur un fibré

vectoriel € = (E 5 V). Un tel fibré s’appellera G-fibré vectoriel
On notera I'(¢) le C*°(V)-module des sections de £.

Pour g € G ,0 € I'(£), on définit g - o € T'(£) en posant :

(9-0(z)=go(¢g 'c) pourz € V.

Pour tout A élément de Valgebre de Lie g de G, on désignera par Gi :I(€) —
(&), Vopérateur défini par :

(050)(:0) = dit\t:o((ea;pth) co)(z),pourz eV .

S’il n’y a pas de confusion possible, cet opérateur sera noté 6.

Le champ de vecteurs fondamental sur V associé & h € g, sera désigné par
— X}, soit
d
(Xp)e = ——  (expth)z , pourz €V .
dt j1=0

L’action de G sur V sera dite guasi-libre si en tout point = € V, le groupe

d’isotropie G, = {g € Glgz = z} est un sous-groupe discret de G.
b. Propriétés (rappels) :
1 O0w(fo) = (Xnf)o + f(6ro), pour tout h € g, 0 € T(€), et f € C=(V).
2. Pour tout h,k € g,on a
1) Ophk) = On 0 O — 6 0 8, pour tout b,k € g.
i) Xip, = [Xn, Xi

3. 51 {, ) est une métrique riemannienne G-invariante sur £. Alors

Xh 0,7}y = (Oho,T) + (0,017) , pour tout o,7 € T'(£) .
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4.1) V est une connexion riemanienne si et seulement si X (o, 7) = (Vxo,7)+
(0,VxT), pour tout o, 7 € I'(¢), et X € X(V) =T(TV).

i) 81 V est G-invariante, alors on a :

6noVy —Vy 06y =V[x,,y] , pour tout Y € X(V).

5. Pour tout V connexion linéaire sur &, et h € g, on définit 'opérateur

S =0y~ Vx,,on aalors :

1) Sk € Homeeo(v)(T'(€)), et par suite définit une section du fibré des endo-
morphismes de £. Soit S, € ['(Endé).

ii) Si la connexion V préserve une métrique riemannienne G-invariante ( , ),

alors Sy, est antisymétrique.

iii) S V est G-invariante, de courbure R, alors

VSy=iXs)R .
2. Lemme technique (existence d’une connexion spéciale).

a. Lemme : Soit £ = (E 5 V) un G-fibré vectoriel (ot G est connexe) tel
que Uaction de G sur V soit quasi-libre.

On suppose l'ezistence sur € :

- d’une métrigue riemannienne { , ), G-invariante,

- d’une connezion G-invariante V, préservant { , ), telle que Vx, = 0y Vh €
g,

~ d’une section o de &, partout non nulle, telle que 8,0 = 0 Vh € g.

Il existe alors sur £ une connczion G-invarianic V°, préservant la métrique
(, ), telle que :
V%, =0 Yheg

et V(o) =0, (ot ol = V<o, >)
Démonstration du lemme :

G étant connexe et 8,0 = 0 pour tout h € g, on en déduit que la section o est
G-équivariante, et par suite le sous fibré vectoriel trivial de rang 1 £ = (L 5 V)

(ou L =[],cy Ls, Lz = {to(z)/t € R}) est G-stable.
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D’oli existence d’un fibré vectoriel & = (Fy = V) supplémentaire orthogonal

relatif & la métrique { , ), qui est G-stable, soit
(=60l
On désignera alors par p : I'(€) — T'({o) 'opérateur de projection associé a cette

décomposition.

Définissons ensuite V° connexion linéaire sur &, en posant : Vi1 = p(V%7)

pour X € X(V) et 7 € T'(éo); et Vi(Zp) = 0.

On vérifie facilement que V° préserve la métrique {( ). Montrer ensuite que

V° est G-invariante revient a vérifier les deux propositions suivantes :

1) 6, (VS 7) = VS (8hr) = Vix,,y]T» pour tout

heg,Y ¢ 2(V)et T eD(&),

i) n(VS(557)) — VY Oryin) = Vix, vil1em):
La premiére proposition est satisfaite puisque V est G-invariante et que

Popérateur 8, commute avec p (£ et £ sont G-stables).

Pour affirmer ii) il suffit de montrer que gh(ll%l[) = ( pour tout h € g; Or
O(757) = (X - (][_},]T)U (car 8,0 = 0) d’on
1

eh'(]]_aﬂ) = _W((Xh {g,0))a) =0

(car V préserve la métrique { , ), et Vx,0 = 0 =0).

Remarque : L’utilisation de ce lemme se verra au paragraphe suivant 3 (page

=

59).

b. Corollaire : Soit £ = E 5 V) un G-fibré vectoriel (o G est compact

conneze), tel que laction de G sur V sott quasi-libre.

On suppose Uezistence d’une section o € I'(€) partout non nulle et G-équiva-

riante.

Alors il existe une métrique riemannienne { , ), G-invariante sur £, et une
connezion riemannienne V, G-invariente, telles que : V(W%f) =0 et Vx, =6

pour tout h € g.
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c. Exemple :

Soit G un groupe de Lie compact opérant différentiablement sur une variété

différentiable V ; et soit W une sous-variété fermée de V', qui est G-stable.

1l existe alors ([Bre]) un voisinage tubulaire G-stable de W dans V, noté

(U, n,W) (on appelle ainsi les données :
- d’un voisinage ouvert G-stable U da W dans V,

— d’une métrique riemannienne G-invariante sur M (W) fibré normal de W
dans V

— d’un difféomorphisme G-équivariant de N (W) sur U, échangeant la section
nulle de A(W) et linclusion naturelle de W dans U, 7 : U — W désignant la
“rétraction locale” correspondant & la projection du fibré N (W) — W par ce

difféomorphisme).
Désignons par n la restriction & U — W du fibré tangent vertical ker(dr).

n est un G-fibré vectoriel possédant une section partout non nulle et G-
équivariante. En effet, soit Z le champ de vecteurs transversal défini par le groupe
A 1 parametre (¢,2) — ¢* -z de R x (U — W) dans (U — W), (le produit externe
provient de la structure vectorielle existante sur les fibres de U). Z définit une

section de 7 partout non nulle, qui est G-équivariante, puisque pour tout g € G et

ze(U-W)ona:

/ d )
= — t . — — . t —— . Z
Zgy = dt|t—_-0(e (9 Z)) dt|t=0(g (e z))=9-Z.

3. Formule de résidus et actions de groupes de Lie compacts.
Soient IV un groupe de Lie compact connexe de dimension s, T" = R"/Z" le
’ . . " - ’ .
tore réel de dimension r, £ = (E — V) un K x T"-fibré vectoriel, tels que :
(1) I{ opere quasi-librement sur V.

(ii) il existe un vecteur non nul Ay € R", (R" = algebre de Lie de T7), dont le

champ de vecteurs fondamental associé X}, est transverse aux orbites de ’action

de K sur (V — Zéro(Xp,)).
Remarque 1:

Dans cctte situation on démontre le théoréme ci-dessous, qui lorsque X est le

groupe unité on retrouve le résultat de Baum-Cheeger [B-C].
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Remarque 2 :

Les données ci-dessus sont aussi équivalentes a la donnée d'un N x T9-fibré

vectoricl £ = (E 5 V) tel que :
(i) I¥ groupe de Lie compact connexe opérant quasi-librement sur V',

(i) dim(K x T9); < q, pour tout ¢ € V — VI' (VT* étant le licu des points

fixes par l'action du tore TY).

En effet, soit hg € RI tel que {ezpthy/t € R} soit dense dans T?. Alors
Zéro(Xn,) = VT' et X, est transverse aux orbites de K dans V — V1" puisque
st Xp, est tangent en z a l'orbite & - z, il en sera ainsi en tout point y de -z, et
par suite la courbe t — exp(thy) -z est contenue dans A -z, dou T?-r C I\ - 1.
ce qui nmplique (K x T?) -z = K - 2; Or dim(& - ) = dim /\', on obtient alors

dim( X x T?); = q ce qui contredit (ii)’.

Réciproquement, I'hypothése (ii) implique 'existence d'un sous tore T? de T'7
tel que {exptho/t € R} soit dense dans T9, et Xy, est transverse aux orbites de
L osur V — V7" On a alors dim(K x T9), < g pour tout z € V — V7" : en effet,
Paction de K sur V étant quasi-libre, on en déduit que pour # € V — V7" on a
dim(K x T?), < g, supposons que dim(K x TY), = ¢ alors dim(/\ x T9) -z =
dim i -2), d'ou (K xT?) -z = K -z, en particulier T? -z C K - x, ce qui contredit

le fait que X, est transverse a K - z.

Rappels : Soit V une variété différentiable orientée, sur laquelle un tore
H opere diférentiablement. Il est bien connu que chaque composante connexe
du lieu des points fixes V¥ est munie d’une structure de sous variété fermée
orientée différentiable. (Il suffit, pour le voir, de penser a 'utilisation de cartes
géodésiques associées a une métrique riemannienne H-invariante sur 17, ou plus
généralement le modele de Koszul. Ils permettent en effet de décrire 'action a
partir de représentations linéaires de groupes, respectivement au voisinage d'un

point ou au voisinage d’une orbite. )

De plus, on peut vérifier que la codimension de telles sous-variétés cst paire,
et ceci en exhibant pour tout z élément de VH | un automorphisme antisymétrique
de T'espace vectoriel normal en z & la composante connexe de V¥ contenant ce

point.

PURY . T - , . . \
Théoreme : Soit £ = (E — V) un K xT"- fibré vectoriel comme ci-dessus (on
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V' est supposée orientée, non nécessairement compacte, de dimension N ). Alors

a) Les classes caractéristiques du fibré £ de dimension supérieure ou égale 4
(N —s+1) sont nulles.

b) Les classes caractéristiques de dimension égale 4 (N —s) ont un résidu sur
Zéro(Xp,).

¢) Si (&) € H¥(V) désigne une classe caractéristique du fibré vectoriel £, de

dimension 20 = N — s, alors
ho(g.
* P (61)
w&) =31 ((S2s), |
2T G

(avec :

= Zéro(Xp, = [l;er Wi, Wi composante connexe de Zéro(X},) de dimension
égale a N — 2m;.

~ (B)20—2m, désigne la composante de degré 2¢ — 2m; de la forme différentielle
fermeée f.

— [(B)20—2m;] désigne la classe de cohomologie de ce cocycle.

~ T H*72(W;) — H*(V) est la composée de I'isomorphisme de Thom
H*2™(W,) — H*(V,V — W;) et de la fleche naturelle H*(V,V — W;) — H*(V).

~ pho(£;) désigne 'homorphisme de Chern-Weil généralisé (cf. [G]) associé au
TT-fibré vectoriel €; = restriction de £ a W,.

~ Xm; est le polynome pfaffien défini sur l'algebre de Lie des matrices anti-
symétriques so(2m;).

-~ N; = le fibré vectoriel normal de W; dans V.)

Démonstration :

a) se déduit immédiatement de (i).

Posons By = Ed {the/t € R}, c’est une sous algebre de Lie de EHR" = algebre
de Lie de K x T". £, engendre donc un gorupe de Lie connexe Ky immergé dans

K x T de dimension égale a s + 1.

Pour tout = € V, on vérifie aisément que

0siz eV —Zéro(Xy,)
dlm(]&’g )z =

1si z € Zéro(Xx,,)
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L’action de Ky sur le fibré £ étant induite par celle de K x T, on en déduit
Pexistence de métriques et connexions invariantes par Ky sur £. Et par suite, les
classes caractéristiques de ¢ de dimension N — dim Ky + 1 = N — s se localisent

sur Zéro(Xy,) c’est-a-dire on a b).

¢) La décomposition de Zéro(Xy,) en composantes connexes s’éerit :
Zéro(Xy,) = [1;er Wi, (chaque W; est une sous variété connexe, orientée, fermée

dans V, de codimension 2m;).

On remarque que Zéro(X},) est K x T"-stable, et que chaque composante
connexe W; Vest aussi puisque K X T7 est connexe. Désormais, on pose : G =
K xTr.

Pour tout ¢ € I, uon désignera par (U;, 7, W;) un G-voisinage tubulaire de

W, dans V, (On appelle ainsi les données :
— d’un voisinage ouvert G-stable U; de W; dans V,

— d’une métrique riemannienne G-invariante sur N;, fibré normal de W; dans

Vﬂ

- d’un difféomorphisme G-équivariant de N; sur U;, échangeant la section nulle
de N; et Uinclusion naturelle de W, dans U, w; : U; — W, désignant la “rétraction

locale” correspondant a la projection du fibré N; — W; par ce difféomorphisme).

On suppose que les ouverts U; sont disjoints deux a deux. (De tels données

existent toujours dés lors que G est compact et W; G-stable, voir [Bre]).

On a ainsi un recovrement naturel de V par deux ouverts G-stables : ¢/ =

{U°, U} avec

U® =V ~ Zéro(Xy,)

vt =T1Jus

171

On rappelle (cf. [L;]) le complexe de Mayer-Vietoris associé a ce recouvement ; il
est donné par : MV (U)* = Q*(U°) o Q*(UY) @ Q1 (U°YH, U = U°nUL.
[= Q*(V ~Zéro(X 1)) B (BierQ*(U:)) ® (Dic 1 * 1 (U; — W;))] avec la différentielle

D(ho, A1y Ao1) = (dho, A, —ddor + A1 — o)

(d désignant la différentielle de de Rham). il permet de réaliser la cohomologie
singuliére réelle de V. Un élément de MV (U)* sera appelé “hyperforme de degré

*” | relativement au recouvrement U.
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Notons I*0(q) lalgébre des polynomes sur l'algébre de Lie des matrices
antisymétriques so(q), invariants par la représentation adjointe adO(q), (olt ¢ =

rangf), graduée en dimension paire.
Pour tout couple de connexions {V°,V1} :

V° connexion riemannienne sur le fibré vectoriel riemannien
o __ ™ °
5 = (E'Uo - U )
V! connexion reimannienne sur le fibré vectoriel riemannien
1 T o1l
5 = ( EI Uur — U ) 5
on désignera par
foowt 2 ITO(q) — ZMV(U)*

Phomomorphisme de Chern-Weil associé : A tout polynéme ¢ € I2°0(q) de degré

£, correspond la 2¢-hyerforme fermée

Hawewt () = (Dwo (0), Aut(p), Agowt (9))

(ou Aye désigne 'homomorhisme de Chern-Weil usuel, (o = 0,1).
Aot cest Vopérateur différence de Bott associé au couple de connexions

{V°, ¥}, (cf. [Bo]); 11 satisfait d o Agept = At — Aye ).

La classe de cohomologie [tyewr (¢)] € H¥(V) est indépendante du choix du
couple (V°, V1), et permet de définir la classe caractéristique (€) € H(V) du

fibré vectoriel € associée au polyndme .

S1l est possible de choisir V° comme @-connexion (c¢’est-a-dire A () = 0},

alors (cf. Appendice, page 26) on aura :

WO =T Au) = £ B,

el
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"

H*=2mi(W;) — H*(V)

] /
TRom N\

HYV,V = W;)

~ fpm; désigne opérateur d’intégration le long de la fibre associé au fibré en

- 2’ 2 . . . my
disques fermés du fibré vectoriel riemannien (U; = W),
- J(sme-l I'opérateur associé au fibré en spheres du fibré vectoriel riemannien
o
(U; 5 W,)).
Ainsi pour résoudre la question c), il suffit de faire un choix judicieux des

connexions V° et V! de facon que :

(%) Auo(p) =0

B p"o(&)
0 s S = [ e ]
pour tout ¢ € I ¢’est ce qu’on va établir.

Pour tout ¢ € I, on se donne désormais un isomorphisme G-équivariant
o
. = (e,
é; éUe - T (61)

(ot &y, = (B, LU, & = €w, )» tel que, par restriction des deux membres de

I'isomorphisme a €; on obtienne I'identité.

. . ’ . ™ ’ . . .
Munissons ensuite le fibré vectoriel { = (E — V') d’'une métrique riemannienne
G-invariante { , ), dont la restriction & £y, coincide, via lisomorphisme ¢;, avec
I'image réciproque par m; de sa restriction a ;. {ce qui est possible : un argument

de partition G-invariante de 'unité le montre).

Munissons £ d’une connexion riemannienne G-invariante V!, dont la restric-
tion a £y, coincide, via isomorphisme ¢;, avec I'image réciproque par «; de sa

restriction a &;, et telle que ka = 0}, pour tout k € L.

Choisissons d’autre part une métrique riemannienne G-invariante < 3> sur
le fibré tangent a U°, telle que Xp, soit orthogonal & Xy pour tout k € & et
définissons a € QH{U®) par :

L X, Xp, >

X)=s ——2——
a(X) & Xporo Xpo >

pour X € X(U°).
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Désignons par V° la connexion linéaire sur £° = (E,, 5 U°) définie par :
Ve=V'+a®S8, ;(ou S, = 0h, — tho) (c’est-a-dire pour X € X(U°), et
o €(€°)ona Vo =Vio + a(X)(Op,0 — V%(;.OO').)

~ V° préserve la métrique { ) : pour X € X(U®), 0,7 € T(£°) on a ’égalité
X {o,7) =(Vko,7) + (a,V%T)

en effet, si X est orthogonal & X3, alors V4 = Vi et Pégalité est vérifiée puisque
V! est riemannienne. Et pour X = X, ["égalité est encore satisfaite puisque

Cj\'ho = 6}, et la métrique { ) est G-invariante.

- V° est G-invariante : pour h € g, X € X(U°) on a
(0, VX] = V[oxhyx] (¢)

en effet, si X est orthogonal a X, alors [ X}, X] Uest aussi puisque la métrique
() est G-invariante et [X), X)) est nul, d’ott VPy ) = V[lxh,x} et V& = Vi et
par suite (¢) en découle puisque V° est G-invariante. Et pour X = X, 'égalite
(£) est encore satisfaite puisque hg appartient au centre de I'algebre de Lie g.

— V° est une @p-connexion : V° étant G-invariante, on en déduit que V°(8; —

%, ) = (X)) R° pour tout h € g (R® désigne la courbure de V°) d'olt ¢(Xp, ) R® =

0 et ¢(X3)R® = 0 pour tout k € & ceci implique que #(Xp,)Aue(p) = 0 et
i{(XE)Aue () = 0 pour tout k € &,

On en déduit que Age(@) = 0 (puisque dim Ao (¢) = dim V' — dim £).

D’autre part, é¢tant donnée la naturalité de I'homomorphisme de Chern-Weil,
la restrictio de la forme différentielle A, () & U;, ¢ € I, colncide avec 'image
réciproque par m; de sa restriction & Wi, On en déduit que §p2m, Aut(p) = 0 pour

tout ¢ € I.
Ainsi le probléme revient a démontrer :
ho(g.
(£, o)) =[5 )
pour tout : € I.
Or
~Dupui(p) = ][ ¢(R,R,--, )

3
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R désignant la courbure de la connexion V = 1V° + (1 — )V! définic sur le fibré
vectoriel

§ui—way x [0,1] = (B, _w,) x [0,1] "W - W) X 0,1)) 5

V=V 4V -V) =V +ta® S},
dott R=R'+d(ta)® S}, (car VIS} = i(Xp,)R' = i(Xn,)7] R".

R! étant la courbure de la connexion V! = restriction de V! a W; et par suite

VIS},O = 0 puisque X}, est projetable sur 0.)

On en deduit :

][ SRR, - R)= ][ (EE (R',--- RS} .- SS},O)/\(dt/\a+t~da)[_j)
[0,1] [0,1]

J e—j

]{0 (ZC O(R' - RSk . SN = dEAa At da)ﬂ_j‘l)

j —j

£
- ][ (ch(f—j)t‘ﬂ'—‘dtA(,9(121,-~,R’,5;0.--,5}70))/\a/\(da)‘*i—l)
(0,1) 5

F —j

™~

C"é‘p(]?],"',Rla,sllyos""sfllo))/\a /\(da)l?—J—l

7 [}

0

S
Il

autrement dit. —A_s 1 (@) est la composante de degré (20 — 1) de la forme

différentielle hétérogenc

o
1 - da

(B 4 Sl R4 SE) A ()

c’est-a-dire

—Auen(p) = (‘P(Rl + S}lo) A (1 ,ada, Vze—1 .

L’opérateur S 11¢0 en tant que section du fibré vectoriel des endomorphismes de £y,
coincide, via lisomorphisme ¢;, avec 'image réciproque par 7; de sa restriction
S ,110 au fibré des endomorphismes de §;, en effet : les deux sections S},o et. W*S}lo

comcident en-dessus de W;, de plus on a

VIS, =i(Xp)R' =0 sur Ui,
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et Vi(nrSh,) = mVi i8Sk = af(V'SE) = w¥(0) = 0 (V' désignant la
restriction de V! & W;). Le transport par parallélisme induit par la connexion

V! implique que les deux sections coicident partout.

Finalement, on peut écrire :

A (@) = (=) AT e(R +5L)), (E)

2¢-1

d’ou

[][Szm,-_,(—A‘“o“’l((P))} - [( (& +Sh )A(][zm. 1 1 —da)>2e—2m,«]

= (@ [ s

Remarque : Laforme différentielle fszm‘-_l = est fermée, en effet o( Xy ) dee =

0 car o est G-invariante et ((Xp, ) =1, d'olt fgzm;_, T%(;—a = 0 puisque le champ

de vecteur X, est tangent aux fibres de (U; n W, ), et partout non nul sur U; —W,.

Lemme : (F. Gomez [G])

1
I::/S&m.-_l 1 —ada] T X, (BV: + o3

RNt désignant la courbure d’une connezion riemannienne G-invariante sur N;
= fibré normal a W; dans V. {9{:/;" est section du fibré des endomorphismes

antisyméiriques de N;, puisque le tore engendré par hy opére trivialement sur

W; ).
La démonstration ci-dessous est un peu plus simple que celle de [G].

m Il s’agit d’établir I'égalité suivante :

b *., N Ni ] -
[f:s‘%ni—l(l—da Aﬂlxmi(R +6h° )) =1
ou encore les 2 identités suivantes :
1) I:fSQm‘—l (1 da /\ﬂ- th(RN +0 ))Zmi—l] = 1,

ii) [fszm, N (]_da AT Xm (RN +6ho )2].+1] = (), pour tout j > m;.

Désignons par n; la restriction & U; — W; du fibré tangent vertical ker(dr;).

Il s'identifie canoniquement au fibré image réciproque de A; par 'application
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T = Tiyw,—w,y- i est un G-fibré vectoriel possédant Z; (= champ de vecteurs
1] t

transversal) comme section partout non nulle et G équivariante, (cf. §.2.). Apres

avoir muni ce G fibré vectoriel de la métrique riemannienne image réciproque de

celle existant sur N;, on peut le munir de 3 connexions riemanniennes G-invariante.
(*) Vi = #*VM:| connexion image réciproque d’une connexion riemannienne
G-invariante V¢ choisie sur Nj,
*k io _ 71 : L __ QT i
() Vi =V +a® S, avee S =60y — VY, ,
(***) V7%, connexion riemannienne G-invariante préservant le champ de

vecteurs transversal normalisé TZLT’ telle que Vifh = 02;, (ce dernier choix est
]

possible car Ky opere quasi-librement sur U; — W, cf. Lemnme de la page 44).

En désignant par A,:uis (resp. Ayionz: €t Az, i) Vopérataur différence de
R. Bott associé au couple de connexions{V?, Vio} (resp. {Vie, VZ4i} et {VZi Vi}),
on a: Ayigio(Xm;) + Duiowz:i (Xmi) + Auziwi(Xm;) est un cobord, d'ou

[]émﬂ_l (Aw"wio (Xmi) + Aoz z(Xm )+ szcw'(Xm ))} =0,

or d’apres le théoreme de Gauss-Bonnet-Chern ([GHVy]) on a :

]éz'm_l wiw? z(Xm )—‘1

D’autre part, le méme calcul qui nous a permis de déduire la formule (E),
nous permet d’affirmer que :

Agiwio(Xm:) = (1 do /\W*(/\/m.(RN + 6y, )))

i—1

Pour établir i), il suffit donc de montrer que :

\%52"1;'—1 wiow? I(me) - 0

en effet

Awiﬁwzi(Xm;) = f Xm; (R77R) -
[0,1] Nt st

R désignant la courbure de la connexion V = ¢V 4 (1 — t)V% définie sur le
fibré vectoriel p~1(n;) = fibré image réciproque de n; par la projection naturelle

p: (Ui —=W;) x[0,1] - U; — W,.
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En munissant la variété (U; — W;) x [0,1] de Vaction g - (z,t) = (¢ - x,1)
pour ¢ € G, x € (Ui — W;), et t € [0,1], et le fibré p~'(7;) de l'action image
réciproque ; on en déduit que la projection p devient G-équivariante et la connexion
V devient G-invariante et préservant la métrique image réciproque. De plus, on
a: @X = 0(hg) car Vg‘}h = G, et V"’ = f,, d'ou i(Xh, )R = 0 et par suite
z(.X,,O)Xm'(R) = 0 et ¢(Xn,)Apiow? (xm.) = 0 (car i(Xp,)o Jf[o 0= J[[o 1 04X n,))-

Le champ de vecteurs X, étant tangent aux fibres de la fibration (U; — w;) 5
W;, partout non nul sur U; — Wi, on en déduit que fgom,-1 Duiowz:(Xmi) = 0.

1l reste & vérifier ii).

La courbure R de la connexion V* est donnée par :
RY =R'+da® S},

d’ol \m; (R ) = (xm; (R + Sho) A T—l_dE)2mi

et par suite

, i @ o Ni 4 gV
Xmi(R )Al_da— z(l_da/\ﬂ'( Xm; (R ,10))>2]'+1

J>my

ainsi ii) est équivalente &

 (Buselimp A=) =0,
g2mi—1 1 —da

or
Awio(Xm,-) =dA, wiow? ;(Am,)

d’ot

[£2rni—\(A o (Xmo) /\ da)} = [][Szm,-_;(A fowzs (Xoms) ia(l(v)} ’

dautre part, puisque i(Xp, ) (Ayiows:i (Xm:)) = 0 et i(Xp,)da = 0, on en déduit

que le second membre de I’égalité ci-dessus est nul.

Ceci achéve la démonstration du lemme.
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Résumé

Dans ce travail, nous établissons ’analogue de 'isomorphisme de Thom-Gysin
pour certaines classes de variétés singulieres stratifiées W plongées dans une variété

ambiante lisse V.
Dans ce méme contexte, nous démontrons un théoreme de de Rham généralisé.

Dans le cas lisse (point de départ de cette étude), nous réalisons 'isomor-
phisme de Thom-Gysin usuel en utilisant le complexe de Cech-de Rham associé

au recouvrement ouvert {V -- W, U}, oi1 U est un voisinage ouvert de W.

Une seconde partie de ce travail est consacrée a 1’étude des classes caractéris-
tiques des fibrés vectoriels E — V munis d’une action quasi-libre d’un groupe de
Lie compact. Nous nous sommes posé la question de savoir dans quelle mesure
on peut généraliser les résultats de Baum-Cheeger et de F. Gomez, pour obte-
nir une formule de résidus pour les classes caractéristiques de dimension égale
a dimV — dim K. Nous avons alors donné des conditions satisfaisantes pour la

localisation de ces classes caractéristiques, et explicité cette localisation.

Mots clés : Stratifications, Structure de Thom Mather, Intégration suivant la

fibre, Isomorphisme de Thom, Action de groupe, Classes caractéristiques, Résidus.
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