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INTRODUCTION 

Pour certaines classes de variétés singulières stratifiées, W = UV,, plongées 
i 

dans une variété arnl~iaiite lisse V, on donne une fa.ctorisatioii du niorphisme 

~* ( f / i )  + H*+"i(V, V - G )  de Thoin-Gysin associé à cliaque strate V,  de codimen- 

sion u;,  à. travers certa.iiis espa.ces de cohornologie relative, fact,orisa.t,ioii donnant 

un  isoinorpliisine (qui coïncide a.vec cclui de Thom-Gysiil si v s t  lisse). En out,re, 

on exliibera. dans le inêine contexte un théorème de De Rhaiil g6néra1is6. Ceci fcra 

l'objet do la partie priiicipale de ce texte. 

La. clé de ce t.ravai1, a. savoir l'utilisat,ioil di1 coinplexe de Ma.yer-Vietoris pour 

la. réalisa,tioii de l'isoinorpl~isine de  Thom-Gysiri dans le ca.s lisse, nous permettra 

d'autrc pa.rt cl'illiist,rer une méthode d'aborder, voir de résoii<lrc certa.iils prol~li.mes 

résidiiels et ceci en évita.iit le choix de partition de l'unité dails les calculs. En effet. 

le probl&ine ét,iidié da.ns ce second chapitre sera. celui des résidus rlc B;iwiii-Clieeger, 

problèine résolu dans d'autres cas particuliers par F. Goinez et N. Alaiiio, (cf. 

[B.~l,[Gl,[AGI). 



O. Introduction 

Etant donné une sous variété différentiable fermée W, d'une va.riété différen- 

tiable V, telle que le fibré normal de W dans V soit orientable, on connaît l'iso- 

morphisme de Thom : H*(W) -t H*+"(V, V - W), (v = dim V - dim W). En 

appendice, on en donnera une nouvelle dém~nstrat~ion, et on exhibera. nota.rninent 

une nouvelle réalisation de l'inverse de cet isomorphisme, et, ceci dans le cadre de 

1'intégra.tion sur le complexe de Mayer-Vietoris associé à 1111 voisina.ge t,iibulaire de 

la, soiis va.riété W de V. C'est l'outil essentiel qui permettra d'abortlcr llétrude du 

cas singulier, but principal de ce chapitre. 

Nota.nlineiit, si V est coinpacte orientée on aura un diagra.m~nc coinmiita.tif : 

Da,ns le cas où W n'est pas lisse, il existe toujours (cf. [Br]) un liornoinorpliisine 

de Poiiica.ré, et un hoinomorphisnie de Thom-Gysin qui se correspondent pas 

l'isonlorpliisine d'Alexander, mais qui ne sont en général plus des isomorl)hiincs. 

A paart,ir d'uiie st,ra,tifica.t,ioii différentriable W = U V i  tle IV, rioiis alloils 
2 

constriiire, pour chaque strate V, uii diagramme commiitatif de complexes, indiii- 

sant en col~oinologie le diagramme : 

(avec N = diniV = diinI/; + vi, aE = T/, - V; 



~ ( û x )  désigne un voisinage ouvert de 8% da.ns V ,  ayant même type d'homo- 

topie que d E .  

Les différents espaces de cohomologie, ou d'homologie figurant ci-dessus, sont 

ceux de la cohomologie ou de l'homologie singulière réelle). 

La réalisation de l'isomorphisme H (  f i )  fera l'objet du paragraphe 6. 

Dans les para.graphes 3 et 4, on définira une algèbre différentielle graduée (non 

commutative), inspirée de [L4], permettant de réaliser la coliomologie singulière 

réelle de certaines variétés singulières en termes L'd'hyperformes différeiitielles", et 

par suite énoncer ct démontrer un "théorème de De Rham". 

1. Notations 

Oii désig~iera par R* le foilcteur de de Rhanl associant à toute varii.t,é diffbren- 

tiable, l'algébre clifféreritielle graduée dcs formes diff4renticllcs Cm. 

Un fibré localeiiicnt trivial, Cm, orienté, E 3 B, de fibre F, sera souvent 

désigr16 par : (E ,  T ,  13, F). 

On note RF.(E), l'algèbre des forines différentielles à support "compact daiis 

la direction de la fibre" ([GHVI]). 

On note : fF : RT,,(E) -t Ci*-'(B), (où r = diin F) llopéra.teiir d'iiitégra.tion 

le long de la. fibre ([Bo]), sa.tisfaisant, dans le cas où l'espace total E est salis borcl, 

Dans le cas où la fibre F est contractile et que la varieté E est sans bord, 

l'al,~licat,ioii linéaire induite en cohomologie, H ( f F ) ,  HF(E) + H*-' (B) ,  est uii 

isoinorphisme d'espaces vectoriels gradués de degré -1- (cf. [GHVI]). 

2. Définitions 

a - Variétés stra.tifiées d e  Thom-Mather. 

On appellera ainsi les données (V, W, S) 

- d'uile va.riété V de classe Cm (sans bord), 

- d'un sous-ensemble fermé W de V, 



- d'une partition W = UiES Vi en sous variétés différentiables propres V,  de 

V, (appelées les strates de W), satisfaisant aux axiomes suivants : 

(i) Cette partition est localement finie. 

(ii) Elle vérifie la condition de frontière : (Vj n ~i # 0) + (Vj C fl). Chaque 

strate Vi sera supposée munie d'uil voisinage tubulaire (Ui, r i ,  x) (On appelle ainsi 

les données : 

- d'un voisinage ouvert Ui de V,  dans V, 

d'une métrique riemannienne sur Ni, fibré norina,l de ri, dans V, 

- d'un difféomrphisine de Ni sur Ui, échangea,iit la. section ii1111e de Ni et 

l'inclusion nat,urelle de Vi dans U, ; .rr; : Ui -i Và désignant la, "rét,raction localc" 

correspoiida.nte à la projection du fibré Ni -t 15 par ce difféomorliisine). 

(iv) Vi n U j  # 0 V, c V, OU Vi C v,, (la rela,tion V, c V, est alors une 

relat,ioil d'ordre que l'on notera j 5 i )  

(v) les incliisions : /, UUj<iUj, (II - ri,) L, Uj<;Uj, W ~t UjEslJ j  et 

a W  -, UjEasU,i (où d S  = { j  E Slj est non maximal} et dI,V = V,) ,  
induisent t,outes des isornorphisnies en coliomologie. 

(vi) Polir toiit i E S, l'espace tot,al du fibré en disques ouverts de rayon 1 

associé a.u fibré vectoriel riemannien Ui 2 x, contient iine variété à bord Xi ,  de 

in&iiie dinielision que V et vérifia.nt : 

(**) la faniillC (aXi)iEs des hypcrsurfaces aXi  de V est à croisements norma.iix : 

pour taout iiililtiindice foriné d'éléments de S, I = (io > i l  > . . . > i,), l'inter- 

section ():=, aSie est une soiis variété (Cm pa,r morceaux) de V,  de tiiineiision 

dimV - 1 -p. 

(vii) Pour tout i ,  j E S, (i  > j ) ,  on a : 

(*) la co~ldit~ion de contrôle : .rrj(ri(z)) = r j (z )  pour tout z E Ui n U3 

(**) r,yl(vi n U,) c Uj 

Remarques. La condition (vi) n'est utilisée qu'à partir di1 paragraphe 4. La 

condition (vii) implique la. propriété suivante : 



Pour tout iiiultiindice, foriné d'éliiirierits de S ,  I = zo > 1 1  > . . . > z p ) ,  la 

restrictioii à VI = VI, n na=o U,., de la fibration U,, 2' V,,, a pour espace total : 

U I  = ntzo U , a ,  (en particulier xcl(V, n U]) = U,, chaque fois qiie z > j ) ,  on 

roiijecture qu'elle est vérifiée pour toute stratification de Thom-hlatlier au sens 

usuel, elle l'est en tout cas lorsque (V, W) est une stratification de Whitney. 

Exemple (Fig). 

v = R ~ ,  W=Torepincé , S = { 1 , 2 } .  

TV est l'espace topologiqiie quotient S x [O, 11/72, où R est la. rela.tion d'équivalence 

définie par : 

(ele, t)R(eie, t )  si t ~ ] 0 , 1 [  . 

(1, o)R(~",  O)?Z(eie, 1) pour tout 0 E R . 

b. Profondelrr de  la. stra.tifica.tion 

011 appelle profondeur de la variété stratifiée (Ir, W,S), l'entier 

Prof(V,TV,S) = sup{p,il existe une chaine de stratesx, > V,, > . . . > V,,) 

Reiilarques : En partant de V, W,S) une va.riété stratifiée de Thom-hlather, 

(V, ûW, dS) et (V, vi, Si)  sont alors automatiquement muilies de la même structure. 

(avec Si = { j  E S/j < i)). Et on a : 

(*) Prof(V, dW, 8 s )  < Prof(V, W, S )  



(**) Prof(V, I/,, s i )  = O si et seulement si T/i est une strate fermée 

3. Coliomologie et stratification. 

Soit (V, W, S )  une variété stratifiée de Thom-Mather. On appellera L'complexe 

. de de %a.m singulier" et l'on notera (RDR,(W), D) l'algèbre différeiitielle graduée 

suivante (non commutative, si W n'est pas lisse) : 

Un élément X E (RbR.,(W), D) est une famille X = (XI)IEN(S) de formes 

différentielles XI E Rk-III(vI), ou N ( S )  est l'ensemble des multiindices I = (io > 
il > . . . > 2,) de S ,  1 II = p si I = (io > il > . . - > i,). On appellera un tel X une 

"hyperforiiie différentielle". Sa différentielle DA est définie pa.r : 

011 vérifie alors salis peine que D est une différeiltielle, et qu'elle est une dérivat,ion 

pour la. structure d'algèbre R;,,,(W) x Rb,.,(W) -+ R~%.,(w) définie par : 

Désigiioiis d'autre part pa,r R*(U) le complexe total de Cecli-de R1ia.m associé au 

rccouvreinent 24 = (U, ) ( [BT] ). Et considérons l'injection 

dtfiiiie par : iW(X) = p = ( / I , ~ ) ~ ~ ~ ( ~ ) ,  avec = r , t o X ~  pour I = (io > i i  > . . .  > 
i p  ). 

Il est facile de vérifier que LW commute a.ux différentielles c;t que c'est un 

homomorphisine d'algèbres gra.duées. 

Proposition. 

est un isomorphisme d'algèbres gra,duées. 

Dénionstration : Notons 7?*(U,ua) le noyau de la. projection na.tilrelle 

R*(U) -+ R*(Ua), (~"ésigne le recouvrement (Ui)iEas). 



Remarquons que la projection naturelle ci>,.,(W) -+ ci$,.,(aTV) est aussi 

surjective, et notons R*(W, aW) son noyau. 

On en déduit un diagramme commutatif à lignes exactes : 

O - R * ( u , u ~ )  - R*(u) - R * ( u ~ )  - O 

O - R*(w,ar/v) ---+ ci;,.,(~) - cig,.,(aw) + O 

(~w,aw désignant la restriction de L ~ ) .  

Lemiiie. Lw,aw i n r l ~ ~ i t  u n  i somorph i sme  d'algèbres e n  cohomologie. 

Déiiloiistratioii du leilime. Remarquons d'aGord que R*(lTi, 311') est l'es- 

pace des familles : X =  XI)^=(,,>,,> >,p) telles que : 

(i) zo est niasiinal dans S, 

(ii) A, E R*-P(VI), 

avec la différentielle 

Si on clésigne par p l'application naturelle de restriction p : R*(u,Ua) t 

R*(W, DW), défiilic par : p(p) = X = (XI)I avec XI  = pliv, (pI &nt un élément 

de ci*-I'~(UI)); on constate facilement que p cornmute aux diffbrentielles, et que 

p O Lw,aM, = idr,*(w,aw). On en déduit 

11 reste à vérifier que H*(L-,~-) O H*(p) = idH*(R*(11,U8))i ; pour cela, on va 

construire un opéra.teur d'homotopie K : R*(U,Ua) -+ R*-'(U,ua) tel que : 

Pour tout io  élément maximal de S, et pour tout I = (io > il > . . . > i,), il existe 

un opérateur d'homotopie naturel, lié à la rétraction pas déformation de LTz,, sur V,, , 
ICI : R*(UI) -, ci*-'(U~), qui vérifie r ~ , , ( p ~ I v ~ )  - PI =  D DR OICI + ICI O ~ D R ) ( / L ~ ) ,  

et tel que pour tout r = 1;. . , p  on ait : 
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On considère ensuite l'opérateur, I< : R*(U,Ua) -+ R * - ~ ( u , U ~ ) ,  défini par : 

(Ii- . /A)I = (-1)'Il1<~. /AI . 

Il répond à la question. 

Ceci achève la démonstration du lemme. 

Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit d'utiliser uil a,rgument de 

récurrence sur la profondeur de la stratification et le lcrnme des cinq. (le démarrage 

de la récurrence ramène l'étude au cas lisse, ce qui est trivial). 

Corollaire 

a. La coh.ornologie (1.11 complexe  (RhR,,(W), D )  s' identi f ie n a t ~ i r e l l e m e n t  avec 

la cohomologie s i n g ~ ~ l i è r e  réelle de W : 

b. La cohomologie d u  n o y a u  R*(W, dW) de la projection no.tu.relle Q>R.s(W) -+ 

Sl~R.,(dl .V) s ' ident i6e  natu.rel1emen.t à H*(W,dW), de  sor te  que  E ' i nc l~~~s ion  de 

R*(IIV, ûW) dans  !2>,,s(W) i n d u i t  par passage à la cohomologie,  l 'application n,a- 

turelle H*(W, ûW) + H*(TY) 

4. Iiitégratioii (Tliéorènie de D e  Rliain) 

Dans ce para.graphe, on suppose : 

(viii) W possède un recouvrement par des ouverts contractiles, dont toute 

intersection finie est également contractiles (c'est notainment le cas si TV est 

triangulahle ; voir par exemple [Lo], [Ifz]). 

Notons c$(v) le complexe des chaines singulières Cm de V, qui sont trails- 

verscs au "système d'alvéoles" (RI)IEN(S)défilli comme dans [L3] à l'aide des hy- 

persurfaces X, de la condition (vi), (pour plus de renseignements sur les systèmes 

d'alvéoles voir [Ls]) ,  et posons : 

Le même raisonilernent que celui fait dans [L3] (page 21) permet d'établir la 

proposition suivante 



Proposition L' inc lus ion  c$(w) - C,(W) indui t  u n  i somorph i sme  e n  ho-  

mologie  (donc  e n  cohomokogie à coe f i c i en t s  réels). 

On définit ensuite l'intégrale d'une hyperforme différentielle X E RkR.,(IV) 

sur un "simplexe transverse" z E c$(w) par la formule : 

(où N = diin V ,  et 7r;X1 = 7rloX1 pour I = ( i o  > i l  > . . . > i,)). 





Tliéorèiiie L'application H Jz de n&R.,(w) dans l'algèbre Cm(W,R) des 

cochaines Ù coef ic ients  réels s u r  c$(w) 

- vérifie la formule de Stokes  : Sz(DX) = Sa, A, 

- coincide avec l'intégration de de R h u m  lorsque W est lisse, 

induit  u n  isomorphisme d'algèbres e n  cohomologie. 

Déiiioiistratioii : Il suffit de remarquer que l'application X H Sz X ii'est. 

autre que la composée f 01 O L W ,  où : 

(cf. 5.3)' Z : R*(U) + Cm(U, R )  désigne l'iiitégratioii dails le coiiiplexe de 

c e c h  - DrRhnm (cf. [L3], avec U = utEsU,) et f : Cm(U,R) -t CZ(lï7,R) e5t 

l'ap~lication iiaturelle de restrictioil. 

5. Hoiiiomorpliisine de Poiiicaré 

Soit i tel soit compacte et satisfasse à l'axiome (viii), ce qui nous pcrnlet 

d'icleiitifier H ~ ( E ,  R) avec H O ~ ( H I " ( R ,  R) ;  R) .  On suppose aussi : 

(ix) est uil cycle singiilicr fermé transverse, de dimeilsioii n,  (12; = diin V,) .  

En composaat la. multiplicatioil R~,Q(E) x Rb,.,(E) -+ R$,,,(R), avec 

l'iiltégra,t,ioil : Q;,.,(V~) x RDR.,(R) -+ R ,  on obtient une forme biliiléaire 
n . - k  - Rdn.,(l/,) x Rb,.,(K) -+ R, qui permet de réaliser l'homoinorpliisine de Poiilcaré 

PiJi : H'"'-~(E) + H&(%). Celui-ci n'est en général pas un isomorphisme si 

n'est pas lisse. 

6. Réalisatioii de l'inverse de "l'isomorpliisii~e de Tlioiii-Gysin". 

Supposons désormais orienté le fibré normal à V,  dans V. 011 se propose da,ns 

ce paragra,phe de définir un opérateur 

qui permettra. de réaliser l'isomorphisme H*( f i )  : H*(V,  (V - T/,) U Uj<iUj) -+ 

H*-"' (K,  a E ) ,  évoqué dans l'introduction. 



A. Notations, rappels et constatations. 

Soit (V, W, S )  une variété stratifiée de Thom-Mather. 

O n  pose U ,  = V - W et = SU{m}. Pour i E S ,  o n  note : 

Si = { j  E S l j  5 i} 

Û = ( U j ) j E S  c'est u n  recouvrement ouvert de V 

U = ( U j ) j E s  c'est u n  recouvrement ouvert de UjEsUi 

Ui = (U j ) j l i  c'est u n  recouvrement ouvert de V ,  

Uz! = (Uj)jnon<i c'est un recouvrement ouvert de V - 

Ùi = ( U j j j c ( s - ( i ) )  c'est u n  recouvrement ouvert de Üi = ( V  - V,)  U Uj<;U, 

le i1oya.u 'R*(Û, Üi)  de la. projection na,turelle R * ( U )  -+ R*(Ùi ) ,  (qui  s'identifie à 

l'espace des faiiiilles p = ( p I  jI=(io,ii ...>ip), telles que : 

PI E Q * - P ( U ~ )  

p 1 = 0  si I $ i ,  

avec la. différentielle ( D ~ / L ) I  = (-l)lrldDnCLI + C ~ , o ( - i ) r ( p I - i , l v , ) ,  â pour 

colioiiiologie H*(V ,  Üi), de telle façon que l'injection canonique de  R * ( Û , U ~ )  da.ns 

R*(Û, V - V,) ,  induit par passage à la. cohomologie, l'application canoniclue : 

H * ( V ,  Ü i )  -+ H*(V ,  V - V , )  induite par l'inclusion de V - dans Üi. 

a) Désignoiis par (AdV*{Ui,  Ü i ) ,  c i i )  le complexe de Mayer-Vietoris associé au 

recouvreiiient ouvert de V par { u i Ü i }  : 

avec Cii((~, 8,  [) = ( d a ,  dP, -4 + P - a) .  

Une  injection na.turelle ~i : M V * { U ~ , Ü ~ }  ~t R * ( Û )  est donnée par : 

~ i ( 0 ,  8,  E )  16 = ( P I ) ~ ~ ~ ( s )  avec 



On vérifie facilement que L; commute aux différentielles, elle induit par 

conséquent un isomorphisme en cohomologie par application du théorème d'A. 

Weil ([B.T]). 

La restriction ii de ~i au sous complexe : 

i Q* (v, ü,) = O* (ui) B O*-' (üi n ui) 

Ji(B, t )  = (dB, -dt + B) 
permet de réaliser un diagramme commutatif à colonnes exactes : 

O O 

011 en déduit que ii induit un isomorphisine H*(Q*(V, Ü,)) + H*(V, Üi) en 

colioinologie. 

b) D'autre part, rappelons le complexe relatif R * ( c , d E )  associe à la variété 

stratifiée (V, X, Si) (cf. 5 3). (c'est l'espace des familles X = (XI)I=(i>i,>...>ip) 

telles que XI  E O*-P(Vr), avec la différentielle : (DiX)r = (-l)lrldDn~I + 
ELl( - l )T(A~- iF \vI  1.1 

On définit pa.r a.illeurs le complexe différentiel suivant : 

i Q*(K, 3x1 = s ~ * ( v , )  CB o*-'(v, ri u ~ < ~ u ~ )  

di(u, v) = (du, -dv - U) 

et l'inclusion b; : Q*(E,  dG)  r R*(R, d q )  donnée par 

bi(u,v) = A, Xi = u 



bi coinmute aux différentielles, et induit donc par passage à la cohomologie une 

application H*(bi) : H * ( Q * ( ~ , ~ E ) )  -+ ~ * ( G , d c )  

Lemme. H*(bi) est un isomorphisme d'espaces vectoriels gradués. 

Preuve : Notons R*(Ui) le complexe total de Cech-de Rham associé à 

Ui = (Wj)jEasi : recouvrement ouvert de Vi n (Uj<iUj), (où Wj = & n Uj 

et d s i  = {j E Slj < i)), c'est l'espace des familles X = (XI)i=(io>i,>...>ip) 

(XI E R*-P(W~), avec WI = Wi, n Wio n .. . n Wi, = K n UI = yi>io>. . .>ip))  avec 

la. différentielle 

P 

( D ~ ) I =  ( - l ) l l l d ~ n ~ r  + ~ ( - l ) ' ( ~ ~ - i , ~ ~ ~ )  
r=O 

011 a alors une injection naturelle f : R*-'(u~) + R*(v,, dT/i), définie par 

D'où l'existence d'un dia.gramme commuta.tif à colonnes exa,ctes : 

g est la projection canonique X H Xi, 

k est l'injection v H (O, v), 



.ci est l'inclusion : 

(6iu)iO = ulW. 7 (E,V)I = O POUI. (11 > O 
' O  

La preuve du lemme s'achève par applicatioii du lemme des cinq. 

c )  Remarque : Pour i E S on a Üi n Ui = (Ui \ V, )  U (Uj<iUij). 

En effet, ra.ppelons d'abord que Ui = UjEs,{ilUj. 

D'où, puisque : 

j. \ { i )  = { j  E ~ / j  > i )  U { j  E ~ / j  < i )  U {,j E ~ / j  non coriiparable à i )  , 

on en déduit que Üi n Ui = UjEs,I i l~i j  = ( u ~ > ~ u ~ ~ )  u 

Vérifions ensuite que Ui \ V; = Uj>iUij : pour tout j > i on a Utj n T/, = 

ui n uj n v, = uj n vi = 0 d'où 

inversenieiit soit x E (Ui \ V, ) ,  alors : si x @ W, ceci implique que J. E (Ui - W) = 

Umi C Uj>;Uij et si x E W ,  il existe alors j # i / x  E V j ,  d'où Ui n Vj # 0, et pas 

suite j > i et x E Uij. 

B. Tliéorème. 

(*) Défillition : O n  définit u n  opérateur linéaire gradué 

en, posa.nt : 

i 

f (B.E) = ( f Bi., - f , - f C,,j,i,, 
D"i S V ; - 1  DY; 

Tij = T~ n u,, 

étant 1'espa.ce total du fibré en disques ferm6.s' associé ail fibré vectoriel 

rieimnnien (Ui, ni, K,  RVi ) 

c'est l'espace total du fibré en sphères, associé. 



Du; désigne le disque unité fermé de R"' 

s u i - l  désigne la sphère unité de Ru' 

On vérifie, par application du théorème de Stokes (cf. [Bo], ou Appendice B.) 

que l'opérateur f i  induit un hoinomorhisme d'espace vectoriels gra,dués : 

H*( ) : H*(V,(V - Vi) U Uj<iUj) -+ H*-" ' ( v~ ,~v~)  , f' 
(**) Enoncé du Tliéorème. H*( f ') est un isom,orphisme 

Dénionstration : 011 introduit le coniplexe interinédiaire suiva.nt : 

Q*(v, ü i )  = R*(u~)  $R*-'(u, - v,) $ R * - ~ ( u ~ < ~ u ~ ~ )  B R * - ~ ( ( U ~  - V,) n (u ,<~U~, , ) )  

iiiuili de la différentielle 

Une incliisioii 1%; : Q*(V, Üi) ~f Q*(v, Üi) est doil~iée par : hi(@, [) = (B, [, -6, O) ; 

elle induit el1 colioinologie un isoniorpliisme d'espa.ces vectoriels gradués par a,p- 

plication du lemine des cinq. On prolonge ensuite l'opérateur f i  au complexe 

Q*(V, Üi), eii posant : 

Remarquons d'abord que l'écriture a bien un seils puisque : 

011 vérifie que cette applica.tion induit un homomorphisme d'espaces vectoriels - 
H*( f 7 : H*(Q*(v, Üi)) -+ ~ * - " ; ( f i , d e ) ,  et qui satisfait : H*( f i )  o H*(lzi) = 

H*( f 
Il siiffit donc, pour achever la. démonstra,tion du théorème, d'établir que - 

H*( f est bijective. 



Pour cela, on considère le diagramme commutatif suivant à. colonnes exactes : 

O O 

J i  
Q*(Ui) CE Q*-'(U; \ V,)  - O*-"i(K) 

où f(') et g2) sont les opérateurs "d'intégration le long de la filrire'' introduits 

da.ns le cas lisse (cf. Appendice A.), et associés respectivement ailx fibra.tions : 

f est l'injection (y, a )  H (O, O, y, -a) 

g est la projection (B, J, y,  a )  t-+ (B,J) 

h : v t+ ( -1)" '~  

La d&inonstration du théorème s'achève par application du lemine des cinq 

grâce à la réalisation de l'isomorphisme de Thom-Gysin dans le cas lisse (cf. 

Appendice). 

7. Relatioii avec la dualité d'Alexander. 

Désormais, la variété ambiante V est supposée compacte, orientée, de dimen- 

sion N ,  et satisfait aux a.xiomes (viii) et (ix), (i étant fixé dans S). 

La réalisation de la dualité de Poincaré pour V, dans le complexe de cech-de 

Rllain R*(U), a permi de construire un opérateur 

ALw : R*(Û, V - W) --+ H ~ ~ ( R ~ - * ( u ) ,  R) 



(< ALw(X),p(B) >= Sv X U /3 où p désigne la projection naturelle 7ZN-*(Û) 4 

RN-* (U)), qui par passage à la cohomologie induit l'isomorphisine d'Alexander 

[ALw] : H*(V,V - W) --i HN-*(W). 

A l'aide de l'inclusion LW : R~&*,(w) r RN-*(U), construite au paragraphe 

. 3.' on en déduit une réalisation de l'homomorpl~isme d'Alexander encore noté 

ALw : R*(Û, W - W) -+ HO~(R;&*,(W) ; R). 

En particulier on a un diagramme commutatif naturel : 

n * ( û , v - V , )  - R*(Û,v-W) 

H~~I(C~;;?,(R); R) - H O ~ ( R ~ ~ ~ , ( W ) ,  R) 
qui par passage à la cohomologie, donne lieu au diagramme coininiitatif 

H*(V, V - V , )  --+ H*(V, V - W) 

défini na.t,urelleinent à partir des inclusions : V; + W et V - W r V - Vi. 

Supposons ensuite que le "système d'alvéoles" (Rj)jEs vérifie : 

(x) .rr : Ri -t n Ri est un fibré localement trivial (Cm pa.r morceaux), dont 

la restriction à chaque Vi fl RI ( I  = (i > i l  > . . . > ip), 1 E IV(S)) s'identifie à un 

fibré : RI 2 V ,  n RI. 

Tliéorème a. Le d iagramme su i van t  d'espaces vectoriels g r a , d ~ ~ é s  est  c o m m u -  

ta t i f  : 

Q*-ui ( V , ,  ~ v ~ ) - - > R " I - *  
bi 

~ ~ . , ( v i )  + ~om(~g;*,(Vi); R) 
pv; 

( 0 6  E i  et bi s o n t  définis de f açon  naturelle) .  

b. I l  i ndu i t  e n  cohomologie le d iagramme  : 

H*(V, (V - l.',) u uj<iuj) + H*(V,V - E) 



(les flèches n o n  précisées sont  définies de façon naturelle). 

Démonstration : Il s'a.git d'établir que pour (B, [) E Qk(v, Üi) et Q E 
N - k  - Q D R . s ( V 2 ) ,  on a : 

Toiit calcul fa.it, 011 trouve : 

&, (B , [ )  = p, 

- pi = B, 

p j = O  si j f i ,  

pioi = [ si 20 > i, 

piil = -[ si i > i l ,  

= O ailleurs. 



L'identification des deux termes concernés s'effectue par application du 

théorème de Fubini (cf. Appendice) en remarquant que le bord fibré du fibré loca- 

lement trivial RI -> V; n RI est donné par la formule : 
* 

8. Réalisatioil de "l'isomorpliisme de Thom-Gysiil" 

en codimension paire. 

Dans ce paragraphe, on suppose que vi est pa.ire (vi = 2m;). 

Désignons pa.r 17; la restriction à U; - V ,  du fibré tangent vertical ker(d~;). Il 

s'identifie canoniquement au fibré image réciproque de Ui 3 II par l'application 

Ti; = Ti. E ~ ~ , - v ,  ' Le fibré 11; possède une section canoniclue partout non riulle, n0ti.c 
Li, appelé "champ de vecteurs transversal", et définie par le groupe à 1 paramètre 

( t ,  z )  H et . z de R x (U; - Vi) dans (U; - x), (le produit externe provient de la 

structure vectorielle existante sur les fibres de U;). 

En outre, après avoir muni ce fibré vectoriel de la métrique riemannicime 

image réciproque de celle existante sur U; 2 Vi, on peut le munir de deux 

connexions rieina.nniennes : 

(*) w; = +TG;, connexion image réciproque d'une connexioil w; choisie sur 

u; 9 v,, 
(**) w", connexion riemanienne préservant le champ de vecteurs transversal 

normalisé&. 

Considérons l'homoinorphisme de complexes 

(où 
Q~(v ,  Üà) = a*(Ui) $ R*-'(u~ - V, )  $ R*-'(uj<iUij) 

o*-~((u; - V,)  n (ui<iUàj)) 

muni de la. différentielle 



défini pax : 

(Awi désigne l~homomorphisme de Chern-Weil associé au fibré vectoriel rie- 

mannien r], , 
Auiwi Li désigne l'opérateur différence de Bott associé au couple de connexions 

{wi wiLi) 

xmi est le pfafiien défini sur l'algèbre de Lie des matrices antisymétriques 

s 0 ( v i ) ) .  

Proposition. L'application ri U (.) indui t ,  e n  cohomologie, l ' isomorphisme 

inverse  de H*( f 9). 

9. Appendice. 

A. Etude  d u  cas lisse. 

a. Cas d'un fibré vectoriel. Soit (E,  T, B, R') un fibré vectoriel réel CM 

orienté. On considère l'algèbre différentielle graduée (R*(E, E - B), D) définie par : 

R*(E, E- B)  = Q*(E)$R*-'(E - B) avec la différentielle D(P, 6) = (dB, -dJ+B) 

et le produit (B, 6) U (Pt, 6') = (P A BI, E A BI). 

(la base B étant identifiée à son image par la section nulle). 

On rappelle que (cf [L3] )  la cohomologie de cette algèbre différentielle s'iden- 

tifie naturellement à H*(E, E - B; R). 

Munissons le fibré vectoriel (E, T, B, Rr) d'une métrique rieinannienne < >, 
et posons : 

% = { z E E , < z , z > < E } ,  E E ] ~ , + C O [ .  

~ T ~ = { z E  E , < z , z > = E )  

et T ~ = { Z E E  , < z , z > < ~ }  

Ce sont respectivement les espaces totaux de fibrés Cm localement triviaux, 

canoniquement orientés : 



( D ,  désigne le disque fermé de Rr, centré en zéro et de rayon E ,  D, son intérieur, 

et d D ,  sa frontière). 

Pour E = 1, on pose : 

on définit ensuite une "intégration le long de la fibre" : 

c'est 1'a.pplication 1inéa.ire homogène de degré - r ,  définie par : 

Lemiiie : L'application l inéaire f satisfait  l 'égalité : f oD = (-1)'d O f ,  et 

i ndu i t  donc,  par passage à la cohomologie, u n e  application l inéaire 

homogène de  degré -r .  

Preuve : La démonstration découle immédiatement du théorème de Stokes 

(Appendice B.) : 

Tliéorèiiie : ( Isomorphisme de T h o m )  

H (  f )  est un iso~norphisme d'espaces vectoriels. 

Déiiionstration. 

l e r  cas : B est un point. 

011 identifie alors E à R r  et B à son origine, B = { O ) .  

On sait que : 



R si k = O  

O sinon 

De plus, il est facile de voir que dans ce cas, l'application Hk(  f )  : Hk(Rr,  Rr- 

{O)) -+ Hk-'({O)) s'identifie à l'application nulle, sauf pour k = r. 

on en déduit qu'il suffit de montrer que l'application HP( f )  : Hr(Rr ,Rr  - 

{O)) -+ R est surjective : 

Puisque (R' - {O)) se rétracte par déformations sur la sphère unité Sr-", 
on en déduit l'existence d'une forme différentielle t E 0'-'(R' - {O)) telle que : 

J,,-, t = 1. 

Autrement dit Hr( f)[(O, -01 = 1. Ceci achève la démonstration du ler cas. 

2ème cas : B = Rn.  

Le fibré (E, T, B, Rr)  s'identifie alors au fibré trivial : ( R n  x R', T, R n ,  R') 

où T est la projection canonique. 

L'injection i = R' r Rn x Rr ,  i(z) = (O,z), induit de façon naturelle un 

homomorpl~isme différentiel [i*] : R*(E, E - {O)) -+ R*(Rr, R' - {O)), (où : 

E - {O) = Rn x (R' - {O)), tel que 

Le dia.grarnme suivant commute : 

P 
O - R*(E - {O)) -I> R*(E,E - {O)) - R*(E) - O 

O ---+ R*(Rr - {O)) ---t R*(Rr, R' - {O)) --t R*(Rr) - O 

(avec : ~ ( t )  = (0,O et P(P, I )  = P) 

Les autres flèches sont définies de manière analogue. 

Le lemme des cinq permet d'en déduire que [i*] induit un isomorphisme en 

cohomologie. 



D'autre part, on vérifie aisément la commutativité du dia.gramme suivant : 

le symbole S désigne "l'intégration le long de la fibre1' associé au fibré trivial : 

Rr -+ { O } .  

On en déduit, d'après le premier cas, que f induit un isomorphisme en 

coliomologie. Ceci acllève l'étude du 2ème cas. 

L e i ~ l m e  1 : Soit  {U, V )  un recouvrement ouvcrt de B. La suite exacte de 

Mayer-  Vietoris (cf .  [G.H.VI]) : 

permet alors de construire une  s ~ ~ i t e  exacte colirte : 

où, : C* = R*(E, E - B), et CB = R*(EI,, El, - O)  pour tou t  ouvert O de B. De 

plus, o n  a 71n dia,gramme eommz~tat i f  natusrel : 

O -  C* - CC œ cri - CC",, - 0  

Lemme 2 : S~lpposons (U,), une partition par des ouverts de B : B = 

LI, u,. 
Le diagramme suiliant est a.lors commutatif  : 

(9 et $ étant  les morphismes de restrictions). 



La preuve des lemmes 1 et 2 se déduit de la naturalité de 1'intégra.tion le long 

de la fibre. 

La démonstration du théorème se déduit de la même manière que celle faite 

dans ([GH.VI])  page 352 et page 197). 

Il nous reste à montrer que l'isomorphisme précédent coïncide avec l'inverse 

de celui de Thom. 

b) Comparaisoii avec autre réalisation de l'isoniorpliisme de Tliom. 

Soit (E,  T ,  B,  Rr) un fibré vectoriel réel Cm, orienté, riema.ilnien. 

O11 définit l'algèbre différentielle graduée : 

muiii de la diff6reiltielle 

D(P, El = (dP, -4 + P) 

et du produit 

(P, E )  u (Pl, 11) = (P A Pr, l A PI) 

Il est facile de remarquer puisque E - ri/2 se rétracte par déforn~ations sur 

d r ,  que l'liomomorphisine de restriction de R*(E, E - B) vers R*(E, E - rl12), 

iildiiit un ison~orphisme d'algèbre en cohomologie. 

L'iiltégra.tioil le long de la fibre du paragra,phe 1. se prolonge trivialement ail 

c,oinplese R*(E, E - rlI2). On &finit ensuite, pour tout E €]0,1/2[, une iiijectioil 

na.turelle, j ,  : RDe (TE) L) R*(E, E - rIl2), en posant : j,(P) = (P, O). (le premier 

facteur désigne l'extention naturelle de P par zéro) 

011 rcmarque que j,, coinmute aux différentielles, et que le dia.gramine suivant 

011 en déduit, en particulier, que l'application j,, induit un isomorphisme 



d'algèbres en cohomologie et qu'on a un diagramme commutatif : 
H G e  ) 

H z c  (+el - 5 H * ( E , E -  B )  

Hi.\ 2 1  H ( f )  

H*-'(B) 

c )  Cas général : Soient  V u n e  variété différentielle, W une  sous-variété 

fermée de V, dont  le fibré normale  (N(W), T, W, Ru) est orientable. (v = dim V - 

diin W). 

E n  util isant l'existence d'un voisinage tubulaire de W, o n  e n  dédui t  que 

H*(R*(N(W),N(W) - W)) s7ident$e à H*(V,V - W;R),  de telle façon que 

l ' inverse (le l ' isomorphisme de T h o m  : H*(V,V - W ;  R) 3 H*-"(TV; R), est 

indui t  par 17a.pplication f : (O,[) +-+ fDy  ,l3 - fsr-, J. 

Sous les hypothèses de a), soit ( U ,  T, W) un voisina,ge tubulaire de W da.ils 

V (U &nt identifié_ à. l'espace total du fibre norxnal N(W),  de telle façon que 

l'iïljectioii iia.turelle de W dans U s'ideiltifie avec la section nulle du fibré vectoriel). 

011 désigne pü.r MV(U)* le coinplexe de Mayer-vietoris associé au recouvre- 

inent ouvert de V : U = {V - T1/2), U), 

avec la différentielle 

et la. structure d'algèbre 

(a ,  P, [) U (ai,  BI, [') = ( a  A a i ,  /'3 A Bi, J A p' + (-l)lm'a A Ji) . 

On rappelle que l'injection canonique, So : R*(V) MV(U)*, So@ = 

(QI" - .,,, , @ \, , O ) ,  induit un isomorpliisme d'algèbre en cohomologie, H*(SO) : 

H*(V) 2 H*(AJV(u)*). 

Notons 1, l'injection R*(U, U - rIl2) A6V(U)*, L(P, E )  = (O, P, [). 

L conimute aux différeiltielles, et induit donc un homomorliisine d'algèbres en 

cohoinologie, H*(L) : H*(V, V - W; R) -+ H*(MV(U)*). 

En respectant les notations du paragraphe 2., on démontre : 



Proposition. Le diagramme suivant commute  : 

(e désigne l 'extention naturelle, et E €]O,1/2[) 

Remarques. 

1) Etaiit doriilée une sous-variété W d'une variété différentiable V dont 

le fibré iiorinal est orieiitable. Pas compositioil de l'isoiiiorpliisme de Tliom : 

H*(W; R )  5 H*+"(V, V - W; R) ,  (v = diin V - dirn W), avec l'applicatioii 

izaturelle : H'+"(V, V - W,R) -+ H*'"(V; R), on aura une flèche naturelle : 

H*(W; R) -+ H*+"(V; R )  

Daiis certaiils problèines géoinétriques de type "résidus" (coiisistant pas 

exeiiiple, à localiser, oii à calculer certains iiivariaiits topologiques de la va.riété 

a.inbia.iite V), cette flèclie est utilisée pour lire cetailies formules où "le lieu singu- 

lier" est lisse. 

La 1xo~ositioil précédeiite nous donne deux réalisa.tions de cet,te flèche, et ceci 

via lc c,lloix de voisinages tiibulaires. L'utilisation du coinplexe cle Mayer-Vietoris 

a l'avantage d'éviter, dans certaiils ca.s, le clioix de pa,rtition de l'unité ditils les 

calculs. Ceci sera illustré dans le chapitre II. 

Corollaire. S i  la classe de cohomologie [w] d'un.r: forme différentielle fermie  

20 f RT,,(V), coïncide avec la classe de cohomologée d'une hyperform,e fermée 

(O,/?,[) E A/rV(tr)*. Alors : [w] possède u n  représentant dans  n'importe quel 

voisina.ge de W dans V ;  autrement  dit [w] possède u n  résidu SUT W ,  OU encore 

[ t u ]  se localise a u  voisinage de W .  

B. Tliéorème d e  Stokes e t  de Fubini 

On se propose, dans ce pa.ra.grapl-ie, de donner sails démonstratioil, une versioii 

plus générale du théorème usuel de Stokes et de Fubini ([Bo]). 

Soient V u n e  variété différentiable; E et  B deux variétés à bords, compactes. 

CD" par morceaux ([Cl), orientées,  plongées dans  V .  



Soit E = (E, K, B ,  F) un fibré Cm localement trivial orienté, tel que l'orienta- 

tion produit local (cf. [GH.Vr]) induite par celle du fibré € et de la base B,  coïncide 

avec l'orientation initiale de E .  

La restriction EI8, du fibré au bord dB,  de B, est un fibré Cm localement 

trivial orienté, de fibre F  (soit tlaB = (Elso, T ,  dB, F ) ) .  Ceci permet de munir 

l'espace total ElaB de l'orientation produit local. 

D'autre part, on vérifie facilement que la réunion des bords des fibres du fibré 

(' : uXEBd~- ' ( x ) ,  est munie d'une structure de variété à bord CM par morceaux, 

de dimension égale à celle de dE,  et munie d'une orienta.tion naturelle induite pas 

celle de E .  

Défiiiitioii O n  n o t e  a,E = u , ~ B & - ' ( ~ ) ,  cette variété e t  o n  l'appelle le bord 

jîbré associé a u  jîbré Cm 1oca.lement trivial  [ = (E ,x .B ,F ) .  

On démontre que 3,E est l'espace total d'un fibré Cm localenlent trivial, clc 

fibre a F ,  (d,E, T, B ,  dF) .  orienté, tel que l'orientation produit local induite sur 

a,E, coïncide avec celle induite par E .  

Leinme : E n  t a n t  que variétés orientées c o m m e  c i -dessus ,  o n  a la décompo-  

s i t i on  sui,uante d u  bord de  l'espace to ta l  E : 

d E  = d,E + (-l)'(E,,,) . 

(oli la multiplica,tion par (-1)' s igni6e  o r i en ta t i on  éga.le, 071. opposée, s e lon  la 

parrité de  r = di111 F) .  

Théorè i i~e  : P o u r  t o u t  fibré E = (E,  T, B, F )  cornm,e c i -dc s su .~ ,  7.1 existe un, 

qui  71aîit zéro p o ~ i r  * < r ,  e t  qîci est  te l  que : 

(j* : R*(E) -+ R*(d,E), étan,t l 'homomorphism,e de res tr ic t ion  natî irel le)  ; 

[STOKES]. 

pour to?/,t Q E fià(E), et  cp E n*(B), (k + e = dim E)  ; [FUBINIJ. 



II. Résidus de Baum-Clieeger 

O. Introduction 

1. Ra,ppels (Actions de groupes de Lie sur les fibrés vectoriels). 

2. Leiiime teclinique (existence d'une connexion spéciale). 

3. Forinule de résidus et actions de groupes de Lie coinpacts. (situat.ion 

légèreineilt voisine de celles traitées dans [B.C.] [G], inais étudike par une technique 

utilisa,iit le coinplexe de Mayer-Vietoris). 



O. INTRODUCTION 

Etant donné [ = (E V)  un fibré vectoriel sur lequel opère différentia,- 

bleiilent à gauche un groupe de Lie compact G, tel que l'a.ctioi1 de G sur V soit 

quasi-libre (c'est-à-dire tous les groupes d'isotropie sont discrets), il est bien connu 

que les classes caractéristiques de dimension supérieure ou égale à. diin V-dim G+1 

d'un tel fibré sont niilles; ceci ét,a.nt dû à l'existence d'une coilncxion sp6ciale (dite 

"de Bauin-Clieeger" ). 

Ce théorème d'anriiilation donne na.issai1ce à 1111 problèiilc tle résitlus 

Décrire, quand l'action n'est plus quasi-libre, la localisation dcs classes ca- 

ra~téristic~iies de dimension siipérirure ou égale à dini V - dinl G + 1 d'un G-fibié 

vectoriel ( = ( E  2, V), autour du licii singiilier CG qiii cst l'cnsciilbl' des poiiits 

d~ 1' où le groupe d'isotropie ii'est pas disc~et. 

Ce l~soblCi~~ic a été résolu pa.r Ba,iiiii-Cheeger lorsclue (I = S ' ,  piiis pa.r F. 

Goiricz, N. Ala.ino (sous cert,a.incs coiltiitions) lorsque G est 1111 tore. 

Cc qu'on se propose dc faire c'est d'étudier 1ü siturition siiivantc : ( = (E 5 T I )  

un I< x Tf-fibré vrctoriel (où IC cst un cornpact coiincxe, et T r  le toir r6el de 

dinicilsion 1. ) tcl qiie : 

(i) IC opère quasi-librenicnt sur L' 

(ii) il existe uii vecteur non nul lxo E RT, ( R r  = l'algèbre <le Lie de TT), dont, le 

cliainp de vecteurs fond;isiici~t,al associi. XB, est tra,nsverse a.ux orl)it,es dc l'act,ion 

dc IC sur (V- zéro (-Yh,)) 

L'dt,uclc <le ce cas perii.lc.t.tr;i <l'illustrer la r<l:ilis;it,ir)ii dc l'isoinorpliisnie tle 

Tl-iorn A l'aide dii coinplexe de Maycr-Vict,oris (cf. Al>pcndice pagc 26). La iiidt,liotle 

iiti1isi.c. aiira nota.niiilcilt pour iiltkret d'éviter le clioi?. <le part,it,ir)ii de l'iiiiiti: dans 

les calculs. 



1. Rappels sur les actions de groupe de Lie sur les fibrés 

vectoriels ( [ G H V I ~ ]  [G]). 

a. Définitions. 

Soit G un groupe de L i e  opérant  dif férentiablement Ù gauch,e s u r  un fibré 

vectoriel  E = ( E  V). U n  tel  fibré s'appellera G- f i b ré  vectoriel  

011 notera r([) le Cco(V)-module des sections de 5. 

Pour g E G , a  E I'([), on définit g . a E r(E) en posant : 

(g . a(z)  = ga(g-lz) pour z E V 

Pour tout h élément de l'algèbre de Lie g de G, on désignera par 0; : r([) + 

I ' (E),  l'opéra.t,cur défini par : 

S'il n'y a pas de corifusioii possible. cet opérateur sera noté O h .  

Le cl~anlp de vect,eurs fondamental sur V a.ssocié à 11, E g, sera désigné par 

-Xh, soit 
d 

 XI,,)^ = -- (expth)~  , pour x E V . 
dt It=0 

L'action de G sur V sera dite quasi-libre si en tout point x E V, le groupe 

d'i~ot~ropie G ,  = {g E GJgz = x) est un sous-groupe discret. dc G. 

b. Propriétés (rappels) : 

1. Bh(fa) = (Xh.f)a + f (Oka), pour tout h E p, a E r ( l ) ,  et f E Cw(V). 

2. Pour tout h, k E g, on a 

i) Blh,kl = eh O dk - OR O eh, pour tout 12, k E g. 

ii) Xlh,kl = [Xh, Xk] 

3. Si ( , ) est une métrique riemannienne G-invariante sur [. Alors 

Xh . (a, 7) = (&O, T )  + (a, O ~ T )  , pour tout a,  r E r ( J )  . 



4. i) V est une coiinexion riemanienile si et seulement si X .  (a,  r )  = (Vxa, r )  + 
(a,  VXT) ,  pour tout a ,  T E r(J), et X' E X(V) = l'(TV). 

ii) Si V est G-iilvariante, alors on a : 

Oh O Vy - VY O Oh = VIXh,Yl , pour tout Y E X(V) . 

5. Pour tout V connexion linéaire sur 6, et h E g, on définit l'opérateur 

Sh = O h  - VX,, oii a alors : 

i) Sh E H ~ r n ~ ~ ( ~ ) ( l ? ( [ ) ) ,  et par suite définit uiic section du fibré des endo- 

nlorphisnies de 6. Soit Sh E l'(End[). 

ii) Si la connexion V préserve ilne mét,rique ricmnnilieniie G-invariante ( , ), 

alors Si, est antisyn~ét~rique. 

iii) Si V est G-invaria.ilte, de courbure R, alors 

2. Lemilîe tecliniclue (existeilce d 'une connexion spéciale). 

a. Leinille : Soit 6 = (E 4 V) un G-fibré vectoriel (ozù G est conn,eze) tel 

qltc 1'actl:on de G su.r V soit qumsi-libre. 

On suppose 1 'existence SILT E : 

- d'une connwxion G-invariante V, p~éservan~t ( , ), telle que Vx, = Oh VIL E 

(I, 

d'îrne section a de E, pa.rtolrt n,on n ~ ~ l l e ,  telle que @,,a = O E p. 

Il existe alors sur [ nn,e con.nexion. G-1:n.va.riante VO, prc'seri>c~.n,t la m.&triq?te 

( , ), telle q~/,e : 

V g h  = Oh \Jh E 

G étant connexe et Oha = O pour tout h E g, on en déduit que la section a est 

G-écluivasiante, et par suite le sous fibré vectoriel trivial de rang 1 C = (L 5 V) 

(où L = Hz.,, LT,  LZ = {ta(z)/t  E R)) est G-stable. 



D'où l'existeilce d'un fibré vectoriel = (Eo $r V) suppléineilta.ire orthogonal 

rela.tif à la métrique ( , ), qui est G-stable, soit 

On désignera alors par p : r(()  -+ î(Eo) l'opérateur de projection associé à cette 

décomposition. 

Définissons ensuite V0 connexion linéaire sur E, en posant : V ~ T  = p ( V g ~ )  

pour X E X(V) et r E !?((O); et V > ( f i )  = O. 

011 vérifie facilement que V0 préserve la métrique ( ).  Montrer ensuite que 

V0 est G-invariante revient à vErifier les deux propositions suivantes : 

i) Os(Vyr) - V $ ( @ ~ T )  = Vi;Lrh,Yl~, pour tout 

iil 01L(Vi4fi)) - V;(@t&*) = V;xh,Yl(fi)3 

La preii~ièïe proposition est satisfaite puisque V est G-invariante et que 

l'opérateur O,, corninute avec p (JO et C sont G-stables). 

Pour affiriiier ii) il suffit de montrer que Oh(&) = O pour tout 11 E g ; Or 

O h ( f i )  = ( X h  . ( h ) a  (car Ohu = O) d'où 

(car V préserve la métrique ( , ), et Vx,o = 0h0 = 0). 

Renlarque : L'utilisation de ce leinme se verra au paragraphe suivant 3 (page 

59). 

b. Corollaire : Soit  ( = E 2, V) u n  G-fibre' vectoriel ( 0 4  G est compact 

connexe),  tel  que l'action de G sur  V soit quasi-libre. 

O n  suppose l'existence d'une section a E r(E) partout n o n  n,ulle e t  G-équiva- 

riante.  

Alors il existe une  métrique riema.nnienne ( , ), G-invariante  sur  E, et une  

con,nexion r iemannienne V, G-invarian,te, telles que : V ( 6 )  = O et Vx, = Oh 

pour tout  It E g. 



c. Exemple : 

Soit G un groupe de Lie compact opérant différentiablemeilt sur une variété 

différentiable V ; et, soit W une sous-variétk fermée de V, qui est G-stable. 

11 existe alors ([Brel) uil voisinage tubula.ire G-stable de IV da,ns Ir, noté 

(U, .rr, W) (on appelle ainsi les données : 

- d'un voisinage ouvert G-stable U da TV dans V, 

- d'uiie iilétrique rieiilariilieime G-iilvaria~lte sur N ( W )  fibré norrnal de TV 

dans V 

- d'un clifféomorpliisrnc G-équivariant de N ( W )  sur U, écliailgea~~t la section 

nulle de N(l(TV) et l'incliision naturelle de TV dans U ,  .ir : U + TV di.\ignant la 

'Lri.tractiail localc'' coriespondaiit à la projectioii du fibré N ( W )  + IV par cr 

cliff&oii~orpliiiiii(.). 

Désigiions 11;i.r 71 la restriction à U - 1%' du fil~ré ta.ilgciit vertfical lier(c1x-). 

11  CS^ un G-fibré vectoriel posséda.ilt une section partout noil nulle et G- 

éyuivasiant,e. Eii effet, soit Z le chailip de vecteurs transversal défiiii pa.r le groupe 

à 1 l~araiili.tre ( t ,  z)  H et . z de R x (U - W) dails ( U  - 117)) (le prodiiit exterile 

11rc)vicilt [le la. striict,ure vectorielle existantc siir les fibres de U ) .  Z défiiiit une 

section dc 11 pa.rtoiit non nulle, qili est G-équiva.ria.ilte, puisque pour tout g E G ct 

z E ( U - W )  (:>il a : 

3. Foriiliile de résidus et actions de groupes de Lie compacts. 

Soient, I< iiii groupe de Lie compact connexe de ciiniensioil .s, TT = R'I/Zr 1c 

torc r&cl de dinieilsion I., [ = (E 5 V) un I< x TT-fibré vectoriel, t,els que : 

(i) IC opère quasi-libreilieilt sur V 

(ii) il existe 1111 vecteur non niil ho E Rr, (Rr  = l'algèbre de Lie de T"), doiit le 

cliamp de vac,t,curs fondanlentad associé Xh,  est tra.ns\-erse aux orbites de 17a.ction 

de K sur (V - Zéro(Xl,,)). 

Dans ccttc situiitioil oil dé~noiltre Ic tli4orème ci-dessoiis, qui lorsqiie Ii est le 

groupe unité oii retrouve le résultat de Baum-Clieeger [B-Cl. 



Les <l<)ilnécs c i -~CSS~IS  sont ai~hsi 6<luiv;ilent(~s à la ~1oiini.e cl'iiii Ii x Tg-fil)ri. 

vectoriel J = (E  5 1)') tel qiic : 

(i) Ii groupe de Lie corilpact connexe opérant qiiasi-libreiileiit sur \', 

(ii)' dini(li x Tq)= < q,  pour tout a: E V - vTq (VTq étant le-lieil des points 

fixes par l'act,ioii du tore Tg). 

En effet, soit ho  E Rg tel que (expt lao/ t  E R) soit dense dans Tq. Alors 

Zi.ro(Xh,) = lVT9 et ,Yh, est transverse aux orbites de Ii dans I.' - vTq ; puisque 

si XVho est tangeiit en x  à l'orbite I < .  x, il en sera ainsi en tout poiiit y de Ii . x,  et 

par suite la courbe t  H e x p ( t l t o ) .  x est conteniic dans Ii . x,  d'où Tq . x  c Ii . s. 
ce qui i~iil)licli~e (Ii x Tq) . .r = Ii . r ; Or dini(Ii  . x )  = dini I i ,  on o1)ticiit alors 

dini(l i  x TY)= = (I ce clui contredit (ii)'. 

Récipioqiiciiient, l'hgpothèsc (ii) implique l'existence d'un sous toi(, Tg cle Tr 

tel que { c r p f h o / t  E R) soit clense daris Tg, et ,Yh, est transverse aux oihites de 

Ii su: I r  - l r T q .  On a alors dini(Ii x Tg), < q pour tout r E 1' - V T q  ; en effet, 

l'actioil <le Ii siir V étant quasi-libre, on en déduit que pour x E Ir - lrTq on a 

diril(1i x Tg), 5 q ,  siipposoiis que dini(Ii x TQ), = q alors dirii(1i x Tq) . x = 

rliiii Ii . s). d'où ( I i  x Tg) .  x  = Ii . r ,  en particulier Tq . x C I < .  x ,  ce qui contredit 

le fait que Sb, est trailsvcrse à Ii . x. 

Rappels : Soit 1; uiic vnri6té diff6reiltial~lc oiieiitée, siil lacliicll(~ un toic 

H opère diférent iablcnielit . Il est bien coiinu que cliacliie corriposantc~ connexe 

du  lieu des points fixes VIf est munie d'une structure de soiis variété fermée 

oricntéc <Iiff6iential>le (Il siifit, polir le voir, de pcii-ci à l'iitilis~itioii (le cartc- 

gi.o(lésiqiic~s a5iocii.r~ à iiiie iii&trique riernaiii~i<~iine H-iiivaii:iiitc- siil 1 * .  ou plil\ 

g&iii.ialemciit le rnodi.1~. de I<ovul. Ils perrilettent cii effet de tlecrir<\ l'actioii à 

paitir de ~el>ii.scntatioiis liil6aircs de groupes, respccrivenleiit ail voi\iii,ige cl'iiii 

poiiit oii aii voisinage d'une orl7itc.) 

De plus, oii peut vérifier qiie la codimension de tctlles sous-variétés est paire. 

et ceci en eshihailt pour toiit T élé~ileilt de v H ,  un automorpliisme antisymétriquc 

de l'cspacc 1-ectoiicl no~iilal eii x  R la coinposailte connexe de V H  coiitenailt ce 

point. 

Tliéorème : Soit J = ( E  5 V) un I C  xTr-  fibré uectoriel com.m.e CI:-dessus (oh 



V est  supposée orientée, n o n  nécessairement compacte,  de dimension N). Alors 

a) Les classes caractéristiques d u  jibré [ de dimension supérieure o u  égale à 

( N  - s + 1) s o n t  nulles. 

b) Les classes caractéristiqî~es de dimension égale à (N  - s) ont  u n  résidu sur  

Zéro(Xh,). 

C )  Si y([) E HZE(V) désigne une  classe caractéristique d u  fibré vectoriel (, de 

dim.enséon 2C = N - s, alors 

(mec : 

- Zéro(Arh, = UzEl TVz, LVz composante coililexe de Zéro(Xr,, ) de diiiirilsioil 

égale à N - 2112,. 

-- (8)211-27,1i désigne la conlposante de degré 21- 2mi de la. forme différentielle 

feriilée 8. 

[(/3)2(-21,1i] désigilc la classe de cohon~ologie de ce cocycle. 

-- TT : H*-~'"'(W~) + H*(Tf) est la. composée de l'isoinorl>Ilisn~e de Tliom 
~ * - 2 m ;  (VV;) -t H*(V, V - TVi) et de la flèche naturelle H*(I', V - TV,) + Hf(V).  

-- désigne l'hoinorpl~isme de Cllein-Weil généralisé (cf. [G]) associé au 

Tr-fibré vectoriel ti = restriction de ( à W;. 

- xmi est le polynôme pfaffien défini sur l'algèbre de Lie des matrices ant,i- 

syniétriqiies so(21ni). 

Nt = le fibré vectoriel normal de Wi da.ns V.) 

a.) se déduit iininédia.temeilt de (i). 

Posons f f o  = E $ { t  lxo / t  E R),  c'est une sous algèbre de Lie de f f  $ Rr = algèbre 

de Lie de K x TT. éO engendre donc un gorupe de Lie coimcxe IC0 immergé dans 

II' x TT de climeiision kgale à 9 + 1. 

Polir tout z E V, on vérifie a,iséinent que 



L'a,ctioil de ICo sur le fibré 6 étant induite par celle de If  x T', on en déduit 

l'existence de inétriques et connexions invariantes par ICo sur E .  Et par suite, les 

classes caractéristiques de [ de dimension N - dim Ic0 + 1 = N - s se localisent 

sur Zéro(Xh, ) c'est-à-dire on a b). 

c) La décoinposition de Zéro(Xh,) en conlposantes connexes s'écrit : 

Zéro(Xh,) = UiE1 Wi, (chaque Wi est une sous variété connexe, orientée, fermée 

dans V, de codimensioii 2mi). 

011 remarque que Zéro(Xh,) est IC x T'-stable, et, que chaque composante 

connexe W, l'est aussi puisque K x TT est connexe. Désorinais, on pose : G = 

I i  x T T .  

Pour tout z E 1, uon désignera par (U,,T,, IV%) iin G-voisinage tubulaire de 

TV, dans Tf, (On ;ippcllc ainsi lcs donn6es : 

d'un voisinage ouvert G-stable Ui de Wi dans V, 

- d'urie in6triqlie riemaiiiiieilne G-inva.riaate sur Ni, fibré iiormal de ItVi dans 

v. 
- d'un clifféo~~~oiphisrne G-équivariant de N, sur U,, échangeant la section niille 

de ATt ct l'iiiclusioii ilatuiellc de IV, dans U,, n, : U, --+ W, désigilailt la L'iétractioii 

locale" correspondant H la piojection du fibré N, + TlV, pas ce difféo~ilor~~liisiile). 

011 suppose que les ouverts U, sont disjoints deiix à deux. (De tels données 

cxisteiit toiijours dCs lors que Ci est, conil>act et W, G-stablc, voir [Brel). 

011 a aiiisi un recovreinent naturel de If par dciix ouvert,s G-stables : U = 

(UO,  U1) avec 
U0 = V - Zéro(X'h,) 

011 ra.ppellc (cf. [Lz]) le complexe de Mayer-Vietoris associé à ce recouveinent ; il 

est donné 13a.r : AdV(U)* = R*(UO) $ Q*(U1) $ R*-l(UO1), Uol = UO n U1. 

[= R*(V - zéro(Xh,)) $ ($,EIR*(Ui)) $ ($iEIR*-'(Ui - Wi))] avec la différentielle 

(c l  dbsignant la diffbrcntielle de de Rllam). il periilet de réaliser la col~omologi~ 

singulière réclle de V. Un élément de MV(U)* sera appclé "llyperforme de degré 

*" , relativeinent au recouvreineilt U. 



Notons I*O(q) l'algèbre des polynôines sur l'algèbre de Lie des matrices 

a~itisymétriques so(q), invariants par la représentation adjointe ndO(q), (où q = 

rang[), graduée en dimension paire. 

Pour tout couple de coimexioils {VO, V1} : 

VO connexion riemaailieilne sur le fibré vectoriel riemanilien 

V1 coililexion reimaniiieilne sur le fibré vectoriel rieiila,nnicn 

on désignera par 

p,o,i : I*O(q) -+ ZMV(U)*  

l ' l~oilioinor~~liis~~~e de Cheril-\Veil associé : A tout polynôine p E IZCO(q) de degré 

l ,  correspond la. 2-l-iyerformc fermée 

(où A,m (lésigne l'lioinoi~~orhisi~~c de Clieril-Weil usuel, (a  = 0 , l ) .  

A,o,, c'est l'op6rateiir diffi:rence de Bott associé au couple de connexions 

{VO, VI}, (cf. [Bo]); Il satisfait d O A,,,i = A,I - A,.). 

La classe de cohoiilologie [p,.,i(p)] E HZe(V) est indépciidailtc du clioix du 

couple (VO,Vi),  et pc~inct de définir la classe caractcristique p([) E H"(v) du 

fillié vcctoricl < associée- au l~olynôine p. 

S'il cst possible de choisir V0 comine y-connexion (c'cst-:I-dire A, ( p )  = O),  

alors (cf. Appcildice, page 26) on aura : 



- fD,, désigne l'opérateiir d'intégration le long de la fibre associé au fibré en 

disques ferinés di1 fibré vectoriel riemannien (UR 2 WR), 

-- l'opérateur associé au fibré en sphères du fibré vectoriel riemarinien 

(Ui 3 W ) )  . 

Ainsi pour rCsoiidrc la quest,ion c), il sufit de faire un chois judicieiix des 

connexions V0 et V1 de façon que : 

13011r t,out i E I c,'est ce qu'on va établir. 

Pour tout z E 1, 011 se cloniie désormais un isoinorphisnie G-éqiiivariant 

4% : tu, 3 r: (CL) 

(OU EL,,  = (El,, 5 U,) ,  (, = t i w , ) .  tel que, par rest'riction des dcux membrcs de 

I'isomoipliisine A [, on obtieiine l'identité. 

Muiiissoils ensuite le fibré vectoriel 6 = (E V) d'une métrique rieiliannieniie 

G-iiivariaiitc ( , ), dont la restriction à Eu, coïiicide. via 1'isoinorl)liisiiie d, ,  al-cc 

l'iillage r6cilxoquc par a, de sa restriction à 6,. (cc qui cst possible : iiil arguinent 

de partitioll G-invariante de l'unité le montre). 

Muiiissoiis E cl'ilne connexioil riemailnienrie G-iiiva.ria.nte VI,  dont la restric- 

tion à. coïncide, via. l'isomorl->hisme di, avec 1'ima.ge réciproque par ai de sa 

restriction à, t i ,  et telle que VkI; = 01, pour tout k E t. 

Clioisissons d'autre part une métrique rieinannienne G-invariante « » sur 

le fibré tangent à UO, telle que Xho soit orthogonal à Xk pour tout E E t, et 

définissons a E O1(UO) par : 

a ( X )  = 
« X,Xho » 

pour X E X(UO)  « Xho ' Xho » 



Désigrions par V0 la connexioil linéaire sur to = (El,, 5 UO) définie par : 

V0 = V1 + a @J Sio ; (où Sho = Oho - VXhO) (c'est-à-dire pour X E X(UO), et 

a E l?(JO) on a VXa = V i a  + o ~ ( X ' ) ( ~ ~ , a  - VXh a).) 

- VO préserve la. inétrique ( ) : pour X E X(UO), a ,  7 E I'(EO) on a l'égalité 

x . (a, 7) = (VXa, 7) + (a, VXr) 

en effet, si X est ortliogonal à Xho alors V)C = V& et l'égalité est vérifiée puisque 

V1 est rieiiiaiiiiienne. Et pour X = Xho,  l'égalité est encore satisfaite puisque 

V>ho = Bho et la inétrique ( ) est G-invariante. 

V0 est G-iilvariaiite : poiir 11, E g, X E X(UO) or1 a 

en effet, si X est ortliogoiial à XhO alors [Xh,X] l'est aussi puisque la mét,rique 

( ) est G-invariant,e et [Xh, Xh,] est nul, d'où VFxli,,yl = V/xh,,yl et V g  = Vi. et 

1)a.r suite ( E )  en découle puisque V0 est G-iiiva.riante. Et pour .X = XI,,, l'égalit,é 

( E )  est encore satisfait,e puisque ho appartient au centre de l'nlgèl~rc de Lie g. 

- V0 cst une p-coilnexion : V0 étant G-inva.riante, on eii déduit; que VO(Bh - 

V>," ) = i(Xh)XO poiir t,oiit IL E g (RO désigne la. coiirbure de VO) d'où i(Xrho )Xo = 

O et i(Xh)R,O = O pour tout K E t, ceci irnplique que i(X/&,)A,O (9)  = O et, 

i(x-,)au0 = O toi1t A. E e, 

On en déduit que A,. ( p )  = O (puisque diin A,o (p )  = diin V - diin t). 

D'a.iitre past, étant donilCe la nüturalité de l'lioinornory>liisiile de Cherii-Weil, 

la rcstrictio dc la fornlc diftererit,iellc A,o(p) à Ui, i E 1, coïncide a,vec l'iiiiage 

ri.ciprocli~e par ni de sa. r~strict~ioil à Nii. On en déduit que fnzmi A,* (p)  = O poiir 

toiit i E 1. 

Ainsi le problèiiie rcvieilt à. démontrer : 

11oir tout i E I. 

Or 



R d6sigiliiiit 1i1 î < ) ~ i ~ l ~ i ~ r c  de la coiiii<xioii v = tVO + (1 - t ) P 1  dkfiiiio siir le fibrC 

vcct oricl 

~(cJ,-~IT,) x [O? 11 = w l ( U i - w i )  x [O, 11 "2d ( L I ,  - LI:) x [O, 11) ; 

d'oii R = R' + d ( t u )  s;, (car v 's~, = i(Xho)R1 = i(-Xho)~:R1. 

R' étant la coiirbiire de la connexion V' = restriction de Vi  à IV, et par suite 

VISh, = O puisque -Yh, est projetable sur 0.) 

011 en déduit : 

aiitreiilciit dit. -A,.,l(p) est la coiiiposaiite dc degr4 (3( - 1) de la fornie 

différentielle liétérogènc. 

L'oP6ratriir Sio  eii tant que section du fibré vectoriel des cndoinorpliisines de tri, 
coïnciclr, via l ' i~oinor~hisi~lc $,, avec l'image réciproclue par x, de sa rcstrictioil 

Sio au fihré des endomorphisiiies de t,, en effet : les dt-ux srctioiis Sio et X * S ; ,  

coïiicidriit en-dessus de 11i, de plus on a 



et V ' ( T T S ~ ~ )  = rTvl . rtSko = ~ ~ ( V ~ S A ~ )  = r:(O) = O ( v l  désignant la 

restriction de V1 à W,). Le transport pas parallélisme iiidiiit par la connexion 

V1 implique que les deux sections coïcident partout. 

Finalenlent, on peut écrire : 

d'où 

Reiliarclue : Ln forine différciitielle fs2,,,,-1 & est fermbc, en cffct z(Xgo)d<u = 

O car cu cst  G-ii~variantr et e(Xho)a = 1, d'où fS2m,-i  = O 111iiiqile 1c champ 

de vecteur X h o  est tangent aux fibres de (Ut 2 W,), et partout il011 nul sur U, - LI.',. 

L e i i i i ~ ~ e  : (F. Goillez [G]) 

nnri désign.an,t la courb~ure d'une connexion r i emann ienne  G-in ,var~:ant f :  s u r  Ni 
= .flbré n o r m a l  6. T/V, d a m  V .  (O? est sec t ion  d u  fibré des en,domorphisrnes 

antis?jrn.6triqîres de Hi, puisque le tore  engendré par ho opère t r i v ia l en~en t  s?~.r,r 

wi ). 

La tléilioiistration ci-dcssoiis est ilil peu plus sitril~le quc ccllc dc [G] 

i Il s'agit d'établir l'égalité siiivaiite : 

ou encore les 2 identités suivantes : 

i) [fs2-;-, (* A r :x . , ; ( .~~~ + 02))2mi-l  ] =1, 

ii) [fs2n,i-, (& A r :Xn i i (~Ni  + 6b))2 j+ l ]  = O, pour tout j > mi. 

Désignons par 17, la restriction à Ui - Wi du fibré tangent vertical ker(dri). 

Il s'identifie cailoiliqueinent au fibré image réciproque de n/, pas 1'a.pplica.tion 



r é  = ~i,(,~-,;,. 11i est un G-fibré vectoriel possédant Zi (= cliamp de vecteurs 

transversal) comine section partout non nulle et G équivariante, (cf. 9.2.). Après 

avoir muni ce G fibré vectoriel de la métrique riema.nnienne iina.ge réciproque de 

celle existant sur Ni, oii peut le munir de 3 connexions riemanniennes G-invariante. 

(*) V" i?f V X ,  connexion image réciproque d'une connexion riemannienne 

G-invariante V Ni choisie sur Ni, 

(**) Via = Vi + a @ s i o ,  avec SiO = 026 - VXhO, 

(***) VZi, connexion riemannienne G-inva,ria.ilte préservirit le champ de 

vecteurs transversal ~~orinaiisé A, telle que v ? ~ ~  = Oh:, (ce dernier clioix est lzi l 
possil.>le ca.r I b  opère qua.si-librement sur U; - PVi, cf. Lernme tlc la page 44). 

En désignant pa.r A,;,io (rcsp. A,io,z; et A,z;,i) l'op&ra.t.aiir différencc de 

R. Bot,t associé au couple de coiii~exions{V~, Vi0j (resp. {Vio, C Z ; )  et {Vzx, Vi j), 

on a. : A,i,io (xlni)  + Awiowzi (xm,)  + Awziw; (xmi )  est un cobord, d'où 

D'aut,re pa.rt, le niêilie calcul qui nous a perinis de déduire la formule (E), 

nous permet d'affirmer que : 

Pour ét,ablir i), il suffit doiic de montrer que : 

eri effet 

R désignant la courbure de ln connexion 9 = tVzo + (1 - t ) V Z ~  définie sur le 

fihré vectoriel = filsré image réciproque de 11; par la projection na.turelle 

1 3 :  (Ui -1Vi) x [O,l]  -+ ui - wi.  



En munissant la variété (Ui - Wi) x [ O ,  l ]  de 1'a.ction g  . ( z ,  t )  = (g  . z ,  t )  

pour g  E G, z E (U,  - TVi), et t E [O, 11, et le fibré p-1(17i) de l'action image 

réciproque ; on en déduit que la projection p devient G-équivariaiite et la connexion 

devient G-invaria.nte et préservant la métrique image réciproque. De plus, on - 
a : Gxho = O(lzO) car V X h o  = Oho et V :  ho = O h o r  d'où i ( X h o ) R  = O et par suite 

i ( ~ ' , l o ) ~ r n i ( ~ )  = O et i(Xho)A,;owzi ( ~ r n ; )  = O ( C ~ S  i(Xho)O = 0 i ( X h 0 ) ) .  

Le cha.inp de vecteurs XI,, éta,nt tangent aux fibres de la fibra.tion (Ui - W,) 2 
Wi,  l>artout 11011 nul sur Ui - IVi, on en déduit que f S Z m i - 1  A w i O w z i ( x m , )  = 0. 

Il reste à vérifier ii). 

La courbiire REO de la coilnexioii VEO est doiiilée par : 

ainsi ii) est équivalciitc à 

d'autre part, puisque Z ( X ~ ~ ) ( A , , , , Z , ( X ~ , ) )  = O et i ( X h , ) d a  = O, on eii déduit 

que le secoild ineillbrc de l'égalité ci-dessus cst nul. 

Ceci acliève la. démoilst1ra.tion di1 leinme. 
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Dans ce trri.mil, nous 

Etésumé 

établissons l'analogue 

pour certaines classes de variétés singuiières stratifiées W plongées dans une variété 

ambiante lisse V. 

Dans ce même contexte, nous démontrons un théorème de de Rham généralisé. 

Dans le cas lisse (point de départ de cette étude), nous réalisons l'isomor- 

phisme de Thorn-Gysin usuel en utilisant le complexe de eech-de Rham associé 

a.u recouvrement ouvert (1' -- W, U), où U est un voisinage ouvert de W. 

Une sewnd* partie de ce travail est consac& à l'étude des classes caractérir 

tiques des fibrés vectoriels E + V munis d'une action quasi-libre d'un groupe cl 

Lie compact. Naus nous sommes p& la question de savoir dans quelle mesur 

on peut générd~ser les résultats de 13aum-Cheeger et de F. Gomez, pour obtt 

nir &e formule de résidus pour la classes carartéristiques de dimension égale 

à dimV - dim Il. Nous avons dors donné des conditions satisfaisantes pour la 

localisation de ces classes caractéristiques, et explicité cette localisation. 

Mots clés : Stratifications, Structum de Thom Mather, Intégration suivant la 

fibre, Im~norphisme de Thom, A2tiw de groupe, Classes caractéristiques, Résidus. 
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