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Introductioii 

Il est clair que la notion "d'inversibilité" est la base de la. théorie spectrale 

classiqiie. Pliisieurs aut,eurs ont développé des tliéories consistant a. rempla.cer cet,te 

notion "d'inversibilitpé" pas une riot,ion plus faible. Par exeniplc, l'inversibilitk 

à droite ou à ga.ucllc iiiodulo les opérateurs  compact,^, le résolvaiit généralisé 

a.nalytique, ... ont coiiduit atix spectres esscilticl de Fredl-iolin, serni-Fredholm, 

spectre généralisé,.. . 

En 1958, S. I<ato a riiontrk (cf. [ll,Tliéorèmc 41) que si A cst uii ol36r:iteur 

ferin6 dails uil espace de Bailac11 ct semi-Fsedliolin, alors il existe ,Y1, driix 

sous-espaces fciiilCs de tels que 

b) -Yo c D ( d ) ,  .4(-Yo) c So et A. = A I X ,  cst ililpotent 

C )  A(-Y, ri D(A) )  C -Y1 et si oii note Al = alors R(.-l,) est fernié 

Où hT(A)  et R(A)  d6sigiierit s6sy)ectivciiieut le iioyaii et l'ii-iiage clc A. Uii ol~Grnrcur 

clni vérifir la coilditioii (c) sera clit s-regillier. La tli.coiiiposit,iori p~i.cc<lciite =I = 

Ai t l )  A. est dite di.coiill)osit,ioii dc Kato. 

Réceniinciit, T.T. iVcst 12.21 a donilé iiile d6iiionstration plus siml>le dc cette 

rcinarqual~lc 1,ropriCté des opérateurs scini-Freclliolrii. 

Ei-i 1980, J.P. La1)roiisse [13], a. car.act.(.ri& tous les opéia.teurs qiii a.clmet,tent, 

iiiic di.coiiil)osition <Ir 1Cat.o tlniis Ir cn.s Hill>c.rt,ic,ii (opér;iteiir quitsi-Fic(llloliIi). Le 

tli60ri.iilr di1 "sél'i~rat,ioi-i slx:ct,ralc" ililplique tlric O E o ( A )  est isoli. si ct seulc~iiic~iit. 

si -4 adinet iinc cli.coniposit,iori (lc la. forinc -4 = Al @ A« oii Al est iilr.crsil,lr et, 

A. est qiiasi-ililpot,riit; alors la. cl&coniyosition dc Iia.t,o pciit Ct,rr viie coniinc iii1 

ri.siilt,a.t (le "~6~~ar;i.tion spectrale". ljour iiil spectre "g6iidra.lis6" où Ai est. s-rkgiilicr 

2.11 lieu cl'êtrc ilix~crsible. 

En 19SO. hl .  h/Ibeklita. [16], a dévclopp4 une "tl-ii.orie spectrale gi.iii.raJis6'' pour 

lcs opCrn.teiirs feriiiks dans iiri csl>a,ce de Hilbert, con~ist~aiit, à. rcinpiacer la. iiot,ioii 
C L  cl 1 inversil~ilit6" Ilaï crllr du "résolt~ant généralisé analytique". Plus précisement,, 

si X est uii r%sl>nce de Hilbert et A est un opéra.t,eiir fermi: dans S, on dira. que A 

adiiirt, 1111 ri.solvar-it géiiéralisé da.ns Li C C ,  si VA E C ,  il esiste Rg(A, A )  opi.rateiir 



borné de X' da.iis D(A) vérifiant : 

(-4 - XI)R.g(A, /\)(A - X I )  = (A - XI), 

Rg(A, A)(A - XI)Rg(A, A) = Rg(A, A). 

Notons alors reg(A), l'cnseirible régiilier de A, défini par: 

rcy(A) = {A E C ; A adinctte ilil rCsolvaiit géneralisé aiialyticliie 

dans un voisiiiage U deX), 

et u,(A) = C \ r e g ( A )  le spect,rc gCnErttlis~ de A, a.lors a,(.4) l>oss&de l~liisiours 

lxolx-ii'ts6s du spectre c.lassique (cf. [15],[16]). Toujours daiis lc ca.s Hilbert,ien (cf. 

[15, tlihori~nic T G ] ) ,  oii riiont,rr: que "O Sf a g ( A )  si et sciilciileiit si VII >_ O , 

N ( A n )  C R(A) ct d a.dil-1c.t. in1 rdsolvant g&iidralis& cil zhro si c t  sciilciiltnt si 

Vn 1 0  , N ( A n )  C R ( A )  et R ( A )  est feril-id ". 

CF: tlcrlli~r 1.i'siitilt moritrc que si A a.dmet une <Iécoiiiposit.iori tic Iiato alors 

zbro n'est pas iui l>oiilt tl';icciiiiiiil;i.t,ioii dc a g ( A ) .  Doil<: si O E u,(.4) alors il est, 

isol6. 

Da,ns cc. trasail, nous dr>iinoris iiric ext,ension de l;t iiot,ioii di1 spectro gdribra- 

lis6 d6fini plils liaut, au ca.s clcs ogCrixt,ciirs ferni<:s d;r.iis iiii esp;i.c,c tle Baiiacli. 

Coninicnçons pax doulicr dcux reiliarqiies: 

1) Coiittairriiicilt ail cas Hilbcrticn, la notiori de "r6solvant géiiéralisé" est 

trop foite, car poiir quc l'opiiratciir A adiiiot tc iin rCsolvaiit g&ii&r;ili4 cil X il faut 

et il suffit que R(A - X I )  et N(A - X I )  soicnt fermés et adinett<.iit ri.sl>cctivrniriit 

1111 coinpl6nlcnt topologicliie (voir [4]). 

II) Si on iir>t,e 

u j  ( A )  = {A E C ;  R ( A  - XI) n'est pus fcrm<li). 

("sl~ectie" d&fini par Gol<llxrg 17, d6finition VI.7.1]), alors a J ( A )  iic possi.de pas 

lcs ~ropri6t~èsclii spectrc cla.ssiquc, par excinplc: 

(i) of( -4)  petit Ctïe vide 1116n1r si A est born6. c'cri le cas par cx-crillde pour 

A = O. 

(ii) o f ( A )  pciit IIC pas êt,re fesmC', car il existe (voir annexe) un ol->i.ratrur à image 

fcrnid<~ tel qiic si O < / A (  5 1 alors R(A - XI) n'est pas frrrnb. 



(iii) le théorènie de l'applicatioil spect(ra1e n'est pas vCrifié pour a (A) 

Soit P(X) gr X2, A' = P e t  A cléfini par: 

alors R(A) n'est pas fermé, mais pax contre A2 = O a iine image ferinée ce qui 

inlplicliie qiie O 4 of(P(A)) et O E P(af(A)),  c'est i dire P(aJ(A))  (f ol(P(A)). 

Il existe de nlcine un opérateur A (voir annexe) tel qiie A a une image fcrinéc et 

que l'image dc A2 i1c soit pas fermée, d'où O E uJ(P(A)) mais O 4 P(gJ (A) ) ,  c'est 

à dire a f (P (A) )  @ P ( a  J(A)). 

( iv)  ffJ(A) ii'cst pas stable si on l>crt,iirbc A par des 0p6r;it~ciii.s qiiiisi-iiill~ot,crits 

coiiliiiiitaiit avec A. Si par cis(:ilil)lc:. A = O et JV c s i  l'opérritc-iir ililpotciit, d6fiiii 

daiis (iii), cilors O f of(-il + nT) iiiais par coiit8rc 0 4 ~ ~ ( ~ 4 ) .  

ll;iintciiaiit, poiir 1111 opkrateiir A fcriné dails iiii cspakmc tlc Biiiiacli, iiotoiis 

Roiis obt,ciioiis alors uii iioii\-ca.11 sy>ei:tre que iioiis a.ppclcioiis sl)cct,rc siiigiilier, 

coiiil)léiilc~iit cl(: .4-1.<:q(A) < l i ~ i l ~  C, iiot,i: o,(A) coiit,cii~i drills le sl)c~rt,rc cla.ssique 

n(A) et qui coiit,ic:iit. la. froiitii:rc tlc ce derilier et  possCde plusiciirs propriét,hs de 

O(-4). Il coiiicicle R i C C  09(A) cians lc ciLs Hilbertien. 

En oiirre, oS(A) a , (A) c.t iiotis moiltroiis que la cliff6rcilce eiitic a,(A) et 

af(.il) est au plus c14iioiiil>ral>lc, d'autre part nous niontroiis qiic u,(A) est ail pliis 

<li.~~~>iiil)riil>lc si ct sciilcniciit si a(A) est au plus di.iloiiihrablc. c%t dans ce cas, oii 

il n3(A)  = o(A). 

Noton\ S-Rcg(S) = {A E B ( S )  ; O 4  il)), ~ i i  -Y est iiii chpacc ci(. Bailach. 

Alors I ~ ) u ( ~ Y )  = {A E 13(dYj ; O 4 a(-4,) ç: S-nCg(-)-j. 

Nous rcmnrcliioiis pa.r uii escnil>lc quc S-Reg(A) il'est pa.s iiii oiivcit, coiitrairemeiit 

au  groupc, dcs iiivcrsibles I i~ t : ( i l ) .  Cepeii<la,iit, rioiis moilt.roiis qii'il rcst.e st.al>le pax 

cert,n.iiles "l>et,it,es" pert,iirha.tioiis. 

Dans tout ce qui silit A- désigne un cspnce de Baiiacli coiiil>lcxc, A 1111 opéra- 

tciir fermé dans -Y, (le doiiiainc D(A) et on notera N ( A )  et R(A)  rcspectiveiiicnt 

le iloyaii et l'iiiiagc dc A.  Ce travail comporte trois parties. 



Preiliière partie 

Dasis lc prciriier paragraplie, nous rappelons la définition de la conorme d'un 

opérateur et de la métrique du gap, et iious donnons quelques rappclset Irsultats 

clont on aura besoin dans la suite du travail. 

Dans le cleiixièine paragaraplle, nous introduisons la notion d'olkrateur selni- 

régulier (noté s-régulier) défini par: 

A est s-rég~ilicr si R(A)  est fermé et Vr2 2 0, IV(An) R(.4) 

011 11otc 

s-rcg(A) = {A E C ;  A - X I  est s-rCgulier) 

rt a,(A), le spcctrc, singulier (Ic A, cst par défiiiitioii lc conil~lhiii<~iit dc s-rcg(r1) 

tliiiis C ;  oii a ét7i<\<~iriiiiciit p(A) 5 s-rcg(A) ce qui iiiipliclur qu(, a,(*-l) C O(-4). 

En out.re iioiis c\c->niions uiie list,r non <:xliaiist,ivc d'eseiril~lcs <liol~érat.eiirs 

s-régulier <li:jR. i,t,ii<lii.s 1)a.r <lif£'ércsit,s a.ut,ciirs ([SI ,[10],[11],[13],[14],[1~] o t  [.72]). Xoiis 

iiiontroiis, (l)rolx)sit,ioi~ 2.3) <~iic si D(A) est d<.iisc dans X, alors u,jA*) = O , ~ ( A )  

(le coi~lplese coi~jugu&) où A* cst l'oyérateiir :i.djoint dc A. 

Dniis lc t,roisii:iiic: pa.ra.graplic. nous dolinons iiiic tléfi~iitioii dii Ccriir d'il11 

ol)hrat,cur fcriiiC, iiotion iiit,rotluitc pitr P. Çal3lia.r [23] pour lcs ol>6rtiteilrs boriii.s, 

iioti. Co(A) le plus gra.nd sous-espi~.~~ M de X tcl < l i i~  

Daris le cas clcs opérateurs s-rbgulicrs, Co(-4) = nJ20R(AJ) et Co(A) est, frriiii.. 

Nou.; tcii-iiiiions c < ~ t t ( ~  piciiiii~rc~ partic, pi~xiigral>lit~ 4, par l'htiid(> cl<, 1;i piirtic 

rliiasi-iii1l)otciitc de A, not6 Ho(A), di.fiiiic par 

fIo(.4) = { r  E D W ( A )  ; liin ~ ~ ~ " z l l ' l "  = O}, 
17 - w 

06 Dr(A = n,>oD(A1'). - Dalis le cas dcs opératciirs s-rCgiilic~rs noiis iiiontroiis 

clrie : 
P 

Hu(A) = U n'(A,), 
3 2 0  

et qu'il csistc ui-ir dilalit6 (voir propositioil 4.4) entra Co(d)  et I lo(A)  dans 1c cas 

oii D ( A )  est dcii<c diiiis -Y, ce qui se t,radiiit par: 



Deuxièiiie partie 

Cettc partie est consacrée à l'étude de l'ensenible s-reg(A) défini plus haut. 

Dans le premier paragraphe, nous déniontroiis (Théorème 1.5) q i i ~  les opérateiirs 

s-régulier sont stal~lcs par des petites perturbatioiis du typc XI, X E C ,  qui soiit des 

perturbation5 fondameiitalcs pour l'étude du spcctrc d'un opérateur. Il en résiilte 

que s-reg(A) est 1111 ouvcit et, par conséquent, que a,(A) est un fcriiii. dc C ,  Noiis 

inoiitrons eiifiil qiie si A cst s-rcgulier alors l'application X H c(A-XI) est coritiiiiie 

dans { A  E C ; I X J  < cj.4)) où c (A)  déiiotc la conornic de A. 

Daiis le cleiisièiile pnrngraplie iioiis étudions l'eiisciiil~le des l)oiiit,s X E C tcl 

cluc 1'iin;ige dc (A - XI) soit fcrniée (rappcloils que l'iina,gc clc ( A  - XI) <:st fcrilii.~ 

si est sciileinent si sa. coiioriiir, est strict,cii~ciit positive, cf. [7],[11],[12]). Poiir t~oiit 

y > 0, riotons r, = ( X  E C ; 4-4 - XI) 2 y) .  Alors iious inr)iltroiis (cf. tli6ori~irie 

2.2) qiic V? > O, Y, est fermi. et qiie F', C s-rcg(A), oii I'!, <lisigii<~ 1'cilsciril)lc (les 

1)oiiits d'acciiiiiuliitlioi~s cl(, r,. 

D;iils IC tsoisii~iii(: r>aragrnl>1ic, ilous doiiiioiis l>liisiciirs <:nrnct6ris;itioiis de 

poiiit,s (le: C ii';i.l)pri.rt.ciii~iit~ pa.s à. n,<(A) (cf. t,l~éori.iric 3.1). Le c,oroll;i.irc 3.4 rliont,rc 

qiio 0 , ~ ( - 4 )  c»ilt,iciit> 1:i. froiitihre di1 spectre ( 1 ~  A. Noiis <l&i~ioritroiis ainsi le rcsiilt,at, 

stii~it.iit "rr,(d) cst ail 1)lus cli.noiiibra.Llc si est. sciil(,iiic~iit si o ( A )  est ;ru pliis 

cli.iioinl~ral.)lc", et clails cc ca.s, or1 a U , ~ ( A )  = a(A) .  Il cil rcsiilt,e <lii(, si A est, 

boriii: alors a,(A) # @. D'aa~t~rc pa.rt,. nous iiloilt,roils que la. diff(~rciic(, eilt,rc a,(A) 

et uî(A)  cst ail plus cléiioiiil~ïablc, et iious e i ~  tlédi~isoils que si rrJ(.4) est. iiii pliis 

déiioi1~1~riil)lr alors rr,(,.l) = cr(-4) est. 3.11 pliis d&noiril>ral>lc (voir cort-~1l;iiic 3.6). Cc 

clcriiicr corr)llitir<, est, tiric ~&ii6ra.lisat,ioii dcs ~6siilt,iit,s rllAl)ostol [l.t,Iii.ori~iilc~ 1 ~ t .  

corollaire] (cf. reIii;ir<lii<: 3.7). Nous iiio~it,ïoiis eiifiil clans Ic cas (où D ( d )  cst (Iciisc 

daiis 'i qiic lcs ~il>plica.t~ioiis X H C!o(A - XI) et X H Ho( A - XI) soiit coilst;iiit<~s 

siir la. coiiiliosaiitc, coiliies<~ CLo coiit8cna,xit O clc s-rcg(rl) (cf. corolla.irc 3.2) ct qiic 

Co(A) = n J 2 i R ( A  - A,) <:t f lo(d) - cE?I~.{A'(A - Xj ) ) j 2 i  oii "cl~~>(E}"di.sigiïc: 

1'adliCrciicc dii soiis-espa<:c ci~g(:n<lr& par E ct est tin<~ siiit,c dc~ poiiits de 

Cl0 ,  tous dist,iiict,s, covcrgeaiit vers O (corollriirc 3.3). 

Dails IC ~ ~ i ~ i ~ t ~ i b i i i ~  lx~ri~g1'~1)11~ ncnis niontrolls (tlii'oibni(~s 4.5 et 4.7) quc 

le tli6ori'1nc (le l'al)l>licatioii sl-><~ctralo reste vrai polir le spcctrc siiigiilicr. Pliis 

~>ri~ciwrnciit, iioiis nioiltroiis cliic si -4 cst fc.rri16 avec p(A) # 0 <.t si P est uil 









Soit -Y uil espace dr Bniincli roinplcxc ct A un opbrateiir fcriiié de domaiiie 

D(A) et d'iiiiage R(A) dans X. Notons N ( A )  le iioyau de A. 

Notoiis c(A) ,  la coilonnc de A, définie pax : 

c( A) = inf { i i A 1 l ' i l  . r i  E D(A) \ ,V(AI~   PL, N ( A ) )  ' 

où ~ l ( t ~ ,  N(A))  cst la distailcc dc u à N ( A ) .  

Alors : 

c(A) = iilf {lJAirll; 11 E D(A) et d(u, N ( A ) )  = l} 

= iiif { I l a t L ' '  ; 7~ E ,(A) et d(u,~V(.4)) > ullull iw<%c O < < 1) 
( K l l ,  N(A) )  

= s ~ l ~ { ~ ; / / - / î i ~ ( (  LCCI(LL,X(A)) et 71 E D ( A ) \ N ( A ) ) .  

Propositioii 1.1 (cf. [7], [ I l ]  et [12]) Soit A 7 1 n  o;oér(~.te.tl,r fermé, alors : 

i) r (Aj  > O si e t  s c ~ t l e n ~ e n t  s i  R,(=l) est  fernre'; 

ii) si D(=I)  cst dc~rsc da71.s X alors c (4 )  = c(A* j. 

Pour A I ,  N (leus sous-espa.ces fcriiiC:s de X, posoiis 

Alors g cst  line nli:t,riqiic (t1it.n i~ii:t,riclii(: du gai)) siir G ( S ) ,  I'ciisciiil>lc d(:s 

soiis-csl>a,ccs fcriiibs clc S. G ( S )  i~luili cIc cctt,c iiidtriqiic cst coiii1,lct (voir [Il), 

[131). 

i) 4.4 - AI)h(A'(.4 - /11),~V(.4 - AI)) 5 l j 1  - A l ,  

ii) 11iin(c,(.A - A I )  ; c(A - \L I ) ){ J (~V( -~  - AI), N(-4 - /LI)) 5 111 - Al. 



i )  Si X = / I  alors lc résultat est évidcilt. SII~)POSOIIS que X # / I  rt soit 

u E N ( A  - ,iI) alors u 4 N(A - AI) (CU N ( A  - XI) n K ( A  - ,tI) = { O )  dès 

que A # p) et 011 a : 

c ( A  - AI)d(ti, N(.4 - AI))  < ll(A- AI)till = \ \ ( A  - AI)u - (*4 - l ~ I ) t i l \  = IX - / i l  IltllI 

d'où c (A  - AI)sup{d(rr ,N(A - XI) )  ; u E N ( A  - P I )  <-t llull < 1 )  < IX - / I I  
c'est-à-dire, 4.4 - AI)6(N(A - P I ) ,  AT(A - XI))  5 /ti - XI. 

ii) sc tlbiiioiitr(, cil iritcrc1i;ingc~aiit A ct p .  

Pi-opositioii 1.3. Soit A un, opErate71.r ferrrré ct X, / I  E C /,cl q i t c  y = !/(fi(-A - 
A I ) , N ( A  - I I I ) )  < +.Alors : 

- AI) - c (A  - pI)I 5 3lA - / / I L L  - ~ I I - ' .  

Déiîioiisti-atioii: 

Soit F > O t ~ l  ~ I I C  2q < c < 1, aloib O < E - 24 < 1 c t  c(-4 - XI) = 

ilif{ ( / ( 7 ~ , h ( A - A 1 ) )  l'("-A')'111 . . 11 E D ( A )  C > ~ , C I ( U . I V A  - A I ) )  2 ( 1  - ( E  - 2q))lit111} 

Moritioiis C~IX, si ti E D ( A )  alois : 

( 7 l V (  - I I ) )  2 ( 1  - ( -  2 ) )  * / (  - 1 ) )  ( 1  - 1 ( 1 )  

Eii cffct, supposoi~s quc 11 # O ilc vérifie, pas la concliiyioii dc ( l ) ,  alois 

d ( u , N ( A  - 111) < ( 1  - E ) I I ~ ~ I / .  Soit 1 1  E K(.4 - ,\I) (,t I I I  E .Y(.4 - , I I )  z1loi5 : 

d[l l ,AT(A - XI ) )  5 1171 - zl111 + 1171~ - V I /  . 

Eii picnant l'iilf siir 11 E T ( A  - XI) ,  oil ol>ticiit . 

d(71. -W(A - XI) )  < I / Z L  - 71111 + d(tc3, J(=l - AI ) )  

< I I ~ L  - 71'11 + h(IV(.-l - / L I ) ,  -Y(.-l - A I ) )  . / i l / ) / l  

< 1111 - 41 + qll111Il 

5 (1  + g)ll7/ - 11~11 + qll 11 I l  
Si maiiitcnaiit 011 prciid l'irif siii I U  E N ( A  - / i l ) ,  oil -ioul-<- : 

d(71. Ni-4 - AI))  5 (1 + g ) c l ( u ,  N ( A  - i d ) )  + ~ 1 1 ,  11  

< (1  + g)(1 - E ) I I I L I I  + g117111 = [(l + q ) (1  - e )  + q111~111 

< ( 1  - E + 2g)ll11// . 
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D'où d (u ,  N ( A  - X I ) )  < ( 1  - ( E  - 2g))llull, ce qiii établit ( 1 ) .  

Moiitroils maiiltcilailt que 

c(A - XI) 2 ( 1  - E)c(A - P I )  - jX - / L I  ( 2 )  

Eii i~t~ilisailt (1) ct l'iiitSgalit,é llu,ll 2 d ( ~ i ,  N ( A  - XI)) ,  on obt,icilt : 

c( A - X I )  2 iiif { I I ' A - r r ) u l l  ; ,ti t D(A)  et d ( u , ~ ( ~  - j1,1))>(1 - ~ ) \ l , t l / l  

l l ~ l ~ l l  1 

D'oh c ( A  -- XI)  2 (1 - E)c(A - p I )  - l,\ - et ( 2 )  ~ s t  c16111011!r(:. 

Eii iiiteic1l;tiigo;iiit lcs r ô l ~ s  dc X <:t / I  c1n.iis (2) .  011 ol>t,ic\ilt : 

e c ( A  - X I )  + / A  - 111 > ( 1  - r ) [ c ( i l  - / I I )  - c(.4 - XI) ]  

et EC(A - X I )  + / A  - > ((il - XI) - ( ( A  - / L I ) .  

D'oit, oil eii (léduit qiic : 

(1 - z) l~ ' ( - - l  - AI)  - c(-4 - , I I I ) /  5 ~ 4 . 4  - ,\I) + l,\ - L I !  

EII iiitcrcl1;iilgcrni~t ciicorc: lcs rôles de X ct /I. tlaris la d<,iiiii,rc, ii16gnlit6, on 

troiivc : 

Fiiialr~iiiciit~, cil faisaiit t~entlrc~ E vers 3g ct cil iit3ilisaiit 1ç. lciniiic 1.2 ii), o i ~  

achi,vc la. di.inoiist,r:it~iori de 1:i. r>roposit,ioii. H 



Lemiiie 1.4. [ I l ,  Leiiiiiie 3.3.11 Soit  A  IL^ opérateur ferm.6 avec R(A) fermk  et 

M îrn so~rs-espasce d e  X .  Alors A(M) eut f e r m i  si N ( A )  + 17l est f c r n ~ é .  

Leiiiiiie 1.5. [12, Lemiiie 2.2, cliap 41 Po,c~r Ad et  N deux so~~..s-c.qpaces fermés 

(le X et u E S 011, CL: 

Lemiiie 1.G. [Il, Leniiiie 2.1.41 Soient  Af et  N de~rx  sar~s-cspaccs fcrncés d e  -Y. 

Porrr taîrt ,x E X cl. c > 0 ,  il c: l : is i te 11.71, vo G :r j.rn,odAf) tcl q 1 1 . c  



2. Opérateur s-régulier. 

Tout d'a.bord un résultat algébrique. 

Lemme 2.1. Soit A .LI.TL opéro.te1~r dans u n  espace vectoriel, cdors les conditions 

s ~ ~ l o n n t e ~  sonPt éq~~ivalentcs : 

(i) Y172 2 O, N ( A )  2 R(Aln), 

iii) V n  2 O,  N(A1') Ç R(A), 

(iii) Vil. 2 O, v77l 2 O ,  IV(A'L) C R(A1"), 

(iv) V n  2 O, vil?, 2 O ,  N ( A n )  = A717(ni(A7L+'n)). 

(i) + (ii) 1)as iilcl~iction sur 17; 

polir 17 = 1 c'est 11i1(> co~lhi '<l~( ' i~c(~ iili~~ii'diat <' de ji). 

Siippo\c)iis ciuc (ii) o i t  tl6i1ioiiti6 1)<)111 11 = A.. et soit II t .hr(=l"+') =+ , l b 7 1  E 

K(=I)  ç RjAh+l)  ( i) .  Doilc il csistc il E 1\T(.4L+2) t ~ l  qiic,: ilk?, = Ai+'?,. D'où 

71 = At, + i o  oii rc, E S(il9 ) R(A) (pur l~ypotlii..;<~ <l'iridiictioii). Doiic 11 E R(A)  

c'c\t à diic N(Ah+' )  E R(=l), cc clni 6t,ablit (ii). 

( i i)  + (iii) 13n.r in<liict,ioi~ sur in :  

Poiir In = O et in = 1 tl'agri:s (ii) 011 :i. (iii) Vil E N. 

Soit 71 E -Y(r ln j  a l e c  11 E N <~u<~~coIH~u( ' .  -4101s (ii) iiiil>licl~~c (111' il csi\tc 1,  E 

iY(.4"+L) tc1 i j ~ i < ~  = I I  ct (.0111111(' par hjl)otl1i~sc~ d'iiiductioii ~\ ' (r l '~+')  Ç. R(.Jh) 

011 voit q i ~ t  1 ,  E R(AL ) cc qiii iiilpliqn<x qxic 1 ,  E R(,4'" ) cc q i ~ i  i.r;il,lit jiii) 

(iii) =+ ( i l-)  : Il ~ f f i f  cl(, i 1 1 0 1 1 t r c ~  (pic, VTI 2 O, VIII 2 O. AT(.417) c .411t(-Y(.4f1+'17)) 

Soit 11 E ;l'(A1' j 2 R(Anl)  alors tr = .4"'1,. Or, 7, E AhT(A1l) =+ O = .-lui, = i l~ '+n '~ .  

d'oh 1) E S(--In+'" ). Et par consi.cl~io~~t, ( IV )  cst d<:iiioiltri.. 

(il-) =+ (i) : 11 siiffit tlc prcncl~c I I  = 1 dri~is ( iv) .  Alors 



Défiiiitioii 2.2. Soit A .u.n opérci.te~er fer71~6 dans ,<en espace de B o r ~ a c h  tel que R,(A)  

soit fermé. Alors -4 est (lit semi-réllîrlier (e t  o n  n,ote - 4 1  s-réglrlicr) s i  A i lh i f ie  l'un,e 

d e s  con.dition,s éq7rivalentes die l e ~ n , ~ r ~ e  2.1. 

Exeiilples d'opérateur s-régulier. 

1)  A est surjc<:t,if. 

2) A cst injectif à iilia.ge fcïiliC. 

3) A est 1111 olsdsa.t,c~ir cle I<at,o (cf. [ I I ] )  c'cst-à-dire v ( A ;  I )  = m (iiot,at'ioii cle 

I\;a,t,o) et cllie X(A)  foriiic. Alors v(A; I )  = m H \in 2 O ,  A;(A7' ) R(.-l). 

4) il cst iiii oI>Ci;ctc:~ir (Ir Çn.l>liar (cf. [32]) ,  c'est,-;-<lire eii iitilisiiiit l < ~  t~cr i i i~s  

de Sa.plin.r, t801 cpic .A soit parfait <:t rbgulieï. 

5 )  .A CRI 1111 0~3i'I'itt~111" <le Iii~ii.sl10~1i c'<:st-;~.-dir(' .'1 il li\ l>rol)ri6t6 P(I. 0 )  (cf. 

Il()] 1. 

6) A est iiii opdrat,ciir Gol<liiiiiii ct I~ni.at~koi~~sli i i  [ô]. 

8) A c\t ic:giilic.i (cf. [1;>], [ lG]) .  

Soit A ilil ol>;\riit,riir fcrliii. ii7cc D ( A )  tlciisc (liiiis -Y, iiotoils alors 

A* : -Xf -, S* l'ol)':i.tii(~iir ii.tljoiilt tIe A. Il f:st l)i(>il coi11111 (111<> (voir, pas 

csc111plc [Tl).  

Proposit,ioii 2.3. Soi i  -4 u.rr. opErci.te.i~.r f e rmé  «:«ec rlo7nain.c dense  d a ~ s  S .  Alors,  

A s-r<.:g.rclicr + A" ~ - ~ I ! g ~ l t l ~ ~ ' r .  

E n  pll~..~i. VI? 2 O ,  X ( A n ) ' -  = R(A*") ; IL\'(A*~) = R(=il'). 

Morit,rons piir iiicluct,ioii que‘ V,II  E N, N(An)' R(=l*T1).  Pour 7, = 0 

c'cst évident. En oiit,rc, R(A)  feriilii ++ R(A*) fcriiii: (voir Proj>c-,sit,ioil 1.1), d'oii 

N(A)' = R(.4*). Donc l'iiicliisioil est, eiicosc vri~ie pour ,r> = 1. Sii1,posoiis la. 



6tablic pour 17 2 1 et soit f E alors ,f f hT(A")'- . Par hylmthi'sc 

cl'iritliictioii 39 E D(A*'" tcl qiic. f = A*"y. D'oii VZLI E i l r (An+]) ,  O = f ( w )  = 

(d*")g(u)  et y(Anto) = O, cc qiii entraLie que q I R(,iln) n il'j.4) = AJ(=l) . 
Par  coii~i.<~ucilt. g E AT(A)I = R(A*) ct  doiic f E R(Af"+l )  ce qui nioiltrc 

l'iiiclusioil R(iln)l  c R(z4*'L) POUI tout 77 2 O. Et cornrile l'aiitre iiitliisioi~ est 

toujouis ri.iifii.c,. oii ;i Vri 2 O, AIT(A'L)'- = R(AXn) .  Pai aillç.ius, il s-régiilicï 

inipliqiie Vi1,1r> 2 O, A\T(.4") 2 R(AU7).  D'oh R(A"'ii ~ J T ( A ~ ) ~  = R(=l*n) et, 

1 x 1  coiisi.quciit, N(A*" ' )  Ç R(A*") Ce <lui iiloiiti-r cliic A* cst ~ - i 6 ~ u l i c r .  

Lc rest,c dc ln di~i~ioilst,iiit~ioii sc fait tlc 1ti. iili.iiie ia.çon q i i ~  pliis h;\iit. 



3 3. Cœiir d'iiii opérateur 

La notion du C>awr tl'uri opérateur n été iiitrodiiite par P. Sal>liai [Xi] daiis le 

cas cles ol,i.ratciirs boriies, oil doilne ici une cl6fiilitioii dans le cas des op6ratcurs 

feriii6s. 

Défitiitioii 3.1. So i t  A UT?, O ~ ~ T ( L ~ C ~ ~ I . T  fer7né d a n s  X. 0 7 1 ,  appelle ccriv.r d e  .4 et on  

le n.ote Co(il), le plus gr«.nd (u.7~ sens de l'in,cl~ct.sion,) sons-espace ~~iectoriel 17d de 

S tcl que: A(A1 n D ( A ) )  = A l .  

Exciii1)lc : Si A est, siirj(,ci,if alors Co(A) = X 

Proposit.ioii 3.2 Soit A . i b n  opc'rcl,tc,trr f e r m i  d e ~ b s  ri dc doîrc«.l:7ac D ( d ) .  A l o ~ s :  

d l  = (11 t -Y ; V I L  > 0, 3 r , ,  E D('rl)t,cls que 11, = ,O" et  AL,,,+^ = 11,,) 

Tout d'al>ord inoiltroils que il(111 n D(A j j  2 ,Yi. 

Soit v E -11 n D ( A ) .  alois VIL > O, il existe v,, di~115 D ( A )  1)0~011~ w,, = I % , - ~  

~ ) O I I I  17 2 1 v t  = -411. v7, E D(A) + i1 in+j  D ( A )  et wI,  = 79 , t - l  = .-lu7, = 

-4 dc)11c -4 1 1 ' , , + ~  - 1 0 , ,  c t  = f l t i  c c  cpi i  iiill)licliic 11111, 1 i~ C -11 ( t i~lors 

. 4 ( l f  n D ( - 4 ) )  Ali 

Ri.ril)iorliiciiiciit . Soit 11 E J i  aloi5 V l i  > 0, 3uI, E D(.-l) t c l i  ( 1 1 1 ~  11,) = v 

et -'1?1,,+, = O,,. D011c 11 = = ~t 1x11 coiisbqucnt il siif-lit iiioiitrc~r 

cluc lS1 E 11. 1 ~ ) i u  c'la ~ 0 ~ > 1 1 5  111" = O ,  ct = 1)oiix 7 1  2 1. on a 

IP, ,  = i l , ,+l  = ~ Z T < , , + ~  = i47il,,+i ct 70" = 111 <loiic y17 2 O il cui\t<x . I I ? , ,  <li~lli D( A)  tels 

<11i(' 1 1 ,  = 1 1 , ~  et - 4 l 1 ~ , , + ~  = P O , ,  d'oii V I  E AlnD(.4) c t  ii  = - 4 1 , ~  + d i  C , - l ( l l nD(A) ) .  



Et P 1 l  E Co(A) =+ 3112 E Co(A) n ,(A) tel que Pl, = -AL,, 

Donc 011 coiistriiit iiilr siiitr PJ,, E D(A)  tcllc que tio = o et A O , + ~  = II, .  D'où 

PL E Af et doilc Co(A) C A f  r t  par c o r i ~ é c ~ ~ ~ c ~ l t  A i  = Co(A). 

Il d f i t  dc inoiitic.1 qlic O,,,, R(.4J) c rl(TiJ2,,R(4J) n D ( 4 ) ) .  

Soit 11 E f'1,~oR(-4,) c R(A) .  alors il c,xistc a E D(A)  tcl cluc u = AT). 

hfoiltioii5 qiic VJ  > 0, 11 E R ( A 7 ) .  Eii rffct ( L  E R(AJ+'  ) =+ 3r9, E D(ill+' ) 

tel (III<, 11 = -47+111,. DOI~C At< = i l ~ + l o ,  d'oi~ O - A I I ) ~  E i\T(A) R(-A1) CC 

qiii iiioiit i<% 1' E li(*ll) c t . 1)ai ( . o i ~ i ~ ( ~ l i (  ut, 2 O.  i. t Ji'(- 1' o i i  c-iicore, 

1 ,  E ~ I , ~ ~ R ( - A J  ) n D ( A )  ct 1~. i i~ll~il l(~ c5t t~ i . l i iO l i t i c~  

Leiiîiiie 3.4 Soi t  A s-,i.<,q.itlie~ alors 

Polir 1 1  = O ct 77 = 1 <:'<'st. 'vi<leilt. SII~I~)OSC)I~S ~ I I C  c'rst vrai 1)oiir 17 et soit 

11, E D(A'li' j alors 

Eii oiitii.. -4 5-r&giili(,r iiill>liqiic qiic d7'(1Z'(.4"+' ) ) = N(.-l). D'o;i 



(1) Si A est fcriné ct s-régiilier avec doiriaiile drilxe alors VIT,  > O .il' est 1111 

opéritt,cur ferin<: a.vcc domnilie deilse. En cffttt, oii iitilisc ln. i>r»positioii 3.3, 1c 

lciililie 3.4 et [7. tliéorliilc IV.1.71 

( 2 )  Il rxiste (lcs op6iiitciiis fc-riiils dont lc caiib il' est pas f c , i i i i G  (voii anilcse). 

Corollaire 3.5. Soit '4 s-régr~licr a1or.s &(A) e s t  ferrn.6. 



5 4. Espace  Ho(4) .  

Définitioii 4.1. Soit A u n  opéro. te~~r fermé; o n  nwte Ho(-4), la J K L T ~ ~ c  quasi- 

n~:lpoten,te de A, définie par : 

Ho(-4) = {z DM(A) ; liiri ~ l z l ~ x ( ( ' / ~  =O), 
11-03 

O &  D"(A) = r)n>OD(.411). - 

Leiiiiiie 4.2. Soit -4 un opératcr~r ferrr~i.  Alors : 

1) Vj > O,  N(A.I) c Ho(A) ; 

2) .r: E Ho(A) ++ =lx E li',,(A) ; 

3) Ho(A) = S ++ A q~l~(~,si-ailpoten,t 6.c. a ( A )  = {O}) 

Déiiloiistratioii: 

1) ct  2) faciles à v6iifici. 

3 )  (+) : X = H o ( d )  C D(.4) et. A fci.1118 iiiipliqiictlt que. A cst l~oriii. (tll6osi~iirc 

<lu gra.plie fcrilié). D'a.iitre l>aft1, Y:c E S = Ho(A), la stri<> c JLO ~ - . i - l ~ j ~  

coiivcrge YX # O. Or, (A - A)(- C,,20 X-.i-iAJs) = .r. 

D'où YX # O,  R ( d  - A )  == X. E ~ I  outre. oii vhrific f;i.cilciiici~t. qiic VA # O 

I\J(A - A) n H o ( A )  = {O). P m  <:o~i~é<~u<:iit,, il - X <:st iiiversi1)lc VA # O ct doilc 

.(A) = {O}. 

(e) :Si A est ciiiasi-nilpot,ci1t alors ((A" \ ( ' f  O cluaiid 1,. + oc?. Doiic Vs E X, 

l i i ~ i , , , ~  II~"'xlll/~ = 0. 

Dé11ioiistratioii: 

D1alxi" lc lciilin(, 4.2(1). il suffit dc moiltrci qur. Bo(-4) C U,laN(AJ ). 

S u l > l ~ o ~ " f i  ~ 1 1 1 ~  7 4 uJlci';(=l') ill<>i\ d ( n , ~ ~ ~ , ~ . \ ~ ( ~ - l ~ \ )  = O > 0. hIoiltioii~ 

r 6 Ho( i l ) .  Siiroil oii aiirait : 

(Poiir la (l~silière iiiégalit6 voir lcir~iilc 3.4) 

D'oii, liiii,,-, ( IA"~I( ' / "  > c ( A )  > O. 



Propositioii 4.4 Soit  A u.n oyirc~tcrtr ferrné,s-réyi~,lier. Alors : 

1) Ho(A) C C4.4) = n 1 2 0 R ( A J )  c ~ t  fermé. 
- 

2)  Si D ( A )  = -YXI, alors 

Ho(A*)  = C o ( A ) l  et H o ( A )  = Ico(A*) 

O zi C O ( A ) ~  = { f  E S* ; f ( : r )  = O Va: E C o ( A ) )  

Ico(A*) = {s f X ; f ( z )  = O V f  E C o ( A * ) )  

Déiiioiistratioii: 

1 )  A cst s-rkgulicr donc d'apr6slle lcrnme 3.3 ct 10 coroll;i.ire 3.5 oii a.: C o ( A )  = 

n j 2 0 R ( A J )  est. fcrinb. d7;i.utre lx~rt,: V n  > O et V j  2 O;  AT(A") C R ( A ~ ) ,  ce qiii 

iiiil)licliie <ILI' UT,>o - N ( A 1 " )  C C o ( A ) ;  ct ln l3ropositioil 4.3 doiiilc, & ( A )  C Co(rl) .  

2)  Soit 11 E Ho(sl)  ct f E Co(-4*), piiis(liic: A est s-ri:giilicr oii a. d'a13ri.s 

la propositioii 2.3 q ~ i c  A* est s-rbgiilici et pa.r coiiséqucilt lii. r<tst.ricti»il de  A* i, 

Co(A*)  est, siirj<~(:t.ivc~, t11ors il cxist,e 0. > O et  { q l l ) , l E N  <1i111~ D(.4*) tels <III(': 

( 1)  90 = .f ('t A'!~n+i = 911 et 

( 2 )  Il9n I l  5 uf711.f I l .  

Or (1) + f = .4*"g, V n  > O.  D'oii, 

. f ( ~ )  = .4*"~,(21) = 9 f l ( = 1 f 1 ( ~ ) ) ,  VIZ 0 

=. I.f(u)l I ll-~"(~~)Iii1~1211. 

De ( 2 )  oil a: l f ( , i ) l  5 (1~ll.fllll-4~1~II. Or u f H O ( A )  J liili,,-, /1.~"î111'/" = O. 

DOllc VE > 0 : 3-y 1' N : y?? > * I . f ( t l ) l  < ~ ~ ~ ( l " / l . f l l .  

D'où, si ç < 1/~1, illors ~ ( I I )  = O ct I I  C'o(il*). 

Lc ie\ tc tlc ln  d6iiioiist i w tioii \e fait coiiiiilc pliis llaiit cil ~~ti l isai l t  lii syin6tiie ciltre 

,-l et A* .  







fj 1. Propriétés des opérateurs s-réguliers 

Tliéorèiiie 1.1. Soit A î1.n op~ra.tcrrrfcrrr~.~ nucc R ( d )  fC~rn,d. Alors les condition,$ 

a,i~i~mntes sont équivalentes : 

i) A S - T ~ $ " I L ~ ~ ~ T ;  

ii) Vu E N ( A ) ,  il existe f fonction an,alytiqite rlarrs 7 ~ r ~  7ioisin.agr: U de zéro à 

71ale~trs rlrl.n,a -Y telle qite f (0 )  = 21 ct f (X)  E AT(,4 - XI) p0w.r to.tbt X E U .  

i)  =$ ii) : Piiis<liic> Co(A) rst fc.riiii: (Coioll;~ir<: 1.3.5). coiisi<li.ioils 

A. : Co(d)  -+ Co(A), la. rc~st.rictioii <Ic A A. &(A).  Alois A40 cst siirjitctif. Doiic 

il csist,c> t r  > O t,i*l (~iii, 'di1 E Cc)(A). il esist,c { 1 ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ l  C D(.I) tc1 <lii(> 110 = I I .  

-41Ilt+, = l l l i  ct, I/~ll!,[l 5 ( l l ~ ~ / ~ l ~ ~ .  

Sc-)it C? = {A E C : [ A /  < CI.-' } ct VA E Z J ,  posoiis f ( A )  = x:=,, ir,,A" ;ilors ,f 

cst ;iilalyt,iqiic t1;iris U .  

Soit iii;iiiit,<:i~;iait 11 E i\r(,lj Co(A) :ilors oii pciit. clkfiilir { i ~ , , ) , , > ~ ,  - U ct f 

coiiiine l>lus li;rut,. Il cxst clair qitc f ( O )  = wo = 71. g N(=l). Eii oiitsre, VA E U ,  

(-4 - XI)f(X) = c:=o A''-426,, - zoo ,>=O A7'+L'il,1. 

o r ,  i l ( )  = LI E -tT(rZ) 2. :.-Io,, = 0. 

Doiic (-4 - X I )  f ( X )  = C:=l A" rr ,,-1 - Cr=, X'L+l t ( , i  = O, ce qui pmiive qiie 

f(X) E iV(-4 - A I ) .  

ii) + i )  : Il huiiit <Ir i l l o i i t~c~  (lur Q I I  > O ,  N ( A )  C R( i l r i ) .  Soit II E X(il) et 

U ,  f coiiliilc dails ii j. 

si A f O alois ./(A) E dV(.-l - XI) 5: R(.-1" ). VI/ > 0 . (11 

Or, ,f cst aiialyti<lli(-. tloiic. coiitiiiiie cn zbro, d'oii ,f(X) - f ( O )  = î r  quaiid 

X + O. 

Eil iitili5iiiit (1). oii  oit (liic' o E R(,17'j ct. par roilhbq~l(~n~. 

h4oiitroiir par iiitliictioii siir I I  qiic R(An)  est fciiiii.. Pour 1,  = 1, R(A) 

cst friili6 1x1s llyl)otlii*sr. Supl)oboiis qiic. R(A1l) cst fcriiii.. alors d'api6s (3), 





6 = 6(iXT(A), A'(A - XI)) < d&s que l X l <  c(A)  . 
c(A) - IXI 

Soit i~iaintcilailt II E D(A) ,  E > O ct soit vo = v - ti) où tc E lV(A), roinilie 

claiis le lciniiie 1.1.6 oii a: 

D'où 
11(-4 - XI)OII = - XI)tloll 2 11-4~1o/I - I ~ / ~ ~ ~ ~ o ~ ~  

> [ ( A ) .  d(vo,IL'(A - XI)) - IXl l /vo j /  

l - h  > ( ( A ) .  -(l - =)l/t1oIl - IXll l t ,oi /  . 
l + h  

D'où cil iitilisaiit (1). oii ol)t,iciit : 

11(-4 - A I b I l  2 [ ( l  - E ) ( c ( - ~ )  - 2IAI) - I / \ I ] l I ~ o l /  

2 [(l - c ) ( r (A)  - 21,\1) - ~ X ~ ] ~ ~ l l  - 411 

2 [ ( l  - E ) ( c ( ~ ~ )  - 2lAl) - lXl]d(11,1V(L4 - X I ) )  

D ' c  )I'I <(-4(X - 1 )  2 (1 - E ) ( L ( ~ S ~ )  - 2lXl) - IXI 

ct coiiiiiic~ t cst iirl>itiaiic, oii tioiivc 

c(A - X I )  2 c(A) - 31x1 

ct lc lciiliiie est d6iiioiitib. 

Tliéoïéi~ie 1.4. Soit A f e ~ l n i ,  , s - T ~ ~ ~ ~ L ~ % c T  (1.10~s VA E C .  / X I  <  il). 
A - X I  est s - ~ é g ~ i ~ l i ~ r .  

Soit : Co(-A) -t C'O!.~). l<r ir.stiictioi~ tic .A r'i Co(,i) D'alni '~  1r col~l l i~ i re  

1.3.5. Co(A) c4t f(~iili6. Eii 1itilih;iiit lc l(~iliiilc 1.2, A. Ctaiit suij(,ctif. oii cil tli.diiit 

q11r' / X I  < <(-Ao) .-.; R(:lo - XI) = Co(-4). D 'o i~  (il - XI)(D(A) n C o ( d ) )  = C o ( d )  

pour tout IXI < c ( - 4 " ) .  D'alitr(. p'tit, S ( A )  5 Co(;l) iin~li(l11t~ c(Ao) 2 c ( A ) .  Par 

co11s6quc11t. 

VA E C .  I X /  < cjA), Co(A) 5 Co(.4 - X I )  . (1) 

Par iiillciiis, # O, S(d  - X I )  5 Co(,4). Doiic, cii iitiliwiit (1). oii voit que 

VA E C ,  / X I  < c(--1). - A T ( d  - XI) Go(;l - XI) et, pni coi~si.~iiciit,  VA E C ,  

[ X I  < c(B), Vn 2 O, n ' ( A  - XI) 5 R(=l - X I ) n .  



Il reste à nioritrer que R ( A  - XI) est feriilé pour tout ( X I  < c(-4). D'après le 

lemme 1.2, on peiit supposer Co(.A) # {O) ct  Co(-A) # _y. Notoiis = x / C o ( A )  

et  soit A : X -+ .Y defiiii par Vü E D ( A ) ,  Ac = dil. Il est clair qiir A est liiiéaiie 
- 

et  fcriili.. hlont,roiis cluc AT(A) = {O}, eil e fk t  si II E X ( A )  alors A ~ L  = O =+ ,411 = O 

d'où AII E Co(A) ,  cc qui iiripliquc u E C o ( A )  ct doilc C = O. Par  aillrurs, 

rcii~arqiioiis que c ( A )  > c(d).Eii  effet, qoit u E D ( A )  et  710 E CojA) n D ( A ) ,  

alors 
112 1 1  = d(11, C o ( i l ) )  = d(u - I L " ,  C!O(.~)) 5 d(u - 710, A'(.4)) 

or. --l(C0(~4) n Di.4)) = C'<)(A) cl*o<i 11711 /  5 &i/.Aili~, ce qui i l ~ ~ ~ i ~ r ( >  (111~ d.4)  2 

c(-4) ct,, p i ~ r  cons6qnc~t,, I ' j j l )  cst ferilii.. D';iiit,rc: i,iirt: oii ii iiioiiti.6 l,liis 1ii;;it 

que p(->iir toiit I X I  < ci i l ) .  (-4 - XI)(Co(,A) n il(.-1)) = (7»(.4) ot i.oii~iiic A T ( A  - 

XI) C C'o(.-l), oii cii tll<liiit. (liic. l'ol)4rat,<:iir ( A  - XI) = A - XI (.hl. ii~jcct.if ct, 

,i E R ( A  - XI) H ,U E RR(4  - XI).  

En oiitre, A cst iiijoctif à iiiiiigc f<~riili.ix tloiic ~1';iprès 1~ l(~ii i i i i~ 1.2. ~ ( 2  - XÏ) 

<,ht felllli. 1)OUl. t0~1t ] X I  < ~ ( - 4 )  (\t <1011(. l>C)Ill t Ollt IXI  < ((*4). 

hIoiit,roris m:iiiit,ciiiirit; cliic X(.4 - XI)  cst f(.riir& 1)oiir toiit j X /  < c(-4).  Soit, 

{II,,) C_ l?( A - XI) t.cl <111(' u,, I I  E X. Alors tl, ,  + 11 (l>iiisqiic / /  11 1 1  < 1 1  I I  1 1 )  ct 

71 ,, E R(,< - XI). o r ,  R( A - x Ï )  est. f<:riiiC poils t,oiit 1 x 1 < c( -4) <130ii  I L  t R( A - x Ï )  

ct,, pi= cons6(lu<'iit,, 11, E R(-A-XI) poiir t,oiit / X I  < c(A 1. Cr  qiii iiloiitrc- cliic. 'dX E C ,  

IXI  < c(-4) .  R(.4 - XI)  cst f(>iirii. (l'oii la <l6iiioiistsrii.t1ic,!i tlii tli6oic~i1i<~. 8 



Propositioii 1.5. Soit -4 fermé, s-rég~~giLkzcr (I.~oI-s 

[ A (  < c ( A )  + Co(A - XI)  = Co(A).  

Déiiioiistratioii: 

011 a vu dans la déinoi~stratioii du ttlii.oiimie 1.4.(1) qur VA E C. / X I  < c(-4). 

Co(A) c Co(A - X I ) .  

Iriversciliciit , soit ( p  1 < ic(A)  a l o ~ s  A - / I I  est s-rkgulicr (voir tli6oii'iiie 1.4.). 

D'où, [ A  - / I I  < c(A - / I I )  iiiipli<luc. C'«(il - P I )  C Co(:l -- XI).  D-triitie ptirt, 

el1 utilisnilt lc lciiliiic 1.3. oii voit. que ((-4 - / L I )  > ( . (A) - 3 / / 1 /  > 1 / 1 1  ct, llilr 

coiisi.qiic~iit, Co(-4 - / L I )  C Co(rl) .  Doil(.. oii a iiloiitri. <III(. \i 1 / 1 1  C: tcj24),  alori 

Co(A - / I I )  = Co(A).  Eii iitili\;iiit 1r tli6ori~iric 1. I oii cii tli.tl~iit l~ ~Ciiilttit 

Corollaire 1.6. S«<i A f(:l-r11.6, s- ,r(!! /~/ , l i i :~ ( I , ~ O T S  ~ ' ( I ~ ~ I ~ I ~ % C « , ~ ~ O I I  X H (.i-A - XI) c . d  

conf,in,.rrc ~ < I , T I . S  { A  t C ; /AI < c(A)}. 

Démoiistrat,ioii: 

VA E C5 ( A /  < (:(A) =+ rl - XI est, s-ri:giilictr. Eii iit.ilis;ii~t ciic.oi.c, 1(' l<.iiiiil(' 1.3. 

oil voit qiic si ( A /  < c( A) ct  \ / I . (  < c(-4) ;\lors 

14.4 - A I )  - (4-4 - pIj1 5 :31,\ - pl 



5 2. Opérateurs à image feriiiée. 

Soit A uii opCratciir fcriiii: ct y > O, iiotoiis 

Alors, (l'après la ~)ropositioii 1.1.1, 

U r, = { A  E C ;  R ( A - X I )  est f<~ii16}. 
Y>() 

Lemnie 2.1. 

(i) 71 2 7 2  + r12 c ryi .  
(ii) Y7 > O ,  l'«ppli~«.tl.o71, X H LY(A - X I )  P S I :  c«n.tin,,u.e d c  r, d(i.~~,.s C;(-Y). 

di.nionstriitioil: 

(1) 6vi<l(%iit. 

(ii) 011 iitilisc le lciiliiic 1.1.2 (ii). 

i )  Y7 > 0, r, est ferrr~é .  

ii) Soit y > 0. u.lo~.s : A,, E r!, =T A - A O I  est S - T ~ , ~ ~ L ~ % C T .  0.0. î!, e ~ t  l'cr~,sem,lle 

dc'ri.ric' dc r, (c'est-ci-disre l'enscn~blc cles poi71.t~ d'a.ccr~rn~rlation de r,). 

i) Soit {X,)lr2i C Fr t,c1 (111~ A,, -+ Xo. Moiit.~.c)ils <III<, Xo E r7. Soit A,, ct A,,, 

claiis Fe,., :dors le lcrllili(~ 1.1.2 ii) iiiil)1icl~~e ~ I I C  : 

D'où la suitr {Ar(.4 - X n I ) ) r , > i  cxst de C~x~icliy daiis G(X), cloiic coiivcigciite. Soit 

A f  = 1 1 n i ~ , - ~  lY(A - X?,I). 

D'a1)rbs Ir l(,iiliilc 1.1.2 (i). oii a 



Utilisa.ilt, mainteila.iit Lemrnc 1.1.5 pour N ( A  - X , I ) ,  M et  II. E hr(A - XoI) 

alors : 

On prenant le sup. siir ZL E M(A-XoI) avec llull 5 1 dans la derilière i~ l i .~al i té ,  

on t roiive 

S(N(A  - XoI), h f )  5 [l + S ( N ( A  - XnI), A/l))S(N(A - hl), N ( A  - X,,I)) 

+ s(nT(-4 - x , , ~ ) ,  A r )  . 

Et, cil utilisalit ( 3 ) ,  011 obticilt 

1 
S(N(A  - XoI), AI) 5 [l + g(h7(A - X,,I), Ad]-\A,, - XoI + g(-YT(--1 - X,,I), A l )  

Y 

Fiiinlci~icilt,, cil pa.sso.i~t. à. la. 1iiriit.c (lii:i,i~tl 17, -t co tlaiis cot,tc <I(.iiii<:rc iiii.gnlit,é, 

on tr(.~uvc 6(1L'(il- AoI), A l )  = O c'est,-à-dirc que N ( A  - A n i )  C AI.  

D'autre pa.rt, soit Ir  E A1 a.1or.s 

tl'oii 3i11,, E N(.4 - A , I )  tc-1 tliic tri,, -+ 1 1 .  

POSOI~S I I ,  = II - PD,, alois O , ,  + O et 1 1  - u,, E hi(A - A,,I). 

Eii outrc, 

( A  - AoI)u, = ( A  - AOI)ll - ( A  - X g l ) ( ~  - 11,)  

= (.4 - AoI)u - ( A  - AnI + X,,I - AoI)(ir - u,,) 

= (-4 - A,,I)ll - ( A , ,  - A,))(?! - U?7 1 

Or, liiii ( A , ,  - A o ) ( o  - 2 1 " )  = O d<)ilc ( A  - AgI)u, + ( A  - AoI)(I ct u,, 4 0. 
>? -03 

Et coiiliiic l'op6iatciir A - AoI cst fcrmC, oil ri1 déduit qiic ( A  - AoI)zi = O et, 

par coi~si.r~~icilt, Ç A7(A - A n i ) .  Doilc N ( A  - XoI) = A l  = lim ($ (A  - XnI). 
n-oo 

Par aillciiis. cn p;issaiit la liiiiitc (laris ( 1 )  quasltl nz -t CO, 011 ol3ticiit : 

1 
g(AT(A - XoI), N ( A  - XnI) )  5 - / A n  - A"/ . 

Y 
(3) 

Par coii4queiit. 3N E N, tel qiic2 

1 
Vn 2 N ,  g n  = g ( N ( A  - XoI), N ( i l -  An 1 ) )  < 5 

d 



d'où 4-4  - AoI) 1 < ( A  - A,,I) - 31A,, - A o / [ l  - 2yn]-' 

L 2 - 31h, - h l [ l  - 2gf,j-' . 

Eri l'assaiit à la. liiiiitc qiii~.iid 11 + co, oii obticiit, c(il - Xo 1) > y c'est-à.-dire 

que A. E r, ce q i ~ i  moiit.rc que I'-, est fcriiié. 

ii) Soit X o  E I'!, ot  {XI,},,>1 - c r, tcls <III<‘ X I ,  - A(]. Alors, <l'al>rixi 11. 

A. E I', d'c~ù R(A - X,,I) c\t fciiiii.. Par aillcui,. r<'iii;ii(lnon~ t111(~ VA f A( . 

KjA4 - AI) C R(.4 - XoI)"' 1x)ur toiit I I I  E N. 

Eii l~~i t ic i i l ic r ,  oii ;I ' ( . l  - X,,I) C R ( A  - Xi,I)"L VI I I  E N . Soit I I  E 

N ( A  - AoI)  nvcc l l t1 \1  5 1 ç t  soit, 111 E N fixi.. Alois 

D'oii, rii lx~\saiit à lii liiliitr, clii;iiitl 11 + cm, 011 eii <l(:tli;it qii(, 7 1  g R(A - XuI)"' c:. 

13"' coll~i.qllcllt : 
- 

.Y(.1 - XOI) C R ( A  - AoI)'" (4 )  

hfoiitioili iiliiiiitcii;iiit (1ii<- R(.4 -- XilI)"' rst f('uu6 1)oili toilt I I I  E N. I'ai 

iiitliictioii 5111 17,. poiii 717 = O,  c'c\t é~iclciït <.t Ic cas 111 = 1 SC <li.<liiit tlr i ) .  

SLI~>~OSOIIS c111(- R(A - A,,I)"' c,st fciiiii.. Alor5 (4) iiiïldicliic <111c, N(A - XoI) + 
R ( A  - Au 1)"' = R(A - AoI)'" cst f('iiii6. El1 utilisailt lc lciriili<~ 1.1.4, oii voit qii(. 

R ( A  - AOI)rll+l rst fcrii1b. Pa r  r o ~ ï ~ i . t l ~ ~ ~ i i t ,  Q717 2 O. R ( A  - Xo 1)"' cst fcriili.. qiii 

acli6vc la tl6111oiist r;itioi~ du t lii,or.;~nic.. 



Corollaire 2.3. L 'applic«.tl:or~ X H c ( A  - XI) e.st scmi-con,tin ~ L C  s u p  kric.itrcment 

d e  C d a m  R+ . 

S i i p p o ~ x ~  le ccorollaiie faiix. Alors 3Xo E C ct 3t > 0, V6 > 0, 3X E C tel 

cliie ( A  - Xo 1 < b ct, c(A  - XI) 2 c(.4 - Xo 1 )  + t .  
~ o i i c  3~ > O tels ~ I I C  ~ 1 )  E N, 3X, E C a r e c  IX,, - XoI < + et c(A - X,,I) 2 

c ( A  - XoI) + t > O. Mais alors d'après lc tli6orCi:le pri.ci.clcnt ((-4 - XoI) 2 
c(it - XoI) + t, coiitiatlictioil. 



5 3. Doniaiiie s-régulier d'iiii opérateur. 

Soit -4 1111 opCratciir fciiiii. daris iiii espace dc Bailach -Y 

Notoiis s-reg(A) = { A  E C ; A - XI s-régulier). 

Il est clair c~uc p(A) C s-rcg(A), oii p(A) cst l'c~iiscinblc résolvaiit dc A. Soit oç(rl),  

lc sl>cctrc 5iiigiilicr dc A, 1)ar <léfiriitio~i c'cst lc coiiiplCiiiriit d a m  C dc s-icg(il j. 

Reiiiarqiie : 

2) us(-3)  cst fcriilé (l~iiisqiic: s-reg(A) est oiivcrt voir T11dori:iiie 1.4). 

3 )  Si D ( A )  est clcilsc, iilors as(A') = a s ( A )  coiiir>lcsc coi~jugiii. (voir Propo- 

sit,iori 1.2.3 j. 

4)  Si S cst iiii Chl)il<.('  (Ic Hilbc~t iilc)r~ a s ( A )  = a,(A) oii a , ( A )  cst Ir sl>cctrc 

gC116iiilisC <lc A, i.tiitli6 par hI.Adl)c~ltlifn (voir [ l j ]  ct [l( i])  

Tliéorèi~ie 3.1. Soit  A ,un op&rutc~u.~ ferln6 e t  X o  E C tels q.11~ R(il - XOI) .$oit 

ferrn.é. Alori; lcs con,(iition,s sair~ri.n%e,s s o n t  6q~1,i~uc~lcntcs : 

2 )  L'o,pplication X H Co(A - XI) est  con,st«.nte a u  .1~oisi7i,crge de X o  ; 

3) 11 czlstc X # An tcl que C C ) ( . ~  - XI) = C C ) ( ~ ~  - XOI) ; 

5 )  L '«.pplic«.%ion. X H c(.4 - XI) est contin.,u.e c n  Xo 

6 )  lin1 c(~-1 - A I )  > O ; 
A-A0 

7 )  A. E U,>oI'!, (ni I?: c.yt l'ensemble dér ivé  d e  ï, : 

8) L'applicr~t7.07~ X H AT(A - XI) est  çon,t in~/,e e n  X o  

Si, c n  p l~r s ,  D(A) e ~ t  d c n ~ c  d«.r~.s S, d o r s  les con,dition,.q .s~ri~~!cl.n,Ze.q s o n t  

éqrii~oalen,te,s ~ ~ 7 1 , s .  condit ions pr&c&den,tcs 

1 0 )  L'«.l)plic(~~tion. X H N(=2 - XI)' es t  cori.tin,rtc e n  X o .  



11) L'applicu.tlon X H R ( A -  XI) cst contlnrrr: e n  Xo, R(A- XI) éta.nt fermé dans  

u n  voisinage (le Xo. 

Sails perte de géildra.lité, oii 1)eut siipposer X o  = O. 

3) 3 1 )  : Il est facilc clc voir que si X # O alors ( A  - XI)(A-(A))  = X ( A )  . 
D'où N(=l) Co(A - XI). Or. 1x11. h y ~ o t ~ l i i ~ s c  Co(A  - XI) = Co(A) .  DO~IC 

1\'(,4) C Co(.4) C R(-4'" V ~ I  > O. Par c»ilsC.qiicilt 1) cst cléinoiitri.. 1) H 4) : 

vc )il Tlii.or;~iil<, 1.1. 

5) + G )  : liiii ((-4 - XI) = c(A) > O piiisqiic R(A) <,\t fcriii6. 
A-O 

G )  * 7 )  : Sii1->1m~oii> qiic liiii ( (A  - XI) = e > O ill~)rs poiii t = $ il cxiste 
A-l1 

6 > O tcl que / A /  < 6 + e( -A-XI)  > 5.  D'où, oil tl6tliiit qiie O E r'(. 
2 

7 )  =+ 1 )  : w i r  Tli6<)ihic 2.2 (il). 

5 )  + 8 )  : c(-A) > O ct la coiitiiltiité tlc 1'apl)licatioii X H c (A  - XI) cil zbro 

iiii1,liclu~ilt l ' < ~ x i ï t ~ ~ ~ c c  ~1'1111 voisiililgc U dc z6ro tels (111<' VX E 5. <(p l  - XI) > y. 
Eii iitili5;iiit lc lciiiriic 1.1.2 (ii), oii obtit.iit : 

Cc qiii proiivc 8). 

S) + 1) : Il pst. fa.cilc dc: voir cliic si X # O ;ilors X(--1 - XI) C R(.4" ) V T I  3 O. 

Soit Ir E J4:(=I) et 17 f N. alors b'X # O, 

d(11, R(,-1" j )  5 (I(LI ,  1\-(*4 - AI ) )  5 6(N(.4), :Y(A - XI ) ) l /~ l l ,  

cl'oii ~ ( I I .  R(,4")) 5 q(A-(-4). -lT(A-l - XIj) l /~~ll  . 

Eii iitili\niit 121 cr)iitiiliiit6 <lc 1'a~plic:itioii X H :V(A - XI) cri zbro, oii eil 

(16cluit cluc, E R ( r l n )  'dl? > O. hloiitioiis iilniilteriiiiit rluc V I ,  > O R(i ln)  est 

fcriil6. Par  iiitliictioii \iii 17, 1)o111 1) = O, c'(>st 6vitlcilt. Polir 11 = 1, R ( A )  cst fermé 

p;i1 1lyl"'t 11;,5c. 
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Supposoils que R ( A n )  est fcrmé. 011 vieiit d e  voir que N ( A )  Ç R ( A n )  = 

R ( A T L )  d'où N ( A )  + R(AlX)  = R, (An)  est fermé. E n  iit,ilisant. lc 1c.ilmlt: 1.1.4, oii en 

déduit qiie R ( A ' ~ + ' )  cst, fcrilié. Co qui teriiiiilc la. ddi~ionst,ra.t.ioii de la première 

partlie (lu t,liéorEiiie. 

Sup1)owiis ma.int,eiiailt que, D(.4) est dcnsc diiiis -Y. Rciilii.rc~iioiis que si 

R ( A  - XI)  est feriné n.lors (cf. [12, Tliéor>iile 2.9., cli. IV] )  : 

g(R(.4), R ( A  - X I ) )  = g ( l ? ( ~ ) ~ ,  ~ ( . 4  -  XI)^) = q(A7(.4*j. !\'(.A - AI)*) . 

D'iiiitrc part,, VA E C, c(A - X I )  = c ( A -  XI)* (cf. Prol)ositioii 1.1.1). A partir 

cle ccs rciilarqiics, il rst facile (le coiicliirc, par c:sciiil>lc, (111~ : 

Remarcli ie : Lc t,lii.os>iiii~ 4.1 gi.iidr;ilisc lcs si.siiltat,s (111 [ l G ,  TliCori~ilie 3.11 

ii.iix cas des cs1)acc.s cl(- B;i.iiii.cll 

Leninie 3.2. Soit A rl,v. ~ p & ~ ( l . t ( : ? t ~  f e r m i  a.vcc D ( A )  = X. Alors lcs «.pplication,s 

X H C o ( A  - XI)  et X +i Ho(.A - X I )  sont  constn.rt,tr:s ~ U . , I I , S  C ~ I . ( I . ~ Y L C  (:o,rrt.po~ante 

co7i11,ezc d e  $-TV ( A ) .  

(i) Soit X o  E A-rc.g(A) itlois d'al)r;xs la plopositioii 1.5 oii a: 

E C tcl cluc - X o I  < (.(-4) oii a: Co(.A - XI) = Co(-A - XoI) 

. Or 5-rca(.4) cst i i i~ oiivcit tlc C donc ce rdsiiltat s'6tciitl dr l>ioclir ('11 proclie ;i 

toiitc 1:) coi~ll>osaiit c coniic~s(~ !di, c.ontc,ilaiit Xo 

(ii) X o  E s-r<ig(rl) doil(: tl'apr&s 1:i propositioii 1.2.3 on a: (-4 - XoI)* rtst s- 

r6giilic:r. Et  d';i.lx-bs (i)  on il. alors: 

et (l'alxi'slii propositioi~ 1.4.4.(3) on cl6cliiit qiic: 

Ho(.4 - XI)  = H o ( A  - X o I )  VA E Rcl. 



- 
Propositioii 3.3. Soit  A ~ L T L  op&rateur ferrn,& o,%icc D ( A )  = 9. Soient Xo E 

s-rcg(A)  et {Ai}i>i - u.n,e s?rite dc poi~t,t.s tolis d i ~ t i r ~ ~ t s  de ln co~rcposan,tc connexe (le 

s - r g ( A )  contcn,ri.nt A. et c o ~ ~ v e r g e n i e  .vers A". Alors 

a) Co(A - XoI) = n i 2 i R ( 4  - A , I )  ; 

b) Ho( A - XoI) = clî~?.{A'(rl - or1 " C ~ I ' I L  { E )  " d6sign.e l'adhére~~.ce d.11. 

so,rrs-csp«.ce e7~gcn.drL pur E .  

a )  Rtiiiarcluoiis qii(: 123. propositioii ljri~c6dciltc ii1il)liqiic cliic Co(A - A o I )  C 
niLi  R ( A -  A,I). 

I~ITT<:Tsc '~~~c~I~, ,  l l ~ t , < i i l ~  <I'i~l>~)ï.d ~~11'011 l>('ilt s ~ I ~ > ~ > o s ( T  (I~i'ii~i<.iiii <1<'5 A ,  1 1 ' ~ ~ t  <:F;~I! 

à A o ,  sirioil oii c:xt,r;i.it, tlc {A,} ,>, iiii(. soiis-siiitc {A,,) ,,,>i oii Xi' # A n  'di, 2 1. - 
Lloiit roiis <lu'alors 

E,II cfl'ct,, il cst c1;i.i~ qii(, 

R<~cil)rutli~ciu~~lltt,  soit .t. E n i ,  >] - R (  A - A;, 1) alors 

1 . 7 ,  ( 4  - 1 ) )  ( 4  - A I  ( 4  - A I ) )  , VI' > 1 

1 1  t i l i t  1 T l i i  3.1.(11) t i c i  A 4 Xo, oii voit qiic 

n. E R(=l - A o I )  = R(A -- X o I ) ,  (l'oii 1'Cg;iliti. (1). 

Soit iiiaiiitciiiiiit .I E n ,>lR(-- l  - X,I) nTcc A, f A u  poiii tout 1 > 1. 011 

1 ic.iit dc ~ o i r  c1ii(' ,r E I?(A - A,) 1). D'oii 311 E D( -4) tel clucX a = (-4 - Xo I ) I I .  Par 

aillcuis, V I  > 1, .r = (.A - A,I ) r  + (X,  - X o ) o  ct coiliilir t/l > 1, r E R(A - X I I ) .  

oii (TI di.diiit qii<- 'di 2 1, (A, - A o ) o  E R(A - ALI) ct tloric ( A ,  - Ao)iq 

n lLi  R(,4-XII). 01, A ,  # )ro cl'oii 1 1  E [n,>, - R(.4 - X,I)]nD(=l) ct, p;11 ~oiisC<~iiciit. 

(-4 - A o I )  [1'l,>~R(.4 - - A,I) n D(,4)] = f1211 R(A - X,I) cc qiii ciitraîiic l'iiiclusioil 

R(;I - X,I) 5 Co( i l  - Xo 1) c t  i l )  ~ s t  d6iiloiltr4. 

11) D'apr4slc corollair<~ 1)ri.cc-(lciit (ii) on a : 



Par conséclueiit N(.4 - X I I )  C - H o ( A  - X o I )  'di 2 1. D'où C ~ I ? I { N ( A  - x , I ) } , ~ ~  C 
Ho(A - XoI ) .  

Iilversciilcilt,: Soit ,f E c l r t ~ { A r ( - 4  - X i I ) } f 2 1 ,  eii partic~llier f E N ( A  - Ail)' 

pour tout i > 1 c-:t de la Prop~si t~ioi i  1.2.3 0x1 a.: f E R(A - XiI)*  'di 2 1 d'oil 

f E f i (A - XiI)*  ct d'a->ïi:s (a.) on a iilois: 

Or H " ( A  - ~ " 1 )  = 1 ~ 4 - 4  - A X , l ) *  c c l l , ~ { N ( A  - X,I)) ,>I et (13) est délllolltri.. 

Leiiiiîie 3.4 Soi t  il .11,71. opEratcw- f e r m é ,  o.lors Vir E C liiilx-,, ~ ( ~ 4  - X I )  ez is te  

Déiiionst rat ion: 

Si / 1  E U7>" rh t~lols C\':I~)I?,\ lc t1i6or&i~~c- 3.1. 011 a:  l i~ l i~ -~ ,c ( - - i  - X I )  cxistc. 

Soit { i  $ r!, ~t ~ l i o ~ - l t , l . ~ l l ~  (111~: li~li~,,~c(:l - XI) - O silio11 

35 > 0 ,Vh > O ,3X E C t<,l clil(- O < ( A  - i l \  < t et <(-AI -- X I )  > E .  

Doilc 3X;  r, qiii coiivc~g<: ~ ( ~ 1 . s  AL ct 1)ar c~oiisi.<l~~<!lit AI E I': tl'oii lir (.oiit,i.i~dict,ioii. 

Corollaire 3.5. Soi t  rl ~ L T L  o p d r ~ ~ t t : . ~ ~ .  fernr~é avec p(-4) # fl a.lors : 

i )  Drr(A) C rr,(-4). oli. 0 u ( , A )  ( l~ri .otc la fron.21.i:i.e de a ( A )  ; 

i i )  Soi t  C; rrn.c corr~,po.sc~.nte c:osrj.lrcn:c d e  s-r.c!l(.A) «.lors : 

iii) a s ( - 4 )  = {il  C ; li111~-,, c ( A  - A I )  = O }  ; 

iv) a , ( A )  es2 n11. phi.s dCno711,h,,«.hlr: si c t  scrt lc~r~cn,t  si a ( A )  l 'est .  

E t .  ( ~ J . I Z R  CC (:as. o n  (i. : a s ( - 4 )  = a ( A ) .  

v) S i  .4 cst  bornC alor.$ U , ~ ( A )  # 0:  

vi) V? > O ,  a , (A) n r, TL(; poss?dc «.TLC,(I.IL p o i ? ~ t  (17acc~rrr~.~i,latioi~,. En pnrticurlicr s i  

c'cst  7 ~ 7 1 .  cnscmble  borne',  1.1 est fini. 



(i) Moiitroils que arr(A) n s-rcg(A) = V). soit  E & ( A )  n s-rcg(A), alors 

3{X,},21 p(A) tel <ln(' A, C O I I V ~ ~ ~ C  vers / L  cI'a1)rCs 1 ~ s  thi'ori'illes 3.1.(8) et 3.1.(11) 

011 a: 

117(A - /L I )  = l i r i ~ ~ , + ~ , K ( A  - XJ) = {O}. 

DOIIC /L E p(d) ,  d'où 1ii coiit,ra.dictioii oir  Da(A) C: a ( A ) .  

(ii) Soit Xo E G' n p(.4). cloiic eii 1)urticiilic.r X o  g /)(A) ct aloi:, (<-1 - XI) est 

siiijcctif ct par siiitt. C'«(A - X O I )  = S. Or <llal)i& Ic l(~iilriie 3.2. C'«(-A - XI) cst 

coiiitaiit ( l i ~ i l ~  (1.06  CO(.^ - X I )  = 130111 t o i ~ t  < I i ~ i i ~  G, ('t alors (,A - X I )  est 

siiijcctif VA E G'. 

Piiis<liio A - X o I  c3st iilrc~isil>lc ;ilor\ Ho(A - X o I  = Ho(.4 - Xo 1) = {O) .  

Or rl'api;-s Ic lciiiiiic 3.2. HO(A - X I )  ixst coilstarit <l;iiis G ,  d'oii A0(A - XI) = 

H u ( A  - X o I )  = {O) poiir tout X <liiiis G ,  c,t alois (-4 - X I )  c>st iiijvctif VA E G. 

(iii) j, E *,(A) liiiiA,,,c(=l - X I )  = 0, cl'al)i;~s lc tliboi.&iiic\ 3.1.(G) et  lc 

lciliinc 3.1 . 

(iv) Si a,(d) est RII  plus d<:iioiril)rablc alors s-icg(A) est coiiiioxc ct pilisqiic 

p(A)  # (4, (ii) iiiil)li<~iic qiic s-rcg(--l) = / ) ( A ) .  D'o~I on ci1 cl6diiit ~ I I I C  ~ ( ' 4 )  = ay(A) .  

( Y )  C:'cst i i i i ( l  coiis~cliioii<:c: (li. ( i )  

(vi) Soit Xo iiii 1)oiiit <I';icciiiiiiil;itioii dc a , ( A )  n r ,  nlois il c x i s t ~  1111~ ~ i i i t c  A,, 

d;~iis ~ ~ ( - 4 )  n r ,  tri  qiic. A,, com7crgc ~ c i s  A,, iilois Au E FI, ct cI'nl>ri~s 1<, t,lii.ori.me 

'.i.(ii) oii i, A. E .\-1('g(;1) , C C  qui coiiticclit 1i. fait, qiic 0,(.4) est fciiii;. I 

Notoi15 ,~l(=l) = {A t C ; R(=l - X I )  est fcrinb} et cf(-4) = C \/>/(.A). 

Il cst clair qiic crj(=l) a , (A)  



Corol la i re  3.6. Soi t  il u n  oye'rrl.teur f e r ~ r ~ é  avec  p(A) # 0, alors : 

ii) of(-4) n u  p111.s de'n,oinbral>lc si  et seulernent s i  a,(i l)  l 'est .  

E t ,  dans  CF: C(I.S, on. O. : aR(A)  = a(A) e.<t U,IL p 1 u ~  dén,ombrable. 

(i) Oii rcnlniclii(, qiic pf(A) = U,,,, riln et ;ilors o i ~  a: a , (d )  n pf(A.1) = - 
Uj t2 ,  o,(A) n r i / ,  ct cl'q)r6s 1' roiollairc 3.5.(vi) 011 n u,(A) n r, ,,, cst au plus 

d(.iioiiil~ial,l(~. Donc o , ( ~ l )  n p l  (-4) est i i i i c*  i6iiiiioii tl6iioi1il)i;il)lc. <I'cii\c~inl>lcs au  

pliis dCriombi al~lcs. 

(iij u r ( A )  ~ ~ ( ~ 4 )  ===+ nq(-4)  = r j (*- l )  u 09( .4)  7 p [ ( - i ) .  01 ~ ~ ( - 4 )  13 ~ ~ ( ~ 4 )  cst 

;III pliis tli~iioiiil~i ;il>l(, (i) ct 1~. (.or ollaiic. 3.5.(iv) l ) (~i . ,  t (1" coi~c 1111 (T <III< uY(-4) = 

u(A),  (l'où O(-4)  CS^ iili 11111~ dCii~iill>~ ~l>l(>.  

R e m a r q u e  3.7. Cc tl(.ri~ic,i. <.oi.oll;iii.c: gi.iii~i.;iliso lrs ri'siilt,;it,s cl'Al~ost~ol 

[l, Tli6or;~ilie 1 ct Corollaiic~]. 

Tliéorèii le 1 So i t  A 1~71 ,  op6r«.ti:(6~1. h 0 ~ 1 ~ 6  (~(1~41.~ , I L ~ I ,  CS;DII.CC dc I$%I/j(:rt 'Ir 11.10~~ 

es t  (L?(. p l . 1 ~ ~  d & ~ ~ o i r ~ . b i . ( ~ l ) l ~ .  

Où  cr, , (-4) = { A  E u(:l) : R(.4 - XI) c\t fcii116) 

Corol la i re  Soif  .irir. opC~.c~,lc,lr~. bor.rî.& dcr.n.u .rcia ccp«.ce d r :  Bil1,crt -Y te1 q ~ c r :  

o,,,,(;l) = o(.4) est  ( L I [ ,  p l . 1~~  d&7~orr~1)7.«,1~1c. 

D'alitl.~ l m t ,  &(A) C u , ( d )  (corollaire 3.5.(i),. D'oii c ~ ,  . (il) n do( r l )  C 
us(A)  n p r ( i l )  aii pliis c1i~iioriil~r:il~lc (rf. (i) du corollaii-c 3.6). I-liiisi oil rctroi~vr 1( 

tliéorEiilc 1 (11. 

Par ailleurs, a, (-4) = a ( -4 )  + of(,4) = 61. En iiti1is:irit lc corollaire 3.G.(ii). 

ail rctr oiivc lc corc)llairr d'Apostol [Il. 



5 4. Tliéorèriie de l'applicatioii spectrale pour le spectre siilgiilier: 

Soit A uii o1)ératciii f~iiili.  dans 1111 e4pacc dc Banacl-i _Xi, 011 suppose que 

p(A) # II de sortc quc,, si P cst 1111 p ~ l y i i ô i ~ ~ e  dails C[-Y], alors P ( A )  est u1-i 

opérateur fci iiié voir [ G , p . G O l ]  

Leiliiiie 4.1 So i t  {Xk}k>l - .une .vi,it(i de nombres  complexes t o ~ ~ z i  d i ~ t i n c t s  et 71 E N* 

alors: 
I l  

R ( ~ ( A  - XkI)'") = n;=,R(il - AkI)"'. 
L = l  

"5" cst Cvidciltc. 

?\,loiit,roils l'ill(.li~sii)il i111-<:1.sc 1)il.r iiicl~ct,i~)i1 silr !!. Polis 17 = 1 c'('çt 6vi<l~11:. 

sii1>1)osons qiie l'iiiclusioii soit vriiic H. l'or<lro 7 1  vt, soit i r  E n;:: n(;l - X k ~ ) l l l ,  el1 

pa.rt,iciilier tr E R(A-l-X,l+lI)"l cloiic 31: E D(-4"') tel qiic o = (-4 - A,,+lIj"'rl. Soit 

/î N 1 5 lI: 5 17. ?llOl"~: 

ct coiiiiiic' ii E R(=l - ALI)" ' ,  011 voit f;lcilci~l(~lt (jiic 1 )  E R(r l  - ALI)'" e t  

crci 1~x11 1 5 1; 5 I I  clo11c t 9  E nl,lR(.4 - X,Iin' = iZ (n~ , , ( - 4  - ALI)" ' )  

r t  l'a'. 11~1)otliiw~ <liiiltliiciioii (.t <oiiiiiit. 11 = (-1 - J , ,+ i I ) " '~*  o i i  (.II (Ii(liiit (liic 

1, E 11'(nj(2; ( A  - Ani )" ' )  cc qiii 1n011~.~. 1(' 1~111111('. . 
Lei-ili~ie 4.2 So i t  { X n } r E N *  ~rrse .r?rilc de n,orn,O,rr:s (;o~ti.piez~:..; toits d l . s i . i~ i .~ t~  e t  

1,  E N* alors 
77 II 

"2" cst i.vidcilt,. 

h1oilt10ils l'ilicli~~ioil par iii<liictioii siir 11. Poiir 7, = 1 c'(-st 61-idciit, siil>l~c)sons 

cluc c'cst vrai A l'o~drc. n ct soit, i, E ~ ~ ( n ; z i ( ~ - l  - ALI) ) ,  ce qui iiripliqi~e quc 



( A  - X,,+l I ) l l  E ni(n:=, (il - X k  1 ) ) ) .  Par liypot,lièse d'iiiductioil 3ok E lV(A - X I ;  1) 

polir 1 5 k 5 II. tel qiic 
n 

POSOI~S 1 1 : ~  = '" 1~01.1r 1 5 /i 5 7'1, ('t, 7111,+~ = Il - x;=, ' l l k .  011 3 IOk AL.--X,,+I 

X(A - X k I )  1>oiir 1,: = 1,. . . , 71. hloiitroils clue I I ) , , + ~  E N ( A  - 1), rciiia.rqiions 

ClUC 130"' 1 5 k < 17. 

Moiitioiis cluc si .4,S est s-rGgiilicr alors -4 cst s-rkgulic,r. Soit , I I , ,  E R(A) 
t,cl quc 2 6 ,  --+ 11 E ..y, alors il t*>tist,c v,, E ri tcl qiic 11,) = -4i.,, -+ i l .  Alors 

S i , , ,  = S.-IV,, + Su t R(S.-1) ( , t  (lo~i(. 311' t -1- tc.1 ( l i i<.  , S i i  = ,S-.l,i, ci. qiii iiiil,liqii<, 

<1llC 

- E X(S) c ~~(-4s) c niris) L n ( ~ )  

D'oh I I  - E R(.-1) (.t l>r i i  coii~&clzu~nt 11 E R(A) cl (loiic IZ(=I) cst f(~ilic:. 



Propositioii 4.4 Soit A un opdrr~tc7rr fcrmd avec p(A) # 0 et P(X) = a nL=l(X - 
Xk) avec N # O Alors 

P ( A )  cst .~-ré!/~~~.ll.er u XI,. . . , A n  E s - T c ~ ( . ~ )  

011 siil>posem. que rr = 1. 

+ S u ~ l > o ~ m s  quc Xi,. . . , A,, E s-1cg(.4) Eli ~>a~ticillici R(.4 - A L I )  cst frrilié 

poiir tout 1 < b 5 11 ct le lemiiie -1.1 irilpliqii<, cluc R ( P ( A )  ) est fcrmi. coiiiiiic 

iiitcrsc~ctioil cl<, f<~iiii.s. hIoi~tioiis yiic V n  > O ,lr(P( A ) )  C R(P(A)"' ). Le 

lciiiiiic 4 1 iilipliqiie que 

et coriiiiic, A L  E h-rcg(d), oii <lC<liiit qiic Vin > 0: 

Eii olit,ro si A L  # A k  alors (2i - ;11)(-\~(-4 - A k I ) )  = nT(--1 - X k I ) .  doiic POUS 

1 < 1; < Il. 011 a: 

D'où V ~ I  > O -qT(P(d) C R(P(zl)" ')  

=+ Sul~l>osons qiic P(d) cst s-r6giilies alors (1~s  I(~iiiriics 4.1 c t  3.2 oii rlbcliiit qiic 

Il rcstc ~iloiit~rcr que R(A -- A b  1) r s t  f<,riii6 poiir toiit 1 5 I,. 1. 7 1 .  

Soit 6 E [1.1,] fis&, ii101~ Pi--1) = ( A  - ALl)lJY,,=,(- -1 -- X , I ). Lc l)olyi~ôiiie 

n;+,=, (A  - A ? )   CS^ <IC dc'p,r6 T I  - 1. Soit LS E P ( A )  + a (>t s = (-4 - [ I I ) - ]  P O S O ~ ~ S  



ilioiit,roiis iria.ii-it,eiiiiilt qiie R(=l - X 1 )  cst fi:riiié. 

Soit ~ r j  E R.(A - ALI) tel cluc t i j  + r i  E S .  u,j E IZ(A - XkI)  iiill>litluc 

cxist,c 11j E D ( A )  t,el qirr r r j  = (-4 - AkI)u j. Or,  

clni cst fi:i.iii& 1b;ir liyl)ot,lii~sc:. Xl<->rs B , , - i S n - ' ~ ~ ~  E lZ(I'(-.I)), l)i~i. coiis&(luci~t 310 E 

D ( A n )  t.cl que 

B , , - ~ S ~ - ' . I I  = I'(iZ)ii> = 13,,-1(.4 - XL.I)ic:. 

Déi~~oiistratioi-i: 

Soit E C fisi. et X I ,  . . , A,, 1 ~ s  iticincs di1 l~olyiir)i~lc~ P ( X )  - alors 

(Ir cas n = O Rtailt bvidcnt ). Si / L  E rrsP(il) c'est à tlii-c que P ( A )  - / iI  ii'tst pa\ 

s-~Cg~ilici, wlois d'ny>rCs 1;) piol>ositioii 4.4, il csistc ail inoiiis X n  tel qiic -4 - ALI 



ii'est pas s-iégiilier. Doiic si 11 E u,(P(.4)) alors '3Xk E ~ ~ ( 4 )  racine dii polyiiônie 

P(X) - I I  avcc P(Xk) = 11 .  Ccln iiioiitre que u,(P(rl)) E P(o,(.4)) 

Rc:cilx~oq~lc~i~i~nt: Supl)osoiis clit'iin cies AL E rr,(A), alors d'a1xi.s lc proposition 

4.4 oii ddduit que P(.4) - / I I  ii'est pas s-rbgiilicr donc / L  E u,(P(.-l)), d'où: 

P(u,(A))  C u,(P(A))  

Corollaire 4.6 Soit A ,11.n, O ~ ~ ~ ( I , ~ C . I I , T  fcrm.6 «:OCC p(-4) # fl et  P , i 1 , 7 ~  poly71,Ôrne SILT 

C n'ayan,t pa,s de M C Z T L C  d«,n,s o,(.4), A1os.s P ( A )  es t  .s-r6g.rrlzcr. 

Tlieorème 4.7 Soit A . l r iL optls.rr.tcrtr 11or.rr.k e t  f rtnfonc.7.lorr. «.n,al!ytiqrtc (1.11, noisin,nge 

dl? u(A) ,  U.~OTS. '  

. f (us( -4))  = u,s(.f(=l)) 

Soit E o s ( A ) ,  011 dbfiilit 1;i. foiict,ioil g c1;iiis la. doiiiniiic, c1';iii;il~-citi: clc f l>iir: 

<,t 

d l l i  = f 1 ( / l 1  

Pt11 1~ calciil foiic t ioiii1c.1 (cf. L)iiiiSoi tl [G]) oii ii 

avcc !j(.4) coiiiiiii~t~c: iivcc -4. Eii ;i,l)pliclua~it lc lci~iiriio 4.3, oii cil (16tliiit. qiic si A - / i I  

ii'cst 1'"s +ri'gi~licr ;ilors f (  A )  - f j/rI) ii'cst p;ls s-i.i!giilicr, oii riicoi.(: si AI E u,(A) 

alors , f i i l )  E ..F(,f(A4)) <1011c. , f '(o,s(--l)) C o , ( f ( z l ) ) .  

R d c . i ~ ~ i . o ( ~ u ~ ~ ~ ~ i ( ~ ~ ~ t :  si @ , f ( r r , ( ~ - l ) j  :ilo~.s VA E a,(.-l), j ' ( A )  - / I  # O. Posoiis 

g ( A )  = f ( X )  - L I .  Si !/(A) # O, VA E 0(.4) iilors !/(.hi) c.;t iilvcrsil~lc (loi~c , f ( A )  - pl 

cst in\-cïsil>le tloric I I  $ a( f(-4) j. l>:i.r c~>iis6<~iic1it, 1 1  $ u,<(f (A)) .  Si g (  A )  a.cliiirt. dcs 

z6ros claiis rr(:l), g ( A )  ctiiiit ;iiin.lyt,iqiie d;iiis le coiiil);i.c:t a(Aj ,  n.lors ils soiit eii 

iioiii1)i~-s fini, soit XI  , . . . , A,, . 

Doiic g(,\) = ny=,(,\ - A,)"ll~(,\) oh C I ,  ~ s t  l'oi(!ic, de iiiiiltil3liciti. tlc A ,  cst 

h ( A )  # O ,  VA E o(.-1). 



il'a pas 'le racine dails ns(.4). ct <l'nl)rCs la <:orollaiïc. 4.6, P ( A )  cst s-rcgulicr. 

D'a.iit,rc pn.rt l?.(X) f O VA E 4 - 4 )  irriplique que /?,(A) est iiivcrsible. Pas 

corisi.qiici~t i /(-4) cst s-r6gulic.i <:oiliilic: prodiiit d'iiii s-régiilicr par 1111 ii~versible 

coiliiiiiita.iit c-1-it~rc eus. Doiiç p, 4 o,(f (A)),  cc cliii a.cl-i&vc le cléiiioiistra.tioil du 

t1ic~ori:iiic. 



5 5. Perturbatioii di1 spectre singulier 

Soit 

Soit S-Reg(-Y) = {.4 E B ( S )  ; -4 cst s-régulier.) 

hiloiitioils, pni 1111 c.s(~iiil)lc, quc S-Rcg(S) ii'rst pas oiircrt (lails B ( X ) .  

*Y'"' = 1, @ 1, iij . . . E , ,  
1- = x-(OO) Cr y ( C - 2 )  

J> A 

Soit D 1~ <iis<liio iiiiit 6. 

S*(W)  - X I  cst sc:iiii-Fi.c~tllloliii (iii~~<~rsil.)lc il. tlroitc) avcc iii<l(S(w') ) = +no. 

Soit iii;i.iiitIcii;iilt l? C D, di.iioiiil>i.;il~lr vt. d(\iis(: d;ills D. l? = { X i  , . . . . X I , ,  . . .) 

ct 5 > O. Eiï iit.ilis;iiii [8, Slii.or;~ii~c~ 8.11, il <~sist,c. IL, coiiil>;i.ct. irv<!<. l/Iï,ll 5 E tri 

c11ic T = .A + I ï ,  soit. I)itriaiigiilii.irc' ii.\rcc dirigoilalc l?. Alors P ,y ( ï , -x r )  = O si X @ r 
r t  PN(T-x,,I)ZO V X I i E  rC-a, , (T) .  

(2) Dr illi.iiic, l'<~sciiil)l(~ ])i6~6(l<,iit iiioiit~e cliw S-Rcg(S)  r l  S F ( X )  ii'cst pas 

ouvc.i t , ni1 S F ( S  ) tl6sigilc. I'r~ii5<~iiil)l(~ (lcs oy>6rat(.iii s qciiii-Fr~dlioliii. 



Défiiiitioii 5.1 Soit A E B ( 5 ) ,  s-régulier, on  d%r«. q.rr.e l'opéro.te~ir T E B ( 5 )  est 

A s-re'gitlier .91. 3AI S O ~ L S - C S ~ O , ~ ~  jermé de -Y tel q.ue 

(1) Dails lc cas oii -Y pst uil Hilbcrt (voir [ l G ,  8 41). 

(2) si TA = AT alors T est, ;l .c-r6giilier. 

Eii <~iFct,, ~ ) O S O ~ I S  J f  = C o ( A ) .  .4101\ il suffit <Ir i ~ ~ ~ i l t r e r  C~IIC T ( C o (  A)) C 

C o ( A ) .  A ( T ( C o ( A ) )  = T ( A ( C o ( A ) ) )  = T ( C o ( A ) ) .  D'oii T(C'o(-4)) C C o ( A ) .  

(3) si A cst l~oriii. ii~fi.riciiri:iiii:iit oii surjr.ct.if w.lr)rs VT E B ( S ) ,  T est A .<- 

régiilicr. Eii cff'ct,, si Ri.4) = -Y (rcsl~i~(~ti\~c~iiic.ilt _YT(.-i) = ( O }  c3t R ( A )  fcriiii.) oii 

lIC)scra nx = s (i.c:slx nr = {o) 1. 

Leiiiiiie 5.2 Soit A F B(4\7,), .$-rC,q,u.li.cr c t  df  r r 7 ~  aorrs-espacc fernr6 dr: -y tel! qrte 

N ( A )  c A i  = .A(AI). Alors 

hfoiitioiis pal iiidi~ction c lu~  V I /  > 0, -V(--lrl ) c A i .  Poiii 1 1  = 1, 1)al llyl,otlii~sc, 

oii a N ( A )  C -11. Sii1q)c)soris qiir AT(=I") C ;If ct soit .c t AT(=l"+'),  alors 

A7'2 E X ( A )  C 3/1 = zl"+'ji\i). Doi~c. 3 g  E A I  tcl qiic - 4 " ~  = A7' i1  y et 

r - E S( A" ) C J I .  01.  .Al/ € ,II. D01lc 1 E 111 P<ri c.oii~cqiic~iit. dl1 > O, 

Ar( i l " )  C .\I (1'0;i U,,,,, ~y(.-1") C .\I I i i l  ~)iol>o\itioll 1-1.3 1)('1111('t ( 1 ~  (oi1cli11<~ l i t  

lx-crilii~i(. iiic.liisioil. Lit ~ C C O I I ~ P  111clii~io11 \<\ <l6diiit dr la <li.fiiiitioil cl( Cqo(.4). i 

Leniiiie 5.3 Soit A E I?(-Y). .s-ré~lulic:r. Alor.~ »TI,  (1, 

- - 
a )  4 ( H o ( 4 ) )  = H,,(-<l) ; 

- n 

1,) c(-4) 2 ~ ( ~ 4 )  06. Â : -2 = S/&)(;i) -+ -1'. 

( a )  Rcinarqiioiis <l';il)orcl quc .4(Ho(A))  = H ~ ( i l ) .  Eii cffct. il siiffit ctc moiltrer 

q i l ~  I fni i l )  C -4(Ho(A)) .  Soit r E f10(11) C C o ( A ) ,  alors r = -47~. D'après le 



leiiliiic 1.4.1(2), y E Ho(A). D'autre part, <l'al)~i's lc lcii~iiic 1.1.4. A(Ho(A)) est 
- - 

feriili. (car N ( A )  C Ho(;l)). D'où I-Iti(A) = ..L(Ho(-4)) C A(I-I,~(=I)) 2 Ho(-A) . Cc 

qui établit (a) .  

(b) Soit. .L E S ct  y E Ho(il). Alors 

En utilisaiit (a) ,  oii ol>tic,iit ~ ( ~ 1 )  2 c(,-1). rn 

Leil-ime 5.4 Soit -I B ( 5  ), /)or ,IL& % ~ ~ , J ~ r ~ i c ~ i c r o ~ i , c ~ i , f ,  i i.i:.ïp. sii~jccfif ). Alo,r..< jj=l 

Ti1 < ç ( A )  ;j T est bor71.C rl~jiric:.cr~crr~.e~,t j r ~ s p .  suri:jcctif). 

Sii111)u~)ii~ <1ii(' -4 cst 1 ~oiiii. iiifi.iic.iiii~iiic.iit 

Lc Ci1.S siirjitct,if s'ol>t.ic-iii, 1)ar <liialit,6, cil ~ . ( ~ i i i i t i . ~ ~ i i i i . i ~ t  <1ii(' ((-4) = ( . ( - i l )  ci jl.4/l = 

ll-.i*Il. w 

Tliéoréiiie 5.5 Soit A E B ( S ) ,  .s-r.6qi1,li.c~. Soit  T E II,IJ~:(: [ja4 - T/j < <.(,a! 
alors : T c.ct .-l-.s-rc',q,uli!ic~ T c s t  .>-7.iy.11,1i~r. 

D';tl'ri:s lii <li.fiiiit,ioi~ tic 7' (,si- "-4 ~-i .(~~ii l l ic~r",  il (*sist,<. :Il soiis-csl~;ic<~ f(>riii<; 

tlc S. Si il,[ = {O)  oii A i  = S ii.lois .l 1~)riii.  iiif(~ri(:iirc~iiiciit oii -4 siisjcctif. Lc 

leiliriic 5.4 l)criiict, ci(: c:oiicliir<:. Siil)l)osoi-ic; q11c :II f ( O }  c't 31 f S. Soit ,4,11 ct, 

T3j rcspcct.iv('ii-iciit Ir?. r<.st.ritt3ioi-i dt. --1 cxt T il. I I .  Pi:iscliic~ = l ( l I )  = J I ,  cst 

siir.jsctif. Ei~corc: lc: 1cii1111(~ 5.4 111oi1t~rc cliif; si /l-41\f - Tl,ll < r(A-l,l,)  lors TJlf est 

surjcct,if. Et coiiliiic, II--1,\1 - T:\rII ( llrl - TI1 ct. c(An1) 2 ~ ( ~ 4 ) .  il s'si~siiit tluc si 

11-4 - Tl( < c(A) alors T( : l I )  = 11 c,t 1mr suifi, 



.. 
Pas ailleurs, soit X = S/Ho(A)  <:t =1,T : -Y -t S. .4lors A est borné 

iilf6rieurcriieiit (cri.r N(.4) C Ho(A)  C R(A) ) .  Donc, si 112 - TI/  < c ( 2 )  a.lors 

T est. boriiC ii~fi:riciiic~iiir:iit (cf. L(:irulic 5.4). 

11 s'cilsiiit que rfo(T) = {ô} c S. Or, rr. E H ~ ( T )  ==+ .F E H ~ ( T ) .  (11~111 < 
IITtII). Do~Ic ,H(~(T)  C Ho(-A) ct., l)aï suit(, 

-- 
Ho (Tl c HO(- .~)  

Piiiscliie 11.4 - TI[ 5 IIA - TI1 ct ((9) 2 c(l-1) (cf. Lc.iiiiii<~ 2.3 l,)), oii ri1 d&liiit qiie 

D'apr?>s (1) <,t (2).  oii n : 

- 
Fiiiiil(~iiic~iit, R(2') cst kiiii(. ciil R(T)  CS^ f<.iiiîi. <liiiis -1- <.t Ff(,(A) C Co(T)  C R(T) .  

Cc. qui ; ~ c l i i ~ c  1'1 t l~~iioii~ti , i t ioi i  tlii tli6oi~~111~~. 

Corollaire 5.6 Soit E L'(,-Y), .s-rCgrr/ier. Soit S E B ( 5 )  «.ticc //SI/ < c (d )  o~dors : 

S est -4 .<-ré,qrrlicr ===% -5 - S cs-t, s-r15g~tlicr. 

Déiiioiist,i.at,ioii: 

011 ~ > O S C  T = A - S ,  illors JjTI/ = lJA - S/J < c(-4) et il c.st fzicilc tlc voir 

<1iic5 T c3st  .-l s-i-Cg-;iilic.r, (loiic. (:il iitilisaiit le Tli6oi.i~iii<~ 5.5 oil ;I  I' = A - S cst, 

s-r6giilier. 

Coi-ollaii-e 5.7 Soit '-1 E . D ( S ) .  . , - ~ i ! ~ ~ ~ . l i c r  3c > (1 tcH q?rc ~ 1 :  Il.-] T/I < : (:t T ~ . , ~ t .  

-4 .s-rCgrtlic:r. Alor.u : 
-- 

1) H ( l ( T )  = fro(.4). 

2) C'o(T) = C'o(A). 

D';il?ri:s 1ii fori~iiilt. (2) cIc lii. c16iiioiist~r:i.t~io1i dii t.lic~orhiiic l~r&cbclrrit, al-cc 
-- 

. - - - - r ( ; " .  il siillil, ci<: iiioiitrc~r qiic Bo(il) 2 H ( ] ( T ) .  Avec lcs i ~ i ~ i i i c ~ s  iiot,;it,ioiis qiie 

ln d6ii1oiistrat,ioii (111 t,lii~or;~iiic- ]-)r&cE<lc-lit,, c:t <:II iitilisaiit l'iili.gnlit,(. (1) dii lciizilic. 

5.4, oii voit, cliic 

C(T) 2 (.(A) - [IÂ - Tl1 



Doiic si 11-4 - TI/ < alors c ( f ' )  > y 
D'oh l l - <  - T I /  5 [[A - TI1 < < c ( T ) .  Doi~c, ri1 rcilil>lnçaiit A par T et T 

par A, dans 13 d6inoilst1atioi1 d r  la f < ) ~ i ~ ~ l i l c  (2) di1 thi'oii~lllr 11sé~<:dc11t, 011 coi~cl~i t  
-- 

que Ho(A) Ho(T) et  1) cst d6ii1oiit,iC. 

2) s'obtieilt par ~ I ~ i ~ l i t é ,  (voir Prop~sit~ioii  1.4.4.(2)). 

h.loiitroi~s qiie si .A + () rst. ..;-rCgiilior ;ilors A cst .s-r6giilici.. Siil)posoiis qiir 

A +  CS^ a-rcgiilicr et 1)osoiis (- = cJ.4 + C)) > O. -Ilors VIL > O ,  ( A  + 0)'' cst 

.s-rCgiilirr (cf. Tlii.ori~iiic3 4.3. ) 

D'aiitrc piirt. 

(A  + C))" = .AS,, + Q" . (1) 

(2 6ti1ilt c~iiasi-iiill)otc~i~t, 3 S  t N tc1 <111<- llC)Kll < r " .  Eii iitilisiii~t (l),  oii ol>tiriit : 

( Poiir 1ii (Iciiiii~ic ii~i.gi~lit<: \-<)il Lc~iiiilic 1.3.3). Or, (-4 + C))R' coi~~nli i tr  avec ASN.  

D'où. cil iitilisiiilt 1(, tli(*oii~iiit, 5 .5 ,  il s'cii5iiit clil(' ASr\, cst ,~-i6giilicr. Puiscluc A 

coil~i~iiitc. avcc SA', 1'' 1c.iiiriir 3.3. ii~~l>licliii~ tliir -4 c \ t  a-ibgiilici. 

D'oii, oii cil didiiit qiie s-r<:g(il + Q )  C_ s-rcg(A) ct ,  1)i1.1. c ( jus~q i i~ i t0  

Poiir I'ii.iit,~c incliisioii, il suffit. cl(. rc-iiil)l;ir(\i *4 par .A + d) < % t  C) p;iv -0 c1;iiis (2). 

C!c qiii ;icli;~v<~ 1;) tl6iiionst,rnt,io11 tlii t1iCori:iiir. 









3 1. O p é r a t e u r  quasi-Fredliolm dalis  uii espace  d e  I3aiiacli. 

Défiiiitioil 1.1 Soit A ,irn opc'ru.tcri.r fer7nC da71.s .(I.~L CSP(I.CC dc Ban.rr.ci~, -X. 0 7 ~  dira 

est, q?rasi-prcdhobn (et 07,. rrote~u. il E q4) si 3111, N dcrrx: so.irs-csy«.ces ferme's 
(10 -Y tels q,tre : 

Reiiiarqiie : Lr coiiplc (d1 .X)  e\t iil>l)cli. <l&coiiil~oiitit,i1 cl(. Iiiito ii\socii.e h il. 

(1) L'cx<~iiij~)l(~ cliii i l  i i1oti~6 c . c s t t . c >  tl<'~liiiitioii c,r%liii t1t.s ol)i.i.;r:!~iirs sc7ii:i- 

Frctllioliii. Eii cfl'(.t,, S. liiito [ I l ,  Slij.oi.;~iiic. 11 21 1iioiiti.i' <III(' l ( ~ ~ ) ~ ) i ' r i i t < : ~ i r s  s<'iiii- 

Frctllioliii soiit c11iii.si-Fro(lllo11ii. 

(2 )  Si N = {O} (i.c.. d l  = 4). oii rc~.i.oiivc~ I(sx ol,j.r:it.c~iirs .Y-r6giilici.s. 

(3 )  Si 111 = { O }  (-V = -Y j ,  011 i(*~i.oiivc l(>s ol)(~i.:~t<~irs iiill)ot,cilt~s. 

(4)  Si .y w t  1111 c>>l)ii(.(> (11% IJiIl)(~i.t~,, oii i.(st,~oiiv(> 1 ~ s  o 1 ) ~ ~ i ~ t ~ ~ ~ i ~ r s  ~ l i ~ i ~ s i - F ~ c ~ l l i o l i ~ ~  

<l&fiiiis 1);ir .J.P. Liil)ro~is~(\ (voir [13]). D':~,illr~irs (lii,ii~ 113, 1):1.g<' 197j. 011 t , r ~ i i \ ~ ~  i ~ i i ~  

loiigiic list < %  <I'csc.iiil)l(~s tl'ol)6iii t,c%iiis <lii;isi-Fi.<~<llioli~i. 

Tliéorèiiie 1..2 Soit .-I tr , r~.  optll.cl,l(:icr. ,f<:~int! ii. dorrt.c~.iit.r: di;11..<1:  do.?^.': S. si A E q+ 

a l o ~ ~  .A* E cl$). 

DC~i-ionst rat inil: 

Soit ( J I ,  &Y) i i i ~ < ~  d<:coiiil)o\i t i o i i  t i c *  1i;ito ;issocij.<~ ii '-1. LLoiili 011s <~II<' ! -lTL. -IfL ) 
~ s t  IIII<> (It~co~~il>o\itii)ii ( 1 ~  1iii1 O i~\socik% ii ,A*. 

Soit P,,, (rc~sl)c~ctivc~inc.iit I',,,) 1ii pro,j(-ct.ioii siir 111 (i<~spc~ct.iv<~i11~11t siir N )  siiiv:iiit, 

In. (li.coiiil)osi(;ic,ii -Y = 3 1  8 i ;  S ;ilors [ll.t.lii~oi.i~iii(~ -1.8,cli;i.l1 II7] iilil)li(liic qiie 

= :I'~ 1.: 1 -11' ct (Pi$, ji (i.c,sl)<~.t i~-oiii(~iit (P.y ))" c:st iiiic l)rojcct,ioii sur N1 

( rcspcct . i~ t~i i~mt  siir AlL), cil c\ffct: 

Et. *V* = Pz,,*-\-* = ( I  - P,\,*)S* = R ( I  - PA{* )  = .iY(P,{,*) = R(PIzf)*  = :IfL. 

nioiitroiis qiic  AI\^ cst à doiiiiiiii<, <lt-i~\(. daiis .II, cil cffvt: 





Il siiffit de iiioiitrc~i qilc AI c D(A)  n A4, soit r E AI idors il existe une 

suite (2,) daiis D(A)  qiii coilvcrgc vers x .  Donc Pnr(z,,) converge vers P~r(s . )  = 

z  E AI et 1)uisque PAr(D(A) )  C D ( A ) ,  PAr(.r,,) E D ( A )  n il1 Pai coii\6qucilt 

z  E D ( A )  n A l  cc qui iii~l)li<~ii<~ qiic Aln f  cst à doiiiaiiie dcilse dans AI. 

Moiltroils que ATL D(A*):  

Soit f E AIL et I L  E D ( A )  alon Pnl(u)  E D ( A ) ,  ct doiic f (-Au) = f ( A P n f î ~ )  + 
.f(APArîi). Or, dPAr1l E ,LI et coiiiiiic f E AIL. f(APli,fu) = O.  D'autie part 

M 2 D(rl)  alois =IPx est I~oïiii.. Il s'eiisuit que: 

et aloi< o i ~  (,ii tli.<liiit qiic f E D(*4*). 

Dii fait (IIIC' -4(-2I n ~ ( ~ 4 ) )  c nr (,t A(;\~) c -q7 :11015 - 4 * ( x L  n D ( A * ) )  c ,vL ct 

A*( l l lL )  AIL. 

hlloiitîoils ili;i.iiit,ciia.iit qii(, (.-ljIII)* = -ArNl ct  ( A l s ) *  = Ac,,,, ç ~ i  cfkt,: 

Soit ,f E X* et Cr E -1- 

( p ~ \ { l . f ) ( { l )  = ( ~ l l , J - f ) ~ ~ , \ l ~ ~  + P A r ~ ~ ~ )  = ( p A l ~ . f ) ( P N ~ l )  

= (1 -  P,l)f(PR'1i) = j'(P*rll,) = (P,V)*f(ll ,) .  

011 a. alors = (Pjy  )*, ct 1,;i.r suit,c oii 21. : 

Et cl<, 1;) i116iiic. iii;iiiii.rca oii <16iiioiiti.<' l';iiit.r<~ i.gtilit6. 

D'aiitr.<: l);wt - I lAr  est, s-ï6giilici. ( ~ t  11 doiriiiiric* dciisc. tliiiis d l  cloi~c c1'iipri.s l a  

r>rolmsit,ioii 1.3.3, (Aliir )* = -Ar,\,, est s-ri..p;iili<~r. 

11 rcst.e à. moiitîer cliic (.-iy,,, ) ~ s t  iiill)otciit,. Piiis<~iic. (.Aln; )*  = -ArAfI ct illw est 

nill>ot,ent,, alors on oil dhdi.~it cliic (Al i i l )* .  

Doilc ( E L ,  A l L )  est iiii<> d6coiiil)ositio tic I<:ito zi.ssoci&c à. .A* ct p2i.r s1iit.e .A* E q@. 



Leiiiiiie 1.3 Soit  A E qd alors 3~ > O te l  que VX E C ,  O < IXI  < E ,  A - XI est 

s-régulier. 

Soit A E qd et ( A l ,  N) uiic clbcoinl~osit,ioi~ de I h t o  associée à A. Il est clair 

que VA # O,  K(.4 - X I )  c Coj.4) C A t .  D'autre part, Al,lr s-régulicr impliquc il 

existe E > O tel (pie VA E C ,  IXI  < c ,  ( A  - XI)ln4 est s-régulier et Co(A - XIlnr) = 

Co(Alnr)  = Co(A).  D'oii, AT(A - XI) C  CO(.^ - C C O ( A  - XI). 

Il rcstc à iiloiitrcr cliir R(,4 - XI) est fcrmb pour tout X E C, O < IXI  < E .  

Eii c G t ,  A I N  nill)otei~t iiilpliclue qiie VA # O, (-4 - XI ) IN  est iri~~ersiblc. Donc 

ilT = ( A  - X I ) ( N )  c R(A - XI) c,t n(.4 - XI)  = RjA - AIlAl)  t1) Ar. 

Ce qiii iiioiit~c [lu(' R ( A  - XI) est fer1116 VA E C, O < IXI  < s, ~0111111~~ so~~i i i ie  

ti'iiii friii16 (le A l  et dc IV. 

Notoiii /),lO(.A) = { A  E C : ( A  - XI) E q Q }  (alors .\-rcg(.4) c P4d,(A)) et 

1 ~ ; ~ )  = 0,,<>(.4) \ 5-l(>jg.4) 

Corollaire 1.4 

(1,) o ~ ~ ( A )  cst dC~t.on~brc1.11le ci. n,'orlinct pus de  poiiat.~; ~ ' U C C ~ ~ L ~ I L S L ~ U ~ ~ O ~ I L ~ ~  du~t,.q pqs(<4). 

( c )  C gl,(A) ( l ' c r ~ s e ~ n b l e  dcs ,i>c~lc,u.rs propres d e  A). 

Corollaire 1.5 Soit  A .ibn. opbi.«.tertr ferïrtc'. Alors 

a) L'i~>clii \ i ï)~~ '.Gy' sr (lb(11iit (111 T l i & o ~ ? ~ i ~ i ( ~  11.3.1(8). l i i ~ ~ r r s c ~ ~ ~ ~ c l i t ,  si -4 - XI 

c\t qi~a~i-F~c~tllioliii ct (111, Y )  iiii(. (lbcoiiil~c>sitioii dr I<ato ;isiocii.<- à - 1  - XI. alors 

Cro(:1 - A1 ) = Co(A - XIl \, ) = n,,>o R(=l - XI)" c ~ t  fcs1116. El1 OII~I< ' ,  Y/, # A, 
- 

AV(-4 - / I I )  c C ' O ( ~ A  -- AI). 

D'oii, d':il>ii,\ lc Lciiiiii(, 1.3.1. oii :I Vin , i t  > O ,  iY(d - XI)"' C n(. i  - XI).. Doiic 

1Y C Co(,-l - XI) C 11, p:ir coris(.(liici~t AT = {O} ct X E ,z-rcg(A). 



13) L'iiicliisioii "C" est 6vidrlltc. Montrons l'aiitre incliisioii. Soit A - XI quasi- 

Firdlioliii et ( A l ,  N)  uiie décoiiipositioii tle I<>~to associée ii A - XI. Sul,posoiis 

qii<, X 4 s-rkgiilici, alors A' # {O}. ( A  - X I ) I N  étant iiill>oteiit. on a 'dtc # A, 

N c C'o(.+l - P I ) .  D'oh N C n,LeF-leg(n~C~(A - 1'1) E Co(A - XI) C A l .  Pas 

consi,cliiciit, AT = {O} c~)ntl.a<ltctioii Donc X E S-xcg(.4). 

Tliéorèiile 1 . G  Soit A Itn, ol~c'r«.f,eitr fcl.m,F ailcc D ( A )  dense  d«.n,s X, quasi- 

Frcrlholrn. Alors 3~ > O tel q,ii.r: 'dX € C ,  / X I  < E ,  on a : 

i )  Co(.i - XI)  + H o ( A  - XI)  = C o ( A )  + Hu(-4)  ; 

i i )  C o ( A  - XI)  n H,jA - XI) = Co(A) n f I , (A)  . 

Déiiioiist ration: 

Eii cff(,t, 3d E -V tc.1 C ~ U C  N C : v ( A ~ )  C I I o ( d ) .  Donc Co(A)+A\T C Co(: l )+Ho(A) .  

L'autrc iiicliisioii, d'après (l), oii n 

D'aiitic part, d'al>ii'\ 1~. Lciiii~~c. 1.3, 3c > O tr l  qnc' VX E C ,  O < < E ,  

il - X cst ~-ii'giili<'i. DOIIC Ho(d - XI)  2 C o ( A  - XI)  si O < / X I  < 5 .  Eii oiitrc, A I N  

nil130tclit iiiil>licliic <luc \dX # O,  (II - XI)(-W) = A'. Doiic AT c CO(-4 - AI). Par 

c0ii4(~1iciit, VX E C ,  O < / X I  < c ,  011 i l  

Cc q ~ i i  6tril)lit i ) .  



ii) Moiltroils d'a.bord que VA E C, 

H o ( A -  XI)  n Al = Ho(,'i - X I )  n A 4 .  

El1 effet, il siifit de  inoiitrcr que H » ( A  - XI)  n -41 C H o ( A  - XI) Ti A l .  Soit 

1. E H o ( A  - X I ) n A l  alors 32, E H o ( d - X I )  t.cl  lu(^ n . , ,  -t z. Soit P,qr la 1)sojrctioil 

siir Al siiivailt la décoinposit.io11 Ar = hl N Alors Pnls,, + Pnrr = 1.. 01. il est 

clair que PMxn HO(.4) n A l .  Par  coiisCqucilt, .z: E H o ( A  - XI) n 121. El1 outre. 

d'après le lcmrnc 1.3, 32 > O ,  VA E C, O < I X I  < s ,  A - X cst a-~i.~iilies. Doiic 

- 
Ho(A = XI) ~\~( -4  - X ) J  C  CO(.^) C i\f . (4) 
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Fiiialciiicilt, cil iitili\;ii~t ( 3 )  c,t (4),  oii voit que. GA E C:, O < I X /  < E. 

= u , , (A  - XI) n C O ( A  - XI) . 

Corollaire 1.7 Soit A ~ r n  optIr«.i.ciurr fcrn1,tl a,i~ac D ( A )  dcv,.se dans  S. Alors. les 

 application,^ 

X +-> c'o(A - XI) + H o ( A  - XI)  

X H Co(-& - XI)  n H o ( A  - XI)  

Corollaire 1.8 Soit R .cm(! (:o7rrposan,tc con.ncze d c  prld(A) c t  12' = !Z n s-r.r/( i l)  

e t  $2" = R n /)i,(,-I). Alors YII E (2" et VA E f l r .  

C'()(A - P I )  + Ao(--l - / I I )  = C o ( A  - X I )  = ndEn. R(=l - w.I) 

cf   CO(^-^ - { I I )  n fI,,(.4 - / I I )  = H ( ] ( A  - X I )  = C ~ I ~ I { ~ V ( - ~  - w.~} , . ,Ec2r  

R,ei~iarqiie : 

1 )  VX € p,n(A),  GO(.-1 - X I )  + Ilo(-4 - XI)  = Co(A - X I )  + Ifo(.$ - XI)  est 

fcrriii. clari.; ,ri. Eii eAi,t, soit (31 ,  N )  iiilc di.coiiil,osition tlc I ï u t o  associb~ à .4 - A. 



Alors C o ( d  - A )  + H o ( A  - XI) = Co(A - XI) @ N ,  (voir (2) dc la démoilstration 

dii Tliéori.iile. 1.6). Or, Co(A - XI) ai N est feriné coiiiilic so i i~ i i i~  clc ferillé de A l  

et de N. 

2) Les résiilt,a.ts de cc. para.giap1-1~ gérii.ra,liscilt criix de [22], ii.iis ca.s des do- 

iiiaiilcs clua.si-Fre<lholili pour t i ~ s  ol)<l.rat,curs fcrinés n:(-.<. tloiuaincs dciiscs dalis A-. 





ANNEXE 

1) Cet csciill~lc coiisiste à moiiticr que a f ( P ( T ) )  @ P(crj(T)) o;i P est iiri  

polyiiôi11e.Par escniplc soit P(X) = X2 et  T clkfiiii coiiiiiic suit.(voir[3]) 

Soit ,4 1111 opéra.t,ciir cla.iis A- tcl que il" O et R ( A )  est fi.riii6. Soit B 1111 

o~éi.:i.t,ci~r coii~l>i~rt t,cl tpc AB.4 ii'cst pas tlc raiig fiiii. 

= C Z ~  si k inipair 

Soit X f p(B) oii p( Il) est 1'<.ii~<~i111)1<~ i c ~ o l ~ i i i i t  de 13, c.li.<l 

p(B) = {A E C : l3 - X I  cst iii~~<.rsiblc] 

alors 

l?(T)  cst f~iri-ii. 

iiiais 

TL - A B d ( X I  - B )  ii'cst pas d'imiigc f<,riii(. 

2) Cct csci11l7lc < oiisist c, A iiioiit I (11 quo (7, (S )  ii'<xst pas fci iii&.(x-oii 131) 

Soit A ilil ol,i.ratc~iir 1)oiiii. <iiiils S tel qiie VIX/ < 1, R(.4- X I )  ii'cst pas fcririé. 

j'ar c-x-cnlplc: -1- = L ' ( I l )  oii l3 = { A  E C : I X /  5 1) r t  



soit IF  = X x S iliiiiii dc la ilorilic 11(x;y)11 = 11.r11 + IIyll, ct soit T  E B(17) dbfiiii 

p ar  

T(x, y) = (0, x + Ay) 

alors 

R ( T )  = { O }  x X cloilc fcri116 

Soit X E C tcl qiic O < / X I  5 1, ~iioiit~roiis qiic 

R(T - X I )  ii'eht pasfcnlié 

El1 cffvt soit { s , , ) , , ~ ~  dilils S tc'l <111<' (A - XI)?.,, -+ IJ :IVC<. i/ @ R ( A  - XI) ,  (loii(. 

Vu E -Y oil a: ===+ !J E R(.4 - XI)  coiit,r;i<lictioii 

3) Cet cx<~iiil)lc roiisist,c ji iiioiit,r(~i. qii(, si .-i cst. i i i i  ol)i;r;it,(~iii ii~iii(: (Iiriis -y ;ilors 

cil p;i'11i"a1 .A" ii'(.st pas ffi.riii(: (l'oir [ll,l);igo 2931) 

Soit rl uii op6rat,c,iir fcrnii. tlaiis -Y qiic soli citrr6 n(, l'cst pas. 

par cxcrnplc: tlaiis -Y = CL ( Z  ) lx)stx 

03 OC' M 

oii {c, )y=-, cst la. hasc c;i.iionicliic. 



Eii part,iciilicr 





Référetices 

[l] Apostol, C. O n  t hc  clo?;cd r«.ngc i n  Zl~c spectrzr,rn of opei~ators;  R.cv. hda.tli. 

Piircs c t  App l . ,  11, 8, (197G), 971-975 

[2] Atkiilsori, F.V. O n  rc la t i~ lc ly  rey.ulu.r opcro,tors ; A c t a .  Sci .  X4ut,li. Szcgcd 15. 

5, (1953), 38-56 

[3] Caradiis, S.R. Mappïir!/ p,~.opcriie.q of rel«.ti~r~cly re!jrrl«.r opcrntor.3 ; P i o c .  

A m c i .  hl i i t l i .  Soc .  47 (1075). -100-412 

[4] Caradiis, S.R.. Gcirci~«.ll.zr:d in.?icrsca and o p e r n t c , ~  thcor! / ;  C)ii<.cii's p;i,l,crs iii 

l x w c  aiitl iil>l>li<!il i \I i i t l i<~i11ii . t . i<~.N~50, ( l97S) ,  Iïiiigst,oii; Oilt,iirir) 

[j] Daviclsoil, K.13.. & 1-lerrel-O, D.A. T b e  .Tnrdrr.n, j'orir~. of (1. l~ifri«,n,g,~l,lri.r 

op(:r (~ , tor;  J .  Iiiiiict,. Aiiiil. 04 (1900); 17-73 

[G] Dunford, N. & Scliwart,z,J. Li,i~c«.i. o p e r a t o ~ s ,  Par t  1 ; 1T'ilc.y Iiit,vi.-scic%iicc, 

NPW Y ~ i l i  (1971 j 

['il Goldberg, S. Unbo~i,n.(llcrr! li,rr.i:«.r opcr.o.tor.s ; N.Y., hfc C ; ~ ~ I \ Y  Hill. Ncw Y o r k  

( 1 3 G G )  

[9] Ilaïte, R.E. In,iicrtibilitj/ c ~ n d  aingir.laréty for  boztn,dcd li7rca.r operators ; Del<- 

l i < ~  KC\V \oi.Ii (1968) 

[IO] ICaasl-ioelc, RI.A. St«bilit;r/ t11,~:or~cm.s f o i  closcd I~,II,c«.T O ~ C T ( I , ~ O T S  : Iiidag hIat,h 

17  (10G5) -1J2-4CIG 

[12] I<ato, T. Pr i  t,iirl>;itioii t l i<wr~r for  1ii1o;ir ol>crii tois  : Sl)i i i ig(-r T(.il;ig ( 19GG) 

[13] Lnbroiisse, J.P. Lcs opEr«.tertrs q~ia.~i-Frcdkr,oln rr.n.e !/i:'ir61~nlis«.tion dcs opérn-  

t c ~ r r s  3crn.i-Frcdhohrt.: R(.iltl. C:iic. Miit.11. Pnleii i io (t?), 23 ( 108O), 1G1-2.58 



(141 Mbeklita, M. Gin,Crcr.lisntlon, dc lu. décorn.position de Kato a.11.:~ opércr.te,f~.rs 

par(~,n,orm.c~.~ix et spectrc~riz ; ThCse tle 3Cn-l~ cycle, Uilivcrsit,B clc Nice, (1984) 

[15] Mbeklita, M. GinEru.li.sation de ln rlécorri.po.uition de Knto ... ; Gla.sgom 

hfatl1.J. (10S7), 159-175 

[ l G ]  Mbeklita, M.Réso1ac~n.t gdn.Crri/~se' e t  t h é o r ~ e  spcctr«le. ; J .  Opeïiitoï Thco ïy  

21 (19S!3), 69-105 

[17] Mbekhta, M. Tii,ioric spictralc g6ncralisée ct opirate.~rr psewlo-fredholm; 

Thése cl'ét,a.t Universi t,é hlolln.met1 V, R a1xi.t (1 088) 

[lS] Mbeklita, M. & Oualiab, A. Op6r.ntc.,/,r s-rigu,licr d(1.71.~ II,,~?. h'~rb«.~h, et 

théorie spcctrele; Piib. II'\.hfX Lille? t7o1. 23, N o  XII (1990) 

[19] Mbekhta, M. & Oiiailab, h. r'(:~t.ii~hol,tion des O ~ I ) ~ T ( I . ~ C I L T . S  R - T ~ ( I I I . ~ ~ C T  r i  

co~rt,in;rrif.(! c1,e ( < : e r l ( ~ i ~ ~ s  .<oies-csl~ci.cr:s iI(~n,s 1~ (l»7rt,(~.in.e q~~. i~ . . s i -p~~dh.o ln~ . ;  Piih. 

IRr\.IA Lillr., \/cil. M, NOX (1991) 

[ 'O]  Mbeklit,a, M. & Oirzilial~, A. Gonf,rib.cction ci hi. tl1.6oric npcc;trirl(: !16n6ral1i;ic 

~ ( I . T L S  le.< espaccs dc B(i.r/.«.cl~,: (2.17.. Aciitl. Sci. l';i.ris, t,. 313, S6rie 1 (1031), S33- 

pl]. Naslied, M.Z. Gcrrcrci.lï.zcd ï.ri:oc~scs «.ri,d ii.pplrc«.%io,/t.s ; Ac;i<l(siiii(, Pic,ss, 

(1976) 

r?2] O'Searcoid, M. &. West, 'i'.T. Gon.tiîb~~l.t?/ of t l ~ e  ! ~ ( : ~ ~ c ~ r i ~ . l i , z ~ d  KCT.II.CI 11.n.d 

rU.7L.qC of . Y C ~ ~ / - : / I .  Op(:1~i1.f~«7'~ : hlil.tli. PI'OC. C.:i~illl~. Pilil. Soc. (1gS9), 105- 

113 

[23] Snphnr, P. Cort,t~Lbirt%or/, ii. l'6hi,dc ilcs ii.pplicrntao~/,.e l%ri.dai~.r:s (l(l./rs (/,,II. esparc 

$C B ~ I , ~ L ~ L c ~ ;  Biil. Si)(.. 1I;i.iIl. 1ri.iriicc. 92 (1964). 363-3% 

p3] West,, T.T.  R.errro,i~in,g il/,(: j.i/.rn,p-K«.fo's tlcco7rr~io.r.if.l.«n ; Eocky hfoiiiit,iiiri 

Joiiriial of l f i l t , l l .  20 (1990), G03-(il2 





.,* .-ï >-?h~,, , , ,,/ ."- - *<.A! '-,?<?\ 
c p"l. , c. 

i-/ s i c i  {ON y<;,\ 
R D E  \ z l  
-':\ s c ,E~~~ç i ' - /  
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Il est bien connu que la théorie spectrale classique est basée sur la notion 

"d'inversibilité". Plusieurs théories ont été développées consistant à remplacer 

cette LLinversibilité" par une notion plus faible (exemples : inversibilité modulo les 

opérateurs conlpacts, inverse généralisé) qui ont conduit aux spectres essentiel de 

Fredholm, seini-Fredholm et spectre généralisé. 

Dans ce travail, on développe une théorie spectrale "généralisée" pour les 

' * wéra t eu r s  fcrniés dails un espace de Banach, où la notion d'invcrsibilité est 
t .* 

remplacée par celle de la "seini-rtgularité". On dira que l'opérateur A est semi- 

régulier (A-régulier) si R(A) est fermée et pour tout n >_ O, N(An) C R(A). 

Notons, o,(A) - { A  E C ;  A - X I  n'est pas s-régulier), le "spectre singulier" 

de A. Alors a,(A) est fermé, inclus dans le spectre o(A) de A et contient la frontière 

de ce dernier. Kous montrons que u,(A) possède aussi certaines propriétés de a(A). 
th' 

Notons S-Rcg(X) = { A  E B ( X ) ;  O $! a,(A)], où X est un espace de Banach. 

Alors 

1iirri-Y) = {A E B(X);  O @ u(A)) C S - Reg(X). 

Nous reinarquons par un exemple que S-Reg(X) n'est pas ouvert, contrairciileiit 

au groupe nlultiplicatif Inv(X). Cependant, nous ~nontroim clu'il reste stable par 

certaines "petites" perturbations. 

D'autre part, on s'iritéresse aux opérateurs de la forrnc A = Al 8 A. , où Ai est 

s-ré.gulicr et AD est ililpotelit, (opérateur quasi-Fredholm). T'. Kato a montré. que 

les dpérateurs semi-Fredholm admettent une telle décomposition. Dans ce travail. 

nous donnoils plusieurs propriétés de ces opérateurs. 

Mots clés : Opérateurs ,  s-régulier, semi-Fredliolm, 

quasi-Fredholm, spectre singulier, conorme d'un opérateur  


