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Introduction

Il est clair que la notion “d’inversibilité” est la base de la théorie spectrale
classique. Plusieurs auteurs ont développé des théories consistant & remplacer cette
notion “d’inversibilité” par une notion plus faible. Par exemple, l'inversibilité
a droite ou a gauche modulo les opérateurs compacts, le résolvant généralisé
analytique,... ont conduit aux spectres essenticl de Fredholm, semi-Fredholm,

spectre généralisé,...

En 1958, T. Kato a montré (cf. [11,Théoréme 4]) que si A est un opérateur
fermé dans un espace de Banach et semi-Fredholm, alors il existe Xj, X, deux

sous-espaces fermdés de X tels que
a) X =X 8 X,
b) Xo C D(4), 4(XNo) C Xg et Ay = Ajx, est nilpotent
¢) A(X; N D(A)) C Xy et sionnote 4y = (Ajxy) alors R(A4;) est fermé

et Vo > 1, N(A}) C R(A,).

Ou N(A) et R(A) désignent réspectivemnent le noyau et 'image de A. Un opérateur
qui vérifie la condition (¢) scra dit s-régulier. La décomposition précedente A =

Ay B Ay est dite décomposition de Kato.

Récemment, T.T. West [24] a donné une démonstration plus simple de cette

remarquable propriété des opérateurs semi-Fredholm.

En 1980, J.P. Labrousse [13], a caracterisé tous les opérateurs qui admettent
une décomposition de Kato dans le cas Hilbertien (opérateur quasi-Fredholm). Le
théoréme du “séparation spectrale” implique que 0 € o{A4) est 130}¢ si ct seulement
51 4 admet une décomposition de la forme 4 = A, @ Ag ot A, est inversible et
Aqg est quasi-nilpotent; alors la décomposition de Kato peut étre vue comme un
résultat de “séparation spectrale”, pour un spectre “généralisé” ol 4; est s-régulier

au lieu d’étre inversible.

En 1989, M. Mbekhta [16], a développé une “théorie spectrale généralisé” pour
les opérateurs fermés dans un cspace de Hilbert, consistant & remplacer la notion
“d’inversibilité” par celle du “résolvant généralisé analytique”. Plus précisement,
s1 X est un espace de Hilbert et 4 est un opérateur fermé dans X, on dira que A

admet un résolvant généralisé dans U C C, si VA € C, il existe Rg( 4, A) opérateur



borné de X dans D(A) vérifiant :
(A — ADRg(A, A)(A — M) = (A — D),

Rg(4,A)(A — AI)Rg(4, A) = Rg(4, V).
Notons alors reg( A), 'ensemble régulier de 4, défini par:

reg(A) = {\ € C; A admette un résolvant généralis¢ analytique

dans un voisinage U deA},

et 0,(A) = C\ reg(A) le spectre généralisé de A, alors ,(A) possede plusicurs
propriétés du spectre classique (cf. [15],{16]). Toujours dans le cas Hilbertien (cf.
[15, théoreme 2.6]), on montre que “O ¢ g4,(A4) si et sculement si ¥n 2 0,
N(A™) C R(A) et A admet un résolvant généralisé cn zéro si et sculement si

¥Yn >0, N(A™) C R(A) et R(A) est fermé ”.

Ce dernier résultat montre que si A admet une décomposition de Kato alors
zéro n'est pas un point d’accumulation de o,(A). Done s 0 € o,(4) alors il est

isolé.

Dans ce travail, nous donnons une extension de la notion du spectre généra-
lisé défini plus haut, au cas des opcrateurs fermés dans un espace de Banach.

COI]]IDCD(;ODS par donner deux remarques:

I) Contrairement au cas Hilbertien, la notion de "résolvant généralisé” est
trop forte, car pour que 'opérateur A admette un résolvant généralisé en A il faut
et il suffit que R(A — AI) et N(A ~ A1) soient fermes et admettent réspectivement

un complément topologique (voir [4]).

II) Si on note
oi(A) = {} € C; R{A — AI) n’est pas fermé},

(“spectre” défini par Goldberg {7, définition VI.7.1}}, alors o 5(A) ne possede pas

les propriétes du spectre classique, par exemple:

(1) o5(A) peut étre vide méme si A est borné, c'est le cas par exemple pour
A=0.

(ii) o(A) peut ne pas étre fermé, car il existe (voir annexe) un opérateur & image

fermée tel que si 0 < |A| < 1 alors R(A — AI) n’est pas fermé,
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(iii) le théoreme de Vapplication spectrale n’est pas vérifié pour o f(A4).
Soit P(A) & A2, X = I2 et A défini par:

A(@1y. o Ty = (o,zl,o,f?’i,o,%i...
alors R(A) n'est pas fermé, mais par contre A? = 0 a une image fermée ce qui
implique que 0 ¢ o¢(P(A4)) et 0 € P(og(A)), c’est & dire P(os(A4)) ¢ o,(P(A)).
1l existe de méme un opérateur A (voir annexe) tel que 4 a une image formée et
que limage de A? ne soit pas fermée, d’ot 0 € o5(P(A)) mais 0 ¢ P(o(4)), cest
a dire of(P(A)) ¢ P(op(A)).

(iv) of(A) n'est pas stable si on perturbe A par des opératewrs quasi-nilpotents
cominutant avee A. Si par exemple, A = 0 et N est lopérateur nilpotent, défim

dans (iii), alors 0 € o;(A + N) mais par contre 0 ¢ o(A).

Maintenant, pour un opérateur A fermé dans un espace de Banach, notons
sreg(A)y = {A € C; A — A est s-régulier}.

Nous obtenons alors un nouveau spectre que nous appelerons spectre singulier,
complément de s-reg(A) dans C, noté o,(A) contenu dans le spectre classique
(A} et qui contient la frontiére de ce dernier et posséde plusicurs propriétés de

7(A). I coincide avec o,(A) dans le cas Hilbertien.

En outre, o7(A) € 05(A) et nous montrons que la différence entre a,(A4) et
o¢(A4) est au plus dénombrable, d’autre part nous montrons que o,(A) est au plus
dénombrable si et sculement si 0(A) est au plus dénombrable, ot dans ce cas, on

ao.(A)=o(A).

Notons S-Reg(X) = {4 € B(X); 0¢ 0,(A)},ou X est un espace de Banach.
Alors Inv(X)={4 € B(X); 0¢a(4)} C S-Reg(X).

Nous remarquons par un exemple que S-Reg(A) n’est pas un ouvert, contrairement
au groupe des inversibles Inv(A4). Cependant, nous montrons qu'il reste stable par

certaines "petites” perturbations.

Dans tout ce qui suit X désigne un espace de Banach complexe, A un opéra-
teur fermé dans X, de domaine D(A4) et on notera N(A) ot R(A} respectivement

le noyau et 'image de A. Ce travail comporte trois parties.



Premiére partie

Dans le premier paragraphe, nous rappelons la définition de la conorme d’un
opérateur et de la métrique du gap, et nous donnons quelques rappels et résultats

dont on aura besoin dans la suite du travail.

Dans le deuxitine paragaraphe, nous introduisons la notion d’opérateur semi-

régulier (noté s-régulier) défini par:
A est s-régulior si B(A4) est fermé et Vn > 0, N(A™) C R(A).
On note
sreg(A) = {) € C; A — M est s-régulier}
et 04(A), le spectre singulier de 4, est par définition le complément de s-reg(A)

dans C; on a évidemment p(A) C s-reg(A) ce qui implique que o4(4) € o(A).

En outre nous donnons une liste non exhaustive dlexemples dopérateurs
s-régulier déja étudics par différents auteurs ([8],{10],(11],{13],{14],[15] et [22]). Nous

montrons, (proposition 2.3) que si D(A) est dense dans X, alors 0,(A™) = 0,(4)

(le complexe conjugué) ou A* est Vopérateur adjoint de A.

Dans le troisicme paragraphe, nous donnons une définition du Ceeur d'un
opératcur fermé, notion introduite par P. Saphar [23] pour les opérateurs bornés,

noté Co( A) le plus grand sous-espace M de X tel que
A(MecapD(A)) = M.
Dans le cas des opérateurs s-véguliers, Co(A) = N;>oR(A?) et Co(A) est fermé.

Nous terminons cctte premiere partie, paragraphe 4, par I'étude de la partie

quasi-nilpotente de A, noté Ho(A), définie par
Ho(A) = {x € D®(A); lim [j4™z|Y/" =0},

olt D®(A) = Np>oD(A™). Dans le cas des opérateurs s-réguliers nous montrons
que :
Hy(4) = | N(47),
320
et qu'il existe une dualité (voir proposition 4.4) entre Co(A) et Hy(A) dans le cas

olt D(A) est dense dans X, ce qui se traduit par:

Ho(A*) = Co(A)* et Hy(A) = +Co(A*).



Deuxiéme partie

Cette partie est consacrée a l’étude de ’ensemble s-reg(A4) défini plus haut.
Dans le premier paragraphe, nous démontrons {(Théoréme 1.5) que les opérateurs
s-régulier sont stables par des petites perturbations du type A, A € C, qui sont des
perturbations fondamentales pour ’étude du spectre d’un opérateur. Il en résulte
que s-reg(A) est un ouvert et, par conséquent, que ¢,(A) est un fermé de C, Nous
montrons enfin que si 4 est s-régulier alors 'application A + ¢( A—AI) est continue

dans {A € C; [A] < c(4)} ot ¢(A) dénote la conorme de A.

Dans le denxieme paragraphe nous étudions Uenscmble des points A € C tel
que 'image de (A — Al soit fermée (rappelons que Vimage de (A — M) est fermée
si est sculement si sa conorme est strictement positive, cf. [7],[11],[12]). Pour tout
v >0, notons I'y = {A € C; c[A — AI) > v}. Alors nous montrons (cf. théoréme
2.2) que ¥y > 0, T'y est fermé ot que T, € s-reg(A), ot I, désigne Pensemble des

points d’accumulations de T,

Dans le troisicme paragraphe, nous dounons plusicurs caractérisations de
points de C n’appartenant pas a o,(4) (cf. théoréme 3.1). Le corollaire 3.4 montre
que g4(A) contient la frontiere du spectre de A. Nous démontrons ainsi le resultat
suivant "o,(A) est au plus dénombrable si est seulement si o(A) est au plus
dénombrable”, et dans ce cas, on a g,(4) = o(A). Il en resulte que si A est
borné alors o4(A) # (. D’autre part. nous montrons que la différence entre o,{A)
et op(A4) est au plus dénombrable, et nous en déduisons que s1 0, A) est au plus
dénombrable alors a,(4) = a(A) est au plus dénombrable (voir corollaire 3.6). Ce
dernier corollaive est une généralisation des résultats d’Apostol [1,théoreme 1 et
corollaire] (cf. remarque 3.7). Nous montrons enfin dans le cas ot D(A) est dense
dans X que les applications A = Co(A — M) et X\ — Hy(A — AI) sont constantes
sur la composante connexe Qy contenant 0 de s-reg(A) (of. corollaire 3.2) ct que
Co(A) = Nj>1 R(A — Aj) et Ho(A) = cm{N(A = X;)};>1 ou "clm{E}"désigne
ladhérence du sous-cspace engendré par Boet {A;};51 est une suite de points de

Qq. tous distinets, covergeant vers 0 (corollaire 3.3).

Dans le guatridme paragraphe nous montrons {théorémes 4.5 et 4.7) que
le théoréme de Dapplication spectrale reste vrai pour le spectre singulier. Plus

précisement, nous montrons que si A est fermé avee p(A) # @ ot si P est un
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polynome dans C, alors P(cs(4)) = o,(P{A)). D’autre part si A est borné et si f

est une fonction analytique au voisinage de o(A), alors f(04(A)) = os(f(4))-

Dans le dernier paragraphe nous montrons par un exemple que S-Reg(X) n’est
pas un ouvert de 'ensemble B(X) des opérateurs bornés dans X ou S-Reg(X) est
definie par:

S-Reg(X) = {4 € B(X) ; A est s-xégulier},
mais nous montrons que les opérateurs s-réguliers sont stables par certaines 7 pe-
tites” perturbations (voir théorémes 2.6 ct 2.7). D’autre part on montre que

(A + Q)= 0a,(4) ou Q est un opérateur quasi-nilpotent commutant avee A.
Troisiéme partie

Dans cette partie, nous définissons les opérateurs quasi-Fredholm dans le cas

des espaces de Banach par:

On dira qu'un opérateur fermé A dans uu espace de Banach X ost quasi-
Fredliolm (et on notera A € ¢¢) s’il existe M, N deux sous-espaces formés de X

tels que:
a) X =M®N
b) A(MND{A)) C M et 0 € s-reg(An)
c) N € D{4), A(N) C N et Ay est nilpotent.

lette définition a été motivée par le résultat de T. Kato qui montre qun
opérateur semi-Fredholm est un operateur quasi-Fredholm (cf. {11.théoreme 4.]).
J-P. Labrousse a étudié et caractérisé les opérateurs quasi-Fredholm dans le cas
des espaces de Hilbert, ct (M. N) est appelé décomposition de Kato associce a A.

Nous montrons que
peo(A) ={A € C; A~ Al est quasi-Fredholm }
est un ouvert de C, et que dans le cas ot D(A) est dense dans X que les applications

Ar—s Co(A — M)+ Ho(A — A])
et A Co(4A — M) Ho(A — \I)

sont localement constantes dans le domaine quasi-Fredholm de A.



PREMIERE PARTIE






§ 1. Préliminaires

Soit X un espace de Banach complexe ¢t A un opérateur fermé de domaine

D(A) et d'image R(A) dans X. Notons N(A) le noyau de A.

Notons ¢(4), la conorme de A, définie par :

o(4) = inf (= llAw] ; u € D(A)\ N(4)}

d(u, N(A))
ot d(u, N(A)) est la distance de u & N(A).

Alors :
o(A4) = inf{||Aull;w € D(4) et d(u, N(A)) =1}
m}—‘% puw€D(A) et d(u,N(4)) > allufl avec 0<a <1}
= sup{e:[dufl 2 cd(u. N(4)) ot e D(A)\ N(A)} .

= 1nf{

Proposition 1.1 (cf. [7], [11] et [12]) Soit A un opérateur fermé, alors :
i) ¢(A) > 0 st ot seulement st R(A) est fermé;

i) «i D(A) est dense dans X alors ¢{A) = ¢(A%).

Pour M, N deux sous-espaces fermés de X, posons

(M, N) = sup{d(u,N);u € Met|ul| <1}
et g(M,N) =max{6(M,N); §(N,M)}.

Alors ¢ est une métrique (dite métrique du gap) sur G(X), I'ensemble des
sous-espaces fermés de X. G(X) muni de cette métrique est complet (voir [11],
[12)).

Lemme 1.2 Soit A un opérateur fermd et A\, u € C, alors :
1) e(d = ADNN(A — pD),N(A = AD) < = Al
i) min(c(A = A1) ; (4 — pI)g(N(A = \T), N(4 — uI)) < [ = .
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Démonstration:

i) Si A = u alors le résultat est évident. Supposons que A # p et soit
u € N(A— pul) alors u ¢ N(A — M) (car N(A = A)NN(A — pl) = {0} des
que A#£ pu)etona:

(A= ADd(u. N(A =) < (A=Al = [|(A= Ay — (4= uD)ul = A=l lul

dott e(A — M) sup{d(u,N(A — AI)) ; u € N(A — pI) et Jlul] < 1} < A — pl
cest-a-dire ¢(A — ANS(N(A — ul), N(A -~ M) < ju— Al

ii) se démontre en interchangeant A ct . u

Proposition 1.3. Soit A un opérateur fermé et A\, p € C el que g = g(N(A —
M), N(A - )y < 5.Alors :

(A — ML) — (A — pD)] < 3[A — pfii - 29) 7"

Démonstration:

Soit ¢ > 0 tel que 29 < ¢ < 1, alovs 0 < ¢ —2¢ < 1 et (4 — Al)
illf{m%ﬁ}-_’}% s u € D(A) etd(u, NA — AI)) = (1 — (¢ —2¢N|jull} -

i

Montrons que si u € D(A) alors :

d(u, N{A — puI)) > (1= (g = 290)Ju|| = d(w. N(A — pI)) 2 (1 = &)|judl (1)

En effet, supposons que v # 0 nc vérific pas la conclusion de (1), alors

d{u, N(4 — pI) < (1 —¢&)||u|j- Soit v € N(A—A]) ot w € N(A — pl) alors
d(u, N(A — X)) < |lu = w]| + |le = o]} .

En prenant I'inf. sur v € N(4 — AI), on obtient :
d(u. N(A - A]I)) < Jlu — w]|| + d(w, N{A — AI))
< flu — wl| + S(N(A — D), N(A — AT)) - fuo]
< Jlu = w] + gl
< 1+ )lu =l + glull
Si maintenant on prend l'inf. sur w € N(A — pI), on trouve :
d(u. N(4 = AI)) < (1 + g)d(u, N(A — ) + gl
<1+ g)(1 = el + gllull = 1+ )1 = &)+ gl
<(1=c+ 29l
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Dot d(, N(A — AI)) < (1 — (¢ — 2¢))|jul, ce qui établit (1).

Montrons maintenant que

(A=A 2 (1—e)e(A - pl) = [ — 4 2)

En ufilisant (1) et l'inégalité {jul| > d(u, N(A — XI)), on obticnt :

(A= AD)u]]
fu]
. A—pulu ; .
> inf {”_(_TU/H:Q_U_ s u€ D(A)yet dlu, N(A—pd)) > (1 €)HU-H} — A = pl
(A — gLyl
Hu, N(A — uI))

oA — Al >inf { i u € D(A) et d(u, N(A~pI))>(1— E)HUH}

z(lae)inf{
— A =y .

s € DAY et d(u, N{A —pI)) > (1 — 5)]]11“}

D’on (A=A > (1 —e)e(A—pl)— |\~ ul et (2) ost démontvd,

En interchangeant les roles de A et u dans (2), on obtient :

(A —pl) = (1 —e){d— A — A= py. (3)

{2) et (3) impliquent que :

e A=A+ A= p] 2 (1 —g)|e(A — pI) — oA — AI)]
et ec(A— A+ A=) 2 A=A — (A~ pul).

D’oti, on en déduit que :

(1 =g)fe(d = AT) — (A ~ uI}| < ec{A - AT)+ |\ — pl .

En interchangeant encore les roles de A ot v dans la dernicre inégalité, on

trouve :

(1 —=eleld — A} — (A — pd)] Cemin{c(d - AL ; c(A—p)}+ A —pf.

Finalement, en faisaut tendre ¢ vers 2g et en utilisant le lemine 1.2 1), on

achove la démonstration de la proposition. ]

On aura besoin aussi des lemmes suivants du a Kato.
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Lemme 1.4. [11, Lemme 3.3.1] Soit A un opérateur fermé avec R(A) fermé et
M un sous-espace de X. Alors A(M) est fermé si N(A) + M est fermé.

Lemime 1.5. {12, Lemme 2.2, chap 4] Pour M et N deuz sous-cspaces fermés

de X ctue€ X on a:

(1+ 6(M, N))d(u, M) > d(u, N) — |[ul]§(M, N).

Lemme 1.6. [11, Lemme 2.1.4] Soient M et N deus sous-espuces fermés de X.
Pour tout v € X cte >0, il caiste un vg = = (moddM ) tel que

d(ve. N) > (1 — &)1 = &(N, M)H1 + 8(N, M) 7wl
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§ 2. Opérateur s-régulier.
Tout d’abord un résultat algébrique.

Lemme 2.1. Soit A un opérateur dans un espace vectoriel, alors les conditions

survantes sont équivalentes :
(1) Ym > 0, N(4) C R(A™),
(ii) Vn > 0, N(4") C R(A),
(iii) Vn > 0,Vm > 0, N(A™) C R(A™),
(iv) Vr > 0,Vm > 0, N(A") = A™(N(A"+m),
Démonstration:
(1) = (i1) par induction sur n;
pour n = 0 c’est évident,
pour n =1 ’est une conséquence immncdiate de (i).
Supposons que (i) est démontré pour n = k, et soit u € N(A* ) = Ay €
N(A4) € R(A*Y) (i), Done il existe v € N(AF2) tel que: AFu = A*H1y. Dlon
u = Av+ w ot w € N(A*) C R(A) (par hypothése d’induction). Donc u € R(A)
clest & dire N(AM) C R(4), ce qui établit (ii).
{i1) = (iii) par induction sur m:
Pour m =0 et m =1 d'apres (i1) on a (i) Vi € N.
Supposons que (iii) est démontré pour m = k et n quelconque dans N.

Sott u € N(A™) avec n € N queleonque. Alors (i1) implique qu’ il existe ©» &€
N(A™) tel que Av = u et comme par hypothése dinduction N(A™T!) C R(AF)
‘4k+1‘)

on voit que v € R(A*) ce qui implique que u € R( ce qui établit (ii1)

(iii) = (iv) : I suffit de montrer que ¥n >0, Vim > 0, N(A™) C A"(N{A"TmY)),
Soit u € N{A™) C R(A™) alors w = A™v. Or, ©u € N(4") = 0 = A%y = A"+t ™y

d’otv v € N(47T™), Et par conséquent, {(iv) est démontré.

(iv) = (i) : Il suflit de prendre n = 1 dans (iv). Alors

¥m >0, N(A) = A™(N(A™T')) C R(A™) . ]
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Définition 2.2. Soit A un opérateur fermé dans un espace de Banach tel que R(A)
soit fermé. Alors A est dit semi-régulier (¢t on note A s-régulicr) si A wérific Uune
des conditions équivalentes du lemme 2.1.
Exemples d’opérateur s-régulier.

1) A est surjectif.

2) A est injectif & image ferme.

3) A est un opérateur de Kato (cf. [11]) ¢est-a-dire v(4; I) = oo (notation de
Kato) et que R(A) fermé. Alors v(A;]) = oo & Vi 2 0, N(A") C R(4).

4) A est un opérateur de Saphar (cf. [22]), c’est-a-dire en utilisant les termes
de Saphar, tel que A soit parfait et régulier.

5) A est un opérateur de Kaashock cest-a-dire 4 a la propriété P(I,0) {cf.
[10]).

G) A est un opérateur de Goldman et Karatckowskii [8].

7) A est un opérateur de Labrousse (¢f. [13]), ¢est-a-dire quasi-Fredholm de
degré zéro.

8) A est régulier (ef. [15], {16]).

Soit. A un opératewr fermé avee D(A) dense dans X, notous alors
A* 0 X' — X* Uopératewr adjoint de A. I est bienm counu que (voir, par
exemple [7}).

N =R{A*) et LTN(4A*) = R(4)
ot N(AY: = {f € X*Vu € N(4), f(u) = 0}
et LN(A*) = {u e X ; Vf e N(4%), f(u) = 0}

Proposition 2.3. Soit A un opérateur fermé avec domaine dense dans X. Alors,
A s-régulier = A* s-régulier.

En plus, ¥n > 0, N(A™}E = R(A™); LN(A*™) = R(A™).
Démonstration:

Montrons par induction que ¥n € N, N(A4")* C R(A*"). Pour n = 0
c’est évident. En outre, R(A) fermé < R(A*) fermé (voir Proposition 1.1), d’ott

N(AY = R(A*). Donc linclusion est encore vraie pour n = 1. Supposons la
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établie pour n > 1 et soit f € N{A™1)L alors f € N(4A™)* . Par hypothése
d'induction 3g € D(A*™) tel que f = A*™g. Dot Vw € N(A™), 0 = f(w) =
(A*)g(u) et g(A™w) = 0, ce qui entraine que g L R(A") N N(4) = N(4) .
Par conséquent, ¢ € N(A)t = R(4*) et done f € R(A*"*) ce qui montre
Iinclusion N(4™)+ € R(A*™) pour tout n > 0. Et comme l'autre inclusion est
tonjours vérifiée, on a Vn > 0, N(A™* = R(A*"). Par ailleurs, A s-régulier
implique Vn,m > 0, N(4") € R(A™). Dot R(A™)+ C N(AML = R(A*™) et,

par conséquent, N(A*") C R(A*™). Ce qui montre que A* cst s-régulier.

Le reste de la démonstration se fait de la méme fagon que plus hant, -
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§ 3. Cceur d’un opérateur

La notion du Coeur d’un opérateur a été introduite par P. Saphar [23] dans le
cas des opérateurs bornés, on donne ici une définition dans le cas des opérateurs

fermés.

Définition 3.1, Soit A un opérateur fermé dans X. On appelle coeur de A et on

le note Co(A), le plus grand (au sens de Uinclusion) sous-espace wvectoriel M de
X tel que: A(M N D(A)) = M.

Exemple @ Si A est surjectif alors Co(A) = X
Proposition 3.2 Soit A un opératcur fermé dans X de domaine D(A). Alors:

Co(A)={ue X :vn>0,3v, € D(A) tels que u =1y ¢l Av,q1 =v,].

Démonstration:

On pose :
M={uecX;¥n>0,3u, € D(A)tels que u = vy et Avptpq = vn}.
Et montrons que M € Co(A4) cest & dive A(M N D(A)) = M.
Tout d’abord montrons que A(M N D(A)) C M.

Soit v € M N D(A), alors ¥n > 0, il existe v,, dans D(A) posons w, = vp_y
pour n > 1 et wy = Au. v, € D(A) = wny1 € D(A) et wy, = vyay = Avy =

A,y done Ay = wy ob wy = Au ce qui hmplique que Ao ¢ A et alors
A(MnD(A))C M.

Réciproquement : Soit w € A alors VYn > 0, Jv, € D(A) tels que vy = u
et Avyyy = v,. Donc u = vy = Av, et par conséquent il suffit de montrer
que vy € M, pour cela posons wy = vy et w, = v,y pour n > 1, on a
W, = Upaq = Avnag = Aw, 4 et wg = vy done Vi > 0 il existe w,, dans D(A4) tels

que vp = wg et Awyyy =w, doltvy € MND(A) et u = Avy = M C 4(MND(A)).

Montrons maintenant que Co(A) € AM; du fait que A(Co(A)D(A)) =
Co{A) on a:

w e Co(A) = Jvq € Co(A)ﬂ D(A) tel que u = Awy
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Et v; € Co(A) = Juy € Co(A4) ﬂD(A) tel que vy = Av,.

Donc on construit une suite v, € D(A) telle que vy = u et Avyyy = v,. D'olt

u € M et donec Co(A) C M et par conséquent M = Co(A).
Lemme 3.3. A s-régulicr = Co(A) = (5, R(AY).
Démonstration:
I suffit de montrer que (5, R(A7) C A(N;20R(A7) N D(A)).
Soit u € N;j>oR(A7) C R(A), alors il existe v € D(A) tel que u = Av.

Montrons que Vj > 0, v € R(A7). En effet u € R(AT) = Fv; € D(ATH)
tel que w = Aj“u,-. Done Av = A4i+]'1)j don v — A-"v]- € N(A) € R{AY) ce
qu moutre que o € R{AY) et, par conséquent, ¥V > 0, v € I(A7) on cucore

vE ﬁszR(_Aj) N D(A) et le lemme est démontré. ]

Lemme 3.4 Soit A s-régulier alors :

Vn >0, oA")=Zc(A)".

Démonstration:
Par induction sur 1,

Pour n = 0 ¢t n = 1 c¢'est évident. Supposons que ¢’est vral pour n et soit

u € D(A™H) alors

Yo e N(A™) dlu, N(A™Y) = d{u — v, N(A™Y) < diu — o, N(A4)) .

En outre. A s-régulier implique que A"(N(A"T1)) = N(4). Dot

A" N ) = A7~ v} 5 v € N(A™)]
> (A" inf{d(u — v, N(A™)) 1 v € N(A"T1)}
= (’(:1"’)(1('11,,f\’(A”JH’)') .

Done A" )l > o(A)d(A"u, N(4)) > «(4) - c(A™)d{w, N(A™MT).

Par conséquent, en utilisant Uhypotheése d'induction, on trouve

c(A™) 2 e(A) - o AV = (A -
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Remarques:

(1) Si A est fermé et s-régulier avec domaine dense alors Vn > 0 A" est un
opérateur fermé avec domaine dense. En effet, on utilise la proposition 2.3, le

lemme 3.4 et [7, théoreme IV.1.7]

(2) 1l existe des opérateurs fermés dont le carré n’ est pas fermé (voir annexe).
Corollaire 3.5. Seit A s-régulicr alors Co(A) est fermé.

Démonstration:

Conséquence innnédiate des lemmes 3.3 et 3.4
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§ 4. Espace Hy(A4).

Définition 4.1. Soit A un opérateur fermé; on note Ho(A), la partic quasi-

nulpotente de A, définie par :
Ho(4) = {z € D=(4); lim [lA"z|'/" =0},

ot D™(A) = NyyeD(A™).
Lemume 4.2. Soit A un opérateur fermé. Alors :

1)¥j >0, N(A%) C Ho(A);

2) z € Ho{A) & Ax € Hy(A);

3) Ho(A) = X o A quasi-nilpotent (i.e. o(A) = {0})
Démonstration:

1) et 2) faciles a vérifier.

3) (=) : X = Hy(A) C D(A) et Aferméimpliquent que A4 est horné (théoreme
du graphe fermé). D'autre part, Vo € X = Hy(4), la séric 3 .5, ATIT1 ATy
converge YA # 0. Or, (4 = A)(— 2,50 AT ) =

D'olt VA # 0, R(A — A} = X. En outre, on vérific facilement que YA % 0
N(A — M) N Ho(A) = {0}. Par conséquent, A — A cst inversible VA # 0 ¢t done
a(A) = {0}.

(<) :Si A est quasi-nilpotent alors ||A™]|}/" — 0 quand n — oc. Done V& € X,

lim,, oo ”A""mHl/" =0. -

Proposition 4.3, §i A cst s-réqulier alors

Ho(A) = Uj»N(A7).

Démonstration:

D’aprés le lemme 4.2(1), il suffit de montrer que Hy(d) C Uj»oN(A47).
Supposons que @ ¢ Ujs>oN(A7) alors d(x, U5 N(47)) = o > 0. Montrons que

x ¢ Ho(A). Sinon on aurait :
¥n >0, |42 > o A)d(z, N(A™)) 2 a - e(A™) > a - (A"
(Pour la derni¢re inégalité voir lemme 3.4)

D'ott, limy, oo [|A™2 ][/ > ¢(A) > 0. n



20

Proposition 4.4 Soit A un opérateur fermé,s-régulier. Alors :

1) Ho(A) C Co(A) = Ny R(AT) est fermé.
2) §i D(A) = X, alors
Ho(A*) = Co(A)* et Hy(A) = +Co(A*)
ot Co(A)r ={feX*; fla) =0 Vz e Co(A)}
LCo(A*) = {a € X; f(z) =0 VfecCo(4%)}.

Démonstration:

1) A est s-régulier donc d’aprés le lemme 3.3 et le corollaire 3.5 on a: Co(A) =
Nj>oR(A7) est fermé. d’autre part: Vn > 0 et Vj > 0; N(A™) C R(AT), ce qui
implique que |J, v, N(A™) C Co(A); et la proposition 4.3 donne Ho(A) C Co(4).

2) Soit u € Hy(A) et f € Co(A*), puisque A est s-régulier on a d’apres
la proposition 2.3 que A* est s-régulier et par conséquent la restriction de A* a

Co(A*) cst surjective, alors il existe @ > 0 et {g, }nen dans D(A*) tels que:
(1) go = f et A®gpyq = gn ct
(2) llgnlt < a”|I£Il-
Or (1) = f = A*"g, Vn > 0. D'on,
f(ﬁ) = A" g, (u) = gp(A™(u)), ¥n >0
= 17 ()] < 4%l
De (2) on a: {f(u)] < || fll|A™u|l. Or v € Ho(A) = liniy, oo |47 u||V/™ = 0.
Donc Ve > 0: AN € N: Vn > N = [ f(u)] < e”a™|f].
D’ol, si e < 1/a, alors f(u) =0 ct u €L Co(A*).
Réciproquement:
A étant s-régulier, la proposition 2.3 implique que:

A’(AJ)J- = R(A*/)a V] > 0, or \7,} > 0 ,7\7(‘-17) C H()(_A‘) = I{()(:l)L c 17\7(‘4"‘)_]_’
d'ott Hy( A € Co(A™).

Et par suite YCo(4*) C Ho(A).

Le reste de la démonstration se fait comme plus haut en utilisant la symétrie entre
A et A%, |
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§ 1. Propriétés des opérateurs s-réguliers
Théoréme 1.1. Soit A un opérateur fermé avec R(A) fermé. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) A s-régulier;

i) Vu € N(A4), i existe f fonction analytique dans un voisinage U de zéro &
valeurs dans X telle que f(0) = u ¢t f(N) € N(A— M) pour tout A € U.
Démonstration:

1) = ii) : Puisque Co(4) est fermé (Corollaire 1.3.5), considérons
Ag : Co(A4) — Co(4), la restriction de 4 a Co(A). Alors 4y est surjectif. Done
il existe ¢ > 0 tel que Ve € Co(4), il existe {un}y..1 € D(A) tel que ug = u.
Aigyr = uy, et fug || < alul).

Soit U={AeC: A <al}et YA eU, posons f(A) = Y o, u,\" alors f
cst analytique dans U.

Soit maintenant v € N(A) € Co(A) alors on peut définir {u, }nx1, U et f
comme plus haut. Il est clair que f(0) = wg = v € N(A4). En outre, VA € U,
(A= ADF(A) = 55 M, — S5 Ay,

Or,ug=u € N(A)= Aup =0.

Douc (A — A f(A) = 30  A"uneq — Yooy ATl = 0, ce qui prouve que
f) e N(A- AL
i) = 1) : Il suffit de montrer que ¥ > 0, N(A) € R(A™). Soit u € N(4) et

U, f comme dans ii).

SiA#0alors f(A) e N(A—A) C R(A™), Vu 2 0. (1}
Or, f est analytique, done continue en zéro, d'ou f(A) — f(0) = u quand
A — 0.

En utilisant (1), on voit que v € R{A™) et, par conséquent.

Vi >0, N(A) C R(A"). (:

Lo

Montrons par induction sur n que R(A™) est fermé. Pour n = 1, R(A)

est fermé par hypothése. Supposons que R(A") est fermé, alors d’apres (2),
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N(A) + R(A") = R(A") est fermé. En utilisant le lemme 1.1.4, on en déduit

que R(A™1) est fermé , ce qui achéve la démonstration du théorsme.

Lemme 1.2. Soit A un opérateur fermé. Alors : A injectif & image fermée (resp.
surjectif) si et seulement si A — A injectif ¢ image fermdée (resp. surjectif) pour
tout |A] < c(A).
Démonstration:

“5i” 1 c’est évident.

“Seulement si” : 4 fermé implique que Xp = D(A) muni de la norme du
graphe est un espace de Banach. Ainsi 4 € B(Xy, X). Supposous que 4 est injectif

a image fermée, alors Vu € X,
1A= ATyull 2 [l = ] flu] 2 (e(4) — Al

D'ou VA € C, [\ < e(A4), A — AT est injectif & image fermée. Le cas A surjectif se

démontre par passage a Padjoint, 4% : X* — RO .

Lemme 1.3. Soit A un opérateur fermé, s-régulier alors VA € C,
(A= AI) > ¢(A) — 3])\].

Démonstration:

SiCo(A) = {0} ou Co(4) = X, alors le résultat se déduit du lemme précédent.
Soit u € Co(4) = A(Co(A) N D(A4)), alors 3w € Co(A) N D(A) tel que v = Av

avee d(v, N(4)) < ]1(4:‘7}1 = c”(i'\” Soit & > 0, alors on peut choisir w € N( (A) tel que
o = ell < ik -
Posons uy = v —w ot ¢o(A) = (1 — c(A) alors uy € D(A)N Col4), Auy =u

ot gl < eo(A) )l . Puisque v, € C()(; ), on peut répéter le méme procédé.

Dot Ju, € Co(A) N D(A) tel que ug = ty Atppy = uy ot JJun] < ce(A) 7 ]l

Comme dans la démonstration du théoreme 1.2, on défnit,
A < el D)} - X, par f(A) = om0 A" U, alors f(0) = u ct (A €
N (A = AI) pour A < c.(A).

Alors flu — fF(N) =i En>1 A, || < (——(]L)lT/\l
Dot on en déduit que VA € C, |A| < ce(A),

o Mo Al
SN(A)LNA =X < ce(A) =\ T (1= e)e(d) — A




Et comme ¢ cst arbitraire, on obtient :

=6(N(A),N(A - \])) £ ———— dés que |A] < (A4). 1
Soit maintenant v € D(A), € > 0 et soit v = v — w ot w € N(A), comme

dans le lemme 1.1.6 on a:

. 1-46
d(vo. N(4)) 2 771 — e)llvoll -

>

1A — ATJol] = [[(A = ADwol| 2 [|voll — [l
> o(A)- (1('U0,. (A — X)) — |A|ljvol]

> (A)- m(l = &)ljvoll = [Al[voll -
D’ou en utilisant (1), on obtient :
(A=Al 2 [(1 = e)(e(A) = 2[AD) — [A]leo|

2 (1 —e)(e(4) = 2[A]) — [M]llo — wl]

> [(1—e)e(A)—2|A) — |AJd{e, N(A — AD)) .
D’ou A AA—1) > (1~ e)(e(A) = 2]A]) — Al
et comme ¢ est arbitraire, on trouve

(A=A > c(A) — 3|\

et le lemine est démontré.

Théoréme 1.4. Soit A fermé, s-régulier alors VA € C, |A| < ¢(4),
A~ A est s-régulier.

Démonstration:

Soit Ag : Co(A) — ColA). la restriction de A4 a Co(A). D’apres le corollaire
1.3.5, Co(A) est fermé. En utilisant le lemme 1.2, A étant surjectif, on en déduit
que [A] < e(Ag) = R{dg — AI) = Co(4). D’ou (4 — AN D(A)NCo(A)) = Co(A)
pour tout Al < ¢(A4p). D’antre part, N(A) € Co(A) implique ¢(Aq) > ¢(A). Par
conséquent,

YA€ C, |A] < c(d), Co(A)C Co(A~-AI) (1)
Par aillewrs, VA # 0, N(A — M) C Co(A). Donc, en utilisant (1), on voit que
YA € C, M < ofd), N(4d ~ M) € Co(lA — M) et, par conséquent, VA € C,
A < e(Ad), Vn >0, N(A~ M) C R4 - X"



25

I1 reste & montrer que R(A — AI) est fermé pour tout |A| < ¢(A4). D apres le
lemme 1.2, on peut supposer Co(A) # {0} ct Co(A) # X. Notons X = X/Co(4)
et soit A: X — X défini par Va € D(A), Ai = Au. 1l est clair que A est linéaire
et fermé. Montrons que N(A) = {0}, en effet si @ € N(A) alors At =0 = Au=0
d’ot Au € Co(4), ce qui implique u € Co(A4) et donc @ = 0. Par ailleurs,
remarquons que ¢(A) > ¢(A).En cffet, soit u € D(A) et vy € Co(A) N D{A),

alors

i)l = d(u, Co(A)) = d{u — ug, Co(A)) < d{u — ug, N(4))

1
< A ll-4(w = wo)]|
N 1
d’ott k| < N Aw — Awgll

or. A(Co(A)N D(A)) = Co(A) Lo Jju]| < ((A Hflu“, ce qui moutre que ofd) >

e(A) et, par conséquent, R(A) est fermé. D’autre part, on a montyé plus hast

que pour tout |A| < ¢(A), (4 — ANCo(A)N D(A)) = Co(A) et comme N(A —
) € Co(4), on en dédwit que Vopérateur (A — AI) = A — A ost injectif ct

e RA—-A) &S uec R(A-ND.

En outre, 4 est injectif a image fermdée done d’apres le lemme 1.2, (A ~ AT)

est fermé pour tout |A| < ¢(A) et done pour tout [A] < ¢(A).

Montrons maintenant que R(A — AI) est formé pour tout |} < ¢(4). Soit
{'u,,} C R(A = M) tel que wy, — u € X, Alors u, — @ (puisque fuf] < ) et
1, € R(A—XD). Or, R(A — XT) est fermé pour tout [A| < ¢(A) ot 1 € R(A—X])
ct, par consequent, u € R{A—AI) pour tout {A| < ¢{A). Ce qui wontre que VA € C,

M < e(A). R(A = M) est formé d'on la démonstration du théoreme. .
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Proposition 1.5. Soit A fermé, s-régulier alors
[A| < e(A) = Co(A — M) = Co(A).
Démonstration:

On a vu dans la démonstration du théoreme 1.4.(1) que VA € C, |A

Co(A) C Co(A — A).

< c(4),

Inversement, soit |u| < }c(A) alors A — pl est s-régulier (voir théoréme 1.4.).
Dot, |A — p] < (A — pl) implique Co(A — pI) € Co(A — AI). D’autre part,
en utilisant le lemme 1.3, on voit que (4 — pI) > (4) — 3} > || et par
conséquent, Co(A — uI) € Co(A). Done, on a montré que si |yr] < 1e(4), alors

Co(A — uI) = Co( A). En utilisant le théortme 1.4 on en déduit le résnltat. ]

Corollaire 1.6. Soit A fermé, s-régulier alors Uepplication A > (A — AI) est
continue dans {A € C; [A < c(A)}.

Démonstration:

YA€ C, M < o A) = A — AT est s-régulier. En utilisant encore le femme 1.3,
on voit que si IA} < o(A) et ] < «(4) alors

le(A — NI) — (A — pI)] <3N — pf
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§ 2. Opérateurs a image fermée.

Soit 4 un opérateur fermé et v > 0, notons

I'y={ e C; (A=) =~}

Alors, d’apres la proposition 1.1.1,
T 1

U I,={ € C; R(A— M) estfermé}.
v>0
Lemme 2.1.
(1) T Y2 = I‘-,Q C P'Yl .
(i) Yy > 0, lapplication X +— N(A — A\I) est continue de Ty dans G(X).
démonstration:
(1) évident.
(ii) On utilise le lemme [.1.2 (ii). [
Théoréme 2.2.
1) Vv > 0, T'y est fermé.
i) Soit v > 0, elors - Ao € T, = A — X[ est s-régulicr. oi T, est Uensemble
dérivé de T, (¢’est-d-dire Uensemble des points d’accumulation de T').
Démonstration:
1) Soit {Az}us>1 € T tel que A, — Ag. Montrons que Ag € I'y. Soit A, et Ap
dans I’ alors le lemme 1.1.2 i) implique que :
. VA 1 ,
GIN(A = A D), N(A -2, 1)) <=\, — Al (1)
~
Dot la suite {N(A — A, I)} > est de Canchy dans G(X), done convergente. Soit
M =lim, .o N(4 — A, 1).

D’apres le lemme 1.1.2 (i), on a

S(N(A = XI),N(A = A1) < ',l;l)‘n — Ao (2)
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Utilisant, maintenant Lemme 1.1.5 pour N(A — A1), M et u € N(A — A1)

alors :

d(uvhf) S [1 + 6(N(A - )\nI)vj\/I)]d(u7N(‘4 - ’\uI)) + ”u”(S(JV(A - AnI)vj\I) .

On prenant le sup. sur v € N(A—XoI) avec |[u]| € 1 dans la derniére inégalité,

on trouve
S(N(A = XoD), M) < [+ 6(N(A — A ), MDJS(N(A — AoI), N(4 = A1)
+ §(N(A - A, I, M) .

Et, en utilisant (2), on obtient

. 1
S(N(A —~Aol), M) < [1+g(N(A- )‘nI)aAC[];])‘n =Xl +g(N(A = A1), M) .

Finalement, en passant & la limite quand n — oo dans cette derniére inégalité,
on frouve §(N(A — AI), M) = 0 cest-d-dire que N(A — M) C M.

D’autre part, soit u € M alors

du, N(A— 2, 1)) < g(M,N(4A—-A,1))—0

d’ot Jw,, € N(A — A, T) tel que w,, — w.

Posons uy, = u — wy, alors w, — 0 et u—1u, € N(4A —A,T).

En outre,

(A= XoDuy = (A= oD — (A — XoI) (v~ uy)
= (A — XoDu— (A = AT+ Md = AT ) — un)

= (*’1 - )\UI‘)U' - (/\n - /\0)(” - Un)

Or, lim (A, — XAo)(u — ) = 0 donce (4 — AoD)up — (A — AgDu et uy — 0.

Et comme Vopérateur A Ao est fermé, on en déduit que (4 — Aol)u = 0 et,
par conséquent, M C N(A — AgI). Done N(A—XI)=M = nlin})o(N(A — A 0).

Par ailleurs. en passant & la limite dans (1) quand m — oo, on obtient :

1

Par conséquent, 3N € N, tel que

V2 N, gn=g(N(A=XI),N(A—\I)) <

1] -
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En utilisant la proposition 1.1.3, on obtient :

le(A = AoI) — e(A — A D) < 31X = Ao|[1 ~ 2¢,] 7

d’on (A = AoI) > (A = A D) = 3] An — Ao}[1 — 2g5] "
> Y- 31/\11 - /\0([1 - 291111—1 -

En passant & la limite quand n — oo, on obticnt ¢(A — Agl) > 7 c'est-a-dire
que g € T, ce qui montre que T est fermé.

i) Soit Ay € TV ot {Matusr € Ty tels que Ay — Ag. Alors, d’apres 1),
Ao € Ty d’ott R(A — AI) cst fermé. Par ailleurs. remarquons que VA Z+ Ap.
N(A = M) C R(A— A )™ pour tout . € N.

En particulier, on a N(A — A\, I) € R(A — AI)™  Vin € N . Soit v €
N(A = X)) avee {jul] <1 et soit me € N fixe. Alors

dlu, R{A — A I)™) < d(u, N(A — A, 1))
< Gg(N{A = XoI),N(A =), 1)) .

En utilisant inégalité (3), on obticut :

1
(l(lh]?(fl — /\()I)m) _<_ ;i)\” - )\()| .

Dot en passant a la limite quand n — oo, on en déduit que u € R(A — A\ I)™ et

par cons¢quent :

N(d = N) CR(A = Al @)

Montrons maintenant que R(A — \gI)™ est fermé pour tout mn € N, Par
induction sur m, pour m = 0, c’est évident et le cas . = 1 se déduit de 1).
Supposons que R(A — A\gI)™ est fermé. Alors (4) implique que N{(A — M\I) +
R(A — XI)™ = R(A — X\oI)™ est fermé. En utilisant le lemme 1.1.4, on voit que
R(A =Mo" est formé. Par conséquent, Vim > 0, R(A — Mg I)™ est fermé, ce qui

acheve la démonstration du théoréme.
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Corollaire 2.3. L’application A — (A — AI) est semi-continue supéricurement
de C dans R*.
Démonstration:

Supposons le corollaire faux. Alors 3Ag € C et Je > 0, V6 > 0, I\ € C tel
que |A—Agj <bet c(Ad—A) 2> (A~ A])+e.

Donc Je > 0 tels que VY € N, 3A, € C avec |A,, — Ao| < % et (A~ A1)
(A — X} + ¢ > 0. Mais alors d’aprés le théoréme précédent (A — Aol)

[AVAAYS

(A — A\ I) + g, contradiction.
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§ 3. Domaine s-régulier d’un opérateur,

Soit A un opérateur feriné dans un espace de Banach X.
Notons s-reg(4) = {A € C; 4 — Al s-régulier}.

1l est clair que p(A4) C s-reg(A), ou p(A) est Uensemble résolvant de A. Soit o5(A4),

le spectre singulier de 4, par définition c’est le complément dans C de s-reg(A4).
Remarque :
1) os(4) C o(4);

2) o5(.4) est fermé (puisque s-reg(A) est ouvert voir Théorcme 1.4).

3) Si D(A4) est dense alors os{A*) = gg(A4) complexe conjugué (voir Propo-

sition 1.2.3).
4) Si X est un espace de Hilbert alors og(A) = 0,(4) olt 0,(A) est le spectre

généralisé de 4, étudié par M. Mbekhita (voir [15] et [16]).
Théoréme 3.1. Soit A un opérateur fermé et Ay € C tels que R(A — NgI) soit
fermé. Alors les conditions suivantes sont ¢quivalenies :

1) Ag € sreg(A);

2) Llapplication A Co(A — AI) est constante au voisinage de Ay ;

3) Il existe A # Ay tel que Co(A — M) = Co(4d — A1) ;

4) Yu € N(A — N I), o eziste f fonction analytique dans un voisinage U de Ag
a voleurs dans X tel que f(A) =w et VA e U; f(A) € N(A ~ AI);

5) L'upplication X oA — AI) est continue en Xo ;
6) 1 {A— A 0;

6) )\21}0 of ) >

7) Ao € Uysoly 0w T cst Uensemble dérivé de I'y
8) L’application A — N(A — M) est continue en Xg.

Si, en plus, D(A) est dense dans X, alors les conditions suivantes sont

équivalentes avx conditions précédentes
9) Lapplication A+ (A — AI)* cst continue en Aq.

10} L'application A +— N(4 — AI)* est continue en Ag.
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11) L'application A — R(A— AI) est continue e¢n Ao, R(A— M) étant fermé dans
un voisinage de Ag.
Démonstration:

Sans perte de généralité, on peut supposer Ay = 0.

1) = 2) : voir Proposition 1.5.

2) = 3) : Clest évident.

3) =1) : Il est facile de voir que st A # 0 alors (4 — A)(N(A4)) = N(A) .
D’ott N(A4) € Co(A — AI). Or, par hypothese Co(A — AI) = Co(A). Donc

N(4) C Co(4) C R(A") Vn > 0. Par conséquent 1) est démontré. 1) < 4) :

voir Théoréme 1.1.

1) = ) : voir Corollaire 1.6.

5)=0): ;\12%) (A —AI) = c(A) > 0 puisque R(A) est fermé.

6) = 7) : Supposons que ;1.1»1}) A=A = £ >0 alors powr ¢ = % il existe
6> 0 tel que A <= (A —A)> g. D’ot, on déduit que 0 € I"%.

7) = 1) : voir Théorcme 2.2 (ii).

5) = 8): c(A) > 0 et la continuité de application A — (A — AI) en zéro

impliquent Pexistence d’un voisinage U de zéro tels que VA € U, ¢(4A ~ ) > (—(2—‘1

En utilisant le lemme 1.1.2 (ii), on obtient :

2

; oA N(A — uI)) < —
VA €U, g(N(A =), N(A = D)) < -5

IN—ul.

Ce qui prouve 8).

8) = 1) : Il est facile de voir que st A 5 0 alors N(A—AI) € R(A") Vn > 0.
Soit u € N(A) et n € N, alors YA # 0,

dlu, R(A™)) < d(u, N(A = AD) < S(N(A), N(A = Ay
d’ont d(u, R{(A™)) < g(N{A), N(A = XD -

N

En utilisant la continuité de Papplication A — N(A4 — AI) en zéro, on en
déduit que u € R(A") Va > 0. Montrons maintenant que ¥Yn > 0 R(A™) est
fermé. Par induction sur n, pour n = 0, c’est évident. Pour n = 1, R(A) est fermé

par hypothesc.
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Supposons que R(A™) est fermé. On vient de voir que N(A) C R(A") =
R(A™) d’ou N(A) + R(A") = R(A™) est fermé. En utilisant le lemme 1.1.4, on en
déduit que R(A"1!) est fermé. Ce qui terminc la démonstration de la premicre

partie du théorcme.

Supposons maintenant que D(A) est dense dans X. Remarquons que si

R(A — M) est fermé alors (cf. {12, Théoreme 2.9., ch. IV} :
g(R(A), R(A — AI)) = g(R(A)*, R(A = A)1) = g(N(A7), N(A = AI)") .
D’autre part, VA € C, ¢(A — M) = ¢(4 — A )* (cf. Proposition 1.1.1). A partir
de ces remarques, il est facile de conclure, par exemple, que :
b)) 9) & 10) & 11). ]
Remarque : Le théoréme 4.1 généralise les résultats du [16, Théoreme 2.1]
aux cas des espaces de Banach

Lemme 3.2. Soit A un opératcur fermé avec D(A) = X. Alors les applications
A= Co(A — AI) et A v Ho(A — Al) sont constantes dans chaque composante

conneze de s-reg (A).
Démonstration:
(i) Soit Ay € s-reg(A) alors d’apres la proposition 1.5 on a:
YA € C tel que (A — Ag| < ¢(A) on a: Co(A — AT) = Co(A — Aol)

. Or s-reg(4) cst un ouvert de C donc ce résultat s’étend de proche en proche a

toute la composante connexe §2y contenant Ag

(i1} Ao € s-reg(A) done daprés la proposition 1.2.3 on a: (4 — A\gI)* est s-

regulier. Et d’aprés (1) on a alors:
Co(A = A" =Co(A— XoI)* VA ey

=k Co(A — M)* =+ ColA — \I)" YA € Qp

et d'apres la proposition 1.4.4.(2) on déduit que:

Ho(A — M) = Ho(A — XoI) V) € Q.



34

Proposition 3.3. Soit A un opérateur fermé avee D(A) = X. Soient Ay €
s-reg{A) et {Xi}i>1 une suite de points tous distincts de la composante conneze de

s-reg(A) contenant Ay et convergenie vers Ag. Alors
a) CO(A — /\OI) = miZIR(A — NI,

b) Ho(A — Xol) = clm{N(A~ Xil)}izy ou “cm{E}” désigne Uadhérence du

sous-cspace engendré par E.
Démonstration:

a) Remarquons que la proposition préeédente implique que Co(A — M) €
ﬂ,‘z]R(A — AN I).

Inversement, notons d’abord qu’on peut supposer qu’aucun des A; n'est égal
a Ag, sinon on extrait de {A;};>; une sous-suite {Ap}osy ot Ai' # A Vi > 1.

Montrons qu’alors
Nis 1 R{A = NI) =Ny R(A = A D). (1)
En effet, 1l est clair que
Nis R(A = M) C Qs B(A — A ) .
Réeiproquement, soit a € NpsR(A — ApT) alors
dlz, R(A = X D) < g(REA = Xo I), R(A = M) - 2], W' >1.
En utilisant le Théoréme 3.1.(11) et puisque Ay —  Ag, on voit que

x € R(A— XeI) = R(A — A I), dou I'égalité (1).

Soit maintenant = € N> R(A — A T) avec A; £ Ay pour tout « > 1. On
vient de voir que @ € R{A — ApgI). D'ou v € D{A4) tel que & = (A4 — AgI)v. Par
ailleurs, Vi > 1, & = (A — XM De + (A — Aol ot comme Vi > 1, 2 € R(A — X)),
on en déduit que V¢ > 1, (M — Ag)v € R(A — AT et donc (A — Agjv €
Niz1 RIA=XN D). Or, Ay # Ao dottv € [N (A — M DIND(A) et, par conséquent.
(A= XoI)[Nis1 R(A = XN N D(A)] = Ni»y R(A — \iI) ce qui entraine Uinclusion
Mzt R(A — NI) S ColA — AoI) et a} est démountré.

b) Daprés le corollaire préecdent (i) on a :

Ho(A = NI) = Ho(A = Nol): Vi > 1.
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Par conséquent N(A — A\I) € Ho(A— XoI) Vi > 1. D'oti elm{N(A — \iI)}ix1 C
Ho(A — dol).

Inversement: Soit f € clm{N(4 — )\iI)}ilzl, en particulier f € N(4 — NI+
pour tout 3 > 1 et de la Proposition 1.2.3 on a: f € R{(A — \I)* Vi > 1 d’on

f€Ni>1R(A — A\I)* et d’aprés (a) on a alors:
cdm{N(A - )\J)}f‘zj C Co(A— M I)*

Or Ho(A — Aol) = LCo(A — \I)* € clm{N(A — X\I)}is1 et (D) est démontré,
]
Lemme 3.4 Soit A un opératcur fermé, alors Vu € C lima_, (A — AI) existe
Démonstration:
Sip €, T alors d’apres le théoreme 3.1, on a: lima—.,c( A — AT) existe.
Soit g & 5o I, et montrous que limy— (A — AJ) = 0 sinon
Fe>0,¥0> 0,0 e Ctel que 0 < A —pl<ect (A~ N)>e
Donc 3\; € T, qui converge vers g et par conséquent g € I'L d’on la contradiction.
.

Corollaire 3.5. Soit A un opérateur fermé avec p(A) # O alors :
1) 9o(A) € o.(A), ou Oo(A) denote la fronticre de a(A4);

i) Soit G unc composante connexe de s-reg( A) alors :

GNplAd) £ 0= G Cp(A);

1) og(A) = {p € C; imymy (A — M) =0} ;

) o, (A) est aw plus dénombrable si ¢t seulement st o(A) Uest.
Et, dans ce cas, on a : og(A) = o(A).

v) Si A est borné alors o,(A) # 0

vi) Vy > 0, o,(A)NTy ne posséde avcun point d’accumulation. En particulier s

c’est un cnsemble borné, il est fini.
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Démonstration:

(i) Montrons que da(A) N s-reg(A) = §. Soit u € da(A) N s-reg(A4), alors
F{Xi}i>1 € p(A) tel que A; converge vers i d’apres les théorémes 3.1.(8) et 3.1.(11)
on a:

N{A —-pl) = limy, -, N(A - \I) = {0}.
Et
R(A — pI) = limy, ., R(A — A\T) = X,
Donc p € p(A), d’oun la contradiction car do(A) C o(4).
(i1} Soit Ag € G N p(A4), donc en particulier Ay € p(A) et alors (A — AT) est
surjectif et par suite Co(A — Agl) = X. Or d’aprds le lemme 3.2. Co(A — AI) est

constant dans G d’'ott Co(4 — AT} = X pour tout A dans G, et alors (4 ~ AT) est
swjectif VA € G.

Puisque A — Mol st inversible alors Ho(d — Aol = Hy(A — NI) = {0}.
Or d’apres le lemme 3.2 Ho(A — M) est constant dans G, d'ou Ho(A — AI) =
Hy(A — XI) = {0} pour tout A dans G, et alors (A — AI) est injectif VA € G.

(i) p € o4(4d) & limy_,c(A — AI) = 0, d’apres le théorcme 3.1.(6) et le

lemme 3.4 .

(1v) Si 04(4) est au plus dénombrable alors s-reg(4) est connexe et puisque

p(4) # 0, (1) impligue que s-reg(A) = p(A). D’ott on en déduit que o(4) = g.(A4).
La réciproque est évidente.
(v) Clest une conséquence de (i}

(vi) Soit Ay un point d’accnmulation de ,(A)NT ., alors il existe une suite A,
dans o4,(AYN T, tel que A, converge vers Ag alors Ay €T fr et Q’apres le théoreme
2.2.(ii) on a Ao € s-reg(A4) , ce qui contredit le fait que o4(A) est fermé. ]

Notous ps(A) ={A € C: R(A—AI) est fermé} et op(A) = C\ ps(4).

Il est clair que o7(A) C o (A4).
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Corollaire 3.6. Soit A un opérateur fermé avec p(A) # @, alors :
1) o,(A) N ps(A) est aw plus dénombrable.
i) o7(A) au plus dénombrable si et sculemnent si o,(4) Uest.
Et, dans ce cas, on a : 0,(A) = o(A) est au plus dénombrable.
Démonstration:

(1) On remarque que pp(A) = Un.z,l Ii/n et alors on a: o (4) N ps(4) =
Uns10s(4) N T, et d’apres le corollaire 3.5.(vi) on a o4(A) N T/, est au plus
dénombrable. Donc o,(A4) N pr(A4) est une réunion dénombrable d'cusembles au

plus dénombrables.

(i1) o{4) Coy(4) = o{A) = ap(A)Jo.(4) Tipr(d). or o (A)Npp{A) est
au plus dénombrable (i) et le corollaire 3.5.(1v) perwct de conclure que o,{4d) =

a(A4), don o(A) est au plus dénombrable.

La réciproque est évidente. [ ]
Remarque 3.7. Ce dernier corollaive géndralise les résultats  d’Apostol
[1, Theoreme 1 et Corollaire].

Tout d’abord rappelons ces deux résultats :

Théoréme 1 Soit A un opérateur borné dans un cspace de Hilbert X alors
do(A)Noer(A)
est au plus dénombrable.
Ou o, (A)={A€a(d): R(A~AI) est fermé}.

Corollaire Soit A un opérateuwr borné dans un cspace de Hilbert X tel que

Ger(A) = oc(A) est au plus dénombrable.
En effet, ; oer(A) Cpr(A).

Dlautre part, do(4) € o4(4) (corollaire 3.5.(1)). D'ott a.,.(A) N Ja(A) C
gs(A)Npr(A) au plus dénombrable (cf. (i) du corollaire 3.6). Ainsi on retrouve le

théoréme 1 [1].

Par ailleurs, 0., (A) = o(4) = o(A) = §. En utilisant le corollaire 3.6.(ii).

on retrouve le corollaire d’Apostol {1].
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4. Théoréeme de I’application spectrale pour le spectre singulier:
PP p

Soit 4 un opérateur fermé dans un espace de Banach X, on suppose que
p(A) # 0 de sorte que, si P est un polyndéme dans C[X], alors P(A4) est un

opérateur fermé voir {6,p.602]

Lemme 4.1 Soit {Ar}r>1 une suite de nombres compleses tous distincts etn € N*

alors:
n

R(JJ(A~ MD)™) = 0foy R(A = N D)™.

k=1
Démonstration:

“C” est évidente,

Montrons I'inclusion inverse par induction sur n. Pour n = 1 ¢’est évident.
supposons que Uinclusion soit vraie a lordre n et soit v € ﬂ}_’,i}R(A — )™, en
particulier u € R{(A— X,y 1)™ donce 3o € D(A™) tel que u = (A — X1 1) 0. Soit
EeN1<k<nalors:

U = (;1 - )\kI-f' ()\]‘ — /\,,,+1 )I)m'l‘

m
= CH(A= NI (A = Mgt e
§=0
m
= (A — M) e + }_‘ CI A = M) (A = Apgn)" 0
7=1
et comme u € R(A — M\I)Y", on voit facilement que v € R{A — A1) et
ceci pour 1 < k < nodone v € NI_, R(4A — AN = R(TT_ (4 = AeD)™)
ot par hypothese d'induction ot comme v = (4 — A, 1) e on en déduit que

w € R(H'[:: (A — M\ IY™) ce qui prouve le lemime.

Lemme 4.2 Soit {d }rene une suwite de nombres complexes tous distinets et

n € N* alors ., N
STONA =M =N[4 - D)
k=1 k=1

Démonstration:

“C” est ¢vident.

Montrons 'inclusion par induction sur n. Pour n = 1 c’est ¢vident, supposons

n+1

que c’est vrai a lordre n et soit v € N([[;2, (A — M), ce qui implique que
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(A—Appl)ue N (HL (A —=Ar]))). Par hypothese d'induction Ju, € N(A— AeD)
pour 1 <k < n tel que

n
(A= Du = E VU
k=1
Posons wy = /\_:)Af— pour 1 <k <net wpyy =u— 9 r_yvk Onawy €

N(A ~ X\ I) pour k= 1,...,n. Montrons que wy41 € N(A — Apy11), remarquons
que pour 1 <k <n

Vi
(A = Apgr D = [(A = AeI) + Ak — Apg1 ) [][—— = v
/\k - )\n+1
d’ott
(-4" )\n+lI)”’n+1 :(-4_ /\7:+!Ii)“ "Z("{_’ /\,7_;.]]‘)‘1[' Uk — Vg = 0]
h=1 k=1 k=1

Done wpyy € N(A — Apyid) ot v = Z;L_I wy o wy € N(A — M I) avec

1< k<t 1 cequiacheve la démonstration du lemme o

Lemme 4.3 Soient A ¢t S dans B(X) avec AS = SA alors

AS s-régulicr => A, S sont s-réguliers

Démonstration:

Montrons que si AS est s-régulier alors 4 est s-végulicr. Soit w,, € R{A)
tel que u, — uw € X, alors il existe v, € X tel que u, = Ar,, — u. Alors
S, = SAv, — Su€ R(SA) et done Jw € X tel que Su = S4w ce qui implique
que

u—Aw € N(§)C N(AS) C R(AS) C R(4)
Dot u — Aw € R(A) et par conséquent v € R(A4) et done R(A) est fermé.
D’autre par Yn > 0,

N(A") C N(S"A™) = N((AS)") C R(AS) C R(A)

d'out A est s-régulier.. et avec le méme raisonnement on mountre que S est s-régulier
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Proposition 4.4 Soit A un opérateur fermé avec p(A) # 0 et P(AN) = o [[_, (A —
Ak} avee o £ 0 Alors

P(A) est s-régulier <= A,...,A\p € s-1eg(A)

Démonstration:
On supposera que a = 1.
< Supposons que Aq,..., A, € sreg(4) En particulier R{(A — X\ I) est fermé
pour tout 1 <k < n ct le lemme 4.1 implique que R(P(A)) est fermé comme

mtersection de fermés. Montrons que Vn > 0 N(P(4)) C R(P(A)"). Le

lemme 4.2 implique que
N(P(A)) = ZN(A — )

et comme Ay € sreg(4), on en déduit que Vi > 0:
NA - D) CR(A—= A D)™

En outre st g # Ag alors (A — pI W N(A — X ID)) = N(A4 — A\p ), done pour
1<k<nona:

N(A = M) C N R(A ~ A I)™,
k=1

Dol Ve > 0 N(P(A) C R(P(A)™).

= Supposons que P(A4) cst s-régulier alors des lernmes 4.1 ef 4.2 on déduit que
Ym >0

D ON(A = AT CNR R(A = A D)™
k=1

Donc pour 1 <k <n, Vim > 0, N(A— A J) C R(A - .Y

I reste a montrer que R{A — A T) est fermé pour tout 1 < I < n.

Soit, k € [1 77] fixé, alors P(A) = (A — A D) [Tj =0 (4 — A1), Le polynéme
Hk;é],]()\ ) est de degré n — 1. Soit 8 € p(4) # 0 ot S = (A — BI)™! Posons

n i n-—1

Boov= J[ (4=nD= J] (A=81+B =20 =) c;(A—BIY

k=1 ke j=1 J=0
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ou c; € C.
Donc Bpoy = col + ... + ¢—1(4 — 1)~ L. Remarquons que

B, 8"t = {coSn-1+ ...+ cal} € B(X)

montrons maintenant que R(A — A\;I) est fermeé.

Soit u; € R(A — AI) tel que u; — u € X. uj € R(A — ApI) implique qu'il
existe v; € D(A) tel que uj = (A — ALy, Or,

Bn—lsn_1 S B(-X) = B1l_1Sn~—1u]’ —> B,L_IS"_1”

Puisque
Buo1 SN = B S™THA = A\ o;
= Buo1(A = MI)S" ey = P(A)S™ v € R(P(A))

qui est fermé par hypothese, Alors B, - S"1u € R(P(A)), par conséquent Jw €
D(A™) tel que
By 5™y = P{A)yw = Bp—1(4 — A1 hw.

Ce qui implique que S" 1w — (A — M Dw € N(DBp—1).

Or N(B,-;) € N(PP(A)) € RP(A)) C R(A— \I). Done S"7 'u — (4 —
ADw € R(A — M) Fott S 'u e R(A — A I) et finalement v € R(A — ApI) et

par conséquent. R(A — AT} est formé e

Theoréme 4.5 Soit 4 un opdraticur fermé dans wn espace de Banach X tel que

p(A) # 0. S1 P cst un polynome dans C alors
P(o(A)) = o,(P(A)).
Démonstration:
Soit ;1 € Cfixé et Ay, ..., A, les racines du polynome P(A) — p alors
PlA)y—pl = a(A—-MNI)...(A—=\JT)avec a #0

(lo cas a = 0 étant évident). Sip € 0,P(A4) c’est a dire que P(A4) — u nest pas

s-régulier, alors d’apres la proposition 4.4, il existe au moins Ag tel que A — AT
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n’est pas s-régulier. Donc si y € o4,(P(A)) alors ‘A, € 04(A) racine du polynéme
P()\) — p avec P(Ag) = gt. Cela montre que o,(P(A)) C P(o,(A4))

Réciproquement: Supposons quun des A € o04(A), alors d’apres le proposition
4.4 on déduit que P(A) — pl w'est pas s-régulicr done p € o4 (P(4)), dou:
P(os(A)) Cos(P(A)) e

Corollaire 4.6 Soit A un opérateur fermé avee p(A) #£ 0 et P un polyndme sur

C n'ayant pas de racine dans o5(A), Alors P(A) est s-régqulicr.

Theoreme 4.7 Soit A un opérateur borné et f un fonction analytique av voisinage

de o(A), alors:

flos(4)) = o.(f(4))

Démonstration:
Soit g € a4(A), on définit la fonction g dans la domaine d"analycite de f parn

FA) — fu)

g(A) = * - siA#p

ot
g(ie) = (1)

Par le caleul fonctiomnel (ef. Dunford [6]) on a
F(A) = f(pd) = (A — ul)g(4)

avee g(4) conmmute avee 4. En appliquant le lemme 4.3, on en déduit que st A—pl
n'est pas s-régulier alovs f(A) — f{p) n’est pas s-régulier, ou encore st p € o4(4)

alors f{p) € os(f(A)) done flo(4d)) C as(f(A)).

Réciproquement: st p & f(o,(A4)) alors VA € a,(4), f(A) — p # 0. Posons
g(A) = fF(A) — . Sig(A) #£ 0, VA € o(A) alors g(A) est inversible done f(A) — pd
est inversible done s ¢ o(f{4)). par conséquent p ¢ o (f(A)). Si g(A) admet des
zéros dans a(4), g(A) ctant analytique dans le compact o(4), alors ils sont en

nombres fini, soit Ay,..., Apn.

Donc ¢g(A) = [Tr (A — A h(A) ont a; est Vordre de nltiplicité de A; est
A £ 0, VA € o).

n

g #£ 0. VA € ou(d) = P(A) = [J(A-r0)™

=1
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n’a pas de racine dans g,(4), et d’apres la corollaire 4.6, P(A) est s-regulier.

D’autre part h{A) # 0 VA € o(A) implique que h(A4) est inversible. Par
conséquent g(A) est s-régulicr comme produit d'un s-régulier par un inversible
commutant entrc eux. Done p ¢ o4(f(A)), ce qui achéve le démonstration du

theoreme o
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§ 5. Perturbation du spectre singulier
Soit S-Reg(X) = {4 € B(X); A cst s-régulier.}

Montrons, par un excmple, que S-Reg(X') n’est pas ouvert dans B(X).

Soit X =L@ ld Dl

X = X0 g x(eo
et A=80) 3 5%) ¢ B(X) ol S =S @--- DS et Se,, = Cut1, 1 > 0 avec
{en}n>0 la base canonique de Is.

Soit D le disque unité.

Alors
(1) VA e D,
5000 — AT est semi-Fredholm (inversible & gauche) avee ind(S(52)) = —oc.

S*>9) _ AT est semi-Fredhohn (inversible & droite) avee ind(S(%)) = +o0.

(2) o(A) = 0.(4) =D ct og(A) = ID o1 ID cst la frouticre de D.
Dot A € SReg(X).

Soit maintenant I' © D, dénombrable ot dense dans D, I'= {Ay, ..., A, ...}
et = > 0. En utilisant [5, Théorome 8.1}, il existe K; compact avee ||R.] < ¢ tel
que T = A+ K soit bitrangulaire avec diagonale I'. Alors Py =0s1 AT

ct, PN(T—)\,,I) ‘# 0 VvVi,el'C Ul,(T).

Done Vapplication A = Pxpong) n'est pas continue dans D, en particulier
T ¢ S-Reg(X).

Remarque :

(1) Cet excrple montie que S-Reg(X) n'est pas stable par des “petites”
perturbations, méme quand celles-ci sont compactes et méme quand X cst un
espace de Hilbert.

(2) De méme, Uexemple précédent montre que S-Reg(X) N SF(X) n'est pas
ouvert, ot SF(X) désigne Uensemble des opérateurs seini-Fredholm.

Dans ce paragraphe, nous montrons que les opératcurs s-réguliers restent

stable par certaines “petites” perturbations.
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Définition 5.1 Soit A € B(X), s-régulier, on dire que Uopératewr T € B(X) est

A s-régulier 31 AM sous-cspace fermé de X tel que

N(A)CM=AM) e TQI)CM.

Remarque :

(1) Dans le cas ot X est un Hilbert (voir {16, § 4]).

(2) si TA = AT alors T cst A s-régulier.

En offet, posons A = Co(A). Alors il suffit de montrer que T(Co(4)) C
Co(A). A(T(Co(A)) = T(A(Co(A))) = T(Co(4)). D'ou T(Co(A4)) C Co(A).

(3) s1 A est borné inféricurement ou surjectif alors VI € B(X), T est A s-
régulicr. En effet, si R(A4) = X (vespectivement N(4) = {0} et R(A) fermé) on
poscra M = X (resp. M = {0}).

Lemme 5.2 Soit A € B(X). s-régulicr ¢t M un sous-espace fermé de X tel que
N(A) C M = A(M). Alors

H()(_’i) C AI C C‘()(.4) .

Démonstration:

Montrons par induction que Vi > 0, N(A™) C M. Pour n = 1, par hypothese,
on a N(4) C M. Supposons que N(A™) ¢ M et soit « € N(A"Y), alors
A"y € N(A) ¢ M = A™Y(M). Douc dy € M tel que A"z = A"Tly et
*— Ay € N(A") € M. Or, Ay € M. Douc @ € M. Par couséquent., ¥n > 0,
N{A™Y € M d'on m\(_(”—) C M. La proposition 14.3. peret de conclure Ia

premicre inclusion. La seconde inclusion se déduit de la définition de Co(A). =

Lemme 5.3 Soit A € B(X). s-régulicr. Alors on o

a) A(Hy(A)) = Ho(4);
b) e(A) > e(4) on A: X = X/Ho(A) — X.
Démonstration:

(a) Remarquons d’abord que A(Ho(A)) = Ho(A). En effet, il suffit de montrer
que Ho(A) C A(Ho(A)). Soit » € Hy(A) C Co(A), alors = = Ay. D apres le
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lemme 1.4.1(2), y € Hy(A). D’autre part, d'aprés lo lemme 1.1.4, A(Ho(A)) est
fermé (car N(4) C Hy(A)). Dot Ho(A) = A(Ho(A)) C A(Ho(A)) C Hy(A4) . Ce
qui établit (a).

(b) Soit & € X et y € Ho(A). Alors

”f“ = d(.’l},[{()(.“l)) = d(7'+7j, H()( 4))

< d(axqy, N(A)) (4)n4z+»4w|

En utilisant (a), on obtient ¢ A} > ¢(A). [ ]

Lemme 5.4 Soit A € B(X), borné inféricurement {vesp. surjectif ). Alors |4 —
Tit < e(A) == T est borné mnféricurcment (resp. suvicciif ).

Démonstration:
Supposons que A est borné inféricurement
1Tl = (T = A)a + Ax] 2 || Az]| — [[(A - T)x]
Z (A} flefl = 1A =T flell 2 (el A) = 14 = Tl
d’ot1 T' est injectif et
(T) = e(A) = |4 =T} . (1)

Le cas surjectif s’obticut par dualité, cn remarquant que o A) = «(A*) ot 4] =

A" =

Théoréme 5.5 Soit A € B(X), s-régulicr. Soit T € B(X) ance |4 — T < (4
alors : T est A-s-réqulicr = T cst s-régulier.

Déimonstration:

D’apres la définition de 17 est " A4 s-régullier”, il existe M sous-espace ferme
de X. 81 M = {0} ou M = X alors 4 borné inféricurement ou A4 surjectif. Le
lemme 5.4 permet de conclure. Supposons que AL # {0} ot AL £ X, Soit 4,; et
Ty respectivement la restriction de 4 et T a M. Puisque A(M) = A, Aay est
surjectif. Encore le lemme 5.4 montre que si {|Aay — Tar]l < e(Aar) alors Tar est
surjectif. Et comme, ||Ay — Tyl < |4 = T|| et ¢(Aps) > el 4), 1l s'ensuit que si
|4~ Tl < ¢l A) alors T(M) = M et par suite
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Par ailleurs, soit X = X/Ho(A) et AT : X - X. Alors A est borné
inférieurement (car N(A) C Ho(A) C R(4)). Donc, si HA — T” < ¢(A) alors
T est borné inféricurement (cf. Lemme 5.4).

1l s'ensuit que HO(T) {6} cX. O ze Hy(T) = ¢ € HO(T). (HT?“ <
|Tz||). Done,Hy(T) C Ho(A) ct, par suite

Ho(T) C Ho(4) .
Puisque ||4 — T|| < |4 — T ot o(A) > «(A) (cf. Lemme 2.3 b)), on en déduit que
14 = T < e(A) = Ho(T) C Ho(4). (2)
D’apres (1) ot (2), ou a:
H(,(] ) C Hu( i CAMC ColT).

Finalement, R(T') est formé car R(T) est fermé dans X et Hy(A) C Co(T) C R(T).

Ce qui achéve la démonstration du théoreme. [ |

Corollaire 5.6 Soit A € B(X), s-réqulier. So1t S € B(X) avee ||SY < c(A) alors :
S est A s-réqulicr => A — S est s-régulicr.
Démonstration:
On pose T = 4 — 5, alors ||Tl} = |A — Sl| < (&) et i est facile de voir

que T est A s-régulicr, done en utilisant le Théoreme 5.5 ona T = 4 — § est

s-régulier. n
Corollaive 5.7 Soit 4 € B(X), s-réqulicr 3¢ > 0 fel que st |4 — Tl < = et T cst
A s-réqulier. Alors :

1) Ho(T) = Ho(A).

2) Co(T) = Co(A).
Démonstration:

D’apres la formde (2) de la démonstration du théoréme précédent avee

== ((é\), il suffit de montrer que Fo(A4) C HU(T) Avee les ménes notations que

la démonstration du théoreme précédent, et en utilisant Uinégalité (1) du lemme

5.4, on voit que

A(T) > el -|]4 T“
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Donc si |4 — T} < C(‘;U alors (:(‘T) > 5(—24)-

Dot [A-T| < ||l4-T) < 5%2 < ¢(T). Done, en remplagant A par T et T
par A, dans la démonstration de la formule (2) du théoréme précédent, on conclut
que Ho(A) C Hy(T) et 1) est démontré.

2) s’obtient par dualité, (voir Proposition 1.4.4.(2)). ]

Théoréeme 5.8 Si A € B(X) ¢t Q quasi-nilpotent commaute avec A alors :
os(A+Q)=0,(A).

Démonstration:

Montrons que si A + Q est s-régulicr alors A est s-régulicr. Supposons que
A+ @Q est s-régulier ef posons ¢ = (4 + Q) > 0. Alors Vi > 0, (4 + Q)" est

s-régulier (of. Théoreme 4.5.)

D’autre part,

(A4+ Q)" =AS,+Q". (1)

Q étant quasi-nilpotent, IV € N tel que JQV|| < V. En utilisant (1), on obticnt :

I(A+ Q)N — Asxlf = 1Qn] < ¥ S e((A+Q)7) .

‘Pour la dernitre inégalité voir Lemme 1.3.3). Or, (4 + Q)Y commute avee ASx.
( 3 9 N
D'ow, cn utilisant le théorame 5.5, il s'ensuit que ASy est s-régulier. Puisque A
commute avec Sy, le lemme 4.3. implique que A est s-régulier.

D’ott, on en déduit que s-reg{ A + Q) C s-reg(A) et, par consdquent
g (d)Co(A+Q). (2)

Pour I'autre inclusion, il suffit de remplacer 4 par A + Q ot @ par —Q dans (2).

Ce qui acheve la déinonstration du théoreme. ]
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§ 1. Opérateur quasi-Fredholin dans un espace de Banach.

Définition 1.1 Soit A un opérateur fermé dans un cspace de Banach X. On dira
que A est quasi-Fredholm (et on notera A € q¢) st AN, N deux sous-cspaces fermés

de X tels que :

a) X =Ma@N

b) A(M N D(A)) C M et 0 € s-reg(A)

¢) N CD(A), A(N)C N et Ay cst nilpotend.
Remarque : Le couple (M, N) est appelé décomposition de Kato associde a 4.
Exemples :

(1) L'excruple qui a motivé cette définition est celui des opérateurs senii-
Fredholm. En effet, T. Kato [11, Théorcme 4] a montré que les opératenrs semi-

Fredholm sont quasi-Fredholmn.
(2) St N = {0} (i.e. M = X)), on retrowve los opérateurs s-réguliers.
(3) St M = {0} (N = X)), on retrouve les opérateurs nilpotents.

(4) Si X est un espace de ITibert, on retrouve les opérateurs quasi-Fredholm
définis par J.P. Labrousse (voir [13]). D’aillewrs dans [13, page 197]. on tronve une

longue liste d'excmples d'opérateurs quasi-Fredholm.

Théoreme 1.2 Soit A un opéralcur fermdé i domaine dense dans X, s1 A € ¢

alors A* € ¢D.

Démonstration:

Soit (AL, N} une décomposition de Kato associde A, Montrons que (NL A

est une décomposition de Nuto associce a A*.

Soit Py (respectivement Py ) la projection sur A (respectivement sur N) suivant
la décomposition X = M § N alors [12,théoréme 4.8,chap IV] implique que
X* = NL @ ATd et (Pag)* (respectivement (Pa)*) est une projection sur N+
(respectivement sur ML), en effet:

M* = Py *X* = N(I-Py*) =R - Py)- =N+t

Et N* = Py*X* = (] — Pyy*)X* = R(I — Ppe*) = N(Pay*) = R(Puy )t = ML,

montrons que Ay est a domaine dense dans Af, en effet:
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Il suffit de montrer que M C D(A)N M, soit & € M alors il existe une
suite (z,) dans D(A4) qui converge vers z. Donc Pa(z,,) converge vers Ppr(z) =
x € M et puisque Py(D(4)) € D(A), Par(zn) € D(A)N M. Par conséquent

x € D(A)N M ce qui implique que Ajpy est & domaine dense dans M.
Montrons que M+ C D(A*):

Soit f € ML et u € D(A) alors Py(u) € D(A), et done f(Au) = f(APyu) +
F(APNu). Or, APyu € M ot comme f € ML, f(APyu) = 0. D'autre part
N C D(A) alors APy est borné. Il s’ensuit que:

L (Aw)l < JIAPN[[u]ll[f]

et alors on en déduit que f € D(A*).

Du fait que A(M N D(A)) € M ot A(N) C N alors A¥(N* N D(4*)) C Nt et
AX (ML) C ML

Montrons maintenant que (A7)" = ATN Lot (An)" = ATM L, en effet:
Soit fe X etuelX
(Paro F)w) = (Pare I Paju+ Pyu) = (Ppy o f)( Pru)
= (I = Pya) f(Prt) = f(Pyu) = (Pn)* (u).

On a alors Pyr = (Pn)*, et par suite on a :
(An)" = (APy)" = (PyAPN)" = (PN)" A" (PN )"

4% ¥ 4% oA
= ANPn)" = A"Pyre = Ajy..
Et de la méme maniere on démontre Lautre égalité,

D’antre part Apy est srégulier of a domaine dense dans M done d’apres la

proposition 1.2.3, (AM/)* = ’1|*Ni est s-régulier.

Il reste a montrer que (“4TML) est nilpotent. Puisque (An)" = ATM* et Ay est

nilpotent, alors on en déduit que {Aar)*.

Donc (N L, M) est une décomposition de Kato associde & 4* et par suite 4* € ¢®.
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Lemime 1.3 Soit A € q¢ alors e > 0 tel que VA € C, 0 < |A\| <, A— Al est

,
s-régulicr.

Démonstration:

Soit A € g¢ et (M, N) une décomposition de Kato associée a A. I est clair
que YA # 0, N(A ~ AI) C Co(A) C M. D’autre part, Ajp; s-régulier implique il
existe ¢ > 0 tel que VA € C, |M < ¢, (A — AI)jps est s-régulier et Co(A ~ Aljpr) =
Co(Ajpr) = Co(4). D'oti, N(A — AI) C Co(A —~ My) C Co(A — AI).

Il reste & montrer que R(A — M) est fermé pour tout A € C, 0 < |A] < e.
En effet, Ay nilpotent implique que YA # 0, (4 — AI)jy est inversible. Donc
N=(A=A}N)CRA—=X)et R{A—~ XI)=R(A— X|5) D N.

Ce qui montre que (A — AI) est fermé VA € C, 0 < |A| < ¢, comme somine

dun fermé de M et de N. ]
Notous peg(4) = (A € C 5 (4 = AI) € ) (alors sreg(A) C poa(A)) et
P2o = Py A) \ soreg( A),
Corollaire 1.4
(a) peald) est un ovvert de C.
(b) pyu(A) est dénombrable et n'admet pas de points d’accumulations dans pgg(A).
(¢} ph4(A) C op(A) (Uensemble des valeurs propres de A).
Corollaire 1.5 Soit A un opérateur fermdé. Alors
a) s-reg(A) = {A € paa(A) s N(A = M) Celm{N(A — p1)}per} s
b) s-reg(A) = {A € pgolA) 5 NpesregiryColA —pl) € Co(A— N} .
Démonstration:

a) L'inclusion “C7 se déduit du Théoreme 11.3.1(8). Inversement, si A — AT
est. quasi-Fredholm et (A7, N) une décomposition de Kato associée & 4 — A1, alors

Co(Ad — A} = ColA — Myr) = NpsoR{A — A" est fermé. En outre, Yy £ A,
NA —pD) C Co(4A — M.

Done N{A~XI) Cclm{N(A—jI)}rz, C Co(A—AN) C R(A—-A)" Yn>0.

D’oli, d’apres le Lemme 1.2.1, on a Yim,n > 0, N(A - A™ < R(A — A)". Done
N C Co(A — AI) C M, par conséquent N = {0} et A € s-reg(A4).
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1) L’inclusion “C” est évidente. Montrons Pautre inclusion. Soit A — A [ quasi-
Fredholm et (M, N) une décomposition de Kato associée a 4 — AI. Supposons
que A ¢ s-régulicr, alors N # {0}. (4 — A}y étant nilpotent, on a Vu # X,
N C Co(A — pul). Dot N C NyesregayCo(A — pul) C Co(A — M) C M. Par
conséquent, N = {0} contradiction. Donc X € s-reg(A). ]

Théoreme 1.6 Soit A& un opirateur fermé avee D(A) dense dans X, quasi-

Fredholm. Alors Je > 0 tel que VA € C, |A| < ¢, on a -

1) Co(A— AN+ Ho(A = M) = Co(A) + Hy(4);

i) ColA—=AINNHe(A~ X)) = Co(A)N He(A).
Démounstration:

Soit (M, N) une décomposition de Kato associde a A. Montrous que
Hoy(A)N M = Hy(4) N Co(A4) . (1)
En effet, Co(A) C M et Hy(Ajpr) € Co(A) (car 4)py est s-régulier). Done
Ho(A)NCo(A) = Hy(A)NM N Co(4) =

Ho(Ajp) 1 Co(A) = Ho(Apar) = Ho(AyN0 M.

Montrons que

Co(A) + Ho(A) = Co(A) N . (2)
En cffet, 3d € N tel que N € N(AY) C Hy(A). Done Co(A)+N C Co(A)+Hy(A).
L’autre inclusion, d’apres (1), on a

Ho(4) = Ho(A)NM + N = Hy(A) N Co(A)+ N C Co(A)+ N .

Dot Hy(4) + Co(A) € Co{lA) @ N et (2) est démiontre.

D’autre part, d’aprés le Lemme 1.3, 3 > 0 tel que VA € C, 0 < [A| < &,
A — X est srégulier. Done Hy(A — AI) € Co(A—AI)si 0 < [A] < e. En outre, 4n
nilpotent implique que VA # 0, (A — A)(N) = N. Donc N C Co(4 — AI). Par
conséquent, VA € C, 0 < [Al < ¢, ona
Ho(A — AI) + Co(A = AI) = Co(A — AI) = Co(A — \) N M + N
=Co(A = Mjp) + N = Co(A) + N = Co(4) + Ho(A).

Ce qui établit i).
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i1} Montrons d’abord que VA € C,
Hy(A—-ADNM=Hy(A=- M) M. (3)

En effet, il suffit de montrer que m NnAM C m Soit
z € mﬂ M alors 3z, € Ho(A—M) tel que 2, — . Soit Py la projection
sur M suivant la décomposition X = M ¢ N. Alors Pyxn — Pare = 2. Or, il est
clair que Pyz, € Hg(A) N M. Par conséquent, x € m En outre,
d’aprés le lemme 1.3, 3¢ > 0, VA € C, 0 < |A| < ¢, A — A est s-régulier. Donc

J%Mf%D:LJNM—AVCCqMCAL (4)
P20

Finalement, en utilisant (3) et (4), on voit que VA € C, 0 < || < &,
> q

Ho(A) N Co(A) = Ho(A) N M N Co(A) = Hy(A) N M N Col(4)
. = Ho(Ajpr) = Ho(A — Mjar)
= Hy(A — AI)AM N Co(A — X)
= Ho(A— AN Co(A— Al . =

Corollaire 1.7 Soit A un opératcur fermé avee D{(A) dense dans X. Alors, les

applications

A Co(A— M)+ Ho(A = M)
ct Ar— Co(A = AN Ho(A — A

sont constantes dans chaque composante connexe du domaine quasi-Fredholm

(ﬂ(/@(‘4)) de A.

Corollaire 1.8 Soit Q wne composante conneze de pye(A) et Q7 = QN s-reg(A)
et Q5 =QNps. (A). Alors Vi € QF et VA € QF,

qo

Co(A — pl) + Ho(A — ) = Co(A — N} = Nyeqr R(A — wI)
ct ColA — ul) N Hy(A — pl) = Hy(A ~ A} = clin{N(A — wl} eqr.

Remarque :

1) YA € pga(A), Co(A = A+ Ho(A — AI) = Co(A — \I) + Hy(A — AI) cst

ferme dans X. En effet, soit (A1, N) unc décomposition de Kato associde & A4 — A,
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Alors Co(A — X) + Ho(A — M) = Co(A — M) @ N, (voir (2) de la démounstration
du Théoreme 1.6). Or, Co(A — AI) & N cst fermé comme somme de fermé de M

ct de N.

2) Les résultats de ce paragraphe généralisent ceux de [22], aux cas des do-

maines quasi-Fredholm pour des opérateurs fermeés avec domaines denses dans X.
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ANNEXE

1) Cet exemple consiste & montrer que op(P(T)) ¢ P(oy(T)) on P est un

polyndme.Par exemple soit P(A) = A? et T défini comme suit.(voir]3])

Soit 4 un opérateur dans X tel que A% = 0 et R(A4) est fermé. Soit B un

opérateur compact tel que ABA nest pas de rang fini.

par exemple: dans X = {3 on posc
Acy = ¢ap sl k impair

Aep = 0 81 I pair

[aid
Ck+1
Bep = —
ou {e1 132, ost la base canonique: alors
! Cyh+2
ABA.Ck = —]‘T‘“
2

Soit. A € p(B) ot p(B) est 'ensemble resolvant de B, c.a.d

p(B)={A € C: B — Al est inversible}
et on pose
T = A(\ ~- B)
alors
R(T) est fermé
mais

T? = ~ABA(M — B) n’est pas d’'image formé
car R(T?) = R{ABA), qui n'est pas fermé.
2) Cet exemple consiste a montrer que o (1) n'est pas fermé.(voir [3])
Soit A un opérateur borné dans X tel que VIA] < 1, (A — AT) n’cst pas fermé.

par exemple: X = L}*D)ouD={A e C:|\<1}et

(Af)(E) = tf(2)
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soit ¥ = X x X muni de la norme ||(z;y)]| = |l=]| + lly|l, et soit T € B(Y") défini
par

T(z,y) = (0,z + Ay)

alors

R(T) = {0} x X donc ferné
Soit A € C tel que 0 < |\ < 1, montrons que
R(T — AI) n'est pas fermé

En effet soit {z,}nen dans X tel que (4 — Aa, — y avee y € R(A — M), done
Vz € X on a:

(T — M) (v,wq) = (—=Av, o+ (A= ADa, s — (=Aee + y)

Supposons que

(=Ae.o+y)e (T — )
alors ag,y0) € X tel que
(T = AD)(w0, y0) = (— Ao + )
=>ag=aecty=(4—- M)y
= y € R(A — AI) contradiction

3) Cet exemple consiste a montrer que si A est un opérateur fermé dans X alors

en géndral A" n'est pas formd (Voir [11,page 293}
Soit. 4 un opérateur fermé dans X tel que son carré ne Pest pas.

par exemple: dans X = (4,(Z) posc

o0 oo oo
Y
A § Lpln = 2 Tap€yn + § NI 2p—1€1—n

n=-—oc n=1 n=1

ot {€, ]2 _ . est la base canonique.

D(A) = {x € t,(Z): Zn“’[.frgn_] I* < o0}

n



En particudier
Ac, =0sin=0,-1.-2,...

Acy = ¢p, Aeg = 2e_y, Aes = 3e_a, ...
Acy =€y, Acy = ey, Aeg = €3,...
Soit N. X et X3y les sous-espaces fermés de X engendrés respectivemnent par
y X1 2 1 £ 1 1
{CU, CqyCaa. . .}, {(.J,Cg,(,r,,. . .}, {Cg, €y Caes }
Alors X = N$ X, & X, ot N(4) = N, et
AXT =N AN =X 9 X, AN, " Xy) =%

et alors la restriction de 4 & Xy o X3 est borude iufdricurcinent avec conorme
o(4) = 1, avee domaine X, Done A est fermé, d'image fermée avee ¢ 4) = 1. Alors

N(A?%) n'est pas fermé: en eflet

N4y = N & (X, N DAY

qui n’est pas fermé car Xy N D(A) n'est pas formé.






[1)

2

(3]

[10]
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Résumé : iR
~ kit .\‘///

Il est bien connu que la théorie spectrale classique est basée sur la notion
“d’inversibilité”. Plusieurs théories ont été développées consistant & remplacer
cette “inversibilité” par une notion plus faible (exemples : inversibilité modulo les
opérateurs compacts, inverse généralisé) qui ont conduit aux spectres essentiel de

Fredholm, semi-Fredholm et spectre généralisé.

Dans ce travail, on développe une théorie spectrale “généralisée” pour les

"+ mopérateurs fermés dans un espace de Banach, ou la notion d’inversibilité est

4

remplacée par celle de la “semi-régularité”. On dira que Uopérateur A est semi-

régulier (s-régulier) si R(A) est fermée et pour tout n > 0, N(A"™) C R(A).

Notons, 0,{A) = {A € C; A — Al n'est pas s-régulier}, le “spectre singulier”
de A. Alors g,(A) est fermé, inclus dans le spectre 0{A) de A et contient la frontiére

de ce dernier. Nous montrons que 0,(A) posséde aussi certaines propriétés de o(A).

Notons S—Reg(X) = {4 € B(X);0 € 05(A4}}, ott X est un espace de Banach.
Alors
Inv(X) ={A € B(X);0¢ 6(A)} C S — Reg(X).

Nous remarquons par un exemple que S-Reg(X) n’est pas ouvert, contrairement
au groupe multiplicatif Inv(X). Cependant, nous montrons qu’il reste stable par

certaines “petites” perturbations.

D’autre part, on s'intéresse aux opérateurs de la forme A = 4, @ Ag, ot Aj est
s-régulier et Ay est nilpotent, (opérateur quasi-Fredholm). T. Kato a montré que
les c;pérateurs semi-Fredholm admettent une telle décomposition. Dans ce travail,

nous donnons plusieurs propriétés de ces opérateurs.

Mots clés : Opérateurs, s-régulier, semi-Fredholm,

quasi-Fredholm, spectre singulier, conorme d’un opérateur



