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INTRODUCTION

Comme beaucoup d'autres problémes de la théorie des probabilités I'étude des
mesures aléatoires est née 3 partir d'applications pratiques de la mathématique.
Evidemment, les mathématiciens en étudiant ces applications ont cherché a for-
maliser les situations réelles dans un cadre théorique, et on est arrivé aux me-
sures aléatoires comme formalisation satisfaisante. Les situations pratiques qui
ont motivé cette étude apparaissent dans ce cadre comme des mesures aléatoires
particuliéres: les processus ponctuels, ol toutes les masses ont une valeur entiére.
De par la nature des problémes envisagés on était naturellement amené 3 con-
sidérer les valeurs possibles comme non négatives. La généralisation aux me-
sures aléatoires suggeérait d’approfondir I'étude de topologies sur des espaces
de mesures, pour permettre I'étude des convergences stochastiques des mesu-
res aléatoires, par exemple. Des caractérisations des convergences de mesures
non aléatoires, et d’autres notions topologiques liées, ont été obtenues dans
les années 1940-1943, par Alexandroff [1], et plus tard, 1956, par Prokhorov
[41]. L’étude des mesures aléatoires posait des problémes intéressants du point
de vue mathématique en ce qui concerne !'identification de mesures aléatoires,
Prokhorov [42] pour les premiers résultats, la caractérisation des mesures aléatoi-
res 3 partir des lois de probabilité des boréliens, Nawrotzki [33], Harris [17], [18],
ou la caractérisation de la convergence de suites de mesures aléatoires, Matthes,
Kerstan, Mecke {31] et d'autres auteurs. Evidemment, ces questions résolues,
les mathématiciens pouvaient s'intéresser 3 d’autres problémes concernant les
mesures aléatoires. Bien siir, beaucoup d’entre les probléemes étudiés n’ont pas
été posés par des situations pratiques, mais ont été suggerés par la formalisa-
tion mathématique trouvée. Une référence classique pour la théorie des mesures
aléatoires est le livre de Kallenberg [26].

Cet exposé prétend aller un peu plus loin dans ce désir de généralisation, en
laissant les mesures prendre des valeurs réelles. Le fait de supposer les mesures 3
valeurs réelles pas forcément non négatives, s'il nous éloigne des situations pra-
tiques, pose des questions intéressantes du point de vue mathématique. D’abord,
I'espace de mesures sur lequel nous devrons travailler change de propriétés, no-
tamment il n’est plus métrisable, ce qui, évidemment, pose des problémes plus
délicats de caractérisation de convergence et de compacité relative, pour en parler
des notions topologiques qui nous intéressent le plus. Ce type de problémes a déja
été I'objet d'étude des mathématiciens, parmi lesquels nous référons Varadara-
jan [47], Marle {30] et Tortrat [46]. Si nous nous intéressons au cas aléatoire les



références sont plus rares, par exemple Jacob [21]. Ce changement des propriétés
de I'espace de mesures pose des problemes déja en ce qui concerne la définition de
mesure aléatoire, car l'introduction de la tribu convenable sur I'espace de mesures
n’est plus évidente. Ce probléme est étudié dans le chapitre 2. Une fois définie
une tribu sur I'espace de mesures nous pouvons nous intéresser aux problémes
d'identification de mesures aléatoires, de convergence de mesures aléatoires, de
caractérisation de mesures aléatoires 3 partir des masses des boréliens, en suivant
le plan proposé par Kallenberg dans son livre {26]. Ce chapitre termine en faisant
une incursion dans d'autres types de convergences de mesures aléatoires.

Dans le troisitme chapitre nous proposons I'étude d’un probleme classique
de la théorie des probabilités: V'infinie divisibilité. Nous cherchons des caractéri-
sations de quelques classes particuliéres de mesures aléatoires. Remarquons que
I'étude du cas 3 accroissements indépendants suit de prés ['étude des proces-
sus stochastiques 3 accroissements indépendants indexés par un intervalle de la
droite, selon Gihman, Skorohod [12].

Les deux derniers chapitres concernent des applications des mesures aléatoires
i d’autres situations, ce qui nous permet de faire des mathématiques appliquées.
Dans un premier temps nous particularisons I’espace de base, ce qui nous permet
de démontrer des propriétés de compacité relative pour des variables aléatoires
a valeurs dans L2[0,1], et des versions faibles du théoréme de Donsker. En ce
qui concerne le dernier chapitre nous nous contentons de considerer les mesures
aléatoires non négatives pour trouver un regard général sur diverses problemes
classiques d'estimation. Notre approche des problemes d'estimation envisagés
permet de clarifier quelques conditions de convergence, car elles nous apparais-
sent de facon plus naturelle. De plus, 'approche que nous utilisons nous per-

met d’étudier la convergence des processus empiriques associés aux estimateurs
définis.



Chapitre 1

Espaces de mesures

Le but de ce premier chapitre est d’étudier la topologie vague sur ’espace des
mesures de Radon 4 signe sur un espace métrique séparable, complet et lo-
calement compact. Ce chapitre servira de base pour ’étude du cas aléatoire,
notamment pour les problemes de convergence en loi de mesures aléatoires
par rapport 4 la topologie vague. L’introduction de la topologie vague peut
étre faite de deux facons différentes: la fagon classique qui consiste a utiliser
directement ’ensemble des fonctions continues a support compact, ou, en
utilisant une idée de Matthes, Kersten, Mecke [31], on peut introduire la
topologie vague a partir de la topologie faible sur I'espace des mesures a
signe bornées. Cette deuxieme définition pour la topologie vague se révelera
trés utile pour la caractérisation des ensembles vaguement relativement com-
pacts. De plus, a partir de la deuxieme définition de la topologie vague, nous
généraliserons au cas des mesures signées quelques résultats de convergence
connus pour le cas des mesures non négatives. Bien sir, cette définition alter-
native suggere ’étude de la topologie faible sur ’espace des mesures a signe
bornées. En ce qui nous concerne pour cette étude nous nous appuyerons
sur Varadarajan [47] et développerons un peu les résultats qui peuvent nous
intéresser le plus.

Dans tout ce travail (S,d) sera un espace métrique séparable, complet
et localement compact (dans la plupart des cas la métrique d n’a aucune
importance, le seul fait qui compte c’est que la topologie soit métrisable). Par
S nous désignerons la tribu borélienne de S et par B 'anneau des boréliens
relativement compacts. Considérons encore les espaces de Banach C(S) et
C.(8) des fonctions f: S — IR continues et bornées, continues a support
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compa.ct, respectivement, avec la norme
Wl = sup | £(s)].
sES

Désignons encore par M, 'espace des mesures boréliennes a signe bornées
sur S {p €M, si et seulement si supges |#(B)] < o), et par M, lespace des
mesures de Radon 2 signe sur S. Une mesure de Borel a signe sur S, g, est
une mesure de Radon a signe si et seulement si elle est finie pour tout élément
Be B. De plus, étant donné une mesure a signe (bornée ou de Radon), pu,
sur S nous pouvons écrire cette mesure comme la différence de deux mesures
non négatives de la méme espéce que p. Cela veut dire que si p est bornée
elle est la différence de deux mesures non négatives bornées et, si y est de
Radon elle est la différence de deux mesures de Radon non négatives. Ces
deux mesures non négatives, en géneral, ne sont pas uniques. En posant

u¥(B) = sup{u(C),C Cc B} et u~(B) = —inf{p(C), C C B}

nous obtenons une décomposition de la mesure p comme la différence de
deux mesures non négatives concentrées sur des boréliens disjoints. Cette
décomposition est appelée la décomposition de Hahn-Jordan. La mesure put
sera appelée la variation positive de g, p~ la variation négative de y, et
f] = p* + u~ la variation totale de . Remarquons que les mesures pt et
4~ sont une décomposition minimale de y comme différence de deux mesures
non négatives. Cela veut dire que si g = v; — vy, ou les mesures v et vy
sont non négatives alors p* < v et p= < vp. A ce moment notons que
d’aprés Dinculeanu (9], [, §3, prop. 7, si [g(B)| < oo alors aussi |g|(B) < oc.
L'implication réciproque étant évidente nous pouvons donc caractériser les
mesures de Radon a signe comme les mesures boréliennes a signe qui sont
a variation totale finie sur tous les boreliens relativement compacts. Aussi,
nous pouvons caractériser les éléments de M, comme les mesures boréliennes
sur S telles que la variation totale soit une mesure non négative finie sur S.

Finalement, pour toute mesure g, appartenant & M, ou a M., et pour
toute fonction f p-intégrable on désignera l'intégrale de f par raport a u
par un des symboles suivants:

uf. [ fduwou [ f(s)u(ds)
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1.1 La topologie faible sur M,

L’étude de la topologie faible dans ’espace des mesures a signe bornées
est faite dans I’article classique de Varadarajan [47]. Ici nous citerons les
résultats de Varadarajan qui nous seront utiles pour la poursuite de notre
exposé et nous développerons quelques-uns d’entre eux pour leur donner une
forme qui sera plus convenable pour nous.

1.1.1 Propriétés générales et définitions

Avant d’entreprendre 1’étude de la topologie faible remarquons quelques pro-
priétés de regularité des mesures a signe bornées. Pour cela définissons la
notions de régularité pour les mesures a signe.

Définition 1.1.1 1. Un borélien Ce S est régulier relativement a une
mesure u €M, si pour tout € > 0 il eziste un compact KCC et un
ouvert GDC tels que pour tout C’e S tel que KCC'CG on ait

(C)—p(C) <e.

2. Une mesure p €M, est réguliére si tous les boréliens sont réguliers
relativement a p.

3. Une mesure p est tendue si, pour tout € > 0 il existe un ensemble com-

pact K, dans S tel que |u}(K°)< &, ot K° représente le complémentaire
de K dans S.

Remarquons que si la mesure y est non négative les définitions de mesure
réguliére et tendue coincident avec les définitions classiques, qui sont présen-
tées dans Billingsley [5] par exemple (en ce qui concerne la régularité voir
Dinculeanu [9], II, §15, prop. 1).

Théoréme 1.1.2 1. [Billingsley {5], th. 1.1] Seit p eM,, Ce S, ¢ > 0.
1l existe un ensemble F fermé et un ensemble G ouvert tels que FCCCG
et [u|(G\F) <e.

2. [Dinculeanu [9], I11, §15, prop. 24] Toute mesure u €M, est réguliére,

3. [Billingsley [5], th. 1.2] Toute mesure p €M, est tendue.
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Donc, d’apres ce théoréme les mesures a signe bornées vérifient les mémes
propriétés de régularité que les mesures non négatives bornées. On remar-
quera que le fait que les mesures & signe ont les mémes propriétés que les
mesures non négatives se produit quand on s’intéresse a I’étude de certains
problémes concernant la topologie faible sur M; que nous introduisons tout
de suite.

Définition 1.1.3 Une suite {g,} de mesures @ signe bornées dans S con-
verge faiblement vers p €M, si pour toute fonction f €C(S) se vérifie
pnf — pf. On écrira p,~-sp pour traduire le fait que p, converge faible-
ment vers u.

Remarquons que cette définition correspond a la définition de la topologie
faible étoile, selon la terminologie de P’analyse fonctionnelle, sauf que dans
ce cas ’espace M, n’est pas le dual de C(S).

Evidemment, pour la topologie faible une base de voisinages d’une mesure
4 est la famille des ensembles de la forme

W, frreo s fae) = {ve My lufi —vfil<egi=1,...,n}

Oﬁ £ > O,fl,..-,fn GC(S), nE]N

Au vu de cette définition il est évident qu'il suffit de définir une base de
voisinages de la mesure nulle, les bases de voisinages d’une mesure quelconque
s’obtenant alors par translation associée a la mesure donnée. Ce fait nous
sera utile par exemple quand on voudra établir la continuité d’applications
linéaires car il suffira d’établir la continuité & l'origine de I'espace (la mesure
nulle).

Considérons une fonction f€C(S) et définissons I'application

n;: M, — R
po— uf

Les applications I, pour f €C(8), jouent évidemment un role important
dans la topologie faible. Il est facile de vérifier que Il;, pour chaque fonc-
tion f €C(S), est faiblement continue. De plus, on pourrait méme définir
la topologie faible dans M, comme la topologie engendrée par la famille
d’applications {II;, f €C(S)}.
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Théoréme 1.1.4 (Varadarajan [47], IL.1, th. 1, page 181) L’espace de
mesures M, avec la topologie faible est un espace vectoriel topologique de
Hausdorff complétement régulier.

Démonstration : Le produit d’une mesure par un réel est évidemment
une application continue car, si a€R, (ap)f = a(uf). Etablissons donc la
continuité de 'application s(p,v) = p + v. Par des raisons déja expliquées
il suffit de vérifier la continuité & Vorigine (0,0). Un élément de la base de
voisinages de s(0,0) = 0 est de la forme {p : |ufi] < &, = 1,...,n}, pour
e>0,neN,fi,..., fn €C(S). Les ensembles W{y, f1,..., fn,€/2) sont des
voisinages faibles de la mesure nulle dans M, donc le produit cartésien

W(”vflv---vfn7€/2) X W(y'v.fl"“’fnae/z)

est un voisinage faible de (0,0) dans M, xM, et

SOW(ty fro - o+ Fur €/ 2)X Wty fry o fan€/2)) C i lfil < £i=1,...,n).

L'espace est évidemment de Hausdorff car si g # v il existe une fonction

FEC(S) telle que puf # vf.
Démontrons finalement que Uespace est compléetement régulier. Soit o
une mesure bornée a signe et considérons un voisinage de pq:

W(#Osflw v 1fnvs)'

Définissons les fonctions
1 .
i) = < min (| [ fidu — [ fiduol,e).

Les fonctions h; sont continues et & valeurs dans [0,1]. Evidemment h;(po) =
0 et h; prend la valeur 1 dans (W(go, f;,€))°. En posant

h = max (hy,...,h,)

nous obtenons une fonction continue telle que h(ug) = 0 et h prend la valeur
1 dans (W(go, f1,-- -, fn,€))°, ce qui démontre le théoreme. B

Les résultats qui nous intéressent le plus sont les caractérisations des
ensembles relativement compacts et de la convergence faible de suites de
mesures.
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1.1.2 Compacité relative faible

Les premiéres caractérisations de compacité relative sont déduites du fait que
la topologie faible est définie comme une topologie faible au sens de 'analyse
fonctionnelle.

Théoreme 1.1.5 Soit MCM, faiblement relativement compact. Alors les
conditions suivantes sont vérifices

1. pour toute fonction f €C(S), sup, ey | fs fdu| < oo;
2. sup, ey |1l(S) < .

Ce théoreme est une adaptation d’un théoréme de Varadarajan {47]. Dans
son théoréme, Varadarajan démontre encore que les conditions 1 et 2 im-
pliquent la compacité relative de 'ensemble M. Mais, pour obtenir ce résultat
il faut que ’espace des mesures soit I’espace dual de C(S), ce qui se passe si
nous supposons que 'espace métrique S est, en plus des propriétés déja sup-
posées, compact. Dans ce cas nous pouvons énoncer le théoréme suivant, qui
est en fait une traduction pour notre cadre du théoreme de Banach-Steinhaus.

Théoréme 1.1.6 (Varadarajan [47], IL.7, th. 2.1, page 200) Supposons
que Uespace métrique S soit compact et soit MCM,. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

1. M est faiblement relativement compact;
2. pour toute fonction f €C(S), sup ey | fs fdp| < oo
3. sup ey |l(S) < oo

Désignons par M} le sous-espace de M, des éléments non négatifs. La
topologie trace dans M; est égale & la topologie faible classiquement définie
sur cet espace (voir Billingsley [5], ch. 1, ou Marle {30}, 9.9.1). 1l est facile
de vérifier que M} est fermé pour la topologie faible de M,. Dans l'espace
M} nous disposons d'un critére trés utile pour établir la compacité relative
d’un ensemble de mesures: le critere de Prokhorov. Nous allons récupérer ce
critére dans P’espace M,. D’abord remarquons qu'il y a une relation étroite
entre la compacité relative d’'un ensemble M dans la topologie faible de M,
et la compacité relative d’ensembles liés & M dans la topologie faible de M.
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Théoréme 1.1.7 (Varadarajan [47], IL.7, th. 26, page 201) Soit M un
sous-ensemble de M. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. M est faiblement relativement compact dans M,;
2. M est faiblement relativement sequentiellement compact dans M,;
3. |Mj = {|u]: p EM} est faiblement relativement compact dans M} ;

4 Mt = {pt i peM} et M~ = {p” : p €M} sont faiblement relativement
compacts dans M .

Remarquons que Varadarajan a démontré que les équivalences 134
restent vraies méme dans le cas ou 'espace S est seulement un espace topo-
logique géneral (Varadarajan [47], IL7, th. 28, page 203).

Avant d’énoncer la version du critére de Prokhorov pour les mesures a
signe définissons la notion d’ensemble de mesures équitendu.

Définition 1.1.8 Un ensemble MC M, est équitendu st
Ve > 0 3K compact de S : sup,em [p|(K°) < e,

et
sup |u|(S) < co.
pEM .

Il est évident que si MC M} cette définition coincide avec la définition
classique d’équitension. Le critére de Prokhorov dit alors qu’un ensemble
McCM; est faiblement relativement compact si et seulement si lensemble M
est équitendu, car P’espace S est métrique séparable et complet {Billingsley
[5), ths. 6.1 et 6.2). Alors comme corollaire du théoréme 1.1.7 nous avons

Corollaire 1.1.9 (critére de Prokhorov) Un ensemble MC M, est rela-
tivement compact st et seulement s’il est équitendu.

1.1.3 Convergence faible de suites de mesures dans
M,
Nous commengons |’étude de conditions de convergence faible dans M, par

le rappel d'un théoréme fondamental dans I’étude de la convergence faible
dans Mj: le théoréme du portmanteau.
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Théoréeme 1.1.10 (Alexandroff [1]) Soit {u.} une suite dans M} et p
un élément de M. Les conditions suivantes sont équivalentes.

fn——p dans M7 ;
. limsup,_. ., pn(F) < p(F), pour tout FCS fermé, et p.(S)— u(S);
. iminfp—oo tn (G) > p(G), pour tout GCS ouvert, et pun(S})— u(S);

. limpeo fin (A) = p(A), pour tout ensemble Ac S tel que u(fr(A))=0,
ot fr(A) désigne la frontiére de ensemble A.

™ L o

Ce théoreme nous donne des conditions trés générales pour établir la con-
vergence faible dans M{. Par la suite de cet exposé on remarquera qu'il ne
sera pas possible de récupérer une version de ce théoréme dans M,. En effet,
on verra que, si les conditions de relative compacité faible étaient facilement
récupérables dans M;, quand on veut identifier la mesure limite on com-
mence a trouver des difficultés qui en général nous empéchent de trouver des
conditions suffisantes utilisables. On remarquera encore que I'identification
de la mesure limite n'est obtenue que d’une fagon tres indirecte.

Au cours de cette section on remarquera l'importance des variations
positive, négative et surtout de la variation totale dans les conditions a
obtenir. En fait, la variation totale avait déja un role important dans les
caractérisations de la compacité relative faible. Tout de suite nous pouvons
dire, d’apres le théoreme 1.1.7, que la compacité relative faible de la suite
des variations totales est une condition nécessaire pour la convergence faible
d’une suite de mesures. Mais il est possible de dire plus.

Théoréme 1.1.11 (Varadarajan [47], II.2, th. 3, page 183) Soit {u,}
une suite dans M, et p €M,. Supposons que p,——yu. Alors

liminf [4a{(G) > |11(G),
pour tout GCS ouvert.

Ce théoréme nous donne presque la condition 3 du théoreme 1.1.10. Cela
veut dire que la suite des variations totales {|pn|} est "presque” faiblement
convergente vers la variation totale de la limite faible de la suite initiale
{#n}- En effet, il suffirait de démontrer que |x,|(S)— {u{(S) pour avoir
la convergence faible |u,|——|u|. Pourtant, il est facile de vérifier que la
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convergence |p,|(S)— |p}(S) en général n’est pas vraie. Pour ceci i suffit
de prendre g, =6 1= 6 L dans R, ou 8, répresente la mesure de Dirac avec
une masse au point z. Evidemment u, —0 (mesure nulle) et p} = § 1 60,
pn = 6_1 8o, donc un| = pf + u; —26.

Du fait que puf = p*rf —p f et |u|f = pu* f+ p~f, pour toute fonction
f€EC(S), il est évident que si pour une suite de mesures {5} on a la conver-
gence faible des suites des variations positives et négatives on aura aussi la
convergence faible de la suite {s,} et de la suite des variations totales {|un]}.
De plus, si pgF vy et p] vy, olt ¥y, v2 EM] et ne sont pas forcément
concentrées dans des boréliens disjoints, alors g, ——v) — v et || ——vy +v2.
Dans le cas ou nous avons la convergence faible simultanée de la suite de
mesures et de la suite des variations totales nous pouvons retrouver une
adaptation du théoreme 1.1.10. Démontrons d’abord un résultat auxiliaire.

Théoréme 1.1.12 Soit u €M, telle que p(A)> 0O pour tout A tel que
ufr(A))=10. Alors p est une mesure non négative.

Démonstration : Soit FCS fermé et {¢,} une suite décroissante vers
zéro. Posons F*» = {z €S: d(2,F) <¢,}. Comme g €M, nous pouvons
choisir la suite {e,} telle que

pt{zeS: dz,Fi=¢,}=p"{2€S: d(z,F)=¢,} =0,

puisque la mesure g a au plus une infinité dénombrable d’atomes. Comme
pt(F") est décroissante vers p*(F) et pu~(F°") est décroissante vers = (F)
il s’ensuit
u(F) — u(F).
Du choix de la suite {¢,} et du fait fr(F*")C {z € S: d(z,F} = ¢,} nous
avons put(fr(F*)) = p~(fr(F™)) = 0, donc p(fr(F*)) = 0. Alors, par hy-
pothese u(F*") > 0, d’oli il en résulte p(F) > 0.
Soit Be S. Alors

u*(B) = sup {u*(F), FcB fermé}

u~(B) = sup {4~ (F),F C B fermé}.

Donc il existe deux suite de fermés {F,} et {F}} telles que

u*(Fa) > u*(B) - =
n
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W(FL) > 4 (B) - -

Posons F;* = F, UF.. Les ensembles F;* sont fermés, inclus dans B et
. !
WHE) > ¥ (B) - -

Wo(F3) > () - -
d’ou il s’ensuit
p(Fy) = p*(F;) — p (Fy) — p*(B) — ¢~ (B) = u(B),
et donc u(B) > 0. W

Théoréme 1.1.13 Soit {u,} une suite dans M,, p EM, et v EM}.

1. Si, pour tout ensemble Ac S tel que v(fr(A)) = |u(fr(A))|, se vérifient
(a) limp—oo pn(A) = p(A);
(b) limn—.co |un|(A) = v(A),
alors o~ et |pn|—v.
2. Réciproquement, st p, —su et |iu,|——v alors, pour tout ensemble A€ §
tel que v(fr(A)) = |p(fr(A))] =0
(a) limn o pta(A) = p(A);
(d) limpos |pal(A) = v(A).
Démonstration : 1. D’apres les hypotheses, remarquant que p} =

1(l#al + 1a) et pr = 3(1a] — ), pour tout ensemble A€ S tel que v(fr(A))
= |u(fr{A))], nous déduisons

lim 4 (A) = 3(o(A) + u(A)

et
Jim 7 (A) = —(uA) #A)).

Si u(fr(A)) - u(fr(A)) = 0 ou »(fr(A)) + u(fr(A)) = 0 alors v(fr(A)} =
le(fr(A))|. Les mesures v+ et v —pu sont non négatives d’apres le théoréme
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1.1.12. Donc, d’apres la condition 4 du théoréme 1.1.10 on a p} =51 (v + p)
et p,—1(v — pu). D’aprés le commentaire précédent le théoréme 1.1.12 il
s’ensuit g, —spy et |pn|——v.

2. Dans ce cas on déduit aisément les convergences pf —3(v + p) et
p; —=»3(v —p). Donc, d’aprés la condition 4 du théoréme 1.1.10, pour les en-
sembles A€ S tels que v(fr(A)) = p(fr(A)) = 0 il s’ensuit [,LI(A)-—L%(V(A) +
u(A)) et p (A)—21(v(A) — p(A)), dou l'on déduit les convergences an-
noncées. B

Il faut remarquer & nouveau que le fait d’avoir la convergence faible d’une
suite de mesures n’implique pas la convergence faible de la suite des variations
totales comme on peut le vérifier par I'exemple

0 n pair 0 n pair
B = { 5% -6__& n impair lisn] = { 5% +6_% n impair.
Evidemment, p,——0 et pour la suite des variations totales on vérifie que
[#20] =0, |tt2n41|—260, donc la suite {{|x.]}} n’est pas faiblement conver-
gente. Néanmoins, d’apres le théoréme 1.1.7 si une suite {x,} est faiblement
convergente alors ’ensemble des variations totales {|u.} est faiblement rela-
tivement compact. Donc, il existe au moins une sous-suite {|un, |} faiblement
convergente dans M. Encore d’aprés le théoréme 1.1.7 on déduit que les
ensembles {4} } et {u;} sont faiblement relativement compacts dans M},
donc on peut trouver des sous-suites faiblement convergentes aussi dans ce
cas. Evidemment il est possible de trouver une suite croissante d’indices {ns}
telle que les deux sous-suites {u}, } et {u;, } soient faiblement convergentes.
Dans ce cas il existe des relations simples entre les diverses limites obtenues,
qui peuvent étre résumées de la facon suivante.

Théoréme 1.1.14 Considérons une suite {u,} dans M, et p €M, telles
que p,——p. Soit {ny} une suite croissante de nombres entiers tels que les
suites {u} } et {u;, } soient faiblement convergentes. Posons

v =limp}, vy =limp, .
Alors p = vy — vy et |pn, |—— 11 + 1.

Donc, si une suite {¢,} est faiblement convergente vers une mesure p,
Yensemble des points d’accumulation de {{u.|} dans la topologie faible est
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contenu dans {v; + v : g = vy — 1}. Pourtant, la mesure [u| n'est pas
forcément un point d’accumulation de I'ensemble {|¢,|}, mais nous disposons
d’un critére d’identification.

Corollaire 1.1.15 Supposons vérifiées les conditions du théoréme précédent.
S’il existe une sous-suite {|un,|} telle que |un,|(S)— |p|(S) alors |u| est
point d’accumulation faible de 'ensemble {{u.|}.

Démonstration : Comme la suite {s,} est convergente il s’ensuit qu’il
existe une sous-suite {lpnkll}, de la suite {|u,,|}, faiblement convergente.
Evidemment, pour cette sous-suite |unk, |(S) — |#|(S). D’aprés le théoréme
1.1.11 nous déduisons que cette sous-suite vérifie lim inf lny I(G) 2 |l(G),
pour tout GCS ouvert, donc d’aprés la condition 3 du théoreme 1.1.10, il
s’ensuit ]un,‘J |—2+{|, donc |u| est point d’accumulation faible de I’ensemble
{lpal}- ®

Nous pouvons caractériser d’une fagon un peu plus précise les mesures qui
sont des points d’accumnulation de la suite des variations totales (toujours en
supposant que la suite est convergente).

Théoréme 1.1.16 Soit {§1,} une suite de mesures faiblement convergente
vers une mesure p €M,. Tout point d’accumulation v de lensemble {|p,|}
vérifie |u] < v.

Démonstration : Soit v un point d'accumulation de I'ensemble {|p.|}.
Alors il existe une sous-suite {|u,, |} faiblement convergente vers v. Il s’ensuit
que les suites {u} } et {y; } sont faiblement convergentes. Soient 1, =
limp} , et v, = lim g, . Nous avons déja remarqué, théoreme 1.1.14, que ces
mesures vérifient p = 1y — v, et v = v +v,. Evidemment les mesures v, et vs,
étant des limites faibles de suites de mesures non négatives, sont des mesures
non négatives. Alors, d’apres les propriétés minimales de la décomposition
de Hahn-Jordan (page 2) les mesures v, et v, vérifient p* < vy et p~ <y,
donc Ju| = p* + p~ < v + v = v, ce qui démontre le théoréme. W

Nous avons déja démontré des propriétés nécessaires et des propriétés
suffisantes de convergence faible en utilisant la convergence des masses de
certains boréliens, théoreme 1.1.13. Dans ce cas on étudiait la convergence
faible simultanée de la suite de mesures et de la suite des variations to-
tales. Nous pouvons démontrer une condition nécessaire avec la convergence
des masses de certains boréliens plus générale. Dans cette caractérisation
P’ensemble des points d’accumulation a un réle central.
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Théoréme 1.1.17 Soit {1} une suite dans M, faiblement convergente vers
p EM,. St A€ S est tel que, pour tout point d’accumulation v de ['ensemble
{lBnl}, se vérifie v(fr(A))=0, alors limp_.oo pn(A) = u(A).

Démonstration : Soit ¥ un point d’accumulation de I'ensemble {|u.|}
et soit {|un,|} une sous-suite faiblement convergente vers v. Alors les sous-
suites {u} } et {u; } sont aussi faiblement convergentes. Soient v, et v, les
mesures limites, respectivement. Comme v = y; + v, et les mesures sont
toutes non négatives si v(fr(A))= 0 alors 1, (fr(A)) = »(fr{A)) = 0, donc
limp} (A) = wn(A) et limpg, (A) = vy(A), d’olt on déduit limp,,(A) =
#(A), parce que p = vy + 1. B

Dans le cas général il ne semble pas possible de trouver une condition
suffisante de convergence faible en utilisant la convergence des masses de
certains boréliens. Remarquons que méme pour cette condition nécessaire
les ensembles pour lesquelles nous pouvons assurer la convergence des masses
doivent vérifier une condition qui peut étre forte car 'ensemble des points
d’accumulation peut étre grand, donc la frontiére de ’ensemble doit avoir
masse nulle par rapport a beaucoup de mesures.

Un résultat qui nous donne une condition suffisante en utilisant des con-
ditions sur les masses de certains boréliens est le théoreme suivant, du &
Alexandroff (voir (10], page 316). Remarquons que le théoreme n’est pas
géneral car il faut imposer que la suite soit uniformement bornée, ce qui
n’est pas une restriction trés sérieuse d’aprés le théoréme 1.1.5.

Théoréme 1.1.18 Soit {u,} une suite dans M, telle que

sup [1.](8) < co.
neN

Soit p €My et supposons que, pour tout ouvert GCS tel que 1(G) = u(G) (o
G représente l'adhérence de G), se vérifie la convergence p,(G) — u(G).
Alors p, sy

1.1.4 Convergence faible de mesures induites

Cette section n’est pas essentielle a la poursuite de notre exposé. Elle est
présentée ici pour compléter '’étude de la topologie faible car on utilisera les
mémes méthodes que dans I’exposé précédent.
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Considérons S’ un autre espace métrique séparable, complet et localement
compact, et soit h:5S—8’ une fonction mesurable. Alors, étant donné une
mesure g sur S, on note uh~! la mesure induite par h dans 'espace $’. Nous
nous intéressons a 1’étude des fonctions k pour lesquelles la convergence faible
de mesures est préservée. Evidemment, si & est une fonction continue cette
fonction préserve la convergence faible. Comme dans le cas des mesures non
négatives nous pouvons affaiblir 'hypothése de continuité sur 2. Comme
dans le théoreme 1.1.17 ensemble des points d’accumulation de la suite des
variations totales continue & avoir un role important. Désignons par Dy
Pensemble des points de discontinuité de la fonction h.

Théoréme 1.1.19 Soit {y.} une suite dans My (S) faiblement convergente
vers p €My (S). Si, pour tout point d’accumulation v de Uensemble {|u,|},
se vérifie v(Dy )= 0, alors p h™'-2suh™! dans M, (S').

Démonstration : Soit v un point d’accumulation de {{u.|} et {ni} la
suite d’indices tels que |u,, |—»». Soient encore v, = limpu}, et vp = limpuy, .
Du fait que v = v, + v, et que les mesures sont non négatives il s’ensuit que
n(D,) = vo(D,) = 0. Donc, d’apreés Billingsley [5}, th. 5.1, nous déduisons
ph BTt k7t et pn AT 51nh 7Y, ce qui implique pg B vk

Donc, de toute sous-suite {p,, ™!} nous pouvens extraire une sous-suite
{p,m‘] h=1} faiblement convergente vers ph ™!, ce qui démontre le théoréme. W

De la méme fagon, s’appuyant cette fois sur le théoréme 5.5 de Billings-
ley [5], on démontre le théoreme suivant qui généralise 'enoncé précedent.
Considérons h, :S——S' des fonctions mesurables, pour chaque n €N, et
définissons ’ensemble

E = {se€S| 3{s, }:s, — s et hy(s.)~h(s)}.

Théoréme 1.1.20 Soit {u,} une suite dans M, (S) faiblement convergente
vers u €M,y (S). Si, pour tout point d’accumulation v de {|u,|}, se vérifie
v(E) = 0, alors p bt "ph~! dans My (S').

Remarquons que en ce qui concerne les résultats présentés ici il suffit de
supposer que S est un espace métrique géneral, sauf dans le cas du critere
de Prokhorov, Corollaire 1.1.9, ol il faut supposer que S est séparable et
complet, et dans le cas du théoréme précédent ot il faut supposer que 'espace
S est séparable.
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1.2 La topologie vague dans M,

Nous avons déja dit que la topologie vague dans M, peut étre introduite de
deux fagons. Nous utiliserons la définition classique, qui est plus générale,
en utilisant les fonctions continues a support compact, pour déduire les
premiéres caractérisations des ensembles vaguement relativement compacts.
Pour ceci nous suivrons Marle [30], ch. 9.8. Avec la seconde définition de
la topologie vague nous allons démontrer des liens avec la topologie faible
dans M, développer un peu les caractérisations des ensembles vaguement
relativement compacts, et enfin établir des liens entre la convergence des
masses de certains boréliens et la convergence vague d’une suite de mesures
de Radon, comme dans le théoreme 1.1.17.

Remarquons que pour étudier les mesures de Radon il est convenable de
considérer |’espace métrique S séparable, complet et localement compact.
Ces propriétés nous permettent de choisir une suite croissante de compacts
dans S, {K,} qui vérifie les propriétés K, Cint(K,;1), K, 1S (Lima [29],
Prop. 4, page 278), ot int(K,) désigne U'intérieur de V’ensemble K, . Dans
tout ce texte nous considérons cette suite croissante de compacts fixée.

1.2.1 Définitions

Classiquement la topologie vague est définie de fagon semblable & celle de la
topologie faible dans M}, sauf que nous utilisons des fonctions continues et
a support compact.

Définition 1.2.1 Une suite de mesures {u,} dans M, converge vaguement
vers p €M, si, pour toute fonction f €C.(S), se vérifie la convergence
fnj — pf. On écrira p,——p.

Une base de voisinages dans la topologie vague d’une mesure de Radon
4 est la famille des ensembles

V('u’fl""7f"1e) = {V € MC : I#fi’”fil <€;i = 1,,_.,1’!,}

ou € > 0,f;,...,f, €CS), n €N. Pour cette topologie sont vraies des
propriétés semblables aux propriétés que la topologie faible vérifiait:

o Il suffit de définir la base de voisinages pour 1origine (mesure nulle).
Pour les autres mesures on obtient la base de voisinages par translation;
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e la topologie vague est la topologie engendrée par la famille d’applica-
tions {Il;, f €C.(S)};

o P'espace M, avec la topologie vague est un espace vectoriel topologique
de Hausdorff completement régulier.

Considérons maintenant ¢ € M, et f €C.(S). Représentons par fu la
mesure de densité f par rapport & . Alors, pour tout borélien A€ §

(@A) =1 [ fdul < IfY Iul(supp (),

ol supp(f) désigne le support de la fonction f. Donc la mesure fu est une
mesure bornée sur S. Pour chaque fonction f €C,(S) définissons 'application

¢!:Mc — Mb
b= fp

Dans M, nous avons défini la topologie faible donc, nous pouvons définir
sur 'espace M. la topologie engendrée par les applications {¢y, f €C.(S)}.

Théoréme 1.2.2 La topologie engendrée sur ['espace M. par la famille d’ap-
plications {1y, f €C.(S)} coincide avec la topologie vague.

Démonstration : La démonstration suit les idées de Bonkian (6], page
9. Nous allons démontrer que les voisinages d’une mesure p fixée sont les
mémes dans les deux topologies.

Une base de voisinages de y pour la topologie engendrée par la famille
{¥y, f €C.(S)} est constituée par les ensembles de la forme

Uy, fi, Wiyi=1,...,n) = [} (W))

=1

ot neN, fi,...,f. €C.(S) et Wy,..., W, sont des voisinages de vy, () =
fip dans la topologie faible de M,. Il suffit de prendre les W; de la forme
W; = W(figt, 91, - - Gk, » i), 01 les fonctions g; €C(S). Alors

U(#'fﬁwhi = 1,---,71) =

= o e Mot 1 [ oo = [ ot < k=1, k) =

=1
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= ({heMer 1 faudf) = ot < euk=1.....5) =

=ﬂ{A€MC:|/gkf,~d/\—-/gkf;d;z|<si,k=1,...,k,-}.
=1

Les fonctions g f; sont évidemment continues et & support compact car
supp(gx f;) Csupp(f;).- Donc, les ensembles U(y, f;, W;,i = 1,...,n) sont
des voisinages de la mesure g pour la topologie vague.

Réciproquement, considérons un voisinage vague de 1, V(g, f1,--., fa, €),
oue >0,neN, fi,..., fn €CS). Pour chaque : = 1,...,n définissons une
fonction g;, continue a support compact et & valeurs dans [0,1] telle que

(o ) 1 sisesupp(fi)
gi(s)=1 sis € {t €S :d(tsupp(fi)) >1}.

Alors
v(/"iflv" . 5fn,€) =

= ﬂ {V € M.: (/gsfsdt/—/ggf,-dp|<e} =

=1

_ ﬁ {,, eEM.,: ]/f;d(giu) —/fkd(gel‘)l < e} =

=1

n B
= ﬂ 1/)_,1 (W(gt/" fiye)) -
=1
Par conséquent, tout voisinage vague de u est un voisinage de p dans la
topologie engendrée par la famille d’applications {¢y, f €C.(S)}. &

1.2.2 Compacité relative vague

Nous rappelons ici quelques résultats de caractérisation de compacité relative
vague qui peuvent étre déduits de la définition classique 1.2.1. Remarquons
que la topologie vague dans M, peut étre interprétée comme une limite
inductive de topologies faibles sur des espaces duaux des espaces de Banach
C(K.,), Pespace des fonctions continues a support contenu dans K, (voir
Marle [30], ch. 9). De cette fagon on peut s’attendre a des caractérisations
des ensembles vaguement relativement compacts qui ressemble aux caracté-
risations pour les topologies faibles au sens de I’analyse fonctionnelle. En
effet,
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Théoréme 1.2.3 (Marle {30}, prop. 9.8.7) Soit MCM.. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

1. M est vaguement relativement compact;
2. Pour toute fonction f€C.(S), sup,em |1f] < 0o;
3. Pour tout borelien relativement compact BE B,sup ey |1|(B) < oo.

Notons par MY le sous-espace de M, des mesures de Radon non négati-
ves. Alors d’apres la condition 3 le résultat suivant est immédiat .

Corollaire 1.2.4 Un ensemble MC M, est vaguement relativement compact
si et seulement si {M] est vaguement relativement compact dans M7 .

Liées aux propriétés de compacité relative sont les propriétés de métrisa-
bilité. En effet, en général la topologie vague dans M, n’est pas métrisable.
Varadarajan ({47], th. 16, page 193), a démontré que la topologie faible dans
M, n’est métrisable que si § a un nombre fini d’éléments. Donc, d’apres le
théoréme 1.2.2, la méme propriété est valable en ce qui concerne la topologie
vague de M,.. Pourtant, il est possible de démontrer que certains sous-
ensembles de M, sont métrisables.

Théoréme 1.2.5 (Marle {30], prop. 9.8.10) Tout sous-ensemble M de M,
relativement vaguement compact est métrisable pour la topologie vague.

Pour certains ensembles relativernent vaguement compact il est méme
possible de démontrer la séparabilité. D’abord remarquons que ’espace
C.(S) est séparable. En effet, comme chaque K, est un compact, P'espace
C(K,) est séparable. Donc, pour chaque n €N fixé, il existe une suite
{frn}ren qui est dense dans C(K,). Alors 'ensemble {fin}inen est dense
dans C.(S). Pour le vérifier il suffit de remarquer que si f €C.(S), alors il
existe un entier n €N tel que supp(f)CK,.

Théoréme 1.2.6 Les ensembles M*={u € M, : |u|(S) < k} sont métrisa-
bles séparables, pour chaque k > 0.

Démonstration : Choisissons {g;,...,8,. .-} un ensemble de fonctions
continues & support compact, dense dans C.(S). Définissons la fonction

T: M. — R*
B> (K915 HGrs )
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La fonction T est injective: en fait, si T(x) = T(v), ou u,v €M,, on déduit
ug, = vg,,7 €N. Etant donné f €C.(S), f est la limite dans C.(S} d’une
sous-suite de la suite de fonctions g,. Donc pf = limpug, = limvg, = vf,
et alors ¢ = v. La continuité de T est évident d’aprés la définition de
la topologie vague de M.. Prouvons maintenant que la fonction T~ est
aussi continue sur M¥. Soit {u,} une suite généralisée dans M¥ telle que
T(po)—T(u). Alors, pour tout r €N, pog, — ug,. Soit g €C.(S),

|Hag — 19] € |1tag — Bagr] + [Hagr — pg-l + g, — pg] <
< ual(S)lg — g1l + tagr — 12g:] + [1i(S)llg — -1l <

S Qng —gr” + Iluagr - lugfl

Donc lim, (pog — pgl < 2kllg — g}, » €N, d’oli nous pouvons conclure
limg |pteg — ptg} = 0. Nous avons donc démontré que M¥ est homéomorphe a
une partie de IR, donc M¥, muni de la topologie vague trace, est métrisable
et séparable. B

En utilisant le théoreme 1.2.2 nous pouvons démontrer une condition de
compacité relative vague en utilisant la topologie faible dans M,.

Théoréme 1.2.7 Un sous-ensemble M de M, est vaguement relativement
compact si et seulement si, pour toute fonction f€C.(S), Uensemble (M)
est faiblement relativement compact dans M,.

Démonstration : Nous allons suivre le plan de démonstration utilisé
par Bonkian (6], page 11. D’apres le théoréme 1.2.2 les applications
sont continues, donc si M est vaguement relativement compact, 1 ;(M) est
un compact faible. Comme y;(M)C %;(M) il en résulte que ;(M) est
faiblement relativement compact.

Pour démontrer la réciproque posons, pour toute fonction f €C.(S),
M; =M,, et plongeons M, dans [Jsec,s) My. On définit une application
¥ & partir des applications ¢y, f €C.(S) par,

Pe) = (P5(1)) jecos) -

Alors Y(M.)C [Tjec.s) My, et ¥ est surjective de M. dans 'image de M...
Vérifions maintenant que ¥ est injective. Si y, v €M, et u # v, il existe une
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fonction f €C.(S) telle que pf 5 vf et donc il existe un ensemble BE B tel
que (fu)(B) # {fv)(B) (il suffit de prendre B = supp( f)), ce qui montre que
¥ est injective. Comme 3 est bijective sur (M,.) nous pouvons identifier
les éléments de ¥{ M.} avec les éléments de M, de facon évidente.

Soit 7 la topologie engendrée dans M par I'application ¥, en considérant
la topologie produit dans [[sec sy My Un systéme fondamental de voisi-
nages pour la topologie produit est de la forme [Jsec sy Wy, ot Wy est un
voisinage de la mesure correspondante a la coordonnée associée a f dans M,
pour la topologie faible, et ou les W, sont égaux a M,, sauf un nombre fini.
Alors un systeme fondamental de voisinages de u dans M, pour la topologie
T est de la forme

{veM.: freWs

feF
out F est une partie finie de C.(8S) et, pour tout f €F, W, est un voisinage
de fu dans la topologie faible de M,. Mais ce systeme fondamental n’est
autre qu’un systéme fondamental de voisinages pour la topologie engendrée
par {¢y, f €C.(S)}, ce qui montre que ¢ est un homéomorphisme de M,
avec la topologie vague, sur son image.

Finalement, les inclusions

M= I vsM)c I 4M)

JEC(8) feC.(8)

et le théoréme de Tychonov montrent que, st ¥y(M) est faiblement rela-
tivement compact pout tout f €C.(S), alors M est vaguement relativement
compact. B

Nous allons encore démontrer un théoréme pour la topologie vague équi-
valent au théoreme 1.1.7, mais avant cela nous avons besoin d’établir quelques
résultats concernant les suites vaguement convergentes.

1.2.3 Convergence vague de suites de mesures dans

M.

D’apres le théoréme 1.2.2 nous savons déja qu'une suite de mesures de Radon
{n} converge vaguement vers i €M, si et seulement si, pour tout f €C.(S),
fun—fu. Nous allons démontrer qu’il n'est pas nécessaire de considérer
toutes les fonctions f €C.(S), mais seulement une quantité dénombrable de
fonctions convenablement choisies.
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D’abord, choisissons une suite croissante {Gi} d’ouverts dans 'anneau
B, telle que G; 1S. Pour chaque k£ €N soit g; un élément de C.(S) tel que
’ IG., < gr < 1 = 1g, ou g représente la fonction indicatrice de 'ensemble B
(pour Vexistence de ces fonctions voir Kallenberg {26], A.6.1). Dans le reste
de cette section nous considérerons les suites {G.} et {gi} fixées.

Théoréeme 1.2.8 Considérons une suite de mesures de Radon {u,} et u un
élément de M.. p,~pu si et seulement si, pour tout k €N, gppn——rps}, €t
dans ce cas pf = gip.

Démonstration : Si g, —u, l'implication énoncée est évidente d’apres
le théoreme 1.2.2. Supposons donc que gxp.——pu, pour tout k €N. La
difficulté est la construction d’'une mesure de Radon telle que p} = gip. Cela
étant résolu la convergence vague se déduit aisément. Fixons k €. Il est
évident que pour toute fonction f€C.(S) telle que supp(f)C G se vérifient
les égalités pjf = pi,,f = ---. Donc, pour tout ouvert GC Gj nous avons
#:(G) = pi1(G) = - -+, et ces égalités de mesures peuvent encore s'étendre
a tout ensemble de la forme G = BNGg, B € S. On définit donc bien
une mesure de Radon en posant, pour tout borélien borné B contenu dans
un G : u(B) = ui(B). La mesure p vérifie ) = gep,k €N. Il nous
reste & vérifier que g, ——p. Soit f €C(S), alors il existe un k£ €N tel que
supp(f)C G, donc

pnf = pa(for) = (grpn)f — (gs)f = pa{fgr) = pof- W

Maintenant nous pouvons démontrer un théoreme analogue a 1.1.17 pour
les mesures de Radon.

Théoréme 1.2.9 Soit {u.} une suite dans M. vaguement convergente vers
# EM,. Si BeB est tel que, pour tout point d’accumulation v de 'ensemble
{lual}, se vérifie v(fr(B)) = 0, alors limy—.o pn(B) = p1(B).

Démonstration : Comme B¢ B, il existe un k& €N tel que BCG;.
Considérons ce k fixé. D’aprés le théoréme précédent gipp,——gipu. Du
fait que la fonction gi est positive on déduit |gips| = gilua], €t, de la
méme fagon que dans la démonstration du théoreme précédent, il s’ensuit
que tout point d'accumulation faible de {gi|u.|} est de la forme grv, ou
v est un point d’accurnulation vague de {|u,|}. D'apres les hypotheses sur
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I’ensemble B on vérifie que (gxv){fr(B)) = 0, donc, d’apreés le théoréme 1.1.17
(grita)(B) — (gip)(B) ce qui est équivalent & u,(B) — p(B), d’apres les
propriétés de la fonction g,. W

Nous pouvons maintenant démontrer la version pour la topologie vague
de théoreme 1.1.7.

Théoreme 1.2.10 Soit MCM.. Les conditions sutvantes sont équivalentes.

1. M est vaguement relativement compact dans M,;
2. M est vaguement relativement sequentiellement compact dans M.;
3. |M] est vaguement relativement compact dans M} ;

4. M* et M~ sont vaguement relativement compacts dans M.

Démonstration : Léquivalence 143 s’ensuit d’apres 3 du théoreme
1.2.3. Les conditions 1 et 3 ensemble entrainent 4, et la condition 4 implique
1 et 3. Il reste donc a démontrer I’équivalence 1&2.

Supposons que M soit vaguement relativement compact. D’apres le théo-
reme 1.2.7, pour toute fonction f€C.(S), ’ensemble

$i(M) = fM = {fu: p€CyS)}

est faiblement relativement compact dans M,. Reprenons les fonctions gx
que nous avions fixées. Donc, pour tout & €N, I’ensemble giM est faiblement
relativement compact, et, d’aprés le théoréeme 1.1.7, il est aussi faiblement rel-
ativement sequentiellement compact. Considérons une suite {u,} d’éléments
de M. De cette suite nous pouvons extraire une sous-suite {yy ,} telle que la
suite {g;jt1,.} soit faiblement convergente vers une mesure A; €M,. De
la méme fagon, de la suite {§1,»} nous pouvons extraire une sous-suite
{p2n} telle que la suite {gap2,} soit faiblement convergente vers une me-
sure Ay €M,;. Evidemment, nous avons aussi gjpan—X;. Poursuivant de
cette fagon nous obtenons une collection de sous-suites {yx .} telle que

e pour chaque k €N, {gx41.4}nen est une sous-suite de {gin}nen;

e pour chaque k €N, j = 1,...,k, gjttkn—s);, quand n — co.
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En posant v, = pinn, nous obtenons une sous-suite de la suite initiale {g, }
telle que gxv, — g, quand n — oo, pour chaque k¥ €N. Donc, d’apres le
théoréme 1.2.8, v, v € M, telle que X = grv ce qui démontre que M est
vaguement relativement sequentiellement compact.

Réciproquement, si M est vaguement relativement sequentiellement com-
pact on déduit immédiatement du théoréme 1.2.2 que, pour toute fonction
f €C.(S), ensemble 3;(M) est faiblement relativement sequentiellement
compact. Donc, d’apres le théoreme 1.1.7, pour tout f €C.(S), (M) est
faiblement relativement compact, d’ou il s’ensuit, d’apres le théoréme 1.2.7,
que M est vaguement relativement compact. B

Finalement, le théoréme 1.1.13 a un analogue pour la convergence vague
qui se démontre de la méme fagon que le théoreme 1.1.13, donc nous ne
présentons pas la démonstration.

Théoréme 1.2.11 Soit {p,} une suite dans M., p €M, et v eMT.

1. 81, pour tout ensemble A€ B tel que v(fr(A)) = |u(fr(A))|, se vérifient
(0) Tittyes in (A) = s(A);
(b) limy oo lpn|(A) = v(A),
alors pp—=op et fun | —>v.
2. Réciproquement, $i jn——pt €t |pin|——v alors, pour tout ensemble Ac B
tel que v(fr(4)) = |u(fr(A))} =0
(&) iMoo fin(A) = p(A);
(b) limy, o |ua|(A) = v(A).






Chapitre 2

Les mesures aléatoires

Dans ce deuxieme chapitre nous allons nous intéresser a ’étude des mesures
aléatoires de Radon a signe. La premiere partie de ce chapitre sera consacrée
aux problémes de la définition d’une mesure aléatoire. Ce type de probléme
ne se pose pas quand on s’intéresse a 1’étude des mesures aléatoires de Radon
non négatives. Les problémes qu’on doit résoudre sont liés aux propriétés de
non séparabilité et de non métrisabilité de 'espace M, avec la topologie
vague. Quand on travaille sur M7} avec la topologie vague, on travaille
sur un espace métrique séparable et complet ([7], page 61), et dans ce cas les
questions d’égalité de tribus qui se poseront pour 1'étude sur M, ne se posent
pas. Apres avoir résolu ces questions nous nous intéresserons aux problemes
habituels: caractérisation de ’égalité en loi de mesures aléatoires, 1'étude de
conditions nécessaires et suffisantes de convergence en loi et la caractérisation
des lois de dimension finie. Pour terminer ce chapitre général sur les mesures
aléatoire on s’intéresse & I’étude de la convergence en moyenne quadratique
dé mesures aléatoires. Relativement & ce type de convergence nous pou-
vons démontrer quelques conditions suffisantes de convergence récupérant
partiellement les caractérisations que nous démontrerons pour le cas des me-
sures non négatives.

2.1 Les tribus sur M,

Nous considérerons I'espace des mesures de Radon a signe M, toujours avec
la topologie vague. Dans le premier chapitre nous avons fait ’étude de cet
espace et nous savons déjd que l'espace n'est pas métrisable ni séparable.

24
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Cela pose des problemes quand on veut identifier des classes de fonctions
qui engendrent les tribus sur M,. Soit 7; la tribu borélienne associée i la
topologie vague sur M.. Nous savons que la topologie vague est engendrée
par la famille d’applications {ry, f €C.(8)}. Comme I’espace M, avec cette
topologie n’est pas séparable nous ne pouvons pas affirmer que la tribu 7,
soit engendrée par la famille d’applications {r;, f €C.(S)}. Pour l'instant,
tout ce qu’on peut dire c’est que les applications 7, sont mesurables, pour
toute fonction f €C.(S).

Introduisons les projections associées aux boréliens relativement com-
pacts, Be B

s M, — R
w —  pu(B).

Les applications 75, B€ B, sont aussi mesurables par rapport a la tribu 7.
Quand on s’intéresse aux mesures non négatives, soit & ['étude de cette tribu
sur le sous-espace M7, on peut dire tout de suite que la tribu borélienne T+
est engendrée par la famille {r;, f €C.(S)}, car la topologie vague sur M}
est séparable. On démontre encore que la tribu 7.t est la tribu engendrée
par la famille d’applications {=p, B€ B} ([26], th. 1.3). On verra plus tard
que l'on peut récupérer ce résultat pour la tribu 7; sur M..

Définition 2.1.1 1. T estla tribu sur M, engendrée par la famille d’ap-
plications {x;, f €C.(S)}.
2. T, est la tribu sur M. engendrée par la famille d’applications {ny,
Be B}.

Rappelons maintenant que les ensembles Mf={p € M. : [u|(S) < &},
k > 0, sont métrisables, séparables (théoréme 1.2.6) et compacts (théoréme
1.2.3) pour la topologie vague, donc & base dénombrable.

Définition 2.1.2 On appelera fonction simple toute fonction mesurable qui
ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Théoréme 2.1.3 1. Les tribus Ty et T, sur M. coincident.
2. Les tribus Ty, T, et T, sur M* coincident, pour tout k > 0.

Démonstration : 1. a) Si f est une fonction simple a support compact,
lapplication 7; est Tp-mesurable. Si f est une fonction continue a support
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compact positive, il existe une suite {f.} de fonctions simples a support
compact telle que 0 < f, 1 f. Donc, pour toute mesure g €M,

pf=p"f - f=limp*fo - lim p~fo = lim pfa.

Alors Papplication 7y est T-mesurable, pour f €C.(S) positive. .

Finalement, si f €C.(S), la fonction peut s'écrire comme la différence
de deux fonctions continues a support compact positives f* et f~: f=
f* — f~. Donc Papplication 7 est Tp-mesurable.

b) Soit C un ensemble compact dans S, alors il existe un entier ny tel
que CC int(Kny) C Kpp. €t donc, pour § > 0 assez petit, CC C° C Ka,,
oi C® = {s € S:d(s,C) < §}. D’aprés le théoréme de Tietze-Urysohn
([30}, 7.3.8), il existe une fonction f & valeurs dans [0,1], égale & 0 sur le
complémentaire de C® et égale 4 1 sur C. D’aprés 'inclusion C® C K, il
s’ensuit que f est a support compact. On peut donc construire une suite
de fonctions continues a support compact {f,} telle que f, |1;. Comme la
fonction f; est u* et u~ intégrable pour toute mesure u € M., le théoreme
de la convergence dominée implique

#(C) = ¢*(C) — ¢~ (C) = lim p* fn — lim p*fo = lim pf,,
ce qui montre que I'application 7 est 7;-mesurable, pour tout C compact.

Alors, C étant un compact fixé, la classe D des boréliens D contenus dans
C tels que P'application =, soit T;-mesurable est un A-systeme de parties
de C qui contient C et le m-systéme des compacts de C. Par conséquent
D contient la tribu engendrée par les compacts de C, c’est a dire, la tribu
borélienne du sous-espace C de S. Il en résulte que, pour tout borélien borné
D, 'application 7, est 7;-mesurable.

2. Tout ouvert de la topologie vague sur M, est réunion d’ensembles
ouverts de la forme {p : |ufi| < &, ¢ = 1,...,n}, ou f; €C.(S), 1 =
1,...,n. Fixons k > 0. On sait que M¥ est métrisable compact, donc a
base dénombrable. Tout ouvert vague de M* est donc réunion dénombrable
d’ensembles ouverts de la forme {p: |pfil <ei,i=1,...,n, |p|(S) < k}.
Ces ensembles engendrent la tribu 7}", trace de 77 sur Mf, puisque T; est
engendrée par les ensembles {u : |uf]| € €}, f €C(8). D’autre part, comme
ME est borélien de M, (MF est vaguement compact), la trace de 7. sur M¥
n’est autre que la tribu borélienne de Mf, T*. On voit ainsi que, pour tout
k>0, T =T m
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Pour l'instant nous savons seulement que T;=T,C7,, donc nous pou-
vons travailler seulement avec 7; et 7.. Etudions encore la mesurabilité
de quelques applications qui nous serons utiles plus tard quand on voudra
établir I'égalité de tribus 77 et 7.

Théoreme 2.1.4 Soit B€ B. Définissons les applications de M. dans R.:

o (1) = w7 (B),
T (u) = wu¥(B),
Inla(n) = |el(B).

Les applications n}, 77 et |xly sont T.-mesurables.

Démonstration : D’apreés les relations entre les mesures g, p*, p~ et |y
et le fait que mp est T -mesurable, il suffit de démontrer que |7|; est Zc-
mesurable. De plus, il suffit de vérifier la mesurabilité pour B ouvert. Pour
cela démontrons que |r); est semi-continue inférieurement pour la topologie
vague sur M.. Comme 7, est la tribu borélienne associée, la mesurabilité
s’ensuit ([7], page 181).

Fixons € > 0 et g € M.. 1l existe une fonction continue a valeurs dans
[0,1], R, nulle sur B® telle que

[ belul 2 1ui(B) - 5.

Soit S=D*UD", oit D* et D~ sont les boréliens ou p et ;r sont con-
centrées, respectivement. Posons g = min(h, llD+) + max( ). I est
clair que g est & valeurs dans [-1,+1], et que, pour tout borehen ]:1,)

fdut= [ gdn.

Les mesures gt et u~ sont finies sur le sous-espace métrique BCS. Alors,
d’aprés [38), page 31, il existe un compact K de S, contenu dans B, tel que

*(B\K) < 5. 1 (B\K) < 5

et tel que la restriction de g au compact K soit continue. La fonction g est
aussi continue dans le fermé (S\B)UK, car la fonction h est continue en S.
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Comme I’espace S est normal la fonction g peut se prolonger en une fonction
f continue sur S, & valeurs dans |-1,+1] et nulle en dehors de B ([30], 7.2.9).
Alors

s fdu—fshdlull =|fowfdr—fawhdlsl|<

< |fow f dpl + [ o b dlp] | < 2[sl(B\K) < &.

Par conséquent

L] > [hdial =5 > wim) - %

Remarquons que supp(f)C B, donc supp(f) est compact, ci qui permet de
conclure f €C.(S). Ainsi, 'ensemble

Vi f5) = eMr | [fdu-[Fu1<3

est un voisinage de px dans la topologie vague. Pour toute mesure v €

Vg, f,5) il se vérifie
Jra>|[ £ -5 > i) -,

c’est-a-dire |r|s(v) >|r|s(p) — €, donc |7|s est semi-continue inférieurement
sur M. avec la topologie vague, d’ou il s’ensuit que |r|, est mesurable par
rapport a la tribu 7,. B

Ensuite nous allons démontrer le méme résultat en utilisant la tribu 73,
mais cette fois il faut procéder d’autre fagon. Nous démontrerons les mémes
propriétés de mesurabilité pour des projections associées i des fonctions
f €C.S). La mesurabilité des projections associées aux boréliens relative-
ment compacts se déduit alors par la méme procédure que dans la condition
1 du théoréme 2.1.3.

Théoréme 2.1.5 Soit f €C.(S). Définissons les applications de- M. dans
R:

[v|(B) > >

G = wf
”}(P) = /‘.*.fs~

[nls(1) = l|ulf

Les applications 77, x} et |r|; sont Ty-mesurables.
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Démonstration : Démontrons la 7;-mesurabilité de [r{;, pour f €C.(S)
positive. Nous pouvons écrire

Ixly(p) = |ulf = sup{|ph|,0 < |h] £ f,h € C(S)}

([30], 9.5.3). Comme f €C.(S), il existe ng €N tel que supp(f)Cint(Kn, ).
Posons

Cr={heCdS): 0< A< f}.
L’ensemble C; est fermé, donc un sous-espace séparable de C.(S) (puisque
C.(S) est lui méme séparable). Remarquons que si 0 < [ < f et h €C(S)
alors h €Cy, donc
lulf = sup{|ukl|, h € Cs}.

De plus, si h, &' €C; et |}k — k'}] < ¢ on déduit
lph = ph'| < {lb = B'|] |1](Kng) < €lul(Kno)-

Soit {h,}nen un sous-ensemble dense dans Cy. D’apres la définition de
l|f, pour tout n €N, il existe g, €C; telle que |ug, — |u|f] < . Aussi, il
existe 7, €N tel que |ug, — ph,,| < L. Donc | |u[f — ph..| < 2 et alors

lulf = sup{lph,],0 < h, < £},
neN

ot la suite {h,} est fixée et ne dépend pas de la fonction f ni de la mesure
. Donc il s’ensuit que I'application |x|s(r) = |p|f est Ti-mesurable.

La mesurabilité de =} et 7rf s’ensuit par composition des applications 7
et |r];. B

Maintenant nous pouvons démontrer la mesurabilité de la décomposition
de Hahn-Jordan d'une mesure a signe.

Corollaire 2.1.6 Les applications de M, dans M}

HIY(p) = pt,
HI () = p~,
HiMp) = [uf

sont T.-mesurables et T,-mesurables.
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Démonstration : Pour chaque BE B, nous pouvons décomposer 1’appli-
cation 7} de la fagon suivante:

it
(M T.) (ME,TH)
poo— ot
g 7r;3.-'M2'
B
u*(B)
(R,B(IR))

D’aprés {26], page 4, I'application w;"M s est mesurable, donc, de la com-
mutativité du diagramme il s'ensuit la mesurabilité de HJ* par rapport &
la tribu 7;. La mesurabilité des applications HJ~ et HJ! se démontre de la
meéme fagon. En ce qui concerne de 7;-mesurabilité il suffit de remarquer que
TFr=T ([26], page 4 et lemme 4.1). B

Remarquons que, pour Pinstant, nous disposons de deux tribus sur M,
qui se ressemblent beaucoup. En effet nous avons démontré que les tribus 7;
et T, ont exactement les mémes propriétés en ce qui concerne la mesurabilité
des possibles décompositions de mesures. Toutes ces coincidences nous lais-
sent deviner que les tribus sont en fait égales, mais, pour ['instant, nous ne
disposons encore des movens nécessaires pour démontrer cette égalité.

2.2 Mesure aléatoire

Comme nous disposons de deux tribus sur M, nous pouvons définir deux
types de mesures aléatoires selon la tribu qui nous intéresse.

Définition 2.2.1 1. Une T.-mesure aléatoire est une application mesu-
rable définie sur un espace de probabilité (0, F,P) presque sirement &

valeurs dans (M., T.).

2. Une T,-mesure aléatoire est une application mesurable définie sur un
espace de probabilité (Q, F,P) presque sirement a valeurs dans (M., T,).

Il est difficile de choisir quelle définition on doit privilégier. En fait les
deux tribus sur M, sont naturelles: 7. parce qu'il s'agit de la tribu borélienne
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de la topologie vague, T, parce que c'est la tribu engendrée par la famille
{rs, f €C.(S)} ayant donc des propriétés trés convenables. Heureusement
nous démontrerons que les deux définitions coincident ce qui nous sauve du
probleme du choix de la tribu et, en méme temps, nous facilite le travail
avec la tribu 7. Remarquons encore que, comme 7;C7,, toute T.-mesure
aléatoire est aussi une 7;-mesure aléatoire. On démontrera, encore avant de
démontrer I’égalité des tribus, que la réciproque est aussi vraie.

Théoréme 2.2.2 . Toute T.-mesure aléatoire  est la différence de deuz
Tt -mesures aléatoires positives, ¥ et £~.

2. Toute T,-mesure aléatoire € est la différence de deuz 7,*-mesures aléa-
toires positives, £+ et €.

Démonstration : Du corollaire 2.1.6 nous déduisons que 'application

@,FP) 5% M7 B (M1

w AR Y B A )

est mesurable. Donc £+ est une T *-mesure aléatoire. De méme pour £7.
Evidemment nous avons £ = £+ — £~.

De la méme fagon on démontre le resultat pour les 7;-mesures aléatoires.
|

Remarquons que 7;t=7.*, donc il n’est pas nécessaire de dire qu’il s’agit
de T_*-mesures aléatoires positives ou de 7;*-mesures aléatoires positives car
les deux notions sont équivalentes.

Théoreme 2.2.3 1. La différence de deux mesures aléatoires positives est
une T.-mesure aléatoire.

2. La différence de deuzr mesures aléatoires positives est une T,-mesure
aléatoire.

Démonstration : Dans l’espace produit M} xM? on considére la to-
pologie produit des topologies vagues sur M} et la tribu 7.*®7*. Comme
M7 est, pour la topologie vague, un espace métrisable séparable, T+@T*
est la tribu borélienne de M} x M. L’application

d: (MIxMITIRTH) — (M.TD)
(#1, p2) e



CHAPITRE 2. LES MESURES ALEATOIRES 32

est mesurable, parce que I’application d est continue par rapport aux topolo-
gies définies. Soient £ et 7 deux mesures aléatoires positives. Alors, la fonc-
tion
(&n): (QF,P) — (MIxMITHRT?H)
w = (fw)n(w))

est aussi mesurable. Donc, il s’ensuit que v = d(£,7) = £ — n est une
application mesurable a valeurs dans (M,,7;), cela veut dire, une 7;-mesure
aléatoire. Pour terminer la démonstration il suffit de remarquer que toute
T.-mesure aléatoire est une 7i-mesure aléatoire. B

Corollaire 2.2.4 Toute T;-mesure aléatoire est ausst T,-mesure aléatoire.

Démonstration : En fait, soit £ une 7;-mesure aléatoire. D’apreés le thé-
oreme 2.2.2, £ est la différence de deux mesures aléatoires positives £+ et £~.
Donc, d’apres le théoreme précédent la différence £+ — £~ est une 7;-mesure
aléatoire. Comme £ = £+ — £, le corollaire est démontré. B

Nous avons donc démontré qu’en fait il n’existe qu'un type de mesures
aléatoires. Alors nous n’aurons plus besoin de parler de T.-mesures aléatoires
ou de T;-mesures aléatoires, mais seulement de mesures aléatoires.

En plus, nous pouvons maintenant démontrer ’égalité de tribus 7; et T;.

Théoréme 2.2.5 T, = 7.

Démonstration : Nous savons déja que T;CT,, donc il suffit de démon-
trer 7.C7T;.
Définissons la 7.-mesure aléatoire

MT) — (MT)

It o p
Il s’agit en effet d’une 7.-mesure aléatoire parce que 1’application
M) — (MT)
p — p

est une 7;-mesure aléatoire. Or, d’aprés le corollaire 2.2.4 cette application
est aussi une T.-mesure aléatoire. Alors 7.C7,. B

Nous sommes finalement arrivés a la conclusion que la tribu 7; est en-
gendrée par la famille {n;, f €C.(S)} ou par la famille {ms, B€ B}. Ce fait
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est remarquable car la topologie vague sur M. n’a pas des propriétés de sé-
parabilité telle que la topologie vague sur M7. La possibilité d’identifier des
familles d’applications engendrant la tribu 7, va nous permettre d’établir les
resultats d’égalité en loi et de convergence en loi correspondant aux résultats
connus pour les mesures aléatoires positives.

2.3 Egalité en loi de mesures aléatoires a
signe

Dans le cas des mesures aléatoires positives on démontre des conditions
nécessaires et suffisantes d’égalité en loi en utilisant les projections associées
4 des fonctions f €C.(S) et a des boréliens relativement compacts ([26], th.
3.1). La démonstration est basée sur le fait que la tribu 7% est engendrée
par chacune des familles d’applications {n;, f €C.(S)} ou {xs, Be B}.
Nous avons démontré que ces propriétés restent vraies dans le cas des mesu-
res aléatoires & signe. Nous allons donc pouvoir récupérer le méme résultat
d’égalité en loi.
D’abord définissons les fonctions suivantes sur C.(S).

Définition 2.3.1 Soit & une mesure aléatoire.

1. La fonction caractéristique ou transformée de Fourier de € est la fonc-

tion Fe(f) = E(e4).
2. La transformée de Laplace de € est la fonction L¢(f) = E(e™¢f).

La transformée de Laplace est habituellement utilisée dans les caractéri-
sations des mesures aléatoires positives. Pour les mesures aléatoires a signe
nous utiliserons la transformée de Fourier. Ce choix est lié au fait que la
transformée de Laplace d’une mesure a signe peut ne pas étre définie parce
que l'intégrale £ f peut étre négative, et donc il y a le risque que 'espérance
n’existe pas.

Avant de démontrer le théoréeme de caractérisation d’égalité en loi re-
marquons que, d’aprés les liens démontrés entre les tribus 7., 77 et Tz une
application ¢ : (Q, F,P) —(M,,T.) est une mesure aléatoire si et seulement
st £f est une variable aléatoire réelle, pour tout f €C.(S), ou encore si et
seulement si £(B) est une variable aléatoire réelle, pour tout Be B.
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Définition 2.3.2 Deuz mesures aléaloires € et  sont égales en loi si les lois
de probabilité sur M., PE~ et Py~ sont égales. On écrira £27.

Théoréme 2.3.3 Soient £ et n deuz mesures aléatoires. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes.

1. ¢2y;

2. £f2nf, f €C.(S),

3. Fe(f) =Fy(f), f €C.(S);

4. (E(By).-..,&(By)) £(n(By),-..,n(Bx)),n €N, B,...,B. € B.

Démonstration : Les implications 1=2, 1=3, 1=>4 et 2=>3 sont évi-
dentes. Alors, pour démontrer le théoreme il suffit de démontrer 4=>1 et
3=1.

4=31: L’ensemble

D= {MeT.: P{¢ € M} = P{y € M}}

est un A-systéme qui contient M. et le w-systéme des ensembles de la forme
{p € M, 1 uBy) < t,...,u(B,) < t,}, n €N, By,..., B, € Bet
t1,...»t, €ER. Comme 7T, est engendrée par ce =-systeme (car T,=7;) il
s’ensuit Ei-n. ‘

3=1: Pour tous ty,...,t, €R, f1,..., fn €C.(S) il se vérifie

F€f1,~--,ffn(t19 ce tn) = FE(Z t]'fj) = Fn(z tjfj) = Fflfx,n-y(fu (tlv L) tn)1
i=1 Jj=1

donc {£fy,... ,ff")é(r]fl,...,nfn). Comme la tribu 7 est aussi engendrée
par la famille d’applications {rs, f €C.(S)} nous pouvons terminer la
démonstration comme dans le cas précédent. B

Remarquons que dans le cas des mesures aléatoires positives on utilise,
dans la condition 3, la transformée de Laplace au lieu de la fonction carac-
téristique.

Cette caractérisation ne dépendait pas directement des propriétés topolo-
giques de l'espace M., mais seulement de l'identification d’ensembles engen-
drant la tribu 7;. Pour cette raison on a pu récupérer le résultat d’égalité.
On trouvera que, pour ce qui concerne les résultats directement liés aux pro-
priétés topologiques on ne pourra récupérer les résultats que partiellement.
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2.4 Convergence en loi de mesures aléatoires

Définition 2.4.1 Etant donn€ une suite de mesures aléatoires {£,} et une
mesure aléatoire £, on dira que £, converge en loi vers £ si la suite de mesures
de probabilités PE! converge faiblement vers la mesure de probabilité PE~!,

dans Uespace des mesures de probabilité sur M.. On écrira &, —d—>§.

Quand on étudie les caractérisations de convergence en loi on commence
a s’apercevoir des différences entre 'étude des mesures aléatoires positives et
les mesures aléatoires & signe. En fait, il faut tenir compte des différences
en ce qui concerne la topologie vague sur M.. Comme on ’a remarqué dans
le premier chapitre, quand on prétend identifier les mesures limites de suites
vaguement convergentes on a des difficultés qui ne se posent pas dans '’étude
des mesures aléatoires positives.

Avant d’établir le résultat de convergence en loi nous allons étudier des
caractérisations d’équitension pour des suites de mesures aléatoires. Les pro-
priétés d’équitension sont lides aux propriétés de compacité relative, donc
utiles pour établir le résultat de convergence en loi. Remarquons que le
critere de Prokhorov, corollaire 1.1.9, ne peut pas s’appliquer dans ce cas
car on étudie des mesures de probabilité sur M., et M, n’est méme pas
un espace métrique, ce qui est exigé par le critere de Prokhorov. Par con-
tre, quand on étudiait des mesures aléatoires positives on s’intéressait a des
mesures de probabilité sur M7, et M}, avec la topologie vague, est un es-
pace métrique séparable et complet ([26], A.7.7), donc on pouvait utiliser le
critére de Prokhorov pour caractériser complétement les suites relativement
compactes en loi. C’est en utilisant ce fait qu’on a démontré la caractérisation
de compacité relative en loi suivante.

Théoreme 2.4.2 (Kallenberg [26], lemme 4.5) Une suite {{,} de me-
sures aléatoires positives est relativement compacte en loi si et seulement
st

' lim limsup P{¢.(B) >t} =0, BeB.

Cette caractérisation peut se généraliser aux mesures aléatoires a signe,
mais comme caractérisation d’équitension seulement. On ne retrouvera pas
le résultat de compacité relative en loi. Néanmoins on pourra démontrer un
résultat de compacité relative séquentielle en loi, ce qui nous sera suffisant
pour la démonstration des caractérisations de convergence en loi.



CHAPITRE 2. LES MESURES ALEATOIRES 36

Théoréme 2.4.3 Une suite {{,} de mesures aléatoires est équitendue si et
seulement i

tl_l_'rg limsup P{|¢.[(B) >t} =0, BeB.

Démonstration : Supposons la suite {£,} équitendue. D’apres la défi-
nition, 1.1.8, pour tout £ > 0, il existe un compact K, de M., tel que, pour
tout n €N,

P{¢. €k} <k,

donc, pour tout B€ B
P{|¢.|(B) > sup Bi(B)} <P{& K} <e.

Comme K, est un compact vague il se vérifie sup,¢x, ||(B) < oo, B € B
(théoreme 1.2.3). Alors, pour t assez grand, nous avons ¢t > sup,ek, |1|(B),
donc

tl_i'r{rjloliin%p P{|.[(B) > t} < ¢,

d’ou1, comme ¢ est arbitraire, il s’ensuit
lim msup P{|¢,|(B) >t} =0.
0 pewco
Réciproquement, si nous supposons vérifiée la condition
lim limsup P{J&.|(B) >t} =0, B e B,
=0 npewoo

alors d’apres Kallenberg [26], lemme 4.5, la suite {|£.|} est équitendue,
et les ensembles {£7} et {£,} sont aussi équitendus dans M7, puisque

&(B), &7(B) < |.)(B). Donc, étant donné € > 0, il existe deux compacts
vagues K;, K; dans M7 tels que

. 3 - €
P{E: € I\l} >1 -5 P{En € I\)} >1- 5
Alors P{¢, € K;-K,} > 1 ~¢, et K; — K; est un compact vague de M,
car application d(p, v) = p — v est continue de M} x M}, avec la topologie
produit, dans M., avec la topologie vague. B

Corollaire 2.4.4 Si la suite de mesures aléatoires {£,} est équitendue alors
la suite est relativement séquentiellement compacte en lot.
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Démonstration : En fait, d’apres le théoreme précédent, si {£,} est
équitendue, les suites {£}} et {£7} sont équitendues dans M}, donc rela-
tivement compactes dans M7, puisque M7} avec la topologie vague est un
espace métrique séparable et complet. Alors, étant donné € > 0, il existe
deux compacts M, et M, dans M tels que, pour tout n €N

Pl g M) <5, Pl& ¢M)<g,

donc
P&, &) g My x Mp} <e.

Comme M, x M, est un compact de M} xM? avec la topologie vague
produit, il s’ensuit que la suite {({F,£;)} est relativement compacte dans
'espace métrique séparable et complet M} x M?. Alors il existe une suite
croissante de nombres entiers {ni} telle que la suite {(&} ,& )} est con-
vergente en loi. Comme ['application d(p,v) = g ~ v, définie sur Vespace
MEx M} avec la topologie vague produit, et & valeurs dans M. avec la to-
pologie vague, est continue il s’ensuit que la suite {{,, } est convergente en
loi. ®

Remarquons que dans notre cadre il est plus utile d’avoir la compacité
relative séquentielle que la compacité relative. En fait, comme M, avec la
topologie vague n’est pas un espace métrique c’est la premiére propriété qui
nous permet d’extraire des sous-suites convergentes, ce qui nous sera utile
pour démontrer le théoreme de caractérisation de convergence en loi de suites
de mesures aléatoires.

Théoréme 2.4.5 La suite {£,} est équitendue si et seulement si
lim limsup P{|6.f] >t} =0, feC.S)
t— nooo
Démonstration : Supposons {£,} équitendue. Alors

vc)(l; 3l\'( compact de McsVnEN P{én ¢ KG} <E&.

Soit f €C.(S), évidemment

P{l.f] > sup fl} <Pl gK}<e.
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D’aprés le théoreme 1.2.3, sup e, [#f| < oo, donc pour t assez grand ¢ >
sup,ek, Jefl, et alors

‘l_i‘rg)liin‘soloxp P{i.fl>t}<e.
€ étant arbitraire, il s’ensuit
dim limsup P{|¢,f| >t} =0.
Supposons maintenant
lim limsup P{[g.f] >t} =0, f€ C(S),
et soit ¢ > 0 fixé. D’aprés [30], 9.2.2

[nl(Ka) = sup{jufl,0 < |fI < Tk , f € C(S)}-

Comme |f| <X , nous pouvons supposer que f €C(K,), le sous-espace
de C.(S) des fonctions a support contenu dans K,. Le sous-espace C(K,)
est séparable car K,, est compact. Soit {g,.}ren un ensemble dénombrable
dense dans C(K,). Alors, en raisonnant comme dans la démonstration du
théoréme 2.1.5, nous pouvons écrire

1)(Ka) = sup{lugrn},0 < lgrnl < Tk, J-

Par hypothése la suite {€ig,.}ren est équitendue, pour chaque r,n €IN.
Alors, il existe une constante ¢, , > 0 telle que

P {'fkgr,n‘ S cr.n} 2 1 _&.2—n—r’ mnn € ]N

Soit M,, = {u € Mc: |ugrn] < crn}, alors P {& €M, }> 1 — 27777,
Donc, P {£, e N, Mrn} 21 -2t P {& € NN M, n} =1 —&. Posons
M=N,N, M,,. Vérifions maintenant que M est vaguement compact dans
M.. En effet, M est évidemment fermé et

sup |grn] < 00,
neM

donc, d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, il s’ensuit

sup {u|(Ky) < oco.
nEM
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Alors, quelque soit B€ B, il existe un n €N tel que BCK,, d’ou il s’ensuit

sup Ju(B)| < sup |u(Kq)| < oo,
ueM weM

ce qui démontre que M est vaguement compact, d’aprés le théoréme 1.2.3. B
Nous sommes maintenant en condition d’établir le résultat de caractéri-
sation de la convergence en loi de suites de mesures aléatoires.

Théoreme 2.4.6 Soit {{,} une suite de mesures aléatoires et £ une mesure
aléatoire. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. €,-L¢;
2. &af-o6f, f €C.(S);
3. Fe.(f)-5Fe(f), [ €Ce(S).

Démonstration : Les conditions 2 et 3 sont évidemment équivalentes car
il s’agit de la convergence en loi de variables aléatoires réelles. L’implication
1=2 est évidente car les applications m¢(p) = uf, f €C.(S), sont continues
par rapport a la topologie vague. Il reste & démontrer que 2=1.

Supposons donc vérifiée la condition 2, alors, pour tout f €C.(S), la suite
{€.f} est équitendue, donc vérifie la condition

Jim lim sup P{i.fl| >t} =0.

Done, d’aprés le théoreme 2.4.5, la suite {£,} est équitendue, et, d’apres
le corollaire 2.4.4, {£,} est relativernent séquentiellement compacte. Alors
de toute sous-suite {£,, } nous pouvons extraire une sous-suite {énk,} con-
vergente en loi vers une mesure aléatoire 7. D’apres I'implication 1=2 il
s'ensuit f,.f—'—i—mf, f €C.(S). Donc, comme nous supposons la condition 2,
nous avons nféff, [ €C.(8). Alors, d’apres le théoreme d’égalité en loi de
mesures aléatoires, 2.3.3, on déduit néé. Donc {,,-i-‘f. n

Remarquons que cet énoncé est seulement une récupération partielle des
caractérisations possibles pour la convergence en loi de suites de mesures
aléatoires non négatives. En effet, pour les mesures aléatoires non négatives
nous avons encore l'équivalence avec une condition utilisant les masses de
certains boréliens.
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Théoréme 2.4.7 (Kallenberg {26], th. 4.2) Soit {£,} une suite de me-
sures aléatoires non négatives et £ une mesure aléatoire non négative. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

1 £n'i"€y'
2. L. f-SEf, f €C.(S);
3. Le,(f)-SLe(f), f €C.(S),

“' (6"(31)""7€R(Bn)) _d'(”ﬂ(Bl)v""”n(Bn)L k € ]Nv Blv”-an €
{BeB: {(fi(B)) =0p.s.}.

La possibilité de démontrer I’équivalence avec la condition 4 vient du fait
que la convergence des masses de certains boréliens implique la convergence
vague, ce qui ne se vérifie pas quand on étudie la topologie vague sur M..

2.5 Lois marginales d’une mesure aléatoire

Une des conditions du théoreme 2.3.3 caractérise la loi d’une mesure aléatoire
en utilisant les lois marginales de dimension finie de la mesure aléatoire,
soit, en utilisant les lois des vecteurs aléatoires (£n(By),...,&(Bn)),n €N,
B1,...,B, € B. Alors il est naturel de se demander si, étant donné les lois
des vecteurs aléatoires, nous pouvons construire une mesure aléatoire ayant
comme lois de dimension finie les lois données. Evidemment, la question
posée comme ci-dessus, la réponse est négative, car il faut au moins que
le systeme de lois données soit compatible, au sens du théoréme de Kol-
mogorov. Il est évident que 'hypothése de compatibilité au sens du thé-
oreme de Kolmogorov d’un systéme de lois de probabilités indexé par B,
{Ps,..5.}, ot Py, o est une loi de probabilité sur IR*, n'est pas suffi-
sante pour qu'on puisse construire une mesure aléatoire £ telle que ses lois
marginales P(£,(B1),....6.(Bi))™' = Py, 5., k¥ €N, By,....Br € B. Le
théoréme de Kolmogorov nous assure de la possibilité de construire un pro-
cessus stochastique indexé par B avec les lois marginales donnés. Evidem-
ment, pour que le processus soit une mesure aléatoire il faut que le processus
soit additif et o-additif. Donc il nous faudra supposer des conditions sup-
plementaires pour assurer I'additivité et la o-additivité du processus. Aussi,
pour ce probleme les conditions a imposer ne sont pas les mémes quand on
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considere mesures aléatoires a signe ou seulement les mesures aléatoires non
négatives. La caractérisation complete du systéme des lois marginales d’une
mesure aléatoire non négative a été démontré par Nawrotzki [33] et Harris

[17), [28).

Théoreme 2.5.1 Soit Py, 5, k €N, Bi,...,Bx € B un systéme compa-
tible de lois de probabilité sur (0,00)*. Il existe une mesure aléatoire non
négative £ telle que P(£,(B1),...,6a{Be)) = Py, 5., kK €N, By,... By €
B si et seulement si

1L Pocpuc {{z,y,2): 2=z +y} =1, pour tous B,C€ B disjoints;

2. Py, —80 pour toutes les suites telles que B, | §.

La démonstration de ce théoreme utilise le fait que la mesure aléatoire est
non négative. En effet il n’est pas possible de démontrer que les conditions du
théoréme précédent sont suffisantes car la condition 2 est dans une forme trop
faible quand on travaille avec les mesures aléatoires a signe. Dans ce dernier
cas il nous faut avoir un contréle sur la variation totale de la mesure et non
pas seulement sur la mesure elle méme. Evidemment, quand on s’intéresse
seulement aux mesures aléatoires non négatives ce probleme ne se pose pas
car la mesure est égale i sa variation totale. Remarquons encore que c’est la
condition 2 qui nous assure la o-additivité de la mesure £. C’est donc cette
condition que nous aurons besoin de modifier.

Dans I'espace S considérons une base dénombrable pour la topologie D,
que nous supposerons fermée pour les unions et intersections finies, et D C
B. Soit A Panneau engendré par D. L’anneau A est aussi dénombrable et
A C B. Etant donné un systeme de lois de probabilité {Ps,  s,}, £ €N,
B,,...,B; € A, introduisons les conditions

(M1) Vaged arB=p Papaws {(z,0,2): z=2+y} =1
(M2) V{An}C.A, Anl0y Viso liMma_o P{SUPACA,, [f(w)(A)[ € [O,t] } =1

Il est évident que si £ est une mesure aléatoire non négative la condition
(M2) se réduit & la condition 2 du théoréme précédent.

Remarquons que si le systéeme de lois de probabilité a été construit a
partir d’une mesure aléatoire, il est évidemment compatible. De plus, le
systeme vérifie la condition (M1) parce que la mesure £ est additive, et la
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condition (M2) parce que la variation totale de la mesure est g-additive.
Nous allons démontrer que les conditions (M1) et (M2) sont aussi suffisantes
pour ’existence d’une mesure aléatoire.

Théoréme 2.5.2 Supposons S compact et SE D. Etant donné un systéme
de lois de probabilité {Py,, 5.}, k €N, B,,...,Br € A, compatible au sens
du théoréme de Kolmogorov, et qui vérifie les conditions (M1) et (M2), il
existe une mesure aléatoire £ telle que P(£(B1),--.,&n(B))™! = Py, 5,
keN, B,,...,B. ¢ A.

Démonstration : Cette démonstration suit le plan de la démonstration
de la proposition 1.3 de Jagers [25]. Soit GCS un ouvert. Alors le com-
plémentaire G° de G est compact. Comme S est de Hausdorff, pour chaque
z €G il existe deux ensembles disjoints U, V., € Dtelsquez € U, et G C V,
({27], page 140). Alors

UvicGcJU.c UV,

z€G zeG zeG

donc
G= V..
z€G
Comme chaque V, € D, et D est une classe dénombrable, dans 'union il
existe seulement une quantité dénombrable d’ensembles VF. Alors, on peut
écrire -
G=|JGn
n=1
o G, € A et G, est fermé, pour tout n €N. Si G est la différence propre
de deux éléments de D. G=G;\Gz, on obtient la méme représentation en
posant G, = G .NGj. Les ensembles G,, ainsi obtenus sont dans 'algebre 4
et sont fermés. L’algebre A étant fermée pour les unions finies des différences
propres d’ensembles de D, vérifie la propriéte

VA‘eA 3{A,.}Caﬂ.é\y.i'ermé : A= U An'

De plus, A étant une algebre nous pouvons choisir la suite {A,} croissante.
Nous avons donc associé, & chaque élément de ’algebre A, une suite crois-
sante d’éléments de A.
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D’aprés la compatibilité du systéme de lois de probabilité donné nous
pouvons construire une variable aléatoire £ & valeurs dans RA. De la con-
dition (M1) on déduit que ce processus indexé par A est presque sirement
concentré dans le sous-ensemble des processus indexés par A qui sont addi-
tifs. Tenant compte de la condition (M2) il existe g C £, P(2) = 1 tel
que w € §p implique que £(w) soit additif et que I'on ait:

lim sup [(w)(B)l=0, AeA (2.1)
" BCA\AR

En effet, remarquons que cette propriété est vraie, d’aprés la condition (M2),
si nous considérons A€ A fixé. Donc, pour chaque A€ A, il existe un sous-
ensemble 2, C 1 tel que P(£24) = 1, ou se vérifie la convergence (2.1).
Comme 'algébre A est dénombrable, en prenant l'intersection des {4, nous
obtenons ’ensemble §)y avec les propriétés référées.

Nous allons maintenant démontrer que £{w),w € {1g, est en fait o-additive.
Fixons w € ), et des ensembles Ax € A décroissants tels que |{(w)(Ak)| >
a >0, o fixé. Alors d’apres (2.1)

VieNIn,en ¢ sup [€(w)(B)] < o271
BCAN\Ak n,

Posons
ﬁ Ao = A\ U AR\ A

Pour tout j €N, F; est ferme car les Ay : sont fermés, F'; € A, et
Fiy1 = Ajyin,,, NF; CF,

En général nous avons
AjCF;u 0 (Ak\ Ak

k=1
donc

lE(w)(A)] < sup [E(w)(B)l <

BCF,U(Jl_, (Ak\Akn, )

IN

sup J(w)(B)| + sup |€(w)(B)| <
BCF, BclJl_, (Ax\Ak.n,)

IA

Bsup j€(w)(B |+Z SUP [€(w)(B)I,

CAx\Ak,ng
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d’ol on déduit
Jj
sup [£(w)(B)] 2 [E(w)(A))I =D sup  [é(w)(B)| 2
BCF, k=1BCA\AL A,

0o R

De cette inégalité nous déduisons F; # @, pour tout j €IN. Comme |’espace
S est supposé compact, il s’ensuit N;enF; # 9. Donc, comme (V;en A; D
Njen Fj, il s’ensuit N;en A; # 0.

On a donc démontré que la variable aléatoire £ est concentrée dans le
sous-espace de IR# des processus o-additifs. Maintenant, en tenant compte
du choix de la classe D (et donc de .A) nous pouvons faire I’extension de
£(w), w € N, & une mesure dans S. Donc la variable aléatoire £ est en fait
une mesure aléatoire. B

Remarquons que définir une mesure aléatoire est équivalent a définir une
mesure de probabilité sur (M,,7;).

Pour la résolution du cas général nous utiliserons la suite croissante de
compacts {K,}, telle que U, n K. = 8. '

Théoréme 2.5.3 Soit D' C B une base dénombrable pour la topologie de
S, D = DU {K.,}, et soit A le plus petit anneau sur S qui contienne D.
Etant donné un systéme compatible au sans du théoréme de Kolmogorov
de lois de probabilité {Py, 5.}, k €N, By,...,Bx € A, vérifiant les con-
ditions (M1) et (M2). Alors, il exziste une mesure aléatoire { telle que
P(é.(B1)y- -1 x(Br))™t =Py,...5., kK €N, By,...,B, € A

Démonstration : Pour chaque n €N fixé le systeme {Pp, 5.}, ¥ €N,
By,...,Bi € ANK, est compatible au sens du théoreme de Kolmogorov et
vérifie les conditions (M1) et (M2). Alors, d’apres le théoréme précédent, il
existe une mesure de probabilité P, sur M.(K,), 'espace des mesures de
Radon sur K,. On peut interpréter 'espace M (K, ) comme ’ensemble des
restrictions a K,, d'une mesure de Radon sur S:

M(Kn) = {p : » € M}

Comme K,, est compact 'ensemble C.(K,) est I'ensemble des restrictions a
K, d’une fonction de C.(S).

Soit f €C.(S) et M={p € M. : |uf]| <e}, € > 0. Il existe n €N tel que
supp(f)CK,. Alors

M, ={u € Mc(Kp): |ufl<e}={vy, : vEMAWfI<e} =My .
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On définit alors P(M) = P,(M,). A cause de la compatibilité du systéme de
lois de probabilité {Ps,,. 5, }, k£ €N, B;,...,Bx € A, les quantités P(M) sont
bien définies. De plus, nous pouvons étendre la définition de P aux ensembles
obtenus par des intersections et unions finies d’ensembles de la forme de M.
Donc, nous avons la fonction P définie sur un anneau. Alors nous pouvons
faire ’extension de P a la tribu engendrée par cet anneau. Evidemment cette
tribu n’est autre que la tribu 7, ce qui définit une mesure de probabilité sur
(M., T;), donc il existe une mesure aléatoire avec les lois marginales données.
n

Dans les énoncés des deux théoremes précédents nous avons supposé que
les classes D et A était incluses dans B. Cette condition n'est pas obliga-
toire mais, si on ne fait pas cette supposition, il faut ajouter une condition
supplémentaire pour assurer que les variables aléatoires correspondantes aux
boréliens bornés sont presque sirement finies:

(M3) Vaeans Pa(R) = 1.

Remarquons que c’est la condition (M2) qui nous permet de démontrer
la o-additivité du processus indexé par A. Si nous ne supposons pas cette
condition, mais seulement {M1}, on pourrait démontrer, de fagon analogue,
Pexistence d’une mesure aléatoire finiment additive avec les lois marginales
données.

2.6 Convergence en moyenne quadratique

Avant d’étudier la convergence en moyenne quadratique de suites de mesures
aléatoires nous allons démontrer deux résultats d’identification de mesures
(non aléatoires) qui nous permettrons d’établir la convergence en moyenne
quadratique. Pour cela introduisons la classe de fonctions

H= {f©g(s,t) = f(s)g(t): f,9 €C:(S)}-

Evidemment HCC.(SxS). Ce que nous allons démontrer c’est qu'il est suf-
fisant de s'intéresser a cette classe de fonctions pour identifier une mesure de
Radon & signe sur SxS et aussi que cette classe détermine la convergence

vague sur M (Sx8), le sous-espace des mesures de Radon non négatives sur
SxS.
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Théoréme 2.6.1 La classe H détermine les mesures de M (SxS), c’est @
dire que, si uy €M, (SxS) et ph =0, pour tout h €H, alors u = 0.

Démonstration : Soit AxB un pavé ouvert borné. Comme S est un
espace normal, il existe une suite {h;} d’éléments de H qui converge, en
croissant, vers l'indicatrice de A xB. Ensuite, tout ouvert borné de SxS§ est
réunion dénombrable de pavés ouverts, et la classe des pavés ouverts est
stable pour les intersections finies. Alors, si p* et p~ coincident sur H, elles
coincident aussi sur la classe des ouverts bornés. Comme ut et g~ sont
régulieres, il s’ensuit g* = u~, donc p = 0. W

Si on se restreint a M} (SxS) nous n’avons pas besoin de vérifier la
convergence de I'intégrale par rapport & toutes fonctions dans C.(SxS) pour
obtenir la convergence vague d’une suite de mesures.

Théoréme 2.6.2 Soit {,} une suite dans M} (SxS). Si, pour tout h €H,
la suite {p,h} est convergente, alors la suite {in} converge vaguement sur

M (SxS).

Démonstration : Soit f €C.(SxS). Comme S est une réunion dénom-
brable de compacts, il existe un compact K de S tel que supp(f)CKxK.
De plus, comme S est normal, il existe une fonction continue, g, égale a 1
sur K, nulle en dehors d'un voisinage compact de K et & valeurs dans [0,1].
Par conséquent, en posant ¢t = gy nous obtenons une fonction continue a
support compact sur S telle que |f| <t ®¢t. Comme, par hypothese, la suite
{u.(t ®1)} est convergente, alors {¢, f} est une suite bornée. Donc, d’aprés
le théoréme 1.2.3, {g,} est une suite vaguement relativement compacte. Soit
fo une mesure adhérente de {u,}. Alors, pour tous ¢ > 0 et ~ €H, un
voisinage vague de la forme

{v € M¥(SxS): {rh — poh| < ¢}
contient une infinité de termes de la suite convergente {u,h}. Donc
toh = lim pnh,

et cette égalité est vérifiée pour tout A €H. D’apres le théoréeme précédent
il s’ensuit alors que o est la seule mesure adhérente de {u,}, et donc {un}
converge vaguement vers jq. W »

Définissons la notion de convergence en moyenne quadratique de mesures
aléatoires.
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Définition 2.6.3 Une suite {£,} de mesures aléatoires converge en moyenne
quadratique vers la mesure aléatoire £ si la suite des mesures

E [(fﬂ - f) @ (én - 6)]

converge vaguement vers la mesure nulle sur SxS.

Cette définition de convergence en moyenne quadratique est justifiée par
le résultat suivant.

Théoréme 2.6.4 Soit {€,} une suite de mesures aléatoires non négatives et
£ une mesure aléatoire non négative. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

L E[(fn - 5) @ ({n - 6)] L’o'
2. Pour tout f €C.(S), Enf — £f en moyenne quadratique.
3. Pour tout B€ B, tel que E(fr(B)) = 0 p.s., &,(B) — &(B), en moyenne

quadratique.

Démonstration : 1=>2: Pour toute fonction f €C.{S), f®f €C.(SxS).
D’apreés le théoreme de Fubini

E((€~6) @& -01(f @ f) =E[(&f - &f)] (2.2)

donc 'implication 1=52 s’ensuit.

2=51: Tenant compte de (2.2) et du théoréme précédent I'implication
s’ensuit.

1=>3: Soit B B tel que £(fx(B)) = 0 p.s.. Alors £ @ (fr(BxB)) =0 p.s..
Les suites {E(&, ® &)}, {E(6. ®£)} et {E(£ ® &)} convergent vaguement
vers E(£ ®€), donc {E(£2(B))} et {E(£,(B)¢(B))} convergent vers E(£2(B)).
Par conséquent {£,(B)} converge en moyenne quadratique vers £{(B).

3=>1: Pour tous A,B€ B tels que £(fr(A)) = £(fr(B)) = 0 p.s. les suites
{E(€n(A)6a(B))} et {E(€.(A)E(B))} convergent vers E(E(A)E(B)). Main-
tenant, pour terminer la démonstration on proceéde comme dans la démons-
tration du théoreme 3.1 de [5]. Soit (s,t) €SxS et ¢ > 0. Considérons les
ensembles

Ds = {s": d(s,s') < 6} x {t': d(t,t') < &},
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ol d est la métrique de l'espace S. Si § # §' alors
fr({s": d(s,s') <SP Nfr({s': d(s,s') < &}) =0

et
fr({t': d(t, ') <8} nie({t': d(t,t') <&} =0.

Donc, il existe au moins un valeur § € (0,¢) tel que ’ensemble Dj est tel que
E(fr({s’': d(s,5') < é})) = 0 ps. et £(fr({t': d(t,t') < é})) = 0 ps.. En
considérant sur SxS la métrique

d'((s1,t1), (82, t2)) = max{d(sy, s2), d(t1,12)},

Pensemble Dy n’est autre que la boule de centre (s,t) et rayon 8. Donc la
classe des ensembles de la forme AxB ol £(fr(A)) = £(fr(B)) = 0 p.s. vérifie
les conditions du corollaire 1, page 14 [5]. Alors, d’aprés les convergences
démontrées il s’ensuit E(&, @ £,) —=E(£ @ ¢), E(& @ £) —SE(E ®€) et
E( ® &) —E(£ @¢), donc E[(éx ~ £) @ (6, — £)]--0. W

Il est évident que 'implication 1=>2 du théoréme précédent reste vraie
quand on considére des mesures aléatoires & signe. Mais 'implication réci-
proque devient fausse. Pour obtenir cette implication il faudra ajouter une
hypothése de compacité relative vague de la suite double {E(£, ® &)}

Théoréme 2.6.5 Soit {£,} une suite de mesures aléatoires et £ une mesure
aléatoire telles que:

1. Pour tout f €C.(S), £.f converge en moyenne quadratique vers £f.

2. La suite double {E(€,2¢.,,)} est vaguement relativement compacte dans

M, (SxS).
Alors &, converge en moyenne quadratique vers €.

Démonstration : Soit g une mesure adhérente de {E(, ® )} En
procédant comme dans la démonstration du théoréme 2.6.2 on déduit que
ph = limp ;oo B(&, ® €m)h, pour tout & €H. Donc, d’aprés le théoréme
2.6.1 il s’ensuit qu'il n'existe qu'une mesure adhérente, ce qui démontre le
théoreme. B '

Corollaire 2.6.6 Soit {,} une suite de mesures aléatoires et £ une mesure
aléatoire telles que
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1. Pour tout f €C.(S), £.f converge en moyenne quadratique vers £ f.

2. Il existe une mesure aléatoire non négative v telle que, pour tout n €N,
[€nl <.

Alors £,, converge en moyenne quadratique vers £.

Démonstration : Pour tous n,m €N, |[E(¢; ® &n)f < Elfn @ én] <
E(y ® 7). Alors, d’aprés le théoréme 1.2.3, la suite double {E({, ® én)}
est vaguement relativement compacte dans M.(SxS), donc le corollaire se
déduit comme le théoreme précédent. B

Si on se restreint aux mesures aléatoires non négatives le fait de supposer
la suite double {E({, @¢€n)} convergente entraine la convergence en moyenne
quadratique de la suite {{.}.

Théoréme 2.6.7 Soit {{,} une suite de mesures aléatoires non négatives
telles que la suite double {E(€, ® ¢, )} converge vaguement vers une mesure
u EMI (SxS). Alors {€,} converge en moyenne quadratique vers une mesure
aléatoire non négative £ telle que p = B(€ @ £).

Démonstration : Pour tout f €C.(S), {£.f} est une suite de Cauchy
en moyenne quadratique (d’ol il s’ensuit que cette suite est convergente en
moyenne quadratique), donc c’est aussi une suite de Cauchy en probabilité.
Soit p la métrique correspondant a la topologie vague sur M} proposée
par Kallenberg [26], page 95. Comme cette métrique ne dépend que d’une
quantité dénombrable de fonctions de C.(S), il en résulte que {{.} est une
suite de Cauchy en probabilité dans I'espace métrique complet (M7F,p). De
plus, Pespace des variables aléatoires définies sur (@, F,P) a valeurs dans
(M7 ,p), muni de la pseudo-distance

p&n)=inf {e>0: Plp(é,n) <e}=1-¢}

est lui méme complet. Par conséquent {£,} converge en probabilité vers une
certaine mesure aléatoire non négative £ ({46}, page 94). Alors, nécessairement
la limite en moyenne quadratique de {£, f} est £ f, pour tout f €C(S). Alors,
d’apres le théoreme 2.6.1 il s’ensuit p = E(( @¢). B

Corollaire 2.6.8 Soit {£,} une suite de mesures aléatoires non négatives
telles que pour tout f €C.(S), {€.f} converge en moyenne quadratique.
Alors {{,.} converge en moyenne quadratique.
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Démonstration : Du fait que {£.f} converge en moyenne quadratique
pour tout f €C.(S), il s’ensuit que la suite double {E(£, @ £,)h} converge,
pour b €H. Donc, d’apres le théoreme 2.6.2 il s’ensuit la convergence en
moyenne quadratique de la suite {£,}. W

Corollaire 2.6.9 Soit {{,} une suite de mesures aléatoires telle que

1. Pour tout f €C.(S), {&.f} converge en moyenne quadratique.

2. Il existe une mesure aléatoire non négative v telle que, pour tout n €N,
lnl <.

Alors {€,} converge en moyenne quadratique.

Démonstration : Si {£,f} converge en moyenne quadratique, alors la
mesure aléatoire non négative 1, = &, + v vérifie les conditions du corol-
laire précédent, donc 7, converge en moyenne quadratique vers une mesure
aléatoire non négative 5. Donc {{.f} converge en moyenne quadratique vers
nf —~f = £f. Alors, d’aprés le corollaire 2.6.6 il s’ensuit que {£,} converge
en moyenne quadratique vers £. B

On remarquera que, pour ce type de convergence, on n’a pas réussi a
démontrer de condition nécessaire et suffisante de convergence pour les me-
sures aléatoires 4 signe. De plus, ce qui posait les problemes était toujours les
caractérisations de compacité relative, comme dans 1’étude de la convergence
en loi.

Finalement on pourrait s’intéresser & 1’étude de la convergence presque
siire. Malheureusement il semble impossible de démontrer des résultats non
triviaux en utilisant des méthodes tels que celles qu’on utilise dans cet ex-
posé.






Chapitre 3

Mesures aléatoires infiniment
divisibles

Ayant établi, au cours du chapitre précédent, les résultats généraux en ce
qui concerne la théorie des mesures aléatoires & signe, nous allons, dans le
chapitre présent, entreprendre |’étude d’une classe particuliere de mesures
aléatoires: les mesures aléatoires infiniment divisibles. Le but est de trouver
une représentation du type de Lévy-Khintchine pour ces mesures aléatoires.
On remarquera qu’il ne semble pas possible de démontrer une représentation
pour toutes les mesures aléatoires infiniment divisibles. On doit se contenter
de démontrer une représentation qui correspond a la représentation de Kol-
mogorov pour les variables aléatoires réelles. Ce résultat semble le mieux
que lon puisse démontrer & présent, au moins en utilisant la méthode basée
sur le théoréme de caractérisation des lois marginales d’une mesure aléatoire,
théoréme 2.5.3. Comme dans le cas des mesures aléatoires non négatives on
pourra démontrer un résultat plus fort concernant les mesures aléatoires & ac-
croissements indépendants infiniment divisibles. Dans ce cas nous trouverons
une représentation du type de Lévy-Khintchine des mesures a accroissements
indépendants infiniment divisibles intégrables.

3.1 Le cas général
Dans cette section nous chercherons une représentation du type de Lévy-
Khintchine pour la fonction caractéristique d’une mesure aléatoire infiniment

divisible.

51
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Définition 3.1.1 Une mesure aléatoire £ est infiniment divisible si, pour
tout n €N, il existe des mesures aléatoires indépendantes et de méme loi

&,..., &, telles que fé{l 4ot &

Il est immédiat, de cette définition, que si € est une mesure aléatoire infini-
ment divisible, les vecteurs aléatoires (£(B;),...,£(Bk)), ¥ €N, By,...,Bi €
B, sont aussi infiniment divisibles.

Le probleme de la représentation d’une mesure aléatoire infiniment di-
visible, pour le cas des mesures aléatoires non négatives, a été résolu en
utilisant la transformée de Laplace. 1l est possible, dans ce cas, de trouver
une représentation de toutes mesures aléatoires infiniment divisibles.

Théoréme 3.1.2 (Kallenberg [26], th. 6.1) Une mesure aléatoire non né-
gative, &, est infiniment divisible si et seulement si sa transformée de Laplace
s’écrit

E(e¥) = exp (—a f- / - e"‘f/\(dp)>,

ou @ EM} et A est une mesure sur MFT\{0} telle que
/1 —e®\(dy) < 00, BEB.

Dans le cas général des mesures aléatoires 2 signe il ne semble pas pos-
sible trouver une représentation de la fonction caractéristique de toutes les
mesures aléatoires infiniment divisibles. En effet nous allons démontrer une
représentation en imposant une condition sur les mesures aléatoires corres-
pondante aux conditions de second ordre pour les variables aléatoires.

Théoréme 3.1.3 Soit £ une mesure aléatoire infiniment divisible telle que

E((®¢&) eM (SxS). Alors il existe une mesure finiment additive A sur M.
vérifiant

.....

et une mesure a € M., telles que

E(e/) = exp [iaf+/M el — 1 —iuf A(d;z)] » fECS).
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Démonstration : De I'hypothése E(é @ £) € M (SxS), nous déduisons,
pour tout B€ B, E(£(B))? = E(£ @ £)(BxB)< oo, et de méme pour les
vecteurs aléatoires (£(B,),...,£(Bx)), By,...,Bx € B, on déduit

Ell(6(B1), - .- . &(B)If < oo,

olt |} - || représente la norme euclidienne de R*. 1l s’ensuit que £ est une me-
sure aléatoire intégrable. Par commodité, dans ce qui suit nous supposerons
E(¢) = 0. Alors, d’aprés la férmule de représentation de Kolmogorov, il
existe une mesure non négative finie sur R*, Ye1,...8, > telle que

.....

; w1 itz
it{6(B1). £(BL))| — €
E(C ) - exp [/Rk ||I“2 751 ..... Bk(dz) L] t € ]R-v

ou t-z,t,z €R, représente le produit scalaire de ¢t par z. Posons

Alors, la fonction caractéristique du vecteur aléatoire (£(B,),...,€(By)) est
de la forme

B(H 0 t®) = exp [ [ %~ 1 —ita da, . (d0)] L €R - (3.)
R

et les mesures Ay, 5, vérifient

.....

L T2l Asy..50(d2) < 0. (3.2)

Si dans (3.1) nous prenons t €IR tel que toutes les composantes sont
égales a 1 excepté une qui sera égale a 0, tenant compte de la forme de la
fonction qu’on intégre, nous déduisons que le systéme des mesures Ag, 5,
est compatible au sens du théoreme de Kolmogorov. En effet, supposons
ti=1,7=1,....,k -1, et t; =0, alors

E(ef(tn ----- ti){€(B1).. s €(Bk)))=E(ei(!1 ----- tk—x)'(E(Bx)~~-~.€(9k—1)))

ce qui est équivalent &

k-1 k-1 :
/B“ el b _] g Z t;x; As,,me(d2r, . day) = (3.3)
=1
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i k—lt T
= it e Z::l 7] — zjz—:lt iZ; /\Bl_"_‘gk l(dl], . ,dl‘k..l). (34)
Comme la mesure A, g, , est de Lévy, d’apres [2], 1.1, il existe une suite de
mesures non négatives finies sur R*~1, {,}, telle que pour tout A€ B(R*1),
va(A) T Xa,...5._,(A) et une suite {z,} dans R*"! telle que la suite de
mesures

i
bz, * Z —un(RETH) 2o ( 8., * Pots vy, par définition),

m=0

ol ¥™ représente le produit de convolution vy * - - - * v, (m facteurs) et v3 =
8o, converge faiblement vers une mesure finie v, que nous appelerons t —
Pois A, p,_, (t&cause des translations). Dans le cas présent nous pouvons

choisir
= - / z vy(dz).

Alors, il est facile de vérifier que l’exponentielle de 'intégrale de ’expression
(3.4) représente la fonction caractéristique de v. Dans I'intégrale (3.3) nous
intégrons en fait relativement & la mesure s, 5,75 s, . la projection de
Xsp,,...n, Sur les premieres k — 1 coordonées. Cette projection est une mesure
de Lévy sur IR¥"!, donc comme dans le cas précedent il existe une suite de
mesures non négatives finies sur R¥~1, {1, }, telle que pour tout Ae B(R*™?),
#a(A) T Aoy, ™5) 5, (A) et une suite {y,} dans IRk-! telle que la suite
de mesures

SN un(REY) B
6!," * Z e 7n—',

m=0
converge faiblement vers une mesure finie g = t — Pois Ag,, 5, 75" o . En
choisissant
= - z pq{dz).
Yn RE-1 #nldz)

on vérifie que ’exponentielle de 'intégrale de I'expression (3.3) représente la
fonction caractéristique de pp =t — Pois ABI;--v'BkWI;II,...,Bk;l‘ Alors, nous avons
bien la compatibilité du systéme de mesures {)g,, 5.}, ¥ €N, By,..., By €
B.

Considérons maintenant deux boréliens relativement compacts A, BE B,
tels que ANB = . Alors, d’apres 'additivité de £, nous avons

E(eXAHKBIHUEAUB)) _ F(o(HaIEAVH(H+u)EB))
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D’autre part

E (eaf(A)+t€(B)+ue(AuB)) -
exp [/ . gilam+teatuzs) _ ] _ i(szy + tzz + uzxs) M,a,,\ua(dzxdzzdza)]
R

et
E(el A+ +u)iB))

exp [/]R2 eillstu)mt{ttu)za) 1 H{{s + u)xs + (t + u)z,) AA.B(d-"v'ldrz)] ’

d’oll nous déduisons I'égalité des intégrales de ces deux expressions, donc,
comme il s’agit de nombres complexes, ’égalité des parties réelles de ces
intégrales:

/R3 COS(S.‘B] + iz, + UI3) -1 /\A_B,Aug(dlldxgd$3) =
/W cos{(s + u)z; + (t + u)zg] — 1 A, g(dz 1 dzy).
De la compatibilité du systéme {Ag,,. s, }, nous déduisons I’égalité

/ cos(sxy + txa + uzz) — 1 A paue(dzidzadzs) =
{(z1,2223): z3=z1 422}

/Bz cos[(s + u)zy + (t + w)za] — 1 Aup(dzidzy),

donc

/ cos(szy + t2g + uzs) — 1 A, pave(dzidzadzs) =0, s,t,u€R.
{za#z1+2;)

Fixons s,t,u €R. La fonction qu’on intégre vérifie cos(sz,+tzytuzrs)-1 <0,
alors si on considére I'intégrale seulement sur I'ensemble ou la fonction est
strictement négative, comme la mesure A, p.us €st non négative, on peut
conclure que la mesure de cet ensemble d’intégration est nulle. Cela veut
dire

Ansave({za # 21+ 22} O {52} + tzy +uzy # 2w,k € Z}) =0, s,tu,€R.

Il nous faut choisir un nombre fini de triplets (s,t,u) de telle fagon que
l'union des ensembles {r3 # 1 + z2} O {sz1 + tx2 + uzs # 2kw,k € Z},
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pour ces triplets soit ’ensemble {z3 # z1 + 2}, pour conclure A, g avs({z3 #
zy + z2}) = 0. Pour cela il suffit de choisir (s;,¢;, %), i = 1,2,3,4, tels que
le systéme
$1Ty + tll'g + u1T3 = 2k17r
S92y + 7y + uzx3 = 2k,
8371 + t372 + uzrz = k3w
5471 + tq.’l‘z + U4z = 2]047!’

(3.5)

soit impossible pour tout choix des nombres ki, ks, k3, k4 dans IN. Pour que
le systéme soit possible i} suffit que

sz ty up st o s1 ow s how
—| 83 t3 uj k1 4183 I3 us k2 —| 82 1 u, k3+ Sp it up k4 =0
Sq4 ty uy $4 Ly uy Sy t4 uy s3 t3 us

(3.6)
et le coefficient de k4 dans cette équation soit non nulle. L’équation peut
s'écrire sous la forme

dkl + bkz + Ck3 + dk4 =0.

Si I'équation (3.6) n’a pas de solutions (ky, k2, ks, k4) €N* le systeme (3.5) est
impossible. Cela équivaut a dire que les nombres a,b, ¢, d sont linéairement
indépendants par rapport & IN. Donc, il suffit de choisir quatre réels linéai-
rement indépendants par rapport & IN (I’existence ne pose pas de problemes:
en effet les algébristes savent que l'on peut choisir n'importe quel nombre
de réels algébriquement indépendants, voir Lang (28], ce qui est une notion
encore plus forte que celle dont nous avons besoin; le seul probleme c’est que
les algébristes ne connaissent pas d’exemple), et de poser

st ou b 0 0
Sy tp ug| | —a ~f O
s3 t3 uz | | 0 1 —%
Sq by uy 0 0 1

Nous avons donc vérifié que le systéme {Ag,, .5, } satisfait la condition
(M1). Nous avons vérifié la condition (M1} en utilisant le complémentaire de
Pensemble {x3 = x;+2,} parce que nous ne savons pas si les mesures Ag, 5,
sont finies, donc nous avons di d’utiliser les complémentaires. Pour ce qui
concerne la condition (M2) il ne semble pas possible, en général, de vérifier la
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validité de cette condition pour le systéme {)p,,.. 5, }. C’est pour cette raison
que la représentation de la fonction caractéristique est obtenue en fonction
d’une mesure finiment additive sur M, et pas en fonction d’une vraie mesure
sur M.. Cependant nous ne pouvons pas encore justifier l’existence d’une
mesure finiment additive sur M, par les théorémes de la section précédente.
En fait, pour utiliser ces théorémes il faudrait que les mesures Ag,, 5, soient
finies, ce qui n’est pas forcément vrai. Le seul fait que nous pouvons utiliser
ce sont les conditions (3.2).

Rappelons maintenant l'existence de la suite croissante de compacts,
{K.}, dans S, et fixons n €N. Alors, pour By, ...,By CK,, définissons

Moo ool = [ 7 Mepsm(dodar - dog), A € B(RE).

D’aprées (3.2), A, 5, 5, (R) < co. Evidemment, pour n fixé, le systeme
{M5,,.5. ) k €N, By,...,B; € BNK,, vérifie les mémes propriétés que le
systéme {A,p,,.5,}- Alors, comme on l'a remarqué a la fin de la section
précédente nous pouvons construire une mesure finiment additive A, sur

M{(K;). En posant

1,
An(dp) = m/\nd(#)

on définit une mesure finiment additive qui a ses projections de dimension
finies égales au systeme donné {Ag,, s, }:

1
Ayﬂf_l A = / ——
21 (8) {(u(B1 ), m(Br))eA) (1(Ka))?

1
/R /\'H,Kn,al....,ak(dzdxx i d:ck) =

Nod(u) =

XA ;2-
1
= /leleA yZF A":"'K"-Bh-"-l?k(dyd:cd:’"l oo dxk) =
= [ Ansion(dada - dog) =
= /\81 ..... Bk(A)v

du fait que A, «,.5,....s, N€ charge que le sous-ensemble de R x R xIR* ot les
deux premieéres coordonnées sont égales, et de la projectivité. Maintenant,
on a un systéme de mesures finiment additives {A,} et nous pouvons con-
struire une mesure finiment additive A sur M, en procédant comme dans
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la démonstration du théoreme 2.5.3. Maintenant Iintroduction du terme
iaf dans ’expression de la fonction caractéristique se fait tenant compte du
centrage que nous avons supposé. B

Remarquons que dans (3.1) la variable par rapport a laquelle on intégre
n’intervient que dans des produits scalaires avec la variable t. Donc, méme
s'il faut tenir compte d’une exponentielle la fonction dépend de la vari-
able d’intégration z d’une fagon linéaire. C’est ce fait qui nous a permis
de démontrer que le systéme de mesures {)g,,. 5, } est compatible au sens
du théoréme de Kolmogorov. Maintenant, quand on essaye d’étudier le cas
général, soit en enlevant 'hypothese E(¢ @ £) e M {SxS), nous n’arrivons
pas & modifier la représentation de la fonction caractéristique de fagon a ren-
dre la fonction qu’on intégre dépendante seulement d’une fonction linéaire
de la variable d’intégration. En effet, pour étudier le cas général, il faudrait
utiliser la formule de Lévy-Khintchine pour la représentation de la fonc-
tion caractéristique des vecteurs aléatoires (£(B,),...,&(Bk)). Dans la forme
classique et dans les variations connues de cette formule (voir [3]) il inter-
vient toujours un terme qui ne dépend pas d’une fonction linéaire de la vari-
able d’intégration. Par cette raison il ne semble pas possible de trouver une
représentation générale des mesures aléatoires a signe infiniment divisibles,
au moins en utilisant les présentes méthodes.

3.2 Accroissements indépendants

Nous allons maintenant nous intéresser au cas particulier des mesures alé-
atoires infiniment divisibles 4 accroissements indépendants. Pour ce type de
mesures aléatoires infiniment divisibles nous trouverons une représentation
du type de Lévy-Khintchine en supposant seulement l'intégrabilité de la me-
sure aléatoire.

Définition 3.2.1 Une mesure aléatoire ¢ est ¢ accroissements indépendants
si, étant donné By, ...,B, € B deux ¢ deuz disjoints, les variables aléatoires
réelles E(By),...,&(Bn) sont indépendantes.

Ce type de mesures aléatoires est parfois appelé mesures complétemment
aléatoires parce qu’il n'y a aucun lien entre les masses de boréliens disjoints.

Nous commengons par la référence au résultat concernant les mesures
aléatoires non négatives. Comme d’habitude on caractérise la transformée
de Laplace.
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Théoréme 3.2.2 (Kallenberg [26], th. 7.2) Une mesure aléatoire non né-
gative a acrotssements indépendants € est infiniment divisible si et seulement
st sa transformée de Laplace est de la forme

E(e=) = exp [——a J - [1-et (d, dt)] , feC.S)
ot, « EM} et v eMT((0,00)xS) telle que
/1—6’7(dxxB)<oo, BeB.

Pour démontrer la formule de représentation dans ce cas nous utiliserons
une méthode différente de celle du cas général. Introduisons une notion de
mesure aléatoire, que nous appelerons mesure stochastique, plus large que
celle que nous avons envisagée jusqu’a présent.

Définition 3.2.3 Une mesure stochastique est une mesure d valeurs dans
Uespace des variables aléatoires réelles,

£: B— [Q,F,P),

telle que, si By,...,B, € B sont deuz a deuz disjoints, les variables aléatoires
réelles €(B,),...,€6(B,) sont indépendantes et £({s}) = 0 p.s., pour tout
s €8S.

Ce type de mesures a été étudié par nombreux auteurs, notamment
Prékopa [40]. Il est évident que toute mesure aléatoire & acroissements in-
dépendants non atomique est une mesure stochastique. La réciproque n’est
pas vraie car les lois marginales peuvent étre n’importe quoi, dans le cas des
mesures stochastiques.

Théoréme 3.2.4 (Prékopa [40]) Si £ est une mesure stochastique alors,
pour tout B B

E(4®) = exp [zta(B) S0%(B) + )+ [ e v(dz, B)], teR,

1+ T+22
ot a(B) €R, 0*(B) > 0, v(-, B) est une mesure de Lévy sur R. De plus,
Vapplication @ : B —IR est une mesure de Radon, 6? : B —IR*t est
une mesure de Radon non négative, et v(I,-) : B —IR*, Ie B{RR) fizé, est
une mesure de Radon non négative (donc v est une bimesure). Les mesures
a,o? et v(l,-) sont non atomiques.
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Remarquons que ce résultat implique que les variables aléatoires £(B),
Be B sont infiniment divisibles.

Corollaire 3.2.5 Soit £ une mesure stochastique et f €C_(S). Alors
E(¢/) = exp [iaf ot [t 1 2, ds>] (3.7)

Démonstration : Soit f = Zf___l aJ-]IB’, avec ay,...,a; €R,By,... .Br €
B deux a deux disjoints, une fonction simple a support compact. Alors
d’apres le théoréme précédent

E(e®¥f) =

= exp {f: [iaja(sj) - ajo’ +/ fayz _ ia;T v(dz, B )]}

1=1 1+ 2

= exp [ia f- -;-02 2+ / e=fe) 1 ”f (3) v(dz, ds)]

Pour f €C.(S) positive il existe une suite croissante de fonctions simples
a support compact convergeant vers f. Comme les mesures o, 0% et v(I,-)
sont des mesures de Radon sur S, la version vectorielle du théoréme de la
convergence dominée nous permet de conclure que la formule (3.7) se vérifie
pour cette fonction f. Finalement, comme toute fonction f €C.(S) est la
différence de deux fonctions de C.(S) positives, il s’ensuit la formule (3.7)
pour tout f €C.(S). W

Cette représentation de la fonction caractéristique est évidemment trop
large pour pouvoir représenter une mesure aléatoire  accroissements indé-
pendants infiniment divisible presque sirement non atomique. Pour obtenir
une telle représentation il faut imposer des conditions sur oZ et v pour as-
surer que la variation totale soit presque sirement finie. Les parties de la
mesure correspondant & o2 et v seront appelées les parties gaussienne et
poissonnienne de la mesure, respectivement.

Dans la suite nous supposerons toujours que la mesure aléatoire considérée
est non atomique.
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3.2.1 La partie gaussienne d’une mesure aléatoire a
acroissements indépendants infiniment divisible

Soit £ une mesure aléatoire a accroissements indépendants infiniment divisi-

ble. Le probleme avec la formule (3.7) c’est que cette formule ne tient pas

compte du fait que £(w) est une mesure de Radon, pour chaque w € {1, donc

la variation totale de £ sur chaque Be B doit étre presque sirement finie.

Nous allons démontrer que l'existence de la partie correspondant a —%02 F?

implique que la variation totale est presque sirement infinie, sauf si o = 0.
Nous pouvons définir une mesure stochastique &, telle que

B(¢@!) = exp(~50f7),

pour f mesurable et & support compact. Il est évident que cette application
i valeurs dans L2(Q), F,P) est & accroissements indépendants, donc est bien
une mesure stochastique. De plus, &(B),B € B, est une variable aléatoire
réelle gaussienne centrée et de variance ¢*(B). Nous allons démontrer que
la mesure stochastique £, n’est pas une mesure aléatoire, car, si { était une
mesure aléatoire elle aurait une variation totale presque sirement infinie dans
chaque Be B, comme dans le cas des processus stochastiques a accroissements
indépendants indexés par un intervalle de la droite, cf. [12], page 279.

Fixons Be B. Pour chaque partition finie de B, II; = {B,,...,Bs}, par
des éléments de I'anneau B, et u € M., définissons les applications

k

I3 (u) =Y |#(B)|", meNN.

=1
Evidemment si g € M. |u|(B) = supp, {IT}(¢)}.

Définition 3.2.6 1. Une suite de partitions de B, {II,p} est décroissante
si nous obtenons I, s en prenant des partitions d’un nombre fini
d’éléments de 11, 5. '

2. Une suite de partitions de B, {Il, 3} est infinitésimale st
lsmkasfn diam(By ) — 0,5t n — oo.
3. Etant donné une partition Tl et une mesure v €M7 nous définissons
la taille de la partition par rapport @ v comme:

SMg(v) = {2?5)5;{”(3‘)}’
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Théoréme 3.2.7 Soit u une mesure de Radon non atomique. Si {Il, 5} est
une suite décroissante de partitions de B, qui vérifie 611, 5(|u|) — 0, alors

Hi,s(l") — 0.

Démonstration : La mesure u étant de Radon est a variation totale
finie sur B€ B. Alors, il existe L> 0 tel que II}, ;(#) <L, pour tout n €N.
Comme 6811, 5(Ju]) — 0, il s’ensuit

Vesodnpen : 1 2 no == |p|(Bns) <&, t=1,... .,k

Donc

I3 o (1) < M o()SIL, 5 (|v]) < LEIL, o(|v]) — O
Théoréme 3.2.8 £, n'est pas une mesure aléatoire.

Démonstration : Supposons que & soit une mesure aléatoire. Nous
allons montrer que les propriétés déja imposées sur & impliquent que la va-
riation totale de &y sur chaque BE€ B est presque siirement infinie, ce qui est en
contradiction avec la définition d’une mesure aléatoire. Pour cela nous allons
nous baser sur la démonstration du théoréme 2.3 de Hida [20]. Considérons B
fixé et choisissons une suite de partitions de B décroissante {II, ,} vérifiant
la propriété suivante: on passe de I, ; a Il , en décomposant un seul
élément B,,, de IT, , en B! ,UBZ , (ou Bl ,NB2 | = @), les autres éléments
de la partition H'n+1.8 étant les ensembles B, 1,...,Bnr—1,Bnrt15- -+ sBnkn-

Pour chaque w € Q posons Vi(w) = Hﬁ'a(fo(w)). Démontrons d’abord
que V¥(w) = lim,_, Vi(w) existe presque sirement.

Démontrons que

E(£o(Bn;)E0(Bra)IVE, V2,1, ... VE,,) =0, n,j,l,meN.

Tenant compte de la fagon dont on obtient II,,,, , & partir de I, ;, nous
pouvons écrire

Vi = Vi = 260(BL11)6o(Bry ) (3.8)

d’ol1, en écrivant les différences (3.8) pour V2 -V, ..., V2 _-Vi .,
nous obtenons

E(EO(B 'J)éo ﬂl)‘v n+1’ 2‘}-rn) =
E(EO( n.J')éO(BﬂJ)‘v 60 Bn+1 €O(Bn+l) v&O(Bn-}-m)EO(B +m))
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En plus, comme nous pouvons écrire VZ = (£(Bn,;))? +(£o(Bni))?+ V2, avec
(€o(Bnj))? (€o(Bny))? et V2 indépendants, au lieu de conditionner par V2
nous pouvons conditionner par (£o(Bn;))?, (€o(Bns))? et V2. Mamtenant
observons que, tenant compte de la propriété que nous avons imposée a
la suite de partitions, pour tout ¥ < m il se produit une seule des trois
possibilités suivantes:

e B}, .,Bi,s CBnjs
¢ Bl ,,B21r CBaps
° B}H—k N (Bn'jUBn_l) =Bz‘+k n (Bn‘jUBn,[) = 0.

Alors, du fait que £ est & accroissements indépendants, nous pouvons exclure
du conditionnement les indices n + & correspondant 2 la troisieme possibilité.
De méme, nous pouvons exclure V.

Soit ACIR™*?, ot r est le nombre d’ensembles B, .

conditionnement, et intégrons l'esperance conditionelle

E(éﬂ(Bn.j)fo(Bn.l)I(éO(Bn,j))zv ( ( ) £U(Bn+m1 )50( n+my ) R éo(Bn-}-m,-)fo(Brzl-{-mr))

sur ’ensemble

{((EO(BHJ) nl))2 §O(B3|+1)€0(B +1) 1€O(B +k)€0(B +k)) € A}

Tenant compte du fait que & est & accroissements indépendants cette inté-
grale est égale a:

(}:w +2)* Qv +4))?

=1 1=1

qui restent dans le

1

1 1
Ven L, Bl 103 Biym) \Thies #Btm, o (B,
15 ‘ (z})? =2y _1st (@) v
exp{ : =t [UZ(B""""H) * oz(B?"“"‘-)] : Z =t [oz(B:‘l’m]) + L4 (Bn+m))

dzldal...dzldzidyldy? . - - dyldy?

ol s +t = r et les variables d’inté a.tion z},z} corres ondent aux vari-
i p

ables aléatoires réelles £°(Bn+m.)’ &(B? +m,) tellesque B . B2 CB,j
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respect.ivement et les g JJ, _/J correspondent aux variables aléatoires réelles
£o(B? ngm, ) » €o(B2, ) telles que BL, . . BA,,. CBay, respectivement L’en-

semble d’mtegratnon A s’exprime en termes des varlables zh z%,.. a:,,rf,
vi,v%, ...y}, y?, en imposant des condmons sur (0, =} + 22)%,( ,:-_-1 Y+

y?)? et sur des produits de la forme z}z? et y}y?. Donc, I'ensemble A relative-
ment aux variables d’intégration, A‘, est symétrique par rapport a l'origine.
La fonction que l'on integre est aussi symétrique par rapport a l'origine.
Comme il s’agit d’une intégrale par rapport & une densité gaussienne de
moyenne nulle il s’ensuit que 'intégrale est égale a zéro. Comme on a choisi
Pensemble A arbitraire il s’ensuit que

E(£o(Bn.;)€0(Bri)[ VA, E,H,... Vi) =0, njlmeN,
Alors de V2 - V2| = 2(BL,;)6(BL,,) et de I’égalité démontrée on
déduit
E(v2|vn+1v' . v;2|+m) = V?.Hv n,m €N,
donc aussi
E(VZIV2, ..o, Vi) = Vi, nelN
Posant X,, = V2, n €Z~, nous définissons une martingale. Alors, il existe
presque siirement V2(w) = limp_oo Xa(w) = liMnoo Vi(w) (Hida [20],
lemme 2.2).

Nous avons démontré I'existence de cette limite pour toute suite de parti-
tions décroissante. Supposons maintenant que la suite décroissante de parti-
tions de B, {II, ,}, vérifie en plus N2 ,(6?) — 0, quand n — co. Une telle
suite de partitions existe parce que o est une mesure de Radon non atom-
ique. D’autre part E(V2) = T, E(&(Bn,))? = o%(B), et, tenant compte
du fait que les variables aléatoires sont gaussiennes,

E(V, - 0*(B))? = E(V})" - (¢*(B))* =

kn
=Y E[6(8.)] + 2% E &38| E [€(Bn,)] - (*(B)? =

i=1 i<j
. .
=Y 3(0*(Bni))? + 2 (6% (Bai))(0%(Ba ) = (6%(B))* =
i= i<j
kn
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Donc, V2 & 6%(B). On sait déja que la suite V2 est presque stirement

convergente, alors V2 —; o%(B) presque siirement. Maintenant, si ¢2(B) =
0 cela signifie que la variable aléatoire £o(B) est presque siirement constante
et centrée. La méme propriété est vraie pour tout CCB car o2 est une mesure
non négative. Donc I}, 5(&) = 0 pour tout n €N, c’est & dire, la variation
totale de & sur B est presque sirement nulle. Par contre, si ¢%(B)> 0, la
convergence V2 — 0%(B) p.s. peut s'écrire 12 (&) — o%(B) > 0 p.s..
Donc, d’aprés le théoréme précédent, la variation totale de & dans B est
presque siirement infinie. 8

Nous avons ainsi démontré que pour que la formule de représentation
(3.7) puisse représenter une mesure aléatoire il est nécessaire que o? soit la
mesure nulle (chose déja connue pour les processus stochastiques indexés par
IR, & accroissements indépendants, cf. [12], th. 8, page 279).

3.2.2 La partie poissonnienne d’une mesure aléatoire

a accroissements indépendants infiniment divi-
sible

Pour terminer P'étude de la formule de représentation de la fonction carac-
téristique d’une mesure aléatoire & accroissements indépendants infiniment
divisible £ il nous reste a étudier la bimesure v. Il faut aussi imposer des
conditions pour assurer que la variation totale soit presque siirement finie.
Cette section s’inspire et généralise des résultats présentés dans le chapitre
4 de Gihman,Skorohod [12].

Définissons la bimesure ¢’ & partir de ¢

€'(AB) = 3 T (E{s}),
s€B
pour Be B, A€ B(IR), tel que 0¢ A. Il est évident que, pour A fixé, £'(A, )
est une mesure aléatoire positive n'ayant que des masses ponctuelles, a ac-

croissements indépendants, et toutes ses masses ponctuelles ont la valeur 1.
Nous allons approfondir ’étude de cette bimesure.

Théoreme 3.2.9 Pour tout BE B, et tout A€ B(R) tel que 0¢ A, £'(A,B)

est une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson.
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Démonstration : Soit IT,, ;={Bn1,...,Bas,} une suite infinitésimale de
partitions de B et supposons que, pour tout n €N, I, . ; soit un raffinement
de II, 5. Une telle suite de partitions existe, cf. Kallenberg {26], page 11.
Comme £'(A, ) a au plus une infinité dénombrable de masses ponctuelles, et
comme les masses sont toutes égales a 1, il s’ensuit que P{sup, {'(A,B, ;) >
1} — 0, quand n — co. Comme

{sz;ps'(A,Bn.k) > 1} = {€(AB.1) > 1}u
U{€'(A,B,,) < LE(AB,,) >1}U
U{€(AB,,) < LE(AB,,) S1E(AB,5)>1}U...U
U{€(AB,,) < 1.....6(AB, ) SLEAB,,)>1}

et les ensembles du membre droit de cette expression sont deux a deux dis-
joints il s’ensuit, tenant compte du fait que £’ est a accroissements indépen-
dants

P{S‘I";p {I(AaBn,k) > 1} =

kn k
> TIP{€(A,B,,) <1}P{E'(AB,,) > 1} >

k=1 j=1
kn kn

(Z P{él(A*Bn,k) > 1}) (H P{{’(A,B"‘j) S 1}) [}
k=1 i=1

donc

kn ' P{S“Pkf'(A-Bn,le} _
k=1 P{E (Aan,k) > 1} S n::l P{f'(A.Bn’))Sl} -

= P{s“pk e’(Aan‘k)>l}
1-P{up, €48, ,)>1}’

d’olr nous déduisons
ky
"an,L Z P{¢(AB, ) >1}=0.
k=1

Soit pax = P{£'(A,B, ) = 1}, et supposons qu'il existe a > 0 tel que

lim ma. =a.
=00k X p"'k
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Cela veut dire que pour tout n €N il existe des indices k; tels que p.x, >
£. Supposons qu’il y ait une infinité dénombrable d’indices k; dans cette

condition. Alors
Z Prk, = Z P{E'(A’Bn,k,) = 1} = +o0.
j J

Comme les boréliens B.., sont, pour n fixé, deux a deux disjoints, et la
mesure aléatoire ¢ est & accroissements indépendants, le lemme de Borel-
Cantelli implique

P (limsup {€'(A,B.s) =1}) =1,

ce qui entraine {(B) = +oco p.s. car §(B) 2 ¥; €'(A,B,,), ce qui est en
contradiction avec le fait que £ est presque strement de Radon. Donc, pour
chaque n fixé, il n’existe qu’une quantité finie d’indices k; tels que pnx, > 3.
Alors, pour chaque n €N nous pouvons choisir un de ces indices, que nous
appellerons k,, de telle fagon que la suite des éléments B, , des partitions
soit décroissante. Nous obtenons ainsi une suite décroissante B, x, | @ telle
que pnx, -0, ce qui implique 'existence d’atomes fixes. Donc nous avons

irg, max o = 0.

Du fait que la mesure aléatoire n’a pas d’atomes fixes il s’ensuit également
qu'il existe § > 0 tel que si diam(B,;) < 6 alors P {('(A,B,,) = 0} > 0.
Comme £'(A,B) = £(AB,,) + -+ €'(AB, ) et ces variables sont non
négatives, il s’ensuit

P{¢/(AB) =0} =P{¢'(AB,,)=0,...,(A,B,;) =0} =
=P{{'(AB,) =0}---P{¢'(AB,x) = 0},

donc P{¢'(A,B) = 0} > 0.

Alors, des relations

kn kn
P{¢'(AB) =0} = P{D_€'(AB,) =0} = [[(1 — pax)
k=1 k=1

nous déduisons

kn
~log P{¢'(AB) =0} = Z pasll + O(mf.xp,._k)),
k=1
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d’olr il s’ensuit, en posant A(A,B) = —log P{¢'(A,B) = 0},
kn
'}.l_‘ngo Z Pk = /\(AaB)'
k=1

Pour terminer la démonstration, calculons maintenant P{¢'(A,B) =M},

MeN.
P{{(A,B) =M} =

kn
= "ILngo Z Pngy o 'pn,iM H (1 - Pn,k) =
11 <2< <M k=l,k$i1

kn

: Pr,iy """ Png
= lim i M (1 = puk)-
i\(%im (1 _pﬂ.il)"'(l —Pn,iM) kl;Il ’

De la définition de A(A,B) il s’ensuit

kn
e~ MAB) H(l —Puk), ME N,
k=1

donc

P fl(A,B) =M} = e"A(A»B) im Pniy * " Pnjiyg )
{ } n..ooh(gm (1 —pn,il)"'(l “pn,iu)

Les quantités p,, convergent vers zero quand n —+ oo, avec k fixé. Alors,
en ce qui concerne la limite, nous pouvons remplacer les expressions -l%'-;-‘—

",
par p,,;. Donc la limite qu'il faut calculer est égale a

"!i_‘nolo Z Pr,iy * * Priin

6 <. <im
Comme
1 kn M M—~1 ky | M-t
Z Prnjy " Pniiy = W(Z pnk)” +0 Z (Z Prk) (mePn.k) 1.
) <...<iy ° k=1 =1 k=1

il s’ensuit

, (MA,B)M
P{¢(A,B) =M} = e*("vf”——m—,
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ce qui termine la démonstration. B
Définissons maintenant les variables aléatoires réelles
E(B) = [ <€'(dz,B) = T £({sDLa(€({s)),
A SEB

pour Be B, A€ B(IR), tel que 0 ¢ A. Cela signifie que £5(B) est la somme
des masses ponctuelles dans B dont les valeurs sont dans A.

Théoréme 3.2.10 Les mesures aléatoires {4 (-) et £(-) —€a(-) sont indépen-
dantes et & accroissements indépendants, pour A€ B(R) tel que 0 ¢ A.

Démonstration : Comme la mesure aléatoire £ est supposée non atom-
ique il s’ensuit que £ —£4 est non atomique. Il est évident que (€4,€ —&4) est
4 accroissements indépendants sur la diagonale de B x B. Pour démontrer
Pindépendance des mesures aléatoires £, et £ — £, il suffit d’établir, pour
tout Be B,

E [eiz‘zA(Bwn(s(B)—zA(B))] =E [eiZICA(B)] E [eiz2(€(B)-€A(B))] . (3.9)
En effet, tenant compte de 'indépendance des accroissements, cette égalité
implique

E [C‘Z" z1kéA (BR)HI Y, 22k(€(Bk)—€A(Bk))] =
E [eizk zikﬁA(Bk)] E [eiZk sz(i(Bk—EA(Bk))]
pour toute partition {By,---, By} du borélien B, et pour tous réels zy, 22,

ce qui signifie I'indépendance des mesures aléatoires €5 et £ — €a.
Démontrons d’abord la relation (3.9) pour le cas ol E[¢'(fr(A),B)]=0.

Soit I, ;={Bn1, -+, Bna} une suite de partitions infinitésimale de B. Nous
avons n
€a(B) = lim > &(Bak)TA(E(Bnk))- (3.10)
k=1
Posons

bnk = {(Bn‘k)nA(é‘(Bn.k))v Mk = E(Bnk) = En-
Alors, tenant compte de (3.10), pour démontrer (3.9) il suffit de montrer
que

lim [E ¢S ot S wins] _ E [ Earis] B [¢1Ta ]| =0,

n—00



CHAPITRE 3. MESURES ALEATOIRES INFINIMENT DIVISIBLES 70

Comme les couples (& .k, 7n k) sont indépendants, pour n fixé, il s’ensuit

IE [eiZk nbnxtiy,, 327In,k} -E [eiZk llfn,k] E [C‘Zk zzﬂn,k]

<

H E [eizk 21 ktiy, z'mn.k] _ H E [ei > Zx(..,k] E [eizk z?ﬂn,k]
k k

< 2": |E [¢ DuntostiTammi] _ E [ Dantna] E [ D]

k=1

Comme &, k7, = 0, il vient

: ; i21€n k+i2270,6)™
enbnatintne = |4 5O (__";__m'__".)_ =

1+5°, [(‘zlfn;k)"' + (izz'ln,k)"‘] -

m! m!

enbnk | gina ]

donc

IE [eizk 1k ti Y, zzn..,k] —-E [eizk znin,k] E [eiz,, zlﬂn,k]

= |E [eitns] — 1| [E[e2mms] - 1].

De plus,
IE [eillfn,k] - 1| <E

2P([£n [ > 0) = 2P(M7 ({(Bny)) > 0),

e#1énk 1| <

et, pour p > 0,

[B 4] =1] < sup 11 = ')+ 2P(a] > o)

d’ou il s’ensuit

lim sup tE [e"Zk 2En i Y, '-’27In,k] _E [eizk Z]En,k] E [ei DN z;n"_k] <

n—co

i sup, o, [sUPpuig, 11— €1%%] + 25up, P(|nas| > p)] -
limsup, o, (254 P(LA(E(Bag)) > 0)] =
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2limsup,_, [supmg,, [1 — €e'*%| + 2sup;, P(lpax| > p)] ‘
limsup, o E [Ty Tp(£(Ba))] -

Comme nous supposons que 0¢ A, il existe £¢ > 0 tel que infyea |z| > €.
Alors, pour p <e,

P([nnkl > p) < P(E(Bak)l > p),

dong, du fait que £ n'a pas d’atome fixe, il s’ensuit que
limsup sup P([fa| > p) = 0.
n—20 k

Comme
lim 3" 5 (€(Bas)) = £'(A,B),
&

on trouve

limsup E [Z 1 A({(Bn,k))] < —log P{¢'(A,B) = 0} = A(A,B) < 0.

n—r0O k
Donc

<

limsup IE [e" Lenbnstils, ””""‘] -E [ei Zu 2‘5"-"] E [e‘zk ”"""‘]

n-—+00

2X0(A,B) sup |1 — €27
I=l<p
En passant 3 la limite quand p — 0 on obtient (3.9), ce qui démontre le
théoréme pour le cas E¢'(fr(A),B)=0.

La classe des ensembles C pour lesquels le théoreme est vrai est une
classe monotone, que nous désignerons par M. Les ensembles C tels que
infzec |z] > ¢ et E€(fr(C),B)=0 forment une algeébre A,, pour € > 0 bien
choisi. En effet, il est facile de vérifier que si C,,C; € A, alors C,UC, €
A, du fait que fr(C,UC,) Clr(Cy)Ufr(C,), et que, dans le cas C; CCsz, du
fait que fr(C2\C,)Cfr(C,)Ufr(Ca,), il s’ensuit C2\Cy € A.. Les ensembles
{—¢,e} ne peuvent vérifier E¢'({—¢,c},B) > 0 que pour une quantité au
plus dénombrable de valeurs de €. Donc, nous pouvons choisir un ¢ aussi
petit que nous le voulons de fagon que E¢'(fr(IR\(—¢,¢)), B) = 0. Nous
avons donc vérifié que la classe A, est bien une algébre. De la méme facon
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que nous avons vérifié que nous pouvons choisir & > 0 pour obtenir une
algebre, nous déduisons que si z €R\(—¢, ¢), il existe une boule de centre en
z et de rayon aussi petit que 'on veut appartenant a l'algébre A.. Donc la
tribu borélienne de R\(~¢,¢) est contenue dans M. Comme l'ensemble A
est tel que 0 ¢ A, il existe un valeur ¢ > 0 telle que A€ A., ce qui termine
la démonstration du théoreme. M

Corollaire 3.2.11 Soient A,,...,A, € B(R) tels que 0 ¢ A,,...,0 ¢ 4,
et sont deuzr & deur disjoints. Alors, les mesures aléatoires €y ,...,€a, €t
& — Yk, &a, sont indépendantes.

Démonstration : En effet, d’aprés le théoréeme précédent £ -3 7, €a, =
¢ —ka A, De dépend pas de €U, Ax- Les mesures €4, sont fonctions mesurables
de la mesure aléatoire EUI: A, Alors £a,,...,€a, sont indépendantes de § —
ko1 €a,- Dela méme fagon, les mesures aléatoires £a,, k # 7, £~ 5., £a,
sont fonctions mesurables de £ — £, qui est indépendante de {4, ce qui
démontre le corollaire. M

Corollaire 3.2.12 Soient A,,...,A, € B(R) tels que 0 ¢ A,,...,0 € A, et
sont deuz a deur disjoints. Alors les mesures aléatoires £'(Ar,-),..., € (An, ")

sont indépendantes.

Démonstration : Ceci résulte du fait que €'(A,-) est completement
définie par £4(-) et du corollaire précédent. &

Corollaire 3.2.13 La fonction \ définie dans la démonstration du théoréme
3.2.9 est une bimesure. :

Démonstration : C'est évident d’apres la définition de A,
A(A.B) = —log P{€'(A,B) = 0}
du fait que ¢’ est une bimesure, et du corollaire précédant. W

Théoréme 3.2.14 -

E(eitf,\(B)) = exp [/; eitz -1 Eé”(dx, B)] .
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Démonstration : Soit {A;} une partition du borélien A. Alors, si p =
max; diam(Ag), et T € Ay,

[éa(B) = D_24€'(Ax, B)| < p€'(A,B).
k

Du théoréme précédent nous savons que les variables aléatoires ¢'(A,B) sui-
vent une loi de Poisson de parameétre A(A,B) = —log P{¢'(A,B) = 0}, donc,
tenant compte de I'indépendance des variables aléatoires £'(Ax,B),

E(e*B)) = lirr(x) E(e* )N =x€(ArB)y = lirr(x)exp E (e'*=* — 1)A(Ax,B)| .
p— p—
k

Comme E(¢'(A,B)) = A(A,B), nous avons en effet
E(e+®)) = lim,_.o exp [Ti(e"™* — 1) E€'(A4,B)] =

= exp[f, €** — 1 E€'(dz,B)]. ®
Pour tout € > 0 définissons le sous-ensemble de IR
A.={relR: |x]|>¢}

Théoreme 3.2.15 I existe une mesure (non aléatoire) a €M, telle que,
pour tout BE B,

lim £a,(B) = {(B) - a(B).

Démonstration : La mesure £ — £a, n’a pas de masses ponctuelles de
valeur plus grande que ¢ en module. D’autre part, comme les mesures £a, et
& — £, sont concentrées sur des boréliens disjoints nous avons

l€a (B} + [€ — €4, I(B) = [€(B), Be€B,e>0,

donc la limite presque sire, 7(B) = lim._o |£a,}(B), existe, parce qu'il s’agit
d’une fonction croissante de ¢ qui est bornée par |€|(B).
De méme, pour ¢; < &3, BE B, on a aussi

a., 1(B) = [€a, I(B) + Ka., = &a,,I(B),

donc
lim KAH - EA.,‘(B) =0.

£1—0,60—0
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Alors supgep €., (C) — €a,,(C)| — 0, quand &y — 0,2 — 0. On a
donc démontré que pour Ce B fixé {€4,, (C)} est presque siirement une suite
de Cauchy pour toute suite &, — 0, donc la limite lim,_éa,(B) = ¢°(B)
existe (il est immédiat de vérifier que la limite est indépendante de la suite
£n convergeant vers zero). Donc, nous avons aussi ’existence de la limite

lim (¢ - é.)(B) = (€ — £°)(B).

Vérifions que £° est o-additive. L’application £° est évidemment additive,
donc pour démontrer la o-additivité il suffit de démontrer que pour toute
suite B, | 0 il se vérifie

lim [€%(B,)] = 0.
Choisissons une suite {€,} décroissante vers zéro. Donc, d’apres les pro-
priétés déja démontrées il s’ensuit que les suites {{a,  (B,)} sont de Cauchy
uniformément par rapport a n. Alors, étant donné § > 0, il existe my €N

tel que
m > mo = [€°(B,) — 4., (Ba)| <6, neN.

Alors
IE(Ba)] < 1€%(Bn) — €, (Ba)l + [a, (Ba)] < 8+ éa,,. (Ba)l,
donc
lim 1B < 6+ lim [Ea.,, (Ba)| =5
et, comme é est arbitraire, il s’ensuit
lim €%(B.)] =0,
ce qui démontre que £° est o-additive. De plus, pour tout Be& B,
€°1(B) < 4supgep [€°(C)| = 4supcep limeo [€a.(C)] <

< 4lim._o supecg {€a.(C)| € 4lim.o Ja,[(B) = 47(B) < oo.

Remarquons que nous pouvons démontrer que 7 est aussi une mesure de la
méme fagon dont nous avons démontré que £° est une mesure.

La mesure ¢ —£° n’a pas de masse ponctuelle, donc est presque sfirement
égale 3 la partie non aléatoire a parce qu’on a déja démontré que la partie
gaussienne est nulle. Alors nous avons

lim £a,(B) = £(B) = £(B) — a(B).
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Corollaire 3.2.16 £x, — £ — a presque sirement, quand € — 0, au sens
de la convergence vague des mesures.

Démonstration : En effet nous avons les convergences presque stires

€a.(B) — (£ -a)(B)
Kal(B) —  2(B)

pour tout B€ B, ou les ensembles de probabilité nulle dépendent du borélien
relativement compact B. Considérons sur S un anneau dénombrable D C B,
tel que tout BE B ait une couverture finie par des éléments de D de diameétre
plus petit que 6 > 0 arbitrairement choisi (un tel anneau existe cf. Kallen-
berg [26], page 3). Soit B® I’ensemble définit par 'union des éléments de cette
couverture et supposons que B est fermé. Comme D est dénombrable il existe
un ensemble de probabilité 1 od €5, (D) — (€ —a)(D) et [€a,|(D) — (D),
De D, indépendant de D. Prenons deux suites {6, } et {¢, } décroissantes vers
zéro et considérons la suite double {|£A¢m |(B®*)}. Dans la démonstration du
théroeme précédent nous avons prouvé que les suites {|¢a, [(B®*)} conver-
gent uniformément par rapport a n:

Veso Imgen m 2mo = sup [n(B%) — lta.,, (B™)] < e.
Par rapport 4 m nous avons
sup [Iea.,. [(B*) = €a.,|(B)] = sup {a,,,|(B* \B) = n(B™ \ B)
donc
Veso Jwen 1 2n0 = sup [[€a,,,|(B™) - [ea,,, |(B)] <ce.

Donc il s’ensuit que pour un ensemble de probabilité 1, qui dépend seulement
de Panneau D, il se vérifie que {4, |(B) — 5(B). De la méme fagon nous
déduisons la convergence presque sure £a, (B) — (£ —a)(B), ot ’ensemble
de probabilité 1 est indépendant de B. Alors, du théoréme 1.2.11 il s’ensuit
la convergence vague presque siire £, — £ — @, quand ¢ — 0. B

Corollaire 3.2.17 Pour tout Be B

E [ei‘"(B)l = exp [/(IIDO} el _ 1 E¢'(dz, B)| .
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Démonstration : Il suffit de remarquer
€a.I(B) = [ el '(dz,B),
le reste de la démonstration suit la démonstration du théoreme 3.2.14. B
Corollaire 3.2.18 [ —~af <7 < {¢].

Démonstration : L'inégalité [ — a| < 7 s’ensuit d’aprés le théoreme
1.1.16. D’apres la démonstration du théoréme précédent nous savons que
1(B) = lim,_g [€4,](B) et [a,[(B) < €](B), d’out il s’ensuit n(B) < [£[(B).
|

Remarquons qu’une mesure aléatoire est intégrable si et seulement si sa
variation totale est intégrable.

Théoreme 3.2.19 Supposons que la mesure aléatoire € soit intégrable.
Pour tout B€ B

/ 2| E¢(dz, B) < . (3.11)
{o<)=]<1}

Réciproquement, si la condition (3.11) est vérifiée alors la variable aléa-
toire réelle |6 — al(B) est presque sirement finie.

Démonstration : Condition nécessaire: Soit € > 0. Alors

/{edz(Sl} el €', B) < —/{lzbe} =1 {(d=, B) = Ea. (B),

donc
"dzx =l ! < ki =
ooy 1€ B = lim [ | € B) < lim (B = n(B),

d’ou il s’ensuit
B, ey P €162.)] < BB < BLED) < o

d’aprés Pintégrabilité de la mesure aléatoire.
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Condition suffisante: Nous avons, pour tout B€ B,

&B)= [

{o<iz|<1}

z £'(dz,B) + -/{|z|>1} z ¢'(dz, B).

La mesure alétoire définie par fj,51) = £'(dz,B) n’a qu'un nombre fini de
masses ponctuelles, donc sa variation totale n’est que la somme des valeurs
absolues de ces masses, donc forcément finie. De méme, nous pouvons con-
clure que la variation totale de la mesure définie par Sie<tzi<y  €'(dz, B) est
finie, pour tout ¢ > 0. Le théoréme de la convergence dominée implique

(dz,B) =i '(dz, B).
/{0<|r|51}x€( z,B) = lim z £'(dz,B)

>0 J{e<hi<1)

La suite des variations totales Jie<tzicny |zl €(dz, B) est croissante quand
€ | 0 et bornée. En fait

"(dz,B) < "(dz,B),
Sy, 1 €002:B) e €'(dz, B)

= Jiocteicay

et cette variable aléatoire est presque slirement finie car nous supposons
qu'elle est intégrable. Alors, le théoréme 1.2.11 nous permet de conclure que
les suites de mesures aléatoires

{/{E"dz‘sl}zf(dx,B)} et {/{MMSI} |x|§(dz,B)}

presque sirement vaguement convergentes pour toute suite ¢, } 0, et cette
limite est indépendant de la suite €, choisie. Alors, d’aprés le théoreme 1.1.16
il s’ensuit que la variation totale de la mesure aléatoire

/ z €'(dz,B) = lim z €'(dz, B)
fo<lal<1)

elo He<lz|<1}

est inférieur ou égale a
lim/ z| &'(dz.B =/ z| £'(dz,B) < oo p.s.
3 foquy 1€ BI= [ Il €ldnB) <o

d’aprés les hypothéses. B
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3.2.3 Formule de représentation de la fonction carac-
téristique
Nous pouvons finalement résumer tous les résultats des deux sections précé-

dentes et obtenir la formule de représentation de la fonction caractéristique
d’une mesure aléatoire a accroissements indépendants infiniment divisible.

Théoréme 3.2.20 Soit £ une mesure aléatoire & accroissements indépen-
dants intégrable. La mesure aléatoire € est infiniment divisible si et seulement
si sa fonction caractéristique est de la forme

E(e*/) = exp [iaf + sl }e"“” —1v(dz,ds)|, fe€C.(S), (3.12)
z|>0

ot a €M, et v est une bimesure non négative sur RxS, telle que v(-,B), B €
B, est mesure de Lévy sur R vérifiant

/ |z} v(dz, B) < 00, B€B.
{o<izi<1}

Pour démontrer cette formule il suffit de rassembler les résultats des deux
sections précédentes qui nous donnent les caractérisations des parties gaus-
sienne et poissonnienne pour obtenir la variation totale presque stirement
finie.

Quand on compare cette formule avec (3.7) on remarque que dans l'inté-

grale de (3.12) on devrait intégrer la fonction e=f() —1 — %%l Nous allons
démontrer que l'intégrale de %—i—’} par rapport & v est finie, donc, comme
il s’agit d’une fonction linéaire en f, peut s’additionner a la mesure non

aléatoire qui figurait dans (3.7) pour obtenir la mesure « de (3.12).

Corollaire 3.2.21 Pour toute bimesure v vérifiant les conditions du théo-
réme précédent

| zf(s)

{lzp>0} 1 + a2

Démonstration : Soit f €C.(S) et posons S; = supp(f). Comme v est non

négative

v(dz,ds)| < 0o, f € Ce(S).

Watsoy 553 vldz,ds)| < | fupop 523 v(dz, ds)] <

< W ey 122 ¥(dz,Sy).
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Comme f €C.(S), {|f|| < oo. D’autre part

|=| il =]
/{lzbo} 1422 vidz.5;) = /<o<|x|sl} 1422 v(dz, 5+ zi>1} 1 + 22 v(d=.5;).
Dans la seconde intégrale on intégre une fonction bornée sur le complemen-
taire, A,, d’un voisinage de zéro, et v(A;,S;) < oco. Pour la premiére
intégrale il suffit de remarquer que nous avons l'inégalité Tl_ﬂa- < |z, donc
d’aprés la condition d’intégrabilité vérifiée par la bimesure il s’ensuit que
cette intégrale est aussi finie. @






Chapitre 4

Principes d’invariance dans
L2[0,1]

Nous allons maintenant nous intéresser aux applications des mesures aléa-
toires a signe. Dans ce chapitre nous nous servirons des mesures aléatoires
pour déduire des convergences en loi dans I'espace L2[0,1]. Pour cela nous
ne considérerons que des mesures aléatoires a signe bornées. En effet ce
type de mesures aléatoires a des propriétés convenables qui nous perme-
ttront d'interpréter les mesures aléatoires comme des variables aléatoires
dans Pespace L2[0,1], selon une procédure qu’on expliquera plus tard. Cette
approche de la convergence en loi sur L2[0,1] nous permettra d’établir des
principes d’invariance faibles, c’est 4 dire des versions du théoreme de Donsker
(voir [3], par exemple), avec la convergence dans L?[0,1] au lieu de D[0,1].
L’utilisation des mesures aléatoires nous facilitera 1’étude de la compacité
relative des suites, réduisant cette étude a ’étude des propriétés de cer-
taines formes quadratiques sur IR¥, quand k¥ — oo. Il faut remarquer que
cette simplification n’est pas générale, mais spécifique du probléeme auquel on
s'intéresse. En fait, comme on le verra dans ce chapitre, les propriétés qu'on
arrive a établir dépendent beaucoup de la forme des éléments aléatoires que
nous définissons.

80
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4.1 Mesures aléatoires et espaces de Hilbert

Cette section est un résumé des résultats concernant ’introduction de topolo-
gies métrisables dans l'espace des mesures a signe bornées. Pour un exposé
plus complet de ce sujet nous renvoyons a Suquet [44], que nous suivrons ici.

Définition 4.1.1 Une fonction K:SxS—R est dite un noyau reproduisant
st
¢ V,ies, K(s,t) = K(t,3);

® YoenN Ya,,aneR Yoy, ones Loijo1 @igiK(si,s5) 2 0.

On sait qu’a un tel noyau nous pouvons associer un espace de Hilbert de
fonctions réelles sur S, que nous appellerons Hy, vérifiant

° VsESv K:(S,-) € HKv
L4 VJES V!Echv f(s) =< fv K:(sv ) >K

ol < -,- >x représente le produit scalaire de 1’espace de Hilbert Hx (Aron-
szajn [4]). Nous allons supposer en plus que cet espace de Hilbert Hy est
séparable. Cette propriété implique une forme particuliere pour le noyau
reproduisant K.

Théoréme 4.1.2 (Guilbart [15]) L’espace autoreproduisant Hx associé au
noyau reproduisant borné K est séparable si et seulement s’il ezxiste une suite
de fonctions {f,} telle que

o0
K(s,t) =) fa(s)fult),
n=0
ot la série converge simplement sur SxS. Alors les fonctions f, sont bornées
et la convergence est uniforme en s, pour tout t €S fizé.

Dans la suite nous supposerons de plus que le noyau reproduisant est
borné et mesurable. Le fait pour le noyau étre borné n’est pas indispensable
mais constitue une commodité technique.

Définissons alors I’application

p: My — Hg
po—= pp)s) = fs K(s,t) p(dt).
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D’aprés Suquet [44], page 10, cette application est injective. De plus, nous
pouvons écrire, tenant compte des hypotheses faites sur K et les fonctions

S
elp) =3 (/s fa dp) fu.

n=0
L’application ¢ nous permet d’exprimer le produit scalaire de Hx en
fonction d’une intégrale, si au moins un des éléments dont on calcule le
produit scalaire est dans o(M,) ([44], page 14):

Vsene Vues, < fro(w) >x= [ f dp. (4.1)

Remarquons que ['application ¢ est mesurable, donc ¢ permet d’inter-
préter une mesure aléatoire bornée comme une variable aléatoire a valeurs
dans ’espace de Hilbert Hy.

Evidemment, nous pourrions approfondir cette étude générale des liens
qui dérivent de la fonction ¢, mais nous allons nous arréter ici car nous avons
rappelé les résultats dont nous avons besoin.

4.2 Un noyau particulier et ’espace L%[0,1]

i

Etudions maintenant un cas particulier avec plus de détail. Supposons S
[0,1], et K(s,t) = 1 — max(s,t). Comme S est un espace compact, M; =
M_.. L’espace autoreproduisant Hy est de la forme

He={f(w) = [ o(t)dt,g € L7011 ),

et le produit scalaire sur He vérifie

1
<fpr o= [ d0g'( d, (42)
ou . .
Fw=[ gwd e fw= [ g0
Considérons ['application

¥: L0,1] — Hi
g < [ig(t)dt
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D’aprés les commentaires précédents on vérifie que cette application 1 définit
un isomorphisme isométrique entre L?[0,1] et Hx. Donc, nous pouvons
étudier des problemes de convergence de suites de variables aléatoires dans
L?[0,1] ou dans H, & notre convenance.

En rappelant les résultats de la section précédente et en calculant les
expressions pour le cas particulier présent, nous obtenons pour la fonction
@ une expression simple. D’abord remarquons que nous pouvons écrire le
noyau de la fagon suivante

1 1
K(s,t) = /0 oy () Ky () du = / Tpey(w) du.

Alors, pour toute mesure p sur [0,1]

oo = [ Kls, 0y utd) = [ [ Tafo) du ptdt) =
/’1 /: Tjo,.)(t) p(dt) du = /’1 ©[0,u] du.

De plus, en supposant f(u) = [} g(t) dt, ¢ €L?0,1] (donc f €Hg), pour
toute mesure g, d’aprés (4.2)

< fiop) >x= /01 9{u)pu[0, u) du = /01 f(2) p(dt).

ce qui peut étre déduit tenant compte de (4.1) ou en utilisant la formule
d’intégration par parties pour les intégrales de Stieltjes.
Considérons maintenant une suite de variables aléatoires réelles {X,} et
définissons la mesure aléatoire
1 n
bn=—=) Xibs.
\/E i=1 "
Tenant compte des applications ¢ et ¢ cette mesure aléatoire peut étre in-
terprétée comme une variable aléatoire & valeurs dans Hx ou dans L%{0,1].

Comme variable aléatoire & valeurs dans L2[0,1] la mesure aléatoire £, est
interprétée comme

- 1 1
¥ ltp(fn)('u,) = _671[01 u] = —.ﬁggu Xi= ‘—\/—5 S[nu]y
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ol Sk représente la somme X, +- - - +X, et [z] représente le plus grand entier
plus petit ou égale & z. Donc, la mesure aléatoire £, interprétée comme
variable aléatoire a valeurs dans LZ[0,1] est, & un signe pres, la fonction
intervenant dans le théoréme de Donsker. Pour cette raison nous appellerons
la mesure aléatoire £,, eventuellement divisée par une constante, la mesure
aléatoire de Donsker.

4.3 Compacité relative en loi de {£,[0,u]} dans
L?[0,1]

Considérons les fonctions
gn(u) = cos[(n + %)wu], neN
et les nombres réels
A= ((n+5)m)% nel.

Alors les fonctions v/A,.g, forment une base orthonormée de 'espace L?[0,1]
telle que

o
K(s,t) = Z /\ngn(s)gn(t)

n=0
et la série converge uniformément. De plus, remarquons que la série 3,72, An
converge. Il est possible de choisir une base orthonormale de I’espace au-
toreproduisant Hx constituée par des fonctions de la forme G, = VAign
(évidemment cette base ne correspond pas a la base {\/A.g.} de L?[0,1] par
Pisomorphisme 1, mais le choix de la base {G,} simplifie beaucoup les calculs
que Von va effectuer).

Théoréme 4.3.1 Supposons que les variables aléatoires réelles {X,} véri-
fient la condition

k}ijE(x? ZZ [E(X:X;)| = O(n) (4.3)
=1

=2 j=1

Alors la suite {7‘;5[,.,‘]} est faiblement relativement compacte dans L2[0,1].
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Démonstration : Pour démontrer la compacité relative faible de la suite
{7‘:5[,.,‘]} nous allons utiliser la mesure aléatoire de Donsker comme une
variable aléatoire & valeurs dans Hg. Alors, d'aprés Parthasarathy [38], page
154, il suffit de démontrer

[im sup RN(F)P,(dF) =0, (4.4)
N—oo neN JHe
ot Ry{F) = Y2n < F,Gi >% et ol P, est la loi de probabilité de

£, interprétée comme variable aléatoire a valeurs dans Hg, tenant compte
de l'isomorphisme entre les espaces de Hilbert He et L?{0,1]. En calculant
I'intégrale dans (4.4) nous obtenons

/ Rn(F) P,,(dF):/ fj < F,G; > P,(dF) =

He =N
E(Y < i6).C >x)‘E[Z (] Gitw &uldu))] =
|_.N =N
i ) VP
Z ;[Z (g‘ )g' Xle))] - Z gtnF Gin»
=N kl=t =N

ou g, = (gi(2),---,9:(1)) et T, = (E(XiX,));;=y,.. > Qui coincide avec
la matrice des covariances des variables aléatoires X,,...,X, si elles sont
centrées. Posons O, = ¢!, ['.gin. Alors, en remarquant que ||§inlle < 1, nous
avons

n n i1
On's max T2 < 3 BIXD +230 % [BOGX)
Flloo k= =2 j=1

Donc, d’aprés la condition (4.3) il s’ensuit O, = O(n). Cela veut dire qu’il
existe une constante L > 0 telle que O, < nL, n €N. Alors

> %gf,.l“nﬁ;n <L N
=N " i=N

et cette série converge vers zéro quand N — oo car la série )02, An est
convergente. Donc la suite {7':3[,.,,]} est faiblement relativement compacte
dans L?[0,1]. ®

La condition (4.3) nous permet de trouver des conditions plus simples
dans des cas particuliers.
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Corollaire 4.3.2 Supposons que les variables aléatoires X, sotent station-
naires et vérifient

é IE(XoXy)| < oo.

Alors la suite {ﬁ—S{,W]} est faiblement relativement compacte dans L2[0,1].
Démonstration : Dans ce cas
Thar E(XD) + 2T, Ti5 [E(XXG)| =
= nE(X$) + 25321 (n — B)[E(XoX)| <
< nE(X3) + 20 Ti0 [E(XoXi)| <
< 20 7o [E(XoXi)l;

donc la condition (4.3) est vérifiée et la compacité relative faible s’ensuit
d’aprés le théoréme précédent. B

Remarquons que cette condition est utilisée par Billingsley [5] pour dé-
duire un principe d’invariance dans l'espace D{0,1], en supposant aussi la
stationnarité et, en plus, une condition de mélangeance plus forte que celle
dont nous aurons besoin plus tard.

Considérons maintenant la condition

sup ~E(S2) < oo. (4.5)
neN 71
Cette condition n’est pas trop forte quand on s’intéresse aux principes d’inva-
riance. En effet, en étudiant ce type de problémes il est habituel de supposer
la convergence de la suite 2E(S?), donc la condition (4.5) est verifiée a for-
tiori. Cette condition nous permet d’énoncer quelques simplifications du
théoréme précédent.

Corollaire 4.3.3 Supposons que les variables aléatoires { X, } vérifient (4.5).
Alors, si au moins une des conditions suivantes est vérifie

1. E(Xle) >0, k,lelN;

2. les variables X,, sont non correllées et les moyennes sont non négatives,
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la suite {VI;S[,.u)} est faiblement relativement compacte dans L?[0,1].

Démonstration : 1. Dans ce cas on vérifie facilement

£ robeagy e

k=1

X;)| = E(S3),

i (V]T'

donc, tenant compte de (4.5), il s’ensuit que les variables aléatoires {X,}
vérifient (4.3), d’otl la compacité relative faible de {71,15[,.,,]} dans L2[0,1].
2. Si les X, sont non correllées, alors

) EX,,)+>Z£ [E(X.X,)| = E(S2),
k=1 i=2 =1

donc, la compacité relative faible de {X,} dans L?[0,1] s’ensuit comme dans
le cas précédent. W

Remarquons que, en général, la condition (4.5) semble ne pas étre suffi-
sante pour déduire la compacité relative faible. La raison pour laquelle cette
condition n’est pas suffisante est liée au fait que E(S?) ne tient compte que
des covariances des variables {X,}, tandis que, pour déduire la compacité
relative faible de {7155[,,.,]} il est nécessaire d’avoir des conditions sur les
valeurs absolues des covariances.

Finalement nous présentons une condition suffisante pour la compacité
relative faible en faisant des hypothéses sur les valeurs propres des matrices
de covariances [',,.

Théoréme 4.3.4 Soit A, la plus grande valeur propre de I',,. Supposons
vérifiée la condition ({.5) et

L. infoen 2E(S?) > 0;

2. il existe A > 0 tel que sup, ¢y An <A
Alors la suite {J=Sny} est faiblement relativement compacte dans L3[0,1).

Démonstration : Nous reprenons ['idée de la démonstration du théore-
me 4.3.1. Nous pouvons majorer 'intégrale de (4.4) par

had ’\i ¢ -
Z — max Z [af.

S n tlest
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Nous allons démontrer que dans les conditions de ce théoreme la quantité
MaXjjz|j.<1 & TnZ est comparable avec E(S?) = u'T,u, u' = (1,...,1). Soit
¢ > 0 fixé. Pour tout n €N la longueur du plus petit demi-axe de '’hyper-
ellipsoide #'T',# = cu'l'»u est donné par

\/cu‘I',.u /cu‘I‘nu
> .
A, T A

Si Phyper-cube ||z} < 1 est contenu dans cet hyper-ellipsoide alors le maxi-
mum de la fonction #T',% pour ||Z{{c < 1 est inférieur ou égal 4 cu'T,u. Pour
avoir Pinclusion il suffit d’avoir

t
cu'lu
A" >n,

pour tout n €N. Pour accomplir cette condition il suffit de choisir la cons-
tante c telle que

1 1 ulTpu 1 1 2
< = = — -
c— A rileltf\l n A 'irellf“ "E(Sn)
Alors
x A, - 2
— max T,z < Z —E(S;) <
S5 n s =N T
sup —E(S2) 3" X,
neN =N

ce qui converge vers zéro, d’apres le choix des constantes A;. Donc, nous
avons bien la compacité relative faible de { 7‘:5’[,“,]} dans L2[0,1]. m

Remarquons que comme [, est une matrice symétrique et définie posi-
tive, les valeurs propres de ', sont toutes réelles et positives. De plus, les
conditions de ce théoréme semblent ne pas étre, en général, comparables avec
la condition (4.3).

La condition sup,¢n An < oo implique P’existence d’une certaine régularité
dans la distribution des vecteurs aléatoires (X1, ..., Xn), pour n €N. En fait,
sisup,en An = 00, cela signifierait que quand n — oo, il existe une direction
dans IR telle que la variance de la projection sur le sous-espace determiné
par cette direction est croissante et la suite des variances converge vers +oo.
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Donc, pour n suffisamment grand, la distribution des variables aléatoires de-
vient de plus en plus chaotique. Evidemment, si nous voulons démontrer un
résultat de compacité relative on doit s’attendre a une certaine régularité.

La condition sup A, < oo n’est pas facilement vérifiable. Tenant compte
des liens entre les valeurs propres d’une matrice et les éléments définissant
la matrice nous pouvons réduire cette condition & une autre plus facilement
utilisable.

Corollaire 4.3.5 Supposons que les variables aléatoires vérifient la condi-
tion (4.5) et

1. infoen LE(S?) > 0,
2. supien Ljoy |E(XiXj)| < 0.
Alors la suite {71;.5'[,,,,]} est faiblement relativement compacte dans L?[0,1].

Démonstration : En utilisant les majorations par des disques de Gersh-
gorin (Fréberg [11], page 52, par exemple) pour les valeurs propres nous
obtenons

An < max ,Z=:1 [E(X:X;)]

donc

SUPnen An < SUPLen MaXigicn Lo [E(XiX))| =

supien Ljo1 IB(XiX;)] < oo,
d’ou il s’ensuit la compacité relative faible de la suite {7155[,1“]} dans L?[0,1].
]

Remarquons que pour déduire les résultats de compacité relative nous
n’avons pas posé d’hypothese sur les moyennes des variables aléatoires. En
effet, il n’est pas nécessaire d’imposer que les espérances soient nulles car
elles n’interviennent qu’indirectement dans les calculs.

4.4 Principes d’invariance faibles

Dans cette section nous supposerons que les variables aléatoires X, sont
centrées, E(.X, ) = 0, pour tout n €lN, et

lim %E(S},) =0?>0. (4.6)

= OO
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Soit W une version du mouvement brownien a valeurs dans L?[0,1]. Nous
allons étudier la convergence en loi dans L*[0,1] de la suite {;0=Spny} vers
W. A cause de la normalisation éffectuée nous considérerons, au cours de
cette section, comme mesure aléatoire de Donsker

1 n

Evidemment, tous les résultats de la section précédente restent vrais, car le
fait de diviser par o ne change pas les convergences vers zéro démontrées.

Pour démontrer la convergence en loi dans L2[0,1] on doit, comme il s’agit
d’un espace de Hilbert, démontrer la compacité relative faible de la suite et
prouver la convergence de la suite des fonctions caractéristiques. En ce qui
concerne la caractérisation de la compacité relative faible nous pouvons nous
appuyer sur les résultats de la section précédente. Calculons maintenant
la fonction caractéristique de €,[0,u], cest & dire, la mesure aléatoire de
Donsker comme variable aléatoire & valeurs dans L%[0,1)

Vserpy E(e<H >y = Bl Jy Senloudduy _ i fy Flu)entdu)y

on F(u) = [} f(t)dt, d’apres les propriétés rappelées dans la premiere section
de ce chapitre. Or

/ flu) & (du) = ZF

t—l

donc, la fonction caractéristique dépend des valeurs de la fonction F dans
certains points déterminés et pas du comportement global de la fonction.
Ce fait rend impossible de démontrer directement cette convergence dans
le cas général. Néamoins, dans le cas particulier de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi il est possible faire cette démonstration directe-

ment [24]. Alors, pour démontrer la convergence en loi #S{M]LW dans
L2[0,1], nous allons prouver la convergence en loi des distributions marginales

(£nl0,21)s -+ a0 uk) — (W (1), ..., Wi(w)),

pour tout choix w,...,ux €[0,1] et & €N.



CHAPITRE 4. PRINCIPES D’INVARIANCE DANS L%[0,1] 91

Si nous supposons que les variables aléatoires réelles X, vérifient le théo-
réme central limite, alors, tenant compte de la condition (4.6), on déduit
immeédiatement la convergence en loi des marges de dimension un,

1 d
f,.[O,u] = mS[nul——DW(u), u e [O, 1]
Maintenant, pour déduire la convergence en loi des distributions marginales
de dimension plus grande que un nous avons besoin de quelques conditions
de plus. D’abord introduisons les coefficients de mélangeance suivants:

sup{[P(ANB) —-P(A)P(B)|, A€ o(X;, 1 Si<m),
(k) = Beo(X;,m+k<i<n)i<m<n-k}
0 k>n,

et
a(k) = sup a,(k), k€N
n€EN
Définition 4.4.1 Une suite de variables aléatoires {X,} est a-mélangeante
st im0 a(k) = 0.

Théoréme 4.4.2 Supposons que la suite des variables aléatoires réelles {X,.}
en plus des propriétés déja supposées, vérifie le théoréme central limite, est
a-mélangeante et

sup {lE(Smﬂ —S5n)?} < . (4.7)
mneN 7

Alors, pour tout choizr de k €N et uy,...,u, € [0,1]

(fn[ovul]v e sfn[ov uk])_d"(W(ul)v sty W(uk))

Démonstration : Nous allons suivre Herrndorf [19] pour démontrer cette
convergence. D’apres le théoreme de Prokhorov et du fait que les distribu-
tions marginales de dimension un sont faiblement relativement compactes on
déduit immédiatement que P’ensemble {{£.[0,%1],...,&.[0,us]), n € N} est
faiblement relativement compact. En fait, étant donné £ > 0, il existe des
compacts K; de R tels que

P(£a[0,w] € K;) <

b

x| m

k=1,...
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donc, en posant A = I} x --- x K§, nous avons
k
P((&a[0, w1, ..., &[0, wi]) € K) <7 P60, u] € Ki) <.

i=1

Alors, la suite {(.[0,w1],...,£x]0,us])} a une sous-suite convergente en loi
vers une loi de probabilité Q sur IR*. Désignons par 7; la projection associée
a la coordonnée u;, et choisissons une suite {r,} de réels non négatifs telle
que r, — 0 et nr, — oco. Du fait que nous avons les convergences en loi
des distributions marginales de dimension un il s’ensuit que Q! est une loi
de probabilité normale centrée et de variance u;. D’autre part

E(&[0,u;i + 7a] ~ £a[0,wi])? = 5 E(Sprultinralts — Staud)’ =

“:’%:z nr:i+zE(S[m"i]+[""n]+z - S[ﬂui])27

ol z prend les valeurs 0 ou 1 de fagon que [nu; + nr,] = [nu] + [nry] + 2.
D’apreés (4.7),

WE(S[nulH[nr"]-f-z - S[nu‘] )2

est borné. Comme, d’apres le choix de la suite {r,}, L'%'il:—z —+ 0 nous
obtenons
E(&,.0,u; + 1] — {n[O,u;])2 — 0.

Alors, il s’ensuit que Q(7,, 72 — 7q,..., 7 — Tk~ )~ " est la limite en loi d’une
sous-suite de

{(&a[0, 1), £a[0, ug] = £x[0, w1 + 70l £n[0, uk] — £a[0, uk—s + 1))}
Considérons Ay, A; des boréliens de {0,1]. Alors
1Q(m1, ™5 — 1) (Ar X A2) — QA1) Q(mz — m) TN (Ag)] =
limy oo [P(£a[0, 1] € A1, &a[0, ta] = €a[0, w1y + 74] € As)-
—P(£a[0, 1] € A1)P (&[0, up] — £a[0, s + 7] € A2) <

< liMpase ag{[nra] + 2) limpeo affnr,] +2) =0,
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en remarquant que
{fn[O,Ul] € Ax} €o(X;,1 << [nul])

et
{6al0, ua] = £al0,u1 + o] € A2} € 0(Xi, [nuy + nra] <0 < [nuy)),

donc les applications 7, et 3 — 7, sont indépendantes par rapport a la loi de
probabilité Q. De la méme facon on déduit que les applications my, 7y —
1,y — Tr-1 sont indépendantes par rapport a la loi de probabilité
Q. Alors il s’ensuit que Q est la loi de probabilité du vecteur aléatoire
(W(ul)a LR W(uk)) L]

Maintenant nous disposons de tous les résultats dont nous avons besoin
pour démontrer des principes d’invariance. En fait nous avons résolu les deux
problémes qui se pose quand on essaye de démontrer des résultats de conver-
gence en loi dans un espace de Hilbert. Il suffit maintenant de rassembler les
conditions de facon convenable.

Théoréme 4.4.3 Supposons que les variables aléatoires réelles {X,} sont
centrées et vérifient la condition (4.6), le théoréme central limite, sont a-
mélangeantes et satisfont au moins une des conditions suivantes:

1. les conditions (4.3) et (4.7);

2. la condition ({.7) et sont non correllées;

3. BE(X X)) >0, k1 eN et ({.7);

4. les variables aléatoires sont stationnaires et vérifient la condition

o0

Y [E(XoXy)| < co.

k=0
Alors la suite {#S{nu]} converge en loi vers W dans L2[0,1].

Démonstration : Les résultats sont immédiats au vu du théoreme 4.4.2
et du théoreme 4.3.1 et ses corollaires. @

Comme corollaire de ce théoréme nous déduisons un résultat de conver-
gence concernant les intégrales stochastiques.
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Corollaire 4.4.4 Supposons vérifiées les conditions du théoréme précédent.
Soit f €Hy, alors

1 & 1.4 1
X.f(2 / W (du).
2 Kl ()5 [ F) Wid)
Démonstration : D'apres les hypothéses nous déduisons la convergence

1 d
——=S5 w
0'\/’;7._ [nu]—
dans L%[0,1]. Alors, les fonctions caractéristiques correspondantes conver-
gent, soit

E(ei<9v€n[0yu]>) N E(ei<g,w>)’

pour g €L2[0,1], et oll < .,- > représente le produit scalaire dans L?[0,1].
D’aprés l'isométrie ¢ entre L2[0,1) et Hx et le plongement ¢ de l'espace
des mesures sur S dans Hy, et ses propriétés, il s’ensuit, en posant f(u) =

s 9(t) dt,

1 1
< 9,6a00,u] >=< f, / Eal0.u] dt Sx=< f,p(€n) = /0 F(u) €(du).

En rappelant l'expression de la mesure aléatoire de Donsker, nous obtenons

[ = 223 %)

r'l

D’autre part

<o W= [ feWdi= [ fu) Wid),

d’apres les liens entre les fonctions f et ¢, et en utilisant les propriétés
élémentaires de 'intégrale stochastique (voir Hida [20]). Alors, la conver-
gence des fonctions caractéristiques démontre le résultat énoncé. B

Nous pouvons encore modifier les conditions du théoréme précédent en
profitant du fait que les variables aléatoires sont supposées a-mélangeantes
pour déduire que les variables vérifient le théoréme central limite. Pour cela
introduisons la condition :

su ElSmin — Sml?**) < oo, 4.8
508 (FeEiSman = S ) «8)
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pour € > 0 fixé. Cette condition est plus forte que la condition (4.7). En
fait, en utilisant I'inégalité de Holder,

LE(Smin = Sn)? < [B|S2tgzn o]zl <
(FREISmin = Sml**e) 5.

Nous énoncons seulement la modification du théoréme précédent corres-
pondant a la condition 1, les autres s’obtenant de fagon évidente.

Théoréme 4.4.5 Supposons que les variables aléatoires réelles {X,} soient
centrées, vérifient les conditions (4.3), (4.6), (4.8),

sup E(X,X,,) < oo, (4.9)

k=0 lH-m|>k

et soient a-mélangeantes. Alors la suite { 1=S[uy} converge en loi vers W

dans L2[0,1].

Démonstration : Les conditions (4.6), (4.8), (4.9) et le fait que les
variables sont a-mélangeantes nous permet de conclure que les variables
aléatoires {X,} vérifient le théoréme central limite, d'aprés [48], corollaire
2.1. Comme la condition (4.8) implique (4.7) les conditions du théoreme
4.4.2 sont remplies. Finalement (4.3) nous assure la compacité relative faible
de la suite. Donc, la convergence s’ensuit. W

Il est intéressant de remarquer le cas particulier ol les variables aléatoires
{X,.} sont supposées non correllées. En fait, dans ce cas la condition (4.9)
est trivialement vérifiée:

3. sup E(XiXn) = E(X]).
k=0 H-mi2k

Nous pouvons donc énoncer

Corollaire 4.4.6 Supposons que les variables aléatoires réelles { X, } sotent
centrées, vérifient les conditions (4.6}, (4.8), soient a-mélangeantes et non
correllées. Alors la suite {‘-’7';5[,,,,]} converge en loi vers W dans L2[0,1].
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Remarquons qu’au cours de ce chapitre nous n’avons jamais posé de condi-
tion sur les coefficients de mélangeance, sauf la a-mélangeance, pour déduire
des principes d’invariance dans L2[0,1], ce qui est trés habituel dans D[0,1], cf.
Herrndosf [19] ou Peligrad [39], par exemple. Evidemment nous pouvons con-
tinuer a profiter des hypothéses de mélangeance (éventuellement autres types
de mélangeance) pour déduire des principes d’invariance, mais la procédure
est toujours pareille a celle que nous avons utilisé ici, donc nous n’énoncerons
pas ces résultats.






Chapitre 5

Estimation d’un noyau de
transition

Nous allons maintenant entreprendre une étude un peu différente de ce que
nous avons fait jusqu'a présent. En effet, si dans les chapitres précédents
nous nous sommes intéressé aux aspects théoriques des mesures aléatoires,
dans ce chapitre nous envisagerons des applications a la statistique des me-
sures aléatoires, en utilisant seulement les mesures aléatoires non négatives.
Ce qui nous intéressera au cours de ce chapitre sera 1’étude d’un estimateur
d’un noyau de transition pour des mesures aléatoires non négatives. Notre ap-
proche du probleme nous donnera un regard général sur quelques problemes
d’estimation qui semblent étre différents: l'estimation de la densité, de la
régression, de la distribution locale d’un processus chromatique [32], d’une
mesure aléatoire composite [43] ou des lois de Palm d’une mesure aléatoire
[34]. La parenté de tous ces problémes, qui parait liée aux techniques utilisées
pour les résoudre, par exemple régressogramme ou noyau, provient plus pro-
fondément du fait qu’il s’agit, dans la plupart des cas, d’estimer des densités
de Radon-Nikodym. Cette approche générale des problémes référés clarifie
quelques conditions de convergence des estimateurs utilisés classiquement.
En outre, elle nous permet d’envisager I’étude de problémes de convergence
des processus empiriques associés a 'estimateur de facon plus commode.
Cette méthode a été utilisé par Jacob, Mendes-Lopes {23] pour I'étude de
Pestimateur d’un noyau de transition particulier olt on s’intéressait au cas de
mesures aléatoires a densité. Ce cas se ramenait alors a I'étude de densités
aléatoires. Dans cet exposé nous nous intéresserons a I’étude de mesures

97
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aléatoires non négatives générales, donc, qui n’ont pas nécessairement une
densité (aléatoire) par rapport a une mesure fixée (habituellement la mesure
de Lebesgue sur IR?). Comme on le remarquera plus tard, le fait de considérer
les mesures aléatoires non négatives générales change la nature du probléme
et des résultats.

Nous commencerons ce chapitre en référant quelques résultats généraux
pour variables aléatoires réelles positives, qui nous permettrons d’établir les
convergences des estimateurs que 'on envisage. Dans un premier temps
nous nous intéresserons a l'estimateur du type régressogramme, pour lequel
nous établirons des résultats de convergence presque complete uniforme. De
plus, nous établirons des conditions pour la convergence des lois de dimen-
sion finie du processus empirique associé a 'estimateur. Ensuite nous nous
intéresserons a l'estimateur du type noyau, pour lequel nous établirons des
résultats du méme type.

5.1 Résultats préliminaires
Nous allons reprendre quelques résultats généraux pour variables aléatoires
réelles positives qui nous aideront plus tard pour I'étude de la convergence

des estimateurs.

Théoréme 5.1.1 Soient X et Y des variables aléatoires réelles positives et
€ €(0,1). Alors

X ~1>evyc{ix —1> oy -11> £}
Démonstration : Soit 6 > 0. Alors
{IX=1>eY}={X-1]> Y|V = 1| < JU{IX — 1] > &Y, |Y - 1| > 6}.
SilY —1]<éalorsY >1 -6, et donc
{IX=1]>Y}C{IX=-1]>c(1 =8 u{lY —1] = 6}.

Si nous posons (1 — §) = 6, il s’ensuit § = % > §, car € € (0,1), donc

(VIR

(IX Y| ><¥} € {1.\'-1| > }U{lY—-1|>-;—}.l
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Théoréme 5.1.2 Soient X et Y des variables aléatoires réelles positives et
intégrables. Pour ¢ > 0 suffisamment petit il se vérifie

A ¢ E(Y) U Y Us & E(Y)
7epc 7 1E(X) EWY‘>ZﬁYﬁ'
Démonstration : Posons a = %(_,\%’ alors
¥ -2l -
s cal = X Y
“7ﬁf_l°%”ﬂmm‘mn
Y
> eaE(Y) C
SR A
2 E(Y) E(Y) 2 E(Y)
X ca Y . Ea
{lecer - >T}“{\m" -5}
d’apres le théoreme précédent. W

Nous démontrons ensuite une inégalité du type Bernstein-Fréchet, en
posant des hypothéses sur les moments non centrés.

X E(X)
Y EY)

X
E(X)

X EX)
Y T EY)

Y
>”mn}c

Théoréme 5.1.3 Soit X une variable aléatoire réelle ayant des moments
de tout ordre. De plus, supposons que

o Vis2 E(|X]F) < M2 E(X?).
Alors

l"‘ nu?
IS X _EX)Y>u) <2 —— .
P('ng X: - E(X) _u) < exp( 4E(X2)+2Mu> , (5.1)

ou X1,...,X, sont des copies indépendantes de X et u > 0.
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Démonstration : Pour |¢] < M~! nous pouvons écrire

e~ ENE(etX) = ¢ BX) (1 +B(X) + TR, HE(X*)) <

< e~tE(X) (1 +tE(X)+ T2, Mk—2|t|'=E(X2)) <

2 2
< o~ E(X) B0+ T30 ! _

tZ%)ﬂ!
=e 1=[ejM

Comme les copies X,, ..., X, de X sont indépendantes il s’ensuit, pour tout
t>0,

E [/, Xm0 - [E (et (ST

Considérons ¢ > 0 et t € (0, M™1). Alors, I'inégalité de Chebyshev nous
permet de déduire

n E er(zl Xx;-nE{X))
P (Z Xi—nE(X) 2 ¢ "E(-\’z)> S ——Eem S

=1
nt E{X
< exp '1_|z(|TTl — ety /nB(X?)) .
(5.2)
_ e . nE(X?)
Posons ¢t = Pt alors ¢ = Y@ Du fait que ¢ > 0 il
sensuit ¢t < M1, donc les inégalités déduites sont vraies pour ce choix

de t. L’inégalité (5.2) peut s'écrire, pour ce choix de £,

(Z X; — nE(X) > ey/nE( W)) < exp (~5t/nE(X?)) =
=e (_ 2 /nE(X?) )
TP\ T TAE X r2eM )
En posant u = ¢,/nE(X?), cette inégalité s’écrit

n U2
X — X)>ul < — ]
P(Z X; —nE(X) _u) _exp( 4nE(X2)+2Mu)

=1
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Maintenant, en écrivant cette expression avec nu au lieu de u et en divisant
par n 'expression qui définit I’ensemble dont nous voulons calculer la proba-
bilité nous obtenons I'inégalité

P(LY Xi~E(X)2u) <e L
n& Y g 4E(X?) + 2Mu )’

En raisonnant de la méme fagon pour E(X) — 1 ¥°; X; nous obtenons une
inégalité équivalente, d’ou il s’ensuit (5.1), ce qui démontre le théoreme. B

5.2 L’approche générale de ’estimation d’un
noyau de transition

Nous allons vérifier que nous pouvons réduire quelques problemes d’estima-
tion au méme cadre général que nous étudierons ensuite.
Considérons une mesure aléatoire non négative .

o Supposons E(((S))< oc. Les probabilités de Palm de ¢ forment un
noyau de transition {@Q,(T) : s € S,T borélien vague de M.} tel que

E(((B)Iiery) = | Qul) E()(ds), BeB.

L’estimation de Q,(T), s € D € B a été étudiée dans [34]. Posons
£ =(, n(B) = ((B)Iyery et ¢ = E(n), v = E(£). Alors on vérifie
facilement que Q,(T') = 5—‘5(5) v-presque partout.

o Supposons que S=S'xIR, ot S’ est un espace métrique séparable, com-
plet et localement compact, et que E({(S))< oo. La distribution locale
moyenne de la mesure aléatoire composite ( est le noyau de transition

{¢°(B) : s € ', B € B(IR) borné} tel que
E(((AxB)) = [ ¢'(B)E()ds x R), A € B(S).
L’estimation de ¢*(B).s € D € B(S’) est faite dans [32] et [43]. Posons

£(A) = C(AxIR), 5(A) = C(AxB) et p = E(n), v = E(€). Il est facile

de vérifier que ¢*(B) = Z—:‘(s) v-presque partout.
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e Soit Y une variable aléatoire positive intégrable et X une variable
aléatoire a valeurs dans S. Nous pouvons nous intéresser a 1’étude de
E(Y|X = s), s € D € B. Posons {(B) = Iixepy, n(B) = Y{x¢p) et
u=E(n), v =E(£). Alors

B (Trem 300) = [[ %(e) tds) = [, de) = u(B) = B¥ Tixemy),

donc %(s) = E(Y|X = s) v-presque partout.

Nous avons donc réduit ces trois problemes d’estimation au probleme
plus général de I'estimation de %, ou u et v sont les mesures moyennes de
deux mesures aléatoires non négatives n et £, respectivement. Nous pouvons
donc faire une étude générale de ces problemes d’estimation en utilisant des
estimateurs du type régressogramme ou, dans le cas S=IR?, des estimateurs
du type noyau.

5.3 Estimateurs du type régressogramme

Dans l'espace S considérons une suite de partitions {II; }ren telle que

o Il C B pour tout k£ €N;
o II;,; est un raffinement de Il;

e pour tout k fixé, chaque élément de B ne rencontre qu’un nombre fini
d’éléments de I

o lim;_.. 8x(B) = 0, pour tout B€ B, ot

61(B) = sup {diam(I),I € 14, I NB # 8}.

Si nous fixons un point s dans S, pour chaque k¥ €N, il existe un unique
élément de la partition II; qui contient s. Désignons cet élément par I(s).
Evidemment limy_,, diam{I¢(s)) = 0.

Définissons les fonctions gi par

it i v(Ik(s)) > 0
gils) =
0 si v{Ix(s)) = 0.
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Alors, d’aprés un résultat classique de la théorie des martingales, nous savons
que la suite {g; } converge vers d“ v-presque partout. De plus, si nous choisis-
sons une version continue de % 2, f, sur un borélien borné B, la convergence
de la suite {gi} vers f est uniforme sur B. Evidemment, du point de vue
pratique, les fonctions g, ne servent pas comme estimateurs, car en général
nous ne connaissons pas les mesures g et v. Il nous intéresse d’étudier un
estimateur construit a partir d’un échantillon du couple (7, £).

Soit ((711,51) (nn,ﬁn)) un échantillon du couple (n,£). Posons 7, =

iyt n &= ., & et définissons les estimateurs
1) < Talles))
£.(Ik(s))

ot les indices k£ dépendent de n de facon a expliciter plus tard pour obtenir
les convergences voulues.

On remarque tout de suite que les estimateurs f, correspondent aux esti-
mateurs des lois de Palm d'une mesure aléatoire étudiés par Niéré [34], d’une
mesure aléatoire composite étudié par Saleh [43], de la distribution locale
d’un processus chromatique étudié par Mendes-Lopes [32], et du régresso-
gramme, selon le cas particulier choisi, d’aprés la section précédente.

Nous voulons établir la convergence de la suite {f,} vers le noyau de
transition f = %£. Pour cela nous allons étudier la convergence de

'fn(s) - gk(s)l

vers zéro, en choisissant de fagon correcte les indices k. Nous allons essayer de
démontrer la convergence presque compléte de f, vers le noyau de transition.
Remarquons que, d'apres le théoreme 5.1.2, pour ¢ > 0 suffisamment

petit,
Talli(s))  pU(s)) }
L) ] ¢S ©
_ ¢ v(1i(s)) &alIi(s)) £ V(Ik(s))}
C{ ‘>4u(1k<s>)}u{ V(Tx(5)) ll 1a(Tx(s))
={|m(1k<s ) = ()] > o msn} {Iznuk(s))—uuk(s))l>

{Ifa(s) —gu(s)| > c} = {

Ta(k(s))
w(1r(s))

4 p(I(s))”

(v(1x(s)))?

i
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donc, en applicant le théoréme 5.1.3, nous obtenons I'inégalité

P{{fa(s) —g(s)| > ¢} <

(»UF(:)))’ 5.3
< 2exp (—413'(_:71:'1’((1 k)(;)) ) +2exp | - Ef:’(t‘;( 5 ) o
= = DYy D) L oar
1z al (v(l?(-)))
k(e)

dés que nous supposons qu'’il existe une constante M > 0 telle que pour tout
k > 2, se vérifie

[
t

E(n*(1)) S M* K E(n*(I)), I€B
(5.4)
E(5 (D)) < M*2RVE(EX(I)), 1€ B.

Pour pouvoir démontrer la convergence presque compléte de P'estimateur
nous avons besoin d’améliorer l'inégalité (5.3). Pour cela il nous faudra
imposer quelques conditions supplémentaires.

Démontrons d’abord quelques propriétés qui nous permettrons de choisir
des conditions d’une fagon naturelle.

Théoréme 5.3.1 Soit Be B fizé.

1. Les fonctions B )
31N B))
&, EGInE) "™
E(*(InB)
& EEUnB)
3 E[¢( 0 B)p(I N B)]
Jel, E(n(1n B))

sont des sur-martingales positives par rapport a la filtration Fy, = o(Il;).
2. La fonction

1q8

E(o(I N B))
2 EETnB) "

est une martingale positive par rapport ¢ la filtration Fi = o(Il).
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Démonstration : 1. Posons

 — E(*InNB)
%= 2 Euirng) s

et démontrons que, pour tout A€ Fy, il se vérifie

J, X dE) < | Xi dB(n).

Comme II;4; est un raffinement de la partition II;, étant donné Ac F, il
existe Ay,...,Apn € Fiy1 deux & deux disjoints et tels que A=UT., A;. Alors,
il s’ensuit

/ Xig1 dE(n) = / Xes1 dE(n) =

3 E(7*(I NB)) *(A,NB)) ~
g /A, Ie%,;“ _(n(—InB_))]I’”B dE(n Z WE(n(A,ﬂB)) =

iE (A; ﬁB))<E(Zr]A nB))

J=1 j=1

= E(7*(ANB)) =/ X, dE(p).
2
Pour démontrer que /e, %((EE(I—I:%D]ImB et Yren, Ef(I:?IgBI)r;B 1,5 sont

des sur-martingales on procéde de la méme fagon en mtegrant par rapport
aux mesures E(£) et E(5), respectivement.

2. On démontre que ¥ /¢, %%((%—%}llmg est une martingale en procédant
de la méme fagon, en intégrant par rapport & la mesure E(£), et en remar-
quant que la seule inégalité dans les calculs devient une égalité, car E(n) est
une mesure. Ce résultat est d’ailleurs classique. B

Nous allons alors supposer des conditions liées a la convergence de ces
sur-martingales. Considérons les conditions suivantes:

E(n(InB
VBes 3c,50.0750 Veen. ren, € < E‘—(—“(Z(,EB), <Chi
E(¢2(InB
Vees ;500050 Vien, ren, C < Fgrpn: < Cos
(5.5)
E(z2(InB
VBes Ics>0.0:50 Vien, ren, €3 < 15‘—(—“(,:3)) < Cs;

E[¢(InB)n(InB
VBes 30.)0,0‘)0 Vien, Iell, C«’i < s (n([:lB)) < Cy;
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Remarquons que ces conditions sont vérifiées dans le cas ou les sur-
martingales et la martingale définies dans le théoreme 5.3.1 sont convergentes
(ce qui est vérifié dans le cas présent, car les sur-martingales et la martingale
sont non négatives}, la convergence est uniforme sur le borélien relativement
compact B et la limite est strictement positive sur B. C’est ce qui se passe,
par exemple, dans le cas ol on suppose |'existence de la densité des mesures
v et p par rapport & une mesure sur S, non nulle sur B, et que ces densités
sont strictement positives sur B.

Nous pouvons maintenant démontrer une inégalité qui nous permettra
d’établir la convergence presque compléte ponctuelle de ’estimateur f,.

Théoreme 5.3.2 Soient € et n deur mesures aléatoires non négatives inté-
grables telles que E(n) < E(£). Supposons vérifices les conditions (5.4) et
(5.5). Alors, pour c > 0 suffisamment petit,

P{|fa(s) — gi(s)] > €} < dexp (=Crnv(li(s))), (5.6)
ot C > 0 est une constante.

Démonstration : En utilisant les conditions (5.4) nous avions déja établi
I'inégalité (5.3), que nous pouvons écrire sous la forme

P{|fals) — gx(s)| > e} <

CING . (5.7)

Fnv(lx(s)) it
2exp (—T‘;u——— + ‘Zexp Tf—k——
B IO 16E(2(1())
STy M G TM
»iikhil

Des conditions (5.3) nous déduisons les majorations, pour tous & €N, I € II,

vINNL(s) _ v(Inh(s))

pInh(s) = &
EMmINh(s)) . - BN 6(s).
v(Inh(s) = ' wInh(s)
pUNLE)EEI N () - BN 1(5)
; .

V(I N 1h(s) =1 v(INL(s))
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Donc, en substituant dans I'inégalité (5.7), nous obtenons, en rappelant que

Ik(s) C 11(3),k 2 2

P{|fa(s) —gi(s)| > €} <
3 =-nile(s))
<9 ( Snu(Ix(s)) ) +2exp (__ = ) <
= (s o BT ] S
A (:u:(:nm”"” R oo
<%ex

{ nw(lx(s)) 5 e nvlle(s)
( ——1—1+2M) T 2exp (" __x_z”bgc pS

+2M
< 4dexp (—Cnv(l(s))),

en posant C = min (m—;W, S S— 2+2M), ce qui démontre 'inégalité (5.6).
. [ L3

La convergence presque compléte ponctuelle de I'estimateur f, s’ensuit
comme conséquence de ce théoreme.

Corollaire 5.3.3 Dans les conditions du théoréme 5.3.2 nous avons
d
fal(s) — d—’:(s) p.co..

Démonstration : En effet de I'inégalité (5.6) et du choix de la suite de
partitions {II;}, il s’ensuit

Yo P{lfals) —gu(s)| > €} <D 4dexp(=Cru(l(s))) <

< 3 dexp(~Crv(h(s))) < oo,

donc | fn(s) — gi(s)] — 0 p.co.. Comme nous avons aussi la convergence
gk(s) — F2(s) il s’ensuit la convergence énoncée. B

Remaxquons que si nous supposons que s €B, o B est un borélien re-
lativement compact fixé, la constante C intervenant dans les deux résultats
précédents est indépendante du point s auxquel nous nous intéressons.

Maintenant, en choisissant convenablement la suite de partitions nous
pouvons déduire la convergence presque compléte uniforme sur un borélien
borné B que nous considérerons fixé dans la suite. Définissons

Rk_{Ier IﬂB#@}
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D’apres les hypotheses sur la suite de partitions {IIx}, ’ensemble R, n’a
qu'un nombre fini d’éléments. Alors

sup fn(s) = gx(s)] = qaax sup 1fa(s) = 9e(s)l,

donc

_ 1) _ wI)
P{i‘e‘g 1fals) = gals)| >s} =P {lgk ik s} <

< 4#R exp (—Cn ;161}1111‘ {V(I)}) ,

ou #R, représente le nombre d’éléments de ’ensemble R;. Fixons é > 0 tel
que le dilaté B = {s € S : d(s,B) < 6} soit encore relativement compact.
Pour k €N assez grand nous avons

#Ri min {v(1)} < E (£(B°)) < co.

Si nous choisissons la suite de partitions {IIt} de telle facon que

. logn
min {v(1)} = e (5.8)

ol {€,} est une suite de réels positifs convergeant vers zéro, il s’ensuit que,
pour k assez grand se vérifie

#Ry < v(BY) o <,
logn
donc
Pisup [fo(s) —gu(s)| > ¢} Sdnewp (~Crmin (D}) . (59)

Théoréme 5.3.4 Supposons vérifiées les conditions du théoréme 5.3.2 et la
condition (5.8). Alors, la convergence f,(s) — %(s) est presque compléte
uniforme, des que nous choisissons une version uniformément continue sur
B de la densité de Radon-Nikodym gfl‘-(s),
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Démonstration : En effet, si (5.8) se vérifie, de I'inégalité (5.9) il s’ensuit

P{sup [fa(s) — gu(s)| > £} < dnexp (—C“;ﬁ) = 4ntE,
s€B

n

donc

o0 (=<3 c

1-£

Z P{sup |fu(s) —gi(s)| > €} < 42 n e < oo.

n=1 seB n=1
Comme la convergence de g; vers une version uniformément continue sur B
de Z—“: est uniforme sur B, il s’ensuit que la convergence de f, vers une version
uniformément continue sur B de ';—‘: est presque complete uniforme sur B. B

5.4 Considérations du point de vue pratique

Dans la pratique se pose le probleme du choix des partitions II,. En effet,
la condition (5.8) n'est pas vérifiable car en général on ne connait pas la
mesure v. Donc les résultats théoriques démontrés ne sont pas utilisables,
au moins directement. Pourtant, si nous supposons quelques propriétés sur
la mesure moyenne v nous pouvons quand méme nous servir des résultats
théoriques. Supposons alors que la mesure v est absolument continue par
rapport a une mesure fixée A sur I’espace S. Dans ce cas nous pouvons nous
servir des résultats théoriques pour bien choisir la suite de partitions. En
fait, si nous choisissons la partition Il de telle fagon que

min A() = 98" (5.10)

nous pouvons déduire le méme résultat de convergence presque complete
uniforme, car dans ce cas

min v(I) < sup |d—'u(s)|min A(l),
Tel seB dv Tell,
donc, ce qui change dans la condition (5.8) c’est le fait qu'il est nécessaire
de multiplier par une constante, ce qui ne change rien en ce qui concerne la
convergence de la série.

Remarquons que le fait de supposer que la mesure moyenne v est abso-
lument continue par rapport & une mesure fixée sur S ne nous ramene pas
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au cas étudié par Jacob, Mendes-Lopes [23], car ce fait n’implique pas que

la mesure aléatoire £ soit a densité. Un exemple évident est un processus

ponctuel de Poisson sur la droite, qui n'est évidemment pas a densité mais
sa mesure moyenne est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Dans le cas particulier ot S=IR? et A la mesure de Lebesgue sur R? la

condition (5.10) est équivalente a

nminge, M)

o e A 0

logn

ce qui est la condition habituelle de convergence de 'estimateur étudié par
Saleh pour une mesure aléatoire composite et pour le régressogramme.

5.5 Le processus empirique associé

Supposons que la mesure moyenne v soit a densité par rapport a une mesure
fixé sur S, A, que nous supposerons non atomique. Donc, a fortiori, la mesure
u est aussi a densité par rapport a A. De plus, nous supposerons que

., dv . . dp
:g}g ﬁ(s) >0 et lrellfa EX(S) >0,

ou B est un borélien relativement compact de S fixé. D’apres la section
précédente, pour obtenir la convergence presque complete uniforme énoncée
dans le théoréme 5.3.4, nous pouvons choisir la suite de partitions en im-
posant des conditions en utilisant la mesure .

Nous allons maintenant nous intéresser a ’étude des lois de dimension

finie du processus
n
() = gals)),

ou h, = mingen, A(/). De plus, dans cette section nous supposerons que les
partitions II, sont telles que h, = A(I), pour tout [ € II,, (cette condition a
un sens naturel dans le cas S=IR? et A la mesure de Lebesgue sur IR?). Fixons
S1y---18m EB et notons Iny,...,Inm les éléments Ii(sy),...,Jx(sm) € ILk
pour simplifier les notations (il faut ne pas oublier que I'indice k de la parti-
tion dépend de n). Remarquons que, comme les sq,. . ., s, sont tous différents
les ensembles I,..., I, sont deux & deux disjoints pour n suffisamment
grand.
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Théoréme 5.5.1 Supposons que les mesures aléatoires non négatives £ et 1

vérifient

o Pour toute suite I,, d’éléments de U2, 1, décroissante vers un ensem-

ble discret, et pour toute constante N > 0

ig’(],,) dP — 0,

n

1,
—n*(I, 0,
/(n2(1..)>Nnhn) h! (h) dP —

bead

/{57(1,.)>Nnh,.)

1 2
—£4(1,)dP — 0,
/(n2(1n)>Nnh.,} h,,£ () d

Loy dp — o,

n

o Pourtous I,J € B tels que INJ =0
- E(¢(N)¢J)) < v(lv(J);
- E(¢(Dn(J)) < v(DHulJ);
= E(n(I)n(J)) < w(I)u(J).

Alors, le vecteur aléatoire

bad

/(g’(ln)>Nnh"}

%(—f]—n(ln ) - Au(]nl)y L. ’ﬁn(‘[nm) - I‘(Inm)a

En(lnl) - V(]ﬂl)v e ’En(Inm) - V(Iﬂm))

converge en loi vers un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle.

(5.11)

Démonstration : Pour démontrer la convergence en loi énoncée nous
allons démontrer la convergence en loi de combinaisons linéaires de com-
posantes du vecteur aléatoire (5.11) et ensuite en déduire la convergence du

vecteur aléatoire (5.11) d’apres le théoréme de Cramer-Wold.

Considérons ¢y, ...,¢m,d1,...,d, €R et définissons les variables aléatoi-

res réelles
m

X = Z (ij;([,,j) + djni(]nj)) ,t=1,...,n,

j=1



CHAPITRE 5. ESTIMATION D’UN NOYAU DE TRANSITION 112

et | m
Xn = ;; Xm'.

Alors, la variable aléatoire réelle Z,, = \/_E(X »—E(X,)) est une combinaison

linéaire de composantes du vecteur aléatoire (5.11). C’est donc la convergence
en loi de la variable aléatoire Z, vers une variable aléatoire gaussienne de
moyenne nulle que nous voulons établir.

Etudions d’abord le comportement de V(Z,,). 1l est évident que

n . 1
V(Zn) = h_n'v(-xn) = EV(an)
d’autre part
an V Z C]ﬁ YIJ) + dJn(In])) =
J=1

il V(ci€(In;) + din(laj)) +2 Z(:I cov(c;€(1n;) + din(In;), i€ (Int) + din(Ini))-
;our calculer ces variances no;s tenons compte du fait
V(cit(I;) + din(Lns) = E(c;é(Lnj) + din(1nj))? = E*(c;6(I;) + din(Ins))-
En calculant les esperances nous obtenons

E(c;é(Ln;) + dinlln;) = ¢;0(1nj) + djn(1n;),

donc,

. 2 . . .
hi‘Ez(ij(Inj)'f' (L)) ICJI+|d ‘ ( 2(1n1) + 15 (In;) +2”(1n1)/*‘(1n1)) i

b hn b
et, d’apres les hypotheses faites sur les partitions, il s’ensuit

v(ly;) dv  plly;) dp,
oo TE o)

d’ou nous déduisons

1.
h—nEZ(c,{(l,.j) + din(In;)) — 0
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D’autre part

1 ; E(£Y(1,,;
B Uiy (hy))? = e Unil)

E(’(Ly)) o . E(€(n;)0(1a;))
™ +2¢;d; b .

Nous pouvons écrire

E(C(L)) _ E((w)) v(1a;)

hn I/(I,,J') h,,, ’
Hj—(zg—;‘f-ﬁ converge d’aprés le théoréme 5.3.1 et i—,f:ll converge d’apres les hy-
potheses faites sur les partitions. De plus, toutes cettes limites sont stricte-
ment positives au vu des conditions imposées (5.5). De la méme facon nous

2 . -
concluons que Ety h(:'”)) et gg“",’l"’”"’ ) convergent et les limites sont stricte-
ment positives.

Nous avons donc démontré que la suite

= |2 V) + din(1ny)
n |j=1

est convergente.
Considérons maintenant les termes de V(X,;) qui contiennent les cova-
riances. Dans ce cas nous avons, en posant A = (|c;| + |d;|)(ei| + |di]),

[E [(¢;&(1n;) + din(1n;))(cib( L) + din(Iu))]| <
< AE [(§(1n;) + n(Tni))ETnt) + n(1u))) =
= AE [£(1;)6(Int) + 0(1a; Y Tm) + E(In)n(Tnt) + n(Lnj)n (1)) <

S Alw(Lnj)v(Tu) + p(Inso(Tu) + v(Inj)p(Tat) + p(Laj)p(Iu)]

car I,; N Iy = @ pour n suffisamment grand, donc, quand nous divisons par
k. nous pouvons majorer le terme par

I,; I, I,
A ———V(hn’)V(Inl) + ——"(hn’) v(Lu) + V(h,.])

d’apres les hypothéses faites sur la suite de partitions. Donc

p(1n;)
hn

w(lu) + p(la)f — 0

TG + dinUn) @€ ) + din(1))} — 0.
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La convergence vers zéro des autres termes intervenant dans I'expression des
covariances se déduit de la méme fagon. Donc ou

lim V(Z,) =0,

n—oo

et Z, converge en loi vers une variable aléatoire presque siirement nulie, ou
0 < lim V(Z,) < oo.
N—=00

Etudions alors ce dernier cas.
Reprenons la variable aléatoire Z,,. Nous pouvons écrire

Zo = [EXy —B(X) = [ (3 Ty (X~ B(Xa) =

=Yk Vi (Xa = E(XR)),

donc, en posant Z,; = ‘/;}:(Xm- — E(X,:)), nous avons Z,, = Y1,

Zm', et
nous pouvons utiliser la condition de Lindeberg-Lévy pour déduire la con-
vergence en loi de Z,. [l faut donc démontrer

1 2": /
V(Z,) 3 HZnl>e/V(Z0)

D’apreés ce que nous avons démontreé pour la suite V(Z,), il suffit de démontrer
que la somme converge vers zéro. Or

Z% dP — 0, €> 0.

2 _
2.dP =

zZ n / 72, d
; '/“Zm|>!\/v(zn)} (lznl|>5\/ ;(Z")} !

n 1 (Xn1 ~ E(Xn))? dP,
'/(IXM—E(X,.;)|>s‘/nth(Z,,)) iy (X (Xn1))

et nous pouvons majorer

anl - E(‘an)l S Z [(lcjl + IdJI) (ﬁl(Inj) + 771(111_;') + V(Inj) + /‘(InJ))] S
<2 RUeil + 1di1) () + v(Ins) + M) + plIns))] <

< T(fl(InJ) + V(Inj) + nl(Inj) + F(Inj)) s
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en posant T = 2maxicj<m (lc;| + |d 1), et I = UL, I,;. Remarquons que,
d’apres le choix des ensembles I,;, j = 1,...,m, il S’ensuit I, | {s1,...,5,}.
Alors, nous pouvons majorer l'intégrale dans (5.12) par

T2
— + v(I,)) + )+ u(l))” dP.
/{(E(In)+"(1n)+n(In)+u(1n))2>"'27nth(Zn)} hn(é( ») +¥(T) (1) + (1))’

Comme la suite V(Z,) est minorée, il existe une constante C > 0 telle que
ﬁ-V(Z ) > 4C, donc cette derniére intégrale est majorée par

1
2 —(&(L) + v(1) + (1) + (1) dP <
/{(eu,.)+uun>+n(1n)+uu"))2>4Cnh") hn(ﬁ( )+ vlda) + (L) + pida) -

1
< or? — HE(L) + (L)Y + (L) + p(I)?] dP <
- {(EUIn)+oUn) P+ (0l In}+5(12))?>2Cnhn} B [(6( )+ L)Y+ (nlda) + ))] -

1
<2T2/ 2 e + v(I)? + (n(L) + u(L))?] dP <
ST s Gty it oy T [(€(12) + (L)) + (L) + p(1a))?]

<2r

1
2 — I, I, 2 I, dP
< /{WHM"”%M i 60 + wU)) + (n(F) + (e )?] dP+

(5.13)
Ll A (€U + ALY + (n(L) + (1)) P

Vérifions que
1
—(&(1,) + v(I,))t dP — 0.
/{(f(ln)+u(1nn’>0nhn} hn(é( )+ vlh)
En fait, nous avons

1
f —(E3 (L) + VP (1) + 26(L)v(1,)) dP <
{EU+u(1n))2>Crhn} iy

< .
[[(E(ln)+u(ln))2>6nhn} hnE (5 )dP+/ ha I) + 2 )e(L)) <P

La deuxiéme intégrale de cette expression est égale a h—uz(l ). D’apres les
hypothéses faites sur les partitions et la définition de I’ ensemble I, il s’ensuit
v(1,) o dp
i Prtl

j=1
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donc, comme la suite [, est décroissante vers {si,...,snm} et du fait que ) est
supposée non atomique, il s’ensuit f’:uz(l,,) — 0. Dong, il reste a vérifier
que
1
—£3(I,) dP — 0.
/((eun)+uun))2>0nhn} by, (1)

Nous pouvons écrire I’ensemble sur lequel nous intégrons dans la forme

52(17») +2£(In)"(1n) "2(171)

{ ha hn + h,

> Cn}.
Nous savons que "—2,1(—1—'Q —+ 0, d’apres le choix de la suite de partitions. Donc,
il existe une constante C; > 0 telle que, pour tout n €N

vi(1,)
hy

<Ch.

Alors

2 2
(S It le) ) gy ¢ (€M) 8RR 6,

et nous pouvons remplacer Cn — C; par C3n ou C; est une constante positive
convenablement choisie. Nous avons donc, pour n assez grand

1, 1
= £2(1,,) dP < / —€¥(I,) dP
/{(E(ln)+u(ln))7>0nh"} h,,f( ) = J(En) pplinpling 5 0oy h,.g( )

</ Ly ap <

& (IndE
{ A.I,")>£21"}U{2u ’";:f. '")>£2l"} b,

1 1
< Y 2 Y )
= {izh!:"’>%3~n} hnf (In) dP+ {2,,(1n'l)i(lﬂ)>g2ln} hnE (In) dP

La premiére intégrale converge vers zéro d’apres les hypothéses du théoreme.

En ce qui concerne la seconde intégrale remarquons que ’ensemble d'inté-

gration vérifie

& £ln) _ Cs
=3 90,2 5, X3

>3 n} C {2C; ™ >3 n},

AN

fin

{
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c?
car v(I,) < 1, pour n assez grand. En posant Cy = 3% et en rappelant que
nous avons choisi A, = l—:Eﬂ, ou &, — 0 (5.8), nous avons
€n

pUbklh) Snyc {f—zl(f") > Cin’h,} =

{62(1 n) Cun lzﬁ} c

n

62( n)

c{ > Cyn},

et donc, pour n assez grand

Lexryap <

2
Azuilnh!i(ln)>%ln} k. f {I.) dP,

{Er)5cen) by
qui converge vers zéro d’apres les hypothéses du théoreme.

La convergence des autres intégrales de (5.13) se démontre de la méme
fagon, car nous avons imposés des conditions qui nous permetent de reprendre
la procédure utiliée pour ce cas.

Nous avons donc vérifié la condition de Lindeberg-Lévy, ce qui nous per-
met de déduire que la suite des variables aléatoires réelles Z,, converge en loi
vers une variable aléatoire gaussienne centrée. Donc, le théoréme de Cramer-
Wold nour permet de déduire la convergence énoncée. B

Ce théoreme nous permet de déduire la convergence en loi des lois de
dimension finie du processus empirique \/g( fa(8) — gk(s)).

Corollaire 5.5.2 Supposons les hypothéses du théoréme 5.5.1. Alors le vec-
teur aléatoire

[n (in(lnj) _ F‘(Inj))

ha \&,(In;) v(In;) j=1,...m
converge en loi vers un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle.

Démonstration : Il suffit d’appliquer la é-méthode a la fonction

W(Zyseee s Ty Y1o- -2 Um) = (ﬂ,‘..,y—m).l
Iy Tm
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Remarquons que dans le théoreme 5.5.1 nous avons posé une condition
qui ressemble a la condition de Lindebeg-Lévy:

1
/{62(1")>N,.h,} hn)E (I) &P — 0,

oti N > 0 est une constante et I, décroissante vers un ensemble discret. On
remarque que cette condition n'est pas trop forte pour étre utile. En effet,
si, par exemple, £ est processus ponctuel de Poisson, alors £ vérifie cette
condition. Pour le vérifier appelons v, = E(£(I,)), le parametre de la loi de
Poisson suivie par la variable aléatoire £(/,,). Comme la mesure moyenne est
supposée a densité par rapport & une mesure non atomique il s’ensuit v, | 0.
Alors, en notant par [z] le plus grand entier plus petit ou égale a z,

/ LAY JUD S o
(€2Un)>Nnha} o " = by k!
I/ZC_V" o V’I:_2 l/,,_e—u" o V:—l
== X mowith Y g 61
" k={y/Nnha)+1 : " k={VNnhn]+1

Les séries intervenant dans cette expression sont des restes de séries con-
vergentes de somme e*. En utilisant une expression classique pour le reste
d’une série convergente, nous obtenons que la seconde série est inférieure ou
égale a

ylVNnka)
(V/Nnh,)l

Comme v, | 0, cette quantité converge vers zéro car nh, — co pour le

choix effectué de la suite h,. D’apres les hypotheses faites sur les partitions
nous savons que ¥ = "hl“) — —Z—f(s) < o0, donc le second terme de (5.14)

converge vers zéro. En ce qui concerne le premier terme, nous déduisons de
la méme facon que la série multipliée par e™*" converge vers zéro. De plus,

Yn

2 2 1 . . . P
A= "hﬁl — 0, ce qui démontre qu’un processus de Poisson vérifie la
n n

condition posée.

En ce qui concerne les cas particuliers que nous avons cités dans la section
5.2, dans les deux premiers il suffit de prendre les conditions sur la mesure
aléatoire £, car, dans ces deux cas il se vérifie que < &, donc toute la
démonstration du théoreme 5.5.1 peut étre refaite en utilisant seulement
les conditions sur £. De toute fagon les conditions du théoreme 5.5.1 nous
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donnent une indication sur la vitesse de convergence de la suite h,, vers zéro.
Par exemple, pour le cas particulier du régressogramme, nous obtenons des
conditions du type

y? Y?
L dP = / L dP — 0.
/—1(x5,")>Nn} h, {(Xel) {E>5Nn) ha, (Xeln)

En applicant V'inégalité de Holder

y? P {Y?> Nnh,}
—1 dP < ‘/ -—11 dp — A2 TS
-/{r>AVn) h {Xel.} {Xel} hn

donc, si nous supposons que la variable aléatoire Y a un moment d’ordre 4,
il suffit que ;=P {¥? > Nnh,} — 0 pour avoir les conditions du théoréme
relatives aux mtegrales vérifées. Cette convergence veut dire que la suite b,
ne peut pas converger vers zéro trop lentement. La vitesse de convergence
minimale dépend de la loi de la variable aléatoire Y. Remarquons qu’au cours
de ce chapitre, pour obtenir la convergence presque compléte de 1’estimateur,
nous avons imposé que h, ne converge pas vers zéro trop rapidement (nous
avons besoin de nh, — oo0) et cette condition est indépendante du cas
particulier qu’on puisse envisager.

Pous les conditions concernant les covariances nous les avons dans les
deux premiers cas car il s’agit d’échantillons. Pour le cas du régressogramme

E (n(I)n(J)) = B (Y xenTixesny) =0

pour I NJ = @, donc évidemment les conditions sur les covariances sont
vérifées. Donc les théorémes que nous avons démontrés s’appliquent au moins
aux trois cas particuliers envisagés.

5.6 L’estimateur du type noyau

L’estimateur que nous avons étudié jusqu’a présent est un estimateur général
qui peut étre défini dans n'importe quel espace métrique séparable, complet
et localement compact. Souvent, dans les applications, I’espace S n’est autre
que IR?, pour p €N, et dans ce cas il est naturel de considérer des estima-
teurs de forme différente. En effet, sur R?, il est naturel de considérer des
estimateurs du type noyau pour la densité.
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Ed
Considérons K une densité de proba.bilité continue et a support borné.
Etant donné un échantillon ((1,,£;),--,{n,€.)) du couple {n,£) nous pou-
vons définir Pestimateur

T * Kn(z) _ -‘r/ K(53%) Ta(du)
Earlalz) 4 / K(22) €, (du)

ou h, est une suite convergente vers zéro.

Remarquons que, si nous supposons I'existence de la densité % 2% ol ) est
la mesure de Lebesgue, et si nous choisissons B€ B tel que infep $%(z) > 0,
alors

wnl(z) =

vxKp(z)= v(du)

hP

%. De méme, nous avons la convergence

uniforme sur B de g * K,(z) vers j—‘(. Donc, dans ce cas nous obtenons la

converge uniformément sur B vers

. d,
convergence uniforme sur B de ‘::,’:"g ; vers :{5 = j—’:. Alors, pour étudier la
n iy

convergence de l'estimateur ¢, vers Z—‘:, il est suffisant d’étudier la conver-
gence vers zéro de v, () — %%, pour z € B € B.

Ce probléme a été étudié par Jacob, Mendes-Lopes {23] pour le cas par-
ticulier de la distribution locale moyenne d’une mesure aléatoire composite,
en considérant les mesures aléatoires 7 et £ & densité par rapport a la mesure
de Lebesgue A. Ce fait est suffisant pour obtenir des propriétés tres conven-
ables pour 'estimateur ,. Pourtant, quelques de ces propriétés ne sont plus
vérifées si on ne suppose pas l'existence des densités. En effet, si £ « A,
alors, comme on l'a remarqué, £ * K (z) — %( ) presque partout, tandis
que, si on suppose qu'il n’existe pas la densité & 7, il est facile de déduire
que ¢ * K, (z) — 0 presque surement. De plus, si on suppose toutes les
mesures a densité, on passe du probléme de 'étude des mesures aléatoires au
probleme de I’étude des densités aléatoires. On est donc amené a poser des
conditions sur les densités aléatoires au lieu de poser des conditions sur les
mesures aléatoires elles-mémes.

Considérons Be B fixé et soient a, 8, 3, > 0 des constantes telles que

infreB %(Jf) Z a
(5.15)
B < Z_ﬁ(m) <P T€EB.



CHAPITRE 5. ESTIMATION D’UN NOYAU DE TRANSITION 121

pxKn{z : . d
Comime #—l converge uniformément sur B vers 3£(z), il s’ensuit que, pour
n assez grand, se vérifie
5 * Kp(z
b re2ala) Cop, s e,
2 = v Kn(z)

donc, pour tout € > 0
cv=* K,(z)
ﬂl
z(@) 2 o

2% Ka(z) =
De méme, comme v * K, (x) converge uniformément sur B vers Ix
nous avons, pour n assez grand
. a
;Ielf v I, (z) > 5
donc .
B (@) ol _ o
pxKa(z) T 228, 4B
Alors, d’apres le théoréme 5.1.2, il s’ensuit que, pour ¢ > 0 suffisamment
petit, nous avons
7. *x Ko(z)  pxKy(z)
sSup |= — - 7 >€r =
zeB |E, * Ko(z) v+ K. (x)
U { Tt Kale) e En(e)| 5} .
z€B €n * 1\"(1:) v * I‘n(x)
U {|17n * Ko(z) = p o+ Kn(2)] > i—t/ * K,.,(:v)}}
€ (v x Ka(z))* z))?
U{ * Ko ( —V*I\()| 1K) C
ca
Kale) = x Kal2)] > 5}
U {|17,1 * Iy, * Ny 3 ]
(@) = v » Kn(z)] > 16[,2}]

LU{

{sup T+ Kn(z) —ps K x)|>%°}u{izg €0 * Kn(z) — v » Ka(2)] > 16[3}



CHAPITRE 5. ESTIMATION D’UN NOYAU DE TRANSITION 122

donc, comme dans ’étude de 'estimateur du type régressogramme, pour
étudier la convergence uniforme presque compléete de ¢, vers _%% on est ramené
3 étudier les convergences uniformes presque completes de |£, * K (z) — v *
Ko(z)| et |7, * Ku{z) — p * K, ()| vers zéro.

Pour déduire la convergence uniforme presque compléte pour l'estimateur
du type régressogramme on a été forcé d’imposer des conditions sur les mo-
ments des mesures aléatoires (condition (5.4)), et que les sur-martingales
définies dans le théoréme 35.3.1 soient uniformément bornées dans U en i,
(5.5). Dans le cas présent nous pouvons affaiblir ces conditions car il n’est pas
nécessaire considérer tous les ensembles dans U,en [In. En effet, considérons

1 - n
R EYCERID

1=1

1 |& . T —Uu
e [ K 6 -

Nous avons supposé la densité de probabilité K a support borné. Soit Sk
le support de K, et définissons les ensembles Sx(z, k) =z — hSk, z,h €R.
Alors, d’aprés lexpression de lintégrale il est suffisant de considérer les
valeurs de la variable u tels que

IZ,, * Ko (z) —v* 1\'n(r)| -

r—u

€ Sl\' &S u € S[{(l’, hn)s

n
donc, il est suffisant d’imposer des conditions sur les ensembles Sg(z, k. ).
Tous les autres ensembles n’ont pas d’importance car ils n’ajoutent rien aux
intégrales. Considérons alors la condition: il existe M > 0 tel que, pour tout
j > 2 se vérifie

E [0 (Sk (2, ha))] < M7 E [0*(Sk(2, ha))], z €B
. _ (5.16)
E[6(Sk(2, ha))] < M2 E[€%(Sk (2, ha))], = €B.

De méme, il nous faut modifier les conditions {5.5) en considérant seulement
les ensembles de la forme Sy (x, A, ):

v E(&(Sx(z.hn))

dc,.6250 Vienzen €1 < L:r—l <Cy
E[n*(5k(z/kn))

3650450 Ynenzen Cs < —L-—,.g——l <0y

(5.17)
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Remarquons que, comme h, — 0, il s’ensuit Sk(z,h,) | {z}-

Théoreme 5.6.1 Choisissons la suite h, telle que

_logn
ne,

ha

ot g, — 0. Si les mesures aléatoires £ et  vérifient les conditions (5.16)
et (5.17) alors [E, * K, (z) — v+ K, ()| et [, * K.(z) — p* Kn(z)| convergent
presque complétement vers zéro.

Démonstration : Vérifions la convergence pour [€, * K,(z) — v * K,(z)],
Pautre se démontrant de facon équivalente.
Comme on |'a remarqué, nous avons

|En * K, (z) —v* Ky(z) 4 (& — v)(du)l.

Soit 7 > 2, alors

5] 555

)& dU) <E(/ B o (2 )5,-(du))"=

= E [|IK|F&(Sk(,ha))] <
< 1K1 M2V E [€(Sk(z, ha))]

d’aprés les hypotheéses (5.16). Alors, en utilisant ’inégalité du théoreme 5.1.3
nous obtenons, pour ¢ > 0

€.+ Ko(z) — v x Ko(z) ( > e} =

{ 1 L U)(du) > Ehz} S
; nelh??
< 2Zexp <—4”1\”2E [62(51\'(1‘7 hn))] + 2M“I(”€hﬁ>

2hp
S ?‘exp (—n;l 71) k]
1



CHAPITRE 5. ESTIMATION D’UN NOYAU DE TRANSITION 124

oi M, = 4||K|[*C; + 2M|{K||e. Donc, tenant compte du choix de la suite
h,, nous obtenons

P{[E, « Kn(z) - v x Ko(2)] > €} < 2075w

2
_— L3 . .
Comme la série de terme général n~ ™ien converge, car €, — 0, il s’ensuit

la convergence ponctuelle presque compléte de |€, * Kn(z) — v * K,(z)] vers
zéro.

Théoréme 5.6.2 Supposons vérifiées les conditions du théoréme précédent.
Si, de plus, le noyau K est lipschitzien alors |€, * Kn(z) — v * K, (z)| et
[ % Kn(z) — p* Kn{2)| convergent uniformément presque complétement vers
zéro sur B.

Démonstration : Vérifions la convergence pour [€, * K(z) — v * K.(z)|
en suivant la procédure proposée par Collomb [8], ’autre convergence se
démontrant de fagon équivalente.

Considérons les récouvrement finis de B par des boules B,; = B(x,;, pnj),
zq; €B, j =1,...,1,. Alors, comme pour tout indice j =1,...,1,

n % Kn(z) = v % Kn(2)] < € * Kn(Tnj) — v % Kn(2aj)|+
+Izn * (Kn(2gj) — Kn(z)) — v * (Ka(zn;) — Ka(2))l,
il s’ensuit

sup [€, * Ka(z) — v ¥ Ka(z)| < max £, * Ka(2n;) — v * Ka(za;)|+
z€B J

+ max sup {[Zn * (Kp(Tg;) — Ka(2)) — v * (Ko(zo5) — I(n(z))l} .
J  z€Bg,,

Comme le noyau K est lipschitzien, il existe des constantes positives C et o
telles que |[K(z) — K(y)| < C || z —y ||*, donc

. . c a
[Kal®q;) — Ra(z)} < PR | nj —x ||* .
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Alors, pour tout z € B,;

& * (al(ns) = Knl)) = 0 % (Kn(2ny) = Knl®))| <
< [ 1al@ni) = K@) Euldu) + [ |Kalons) = Kal)| v(du) <
<o (E.(B) + u(B)
- h£+apnj n

ou B’ = B-k,Sk € B. D’aprés la loi forte des grand nombres (En(B’ )+ u(B’))
est presque sirement convergente, donc presque surement borné. Donc, en
choisissant les rayons telles que p, = max,gjc1, #5; < hEYo*1, il s’ensuit

—_—n

max sup {[E, * (Kn(zn;) = Ka(z)) = v % (Ka(2n) = Ka(2))[} <
7 z€Bg,

< Tlc;’l—a (€.(B) + ¥(B) <

< Cha (E(B) + 1(BY)
Comme, h,v(B') — 0, pour n assez grand
P {Chn (Z.(B) + »(B")) > £} <
S , €
en posant T = %, cette derniére probabilité est égale a
1 n
P {— Y &(B) - v(B') > —T—} <
n i=1 h"’

- N _
=PITIE@®) + ML |

aT?
hn

= oxp [—4Ian(§2(B’)) ¥ QMT]
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en utilisant 'inégalité (5.1). Pour n assez grand le dénominateur est plus
petit que 4MT, donc nous pouvons encore majorer cette quantité par

Tny T kA
exp [—4HE = exp _4Mnh_‘,';ﬁ

___aT
T log n ] = M 2

= exp | —4-—B "
P [ M ¢ poH
pour n assez grand, car €,h?+! —s 0.
D’apres le théoreme précédent nous savons que, pour tout z €B fixé

&2
P ([, * Kul2) - v« Kn(z)] > &) < 20 Fimw

ou M, est une constante positive indépendante de z. Alors

2
p ( max |£, * K.(2,;) — v * Ku(2,;)] > E) < 2l,n" e,
1850

En choisissant le récouvrement de telle facon que [, < A(hf)‘(”""’H), ol
A ne dépend que du borélien relativernent compact B, nous obtenons une
majoration de la probabilité par le terme général d’une série convergente, ce
qui termine la démonstration. W

5.7 Le processus empirique associé

Comme pour l'estimateur du type régressogramme nous allons étudier la
convergence en loi des lois de dimension finie du processus empirique associé

a Pestimateur ,:
\nhh (n,o,,(:c) - EM) . (5.18)

v K, (z)

Remarquons que, par rapport au processus empirique associé a |'estimateur
du type régressogramme, nous avons changé la constante par laquelle nous
multiplions. Ce fait est lié au propriétés de convergence des variances, comme
on le vera plus tard. La technique & utiliser pour démontrer la convergence
en loi des lois de dimension finie sera la méme que nous avons utilisé pour le
processus empirique associé & l'estimateur du type régressogramme. Clest &
dire, nous utiliserons le théoréme de Cramer-Wold et la 6-méthode. De plus,
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remarquons que, comme h? — 0, il s’ensuit que ﬂﬂ"h-fuM 4,\(1') z €B.
En fait, il suffit de choisir une suite de partitions {II,} de B telle que A2 =
mingen, A([), d’apres ’étude de I’estimateur du type régressogramme.

Les conditions & imposer pour obtenir les convergences en loi des lois
de dimension finie sont équivalentes au conditions imposées dans le cas de
Pestimateur du type régressogramme, théoréme 5.5.1. Démontrons d’abord
un résultat auxiliaire.

Théoréme 5.7.1 Suposons que les mesures aléatoires non négatives £ et y
sont presque surement discrétes et vérifient: pour tous A, B boréliens de IRP
disjoints

E[{(A)n(B)] < v(A)n(B).
Alors, pour tout x fizé, la suite

{RPE[£ x Ko()n % Ko(2)]}en

converge vers une limite finie.

Démonstration : Remarquons que d’aprés le théoréeme de Fubini

*) et [ K (57) ntao)

1 T—u zT—-v
( { du, dv).
h"/’ ( " )I‘ ( . )E(w")( u,dv)
Soit A la diagonale de RPxIR? et I' la restriction de E({ ® ) a I'. Si nous

posons H = E(£ ® n) — I nous définissons une mesure non négative qui n’a
pas de masse sur la diagonale A et E(§ @ n) = H + T, donc

e (52 (552 oo -

1 r—-u , —u\ .. (T~-v
hp/"( o )"( hn )d”hpjl ( k. )I‘( hn )dH'

Comme, par hypothése E [£(A)p(B)] < v(A)n(B) pour ANB = §, il s’ensuit

REE[€ % Ko(z)7 * Ko [/1(
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H <v@u,et alors
1 T—u\, [fT—V 1 z—u\ ,[fz—v

w r ) e () e < [ (52) (50 v o

(T —u z

hP/I( hon )”m”/K(

1 z
<o [x(
— A%
qui converge vers zéro.

Il reste & voir 'intégrale par rapport & la mesure I'. Posons I'* la projection
sur IR? de I'. Alors nous pouvons écrire

1 z—-u\ . . fx—v , .

LR () - () om
La fonction K? est un noyau continue borné sur Sk, donc pour que (5.19)
converge il suffit que I'* soit & densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur IR?, . Remarquons que pour tout ensemble A C A il existe un unique
ensemble A* C IRP tel que A = {(u,u),u € A*}, et dans ce cas [ (A4") =
T (A). Si A (A*) = 0, comme nous avons supposé v absolument continue par
rapport a A il s’ensuit v (A*) = E (£ (A4*)) = 0, donc {(A*) = 0 presque
siirement. Comme £ et 5 sont presque sirement discrétes, il s’ensuit £ ®
n(A) = 0 presque siirement, donc I'(A) = 0 et, finalement, I'"(4) = 0.
Donc I'intégrale (5.19) converge vers d{\ (z). m

Remarques: 1. Ce théoreme est vrai méme dans le cas £ = 5. 2. Pour

que %(z) soit non nulle il suffit que £ et 7 aient en commum au moins
un atome avec probabilité non nulle, ce qui est le cas da.ns la plupart des
applications. 3. Si nous supposons que E [£(A)n(B)] < v(A)u(B) pour tous
A, B (non forcément disjoints) alors la mesure F est nulle En effet, pour
chaque n EIN soit {Ain};en une partition de B en ensembles de diametre
inférieur é telle que max;en v (Ain) — 0. Alors

) wa

) vld) K | Sz, )

F(A)SF(G A,’n XA,',,) SE(€®77) (G A,‘"XA,‘,,) S

i=1 i=1

< Z v{(An)pr(Ain) < #(B) max v(Apn) — 0.

=1
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Théoréme 5.7.2 Soient x,,...,2, €B. Supposons que les mesures aléatoi-
res non négatives £ et 1) sont presque sirement descrétes, ont au moins un
atome en commun avec probabilité non nulle et vérifient

® st In =U:1;1 S ‘(zyhn):

1 2
—&4(1,) dP — 0,
/{62(1.-)>Nnhu} h,.g( )

/ 1

(72(In)>Nnha} by

/ 1

{€2(a)>Nnka} hy
1

/{ —£%(1,) dP — 0,

7 (Ia)>Nnha} Ry

7*(I,) dP — 0,

n*(I,) dP — 0,

pour toute constante N > 0,
o si, pour tous boréliens A, B disjoints
~ E[E(A)E(B)] < v(A)w(B),
— E[£(An(B)] < v(A)u(B),
~ E[n(A)n(B)] < u(A)u(B).

Alors, le vecteur aléatoire

VRRA(T, * Ka(z1) — p % Ko(21), ., Ty * Kn(@m) — o % Kp(20),
(5.20)

§n * Ka(a) —v x Ko(21), .., € * Kn(zm) — v % K.(zm))
converge en loi vers un vecteur aléatoire gaussien centré.

Démonstration : Posons

‘Xni = Z (Cjﬁi + dJnl) * 1\’."(.’[]‘), C],...,Cm,dl,. ..,dm € ]R,,

i=1

" n
Zni = V %(‘Xm' ~E(Xw)), Zn = Z Zni-

i=t
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Alors, Z, n’est autre qu’une combinaison linéaire de composantes du vecteur
aléatoire (5.20). Etudions la variance de Z,.

V(Z,) = nV(Zu) = V(X)) =

RS0 V(i€ + din) # Ku(ay)] +

=1
+2h2 S cov (cj€ + djm) * Ka(2;), (i€ + dim) * Knl1)).
>l
d’autre part

RV (66 + djn) » Kalz;)] = B2 v[h,,/ K(ETY) (¢ + dsm) (du)]

WE [h”/ K( )(,{-i—d,n)(du)] — [h”/ k& )(cju+djp)(du)]2.

Or
. [h” ] K

e+ diplai)] <

2
w [n st ) IS hn»] ‘

ce qui converge vers zéro, d’apres la remarque qui précéde ce théoreme, et
tenant compte du fait A2 — 0. De plus, d’apres le théoreme précédent,
5.7.1, il s’ensuit que

1 o
th[ﬁ/A( j

converge et la limite est strictement positive.
En ce qui concerne les termes avec les covariances nous avons, d’une part,
en posant A = (|| + |d;)(la| + |di])

h:%;/ K(f’{i) (cju+d,-p)(du)/ K&

=) (e + dyn)(dw)

~ %) (e + dip)(du) <

<h THAHZA[V( Sk R WASK (T, hn)) + v(Sk (), ha) ) u(Sk (0, ha))+

+”(SI\'(rjv hn))I/(S]\'(:t[, hﬂ)) + P(SK(xjv h,,,))/l(S}((.‘L‘I, hn))]’
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ce qui converge vers zéro d'apres la remarque qui précede ce théoréme.
D’autre part

2B [ | KOS2) (e + dmlaw) [ K(EEY) (e + dmp(aw)]| <
< h’E [ ”{“2 (£(Sk(z;, ha)) + TI(SI\"(.’tj,hn))’32£f(51\'(.1:1,hn)) + W(SK(-Tlahn)))] <
IIKWA

<R [ (Sk(zj, ha)U(Sk(z1, hn)) + v(Sk(z;, hn))p(Sk (i, b))+

+1(Sk(xj, ha) (S (21, hn)) + B(Sk (50 hn) (S (21, hn )],

ce qui converge vers zéro.
Nous avons donc
0 < lim V(Z,) < .
n—oo

Si lima—o V(Z,) = 0 alors la variable aléatoire Z, converge en loi vers une
variable aléatoire presque sirement égale & zéro.

Etudions donc le cas 0 < lim,... V(Z,) < oo. Alors, pour vérifier la
condition de Lindeberg-Lévy, pour la suite Z,, il suffit de démontrer

72 dP — 0, € > 0.
; -/lZ...‘l>¢\/G(Z,.)}

Nous pouvons majorer les variables Z,,; de la facon suivante

m

IZm'l = | X —E(Xxi)| }: {(ci€itd;n:)xKn(z; |+Z (civ+d;p)xKn(z;)| =

hPZ[/I‘(

[ s o]
< IS+ 151D § e 5 h)) + (S (252 b)) + H(Sk (25 b)) + 1(Sk (2, Ba))] =
14

=1

%) (i€ + dymi)(du)| +

) (v + d;p)(du)

kil T
=35 Z (&G +nmi+v+u)Sklzj, ha)) = F(fi + 0+ v+ p)lL),
n j=l n
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en posant T = ||K|| max;<j<m (J¢;| + |d;]). Alors

g '/‘{|Z"‘|>5\N(ZT)} Z:l aP = n/‘{lanl)z\/m} Z'l:'l dP =

h /{|xn1-E(xm)l>c‘ /;",:V(z..)
1

<7 / : 7
{(E(In)‘f"l(ln)""’( InY+u(In))?> %T"'hfxv(zn)} h"

} R? (X — B(Xu))? dP <

(E(L)+n(I)+v (L) +p(1.))? dP.

Nous pouvons démontrer que cette intégrale converge vers zéro comme nous
I’avons fait pour l'intégrale (5.13), tenant compte du fait que les mesures
vérifient les conditions (5.17) au lieu de (5.5). Donc nous avons vérifié la con-
dition de Lindeberg-Lévy pour la suite Z,;, ce qui termine la démonstration
du théoréme. B

Maintenant, comme dans le cas de ’estimateur du type régressogramme,
nous déduisons la convergence en loi des lois de dimension finie du processus

empirique (5.18).

Corollaire 5.7.3 Supposons vérifices les conditions du théoréme 5.7.2. Alors,
le vecteur aléatoire

ey o * Knlz;) _ px Kass)
n fn * I&’,,(.’L‘j) v x I<n(x.i) j=l,..,m

converge en loi vers un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle.

Démonstration : D’aprés le théoreme précédent il suffit d’appliquer la
é-méthode a la fonction

¢’(4l‘1,~--,o:m,yl,...,ym) = (ﬂ,’y_m> N |
I T

CE
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