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VALEURS PROPRES des MATRICES de TOEPLITZ
et

MATRICES de COVARIANCE de PROCESSUS

par Jéréme ACCARDO



INTRODUCTION

Les matrices de Toeplitz jouent un réle tout a fait important dans la théorie
des processus stochastiques, ou elles apparaissent comme les matrices
d’autocovariance de processus stationnaires a temps discret ( pour un survey
voir par exemple Makhoul(1975) ).
Rappelons que la particularité de telles matrices est d’avoir ses éléments
constants le long des paralleles & la diagonale principale. En d’autres
termes, si c jdésignent les éléments de la matrice, on a :

o ci,,j' , dés que i-j = {-j.
De sorte que leur forme typique est :

c c c c c
-1 o 1 2 3
c_c c c c c
-2 -1 0 1 2 3
o] ] ¢ ¢ c
-2 -1 0 1 2

Les matrices de Toeplitz ont une structure spectrale trés simple a décrire dés
qu’elles sont infinies, autrement dit quand elles s’identifient a des

+00
opérateurs T sur les series formelles § ahXh , du type
-0
+00 h +C0 +00
T(raX)= ¢ (F e, ajm)X
-0 h=-0 j=-0

dans ce cas en effet, Toeplitz a montré que les valeurs propres sont données

par les valeurs de la fonction
+00 h
f(z) = } .z
-0

sur le cercle unité (|z| = 1) (Toeplitz 1911).



En revanche le cas de matrices finies (ch) 7<n est beaucoup plus complexe et
donne lieu a deux types d’approche :

- la détermination des valeurs propres elles méme {ou d’approximations
intéressantes) d’une part,

- I’étude de leur distribution asymptotique (i.e. quand rse), d’autre part.

1) DETERMINATION

En fait on connait mal la structure des valeurs propres des matrices de
Toeplitz finies (voir par exemple Delsarte, Genin (1983) ou Cybenko

(1984)). Si, dans la décomposition en éléments propres de ces matrices (étape
essentielle dans les méthodes haute résolution d’anaivse spec-rale ,vcir Golub
(1984)), on s’appuie effectivement sur leur forme trés particuliére quand on
calcule les vecteurs propres (par exemple en utilisanti’algorithme de
Levinson, voir Guerin (1983) ou Delsarte, Genin (1986}), la recherche des
valeurs propres reste, elle, un probléme ouvert ; les algorithmes existants
n’utilisent en effet que trés faiblement la forme spécifique de ce type de
matrices (essentiellement le fait qu’elles sont centro-symétriques, Cadzow
(1984)) ou Zhang (1989). Si le calcul des éléments propres parait ainsi hors
de portée dans le cas de matrices de Toeplitz quelconques, on peut néanmoins
chercher a obtenir des résultats en se bornant aux matrices associées a
certaines classes de processus. De fait, les seuls exemples relativement
généraux ol le spectre de la matrice est connu (ou "bien" approché) sont
fournis par les matrices de covariance de processus unidimensionnel
stationnaire vérifiant une équation moyenne mobi.e d’ordre 1 (MA(L)) ou
autorégressive d’ordre 1 (AR(1l)), c’est a dire si le processus { X t

e€Z } vérifie :

X =€ - pe

¢ . -1 ou Xt - pX =g aver -1 < p <1 ,

t-1 t
ou { € t € Z } est un bruit blanc

Dans ces deux <cas en effet la matrice de covariance est suffisamment
simple pour que l'on puisse développer le déterminant caractéristique de la

matrice I'n= var{ (X‘L,Xt O ¢ 1)’). Rappelons que dans le cas d'un
ot +

1 t-n




procéssus moyenne mobile les valeurs propres sont déterminées exactement
alors que dans le cas autorégressif on doit se contenter d’approximations dont
la précision augmente avec n la taille de la matrice (voir Grenander,Szegd
(1958) ou encore Stroeker (1984) pour un essai d’amélioration de
P’approximation pour les AR({1)).

On se propose dans une premiére partie de ce travail d’étendre ces résultats a
des processus plus généraux, a savoir d’abord aux processus stationnaires
unidimensionnels  autorégressifs ou moyenne mobile d'ordre quelconque (
AR(p) ou MA(q) ), ensuite aux processus multivariés.

La difficuité tient ici a ce que les calculs menés pour les processus MA(1) et
AR(1) unidimensionnels reposent sur des développements de déterminants
caractéristiques qui ne sont praticables qu'en raison de [’extréme simplicité
des matrices considérées.C’est pourquoi on abordera la détermination des
valeurs propres de la matrice de covariance d’un processus stationnaire en
utilisant une approche alternative  fondée sur ’approximation de ces
matrices par d’autres matrices dont la structure spectrale est connue. Cette
méthode permet de résoudre les cas "purs", autrement dit les cas ou le
processus est purement autorégressif ou purement moyenne mobile. En revanche
elie échoue devant la complexité des cas "mixtes" ( i.e. ARMA(p,q}).

Les problemes que posent la détermination, exacte ou approchée, des valeurs
propres d’une matrice de Toeplitz générale ont motivé historiquement un autre
type de description de la stucture spectrale de telles matrices : [’étude de
la distribution asymptotique de ces valeurs propres quand la taille n de la

matrice tend vers !’infini.

2) DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE

Cette approche a été initiée par G.Szegd qui a montré le résultat fondamental

suivant :si ' est la matrice de Toeplitz (finie)
n



¢ ¢ ¢ c c A
0 2 n-2 n-1
Cc [ o] (o] C [
-1 0 1 2 n-3 n-2
C C ] c Cc C
-2 -1 0 1 n-4 n-3
r = .
n
c c
o] 1
C ‘e (o} C
~n+l -1 0

. (n) .
et si on note 7\v v= 1,2,...,n ses valeurs propres, aiors pour toute

fonction continue h on a
.1 m, 1 T
o lim L V;h =4 [_nh ()] do

ol f est la fonction
+00
f(z) = Z ¢,z

-0

k

[ Voir Szegd (1920) 1.
Ainsi dans un cadre fini les valeurs propres d’une matrice de Toeplitz ne sont
plus nécessairement égales aux valeurs prises par f, mais définissent une

n
suite de mesures ponctuelles }1 Zakm) , { 8 désignant la mesure de Dirac
X
v=r v

en X ) qui converge en loi vers la transportée par f de la loi uniforme sur
[~m,+n].

On dira, heuristiquement, que les ?\;n)sont asymptotiquement répartis comme f.
Ce résultat est plus connu dans un de ses cas particuliers; pour h(x)=log(x),
on retrouve 1'égalité de Kolmogorov {voir par exemple
Gouriéroux,Monfort(1990)).

Le point essentiel est que le théoréme de Szegd n’a été établi que pour des
processus unidimensionnels, stationnaires et admettant une densité spectrale
bornée.

Or dune part les processus étudiés sont généralement multivariés,
d’autre part une classe de processus apparue récemment dans la littérature,
les processus fractionnaires (voir Gongalves (1987,par exemple), et dont

I’intérét est de faire le lien entre stationnarité et non stationnarité,



fournit des exemples de processus stationnaires a densité spectrale non
bornée.

On s’est donc attaché, dans une seconde partie de cette étude, a étendre le
théoréme de Szegd ; on montre, de fait, que le théoréme se
généralise aisément aux processus multidimensionnels et surtout que les
processus & densité non bornée intégrable vérifient encore le théoréme.

Ce point est tout & fait intéressant dans la mesure ou il suggere de

poursuivre la généralisation au cas non stationnaire.

3) CAS NON STATIONNAIRE.

L’analyse des valeurs propres des matrices de covariances d’un processus non
stationnaire (convenablement définies) s’appuie sur les résultats et les
méthodes introduits dans les parties précédentes et fournit quelques
conclusions remarquables.

En particulier, 1’étude détaillée d’une marche aléatoire

fait apparaitre les valeurs propres et leur distribution asymptotique,
comme la limite quand p tend vers 1 des quantités homologues calculées pour un

processus autorégressif d’ordre 1 (AR(1)) stationnaire
X = pX + e, , -1 < p K1

ce qui est d’autant plus frappant que les matrices de covariance de la marche
aléatoire ne sont d’aucune maniere limite des matrices correspondantes du
processus autorégressif stationnaire ; elles ne présentent d’ailleurs pas une
structure de matrice de Toeplitz.

En fait, et c’est sans doute le résultat le plus intéressant, le théoréme de
Szegh qu’on associe toujours aux matrices de Toeplitz est beaucoup plus
général et concerne une classe plus vaste de matrices.

I s’étend ainsi aux processus non stationnaires vérifiant une équation

autorégressive ; a cette occasion on peut mettre en évidence le lien entre la
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processus autorégressif d’ordre 1 (AR(1)) stationnaire
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ce qui est d’autant plus frappant que les matrices de covariance de la marche
aléatoire ne sont d’aucune maniére limite des matrices correspondantes du
processus autorégressif stationnaire ; elles ne présentent d’ailleurs pas une
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En fait, et c’est sans doute le résultat le plus intéressant, le théoréme de
Szegb qu’on associe toujours aux matrices de Toeplitz est beaucoup plus
général et concerne une classe plus vaste de matrices.

I1 s’étend ainsi aux processus non stationnaires vérifiant une équation

autorégressive ; a cette occasion on peut mettre en évidence le lien entre la



distribution des valeurs _propres et le degré de non stationnarité du

processus.
4) PLAN

Le travail s’organise de la fagon suivante :

- Dans la premiére partie (" Processus stationnaires unidimensionnels "), on
présente une méthode d’approximation des matrices de covariance des processus
stationnaires satisfaisant un modele ARMA. Ces approximations fournissent a
leur tour des valeurs approchées des valeurs propres de ces matrices quand le
processus considéré est moyenne mobile (MA) ou autorégressif (AR) pur. On
montre, au passage, comment cette méthode permet J’obtenir dans le cas des
processus ARMA une démonstration "élémentaire" du théoréme de Szegs.On étend
ensuite ce théoréme aux processus fractionnaires stationnaires et aux
processus stationnaires dont la mesure spectrale admet une partie discréte.

-Dans la seconde partie on reprend les questions abordées précédemment mais
cette fois dans un cadre multidimensionnel( " Processus Multivariés " )} ; on
fournit des approximations des valeurs propres dans le cas des processus AR(1)
stationnaires multivariés et on démontre une version multidimensionnelle du
théoréme de Szegd.

-La partie 3 aborde alors, d’un point de vue théorique le cas des processus
non stationnaires. On dérive en premier lieu les valeurs propres d’une marche
aléatoire dont on étudie ensuite la distribution asymptotique. Les résultats
obtenus sont alors généralisés aux processus non stationnaires vérifiant une
équation autorégressive. On montre enfin que le theoréme de Szegd persiste
dans ce cadre non stationnaire et on en déduit une czractérisazion du degré de

non stationnarité

Remarque: La premiére partie a fait [’objet d’une publicatica dans la série

des Documents de Travail de I'INSEE. De sorte que dans les parties 2 et 3 la

mention : "Accardo (1990)" fait référence & cette partie 1.



PARTIE 1 : PROCESSUS STATIONNAIRES UNIDIMENSIONNELS

RESUME

Dans cette partie, nous présentons divers résultats concernant les
valeurs propres de la matrice de covariance d‘un processus stationnaire :
détermination exacte ou approchée de ces valeurs propres, étude
asymptotique de leur distribution empirique, propriétés limites concernant
la valeur propre maximale.

ABSTRACT

In this part, we describe several results on eigenvalues of the
covariance matrix of a stationary process : exact or approximate
determination of the eigenvalues, asymptotic study of their empirical
distribution, limit properties of the maximal eigenvalue.



I - INTRODUCTION -

Les séries chronologiques qu’elles soient univariées ou
multivariées, stationnaires ou non sont habituellement analysées & l’aide
de modéles et de techniques linéaires. On commence en général par retirer
1’évolution moyenne : ceci est réalisé en retirant la moyenne temporelle de
la série dans le cas stationnaire, en différenciant 1la série ou en
retranchant une tendance polynémiale estimée dans le cas non stationnaire.
L’étude porte alors sur les covariances entre les séries résiduelles. Si
Xyseoos xT désignent les observations de cette série résiduelle, on
détermine une matrice de covariance empirique temporelle, en se donnant une
valeur n et en calculant :

T ]

T
1 1
2
; jz.xt . s e e . ; Xt Xt-n+1
t=1 t=1
T
1
T th X9
N t=1
Fn = N 1
T T T
1 1 1
2
;th S I C T th Xe-q ;th
t=1 t=1 t=1

Dans les cas suffisamment réguliers cette matrice devrait constituer
un estimateur convergent de la matrice de covariance théorique du
processus, qul dans le cas ou X est stationnaire est donnée par :

Y0) . . . Y(n—l)l

Y(n-1) . . . Y(0) J
avec Y(h) = E(X X;.,) = Cov(X,, Xy p)-

La matrice fh sert de base au calcul des principales statistiques :
autocorrélations partielles estimées, périodogramme... intervenant dans
1’étude inferentielle de 1la série. Ces diverses statistiques sont en fait
trés liées aux valeurs propres de la matrice fh. Ccmme la matrice-est

symétrique positive, ces valeurs propres XLn), v=1,... n, n =1 sont
toutes réelles positives et devraient constituer des approximations des
valeurs propres Ag"), v=1,..., n, n 21 de la matrice r;. De plus si le
nombre de valeurs propres augmente avec la taille de la matrice n, on peut
penser que la distribution de ces valeurs propres présente une certaine
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"stabilité, :lorsque la taille n augmente. Dans cet article nous nous
proposons de faire une étude détaillée de ces valeurs propres dans le cas

d’un processus X stationnaire.

Dans le paragraphe II, nous commengons par é&tudier le cas d‘un
processus moyenne mobile d‘ordre 1, seul cas ol les valeurs propres Aﬁ“) de
la matrice de covariance théorique peuvent étre explicitées sous forme
analytique. Nous donnons leur expression, explicitons les vecteurs propres

et étudions la distribution empirique de ces valeurs propres.

De plus une étude des valeurs propres peut avoir un autre intérét,
cette fois numérigue. Ainsi l-‘utilisation de la méthode d’estimation par le
maximum de vraisemblance ou le calcul de certaines prévisions peuvent
nécessiter 1l’inversion de matrices de covariance de grande taille (souvent
&gale au nombre d’observations). Divers algorithmes ont été proposés dans
la littérature pour approcher une telle matrice inverse [voir e.g. Rkalke
(1973) ou Ali (1977)]. Déterminer des approximations des valeurs propres Aé")
peut permettre de construire des matrices approchées de la matrice de
covariance, matrices approchées dont certaines sont peut é&tre

facilement inversibles.

Le cas particulier du processus moyenne mobile d’ordre 1, nous
permet alors un calcul approch€ de la distribution empirique des valeurs
propres d‘un processus ARMA (autorégressif-moyenne mobile) quelconqgue. On
montre alors que cette distribution empirique tend en 1loi vers 1la
transformée de 1la loi uniforme sur (-1, M) par l'application densité
spectrale. On déduit comme corollaire 1’'égalité de Kolmogorov pour les

processus ARMA.

Dans le cas des processus moyennes mobiles purs ou autorégressifs
purs, on propose alors des encadrements pour les valeurs propres
elles-mémes et pas seulement pour le résumé que constitue la distribution
empiriqgue.Divers résultats concernant la vitesse de convergence de la
distribution empirique vers sa limite sont ensuite décrits.

Dans le paragraphe 1III, nous proposons une analyse directe du
comportement asymptotique de la distribution empirique des valeurs propres
Ag"), v=1,..., n, lorsque n tend vers 1l’infini. C’est Toeplitz qui le
premier [Toeplitz (1911)] a montré que les "valeurs propres" d’'une matrice
de Toeplitz infinie T = (c v, p € Z) coincidaient avec les valeurs de
+00

V-’

la série 2; c, expinw, -T S w<T (quand elle converge). En d’autres
-G -
termes, il établissait une relation étroite entre 1les "valeurs propres"

d‘une matrice de Toeplitz et la "densité spectrale" associée. Quelques
années plus tard, Szegd (1921) prouvait le théoréme correspondant pour les
matrices finies. Plus précisément si f est une fonction bornée sur (-mw, ™),
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si M (f) désigne la matrice de carrée de taille n, d’'é&élément

1 _
W= o _pexpli(k-1)wif(w)dw, si A&”)(f), v=1,... n sont les valeurs
propres de cette matrice, il établit que :

n

1 1

lim = > h (XM (£)] = ;ﬁﬁh[f(wn dw,
v=1

no B

pour toute fonction h continue. Autrement dit, il montre la convergence en
loi de la distribution empirique des valeurs propres vers la transformée
par £ de 1la loi wuniforme sur 1l‘intervalle (-7, T). Nous commengons par
rappeler la démonstration de ce résultat, puis nous l‘’étendons 3 divers cas
interessants pour l’application aux séries temporelles : cas ol la densité
spectrale n’‘est pas bornée, ce qui permet d’inclure des catégories de
processus comme les processus fractionnaires et constitue une premiére
étape vers 1‘analyse de la non stationnarité. De fagon analogue, nous
congidérons le cas de processus stationnaires admettant wune mesure
spectrale avec une partie discréte et vérifions que la loi limite est
modifiée et comporte alors une "masse & l'infini".

II - ETUDE DES VALEURS PROPRES DANS LE CAS DE_PROCESSUS ARMA

Il.a - Processus Moyenne Mobile d’‘ordre 1

Le cas fondamental est celui des processus moyenne-mobile d’ordre
1 ; en effet 1les valeurs propres sont alors explicitement calculables et
elles serviront pour approcher 1les valeurs propres associées & des
représentations ARMA plus complexes.

Considérons donc un processus MA(l) : X = (X,, t € Z) défini par :
(2.1) X, =&, - 08, ,,

ol €& = (€., t € Z) est un bruit blanc de variance 1 et ol le paramétre 0
est un réel non nul, 6 ¥ 0. La densité spectrale du processus est

f(w) = 11 -~ Gexpiwlz, -T £ w £ 7 {on prendra garde gue ncus retenons comme

définition de la densité spectrale f(w) = E:Y(h) exp(ihw), ol Y(h) désigne
k
l’antocovariance d'ordre h ; il y a donc un rapport de 2T avec certaines

définitions souvent utilisées en séries temporelles].

La matrice de covariance d’ordre n est :



1462 -9 . . . . 0
-9 1+62 .

(2.2) - r,® = .

. .

. -0

| © . ... -6 1462

Propogition 2.3 : Les valeurs propres xf)"), v=1l,..., nde la
matrice I (0) sont :

v
Xf)") =1+ 6% - 20 cos ey v=1,..., n.
n
Des vecteurs propres correspondants sont :

2 U
o(n = l— sin —
» n+l n+1l

i) Nous présentons le calcul pour 8 >0, 1le cas O < 0 s’‘en

y V=1,..., n.

w=1,...,n
Preuve :

déduisant facilement. D’aprés l’annexe 1l.A, on sait que les valeurs propres
se trouvent dans 1l‘intervalle ([Min f, Max f] = [(1 - 9)2, (1 + 9)2]. On
peut donc poser : X = 1 + 62 + 20 cos @, -mTm< o<l m

Dansg ces conditions, on a :

bcosoc 1 o}
det (I, (8) - x1d,) = (~1)" O" .
1 2cosx 1
0 1 2coso

(-1)" 8" U, (cos ),

ou "Uh désigne le polyndéme de Tchebychev normalisé par U,(1) = n + 1 [voir
Abramovitz-Stegun (1985)].

Une relation de récurrence linéaire sur le polyndme de Tchebychev
est facilement obtenue en développant le déterminant.

On a : U (cosx) = (2cosx) Y _;(cosx) - U, ,(cos), , n 22
U (cosx) = 2cosx, U, (cosx) = 1.

Résolvant 1l’équation caractéristique associée, on en déduit :

sin(n + 1)x
U, (cos®} = —————, - TS @ <7,
sinG
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Par conséquent A = 1 + 62 + 26 cos @ est wvaleur propre, si

T
o =—— V=1,..., n.

ii) On vérifie par ailleurs facilement que le vecteur 2@") donné
dans la proposition 2.3 est bien vecteur propre.

QED

Remarque 2.4 : On peut noter que les vecteurs propres sont indépendants de
la valeur du paramétre 8. En particulier les matrices (rh(e), 8 ¢ 1-1, 1()
commutent entre elles. Ceci peut d’ailleurs se voir directement en
remargquant que :

[,(8) = (1 +6%) 14, - 87,

n

o
Lorsque 8 est positif, les valeurs propres X%") =1+ 0% - 26 cos —
n
sont rangées par ordre croissant. On peut alors déterminer facilement la
fonction de répartition empirique de ces valeurs propres. Elle est définie
par :

Card {v : Ag“) < E}

(2.5) F (&) = .
n

Pour 0 £ 8 £ 1, on remarque que :

si & < Min [£(w)l
w

si € 2 Max If(w)| = (1 + 0)%, alors % (%) = 1.
w

(1 - 0)%, alors ¥, (E) = 0,

Pour les valeurs intermédiaires : (1 -~ 9)2 <E < (1+ 6)2, on a :

2 T n+1 1+0% -
1 +0° - 20 cog —< & &= 1< vu< Arc cos |————} et donc :
n+l 26
. ntl 1l 1+ 82- E
= —— — Arc cos |——|.
n (%) n m 20
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Cette distribution empirique converge en loi, lorsque n tend vers
1’infini, vers la fonction de répartition limite :

0, 8i § < (l"e)l

1 1+ 0%-E8) 2 < >
FolB) = |5 Are cos |——p—j, si (1 -9) S8 = (1+6)°%,

1, si £ 2 (1 + 6)2.

On peut noter gque cette fonction de répartition n’est autre que
celle de la loi transformée de la loi uniforme sur (~m, M par
l‘application densité spectrale : f(w) = |1 - Gexpiwl? = 1 + 82— 28cosw.
C’'est un cas particulier d‘une situation générale étudiée dans le
paragraphe suivant.

II.b - Extension aux processug ARMA

Le but est ici d’étendre le résultat précédent & tous les processus
ARMA stationnaires, autrement dit de relier la fonction de répartition
empirique des valeurs propres et la densité spectrale. On commence par
introduire une approximation de la matrice de covariance d‘un processus
ARMA au moyen de matrices de covariance de processus MA(l). La qualité de
1’approximation sera évaluée en utilisant deux types de normes. Si A, est
Ita, xll
une matrice carrée de taille n, nous notons : HAn” = s:p T

norme usuelle ; nous introduisons également une norme prenant en compte la

taille n :

Propriété 2.6 : Soit X = (X, t € Z) un processus stationnaire admettant la
représentation ARMA (p, q) :

j<d q
[Ta-em=x=T]a-8 16, v =1,
i=1 3=1

ol L désigne 1‘opérateur retard et ol les coefficients ¢; sont tels que

lojt <1, £ =1,..., p.

si rﬁ désigne la matrice de covariance d’ordre n du processus X, on

a :
p : q
=TT, @' TIT e +a,
i=1 j=1
olt r;<e) désigne la matrice de covariance d’un processus

MA(1l) de paramétre 8 et ol la suite A, est telle que : A ll £ K <+, Vn et



lim lAnI = 0.
n _
Preuve :

i) Nous commengons par regarder comment est transformée la matrice
de covariance d’un processus stationnaire, 1lorsqu’on transforme celui-ci

par un opérateur du type 1 - @L.

Soit donec X = (X,, t € Z) un processus stationnaire, de fonction

d‘autocovariance 7, (h), h € Z. Sa matrice de covariance d’ordre n est :

Y, (0) . . . 7Y (n-1)

op
]

. . .

¥, (n-1) Y, (0}

Le processus transformé Y = [Y,, t € Z) défini par :
Yo = (1-¢@L) X, =X - ¢ X .4,
a pour fonction d’autocovariance :
Yy (h) = -@ Y, (h-1) + (1+%) Y, (h) - @ Y, (h+1).

La matrice de covariance d‘ordre n du processus transformé Y est

alors liée a celle du processus initial x par :

(2.7) Lo IR =10 + ¢ EX,

n

ol rh(@) désigne la matrice de covariance d’un processus MA(l) de paramétre

@ et ol E} est la matrice :

Y (1) - . . Y (n)
0o ... o0

0 o
Y (n) . .. ’Yx(l)J

ii) Nous pouvons alors appliquer récursivement la formule (2.7)
pour obtenir une approximation de la matrice de covariance d‘un processus
ARMA général. Considérons donc un tel processus X = (X,, t € Z)

satisfaisant 1l‘équation de récurrence :
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ITa-em %= ] a-o1)e,.

(
i=1 ) j=1
Posons alors :
A P
z{ = n (1 - @L)%, 3 =1,..., p— 1, 28 = X,
i=j+1
g .
Wi = ]] (1-8;L)6, £=1,..., a-1, W} = £,; appliquant récursivement
j=g+1

la formule (2.7), on obtient :

P B

k-1

k

(2.8) [Tryen| - 2 | 1| =
i=1 k=1 =1

m=1

q L £-1 Y
= [Irep - S'e, [n rn(em)] B .
3=1 £=1

Cette formule fait clairement apparaitre la forme de la matrice Aj.

iii) Il nous reste donc seulement & vérifier que cette matrice
satisfait les conditions énoncées dans la propriété. Pour cela nous allons
établir plusieurs majorations uniformes.

a) Toute valeur propre de fk(@i) appartient (voir annexe 1.A) a

l'intervalle {(1 - lg; %, (1 + lg; H?]. on a donc :
2 -1 1 C
Hrh(ej)u < Max (1 + IGJI) et W (¢;) "I < Max —————— ainai les
i FONE U A )

-1

matrices r;(ej), j=1... g et les matrices I (@;) i =1,... p, sont

toutes uniformément bornées pour la norme H.I.

£

b) De plus les processus intermédiaires z9 et w® sont stationnaires.

Posons alors :

0 oo
K = sup {sup Z (’Yzj (h))2 ,sup z ('Yﬂe(h))z}.
i k=0 £ n=0

Cette valeur K est finie. De plus, on a :

1

2

1A

gl

1 n
IEZ°1 = =2 Z(wzj(h))z
h=1

£
et de méme IEﬁ | < .
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i £
On en déduit que : lim |EX | = 0 et lim IE} | = O.
n—o n—o

'c) Enfin, on a, d'aprés l‘inégalité de Schwarz :

. n 172
J
ez’ n < Zlnz,-)(hnz

IA
=

de méme lIE, 8"

L’erreur d‘approximation est donnée par :

B
]

Eh ZBe [n (e, )] 1a:“41

m=1 ; J

n ﬂr<<p, rI r<<p,

Utilisant les propriétés Illa + Bll < llall + lIBIl,
llasil < (&l lisll,

et le fait que les diverses matrices intervenant dans le membre de droite
sont uniformément bornées en norme ll.ll, on en déduit gue l|A |l est également

uniformément borné en n.

Par ailleurs, il est montré dans l'annexe 1.B. Proposition 6 que :
taBl < Hall IBl.

On obtient alors immédiatement que lim IA 1 = O.
n

QED

Comme les matrices de covariance r§ du processus ARMA peuvent étre
-1

P
approchées par les matrices r1 r;(@i) TT f} (ej) , on peut

raisonnablement penser que les valeurs propres de rg peuvent l’&tre par
celle de 1l'approximation. Ces derniéres scnt évidemment faciles &
déterminer, puisque nous avons remarqué gque les matrices r;(e) admettent
des vecteurs propres indépendants de la valeur du paramétre 0. C’est cette

idée qui va permettre de montrer le théoréme ci-dessous.

Propriété 2.9 : Soient Ag, v = 1,..., n, les valeurs propres de la matrice
de covariance d’un processus ARMA et f la densité spectrale de ce

processus. Alors pour toute fonction h continue sur (Min £, Max f) :



0
1 1

lim = > h(\{") = —_ dw.

- v§=1 " = [" nit ) a

Preuve :

i) Notons Bg, v=1,..., n, les valeurs propres de l’approximation
P 1T oa
n T r[ I,(8;)|. Comme les matrices I,(6) ont méme vecteurs
i=1 3=1

propres, nous avons :
-1
q

P
T uTr
gn = l I (1+(p$ - 2¢;cos —) ] l (1+8?-— 28j cog —),
1=1 n+l =1 n+l

n v
ou encore 3 Bu=le,U=l... n.

Par conséguent si h est continue sur [Min £, Max f],

n n
1 1 v
;Z h(ﬁg) =; Zh[f[;;]] apparait sous la forme d‘une somme de
v=1 - v=l

Riemann. Comme h(f) est continue, il y a donc convergence vers l’intégrale

correspondante :

n
1 1
lim — h(g"y = — llh(f(w)]dw
n uz=:1 voom 90

1
== ST nte G 1aw,

car la densité spectrale est paire.

ii) Il reste maintenant & montrer que cette limite est aussi celle
n

obtenue pour ~ Z h()\z). Ce résultat est une conséquence directe de la
v=1
proposition 7 de 1l‘annexe 1. La matrice T, = I'ﬁ est en effet de Toeplitz,
-1

p q
1’approximation L = n Fn (9;) ]—[ rn(ej) est hermitienne, L, et T,
i=1 i=1
sont uniformément bornées en norme |l.ll et l’écart A = T,- L, est tel que
limlA | = 0. Toutes les hypothéses de la proposition 7 sont donc réunies et

n
la distribution empirique des valeurs propres de Ag a méme limite en loi

que la distribution empirique des valeurs propres Bg.
Q.E.D.

La démonstration que nous venons de présenter peut étre vue comme
une preuve constructive du théoréme de Szegd dans le cas particulier des
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processus ARMA.: Une démonstration trés différente de ce théoré@me sera
décrite dans le paragraphe III. En particulier dans notre approche nous
n‘utilisons pas 1‘étape constituée par 1'égalité de Kolmogorov ; cette
derniére apparait comme le cas particulier correspondant & la fonction
logarithme ; on a :

n
1 1

lim — Log A" = ——-j" logf (w)dw

nnuz=:1 % 7 g Jmoet)

1 1
- det I* = — ‘ £ dw.
> lim Log de n 11Log (w)dw

On sait par ailleurs (voir Azencott-Dacunha-Castelle {1983) que le

premier membre lim — Log det Tﬁ est égal a4 la variance de 1l’innovation et
n
n

1
on en déduit donc l'égalité de Kolmogorov : Log 2 = Py ITQLog £(w) dw.
La propriété 2.9 fournit la 1limite en 1loi de la distribution

empirique des valeurs propres Ag, v = 1l... n. Pour exhiber cette limite, il
suffit d’appliquer la formule de transfert. On a :

1
= J:rh[f(w)]dw

j‘ R{E(w)) dU(w)

(_ﬂlﬂ)
= J h(x) auf (w)
[-ﬂlﬂ}

ol U[,ﬂ ] désigne la loi uniforme sur [-T, 7] et iq-n )82 transformée
. .

par la densité spectrale. Ainsi la propriété 2.9 équivaut & la convergence

en loi de la distribution empirique vers la loi 1q_ﬂ )

II.¢ - Encadrement des valeurs propres dans le cas de processus

moyennes mobiles ou autorégqressifs purs.

Dans le paragraphe précédent, nous avons fait une étude globale de
l’ensemble des valeurs propres, étude essentiellement asymptotique. Dans ce
paragraphe nous nous proposons de donner des propriétés des valeurs propres
prises séparément, propriétés valables pour toutes les valeurs de n.

En dehors du cas MA(l) présenté en II.a, le calcul analytique des
valeurs propres parait impossible. Dans le cas AR(1l), Grenander et Szegd
(1958) et Stroeker (1978), (1983) obtiennent par des méthodes sensiblement
différentes des approximations des valeurs propres, mais leurs calculs ne
sont praticables qu’d cause de la relative simplicité des matrices de
covariance des AR(1l).

Par une méthode distincte de celles introduites précédemment dans

la littérature, on donne ici des approximations des valeurs propres de
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processus MA(q), ¢ 2 1 et AR(p), p 2 1. On établit au préalable un résultat
général qui fournit des encadrements des valeurs propres & partir
d’approximations d’opérateurs [voir GLAZMAN et LIUBITCH (1974)].

Proposition 2.10 : Soient P un projecteur orthogonal de L, ,, (dim L =n +
sur un sous-espace Ln(dim L,= n) et S un opérateur autoadjoint de L

n+1

n+1°

On définit 1la restriction S de PS au sous-espace L, . S est un
~N
opérateur autoadjoint de L,. De plus notant AE, k=0,..., net Ak,
k =0,... n -1 les valeurs propres de S et s rangées par ordre croissant,
on a

<X <A

A £ X SA SXS . S 1 S,

n-1
Preuve :

1) Les restrictions de PS et de PSP au sous-espace L, sont

clairement confondues. Cette remarque montre que 5 est autoadjoint.

2) Ccommengons la comparaison des valeurs propres par celles des

plus petites ); et XO' On a (voir annexe 1) :

X = Min x5 x < Min x'S x = Min y'PSPy = Xg-
x€L, o llxll = 1 x€L, , lIxll=1 yeL, illyli=1

3) Plus généralement, notons Vk l’ensemble des sous espaces V, de
L.,y telsque dimV, Zn+ 1 - ket 1, l’ensemble des sous-espaces U, de

L, tels que dim U, 2 n - k.

D‘aprés la caractérisation Max-Min des valeurs propres proposée par
Weyl-Courant {voir Kobilinsky (1979)], on a :

Ak = Max min x’Sx.
Y xevy
On a alors : A < Max Min x’ § x.
Y, xev N L,

Comme dim V, N L, 2 n - k, on voit que : V, n L, € “k‘ Introduisant
le maximum sur l’ensemble 1&, nous avons :

X S Max Min x'S x S Max Min y’ Sy=X, 15k<n
Y =xev, N L U vely
4) Par ailleurs H Ak+1 = Max Min x'S x, et donc en se

Va1 x€Viuy
restreignant aux sous-espaces Vit contenus dans Ln H

1)



Ak+1 | Max Min x’ Sx.
v, X €V
k+1 € Ypyy 5 Tkt
Vk+1 C Ln

Comme : dim vy, 2n=- (k+tl) + 1 =n - k, il y a identité entre les

sous-espaces V,,, inclus dans L, et les éléments de lk. Par conséquent nous

avons 3

Ak+1 2 Max Min y’Sy = Xk, k=1,..., n- 1.

Y yvel

5) Mettant ensemble les majorations obtenues en 2), 3), 4), nous
obtenons : Xy S Xy S A S A S .0 S S,

Q.E.D.

On obtient alors un corollaire qui relie 1’approximation des
matrices et celles des valeurs propres.

Proposition 2.11 =: Soient (B, ),> et (C,),>y deux suites de matrices
symétriques, ol les matrices Cn gont de la forme :

c{m 0
(n)
o c

avec C%“), Cé“) de dimension r x r indépendante de n.

Posons : A, = B+ C,, n 2 1 et désignons par Aé")(A), v=1,... ,n
[resp Ag“) (B, v=1,..., n] les valeurs propres rangées par ordre
croissant de A, {resp de B, ]. On a alors pour 2r+l £ v< n- 2v, les

inégalités :
A0 B) < (M) < A{03 (B),

N3 (m) S AN (B) < A0 (A).
Preuve : Introduiscns le sous-espace de R' dé&fini par :

L = {0}" x R*"2" x {0} et p le projecteur orthogonal sur L. Les
restrictions de PA, et de PB  au sous-espace L sont confondues. Soient alors
@ <0%... 20 ,. les n - 2r valeurs propres de cette restriction
appliquant 2r fois consécutives la proposition 2.10, on voit que :

MMy S, < AN )

IA

A&Q%r(s), v=1,...,n-2r.

Ny S



Combinant ces deux séries d’inégalités, on obtient celles annoncées

dans la proposition 2.11.

Q.E.D.

Oon peut maintenant utiliser 1la proposition précédente pour

approcher les valeurs propres de la matrice covariance d’un MA(q), g 2 1.

g

Propriété 2.12 : Soient X, = rT (1 ~ BjL)et un processus MA(qQ), rﬁ sa
j=1

matrice de covariance d‘ordre n, )\g") < ... = )\r(,”’ ses valeurs propres

rangées par ordre croissant. Soient u%")

A
A

ué") les valeurs propres

q
de la matrice (symétrique) rT r, (Gj).
i=1

Alors : p&?%q < A%“) < péf%q, v=2q+1l,..., n - 2q.

Preuve :

i) On sait que :

q £-1 ¢ q
= [Ire) -2 6, (0 enfe = [Tren+a.
j=1 £=1 m=1 =1

Nous allons montrer en utilisant deux lemmes gque la matrice A, est

<, 0

de la forme : B, = 0 , o C, et D, sont carrées de tailles g x q.

ii) La fonction d’'autocovariance d’‘un processus moyenne mobile pur
s’annule & partir d‘un certain rang, égal & g + 1 od g est l'ordre de la
moyenne mobile. Les matrices de covariance associées ont donc des éléments

non nuls sur un nombre fini de paradiagonales paralléles & la diagonale
principale. Ceci nous conduit & introduire la notion de matrice M & bande
diagonale de largeur H., Il s‘agit d’une matrice d’'élément général m; ; tel

. non tous nuls, si li-j] = H.

que : my; =0, si fi-jl > H et m;

Lemme 2.13 : Si M; et M, sont deux matrices & bandes diagonales de
largeurs respectives H, et H,, la matrice M; M; est 4 bande diagonale de
largeur au plus H, + H,.

Preuve immédiate.

Lemme 2.14 : Si M est une matrice & bande diagonale de largeur H, si W est
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un processus MA(g) et E; la matrice associée : EN = 0

Y (m) oo v (1)

alors le produit ME: est de la forme 0 , ot les matrices C, et D,

sont de tailles H x q.

La preuve de ce lemme est immédiate dés que l’on a noté que la

matrice E/ a la forme spécifique :

LTS SN A CH 0 ... 0

o ... oY, (q) -+ - . Y (1)

o-1 iii) Utilisant le lemme 2.13, nous voyons que les matrices :

II r;(em), £=1,..., ¢ sont des matrices & bandes diagonales de largeurs
m=1

au plus g. Utilisant alors le lemme 2.14 nous en déduisons que l‘erreur

d’approximation :

o] Q
q -1 n
a, = Z 8,1 T I, (en)] est de la forme 0 ,
£=1 =1 0 D,
ol C, et D, sont carrées de taille g. La fin de la démonstration est alors

une conséquence directe de la propriété 2.11.
Q.E.D.

Exemple 2.15 : A titre d'illustration prenons le cas d‘un processus MA(2)
défini par 3 X, = (1 - 6,L)(1 - §,L)¢,, Ve, =1, avec : 0 < 8@,, 8, < 1. Les
valeurs propres de I' (8,) I,(0,) rangées par ordre croissant sont :

[1 +82 - 20 ke 1+02 - 20 vﬂ] 1
- o8 —— - cos —— v o= Y n
1 1 © ey 2 2 ne1l’ ’ ’

Elles encadrent les valeurs propres Aﬁ") de la matrice de
covariance rﬁ. On notera que l‘amplitude des encadrements est de l‘ordre de

1 .
~— et diminue, lorsque n tend vers l‘infini.
n



Le cas des processus autorégressifs purs se déduit assez facilement
du cas moyenne mobile pur. L‘idée est d‘utiliser 1le fait gqu’une
représentation autorégressive est "l’inverse" d’'une représentation moyenne
mobile. Plutdt gque d’approcher directement 1la matrice de covariance de
l’autorégressif, on cherchera donc a approcher son inverse. Soit
(X =X, te€ Z) un processus AR(p) satisfaisant la représentation :

p
[T a-¢nix.= €., ve,= 1, lg;1 < 1.

j=1
La matrice de covariance d‘ordre n du processus X est alors reliée

P

4 celle du processus moyenne mobile : ¥, = r1 (1 - ¢5L)Et par :
j=1
C, 0

(2.16) )yt =1+ 0 ,
0 D,

ol C,r D, sont deux matrices carrées de taille p x p [voir

ALI (1977)}.
La formule (2.16) permet ainsi de se ramener au cas précédent.

Proposition 2.17 : Soit X = (X, ted un  processus AR(p) de
P

représentation ]_] (1 - qﬁL) X, = ¢
j=1

P VE, = 1, I@jl < 1 ; soient I'* ga

t n

matrice de covariance d‘ordre n, A§">s... < Agn) les valeurs propres de

cette matrice rangées par ordre croissant et () < .. < ul" les valeurs
K Hn

P
propres de r1 r}(qﬁ). Alors on a :

j=1
(n) 1 < ,(n)
Byl dp < S Hyrspr V= 4p + 1,..., n - 4p
A(n)
n-v+1l

Preuve : D’aprés la propriété 2.12 les valeurs propres a%")ﬁ... < aﬁ"’ de

I7 vérifient : p§T§ps aé") < péf%p; appliquant alors la propriété 2.11, on a

aussi :

1
(n)
< %oe2p

K
)
N~
o
A

B An)

n-v+1

Comparant les deux encadrements, nous obtenons ceux de la
propriéteé.

Q.E.D.



25

II.d -~ Vitegse de convergence et digtributions empiriques

Nous avons vu dans le paragraphe II.c que si X est un processus
ARMA la distribution empirique des valeurs propres de 1la matrice de
covariance tend vers la loi limite lq_ﬂ Ty - Nous allons ici nous intéresser

4 la vitesse a laquelle se produit cette convergence.

Nous avions introduit diverses valeurs propres : celles
Aﬁ“) v=1... nde la matrice Tﬁ, celles Bﬁ"), v=1,..., n de la matrice
-1

P q
r] I (o) r] Ia(6;). Les distributions empiriques qui leurs sont
i=1 j=1

associées sont désignées par :

1 1
F, (x) = ;-Card{u : Aé“)< X}, G, (x) = ;-card L") < x}.

Nous établissons successivement des résultats concernant 1’écart
entre § et la distribution limite F=1 E'W, ) puis l’écart entre ¥, et G, .

Proposition 2.18 : Pour tout réel x, il existe M(x) dépendant de x, mais pas

de n tel que :
M(x)
16, (%) - F(x)l = — n 21,

De plus : sup M(x) < 4(p + q) - 3.
x

Preuve :

i) La densité spectrale f du processus ARMA est une fraction
rationnelle en cos w, sin w. Pour tout réel x 2 0, l‘image inverse f'1([o, x[)

s’exprime donc c?m?e une réunion finie d‘intervalles disjoints
r(x

£ 0, x1) = U (a;(x), bj(x)).
i=1

Le nombre r(x) dépend de la valeur x, mais est de toutes fagons
inférieur au nombre de variations de 1la fonction £ sur (-mW, W ,
c’est-a-dire au plus a 2{(p + g - 1).

v
ii) Par ailleurs, on sait que Bgn) = f(;:IJ' Oon en déduit que :

r(x) n n+l
B‘(’n) < x &> UE gn(x) = LJ tii— a; (x), —ﬁ— bi(X))
i=1

Puisque 1le nombre d‘entiers contenu dans l’intervalle (a, b) est
compris entre b - a et b - a + 2, nous avons :

r(x) 1
Card [v : v e J (%)) - :E T [b; {x) - a;(x)] £ 2r(x)
i=1
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1 r(x)
= |—card : W< x) - & [b; (x) - a;(x)1] <
n i=1

2r(x) + 1
n

Remarquant que : F(x) = .r Lig,x;(2) 4 ‘uf[-ﬂ, n] (2)

1
5?;.[:1 Ipfcuysey o

1 fw
= — 1 dw
wd0 Ty e £ V[0, 2D

r(x)

> by (x) - a;(x)] 4

i=1

I
CH

nous voyons que l’inégalité obtenue s’écrit :
M(x)
16, (x) - F(x)l £ ——,
n

ot M(x) = 2r(x) + 1 < 2[(2(p+g-1] +1=4(p + q) - 3.

Proposition 2.19 : Pour toute fonction h dérivable & dérivée bornée sur

l’intervalle J = [0, Max f}], on a :
n K
1 0 dh
= S ™) - nedM) 1 € — sup [—=) |,
n =1 n J dz

ol Ko est une constante dépendant de f, mais pas de h et n.

Preuve : Nous savons que la matrice de covariance fﬁ s’écrit :

P g 3 e [k e & [t .
el Tren | TInep«Tnen) Za | TTnen st - 2o T e =,
i=1 j=1 i=1 k=1 l3=1 £=1  lm=1
P , g
oazf = [] ax-oux,w =[] a-01e,.
j=k+1 j=£+1

k
i) Le rang des matrices E:£ ou Eﬁ est inférieur ou égal & 2. On en

]
déduit plus généralement que pour deux suites de matrices Aj, E: j=1,... 8,
> j
la combinaison ZAJ E: a un rang inférieur ou égal & 2s.
i=1

Par conséquent l’erreur d’approximation :

P ' g
0= [ Then | TIr,ep,
i=1 j=1
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est symétrigue de rang r inférieur 3 2(p + q).

On peut alors trouver une matrice orthogonale Q, telle que :

(n)
oA, 0

-1
P q

oTr o - [[ITen| TIn e, = .
i=1 j=1

ii) Cette égalité permet alors d’utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.20 :  Soient M et N deux matrices symétriques, dont les valeurs
propres rangées par ordre croissant sont respectivement : Aﬂ, v=1,..., n

et Ag, v=1,..., n. On suppose que M - N = diag(a1, % evv, O ). Alors

n n
nous avons : z I)\t— A!;l < Z lee, 1.
v=1 v=1
Preuve du lemme :

i) Comme (ot;, ..., ) = (%5, O,e.e 0) + (0, &,... O) + ...
+ (0... O, ah),
il suffit de faire le raisonnement dans le cas ol :
(%, Oeeve ) = (¥, 0... 0),le cas général s'en déduisant par récurrence
et application de 1l'inégalité triangulaire.

ii) Supposons donc M ~ N = diag(®;, 0,..., 0) avec par exemple
;> 0. Les deux matrices symétriques sont alors ordonnées M >> N, ce qui

entraine (voir annexe 1) : At > A:, Y.

Par ailleurs, ona : Tr M ~ Tr N = Tr diag(®, 0,..., 0)

n n

= 2N -2 =0
v=1 v=1
n

= S D =N = e ).
v=1

Le résultat est analogue pour &, < 0 et 1’inégalité apparaissant
dans le lemme s’'introduit au moment de la récurrence et de l’application de
l’inégalité triangulaire.
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- . Q.E.D.

iii) Revenant alors & la partie centrale de la preuve, on note que

la norme spectrale :

q q
.12 2
. g I—gll - Gjexpxwl I—g(l +18; 1)
j= =
i - [ TInen | TIn@pl s sue = 5
i=1 j=1 w
L J ]_—lll—cpiexpiwl2 r1(1 - |¢i|)2
i=1 i=1

c’est-a-dire par une constante K; ne dépendant que de 1a densité spectrale

£.

Appliquant le lemme, oOn en déduit alors que :

n

j; IA;”) - ﬁ&"’l < rK, < 2(p*q) Ky, et donc pour une fonction h de dérivée
v=1

bornée :

2] 2(p + DK,
z ihA™) - n@{"H | € ————sup
v=1 n z€Jd

S|

Q.E.D.

I1I - DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES (CAS DE PROCESSUS
STATIONNAIRES)

Dans le paragraphe précédent, nous avons considéré un processus

stationnaire X = (X, t € 7Z) admettant une représentation autorégressive
moyenne mobile. Nous avons déterminé certaines approximations des valeurs
propres {Ag") v=1,..., n} de la matrice de variance covariance de

[Xer Xpaqrees Xewn-11 Ceci nous a permis en particulier d’approcher la

distribution empirique de ces valeurs propres et de montrer de fagon
directe que cette distribution converge vers 1a loi image de la loi
uniforme sur {[-T, T] par 1’application densité spectrale. Ce résultat est
en fait un cas particulier d’un théoréme général établi par Szegd (1921) et
valable pour tous les processus stationnaires admettant une densité
spectrale bornée. Dans le premier sous-paragraphe nous commengons par
rappeler ce résultat et son principe de démonstration. Celui-ci repose de
fagon fondamentale sur 1’égalité de Kolmogorov. Dans le second
sous—paragraphe nous étendons ce résultat au cas de processus stationnaires

3 densité spectrale non pornée. Ceci permet donc d’inclure les processus

dits A mémoire longue qui tout en &étant stationnaires admettent une densité
spectrale infinie a l'origine. Le cas de processus stationnaires admettant
une mesure spectrale mélange de mesure discréte et de mesure continue s’en

déduit alors aisément.
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I1I.a - Le théoréme de Szegd

IIT.a.l - Matrices de Toeplitz

Le résultat a été historigquement présenté dans le cadre des
matrices de Toeplitz. Rappelons qu‘une matrice M, carrée de taille n,
d‘élément général m k=1,..., n, 1 = 1,..., n est dite de Toeplitz si
m, =m,, 6 pour k-1=%k" -1".

Il s‘agit donc d‘une matrice admettant les mémes éléments sur les
paradiagonales principales :

4 a4 « « .« 859
a_; gy .
M, = +a,€eC v=1-n,..., n- 1.
. a4
aj., + - - @47 &

Des matrices de Toeplitz sont généralement obtenues & partir de la
transformation de Fourier. Supposons gque f désigne une fonction réelle
intégrable sur 1l’intervalle ([-7, W} , on peut introduire la matrice de
Toeplitz :

(3.1) Mo(f) = (M (M9, 1€n v

1
avec : m = 5;-ITW exp [(i(k-1) w]f(w) dw.

Cette matrice est de plus hermitienne.

Remargquons immédiatement que des résultats obtenus pour de telles
matrices M (F) construites & partir d‘une fonction intégrable f
s‘appliqueront en particulier aux matrices de variance-covariance associées
& un processus stationnaire. En effet s8i X = (Xt' t € Z) est un tel
processus, admettant une densité spectrale (intégrable) f. La fonction
d'autocovariance se déduit de la densité spectrale par :

Y(h) = f:'ﬂ exp{ihw) £({w) dw.

La matrice de variance-covariance de (Xt, Xt+1"" Xiwn-1) définie

par :

M= (YL, (<ne
coincide alors la matrice de Toeplitz M, (2Wf).



III.a.2 - Distribution as totique des valeurs propres, lorsque la
densité spectrale est bornée

Théoréme 3.2 : Soit f une fonction mesurable réelle définie sur

{-T, W]. On suppose que cette fonction est bornée (presque partout) :
-cco<m < f <M< + o (p.p), et on désigne par {Ag"), v=1,,.., n} les
valeurs propres de la matrice de Toeplitz M, (f). Alors pour toute fonction
réelle h, continue sur l‘intervalle {m, M], on a :

1

n
1
im — E (n)y . __.l"
lim U_lh(A” ) Py _nh[f(w)] dw.

n—+oo 1
Preuve : Nous rappelons briévement le principe de démonstration de

ce résultat.

i) La preuve s’appuie sur 1’égalité de Kolmogorov [voir par exemple
whittle (1963), Azencott-Dacunha-Castelle (1983)].

si f désigne une fonction bornée (p.p) positive, on a :

1 1
3.3 lim ~— Log det M_(f) = — Iﬂ og f(w) dw.
(3.3) lin = Leg n(£) = o= | _gbog £(w)
Nous présentons ici le résultat sous une forme peut &tre peu

usuelle pour les spécialistes de séries temporelles, mais forme qui est

directement utilisable dans notre cas.

De fagon plus classique si X est un processus stationnaire de
densité spectacle f bornée (nécessairement réelle positive), on introduit
l’innovation &,= X, - 4 it’ ol t-1§t désigne 1la meilleure prévision
linéaire de X, fondée sur le passé du processus X et l'erreur quadratique
moyenne de prévision P= VE, = V(X, ~ t-1it)‘ Il existe alors deux fagons
de déterminer cette variance :

1
- dans le domaine des temps : ¢ = lim = Log det M, (f).
n—ioon

1
- dans le domaine des fréquences : &2 = 5;'Ijﬂ Log f{w) dw.

L’égalité est obtenue en comparant ces deux modes de calcul.

l1’égalité peut aussi étre écrite en introduisant les valeurs
propres Ag") de la matrice M (f). On obtient :

S

(3.4) lim
n—eo

n
zLog Am = -LJ\" og f(w) dw.
s 2w -

Avec cette écriture, on note que l‘’égalité de Kolmogorov n‘est
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autre que l’é&galité apparaissant dans le théoréme de Szegd et appliquée a
la fonction h{x) = log x. L’idée de la démonstration est alors d’atteindre
l'ensemble des fonctions continues & partir de transformées bien choisies‘
de la fonction Log.

ii) Considérons alors un réel z tel que : lz] < 34. La fonction :
w-— 1+ 2 f(w) est positive bornée (p.p). De plus on vérifie facilement
que la matrice M (1 + zf) admet comme valeurs propres
1+ z Ai"), v=1,..., n ,valeurs propres qui sont d‘'ailleurs toutes
strictement positives [voir Propriété3 de 1l'annexe]. On peut donc aussi

appliquer 1l‘égalité& de KXolmogorov & cette fonction, ce qui conduit aux
relations :

1 ¢ () 1
(3.5) lim — jziLog (1 +2zx,771 = — IT;ch(l + 2 f(w)] dw,
n—eo B i-1 2m
1
Vz, 1zl < —.
2M

L’égalité du théoréme apparait maintenant vérifiée pour toutes les
fonctions h(x) = Log(l + zx), avec 2z 1réel assez petit. La suite de la
démonstration consiste & montrer qu’elle 1l'est aussi pour les fonctions
puissances h(x) = xP, qui forment une famille dense dans l’ensemble des
fonctions continues. Pour cela il est naturel d’identifier les
développements en série entiére en z des deux membres de l’égalité (3.5).
Ceci demande cependant dans une premiére &étape, d‘étendre l’'égalité (3.5) &

des valeurs complexes de l‘argument z.

iii) Considérons donc 1la suite (g,, n 2 1) de fonctions de la
variable complexe z, suite définie par :

B

2 2um
g, (2) = Z{Log (1 + z /\,g")] - Log [1 + zf(-7 + :T)]}.
n
v=1

(dpr 1 2 1) est une suite de fonctions analytiques dans le disque
1
{z ;j 1zl < 5;} et est uniformément bornée en n, z dans ce disque (par

3
exemple par 2 Log ~). En se restreignant aux valeurs réelles de z, on
déduit de (3.5) que :

1
lim g (z) = O , Yz e R, lzl <« —
I 2M

Appliquant le théoréme de Vitali [voir Valiron (1951)], ceci
implique que (g,, n 2 1) tend uniformément vers O sur le disque

ll<1
{z : lz 2M}'
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iv) Les coefficients (a;“)) p20 apparaissant -~ dans le
développement en série entiére de g, tendent donc vers zéro. Ceci permet

d’obtenir les &galités :

n
1 1
. 1im —~— (n),p o r' p
(3.6) Yp 20 : lim l[Au 1 3 _n[f(w)] dw.

n-eo P =

La démonstration se termine en remarquant gque la famille des
combinaisons de fonctions puissance est dense pour la convergence uniforme

dans l’engemble des fonctions continues sur [m, M] (théoréme de

Stone-Weierstrass).

Q.E.D.

Le théoréme 3.2 a une interprétation directe en terme de
distribution empirique des valeurs propres. En effet si p, désigne cette

distribution empirigue, 1‘égalité du théoréme s’écrit :

1
lim J h{u) dp,(u) = E; f?%h[f(w)] dw

n—eo

[}

j hif(w)] dal(w) (ol ﬂ[_n ) désigne la loi uniforme
f-,] )
sur {-m, m})

f h(u) dU{_n' wy (W) (ol 1q‘ﬂ,ﬂj désigne la loi image par
1'application f de la loi uniforme sur [-W, W]).

Le théoréme fournit donc un résultat de convergence faible de la

loi empirique des valeurs propres Ag"), v=1,..., nvers la loi ﬂ{_ﬂ y*

De cette convergence, il est naturel de déduire certains résultats
concernant les supports des mesures p, et 1q-n, ny* En terme de valeurs
propres, ceci permet d‘étudier le comportement de valeurs propres extrémes,
c’est-a-dire des plus petites (resp. des plus grandes). La propriété
ci-dessous généralise un résultat figurant dans Grenander-Szegd (1958)
(voir aussi Wilf (1970)).

Propriété 3.7 : Soit M (resp m) la borne supérieure (resp inférieure)
essentielle de la fonction £, avec -® < m < M < +oo, Pour toute suite (p,)a>1
Pn
d’entiers vérifiant lim — = 0, on a :
no I

1im A" = moet lim AT = M,
P n-p,
n—+oco n—+4oc

Preuve : D‘aprés les propriétés relatives au classement des valeurs propres
(voir annexe), nous savons que : A%“’ -»m, v=1,... n. Soient alors € un



réel strictement positif et F une fonction réelleicontinue; nulle sur

¢ [m, n + €[ et strictement positive sur [m, m + £[. On peut par exemple

prendre pour fonction F celle définie par :
N {: =0, sur jm, m + E[,
Ix ~-mllx - m- €1, sur Jm, m + €[.

Par définition de 1la borne inférieure essentielle, il existe un

ensemble J de [-T, W], de mesure strictement positive et tel que :

m<f<m+ & sur J.

On peut alors appliquer le théoréme 3.2 a la fonction F.
On obtient :

n
1 1
— (ny, _ |‘"
| 3 g (X 7) py _FLE(W)] aw > 0.

n—+
Comme la fonction F est nulle & l'extérieur de Jm, m + €[, ceci

1

implique : lim — j; F[A%“)] > 0.
n

n+oo AMe Im, m o+ g

Donc 1le nombre de valeurs inférieures a m + € est d‘ordre n. On en

Pn
déduit que si : lim -— = 0, on a pour n assez grand A;") <m+ €. Ceci
n

n—oo ©

étant valable quelque soit &, on aboutit au résultat cherché lim k;")= m.
10 n

Q.E.D.

Ce résultat reste dfailleurs valable, si la fonction f n’est pas

bornée.

Propriété 3.8 : L‘énoncé de la propriété 3.7 reste vrai, sim = ~ o, M < +%
ou sim> 00, M = +o0,

Preuve : supposons m = -0 ; on peut se ramener au cas précédent en

trongquant la fonction f, c‘est-a-dire en posant :

£, si £ 2 -K,
fe =

-K, si £ £ -K.

On a alors : lim inf f (w) = - .
Ko w

Introduisons les valeurs propres Ag“’ associées a M, (f.), valeurs
rangées dans l‘ordre croissant. D’aprés 1l'appendice nous avons fKZ £, ce

qui. entraine xg“)(K) > xf,’”, Y, n, K. Donc :
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lim sup A;") < lim Aé")(K) = inf f, = -K, d’aprés la propopition 3.7.
n—oo n no " -
La valeur de troncature K étant arbitraire, on en déduit que :

lim sup Xé") = - oo,
n—oo n

Q.E.D.

III.b - Distribution asymptotigue des valeurs propres, lorsque la
dengité spectrale n'est pas bornée.

Le théoréme de Szegd (3.2) s’applique aux processus stationnaires,
dont la densité spectrale est bornée (presque partout). Il est intéressant
d’examiner, si 1le résultat est encore vérifié, gquand on considére des
processus stationnaires, mais dont la densité spectrale, tout en étant
intégrable n‘est pas bornée. De tels processus dits 3 mémoire longue
apparaissent utiles pour étudier comment s’‘effectue la transition entre le
cas stationnaire ARMA classique et le cas non stationnaire. Des exemples de
tels processus sont fournis par les processus fractionnaires (voir
Mandelbrot-van Ness (1968), Granger (1978) Hosking(198l1) ou Gongalves
(1987) pour un survey de ce sujet). Dans le cas le plus simple, ils sont

définis par l‘'équation :
d =
(1 -L)° %X =¢,, telZ

ou L désigne l‘opérateur retard, et £ un bruit blanc. La densité spectrale est
nécessairement de la forme :

£(w) -
W)y = — ——
27 g - expiw|2d

Elle peut ne pas exister pour la fréquence nulle. En fait comme son
développement limité au voisinage de ces fréquences est :

W)~ or e

w'
» . l -
on voit que : si 4 2 Ey la densité n’est pas intégrable et le

processus n’est pas stationnaire ;

1
si 0 <d«< Eq la densité est intégrable [processus

stationnaire], mais elle est infinie & l’origine;

si d £ 0, le processus est stationnaire, de densité

spectrale bornée.



35 -

Nous allons voir que la généralisation du théoréme 3.2 est obtenue
en imposant des conditions différentes aux fonctions h pour lesquelles

l’égalité :

n :
1 1

lim = > h(AL™) = -—ffﬂh[f(wn dw,

e L 2w

est satisfaite.

Dans une premiére étape nous introduisons une métrigque A sur les
suites de suites partielles, métrique adaptée au probléme. Nous é&tudions
alors 1l’ensemble de fonctions réelles continues vis & vis de cette
métrique, fonctions dites A - continues et examinons les liens entre A
continuité et continuité uniforme. Dansg le second sous-paragraphe nous
établissons un théoréme sur la distribution limite de valeurs propres pour

les fonctions h A - continues.

III.b.1 - Fonctions A continues

[==]
Soient J un intervalle de R et I_IJ"= €(J) l’ensemble des suites de
n=1
n-uplets : [x] = {xg"), v = 1l...n},>,, dont les termes sont tous pris

dans J.

Pour {x] = {xé"), V=1,..., 0}, >4, [¥Y] = {yé“), V=1lrev., 0k > ¢

&léments de E€(J), on pose :

1 n
(n)_ ,(n)
= 2yl
v=1
(3.9) A(x] ¢ (yl) = sup - .
n 1
1+ = 3 dx" -y
moy=1

L‘’application A est clairement une distance sur &£(J).

Soit alors h une fonction réelle définie sur J & valeurs dans J, on

peut immédiatement lui associer la fonction h définie sur &(J) par :

(3.10) h((x)) = (h(x{"), v =1,..., n}, > ,4-
Dans la suite on identifie h et &, quand il n’y a pas de confusion

possible.
On pose alors la définition suivante :

Définition 3.11 : h est dite A-continue, si et seulement si l’application
associée h est continue pour la métrique A.



La condition de A - continuité peut &tre exgliciﬁée de la fagon
suivante. _
Soit [xp]pz1 une suite de suites de n-uplets convergeant vers [x],

c‘est-a-dire telle que :

n
1
1im sup — EE ng“)(p) -~ xy{p)yt =0 ;
P n v=1
alors si h est A - continue, on a :

n
i
lim sup = 2. lh(x{" (p)) - h(x,(p))| = O.
P n v=1

Il s’agit donc d‘une condition assurant que la fonction h admet un
bon comportement vis & vis de moyennes de Cesaro.

La proposition suivante, montrée dans 1’annexe 2, fournit des
renseignements sur les liens entre A-continuité et continuité uniforme.

Proposition 3.12 :

i) Toute fonction A-continue est uniformément continue.
ii) Toute fonction uniformément continue, bornée est A-continue.

iii) si h est uniformément continue sur
J = [m, +oo[ et k-lipschitzienne sur [M, + o[, (M 2 m), alors h est A

-continue.

Il est clair gque la classe des fonctions A-continues excéde celle
des fonctions uniformément continues bornées sur J, sauf évidemment dans le
cas d’'un intervalle J compact ol ces deux familles cSincident. Par exemple
l’application identité h(x) = x est A - continue non bornée. La partie iii)
de la proposition prend en compte de telles fonctions uniformément
continues, non bornées & l’infini. Remarquons que la restriction m 2 0
intervenant dans cette partie iii) est peu génante ; en effet dans la

suite, nous appliquerons cette proposition & des applications h définie sur
1’image de la densité spectrale et cette derniére est positive.

III-b.2 -~ Etude asymptotique pour des dengités sgpectrales non

bornées.

En utilisant la notion de A-continuité, on obtient une extension du
théoréme 3.2 aux cas de densités spectrales non bornées.

Théoréme 3.13 : Soit f une densité spectrale, fonction intégrable sur (~,T)]
soient A&"), v =1... n, les valeurs propres de M, (f), n 2 1. Rlors pour

~e
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toute fonction h A-continue sur un intervalle J contenantf(([~W, T]) et telle
que. h[f)] soit intégrable, on a : )

a -
1 1

lim = > hA{™M ] = — ]" [£({w) Jdw.

0o D EE; o 7 J -1

L‘ensemble des fonctions A-continues étant plus large que
l’ensemble des fonctions continues & support compact, le théoréme 3.13
implique comme en 3.2 la convergence en loi de la distribution empirigue
des valeurs propres vers la loi transformée : UE'“, wy*

Preuve du théoréme 3.13 :

Nous allons nous ramener au théoréme 3.2 en bornant la densité

, si £ £ K,
fK = )
, sinon.

i) £y est intégrable, bornée par K et inférieure & la densité

spectrale f. Définissons :

spectrale f. Notons pé“)(K), v =1... n les valeurs propres de M (f.)
rangées dans l‘ordre croissant. On peut appliquer le théordme 3.2 a la

fonction £, :
n
1 1
Lin = 3w ®) = == [Tnig o1 aw,
ﬂ—mn =1
pour toute fonction h A-continue (ou de fagon équivalente continue sur [0, K]).

ii) Par ailleurs d’aprés l’annexe 1, nous savons que £ <t

entraine pé”)(K) < Ag"), v=1,... n, n 21 et par conséquent :

S
S

n n
me)n)_ p{“’(K)I = fo\f,“’ -u,(,")(K)]
v=1 v=1

]

1
— (Tr ¥ (f) - Tr M_ (f;)] (ok Tr désigne la trace de la matrice)
n

]

1
pye fT&{f(w) ~ fy(w)} dw

1
= 2_1-1'J‘(f—>-K)[f(w) - K] dw.

Cette derniére quantité&, indépendante de n, tend vers zéro, si K

tend vers l’infini & cause de l’'intégrabilité de la densité spectiale £.

Autrement dit : lim A([u], [A]) = O, et par & - continuité de la
Ko .
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fonction h, nous avons : lim A(h([iy]), h({[X])} = O.
Koo

iii) Finalement pour obtenir le résultat, il suffit d’écrire la

décomposition : _

n
1 1
= S amy - Eﬁ#[f(w)ldw
n v=l

n n
1 1
<= SRy - = > el (x))
v=1 ™ y=1
n
1 1
Py S n@d™ (x)) - Z—T;ffnh[f.((wn

v=1

+ - h(f d ! !r" £ d ’
= a1 aw - — [Toarean) aw

Comme h(f] est supposé%_intégrable, on a pour € > 0 fixé et K assez
and le dernier terme : —_— hi{f dw - — f(w dw i est
grand, . Py _ﬂ[,((w}] pyes PlE(w) ] qu
inférieur & €/3.

Pour K assez grand, on a aussi d’aprés ce qui précéde que :
1 = 1 e €
— hdnty - = hpu{") (K))| < =, uniformément en n. Choisissant
n n o 3
v=l v=1

n assez grand et utilisant le théoréme 3.2, on a alors :

n
1 i 4
= Y nwdMx)) - Eﬂﬂh[f.((w)l aw| < -
# =1
n
1 1
En résumé : lim ; h(Aé")) = E; ffwh[f(w)] dw.
n—oo 1

v=

III.c - Le cas des_processug singuliers
IIT.c.l - Mesure gpectrale

On sait, (voir (Doob (1953]}) que tout processus stationnaire (X t € Z)
admet une mesure spectrale, dont on note F la fonction de répartition ;
dans ces conditions, F est monotone non décroissante et, si
Y(h) =cov (X, X,.u), h € Z désigne 1la covariance d'ordre h alors
Y(h) = _“e'i“hdF(w). Par ailleurs, F se décompose suivant le lemme de
Lebesgue (voir [Priestley (1981)] en une somme de F,, fonction absolument

continue, F; fonction étagée avec des sauts d’amplitude p. en



w., r =1, 2, 3... et enfin F_ une fonction "singuliére“ continue & dérivée
nulle presque partout : F = F_+ Fj+ Fg.

Ainsi, dans les chapitres précédents on a considéré exclusivement
le cas ol F s’identifie & sa partie absolument continue ; en particulier :
dF(w) = f(w)dw, ol f(w) est la densité spectrale du processus.

On se propose, dans ce paragraphe d’‘étudier en quoi ce qui précéde
en particulier les valeurs propres des matrices de covariance et le
théoréme de Szegd, est modifié quand on se place dans la situation plus
générale d‘une mesure spectrale admettant une partie absolument continue et

une partie discréte.

On peut remarquer que Grenander et Szegd dans une note marginale
(Appendice, note 8-5 p 234) de leur ouvrage ([Grenander, Szegd (1958)]
abordent rapidement la question et obtiennent (par des procédés d’ailleurs
plus "heuristiques" que rigoureux) les résultats les plus immédiats, a
savoir, essentiellement, que la présence d’une partie discréte engendre des
valeurs propres d'ordre n. On établira rigoureusement ce résultat et on

l’utilisera pour étendre le théoréme de Szegd & des mesures spectrales avec

partie discréte.

IIT.c.2 - Encadrement des valeurs propres

On suppose que (X,, t € Z) est un processus stationnaire dont la
mesure spectrale admet une fonction de répartition F = F,+ Fj, avec la
partie continue F, de densité ¢ bornée sur [-m, 7] : dF, (W) = @(w) dw et la
r
partie discréte du type F, = :E:QkSHk, ol 6"k désigne la masse ponctuelle

k=1
en w, . On suppose que les valeurs w, sont toutes distinctes dans [-T, ] et

les poids sont rangés par ordre décroissant : 8, 26,... 2 6,_.0n a alors la

proposition :

Propriété 3.14 : Soient A&"), v=1,..., n les valeurs propres rangées dans
l’ordre décroissant de la matrice de covariance r; d‘ordre n du processus.
Soient d’autre part r: la matrice de Toeplitz associée 3 la fonction ¢ :

rg = M, (), et ("), v=1..., n les valeurs propres de cette matrice
rangées par ordre décroissant. Il existe une constante M, indépendante de n

telle que : n 8,- M; < Ag") Sn8, + M, v=1..., 1,
0 <X < My v=r+1l,...,n,
o< <M v=1,...,n

Preuve : voir Annexe 3

III.c.3 - Distribution limite des valeurs propres

L’existence d‘une partie discréte dans la mesure spectrale
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introduit donc des valeurs propres A%") d’ordre n. Il est alors clair que
le théoréme de Szegd n’‘est pas applicable & des fonctions h quelconques. Un
contrdle du comportement & 1l7infini de telles fonctions est alors

nécessaire.

Propriété 3.15 Soit h une fonction continue sur R* telle que

lim = £ < +o0, Alors :
n—ec
1 & 1 =
lim = > A" = —f'_’ﬂh(cp(w)) aw + £ | D8,
n Pait
n—xe v=1 =1
Preuve :

a) Nous donnons essentiellement une idée de la démonstration qui
est décrite de fagon compléte dans l’annexe 3. Elle repose sur le lemme

ci-dessous.

Lemme 3.16 : Si inf ess = m > 0, on a :

n
lim L zLog Af’") = —l—fﬂLog @{w) dw.
nwo B ;01 2m
b) Soit alors z un réel positif et Y, = &  + QEEXt, t € Z ot (&)

désigne un bruit blanc, de variance 1, non corrélé avec (X,.). Les valeurs
propres de niveau n agssociées au processus (Yy) sont
1+ z Ag“), v=1,... n et la mesure spectrale correspondant & ce processus
admet une partie continue de densité 1 + z¢. Appliguant le lemme,

on obtient :

3 1 2 (n) 1
lim - ZLog (1 +2z3)7) = — __TrLog[l + z@(w)]dw, si z 2 0.
n—~oo v=1 2m

c) D‘aprés la proposition 3.14, Agn),..., Xﬁ") sont d‘ordre n et

Log Ag“’
est de limite nulle, il vient lim ———=07v =1,... X.
n—+co n

puisgque

On a donc aussi l1‘égalité :

wlS (m 1
lim — z Log [1 + 2z X, '] = —J‘Lrl'.og[l + z @(w)] dw, z 2 O.
n—N»oon v=r+1 ~ 2w

d) On peut alors en déduire (voir annexe 3) que pour toute fonction
continue h définie sur un intervalle borné, ol les valeurs propres
Aé"’ v=r+1,... n, n = 1 prennent leurs valeurs, on a :



n

1 . 1
lim = > ad"M) = Z—ﬂj\fﬂh(@w)) dw.

n—o * y=r+l

e) Finalement si 1la fonction h est continue sur W, telle que

h(x)
lim = f <o, on a :
x40 X
(A" Ry AN
lim ————— = 1lim —— =0, £siv<r,
neo B nsoo  A{M n

et donc :

1 1 =
Lin = S h{M) = o= | nen) aw s |36, 2
-1T =1

n—eco =1

Q.E.D.



ANNEXE 1
Résultats Préliminaires

Oon raﬁpelle ici quelques résultats classiques et on montre quelques

propositions utilisées dans le texte :

a) Valeurs propres et ordre sur les formes quadratiques 2

On rappelle d’abord la caractérisation de Weyl-Courant [Chatelin
(1988)].

Proposition 1 :

Soit A une matrice hermitienne (n + 1) x (n + 1) et X; < X, £ ... X

ses valeurs propres ; alors A, = Max { min u’ A u}
8y ... ay llull=1
<u, a;> = o]
1 <1<

pour v = 1,... n.

Preuve : Soient Eo,..., En, n + 1 vecteurs propres unitaires respectivement

associés a AO,..., An ;j pour v 2 1, on considére un sous espace VY de

dimension supérieure & n + 1 - v. En notant E, le sous-espace engendré par

les {& }g<s<y ©On a alors :

dim E;, N ¥ = dim E, + dim ¥ - dim(Ey+ V) 2n+ 1 +v+1-v- (n+ 1),donc
v

dim E;, N ¥ 2 1 et il existe un vecteur u de V tel que u = :E‘Ik g, avec
k=0

v
>l 12 = 1.
k=0

v
Il vient alors : u’ A u = E;IO&IZ A £ A,. Ce raisonnement pouvant
k=0

étre mené avec tous les sous-espaces ¥ de dimension supérieure a n + 1 - v,
il vient :
Max {min u’ A u} <A}
ay,e.. a, lull=1
<u, ag> = o]
1<s=<wv

Pour v 2 1, posons alors a; =& 4, 1=1,..., v.

Tout vecteur u, orthogonal aux vecteurs a; s’'écrit :

n n
u = Z(xk E s avec Z log 12 = 1, si u est pris unitaire.
k=v k=v



43

n
Alors : u’ Au = ES |Otk|2 A Z X, dion s

k=v
Max {min u’ Au} 2 X, et donc finalement l’&galité.
Byreeer By lluli=1
<u-a,>=0
1IS1v

Q.E.D.

Les propositions qui suivent relient ordre sur les valeurs propres
et ordres sur les formes quadratiques.

Rappelons que, pour deux formes quadratiques A et B, A € B si A ~ B
est semi définie négative.(x'(A - B) x < 0, pour tout x).

Proposition 2 : [Kobilinsky (1979)] :

v
>

Soient A (resp B) une forme quadratique et X, = Ap = ...
(resp py 2 1y 2... 2 #,) ses valeurs propres ; alors
A<€B= A S &=1,..., n.

Preuve : Notons (a1,..¢, an) une base orthonormée de vecteurs propres de A,

a; associé a Ai, i=1,..., n et de méme (b1,... bn) une base orthonormée

de vecteurs propres de B, bi associé & Wi s i=1,..., n.

L‘espace engendré par b;,..., b; de dimension i et 1l’espace

engendré par a;s++., 3, de dimension n -~ 1 + 1 ont en commun un vecteur u,
non nul, gu‘on suppose unitaire et qu‘on écrit simultanément :

i n i n
u = lek b, et u = Zfsh a,, avec Z OLE = Zﬁﬁ = 1. Alors :
k=1 h=i k=1 h=i

u'Ag = B? Ai R ﬁi xn > Aj
u’Bu = of + + o <
1 Bt e i M=y

et donc A; € u’Bu £ u’'Bu £ p; d'oh la proposition.

Q.E.D.
Proposition 3 :

Soient £ et g deux fonctions réelles de L1[—ﬂ, ™ o;
(f £ g p-p.) = (M (f) £ M (g), n2Z1)
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X1
Preuve : Soit X = | .| un vecteur de C" ; pour w dans (-7 ; W] on pose
xl’\
n
u, (w) = EE X X, el (s"TIW . 11 vient alors : XM (f) X = ITAux(w)f(w)d
s,t=1
et X' M (g) X = fT%ux(w) g(w) dw.
or u, (W) s écrit : u, (w) = i’Mn(w) X, ol on a pos

M, (w) = [ei(s-t)u

W

é

11<s t<n- M, (w) est hermitienne, de rang 1 ; sa seule

valeur propre non nulle est donc égale & : Tr M (w) = n ; on en déduit gque

u, (w) > 0 VX, VYw.

Par conséquent : f £ g p.p. = u, (w) £(w) < u, (w) g(w) p.p.- et, par

intégration : X'M (£f) X € X’ M (9)X, VX € C" ; d’'ol M (£) < M (9), n Z 1.

Q.E.D.

Corollaire 4 : Soient f et g, deux fonctions de L1([—ﬂ, my)) & valeurs ré
et paires ; alors £ < g p.p. = A" (f) < Aé”)(g), U=1,...,n;nZ21.

Preuve : f et g étant réelles, paires, M (f) et M (g) sont symétriques.
f<g on a, par la proposition 3 : M (f) < M, (g) et donc, par
proposition 2 : Ag")(f) < Aé”)(g), n>1, v=1,..., n.

Corollaire 5 : Si f est paire réelle et m < f < M alors m < Aﬁ")(f) < M.
Preuve : Soit g = M alors Mn(g) =M Idn et Ag")(g) = M pour tout n et
On en déduit par le corollaire 1 : Aé")(f) <M, v=1,..., n;nz21l. On

méme que : m < Ag”)(f).

B - Approximation des matrices de Toeplitz

On désigne par ll.ll la norme usuelle de matrice, c‘est-i-dire le s
sur la boule unité. On définit de plus une norme, notée ).}, plus adaptée

elles

Si

la

V.

montre de

up
a

1
;E:Imij

i, 3

1’étude des distributions de valeurs propres i I(mij)15i anI

(2.

Propogition 6 : Si A et B sont deux matrices & coefficients complexes, n x n :

IABi < lall IBf.



45

2

n
1
2 _ =
Preuve : |ABIl¢ = " Z Zaik b ; avec R = (2;;)i<gj, | <nr B = (by).
i,51k=1
[ 1
b1j
sz
Notons bj, le jiéme vecteur colonne de B : bj= "], 3=1,..., n.
By |
nin 2
Alors EE EE aj by = HAijZ, N.Hz étant la norme euclidienne usuelle
i=1lk=1

n
dans C". Puisque lAbjll, < Al llbjll,, il vient 1aBIZ < > UAl? fin; U3, aon
j=1

iaBI2 < HaN? imj2.

Q.E.D.
Oon peut, dans ces conditions, établir un théoréme
d’approximation :
2 1 -~ Srie
Remarquons d’abord  que {al® = —Tr{An*) = A’ 1% ; de  plus
n
1aB]? = IB’A’IZ; enfin si A est hermitienne, de valeurs propres

n
1
Mosees Ay B2 = = 302
v=1

Proposition 7 : ([Grenander et Szegd], (1958)].

Soient (T,),>; et (L, ),>1/ T, matrices de Toeplitz hermitiennes

n x n, L, matrices hermitiennes n x n ; on suppose de plus que :

1) 1la distribution empirique des valeurs propres de L, converge en

loi vers une fonction de répartition ¥ ;

2)  (Ly)p>1r (Ty)p>y sont uniformément bornées en norme ll.ll et |.|

par K < +o0 ;

3) lim IT, - 1.l = 0.
n—+co

Alors la distribution empirique des valeurs propres de T, converge

en loi vers la répartition F.

Preuve : Posons T, = L+ A pr 0 21 ; (An)n21 est donc une suite de



matrices hermitiennes. Pour un entier s, s 21 on

> a: T5= Lﬁ+ R,, ol R est
somme de 2° - 2 termes de la forme B RA;... Aq, q £ s avec A;= Ah ou L . Il
y a au moins une fois A, dans chacun de ces termes. Comme |AB{ = [B’A’}
(évident) on a : IAj... Al 4 A Aq... Bl SR oo A G TA Ao A,
d’aprés la proposition 6.
-t ! 1 1 o
= <
or 18, Ap,q.-- Agl = 1Age Ay AL SR ... A I TA L.

(Todp>r et (L) étant uniformément majorées par K pour les deux normes,
il vient :

1A;... B I SRS (A0 et donc : IT) - Lyl S K (2°- 2) 1A], qui tend vers
0 avec n. Notant Aé”)(resp pé”)). Les valeurs propres de T, (resp L ), on
obtient donc :

n n
1 1
lim = 3 AM S = lin = D (u{™M1%, s 2 1
n n
v=1 v=1
et les deux suites ont donc méme fonction de répartition F.

Q.E.D.
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ANNEXE 2

A~CONTINUITE ET UNIFORME CONTINUITE

1) si h est A-continue, alors h est uniformément continue

Il nous faut montrer que si h est A ~ continue, si (x,),»; et
J vérifiant lim lxn— v, =0, alors

(Yn Y21 sont deux suites dans
n—xo

lim Jh(x,) - h(y,)! = o.
n—vo
Considérons donc deux telles suites (X3 )h>y €t (¥p),>1 - On peut

alors introduire la suite d‘éléments [x >, de €(3J) définie par :
e ( P

(%] = {xé“)(K), V=1,..., Oli>qr
Ynr si n < K,

ol : " (k) =

X,, 81 n Z K.

On pose d’autre part :

(vl = 4™y v=1,... n} 5, avec y{" =y Wy, n.

Dans ces conditions, on a :

Ix - v, |

A(lxg], [¥]) = sup ——————r
« ax 1+ %=yl

Comme 1lim lx - y | = 0, on voit que 1la suite ([x¢])¢>»; converge
n—eo
vers [y] pour la distance A. Comme 1la fonction h est A-continue, il en

résulte que :
lim A[B([x]), h(iy])] = O,

K—o0
ou encore que :

lim lh(x,) - h(y, )l = O.
n—oo

Q.E.D.

2) Si h est uniformément continue bornée, alors h est A -

continue.

On a en fait montré une propriété un peu plus forte qui servira aussi pour
fagon plus précise, nous considérons
telles que

établir 1la proposition suivante. De
deux suites de €(J), notée (1% Dp>17 (¥, o2y
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lim A%y {¥p1) = O, et nous établissons que :
o _ .

lim &(h(ix,1), h({yp]) = O.

p—'oo

Considérons donc deux telles suites et un nombre £ strictement

positif.

i) Comme h est uniformément continue, il existe o« > 0 tel que :
x, v € 3, Ilx-yl < oD = |h(x}) - h(y)l < 3 ot D est la constante définie

4 sup |h]
par : D = —

ii) De plus, il existe un entier K, tel que :
Vp Z Kt A(Ixp1s [¥p]) <@

n
1
ceci entraine : = EE ng”)(p) - ygn)(p)l < n=21, p2K.
n
v=1

Introduisons alors l’ensemble d’indices :

g2 = (we {1,..., 0y, XM () - ¥ (@)1 > om}.

p
1 &
Il vient : & > — :E lxé“)(p) ~ g”)(p)l
n v=1
1 card Hé")
> = EE ngn)(p) -y (p)! > oD Ee—
(n)
DGHp
card Hé") 1
Ceci implique : < 5 si p 2 K.
n

Par conséquent :

i
= S inx{™ (p)) - h(y{"H1 €

n
U€Hp

pour p 2 K ; puisque par ailleurs, on a :

m

1

= > el ) - ™ e < 5
uemg

on en déduit gque A{H([xp]), E([fp])} < £, c’‘est-a-dire la A-continuité.

Q.E.D.

3) Si h est uniformément continue sur J = [m, +oof et si elle est

~ lipschitzienne sur [M, +oof , alors h est A - continue.




Soit ([xp])pz1 une suite de &(J) convergeant vers [x] pour la

n
1 .
métrique A. On a donc : sup — E:IXS")(p) - xgn)l — 0.
n v=1l E

On décompose cette somme de la maniére suivante :

n
I D Y RS
vl x$™) (p)<m (") (p)<u
xgn) <M xgn)> M
+ % > M - x{M (p)) + % > - xmy « % > &M (py-n)
x{" (p)<u x{") (py>M x") (p)>u
xgn) > M xgn) <M xgn) <M

|
M

ng")(p) - xé“)l
n
(n)
X, T{(p)>M

X > M

Dans cette écriture tous les termes sont positifs et il y a donc
convergence vers O uniformément en n de chacun des six termes, lorsque p
tend vers l’infini.

Il y a deux types de sommes :

a) Les termes sommés sont différence de deux réels se trouvant dans
l’intervalle [m, M]. On méne alors le calcul de la maniére suivante.

1
Pour la premiére somme A = — E: ng”)(p) - xgn)l par
n

exemple.
On définit [a,] et [Zpl par :

~(n) .
ai” ey = x(M () et 7, (p) = %", si k(") (p) S, k(M <y,

~(n) ,
a, (p) = M, sinon.

al"? (p)
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n
1 ~(n)
On a alors : A = = E lal™ (p) - a, (p)l et

v=1
lim A((ay], [a,]) = O.
p—'OO
. h, sur [m, M],
Si on pose : h = on obtient une fonction h*
(M), sur [M, +oof
uniformément continue bornée sur J = [m, +oo[. D’aprés la preuve de 2), on

en déduit que :

lim AR ([a,1), B ([3,]) = 0,
p©

* *x ~(n)
(8" (a$" (p)1 - 1" (3, (p)1) = O.

M=

1
c’est-a-dire : lim —
n

p™° v

1

(n)

Remplagant en fonction des suites x&”)(p) et x initiales, il

1
vient : lim sup — > thx{" (p)) - h(x{"?)] = o.
n
—+c0 N
B x"(p) < M
x(h) <M

b) Pour les termes qui s’‘obtiennent en sommant la différence de
deux réels appartenant & [M, +oof[, on utilise le fait que la fonction h est

k-lipschitzienne
Vx, y € [M, +oof : |h(x) - h(y)| < klx - yI.

Considérant par exemple le dernier terme, ceci permet immédiatement

d’écrire-la majoration

k
=) Inx{™ (p)) = m(x§M)1 < = &0 (py — dPY ],
xM (p) > M x$M) (p)>M
x{M> M x> M
oy 1 (n) n)
et d’en déduire que sup — E: Ih(x;"’ (p)) - h(x;"’) | tend vers
n

" (p) > M

xgn) > M

zéro, lorsque p tend vers l’infini.
Rassemblant les résultats obtenus pour les diverses sommes, on en

déduit que :

n
3
lim sup — jz Ih(xén)(p)) - h(xgn))l = 0
!



c’est-a-dire la A-continuité de la fonction h.

Q.E.D.
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ANNEXE 3
ETUDE DES VALEURS PROPRES DANS LE CAS SINGULIER

i) Preuve de la propriété 3.14

a) Les autocovariances du processus (X,, t € Z) s'écrivent :

r
1
Y(h) = Py exp(iwh) @(w) dw + zgk exp(iw h).
-7 k=1
Introduisant la matrice (n, n) définie par E, (w) = [expiw(s-r)l1gs (<nr
on obtient la décomposition ci~dessous de la matrice Y} 3

r
r, =T+ Zek E, (W)
k=1
b) Remarguons d’abord que rﬁ est une matrice de Toeplitz associée &
une fonction bornée positive. Ses valeurs propres sont alors bornées

supérieurement par supess ¢ [et inférieurement par infess ¢].

r

c¢) Considérons par ailleurs la matrice En = :E:Sk E, (W) associée &
k=1
la partie discréte et introduisons les vecteurs :

d;(wj) = JGI (1, expiw;,..., exp i(n-1) wi), j =1,4.., ¢

Ces vecteurs sont indépendants entre eux. En effet il est classique

que le déterminant de Vandermonde :

[1 Xy oo - x?'1

n-1
1 Xy o o o X

A, = det . = FT (x;- x5),
. 1<i<iZn
n-1
1x, - - - %X,
(voir Lelong-Ferrand (1974)). Prenant X; = exp iwj avec des valeurs wj, j=1,...n

distinctes, on voit que le déterminant de Vandermonde associé est non nul

ce qui prouve bien l'indépendance des vecteurs dn(wj), 3 =1,..., L.

on peut alors introduire une base de C" du type :
B.o= {a (w)seees dyw), gﬁf%,... gﬁ"),... ggn)}, oli les vecteurs
gﬁ") k=r + 1,... n engendrent l'orthogonal de {dn(wj), j =1,... r} dans

.



Par définition de ces vecteurs complétant la base, on a :

E (W) ggn) =0 Vk=1,...r, s=1r+1,..., n.

o

Par ailleurs, nous avons
B, (w ) dn(wj) = a, (W= W) d,(w ),

n, siws=20,

avec : a_ (w) = .

n 1 - exp(-iwn) .
-~————————, sinon.
1 - exp(~iw)

Par conséquent exprimée dans la base B la matrice En devient :

8. J@;-an(wk— Wi ) 0
N j

£ -

n

2

Comme pour j = k, on a l'inégalité : la (w - w;)I< -
J 1 - exp = ifw - wp)l

et que les valeurs w, sont toutes distinctes, il existe une constante K

uniforme en n, k, j et majorant la, (w, - wirl.

Soient alors A, la matrice nord-ouest de taille (r, r) de én’
a§") i=1,... r les valeurs propres de cette matrice rangées par ordre

décroissant et D, = diag{n6,,..., nB.].

La matrice A, est hermitienne et donc par le théoréme de

Fisher=-Courant [voir Chatelin (1988)], on a :

Max o™ - nB;1 < lla - B Il
1<i<r

1

2
De plus : {Ia - B Il < sup W8 J6, la (w, - w.)13%] < ro,x.
n n " J k "Zn Tk i 1
37k

On voit donc que les valeurs propres de la matrice én (et donc de
En) sont toutes nulles, sauf r d’entre elles qui vérifient :

n9; - rg;K < ag") < nB;+ K, i=1,00e, T
d) Dfautre part Hrh— an" = Hfﬁ" et appliquant de nouveau le
théoréme de Fisher-Courant avec la convention a&"’ =0, siv2r+ 1,
on a : lA&") ~ oMy < iy H v=1,..., n.

Le résultat en découle en prenant comme constante :
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My = sup [rO,K ; supess @].
ii) Preuve du lemme 3.16

on démontre ici le lemme en utilisant divers résultats énoncés dans
[Grenander, Szegd (1958)] ; quand leur démonstration n’'y est qu‘esquissée,

on fournira une preuve compléte.

Soit o une distribution dont la partie absolument continue admet

une densité ¢ bornée avec infess ¢ = m > 0 ; soit de plus :

1 -
- inw > ; =
ey J:re dor(w) pour n 2 0 ; on pose alors D = det (Cy_,)p<y, psn-

Co-p s’interpréte comme le produit hermitien de expiuw et expipw dans
Lz([-ﬂ ; T muni de sa structure d’espace hilbertien H
Coop= (expivw, expipw), avec : (f, g) = —— _ﬂfa doe(w) .

2T

Proposition 1 : Pour tout n 2 0, le déterminant D, est strictement positif.

Preuve : Soit x un vecteur de ctr. on a :
n 2
v - -ih
X'(Cy u) o<y, un X = x,e” 'TW L do(w) .
-mih=0
Puisque @ 2m >0 p.p., cette intégrale n’est nulle que si

(Cy-p)o<y, u<n ©st donc une forme hermitienne définie positive. D’oll
<v, w<

D,> 0, pour n Z 0.

on construit alors un systéme ¢;,..., ¥,,... de polyndmes en
z = ei", orthonormal pour le produit (.,.) défini ci-dessus.

R c,
T
1
Proposition 2 : Soit & (z) = (D,.;D,) 2 det 9| . L n2
. Cas1 Consz =+ - Co
‘ 1 Zz ..o 2z
L

P, (z)=1

1 _ 0, sim=n
alors : Py $, ¢, dx(w) = m, n 2 0.

g 1, sim=n

d'aprés l’interprétation donnée aux

~

Preuve : Notons z" = f.{w), h 20
coefficients C , n 2 0, il vient :
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(£qr £9) oo o (£, £4)
- (£g, £9) - « « (£, £)
b (z) = det . .
I:'n-1Dn .
(£gr £h.9) « o - {E50 £00)
1 e 2"
A
On notera, pour simplifier @ (2) = ————— det .
Pn D4 1. . .2"
Il est immédiat que, pour toute fonction g :
1 N
_ 2
(®,, 9) = (D, D,.q) © det .

(1,9) (z,9) . - - (z",9)

De sorte que (4, £,) =0, si k <n -1, puisqu’alors la derniére
ligne du déterminant est [(fy, f,)... (f,, f; )] et donc est &gale & la
(k + l)iéme ligne.

¢b étant, pour tout p = O, combinaison linéaire de for £90evny fp,

ona (@, ) =0sim <n - 1.

1 A
D’autre part (§,, ®) = (D, D,.;) % det (n 2 1)
(£00®B0) « - « (£, B)
D’aprés ce qui précéde :
A
(®,, ¢,) = (D, D,_4) /2% det ,

O0,ccer O,(f,, rbn)

(£nr ¢h) Dn-1 —
(¢n’ q)n) = —————" ; Oor (fn: ‘bn) = ( q)nr fn) = Dn'

Dn-1 Dn

Q.E.D.

Ces polynémes ¢1,..., $, ... permettent de calculer le minimum

d’une intégrale :

D
n 1
¢, (z), minimise 1‘intégrale P ffwlg(z)lzda(w), quand

Proposition 3 :
Dn-1

g décrit l’ensemble des polynémes unitaires de degré n. Le minimum lui-méme
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Dq

vaut .
n-1"~

Preuve : ¢b,..., 4% engendrent clairement l’espace des polyndmes de degré n

Dn-1

et le coefficient de z" dans & est k, = . Tout polynéme unitaire de
n n
n

degré n, g(z) s’écrit alors :

n
g(z) = ZVj P;(z), V; € € et V k=1,

i=0
n D
1 1 n
on en déduit : — | Ig12 deqw) = > IV, 12 2 |y | = —= .
2w : ! r 2 D4
- J=0 kn n
Q.E.D.

La limite de ce minimum est fournie par le théoréme suivant pour la
démonstration duquel on renvoie & [Grenander, Szegd (1958)] (p. 44 et

suiv.).

Théoréme : Soit o une distribution de type infini, dont la partie
absolument continue est notée @B(w) dw, ~m < w < .

2

n
1 .
ige [ }
On consgidére U (Ugreeer v) = Py E u; 2z do(w), uje C et on
-17]3=0
pose : , = min T, -
Ugreoor Uy

uy = 1

{rn dw
Alors H lim p, = exp LogB(w) —r. Si LogB(w) n’est pas
00 - 2T,

intégrable, alors p, = 0.

Par la proposition 3 et 1le théoré&me, on a donc (puisqu’ici Log ¢
est intégrable, ¢ est bornée et inf ess @ = m > 0) :

1
= exp [5; fT;Log (W) dw].

lim p = lim
n—+ “n-1

Ainsi, pour n 2 Ny, Ny assez grand, on a en posant
dw
J = ex f“ Lo W) .
P o g P(w) o
Dn0 Dn0+1 Dn0+ P
Vp 2 0, (J - €)P< . < (I +¢&)P, ¢ réel  positif
Dn0-1 Dn0 Dn0+ p ~ 1

fixé.



Par conséquent :

Dn+
p 1 ot P P
1im — Log (J - €) £ lim — log ~—— = lim = Log {J + &),
p—ﬂ-mp p—»oop D P

si &€ > 0 assez
ne-1 poo

0
petit.

1 1
D'od : lim — L D, = =—— f" O w) dw d‘ou le lemme. (On se
ot im a og D, pyn _ﬂL g @(w) (On
n—xcc
reportera & [Szegd (1939)] pour

la preuve originale de cette derniére
égalité).
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PARTIE 2 : PROCESSUS MULTIVARIES

RESUME :

Cette partie applique les résultats et les méthcdes de la
partie 1 au cas des processus stationnaires multidimensionnels. On
calcule des approximations des valeurs propres cuand le processus
est AR(1l) et MA(l) et l’on établit une version multidimensionnelle

du théoréme de Szegd.

ABSTRACT :

Using the results and the methods developped in the first
part, we deal here with the multivariate case. We compute
approximation of the eigenvalues when the process is AR(1) and
MA(1l) and we prove a multidimensional version of Szegd’s theorem.



On se propose d’aborder 1l étude des valeurs propres des matrices de-
variance~covariance de processus stationnaires multidimensionnels.

On considére ainsi des processus {Xt7 t € 7}, ou Xt est un vecteur
de RP, p>1; aux autocovariances <Y (h) du cas univarié (p = 1), (cf.
Accardo (1989)), correspondent alors des matrices p x p notées I'(h) et
définies par : I'(h) = cov (X,, X, ,). La matrice de variance-covariance du
vecteur np x1 : (X; ’ Xé,..., X;)' est alors une matrice de Toeplitz par

blocs. On la notera I,
I'(0) (1) ... '(n-1)

I' (1) I'(o) I(1) ... TI'(n-2)

r = = i~ R
n : r() I(o)y . : =300 <

. . I'(1y

.

. J €n

I''(n-1) I'"(n-2) ... I'"(1) T¢(0)

Il en résulte, par rapport au cas univarié, des difficultés
supplémentaires aussi bien du point de vue du calcul (le développement du
moindre déterminant devient vite impraticable) que d’un point de vue plus
structurel (les matrices de covariance des processus moyenne mobile d‘ordre
1 (MA (1)) ne commutent pas entre elles). De fait il n’existe pas, & notre
connaissance, de travaux consacrés aux valeurs propres des matrices de

covariance de processus multivariés.

Ces remarques expliquent pourquoi 1’étude qui suit, tout en restant
fidéle & 1la démarche adoptée lors de l’étude des processus univariés,
aboutit parfois & des résultats moins complets. Ainsi des approximations
explicites des valeurs propres ne sont proposées que dans le cas de
processus multivariés moyenne mobile et auto-régressif d’ordre 1

(MA{1) et AR(1l)) (paragraphes 1 et 2).

L’intérét particulier des AR(1l) multivariés réside dans ce que
l‘étude des valeurs propres de leur matrice de variance-covariance va
conduire & des procédures d’inversion des matrices de variance covariance
de processus auto-régressifs d‘ordre supérieur. De plus on obtiendra des
approximations des valeurs propres extrémes & partir du cas AR(1l). On
pourra alors, en utilisant les approximations obtenues, vérifier le
théoréme de Szegd (voir Accardo (1989)) pour les processus stationnaires
MA(1l) et AR(1l) multivariés. Le paragraphe 3 est consacré & l’extension de

ce théoréme aux processus multivariés stationnaires généraux.

I APPROXIMATIONS DES VALEURS PROPRES D’'UN PROCESSUS MA(1l) MULTIVARIE :




Soit {X,; t € Z} un processus multivarié, de dimension p, vérifiant
‘un modéle MA(1l) : X ¢ S €&¢ [+ €¢ g ol {€, it ¢ Z} est un bruit blanc et
¢ une matrice p x p.

On note §) la matrice de variance de €,

(R=V (£,))

La matrice r; de variance-covariance du processus s'écrit alors :
Q+dQ P -9 Q 0

- Q¢ Q+PQd -PQ
-3 0

0 - Q¢ Q+ QP

Comme il est noté dans 1'introduction, la matrice rh , n‘est
toeplitz que par 1’'intermédiaire des blocs, mais ne l’est pas élément par
élément ; ceci interdit d’employer, & la différence du cas univarié, des
méthodes fondées sur le développement de déterminants bien choisis (voir
Grenander, Szegd (1958) ou Stroeker (1983) par exemple). On va alors
revenir & 1l’'idée de base de l’étude menée en univarié, qui consistait a
"approcher" fh par une matrice convenable. On choisira ici une "matrice
cycligque-blocs", c'est-3-dire une matrice dont la décomposition blocs est

telle que :

c c, G G e Cnip Chiy
C 7] «ee Gz Gyl

. G R <

<, C, G eee el [}

En d‘autres termes : C = (C

et C,, = C,, = c,.

wl € v < n’ ot C,, est un bloc pxp

w’ “ si v=p = V' -p’ (mod n).

On remarquera que la matrice fh d‘un processus MA(l) n'est pas
cyclique, au sens précis du terme, mais peut néanmoins &tre "approchée" par

une telle matrice ; en effet la matrice C| définie par :
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c, = Th + E,, avec E, = : o : ’

-0 o ... ... o

vérifie, elle, la condition de "cyclicité-blocs". On remarque
de plus que C, et r; sont intuitivement "peu différentes".

L'utilisation de telles matrices cyclique~bloc est fréquente dans
l'étude des processus unidimensionnels : que ce soit pour é&tudier 1‘inverse
de r; (voir Wise (1955), Whittle (1963)) ou pour établir la distribution
d’un coefficient de corrélation (voir Dixon (1944) et Koopmans (1941)). On
trouvera par ailleurs dans Grenander, Szegd (1958) une preuve du théoréme

de Szegd fondée sur l'usage de matrices cycliques.

L’'importance des matrices cycliques et leur simplicité d’emploi
tient fondamentalement au fait qu‘elles sont reliées au groupe cyclique
fini de la méme fagon que les matrices de Toeplitz infinies sont associées

au groupe cyclique infini. (voir Kac, Murdoch, Szegd (1953)).

A notre connaissance de telles matrices n’ont cependant jamais été
utilisées dans un contexte multivarié. On a alors la proposition suivante
qui précise l‘idée intuitive de "proximité" des matrices c, et Yh,

Propogition 1 : On note A(s) (resp. a&“)), V= 1l,...,np les valeurs propres
rangées dans l’ordre croissant de fh (resp C ). On a
alors :

™ <M <™, o w=1,2,...0p - 2p.

Preuve : Soit Op (resp.Ip) la matrice nulle (resp.identité) pxp . On
considére l‘orthoprojecteur P, de rang (n-2)p défini par sa matrice dans la

base canonique de R"P

L
P projette donc R'P sur le sous-espace L,_, de dimension (n-2)p tel
que L, ., = {0}Px R Px...xR Px {0}P.



v

. On a clairement Prh = PC, (puisque PE, = 0)

D’autre part 1la restriction de Prh a Ln.2 définit un opérateur
autoadjoint de l‘espace L,_,. On rappelle le lemme (voir Accardo (1990)) :

Lemme : Si P est un projecteur orthogonal d’un espace L.,y de
dimension n+l sur un sous espace L, de dimension n on a,

pour tout opérateur autoadjoint § de L, ,4:

a) La restriction S de PS au sous espace L, (§ = PS/Ln)
définit un opérateur autoadjoint de L, .
b) 8i A< A< .S A< A,y (resp. X, € X< ... < X))

désignent les valeurs propres de S (resp. de g) ou a :

M SXEN S5 << <X <,

. En vertu de ce lemme, appliqué 2p fcis successives, les valeurs

propres de PM (donc celles de PC, / L,.,) sont séparées par les

n/l,
valeurs propres deC, :

(n)
v+2p

.Si on considére £, vecteur de Ln-o ¢ & s’écrit

") < (val. propre d’indice v de Prh/Ln_Z) <« v=1,..., np-2p.

£’ = (0,...0, £, 0,...0) ot £ € R("-2) P

Les valeurs propres de Prh/L » coincident donc avec celles de
n—

r;_z, d’'oll la proposition.

Q.E.D.
L’intérét de cette proposition tient & ce que les valeurs propres

de C, sont explicitement calculables en fonction de P et Q

Proposition 2 : Les valeurs propres ai") , v =1, ..., np de C  sont les
valeurs propres, rangées dans l‘ordre croissant, des

matrices :

2ikm 2ikﬂ]

Ak(n):Q+¢Q¢”—exp[- ]CPQ-exp [—n—-'nq:',
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pour o < k < n-1.

B (n 2ikm
Preuve : Posons py = exp , <k € n-1.

1) Chaque matrice Ai") est hermitienne et peut donc étre
diagonalisée sur une base orthonormée de vecteurs propres.

Oon notera Gg”& i=1l...,p; les valeurs propres (réelles) de Aﬁ")

et egnz, i =1,...p des vecteurs propres orthonormaux associés.
’

On considére alors le vecteur anz ;, np X 1, défini par :

[ = [ wm, ) @)™ e ]

On va montrer gque les vecteurs Y%"z forment une base de vecteurs
propres de C,;

2) Vérifions d’'abord qu’ils sont vecteurs propres :

c, ani s’écrit matriciellement

o™
Q+ QP -9 Q o] ce. O - QP i,k
(n) _(n)
-Qd Q+PQP -dQ 0 ... 0 P ” 8k
2
o - Q¢ : . (“in)) ef"i .
n-2
: e L ED)T e
-dQ [« IRPIFIR o -Qd Q+PQ P n-1
JL6m)" 7 e
—-(n) 1 (nyyn-1 . )
tenant compte de ce que W = o = Q% ) , on voit immédiatement gue
n

la t'®"® composante bloc pxl de C, anz s’écrit :
¥

[@+oae) ()™ -ea (W) -ae (M) 7] &) pour

t=1,...n.

: (myt-!
On retrouve donc en factorisant Gﬂ ) H
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M) A o

et donc, d'aprés la définition de e{") 1a t1®M®  composante bloc
pxl de C, Y??z est : Gg?z Yg?z, 1<i<p, o<k<n-1

3) Vérifions qu’'on a bien une base :

. D’abord les egni étant normés par hypothése et puisque lpé”” =1
pour tout n et k, on a facilement : "aniﬂ = ¢Z’(u.n désigne ici la norme
euclidienne sur C'P )

G: ani est donc un vecteur propre unitaire de C,, associé a la valeur
a .

propre ngz 1<i<p, o<k<«<n-1.
. On a alors,
M{n)

‘l

(;"((n) )"‘1 (uf")‘)n-1

] L fml = P fesn |t |eem

~

n-1 h n-1 .
o h 2imh (k-1
Si kZlona: Z (pén)) (HE“)) = Z exp__._(.._2_=o
h=o h =o

I
—-(n)
si k=1letsiizj: e , . eﬁ"%: o.
. i,

Donc Yg?é et Y}?Z sont orthogonaux dés que (i,k) = (j,1)
1

{avec 1 € i < p, o€k € n-1} et {G: ang ;1<i<p, 0<k<n1
n

constitue bien une base orthonormée de vecteurs propres de C, associés aux
valeurs propres 6{").
Q.E.D.

Dans le cas des processus moyenne mobile MA(l) univariés d’ordre 1,
on gsait (voir Accardo (1990)) que les valeurs propres de fh coincident avec
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les valeurs f y k=1,...,n prises par la densité sbectrale f du

processus en n points équirépartis sur [0, W]. -

Les deux propositions précédentes ont montré, de leur cété, qu’‘on
pouvait encadrer les valeurs propres de fh_z par celles de Cn, qui sont, en
particulier, les valeurs propres des matrices Aé”); or il est immédiat de
constater que si S désigne la matrice densité spectrale du processus
X, = et_¢Et-1' on a :

5(0) =R +PQd-e ¥ o0 - @,

et donc que :

2 kT
WO - ()

On peut alors se demander si les valeurs propres des matrices r; ne

km
sont pas exactement les valeurs propres des n matrices S 1) k=1,...n

n

ou de toute autre suite de matrices correspondant aux valeurs de S en des

points de [o, ™]}.

On wva voir sur un exemple qu’il n’en est rien ; en effet,
01

considérons le cas od 2 = Id, et $ = ool

La densité spectrale S(w) = I, + ¢ ¢ —e i@ ¢ 19, o << on
s’écrit matriciellement :

2
s (W) = ) .

Il est clair que ses valeurs propres @, = , @ = 2 sont

indépendantes de W

La matrice r; du processus s’écrit, quant & elle :
2 0 0 ~1

o
0 1 o} 0
0 0 2 0
-1 0 0 1




Il est alors immédiat que det (r;- ) (resp.det (rh— ZIn))'a sa

qéme { resp. (2n—1)ié"‘e ) colonne nulle ; (ici I, = l’identité 2n x 2n)

donc I'|| admet A = 1 et A’ = 2 comme valeurs propres.
Cet exemple appelle deux remarques :

1) Si on applique la proposition 1, on a :

ag“) < Ai”'Z) <« 5“3 2p vV =1,..., np - 2p, avec ici p =2
(n) 3 _\5

or o = = dés que v £ n - 4,
v 1 2
) 3 - \Is

et o, =, = dés que v 2 n + 1.

N

Oon voit donc, au passage, que r;_z admet n- 4 valeurs propres

3 -5 3 +4\5

égales a @ = ————=, n - 4 autres égales & o, = ——7;——-les 4 restantes
étant respectivement A = 1 et A’ = 2 comptées avec leur ordre de
multiplicité.

La méthode d’'approximation proposée est donc particuliérement
efficace dés que la matrice de densité spectrale a ses valeurs propres

constantes.

2) En revanche il est clair qu‘a la différence du cas univarié, les

valeurs propres de rh ne sont pas dans le cas général exactement les

valeurs propres des matrices S (W, ), avec o < W, 2w k=1,..., n (par

km
exemple W, = ;:I)

II APPROXIMATIONS DES VALEURS PROPRES D'UN AR(1) MULTIVARIE

Ici encore, les résultats obtenus dans le cadre des processus
moyenne mobile vont servir de point de départ & 1’analyse d‘'autres types de

processus.

Ainsi 1'étude du cas des processus AR (1) s’appuie sur la dualité
processus autorégressif-processus moyenne mobile déja mentionnée dans
l’analyse du cas univarié (voir Accardo (1990) ; Cleveland (1972)).

On va montrer en particulier que si {X, ; t € Z} est un processus
AR (1) = X, = ®X, 4 + €&, ; V (€,) =Q
et si {Y, ; t € Z} est un processus
MA (1) : Yt Ny ~ ¢'nt-1 iV (‘flt) :9.1

alors leurs matrices de covariance respectives I , et I, y sont
[ ’

t
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"approximativement” inverses l’une de l‘autre : .= r;‘; ;i on en déduira
' '

des valeurs approchées des valeurs propres de r; x*
En fait on é&tablira un résultat un peu plus complet, en donnant
l‘expression exacte de l‘’inverse de r;, pour tout processus auto-régressif

d’ordre r.

a) Inversion de la matrice de covariance d’un_ processus auto-réqgressif

multivarié :

L’inversion de la matrice de covariance d’un processus ARMA est un
probléme classique que 1‘on rencontre dans la méthode d’estimation par le
maximum de vraisemblance, par exemple, ou encore dans le calcul des
conséquences de certains chocs et dans la détermination de valeurs de
mesure de causalité (voir Geweke (1982)).

Dans le cas des processus ARMA généraux, il n’existe pas
d’expression analytique de la matrice inverse et l‘inversion est souvent
menée par des algorithmes (voir par exemple Akalke (1973)).

Pour les cas les plus simples, c’est-a-dire pour des processus
MA(2) ou BAR(2), on connailt cependant 1l’expression générale exacte de
l’inverse (voir Ali (1977) pour un résumé des différents résultats et aussi
Shaman (1975), Shaman (1976)) mais, & notre connaissance, la guestion a
toujours é&té& abordée dans le cas univarié. Or, pour des processus
autorégressifs "“purs", c’est-ad~dire sans partie moyenne mobile (AR(r)), on
dispose d’une méthode simple proposée par Siddiqui (1958) (voir aussi Box,
Jenkins (1976) ou Verbyla (1985)), qui se généralise directement au cas

multivarié.

On considére donc un processus p-dimensionnel {X, ; t € VA

satisfaisant la formule autorégressive :

(Rappelons gue, comme précédemment, les ¢i sont des matrices pxp et que
{€, 7 t € Z} est un bruit blanc non corrélé, de variance Q).

on fait ici 1’hypothése que {2 est inversible ; la non corrélation
de €, avec Kyoj o+ j 2 1 entraine alors immédiatement 1l‘inversibilité de la
matrice de covariance np x np

i r , ’ ’
Gn = Var (Xn, Xn~1,...., XZ' X1)

Remarquons que G, n’est autre que la matrice de covariance d’ordre
n du processus X, notée précédemment Yh, dans le cas ot X est stationnaire,
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On a alors la proposition :

Proposition 3 : La matrice inverse de G, admet comme (a,B)iéme bloc de
dimension p : '

n-1l-r
¢i-k-1 o ¢@—k-1 sic<n-roupg<n-r
k=0

1) Bgp

n-l-r
/ -1
2: ¢)oc-k-1 Q ¢lﬁ-k-1 + Ta-n+r, B-n+r
k=—o
sioe2zn-r+letpR2n-r+1

2) Ayp

On a désigné par T, la matrice inverse de G,
(G, = var {(X;, X;_1,..., xé, X;)'} et on a posé
¢, = --Idp et & —osi s & {0, 1,..., r}
Preuve : Si 1le bruit blanc € é&tait gaussien, il en serait de méme
pour (X;, X;.1,..., Xé, X;) ‘. L'inverse de G, apparaitrait alors sous

l’exponentielle dans l‘expression de la densité 1 (Xn, Xn_1,..., XZ' X1).

Faire comme si 1le bruit blanc était gaussien fournit donc
un moyen simple de déterminer GA‘.
Sous l'hypothése de normalité et en utilisant la structure

autorégressive, nous pouvons écrire la densité :

n-1-r
(Ko Xpoqeeees X0 = T 10X/ Rygiqaeees X)L (Xopenn, Xy)
k=o
n-1l-r
= rT 1 (X / Kn-k-1reee Xn-k-r’)l (Xprevor Xq)
k=o
n-r-1 1 1 r ! T r
. - = - -1 -
= J1 072 72 1P 7 7 Enex Z P Xep-i | U Xy Z P Xy e
kx=o (2D (det®)) i=i 1 i =i
[
Xr
Xr-‘l
1 J 1 (XI 1 .
exp - = (X ,..., X;) T S
(zn)rp/Z (detT)1/2 2
X1 J

Comme d‘autre part on a :



1 1 ’ , -1 y
exp-;(xn,...,X”Gn .

1 (X, X 4,00+, X4) =
n n-17 [
(2 .n,)nP/Z (det Gn)‘l/Z

on obtient alors directement la forme des blocs A,p en identifiant

les formes quadratiques figurant sous l’exponentielle.

Q.E.D.

On voit donc que c’est la structure autorégressive qui donne

facilement le résultat, que le processus soit ou non stationnaire.

D‘un point de vue pratique la proposition permet de ramener
l’inversion d‘une matrice np x np & l’inversion de deux matrices de tailles
plus petites, p x p pour 2 et pr x pr pour G.. La formule d’inversion
donne, dans le cas d’un processus autorégressif d‘ordre 1 :

Proposition 4 :
S8i X, = ¢'Xt_1 + &, et si I'(0) désigne la variance de Xy, on a :

ol -0 e 0
40" Ol e 0o
i ey ! alspale
G =
n
MRT To iy -
o1 1 01
0 - () Tyt o 'e

Preuve : immédiate.

Remarque 1 : 1l’égalité Xt = ¢xt_1+ € entraine, dans le cas stationnaire,

que X, = Z ¢h €iipe

h2>0

Si P, Q et (o34 commutent, on a immédiatement :

o)y = Q z ¢ oh = 19 ‘13’)'1
h>20

prot T(0)™' = Q1 - ¢ 0’9 et donc, dans l-expression de G;1, les termes

diagonaux extrémes Q' et I'(0) '+ ' '¢ sont égaux.
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Un cas particulier est le cas univarie (p = 1)‘; en effet on a

o2
alors . Q=02 € R, , P=¢€R (lpl <1) et donc I(0) = —— d’ol

1~q§
-1 -1 1 -1
(o) + 0P = —=Q
02
1 -
-p 1+* - 0O
et G;1 = — —p 1+¢? .
1+? -p
0 - 1
On retrouve la formule classique (voir par exemple

Gourieroux-Monfort) (1990).

Ce résultat n‘est cependant pas général, prenons en effet

=1I3 , =100 1|; P est nilpotente (45 =0).
On a alors l‘expression de I'(0) :
100 100 100
) = 15 + dp + ¢ 292 crest-a~dire I'(0) = [0 10| + [0 10| + 000} ;
001 000 000
1 1
— 00 —00
3 3
doa I(0)" 1 = 1 et, clairement : [(0) ' + ¢'¢ = 3 = = I,
0—20 0 —20
2 2
001 002

Remarque 2 : Il suffit de comparer l’expression de G;1 dans la proposition,

a l’expression de la matrice fh de covariance d‘'un processus
MA(1l) + Y, =m, - $'nm,_,, O {m, ; t €Z} est un bruit blanc, V(n.) = 9'1,
pour voir immédiatement que I et G;1 coincident, & l‘exception des blocs p
X p, nord-ouest et sud-est. C’est ce résultat qui est utilisé dans la suite

pour déterminer les valeurs propres de G,.

b) Valeurs propres d‘un AR(1) multivarié.

Compte tenu de 1la proposition 4 et de la définition de la matrice

C, introduite dans le paragraphe I , pour tout processus autorégressif X,

d'ordre 1, vérifiant X, = ¢, _, + €., V(€,) =Q, on a :
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-7l e
6;1 = én + 0 e Qe 0 .
¢ a7 oy ™!

ol En est la matrice cyclique par blocs contruite comme indiqué au I, a
partir du MA(1l) p dimensionnel ¥, =mn, - ¢'nt_1 o [n,; t € Z} est un bruit
blanc (non corrélé) de matrice de variance o' . 11 suffit alors de
reprendre la preuve de la proposition 1, en remplagant simplement la
matrice I par G;1et C, par én pour obtenir:

Proposition _ 5 : Soit X%n) <...< Aé;) les valeurs propres de G, et

ag") << &é;) celles des matrices

2ikm -2ikm
~(n) . n - .
B, =@t +oq'o-e ™ 9l o-c 7 o'
- (n-2) 1
(pour kX = 0,...,n-1) ; on a alors —?—————~< A, < . » 2P SV < np ~ 2p.
n )
% 2p 2+

Remarque : a proposition précédente n’est valable gque si, bien siir, les
valeurs propres de En sont non nulles ; autrement dit il faut que, pour

~{n)
tout k, A soit inversible.
2ikm 2ikm

~{n) "
or: A  =(I-e " &)V (1-e " 0), k=o0,..., n-1.

Une condition suffisante est donc clairement : les valeurs

propres de ® sont strictement inférieures i 1, en module.

On sait, en particulier, gque cette condition est équivalente i
la stationnarité du processus X (voir Gouriéroux, Monfort (1990)).

c) Etude de l‘erreur d’'approximation

Dans la proposition 5§ ci-dessus, les valeurs propres "extrémes" de
G, (c'est-a-dire Ai"), v € 2p-1) ne sont pas encadrées. Le résultat suivant
fournit quelques précisions sur la distribution de ces valeurs propres.

-1; i1 existe

Proposition 6 : Soit M, l’ensemble des valeurs propres de G, ;
une constante H, indépendante de n, telle gque :
pour tout j = 1,..., pn, -

Min u—a(.“)ls—.
J
B E M, \n

Preuve : D’aprés un résultat classique (voir Fox (1964)) on a pour tout

vecteur unitaire et tout réel a :



|

Min lp - al € " G;1 Y -ay
w € Mn

Appliquons ce résultat a a = a§"’ et ¥ = Y}“) un vecteur propre

unitaire associé a la valeur propre a}") ;
On obtient : Min TR a}")l < “G;1 ygn) - 0tj_n) Y§”) n
€ M
=l - &) uml.

On sait que :

Q' e
G;1 = En + 0 0 0 ,
o Q! Vo)

et d’autre part que Y?") est de la forme (voir proposition 2)
1 R ' .
YE”) = — (e’, Ze', E?e’,...,E "le’y , avec & racine n'®"® de

{n
)

. . . ~(n
et e vecteur propre unitaire d’une matrice A, .

l'unité

On obtient donc

fo ol + i 'orh + 101 + 1 =I"(0)y il
= .

[t - &) x| <

Il suffit donc de poser H égal au numérateur ci-dessus pour obtenir

le résultat.
Q.E.D.

Remarque 4 : Une autre maniére d’énoncer la proposition 6 est de dire que

tout intervalle de la forme

1 L]
; contient au moins une valeur propre de

r
oM+ = o _il
\n n

G,. On obtient ainsi des informations d‘autant plus précises que n est

grand, sur les valeurs propres de G, , en particulier sur les 2p plus

petites, et s%f 1’ordre de grandeur de l’erreur commise en approchant les

)\g" ) par les ———.

°!(n+2)
v



II PROCESSUS MULTIVARIES ET THEOREME DE SZEGO

Rappelons 1le théoréme de Szegd (voir Grenander, Szegd (1958) ou
Accardo (1989)) : 7 -

Soit Xy » t € Z} un processus stationnaire univarié admettant une
densité spectrale f intégrable. Alors si o< m < f (W) <M, WE [-T ;7]
on a, pour toute fonction h continue sur [m,M] :

n
1 1
im — z (n)y - I"
lim n & h(xv ) = om Jom h (f (wW)) do ,

ol Ai") désigne 1les valeurs propres de la matrice de covariance f} du

processus X.

Il est alors naturel d’examiner ce résultat dans un cadre
multivarié ; on donnera d‘abord une idée de sa généralisation sur un

exemple simple.

Soit X, = g,
Sa densité spectrale s’écrit : S(©) = (I - e '“P) Q (I - ' ¥Pr)
pour W € [-T ,T]} et N = Var (&.).

- ® &£, , un processus MA(1l) de dimension p.

Pour chaque @ , posons p; (W) S py (W) €...< Mo (W) les valeurs propres
(positives de maniére évidente) de S (W). On va voir, dans un cadre plus
général, gque W+~ H; (w) définit une fonction continue sur (-7 ,T]. Soit

alors m = min p, (W), M = max pp(w). On montrera également que les valeurs
w w

propres Ai”) v =1,...,np de M vérifient : m < Agn) < M.

Dans ces conditions on utilise les propositions 1 et 2 du
paragraphe I pour approcher les A&") par les valeurs propres des matrices
2ikm 2ikm

Aﬁ“) = |l1-e ™ ¢J Q [I -e B ¢'], c’est-a-dire précisément les

2kmy |
uj —;— i=1..., pp k=0,.0.p, n -1,

De fagon heuristique on a pour toute fonction h continue sur [m,M]
np n-1 p
1 1 2
(N)y ~ = —_—
S h) =13 2 e ()
v=l k=o j=1
(pour n assez grand)

Le second membre est clairement une somme de Riemann et, les

fonctions considérées étant toutes continues i -



1 & 1 &
lim = 2 h (M) = = S v )| do.
n 2w : -
: v=l -m 1i=1
Ainsi , moyennant le remplacement sous l'intégrale de la fonction
densité spectrale par les valeurs propres de la matrice densité spectrale,

on obtient 1l‘analogue multivarié du théoréme de Szegd.
C’est ce résultat qu’on va établir en toute généralité.

Oon considérera dans tout ce qui suit un processus X = {X, ; t € 2}
de dimension p., stationnaire admettant une matrice densité spectrale

continue (en particulier X est donc représentable comme une moyenne mobile
+c0

+co
2 . .
infinie X, = EE 4% My.j avec z; NWjH < + oo, voir Dook (1953)).
-0

-0C
On a alors les deux lemmes :

lemme 1 : (voir Rellich (1969)) Pour tout @ dans [-W ,T}, § (W) admet p
valeurs propres positives o € p; (W) < p, (W) S...< My (W) et
pour tout j, W+ b (W) est continue sur ([-m, T].

Preuve : L'existence et la positivité des oy (W) découlent directement de

la définition de S (W) qui est hermitienne positive.
Montrons la continuité des By -

Par l’hypothése de continuité de S, on a 1la continuité des
coefficients sij , 1 <1i,j € p, de la matrice densité spectrale.

Ces coefficients sont donc uniformément bornés sur [-T, T] et cn en
déduit classiquement l’existence d’une constante K, telle que :
sup p; (W) S K, < + o0
3,

Soit alors ®, réel fixé de |-w ; W[ et (h)) >1 une suite de réels
n
de limite nulle. Pour n, assez grand on a : -

-T<w,+h, <7 n2> n,.

Dans ces conditions : o < B (@, + hy) €K, 3=1,.004, P/

n2>n, ; de chaque suite (pj (W, +h,)) < on peut alors extraire une
= h
o

sous suite GLJ (w, + h, )) convergeant vers une limite notée By
m >

m 2> 1

On a d‘autre part :
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. P
det [Sﬁ(u% + hnm) - A Ip] = (—1)p ]-] (A - b (v, + hnm)),

j=1
Faisant tendre m vers 1l’infini, on obtient, 8 étant continue

p
det {5 (wy) = ATl =[] (1P (A - s
j=1
l’ensemble des M j=121..., p coincide donc (par identification des deux
polynémes en A ) avec l’ensemble des valeurs propres By (W)

J=1,..., pde s (w,).
On remarque alors que, par hypothése :
B (W, + hnm) Sp.j_H (0, + hnm), ‘dj., Ym
On en déduit que py < p, S... < p b et donc, puisque on a aussi
By (@) <y (W) S...< By (W ,), il vient By = lim B0 hnm)
m —
=By (W) j=1,..., p; d’olt la continuité.

Q.E.D.

lemme 2 : Les valeurs propres Ag"), v=1..., np de Yh, la matrice de

covariance d’ordre n du processus X, vérifient :

min py (@) < Ai") < max p, (W), v = 1,..., np.
[} w

Preuve : X s’écrivant comme une moyenne mobile, on a la formule de

représentation pour les autocovariances (I” (h) = cov (Xyr X.p) hoe€ Z)y :
[ (h) = L[ ieh g () aw
= o dom .
Soit §’ = (E;, Eé,..., E;) un vecteur propre unitaire de f}

asgsocié & une valeur propre A (en particulier, &; est un vecteur

1
px1ldeR, i =1,..., n).

On vérifie alors que :

A=E K E :2—1; _f’_’ﬂ > & s () g ) ef hOw gy
1 <€h, <n
soit encore que :
S B T S - iwk
A= Py . gl g e S (W) E:':l Ee dw.



[A-]

Or on a, pour tout ® et tout vecteur Y de P

min p, (®) fxl, <y' s (@) Y < max Mo (wy Ixl,.
© ®

Notant M (resp m) ce maximum (resp ce minimum) il vient :

2
m n . " n )
— S oge M aw <A< — > e ot aw;

2m h=1 2n k=1

-7 2 - 2

l'égalité de Parseval et le fait gque & est unitaire donnent le
résultat :

n 2 n
S g aw= 3 ug 17 2m=om
—qr th=1 P) h=1
Q.E.D.

On peut alors montrer le résultat :

Proposition 7 : Soit X = {X,; t € Z} un processus stationnaire de dimension
p, admettant une matrice de densité spectrale continue § : W~ 8§ (W), We [-7 T

On note By o2 @y (W), we [-M, T les valeurs propres
de S rangées dans l’ordre croissant.

On pose M = max By (w) et m = min p, (W) et on note
W

Ai”), v=1,..., np les valeurs propres de fh, lz matrice de covariance
d‘ordre n de X.

Alors pour toute fonction h continue sur [m, M],
np T P

1 1
ona:lim—z h(Ai“)):; Z h(|.Lj (w)) dw .
no oy - j=1

Preuve : 1) La démonstration est analogue & celle du cas unidimensionnel
(voir Accardo (1990)). Elle s’appuie en particulier sur 1‘égalité de

Kolmogorov qui s’écrit, dans le cas multivarié, en supposant m > O @

1
lim log det V [X./ X . qs-ver X 4 n] = =2 f?; log det S (w) dw.
n—oo - 2m

(V (X Xpoqrever Xoip) désiéne la matrice de covariance du
résidu dans la régression linéaire de X, sur {X;_q/,..-, X . }).
On a donc aussi convergence des moyennes de Cesaro :



n

1 ' 1 .
lim = Y (log det V [X./ Xy.qse-es X, 1) :-—ffﬂlog det S (W) dw.
PR 27

On exprime alors les matrices V en fonction de M,

det T

det V [X. / X ceer X = —_—
(Xe/ Xeoqr + X¢.nl det T, ,

on a alors :

1 1
lim — log det I'| = Py J‘rrﬂ log det S(w)dw et utilisant les valeurs propres
n -

np P
1 1
(n) i . im — (ny — ;
AL et K (W), on obtient : lim " El log A, = o .El log M (W)dw qui
v= - j=

est un cas particulier de 1'égalité de la proposition, pour la fonction
h(x) = log x.
2) On raisonne alors tout & fait comme dans le cas unidimensionnel pour

np P
1 1
. . (n) -

bt lim — 1 1+ z = -_— 1 1+ s (W) )dw
obtenir " E og ( D ) Py E og { z B (W)

v=1 -m j=1

1

uniformément dans {Izl < —} On peut alors développer en série les deux

membres de 1l égalité et identifier les coefficients des séries ;

np D

1 s 1

lim — Z {xf;"} = .2—17- Z {uj (w)}sdw pour tout s > 1 étant vérifiée
R ye] -m j=1

pour toutes les fonctions puissances x® , s > 1, la relation est vraie pour

toute fonction h continue sur [m, M)

3) 81 m= 0, il suffit d’appliquer 1la démarche précédente au processus
¥, = X, +€,,00 €  est un bruit blanc non correlé avec Xy, avec V(€,) = Ip;
la matrice densité spectrale sy vérifie en effet

Sy (W) = Ip + 8(W), -T<W<<NTW; en particulier ses valeurs propres sont

minorées par m + 1 = 1 > 0.

On obtient alors pour toute fonction continue h gur {1, M+1]

np P
1 1
lim = Z h [xf)") + 1] = o z h (u;(W)+l)dw et, par translation,
n—o v=1 - =1

l’égalité annoncée.
Q.E.D.



PARTIE 4 : PROCESSUS NON STATIONNAIRES

RESUME:

On étudie dans ce travail les valeurs propres des matrices de
covariance de processus non stationnaires. On montre d’abord, sur ’exemple de
la marche aléatoire, que ces valeurs propres vérifient de nombreuses
propriétés qu'on croit généralement satisfaites par les seuls processus
stationnaires.

On étend alors ces résultats aux processus vérifiant une équation
autorégressive; on prouve en particulier une généralisation d'un théoreme
de Szegd concernant la distribution asymptotiques de ces valeurs propres.

On établit enfin deux caractérisations du degré de non stationnarité d’un
processus vérifiant un modéle ARIMA, l'une en s’appuyant sur l'examen de la
valeur propre maximale, l'autre en se fondant sur la distribution asymptotique

des grandes valeurs propres.

ABSTRACT :

We study the eigenvalues of the covariance matrices of non
stationnary processes. We analyse the case of & random walk, then the
asymptotic distribution of these eigenvalues. A generalized Szegd theorem is
proved. We finally establish two characterizations of the degree of non

stationnarity of an ARIMA process .
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L’étude des valeurs propres des matrices de covariance d’un processus
stationnaire montre que ces valeurs propres sont fondamentalement liées a la

densité spectrale du processus. Rappelons en effet que pour un tel processus

(n)

{ Xt; t € Z } les valeurs propres Av (v = 1,...,n) de la matrice de

N ¢ y o4

covariance de taille n, autrement dit de Var{ (Xt,Xt tone
- e+

1
vérifient pour toute fonction continue h [’égalité :

+T

n
L ha™ =10 hife) do
=1 -

Lim
v

ou f désigne la densité spectrale du processus.

Initialement prouvée par G. Szegd dans le cas d’une densité spectrale bornée
{(voir Grenander-Szegt (1958)) cette relation est susceptible de généralisation
{voir Accardo (1990)), mais I’hypothése de stationnarité reste cruciale
puisque les démonstrations reposent largement sur la représentation spectrale
des autocorrélations du processus considéré.

On se propose ici de relacher 1'hypothése de stationnarité et d’examiner en
quoi est alors affecté le spectre de la matrice de covariance du processus,
matrice qu’il faut au préalable redéfinir.

On posera ainsi pour tout processus { Xt;t e Z}:

r % var { (X ,X_,...,X ) }
n 1 2 n

Il est clair que si le processus est stationnaire on retrouve la matrice
de covariance usuelle.

Si au contraire le processus est non stationnaire, la matrice de covariance
n’est, en général, plus Toeplitz et dépend des conditions initiales.

Dans un premier temps, on aborde l’étude par un cas simple de processus non

stationnaire : les marches aléatoires.

1 VALEURS PROPRES ET MARCHE ALEATOIRE.

Soit la marche aléatoire ( dans R ) :
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X=X + € B

avec ( €, } bruit blanc et o-i =1, pelN

Il est immédiat de vérifier que :
pour tout t et t'= 1, Cov ( Xt,Xt,) = Min ( t,t') + p

On en déduit la matrice de covariance :

p+l p+l . p+l
p+l p+2 . p+2
Tor™ pH pr2 . pr3
ptl p+2 . pn

On note qu'a la différence du cas stationnaire la matrice dépend directement
des conditions initiales, ici la date t0= - p de démarrage du processus.

C’est ce qui motive I’étude du spectre de la matrice de deux points de vue
complémentaires :

- On fixe p et on étudie les valeurs propres de I‘n,p, notamment leur
distribution asymptotique quand la taille n de 1'échantillon grandit.

- On fixe la taille n de [’échantillon et on étudie le comportement des

valeurs propres quand le processus démarre de plus en plus tét { p > + ).

1) Calcul des valeurs propres.

Le calcul des valeurs propres des T est effectué en développant ie
n,p
déterminant caractéristique :

D (M) =det{ - AlId}
n,p n,p n

ce qui va fournir une relation de récurrence linéaire grace a laquelle on peut
obtenir explicitement les D

n,p
On a en effet :

Proposition 1 :
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(1) D ()
n.p

. -
[(p+1)-A(p+2)] D‘H,O(A) - A%(p+l) Dn-z,o

2y D M =020D W-2D ) n=3.
n,0 n-1,0 n-2,0

Preuve : Voir Annexe.

Ces deux relations sont, en [’état, peu maniables, puisqu’elles définissent
une récurrence sur les deux indices n et p.
On va, en fait, montrer que les an vérifient (2). Une remarque permet de
simplifier notablement les calculs ultér,ieurs :
considérons la suite des D 0(7&) . Elle n’est définie qu’a partir de n = 1.

3

Mais grace a (2) il est possible de définir récursivement :

- =1 -
Dy =1, D () =-1a,D &)= T ( 1-1/A)

de sorte que :

v
@]

2
(3) Dn’o(A) = (1-22) Dn_l)o(h) - A Dn_2 0(A) , n

’

On peut alors définir, grace a (1) :

2
= - = -2 D =1
DZ,p A (2p+3)A + (p+D) , Dl’p (p+1) , .

et ’on obtient donc :

v
(@)

2
(4) Dn’p(h) = [(p+1)-A(p+2)] Dn—l,O(A) - AT(p+1) Dn-Z,o , I
Dans ces conditions, on a le lemme :

Lemme 1 : D W=(1-20)D W-A*D _ () ,n=z2
—_— n,p n-1,p n-2,p

Dl’p(h) = p+1-2

Do’p(h) =]



82

Preuve : Voir annexe.

De la récurrence énoncée par le lemme, on tire I’équation caractéristique

associée :
(5) 2 - -20r + A% =0
Pour mener & bien le calcul on fait le changement de variable

1

(6) A= 2(1+cos2x)

(pour O0<x<nm etx:tg)

Ceci suppose donc que :

1
€] A D r
On va donc exprimer Dn (A) pour A vérifiant (7). On constatera ultérieurement
P
que I’hypothése (7) n’élimine pas de solution et qu'on trouve bien les n
racines de l'équation Dn p(?t) = 0.

Moyennant le changement de variable (6) I’équation (S) devient :
[2(1+cos2x)r)® - 2co0s2x [2(1+cos2x)r] + 1 = O

qui admet deux racines complexes conjuguées :

2ix - 41X
€ e

T T S{lvcossx) * T2 T Z{I+coszx)

La solution générale de 1'équation de récurrence

D =(120D  -A%*D
s n-1,p n-2,p

est donc :
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ou A et B sont des constantes déterminées par :

D =Ar + Br_=p+l-A ,
(8) 1,p 1 2
D =A+B=1
O,p
De (8) on tire :
N COSX 5.l . cosX
A= > i(2p+1) 55Tnx et B=A = 5+ i{2p+1) 5sinx
de sorte qu’il vient :
D (A) = L { sinx.cos2nx + (2p+1)sin2nx.cosx }
n,p n_.
[2(1+cos2x)] sinx
(9)
_ 1 1 . n
A—m)—,avec)t>4 (1.e.xe]0,n[\(2))

La résolution de D p(?\) = 0 , sous l’hypothése que A > %{ se raméne donc par
n,

(9) a la résolution de :

sinx.cos2nx + (2p+1)} sin2nx.cosx = O

(10) -

et x & ] 0, = [ AR > ¥
Remarque : de la formule élémentaire sina.cosb = % [sin(a+b)+sin(a-b)] on
conclut que la premiére équation dans (10) peut s’écrire de fagon

équivalente :

(p+1) sin(2n+1)x + p sin(2n-1)x = O

(10) ne semble pas résoluble analytiquement et simplement pour p quelconque;
cependant on vérifie facilement

- d’une part que la résolution est immédiate si p = O

-~ d’autre part que les solutions obtenues dans le cas p = O séparent les

solutions de 1’équation générale (p quelconque).

a) En effet si p = 0, (10) devient :
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sin(2n+l)x = 0

(11) b1
xe] 0, m [ \A 5}
Les solutions de (11) sont :
v
X =59 , v =1..2n
qui définissent :
Ao, Ly =1..n
v 2(1+cos%l—n—r )
2n+1
c’est a dire n solutions distinctes de 1'équation Dn o(?\) = 0 , toutes de
la forme (6) retenue pour A.
B) sip=z1l, (10) n’est plus résoluble exactement. Mais les solutions A(;‘O)
obtenues pour p = O permettent d’encadrer les solutionsh(:;’p) de 1’équation
D (A) = 0.
n,p
En effet , il suffit de remarquer que D (A(;’O)) est du signe de :
n,p
Sinser cos—z—n—vlt + (2 +1)sinM cos vr
2n+l "7 2n+l P 2n+1 " 2n+l

Tenant alors compte de :

2nvn

B L . Ty 25 o RN 4
5T = VT T SmaT sin(vr-w) = (-1)" 'sinw et cos(vr~w) = (~1) cosw

{n,0)

on voit que Dn p(?x v ) est du signe de :

V41 % v
- 2 AL .
(-1)"°( 2p sing_— cosy— )
. v+l
donc du signe de (-1)7 pour v = 1,...,n
En particulier D (A(D’O)) est positif ; D (7\(“'0)) est positif si n est
n,p v n,p v

impair et négatif si n est pair.
Or il est immédiat de constater que, pour A assez grand ( i.e. pour x tendant

1A P . .
vers 5 par valeurs inférieures ), D (A) est du signe de cosnm et dont est

n,
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positit; si n est pair et négatif sinon. De sorte que :
D (A)D (A) <O pour A assez grand
np nnp

.. . {n,p) L. . .
Ainsi, si A P » v =l...,n désigne les solutions, rangées dans I’ordre

croissant, de : D p()\) =0
n,

il vient :

(n,0)

(13) Al {(n,0)

< A(n,p) <A (n,p)
1 2

(n,O)< A
n

n

APl ey
2 n-1

Conséquences : 1) (13) montre que les valeurs propres de I o encadrent celles
n,
de ' .
n,p
2) Les valeurs propres de an, comme celles de T o sont
3 n

»

supérieures a %’ ce qui justifie le changement de variables (6).

3) Enfin on peut déduire de (13) un résultat & la fois plus
précis et plus général : rappelons d’abord que si A et B désignent 2 matrices
réelles symétriques de taille n, on peut définir une relation d’ordre

AKB s ( x’Ax =x'Bx, VxeR")

Dans ces conditions, on peut montrer que :

(14) AKB 3 ( A‘:

IA
>
I
b
N
b

A - . .
A et Al‘z désignant les valeurs propres respectivement de A et B rangées dans
1 i

le méme ordre.( Voir Kobilinski (1979) ).

De la relation immédiate :
' -r = (pq)ee avece=I(,1,.,1) eR"
n,p n,q

on déduit :

r «Kr dés que q =z p .
n,q
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La proposition (14) s’applique donc et on obtient :

(15) p=q = A(:’p) = h(:‘q) ) v =1,...,n
Ainsi ,
16 A “;’p'”sx‘:"”s ?\:):”10) 57‘;:1})) , p=1 etv=1l..,nl

Au total on peut résumer (13) et (16) dans une formule unique a7

A(n.p-l)s A(n,p) - A(n,p—l)s A(n’p)s = h(n,p—1)< h(n,p)s h(n,p-l)s l(n,p)

1 1 2 2 n~1 n~1 n n

On voit donc que les valeurs propres de T 1encadrent celles de rnp ( a
n,p- 8

(n,p)) P

N .

I’exception de la plus grande A

Remarque : les inégalités précédentes prouvent par ailleurs que les valeurs

propres sont approchées par les valeurs que prend la pseudo densité spectrale

( c’est a dire la fonction flw) = —-l—m 0 < w < 2r ) en n points
|1-e™|

équirépartis de Dintervalle [0,2rm], résultat déja établi pour des processus

AR(p) et MA(q) stationnaires ( Voir Accardo (1990)).

2) Comportement asymptotique.

De (17) on déduit le comportement des valeurs propres h(;’p) , v = l,...,n

quand n ou p tendent vers O.

- Soit d’abord n fixé. On a : Tr T = np + n(;ﬂ). Par (13) on obtient donc
n,p

que : Tr Tn = (n—l)?\(n’m

" )\(n,p)
P n n

. . . v
Par conséquent, si p —>w» , on voit que toutes les valeurs propres A~ sont
n,p

(n,0)

bornées (par A Alnep)
n n

) sauf la plus grande qui est un O(p). Plus
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précisément,

- Soit maintenant p fixé. On a par un calcul éiémentaire :

{(2v+1)m sin "
(n,p) (n,p) T 2n+1 2n+1
A -A =
2251 v (1+cos 2vn )(I+COS(2V+2)H)
2n+1 2n+l
R s (n,0) . . . 1 (n,p)
et donc, & v et p fixés, )\V constitue une approximation en 5 de AV .

D’autre part pour n grand on a :

(n,0) _ 1
n-v 2v+l.2 2
2( 2n+1)
autrement dit A(n’O)est, a v fixé, un O(nz). Par (17) il en est de méme de
A(n,p)' »
n-v

3) Résultats:

En résumé,
-I’étude précédente montre que les valeurs propres d’une marche aléatoire sont

approchées par les valeurs prises par

flw) =

en n points équirépartis de !’intervalle [0,n] :

(n,0) 17414
= f{( )
v n+1/2

A

ou encore :
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(n,0)_ 1

1+ cos—vit— . b
2 [ (n + 3) ]
2

~0On voit alors que les plus grandes de ces valeurs propres sont d’ordre nz.

N N P (n,0} -2
-Les valeurs propres A;np)sont, a v fixé, approchées par les 7\ ™en n”*
Ceci traduit le fait que les valeurs propres s’accumulent en g pour un v

donné, quand n tend vers +e.

4) Théoréme de Szegd.

On peut maintenant établir un résultat qui étend aux marches aléatoires le
théoréme de Szegs, suivant lequel les valeurs propres de la matrice de
covariance l"n,p d’un processus stationnaire sont distribuées, asymptotiquement
( quand n » « }), comme la densité spectrale du processus.

tn.pl (pour

Proposition 2 : soit rn , la matrice précédemment définie, et 7\
v = 1,...,n) ses valeurs propres 5 smt f 1a
pseudo-densité spectrale de la marche aléatoire associée
ar

n,p

f(w)=—l—~—-, 0 <w< 2m .

ll" eiwlz

Alors pour toute fonction h définie sur R*, continue et

bornée,on a :

1 (n,p) 2
nm-Zh(A“") Jh[f(w)]dw.
o

=}

Preuve :

Soit ¢ un réel positif. Définissons & par :

s

® (Q) == card (A(n 'P)

n,p

<}
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Par (13) on a :

(n’p)< g} - card(h(n’O)

| card{ A
v v

<ZH| =1

d’ou

(18) lim | 8 L& ¢ @] =0

Comme d’autre part:

{n,0)
v

<c}=card(—1————-—<c}

2v+1
2(1+cos 2n+1")

= card{ v ¢ N ; v <

card{ A

[(2n+l)Arccos(é— - 111 ) , si

S

Al

1
1 2
& est inférieur ou égal a 7

=0 sinon , il vient finalement :

im e (&) = noosigs

1

1i = -

n> n,0 T C

=0 sinon .

P

1
Ar‘ccos(é

On note ¢ cette fonction limite.
Il suffit maintenant de remarquer que f(w) <  dés que cosw < 1- 1 c’est a

1 29
§) < w < 2w - Arccos(1- ic) .

dire dés que : Arccos(i- %

2T

P 1 1 1
Ainsi on a : 5 '[o XIO,CJ( flw)) dw = 1—1 Arccos(éc - 1.

On voit donc que la proposition est vérifié pour toute fonction h du type

indicatrice X[o al’ donc pour toute fonction continue bornée.
,

1
Q.E.D.

5) Comparaison Stationnaire - Non Stationnaire.

On peut, a ce stade de 1’étude, comparer les résultats obtenus pour une marche
aléatoire avec ceux que 1’on dérive usuellement lors de [’analyse des
processus autorégressifs d’ordre 1 ; pour un processus stationnaire vérifiant

la relation : Xt= pXt 1+z»:t,avec: -1 < p < 1 , on sait que les
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valeurs propres sont données par :

A= ; v
1+p —2pcosn—+1

On a de fagon immédiate :

Cette limite est clairement équivalente (pour n grand, v étant fixé) a la

n’p)calculée dans le cas de la marche aléatoire (de fait, on a

valeur propre >‘|<;
pu vérifier dans les paragraphes 3) et 4) que les valeurs propres
correspondant & la marche aléatoire présentent sous plusieurs rapports les
mémes propriétés que celles obtenues dans le cas stationnaire). En ce sens les
valeurs propres de la matrice de covariance I d’une marche aléatoire
apparaissent comme limite (quand p tend vers 1) ’des valeurs propres des
processus AR (1) stationnaires alors que, du point de vue des matrices de
covariance, processus stationnaires et processus non stationnaires sont
totalement différents.

Cette stabilité des éléments propres des matrices de covariance suggére que
les résultats établis pour une marche aléatoire persistent dans un cadre plus

général. Ce point est abordé dans la partie suivante.

II PROCESSUS AUTOREGRESSIFS NON STATIONNAIRES.

A partir d’une approximation des valeurs propres de la matrice de covariance
d’un processus vérifiant une équation autorégressive, on montre une

généralisation au cas non stationnaire du théoréme de Szegd.

1) Approximation des valeurs propres.

Soit Xt un processus défini par la donnée de )1(,)2( ,...,)p( ( de moyenne

nulle ) et de l'équation autorégressive :
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= = .
Xt jil ant-j + st , pour t D

On ne fait aucune hypothése sur les racines (notées 91,62,...,9) du polyndme
P
. . _.p p-j
autorégressif P(z) = z —i az - .
J
1
On a alors la proposition :

Proposition 3 : Soit ' la matrice de covariance (de taille n) du processus
rroposition . n
{X; t =z 1 } (autrement dit [ = Var[{X,....,X )] ) et A(n),
t n 1 n v

v =1,...,n ses valeurs propres rangées dans !'’ordre croissant.

. TS "y p ki 2
Soit aussi “v les quantités ~H1i1—e-eXP(1n—+1)l , pour
j= 3

k = 1,...,n , réordonnées dans le sens croissant. On a alors :

{(n) 1 (n)
- = = .o t .
(20) “V—4p = T peap v = 4p+l,...,n-4p
n+1-V

Preuve : Voir annexe.
Remarques :

1} L’inégalité (20) exprime d’abord que presque toutes les valeurs propres

A]()n)de I' (c’est a dire toutes sauf éventuellement les 8p valeurs extrémes)
n

]
sont encadrées par les quantités .ljl———l————z,autrement dit par les
=10 expi— |
- 3 n+l
valeurs prises aux points @ = par la pseudo densité spectrale du

n+l
processus ce qui généralise un résultat déja vérifié par les marches

aléatoires ( et, rappelons le, par les processus stationnaires vérifiant une

équation autorégressive ou moyenne mobile, cf Accardo (1990)).

2} La proposition permet de préciser 3 cas de figure selon la position
des racines ej du polynéme autorégressif P(z) :
a) Soit toutes- les racines sont de module strictement inférieur a 1.

Le processus est alors stationnaire et les valeurs propres sont toutes dans
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I'intervalle ( indépendant de n ) [ m&)nf(w) , Maxf(w) 1 ( Voir Accardo(19%0)).
Il n’y a donc pas de valeurs explosives.

b) Soit certaines racines sont de module strictement supérieur a 1, les

autres étant de module strictement inférieur & 1. Le processus est
alors non stationnaire, mais les p:)n) étant bornées inférieurement par la
quantité strictement positive m}n(b] 8j1 )?P (vérification immédiate),
I’inégalité (20) assure que les valeurs propres A]()n) "explosives" éventuelles
sont nécessairement parmi les 4p plus grandes.

)

¢c) Soit il existe des racines de module 1. Dans ce cas les ul(,n n’admettent

pas de borne inférieure strictement positive. Le nombre de valeurs propres

"explosives" croit avec n comme le montre ’exemple de la marche aléatoire.

3) Une autre conséquence de ['inégalité (20) est d’assurer que les valeurs

(n) . .
propres AV de I', ou du moins leurs inverses se comportent presque toutes
n

(i.e. sauf éventuellement les 8p extrémes) comme les L(ln)

Or ces derniéres
définissent, asymptotiquement, une distribution égale a la loi image par la
12

P :
fonction glw) =jn1|1-6.elw de la loi uniforme sur {0,2n] (voir Accardo
= j

(1990)). On congoit ainsi intuitivement que les valeurs  propres
A;n)sont distribuées asymptotiquement suivant la pseudo-densité spectrale du
processus, ici fl(w) = g—(l_u,s_) C’est dire que le processus { Xz; t =z 1 } bien
qu’éventuellement non (asymptotiquement) stationnaire vérifie le théoréme de

Szegd, ce qu’établit rigoureusement la proposition suivante :

Proposition 4 : Soit | Xt; t = 0O } un processus vérifiant

une équation autorégressive,

- 2
Xt = i ant_j te tzp et Var‘(st) E
371
. (n) (n) e it
Soit l"n,kv .y, définis comme dans la proposition

précédente et P(z) le polynéme autorégressif associé,

P(z) = 2° - f a 2P
. J
iT1

Alors pour toute fonction h continue et bornée sur R, on
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1 n (m) 1 27 0_2
(21) lgm & )™= 5 h[——-—_— ] do.
3 ™o Yre'y)?

Preuve : D’apres (20) on a, pour tout réel positif g,
1

7\(
v

(n})

(n) (n)
(22) | cardf A, 5 T, E mcardt T KLY | s dp

Or on sait d’aprés 1’étude menée dans le cas stationnaire (Voir Accardo
(n) (n)

(1990)) que les fonctions @ (&) = 111 card { B,
n

<  } convergent vers

la fonction & telle que :

1 & iy 2
Q) = 1 JO Xzl P o

( ou XKO,CI désigne la fonction caractéristique de {0,} ) qui est la fonction

de répartition de la loi image par (P(eiw){z de la loi uniforme sur [0,2n].

En réalité [|'égalité précédente n’est rien d’autre que le théoréme de
Szegd appliqué au processus moyenne mobile "dual” du processus autorégressif

considéré:

Y=§:a4€ +e ,tzp etVar(et)=0‘2,

qui est évidemment stationnaire et dont les valeurs propres peuvent étre

approchées par les u;n)

On obtient donc :

1 1 Lo 0,2
lim = VZI xm,c][ ;V] =5 JO xm,c]((P(e %) do .

n

Cette égalité étant vérifiée pour tout réel positif g, elle I’est aussi pour

toute fonction g continue et bornée sur R*.On obtient alors Végalité (21)
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en posant h(x) = g()—li) pour x > O.
Q.E.D.

Remarque :ce résultat montre donc que les valeurs propres se distribuent de la
méme facon que dans le cas stationnaire, dés que sont éliminées (par
I’utilisation de fonctions bornées) Iles valeurs explosives. On est alors
naturellement conduit & analyser plus précisément la “queue” de la
distribution, c’est a dire les plus grandes valeurs propres de Fn quand n

tend vers +w. C’est 1’objet de la partie suivante.

1II Etude des valeurs propres maximales ( cas ARMA ).

On a vu, a loccasion de I’étude des processus stationnaires que si la densité
spectrale est bornée, alors la valeur propre maximale Al(}n) tend vers Sup flw)
quand n tend vers +wo ; en fait on a plus précisément le résultat suivant,
classique dans la théorie spectrale des matrices de Toeplitz,

Ar(‘r_‘l)( - sup flw) = O(l/nz) , pour k fixé.
(Voir Wilf (1970} ou Widom (1938)).
On a établi d’autre part que si la densité spectrale n'est pas bornée alors
les "grandes" valeurs propres A::l)( tendent vers +eo avec n (& k fixé) (voir
Accardo(1990)).
C’est ce résultat gu'on se propose de préciser ici en étudiant en particulier
la relation entre le degré de non stationnarité du processus (en se limitant a
ceux qui vérifient un modéle ARMA), et la vitesse avec laquelle la valeur

)

. (n . . Se e e
propre maximale 7\“ de la matrice de covariance I tend vers !'infini avec la
n

taille n de I’échantillon.

On montrera ainsi que cette valeur propre est d’ordre nZd si d désigne le
degré de non stationnarité.

Remmarque : ce résultat correspond bien a ['ordre n’obtenu dans le cas de la

marche aléatoire ( voir 1 2) ) ol le degré de non stationnarité est d = 1.

1) Ordre de la valeur propre maximale.
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On considére un processus univarié { Xt ; t € Z )} vérifiant un modéle ARIMA
(condition («)) : (1-L)* @(L) X, = B(L)e,.

®(z) est supposé avoir toutes ses racines de module strictement plus petit

L)

que 1 de sorte que %—Em e, est un processus stationnaire.

Un tel processus admet une pseudo densité spectrale donnée par :

flw) = '@(eiw)lz 0 =<w=2n
[@(elw){zll—ew‘m -
On remarque que :
flw) = L
e

dans un voisinage de zéro.

Sidz= % , Xt n’est plus stationnaire et on pose alors
condition (B): Xt =
e =20 , pour t = O.

t

On a alors la proposition:

Proposition 5 : Soit un processus vérifiant les conditions (a) et 8), d = O.

Sid= L la valeur propre maximale de I'" est d’ordre n*¢
n

5
Pour d = é , ’ordre est compris entre n et nlLogn.
Preuve : On distingue deux cas selon que d < i ( le processus est alors

2
stationnaire) ou que d 2 % (processus non stationnaire).

1
A)d<-é.
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les autocovariances vérifient (asymptotiquement) pour tout entier h :

¥y = T ) do .
-TC

De sorte que la valeur propre maximale de I est donnée par :
n

+
(n) ik-DW
A = Max X’ e
n { I—TE ( 15k,1=n

flw) dw 1 X

. ey n . .
avec X parcourant la sphére unité de €. On peut encore ecrire :

+n
( iw 12w inW l 2

?\nn)zMaxJ" Ixe +xe + ...+ xe€ fw)dw

1 2 n
avec |x

a) Il suffit alors de remarquer que :

- il existe une constante K telle que

0 = flw) = }:d , pour -m < w < +w et w # 0 .
w
-~ d’aprés la contrainte
2
AR PR
1’ 2 n
on a la majoration :
iw i2w inWw, 2
xe + X € + e =n .
1 n
Il vient alors :
1/n ™ @ 2 i/n
Joxe  + Lo+ xe °]° flwde = nf f(w) do=nK [

o n 0 (-2d+1) 27

1

1/n
o]

*
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autrement dit

1/n
iw i2w inw, 2 K 2d
J|xeT+x e +.o+xe | flu)de = —=5— n™.
1 2 n 1-24
0
De méme on a :
T iw i2w 2
i i inw
J  ixeT+x e + ... +xen [“flo)de = ..
1 2 n
1/n
T
K iw i2w inw, 2
.= 2 I xe +x e + ..o+ xe |7 de =
1,24 1 2 n
(=) 1/n
n
2d iw i2w inw; 2
=K n"" [ [xle X e + ..o +xe | dw =
n
t/n
24 1T 2 w, 2 2d
iw i2Ww in
L= Kn™r lxle+xze + ... +xe |“de=Kn
n
-
par l’égalité de Parseval.

. (n) . R P . _2d
On voit donc que A n, la valeur propre maximale, est d’ordre inférieur & n” .
n

b} Considérons maintenant le choix particulier de X :

1 .
X = - ,pouri=1,...,n
' v
On a alors la minoration :
A(n) > l j‘”" |elw . eZiw + s eniwIZ flw) do |
n n
-
c’est a dire,
inw
AP e Lo mla2egy gy, )
n n iw
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Du développement limité en zéro de e, on déduit aisément l’existence d’une

constante L telle que :

2
1 X ix,2
x| <7 = 5 < jmeT |t e
Ceci permet d’obtenir :
einw—l 2 nzwz 2 n2 1
iiw IE(Z)/(Zw)=L—‘_ , dés que o] < —/ .
e -1
Reportant dans (*) on trouve :
-~ 1 1/nL ein(:.)__1 s 2 1/nL n2
A Mz (% flw) de 2 £ f 7 flw) dw
n n i n 4
24 -1/nL e -1 0
Puisque f(w) = w au voisinage de zéro, on sait qu’'il existe une constante
M > O telle que pour n assez grand,
M 1
flw) = —5 pour Jo] < >
Ainsi on a finalement,
2 1-2d 1/nL
(n) 2n 2} _ 2d
An = E 3 M -—1—_—23— ]0 = O(n" ).

De a) et b) on déduit que la valeur propre maximale est d’ordre n*?

1
B)dzé.

La suite de la démonstration se fait en deux temps ; en s’appuyant sur une

approximation des coefficients moyenne mobile, on prouve d’abord que la valeur

. . - . 2d

propre maximale de la matrice de covariance I' est d’ordre au moins n ,
n

ensuite qu'elle est majorée par la trace de cette matrice elle méme d’ordre
2d
n".
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a) A > O(nZd). i
n
t
Lemme 2 : on a Xt = Y Ht_kek , t=z1let, pour tout k = 1,
k=1
8(1) d-1 d4-2
M- sor & | <Ck

avec I' la fonction Gamma usuelle et C une constante positive.

Démonstration du lemme 2 : Voir Gouriéroux, Monfort [1990], p 527
Soit alors (Xl)’= (X ,X,....,X ) ; on peut écrire :
n 1 2 n
(23) X' =Leé!

n n n

ou L est une matrice nxn triangulaire inférieure:
n

I
o]
Hl 1TO
m m 0 0
2 1 o}
L=
n
o o 0
i n 1 0 ]

. . 2 ,
Prenant les covariances dans (23), on obtient : I“n =¢ " L Ln .
n

Par conséquent

(n} v_ 2 , ,
An = 1¥3§n An— c” Max ¢ Lnan ,
g
ou ¢ décrit la sphére unité de R" (muni de la norme euclidienne | . ”2).

e s -1/ .
Pour le vecteur unitaire w’ = n ! 2(1,1....,1) de an, il vient donc :
n

(24) }oMax AV = w2 =2
0_2 n n n n 5

™Mo
M “
=

x

[}
-
w
1l
[=]
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Posons A = ©(1)/®(1)I(d). Quitte & changer e en-e , on peut suppaser A = O.
Le lemme donne alors l’encadrement (25) :

~§ n-j n-j
Ay kT -c s rn o= A} W orc v k77, pour j< n
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
m Kk m m k+1
1l est classique que : ¥/ x dx =Y kK =Y [ x dx
1 k-1 t 1k
On en déduit que, pour tout m = 1
4 m
H m < Y mo
k=1
avecH=é-i[l(l+}~)d~l—-ll,sid:tletH:Asid:l.
m d d-1 m m md m

Clairement H tend vers g quand m tend vers +w ; par conséquent il existe
m

un entier moet une constante positive Kltels que :

d m m
m = m, > 0<K1m <2Hk<2Hk,

1 o
si on suppose HO > O (sinon on considére |IT0( ).
Il vient donc
m
n-1 m > 3] m 2 n~1 m 2 > 2ds1
TU(Y T )=y (YO )Y+y¥Y (Yym )>K +K (n-2)
k x 2 1 ,
m=1 k=0 m=1 k=0 m +1 k=0 2d+1
ol Kzest une constante positive. On en déduit , d’aprés (24), que

pour une constante K , K > O:
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Max A "'z ¢" K n~ , pour n assez grand.
B) A= otn®).

II suffit maintenant d’évaluer la trace de I . Il est facile de
n

que le i°™° terme diagonal de la matrice I' = e’ L vaut :
n n n

-1
rmo
h=0

et donc la trace est donnée par :

n -1 5 s n-1m >
Tr I‘n=z ) Hh)=n mo+ ¥ ZHk .
i=1 h=0 m=1k=1
Par l’encadrement (25) on obtient :

o= = Ak +Cck¥?H? | k=
Il existe alors une constante K3 telle que :
0=1 sk K2
Kk
Il faut ici distinguer deux cas :
. 1 2 -1
-Sid=3 , ona ITO=K k , de sorte que
2 k 3
-2
¥ I'=s K_log(m+1)
Kk 3
k=1
et donc
n-1 "
Tr T =n+ K3 Y log(m+l) = n + I(3 [ xlog(x+1) IT = KAnIogn
n
m=1

et donc A = A = Tr 1"n = O(nlogn)
n

voir
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1 m 5 mZd—l
-sid>3 , on a LW = Ko—~q
k=1
et donc
m 2d
2 _ (n-1)
L LT =K 5300
k=1
au total on a ici aussi :
TrT=nm +K ﬂ ui est un 0(n®), ce qui prouve b)
n Pl T ReTEdEe ) @ podoce quip :
Q.E.D.
Remarque : l'argument de la démonstration précédente qui repose sur les

propriétés des sommes de puissances d’entiers ne s'applique plus, on le voit,
dés que le processus est différencié avec un ordre trop faible ( i.e. d = %).

En fait la démonstration précédente montre que seul le cas d = % , c’est a
dire précisément la premiére valeur du degré de différenciation pour laquelle
le processus n’est plus stationnaire, pose probléme et constitue une
"discontinuité” dans la relation simple entre ce degré d et ['ordre de

grandeur de la valeur propre maximale.

2) degré de non stationnarité et distribution des "grandes" valeurs propres.

La proposition précédente donne l'ordre de grandeur de la valeur propre
maximale et le relie au degré de non stationnarité.

On peut aussi raisonner non plus sur une seule valeur propre ( en l'occurence
la plus grande ) mais sur une partie d'entre elles ( on retrouve ainsi

la problématique du théoréme de Szegd) ; on va voir quen effet la
distribution asymptotique des "grandes" valeurs propres ( la "queue” de la
distribution ) fournit des indications sur le degré de non stationnarité du

processus. La démonstration de ce résultat nécessite que le processus
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(toujburs supposé A_RMA) considéré vérifie le théoréme de Szegd ; il ne sera
donc pas, en toute rigueur, établi pour tous les processus ARMA non
stationnaires mais seulement pour une classe de processus incluant les
processus autorégressifs (et aussi les processus fractionnaires stationnaires,

puisqu’ils vérifient le théoréme de Szegd, voir Accardo(1990)).

Soit { Xt ; t € Z } un processus ARMA défini par les conditions (a) et (B)
précédentes. On suppose de plus que le polyndme moyenne mobile &(z) n’admet

aucune racine dans le cercle unité, de sorte que la densité spectrale

loce'®)|?

|(I)(ei(0) I 2| 1_eiwIZd

flw) =

0 =w=2n

est minorée par un réel strictement positif m. (Condition (¥)).

. . }
On suppose enfin que m minore les valeurs propres : m = Al()n, pour tout n et

tout v. (Condition (8)).

On Pose, pour M > 0, LIM) = lgrclg ogA, ol on a simplifié les notations
n

=R

¥l
(n) A>M
en écrivant A pour Avn . On a alors :

Proposition 6 :pour tout processus vérifiant d’une part les conditions{a)
(B), (), (8) et d’autre part le théoréme de Szegd on a :

L(M) est d’ordre LogM
Ml7d

, pour M tendant vers +w .

Preuve : On va d’abord montrer que

S

. 1
* = - r rand.
*) lim ;\E logA 5 J logl{f(w)] dw , pour M assez gran

>M

On évaluera ensuite le second membre de cette égalité, ce qui donnera le

résultat.

1) montrons (*)

De la relation T = c‘zL L’ obtenue dans la démonstration
n nn
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précédente, on déduit I’expression du déterminant de rn :
2n.2n

detl’ =o¢ 1I
n 0

Par conséquent,

R R

n
¥ logh: = 10g0‘2+ logﬁz, pour tout n .
=1

v
Comme par ailleurs, pour tout polynéme complexe a racines de module supérieur
ou égal a 1, P(z), on a

J.zn logtP(Z)lzdw =0, ( avec z = e“ ),

on voit que le processus Xt vérifie 1'égalité de Kolmogorov :

12 (n)_ 1 .2;
(26) lim 2 )_:loghv = o5 I log [f(w)] do

V=1 o]

ave¢ f la pseudo densité spectrale du processus ( compte tenu des conditions

portant sur les racines des polynémes 8(z) et &{(z} il est facile de voir que

On définit alors log comme la fonction .log, ou x note la fonction
M {m,M] [m,M]

caractéristique de |’intervalle {m,M].

Les fonctions logM sont clairement  bornées sur R. Elles ne sont cependant

continues que pour X # m et x # M. On ne peut donc appliquer directement le

théoréme de Szegd (supposé vérifié par le processus). II faut utiliser le

lemme suivant :

Lemme 3 : Si pour toute fonction continue et bornée h on a :

. 1 2 (n), _ 1 21
(27 lim 3 ¥ h(?\v ) = 5 J77 hif(w}] de .
V=1 0
alors les fonctions logM vérifient :
J R (n) 1 e2n
(28) lim : g logM(Av ) = 5 I logM {fw)] dw .

v=1 o]



- 105

Preuve : voir annexe.

Dans ces conditions il suffit de soustraire (26) et (28) pour avoir, puisque

on a supposé toutes les valeurs propres dans [ m , +w [{condition (8)):

(29) lim} ¥ logh=_1f logif(w)idw .
n 2n
AOM £5M

Evaluons alors le second membre [ loglf(w)] dw de la relation précédente.
£>M

2) Evaluation de § log f
£>M

$ et @ n'admettant pas, par hypothése, de racines dans le cercle unité, on

sait qu’il existe deux réels r et R , strictement positifs tels que :

(30} 0« r = f(w) = ——R—~———— , pour tout w de ]-m, +m[\{O}.
It 1wl2d 1 elwlZd

On a donc :
@) f log —L1 —do =] loglflw)l de = [ log — — do

o8 Tw2d @7 J loglf(w © o= og i, 2d

£>M [1-e"7| £>M £>M Ji-e |
On en déduit :
(32)  (logr) [ mestw :fWPM) 1 =  loglf(@ldo - § log—t———do =
£5M £>M 1-e |

= (logR} | mes{w;f(w)>M} ]

( mesX désignant ici la mesure de Lebesgue de 1’ensemble X ).

De (30) on tire :
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r

33) {wy————>M)} < {w flPM S {w; ———> M}
- 1w, 2d i, 24 .
1| |1-e™|
La fonction log ——Lmdest positive dans un voisinage de w = O
-
d’autre part :
17d 1/d
R S 1R _ 1R
|1_ei“’|2d >M  implique que |w| = Arccos [ 1 2(M) ] = 2(M]

de sorte que pour M assez grand on peut déduire de (33) l’encadrement :

1
(34) S log —*ngdw = J log ———T(;——zdd‘*’ = [ log ) 2dd“’
A [1 - e} oM [l -e | A [1 - e
r R
L p L
ou A_ ( resp AR) désigne ’ensemble { w ; |[w| = Arccos [ 1~ 5(1\71) I} { resp
| RV
I'ensemble { w ; |w|=Arccos [ I- é(h—d) I} ). On peut alors trouver

a‘(M) (resp.a‘gM)) tel que :

1/7d rd

- - LR
(35) agM) = (=) (resp.algM) = 2(M) )

Lr
2M

et vérifiant :

aﬁM) aI(QM)
(36) S log dw = [ log————dw = [~ log

W, 2d iw, 2d 1 de
o i1 - elw| M |1 - elw| 0 |t - elw|2“1

Si on développe cosw au voisinage de zéro, autrement dit si on écrit

2

1-cosw = g + wzs(w), avec €(w) > 0 quand w > O,

on trouve alors :

a(M) 1 a(M) a (M)
df T log——2 dw = -2df 7 logw dw -df T log(l+2e(w)) do,

o |1 —eiwlz 0 o
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= -2d ar(M) log[ar(M)] + 2d ar(M)— d ar(M) nr(M),

avec Inr(M)isMax { [log(l+2e(w))}; 0 = w = ar(M) } , de sorte
que nr(M) tend vers O quand M tend vers +o .
On a de méme :
a}(zM) 1
df log——h—)—2 dw = -2d aR(M) log[aR(M)] + 2d aR(M)- d aR(M) T)R(M) ,
0 |1 - e™|
avec nR(M) tendant vers O quand M tend vers +w .
Reportant ces deux égalités dans (36), on obtient :
(37)  -2d a (M) logla (M)] + 2d a (M)- d a (M) 0 (M) = § log——— dw
r r r r r £ SM |l _ elw[2d

= -2d aR(M) log[aR(M)] + 2d aR(M)— d aR(M) nR(M) .
D’autre part, d’aprés (33), on a :
mes A 5mes(f>M)5mesAR,
r

ou encore

>

2 ar(M) =mes{f>M} =2 aR(M).

De sorte que (32) entraine que :

2 a (M) logr = [ loglf(w)] dw - [ logli_ dw = 2 a_ (M) logR.
r i, 2d R

£>M M |l-e |

Utilisant (36) et (37) on obtient :

(38) -2d ar(M) logla (M)] + 2d ar(M)— d a (M) nr(M) +2 ar(M) logr =
r r

< J"f Mlogf = -2d a (M) logla (M)] + 2d a (M)- d a (M) n,(M) + 2 a (M) logR.
>
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Etant donné les équivalents de ar(M) et de aR(M) fournis par (35) pour
M tendant vers +w, il est facile de calculer que le premier membre de (38)

est équivalent pour M grand 3 :

1

rd
(M) logM.

De méme, le dernier membre est équivalent a :

1
d
R
(M) IOgM.
Ainsi,
H 1
. M® 1 3
llbir_r;osoup ToeM 2n J loglf{w)] dw = R,
£>M
et de méme,
1
1 s
i Me 1
< { i —_— =
r = lhl—lgoloﬂf TogM 2n j‘f)Mlog[f(w)] dw ,

ce qui donne le résultat.

Q.E.D.
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ANNEXE :

1) Preuve de la proposition 1 :

On montre la relation

n _ _ 2
D () = [(p+l) -Alp+2)) D (A = (p+DA" D (A)

pour n = 3.

Soit donc

p+l-A  p+l p+l ... p+l
D | P PR PR pe2
n,p . .

p+l p+l-A

Soustrayant la premieére colonne aux suivantes, on obtient

p+l-A A A
p+l -2 11 1
D (W)= ! 22
P :
p+1 1 2 n-1-x

La seconde colonne est alors multipliée par p+l puis soustraite a la premicre

colonne ; on trouve :

p+1-A(p+2) A A A
(p+1)A -a 1 1
[¢] 1 2~A 2
D (A) = 0 1 2
n,p . .
o] 1 2 n-1-a

Il suffit alors de développer ce déterminant par rapport & la premiére colonne

pour obtenir :
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D () = [(p+]) ~A(p+2)] D (A) = (p+A D
n,p n-1,0

avec :

——
>
wn

Pour finir on soustrait dans D la premiere colonne 4 toutes les autres

pour avoeir :

A0 0 0
1 1-A 1 . 1
~ 1 1 2= 2
D= :
1 1 n-2-A

ce qui donne immédiatement :

et donc la relation (1)
Conséquence :la relation (2) est du méme coup démontrée puisqu’elle
correspond a (1) dans le cas p = O.

Q.E.D.
2) Preuve du lemme 1:

Reportant dans (4) Uexpression de DnlO et D 2.0 tirée de (3) on
-1, n-2,
obtient pour n = 2

D = [(p+1) -A(p+2)} {(I-20) D -A*p )
n n-2,0

s 2n-3,0 2
- A%(p+1) {(1-2A) Dn-s,o -A I‘)n_‘;’o}
c’est a dire
. 2
Dn’p = (1-2A) { [(p+D)-A(p+2)] Dn—2,0 - A7(p+1) Dn—B,O)

2 2
A% { [p+D)-A(p+2)] Dn_3‘0 - A%(p+l) Dn—A,O)
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soit finalement
D =(-20)0D -A%D
n,p n-1,p n-2,p
pour n = 2 Q.E.D.

3) Preuve de la proposition 3 :

Pour n = p le vecteur (Xi) = (XI,XZ...,Xn)’ se déduit du vecteur vt , avec
n
vi= X,...,X,e ,.,g ) par la relation :
n 1 p p+l n
%' = Qv
n n

ou Q est une matrice triangulaire inférieure dont la diagonale principale

est composée uniquement de 1.0n en déduit, en prenant les covariances:
r = QMQ’
n

ou M est la matrice nxn :

Si on suppose det(varX;) non nul, alors det(l")n est non nul eg I est
inversible, pour tout n. L’inversion de Fn peut s’effectuer comme on l’a vu
dans le cadre plus général des processus multivariés, en utilisant la forme
autorégressive du  processus. Rappelons que dans cette inversion. la
stationnarité (ou la non stationnarité) ne joue aucun rdéle. On sait alors que

I est de la forme :
n

ot I est la matrice de covariance d'ordre n du processus { v t €z},

n,
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avec y = et—ia‘et_j, qui est un processus MA(p) stationnaire ( mais

éventuellement non inversible ) "dual" du processus Xt.
E de son coté désigne une matrice nulle partout sauf dans les coins
n

Nord-ouest et Sud-est, occupés par deux matrices de taille p, A et B.

. A -1 . . .
On voit ainsi que [ ‘et I' coincident sur un sous-espace de dimension n-2p.
n n,y

On en déduit (Voir Accardo (1990), propriété 2.12) que :

(n) 1 (n)
* < —— . <m s v = 2p+l,...,n-2p.
) v-2p {(n) v+2p P n-ep
n+1-v

N ) . , .
ol les A:}“ sont rangées dans l'ordre croissant. Le processus { ¥ t e

Z) étant stationnaire on peut approcher ses valeurs propres m;n)par :

(n) (n) (n)
E2] = m =
) “V—Zp v “v+2p

, VvV = 2p+l,...,n~2p .

.oy L . c
ou an désigne les quantités

P
.k, 2
jI=T1 il—ejexp(lm){ ,k=1,..n
(Voir Accardo(1990)).
De (*) et (**) on déduit immédiatement la relation (20).

Q.E.D.

4) Preuve du lemme 3 :

Soit € > O . Pour tout réel t > O ,on définit :

I = [t-e,t] , S = [t,t+e] , W = [t-g,t+e] .
t [ t



13

A) On supose d’abord que m = 1.

1) la fonction logM est donc positive ou nulle. On définit alors la fonction h

par :
h{x) = L logm (x-m+€) six el
£ m
h(x) = logx si x € [m,M]
hix) = 1 logM (-x+M+€) si x €S
€ M
h(x) = 0 sinon.

h est donc continue, positive ou nulle et bornée. D’ou, par hypothése, h
vérifie la relation (27).

D’autre part, h majore clairement logM et on a ainsi :

n
(n)

< 1 (n) _ l
0 = a { h()\v ) - IogM (AV )y = a Y h(hv
v=1 A€l US

2) On considére alors la fonction k définie par :

k(x) = 1 logm (-x+m+g) si x € S
€ m
k(x) = h(x) sixeS ul
1 M m
k(x) = z logM {x-M+¢g) si x € IM
kix) = 0 sinon.

On a alors une fonction continue, positive ou nulle et bornée qui vérifie donc
la relation (27).

Puisque k = hsur § vI , on a:
M m

n
1 v o™= ek,
n v n v
AE 1 US v=1
m M
On en déduit la majoration :
. 1 (n) 1 T
0 = limsup - Y h ™ = 5 f  kif(w)lde ,
n v 2n
n> © Ae€e1 Us -
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le dernier terme étant clairement majoré par :

1 *
zn(logM) mesfw;f(w)e Wmu WM] , qu'on note K ,

( mesX désignant ici la mesure de Lebesgue de 1’ensemble X ).

11 est de méme immédiat de constater que :

+TT
S (h—logw)[f(w)]dw =K. ()

-TC

1
2n
3) Au total on a :

{(n) {n)

1 n
limsup ~ 3 { h(x

V)—logM(Av))SK. B)
n v=1
(a) et (B) sont vérifiées pour tout £ > O . Par ailleurs, la forme de la

fonction f implique que mes[w;f(w)e W u WM] tend vers O quand € tend vers O .
m

On obtient donc :

N (n)
1r11m r—lv}_:llogM(hV

+TT
1
)~én.f_nlogM[f(w)] dw.(27).

B) Si 0 < m < 1, il suffit de remarquer que

log + x log agf a+b.

]OgM = x[m,ll 11,M]

-a et b sont des fonctions positives, bornées et continues sauf en un point (m
ou M). le raisonnement de A) s’applique alors; a et b vérifient donc (27) et

donc leur somme logM aussi.

Q.E.D.
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