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CHAPITRE I

CHOIX DE LA DISCRETISATION SPATIALE ET CONSEQUENCES




1) HISTORIQUE

Pour résoudre les problémes de physiques mathématiques, on a été
amené a4 développer les méthodes numériques, parce que certaines
équations ne possédent pas de solution analytique.

Le calcul en dynamique des fluides (Computational Fluid Dynamic,
C.F.D ) a contribué & ce développement. Actuellement la mécanique
des fluides numérique est devenue un outil de mise au point aussi
important que les essais expérimentaux. En 1986 chez
Dassault-Industries le budget numérique est du méme ordre de
grandeur gque le budget socufflerie pour la mise au point des
prototypes (1]. Dans d’autres domaines comme la sécurité nucléaire
et l’aérospatial, les expériences sont difficiles sinon impossibles.

Au début des années soixante, 1’utilisation des méthodes
numériques en C.F.D fait appel essentiellement aux méthodes des
différences finies [2]. Elles sont simples & comprendre et a coder
et les maillages structurés qui leur sont typiquement associés
décrivent de fagon appropriée les géométries simples.

Toutefois, grdce a des moyens techniques sans cesse améliorés, on
tente de simuler des écoulements dans des domaines de plus en plus
complexes. C’est alors qu’on fait appel aux techniques des éléments
finis [3141 5]

2) DOMAINE DE CALCUL

En C.F.D, un des premiers défis & relever est une bonne
représentation du domaine de calcul. A présent, on accepte
généralement gque les grilles non structurées sont les seules
capables de décrire exactement des géométries complexes. Deux
différents niveaux de grilles non structurées sont possibles [6,7].

1." Macro-unstructuring"”, ou des blocs de grilles structurées sont
combinés pour former un maillage global non structuré.

2." Micro-unstructuring", auquel cas la distribution des mailles et
des noeuds peut étre en principe aléatoire.

Lfutilisation de la macro-unstructuring est limité dans certains
cas [7,8], alors que la micro-unstructuring n’a pas cette limite.

3) METHODES ADAPTEES

L’objectif général des méthodes adaptées est de changer



automatiquement le maillage, ou la structure d'approximation des
méthodes de calcul, afin d’améliorer la qualité des solutions
numériques des équations aux dérivées partielles.

Les quantités physiques en dynamique des fluides varient souvent
beaucoup sur de courtes distances et de plus de telles variations
peuvent se produire avec une configuration spatiale compliquée qui
change continuellement. Quand la discrétisation du systéme des
équations aux dérivées partielles est faite avec un maillage fixe,
la simulation numérique peut étre compromise si des larges
variations de solutions se produisent sur une échelle qui est trop
petite pour le maillage.

Pour assurer que la solution soit bien modélisée, deux stratégies
différentes [9]) ont été proposées dans 1’objectif df’adapter le
maillage d’une certaine maniére a la solution.

3.1 MAILLAGE MOBILE ( MOVING ) [9,10]

Le nombre des points nodaux reste constant, mais ces points sont
repositionnés, réduisant la taille des éléments dans les régions ou
l’erreur est grande.

Avantages

* Structure de fichier constante.
* Formulation précise et fixe.

Inconvénients

* Degénéréscence des éléments & partir du bi-dimensionnel.
Nécessité de poser des conditions spéciales pour éviter
1’union des points de la grille, et éviter & la matrice
résultante le probléme de 1la singularité. D’ou un
alourdissement du modéle.

Troncature numérique plus grande.
Temps de calcul plus grand.

3.2 ENRICHISSEMENT DE MAILLAGE ([9,11,12,13]

3.2.1 P-METHODE

Des degrés de liberté supplémentaires sont rajoutés dans les
maillages des régions ou l’erreur est grande en augmentant 1’ordre

de polynéme d’approximation & 1l’intérieur des éléments
Avantages

* Précision accrue.
* Rapidité dans le cas ou le maillage est bien choisi.



Inconvénients

* Méthode de résolution (Structure du probléme évolutive).

* Quand les singularités sont dans le domaine dfun élément
les oscillations sont accrues et la vitesse de
convergence diminue.

* I1 faut considérer les problémes associés aux fortes
oscillations causées par l’usage de fonctions de forme
d’ordre élevé.

* Augmentation de la complexité du logiciel.

3.2.2 H-METHODE

Le maillage est simplement raffiné dans les régions ou l’erreur
est grande en introduisant plus de noeuds. Dans cette méthode 1la
taille des mailles "h" est réduite en sous-divisant successivement
un maillage initial.

Avantages

Bonne précision.

Pas de probléme de choix du maillage initial.
Bonne forme de maille.

Discrétisation unique.

* % % *

Inconvénients
* Structure de fichier variable et complexe.

* méthode de résolution (Structure du probléme évolutive).

D’aprés les résultas de Loéhner, Morgan et Zienkiewicz [9],
obtenus lors du calcul, effectué en instationnaire, de l’écoulement
a Mach 3 sur une rampe de compression de 20°, on a pour

Maillage mobile : Amélioration de la solution en précision aprés 300

pas. (Au départ, le maillage est assez fin).

h-méthode : Méme précision qu’en maillage mobile aprés 250

pas. (Au départ, maillage moins fin).

Finalement on peut conclure qu’on doit se limiter a des éléments
de bas degré, car les écoulements sont en général non réguliers et
il n’est pas clair que les éléments de degrés élevés soient beaucoup
plus précis. De plus, ces derniers sont plus gourmands en mémoire et

plus difficiles a programmer [1l]. Et que la méthode adaptée la mieux
placée est de type h-méthode.



4) METHODE DE RESOLUTION

Au départ, les principes de conservation étant traduits sur les
mailles élémentaires de calcul, on avait des difficultés au niveau
de l’estimation du flux aux frontiéres de chaque maille.

Au "Los Alamos laboratory" on a résolu ce probléme en développant
la méthode dite "Marker and cell"™ qui consiste & définir une cellule
élémentaire de calcul différente des mailles ou doit étre satisfaite
1’équation de continuité. A la fin des années soixante dix, dans les
prolongements des méthodes M.A.C, est en outre apparue une notion
nouvelle intéressante : la cellule élémentaire de calcul évolutive
dans le temps. La méthode Lagrangienne qui en découle s’appuie
toujours sur la notion de bilan mais appliquée a la cellule
matérielle dont le mouvement et la déformation sont régis par le
champ de vitesse lui méme. Cette approche Lagrangienne pure révéle
toujours beaucoup de difficultés d’emploi notamment pour le calcul
des écoulements comportant des zones de recirculation, aussi sont
apparues les méthodes A.L.E (Arbitrary-Lagrangian-Eulerian) [15],
que nous allons développer en détails au chapitre II.

Dans cette méthode, les noeuds du maillage de calcul peuvent se
déplacer avec le fluide ou rester fixes de fagon Eulerienne ou se
déplacer d’une maniére arbitraire pour donner une résolution
continue.

On saisit alors tout l’avantage qui a pu étre tiré de ce point de
vue lorsqu’il s’agit d’aborder par exemple l’une des difficultés
typiques des chambres de combustion , a savoir la géométrie variable
du domaine de calcul.

Une des variantes de la méthode de los Alamos est la combinaison
de A.L.E et I.C.E (Implicite Continous fluid Eulerian). Un
traitement implicite de l’équation de pression similaire & celui de

I.C.E permet de calculer 1l’écoulement a n’importe quelle vitesse, du
supersonique au subsonique.

La formulation A.L.E est largement utilisée par d’autres auteurs
sans que l'algorithme initial soit remis en question ni utilisé dans
toutes ses possibilités. Notamment, la discrétisation spatiale est
trés fréquemment du type différences ou volumes finis, méme dans les
applications les plus récentes [16].

La discrétisation temporelle est du type différences finies.
L’algorithme peut étre <considéré comme une méthode & pas
fractionnaires avec une décomposition d’opérateurs suivant leur

nature

(*) Evolution des vitesses sous  1l'’effet des contraintes
visqueuses et des pressions, 1l’évolution des pressions étant telle



que la conservation de la masse soit respectée.

(*) Evolution des vitesses sous l’effet des apports convectifs.

5) CODE DE CALCUL ET APPLICATIONS

Un code de calcul en bidimensionnel a été développé au L.M.L
(Laboratoire de Mécanique de Lille), utilisant la formulation A.L.E
et ol la discrétisation spatiale est de type éléments finis
quadrilatéres, régie par un maillage structuré. La vitesse dans un
élément est bilinéaire et la pression est constante par maille.

Le code a été utilisé sans difficultés dans plusieurs cas de
figures [17], et notamment pour la détermination du champ des
vitesses et des pressions dans des paliers hydrostatiques en régime
turbulent [18]. :

6) CHOIX DE TYPE D’ELEMENT

Des efforts ont été accomplis dans l’objectif de développer une
méthode adaptée utilisant le code existant. Cette méthode consiste a
créer un programme ou le maillage est non structuré et ol un élément
quadrilatére peut sur un cété, étre adjacent a deux autres éléments
(figure I.la), ce qui permet aisément de raffiner un maillage sans

risquer d’obtenir des éléments trop dégénérés.

Dans plusieurs situations, le champ des pressions obtenu présente
beaucoup dfanomalies. En fait on a voulu subdiviser une maille, en
ajoutant de nouveaux noeuds sur les mailles adjacentes sans pour
autant augmenter l’ordre de polyndme d’interpolation dans ces
derniéres.

Dans le souci de pouvoir mailler aisément des configurations
géométriques diverses, notre choix, conformément & la conclusion du
paragraphe 3, s’est fixé sur 17utilisation des éléments
triangulaires ou la vitesse est linéaire et la pression constante
(Figure I.1b), pouvant se raccorder & des quadrilatéres ou la
vitesse est bilinéaire et la pression constante.

Dans la perspective d’introduire un processus de raffinement
automatique, sans pour autant modifier les polyndémes de base
d’interpolations, 1’adaptation de type h-méthode est la mieux
placée. Le processus élémentaire de raffinement est de diviser
chaque élément en quatre petits éléments. Pour éviter le probléme
d’accrochage des noeuds, la région raffinée devra étre entourée par
une région de transition dans laquelle certains éléments sont
divisés en deux petits éléments [9]. (Figure I.lc)
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7) METHODE DE PSEUDO-COMPRESSIBILITE ET DE PENALITE

Les équations de Navier-Stokes

> n

8a_ Zu,

at i1 7 8x.
1

div 4 = 0, (I.2)

_)
Su_ _ v Ag + grad p =0, (p=P/p) (I.1)

, . -
gouvernent les écoulements incompressibles de fluides newtoniens; u
et p sont la vitesse et la pression. Ces équations sont a résoudre
dans un domaine occupé par le fluide "Q", et pendant 1l’intervalle de

temps [ 0,T ]. Avec, par exemple, les conditions aux limites
2> . N
u{x,t) =0 si x € T (X frontiére de Q)
et la condition initiale
> >
u(xlo) = ul

L’approximation du probléme (I.1)(I.2) a fait 1’objet de nombreux
travaux [14,19,20]. Clairement, la principale difficulté provient du
traitement numérique de la condition de 1/incompressibilité divu = 0

Justement, le schéma adopté dans notre algorithme de calcul
présente des anomalies, quand il s’agit d’une discrétisation de "Q"
par des éléments triangulaires ou la vitesse est linéaire et la
pression constante . Le champ de pression n’est pas unigque et ne
correspond a aucun phénoméne physique

Cette anomalie sur le champ de pression, provient du fait qu’il y
a plus d’inconnues que d’équations indépendantes.

Certains auteurs préférent parler de degrés de liberté et de
contraintes imposées. Ainsi, pour un Q carré, ou on applique une
triangulation Th formée de quatre triangles & partir des diagonales

de Q: on obtient deux degrés de liberté, 1la vitesse au noeud

central, et quatre contraintes (div 3 = 0 sur chaque triangle), dont
trois indépendantes, pour les pressions on a quatre degrés de
liberté et deux contraintes [1]

n2 n5
(0) 9 (0)
ml
(0) (0)
nl n4
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Pour satisfaire exactement la condition de 1'incompressibilité,

. . >
on a été amené a chercher une approximation de Q et de u permettant
plus de degrés de liberté, c’est-d-dire créer des éléments plus
sophistiqués. On distingue plusieurs types

* Elément Pl bulle / P1 [22)
* Elément Pl iso P2 / Pl [23]
* Elément P2 / P1 [24]
* Elément P2 bulle / Pl [25]
*

Elément Pl non conforme / Pl (21}

On peut les résumer dans le tableau suivant

i . . Noeuds Noeuds Nbr. noeuds Nbr. noeuds
dénomination . . )
vitesse pression vitesse pression

Pl bulle/P1l 4 3

Pl iso P2/P1

P2/pP1

P2 bulle/pl

P1/PO

Detcal bl
> B>

N

Cette solution ne correspond pas & notre perspective, puisqu’on
serait obligé d’augmenter 1’ordre de polyndme dfinterpolation a
1l’intérieur des éléments trianguliires et qu’ils ne serait plus
compatible avec des éléments quadrilatéres sur lesquels la vitesse
est bilinéaire.

. . L. . s . e
Satisfaire exactement la condition discrétisée divu = 0, rend
assez difficile la résolution effective du probléme approché.

m D’autres méthodes d’approximation, évitant les difficultés dues a
la contrainte divu = 0, ont été étudiées et utilisées

(*) Temam 203, Chorin [311, proposent une méthode de
pseudo-compressibilité qui consiste a approcher (I.1)(I.2) par une
famille de problémes voisins

13



du n 6u8 5 5

£ . z u -V Ad + = (divu ) u_+ grad p = 0 (I.3)
at L €] € €
i=1 8% 2
1

dp

£ £+ div {1’€= 0, (I.4)
at

Pour résoudre ce probléme on peut envisager de ne satisfaire la

condition divg = 0 discrétisée que de facon approchée.

Ils approchent ensuite les probleémes perturbés par une méthode de
pas fractionnaires. La condition d’incompressibilité n’est pas
vérifiée exactement sauf lorsque 1l’état stationnaire est atteint.

Temam {20] montre que, pour un & fixé, le probléme (}.3)(1.%)
posséde une solution unique et que, lorsque £ —— 0, u— U

pe———a P 3 et p étant les solutions de (I.1l) et (I.2).

(*) Bercovier (28]}, Oden [29], Cary et Krishnan [27], Temam [26]
évitent ces difficultés en introduisant (En 2 dimensions), une
fonction de pénalité (Perturbations régulieéres) dans la
formulation. La pénalisation revient & approcher 1’équation de
continuité par :

La condition discrétisée divg = 0 n’est pas vérifiée exactement.
Ceci permet évidement d’éliminer la dépendance des contraintes dans
"Q". le probléme (I.1) (I.2) se réduit a

> 2
6u€ - 6u€ - 1 —_> 2>
+ ue‘ -V Au€+ —— grad(div u8)= 0
at j=1 ) dx €
3
3 (x,t) = 0 s1 x € ¥ et 3 (x,t) = 3
£ £ 0

m Ces deux types de méthode compatibles avec la méthode a pas
fractionnaire de type Euler-Lagrange ont été implantées dans le code
de calcul élaboré dans ce travail.

Des essais effectués avec la méthode de pseudo-~compressibilité
portant sur le développement de 1l’écoulement dans un canal & partir
d’un profil d’entrée uniforme nous ont montré qu’il n’est pas
possible d’obtenir, 1’état stationnaire étant atteint, un profil

14



pleinement développé. Ce résultat semble contraire a ceux obtenus
par O.C.Zienkiewicz et J.WU [32] bien qu’ils n’'aient pas indiqué
clairement le type d’éléments utilisés.

Ainsi finalement, nous avons mis en oeuvre de fagon plus compléte
la méthode de pénalité de Bercovier [28], espérant qu’il pourrait y
avoir un compromis satisfaisant entre le respect "approché" de 1la
condition d’incompressibilité et 1l’existence d’une solution bien

définie satisfaisant les relations correspondant a la conservation
de la quantité de mouvement.

Pour tout € > 0, on approche le probléme (I.1l)(I.2) par une
famille , & un paramétre €, de problémes similaires mais pour

. LD
lesquels la contrainte divyu = 0 est approchée.

- >
aue n c')ue 5
+ Z u8 -V Aue + grad p8 =0 (I.5)
at j=1 3 08x,
J
Pour t € [0,T], et x € Q
LD
€p tdivuy_ =0 dans Q (I.6)
€ €
3€(x,t) =0 si x €
> >
ue(x,O) = uo(X)

Par la méthode variationnelle mixte, Bercovier [28] montre que
le probléme (I.%&(I.2) ( Respectivement (I.5)(I.6) ) admet une
solution unique (u,p) ( Respectivement (ue,pe) ).

Dans le cas présent, les équations (I.5) (I.6) se prétent en outre
tout particuliérement a la formulation A.L.E pour la discrétisation
temporelle, et la méthode des éléments finis pour la discrétisation
spatiale, objet du chapitre suivant.

8) CONCLUSION

Suite & l’étude bibliographique effectuée, et afin d’élaborer, a
partir d’une méthode de résclution numérique des équations de
Navier-Stokes du type A.L.E., un code de calcul pouvant utiliser un
maillage adapté, nous avons choisi de

15



1. approcher le probléme initial et par suite les problémes discrets
par une famille de problémes voisins obtenus par la méthode de

pénalité.

2. discrétiser spatialement le domaine par un maillage non structuré
d’éléments finis triangulaires, ou la vitesse est linéaire et 1la
pression constante par élément. Ce choix nous permet, par ailleurs
l7utilisation des mailleurs automatiques existants dans le marché
[33,34]1, pour une discrétisation compléte de diverses configurations

géométriques.

Cette technique, simple, se paye par une approximation de la
condition de l’incompressibilité, ol une erreur est engendrée.

Des essais vont étre effectués pour donner un critére de choix du
paramétre caractérisant 1l’/importance de la méthode de pénalité, le
but étant d’avoir une erreur donnée.

Deux types d’essais sont effectués en laminaire :

(*) Ecoulement test dans un canal.
(*) Ecoulement sur une marche.

Avec trois types de conditions aux limites :

(*) Profil de vitesse uniforme en entrée et pression statique en

sortie.
(*) Profil de vitesse parabolique en entrée et pression statique

en sortie.
(*) Pression statique a l’entrée et pression statique a la sortie.

16



CHAPITRE II

ALGORITHME DU CODE

DE CALCUL
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1) INTRODUCTION

Notre but est 1’étude d'approximation de la solution des
équations de Navier-Stokes des fluides visqueux incompressibles pour
un domaine  bidimensionnel de frontiére X. Nous voulons approcher
les fonctions 1 = (ul,uz) et P définies dans x{0,T] (T>0), et qui

vérifient les équations locales

% 4 giv p 2= 0 (II.1)
at

d 3 > =

Pl 4+ qiv pu @ 3 = div & (IT1.2)

ot

La méthode dfapproximation que nous étudions consiste a approcher
d’abord le probléme (II.1)(II.2) par la formulation A.L.E & pas
fractionnaires, et approcher ensuite le probléme discret obtenu, a
l’aide de la méthode de pénalité par une famille de problémes
voisins.

2) FORMULATION A.L.E ET DISCRETISATION TEMPORELLE

Sous forme intégrale, sur une surface de contrbfle (s) quelconque

; . . ->
de frontiére (%) dont la vitesse en chaque point est w, le probléme
(II.1)(I1.2) en incompressible devient : (Figure II.la)

D
[— ]_) ds - (W - 3).8dy = 0 (II.3)
Dt 4w
s Y
D .
[— :|_> Tds - | 3@ - D.Bay = = | qiv & ds (II.4)
Dt 4w s ¥ p .
avec div & = -grad p + div Z
ou T =2n e = ( QEi 221 )
HJ ) 0x3 oxi

N

La technique A.L.E consiste a décomposer suivant une méthode a

. . . D
deux demi-pas fractionnaires 1’opérateur [

] en deux opérateurs:
Dt dw
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(*) Premier demi-pas

D 1_) ds = 0 (I1.3.1)
L pt 47 |
S5
D R Tas = = | qaiv & as (I1.4.1)
L Dt 4du J P
s 3

(*) Deuxiéme demi-pas

u B
D ] - D] as - | @ - .2ay=o0 (I1.3.2)
L pt ¢ Lope 45 ) |
s ¥
s ]
]_)— D ]_) 2ds - | 3. @ -D.Bay=0 (11.4.2)
L Dt dw L Dt “u J
s ¥

Le premier demi-pas correspond au suivi d’une particule dans son
mouvement, c’est la phase Lagrangienne.

Les équations (II.3.1)(II.4.1) se _géduisant effectivement des
équations (II.3) et (II.4) lorsque w = u.

Le deuxiéme demi-pas correspond évidemment & la prise en compte
des termes de convection, c’est une phase d’interpolation.

Lorsque la frontiére du domaine élémentaire est fixe (3 = 0), et

D d D D D
en posant [——]_) = —, et [ ]_) - [ ]_} = —,, la
Dt 4u dt Dt “w Dt 4du Dt

décomposition devient

ier

(*) 1 demi-pas
< las =0 (I1.3.3)
at |
S
4| 34s = 2 | div & ds (1I1.4.3)
at ) P
s S

(*) 216m8~demi—pas
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D ds + | 3.3 ay = 0 (II.3.4)
Dt |
s Y
D r‘~> 2> 22
u ds + a.(u.n) dy = 0 (II.4.4)
Dt |
s 7

DISCRETISATION TEMPORELLE

La discrétisation temporelle est de type différences finies. Les

dérivées 2 sont approximées au premier ordre prés. Soit At le pas
Dt

de temps de calcul. A partir de la connaissance de 1la solution & un

certain niveau de temps tn, l’objectif est de calculer la solution

au niveau de temps suivant t - t + At, en avancant la solution en
n n

deux étapes .

Les équations (II.3.3)(IT.4.3) s’écrivent entre les instants n et
1 d’une fagon semi-implicite

1 -
— ds_ - ds ]= 0 (II.3.5)
At L 1 n
Vsl sn
| > > -1 — 1 .
— u ds - u ds ] = — gradp ds + e le? ds (IT1.4.5)
ac L 1 1 n n P 1 1 n n
Vsl sn sl P sn
Avec X = Z + At u
1 n 1
(*) 2-¢me étape

Les équations (II.3.4) (IT.4.4) s’écrivent entre les instants 1 et
n+l d’une fagon explicite

1 5> >
[ dsn+1 - dsl ] + ul.n d71 =0 (IT.3.6)
At J
sn+1 sl 71
1 - > > 5
[ un+1dsml - u1 ds ] + ul(ul.n) dyl =0 (IT1.4.0)
At
sn+l sl 71
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_)
AvecC X =

. N . . . s >
Comme on s’intéresse a des configurations purement eulériennes (w=0)

s =35 ety =79, les équations (I1.3.6) (II.4.6) deviennent:
n+1l n n+l n

2 as - |as |+ |3 .8ay =0 (IT.3.7)
At n 1 1 1
s s ¥
n 1 1
2 2 ds -{2 as |+ [2@.B) ay =0 (I1.4.7)
At n+l n 1 1 1 1 1
sn Sl ’Jl

On remarque que l’équation (II.3.5) s’écrit

~
dsl - ds =0 ’ soit au premier ordre en At
n
Vs s
1 n
[ 2 >
(1+divu.At) ds - |ds = 0 d’ ou divu1 ds =0
n n n
s s s
n n n

I1 en résulte que l1l’équation (II.3.7) est identiquement vérifiée
Il reste donc en définitive trois équations a étudier

divz ds =0 (I1.5)
1 n
S
r n
1 [ -1 |—
— 3 ds - 3 ds ] = = |gradp ds + 2 div? ds (II.6)
1 n n n 1 n n n
At & P P
S S S S
n n n n
_V‘
2[R ds_zd3]+a<3.3)d,=o (11.7)
n+1l n 1 n 1 1 n
At k)
s s v
n n n

3)METHODE DE PENALITE

Pour résoudre numériquement le probléme (II.5) (II1.6) et (II.7),
on va approcher ce probléme par une famille de problémes voisins,
en faisant appel a la méthode de pénalité, afin que la pression
discréte associée a la solution numérique du systéme d’équations

implicites (II.5) et (II.6) soit unique
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Soit, pour tout € > 0, fixé nous associons au probléme
(IX1.5) (I1.6) et (II.7), le probléme suivant

2> fea
Trouver ue— (uel’uez) et p8 définie dans x[0,T] tel que

e | p_ds + |divd_ds =0 (II.5.1)
€ n € n
1 1
S 5
n n
-1 —> 1 >
—l— 3 ds - 3 ds = = lgradp ds + —— JdivT_ds (II.6.1)
€ n € n € n € n
At 1 n P 1 P
S S s k3
n n n n
— ||d as - {3 as |+ ]2 @ .B) ay =0 (I1.7.1)
€ n € n €
At &) Tn+1 1 1 1
s s 7
n n n

A ce probléme doivent étre associées les conditions initiales et
les conditions aux limites

. . - .
A chaque instant t , connaissant u€ r on calcule dans un premier
n
n

. . . > L s
temps, la contribution du tenseur de contraintes Te et on élimine
n

38 entre (II.5.1) et (II.6.1). Ensuite, on obtient pe en résolvant
1 1
. . d . .
le systéme linéaire obtenu; u est déduite alors de (II.6.1) : c’est
1
la phase lagrangiénne

. > . .
On calcule directement ug a partir de (II.7.1) :c’est la phase
n+1

d’interpolation.
4) DISCRETISATION SPATIALE DES EQUATIONS

La discrétisation spatiale est de type éléments finis. Le domaine

Q sur lequel est posé le probléme, est subdivisé en un nombre N fini

de sous-domaines 0 appelés éléments finis. Ensuite sur tout Q , on
3 b

construit une fonction N & support borné égale & Q . (Figure II.1lb)
i 3

4.1 Choix de 1l'’élément

En bidimensionnel, pour les raisons indiquées au paragraphe 6 du
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chapitre I, nous utiliserons, pour la vitesse, des éléments finis
isoparamétriques qui sont des triangles a trois noeuds, avec des
fonctions dfinterpolations de Lagrange N(£&,7) linéaires

Dans ces éléments, les coordonnées des points du plan physique
sont interpolées. Ces coordonnées sont affectées aux noeuds d’'un
élément image, que l’on dispose sur un réseau cartésien de pas
unitaire

La représentation de tout les autres champs est effectuée a

. . >
l1’aide d’éléments constants par maille : p, P, Ts....

Ce qui donne en un point courant ( m } :(Figure II.Z2a,Z2b)

3
x(m) = ZNi(E,n) x,
i=1

3
ZNi (€,7) Y,

i=1

y (m)
> 2 >
R(m) = ZN, €, m 3,
1 1
i=1
Avec N1= (1-E€-m) , N2= £ et N3= n

On a donc une transformation dont on connait toutes les
caractéristiques géométriques .

4.2 Géométrie locale de 1’élément

4.2.1 Calcul d’un élément de surface (ds) du plan physique

L’expression de (ds) est: (Figure II.2c)

dx dx
- - _ 0  om

ds dx dy = J d§ dn = det ay By dg dn
513 an

qui compte tenue de 1'interpolation utilisée donne

ds =

o~

3 r I
N N - d€ a
. j;( g Nyp) (Y - %y dE dn
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Surface d’une maille

Figure II.2
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[4 14

ou , N_€ et N_n sont respectivement les dérivées partielles de
i bl

N, par rapport a€etn

4.2.2 Calcul de la normale aux iso-§ et iso-7m

Soit

On montre que pour un élément quelconque les normales s’expriment
par :

2> & 2
n, = z N 2
3 i=1 £
3,

3 =ZN‘ z
] L im i

D’ou 1’ élément de la normale suivant

De la méme maniére on peut calculer les angles, les courbes, et
former 1’opérateur gradient d’un scalaire ou dfun vecteur

4.2.3 1Intégrale de surface et de contour

Les surfaces et les contours seront limités par des 1iso-§ et
iso-n (Figure II.2.c)

a) Intégrale de surface

Pour une maille(j) on a

S(j) = ff ds
S

L’expression interpolée de (ds) ayant été définie, 1/intégrale
prend la forme

EZ nég) 3 3 , P
s(j) = z ) NN ) (xy - xy) d€ an
m=1 k=1
g &)
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b) Intégrale de contour

. > . .
I = § 3.3 dl , si la grandeur (v) est interpolée comme la vitesse,

I prend la forme

E2 3 ’ 5 >
I = kZlNk@,omkE (€,0) Y .z df
E1
a, ’ N
+ YN QMmN 0m V. oz an
I k=1
1
mz(i) 3 , N
+ LN EmN L Em Tz, dn@)
In (© k=1
n
¢) Domaines de contrbles (Figure I1.3.a)
* Pour les bilans de quantité de mouvements : on choisit les

éléments de "volume" délimités par les centres des mailles
environnantes, qu’on appelle ( Q;)

* Pour le bilan de masse, on choisit les éléments de "volume"
délimités par les noeuds, qu’on appelle ( Q)
3

4.3 Discrétisation des équations du probléme (II.5.1,II.6.1,II.7.1)

4.3.1 Conditions initiales et calculs préliminaires (Figure II1.3.Db)

Les données a entrer sont les valeurs initiales de x, y, u et v
aux noeuds et p, p et M dans les mailles

(*) Surfaces des mailles (j)

3 _— 1-€
s(3) = Z z (Nm Nk) (mek" xkym) dg an
m=1 k=1J J, £ 1
3 3 1 1-§
s(3) = z (xmyk- xkym) N Nk d€ dn
m=1k=1 € n

27



<4

n3

14 ,/ W
ix N ]
Yl TV/’ s Q
/ 1 / ] 3
P / 1 n
AL o A
-~ S ~
- <1 _4"
N
//
) Q
1
>
> X

Domaines de contrdle

> Maille (3)

n2

nl

x(nl), y(nl)
u(nl), v(nl)
M(nl)

Paramétres des mailles et

des noeuds

- b -

Figure II.3
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o1 _ o1 _
s(3) = — (x.v, lel) + 0 (xly2 x2y2) (x vy, x3yl)

2 2
1 v o _ oL ) )
- (x ¥y, = X,¥) (x,y,= x,¥, (x,y,= %,
2 2
O (xy - xy) 0 Xy, - xy) - 0(x )y = x,y.)
(')—l (x - x ) (y,- ) - (x.- x ) (y. - )
s4J _—; - % ¥ Yy 37 X W,T Y

Donc les masses des mailles sont données par
Masse (j) = p{(3) s(3J)
Mais puisquon ne fait appel qu’aux masses aux noeuds, il convient

de remplacer les masses des mailles immédiatement par les masses aux
noeuds (i)

Masse (i) = —1—
3 3

Masse (J)

IIIVIZ

1

*
N étant le nombre*de mailles j autour de noeud i. Dans le cas
de la figure II.3.a : N = 6

4.3.2 Equation de continuité

L’ équation (II.5.1l) s’écrit, pour des surfaces s(3j) qui sont des

mailles de contour ¥(j) . (Figure II.3a)
.
€ p ds + divau_ds = 0
€ E>
1 1
s S
L’évaluation de 1’intégrale Jdiv3€ ds sur chaque maille(j)

1
conduit a des relations linéaires faisant intervenir des
coefficients géométriques qui correspondent aux contributions des
vitesses des trois noeuds de la maille, que l’on notera cu(i,k),
cv(i,k) (k = 1,3 ). (Annexe 1)

Finalement 1l’équation discréte est donnée par
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3
€ pe(j) s(3)+ Z [cu(j,k) ue(nk) + cv(j, k) vs(nk)] = 0 (I1.8)
1 k=1 1 1

( nk = N(j,k), numéro des noeuds 1 a k de la maille j )

4.3.3 Equation de conservation de la quantité de mouvement

L’ équation (IX.6.1) devient, pour les surfaces (s’) entourant les
1

noeuds de contour (¥’) (Figure II.3a)
1

r r -
= [ 3 ds - 3 ds ]= —i— [ ~gradp ds + div? ds ]

€ € € €
At J 1 J , n P J 1 n

s’ s s’ s’

Ou

1 [ 38 ds - 3; ds ]= —i— [ -p .g dy + ? .3 dy ]
At 1
u J,. % e L. ”

s’ s

!

Les intégrales des termes de pression et des termes visqueux font
intervenir les mémes coefficients géométriques cu(j,k), cv(j,k) au
signe preés, que l'on note cx(i,Jj), cy(i,]j) pour les contributions de
chaque maille entourant le noeud (i)

Elle font intervenir également les valeurs de la pression p
constante sur chaque maille, ainsi que le tenseur des contraintes

. > . . .
visqueuses T déterminé sur chagque maille en calculant la moyenne
surfacique du tenseur des taux de déformations € . (Annexe 2)

L’évaluation des intégrales J 3 ds devrait normalement faire
s’ 1
intervenir la vitesse 3€(i) et les vitesses aux noeuds environnants.
1
Pour calculer les ge(i) en fonction de pe(j), il faudrait résoudre
1 1
un systéme matriciel pour chaque composante ue(i), et Ve(i)
1 1

Pour éviter cela, on introduit une approximation supplémentaire

. . N xd .
qui revient a admettre que u. (1) est constante sur (s’). Pour
n

chaque (s’) la relation (II.6.1) s’écrit

> . >, At . > .
u (i) = ue(l) + { Fi[ psf]) ’ Te (3 ] } (I1.9)
n
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ol M(i) est la masse au noeud (i), j est 1l’indice des mailles

\ . . 2> .,
entourant le noeud i. F est évidemment linéaire en pe(j) et Te(j).
1
1 n

4.3.4 calcul de la pression et de la vitesse lagrangienne

En remplagant dans (II.8) 38(i) par l’expression déduite de
1
(II.9), on obtient un systéme linéaire de la forme

e (o }o[] {n }-{=)

La matrice [cpl représente la matrice des coefficients
géométriques cp(j,k), combinaisons des coefficients cu, cv, cx et
cy, | Pc } le vecteur de composantes pe(j) et { sm } le vecteur des

1 1
second membres (contribution des tenseurs de contraintes )

Sachant que 1l’on définira dans les conditions aux limites des
mailles & pression fixée, et afin de rendre plus simple le systéme a

résoudre, en remplace [cp] { P } = { sm } par :
1

[ep] | P, - P, } = { SM }, en faisant intervenir dans { SM } la
1 n

contribution des vitesses calculées & partir des pressions du cycle
de calcul antérieur

Le Systéme (II.].O) devient
| 1 1 n

Qu’on peut écrire sous la forme

(ccoreim ) (] {o)oe(n)

Avec Ap = P = Pg et [8] matrice unité, ou plus précisément
1 n

[-e 6jk+ cp(Jrk) ] Apel(k) = S8M (1) - € P, (3)
n
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L

ou 5jk est le symbole de Kronecker. Finalement, on obtient

€+ep(1,1) ... ... CP(liK) e emenn. cp(l,nbm) 1 [ Ap(1) ) ( sM(1)-€p_ (1) )
N R n

ep(i, 1) e €+cp (3o k) ennnnnn cp{j, nbm) { Ap(3) } = < SM(j)~8p€<j> q
. . N
nbm, 1) ... ... bm,k) .. ... bm,

cp(nbm, 1) cp (nbm, k) €+cp(nbm, nbm) lAp(nbm) LSM(nbm)—Cpe(nbm))

n

Ayant obtenu pe<j)' 1l’écriture directe de 1la relation (II.9)
1
donne les valeurs de la vitesse lagrangienne

4.3.5 Prise en compte des flux convectifs

L’'équation (II.7.1) devient :

1 >
_[ 3, as - |3, as |+ [ 2@D ar=o
€ € e €
At n+1 1 , 11
s v
Pour les intégrales de vitesse sur (s’) , on prend

1"approximation de la vitesse constante sur (s’). En ce qui concerne
1’intégrale des termes convectifs, sur chaque segment de droite de
contour (¥’) obtenu par les médianes des triangles (Figure I1II.3a),
on fait 1’approximation U constant, ce qui revient & l’écrire sur
chaque segment

Les intégrales de flux se calculent simplement sur chaque segment
avec le choix de la vitesse linéaire sur chague maille . La valeur

moyenne sur un segment de droite de la vitesse 38 est alors obtenue
1

par une technique de type différence-amont qui tient compte du sens

de flux, technique qui, si elle est moins précise gu’un schéma

centré, a 1l’avantage de conserver la monotonie de la solution.

(annexe 3)

On obtient finalement une relation de la forme

- >
{ ug } = { h(cx, cy, ug s At, M) }
n+l 1

dont l'écriture est immédiate.
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5) CONDITIONS AUX LIMITES

Pour pouvoir résoudre le systéme d’équations discrétisées, il
faut bien sfir définir la géométrie du probléme & modéliser par le
maillage du domaine fluide et les conditions physiques du calcul par
des données telles que masse volumique, viscosité et conditions aux
limites du domaine.

Deux types de conditions ont été choisies pour traiter les
entrées et sorties de fluide

(*) ENTREE: A l’entrée, on se donne :

- Soit une condition de débit en imposant un champ de vitesse sur

la frontieére. >

- Soit la pression, en faisant 1’hypothése que ai = 0, % normale a
an 5

la frontiére, ce qui ne sert qu’a obtenir une valeur de T dans les

mailles ol la pression est fixée.

_.)
. . . du

(*) SORTIE: On impose, la pression statique, toujours avec S =0
an

(*) FRONTIERES SOLIDES :

Sur les frontiéres solide, en imposant aux noeuds une condition
de non-glissement, on fixe leur vitesse égale & celle de la paroi,
nulle si cette derniére est fixe .

La prise en compte des conditions aux limites nécessite dans les
équations discrétisées un traitement particulier

A l'instant t = 0, 1l’écoulement est au repos, le champs de
vitesse est initialisé & zéro et la pression égale a la pression de
sortie.

6) CALCUL DU PAS DE TEMPS

Lfutilisation d’un schéma explicite en temps (II.6.1)(II.7.1)
lors de la prise en compte des termes diffusifs et de convection
impose un pas de temps limite pour chaque terme afin de vérifier une
condition de stabilité

Ces conditions ont été obtenues par le critére de stabilité
monodimensionnel de type "Von-Neuman"
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—H H <2, soit At =
2
p Bz "
u At Ax
et —=< 1 , soit At =
Ax ¢ u

et appliquées de la facgon suivante

2
2 A . . .
(*) Atﬂs ———E——E-, Ar plus petit rayon des cercles inscrits
M
dans les triangles de la triangulation.
(*) At = minimum des valeurs de 2 et 7 pour chaque maille.
Ax Ay

> .
{ u,v étant les composantes du u sur une maille ).
m

oy
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CHAPITRE III

MAILLAGE NON STRUCTURE
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1) INTRODUCTION

Un maillage est un ensemble de données comprenant deux types
d’informations

(*) Information géométrique tout d’abord, constituée des coordonnées
des noeuds du maillage.

(*) Information topologique ensuite, constituée des numéros des
noeuds constituant chaque maille et des numéros des mailles
entourant un noeud.

La construction dfun maillage consiste donc & créer ces deux
types de données. Cette tdche peu paraitre dénuée d’intérét, voire
méme facile, mais il n’en est rien en ce qui concerne les besoins en
mécanique des fluides numérique.

Les maillages sont classifiés en fonction de leur topologie, on
distingues ainsi deux classes principales

- Les maillages non structurés.
- Les maillages structurés.

Nous ne considérons ici que le maillage non structuré ne
comprenant - que des triangles. L’assemblage des éléments ne
s’effectue pas de maniére arbitraire, on impose que l’intersection
de deux éléments est s0it une aréte compléte d’élément, soit un
sommet, soit vide.

2) DEFINITIONS

2.1 Place

Une place est un point de l’espace susceptible d'étre occupé par
un noeud .

2.2 Noeud

Un noeud est une place a laquelle on affecte explicitement une
vitesse, une masse ,...

2.3 maille

Une maille est un triangle, dont la frontiére est limitée par
trois noeuds, a laquelle on affecte explicitement une pression, une
densité, une viscosité, une surface,.....
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3) REPERAGES

3.1 Repérage d'un noeud ( Figure III.l.a )

Un noeud de maillage est repéré par un numéro (i), dont les
coordonnées de la place qu’il occupe sont x(i) et y(i), avec
i =1,—> NBN .( NBN : nombre de noeuds du maillage )

Pour chaque noeud, on définit le nombre et les numéros des
mailles entourant ce ngeud par les tableaux de dimension
NBT (NBN), et NUT(NBN,N ), N : nombre maximal de maille entourant un
noeud.

3.2 Repérage d’une maille( Figure III.l.a )

Une maille du maillage est repéré par un numéro (3j), dont les
numéros de ses noeuds sont N(3j,1), N(3,2), N(j,3), ©pour
j = 1l,——> NBM . ( NBM : nombres de mailles du maillage )

Pour chaque maille, on définit les numéros de ses trois noeuds
par le tableau de dimension N (NBM, 3)

3.3 Génération de maillage

Il existe plusieurs principes pour générer un maillage
triangulaire. Nous citons en particulier

(*) Le principe de la triangulation de Delaunay (33].
(*) La méthode de génération par front ([34].

Nous ne considérons dans ce travail que les écoulements dans des
configurations simples. On se propose alors une triangulation
uniforme, ou les éléments sont obtenus par des intersections de
familles de droites paralléles équidistantes bien que le programme
de calcul puisse accepter des formes de triangulation quelconque.Le
sous-programme DEMAIL créé a cet effet permet aisément la
triangulation du domaine Q

Il suffit donc tout simplement, d’entrer en parametres la valeur
de NX souhaité et celle de NY, pour générer a 1l aide de DEMAIL un
maillage bidimensionnel uniforme en éléments triangulaires

La numérotation des noeuds et des mailles a été choisie dans le
sens vertical, pour permettre d’obtenir une petite largueur de bande
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maille (J)

N(j, 1D N(j,2)

m2

m3
ml

mé mé
m5

s %
Repérage
- a5 -
.)
Y &
s 10 15 20 25 30
4 12 20 28 36
8 16 24 32 40
4 9 1% 1% 24 29
3 11 19 27 35 Q)
7 15 23 31 39
3 8 13 18 23 28
2 10 18 26 34
6 14 ‘///;; 30 38
2 7 12 17 22 27
1 9 17 25 33
5 13 21 29 37 5
1 > X
6 11 16 21 26

Génération du maillage

Figure III.1
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de la matrice du probléme étudié

Sur la figqure II1.lb NX = 6, et NY = 5, avec:
NX : nombre de noeuds sur 1’axe
NY : nombre de noeuds sur 1lfaxe

4) TABLEAUX DE STRUCTURES

Les tableaux de structures, contiennent pour chaque noeud (i) et
chaque maille (Jj) du maillage, les informations permettant la mise
en place des diveres équations et en particulier la construction de
la matrice du probléme

4.1 Tableau de structure des noeuds

a) la place occupée par chaque noeud (i) est repérée donc par
Pour i = 1,——— NBN

x(i)abscisse

y (i) ordonné coordonnés du noeud (i)

b) Le vecteur NBT(i), nous permet de connaitre le nombre NB de

mailles autour du noeud (i) .NB peut prendre les valeurs de 1,—>
* * R
N, N est donc le nombre maxi de maille autour d’un noeud (i), et

qui dépend éventuellement de degrés de raffinement envisagé du
maillage

Dans le cas de la figure.III.lb, on a par exemple

(*) NBT (9) 6

(*) NBT (4) = 3

(*) NBT (1) = 2 .

(*) NBT(5) = 1, N dans ce cas vaut 6

c) Le tableau NUT(i,k), nous permet de repérer les numéros des
mailles entourant le noeud (i), ou k = 1,——> NBT (i)

En particulier k=1, pour la maille pour laquelle le noeud (i) est
repéré par le fait que (i) est le noeud le plus bas & gauche. C’est
un choix arbitraire, qui n’a pas beaucoup d’importance pour ce qui
va suivre, on peut éventuellement faire un autre choix

En suite, les NUT(i,k) pour k = 2,——> NBT(i), sont déterminés de
facon telle que le numéro de la maille suivante doit avoir deux

39



noeuds en commun avec la maille précédente, dans le sens

trigonométrique

Dans le cas de la figure

(*) si i =1, alors NBT(1l)

(*) si i = 4, alors NBT(4)

It

= 5, alors NBT(5)

e
I

(*) si

(*) si 1 = 9, alors NBT(9)

IIT.1b , on a par exemple

2, et
NUT(1,1) = 5
NUT(1,2) =1
3, et
NUT(4,1) = 8
NUT (4,2) = 4
NUT (4,3) = 3
1, et
NUT(5,1) = 4
6, et
NUT(9,1) = 16
NUT(9,2) = 12
NUT(9,3) = 8
NUT(9,4) = 3
NUT(9,5) = 7

NUT(9,6) = 11

En regroupant tout ces informations relatives aux noeuds du
maillage, on aboutit au tableau de structure suivant
Noeuds 1........ S NBN
x (1) x(9)
y (1) y(9)
NBT (1) 6
NUT (i, 1) 16
NUT (i, 2) 12
NUT (i, 6) 11
*
NUT(i,N ) 0
4.2 Tableau de structure des mailles
Chaque maille (j) contient trois et seulement trois noeuds, d’ou

le tableau N(j,3) qui permet de connaitre les numéros de chaque
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noeud de la maille (j) . En particulier, N(j,1l) correspond au fait
que ce noeud est le plus bas & gauche; N(j,2) et N(j,3) sont
déterminés dans le sens trigonométrique en partant de N(j,1l). C’est
un choix arbitraire

Dans le cas de la figure III.lb, on a par exemple

Pour la maille j = 18
N(18,1) = 12
N{18,2) = 18
N(18,3) = 13
Pour la maille j = 30
N{30,1) = 17
N(30,2) = 22

N(30,3) = 23

Le tableau de structure relatif aux mailles du domaine se résume en:

Maille {1.............. 30 ... NBN
N(j,1) 17
N(j,2) . |22
N(3j,3) 23

5) EQUATIONS

Pour formuler les équations, seuls les deux tableaux de
structures précédents sont utilisés.

5.1 Caractéristiques physiques et géométriques

5.1.1 Surface d’une maille

La surface d'une maille (j) est donnée (Paragraphe 4.3.2) par

1 1
s(j)=—|J]=——[(X—X)(y—y) —(X—X)(y—y)]
2 2 2 1 3 1 3 1 2 1

X x( N(3,1) ), X = x( N(j,2) ),
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cu(j,l)

cv (i, 1)

I

[ cul{j,3)
cu(j,l)

1
——2— (Y ‘Y )} { cu(j,2)
; \ / cv(j,2)

x-—x)

Contributions d’une maille

#

ft
<

1
%

"
x

i
x

172
1

o Wy

L { )

2ok -

2 *3

Contributions des mailles

entourant un noeud

- b -

Figure III.2
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5.1.2 Contributions d’une maille liées & 1’équation de continuité

Ce sont les coefficients géométriques notés, cu(j,k) et cv(j, k)
(k = 1,3) relatifs & chaque maille (j) , ( Figure III.Z2a ) et qui
sont données annexe 1.

5.1.3 Masse des mailles qui entourent un noeud

La masse d’un noeud (i) est donnée (Paragraphe 4.3.1) par

ds

k
k=1 s’
k

NBT (i)
Masse (i) = p I ds= p
SI

Ou s; est la contribution de chaque maille (j) autour des noeuds

(i), avec : s’'= L s(3)
ko3

5.1.4 Contributions liées aux termes de pression des mailles

entourant un noeud

Ce sont les coefficients géométriques notés, cx(i,j) et cy(i,3])
(Figure III.2b) définis au paragraphe 4.3.3 du chapitre II.

cx(i,3) = -cu(j,i)
cy (i, ]) -cv(j, i)

[

EXEMPLE

(*) Dans le cas de la figure III.lb, et si (j) correspond a la
maille numéro 30, les coéfficients géométriques et la surface de
cette maille sont déterminés a 1l’aide des deux tableaux de
structures par
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Noeud x (1) y{i) }......

Maille J1...... 30[..... NBM 1
N{(j,1) 179 )
N3, 2) 220 \-
N(q, 239 -
.3) 5 17 | x| y(171)
cu(j,l) €
cu(?’i) = > 22 | x(22) | y(22)
cuty.3) < > 23 | x(23) | v(23)
cv(j, 1) €
ev (j,2) ¢
i, 3 € .
cv . 3) NBN
s(3) P
S ——
o 30,1) = -
cu (30,1) (Y22 Y23
® cu(30,2) = (y -y )

® cu (30, 3)

® cv (30,1)

® cu(30,1) =

N N N N N I
b
-
(Y]
[ ]

® cu(30,1) =

-

1
s(30)=-2' [(xzz—x”) (y23-y17)—(x23-x17) (yzz-y”)]

{(*) Dans le cas de la figure.III.1lb, et si (i) correspond au noeud
numéro 8, les contributions des mailles entourant ce noeud et sa
masse sont donnés par

1 i
cx(8,1) = — (y14-y13) cx(8,1) = =—— (X13_X14)
2 2
1 1
cx(8,2) = =— (yg—y14) cx(8,2) = w——— (xlq—x )
2 2
1 1
Cx(8,3) = = (Y3‘Y9) cx(8,3) = = (xg-x3)
2 2
1
cx(8,4) = —— (y -y cx(8,4) = =— (x,-x)
2 2
1
cx(8,5) = 2 (y7—y2) cx(8,5) = — (xz—x7)
2 2
1
‘cx(8,6) = 2 (yla—y7) cx(8,6) = =— (x7—x13)
2 2

M(8) = p/3 [s(15) + s(11) + s(7) + s(2) + s(6) + s(10))

Et en utilisant les tableaux de structure on obtient :
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Noeud 1....... 8 ... i 22 NBM
x{1i) x 8 x22
y (i) y8 y22
NBT (1) 6 3
NUT (i,1) 15 38
NUT (i,2) 11 34
NUT (1,3) 7 30
NUT (i,4) 2 25
NUT (i,5) 6 29
NUT (i,6) 104 33
*
NUT (i,N ) 0
Maille|N(3,1)[N(3,2)[N(3,2) |s(3)
1
: L - 2 | 2] 8 [ 3 ][ s2°4—
MR R T I
- 1 '
by -~y ) ] ]
s Ty > 6 2 117 8 | s80}—
: | > 7 3 8 || 9 || s7®
4 2y -y e I J
2273709
® o - (_I I 1
REEIREY > 10 [ 7 J|] 13 g |sio®
: y 11 14 [ 9] s110-—7
. ® w(y -y } € I ]
. 9 Y14
. > 15 8 [|] 13 J|] 14 []15®
. - - [ L 1 J
: (¥1,7Y,5)
NBM
cx (i,1) 0¢
cx (1,2) L 23
cex (i,3) >®
cx (i,4) T
cx (1,5) »®
cx (i,6) o
Masse(i) L4
T [S15+S11+87+52+86+810] *p/3¢——

5.2 Détermination du tenseur des contraintes moyennes

D’aprés l’expression du tenseur des contraintes visqueuses, on
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peut écrire : (Annexe 2)

——Pour j = 1,NBM

Txx(j) = 2 ( cu(j,l) un(N(j,l)) + cu(j,2) un(N(j,Z))

] + cu(j,3) un(N(j,B))q vid(3) / s(3)
Tyy(j) = 2 (cv(j,l) v_(N(3,1)) +-cv(j,2) vn<N(j,2))

_ + cv(3,3) vn(N(j,3)); vid(3j) / s(3)
Txy () = [ cv(j,1) u (N(3,1)) + cv(j,2) u (N(3,2)) +

cv (3, 3) un(N(j,3)) + cu(j,1) Vn(N(jll)) +

cu(j,2) vn(N(j,Z)) + cu(j,3) vn(N(j,3))] vid(3j) /s(3)

L—— Continue

ou : * vid(j) est la viscosité dynamique de chaque maille (3j).
* u et v étant les composantes de u
n

* cu et cv, sont les contributions des vitesses des noeuds
de la maille (3j)

5.3 Equations du probléme

5.3.1 Vitesse en fonction des termes visqueux, et de pression

(*) Les composantes de 3llau niveau du temps "11" au noeud (i)

en fonction des termes visqueux sont déterminées par :

At NBT (i)
u (i) = [ T (3) ex(i,3) + T _(3) cy(i,3) ] + u (1)
11 , XX Xy n
M(i) 3j=1
(E1)
At NBT (i)
Vll(i) T — [1.' (3) cx(i,3) + T (3) cy(i,]) ] + Vn(i)
M(i) =1 Xy vy
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r—Pour i = 1,NBN
wx = 0
wy = 0

[— Pour j = l,NBT(l)
WX = wx + T éNUT(i,j)) cx(nut (i, J))
X

+ TxéNUT(i,j)) cy (nut (i, 3))
wy = wy + TX§NUT(i,j)) cx (nut (i, 3))

+ ry;NUT(i,j)) cy (nut (i, 3))

—— Continue
u. (1) = u (i) + [ x At ]
11 n .
M(i)
v, (i) = v (i) + [ Sy At ]
11 n '
M(1)

— Continue

(*) Les composantes de glzau niveau du temps "12" au noeud (i)

en fonction des termes de pressions sont déterminées par

Ar  NBLD)
12(i) = - pn(j) cx(i,j) + ull(i)
M(i) 3=1
(E2)
ar  MBLU
v,y = - p (3) cy(i,3) + v (i)
. n 11
M(1) j=1

— Pour i = 1,NBN
wx = 0
wy = 0
Pour j = 1,NBT (i)
WX = WX + pn(NUT(i,j)) cx(nut (i, 3))

Wy = wy + pn(NUT(i,j)) cy (nut (i, 3))

Continue
o , wx At
M(1i)
Ly Sy wy At
Vi) = v, [ - ]
M(i)
— Continue

Ou At est le pas du temps , et cx et cy les contributions relatives
aux mailles entourant le noeud (i), "n" étant le niveau du calcul

47



précédent

5.3.2 Détermination des éléments de la matrice du systéme linéaire

Lol (o) - (o) - ()

* [cpl] matrice des contributions cp(j,k) des mailles autour d’une
d’une maille (j)

N

ou

* (AP) vecteur différence des pressions entre les instants "12"
et "1" , pour j = 1,NBM .

* (SM) vecteur divglz(i), pour i = 1,3 sur chaque maille (j).

Ce systéme linéaire est le produit d’une combinaison de 1’équation
de la continuité et de quantité de mouvement

On peut écrire & 1l’instant "1" pour

(*) Chague maille (3j) :( Annexe 1 )

3
ep (3 s + Zcum‘,k) u (k') + ev(i,k) v (k') =0 (E3)
) k=1

(*) Chaque noeud (i)

At NBT (i)
u (i) = u__(i) - Ap (m’) cx(i,m)
1 12 ] 1
M(1) m=1
‘ ‘ At NBT (1) '
Vl(l) = v (i) - Ap_ (m’) cy(i,m)
12 . 1
M(i) m=1
Avec : k'’ = N(j,k) , et m' = NUT(i,m)

En remplagant en (E3) les composantes ulet v par leur expression, on

aboutit a

3 At NBT (k')
2 [ cu(j,k) [ u, (k") - Ap (m’) cx(k’,m) ] +
12 1
k=1 M(k’) m=1
At NBT (k’)
cv (3, k) ( v, (k') - Ap (m') cy({k’,m) ) ] +
12 1
M(k’) m=1

€ pl(j) s(j) = 0
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Et finalement on obtient

NBT (k*)
Apl(m’) cx(k’,m) +

3
At { Z [cu(j,k)
k

=1 M(k’) m=1

NBT (k')
cv(j, k) Apl(m’) cy (k' ,m) ] } - € Apl(j) s(3)
M(k") m=1
3
= z cu(3 k) u (k') + ev(i, k) v (k') - e p_(3) s(3) (E4)
k=1 n

D’ol le systéme

[ ] (o) = (o] - e (o]

COMMENT calculer les coefficients cp(j,k) de toutes les mailles

d’une fagon automatique ?

Une fois qu’ une maille est repérée par son numéro, on connait
alors le nombre et les numéros des mailles qui entourent chacun de
ses trois noeuds, ceci nous permet de déterminer aisément tous les

cp (i k)

Le principe consiste a calculer : pour chaque maille (j)

— Pour chaque N(j,n), n = 1,3
~Pour m = 1,NBT(n’)

cu({j,n) cx(n’,k) + cv(j,n) cy(n’, k)

cp(jrk) =
M(n’)
fou, n’ = N{j,n) , et k = NUT(N(j,n),m)) ]
Tout en testant
si une des mailles autour du noeud N(j,n+l) est égale a
alors

cu(j,n+l) cx(n’,k) + cv(j,n+l) cy{n’,k)

cp(3, k) = cp(isk) +
M(n’)

- Continue
L- Continue
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Dans ce cas (j) correspond a la j en ligne de la matrice est (k) a
la k" colonne

j| —————cpii.k)

NBM

EXEMPLE

Pour le cas de la maille (j) N°1l1 (Figure III.1lb), 1l’équation
(E4) du chapitre III devient

3 1 NBT (k')
At{ z [ cu(1l,k) Z Ap (m’) cx(k’,m)+
1

k=1 M(k’) m=1

NBT (k')
cv(ll, k) Ap_ (m’) cy(k’,m) ] }— € Ap (11) s(1l1)
1 1
M(k') m=1
3
= Z cu(ll,k) u _(k’) + cv(il,k) v__(k’) - € p (11) s(1l1)
K 12 12 n

On sait que "k" prend les valeurs 1,2,3, d’ol une sommation autour
de chacun de ces noeuds

At NBT (k') - -
{ Apl(m’) cu(ll,l) cx(k’,m) + cv(ll,1) cy(k’,m) } +

At NBT (k') - -
{ Apl(m')L cu(ll,2) cx(k’,m) + cv(1l1l,2) cy(k’,m) } +

>

t NBT (k')
{ Apl(m’) cu(ll,3) cx(k’,m) + cv(1ll,3) cy(k’,m)
M(k!) L

?
~——

m=1 -

- € dp (11) s(1)
u (k2) 4 ev(1l,2) v (kf) + cu(ll,3) u (k') + cv(11,3) v (k}) -

1 ’
cu(ll,1) ulz(kl) + cv{1ll,1) vlz(kl) + cu(ll,2)

€ pn(ll) s(11) = div 312— € pn(ll) s(11)
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Avec :
k; = N(11,1) = 8 , k; = N(11,2) = 14 , k; = N(11,3) = 9,

les trois noeuds de la maille numéro 11 (Figure III.lb)
Et finalement on aboutit a

Apl(ll) [ cp(l1,11) - & s(11) ]+ ApflS) cp(11,15) + Apl(19)
cp(l11,19) + Apl(24) cp(ll,24) + Apl(20) cp(l1,20) +Apl(16) cp(11,16)
+ Apl(12) cp(ll,12) + Apl(8) cp(ll,8) +Apl(3) cp(11,3) + Apl(7)
cp(l1l,7) + Apl(2) cp(ll,2) +Apl(6) cp(li,6) + Apl(10) cp(l1,10) =
div 312 de la maille N° 11 - € p_ (11) s(11).

Ou les cp(ll,k) sont les contributions des mailles entourant
la maille N°'11, avec

cu(ll,1) cx(8,2) + cv(1l1l,1) cy(8,2) +

(*) cp(ll,11) = At {
M(8)

cu(ll,2) cx(14,4) + cv(11l,2) cy(14,4) +

M(14)

cu(ll,3) cx(9,6) + cv(11l,3) cy(9,6) }
M(9)

+

(%) ep(l1,15) = At { cu(ll,1) cx(8,1) + cv(1ll,1) cy(8,1)

M(8)

cu(ll,2) cx(14,5) + cv(11l,2) cy(14,5) }
M(14)

cu(ll,2) cx(14,6) + cv(1ll,2) cy(l14,6)

(*) cp(11,19) At

M(14)

cu(ll,2) cx(14,1) + cv(11,2) cy(1l4,1)

i

(*) cp(ll,24) At

M(14)

cu(ll,2) cx(14,2) + cv(1l1l,2) cy(1l4,2)

{(*) cp(11,20) At

M(14)

+

(*) cp(11,16) = At { cu(ll,2) cx(14,3) + cv(1l1,2) cy(14,3)

M(14)

cu(ll,3) cx(9,1) + cv(11,3) cy(9,1) }
M(9)
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cu(l1,3) cx(9,2) + cv(1l1l,3) cy(9,2)

(*) ecp(1l1,12) = At
M(9)
(*) cp(11,8) = At cu(l1l,3) cx(9,3) + cv(11,3) cy(9,3)
M(9)
(%) cp(11,3) = At cu(ll,3) cx(9,4) + cv(11l,3) cy(9,4)
M(9)
(%) cp(11,7) = At { cu(11,3) cx(9,5) + cv(11,3) cy(9,5) .
M(9)
cu(ll,1) cx(8,3) + cv(ll,1) cy(8,3) }
M(8)
(*) cp(11,2) = At cu(ll,1l) cx(8,4) + cv(ll,1) cy(8,4)
, =
M(8)
(%) cp(11,6) = At cu(ll,1l) cx(8,5) + cv(ll,1) cy(8,5)
M(8)
(*) cp(11,10) = At cu(ll,1l) cx(8,6) + cv(li,1l) cy(8,6)
, =

M(8)

~

En placant ces différents coefficients relatifs & la maille N'11l sur
la matrice [CP] , cela va correspondre a :

12 3...6 7 8 910 11 12...15 16...19 20...24...... 40

11 o_o - o_o_o oo oo .
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5.3.3 Vitesse en fonction des termes de convection

L’intégrale & discrétiser a la forme suivante:

_)
1 [ H ., ds - 31 ds ] = 2 2.3 ay (E5)
At "

Pour les intégrales de vitesses, on reprend l’approximation de la
vitesse constante sur (s’). En ce qui concerne 1l’intégrale des
termes convectifs, on approche le contour (') en la somme de N

segments de droites 7; d’ éxtrémitées les centres de gravité des
mailles ( N = 69, cas de la figure III.3 ) sur lesquels on fait
1’ approximation u, constant, ce qui revient A écrire 1’équation (E5)

sous la forme

V]
-~
’_l.
o
¢
o)
2
*
o
]
[t
g
=
N’
It
o
.
g
=N
.
[o}
x

’
>7k

segment
(seg k)

Figure III.3 Décomposition de ¥ en N segments de droites.

D’autre part, le flux de vitesse a travers Wk est :

> r
> >* >
f(k = . =
(k) J u .n dy u n dy
14 ’
Wk 7k
Ou, (Figure III.3)
. u (1) + u (1) .
u = , Vitesse moyenne sur 7;
2
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Finalement on obtient

NBT (i) >
u f (k)
s’ (1) k=1 k

At

> A
U ) =w @

A 1l’aide de la technique de type différence amont on teste le sens

du flux et on affecte & 31 la valeur amont ou aval
k

6) CONDITIONS AUX FRONTIERES
(*) Mailles pression

Le fait d’imposer une pression constante dans une maille
frontiére, est complétée par 1/hypothése suivante :
a3
an
tenseur des contraintes dans la maille considérée.

= 0, qui permet de déterminer complétement le

EXEMPLE

Sur la figure III.lb, si la pression est imposée aux mailles
1,..,8, les vitesses aux noeuds 1,..,5 s’obtiennent a l’aide des
vitesses calculées aux noeuds 6,...10.

En effet, dans chaque cycle de calcul on réalise : V t = n At

T(1) = B(6)
q(2) = 3N
3(3) = u(8)
3(4) = 3(9)
> -2 . .
et u{5) = u(l0). Ceci bien s0r n’est valable que
parce que les directions 1-6, 2-7,...., sont normales & 1la

frontieére.
(*) Noeuds vitesse
Le cas ou la vitesse d’un noeud (i) est constante et imposée,

qu’elle soit nulle ou non, revient & écrire que
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a3

at

£

_9
= () avec ut =

Ce qui impose un traitement particulier des équations (El) et (E2) {
Paragraphe 5.3.1 ) , on veut que:

NBT (i)
p (k) cx(i,k) + T (k) cx(i,k) + T (k) cy(i,k) =0
. n XX Xy

#
un

NBT (1)
p (k) cy(i,k) + T (k) ecx(i,k) + T (k) cy(i,k) =0
- ' n Xy YY

=
i~
fun

Or la pression dans les mailles entourant le noeud (i) et les
contraintes visqueuses ne sont pas nulles, d‘ou la solution
suivante, qui consiste a écrire

Pour k = 1,NBT (i)
cx(i,k) =0
cy (i, k)

H
o

Continue

Enfin, comme le traitement des conditions aux limites ne fait pas
appel & des mailles fictives en bordure du domaine physique, et
comme toutes les mailles et tous les noeuds sont réels, on peut dire
que l’espace mémoire occupé est moins important, et que la gestion
des traitements des conditions aux limites est trés simple puisqu’on
évite l’utilisation des divers indicateurs, qui permettent de tester
les mailles et les noeuds de différentes natures

7) ORGANIGRAMME

Le programme se décompose simplement en trois parties (Figure
IIT.4)

(*) Une étape d’initialisation qui définit la géométrie et les
conditions du calcul, ainsi que le pas du temps.

(*) La boucle de calcul proprement dite qui reprend les deux phases
définies précédemment et le stokage des variables & chaque cycle,
qui est stoppée par un test sur le temps ou le nombre de boucles

total

(*) Enfin l1’arrét du programme précédé de 1’écriture des résultats
et d'un fichier de sauvegarde pour une éventuelle relance ultérieure
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Lecture des données
Génération du maillage
Caractéristiques physiques du fluide

Caractéristiques de 1’écoulement

[

Initialisation des variables
Calcul des coefficients géométriques

Calcul du pas de temps

]

Boucle de calcul

NIl )

Z 1

Incrémentation

l

PHASE 1 Calcul du tenseur de déformations
Calcul du tenseur de contraintes
Résolution du systéme et obtention de la pression
Calcul de la vitesse lagrangienne
PHASE 2 Calcul de la contribution des flux convectifs

et obtention de la vitesse finale

Alors temps de

calcul
= To

Fin boucle

l

Ecriture des fichiers résultats
et de relance

Figure.III.4 Organigramme
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CHAPITRE IV

RESULTATS NUMERIQUES
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1) INTRODUCTION

La mise au point du programme et les premiers tests ont é&té
effectués en laminaire, pour des nombres de Reynolds de canal Re
<<1000, et pour des géométries bidimensionnelles comme précisé
précédemment .

Le programme a été testé avec des maillages et des conditions aux
limites différentes.

Un test a été nécessaire pour mettre en évidence 1l'évolution de
champ de vitesse jusqu’au profil parabolique a la sortie d’un canal,
a partir d'un profil uniforme en entrée.

En imposant un profil de vitesse parabolique en entrée du canal,
on doit obtenir le gradient de pression correspondant. Inversement,
en imposant un gradient de pression ( Ap pour une longueur de canal
donnée ), on doit vérifier la création du profil parabolique du
champ de vitesse correspondant.

Nous avons adopté comme critére principal de choix du paramétre &€
caractérisant la méthode de pénalité, 1l’existence d’anomalies dans
le champ de pression de 1'écoulement.

Enfin, une application au probléme de la marche descendante,
permet de tester la capacité du code du calcul.

2) DETERMINATION DE £ ET CONSEQUENCES
D’aprés le paragraphe 3 du chapitre II, on ne résoud plus div 3 =
0, mais :

ep+divd =0

Tout simplement, on peut résumer les égquations du probléme étudié
entre les instants n et 1 de la phase Lagrangienne par

€p, + div 3l= 0

., D
div T
n
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€ p. + div (3 - 3 ) + div u*= 0
1 1 1
1 — —
— 3 - 3*+ 3*— 3 y = - ! grad (p.- p )- grad p
< At 1 1 1 n 1 n p n
Py 0
+ = div ?
\ n
Py
On peut écrire alors
1 * —
( —_— 3 - 3 ) = - = grad p + div E
At 1 n p n p n
0 0
1 o S 1 —
4 — Q- u) = - grad ( p.—- p )
1 1 1 n
At p
0
e(p -p ) +div (3-08) =-divi-e€p
1 n 1 1 1 n
\
Finalement on obtient
1 3;- 3n> - -l gRBdp + —2 div ?n (IV.1)
n
At Py Py
At . —> . *
e (p. -p) - div [grad (p. - p)] = - div 4. - € p_ (IV.2) [ (1)
1 n 1 n 1 n
Py
1 >* —
(u~-u) =~ grad (p.- p ) (IV.3)
1 1 1 n
At P,

Pour un At fixé par les conditions de stabilités (paragraphe 6 du
chapitre II), la solution du systéme linéaire donné par 1l'équation
(IV.2) ne peut étre admissible que si

e »a L5 (aiv (grad ap) = B
2 2
pOAr Ar

on, o << 1
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3) TEST DANS UN CANAL BIDIMENSIONNEL

La premiére géométrie testée, et la plus simple, est le canal de
largeur infinie. On considére 1’écoulement établi d’un fluide
incompressible entre deux plaques planes de largeur infinie ( figure
Iv.1l ).

.>
On peut écrire donc 3 = 0 et 4 = 0, avec de plus les
at dx

composantes longitudinale et transversale de la vitesse u et v
nulles & la paroi. Les équations de Navier-Stokes se réduisent alors
a

du av
Ox 3y
dp
dy )
8p du
dx ay

qui donnent le profil de vitesse parabolique bien connu

1 A 2
u = . (yv° - hy) (IV.4)
2u Ax
Ap . .
avec h la hauteur du canal, e le gradient de pression
Ax

longitudinale.

3.1 CANAL, AVEC PROFIL DE VITESSE UNIFORME A L’ENTREE

Le maillage du canal est simple, obtenu par des intersections de
familles de droites paralléles équidistantes . A l’entrée du canal,
on impose un profil de vitesse uniforme, et 4 la sortie une pression
statique po( figure IV.2 ).

Le programme a été testé pour les maillages du plus grossier au
plus fin M1R, M2R, M3R ( figure IV.3 ), pour un Reynolds Re = 100.

Plusieurs tests ont été réalisés. Les détails des résultats
obtenus a 1l’état stationnaire, sont donnés par les tableaux N'1,
N°2, N°3, ou
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Figure IV.2 Condition limite : Profil Uniforme
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Maillage M1R

Maillage MZ2R

Maillage M3R

Figure 1IV.3 Maillage du canal.
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(*) epr :est l’erreur relative obtenue sur 1l’équation de continuité.

D -D
epr = ——21——23, avec D et D sont respectivement le débit
ne ns
D
ne

x

volumétrique numérique & l'entrée et a la sortie du canal.

(*) epa :est l’erreur relative obtenue sur la parabolicité du profil
de vitesse a la sortie.

~ U
epa = max.th mm“caL, ou U est calculée en
max.th.
max.th.
3 D
fonction de D par la relation :U = e— = , h étant
ns max.th.
2 h
la hauteur du canal.
Tableau des résultats N°1 Maillage M1R R = 100
e
C.L.: Profil de vitesse uniforme (entrée) - Pression Po(sortie)
> o« NB.boucles epr % epa %
2.4E-02 1.E~-04 75 7 8.9
4.8E-02 2.E-04 125 12.4 5.36
12.E-02 5.E-04 230 24.5 1.75
24 .E-02 1.E-03 340 37 -.19
48 .E-02 2.E-03 500 52.5 -1.64
120.E-02 5.E~-03 740 71.7 -2.9
Tableau des résultats N°2 Maillage M2R R = 100
e
C.L.: Profil de vitesse uniforme (entrée) - Pression Po(softie)
€ o« NB.boucles epr % epa %
2.4E-02 5.E-05 140 7 5.8
4.8E-02 1.E-04 230 11.9 2.9
12.E-02 2.5E-04 400 23.2 .72
24 . E-02 S.E-04 600 35.7 ~.19
48 .E-02 1.E-03 860 50 -.8
120.E-02 2.5E-03 1300 69 -1.3

63



Tableau des résultats N'3 Maillage M3R Re= 100

C.L.: Profil de vitesse uniforme (entrée) - Pression Po(sortie)
€ o NB.boucles epr % epa %
1.2E-02 2.5E-05 90 4.4 9
1.8E-02 3.75E-05 120 5.8 6
2.4E-02 5.E-05 150 7.6 5.6
4.8E-02 1.E-04 230 13 3.7
12.E-02 2.5E-04 420 25.3 2.4
24 . E-02 5.E-04 620 38.6 1.6
48.E-02 1.E-03 900 53 .8
120.E-02 2.5E-03 1300 73 0
Si on représente graphigquement epr = fl(c) et epa = fz(e),

obtenus pour les trois types de maillages, on obtient les courbes
figure IV.4 et IV.5 .Ces derniéres nous permettent de constater que
1l’erreur commise sur la continuité ne dépend pas du degré de finesse
du maillage choisi, alors que celle commise sur la quantité de
mouvement ( Mesurée a partir de "epa" ) en dépend fortement.

Pour obtenir une variation uniforme de "epa" en fonction de "ep"
i1 faut que le maillage soit assez fin et que le facteur de forme
soit de 1l’ordre de 1/5.( tableau N°4 )

Tableau N°4

MAILLAGE FINESSE Fac.forme
M1R 1/ 6 1/ 13
M2R 1/ 12 1/ 17
M3R 1/ 12 1/ 5

Si on suppose que la valeur optimale de £ peut étre obtenue pour
epa(€p) = epriep), on peut lire sur la figure IV.6 que ¢£p est de
l’ordre de 1.8E~02 pour le maillage M3R. Tragons le champ de
pression correspondant, nous constatons clairement 1’existence
d’anomalies (figure IV.7a,7b), caractérisées par des oscillations.
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epr = fi(ep)
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ep

Figure IV.4 Erreur sur la conservation de la masse.

abs(epa) = f2(ep)
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Figure IV.5 Erreur sur la quantité de mouvement




MAILLAGE MJ3R
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Figure 1IV.6
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pres. = f(x)
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Figure IV.7a Champ de pression ( € = 1.8d4-02 , Re = 100 )

2z /1]

Figure IV.7b Isobares.( € = 1.8d-02 , Re = 100 )

Figure IV.7 Champ de pression du canal.

67



On se trouve alors dans l’obligation de faire un compromis entre
les deux paramétres "epa" et "epr"™ caractérisant la solution finale
et la régularité du champ de pression.

Sur la figure 1IV.8, quand &£ = 4.8E-02, on constate une
atténuation relative des oscillations dans le champ de pression
correspondant. Par contre, pour € = 12.E-02, la disparition de ces

oscillations est presque totale (figure IV.9). La parabolicité du
profil de vitesse & la sortie (figure IV.10), est obtenue a 2.2%
prés, ce qui est acceptable. On peut également observer (figure
IV.11) , 1’évolution du champ de vitesse le long du canal.

Mais le prix & payer pour la régularisation de la solution, en
particulier le champ de pression, est la pénalisation de la
conservation de la masse d’une perte de 25%, qu’on peut clairement
observer sur la figure IV.10.

Pour la suite des calculs, seul le maillage M3R sera utilisé et
on sera vraisemblablement amené 3 choisir "ep" en fonction de la
"régularité du champ de pression" ceci n’est pas anormal car, on
retrouve notre probléme de départ, & savoir quand € —> 0, on tend
vers une satisfaction exacte de la condition de 1l’incompressibilité.
Par conséquent le champ de pression ne peut étre unique, puisqu’il y
a plus d’inconnues que d’équations indépendantes dans le systéme
correspondant.

3.2 CANAL, AVEC PROFIL DE VITESSE PARABOLIQUE A L’ENTREE

Le programme a été testé avec le maillage le plus fin M3R, avec
la condition limite profil de vitesse parabolique & l’entrée et la
pression statique P, 4 la sortie (figure IV.12).

Pour un Reynolds R = 100, on obtient un gradient de pression
e

correct, respectant la relation(IV.4), avec un profil de vitesse
parabolique qui s’établit dans tout le domaine.

Les détails des résultats des tests effectués sont donnés par le
tableau suivant
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Figure IV.8 Isobares.( € = 4.8d-02 , Re = 100 )

27/ L L]

Figure IV.9 Isobares.( € = 12.d-02 , Re = 100 )
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u = f(y)
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Figure IV.10 Profils de vitesse ( € = 12.d-02 , Re = 100 )
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Figure IV.1l1 Champ de vitesse du canal ( € = 12.4-02 , Re = 100 )
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Tableau des résultats N°5 Maillage M3R R = 100

e

C.L.:Profil vitesse parabolique (entrée) - Pression Po(sortie )
Ap Ap (A-B)
£ o Boucles|epr % epa % |A==m== th. |B=e— nu. a
Ax Ax
4.8E-06] 1.E-08 3 9.E~03] -.6 .8 .792 1%
2.4E-02| 5.E-05 150 6.3 4 .8 .725 10.7%
4.8E-02{ 1.E-04 230 11.6 3.2 .8 .68 15 %
12.E-02}12.5E-04 420 23.6 2.4 .8 .592 26 %
24 .E-02| 5.E-04 600 36.5 1.7 .8 .496 38 %
48.E-02| 1.E-03 860 51 .5 .8 .384 52 %
Ap - N ;
( Ou Th. est obtenu grdce a la relation.(IV.4) pour y = h/ 2 )
AX
On doit tout d’abord souligner, que pour € = 4.8E-06, la

précision obtenue au niveau de la conservation de la masse ( 9E-03 %

) est accrue (Figure IV.13). Mais le champ de pression correspondant
présente encore des anomalies, caractérisées ici par des
oscillations harmoniques (Figure IV.14,15).

On peut constater sur les figures 1IV.16 et 1IV.17, pour € =
4.8E-04 et 4.8E-03, une atténuation relative progressive des
oscillations dans le champ de ©pression correspondant. Ces
oscillations disparaissent a partir de € = 2.4E-02 (Figure
IV.1l8a,b), et la parabolicité du profil de vitesse & la sortie est
obtenue & 4% prés

La régularité de la solution finale est donc obtenue, mais encore
pour une erreur donnée sur la conservation de la masse, qui est de
6% (Figure IV.19). L’uniformité du champ de vitesse le long du
canal est parfaitement obtenue (Figure 1IV.20). Par contre, le

Y

gradient de pression correspondant est obtenue a 10% prés.
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Figure IV.12 Condition limite : Profil Parabolique

u = f(y)
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Figure IV.13 Profils de vitesse ( € = 4.8d-02 , Re = 100 )
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pres. = f(x)
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Figure IV.14 Champ de pression ( € = 4.8d-06 , Re 100 )
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Figure IV.15 1Isobares ( € = 4.8d~06 , Re = 100 )
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pres. = f(x)

Figure IV.18b Isobares ( € = 2.4d-02 , Re =

Figure IV.18

Champ de pression du canal
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Figure IV.18a Champ de pression ( € = 2.4d-02 , Re = 100 )
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u = f(y)
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Figure IV.19 Profils de vitesse ( € = 2.4d-02 , Re = 100 )
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Figure IV.20 Champ de vitesse du canal ( € = 2.4d-02 , Re = 100 )
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3.3 CANAL, AVEC GRADIENT DE PRESSION IMPOSE

Le programme a été également testé dans le cas de la condition
limite "gradient de pression imposé™, pour une longueur de canal
donné (Figure IV.21), et pour le méme maillage M3R.

Pyt Ap p

Figure IV.21 Condition limite : Gradient de pression

Pour un Reynolds R = 100, on obtient le profil de vitesse
e

parabolique décrit par la relation analytique (IV.4).

Les détails des résultats des tests réalisés sont donnés par le
tableau suivant

Tableau des résultats N°6 Maillage M3R Re= 100
C.L.: Gradient de pression ( AP / AL )
A = B =
epa % (A-B)
€ o Boucles|epr % §] U
max.th. max.nu. A
ent.|sor. moy -
4 8E-18} 1.E-20 1400 2.E-05{3.2 (3.2 1.E-02 {.823E-02]19 %
4.8E~-06} 1.E-08 1500 1.3E-3(3.2 (3.2 1.E-02 |.823E-02{17.7%
2.4E-02]| 5.E-05 1600 6 3.7 3 1.E-02 |[.862E-02]13.8%
4.8E-02| 1.E-04 1600 11 3.8 |2.9 1.E-02 .92E-02| 8 %
12.E-02|2.5E-04 1600 22 4 2.9 1.E-02 (1.05E-02|-5 %
24 .E-02} 5.E-04 1800 34 4.4 12.9 1.E-02 {1.37E-02]|-37 %
{ U = (U + U Yy /2 }
maXx. nu.moy. max .ni.sor. max . nu.ent.

77



Pour ce type de conditions aux limites, il a fallut tendre € vers
4.8E-18 pour que le non effet de la fonction de pénalité apparaisse,
sous forme d’oscillations, dans le champ de pression correspondant
(Figure IV.22). Bien évidemment la condition dfincompressibilité est
parfaitement satisfaite (Figure IV.23). LA encore, on tombe dans le
cas d'un champ de pression gqui ne correspond & aucun phénoméne
physique.

On se trouve alors, dans l’obligation de faire un compromis entre
les paramétres caractérisant la solution finale. D’aprés le tableau
des résultats N°6, on peut supposer qu’une solution correcte
permettant un équilibre entre les parametres "epr" et "epa", peut
étre obtenue pour tous € appartenant & 1’intervalle [2.4E-02 ,
4.8E-02].

En particulier,pour € = 3.6E-02, la solution obtenue se
caractérise par la parfaite linéarité du champ de pression (Figure
IV.24a,24b), et par 1l’'établissement correct du profil parabolique de
vitesse (Figure IV.25) le long du canal. Mais le prix a payer pour
obtenir cette régularité de la solution finale, est la pénalisation
de l’équation de la conservation de la masse dfune perte de 8.8%
qu’on peut clairement constater sur le figure IV.26.

3.4 CONCLUSION

On note bien évidemment que la finesse transversale d’un maillage
conduit a wune amélioration de 1la précision sur 1’équation de
quantité de mouvement.

Trois différents types de conditions aux limites ont été utilisés
pour tester le code, dans le cas d’'un écoulement laminaire dans un
canal bidimensionnel.

Dans le cas d’un profil de vitesse uniforme en entrée du canal,
son développement Jjusqu’au profil parabolique en sortie a été
correctement obtenu.

Pour le cas d’un profil de vitesse parabolique en entrée ou un
gradient de pression imposé, on a obtenu le méme ordre de grandeur
des erreurs sur 1l’équation de quantité de mouvement aussi bien que
sur l’équation de conservation de la masse, pour un € donnée.

Dans le cas de la condition limite gradient de pression imposé,le
champ de pression est parfaitement obtenu, avec un trés faible €
Cette amélioration provient du fait qu’on obtient plus de degrés de
liberté et moins de contraintes que dans le cas de condition limite
profil de vitesse imposé.
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pres. = f(x)
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Figure IV.22 Champ de pression ( € = 4.8d-18 , Re = 100 )

u = f(y)
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Figure IV.23 Profils de vitesse ( € = 4.8d-18 , Re = 100 )
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pres. = f(x)
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Figure IV.24a Champ de pression ( € = 3.6d~02 , Re = 100

Figure IV.24b 1Isobres ( € = 3.6d-02 , Re = 100 )

Figure IV.24 Champ de pression du canal.
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Figure IV.25 Champ de vitesse du canal ( € = 3.64-02 , Re = 100 )
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Figure IV.26 Profils de vitesse ( € = 3.6d4-02 , Re = 100 )
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Pour ce cas de configuration géométrique, la condition limite

"pression - pression" est la mieux placée et 1l’ensemble des
solutions acceptables peut é&tre obtenue pour tout € € ([2.4E-02 ,
4.8E-02]. Dans ce cas, l’erreur commise sur 1l’équation de

conservation de la masse est acceptable, et la régularité de la
solution finale est correctement obtenue, en particulier le champ de

pression.

Par contre lorsqu’il doit y avoir réorganisation du champ de
vitesse ( conditions aux limites profil plan a4 l’entrée ), on ne
peut obtenir un champ de pression régulier que moyennement une forte

pénalisation € = 12E-02 et par conséquent une faible précision.

4) MARCHE DESCENDANTE

L‘autre configuration testée est la marche descendante. C’est un
écoulement qui a souvent été étudié et qui permet de tester la
capacité du code a simuler correctement une recirculation (Figure
Iv.27). Le calcul a été effectué avec deux types de maillages
(Figure IV.28a,b) ayant des caractéristiques équivalentes a M3R.

La hauteur de la marche testée est notée h. La zone amont a une
dimension transversale de 2h, et la zone aval de 3h. La longueur de
la zone amont est de 3h et celle de la zone aval de 20h. Le nombre

h
pY avec U

de Reynolds associé & cette géométrie est noté I§h=
e
M
vitesse débitante dans la zone amont. L’écoulement étudié dans ce
type de configuration est tel qu’il soit laminaire ( Re = 100 ).

Derriére la marche, du fait de l1l’élargissement brusque, il se
produit un décollement de 1’écoulement et une recirculation. Le test
classiquement. effectué sur cet écoulement est la mesure de la
distance que vont parcourir les filets fluides aprés la marche avant
de recoller a la paroi. Cette longueur de recollement notée ici 1r
peut, entre autres en ce qui concerne la simulation numérique, étre
déterminée par l’emplacement ou la composante longitudinale de la
vitesse & la paroi change de signe.

Les calculs ont été réalisés pour deux Reynolds R ~ 50 et R 0=
e e

100. Ghoniem et Cagnon [35] ont montré 1l'importance du choix d’un
profil de vitesse correct en entrée afin de pouvoir obtenir les
bonnes longueurs de recollement, ce qui a motivé ici d'imposer le
profil parabolique obtenu analytiquement. La condition de sortie est
simplement une pression imposée,.
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Figure IV.27 Géométrie de la marche descendante

a. Partie aval de la marche descendante

b. Marche descendante

Figure IV.28
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Les détails des résultats des tests effectués pour le maillage
M1, sont donnés par le tableau suivant

Tableau des résultats N°7 Maillage Ml
C.L.:Profil vitesse parabolique (entrée) - Pression P (sortie )
h Profil
£ o Boucles|epr % |1lr / Reynolds Résultant
.38 1.E-03 750 7.2 2 100 Fig.Iv.29
.5 1.3E-03 850 8.7 3.5 100
.96 2.5E-03 1000 13.9 5 100
1.54 4.E-03 | 1200 | 16. 5 100 £3589 Yot
.96 1.25E-03 850 16.9 1. 50
1.54 2.E-03 1100 21.7 2. 50
2. 2.6E-03 1200 24. 2.5 50
2.5 3.258-03| 1300 | 26. 3. 50 £25°%8 81232

Bien évidement, quand € tend vers zéro, le champ de pression est
quelconque. Une évolution réguliére de ce champ est obtenue pour ¢ =
0.38, mais des anomalies restent encore apparentes (Figure IV.29).
On note que l’erreur commise sur l’équation de continuité est moins
importante pour des Reynolds élevés. On peut constater également
1’amélioration de la longueur de recollement lr en fonction de €.
Pour Re = 100, 1lr = 5h quand € = 1.54 et que le champ de pression
correspondant (Figure IV.,30) ne présente pas d’anomalies.

La comparaison avec les longueurs de recollement obtenus
expérimentalement par Denham et Patrick [36], et par les calculs de
Ghoniem et Cagnon, permet de vérifier la validité des valeurs de 1r
obtenues (Figure IV.33). On peut noter & ce propos l/importance du
choix de la condition d’entrée détaillé par Atkins, Maskell, et
Patrick ([37]1. Ils ont en effet montré que le profil de vitesse
uniforme se développant dans la zone amont de la marche induit une
variation linéaire de la longueur de recollement avec le nombre de
Reynolds, alors que le profil parabolique correspond mieux a
17évolution de 1lr constaté expérimentalement.

Dans cette perspective, des tests ont été réalisés pour le
maillage M2 qui ont donné des longueurs de recollements dans le méme
ordre de grandeur que pour le maillage Ml.

Les détails des résultats des tests effectués sont donnés par le
tableau suivant :
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pres. = f(x)
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Figure IV.29 Champ de pression (Maillage Ml, € = 0.38, Re = 100)

pres. = f(x)
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Figure IV.30 Champ de pression (Maillage M1, € = 1.54, Re = 100)
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pres. = f(x)
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Figure IV.31 Champ de pression (Maillage M1, € = 2.5, Re = 50)
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Figure 1IV.32 Champ de Vitesse (Maillage M1, € = 2.5, Re = 50)
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Reynolds

0:Mesure Denham-Patrick
x:Calcul Ghoniem-Cagnon
*:Calcul Atkins-Maskell
(Profil parabolique)
--:Calcul Atkins-Maskell
(Profil plat)
+:Calcul N°1,2,3,4,5

Figure IV.33 Evolution de la longueur de recollement
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Tableau des résultats N8 Maillage M2
C.L.:Profil vitesse parabolique (entrée) - Pression Po(sortie )
1 s [1r / h|Rr 1d Profil
€ o Boucles|epr r eyno s Résultant
1.54 4.E-03 1560 20. 5.5 100 Calcul N*3
1.54 2.E-03 1260 27. 2.5 50 Calcul N°4
ig.IV. 35
2. |2.6E-03 | 1360 | 30. 2.5 | 50 cifail wts
CONCLUSION

Le test du code dans la marche descendante nous a révélé que la
régularisation de la solution finale, en particulier le champ de
pression , n‘est atteinte que pour un € proche de 1.5. Il est
important de noter que l’on a alors une valeur de la longueur de
recollement correte. La valeur de "epr" est alors de 1l’ordre de 20
%. Dans le cas du canal, avec profil plan a l’entrée on avait trouvé
un € satisfaisant de 1l’ordre de 0.12, pour une méme erreur "epr".

Par ailleurs des tests ont été réalisés, en imposant deux poids
de mesures € et € dans 1l’égquation IV.2 ( paragraphe 2 du méme
P r

chapitre), qui devient

*

-div 3 - €p (IV.5)
pn

At . —
€ (p.-p) - == div [grad(p.- p )] =
r 1 n 1 n

Py

L’idée de départ était de fixer € proche de celui obtenu dans le
p

cas du canal, et de faire varier £ dans le sens croissant a partir
r

de la valeur de £, afin de favoriser la régularisation de la
p
solution finale.
Les résultas des tests ont révélés, pour un & fixé,
P
l’invariabilité des caractéristiques de la solution finale en

fonction de €, et que seule la valeur de € pilote 1’équation
r

P
(IV.5).
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pres. = f(x)
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Figure IV.34 Champ de pression (Maillage M2, € = 2., Re = 50)
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Figure IV.35 Champ de vitesse ( Maillage M2, € = 2. , Re = 50
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CHAPITRE V

CONCLUSION
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CONCLUSION

m L’objectif de ce travail était 1’élaboration d’un code de
résolution des équations de la mécanique des fluides, pour un
écoulement incompressible, visqueux, isotherme, bidimensionnel, avec
certains impératifs

- Les équations écrites sous forme intégrale sont discrétisées
en temps en wutilisant une formulation Euler-Lagrange et une

discrétisation du type différences finies : méthode & deux demi-pas
fractionnaires principaux.

- La discrétisation spatiale est de type éléments finis. Le
domaine de calcul est subdivisé en éléments triangulaires & trois
noeuds ou la vitesse est linéaire et la pression constante, pouvant
se raccorder avec des éléments quadrilatéres ou la vitesse est
bilinéaire. Le maillage engendré est non structuré.

Afin d’éviter la singularité du systéme linéaire fournissant le
champ de pression, deux méthodes, pour lesquelles la condition de
1’incompressibilité discréte n’est pas exactement satisfaite, ont
été utilisées

(*) Méthode'de pseudo~compressibilité.
(*) Méthode de pénalité.

Plusieurs tests ont été réalisés avec la méthode de
pseudo-compressibilité. Ils ont révélé 1'impossibilité dfobtenir
dans un canal bidimensionnel, & 1l’état stationnaire, un profil de
vitesse pleinement développé 4 la sortie & partir d’un profil
uniforme & l’entrée. Aussi cette méthode a été abandonnée au profit

de la méthode de pénalité.

Par ailleurs, bien que 1les calculs soient effectués en
instationnaire, on ne peut rien dire sur la précision dans le temps
des solutions obtenues, les pas de temps ayant été choisis en
fonction de critéres de stabilité et non de précision, et seuls les

résultats de solutions établies ayant été comparés a ceux d’/autres
auteurs ou a des résultats expérimentaux.

Le <code de calcul réalisé est opérationnel et a permis
d’effectuer de nombreux essais.
B Une série de calculs en laminaire concernant un canal

bidimensionnel a permis en premier lieu de confirmer la nécessité
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d’une bonne définition de maillage pour minimiser les erreurs dues a
la discrétisation spatiale. Ainsi, le choix de la discrétisation du
domaine de calcul s’est fixé sur le maillage M3R, dont la finesse
transversale est égale au douzieme de la hauteur du canal avec un
facteur de forme de 1/5, ce qui est "normal".

Le domaine de définition du paramétre €, caractérisant la
fonction de pénalité, permettant 1l’obtention des solutions correctes
et réguliéres a été donné pour différentes conditions aux limites

- Profil de vitesse uniforme & 1l’entrée, pression fixée a la
sortie.

- Profil de vitesse parabolique a 1l’entrée, pression fixée a
la sortie.

- Pression fixée & l’entrée et a la sortie.

Les valeurs "optimales" du paramétre de pénalité €, la précision
sur la conservation de débit "epr", et sur la "parabolicité" "epa" (
grandeur liée au respect de la conservation de la quantité de
mouvement ) sont respectivement de

- € = 12.E-02 epr = 25.3 % epa = 2.4 %
- £ = 2.4E-02 epr = 6.3 % epa = 4 %
- £ = 2.4E~02 epr = 6. % epa = 4 %

® Une validation sur un écoulement avec recirculation a été
effectuée dans le cas de la marche descendante. Les conditions aux
limites étant du type profil de vitesse donnée a l’entrée , pression
donnée & la sortie. Les longueurs de recollements ont été
correctement obtenues, l’erreur co>mmise sur la continuité étant
importante.

Par exemple pour un nombre de Reynolds basé sur la hauteur de la
marche, de 100, une solution "correcte" est obtenue pour une valeur
de € de 1.54 et une précision sur le débit "epr" de 16 %

m Pour un écoulement dont on ne connait pas la structure le
critére de choix du paramétre de pénalité est finalement la
régularité du champ de pression. Cette régularité est obtenue,
moyennant une précision sur la conservation du débit de 1’ordre de
20 % pour les écoulements avec forte réorganisation.

Le travail effectué montre bien les limites de la méthode de
pénalité décrite, dans le cadre ol elle a été utilisée : méthode de
résolution des équations de Navier-Stokes du type A.L.E et
utilisation d’éléments triangulaires Pl, pour la vitesse , PO pour la
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pression, éléments pouvant étre associés a des éléments
quadrangulaires Ql, pour la vitesse et PO pour la pression.
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ANNEXE 1

Discrétisation spatiale de l’équation de conservation de la masse

Pour chaque maille s(3j) de contour ¥(3j), 17équation
conservation de la masse se discrétise ici en

€ p, I ds +J diva)e ds =0
1 Ys(3) s(3) 1

En notant (x,v) les coordonnées cartésiennes et (u,v)
composantes de la vitesse, (E) devient : (Figure 1b)

[
€ P, ds + du + 8v J ds =
1
Js(ﬂ Ly O oy
[ ad 8
ep, | Jagan + [ PR A4 ] J dE dn = 0
1 . . Ox dy
s(j) s (J)
ou J ox 8y - 9x 8y + est le Jjacobien de la
o€  am on o€

transformation qui s’écrit

y =) N(m vy,
. i i
i=1

5 % 2

a =izlni(§,n) 4

Avec la formulation isoparamétrique choisie pour la vitesse
obtient n

303 ! 1_6, ,
* 1 - = 3 3
€ pe(J) Z (xmyk xy.) (Nm N ) dédn = ¢ pe(J) 5 (3)
1 m=1k=1 € 7 1
oY o
Et ,
a a
* { - - M ] J d§ dn peut s’écrire successivement
a a
s (]) ® Y
du J d€ dn + v J d€ dn
o Ox . Oy
s (3) s (3)

On peut donc écrire
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du du dy du ay

J = p—
ax €  am an  OE
D’ ou
au 3 3 ' l_g 4 ’ [4 ’
3 J d€ dn = Zl kZlumyk (ngNk - Nm NkE) d€ dn=
N Thé m= B 0¥ o n n
- - ( ) + (y.-y,) u+ (y.-y.) u
N 5 YY) oy Y7y, 2w WY, 3

De la méme maniére

av 1
J —J d§ dn = —— [ (x3—x2) vl+ (xl—xa) v2+ (xz—xl)v3 ]

o 2
s (3) ¥

Avec la notation suivante :( pour une maille (3j) )
. 1 . 1
cu(j,l) = = (y -v.) ; cv(i,l) = = (x_-x_)
2 73 3 72
2 2
. 1 . 1
cu(j,2) = w—— (y_-vy.) ; cv(},2) = = (x -x_)
3 %1 173
2 2
. 1 . 1
Cu(j,3) = wmm (y -y ) ; cv(j,3) = = (x_-XxX_)
1 %2 2 71
2 2
L’équation (E) discrétisée devient pour chaque maille j
€ p(3) s(3) + cu(d, 1) u+ cu(j,2) ut cu(i,3) u
+ cv(j,1) v1+ cv(i,2) v2+ cv(i,3) v, = 0

Ou , plus simplement

e p(3) s(3) +kzlcu(j,k) u + cv(ik) v =0
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Discrétisation spatiale du tenseur des contraintes visqueuses

ANNEXE 2

Pour chaque maille
viscosité par

T =24 du

xx dx

T =24 av

Yy ay

T = “[ du

Xy ay

2 .
Pour respecter l’hypothése que T est constant par maille, on va
calculer la moyenne surfacique du tenseur de déformation tel que

(3)

+

ov
6x_

on calcule les composantes du tenseur de

Z 2 u g

r

. 2
Txx(J) = = du ds
s(3)  Ox
s (J)
.
Tyy(j) - 2 v ds
s(J) dS(j)r'iy
r
T, () = = [ Su a"] ds
s(3) Jei5) dy ox
C’est-a-dire
1 1-€
. 2
rxx(j) = = du J d€ dn
s (3) 0 o 8x
Avec = J= du Oy - B By . on obtient
8x € an an 8€
1.1-€
(‘)— 2” 3 3 r I r r
Txx = . z z umyk (Nm Nk - Nm Nk ) dE dn
s (3) odo ™1 k=1 £ 1 n £
2u 3 3 l l_g r ! I 17
= zuy (N N -N N ) d€ dy
. m k m k m k
s(j) m=1 k=1 0 Jo € n g
- ’J’ — — —-— —
. [ (u,-u) (v =) (ujmu) (y,-y,) ]
s(3)
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M [ ~ ~ ~ ]
Tex = ] (v,=y,) u+ (y, yl) u, * (yl Y, Yy
s(3) & i
De méme
M [ _ _ B ]
Tyy(j)— ) (x3 xz) v1+ (x1 x3) v2 + (x2 xl) V3J
s(73) *
e 1l B B _
‘txy(j)— 2 s(j)[ (x x2) u1+ (x1 x3) u, + (x2 Xl) u,

v,y vt vty v,

1 i e Va]

Finalement on peut écrire d’une facon simple

3
rxx(j) e Zcu(j,k) u
s(j) k=1
T (5) = 2 cv (i k) v
v s(3) k=1 ‘
3
T (3) = = cv(j, k) u+ cu(j, k) v
* s(3) k=1 . 5
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ANNEXE 3

Discrétisation spatiale des flux convectifs

L’intégrale A discrétiser a la forme suivante

> 9
. d
l(ul n) dy
a,l
On décompose le contour (y’) en N segments de droite (7;) (Figure
. . . >
la), de normale gk sur lesquels on fait 1’approximation u = u

constant . ( N étant le nombre de mailles autour de (i) )

On peut alors écrire

N
3> > > > > 2
3 @R dr = Z 8| @R ar
v k=1 -
k
2 S >
pour calculer f = J (ul.n) dy, le flux de vitesse a travers (7;), on
14
7 > >
5 e Y@ D
fait 1’approximation suivante : u = u = (Figure la).

2

Afin d’éviter de trés long calcul, puisque dans chaque maille la
vitesse s’exprime comme combinaison linéaire des vitesses aux

_)
. . *
trois noeuds. On peut donc écrire fk= ulf

En fin, pour déterminer la vitesse sur les segments (7;), on
2 >
teste le sens du flux f et on affecte a ul « la valeur en amont ou

’

en aval .

Finalement :

* si £z 0 BAlors u = 31 (i)
> ! 5
*  S1 kaO Alors u = ul(I)
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RESUME

On s’intéresse 4 la résolution numérique des équations de la
mécanique des fluides pour un écoulement, incompressible, visqueux,
isotherme, bidimensionnel.

La discrétisation temporelle est effectuée en utilisant une
formulation d’Euler-Lagrange et une discrétisation de type
différences finies : méthode A& deux demi-pas fractionnaires
principaux. :

La discrétisation spatiale est de type éléments finis. Afin de
pouvoir mailler aisément des configurations géométriques diverses,
Le domaine de calcul est subdivisé en éléments triangulaires a trois
noeuds ou la vitesse est linéaire et la pression constante, élément
pouvant se raccorder avec des éléments quadrilatéres ou la vitesse
est bilinéaire. Le maillage engendré est non structuré.

Le systéme linéaire fournissant le champ de pression, obtenu en
écrivant que 1l’équation de continuité est satisfaite pour tout
élément est, avec ce type de discrétisation spatiale, singulier.

Deux principales méthodes permettant d’éviter cette singularité
sont présentées: la méthode de pseudo-compressibilité et la méthode
de pénalité. L’équation de continuité n‘est plus exactement
satisfaite.

Le code de calcul réalisé, utilisant la méthode de pénalité, est
opérationnel et a permis dfeffectuer de nombreux essais fixant les
limites d’utilisation de cette méthode.
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