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INTRODUCTION

Tous les travaux composant cette thése ont été publiés sous forme d’articles et d’un livre

avec une disquette contenant les logiciels (voir bibliographie). Plutét que de reprendre ici

dans le détail ’ensemble des résultats obtenus, il nous a semblé plus intéressant d’en don-

ner une vue d’ensemble qui permet de mieux comprendre la portée des résultats obtenus,

de les situer les uns par rapport aux autres et de montrer leur apport et leur originalite.
Les recherches réalisées couvrent trois domaines

e méthodes d’extrapolation
e polynémes orthogonaux
e méthodes de type Lanczos.
Dans ces trois domaines nous nous sommes intéressés aux questions de
o théorie
e applications

e conception de logiciels.

Le premier chapitre traite des méthodes d’extrapolation. Nous avons d’abord commencé
par montrer comment construire de nouvelles méthodes d’accélération de la convergence
basées sur les informations concernant ’erreur de la suite a extrapoler. Ensuite nous
nous sommes intéressés a l'instabilité numérique du ©-algorithme pour lequel nous avons
donné les régles particulieres. Enfin la prédiction des termes inconnus d’une suite a été
étudiée et appliquée a un probleme d’équations aux dérivées partielles.

Le second chapitre est consacré aux polynémes orthogonaux dont on donne d’abord
une nouvelle présentation ayant plusieurs avantages. Ensuite les moments modifiés sont
utilisés pour la mise en ceuvre de certaines formules de quadrature de Gauss.

L’objet du troisiéme chapitre est la méthode de bordage et la méthode de bordage par
blocs pour résoudre les systémes d’équations linéaires. Quand un saut se produit dans
cette méthode, les solutions des systémes intermédiaires qui ont été sautées ne sont pas
calculées. On propose une nouvelle méthode, la méthode de bordage inverse, qui permet
de revenir en arriére pour les obtenir.

Le chapitre quatre traite de la méthode de Lanczos. Une division par zéro peut se
produire dans les algorithmes qui mettent en ceuvre la méthode de Lanczos pour les
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iv Introduction

systémes d’équations avec matrice quelconque. Il faut alors arréter ’algorithme, c’est
un breakdown. Celui ci est di & la non-existence de certains polynomes orthogonaux.
Pour éviter ce probléme nous avons proposé de nouveaux algorithmes sans breakdown
qui consistent a sauter au dessus des polynomes orthogonaux qui n’existent pas pour ne
calculer que ceux qui existent. Quand on divise par un nombre proche de zéro, des erreurs
d’arrondis importantes peuvent enticher les algorithmes; c’est le near-breakdown qui a
été résolu de fagon analogue. Les mémes remédes s’appliquent également a ’algorithme
CGS.

Les logiciels correspondants a toutes les questions développées dans ce travail ont été
écrits (en FORTRAN 77) en mettant ’accent sur leur portabilité. Ils sont disponibles.
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Chapitre 1

METHODES D’EXTRAPOLATION

En analyse numérique et en mathématiques appliquées on a souvent une suite de valeurs
obtenues par différents algorithmes et cette suite converge vers la solution exacte S
du probléme. Par exemple quand on construit des approximations qui dépendent d’un
parametre h (normalement le pas comme dans les méthodes de quadrature ou les méthodes
pour les ODE et les PDE), dans les méthodes de perturbation, dans les méthodes de point
fixe (en général dans les procédés itératifs), ou dans les sommes partielles des séries con-
vergentes.

Souvent la convergence de la suite (S,) vers S est lente et donc on a besoin d’accélérer
sa convergence. Cela bien souvent peut se faire avec des méthodes d’eztrapolation.

On connait beaucoup de méthodes d’extrapolation et il y a beaucoup de domaines de
I’analyse numérique dans lesquels on peut appliquer ces méthodes. Nous avons traité tout
cela dans un livre qui vient de paraitre et qui s’appelle Eztrapolation Methods. Theory
and Practice [14)].

Si nous prenons une suite (S,) on appelle transformation de suite une application T

telle que
T:(S,) — (Tn).

La plupart des transformations de suites T peut se mettre sous forme d’un rapport
de déterminants comme cela été démontré par Brezinski et Walz [17]. Par exemple le
procédé A? d’Aitken [1], la transformation de Shanks [40], le E-algorithme ou protocole
BH obtenu séparement par Havie (27] et Brezinski [4].

Dans la transformation de Shanks [40] on a

S, Sovi r Snek
AS., ASmy -+ AS.u
ASwikcr ASasx -+ ASneak
T = ex(S,) = it etk L ekl
A.S'n A5n+] e AS,—..H;
ASnsk-1 ASnix -+ ASpiak—

Si les déterminants qui paraissent dans la définition de T, ont une forme particuliere,
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2 Chapitre 1. Méthodes d’extrapolation

alors il est possible, en appliquant des identités de déterminants au numérateur et au
dénominateur, d’obtenir des régles pour calculer récursivement ces rapports, sans calculer
les déterminants. Ces régles sont appelées un algorithme d’eztrapolation.

Pour la transformation de Shanks, on a 1’ e-algorithme de Wynn [46] qui est bien connu

=0, eM=5,, n=0,1,...

n n 1
€£+)1 = €£-tl)+m, k,n=0,1,...
€k — &

et I'on a €l = ex(S,).
Les quantités calculées avec un algorithme d’extrapolation peuvent étre placées dans
un tableau comme le suivant (dans le cas de 1’ e-algorithme)

€21 =0
Ego) = So
e_ll) =0 e§°)
e — S, 0
5_21) =0 egl) , el
el = 5, egl)
egz) ez(i])
of?
: (2)

A partir des premiéres deux colonnes, (e(_"l) = 0) et (e(()") = S,,) ,la régle de I’e-algorithme
permet de progresser, dans le calcul, de gauche a droite et du haut en bas (forme normale
d’un algorithme d’extrapolation).

La regle de I’e-algorithme contient des quantités qui se trouvent aux quatre sommets
d’un losange (il y a beaucoup d’algorithmes d’extrapolation qui se trouvent dans la méme
situation et donc on les nomme souvent algorithmes de losange)

)
g{ntl) eln)
k-1 k+1
\ /
€£n+l)

Dans I’e-algorithme on sait que les nombres eg',:) sont des approximations de la limite S
de la suite (S,) et que les eg',:)ﬂ sont des résultats intermédiaires. Puisque l’on n’est pas

intéressé par les quantités auxiliaires eg',;L], on peut utiliser la régle de la croiz de Wynn
[49] qui contient seulement les quantités avec un indice inférieur pair.
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Si nous posons
N =ef

W=l 0=t B,

S = eg',:“)

la régle de la croix est
(N=-C)Y'+(§-C)'=(W-C)'+(E-0)"
c’est a dire que E peut se calculer par

E=C+[N-C)'+(S-0)y'=(w=-0)"]" (1.1)

avec £") = oo.
Dans les méthodes d’extrapolation, on désire que chaque colonne du tableau contienne
une suite qui converge vers S plus vite que la suite initiale.

1.1 Construction de procédés d’extrapolation

Une méthode d’extrapolation donnée n’est capable d’accélérer la convergence que de suites
dont D’erreur S, — S satisfait & certaines conditions car, comme il a été démontré par
Delahaye et Germain-Bonne [22], il ne peut pas exister d’algorithme d’accélération capable
d’accélérer n’importe quelle suite.

La méthode d’extrapolation la plus générale et la plus intéressante, quand on connait
un développement asymptotique de l’erreur, est le E-algorithme [4, 27] (voir [11] pour
un exposé général). Cependant, dans la pratique, bien souvent, on ne connait pas le
développement asymptotique de 1’erreur et donc il est tres difficile de choisir la méthode
la meilleure entre les méthodes d’extrapolation connues. C’est pour cela que nous avons
pensé, au lieu d’utiliser une méthode d’extrapolation connue, d’en fabriquer une expres
selon les informations connues sur ’erreur {13].

Soit donc (S,) une suite convergente vers S telle que Vn

Sn—S=angn,

ou (a,) et (gn) sont des suites connues ou non et qui peuvent eventuellement dépendre
de la suite (S,). Naturellement, puisque (S,) converge vers S, alors (a,g,) converge vers
zéro.

Supposons que (gn) converge vers zéro mais qu’on ne sache rien de la convergence de
(an) (ce qui n’enléve rien a la généralité du discours).

C’est par exemple le cas dans les situations suivantes
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Sn—5=0(gn) qui correspond a |a,| < M,Vn.
Sn—S5=0(gn) qui correspond & ,,1520 a, = 0.
Sn—S=a191(n)+asg:(n)+--- qui correspond & g, = g1(n) et
an=2a1+a292(n)/g:(n)+:-- = a1+¢, avec nli_ggg €,=0.
Sn=¢Cofot -+ enfn qui correspond & g, = —Cny1
OU gn=—fn41 OU gn = —Cnt1fnt1-

La premiere situation a été traitée par Szabo [44] qui a utilisé une schéma d’extrapola-
tion similaire au nétre.

Maintenant nous allons montrer comment construire, & partir de la suite (S5,) et avec
certaines hypothéses, une nouvelle suite (T,) qui converge vers S plus vite que (S,), c’est
a dire telle que

lim (T, - §)/(S. - §) =0.

n—oo

Les trois cas possibles sont
1. (a,) et (gn) connues
2. (an) inconnue et (g,) connue (ou viceversa)

3. (an) et (gn) inconnues.

Le premier cas n’est pas intéressant car S = S, — a,,gn pour tout n. Les deux autres cas
sont a étudier et c’est évident que la construction sera possible seulement si I’on connait
certaines informations sur la suite (a,) ou sur les deux suites (a,) et (gn).

Trois des transformations que nous allons proposer ont la forme

Sn+1 - bnSn

=1,

n=201,...

Si (S,) est strictement monotone il est intéressant de connaitre les conditions qu'il faut
imposer a la suite (b,) pour que (7},) soit aussi monotone dans la méme direction que (S,,)
ou dans la direction contraire. Dans ce dernier cas si la monotonie est renversée, alors on
peut obtenir les intervalles qui contiennent S. Ces conditions ont été données par Opfer
[37] et d’autres méthodes pour construire des intervalles qui contiennent S peuvent étre
trouvées dans [7].

(an) inconnue, (g,) connue

Dans ce cas nous avons proposé [13] trois constructions possibles d’aprés les informations
“sur (a,) que 'on connait.
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Premier procédé d’extrapolation

Dans le premier cas, soit P un opérateur linéaire sur les suites qui transforme une suite
(un) dans une suite (v, = P(u,)) et tel que V(u,),Va et Vbon a

P(au, +b) =aP(u,)+bd pour n=0,1,...

On suppose que pour cet opérateur P on a Vn, P(a,) = 0.
On sait que

(Sﬂ - S)/gn = ay

et donc si on applique P aux deux membres on aura pour tout n
P((8n = 5)/gn) = P(an) = 0
et, a cause de la linéarité de P

S = P(S:/9.)/P(1/gn)- (1.2)

Cette approche a été suivie par Weniger [45] pour la construction de procédés d’extra-
polation et si on arrive & connaitre cet opérateur P on arrive au résultat exact S. Mais
dans la pratique il n’est pas facile de trouver ce P et on arrive a le faire seulement dans
des cas particuliers (par exemple si a,, est un polynéme de degré k en n, on peut prendre
P = A¥*1) et non dans le cas général.

Deuxiéme procédé d’extrapolation

Maintenant supposons connaitre seulement une suite (b,) qui est une approximation de

(an).
Posons
T. = Sn — bugn, n=01,...

Evidemment on a

(Tn— S)/(Sn—S)=1-1b,/an.
et donc le théoréme suivant

Théoréme 1.1 Une condition nécessaire et suffisante pour que (T,,) converge vers S plus
vite que (S,) est que Lim by/an = 1.

Donc dans ce cas il est assez facile d’accélérer la convergence de (S,) si la suite (b,)
satisfait la condition du théoréme (1.1).
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Troisieme procédé d’extrapolation

Si (b,) n’est pas connue, on peut essayer de la construire. Donc on considere la fonction
linéaire f(z) = az + b telle que S, = f(gn) €t Sn+1 = f(gn+1) €t on va poser T,, = f(0)
c’est & dire que ’on extrapole en zéro et ’on pose

AS,
Tn=Sn——A—g—ngn, n=01,...
ce qui correspond au choix (b, = AS,/Ag,).
Cette transformation est identique & la premiere colonne du E-algorithme avec g;(n) =
9n [4, 27) ou & la O-procédure [6] et nous avons
Aa

Tn_s’:__n' n 9n
Agng In+1

et donc
T.-S5 1- Ans1/8n
Sn_S l—gn/gn+]

Il faut considérer séparement deux cas selon le fait que la suite (gn+1/gn) est loga-
rithmique (c’est a dire Jim gn+1/9n = 1) ou non logarithmique (3@ < 1 < §,3N,Vn >

T,.-—S -l_an/an+l
Sp+1— S 1- gn+1/gn.

(1.3)

et

N,gn+1/9n & |@, 8] ce qui est équivalent & g, = O(Ag,)). Dans le cas non logarithmique,
il rentre le cas particulier ou nhrgc 9gn+1/9n = 0 que nous avons traité séparément pour
avoir le résultat le meilleur.

Cas non-logarithmique

Théoréme 1.2 Si (g,) est non logarithmique et st 30 < m < M, 3N tel que Vo > N,
m < |gns1/9n] < M alors une condition nécessaire et suffisante pour que (T,,) converge
vers S plus vite que (S,) et (Snt1) est que nll’r{.lo @nt1/an = 1.

C’est évident que s’il existe une constante a # 0 telle que (a,) converge vers a, alors la
condition du théoreme 1.2 est satisfaite.
Encore, puisque (1.3) peut s’écrire

T,,—S___Aa,,. 1 ot T.— S __Aan 1
Sn - S an 1- gn/gn+l Sn+1 -5 Qnt1 gn+1/gn -1

alors on peut donner la condition du théoréme 1.2 par rapport a la limite de Aa, (au lieu
de an41/a,). Cependant les deux résultats ne sont pas équivalents car nl_l_’rroxo Ans1/an =1
n’implique pas que nli_’nola Aa, = 0 et viceversa. Si nh_{gg ani1/an = 1 et si AM, 3N tel
que Vn > N, |a,| < M alors lim Aan, = 0. Viceversa si lim Aa, = 0 et si 3m, 3N
tel que Vn > N, m < |a,| alors lim @ny1/an = 1. On peut aussi utiliser le fait que si
lim |a,| = oo et si M, IN tel que Vn > N, |Aa,| < M alors nli’noloa,,ﬂ/a,, =1.

n—oo
Nous allons maintenant considérer le cas particulier ot lim gny1/gn = 0. On aura
n-—oc
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Théoréme 1.3 Si nl_l_.ngo gn+1/9gn = 0 et st AM, 3N tel que Vn > N, |apy1/an] < M ou st
Im, 3M, 3N tel que Vn > N, m < |a,] et |Aa,] < M alors (T,) converge vers S plus
vite que (S,).

Puisque dans le calcul de T, il intervient S, 41, il vaut mieux aussi regarder la conver-
gence de (7,) par rapport & (S,+1) et il faudra poser des conditions plus restrictives.

Théoréme 1.4 S: nlLIrolo gn+1/9n = 0 alors une condition nécessaire et suffisante pour que

(T,) converge vers S plus vite que (Sp41) est que '}1_*1& @nt1/an = 1.

Les conditions des théoremes 1.3 et 1.4 sont satisfaites si Jda # 0 tel que nll'n;o a, = a et,
comme dans le cas du théoréme 1.2, la condition peut étre remplacée par une condition

sur (Aay,).

Cas logarithmique

Ce cas présente plus de difficultés. On a

Théoréme 1.5 Si(g,) est logarithmique alors une condition nécessaire et suffisante pour

) . l-ansi/a
que (T,) converge vers S plus vite que (S,) est que lim 1= anii/an

n— 1 ~g./gnt1
tion nécessaire et suffisante pour que (T,) converge vers S plus vite que (S,4+1) est que

i L= 9n/@ns1 _ o
n—oo ] — gn+l/gn

= 0. Une condi-

Ce théoréme peut donc s’appliquer seulement avec des conditions verifiées soit sur (a,)
soit sur (g,). Cependant si (7,) converge plus vite que (S,) et si Im, IN tel que Vn > N,
m < |ap41/a,| alors (T,,) converge aussi plus vite que (Sn41). Viceversa si (T,,) converge
plus vite que (Sn41) et si M, IN tel que Vn > N, |any1/an] < M alors (T,) converge
aussi plus vite que (S,).

Si les conditions des théorémes précédents ne sont pas satisfaites, alors (7,,— S)/(Sn—S5)
(ou (T, = §)/(Sn+1 — S)) ne tendent pas vers zéro et on a deux cas:

1. Jc # 1 tel que nlLIEO(T,, — 85)/(S. — S) = c. Dans ce cas il est possible, & partir des
suites (S,) et (7,), de construire une nouvelle suite (¢,) qui converge vers S plus
vite que (S,) en utilisant le ACCES-algorithme de Litovsky [31] (voir [14] pour la
subroutine correspondante).

2. ¢ =1oulerapport (T, — S)/(S. — S) n’a pas de limite. Dans ce cas on peut utiliser
une contractive sequence transformation (10, 12].
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(an) et (gn) inconnues

Si 'on remplace a, par a,g, et g, par 1 pour tout n, ce cas peut étre traité comme
le cas “(a,) inconnue et (g,) connue” mais les conditions des théorémes deviennent trop
difficiles & contréler. Donc il vaut mieux considerer ce cas a part.

Premier procédé d’extrapolation

Soit encore P un opérateur linéaire tel que Vn, P(a,) = 0. La relation (1.2) est encore
vraie mais on ne peut pas l'utiliser pour le calcul de S car (g,) est inconnue. Donc on
remplace (gn) par une approximation (h,) et ’on pose pour tout n

T. = P(S,/h,)/ P(1/h,).

Dans le cas plus général dans lequel on ne specifie pas les proprietés de P, on ne
connait rien de (7,) et donc on procéde comme nous avons fait dans le deuxiéme procédé
d’extrapolation du cas “(a,) inconnue et (g,) connue”.

Soit (b,) une approximation de (a,). Posons

T, =S, — bshn, n=0,1,...

Le théoréme 1.1 est encore valable si 'on remplace dans ses conditions b, par b,h, et
@, par ang,. Cette condition est satisfaite, par exemple, si Ja # 0 tel que nh_{gg bn/a, =

"ll.rgo 9gn/hn = a. Mais dans la pratique il est souvent difficile de contréler les conditions

car elles concernent (b,) et (h,). Seulement dans certains cas, que nous allons montrer,
on peut avoir une seule condition mais plus compliquée.

Deuxiéme procédé d’extrapolation

Soit (a,) inconnue et (gn = Sp,—; — S). On a pour tout n

_ Sn - anSn-]

l-a,
On remplace (a,,) par une approximation (b,) et I’on pose

- Sn - bnsn—l

T, = T3 , n=12...

Evidement on aura

Théoréme 1.6 Une condition nécessaire et suffisante pour que (T,,) converge vers S plus
vite que (Sn-1) est que nlir{.lo(an -1)/(bn—-1)=1.
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Le procédé d’Overholt [38] est basé sur cette idée. La condition du théoréme 1.6 est
satisfaite si 3a # 1 tel que (a,) et (b,) convergent vers a. Et elle est aussi valable si
(an — bs) converge vers zéro et si Ja < 1 < B, AN tel que Vn > N, b, ¢ [a,B], ce qui
a déja démontré par Lembarki [30]. Par alanogie avec les fractions continues b, peut
s’appeler facteur de convergence.

Troisieme procédé d’extrapolation|

Nous allons voir le cas plus général ou (a,) et (g,) sont des suites arbitraires et incon-
nues.
On fait encore une extrapolation en zéro avec la fonction linéaire f(z) = az + b telle
que S, = f(hn) et Snt1 = f(hns1) ot (hy) est une approximation de (gn). On aura
AS,

T"::S"—Zh_,,h"’ n=0,1,...

-85 n+1 Gn+1 hn hn -
n—=5 Gn g han [
-1
et Tn -5 — ( Gn . gn . hn+l _ 1) . (hn+l _ 1) ]
Sn-H - S Qn+1  Gn+1 hn hn
Nous allons donc généraliser le cas “(a,) inconnue et (g,) connue” avec les résultats
suivants

et donc

3

n

Théoréme 1.7 Si(h,) est une suite non-logarithmique et si Ja # 0 fini tel que nli_.n;og,,/hn
= a alors une condition nécessaire et suffisante pour que (T,) converge vers S plus vite
que (Sn) et (Sny1) est que lim Gnt1/an = 1.

Théoréme 1.8 Si(h,) est non-logarithmique alors une condition nécessaire et suffisante

: . n h
pour que (T,,) converge vers S plus vite que (S,,) et (Sn+1) est que lim Int1 Gnt1 fn
1 n—oo an gn hn+1

Dans le cas des suites logarithmiques on a

Théoréme 1.9 Si(h,) est logarithmique alors une condition nécessaire et suffisante pour
que (T,) converge vers S plus vite que (S,) est que

" h Ao \ 7
lim (1-“*‘.9"“- -~ ).(1- ) = 0.
n—oo Qn gn hn+1 hn+l
Une condition nécessaire et suffisante pour que (T,,) converge vers S plus vite que (Sp41)

n hn n -
estQuelim(a"-g . +]--1)~<h+1—1) =0.

n—oo An+1 Gn+1 hn hn
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Dans le théoréme 1.9, a,g, et a,419.+1 peuvent étre remplacées respectivement par
S, — S et les conditions par S,;; — S et aussi par

. (Sni1 = 5)/(85.—5) -1 . (8n = 5)/(Sn41=8) -1
=1et
"lggo hn+l/hn -1 © "h_'n;o hn/hn-H -1

conditions sont difficiles a vérifier.

= 1. Cependant ces

1.1.1 Itération des procédés

Les procédés d’extrapolations que nous avons présentés peuvent étre itérés.
On considere la transformation

T, = S, — b.gn, n=0,1,...

pour laquelle on a
T, - S =(an — bn)gn.

Si I'on connait une approximation (c,) de (a, — b), alors on peut considerer la suite

(Un) donnée par
U,=T, - cngn, n=01,...

et, pour le théoréme 1.1, une condition nécessaire et suffisante pour que (U,) converge
vers S plus vite que (T,,) est que ,}Lngo cn/(an — b)) = 1.

La connaissance de la suite (c,) est possible seulement dans trés peu de cas.

Nous allons considerer 'itération de la transformation déja proposée qui correspond au
choix b, = AS,/Ag,. Dans ce cas on a

T.-S=a.g,, n=0,1,...
avec a, = —Aa, et g = gnGnt1/DGn.

Donc, pour itérer le procédé, les suites (a)) et (g,) doivent satisfaire aux mémes pro-
priétés que les suites (a,) et (gn). Si (gn) est non-logarithmique, alors des nouvelles
conditions tres restrictives doivent étre introduites pour démontrer que (g,,) est aussi non-
logarithmique dans le cas général et le seul cas simple arrive quand r}_l_.I{.lo nt1/gn = a # 1.

Maintenant on considére le cas logarithmique pour voir quelles conditions sont nécessaires
pour que (g/,) soit aussi logarithmique. Evidemment on a

Théoréme 1.10 Si lim Gn+1/gn = lim Agni1/Agn =1 alors Jim gnii/gn =1

Comme commentaire on remarque que si (g,) est monotone et logarithmique alors
il n’est pas possible que nll_’tglo Agny1/Agn = a avec @ = 0,400 or a ¥ 1. Donc ou
(Agn+1/Agy) tend vers 1 ou elle n’a pas de limite.

Cet dernier résultat a été obtenu pour la premiére fois par Kowalewski [29] avec une
démontration bien plus longue. Elle pose (Sn41—5)/(Sn — §) = 1 - An avec lim A, = 0.
Si (Sn) est monotone alors Vn, A, > 0 et elle a démontré que ou (An41/As) tend vers 1
ou n’a pas de limite. Ce qui est équivalent a notre résultat.

Encore dans [13] nous avons montré que

Théoréme 1.11 $i lim gn+1/g. = a # 1 alors lim g),,/g, = a.

Ce résultat est vrai méme si e = 0.
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1.1.2 Applications

Dans [13] nous avons presenté plusieurs exemples pour illustrer tous les procédés et les

théoremes donnés, au moins un exemple pour chaque résultat. On a montré les résultats

sous forme de figures dans lesquelles nous avons dessiné deux courbes, I'une pour la suite

donnée (tirets) et I’autre pour la suite transformée (ligne continue). Dans ces figures on a

utilisé les notions de cinématique introduite par Brezinski dans [8] que nous allons décrire:
Soit (S,) une suite qui converge vers S. Posons Vn

d, = —log0|Sn — S|.

La “vitesse” de la suite (S,) est définie par (v, = Ad,) et son “accélération” par
(7 = Av,). Soient (v)) et (v)) la vitesse et ’accélération de (T,). Brezinski dans [8] a
démontré que si 3k > 0 tel que Vn > N, v), > v, + k alors (T,,) converge plus vite que
(Sn). Puisque cette condition est seulement suffisante il a aussi démontré que ce résultat
est aussi valable si Vn > N, v] > v, et 4/ > v,. Donc dans les figures on a représenté d,
en fonction de n.

Au lieu de reprendre ici tous les détails des exemples proposés qui peuvent étre trouvés
dans [13], nous allons donner seulement une liste avec les théorémes auxquels ils font
référence.

Exemple 1, Théoréme 1.1

Suite
Sn =mnsin(l/n), n=12,...

qui converge vers S = 1.

Ona ! ) 1
5'"_5=_<__ __)
n? 6 + 5in?
et on pose g, = n~2et b, = —1/6 + e, olt (e,) est une suite arbitraire qui converge vers
zéro. ’

On prend e, = 1/n, e, = 0.9" et e, = 1/n%.

Exemple 2, Théoréme 1.2|

Suite

. a1
5= Ut o 1 o<l

Dans [26] Gradshteyn et Ryzhik ont démontré que

1 _gn 1 n(n+3)+ zn(n + 1)
= OTep T At T 2o

et donc S = (1 —z)73.
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On prend g, = " (donc (gn) est non-logarithmique),

an = 2-(-1i—z)3 2+(1—z)n(n+3+z(n+1))}
et z = 0.5.
Exemple 3, Théorémes 1.3 et 1.4
Suite 1.2 n-2" 2n+1
S,.=—3!—+---+(7+—2)-!=1—m

qui converge vers S = 1.
On prend g, = 1/(n + 2)! et a, = 2"+,

Exemple 4, Théorémes 1.3 et 1.4J

On considére un exemple qu’on peut trouver dans un article de Gautschi [24]:

A e

e = —_ PR _— —_—
1! n!  (n+1)

. avec

0<7,<1if t>0 and nli_.rgor,,zo.

n

t t
Onpose S, =14+ —=+---+

T ;l—',S=e‘,gn=t"+l/(n+1)! et a, = —e'™.

Exemple 5, Théorémes 1.3 et 1.4]

On prend l'intégrale

s=[ = I
- [, =t =1

et avec la méthode de Gauss-Chebyshev on considére ses valeurs approchées

Sn = Zn: Aif(z:)

1=0

21+ 1
— p2r - - . :
avec f(z) = e**, A;=7/(n+1) et z; = cos mia" On sait que
27rf(2"+2) (Cn)
S5 = min 1 2) 6 € [=1,+1].

On calcule la valeur exacte de Ig(2) = Jo(2i) avec Valgorithme de Moshier [35] qui

donne au moins une précision de 8.6 - 10718,
1 >

On prend 90 = GG 1 2)1
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LExemple 6, Théoréme 1.5

__ 3 .., m+2 2 1. 8 4
1-2-4 n(n+1)(n+3) 36 n+3 2n+2) 3(n+1)(n+2)

qui converge vers 29/36 [26] et
gn=(n+3)7".

Exemple 7, Théoréme 1.5

Suite
="
" sin(1/n)

et g, =n"%

Exemple 8, Théoreme 1.5

Suite (S,.) obtenue a partir de

Sn— S =(Sa0 —S)%sin(an{—b/n), n=12,..

gn = Sp-1— S, a,.:-;—sin(an+b/n), b, = %sinan, So=0,S=1,a=2etb=1.

Exemple 9, Théoréme 1.7

Suite
Spn =S5+ angn, n=0,1,...

gn = A"1(05+1/In(n+2)),a, =2+ (n+ 1), Al <1 h, =2 A =095et S =1.

Exemple 10, Théoréme 1.8

Suite
Sn =5+ angn, n=0,1,...

Gn=A"/(n+1),a,=2+(n+1)"1, A| <1, k= A", A =095et S =1.

Exemple 11, Théoreme 1.9

Suite
S.=S+a(n+b)y?, n=0,1,..., b>1

hp=(n+1)"1,85=1,a=2etb=4.
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1.2 Instabilité numérique

Un sujet particulierement délicat dans les méthodes d’extrapolation est celui de la prop-
agation des erreurs de cancellation dues a |’arithmétique des ordinateurs. Plus un algo-
rithme d’extrapolation est bon, plus il souffre des erreurs d’arrondi. Par exemple, si I’on
considere de nouveau l’c-algorithme et le schéma

Nl
o= el b=,
W = el 0= g B,
e =eft) d = efiy
S = eg',fz)

les problémes principaux viennent des situations suivantes

o Si N est différent de C mais trés proche de lui (tous les deux sont des approximations
de S), alors il y aura une erreur de cancellation dans le calcul de b (near-breakdown
dans l’algorithme) qui sera grand et mal calculé. Si S est différent de C mais tres
proche de lui, alors d sera grand et mal calculé. Donc, dans le calcul de E il y
aura, dans le dénominateur, la différence de deux nombres grands et mal calculés.
Si N = C alors b est égal & l'infini (breakdown dans 1’algorithme). Si S est aussi
égal a C alors d est égal a l'infini. Donc E n’est pas défini.

e Si a est différent de e mais trés proche de lui, C sera grand et mal calculé. Donc
b et d seront a peu prés égaux entre eux et E sera la somme algébrique de deux
nombres grands et mal calculés (near-breakdown dans I’algorithme). Si a = e alors

C est égal a 'infini (breakdown dans 'algorithme). Si N #C et S # C alors b=d

et E ne sera pas défini.
11y a deux fagon pour éviter I'instabilité numérique dans un algorithme d’extrapolation:

e ses formes progressives

e ses régles particulieres.

1.2.1 Forme progressive

Pour obtenir la forme progressive de 1’e-algorithme, on calcule la premiére diagonale de-
scendante (eﬁo)), par exemple avec la méthode de bordage [23] ou avec la méthode de
bordage par blocs et la méthode de bordage inverse [15, 16]. Aprés on modifie la regle de
1’ e-algorithme pour lui donner la forme

(n+1) _  _(n) 1
€iy1 = En Tt eﬁ") _€£n+l)'
+2

Cela peut s’appliquer a d’autres méthodes d’extrapolation et dans le cas général la
forme progressive permet, en partant de la premiére diagonale descendante ((€£0)) dans
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I’e-algorithme) et de la deuxiéme colonne ((eg") = S,,) dans le e-algorithme) de calculer
toutes les autres quantités du tableau. Naturellement méme cette régle souffre d’instabilité
numérique puisque, si k est pair, on doit calculer la différence de deux quantités presque
égales. Cependant l'instabilité n’est pas si grave car, normalement, 5(2'&2 est une approx-

imation de S meilleure que eg',:“) et ces deux quantités ont moins de chiffres en commun

que £} et it (forme normale de I’e-algorithme).
Il existe aussi la forme progressive suivante de la régle de la croix de Wynn
-1

§=C+[W-0)"+(E-0C)" —(N-C)"]

1.2.2 Regles particuliéres

Les régles particuliéres sont obtenues en modifiant la régle de 1’algorithme afin d’avoir un
algorithme plus stable.
Par exemple, dans le procédé A? d’Aitken on a

Sn5n+2 - 5'2”_1

T, =
Sn+2 - 2Sn+l + Sn ’

n=01,...

et cette formule est trés instable numériquement car si S,,5.41 et Sny2 sont presque
égaux, il y a une erreur de cancellation au numérateur ainsi qu’au dénominateur et donc
T, sera mal calculé.

Si nous écrivons la formule sous la forme

(Sn+l - Sn)2

T = 5, — ,
Sn+2 - 2Sﬂ+] + Sn

n=20,1,..

on obtient une regle plus stable. Evidement il y a encore une erreur de cancellation
quand on calcule (Sp41 — S,,)'2 et Snt2—2 Sny1+ Sn, mais le terme (Sp471 — Sn)2/ (Snt2—
25,41 + Sn) devient une correction du terme S, et cela explique la meilleure stabilité de
la deuxiéme formule.
Si nous utilisons les mémes notations qu’avant, la forme normale de I’ £-algorithme

donne

C = W+1/(e—a)

b = a+1/(C-N)

d = e+1/(S-C)

E = C+1/(d-b).

Si a est presque égal a e, alors C sera grand et mal calculé (proche de l'infini), b et d
serons presque égaux et, comme on l’a déja vu, E ne sera pas défini.

Aprés des modifications algébriques, la régle de la croix pour I’e-algorithme peut s’écrire
comme

E=r(1+7r/C)?
avec r=5(1-S/C)"'+NQ1-N/C)'-W(1-W/C)™.
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Wynn [48] a démontré que cette régle est bien plus stable que la regle (1.1).
En effet si C est infini (c’est & dire a = e), elle permet de calculer E par

E=S+N-W

et donc on peut sauter la singularité car, si N et S sont tous les deux différents de C,
alors a = e=b=d et E n’est pas défini.

Cette regle est valable seulement s'il y a une seule singularité isolée, c’est a dire quand
seulement deux quantités adjacentes dans la méme colonne impaire (a et e dans notre
exemple) sont égales ou presque égales. Naturellement elle peut aussi s’appliquer quand
la singularité se trouve dans une colonne paire.

La regle particuliere de Wynn a été étendue par Cordellier aux cas d’un nombre quel-
conque de singularités adjacentes dans I’c-algorithme [20]. La régle particuliere de Wynn
peut aussi s’utiliser dans la premiére et dans la deuxi¢me généralisation de 1’e-algorithme
et dans le p-algorithme. Wynn a aussi proposé une régle particuliere pour le gd-algorithme.
Utilisant le complément de Schur, Brezinski a obtenues des régles particulieres tant pour
le E-algorithme que pour des transformations de suites vectorielles, comme le RPA, le
CRPA et le H-algorithme. Avec ces régles, on peut calculer directement les éléments de
la colonne m + k du tableau en utilisant les éléments de la colonne k, sans calculer les
colonnes intermédiaires et donc en évitant la division par zéro ou l'instabilité numérique
due aux erreurs de cancellation.

Pour I'e-algorithme vectoriel, la régle normale de la croix est identique a celle de 1’e-

algorithme scalaire et une régle particuliére a été obtenue par Cordellier [21] si N, S et W
sont différents de C et si (N — C)~! + (S — C)~! n’est pas égal a (W — C)~L.

1.2.3 Regles particuliéres pour le O-algorithme

Le ©O-algorithme est un algorithme d’extrapolation trés puissant pour accélérer les suites
qui convergent lentement. Les expériences numériques de Smith et Ford [42, 43] ont
montré que le O-algorithme est parmi les meilleurs algorithmes d’extrapolation et il donne
presque toujours une bonne approximation de la limite. Comme les autres algorithmes
d’extrapolation il est trés sensible & la propagation des erreurs d’arrondi dues a la cancel-
lation entre deux quantités trés proches.

Nous avons donc pensé chercher des régles particuliéres pour cet algorithme qui soient
utilisées a la place des normales quand, dans la méme colonne, on trouve deux quan-
tités adjacentes presque égales. Nous allons maintenant présenter ces regles et comment
nous les avons obtenues (39]. Les exemples numériques nous montrent que ces regles peu-
vent dans certains cas augmenter la stabilité numérique de 1’algorithme, tandis que, dans
d’autres cas, ’amélioration est presque nulle.

Le ©-algorithme a été obtenu par Brezinski [2] et ses régles normales sont les suivantes

e =0, ofM=s,, n=0,1,...

n n 1
2k - Vak
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of?

Ok, = 9§Z+])+@(n+n o k=01,
2k+1 T “M2k+41

-1
avec D" = (@i’”” - @i"))
ORI -G A 05" -~ o5
(n) n n -1 n n -1
ADjyy  (efiY - 0G1Y) T - (ehiy - o)
Comme dans I’e-algorithme, les quantités qui appartiennent aux colonnes impaires sont
des résultats intermédiaires.

La régle du ©-algorithme pour les quantités des colonnes impaires relie, comme dans
Pe-algorithme, des quantités qui se trouvent aux quatre sommets d’un losange,

oy

\

—
3
=

e+

2k-] 2k+1

J/
\

(n+1)
2k

mais, dans le cas des colonnes paires, il y a plus de quantités & considérer dans la régle

(n+2)
2k+1

Donc, nous allons considérer séparement deux cas, selon la présence dans la méme
colonne (impaire ou paire) de deux quantités adjacentes égales (ou presque égales).

1.2.4 Reégle pour les colonnes paires

Posons
N =05k,
a= eg'l:ﬂ) b= g'l:)+2
W = o4t C=0e4) E =0,
e =05 d= 04t
. T =0 §=0itp
1= @£2+3) )
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Si nous utilisons la régle normale de l’algorithme on a

C=w+—
b :’(C;)-a () _ e—a

" -
d":”sk-lc mee " = (V-5)"-(5-0)"
E=C+-—.

Si a et e appartiennent a une colonne paire et E appartient a une colonne impaire, et si
a est différent de e mais proche, alors C sera grand et mal calculé. Si N et S ne sont pas
proches de C, c’est & dire qu'ils ne sont pas grands (singularité isolée), alors w,(c") sera le
rapport de deux quantités petites et mal calculées et dons b sera mal calculé. Si V n’est
pas grand et i n’est pas proche de e, alors d sera presque égal a e. Donc E sera calculé
a partir de quantités mal calculées. Si, en plus, ¢ est proche de a et e alors la situation
devient encore pire car S sera aussi grand et mal calculé et presque toutes les quantités
qui interviennent dans le calcul de E seront mal calculées.

Nous allons faire des manipulations algébriques, similaires a celles faites par Wynn,
pour obtenir une formule pour E qui soit, si possible, plus stable.

1
E = C+m
1

= C+ (n+1)

e+ w(§ - C)1—a—w™(C - N)
= C+ (n+1) 1

(C—W)1+uw,"7(S-C)? -—wk (C N)-?

C

= C+ (n+1) (n)

C(C-W)'-Cuw; (C’ S)-' - Cuw™(C — N)?

C

= C+ =) o)

(C-W+W)C-W)1-u " (C-5+8)(C-8S)1-w"(C-—N+N)C-~N)?

C

= b+ (nr ) o)

1+ W(C-W)1—w 14 5(C-8)"—w, ™ [14+ N(C—-N)-1]
= C— C

WMt £ oM 1-W(C-W) 14w S(C - 5)1 4w N(C - N)-

C( (n+1)+w(ﬂ ) C-CW(C-W)- +w("+l)CS(C—S)'1+w(")CN(C—N)'1
W) 40— 1-W(C-W)-1 +u{™DS(C - §)-1 4w N(C - N)-!

C( (r1) gyt 2)+w("+1 S(1-8/C)1+wN(1-N/C)1=W(1-W/C)~!

(n+1)+w(n —140- 1[w(n+1 S(1-8/C)- 1+w(")N(1—N/C)‘1—W(l“‘w/c)‘l]
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C (v +w{M=2) 40"V $(1-8/C) 1+ N(1-N/ C) =W (1-W/C) !
14+C-1 [C (v +0f” - 2) +0{™V$(1-5/C)-1 +w{ " N(1-N/C) =W (1-W/C)-1]
Si nous posons

ro= C(wf™) 4wl = 2) +u™NS(1 - $/0) T+ N(1 - N/C) T -W(1 - W/C)

on obtient une expression de la méme forme que celle de la régle particuliere de Wynn

E=r(1+r/C)"

Maintenant nous allons aussi modifier le calcul des quantités w£") et w£"+1)
“’l(cn) = - -1e —= -1
(§-C)" -(C-N)
(c-w)”
(C-8)"+(C-N)"'
1-w/c)’!
(1-S/C)"'+(1-nN/C)!
(n+1)  _ t—€
N VA R CE
_ (§-T7)!
C(S=-v)T4(s-0)!
(1-T/5)"

Q1-v/'+@a-c/8) "

Si nous utilisons ces formules pour les w on aura

_ (n+1) (n) - c{1-V/S)
ro= Cwf o -2) (1-T/S)@-C/S-V]5) "
N(1-5/C) _ W
(1-w/C)(2-N/C-5/C) (1-w/C)™?
_ n+1 (") _ — (1 — V/S)
- C[w,ﬁ Jtwi -2 (1-T/S)(2-C/S-V/S) i
N(1-5/C) L
(1-W/C)(2-N/C=5/C) ~ (1-w/C)™
et
(1-V/8) N/C(1-5/C)

r/C = MY 4o 2

__Wic
(1-wjc)”

(1-T/5)(2-C/S=V/S) T (1-W/C)(2- N/C - §/0)
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Dans le cas d’une singularité isolée (par exemple a =€) alors C = o00. SiT # S,V # S
et S # 0, d’apres la regle particuliére on aura

(1-T/S)""

7

r=a-C+p avec a—w,(c")-i-w("“) 2#00 et B=N/2-W # o0
r/C=a etdonc E =oo.

wi™=1/2 et W™t =

Dans la pratique il est vraiment difficile de trouver une singularité isolée car souvent
quand on trouve, dans une colonne paire, deux quantités presque égales, alors dans la
meéme colonne toutes les quantités suivantes sont aussi presque égales aux deux premieres.
Dans ce cas, la régle précédente ne permet pas d’éviter les calculs instables. Par exemple,
quand a = e = ¢ alors C = § = 0o et quand on calcule les w et 7 on a le rapport §/C qui
n’est pas défini.

Cependant l'utilisation de la regle permet (a part pour les quantités @g")) de sauter
au-dessus du breakdown. En effet quand le programme qui implémente le ©-algorithme
trouve deux quantités adjacentes dans une colonne paire exactement égales (& cause de
la précision finie de 'ordinateur), il doit s’arréter a cause d’une division par zéro dans la
colonne impaire suivante. Avec cette régle particuliere, une quantité dans une colonne
impaire peut toujours étre calculée car les formules lient seulement des éléments qui
appartiennent aux colonnes impaires et ces éléments sont d’habitude trés grands (quand
la colonne paire précédente contient une bonne approximation de la limite) mais ils ne
sont presque jamais égaux.

1.2.5 Régle pour les colonnes impaires

Posons
N = @(")
Je=eft  aef,
W = @gTz) (n+2) C= @27:+ (nt1) E= @g,;:)n
) €= @22 1 \ d= e2'l:+1
= O} ey ST OR 2
i= @2:-1 h = @g::l)

V = @(n+3
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Utilisant la forme normale de 1’algorithme on a

(n+1) _
C=W+ 21 avec Wt = _7; W —
- G-e " —(c-a)
donc C=W - T_W]
(e—a)(i—e) —1
b=a+ 1 d—e+—1— h=1i+
- C—(I)V’ - s-C’ - S-V
_ wk" (n)=_ S—C
E C+d—b avec wy = (="

S-C

donc E=C- = .
(d=b)(h—-d)” -1

Si a est différent de e mais proche, alors le dénominateur de C sera presque égal a —1
et alors C sera presque égal a T'. Si e est différent de 7 mais proche, alors le dénominateur
de C sera grand et donc C sera presque égal 8 W. Dans ce cas il n’y a pas un probléme de
vraie instabilité dans le calcul de C et de toutes les autres quantités. La seule condition
d’instabilité arrive quand a, e et 1 sont tous presque égaux, mais cette condition, pour les
quantités adjacentes d’une colonne impaire, n’arrive presque jamais dans la pratique.

Cependant la forme normale pour les calcul des quantités d’une colonne paire, ne permet
pas d’utiliser le O-algorithme si e et 7 (ou h et d) sont exactement égaux. Donc on cherche
une formule différente qui permet d’éviter ce breakdown.

Nous faisons des modification algébriques et nous avons

T-W _w_ (T-W)i—e)
(e—a)(i—e)' -1 (e—a)—(i—¢)
W(2e—a—-1i)~ (T -W)(i—¢) _ W(e—a)-T(i—¢)
(2¢ —a —1) (2¢ —a — 1)

C = W-

Si les deux différences e — a et 1 — a ne sont pas presque égales, cette formule évite aussi
partiellement ’erreur de cancellation de la forme normale, qui arrive quand des quantités
W et T deviennent trés proches.

1.2.6 Exemples numériques

On définit une valeur m qui représente le nombre de chiffres décimaux que l'utilisateur
accepte de perdre a cause de l'erreur de cancellation.

La régle particuliére pour les colonnes paires du ©-algorithme sera utilisée pour calculer
les @g',:)_,_:, quand, pour tout k = 0,1,... et pour tout n = 0,1,... la relation suivante est
verifiée

5™ - 65"

@g:-H)

<1 ou




22 Chapitre 1. Méthodes d’extrapolation

Dans notre cas, nous avons utilisé la régle aussi quand il y a plusieures singularités,
c’est a dire quand plusieurs quantités adjacentes de la méme colonne ont été trouvées
presque égales.

La regle particuliere pour les colonnes impaires sera utilisée dans le calcul de ®2k+2
quand

oGty —elt)
Clyes

Ggfi-f'?) @(n+1) <10

<1l ou

@g'l:-ﬂ)

Dans tous les tableaux suivants on montre le nombre de chiffres décimaux exacts
(— log,q |erreur relative|). La valeur 999.0 indique que toutes les chiffres sont exacts.
Quand une valeur manque, cela signifie que dans ’algorithme il y a eu un breakdown et
donc la valeur du tab]eau n ‘est pas possxble a calculer. La suite des valeurs données pour

n=0,12,... et 00 0 0@ ol ol ol ol o,

Les calculs ont été faits sur un PC avec le Microsoft FORTRAN Optimizing Compiler
avec lequel on a une précision d’environ 15-16 chiffres décimaux.

i Exemple 1

On considere la série

x© .
e* =Y ¢'/i!

=0
et la suite suivante dérivée de cette série
So = 0
n-1 )
S, = Y z'/il, n=12,...
=0

Cet exemple a été déja donné par Wynn [48] et il est intéressant car il y a, pour z = 2,
une singularité isolée dans une colonne impaire (@&‘) =0 = 0.5) et une autre quand
z =4 (0 = 6" = 9.3749999999999 - 10-2).

Avecm = 12 on a obtenu
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z=—4.5 z=-20 z =20 z =25 z=4.0
|nl] © [@rp. ] © [Orp. ] © JOrp.] © [Orp. | © [Orp.]|
3 || —0.68 | —0.68| 0.32 0.32 0.06 || 0.02 0.02 | 0.00 0.00
4 | -085 —0.85) 0.75 075 049 049 0.22| 0.22} 0.02 0.02
5 || —0.84 | —0.84 || 1.26 1.26 || 1.28 1.28 | 0.80 0.80 0.12
6 0.79 | 0.79| 3.02 3.02 1.59 || 0.60 0.60 0.00
7 1.17 117 || 3.92 392 3.67| 3.67| 2.53 2.53 0.17
8 1.58 1.58 || 4.78 4.78 || 4.47 | 447 | 3.73 3.73 1.16
9 4.11 411 1 6.98 6.98 482 || 4.44 4.44 0.61
10 4.76 4.76 || 8.20 8.20 || 6.55 6.55 || 5.17 5.17 3.63
11 5.36 5.36 | 9.49 9.49 | 9.16 9.16 | 7.10 7.10 4.02
12 1.27 7.27 || 11.56 | 11.56 10.25 || 8.20 8.20 3.64
13 8.14 8.14 |1 12.33 | 12.33 || 11.10 | 11.10 | 10.21 | 10.21 4.46
14 9.14 9.14 || 12.76 | 12.76 || 11.67 | 11.67 || 10.82 | 10.82 8.29
15 11.68 | 11.68 || 13.21 | 13.21 12.10 || 9.46 9.46 9.70
16 | 11.61 | 11.61 | 12.93 | 12.92 || 12.12 | 12.12 || 11.53 | 11.53 11.68
17 | 11.77 | 11.77 |} 15.21 | 15.09 || 12.53 | 12.53 || 11.98 | 11.98 10.06
18 || 12.29 | 12.29 || 15.39 | 15.39 11.80 }} 12.02 | 12.02 10.07
19 || 11.59 | 11.59 999.0 13.22 || 11.99 | 11.99 10.07
20| 13.32 | 13.32 999.0 14.31 || 12.07 | 12.07 10.07
21 || 12.66 | 12.66 999.0 14.97 || 12.01 | 12.01 10.07
22 15.81 999.0 999.0 11.80 10.06
23 15.81 999.0 999.0 13.45 10.22
24 15.81 999.0 999.0 12.16 10.07

Pour toutes les valeurs de z, quand deux valeurs successives de la suite donnée ne
sont pas exactement égales, la régle particuliere permet de calculer entiérement le tableau
du ©. Les régles normales, au contraire, trouvent des breakdowns dans les calculs de
certaines valeurs. Pour ce qui concerne la stabilité, quand les valeurs sont toutes les deux
calculables (sans et avec les régles particuliéres), les régles particulieres donnent presque
toujours le méme nombre de chiffres exacts. Il y a beaucoup de cas dans lesquels les regles
particulieres donnent un résultat meilleur (par exemple o), @518), @g“), @92), el
0¥, 0 et 0, pour z = 2.5) et il y a aussi des cas dans lesquels le résultat est pire

(par exemple iy, G)glo) et 0 pour z = —-2.0).

Exemple 2

On considére la suite suivante qui converge vers S = 1

So = a
Sn+1 = \/Sn, n=0,1,...

On obtient, pour différentes valeurs de a et m les résultats suivants
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a=25 a =50 a = 500 a = 5000
Orp.|Orp © r.p.| O r.p. ©r.p.| O r.p. O 1.p.|O r.p.
nl O s m=12|| © |m=5 |m=12] © |m=5|m=12] @ |m=5|m=12

12|{11.05| 11.05| 11.05 7.83| 7.83| 7.83| 6.86/ 686| 6.86| 6.57| 6.57| 6.57
13]{12.45| 12.45| 12.45)10.33| 10.33| 10.33| 8.68| 8.68| 8.68) 7.90| 7.90| 7.90
14 |13.73| 13.73| 13.73|12.22 | 12.22| 12.22|/11.20| 11.20| 11.20}10.05 | 10.05| 10.05
15)14.84| 14.91 | 14.91{13.30| 13.31| 13.30|12.32| 12.32| 12.32|/11.54 | 11.54| 11.54
16| 10.63 | 12.23 | 12.70/14.88| 14.75| 14.88|13.37| 13.37| 13.37|13.14| 13.13| 13.14
17|/ 14.61 | 14.61| 14.61|13.36| 13.28| 13.33( 14.07| 14.06| 14.09|13.47| 13.45| 13.47
18)111.64| 13.26| 13.68|13.43| 13.27| 13.38|[14.51| 14.48| 14.5113.92| 13.90| 13.91

19(114.81| 14.81| 14.81 14.40 | 14.17{15.11| 15.11| 14.91 | 14.44| 14.45| 14.44
20| 14.51 | 14.45| 14.57 14.44| 14.45(14.45| 14.81| 15.26 || 14.51 | 14.51 | 14.51
21| 14.48| 14.48| 14.51 14.41| 14.45|14.65| 15.05| 15.65| 14.48 | 14.48| 14.48
22(14.33| 14.22| 14.42 14.46 | 14.46(15.11| 15.65| 15.35([14.56 | 14.57 | 14.56
23 15.35 ] 15.18 14.45| 14.46|14.95| 15.18| 15.35|15.11| 15.26 | 15.18
24 15.35] 15.18 14.44| 14.46|15.00 15.26 | 999.0 14.91| 14.78
25 15.65| 15.65 14.45| 14.46|14.33| 15.35| 13.66 15.35| 15.35
26 15.65| 999.0 14.45| 14.45{13.32| 13.78| 12.63 15.35| 15.05
27 15.65| 999.0 14.45] 14.46(14.07| 14.31| 13.12 999.0 | 15.95

La encore les régles particuliéres permettent de sauter au-dessus de tous les breakdowns
trouvés en utilisant les régles normales et en plus elles permettent de trouver une meilleure
approximation de la limite.

Quand a = 5, les régles particulieres ne peuvent pas continuer apres n = 27 car il
y a un breakdown dans la régle particuliére pour les colonnes paires parce que »/C est
exactement égal a —1. Cependant, avec la méme valeur de a, pour n = 16 et n = 18 on
a une bonne amélioration du nombre de chiffres exacts.

Exemple 3

On considére la série

et la suite suivante derivée de cette série
n

Sa=3 (i+1)7? n=01,...

=0

Pour différents choix de m on a obtenu
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© reg. part. O rég. part.
nll © [m=sim=6m=Tm=9]n]] O [m=53[m=6] m=T] m=79]
27 B.57 8.49 8.57 B.57 B8.O7163] —3.81 4.38 5.54] —3.82] —-3.83]
28 8.05| 8.29| 8.05| 8.05| 8.05(64| -5.19 7.88| 8.16| —-5.18} —5.19
29| 7.23| 859 7.23| 7.23| 7.23|65| —6.12|| 6.84| 7.45| —6.09| —6.11
30 7.50 8.37 7.50 7.50 750166l —6.33 7.24 7.53| —6.31] —6.33
31y 6.77| 8.73] 6.77| 6.77| 6.77(67) -7.27| 6.23| 7.00] -7.22| -7.25
32y 7.65| 873} 7.65| 7.65| 7.65{68| —8.55 520 5.61| —8.49| —8.52
33 6.34 8.73 6.34 6.34 6.34(69]| -—8.41 5.29 595 —8.35| -—8.38
344 7.70| 873 7.55| 7.70{ 7.70{ 70| —9.70| 4.68{ 5.07| —-9.62| —9.65
35 7.97| 8.73| 7.27| 7.98| 7.98(71 4.22 3.96| 3.97 5.90 6.02
36 7.78 8.73 7.42 7.79 7.79472( —-10.85 4.28 466 —10.74| —10.78
37| 8.14 8.73| 7.12( 8.15| 8.15(73 3.89 3.65| 3.66 5.69 5.89
38| 9.98 8.73 8.07 9.94 9.941 74 3.48 3.45 3.45 5.63 5.73
39| 8.29 8.73{ 6.95| 8.31| 83175 3.57 3.37| 3.37 5.65 5.77
40 8.73 8.72 6.68 8.74 8.74 176 3.16 3.17 3.17 4.55 5.61
41 7.85 7.21 4.87 7.86 7.86 |77 2.62 2.68 2.68 2.78 5.39
42 8.06 8.71 5.36 8.07 B.O7|I78 2.83 2.91 2.90 3.12 5.49
43 7.39 6.91 3.56 7.40 740179 2.29 2.42 2.42 1.43 5.28
44 6.77 6.92 2.33 6.77 6.77 |1 80 1.58 1.87 1.87| —0.45 5.01
45 7.10 6.93 2.23 7.10 7.101 81 1.97 2.16 2.16 0.08 5.18
46 6.63 6.75 0.90 6.63 6.63 | 82 1.26 1.61 1.61| —1.80 4.97
47 6.48 6.91| —0.85 6.48 6.48 | 83 4.76 4.53 453 —3.32 4.71
48 6.67 6.82| —0.50 6.61 6.61 || 84 0.93 1.35 1.35| -3.15 5.09
149 6.48 6.51| —2.24 6.48 6.48 || 85 4.30 4.16 416 —4.67 4.24
50 6.42 6.80| 6.92| 6.42| 6.42](86 3.75 3.19{ 3.19| -5.79 3.73
51 6.42 6.96 | —3.60 6.41 6.41 | 87 3.83 3.75 3.75| —6.02 3.77
52| 6.13 6.91| 7.04| 6.07| 6.07| 88 3.29 2.75| 2.75| =17.15 3.26
53| 4.47 701 7.26| 445 4.45| 89 2.59 0.93| 0.93| —8.77 2.58
54 4.72 7.03 7.17 4.68 468190 2.82 2.32 2.32| —8.50 2.80
55 3.28 7.25 7.40 3.25 3.25(191 2.12 0.50 0.50| —-10.12 2.12
56 1.56 8.85 8.02 1.52 1.52{ 92 0.55 4.15 4.15| —-12.57 0.55
57 2.10 7.40 7.51 2.07 2.071193 1.66 0.06 0.06 | —11.47 1.65
581 0.41 7.89 7.33| 037 03794 0.09 3.90] 3.90|-13.93 0.08
59| —1.52| 6.67] 6.69| —1.55| —1.55{95| —0.28 3.65| 3.65|-15.21] —0.29
60 —0.74) 6.83| 6.74] —0.78| —0.78]/96| —0.38 3.65] 3.65|—15.28| —0.38
61 —2.66 5.54 6.11{ —2.69| —2.69(97|| —0.75 3.40 3.40{-16.56| —0.75
62| —4.04 7.99| 8.35{ —4.05| —4.06(/ 98 —1.78 3.10| 3.10|—-18.59| -1.79

Comme ’on voit, cet exemple est trés sensible au choix de m. Si m = 5 ou plus petit,
alors les deux régles particulieres sont appliquées presque depuis le début pour le calcul des
valeurs apreés le 10-eme terme de la troisieme colonne et elle continuent a s’appliquer dans
les calcul successifs pour toutes les autres valeurs du tableau. Cela permet & l’algorithme
d’obtenir dans les trois premiéres valeurs des colonnes 18, 19, 20 et 21 (qui correspondent
& n = 27 jusqu’d n = 38) un nombre de chiffres plus grand que celui des régles normales.
En plus les résultats obtenus avec les régles particulitéres (méme si parfois ils sont un peu
moins bons).ne souffrent pas de 'instabilité qu’il y a dans certains endroits du tableau et
elles donnent une approximation acceptable aussi pour des valeurs trés grandes de n (par

exemple quand n = 96 qui correspond a @g:)).
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Si m = 6 la regle particuliere est appliquée plus tard, aprés le 20-éme élément de
la troisieme colonne. Donc dans les colonnes 18, 19, 20 et 21 on ne trouve aucune
amélioration et, au contraire, les régles particuliéres donnent une zone d’instabilité dans
les environs de n = 48 qui ne se trouve pas dans le cas des régles normales. Mais dans ce
cas la, les régles particuliéres permettent de retrouver de bons résultats comme dans le
cas de m = 5.

Sim =7 oum =9, & cause de "application tardive des régles particuliéres (pour
m = 9, par exemple, elles sont utilisées seulement & partir de la colonne 5) I’algorithme
avec les régles particuliéres devient presque chaotique avec certaines valeurs meilleures et
d’autres valeurs pires.

Pour n’importe quel choix de m, le nombre de chiffres exacts des résultats des colonnes
2 a 16, avec et sans les régles particuliéres, est presque pareil.

Pour terminer quelque commentaire général.

La théorie du ©-algorithme ne permet pas, & I’heure actuelle, de construire des exemples
qui donnent dans une colonne du tableau des valeurs algébriquement connues ou une
singularité isolée. Cela est possible pour d’autres algorithmes d’extrapolation, par exemple
pour ’c-algorithme. La seule possibilité est de comparer les résultats avec ceux obtenus
en utilisant une plus grande précision ou le calcul formel. En faisant cela pour certaines
suites, nous avons remarqué que les valeurs de la colonne 1 (pour lesquelles les régles
particulieres ne peuvent pas étre utilisées) sont déja affectées par une erreur et donc,
dans certains cas, les régles particuliéres ne sont pas capables de corriger 'instabilité des
résultats.

L’interét principal de ces régles particuliéres est d’éviter le breakdown des regles nor-
males (excepté quand le breakdown arrive dans la colonne 1, quand deux valeurs de la
suite donnée sont exactement égales, ou le cas rare r/C = —1).

En ce qui concerne le gain de chiffres décimaux, il n’est, en général, pas vraiment
remarquable et cela est probablement di au fait que les singularités ne sont pas isolées et
qu'il y a des zones (parfois grandes) dans le tableau de singularités adjacentes et dans ce
cas la les régles particuliéres ne sont pas appliquables (en théorie).

1.3 Prédiction

En général, quand on consideére une suite, on se trouve dans 1'un des trois cas suivants:
1. tous les termes de la suite sont analytiquement connus;
2. seulement une partie des termes de la suite est connue;

3. on peut calculer numériquement tous les termes de la suite par une méthode quel-
conque.

Quand on veut utiliser une méthode d’extrapolation la situation, par rapport a ces
trois cas, est la suivante. Le premier cas est évidemment le meilleur car on connait
toute la suite et donc on peut choisir la méthode d’extrapolation la plus adaptée (selon
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les caractéristiques connues de la suite) et donc il n’y a pas de problemes (a part les
problémes dis & 'utilisation de l’arithmétique de 'ordinateur). Dans le deuxiéme cas
on est forcé d’utiliser la méthode d’extrapolation seulement sur les termes connus de la
suite. Dans le troisieme cas si la méthode numérique est assez précise, on se retrouve
dans le premier cas. Si la méthode, au contraire, est trés lourde comme temps de calcul
ou présente une perte de précision dans le calculs des terms successives, 'utilisateur peut
vouloir s’arréter aprés un certain nombres de termes calculés et donc on rentre dans le
deuxiéme cas.

La prédiction, est basée sur ’extrapolation et elle peut aider & résoudre les problemes
de détermination des termes inconnus de la suite dans le deuxiéme et dans le troisieme
cas. Donc au lieu d’obtenir une nouvelle suite qui converge vers la limite, plus vite que
la suite donnée, on cherche & donner une valeur approchée des termes inconnus, a partir
des termes connus. C’est a dire a partir, par exemple, de Sg, Si1,...,S, on veut “prédire”
Snt+1y Sn42y e .o

Gilewicz dans [25] a été le premier a avoir cette idée et il I’a appliquée au calcul des
termes inconnus d’une série en utilisant le développement en série formelle des approxi-
mants de Padé. Plus tard Sidi et Levin [41] 'ont encore appliquée avec la transformation
t qui est une approximation rationnelle de type-Padé pour les séries de puissances.

Brezinski [9] a été le premier & montrer comme utiliser le procédé A? d’Aitken et le
E-algorithme pour prédire les termes inconnus d’une suite.

Nous allons, dans la suite, reprendre les résultats obtenus par Brezinski [9].

On consideére une suite (S,) et une transformation de suite T : (S,) — (7). On
appelle noyau de la transformation T ’ensemble

K71 = {(u,)|3N,38,Yn > N,u, = §}

ou S est la limite de la suite (S,). T est dit une méthode d’extrapolation si la condition
suivante est verifiée

Vn, T, = S si et seulement si (S,) € Kr.

Le noyau d’une transformation de suite, en général, dépend de plusieurs parametres et,
dans sa forme implicite, c’est une relation de la forme

R(Sn,...804g:5) =0

ou R dépend aussi des paramétres ay,...,a,.
Si I'on part de cette relation, et que l’on écrit le systéme suivant obtenu en utilisant
k + 1 termes de la suite et plus précisement S,,...,Snsk (k= p + q),

R(Siy...,S5i4¢,5) =0, i=n,...,n4+p

En résolvant ce systéme on obtient la valeur de l'inconnue S (qui d’habitude dépend du
premier indice n et de k = p+q et qui a été, pour cette raison, appelé T,S")). Evidemment,
dans le cas général, T,E") est seulement une estimation de la limite S qui a été obtenue
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par k+ 1 valeurs de la suite donnée et la connaissance des termes Sptx41, Sntk+2,... D'est
pas nécessaire.

L’on suppose donc avoir une méthode d’extrapolation T,E") obtenue & partir de la relation
R et donc avoir a,,...,a,et S = T,S").

Il est évident que, & cause des conditions d’interpolation, la relation

R (Si, ooy Sitgi TIS")) =0,

qui est valable pour i = n,...,n + p est aussi valablepourt=n+p+1,...,n+ k. Donc
les valeurs inconnues de la suite peuvent étre obtenues en résolvant les équations qui sont
données par cette relation (en partant de la valeur ¢ = n + p + 1) et en utilisant soit
les valeurs connues (jusqu’a ce que ce ne soit plus possible) soit les valeurs précédentes
prédites (voir Brezinski [9]).

Puisque les valeurs approchées dépendent de n et de k, on les indique avec la notation
S,(:,Zl_, pouri = 1,2,... (si n est fixé, il sera supprimé pour alléger la notation et de méme
pour k). Pour les calculer il faut résoudre I’équation

R (Sntpsir s Snskr S TEY) = 0
puis aprés I’équation
R (S"+p+2’ cs Stk Sr(::'l:h—v SS:’::)H’TISN)) =0

et ainsi de suite.
Avant de décrire comment I’on peut utiliser cette idée avec le procédé A? d’Aitken nous
allons changer un peu les indices. On suppose connaitre n + k + 1 valeurs So, 51, ..., S,
..y Sp4k d’une suite (S,) et 'on veut utiliser des méthodes de prédiction pour obtenir
des valeurs approchées pour Spiit1, Sntk+2, ---- Quelle est la signification des indices n
et k dans ces méthodes? La valeur n indique le terme de départ de la suite que I’on veut
considérer dans la méthode d’extrapolation. La valeur k + 1, est le nombre de termes
successifs (a partir de S,) qui doivent étre utilisés dans la méthode d’extrapolation.

Le procédé A? d’Aitken

Prenons d’abord en considération la méthode d’extrapolation la plus connue, c’est a
dire le procédé A? d’Aitken. Pour cette méthode l'on a p = g =1 (k = 2) et la relation
R est

R(ui,uipju) =wig1—u+a (y;—u)=0 pouri=0,1,....

Si 'on prend les valeurs Sp,Sp+1,Sn+2, on peut construire le systéme qui calcule
I’estimation de la limite S de la fagon suivante

Sn+2 = S—al(Sn+l_S)
Sn-H = S—al(S,,—S).
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En résolvant ce systéme on obtient

AS,
@ = ——K.ST . et
_ (n) - AS'H—I
§ =1L = Ser—"mg

Si maintenant on résoud les équations
R (Sr(a’-‘l—)i+lisr(l':-)i+2; S) = S,(,'_?‘+2 -S+a (Sr(tr-ll-)|+1 S) =0

pouri = 1,2 ..., avecles valeurs de S = Tif") et a; que ’on vient de calculer, on obtient
Palgorithme suivant

S.‘(n) = 5, 1=0,...,n+2

n Asn n .
")y = Spp2+ "AT:]' (881 = Sna1) i=1,2,... (1.4)

Une nouvelle suite (S,(,'B,»“) est construite en utilisant les valeurs précédentes prédites

et les valeurs S, Sn41 et S,.42 de la suite donnée (quatre valeurs sont donc nécessaires a
chaque étape). Cet algorithme a été donné par Brezinski dans [9).
Dans cet article il y a aussi étudié les erreurs et il a donné les théorémes suivants

Théoréme 1.12 Soit(S,) une suite convergente telle que 3IM, N,Vn > N, |AS,41/AS,|
< M. Alors ¥i > 1, lim (Snpirz = S{ys) = 0.

Donc plus la valeur de n est grande et plus les valeurs prédites seront meilleures. Il a
donné aussi le résultat suivant

Théoréme 1.13 Soit(S,) une suite convergente telle qu’il existe a avec lim AS,.1/AS, =
a. AlorsVi > 1, lim (Sn+,~+2 - n+,+2)/ASn+1 =0. Sienplusa 76 0, alors Vi 2 1,
nli{%o (Sn+|'+2 - n+|+2)/ASﬂ+l+1 =0.

Si 'on prend la suite S, = 0.9"/(n + 1) les résultats donnés dans [9] montrent bien que
la précision diminue quand n est fixé et que i augmente. Cela ne doit pas étonner car,
dans le cas suivant, Brezinski a démontré que

Théoréme 1.14 Soit (S,) une suite qui converge vers S et telle que Vn, AS, <0 et

AS] A52
_—— = .
_ AS, ~ AS, ~ <!
Alors, Vn

‘ S-8SM<...< 8- S',(," < Snis— Sn+3

. oln) _ 1 (n
ot ™ = l,hqrg Sn+),-+2.
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Ces théoremes montrent que, sous certaines conditions faibles, si n augmente alors les
valeurs prédites sont meilleures et quand n est fixé et que < augmente, la précision du
terme prédit diminue.

Les conditions de ce théoreme sont toujours verfiées par les suites totalement monotones,
c’est & dire les suites pour lesquelles Vk,n,(—1)*A*S, > 0. La condition AS,,,/AS, < 1
pour tout n n’est pas restrictive car si AS,41/AS, = 1 pour certains indices n alors
Vi > n, AS; = AS, et le suite ne peut pas converger. Les suites totalement monotones
satisfont aussi aux théorémes 1.12 et 1.13.

Maintenant nous allons proposer un algorithme pour utiliser la prédiction avec le
procédé A? d’Aitken qui, par rapport a (1.4) pour le calcul d’un terme, n’utilise que
les trois valeurs prédites précédentes.

Naturellement (1.4) est aussi valable si I’on pose i — 1 a la place de i et donc on a

ASn+1

o (Sih = San) (1.5)

Sr(x'-lt-)i-H = Spt2+

Soustrayant la relation (1.5) de la relation (1.4) on obtient

n n ASn n n
Sr(l-i')i+2 = Sr(w—).'+1 + _A—.S:__l ’ (Sr(a-o-).‘ﬂ - Sr(s+)-‘) ) (1.6)

La relation (1.6) est aussi valable si I’on pose encore 7 — 1 a la place de ¢ et la nouvelle
relation permet de calculer le rapport AS,,,/AS, de la fagon suivante

AS..  ASY),
AS,  Ast

n+i-1

Donc, en remplacant ce rapport dans (1.6), I’on obtient 1’algorithme suivant
P PP g

s = s i=0,...,n+2

S
32
3
N

|
A
iz
3

E-algorithme

Maintenant nous supposons que la relation R soit de la forme
Sp—S—argi(n)— - —akgi(n) =0

ou les suites auxiliaires (g;(n)) peuvent aussi dépendre de (S,).
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En écrivant cette relation pour k + 1 termes de la suite (S,) et en résolvant le systéme,
on obtient la transformation E (voir Brezinski [4]) qui permet de calculer une estimation
de la limite S par

Sn v Stk
gi(n) -+ @i(n+k)

9i(n) - g(n+h)
1
qai(n) - gi(n+k)

E{M =

g(n) - gi(n+E)

En suivant le méme procédé que pour le A? on obtient, pouri=1,2,...

Sn - Sn+k 0
1 [ 1 1
gi(n) - gi(n+k) gi(n+k+i)
glkm) - _ ge(n) -+ ge(n+k) gi(n+k+i)
Ak 1 .- 1
gi(n) -+ gi(n+k)
gk(n) -+ ge(n +k)

Sigi(n+k+1),...,9c(n+k+1) dépendent aussi de Sy, .. S,,.,.H, 1, on doit remplacer
dans leurs expressions Sn+k+1 par 5n+k+1» ooy Sptk4i-1 par Sn+k+,_1

Les valeurs prédites Sn Tk +i peuvent se calculer récursivement 4 1’aide de la généralisation
du schéma de Neville- Aitken pour 'interpolation polynomiale qui a été donné par Miihlbach
[36]. C’est 1'algorithme Miihlbach-Neville-Aitken (appelé aussi MNA), dont un cas par-
ticulier est le E-algorithme, voir Brezinski [5]. Si l'on assume que les valeurs Sg,..., S,
soient connues, alors pour j > m et n + k < m, cet algorithme a la forme suivante

SJ(O,n) — Sn , g(():) = g,'('n-) - 9:(.7) ’

S§k—],n+1) S(k—],n)

gkn) _  glk=1m) _ O
’ ’ gt - g;‘!"l '
n=0,1,...;k=12,...
(n+1) (n)
n k-1 — i~ 1.4 n
gl(:n;) = gl(c )l i T T(nt1) ) gl(c—)l,k ’

k-1k ~ Jk-1k
n=0,1,...; k=1,2,...;1 > k.
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Puisque les régles de cet algorithme, & part les initialisations, sont les mémes de celles
du E-algorithme, on peut utiliser la subroutine EALGO que nous avons donné dans {14].
Pour ce qui concerne la convergence on a (voir Brezinski [9})

Théoréme 1.15 Soit (S,) une suite convergente. SiVi, il eziste b; # 1 tel que "h_'r{_xo gi(n+
1)/gi(n)=b: et 5i Vj#i, b;#b; alors Vi, k, lim (S%),— Sniksi) =0.

Si I’on prend g;(n) = z!, alors le MNA-algorithme se simplifie et devient le schéma de
Neville- Aitken pour l'interpolation polynomiale et I’on aura, pour j > metn+k<m

son =g, n=0,1,...

J

(k-1,n+1) (k—1,n)
S‘gk,ﬂ) — S(k-—l,ﬂ) _ SJ —S]
7

'(zﬂ—zj) )

n=01,...; k=1,2,...

Tntk — Tn

Dans tous les cas, si n + k > m, alors les termes inconnus Sy,11,..., s+ doivent étre
remplacés par les termes prédits correspondants.

Si 3b # 0,%1 tel que nh_g; Tp+1/zn = b alors les conditions du théoreme 1.15 sont
‘toujours satisfaites.

Les nombres Sj(k'") du schéma récursif peuvent étre placés dans un tableau a double
entrée comme suit

0 k
! !
0— SJ(-O‘O) =5
S](O,l) = 5, 51(1,0)
50D - g, sa 5(20)
n— Glkn—k)

P
(kn-k+1)
55

n+k—o

L’indice qui est mis habituellement en bas et qui dénote la colonne, a été placé ici comme
premier indice en haut. La deuxiéme indice en haut indique la diagonale descendante et
'indice en bas j indique le terme inconnu S; de la suite (S, ) que l’on veut calculer.
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1.3.1 Applications

Dans [34], avec Morandi Cecchi et Scenna, nous avons appliqué la prédiction a la déter-
mination de la solution d’un probléme parabolique d’évolution.
Il s’agissait de chercher la solution de

u — Au = f (z)t)EQT
ulan =0, t e [O,T]
u(z,0) = uo(z) z €N

ol u = u(z,t), f = f(2,t),Qr =0 x [0,T] et Q CRY, (d=1,...,n).
Sous certaines conditions, décrites par Morandi Cecchi et Nociforo [32], la formulation

variationnelle suivante de ce probleme a une solution unique
trouver u € L2(0,T; H}(Q)) tel que

[ 172, 99) - (g0l dt = [ (7, 6)d + (uo(2), 9(0)), (1)
¥g € L2 (0,T; HY(Q)) ,¢' € L (0,T; L*(R)) , (T) = 0,

ou (-,-) est le produit scalaire dans L?(Q).

On consideére une discrétisation par rapport a t avec les valeurs 4 = 0 < ¢; < -+ <
tvy = T. Dans chaque slab Q x [tn,tn41] on prend une discrétisation par éléments finis
du probléeme variationnel et les fonctions-test dans SP(2) ® P9 ([tn,tn+1]) ot SE(Q) est
I’espace des éléments finis des polyndmes par morceaux de degré p dans 2, h le parametre
de la maille et P?([t,,tn+1]) ’ensemble des polynémes de degré q dans [t,,tn41].

Passant d’un slab au suivant, la continuité dans le temps de la solution approchée est
imposée. Donc on obtient un procédé itératif qui donne la solution au temps ¢,,, a partir
de la solution au temps t,,. Cette méthode est équivalente a appliquer la méthode des
éléments finis de Galerkin en espace et aprés la méthode des différences finies en temps.
Cette méthode a été appelée space-time finite element method.

Si f est indépendant de ¢t on obtient une méthode itérative de la forme

U™ = MU +b (1.8)

ol U™ est la solution au temps t,, = n-At(n =0,1,...,N—1) aux nceuds de la subdivision
de Q.

La précision de cette méthode peut évidemment augmenter si ’on prend des polynémes
en temps de degré plus grand que un, mais alors le calcul devient trés lourd. D’autre part
la condition de stabilité peut imposer un interval de temps trés petit.

Donc, pour étudier le probléeme (1.7) pour des valeurs significatives de T, on utilise la
méthode (1.8) et aprés on applique la prédiction pour évaluer la valeur de la solution UV
au temps T en ayant calculé seulement trés peu de termes de la suite (U™), par exemple
vo,U,...,U™ aveem < N.

Soit U" € R™» le vecteur des coefficients de U™. On considére ce vecteur composante par
composante. Donc on aura des suites de nombres réels qui convergent vers les composantes
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correspondantes de la solution du vecteur limite U. Soit (U); la i-éme composante de
—n
U .

Pour avoir la certitude que la prédiction (par exemple le procédé A? d’Aitken) puisse
étre bien appliquée a ce cas, il faut que certaines conditions sur les rapports suivants

soient verifiées
(aT™)./ (aT7)

La matrice M de (1.8) a NV, valeurs propres réelles |A;| > --- > |An,|, avec les vecteurs
propres correspondants &;,...,Zy,. Puisque la forme de la matrice M dépend de la

triangularisation de 1, on peut toujours avoir |A;| > |A2} > -+ > |AN,|. On écrit AT°
comme combinaison linéaire des vecteurs propres AT = Prz1+:--+BN,ZN,, avec B # 0.
On aura ATU™" = MAT™ = M™'AT’, et donc

i=1,..., Np

. )
3

AU"+1 = ,BlM'H']:E] + ﬁzMn+152 + ...+ ,BN;.MH+15N,.
= BIATTIE + BT E + - + BN, AN EN,

Ay n+1 Ay n+1
= '\?“ (5151+ﬁ2</\—> 52+-~'+5N,,(/\h) 5N,.)
1 1

Si ’'on considére cette égalité composante par composante, puisque |A;/ A;| < 1, pour
1=2,...,Ny, on aura

lim (Aﬁ"“)i/ (AU")’, =X\ avec |A| < 1.

n-—— 00

D’aprés les théorémes démontrés par Brezinski [9] on aura

lim ((_(7"””) _ <Un+j+2,(n))‘) 0 et

= (F‘“H') _ (Url+j+2.(n)>
nh_’rglc ('AU"H) L=0 pour j=1,2,...;5i=1,...,Na

et donc la prédiction peut donner de bons résultats. En effet les exemples suivants
montrent que la prédiction arrive a donner la méme précision que la méthode elle méme
avec bien moins de calculs.

Les exemples sont les suivants

e les exemples 1 et 3 sont des problemes aux limites avec conditions homogénes de

Dirichlet
e ’exemple 2 est un probleme aux limites avec conditions homogénes de Neumann.

La théorie donnée dans [9] montre que la précision de la prédiction peut diminuer
quand on fixe n et augmente j. L’exemple 1 montre en effet, que la prédiction doit
commencer avec un n assez grand pour assurer une bonne convergence. Par contre, dans
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les autres deux exemples, les premiéres trois valeurs dans le temps considerés (Uo,ﬁl,ﬁz
dans ’exemple 2 et UI,_U2, U dans I’exemple 3 car T° est le vecteur nul) sont suffisantes
pour prédire U(T') avec, au moins, la méme précision de la méthode.

Dans les tableaux suivants, la solution exacte est comparée avec les deux solutions
approchées, ’'une obtenue avec le space-time finite element method et 1'autre avec la
prédiction. Pour les solutions approchées on donne le nombre des chiffres décimaux ex-
acts (—log,, |erreur relative|). N représente le nombre de pas en temps nécessaires a la
space-time finite element method pour donner U(T). A cause de la symétrie dans le com-
portement de la solution, dans tous les tableaux seulement la moitié des nceuds traités en
espace sont donnés.

[Exemple 1. Prédiction avec n = 100 et n = 300.

domaine § = (-1,1),

condition initiale

Ny =29, T =0.05s,
uo(2) = Vo (% — 22) /I
solution exacte (with V5 = 0.5,1 =1, m = 10)

u(z,t) = 32Vo/m* 3 ((=1)"/(2n + 1)) e mCrt 0wt/ cos (20 + 1)mz/21)

n:O

N =500

Exemple 1 - Prédiction avec n = 100 et n = 300
Solution exacte Sol. approx. Sol. prédite
neceud U’ T n=100 | n=300
2 0.064444 | 0.015708 2.786 0.395 4.283
3 0.124444 { 0.031244 2.786 0.410 4.672
4 0.180000 | 0.046437 2.786 0.436 3.853
5 0.231111 | 0.061122 2.786 0.475 3.524
6 0.277778 | 0.075137 2.786 0.531 3.308
7 0.320000 | 0.088329 2.786 0.610 3.149
8 0.357778 | 0.100553 2.786 0.724 3.025
9 0.391111 | 0.111675 2.786 0.900 2.927
10 0.420000 | 0.121574 2.786 1.227 2.849
11 0.444444 | 0.130140 2.786 2.084 2.786
12 0.464444 | 0.137281 2.786 1.139 2.737
13 0.480000 | 0.142918 2.786 0.887 2.701
14 0.491111 | 0.146989 2.786 0.758 2.675
15 0.497778 | 0.149450 2.786 0.692 2.660
16 0.500000 | 0.150273 2.786 0.671 2.655
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IExemple 2. Prédiction avecn =F]
domaine Q= (0,7), N,=21, T=1s, N =200
condition initiale uo(z) = cos(z)
solution exacte u(z,t) = e~ cos(z)

Exemple 2 - Prédiction avecn =0
Solution exacte Sol. approx. | Sol. prédite
neceud i 7 n. de chiffres exacts

1 1.000000 | 0.367879 2.539 2.539

2 0.987688 | 0.363350 2.539 2.539

3 0.951057 | 0.349874 2.539 2.539

4 0.891007 | 0.327783 2.539 2.539

5 0.809017 | 0.297621 2.539 2.539

6 0.707107 | 0.260130 2.539 2.539

7 0.587785 | 0.216234 2.539 2.539

8 0.453990 | 0.167014 2.539 2.539

9 0.309017 | 0.113681 2.539 2.539

10 || 0.156434 | 0.057549 2.539 2.539

11 0.000000 | 0.000000 all all
Exemple 3. Prédiction avecn = 1.

domaine Q=(0,10), N, =29, T=3s, N=300,m=1,1=10

condition initiale

uo(z) =0
u(z,t) = I (1——5"’2"“/’2) sin (wz /1) /(w?m)

solution exacte

Exemple 3 - Prédiction avecn =1
Solution exacte Sol. approx. ISol. prédite
nceud U T n. de chiffres exacts
2 0.000000 | 0.271423 4.891 4.891
3 0.000000 | 0.539872 4.891 4.891
4 0.000000 | 0.802406 4.891 4.891
5 0.000000 | 1.056149 4.891 4.891
6 0.000000 | 1.298320 4.891 4.891
7 0.000000 | 1.526267 4.891 4.891
8 0.000000 | 1.737491 4.891 4.891
9 0.000000 | 1.929680 4.891 4.891
10 0.000000 | 2.100726 4.891 4.891
11 0.000000 | 2.248756 4.891 4.891
12 0.000000 | 2.372149 4.891 4.891
13 0.000000 | 2.469552 4.891 4.891
14 || 0.000000 | 2.539897 4.891 4.891
15 0.000000 | 2.582416 4.891 4.891
16 0.000000 | 2.596640 4.891 4.891




1.4. Une application du E-algorithme ‘ ' 37

1.4 Une application du E-algorithme

Le probléeme de Cauchy pour 'opérateur biharmonique est mal posé au sens d’Hadamard
[28]. Lorsque les données initiales ne sont pas analytiques mais seulement différentiables
un certain nombre de fois il peut sembler convenable de procéder comme suit: d’abord
on approche la fonction qui exprime les données initiales par des polynomes et ensuite
on résoud le probléme en espérant que la solution obtenue de cette fagon ne sera pas tres
différente de la solution du probléme originel. Malheureusement cela est faux. On peut
contourner cette difficulté ainsi: si les données ne sont pas exactement du type Cauchy, il
est possible de résoudre le probléeme en imposant a la solution d’étre uniformement bornée.
La résolution du probléme se réduit ainsi & la minimisation d’une certaine fonctionnelle
avec des inégalités linéaires.

Habituellement ce probléme est résolu par programmation linéaire ou par moindres
carrés a partir des équations normales. Cette approche a été suivie dans [18, 19].

Dans [33] nous avons proposé une nouvelle méthode pour résoudre ce probléme.

Soit C une courbe de Jordan lisse, simple, fermée et rectifiable dont l'intérieur G est
supposé étoilé par rapport a l'origine. Soit » = R(f) I’équation de C en coordonnées
polaires. Le probléme consiste & trouver une approximation de la solution u = u(r,6) de

A%y =0,
u(R(6),6) = f(6)
Gu
—(R(8),0) = g(6
%L (R(8),6) = o(0)
ou n est la direction de la normale intérieure a C et ou on ne connait que des approxima-
tions F, F) et G des fonctions réelles f, f' et g.
Le probléme se réduit a approcher f par une fonction f* qui peut s’exprimer comme
combinaison linéaire

f7(8) = codo(8)+ c11(0) + ...+ cxr(8),

de k + 1 fonctions ¢, d:,..., 0k, choisies a ’avance et ou les coefficients cg,cy,..., ¢k
doivent étre déterminés. La fonction f est connue aux m points distincts P;,7 = 0,
...,m — 1. Nous voulons trouver ¢, c1,...,cx de sorte que ’égalité f*(6;) = f(6;) soit la
plus vraie possible en tous les points. C’est a dire que nous voulons que

\F =73 = Eyrwn—ﬂﬁw

soit le plus petit possible.
Nous avons résolu ce probleme de la fagon suivante: nous définissons 3m fonctionnelles
linéaires par
Lij(du) = &u(6;)

d
Li¢) = 2@)  j=0..,m-1

Lij(d,) = 22

an(gJ) p:O,...,4N+1
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avec

Li;(f) = F(6;), Lyi(f) = Fi(6;), Lai(f) = G(6;)-

Alors le systéme linéaire sur-déterminé représenté par Az = b est de la forme

o(8; 1(6;) .. Panv41(6;
: ( )) é”((g)) dfb‘aNH((g)) (z) = ( 5‘((901)) )
éig g a¢‘41,f/+1 - GI(GJJ)

0) S26;) ... P,
j=0,....m—-1

Oou encore

Lyj(do) Loj(é1) ... Layj(dans1) La;(£)
L3;(¢o) L3i(¢1) ... L3j(@an+1) Ls;(f)
Ce systéme est résolu au sens des moindres carrés a 1’aide du E-algorithme [4] dont on
a modifié les initialisations selon 1’algorithme de Miihlbach-Neville- Aitken [36].
Soit

L(f) = 1(6), (f,9) = i (Lis(£)L15(9) + Las(£)Las(a) + Lo (£)Laj ()

( Lij(¢0) Lij(#1) ... Lij(¢ans1) ) o) ( Ly;(f) )

ou § est I’angle dont les valeurs doivent étre extrapolées.
Nous utilisons les formules récursives

() k*(f;) _ k-(';+l)
fk = f k-1 +¢k Lk™ (nt1) (n)
¢k—1,k — @ik
o 0, - o)
o= el it B ) 20
k-1k = Pk-1,k
i1=k+1,k+2,...

avec les initialisations

£ = (ga f) L)

(¢n7¢0)
(n) _ \_L(#) _ .
X (¢na¢:)(¢m¢o) L(¢:)

et nous obtenons
» 0 -
f 4l(\-)H = L(f).
Dans [33] on trouvera trois exemples numériques correspondants aux choix f = r cos ,
f=14+z%et f=1+sinhysinz. Le E-algorithme se compare trés favorablement avec
les autres méthodes en ce qui concerne la précision. Lorsque I'on a seulement besoin de

certains points, ’algorithme est trés performant du point de vue du temps de calcul et de
plus la précision est meilleure que celle des autres méthodes.
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1.5 Logiciels

Donnont maintenant les principes généraux qui régissent 'utilisation des sous-programmes
mettant en ceuvre les algorithmes d’extrapolation. :

Prenons l’exemple de 1’c-algorithme, la situation étant exactement la méme pour les
autres algorithmes. La méthode la plus simple pour programmer l’c-algorithm est de
stocker dans la mémoire tous les e,(C"). Partant d’un nombre donné de termes de la suite
intiale, chaque colonne du tableau € est calculée & partir de deux colonnes précedentes. Il
faut remarquer que, d’aprés la régle de 1’e-algorithme, chaque colonne contient un terme
de moins que la colonne précédente. Ainsi, partant de Sp,...,Sk, on peut seulement
calculer le tableau triangulaire de la figure (1.1). La méme chose est vraie pour la forme
progressive de l’algorithme: partant de Sp,..., Sk et de ef,o), ey eﬁo), on remplit le tableau
diagonale descendante par diagonale descendante, chaque diagonale ayant un terme de
moins que la diagonale au dessus d’elle.

5_01) =0
5(()0) = So
e(_ll) =0 e&")
4 = 8, a0
5_2]) =0 egl)
X e = 5,
0
E(()k_]) = Sk-]
e_kl) =0 egk“l)
Eék) = Sk
Figure 1.1: Le tableau .
Si un nouveau terme, Si41, est ajouté alors la nouvelle diagonale montante e(()k“), e,

ceey eﬁl), eﬂ)l est facilement calculée. La méme chose est vraie pour la forme progressive

de ’algorithme.

Supposons maintenant que nous voulions réduire ’encombrement mémoire. La fagon
la plus simple d’implémenter 1’e-algorithme est de garder seulement les deux derniéres
colonnes puis de calculer la nouvelle colonne et de faire un décalage. Cependant cette
procédure souffre d’un inconvénient majeur: si 'on veut ajouter de nouveaux termes
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Sk+1s Sk+2,... 11 faut alors recommencer tous les calculs. On peut éviter cet inconvénient
, . . . k) (k- k-2 0
en conservant dans la mémoire la derniére diagonale montante e, e{*™), eg ), ei ),

. . . k+1 T .
Ainsi, quand on ajoute un nouveau terme e(() ) = Sk+1, egk) est calculé a partir de

e(_kfl),egk) et de egk“). Ensuite egk°l) est calculé a partir de egk),egk_l) et de egk). Puis,

e;(,k—z) est obtenu & partir de egk_]), egk_z) et de egk-l) et ainsi de suite. Ainsi, une nouvelle
diagonale montante remplace peu & peu l'ancienne. Afin de programmer plus facilement
cette technique, il est nécessaire d’utiliser des mémoires temporaires comme il a été ex-
pliqué par Wynn [47, 50].

Certains algorithmes sont plus difficiles & programmer et nécessitent en particulier le
stockage de plusieurs diagonales ainsi que d’autres quantités auxiliaires ou méme de
tableaux. Cependant, pour l'utilisateur, la situation est exactement la méme et cette
technique permet une utilisation trés simple des algorithmes et des sous-programmes cor-
respondants.

calcul de S,

|

CALL de la subroutine

|

n=n++1

Figure 1.2: Organigramme des programmes.

On utilise les sous-programmes en paralléle avec le calcul des termes successifs de la
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suite (S,). Ces termes successifs sont calculés dans une boucle. Aprés le calcul de chaque
nouveau terme de la suite, on fait un CALL du sous-programme et celui-ci calcule la
nouvelle diagonale montante aussi loin que possible (ou jusqu’a une certaine colonne si
c’est le choix de l'utilisateur). Ensuite le sous-programme retourne dans le programme
principal, dans la boucle ol sont calculés les termes de la suite. Naturellement, avant
le début de la boucle, il faut indiquer au sous-programme (en mettant INIT a 0, et le
sous-programme le mettra ensuite lui méme & 1) qu’on lui donne une nouvelle suite a
traiter. Les formes normales de tous les algorithmes ont été programmeées de cette fagon,
voir Brezinski (3].

Ainsi 'utilisation des sous-programmes est décrite par l’organigramme de la figure 1.2,
oli NBC est le nombre maximum d’appels (voir aussi le pseudocode donné plus loin).

Les sous-programmes qui utilisent une régle particuliéere pour éviter l'instabilité nu-
mérique sont plus difficiles & programmer. En effet les régles particuliéres sont seule-
ment valables quand deux quantités consécutives dans une colonne sont presque égales et
elles ne peuvent plus étre utilisées dans le cas de trois quantités presque égales. Il faut
donc localiser ces points d’instabilité comme ’a fait Wynn [50] (voir aussi Brezinski (3]).
Cependant 'utilisation d’un tel sous-programme est exactement la méme que celle d’un
sous-programme sans regles particulieres.

Nous avons programmé en FORTRAN 77 les principaux algorithmes d’extrapolation
scalaires et vectoriels. On peut les trouver dans la diskette contenue dans le livre [14].
Voici leur liste par ordre alphabétique

ACCES ACCES algorithme

COMPOS Transformations composites de suites
CRPA CRPA algorithme

EALGO  E-algorithme

EPSRHA p, e-algorithmes et généralisations simultanées
EPSRHO p-algorithme, e-algorithme ou généralisations
EPSTOP e-algorithme topologique

EPSVEC e-algorithme vectoriel

GTRAN  G-transformation

HALGO  H-algorithme

IDELTA  Procédé A? d’Aitken itéré

INVLAP Inversion de la transformée de Laplace
LEVINT  Transformations de Levin

OMEGA  w-algorithme

OVERHO Procédé d’Overholt

QDALGO qd-algorithme

RICHAR Procédé de Richardson

RSALGO rs-algorithme

SEALGO E-algorithme simultané

SELECT  Selection automatique

THETA  ©-algorithme

VEALGO E-algorithme vectoriel

VGRAN  G-transformation vectorielle
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L’utilisation de ces sous-programmes peut se faire selon le pseudo-code suivant

1. Spécifications des variables et des constantes
liste des variables et des parameétres entiers
liste des variables et des paramétres réels
2. Spécifications des parametres
MAXCOL, NBC, EPS, ...
3. Spécifications des vecteurs et des matrices
liste et dimensions des tableaux entiers
liste et dimensions des tableaux réels
4. Initialisations
INIT =0
autres initialisations demandées par 1’algorithme
5. Pour n =0 a NBC-1 faire
calcul de S,
calcul d’autres quantités nécessaires a l’algorithme
CALL du sous-programme
contrdl du flag IER
impréssion des résultats intermédiaires
fin pour
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Chapitre 2

POLYNOMES ORTHOGONAUX

Soit ¢ une fonctionnelle linéaire sur l’espace des polynémes complexes. La fonctionnelle ¢
est compléetement déterminée par ses moments

c(z’):cn 1i=0,1,...

Soit { P} la famille de polynémes orthogonaux formels par rapport a la fonctionnelle ¢
c’est a dire la famille pour laquelle Vk on a

~ Py a exactement le degré k

- c(z‘Pk)zﬂ pour 1=0,...,k—1.

Le polynome P existe et est unique (& une constante multiplicative prés) si et seulement
si le déterminant de Hankel

Co R T
HY =| o#0.
Ck—1 " C2k-2
Si cette condition est vérifiée pour tout k, alors la fonctionnelle c est dite definie.

Posons
Pi(z) =ao+ -+ + axzt.

Si l'on applique les conditions d’orthogonalité on obtient
c(Pe(z)) = aoco+aici+ -+ arck
c(zPi(z)) = aocr+aica + -+ + axcrpy

............

c (zk‘lpk(z)) = @gCk-1 t+ Q1€+ + apCop_

c’est a dire le systéme suivant

@oCo + @1C1 + +++ + kG =0
aoc; + @162 + « - - + akCryq =0
aoCk-1 + a1Ck + -+ + apcop-; = 0.

47
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Si I’on impose que Pj soit unitaire (ce qui est possible) les k coefficients a; sont solution
du systéme

apgy +:-+ Qr1Ck-1 = —Ck
agc; +---+ Qk-1Ck = —Ck41 (2 1)
QoCk-1 + - -+ Qr-1C2k—2 = —C2k-1

et P, peut s’écrire comme le rapport de determinants suivant

(o) “e Ck
P(z)=| ° = /H,g").
Ck-1 *°* C2k-1
1 ... z*

Une exposition compléte de la théorie des polynémes orthogonaux formels peut se
trouver dans [2]. L’on sait, par exemple, que si ¢ est defini alors les polynomes orthogonaux
satisfont a la relation a trois termes suivante

P-](Z) = 0
constante arbitraire non nulle (2.2)
Piii(z) = (Aksrz + Biy1)Pi(z) — Ckg1 Peoa(2) k=0,1,...

=
&
i

hisr

Agsy = =21
k+1 ,Bk

Bk+1 ==

avec
ap = ¢ (mPf) y Br=c(zPPisr), he=c (P,?) .

Cette définition des coefficients Ay, Bky; et Ciky1 n'est pas utile dans la pratique car
pour calculer Py, il faut connaitre Pi4; lul méme. Mais si 'on écrit différement P
comme

k
Zp'k)z| — p(k) + p(k)z + + p(k) k
1=0

alors 'on peut écrire A;yy, Bi+) et Cx4y1 uniquement en fonction des polynomes Pi_1, Pi
et au coefficient de la plus grande puissance de z c’est a dire que

k k k— k
A _ £++11) B, = P§c++11)°‘k Crri = Pi-ll)Pl(::ll) hi
k+1 = T) k+1 = (k) 3 k+1 = (k) : h
Pi hkpk (Pk ) k=1

s

akzp,(c ( H]P)-{-p _lc( kPk)

avec
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Donc si 'on choisit les P; unitaires, on aura Vk, Ax+1 = 1 c’est a dire que
’ ] +

Py(z) = 0
P(z) = 1 (2.3)
PH.](I:) = (2 -+ Bk+1)Pk(z:) - Ck+1Pk_1(:n) s k= 61,...
avec
Bk+] = —%f, Ck+1 = Z,:kj
he = ¢ (:ckPk) , ap=¢ (zk“Pk) + ¢ (z"Pk) . (2.4)

2.1 Présentation nouvelle des polynémes orthogonaux

Dans [8] nous avons proposé une nouvelle présentation des polynémes orthogonaux basée
sur l'introduction de deux familles auxiliaires de polynémes unitaires. De cette fagon nous
avons obtenu de nouveau les formules bien connues qui donnent les polynémes comme
rapport de déterminants, leur relation a trois termes pour le cas defini et méme celle du
cas indefini trouvée par Draux [17]. L’on peut aussi trés facilement obtenir de nouveau le
gd-algorithme de Rutishauser [34].

Avec cette nouvelle formulation on peut construire de nouvelles relations qu’on a com-

parées, en proposant des exemples numériques, avec les relations habituelles.

- Nous allons maintenant décrire cette présentation. Si ’on considére une autre famille

de polynémes unitaires {II;} tel que Vk, Iy, ..., Il soient une base pour ’espace vectoriel
P des polynomes de degré au plus k et si I’on écrive Py dans cette base comme
Pk(z:) = aollp + -+ - + axll;, (25)

avec a; = 1 et les autres coefficients a; qui dependent de k, on peut écrire les relations
d’orthogonalité

c(Il,P)=0 pour t=0,1,...,k—1 (2.6)
et donc obtenir le systeme
ag C(nono) 4o +, : k-1 C(Honk_l) = —C(HQH};)
ag c(IIk-,IIo) 0+ Qi1 c(IIk_lII,,-l) = —C(Hk_lnk) .
Pyi(z) est donc donné par le rapport de déterminants suivant
C(Hono) e C(nonk)
e(Me_q o) o0 (Txoq i)
il e i
Pi(z) = 0 u
C(nono) cee C(Honk-l)

s .

(e I) -+ c(Tk-1x-1)
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Cette approche a été suivie par Szegd [36] (p. 23). Mais nous allons maintenant la
généraliser en introduisant une deuxiéme famille de polynémes unitaires {R;} telle que
Vk, Ry, ..., Rk soient encore une base pour P;. De cette fagon, dans [8], on a pu obtenir
plusieurs formules différentes.

Nous prenons P, dans la forme (2.5) mais nous allons écrire les conditions d’orthogo-
nalité en utilisant Ry (au lieu de (2.6)) c’est a dire

c(RiP)=0 pour :=0,1,...,k—1 (2.7)

ce qui nous donne le systeme

Qg C(Rono) + o0 4 ak c(Ron) = 0
s s z (28)
ag C(Rk_lno) 44 ax C(Rk-lnk) = 0.
Puisque a; = 1, si on ajoute 1’équation
=P+ aollo + -+ + ag1Ixoy = Il
‘on aura que
o(Rollo) -+ c(Rolly)
C(Rk-lno) cee C(Rk—lnk)
I, I
Py (z) =
He) = TRy (Rl
C(Rk—IHO) cr C(Rk—lnk—l)
Naturellement les polynémes Iy, ...,IIx et Ry,..., Ri—; peuvent dépendre de la valeur

de k.

On peut considérer trois choix particuliers pour les polynomes auxiliaires
1. II; = R; déja considéré par Szegd

2. II; et/ou R, famille de polynémes orthogonaux

3. R,=P,.

Dans le deuxiéme cas, si {II;} est une famille de polynémes orthogonaux, alors les
quantités ¢(II; P;) sont les moments modifi€s qui peuvent se calculer récursivement avec
I'une quelconque des méthodes presentées dans [26].
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Dans le troisieme cas (pour ’orthogonalité des P;) le rapport de déterminants se simplifie
dans

C(Pono) s e c(Png_l) C(P()Hk)
0 : :
c(Pe-1lli-1)  c(Pe-1Ilk)
Ho ces een Hk-l Hk
P, —_
k() o(Pollo) «-- -+ c(Pollxy)
0 :
C(Pk-lnk—l)

avec le déterminant au dénominateur toujours différent de zéro (si c est definie alors
Vi,e(z' P;) # 0 et donc ¢(PIL;) # 0). En effet dans ce cas le systéme devient triangulaire

aoc(Poll) +:-++ aro1e(Polliy) = —c(Polly)

ak—lc(Pk—lnk—l) = "C(Pk-lnk)-

Les polynomes orthogonaux sont & la base de plusieurs applications en analyse numé-
rique. Cependant, dans certains cas, la normalisation a; = 1 n’est plus adaptée et ’on
choisit une normalisation différente. Par exemple dans les méthodes de type Lanczos pour
résoudre les systémes linéaires (7, 9, 10, 11, 12, 13, 14] I'on prend P;(0) = 1. Dans Pe-
algorithme topologique [4] (p. 189) qui est trés voisin de la méthode du gradient biconjugué
de Fletcher [18], 'on prend Pi(1) = 1.

Ces deux cas peuvent étre résumés par Pi(a) = 1 aveca = 0 ou a = 1 et donc le
systéme devient

aollp(a) +:-+4+ axlk(a) =1
Qg C(R()Ho) R (/7% c(Ron) = 0
ag C(Rk_lng) + 04 ag C(Rk-}nk) = 0

et ’on aura

o(Rolly) -+ c(Rally)

¢(Rie-111o) -+ e(Ri—1Hi)
0, 0,

Ple) = Ry (Rl

C(Rk_lno) s C(Rk_lnk)
Oo(a) -+ Ik(a)
Le calcul des coefficients des polynémes Py peut se faire, par exemple, a 1’aide de la

méthode de bordage de Faddeeva [19] ou de la méthode de bordage par blocs [10] qui
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permet de sauter directement du polynéme P, au polynome Pi,; quand les systémes
intermédiaires sont singuliers (et donc quand les polynémes Piiy,..., Pryi~1 n’existent
pas). Ces méthodes, que nous décrirons dans le chapitre 3, ne peuvent pas étre utilisées
par contre avec la normalisation a; = 1 pour calculer les solutions mais seulement pour
calculer récursivement les matrices inverses des systémes.

Quand Pi(a) = 1 et que l'on choisit R; = P; le systéme, qui était triangulaire dans le
cas a; = 1, devient un systéme avec une matrice de Hessenberg supérieure.

2.1.1 Relations de récurrence

Dans [8] on a retrouvé de nouveau, a 1’aide de cette approche, les relations de récurrence
dans les cas ou la fonctionnelle ¢ est définie ou non.

Dans le premier cas, si ’on choisit II; = P; pour:=0,...,k—1et Il = zP;_, c'est a
dire
Pi=aPo+ -+ ar 1Py + 2Py
et la normalisation ax = 1, le systéme (2.8) devient
ag C(R()Po) =0
ag C(R]Po) + a; C(R] P}) =0
ao¢(Ri-2Po) + -+ + ar-2 ¢(Re-2Pi-2) = —c(zRi_3 Pr-1)
ag C(Rk-—lpo) + ot Ggoo C(Rk-lPk-—Z) + Qi3 C(Rk—lplc—-l) = -C(sz-lpk—l) .
Tous les coefficients a;, pour 1 = 0,...,k — 3, sont égaux a zéro, tandis que les deux
derniéres équations donnent a;_; et ax_;. On a donc obtenu la relation de récurrence a
trois termes
P(z) = (z+ ak-1)Pi-1(z) + ak-2Pr—2(z) (2.9)
avec

oo c(z Rk-2Pc-1) c(zRk-1Pe-1) + ax—2 ¢( Rk—1 Pi_3)
2T T (RecaPisa) o(Ri-1Pi-1) ‘

Si l’on prend R; = P, pouri =0,...,k — 1 on retrouve les formules habituelles

C(:Dpk_gpk_)) c(zpkz-l)

ECAN )

car c(zPi_; Pi_q) = c(P,f_l) et le systéme devient diagonal. Comme R; est unitaire, alors
on a en plus ¢(R;P,) = ¢(z'P).

Maintenant on va considérer le cas de familles adjacentes de polynémes orthogonaux.
Soit {P,El)} la famille de polynomes orthogonaux unitaires par rapport a la fonctionnelle

c(1) définie par
c(])(z‘) = c(zi+1) = Cit1.

et Ak-1 —

Qk-2 = — et ap_; =—
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Soit c(1) définie (Vk, P,fl) existe). PrenonsII; = P, pourt =0,...,k—1and II; = ::Pk(l_)l.
Les conditions (2.7) deviennent

c(RiPy) = ag o(RiPo) + -+ + ko1 RiPecy) + ¢V (RPY) = 0
pourt =0,...,k — 1 et par 'orthogonalité de P;_; et Pk(l)l on aura
0Pi(z) = axo1 Peoa(2) + 2PV, (2)

avec ax_, = —cV) (Rk_IP,Sl_)l)/ ¢(Rik-1Pi-1).
Si 'on écrit P{") comme
o P = gollp + - -+ + a, 11,

et que l'on choisit II; = P (

v
C(1)<R,'Pk(l)) = aop C(1)<R,‘P(§])) + e 4 ak_]C(])(R.'Pk(l_)l) + C(’.’:R,'Pk) =0

pouri=0,...,k—1) et II; = P, on aura

pour t = 0,...,k — 1. Par 'orthogonalité de Pk(l_)l et de P onauraagg =+ =ak_2 =0
et donc

P{)(2) = ax-1 P, (2) + Pi(2)

avec ax_1 = —c(zRe_1 Pi)/ c(l)(Rk_lP,Sl_)]).
Cesx deux relations sont une généralisation de celles habituelles entre familles adja-
centes de polynomes orthogonaux.
Dans [8) nous avons aussi montré que si l’on considere la fonctionnelle linéaire c(™)
définie par
™ (2} = cpisy

on peut trés facilement retrouver le qd-algorithme de Rutishauser [34].

Maintenant nous allons considérer le cas dans lequel ¢ est non defini. Soit 1 = ny <
n; < n, < --- la suite d’indices pour laquelle on a H,(,?‘) # 0, tandis que tous les autres
déterminants d’Hankel sont nuls. Donc les polynémes qui existent (nommés réguliers)
sont les polynomes de degré ny pour k = 0,1,... que I’on dénote P;. Draux [17] a prouvé
que le polynéme Py, de degré mi+; = nx + mi peut se déterminer par les conditions
suivantes

c(m‘Pk)zO pour 1 =0,...,n + my — 2
et c(z"*+m*']Pk) = 0,

Si ’on écrit Py, comme

Py =aollo+ -+ + a’"k+1—1H"k+1—1 + H"k+1
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avec II,, = P, lI,; = 2'P,, pour j = 0,...,m; — 1,i = 0,...,k et II,,,, = 2™P,,,
II; = P, = 1 alors ces polynomes forment une base et les coefficients a; sont les solutions
du systéme

ao (2, +my-1)
(Aoy. .y Aiy. ..y Ax) : = - :
Qnyyy -1 c(z™ ™ My, 4my-1)
Dans le second membre on aura
c(:z:"II,,Hmk_]) =0 pour 1 =0, e — 1.
Les matrices rectangulaires A; ont (pour i =1,...,k) la forme
( c(=°ln,) ¢(z°Mn;41) Tt (2T 4m;-1) \
: c(z™ ™3, 4q) e(z" M mi-1)
c(zmit™i—211, ) e(z™t™i—2 1, 41) (2™ My, 4m;-1)
c(z™tm™i-11,.) :
\ c(:c"**’"‘.*‘lﬂ,,,.) c(:c"*"""*."lﬂmﬂ) cee e c(:c"*+"‘*'l.nni+m,--1) ),
et la matrice Ag
([T | o [ @ lm) ] aTme)
: (2l m,-2) ez m,-1)
e(z™~21],) : :
(™o~ l,)
\ c(zﬂk+7;‘k“lno) c(znk+mk.-lnmo_2) c(zn*%-mk.—lnmo_l) )

Toutes les quantités encadrées sont nulles et donc les seuls coefficients non nuls sont
@n,-1 €t les a;, pour 2 = n4,...,ng + mp — 1. On a donc retrouvé la relation de Draux
[17] avec une démontration bien plus simple:

Piyi(z) = (a0 + -+ + @mem1 2™} + 2™ ) Pi(z) — Cepr Peca(z),  k=0,1,...
avec P_1(z) =0, Py(z)=1,C; =0et
Cry1 = c(a:""*"‘"‘lPk)/c(z"""]Pk_l)
amk_lc(z"“J“""‘"]Pk) + c(z"*+'"“Pk) = Cry16(2™ Pe-1)

aoc(z"“*"""lPk) + -+ amk_lc(z"*“'"“‘?Pk) + c(:c"“+2"‘"“1Pk) =

Ck+1c(zn“+m"—lpk..1) .
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D’autres démontrations se trouvent dans [10, 28]. Avec la méme approche on peut
trouver, pour le cas d’une fonctionnelle ¢ non definie, des relations pour les familles
adjacentes de polynomes orthogonaux.

2.1.2 Création d’autres formules

Avec cette fagon de procéder on peut aussi trés facilement construire de nouvelles relations
entre polynémes orthogonaux qui permettent de calculer récursivement un polynéme en
utilisant un certain nombre de polynémes de la méme famille ou de familles adjacentes.
Pour expliquer comment procéder on peut donner deux exemples.

Exemple 1

On cherche a trouver une formule récursive de la forme
Pisi(z) = aoPo(z) + -+ - + 6k Pi(2) + aks1 @ Pi(z) + -+ - + appi * Pi(z)

avec apy; = 1.
Si ’on multiplie paur R; et que l’on applique ¢ on aura

c(R;Piti) = aoc(R;Po) + -+ - + axc(R; Pe) + aksrc(z RjPe) + -+ + ak+.-c(:c" RJ-Pk) =0

pour 7 =0,...,k+1—1 et 'orthogonalité de P; par rapport aux polynoémes de degré au
plus 7 — 1 permet de déduire que tous les coefficients a;, pour 2t = 0,...,k —7 — 1, sont
nuls et donc

Peti(z) = ax—iPe-i(z) + -+ + akPi(2) + aks1 2 Pe(Z) + - -+ + 0y z! Pi(z)
avec aiy; = 1 et
s O C(ijk_;)+- . ~+akc(R]-Pk)+ak+1c(:c R_,'Pk)-i-- . -+ak+,~_1c(:c""1 Rij) = —c(zi Rij)

pourj=k—1,...,k+1i-1.
Le polynome Py, peut aussi s’écrire comme le rapport de déterminants suivant

C(Rk_,‘Pk_.‘) v C(Rk._,‘Pk) c(:c Rk_,'Pk) e c(z‘Rk_,-Pk)

¢(Riti-1Pe=i) -+ ¢(Resi-1Pr) o2 Riyic1Pi) -+ o(2'Rii-1 Pa)
Pi_i(z) Pi(z) z Pi(z) z' Py(z)
C(Rk_,'Pk_.') v C(Rk_,'Pk) c(z Rk_.'Pk) v c(z"le-;Pk)

Piii(z) =

c(Reyi—1Pei) -+ c(Rigi-1Pr) c(z Repi-1Pe) -+ (2 'Ryqic1 Pr)
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: Exemple 2

On cherche a trouver une formule récursive de la forme

Pi(z) = aoP{(z) + -+ + P () + axsr 2 PP () + - - + appi @ P (z)

avec a4, = 1. .
On multiplie pour R, et I'on applique c(®). D’apres I’orthogonalité on a c(™) (z‘ RjP,f"J”)) =

c{n+i) (Rij("“)) = 0 pour j = 0,...,k — 1, et donc les coefficients aq,...,at_; sont nuls
et on obtient

P (z) = axPM(2) + akgr 2 P (2) + -+ + axgi 2 P (2)
avec gz, = 1 et
ak ™ (Biy; P) 4+ argicn €47 (Reg s PIHY) = =) (R P

pour 3 =0,...,7— 1.
Le rapport de déterminants qui donne P,Si),(z) est

c(n) (Rkpé")) ces cln+i) (RkPk(n+i))
c(n) (RHL._]Pk(n)) e glnt) (Rk-!:i—lplsn+{))
P (z) = P@) o &BMe)
k+1 c(n) (Rk P’S")) . c(nt+i=1) (RkPé"-H_l))
c(?) (Rk+'i—1 Pk(")) e glnti=1) (Rk+.i—1 P‘Sn+i—l))

2.1.3 Applications

On prend les moments suivants

c.-=/_ll:c‘ dz

et donc, pour i = 0,1,..., 0n a ¢5; = 2/(2¢ + 1) et ¢3,41 = 0. Les polynémes orthogonaux
correspondants sont les polynomes de Legendre dans I'intervalle [—1, +1]. Si I’on impose
qu’ils soient unitaires on aura la relation de récurrence suivante

(k—1)

Ble)=2Ple) - = 1

'Pk_g(:l:), k= 0,1,..

avec P_;(z) =0 et Py(z) = 1.
Nous avons utilisé la formule (2.9) pour différents choix des polynémes auxiliaires { R;}:
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1. Ri(z) = z*F
2. Ri(z) = Pi(z)
3. Ri(z) =14z +.--+2*
4. R(z)=a*+a* 'z + ... +az* 1 4+ z* aveca = 3
5. méme R aveca = 1/3
6. méme R, aveca = 3/2
7. méme Ry avec a = 2/3.

Nous avons fait les calculs avec environ 16 chiffres décimaux et on a obtenu toujours
exactement zéro, pour les coefficients ax-; de (2.9). Dans le tableau suivant on donne le
nombre de chiffres exactes obtenu pour le coefficient ax_; de (2.9) (sa valeur exacte étant

= (k—1)?/(4(k - 1)’ - 1)).
Lkl 1 [ 2 38 [4]5[6T([7]

16.0 | 16.0 | 16.0 | 16.0 | 16.0 | 16.0 | 16.0
15.7 | 15.7 | 15.7 | 14.8 | 15.7 | 16.0 | 15.7
14.8 | 15.0 | 14.8 | 13.1 | 14.8 | 14.2 | 14.7
14.3 114.6 | 14.6 | 11.6 | 14.1 | 13.3 | 14.0
140 | 14.6 | 13.4 | 11.0 | 14.0 | 13.0 | 13.4
14.0 | 12.9 | 12.8 | 8.5 | 14.0 | 11.2 | 12.9
13.7 1128 1129 | 74128 |10.6 |12.8

9118117 13.7| 54116 | 9.6 | 12.0
10 { 11.0 | 12.2 {105 | 4.5 |11.1 | 8.7 |11.1
11103101 | 95| 3.4 (109 7.8 10.7
12 9.7} 97| 90| 26 100 6.8 9.8
13| 93| 97| 89| 00| 9.0| 5.7 8.7
14} 92| 84| 78| 00| 82| 45| 7.8
15| 84| 75| 68| 00| 75| 38| 7.1
16| 72| 64| 59| 00| 68| 32| 6.3
17| 62| 59| 50{ 00| 6.1 | 1.7 5.6
18| 54| 48| 43| 00 53| 06| 4.9
19| 47| 41| 36| 00| 45| 0.1 | 4.2
20| 40| 35| 29| 00| 36| 0.0 3.6
21 33| 28| 21| 00| 27} 00| 28
221 25] 20| 13| 0.0 19| 00| 21
23| 16| 05| 06| 00| 11| 00 1.3
24| 07| 00} 00| 00| 03| 0.0 0.5
25| 00| 00 00 0.0 00| 00| 0.0

00 ~3J O QG o W N
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Les résultats montrent bien qu’ils sont trés sensibles au choix de {Ri}. L’instabilité
dans certains choix est due probablement au produit de deux polynémes fait en calculant
c(PQ).

Si les moments modifi€s Zy , = ¢(Pcz"), ou ¢(Riz"), ou ¢(PxR,) sont connus dans une
forme analytique exacte, ce produit n’intervient plus et donc la formule (2.9) devient plus
stable.

2.2 Relation de récurrence, moments et moments modifiés

Comme l’on a déja vu dans le début de ce chapitre, le calcul d’un polynéme P € Py, qui
satisfait aux conditions d’orthogonalité

c(m‘Pk>=O, 1=0,...,k—1

ol c est une fonctionnelle linéaire sur ’espace P des polynomes réels (voir [4]) déterminée
par ses moments
e(z') = ¢ 1=0,1,...

peut se faire en imposant une normalisation pour le polynéme (par exemple qu’il soit
unitaire) et en déterminant ses k coefficients en résolvant le systéme classique (2.1).

Cependant, comme ce systeme est souvent mal conditionné, I’on préfére utiliser la
relation de récurrence & trois termes (2.2) ou (2.3) (si ’on désire les polynémes unitaires)
qui existe pour tous les polynoémes orthogonaux.

Dans la suite nous cherchons toujours les polynémes unitaires et donc le probleme de
la détermination du polynéme P; se réduit a la détermination des 2k coefficients B;, C;,
pouri=1,...,k.

C’est évident que pour bien calculer le polynome Py, il faut calculer ces coefficients de
la fagon la plus stable possible. Il existe beaucoup de méthodes qui permettent le calcul
des coefficients de la relation de récurrence et qui utilisent les moments ou les moments
modifiés. Dans toutes ces méthodes la partie la plus délicate concerne la détermination
des moments c; et des moments modifiés (qu’on va noter v;).

Dans [32] nous avons proposé une application des polynémes orthogonaux a un probleme
de quadrature en proposant un algorithme complet pour sa résolution. Aprés, dans [33],
en reprenant la méme application, nous avons présenté une comparaison entre différentes
méthodes basées sur les moments et sur les moments modifiés en utilisant, dans cette
application particuliere, soit le calcul numérique, soit le calcul formel avec Mathematica
pour essayer de voir si l'utilisation des moments modifiés peut apporter une véritable
amélioration de la stabilité du calcul. Ce qu'on a obtenu démontre que l’avantage peut
étre, dans certains cas, faible.

Dans la suite nous allons d’abord reprendre un certains nombre de méthodes que nous
avons utilisées dans nos applications.
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2.2.1 Mséthodes basées sur les moments

Méthode de Chebyshev

La premiére méthode que nous allons considérer est la meéthode de Chebyshev [15]. Cette
méthode est souvent dans la pratique mal conditionnée.
On considére la matrice Z dont les éléments sont définis de la fagon suivante

zk‘;zc(Pk:c"), k,i=0,1,2,...

ou les z;,, pour ¢ < k, sont toujours nuls d’aprés les conditions d’orthogonalité. La
premiére ligne de cette matrice contient les moments car zo; = ¢(Poz’) =t(2') = ¢;.

Si ’on multiplie (4.1) par z* et que l’on applique la fonctionnelle ¢ on obtient la méthode
suivante de Chebyshev

Zei = 2zk-1i41 + Brzeoyi — Crze—ai i=kk+1,...
Zk-1,k Zkk+1
Bk+1 = - (2.10)
Zk-1,k-1 Zk .k
Zk k
Ck+1 = .
Zk-1,k-1

pour k = 1,2,... et avec les conditions initiales

2o = 0, i=1,2,...
20,4 = G, i=0)1)2)'
c
B] = ——1
Co
C] = Cp.

Méthode de bordage

La deuxiéme méthode, que nous avons utilisée aussi dans [32], donne directement soit
les coefficients de la relation de récurrence, soit les coefficients du polynéme orthogonal
P,:. Donc on n’a pas a effectuer de multiplications additionelles comme dans (2.3).

Si ’on substitue dans (2.3) les valeurs données par (2.4) et si I’on considére les coeffi-

cients des puissance de z, alors les coefficients pfk)

(comme il a été montré dans [4])

peuvent se calculer de la fagon suivante

(=1)

Py = g_l) =V, h_] =1
P =p? =0, pP=1
pEH = ) =00 Y =1 (2.11)

pk) = p® 4 Beop® = Copp®) . i=0,... k
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ou, pour k = 0,1,..., les quantités suivantes doivent étre calculées

k
he = Y cipip

1=0
. (k)
e = ECk+.'+1P.‘
=0
o = e+ h
Qg
B = ——
k+1 by
hi
C = —
k+1 hk—]

Cette méthode récursive peut aussi se considérer comme une application de la méthode
de bordage aux matrices d’Hankel (voir [19, 37]) et elle a été aussi utilisée par Brezinski
pour les calcul des approximants de Padé [3].

Cette méthode a été codée et pour 'optimiser nous avons pensé a ranger les coefficients
des polynomes Py;;(z) selon un tableau comme le suivant ot dans chaque colonne l’on
trouve les coefficients du k-éme polynome

| k=-2 k=-1] k=0 =1 k=2
P =0 p=0pl =0 p& =0 p(z)—o
0 1 2
iV =0 p)=1]p Py pés)
0 1 2
ORI ()_1 p() o
2
P20 pD =1 P
=0 g =1
() _
Py’ =

Dans chaque étape du procédé, le calcul des nouveaux coefficients a besoin seulement
des valeurs mémorisées dans les deux colonnes précédentes du tableau et de la valeur Ax_;.

2.2.2 Méthodes basées sur les moments modifiés

Les méthodes qui calculent les coefficients de la relation de récurrence a partir des moments
peuvent étre trés mal conditionnées, comme il a été montré par Gautschi dans [20].

Dans [35], en utilisant des familles de polynémes orthogonaux classiques (par exemple
Legendre, Chebyshev, ...), Sack et Donovan ont présenté une méthode appelée méthode
des moments modifi€s, pour le calcul des coefficients de la relation de récurrence.

La sensibilité des polynémes orthogonaux par rapport a cette méthode a été étudiée
par Gautschi dans [23] et, si les moments modifiés ont été calculés d’une fagon suffisament
soignée, alors les résultats proposés dans plusieurs articles (voir, par exemple, [22, 35))
semblent montrer que le calcul des coefficients B; et C; devient plus stable.
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Les moments sont calculés dans une forme modifiée de la fagon suivante
‘U.'=C(II,'), 1:=0,1,...

ot {II,} est une famille auxiliaire de polynémes orthogonaux unitaires qui satisfont aux
relations suivantes
H_I(E) = 0
Ho(z) = 1
Hesi(z) = (2 + Biyy) k() - CL+1Hk-1(3) ) k=0,1,....

(2.12)

Evidemment quand II;(z) = z* alors v; = ¢;.

L’approche de Sack et Donovan a été généralisée dans d’autres travaux ultérieurs et,
comme nous avons montré dans (8], la famille auxiliaire {II,} peut ne pas étre orthogonale
et donc les moments modifiés peuvent se calculer a partir d’une famille quelconque de
polynémes. Récemment, Golub et Gutknecht [26], ont présenté un travail qui regroupe
tous les algorithmes de base.

Algorithme de Chebyshev modiﬁéJ

Quand les intervalles d’orthogonalité des familles { P,} et {II,} sont finis, un algorithme
. qui semble étre assez stable pour le calcul des coeflicients B; et C; est ’algorithme de
Chebyshev modifié. Cette méthode a été donnée par Wheeler dans [38] (voir aussi [4, 22])
et elle est décrite dans la suite.

On consideére la matrice Z avec les éléments

Zk,;=C(PkH,'), k,i=0,1,2,....

Tous les 2, avec 1 < k, sont égaux & zéro, d’aprés les conditions d’orthogonalité et la
premiére ligne contient les moments modifiés car zo; = c(Poll;) =¢(I;) = v..
La méthode, pour k = 1,2,..., est donc la suivante

! ! .
Zki = zk—1i41— Biyzeo1i + Cllizk-io1 + Brzkori — Crzigiy, i=kk+1,...
+ +
Zk-1,k 2k k+1
/! y >
Bk+1 = Bk+] + -
Zk-1,k-1 Zk k
Zk k
Cry1 = ——
2k-1,k-1

avec les conditions initiales

z1, = 0, 1=1,2,...
20,4 = v, 1= 0,1,2,.
B, = B, -2

Vo
Cl = .

Evidemment, si I’on prend II; = z', cette méthode coincide avec la méthode de Cheby-
shev qui a été décrite dans la section précédente.



62 Chapitre 2. Polynémes orthogonaux

2.2.3 Application a la quadrature

Nous allons donc présenter un cas d’application des polynoémes orthogonaux pour la
résolution d’un probléme de quadrature pour un ensemble d’intégrales qui est tres im-
portant dans les calculs de mécanique quantique (voir [32, 33]). C’est I’ensemble

1
/ e **f(z)dz, a€R
-1
ou f(z) est connue en un nombre fini de points et ou la fonction poids e~2* est positive
pour tout z € [—1,1] et telle que [}, e=**dz < +oc0.

On veut utiliser une formule de quadrature de Gauss telle que

I= /_]] e"** f(z)dz = f:A,(-")f(z;) +R,=1,+R,

ou les z;, (-1 < z; < -+ < z, < 1) sont les racines réelles et distinctes du polynome
P, € P, orthogonal dans l'interval [—1, 1] par rapport au poids e~ et les AS") sont les
poids de la formule de quadrature qui dépendent de n et de la distribution des nceuds.
De cette maniere la formule est exacte sur Py,_;.

Ce probléme d’intégration avait déja été étudié par Morandi dans [31] et les résultats
(racines et poids) avaient été donnés sous forme de tableaux. Dans [32] nous avons, a la
place, présenté un algorithme complet qui permet de résoudre le probléme pour n’importe
quelle valeur de la constante a et qui permet de continuer le calcul d’une fagon itérative
en essayant d’atteindre la précision désirée.

On sait qu’une telle formule de quadrature est convergente et stable sur C[—1,1] dans
le sens que, si l’on considére un espace général de fonctions qui contient l’espace des
polyndmes, et une fonctionnelle ¢ positive et definie sur ’espace de la fonction, alors ¢(f)
peut étre approximé par ¢(L,) = 3 A,(-")f(z;), ou L, est le polynéme qui interpole f aux

i=1
zéros du polynéme orthogonal P, (voir Brezinski [4], ch. 2). En plus ’erreur de cette
formule peut s’écrire (voir Ghizzetti [24], ch. 6)

R, = jzo'/;fi“ (pi(:c)f@")(z)dx

ou les z; (1 = 1,...,n) sont les zéros du polynéme orthogonal P,, 20 = —1,2,4; = 1 et
les ; (1 =0,...,n + 1) sont les intégrales de I’équation différentielle
d2n¢
dz?n

-ar

et en plus po(z), pn+1(z) doivent satisfaire aux conditions suivantes
eol~1) = ¢4(-1) = - = pf" (1) = 0

Pn1(1) = g (1) = -+ = P2 (1) = 0.
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On obtient donc
e~ e e*(z+1)

po(2) = -t — gt

g e, el

tla?n-t (2n - 1)l
_ e g7 e"%(g —1)
(P"'H(z) - aln - a?n aln-1 Tt

-a — 1)! e—a(z — 1)2n-

_qypn, (e

(=1) gl T (2n - 1)la

(2) = pole) =S aP. o)™
(p,(x) ()00(3) ;AJ (21’1—1)' ) ¢ L...,n.

L’expression de l’erreur devient

1 e—azt 2n-1 . en:v(m + l)t
— +1 (2n)
R. = -/;1 (a2n + E -1) tl2n—t fi(z)dz
n n :.+l z + 31)2

-3y A [ BRI e e

1=1 j=1

2.2.4 Calcul des moments et des moments modifiés

Pour calculer les polynémes orthogonaux il faut calculer de la fagon la plus précise possible,
les moments et les moments modifiés. Comme nous avons montré dans [32, 33] ils peuvent
étre analytiquement calculés.

Soit donc ¢ la fonctionnelle definie sur I’espace des polynémes réels P par la relation

. 1
(¢')=¢ = / z'e”*"dz, a€R, 1=0,1,...
-1

Les moments peuvent se calculer analytiquement soit récursivement soit directement
avec les théorémes suivants

1.
Théoréme 2.1 Sic, = / z'e™*dz,a € R,1=0,1,..., alors on a
-1

1 - a
C = —Z . (6 € )
a-¢ = —[e'“——(—l)"e“]-}-i-c;_l, 1=1,2,...
Démonstration. .
Si I’on considére 'intégrale indéfinie I;(z) = / z'e”**dz, en utilisant le changement de
variables t = —az, on aura
1 ity 1
Ii(:B) = W‘/i&dl‘.—m'h(t)
avec ¢ = |Lz)}, = —1— AL .

(—a)™
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En intégrant par parties I(t) on obtient

I(t) = ¢
L) = tel —1-I;1(t), 1=1,2,...
donc
1 - 1 -a o
co = — o) =—;’(e )
1 N . -
o (—a)i+? ' ‘t et —i- Ii'l(t)‘a
1 . - 1 a . [
B (—a)i+1 {(_a)l [e —(=1)e ]- i(~a) c“l}
—— [e"’ —(=1)e*—i- C,‘_l]
«
et finalement a-¢; = —[e™® — (=1)e*]+i-¢ioq. O

Théoréeme 2.2

Démonstration.
Sii=0,alors

co=(-1)°-0!" (a o [e“ - (—l)oe"’] == (e" - e"") .

On suppose que la formule soit vraie pour i. D’apres la formule de récurrence on a

Ciy1 = _é [e—a _ (_1)i+lea] + (1';1) ce
1 —a t+1 a t+17, et -1y a i+14) ~a
= [ - (e 4 (=) G+ a:‘+1((¢+)1_j)!'[e — (~1)¥HHee].

Si dans le second membre on pose j = 0, on obtient le premier membre, puisque

e sy M A
1

("l)i-H . [eo‘ _ (_1).‘+1e—a] — _; . [e—a _ (_1)i+lea]

a

et donc . .
t+1¢, |’+] (_1)J
R = o

3=0

.[ea__(_l)i+l+je—a]



2.2. Relation de récurrence, moments et moments modifiés 65

et I’expression pour ¢; est verifiée. O

Pour ce qui concerne les moments modifiés, vu 'intervalle d'intégration on a choisi la
famille de polynémes orthogonaux unitaires suivante

Io(z) = To()
T.(z
O.(z) = —2"(71), n=12,...
ou les T, sont les polynémes de Chebyshev de premiére espéce.
Donc les polynémes auxiliaires des relations (2.12) seront définis par

H_](ﬁ!) = 0

Ho(iﬂ) = T()(CB) =1

Hk+1(z) = :ch(:c) - CL+1Hk_1(z) , k= 0, 1,
Bllc+l = O, k= 0, 1,
Cri1 = 1/2, k=0,1
Cii = 1/4, k=2,3,...

Pour calculer les moments modifiés on a deux théorémes qui sont obtenus directement
a partir des théorémes (2.1) et (2.2).

Si 'on considere les moments modifiés v; = ¢(II;) = / Oi(z)e™*"dz, a € R, 1 =

0,1,..., ou I, est le +—éme polynéme unitaire de Chebyshev de premiére espéce, on aura

Théoréme 2.3

Vo = Cgp
v = 0
(3]
, i-m-1) __, ,
= : -1)". ; L2274 —2m =2
B e AR N

Démonstration. Puisque IIo(z) = 1 et II;(2) = z, la premiére des deux relations est
immédiatement vraie.
La forme explicite de T;(z) (voir, pour exemple, [1]) est la suivante

i e Gmoy

Ti=) m!(i — 2m)!

- (2z)"m

Il
N e
——~

]

—

. o 1) ,
= .27 % (1) (_’_.m—l_)_ . 9=2m _ Li-2m

= ml(i — 2m)!

don‘c
[%] 1ym  (=m—1)!

) 2—2m . i—2m.
m!(i — 2m)!

z
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Si 'on applique la fonctionnelle ¢ aux deux membres de la relation on obtient

w=e(z)) = i3 (-1 H am o (gi-m)
L] 1—m—1)!
O
Théoréme 2.4
] i—-m-—1) ‘3 -1V ' .
v = i'z;o(_l)"-m.2-2m ( - 1)! ) Z::O aj+1(i(__;2,n_j)!'[ea_('_l)'—zm*’]e_a]’

i=2.3,...

Démonstration. En substituant la formule du théoréme 2.2 de celle du théoréme 2.3 on
obtient le résultat apres des simplifications évidentes. O

2.2.5 Comparaisons entre les moments et les moments modifiés

Dans [33], en prenant comme exemple notre intégrale, nous avons présenté plusieurs com-
paraisons qui concernent le calcul numérique et symbolique des moments, des moments
modifiés et des coefficients B; et C; de la formule de récurrence (2.3).

Les résultats numériques ont été obtenus sur un pVAX 3100 en utilisant la mémorisation
de type H-float pour obtenir une meilleure précision (environ 33 chiffres décimaux signi-
ficatifs). Ces résultats en effet, n’ont pas permis de décider si, dans notre application, les
méthodes qui utilisent les moments modifiés, donnent vraiment un calcul meilleur des B;
et C;. Donc on a decidé d’utiliser le calcul formel pour essayer de donner une réponse a
cette question.

Pour le calcul formel nous avons utilisé le logiciel Mathematica [39], sur un Macintosh
II. Ce logiciel permet d’effectuer les calcul formels en demandant un certain nombre
de chiffres décimaux exacts (nous en avons démandé 300). Pendant le calcul, le logiciel
diminue automatiquement le nombre de chiffres en donnant seulement ceux qu’il considere
bien calculés (ce sont les chiffres que dans la suite nous indiquerons comme ezacts).

Dans toutes les comparaisons nous avons choisi trois valeurs de la variable a, c’est a
dire a = 2.0, 5.0 et 15.0 et un degré pour le polynome orthogonal P; qui variedei=1a
1= 22.

Dans la figure 1 nous avons d’abord considéré une comparaison entre les coefficients B,
et C; obtenus formellement avec Mathematica et en utilisant la méthode de Chebyshev et
la méthode de Chebyshev modifiée. En z on représente les valeurs de ¢, tandis que, en
y, on considere le nombre de chiffres décimaux exacts donnés par Mathematica. Comme
I’on peut voir, 'algorithme de Chebyshev modifié (ligne continue) donne pour les valeurs
a=2.0et a = 5.0, des résultats meilleurs que ceux obtenus par la méthode de Chebyshev
(tirets). Quand a augmente les deux méthodes deviennent presque équivalentes.
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B;
300 “ 300 300
" _ 280} 1 280} ]
260} . 1 260t ]
S X5 T H w3
a=20 a=25.0 a=15.0
Ci
300, 300 300
280+ 1 280} 1

a=2.0 a=>5.0 = 15.0
Fig. 1

Dans la figure 2 on montre une comparaison entre les résultats numériques et les
résultats obtenus avec Mathernatica. Ici les tirets montrent le nombre de chiffres en com-
mun entre les résultats des trois méthodes suivantes: méthode de Chebyshev, méthode de
bordage et méthode de Chebyshev modifiée. Les lignes continues représentent le nombre
de chiffres en commun entre les trois résultats numériques et les résultats obtenus avec
Mathematica. On voit trés bien que, méme si ’on pourrait croire que les chiffres en com-
mun entre les trois méthodes numériques sont “exacts”, dans la réalité seulement un trés
petit nombre d’entre eux est vraiment “exact”. Donc toutes les trois méthodes donnent
une fausse réponse de la méme fagon.

a=20 a=35.0 a=15.0
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C;
40 : 40
1m0 e - -
4 o N ) | _
- 10 — — -‘
0 | |

a=2.0 a=25.0 a=15.0

Fig. 2

Il s’agit donc de comprendre pourquoi la méthode des moments modifiés (qui est cer-
tainement plus stable, comme on I’a vu dans la figure 1) va perdre ses avantages surtout
quand a = 2.0 et a = 5.0. La figure 3 montre le nombre de chiffres en commun entre
les résultats numériques et les résultats formels pour les moments (tirets) et les moments
modifiés (lignes continues). On peut bien voir que le calcul des moments est plus stable
que celui des moments modifiés et cela explique probablement les résultats de la figure 2.

40 . 40

Fig. 3
Pour essayer de vérifier notre hypothése, nous avons donné au logiciel qui faisait les
calculs numériques par la méthode de Chebyshev (tirets) et la méthode de Chebyshev
modifiée (lignes continues), les valeurs des moments et des moments modifiés obtenues
avec Mathematica, donc on a donné les valeurs “exactes” de ces quantités. De cette
maniére on a retrouvé dans la figure 4 un résultat semblable & celui de la figure 1 et donc
la méthode des moments modifiés est vraiment plus stable que 'autre.



2.2. Relation de récurrence, moments et moments modifiés 69

B,
40 — —
1 30"—\/\_—/\;/—_\/\/ ) wb\\»\\/_ |
L T 4 L T 4
ol | 2 20
By 0 15 2 2 % 5 0 15 2 2 % s 10 15 20 25
a=2.0 a=235.0 a=15.0
C;
35 ] 35 — 40 -
) 30[ " ‘ 30P\\\_—/‘/‘ |
7 2] 7 25+ i 20t e -
I L "
¢ { S 0
Vo1 2 3 X% 5 10 15 2 2 % 5 10 15 20 2
a=2.0 a=2>5.0 a=15.0
Fig. 4

D’apreés ce que nous avons trouvé on peut donc déduire que, dans notre application,
si 'on utilise la méthode des moments modifiés, on obtient des résultats meilleurs pour
les coefficients de la relation de récurrence, mais cela est vrai seulement si I’on connait
ces moments modifiés dans leur forme analytique. Mais méme cela n’est pas suffisant car
si le calcul des moments modifiés & partir de leur formule est moins précis que celui des
moments, ’amélioration apportée de la méthode des moments modifiés peut disparaitre.

Sur le probleme de la quadrature de Gauss avec les moments modifiés on peut voir
Particle [21] de Gautschi.

2.2.86 L’algorithme de quadrature

Dans [32] nous avons donc proposé l'algorithme complet pour ’approximation de notre
intégrale. Ce travail est antérieur & [33] et nous avions utilisé, pour le calcul des coefficients
des polynomes orthogonaux, la méthode de bordage (2.11). Comme nous l’avons vu dans
la section précédente, en faisant uniquement les calculs d'une fagon numérique, cette
méthode est comparable a la méthode des moments modifiés.

Maintenant, pour appliquer la formule de quadrature, il nous faut trouver les racines

des polynémes. Sil’on considere

P.,(z) = (:z: - zﬁ")) . (z - ::g")) e (z - zs‘ﬂ))
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on sait que, vu la fonction poids e~®%, les n zéros de P, seront dans l'intervalle [-1,1].
Pour les trouver nous avons utilisé la proprieté des séparation des racines des polynomes
orthogonaux. Comme il est bien connu (voir, par exemple, Davis and Rabinowitz {16}) si
P’on a un polynéme P, orthogonal par rapport & une fonction poids non négative dans un
intervalle [a, b] alors les proprietés suivantes sont valables

o Les racines du polynéme P, ne coincident pas avec celles du polynéme P,,;.

e Dans chaque intervalle [a, :cg")], L:cg"),zg")] yeons [zf,"_)l,zﬁ,")] , [zs"‘),b] des racines de

P, il y a exactement une racine de P,4;.

Le calcul récursif de P, implique le calcul de tous les (n — 1) polynémes orthogonaux
précédents. On peut donc utiliser ces proprietés pour calculer les racines de P,. Donc,
a chaque étape k, on va appliquer une méthode pour trouver un zéro dans chaque sous-
intervalle de [—1,1) obtenu a 1’étape précédente.

L’algorithme pour le calcul des racines est donc le suivant

1. Calculer les zéros zi% et 2?) de P(z) (avec =P < )

2. Pourk=3,...,n

o Calculer -1 < ;cgk) < xgk'])

e Pourj=2,...,k-1

(k-1)
i-1

k) (k1)

(
<z 5

— Calculer z ;' <z

o Calculer z,(f_']) <z <1
ou n est le degré du polyndéme orthogonal que I’on veut.
Pour le calcul des racines on a choisi 1’algorithme de Brent [2] qui est une combinaison

d’interpolation linéaire, d’interpolation quadratique inverse et de bisection, et qui a une
convergence super-linéaire.

Si 'on a déterminés les zéros de P,(z) on obtient une formule exacte sur Py,_;. En
plus, pour les polynémes Q;(z) de degré j < 2n — 1 on aura R,=0 et la formule devient

1 n
/1 Qj(z)e'°’da: = ZAEN)QJ(I,)
- i=1
Si 'on considere Q;(z) =27, =0,1,...,n — 1 alors

/_]1 Q;(z)e %*dz = c(z) = ¢;
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ot les ¢; sont les moments connus. On obtient donc le systéme linéaire a n inconnues Af")
suivant (
AV Al 4 AR = ¢
Ay 4 APz 4t APz, = o
§ A2+ Al 4+ AP = o

{ Ag")z? + Ag")zg + e+ A&")zg = Cp-1-

Un tel systéme, avec matrice de Vandermonde, est toujours non singulier mais il est
mal conditionné. Mais le calcul des A™ peut se faire en utilisant une formule que dérive
de la relation de récurrence [4)

A _ hi-s

( Ci=1,...k
P{(z;) - Proy(zi)

ou zj,...,2zx sont les zéros de Pi(z).

Donc on a finalement obtenu ’algorithme général pour 'approximation de l’intégrale

1
/ e~ **f(z)dz avec une formule de quadrature de Gauss.

Algorithme de quadrature

1. Donner une valeur de a € R.
2. Initialiser les coefficients de P_;(z) et de Py(z).
3. Pourk=0,1,...,n-1

e Calculer les moments cz et cx41 (avec la formule directe ou récursive).
¢ Calculer les coefficients de Py,;(z) avec la méthode de bordage.

o Calculer les racines de Pi41(z) dans chaque sous-intervalle déterminé par les
racines de Pi(z) avec l'algorithme de Brent.

4. Calculer les poids 4™ i=1,...,7n.

Si Pon désire passer de n & n + 1 nceuds, il est suffisant d’exécuter encore une fois la
boucle interne (index k) c’est a dire de calculer deux moments additionnels et calculer les
coefficients de P,41(z) en utilisant les coefficients connus de P,_,(z) et de P,(z). Aprés
I’algorithme de Brent pourra calculer les (n + 1) nouveaux nceuds et ensuite on calculera

les nouveaux poids A"+,



72 Chapitre 2. Polynémes orthogonaux

[Résultats numériques}

Puisque I’on voulait obtenir une bonne approximation, nous avons developpé un logiciel
qui a été executé sur un VAX-11/750 en utilisant la mémorisation H-float (environ 33
chiffres décimaux significatifs). Le logiciel, écrit en FORTRAN-77 et que ’on va donner
partiellement dans la section suivante, a été essayé sur des exemples par lesquels on connait
la valeur exacte de l'intégrale. Pour l’algorithme de Brent, on a pris la subroutine de la
bibliothéque IMSL {30] (pp. 770-772) en la modifiant pour la mémorisation H-float et en
Padaptant pour le cas particulier d’une fonction polynomiale.

Nous allons montrer I’'un de ces exemples qui concerne le calcul approché de l'intégrale

1
I= / e " <1 + sin I:c) dz.
-1 2
Sa valeur est (voir, par exemple, [27], p. 196)

1 - 4 @ -
I=Z-(e°—e )—Zﬁ;;-(e +e )

n [ 3] 7 ]10]15] 3] 7 [10]15
a Nouveau algorithme Gauss-Legendre

2.5 4 |13 | 21 | 31 1 8 | 14 | 26
5.5 4 |13 | 19 | 30 2 4 9 19
16.5( &5 | 15 | 23 | 25 0 1 2 7

Figure 2.1: Nombre de chiffres significatifs décimaux exacts.

Dans la figure 2.1 est répresenté le nombre de chiffres décimaux exacts trouvés avec trois
valeurs de a et quatre valeurs du degré n de P,(z). Comme l’on peut voir, l'algorithme
est précis pour chaque valeur de n et aussi pour les polynémes de degré plus grand que
10.

Dans la méme figure il y a2 une comparaison entre la valeur exacte et I’approximation
que 'on obtient en appliquant la quadrature de Gauss avec une fonction poids égale 4 1 et
en utilisant les polynémes unitaires classiques de Legendre dans l'intervalle [~1,1]. Dans
ce cas nous avons utilisé encore une subroutine de la IMSL {30] (pp. 611-613) modifiée
pour la mémorisation H-float. Cette subroutine qui s’appelle GAUSSQUADRULE a été
proposée par Golub et Welsh [25] et elle obtient aussi les points et les poids en utilisant
les coefficients de la relation de récurrence a trois termes.

Dans la suite nous allons montrer une comparaison entre le calcul approché des moments
et leur valeur obtenue avecla formule directe (voir théorhéme 2.2). On a cherché a obtenir
le degré maximum pour les polynémes, en gardant la précision des résultats. Dans la figure
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a rang Maximum Min. chiffres
degré n | décimales exactes
10.0, 4.0} 19 26
14.0,8.0] 22 24
18.0,12.0] 25 22
]12.0,16.0] 27 21
116.0,20.0] 28 19

Figure 2.2: Comparaison entre deux calculs différents pour les moments.

2.2 pour différentes valeurs de a on donne le degré maximum n qu’on arrive a atteindre
avec une bonne précision et le nombre le plus petit de chiffres décimaux exacts trouvés
pour ces polynomes.

Pour chaque polynome de degré n nous avons calculé et comparé les moments ¢; (i =
0,...,2n — 1) obtenus avec les deux formules suivantes

c;, = (_1)i el i ___...(__li_ . [ea _ (__1):'+je_a]

3=0 ait1(i — j)!

) n .
/ zle *dzr = Z Aﬁ-")z;- .
-1 =

G
Pour d’autres considérations sur le calcul des moments, voir Gautschi [22].

2.3 Logiciels

En ce qui concerne les logiciels que nous avons développés sur les sujets de ce chapitre il
faut mentionner les logiciels en FORTRAN que nous avons écrits pour les applications de
la section 2.1.3, des méthodes de calcul des coefficients de la relation de récurrence de la
section 2.2 qui utilisent les moments et les moments modifiés. En plus il y a I’application
a la quadrature de la section 2.2.3 pour laquelle, dans la suite, nous allons montrer une
partie du logiciel que nous avons developpé et qui montre 1’algorithme itératif complet
ainsi que l'implémentation de la méthode de bordage (2.11). Naturellement il y a aussi

tous les logiciels en Mathematica que 'on a devéloppé pour les comparaisons de la section
2.2.5.

CHitdtdddddttttttddtttttitdtttttttdditttttdtdbdttttdbttttttts
PROGRAM QUADR

C PURPOSE: EVALUATE THE INTEGRAL VIA A GAUSSIAN QUADRATURE +
c FORMULA THROUGH THE MONIC ORTHOGONAL POLYNOMIAL +
c i , -alpha * x +
c WITH RESPECT TO TEE WEIGHT FUNCTION e +
c IN [-1,1]. +
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C INPUT: ALPHA REAL CONSTANT OF TEE EXPONENTIAL +
Cc N NUMBER OF KNOTS OR DEGREE OF POLYNOMIAL +
C EPS THE PRECISION FOR THE SOLUTION +
C OUTPUT: QUADINT APPROXIMATED VALUE OF INTEGRAL +
C EXTERNAL FUNCTIONS: +
c POL COMPUTE THE VALUE OF POLYNOMIAL P(x) +
Cc POLD COMPUTE THE VALUE OF THE DERIVATE OF +
c POLYNOMIAL P(x) +
C CMOM COMPUTE THE MOMENTS +
c FUN COMPUTE THE FUNCTION £(x) +
C RINT COMPUTE THE ANALYTICAL VALUE OF INTEGRAL+
C EXTERNAL SUBROUTINES: +
Cc CBORD COMPUTE THE COEFFICIENTS OF P(x) +
c ROOT COMPUTE THE ROOTS OF A SECOND DEGREE +
C EQUATION +
C ZBREN COMPUTE THE ZERO OF THE POLYNOMIAL P(x) +
c IN [A,B] +

Ciéddttt+4444+tt+t4+t44tttddtttttdttttttttdt bttt t bttt b++ 444
IMPLICIT REAL*16 (A-H,0-Z)
DIMENSION C(0:100), COEFF1(-1:100), COEFF2(-1:100),
* ZER0S(100), E(2), WEIGHT(100)
EXTERNAL POL, POLD

c
C ... INIT VALUES FOR THE PROGRAM AND INPUT THE VALUES FOR
c ALPEA, N AND EPS
C ... INIT THE COEFFICIENTS FOR RECURSIVE METHOD CBORD
CALL CBORD (COEFFi, COEFF2, C, -2, H)
c
C ... LOOP FOR FAMILY OF POLYNOMIALS TO REACH THE DEGREE N
DO 400 IDEG =1, N
100 CONTINVE
c
C ... COMPUTE THE ADDITIONAL TWO MOMENTS
ISTART = 2 = IDEG - 2
DO 200 I = ISTART, ISTART+1
C(I) = CMOM (I, ALPEA)
200 CONTINUE
c
C ... COMPUTE THE COEFFICIENTS QF THE ORTHOGONAL POLYNOMIAL
c BY THE BORDERING METHOD

K = IDEG - 1
IF ( MOD(K,2) .EQ. 0 ) THEN

CALL CBORD (COEFF1, COEFF2, C, K, H)
ELSE

CALL CBORD (COEFF2, COEFFi1, C, K, H)
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END IF

(2]

. COMPUTE THE ZEROS
IF ( IDEG .EQ. 1 ) THEN
ZEROS(1) = - COEFF1(0)
ELSE IF ( IDEG .EQ. 2 ) THEN

Q

. COMPUTE THE ZEROS OF THE SECOND DEGREE POLYNOMIAL
CALL ROOT (COEFF2(2),COEFF2(1),COEFF2(0),
* ZEROS(1), ZEROS(2))
ELSE

Q

. COMPUTE THE ZEROS OF P(X) BY BRENT’S ALGORITEM
p0 300 II = 1, IDEG
IF (II .EQ. 1) THEN
A = -1.0Q0
ELSE
A = ZEROS(II-1)
ZEROS(II-1) = B
END IF
MAXFNTMP = MAXFN
IF (II .EQ. IDEG) THEN
B = 1.0Q0
ELSE
B = ZEROS(II)
END IF
IF ( MOD(K,2) .EQ. O ) THEN
CALL ZBREN (POL, ERRABS, ERRREL, A, B,
* MAXFNTMP, COEFF1, IDEG, IER)
ELSE
CALL ZBREN (POL, ERRABS, ERRREL, A, B,
* MAXFNTMP, COEFF2, IDEG, IER)
END IF
IF (II .EQ. IDEG) ZEROS(II) = B
300 CONTINUE
END IF
400 CONTINUE
c
C ... COMPUTE THE WEIGHTS
IF ( MOD(X,2) .EQ. O ) THEN
DO 500 II =1, N
WEIGHT(II) = B(1) / (POLD(ZEROS(II), COEFF1i, N)=
* POL(ZEROS(II), COEFF2, N-1))
500 CONTINUE
ELSE
DO 600 II = 1, N
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WEIGHT(II) = H(1) / (POLD(ZEROS(II), COEFF2, N)x
* POL(ZEROS(II), COEFFi, N-1))
600 CONTINUE
END IF

C ... COMPUTE TEE INTEGRAL USING TEE ZEROS AND THE WEIGETS
QUADINT = 0.0Q0
DO 700 II =141, N
QUADINT = QUADINT + WEIGET(II) * FUN(ZEROS(II))
700  CONTINUE ‘

c
C ... COMPUTE THE ANALYTICAL VALUE OF THE INTEGRAL
REALINT = RINT(ALPEA)
c
C ... PRINT THE REAL AND APPROXIMATE VALUES OF INTEGRAL
C ... REPEAT ONCE MORE THE INTERNAL LOOP UNTIL TEE DESIRED

C PRECISION WITE RESPECT TO TEE REAL VALUE IS REACHED
IF (QABS(QUADINT - REALINT)/REALINT .GT. EPS) THEN

N = N+1
IDEG = N
GO TO 100
END IF
STOP
END

CHt++++4++++4ttt4+++t+4+t+++t+++tddtdttdtdtdtdbtdddtbddbtdb e+t
SUBROUTINE CBORD (VECi, VEC2, MOM, K, H)

C PURPOSE: COMPUTE THE COEFFICIENTS OF THE ORTHOGONAL

C POLYNOMIAL P (x) BY THE BORDERING METHOD.

c k+1

C THEE SUBROUTINE STORE IN VEC1 THE NEW COLUMN

C VECTCR OF THE TABLE UTILIZING THE OLD VECTOR

C VEC1, THE VECTOR VEC2 AND THE VALUE OF H(1).

C INPUT: MOM MOMENTS VECTOR

C VEC2 VECTOR OF COEFFICIENTS OF P (x)

C K INTEGER CONSTANT k

C INPUT/OUTPUT:

c VEC1 IN INPUT IS THE P (x) COEFFICIENT VECTOR

C k-1

C IN OUTPUT IT CONTAINS THE COEFFICIENTS OF

c P (x)

C k+1

C B 2-DIMENSION VECTOR WHICH CONTAINS IN INPUT

C h AND h AND IN OUTPUT E(1) CONTAINS h

Cc k-1 k k

C EXTERNAL FUNCTIONS:

T N L O N O O O Oy
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c PINNER
c

7

COMPUTE THE INNER PRODUCT BETWEEN TWO +
VECTORS +

CHitttttdttttttttttttttttttttdtddtttidttttttttdtttttttdttstt
IMPLICIT REAL*16 (A-H,0-2)
DIMENSION VEC1(-1:1), VEC2(-1:1), MOM(0:1), H(1)

C ... FIRST CALL OF THE SUBROUTINE
IF (K.EQ.-2) THEN

END

VEC1(K+1) = 0.0Q0
VEC1(K+2) = 0.0Q0
VEC2(K+1) = 0.0Q0
VEC2(K+2) = 1.0Q0
VEC2(K+3) = 0.0Q0
B(1) = 1.0Q0
RETURN
ELSE
c
C ... SET THE FIXED COEFFICIENTS FOR ALL THE POLYNOMIAL
VEC1(K+1) = 1.0Q0
VEC1(K+2) = 0.Q0
c
.C ... COMPUTE THE TEMPORARY VARIABLE
H(2) = PINNER (MOM, VEC2, K, K)
GAMMA = PINNER (MOM, VEC2, K, K+1)
ALPEA = GAMMA + VEC2(K-1) = H(2)
BREC = -ALPHA / H(2)
CREC = H(2) / B(1)
c
C ... COMPUTE TEE NEW VALUES OF THE COEFFICIENTS
DO 100 I = 0, K
VEC1(I) = VEC2(I-1)+BREC*VEC2(I)-CREC*VEC1(I)
100 CONTINUE
c
C ... SAVE THE H(2) VALUE FOR THE NEXT CALL
B(1) = H(2)
END IF
RETURN
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Chapitre 3

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

La résolution des systémes linéaires est I’'un des problémes les plus traités en analyse
numérique. La méthode de bordage est I’'une des méthodes qui permet de résoudre d’une
fagon récursive ce probleme. Elle considére (& partir de la matrice de dimension 1 formeée
par le premier coefficient de la premiére équation) les differentes matrices construites en
ajoutant une ligne et une colonne a la matrice précédente jusqu’a obtenir la matrice du
systéme & résoudre. A chaque étape, la solution du nouveau systéme est obtenue en
utilisant la solution du systéme précédent. Cette méthode a des limites dues au fait que
si, & une étape, une certaine quantité est égale a zéro, la méthode itérative doit s’arréter.

Dans [4] nous avons modifié cette méthode en proposant une nouvelle méthode qui
a été appelée Block Bordering Method qui permet de continuer le procédé en ajoutant
plusieurs lignes et plusieurs colonnes a la fois jusqu’au moment ou la quantité devient
différente de zéro (ou inversible). Evidemment cette méthode peut aussi s’appliquer quand
la quantité est différente de zéro mais trés petite et donc son utilisation peut apporter
une amélioration aux erreurs dues a ’arithmétique de ’ordinateur.

Cette méthode présente un inconvénient quand elle est utilisée dans la résolution
récursive de systémes (non singuliers) et que 'on a besoin de toutes les solutions in-
termédiaires donc aussi des solutions des systémes qu’on avait sautés pour améliorer les
solutions suivantes. Dans ce cas nous avons proposée [5] une méthode appelée Reverse
Bordering Method qui permet, aprés avoir sauté, de revenir en arriere pour calculer les
solutions des étapes qu’on avait sautées.

Ces méthodes s’appliquent a plusieurs domaines comme le calcul récursif des polynémes
orthogonaux, l’approximation de Padé et les formes progressives des algorithmes d’extra-
polation.

3.1 La méthode de bordage

Pour commencer nous allons rappeler la méthode bien connue de bordage, basée sur la
méthode de Sherman et Morrison [10] et qui peut se trouver, par exemple, dans le livre
de Faddeeva [7).
Soit A; une matrice carrée réguliere de dimension k et di un vecteur de dimension k.
Soit z; la solution du systéme
Arzy = dy.
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Soit ux un vecteur colonne de dimension k, v, un vecteur ligne de dimension k et a;
une constante. On considére la matrice bordée Ai+; de dimension k + 1 donnée par

Ay = (A* “"). (3.1)

Ve Gk

Sa matrice inverse est donnée par

A-l = ALY+ A wue AT B — A u/Br
k+1 —ve A7/ Br 1/Bk

avec Bk = ar — ve Af ' uk.
Soit fx une constante et zx,; la solution du systéeme bordé

d
Arprzip = dig = ( f: ) .

z fr — vkzk —A7'u
Zkyy = <0k)+—l‘3‘kk—'< llc k) (3.2)

et donc on a obtenu la solution du systéme bordé en fonction de la solution du systéme
précédent.

 L’on peut éviter le calcul et la mémorisation de la matrice A;' si l’on pose gx = — A7 'ux
“et ensuite que ’on calcule cette quantité avec la méme méthode de bordage. Comme cela
on a une variante de la méthode qui a besoin seulement de la matrice A;.

Donc soit g\ la solution du systéme
Auf? = —of
ou uf) est le vecteur formé par les 1 premieres composantes de u, et évidemment uf‘) =,
et q,(‘) = g; pour tous les i. Soit A4, la matrice de dimension ¢ formée par les ¢ premieres
lignes et colonnes de Ay.

Puisque A; est une constante, on aura
(1)

(1) — _ %
Qk A]
. (i) . (D (5)
G+) _ [ g\ _ ki T UG g . _ _
0= ()t (1) e

ou U4 est la (1 + 1)-éme composante de u;.

Alors

i = g = - A

et cette quantité est celle qui nous sert dans (3.2) pour le calcul de z;4, sans avoir besoin
de A;'.

Sur cette méthode et sur ses applications aux formes progressives des algorithmes
d’extrapolation I’on peut voir [2]. Dans [3] nous avons donné la subroutine BORDER
qui utilise cette variante de ]a méthode de bordage.
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3.2 Bordage par blocs

La méthode de bordage ne peut évidemment s’appliquer que si Bx # 0 pour tout k.
Quand cette condition n’est pas verifiée nous avons trouvé (4] une méthode appelée block
bordering method qui permet de sauter les singularités des étapes intermédiaires et arriver
quand méme a résoudre le systéme.

Maintenant on suppose que toutes les quantités de (3.1) sont des matrices avec les
dimensions suivantes

Ak Ng X N

Uk Nk X Pk

Vk Pk X T

@k Pk X Pk
Ars1 i1 X Tkt

avec Ngy1 = Nk + Dk.
Posons
-1
ﬁk = A — Vi Ak Uk

La matrice inverse deviendra

A-1 = A+ AT w B e AR — A B!
k+1 —ﬁk_lva;] k—l .

Si maintenant f; est un vecteur avec p; composantes on aura
Zk —A”uk -
k41 = ( 0 ) + ( Ikk ) kl (fk _'Ukzk)

ou I est la matrice identité de dimension p;.

Toujours dans [3] ’on peut trouver la subroutine BLBORD qui réalise cette méthode.

Comme on ’a fait pour la méthode de bordage, ici aussi I'on peut éviter de calculer
et mémoriser l'inverse A} si I'on pose g, = —A;'u; (de dimensions n; X pi) et que ’on
calcule cette matrice récursivement avec la méthode de bordage. Soit donc u{” la matrice
n; X pr qui contient les n, premiéres lignes de u; pour ¢ < k, n; < n; (avec u,(‘) = u,;) et
soit q,(t‘) la matrice de dimension n, X pr qui satisfait aux conditions A,-q,(c'.) = —ug) pour
i <k (avec q,»‘) =q).

Si ’on pose

= A

on obtient

. (i) Gry i .
= (£)- (45 . 1o
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avec B, = a; + viqgi) et avec u; 4 €étant la matrice formée par les lignes n, +1,...,n,+p;
de Uk.

Quand dans une matrice intermédiaire il y a (i égal & zéro, on aurait pu aussi utiliser
le pivotage et donc si By = 0 remplacer la derniére ligne par une autre ligne pour laquelle
Br # 0. Mais le pivotage peut étre adopté quand on a besoin uniquement de la so-
lution finale du systéme, tandis qu’il n’est pas adapté quand on a besoin des solutions

intermédiaires. De 12 l'intérét de la méthode de bordage par blocs.

3.3 La méthode de bordage inverse

Si 'on désire augmenter la stabilité du procédé et donc améliorer les solutions, on peut
appliquer la méthode de bordage par blocs méme quand la matrice 8 n’est pas singuliere
mais presque singuliere. Donc dans ce cas on saute des systémes intermédiaires qui sont
réguliers. On peut donc avoir le probléme de connaitre aussi les solutions qu’on a sautées.
C’est, par exemple, le cas pour le calcul des polynémes orthogonaux (voir par exemple
ce que nous avons fait dans [9]) ou dans l’approximation de Padé ou dans les formes
progressives des procédés d’extrapolation [3) (pag. 28 et suivantes).

L’idée que nous avons eue [5] a été de sauter quand la matrice Bi est presque singuliere,
puis de revenir en arriére avec un autre algorithme pour calculer les solutions qu’on avait
sautées.

Donc, aprés avoir sauté, nous connaissons la matrice A5}, du systéme qu’on vient de
résoudre et l'on supprime la derniére ligne et la derniere colonne de la matrice Ax4; pour
calculer la solution z; a partir de la solution zx4+;. On peut aussi revenir en arriere en
supprimant les p, derniéres lignes et colonnes ou, naturellement, ce p; est plus petit que
celui utilisé a ’aller dans le bordage par blocs.

Nous avons d’abord la nécessité de trouver A;' & partir de Af;,.

Supposons que A;il, de dimension n;4; soit de la forme

ni Pk
/! /
am= ()
D’apres le bordage par blocs on sait que
= A+ A By kA (3.4)
up = —AJubB v= =B u AL

e, = B! Bk =ar— v A7 ux.

On a donc

alors
upay ' = —A7 w
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et finalement
upay  vp = AP wBr v At
Si ’on remplace cette expression dans (3.4) on aura
Al = Ap —upa v (3.5)

Cette formule a été déja donnée par Duncan dans ’année 1944 [6]. C’est le complément
de Schur et donc on a aussi

det A;' = det A;ll/ det a},
det Ak+1 = det Ak - det ﬁk-

La formule (3.5) peut aussi s’obtenir & partir de la formule de Sherman-Morrison (voir
Hager [8]), pour laquelle on a

Ay = (Ak - upaf! vk) -
et Av=(Af— ol o) = AT+ A W BT AL
avec B, = a, — v, Ay uf.

Et on a aussi

Ay = Afl + U a;l v = (A;r —u; a;‘l -u;t)_l

A;r = AEI + UL a;‘] v;c = (Ak — Ui a;l ‘vk)_l .
Maintenant nous allons calculer la solution z; du systéme

Agze = d;

a partir de la solution z4,; du systéeme bordé

d n
Arr1zkpr = djy = ( f: ) p:

D’apreés (3.2) on aura

im(2) = (3) (") oo
(%) + (%) -,
k

[ [}
Cp = akfk — @, VkZk

Donc

c’est a dire
-1 — -1
ay k= fx —vkzx Or vz = fr —ap
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et
! ! / -1
zp =z +up (fi — vezk) = 2k Y upap Gk

et finalement
zr = z; — up a) ! .

Pour calculer z; on peut aussi partir de la formule (3.5), et I’on a

Afldy = ALdi — uj a7 v di.

zi \ _ [ A uk de \ _ ke + i fi
e )\ v g f ]\ vide + aifi

/ ! ! ! !
Akdk =2, — ukfk and 'dek = Cx — akfk.

et donc

Le z; sera donc

4 ! 7 1=} 7
zr = Ayde = zp —upfi —upal (e — aifi)
_ ’ ' 1 i=1 roi=1 0
= zr—wfi—wa cktuar g fi

= z; —ua; .

3.4 Applications

Exemple 1

On considere le systéme

11 11 -1 0 -1 (1\ (-2\
11 20 1 1 -1]]|2 13
11-10 2 -2 0]]|3 -2
-11 20 -1 1 2||4|=] 22
00 00 1 1 2[5 25
00 00 1 1 1[]|6 18
00 00 -1 0 2)\7) \ 9

dans lequel les systémes intermédiaires de dimension 2, 3 et 6 sont singuliers. Pour les
rendre presque singuliers on ajoute une perturbation €; a a;; et a ass et, pour avoir la
méme solution finale, on ajoute aussi £, a la premiére composante du second membre et
5.€; a sa cinquiéme composante.

Soit € le seuil pour le saut dans le bordage par blocs et €, le seuil pour le saut dans
le bordage inverse (qui doit étre plus petit pour ne pas refaire exactement le méme saut
qu’a Daller).

On obtient les résultats suivants
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-0.1001

- N O SR

0.9222

—0.2000 -
-0.1501 -
. 1016
—0.4500 -
-0.2950 -
—0.7006 -

10?
10%°

10!
102
1015

-0.2000 - 10!

n
1
2
3
4 -0.4500- 10!
5
6
7

0.1000 - 10!

e = I T O R

—0.2000 -
-0.1501 -
—-0.1001 -
—0.4500 -
—0.2950 -
-0.7006 -

0.1000 -

10!
1016
10]6
10?
102
1015
10!

0.1501 -
0.1001 -
0.7500 -
-0.9297.

-0.1171

0.1859 -
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Solutions avec la méthode de bordage

10]6

10 0.5000 -
0.4992 -
0.1333-
- 1076 0.9348 .
0.3006 -

10!
10

10!

€, =10-10"1
10!
10! -0.1001 - 102
102

10

10?

0.4833-102 0.2500 - 102

0.1635-10'¢ 0.7006

0.3570 - 10! 0.5078 . 10!

1015 -0.7006 - 101°
0.5922 - 10! 0.7000 - 10!

Solutions avec le bordage par blocs

e=10-10"1

0.7500 - 10" 0.5000- 10" —0.1000 - 10?
—0.2950 - 102 -0.9167 - 10! 0.1333 - 102

0.2000 - 10! 0.3000 - 10!

e =1.0- 1014

0.4833 - 102 0.2500 - 102

0.4000 - 10! 0.5000 - 10! 0.6000 - 10 0.7000 - 10?

Solutions avec le bordage par blocs et le bordage inverse
e=1.0.10"1

0.1501 -
0.1001 -
- 10?
-0.9167 -
-0.1168 -

0.2000 -

0.7500

10]6

1076 0.5000 -
0.5000 -
0.1333 -

10!
1016 0.9341
10!

0.3000 -

€2 =1.0.10"20

0.4833-10% 0.2500 - 102

€; =1.0-10-14
10?
10! -0.1000-102
102
. 1015
10! 0.4000 - 10!
Exemple 2

0.1635-10'€ 0.7006 - 10!% —0.7006 - 10'°
0.5000 - 10!

0.6000 - 10* 0.7000 - 10?

Maintenant nous allons donner un exemple qui concerne l’e-algorithme [3].

Les eg(,?

ou les a, sont solution du systéme

aoSo + a1 51 +
apS) +a,5; +

aoSk + a1Sk41 + -+ + apSax

peuvent étre interpretés (voir [1}) comme

k
6(2?‘) = 1/ Za;
=0

ror + akSk
oo 4 @k Sk
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On applique 'e-algorithme aux sommes partielles de la série de
l+bz+...+byyz™ ! + 2™

D’aprés la théorie de Pe-algorithme et sa liaison avec les approximants de Padé on sait
que

eim = f(2).

Dans nos exemples les systémes de dimension 3, 4, 5 et 6 sont presque singuliers et dans
les tableaux suivants nous allons donner différentes valeurs aux quantités ¢, €;, €2, m, z, b;.
Le R & coté des valeurs de la deuxiéme colonne signifie que les valeurs correspondantes
de la colonne précédente, ont été obtenues par la méthode de bordage inverse.

e=10"5¢e =0256,=103, m=10,¢ =2, b =i -6, f(z) = 2.998536585365854

Méthode de bordage || Bordage par blocs et inverse
1.000000000000000 1.000000000000000
0.833333333333333 0.833333333333333
1.500000000000007 1.500000000000007
1.500000000000006 1.500000000000007
1.500000000000004 1.499999999999987
1.500000000000004 1.499999999999984
1.500000000000006 1.500000000000006
1.500000000000007 1.500000000000006
1.057370161706715 1.061205132114060
5.442384375014805 5.530461077969034
2.965829933964836 2.998536585365856

S W00 T DLW O
= s J= i~ R

Pt

On voit bien que, avec la méthode de bordage, on obtient seulement 2 chiffres exacts
tandis qu’avec la méthode de bordage par blocs et la méthode de bordage inverse on a 15
chiffres exacts.

=103, e, = 01,6, =107, m =10,z = 1, b = &1 /i, f(z) = 1.141448412698413

Méthode de bordage || Bordage par blocs et inverse
1.000000000000000 1.000000000000000
1.200000000000000 1.200000000000000
1.299999999999898 || 1.299999999999898
1.366666666630687 | 1.366666666630683
1.416666663166007 1.416666665980086
1.416669182535733 1.416669185348150
1.370133070676631 1.370133070822927
1.363779438853716 1.363779438821982
1.299241827763746 1.299241827748625
1.221626694740750 1.221626694709201
1.141448412733146 1.141448412698013

==l i

O WO ~ID U i WK = O3

—
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On a donc amélioré la précision.

3.5 Logiciels

Pour toutes les méthodes que nous avons présentées nous avons codé des logiciels en FOR-
TRAN 77. Les sous-programmes ont été utilisés dans plusieurs applications et exemples
que nous avons présentés dans les autres chapitres.

Certains d’entre eux se trouvent dans la diskette du livre que nous avons écrit [6] et ol
I’on peut trouver aussi un programme principal d’appel. Ils sont

e BORDER pour la méthode de bordage avec la variante (3.3).
Les sous-programmes et les fonctions utilisés sont QBORD, INNERC.

¢ BLBORD pour la méthode de bordage par blocs.
Les sous-programmes et les fonctions utilisés sont BETABOR, GAUSS, INVERS,
RCPROD, INNERC.

Pour la méthode de bordage inverse nous avons modifié le sous-programme BLBORD
en insérant un appel & un nouveau sous-programme que nous avons appelé REVBORD
qui est utilisé dés qu’il y a un saut. Dans ce dernier cas, REVBORD revient en arriére
pour calculer les solutions intérmédiaires sautées et aprés les avoir calculées, I’algorithme
de bordage par blocs continue en avant, & partir de la solution qu’il avait obtenu apres le
saut.
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Chapitre 4

METHODES DE TYPE LANCZOS

En 1950 Lanczos [26] a présenté une méthode pour la tridiagonalisation d’une matrice et
cette méthode peut aussi s’appliquer a la résolution d’un systéme d’équations linéaires
en donnant une méthode iterative qui fournit (en théorie, c’est a dire s’il n’y avait pas
d’erreurs dues a l’arithmétique de ’ordinateur) la solution exacte = en n iterations au
plus ol 7 est la dimension du systéme & résoudre [27].

Soit a résoudre le systeme d’équations linéaires

Az =}

ou A e C"" be C"etze C" La méthode de Lanczos consiste a construire une suite
de vecteurs (zi) de la fagon suivante

o choisir deux vecteurs arbitraires z, et y dans C"
e calculer ro = Azg - b

o déterminer z; tel que
zx — 2o € Ex = span(rg, Arg,..., A¥"1rp)
k—1
ry = b— Az, L Fy = span(y,47y,..., A" y).

ou A" est la transposée conjuguée de A.
Ces deux conditions déterminent complétement le vecteur z;. En effet z; — z; peut
donc s’écrire
— Ak—l
Tp—To=a1To + - + ak To

et encore, en multipliant pour A, en ajoutant et en soustrayant b, on obtient
T =To + G.]ATO + oo akAkro. (41)

Les conditions d’orthogonalité donnent

(A"'y,rk) =1 pour t=0,...,k—1 (4.2)
et on a ainsi un systéme de k équations linéaires a k inconnues a,,...,a;. Ce systéme est
singulier si ro, Arg,..., A¥"'rg ou y, A%y,..., A" sont linéairement dépendants.

95
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Dans la pratique, le calcul est fait récursivement sans inverser la matrice A.
La méthode du gradient conjugué de Hestenes et Stiefel [22] est la plus connue et elle

s’applique lorsque la matrice A symétrique définie positive.
Dans cette méthode l'on pose

zg =0, 7‘0=—’b, =20 =—To

et apres on fait les itérations suivantes

(Tk,'l‘k)
ek = ———r~r—t—,
(Tk—lark—l)
2 = =T+ A2k,
Ly T
g = — ( ky k) ,
(zk,Azk)
Tht1 = Tkt PiZk,
Tke1 = Tk + prAzg

ou (-,-) est le produit scalaire dans C".

On voit que, dans cet algorithme, apparaissent des constantes dont 1’expression est
un rapport de deux produits scalaires. On remarquera que, puisque la matrice 4 est
- symétrique définie positive, aucun des produits scalaires qui se trouvent dans un dénomi-
nateur ne peut étre nul.

Lorsque la matrice A du systeme est quelconque, la méthode du gradient conjugué a
été généralisée par Fletcher [18] qui a proposé une méthode appelée gradient bi—conjugué.
L’algorithme de cette méthode est le suivant

zo =0, 9 = To = —b, = 25 = 25 = Db
(Fra?i)
Ay = me————y
(Tk—l,rk—l)
Zk = —Tk+ X2k,
Zx = —Tr+ ApZp-,
_ (2% 7%)

Kk = (fk,AZk),
Tk+1 = Tk + Hk2k,
Te+1 = Tk + peAzi.
Fre1 = Tk + peAT

Dans cette méthode on voit que certains coefficients sont encore donnés sous forme
de rapports de produits scalaires. Cependant, pour une matrice A quelconque, il se
peut que certains produits scalaires dans un dénominateur soient nuls. II y a alors un
breakdown dans 1’algorithme qui doit étre stoppé. De méme si un produit scalaire dans un
dénominateur est voisin de zéro il y @ un near-breakdown qui provoque une propagation
importante d’erreurs numériques car, bien souvent, une quantité voisine de zéro provient
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de la différence de deux nombres voisins et elle est donc entachée d’une importante erreur
de cancellation.

Dans [10, 11, 12] nous avons complétement résolu les problemes du breakdown et du
near-breakdown en utilisant, comme nous allons maintenant l’expliquer, la théorie des
polynémes orthogonaux formels.

La méthode du gradient biconjugué est issue de la méthode de tridiagonalisation de
Lanczos qui fait appel a une relation de récurrence a trois termes. Une telle relation de
récurrence fait immédiatement penser aux polynémes orthogonaux formels qui satisfont
également une telle relation. En fait, dans son article original, Lanczos [26] avait lui méme
établi la connection entre les polynémes orthogonaux et sa méthode de tridiagonalisation.
Bien qu’une trés abondante littérature sur le sujet ait parue (voir [20] pour une liste et
une analyse), les chercheurs travaillant sur ces questions ont rapidement laissé de c6té les
polynomes orthogonaux pour ne plus utiliser que de pures techniques d’algebre linéaire. La
connection avec les polynémes orthogonaux formels, telle qu’elle a été exposée de nouveau
dans [2], est la base de la résolution des probléemes de breakdown et de near-breakdown.

4.1 Breakdown dans Lanczos

Soit a résoudre dans C” le systéme d’équations linéaires Az = b.
Si nous posons

Pi(6)=14a16+...+ art*

alors, d’aprés (4.1),’on a
e = Pi(A)ro.

De plus, si nous posons
i = (y, A'ro), £ =0, 5,
et si nous définissons la forme linéaire ¢ sur l’espace vectoriel des polynémes par
c(€') = ¢, g =0,1,...
alors les relations d’orthogonalité (4.2) s’écrivent
c(¢'P)=0 pour i=0,...,k—1.

Ces relations montrent que P; est le polynéme de degré k au plus appartenant a la
famille de polynomes orthogonaux formels par rapport a la fonctionnelle linéaire ¢ [2].
Un tel polynéme orthogonal n’est défini qu’a une constante multiplicative pres qui, dans

notre cas, a été choisie de sorte que

Pi(0) = 1.
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Les relations d’orthogonalité précédentes donnent le systeme

1 o --- 0 1 1
co € -+ Ck a 0
Ck-1 Ck *** C2k-1 Qk 0

C’est a dire que l’on peut calculer Py par le rapport de déterminants suivant

1 c PP ek (3} cy . 8 Ck
CO C] P ck cz c3 “ e Ck+]
Pk(f) = . ¥ . / . . 3 )
Ck-1 Ck *** Cok-1 Ck Ck41 ' C2k-1
et ’on a ainsi
0 o Ak-1p, c6 C Ck
C € - Ck €2 €3 - Gkt
Ty — To = s . . / . . 3 )
Ck—1 Ck *** Cok-1 Ck Ck4+1 ' C2k-1
et
To AT‘O sl AkT'() C1 Ca sisie Ck
Co €y o Ck C2 C3 cer Ck41
Ty = / )
Ck-1 Ck *++ C2k-1 Ck Ck4+1 **° C2k-1

ol les déterminants des numérateurs sont les vecteurs obtenus avec les regles classiques
pour développer un déterminant selon sa premiere ligne.

A cause donc de la normalisation Py(0) = 1, ce polynome existe et il est unique si et
seulement si le déterminant de Hankel

cl 62 .« . Ck
H(l) _ C2 €3 *** Ck41
=

Ck Ckt1 **° C2k-1

est différent de zéro.
Il est possible de calculer récursivement ces polynomes Py de différentes fagons:

e par leur relation de récurrence a trois termes

e en passant par les polynomes unitaires P,Sl) orthogonaux par rapport a la forme
linéaire c(!) définie par (V) (€') = c(£'*') = cip
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e en passant par des polynomes proportionnels aux polynomes P,El)
e etc.

Comme il a été montré dans [14], ces différentes procédures conduisent aux différentes
méthodes de type Lanczos connues sous les noms de: gradient conjugué, Orthores, Or-
thodir, Orthomin, Biores, Biodir, gradient biconjugué, .... Toutes ces variantes possedent
la méme propriété de convergence finie, a savoir que 3k < n (dimension du systéme a
résoudre) tel que 7, = 0 c’est a dire z, = ¢ = A~1b.

Cependant dans toutes ces méthodes, interviennent des coefficients avec un produit
scalaire comme dénominateurs. Sil’un de ces produits scalalres est nul,il y a un dreakdown
dans l'algorithme qui doit alors étre stoppé. "1‘: =0 )

Un tel breakdown correspond en fait a la non-existence du polynéme orthogonal que I’on
cherche a calculer. Le remeéde est donc de sauter au dessus de ce polynéme qui n’existe
pas et d’aller calculer directement le premier polynome suivant qui existe. La technique
que nous allons exposer pour éviter le breakdown est basée sur cette remarque.

4.1.1 MRZ (Method of Recursive Zoom)

Nous voulons donc chercher récursivement seulement les polynémes Pi qui existent (et
que I’on appelle réguliers). " ;

Soit donc Py le polynome de degré ny, normalisé par la condition P;(0) = 1, qui satisfait
les conditions d’orthogonalité o

c (E‘Pk) = pour 1 =0,...,mp — 1. (4.3)

Soit Pk(]) le polynéme unitaire de degré ni, qui appartient a la famille de polynémes
orthogonaux formels par rapport 2 la fonctionnelle c(!) definie par c(1) (¢*) = ¢ (¢'+!) = ¢iyg
et qui satisfait donc aux conditions d’orthogonalité

D (eipk(l)) =c (§i+1P,¢(])) =0 pour 1=0,...,nx — 1.

L’on peut tres facilement prouver que le polynéme P; avec P¢(0) = 1 existe si et
_seulement si le polynéme unitaire P,El) existe et est unique.

Si nous posons ng4; = ny+my, Draux [16] a prouvé que les polynémes P( ) qui existent,
satisfont les conditions suivantes

(1) (f‘P,gl)) =0 pour 1 =0,...,nx + my — 2 (4.4)
et | o) (gntm-1pl) 5 g ’

Dans [10] nous avons prouvé que

Peor(€) = Pul€) - €wn(6) PO(E) (4.5)
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ou wy est un polynéme de degré au plus my — 1.
Le calcul des polynomes P,Sl),(ﬁ), comme a été prouvé par Draux [16] et par nous, avec
une démonstration plus courte [7], peut se faire avec la relation a trois termes suivante

PE(€) = a(€) POAE) = Cra P(E) (4.6)

avec Pfll) = 0, Pél)(é) =1let C; = 0 et ou gx est un polyndme unitaire de degré my.
Le calcul de Ci4, et des coefficients des polynomes wy et g sera traité dans la suite en
imposant les conditions l'orthogonalité sur Piy; et Pk(i)x-
Si nous posons
Ty = Pk(A)To
2y = P,S])(A To

d’apres (4.5) et (4.6) l'on a

Tht1 = Te— Awi(A) 2
Tyl = Tk — wk(A) 2k
Zk41 = Qk(A) Zk — Ck+1 Zk-1

avec zg =79, 2_; =0 et C; = 0.
Le saut m; que 'on doit faire pour passer d’un polynéme P; de degré n; au suivant
Pry1 de degré niiy qui existe, peut se déterminer par les conditions suivantes

(y,Ax’+lzk):0, pour 1 =0,...,np + my — 2
et (y’Ank+mek) # 0.

Cette méthode presentée dans [10] a été appelée Method of Recursive Zoom (MRZ) car
les sauts que I’on fait pour passer d’un polyméme au suivant qui existe sont différents et
leur recherche ressemble a un zoom. Elle est une généralisation de la méthode Orthodir
et de l’algorithme BIODIR. Elle n’est sujette a aucun breakdown, a part le incurable hard
breakdown qui se produit quand

(y, A"zk) =0

avec n dimension du systéme.
L’on a donc obtenu l’algorithme suivant

Algorithme MRZ

1. Choisir zg et y d’une fagon arbitraire.
2. POSCI‘ZO=7‘0 =A110—b, Z_] =0,k=0, Tl():O.
3. Déterminer my de fagon que
(y,Ai+lzk)=0, POUT 1 = Ty,..., Nk + Mg — 2

et (y, A"*+'"*zk) £ 0.
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4. Calculer les coefficients de wy et poser
The1 = Tk — Awp(A)zr , Ty = 2 — wi(4) 2.

5. Calculer les coefficients de g et poser
Zky1 = Qk(A)Zk - Ck+12k-1-

6. Si rp4q1 = 0, alors z44; = z et stop.

7. Poser nyyq = ng + my.

8. Si ngy; < n, alors remplacer k avec k + 1
et retourner a 3, autrement stop.

4.1.2 Mise en ceuvre de ’algorithme MRZ

Nous allons d’abord montrer comment calculer Ci4, et les coefficients des polynomes w;

et Qe -
Posons

we(€) = Bo+ -+ Bmy-1£™?
a(€) = oo+ + am 1™+ ETE
Pour obtenir
,30, e aﬂmk-—l
et
Qy . ey Amy—1
il est suffisant d’utiliser les relations (4.5) et (4.6) et d’appliquer les conditions d’orthogonalité
de P; et de Pk(l) et I’on obtient les systémes suivants

( ﬂmk_]c(l)(£"k+mk—lp’£‘)) =C(€"*Pk)
ﬁmk_gc(l)(fnk+mk—1plc(1)) +Bomy—1c) (é'nk-{-mkPk(l)) — (e Ry

IBOC(I) (fnk-’-mk_lpk(l)) +ﬂ]c(1)(£nk+mk})‘§1)) 4ot
ﬁmk-lc(l) (fnk+2m"_2P,S])) =C(Enk+mk—1Pk)

\

( c(l)({nk+mk—1P}$])) — C'k_HC(])(&nk—lPé]-)])
A, ¢V (fﬂk"‘mk—lplsl)) +cM (e"k+mk P/SI)) = Ciy1c) (fm. pé}_)l)

aoc(l)(gmﬁmk—l P;SI)) +a;cM (ETU:"'"U: P,Sl)) 4 ‘+amk-lc(1) (£Hk+2mk—2Pk(l))+
¢ (gret2me=t PO} = Oy e (gretme-1 P
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Ces deux systémes a résoudre sont triangulaires et ils sont toujours non singuliers car
c(l)(f"**”’""'lPlfl)) est différent de zéro.
Puisque l’on a
c(¢P) = (v, A'Pe(A)ro) = (v, 4'r)
et M) (gipk(l)) _ (y’Ai+1P‘£1)(A)TO) _ (y,A.’sz)

les systémes deviennent
( lek-l (y1 Ank+mkzk) = (ya Ankrk)

Brmi=2 (¥, A™ ™ 20) + By -1 (y, A™ a1 20) = (y, A™+ry)

!

......................................................

ﬁo(y’ Anktmi Zk)+ﬁl(y, Ank+mk+12k)+ o .+ﬁmk_](y, A"k+2mk—lzk)=
(y,A"k+mk-lrk)

\

et

[ (y, At 2) = Cryy (y, A z4_1)
O, -1 (Y, A2 )+ (y, A™ ™4 20 ) = Oy (v, A™H 124 y)

ag (y,Ank+mek)+al (y’Ank+mk+lzk) 5w i Q-1 (y,An"+2m*—12k)+
\ (y, AmH2me 2 ) = Crgy (y, A™ ™z y).

Si nous posons

di = (y, An"“?‘k)
bi = (y, Ank+Mk+|’zk)
P = (3’, A"*“Zk—l)

les systémes triangulaires ont la forme
/Bmk—lbo = dO

Brm,-2b0 + Bm,-1by = d;

...........................

[ Bobo + B1by + -+ + Brmy—1bmy -1 = din, -1
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et

( bo = Ck+1 Po
Qm,-1bo + b = Ces1 1

...........................

\ aObO + albl + e + amk—lbmk—l + bmh = Ck+1 pmk-

L’analyse de ces systémes montre qu’ils peuvent étre réunis en un seul systéme avec
deux seconds membres différents selon le schéma suivant
Systéeme de m; équations pour 8
Systéme de m, équations pour a (Ck41 = bo/po)

Bo B -+ -+ PBm-1 pour pour
Qo (s 3} “ee e amk-l ﬁ a
Il ! ! !
bo by e e bmk-l dm,,-) -bm,. + Pmkbo/Po
bO bmk—Z dmk—2 —bmk—] +Pm,‘—1bo/Po
0 bo b] d] _b2 +P2b0/P0
bo do —by + p1bo/po

Les relations qui donnent les valeurs de z441,7x41 €t zx4; peuvent s’écrire

Tyl = mk—{ﬂgzk+ﬂ1Azk+...+ﬂmk-1Amk—lzk]
The1 = Th—|BoAzk+ 1A zk+ -+ B, o1 A zi)

Zey1 = aozktoAzit-ctam, o1 A™ T 2+ A 2 — Crgr1 2k
Si 'on pose
s; = A'zp = As;

avec
80 = 2k

on aura
ey = k= [Boso+Pisi+ +Pmi-19m,-1)

Tee1 = T—[Bosi+Bis2+ 4+ Bmu-15m,)

Zkyr = aoSotarsi+ +am,-18mu—1+Sm, — Cry12k-1.
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Donc dans cet algorithme on aura besoin a chaque étape k des quantités suivantes

d = (y’Ank-H.’.k) pour i=0,...,mk—1

bi = (y,A™t™tiz) pour i=0,...,ms
p = (y,A™%z ;) pour i=0,...,m;
si = Az pour 1 =10,...,m4.

Nous allons maintenant montrer comment on a diminué le volume des calculs dans cet
algorithme pour les quantités précédentes.
Dans le MRZ on doit toujours calculer des produits scalaires de la forme

(y,A'"tr,) pour i+ j=mng,...,np+mp—1
et (y,A""2) pour i+4j =mnk+mk,...,nk+ 2my

et, en plus, pour le calcul de z4,, 7441 et de zp4, il faut calculer et garder en mémoire
les vecteurs

s; = Az pour 1=0,...,my.

Il faut avoir aussi les produits scalaires
(y,A™*z4_y) pour i4j=mny,...,nx + ms.
Mais dans l'iteration précédente l'on avait déja calculé

(y, A'"Mzy) pour 143 = ng_g 4+ Mmic1,. .., k-1 + 2mi_;
=Ny ooy Mg+ Mgy,

Il y a donc a calculer de nouveaux produits scalaires seulement si m; > Mi_1:
(y,A"'”Zk_]) pour i1+ j =mng +mi_; + Lng+mp_1+2,...,0: + my.

Pour calculer tous ces produits scalaires on utilise la proprieté des produits scalaires
qui donne

(v, 4%m) = (AT'y,4n),
(v, 4%2) = (4T'y,4%z),
(v, 4%z,) = (AT'y, Aiziy) .
et donc, si & chaque étape k I’on sort avec la valeur

ATy =7
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a la place de y, il est suffisant de calculer

(AT"*y,Aka) = (g, Airy) pour j=0,...,mp~1,
(A™y, 4z) = (§,4/2)  pour j = my,...,2m,

et (AT"*y,Ajzk-l) = (§,A%2,_1) pour j=mu_; +1,...,my
(seulement si my > my—;).

Dans chaque étape, pendant le calcul du saut my, on peut déja calculer et garder en
mémoire les vecteurs
s; = A'z pour 1=0,...,m;
et pour calculer les quantités d;, b; et p; on applique ’algorithme suivant qui permet aussi,
a la fin de ’étape k, de sortir toujours avec y = AT *y.

ye—vy
do — (gsrk) = (ATnkya"'k)
by «— ('g,smk) = (ATn"y,A'"*zk)
Fori=1,...,m do:
je—ATY
b; « (g)smk) = (ATnk“yaAmkzk)
If 1 # m; then
di — (§,7x) = (AT""“?/,N)
end if
If k40 and 7 > my_; then

Pi — (¥ 2k-1) = (Aany,Zk-l)

end if
end for
y=y

Dans [11] nous avons montré une autre fagon pour calculer les produits scalaires nécessaires
dans l'algorithme et une fagon différente pour calculer les coefficients qui conduit & une
méthode semblable & la méthode BIODIR de Gutknecht {19].

4.1.3 Pseudo-code du MRZ

D’aprés tout ce que I'on a vu on peut donner maintenant le pseudo-code complet de
I’algorithme MRZ.
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Algorithm MRZ (A, b, z¢,y)

1. Initializations:
z_1+0
To A.’Bo -b
So=2=Tg
ng— 0
2. Fork=0,1,2,... until convergence do:
If n, = n then
solution not obtained after n iterations.
stop.
end if
81 — Asg
If (y,s1) =0 and ny =n — 1 then
incurable breakdown.
stop.
end if
My «— 1
3. While (y,sm,,) =0 and my < n — n, do:
mg — my + 1
8y — AB8m,—1
end while
If mi =n — n, and (y, 5, ) = 0 then
incurable breakdown.
stop.
end if
do — (y,7)
bo — (ya Smk)
ﬁmk—l L dO/bO
4. Fori=1,...,my dos
y— ATy
bi — (y)smk)
If 7 # my then
di — (y,7)
compute B, —i—1
end if
If Kk # 0 and : > my_, then
pi — (¥, 2k-1)
end if
end for
5. compute ZTxy1 = Tx — wi(A) 24
compute 7441 = 76 — Awk(A4) 2z
If 7.,y = 0 then )
solution obtained.
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stop.
end if
6. Mgy < N + My
If k=0 then
C] «—0
po—0
else
Ck+1 — bo/jDo
end if
7. Fori=1,...,m; do:
If k=0 then
pi—0
end if
compute an,, —;
end for
8. For:=10,...,m; do:
pi — b
end for

80 — zk41 = Gk(A) z& — Crt1 2k

end for

4.1.4 Exemples numériques

On consideére le systéme suivant qui a été donné dans [1]

0
1
0

0

0
0
1

0

. OO0 ©

(=]

-1

o

107

Evidemment, comme l'on fait des calculs numériques et donc que l’on a des erreurs
d’arrondi, au lieu de tester, dans la subroutine, 1’égalité & zéro nous allons donner une
valeur €. Quand une quantité dans ’algorithme est plus petite en valeur absolue que l’e
qu’on a choisi, alors elle est considerée comme nulle. Les calculs ont été faits sur un PC
en utilisant la double précision.

Avecle subroutine MRZ on obtient les résultats suivants en utilisant n = 12,2, = 0,y =

(1,...,1)T et € = 10~

k 1
TNk 1

[\V]

18.3

w

37.5

| 945.3

948.8

10
37.7

11
18.3

10
12
7.0
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Pour £ =1072,1073,1075,10-1°,10~"!, on obtient

k 1 | 2 3 [ 4 5 | 6 7 8
n 1| 2 3 | 4 9 | 10 | 11 12
el || 15.0 | 18.3 | 37.5 | 58.2 | 58.2 | 37.6 | 18.2 | 3.2-10~°

Poure =10"'%,0n a

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ng 1 2 3 4 8 9 10 11 12
|l7]] || 15.0 | 18.3 | 37.5 | 58.2 | 2.5.10* | 2.9.10% | 9.8 -10%* | 8.1.10%° | 2.8.10%

Pour £ = 107!3, on obtient

k| 1] 2 3 456 7 8 | 9 | 10 11
m | 12 | 3 4|6 |7 8 9 | 10 | 11 12
lirill || 15.0 | 18.3 | 37.5 | 58.2 | 47.7 | 47.7 | 1.0-10% | 58.2 | 42.3 | 54.3 | 8.4 10°

Finalement, pour € = 10714,107!° et 10~'6 on trouve

E | 1 [ 2 3] 45 6] 7] 81 9 ]10]11]12
e | 1|2 |3 4| 5|6 | 7|8 |9 |10} 11]12
il || 15.0 | 18.3 | 37.5 | 58.2 | 63.6 | 73.6 | 73.6 | 63.6 | 58.2 | 37.6 | 18.2 | 57.4

Donc ces résultats sont trées sensibles au choix de € et cela est compréhensible car cette
valeur contdle le début du saut qui, pour donner de bons résultats, doit étre de 4 a 9.
Quand le saut est bien detecté la solution exacte est obtenue.

4.2 Les variantes du MRZ

Si l'on change la fagon de calculer récursivement les polynémes Pk(i)l (dans le MRZ on
utilisait la formule de récurrence & trois termes pour ces polyndmes) on peut obtenir des
variantes de la méthode.

Dans la premiére variante, Pk(i)] est calculé en utilisant P,Sl) et P; (qui sont les mémes
polynémes que ceux utilisés dans le calcul de Pi;; et donc on a appelé cette méthode
SMRZ, ou S signifie symmetric, car il y a une symétrie entre les deux relations).

La deuxiéme variante a été nommée BMRZ, ou B signifie balancing, car la méthode
calcule Py, a partir de P,S]) et de P et aprés elle calcule Pk(]+)1 a partir de P;,, et de P,Sl).
Donc il y a une espéce de balancement entre les deux relations.

4.2.1 SMRZ (Symmetric Method of Recursive Zoom)

Dans le SMRZ, on calcule P,Sl)l avec la relation

PELE) = (&) PUE) = Diwr Pul) (4.7)
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ou t; est un polynéme unitaire de degré my, et Di,; est une constante.

Dans [11] nous avons montré que le SMRZ peut étre utilisé seulement si c(§™ Py) # 0
et que c (€™ P;) = 0 si et seulement si Py est identique a P.

Si c(é™* Py) = 0 alors P,Sl)l ne peut pas non plus étre calculé comme combinaison linéaire
(utilisant des coefficients polynomiaux) de P,Sl) et de Py, c’est a dire qu’il n’existe pas de
relation de la forme

P (€) = ta(€) PE(€) — u(€) Pe(€)

avec tx et ux polynémes de degré au plus m;.
Donc cette variante est moins générale que le MRZ.

4.2.2 Mise en ceuvre de ’algorithme SMRZ

Si nous posons

() = Bo+ -+ + Bmymrf™ 1 4 £

et si ’on multiplie (4.7) par £'*! et que I’on applique la fonctionnelle ¢ on aura

c(l)(ﬁipél)l) = & c(l)(éip’gl)) Fovn ot Eppmy C(l)(£i+mk—1Pk(1)) n
C(])(fprmkp'sl)) — Di °(5i+1pk) .

Pour obtenir Dy, et les coefficients du polynéme t,
503 €% 75mk-—1
il est suffisant d’imposer les conditions d’orthogonalité

CU)({‘P&)]) =0 pour 1 =0,...,nk + my — 1.
Ces conditions sont déja verifiées pour 1 = 0,...,n4x — 2 car on a c(l)(£‘+"“= P,El)) =10
pour i = 0,...,nx — 2 et ¢(§'*'Py) = 0 pour ¢ = 0,...,nx — 2. Donc il est suffisant

d’imposer les my + 1 conditions restantes pour obtenir le systéme suivant qui permet le
calcul des inconnues

(e (grtmtP) = Dyl Pr)
8"”‘_1(;(1) (£Hk+mk—1Pk(l)) +c(])(£"*+mkP‘§l)) — Dk+1c(£“k+1Pk)

------------------------------------------------------

606(1) (Enk+mk-l Pk(])) +5] c(l) (Eﬂk +mi Pél)) . '+5mk—lc(1) (enk+2mk—2P‘S])) +
) (fn*+2m*_1PI£])) = Diyrc(£™+™x Py) .
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c’est a dire

( (3, A+ ) = Do (3, A"
bmp~1 (y, A™ ™z ) 4 (y, A™F™et 12, )= Dy y (y, A™ 7y )

------------------------------------------------------

50 (y, Ank+mkzk)+51 (y,Ank+mk+12k) Fooee Jmk—l (y’ A"*+2m"_lzk)+
1 (4 AP 87 5) = Dy (3, Amwmer)

Comme c() (f"**"‘*'lPk(l)) # 0, ce systéme est determiné si et seulement si ¢(¢7* Px) # 0
et 'on retrouve la condition déja vue.
Avec les mémes notations que pour le MRZ

d = (y,A""“Tk)
bi = (y,A""’Lm"“Zk)

ce systéme triangulaire est

[ B0 = Diy1 do

8m,-1bo + by = Dyyy d;

...........................

| bobo + 810y + -+ 4 Emy—1bm,-1 + by = Diy1dim,

qui est de la méme forme que celle du systéme qui sert pour calculer les o, ...,Bm,_; et
donc on a le schéma suivant

Systeme de my, équations pour 8
Systeme de m; équations pour § (Diy1 = bo/dp)

Bo B -+ -+ PBm,-1 pour pour
bo & v e by B 6

1o l ! l

bo by - cor bmyo | dmpa —bm, + dm,bo/do
bo 0 v bmy—2 | dmy-2 —bm-1+ dm,-1b0/do

0 bo b, d —b; + dabo/dg
bo do —by + dibo/dy
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En ce qui concerne les relations qui donnent les valeurs de 41,7541 €t zx4; seulement
la derniére sera changée et elle deviendra

zkp1 = bozk+ 61 Az + -+ 8m, 1 AT T2+ A™ 2k — Dy yrmi

c’est & dire
Zkpr = boso+ 8181+ -+ 0m, —18my -1+ 3m, — Di417k
avec s, = A'zy = As;_; et sp = 2.
Donc dans cet algorithme, en faisant une comparaison avec le MRZ, nous n’aurons plus
besoin, dans ’étape k, des quantités p; ni du vecteur z;_; mais on devra calculer les d;
jusqu’a 1 = my.

4.2.3 Pseudo-code du SMRZ
Algorithm SMRZ (A4, b, zq,y)

1. Initializations:
z.1<0
o — Azg— b
80 = 20=T¢
Ng 0
2. For k=0,1,2,... until convergence do:
If n, = n then
solution not obtained after n iterations.
stop.
end if
81 & ASO
If (y,s1) =0and n, = n —1 then
incurable breakdown.
stop.
end if
my — 1
3. While (y,s,,,) = 0 and my < n — n; do:
Mg «— mg + 1
Sm, — Asm,
end while
If my = n - n, and (y,sm,) = 0 then
incurable breakdown.
stop.
end if
dO — (y,Tk)
If dy = 0 then
(y)Ankrk) =0
use the MRZ algorithm.
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stop.
end if
bo — (¥, 5m,)
Bm,,-l - do/bo
Fori=1,...,m; do:
y— ATy
bi — (y’smk)
di — (yark)
If i # my then
compute fmy -1
end if
end for
compute zxi; = 2 — wi(A) 2%
compute 7443 = 16 — Awi(A) 24
If x4y = 0 then
solution obtained.
stop.
end if
Nyl — Nk + My
Dk+1 - bo/do
Fori=1,...,m; do:
compute &, -
end for
80 — zk41 = te(A) 2k — Dyy1 7

end for

Méthodes de type Lanczos

4.2.4 BMRZ (Balancing Method of Recursive Zoom)

Dans ce cas P,Si)] est calculé par

Plgl)l(f) = Aks1 Pes1(€) + B Pk(l)(f) (4.8)

ou Agy; et By, sont des constantes. Nous n’avons plus a calculer les coefficients d’un
polyndme, mais il est suffisant de calculer deux constantes. Multipliant par £**! et appli-
quant la fonctionnelle ¢, on obtient

c(l)(fiP,Si)l) = Aiqy c(£i+1pk+1) 4 Biys c(l)(f{Pk(l)) .

Les conditions d’orthogonalité de P&)] sont toujours verifiées pouri = 0,...,n +mp—2
(car c(l)(f"P,Sl)) =0pouri=0,...,nx + mp — 2 et c(§F Pryy) =0 pouri = 0,...,n +
my — 2). Donc il nous reste a appliquer la condition pour 7 = nt + m; — 1 qui nous donne

Arsr C(fnk+mkpk+]) + Bis: C(])(fn"+m"—]P,£l)) = 0.
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Comme l’on veut Pk+1 unitaire et que P,Sl)] a le degré ny + my alors (4.8) est valable si
et seulement si Pi,, a le degré n; + m;.
La premiére relation du MRZ (4.5) donne comme coefficient de {"**™*, dans le polynome

Py, la valeur —f8,,-1. Donc pour que Pk+1 soit unitaire il faut que

A 1 ) ({ﬂk‘*mk—l P,S]))
T B B
et ainsi l’on obtient
Biys = 1 ' (€™ Peyy) _ c(enk+mupk+l).
Bmi-1 1) (fnk+mk—1p‘$1)) c(én Py)

Cette relation est la méme de Draux [16] (pp. 397-398) et elle est une généralisation de
la deuxiéme relation entre familles adjacentes de polyndmes orthogonaux, c’est a dire la
relation qui implique e{”) (voir Brezinski [2] (relation 2.9, p. 92 ou p. 95)).

Dans le BMRZ aussi, si ¢({"FP;) = 0, alors P,E:L)1 ne peut pas étre calculé comme
combinaison linéaire de Pk(l) et de P, (car dans ce cas Pyy; = Pi). En effet le BMRZ est
une version simplifiée de ’algorithme SMRZ car si I’'on remplace dans (4.8) P4, par (4.5)
on obtient

PEA(E) = (Brws = Arer €wr(€)) P(E) + Ak Pe(6)
c’est & dire la relation (4.7) du SMRZ.

4.2.5 Mise en ceuvre de I’algorithme BMRZ

Dans le BMRZ nous avons seulement un systéme & résoudre qui nous donneles Bo, . .., Bm,-1.

En ce qui concerne Ayx,; et By, si l'on pose toujours ry = Pr(A)ro et 2, = Pk(l)(A) 70,
do = (y, A™ri) et by = (y, A™*™ 2z, ) on aura

b
Ak+1 = __d%
Biyy = (y, A 7y )

do
Cette formulation est celle du gradient biconjugué de Fletcher [18] (voir aussi Brezin-
ski [2] p. 91, ol zx4 est calculé & partir de reqq et zi).
4.2.6 Pseudo-code du BMRZ
Algorithm BMRZ (A, b, zo,y)

1. Initializations:
z_1 0
rg — Azog— b
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80=20=To
Ng « 0
2. Fork=0,1,2,... until convergence do:
If n, = n then
solution not obtained after n iterations.
stop.
end if
81 «— ASO
If (y,s;) = 0 and ny = n — 1 then
incurable breakdown.
stop.
end if
my «— 1
3. While (y, s, ) =0 and my < n — n; do:
Mg «— my + 1
Sm, — Asm, 1
end while
If mi = n — n, and (y, s;m,) = 0 then
incurable breakdown.
stop.
end if
do — (3,7%)
If dy = 0 then
(y, Ankrk) =0
use the MRZ algorithm.
stop.
end if
bo — (y> smk)
vy
Bm,-1 — do/bo
4. For:=1,...,m; do:
y— ATy
If i # my then
bi (y’smk)
di — (y,7)
compute B, —i—1
end if
end for
5. compute Zgy1 = Tk — wi(A) 2k
compute 1541 = 16 — Awi(A) 2
If rpp1 = 0 then
solution obtained.
stop.
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end if
6. Mgyl — Nk + My
7. Fori=1,...,m; do:
y— ATy
end for

Ak+1 — -1 /,Bmk—l
Biiy — (ﬁﬂ'k-ﬂ)/ do
8. 80 « 241 = Aks1Th41 + Bry1 2k
end for

4.2.7 Exemples numeériques

Nous allons reprendre le systéme utilisé dans le paragraphe 4.1.4 et avec la méme signifi-
cation pour la valeur €.

Nous allons donner une comparaison entre le MRZ et ses variantes en montrant la norme
du residu pour les différents algorithmes. Quand une valeur manque, cela veut dire que
la solution n’a pas été obtenue (& cause d’une division par zéro dans l’algorithme qui
provient de la condition supplémentaire).

On obtient les résultats suivants avec zo = 0 et y = (1,...,1)7

n MRZ BMRZ SMRZ
e=10"% | e=10"8 e=10"8
412.74-1071° | 1.58-10-15|1.46.10"15
517.20-10-%%16.21-10"14|1.62-10"13
611.33-10"11(5.39.10"14|2.63-10"13
71549.10°13
81 6.53-10"12
914.23.-10°1
10 || 5.09-10° 1!
11}/ 1.10-10°1
12/ 3.33-10° 1!
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n MRZ BMRZ SMRZ
=108 e=10"8 €=10"8

41 0.0
51(1.06-10"1°{3.39.10"13|8.12.10°13
6(232-10"% [1.53.1071°|1.90.10"1°
713.02.-1071°(2.62-10"12{3.54.10"12
812.04-10-1

94.20-10°%
10| 4.57-10°10
11 5.76 - 10710
121 1.80.10°°

Ces résultats semblent montrer que le BMRZ et le SMRZ sont plus stables que le
MRZ mais il est nécessaire d’effectuer d’autres essais pour mieux comprendre la stabilité
numérique de ces algorithmes.

4.3 Near-breakdown dans Lanczos

On a vu qu’il y a un breakdown dans une méthode de type Lanczos quand
<M (ewpM) =0

car, dans ce cas, le polynome orthogonal unitaire de degré n, + 1 par rapport a la fonc-
tionnelle c(!) n’existe pas. On doit donc chercher le premier polynéme régulier P,Si)l de
degré niy1 = nix + Mk qui suit Pk(l). Le saut m, sera determiné de fagon que les relations
(4.4) soient vraies.

Si Ic(l)(f"*’“"‘*‘]Pk(l)) n’est pas zéro mais voisin de zéro cela signifie qu’en fait le
polynéme orthogonal suivant risque d’étre calculé avec une faible grécision due a une
erreur de cancellation. Cela est vral aussi si les quantités ‘c(l)(f‘P,Sl )‘ ne sont pas zéro
pour 1 = ny,...,nx + mix — 2 mais petites. Cette situation a été appelé near-breakdown
et le reméde consiste encore & sauter au dessus du ou des polynémes qui risquent d’étre
mal calculés, pour aller calculer directement le premier polynédme suivant qui est calculé
correctement.

Soit donc € > 0 et m, > 1 l'indice pour lequel on a

[ (eR)| <
et |c<1>(5"P,§‘>)| >¢

PouUr % = Tk,..., Nk + Mk — 2

pour t=mn;+ mi — 1.

Soit encore P,Si)] le polynéme orthogonal régulier de degré ny,; = ng + my par rapport
a c(1) et Pi,; le polynéme orthogonal correspondant de degré au plus ni,; par rapport a
¢, normalisé par la condition Pyi;(0) = 1.
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Dans [11] nous avons prouvé que Py, (§) peut s’écrire comme

Pei(€) = Pu(€) — €wi() P(E) — Evil(€) Pil6) (4.9)

ol wx est un polynéme de degré au plus m; — 1, v un polynéme de degré au plus m; —2
et avec P! =0, Pél)(f) = 1.

Cette relation correspond a la relation (4.5) du breakdown car dans ce cas la vy est le
polyndome identiquement nul.

Si nous posons encore

. = P(A)ro
et z = P,Sl)(A) To

d’aprés (4.9), on a

Tkel = Tk — Awk(A)zk - Avk(A)rk

Tr+1 = Tk — wk(A) Zf — ‘Uk(A)Tk
avec 2o = Tg.

Le calcul récursif des polynémes Py, peut se faire de différentes fagons, comme on I’a

fait dans le MRZ, le SMRZ ou dans le BMRZ.

En revenant au calcul des 2my — 1 coefficients inconnus des polynémes wy et v, la
relation (4.9) nous donne

c(EPisr) = c(€'P) — V(¢ wi PM) (64 v Py) .
Et on a encore
(¢P) =0 i=0,...,m-1
C(ew PM) = 0 i=0,..,m—m
(€ P) = 0 i=0,...,m—mk

Donc .
c({'PkH) =0 pour 1=0,...,n — my.

Nous avons besoin de considérer deux cas différents, selon les valeurs possibles de n; et
de myg:

lCas mk_<_nk+ﬂ

Posons

wi(€) = Bo+- + Bmyr ™
w(é) = Bot 4 Brmya™ 2

On impose les conditions d’orthogonalité de Piyy pouri =ng —mp+1,...,np +my — 1
et I’on obtient le systéme suivant avec 2m; — 1 relations et 2m; — 1 inconnues.
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Cas mg < ny + 1: 2my — 1 équations avec:

my inconnues Boy -y Bm,-1
/

mi — 1 inconnues fBy,...,B. _;

( Brm -1 ) (f"" Pk(l)) + Bry -2 c(€™ P ) =0

ﬁ] c(])(ﬁﬂkpk(l)) I + ,Bmk-l c(l)(enk+mk—2Plgl)) +
Boc(€™ Pe)+ -+ B, o c(&*t™ 2R ) =0

<
BocM (g PM) 4 -+ 4 Byy ) (gratma-1 M) 4
Boc(E™F 1 Pe) + « - + By, o c(§™ ™ By) = c(€™ Pr)

....................................

,BO C(l)(én*+m*—]P‘Sl)) 4+t ,Bmk—l c(])(enk+2mk—2pk(l)) +
B elerm B ot By (IR = (gt R).

ou bien

( ﬂmk-l (y) Ank+]zk)+f3:nk-2 (ya A"krk)= 0

....................................

Bi(y, A%tz )+« 4 Brmy1 (y, A T™e 12, )+
ﬁ(l) (ya Ank”'k)'*’ * '+5rlnk-—2 (y, Ank+mk—2rk) =0

Bo (y, A1 2.) 4+ By (3, A™Hmh2,) 4
Bo (v, A™FIre) o+ B o (y, A" ) = (y, A™ry)

------------------------------------

Bo (y, A" ™k z )+ - -+ B, -1 (v, A"*+2mk‘12k)+
Bo (y, A™F™erp )+ '+B:nk—2 (y, A™F2me=2p ) = (y, A tme=1p)

\

Evidemment, dans le cas du breakdown, c(l)(f‘P,Sl)) =0 pourt = ng,...,nx+my — 2,
et donc les conditions pour ¢t = ny — my + 1,...,n, — 1 donnent B = ... = 2 = 0
(méme si ¢(¢' Py) = 0 pour = ng,...,ng + my — 2 car dans ce cas les B! sont arbitraires)

et les conditions pour 1 = ny,...,nt + mix — 1 sont les mémes de celles du MRZ.

Cas m; >nk+ll
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Posons
wi(l) = Bo+ - -+ By ™1
w(l) = Bo+-+ B ™7

car dans ce cas nous avons seulement nx + my < 2m; — 1 équations (les relations
d’orthogonalité pour + = 0,...,n + my — 1) pour déterminer les 2m; — 1 coefficients
inconnus et donc I'on doit choisir un polynéme v de degré au plus ni — 1.

Nous avons

Cas mi > ng + 1: ny + my, équations avec:

my inconnues B, ..., Bm,-1

ni inconnues  fB,...,0,

( B, c(])(£n,‘ P;S”)'*" o+ Brmy -1 C(])(ﬁmk—lpk(l)) +B’llk_] c(€™ Pe)=0

B c(l)(gnk Pk(l)) + oot B, C(l)(fnk+mk-2pl$1)) +
Boc(E Fi) + -+ B,y c(€®™'P) =0

q
Boc) (€7 PM) 4 4 By oy ) (gretma-1 P 4
Bocl¢™ I Pe) + oo + B, - €™ Pe) = o™ Pr)

....................................

Bo aty) ({"h+mk‘1P‘£])) 4+t ﬁmk-l c(l)(€"k+2mk'2P’£1)) +
{ ,36 c(f"k +mkPk) + .o+ :Brllk—l c(£2"k+mk‘]Pk) = C(Enk+mh_lpk)

et donc
' ﬁ"k (ya A"k+lzk)+' ' '+/Bmk-l (ya Amkzk)""ﬂ:,u—l (ya Ankrk)':o

....................................

Br (y, A™H 2k 4o o4 By (3, A1 24 )+
Bo (y, A™re)+-- '+ﬂ'lu—l (v, A2"k—lrk)=0

Bo (y, Aretlzg )+ “+Bmi~1 (¥, An"+m"zk)+
IBL{) (y7 Ank+lrk)+' * '+ﬂr/1k-1 (y) A2"*rk)= (y’ A"""'k)

....................................

/60 (y, Ank+mkzk)+. . '+/Bmk—; (y, A"“+2m"°12k)+
Bo(y, AMH™er )+ 4 By (y, AP +ma—lp )= (y, Amtmelp ),

ng—1

\
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De nouveau, dans le cas du breakdown, les conditions pour 1 = 0,...,nx — 1 donnent
By =+ =B, _, =0 et on retrouve le MRZ.

’ . - 1
Dans la suite on verra comment calculer récursivement les polynomes Pk(+)1'

4.3.1 GMRZ (General Method of Recursive Zoom)

D’abord on considére la possibilité de généraliser la relation & trois termes (4.6) du MRZ
(G signifie general).
Soient P(l)1 et Pk(l) deux polyndémes orthogonaux réguliers successifs par rapport a la

fonctionnelle c(!). Successifs veut dire que tous les polynémes de degré ni-; +1,...,n4—1

n’existent pas. On cherche a calculer P,(Hzl, qui est un polyndme orthogonal régulier de

degré ny,, = ny + m; par rapport a la fonctionnelle c(!) mais qui n’est pas forcément le
successeur de Pk(]) (ce qui signifie qu’il peut exister un polynéme régulier de degré entre
ng + 1 et ngyy — 1) sous la forme

PLLE) = () P(E) + ta(6) P (6) (4.10)

ol g est un polynéme unitaire de degré my et ¢, est un polynéme de degré au plus m; — 1.
Apres avoir déterminé 7&)1 il faut déterminer le polynome orthogonal régulier suc-
cesseur ou prédecesseur pour pouvoir réappliquer la méthode a 1’étape suivante.

(1)

Supposons appeler son prédecesseur P, '. Il peut se calculer en imposant

l)(gt"ﬁ‘(rl)) =0 pouri:O,...,ﬁk+-7ﬁ-k"2

et C(]) <£ﬁk+—n—1—k—1_ﬁl(c])) # 0
(doii %e polynéme ?,(:)
1
de P;},).
Donc & I’étape suivante dans (4.10), & la place de Pk]) et de P(l), on utilise respective-

a un degré compris entre ng + 1 et ngyy — 1, oll ngyq est le degré

ment ?,(:1) et _ﬁ&)]. Cependant, a cause des conditions qui conduisent au near-breakdown,

ﬁl) sera mal calculé. C'est seulement si
({Pm)=0 pour:=0,...,n% + my — 2

et c(l)(enk-i»mk—l‘ﬁil)) # 0

(donc quand les polynémes réguliers de degrés nx + 1,...,nk4; — 1 n’existent pas) que

I’on aura ?(1) (1).

Donc il vaut mieux de calculer son successeur régulier que ’on appellera PS: 32 Donc il

faudra calculer my,; tel que

(f’PkH) = 0 pouri=0,...,7%41 + Mgy — 2

# 0 POUTr & = Npyy + Mypqy — 1
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et apres calculer ﬁ,(:_zz avec la relation du GMRZ a partir de P,El) et P,S_l,)l.
A DPétape suivante dans (4.10), & la place de P,El_), et de P,fl), I’on utilisera respectivement

ﬁil_zl et F,(:_Bz qui seront deux polynémes réguliers successifs comme 1’on doit avoir dans
l'algorithme. Evidemment, & cause des erreurs d’arrondi, en général my,; sera égal a 1
puisque la quantité |c(’)(f“*+1 P,S_)l)l ne sera pas exactement égale a zéro.

Donc si ’on pose

z, successeur de 2z

il faudra d’abord calculer z;,; par
zkr = qr(A) z + te(A)zk

et apres il faudra, pour pouvoir réappliquer ’algorithme, calculer

/

zp,, successeur de  zx4)

et cela peut encore se faire en utilisant z, et z; avec la relation
fr = Gh(A) 2+ t(A)z

oli cette fois ci g} est (en général) un polynéme unitaire de degré my + my; et ¢ est un
polynéme de degré au plus my + my4y — 1.
Donc finalement on aura

Tk+1 = Tk — Awk(A) Z;c - A'Uk(A)'I‘k
Tip1 = x — wi(A) z, — vi(A)rk
zer1 = qe(A) zp + te(A)ze

Zipr = a(A) 2z +t(A)z
avec z)) = 79, 20 = 0 et donc l’algorithme (appelé GMRZ), peut s’écrire

Algorithme GMRZ

1. Choisir z, et y d’une fagon arbitraire et
choisir la valeur d’e.

2. Poserz)) =rg = Azg— b, 20 =0,k =0,n, = 0.

3. Déterminer m; de sorte que

(v, 4%'21)
et ’(y,A"“'”"“zL)! > €.

<€, PpouUri = mg,...,Nk+ mp — 2

4. Calculer les coefficients de wy et de vx et poser
rre1 = Tk — Awi(A)z; — Ave(A)rk,
Tip1 = o — wi(A)zp — vi(A)7k.
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5. Si le systéme est singulier, remplacer m; avec my + 1 et retourner a 4.

6. Calculer les coefficients de g, et de t; et poser
Zpy1 = Qk(A)ZL + tk(A)Zk.
7. Si le systeme est singulier, remplacer m, avec my + 1 et retourner a 4.

8. Déterminer my,; de sorte que

(y,A‘*lsz,l) =0, POUrfi=Tky1,...,Rk41 + Mpypy — 2
et (y,A"“+‘+m*+‘zk+1) # 0.
9. Calculer les coefficients de g et de ¢t} et poser
Ziyr = G(A)zi + te(A)zk.
10. Si le systéme est singulier, remplacer my,; avec my,, + 1 et retourner a 9.
11. Si rx41 = 0, alors 2447 = z et stop.
12. Poser ngy) = ng + me + 1.

13. Si ng41 < n, alors remplacer k avec k + 1
et retourner a 3, autrement stop.

4.3.2 Mise en ceuvre de ’algorithme GMRZ

Nous avons ‘
CU)(E’P;&%) =0 pourt1=0,...,np +my ~ 1

et comme l'on a
c(l)(§‘ qk P,f])) = c(])(fi Lk P,Sl_) ) =0 pour1=0,...,n, —my — 1,

les conditions d’orthogonalité pour P,Sr)1 sont satisfaites pour les mémes indices.
Considérons, comme d’habitude, deux cas différents selon les valeurs possibles de m;

et de n;:

tCas mi < nﬂ

Posons

g(€) = ao+ -t am 1™+ €M
t() = ag+---+ a:nk-lfm*—l-

En imposant les conditions d’orthogonalité pour i = ny — my,...,np + mi — 1 on aura
c(l)(e-’P&)l) = a C(l)(éiplgl)) 4o+ Qmy C(])(é.‘+m,,_1pél)) " c(l)(f‘+"‘* PIEI))"{'
. a6 C(])(’fiplc(l-)l) 4ot atlmk-l C(l)(£i+m"_]P£},)l) =0

ce qui donne 2m; relations pour la détermination des 2my coefficients inconnus.
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.............

\

ou encore

Cas m; < n;: 2m; équations avec:

my inconnues oy, . ‘,am,‘-l
mg inconnues ag,...,q;

( al, c(l)(fn,,-lplsl_)l) — _c(l)(fnkpél))

-1 € (7 P e,y e (-1 PD)) 4,y cfgm I P) =
— ) (fnk+1pkl))

......................

.......................

ap c(l)(fnk+mk—lpk(1)) + it a1 c(l)(gnk+2mk-2pl£1)) +
1)(€nk+mk—1pl£1_)]) +.. '+°‘:nk-1 c(])(enk+2mk—2p‘51_)l) — _c(l)(énk+2mk—lplgl))

O o1 (U, A2k ) = — (y, A™ 12
Qmy -1 (ya Ank+lzllc)+a,mk-—2 (ys An*zk) =
—a' (y,A"*+]zk)—(y,A"*+2zL)

my—1

....................................

ay (y)Ank+]ZL)+' ' '+amk-1 (yaA"k+m*—]zllc)+
a6 (y’ A kzk)+. . .+a:nh_2 (y, Ank+mk—2zk)=
— o,y (Y, AN ) — (y, Amtmez))

ao (3, A1 2L) 4t am, o1 (y, A 2L )+
C16 (y’ Ank+lzk)+' : '+a£nk_2 (y’ Aﬂk+mk—lzk)=
—al, (g, AMtez ) = (y, AmFmatlz))

------------------------------------

ag (y AMFTe gl ) oot am, o (y, AP 2004
afb (y, Amtmez )+ +amk 2(y,A"*+2'"*‘2zk)=

__al (y Ank+2mk-lzk)_ (y’ Ank+2mk‘zl’c) .

my -1

“+ O, ct <£Hk+mk 2p 1)) +a c(])(fnk lP 1) )
\ %=1 € ])(én*+m* 2Pk1-)1) =— 1)(£nk+mk lPk(l))

+ apm, - ¢ <§nk+mk 1p(1)) +al c(l)(fnkP(l))
Qp,\— ]c (€Hk+mk 1p l)) (l)(£nk+mkp 1))

123
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Dans le cas du breakdown on retrouve le MRZ.

Cas m; > n;

Posons

qk(ﬁ) = a0+...+amk_]£ﬂu—l+£mk
t(€) = ag+- a7

car, dans ce cas, on a ny + m; < 2m; équations pour calculer les 2m, inconnues.

1)

En imposant les conditions d’orthogonalité de P,SH

le systéme suivant

pouri=20,...,nx+m;—1 on aura

Cas my > ng: ny + my équations avec:

Mg inconnues ag,...,0m,—1

nk inconnues ag,...,q;,

On, C(l)(gnkpk(l)) +ot Qo c(])(gmk'lpél)) + c(l)(fmkpk(l)) +
o, C(l)(fnk_lplgl—)1) =0

....................................

oy ¢ (g PV) + -+ g,y M (grerme=2 PV 4 o) (gretma-1 p)) 4
ae c(l)(fnk-lpk(]_)]) 4 04+ a:‘k_l c(l)(eznk‘QP’Sl)]) =0

ag V) (fﬂk PISI)) 4+t am, e (£ﬂk+mk‘lpl£l)) + c(l)(£"k+mk PISI)) +
a, C(l)(‘fnkplgl-)l) toeet alnk—l c) (éznk_lpk(l—)l) =0

....................................

o c(])(e}kﬁmk—lplgl)) 4ot Ay c(l)({nk+2mk-2plgl)) + M (fnk+2m‘,—1P’Sl)) +
ol C(l)(enk+mk—lpél_)]) +otal, c(l)({an+mk-—2P'Sl_)1) =0
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ou
[ on, (U, AN )+t o, 1 (v, A™ 2 )+
a;‘k"l (y,A"*zk)= _(yaAmk"-]zl,:)
o (y!Ank+]zl,c)+' . '+amk_] (y,Ank+mk—lzL)+
ag (ya Az )+ '+a:,k_1 (y, Azﬂ"_lzk)= —-(y,A"*’f"‘*zi)
| o (5 A 20) 4+t oy (y, A0 2L) 4
ag (¥, A™ Tz )4ty g (y, APz )= —(y, A g )
o (y, Am‘+mkz’/:)+, . '+amk-] (y, Ank+2mk—lz£)+
| e (v AWMz )+ tay, L (3, AP ) = —(y, Az,
S’il y a un breakdown, alors aj = --- = @], _, et l’on retrouve le MRZ.

Si les systémes qui donnent F&)] sont singuliers, alors 7&)1 n’existe pas et il faut

augmenter la valeur de m, jusqu'a que ’on trouve un polynéme regulier ?&)1 qui existe.

En ce qui concerne le calcul des coefficients des polynémes p; et t} il sera suffisant
d’utiliser les mémes systémes qu’avant ou, a la place de la valeur de m;, on considere la
valeur mj, 1.

Cet algorithme n’a pas encore été codé.

4.3.3 BSMRZ (Block Symmetric Method of Recursive Zoom)

L’on cherche & généraliser le SMRZ et les P,fl)](f) sont pris sous la forme

PE) = al(€)PPE) + tu(€) Pel€) (4.11)

ol g est un polynéme unitaire de degré my et t; un polyndme de degré au plus m; — 1.
Maintenant on aura

Tk41 = Tk — Awk(A) Zk — Avk(A)Tk
Tiry1 = T — wk(A) Zj — vk(A)T‘k
zep1 = qe(A) ze + t(A)re

avec zy = 7o et donc ’algorithme (appelé BSMRZ, ou B signifie block) peut s’écrire

Algorithme BSMRZ

1. Choisir z¢ et y d’une fagon arbitraire et
choisir la valeur d’e.
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2. Poser zg =1 = Azg— b, k =0, ng = 0.

3. Déterminer m; de fagon que

‘(y,Ai+’zk)|$e, POUT I = Tk, ..., Mk + My — 2
et l(y,A""'*"‘*zk)] > €.
4. Calculer les coefficients de wy et de v; et poser

Tht1 = Tk — Awk(A)zk - A‘Uk(A)T‘k,
iyl = Tk — wk(A)zk - 'Uk(A)T‘k.

5. Si le systéme est singulier, remplacer my avec my + 1 et retourner a 4.
6. Calculer les coefficients de gx et de t, et poser

zke1 = qe(A)zi + te(A)rk.
7. Si le systéme est singulier, remplacer m, avec m; + 1 et retourner a 4.
8. Sirky; =0, alors z44; = z et stop.
9. Poser ngy1 = ng + my.

10. Si ny4y < n, alors remplacer k avec k + 1
et retourner a 3, autrement stop.

Cette méthode (comme le SMRZ) ne peut pas étre utilisée quand
c(§™P) = (y,A™r) = 0.
Dans ce cas la il faut utiliser le GMRZ.

4.3.4 Mise en ceuvre de ’algorithme BSMRZ

En revenant au calcul des 2m, coefficients inconnus des polyndmes gi et t, la relation
(4.11) nous donne

(O(EP) = (e HO) o7 0 B).
Comme on a

C(l)(gi k P‘EI)) = c({iﬂ te Pk) =0 pour 1=0,...,n —mi — 1,

e . ) 1 . . " . .
les conditions d’orthogonalité pour P,S_J1 sont satisfaites pour les mémes indices.
Encore cette fois ci nous avons besoin de considérer deux cas différents, selon les valeurs
possibles de ny et de my:
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(Cas me < ng

Posons

Qk(f) = a0+...+amk_1£mk—l +€"’lk
tk(f) = a6+"'+a:nk-1£m*—l

et donc
C(l)(fipk(-li-)l) = ag M (gipk(l)) + o+ Oy c(l)(£i+m*'1P£1)) + c(l)(f‘+'"* P)SI)) +
o C(EHIPk) +ta, c(f‘*"‘*Pk) .

On impose les conditions d’orthogonalité de Pk(_l,_)] POUTr I = Mg — Mk, ..., Nk + Mg — 1 et
I’on obtient le systéme suivant avec 2my relations et 2m; inconnues.

Cas m; < ng: 2my équations avec:

M INCONNUES 0g,...,0m,—1

my inconnues og,...,0,

my—1

( o C(ﬁ""Pk) = —C(l)(fn“ P,f]))

Gmy-1 € (g P 4o, (67 Pu)+ i,y (6741 P) =
— ) (Eﬂk+lp‘£1))

....................................

a C(l)(eﬂk P}El)) 4+t O C(l)(£nk+mk—2pk(l)) +al c(f"*Pk) 4oy
< o C(fnk+mk_lpk)=—C(])(fn“+m“—lp'§1))

m—1

Qg C(l)(ﬁnk P’SI)) 44 amy c(l)(énk+mk-lplsl)) + 06 C(f"*'HPk) -
a:nk_l C(en“"’m“ Pk) = —C(l)(fn"‘l'm* P)Sl))

....................................

Qg ) (fnk+mk—1p’§1)) + et a1 c(])(ﬁnk+2mk——2pk(l)) +
ah (™ P )+l c(fmtme1 P )= _C(l)(enk+2mk—1pl£l))
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ou encore

[ a1 (9, A™ k) =~ (y, Am12,)

Qmy -1 (y’Ank+lzk)+a;nk—2 (y, A™ri) =
- a:'n*-l (ya Ank-Hrk) - (ya Ank+2zk)

------------------------------------

a (y’Ank+]2k)+' : '+amk-l (ya An*+mk—lzk)+
ag (y’ Ankrk)"*" . '+a:nk_2 (y, A"*+m"_27‘k) =
J =,y (y, AT ) — (y, Ametme g )

oo (y, A" 2k )+t a1 (3, ANtz )+
06 (y,A"*“rk)—i-- . .+a:_nk-2 (y’Aﬂk+mk—lrk)=
_'a:m.-l (yaAnk+mkrk)_(y)‘4nk+mh+lzk)

....................................

ap (y, A™ ™z )+t g (y, A1 )4
af (y, Amt M, )+ ol (y, A M-l ) =
\ —all’nk-l (y’An*+2m"_lrk)_(yaAn"+2m"2k) .

Dans le cas du breakdown on retrouve le SMRZ et si c(¢™ P;) = 0 alors le systéme est
singulier et (comme nous avons déja dit) il faut utiliser le GMRZ. Mais dans la pratique
|c(€7* Py)| ne sera jamais exactement nul mais seulement petit.

lCas mk>nk|

Posons
(€)= ot am ™ 4™
t(f) = ag+---4a, ™71

car, dans ce cas, on a ny + my < 2m; équations pour calculer les 2m; inconnues.
Nous avons

D(EPR) = ac (ERN) £ o 4 oy o (g4ma1 P) 4 0 (gim pD) 4
ahe(E4B) + -+ al,_, c(64™R,)
()

et en imposant les conditions d’orthogonalité de B/ pouri=0,...,nt+my—1on aura
le systéme suivant

Cas my > ny: ny + my équations avec:

my inconnues ag,...,Qm,-;

Nt inconnues  ag,...,q),
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[ n, (e PL) 4t oy ) (a1 BOY) 4 o) (gme ) 4
a:u.—l C(gnkpk) =0

....................................

o c(l)({nk Pk(l)) Foo ot A C(l)(f""+m“-2pk(l)) + c(l)(fm.-'-m,,—lplsl)) +
J agc(§™P)+ - + oy, (1P =0

ag c(l)(&nk Pél)) + . + amk—l C(l)(£"k+mk_lplc(])) + c(l)(6ﬂk+mkpk(l)) +
age(€™*t1P) + ... 4 an, _, c(§P) =0

....................................

ag c(l)(fnk+mk—lpk(1)) +o ot c(l)(enk+2mk-‘2pk(1)) + c(])(£"*+2m*'lp,£])) +
n 06C(£"*+mkpk)+ ---+a:,k_1c(£2"*+'“*"Pk)= 0

ou

([ an, (v, A1 2)+ -+ ap, - (y, A™* 2 )+
o, (3, A ) = —(y, A+ 2)

....................................

o (y,Aﬂk+]2k)+.. 4, (y,Ank+mk—1zk)+
@ (y, A™re) 4o o,y (y, AP ) = —(y, Amtmaz,)

Qo (y’ Ank+]2k)+' ' '+amk—l (y) An"+m"zk)+
(¥, AT )ty ) (y, APre) = —(y, Ametmatl 5

....................................

ap (y7 Ank+m*zk)+ e '+amk-l (y) Ank+2m"_12k)+
ag (y,Ank+Mkrk)+...+a;k_l (y’A2na+mk-lrk)=_(y,Ank+2m~zk)'

\

S’il y a un breakdown, alors o} = ... = ay, _, et Pon retrouve le SMRZ.

Donc on peut présenter un résumé des choix possibles:
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wel€) = o+ -+ + Bmpr™
wl(€) =B+ + B, ™2 pour my < ny

w(€) =B+ -+ B, 1 §™! pour mi > ny

Qk(f) = Oy + e + amk_lﬁmk_] + £mk
th(é) =ap+ - +ap, ™! pour m; < ng

th(é) =+ + a;,‘_lf"“'l pour my > n.

Comme l'on voit, le cas my = ny + 1 a été inséré dans le cas my > ny car les deux
systémes qui calculent les 3; et les B/ pour cette valeur sont coincidants et cela nous va
permettre d’unifier ces systémes avec ceux qui calculent les a, et les a;.

Si nous posons

d,' = (y,An*+iTk)
¢ = (y,A"“H“Zk)

‘les quatre systémes deviennent:

Systéemes pour les [ et les §’

Cas my < ng: 2my — 1 équations avec:

my inconnues Bos- s Bmy-1

my — 1 inconnues Bg,...,0,, -2

[ Brmy-1€0t By, —2d0=0
ﬂlCO+ . ‘+ﬂmk~lcmk-2+ﬂ6d0+' ) '+'B',ﬂk-2dm*'2 =0

ﬁ060+ ot "Jf'ﬂmk—lcmk-—l +ﬂ6d1 +. : .+:6:nk—2dmk—l =d0

...........................

! ! -—
\ ﬂocmk-—l +-- '+ﬂmk—lc2mk—2 +ﬁ0dmk +-- '+ﬁmk_2d2m;,—2 - dmk—l
Cas my > ni: ny + my équations avec:

my inconnues fBg,...,0m,-1
ni inconnues  fg,...,0;, -,
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( Br.cot +Bmu-1¢my-nu-1+Pn,-1do=0

Bicot+ +Bm,-16m,-2+Bodo++ -+ Bp,-1dn, -1 =0
\

Boco++ -+ Brmi=16mp-1+B4d1++ - - +B5, —1dn, = do

ng—1"nk

\ 6ocmk—1 +-- '+ﬂmk—lc2mk—2 +ﬂ6dmk T '+ﬂ1,1k—]dﬂk+mk—l =dmk-l

Systémes pour les o et les o

Cas my < ny: 2my; équations avec:

my INCONNUES Qg ..., 0m, -1

my inconnues ag,. ..,y 1

4 ! —_—
amk_ldo— Co

[ — !
amk_]C0+amk_2d0 = _amk—ldl —C

! ! —
Q1Co++F Qmy—1Cm -2+ pdo+ - '+C¥mk_2dmk—2 =

!
ﬁ —amk_ldmk—l_cmk—l

/ / —
oCo+ -+ m,—1Cm, -1+ apdo+- -t ap,, _28m,-1=

/
—amk—ldmk —Crny,

! ! _—
@0Cm, -1t "t Omy—1C2amy—2F Qpdm, ++ 0, _2dam-2=

!
\ _amk_lem;.—l—chn,,—l

Cas my > ni: ng + my équations avec:

™M, INCONNUES Qg,...,0m,-1

nk inconnues af,...,0q;,
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ankcﬂ+ °r '+amk—lcmk—nk—1 +a:-,k_1d0 = —'cmk—nk

@1C0+ "+ + Oy -16my—2F apdo++ - 0y, _1dn, -1 = —Cmy -1

QoCot- " *+ my-1Cm, -1+ pdo+ - -+, _1dn, = —Cm,

---------------------------

/ ’ —
\ QpCmy -1+ '+amk—lc2mk—2+aodmk +-- ‘+an,‘_1dnk+m~-—l =—Com;-1-

D’aprés 'analyse de ces systémes on peut considérer les schémas suivants

LSystéme pour le cas m; < ni

Systeme de 2m; — 1 équations pour S et 5
Systéme de 2m; — 1 équations pour a et o

(afny-1 = —Co/do)

Bo B o B 0 T :nk—2 pour pour
ag @ o ame1 | g o ap o | BB a,a
! | l ! l ! !
cmk—l cmk e c2rnk—2 dmk ot d2mk—2 dmk—l "C2mk—1 + d2mk—160/d0
Cmp-2 Cm,-1 **° Comy -3 dmk—l cer d2mk—3 dm,,—Z —Com,-2 t+ d2mk-2c0/d0
Co ) St Cmy-t d; R . do —Cm, + dm, o/ do
o v Cme-2 | do 0 dmyea | 0 —Cmu1 + dm,-2co/do
0 (] 0 d] 5 —c3 + dzCo/do
o do 0 —c1 + dicg/do

Systéme pour le cas m; > n;

Systéeme de ny + mj équations pour A et £
Systéeme de ny + m; équations pour a et o



4.3. Near-breakdown dans Lanczos

/ !
Bo Jep B, Bn,+1 Brmy-1 0 ne-1 | Pour
! ! /
Qo a; Qn, Qnpti Qm, -1 @ o1 | BB
Cmix-1 cm;, T 'cnk+m,,-1 an+mk et C2m;,—2 dmk o 'dﬂk+mk—1 dﬂlk—l
Cmy -2 Cmy~1"" *Cn, +mp=2  Cng+me-1"°" Com, -3 dmk—l v ‘dnk+mk—2 dm,.-?
o (&1 Cnp-1 Cn,; Cm, -1 d, dn,. do
Co an Cnp+1 ka—Z dO dnk-—l 0
0 3] Ca Crmip—n, 0 d] .
Co ¢ : cmk—nk—l dO 0
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pour
a,a

_c2mk—l
=C2m, -2

_Cﬂlk+l

_cmk

“Crmp—n,+1

-cmk—nk

Comme l’algorithme pour la détermination de my calcule ces systémes itérativement
jusqu’a ce qu'ils deviennent non singuliers, il nous a semblé plus efficace de leur don-
ner dans le programme, une structure plus intéressante pour leur résolution soit par la

méthode de Gauss (celle que I’on trouve dans les logiciels) soit par la méthode de bordage
(17] ou celle de bordage par blocs [10].

On les a donc mémorisés de la fagon suivante

[Systéme pour ’le cas my < ng

Systeme de 2m; — 1 équations pour S et §’
Systéme de 2m; — 1 équations pour a et o’

(a:'nk—] = —co/dy)
Bo 0 B :nk-2 Bm,-1 pour pour
ag o o o2 Cme1 B0 a, o
! ! ! i ! l !
Cmy-1 dmk Crm, d2mk—2 Com, -2 dmk-] —C2m -1 + d?m*-—ICO/dO
Crmy-2 dm,,-l Cmy~1 dzm,-s Com,-3 dm,,—z —Com, -2 + dzm,.-zco/do
Co d, 1 Amy-1  Cmy-1 do —Cm, + dm,co/do
I do Co dm,-2  Cm,-2 0 —Cmy-1+ dm,~100/do
0 d, ¢ : —cy + daco/dy
‘ do Co 0 —c +dyeo/do
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Systéme pour le cas m; > nkj

Systéme de n; + m; équations pour 3 et S’
Systéme de n; + m; équations pour a et o

/ !
ﬂo 0 ﬂl e ng—1 ,Bnk ﬁnk+1 e ﬂmk—l pour pour
! / / /
o ag a c-oap ay, Qny+1 ' Ome-1 BB a,a
Cmy-1 dm,\. Cm, *° 'dnk+mk—l Cny+m;—1 Cnp+my, *°° Com,-2 dmk*l —C2m; -1
cm*—? dm,.—l Cmy—-1"" 'dnk+mk—2 Crny+my—2 Cnptmp-1°"" C2m,-3 dmk—Z —C2m,-2
Co dl c dnk cn,,--l cﬂk e cmk—l do "'crnk+l

dO Co dnk—l cnk Crg+1 Cmy -2 0 —Cm,

(&1 C2 *rr Crog—ny —Cmp—ni+1

d
do Co C1 *c Cmy—ny—-1 0 —~Crmy—ng

En ce qui concerne le calcul de z,r et z avec le BSMRZ, maintenant on aura
rher = T — Awi(A4) zp — Ave(A)r

Tie1 = Tk — wk(A) 2z — vi(A)re
zesr = qi(A) z + te(A)rs

avec zg = 1 et donc

Tit1 = Tp— [ﬁolk +Biri+BrAzi+ Bl Aret+ 4 B2 AT 2 4B, A™ TPy
'*’ﬂmk—l Ame-l zk]

Tee1 = Te— [BoAzi+BoAri+ 51 Az + B1 AP+ - 4 By 2 A™ T 2
:nk_zAmk—]Tk+ﬂmk-1Am*zk]
Ziyy = Qozpt+ahrit oy Azk+ ol Arit et Q2 A™ 2zt al, ATy
+amk-1Amk-12k‘+‘a, A= lp, LA™k g,

my~1
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Thy1 = Tk— [ﬁozk+ﬂ6rk+ﬁ1Azk+ﬁ{A7‘k+- ot Br-1 Az 4B A™ Ty
'{‘ﬂnkAnkzk*" : '+,6mk—1Amk_lzk]

Tyl = Tk— [ﬁ0A2k+ﬂ6A7'k +B1 A%z + B A+ o4 B 1 A™ e+ By, ATk
+On, At i+ 4 B, o1 AT 2]

2k = ooz togrr+aiAzg+aj Arg+- - '+ank-lA""'llk'Fa:,*_]A""-lrk
tan, Azt am, 1 ATz ATz

Si ’on pose

8 = A'Z[c et u, = A"rk

on obtient

The1 = Th— [ﬁoso+ﬁ6uo+ﬁ131 +Biur+ -+ Bmy-28my -2+ B, —2Um,—2

wmk—lsmk—l]
— / ! !
Tk+1 =Tk— [ﬂosl +ﬂou] +ﬁ]32 +ﬁ1u2+' * '+Bmk—23mk—l +Bmk..2umk—1
"}"ﬁmk—]smk]
! / !
Zky1 = 0pSotagUot St o ULt T Ay —28m -2 F Ay, 2 Um, -2

/
“}'amk—lsmk—] +amk~—1umk_l + smk .

Zerr = zx— [Boso+Byuo+Bisi+Biur 4+ -+ Bny-18n, -1+ B, 1 Un, -1
-{-ﬁﬂksnk +. : '+ﬁmk—13mk—l]

Te4ry = Tk— [5051 +:B(I)u1 +ﬁ152 +ﬂ{u2+' ) '+ﬁm-13ﬂk +:Br’1k—luﬂk +ﬁm‘3nk+l
+. : '+,Bmk—]3mk]

— / / !
Zk+1 = apSot oot an sttt Qn, o180, -1+, 1 Uny -1
+ank5nk+' . ‘+amk—13mk-—l +8m, -
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Les quantités nécessaires pour le BSMRZ sont a chaque étape k

mi < ng mi > ng
¢ = (y,A™t%g) i=0,...,2mpy =1 i=0,...,2m; — 1
d = (y,4A™*'r) 1=0,...,.2my -1 i=0,...,n+mp —1
i = Az 1=0,...,my 1=0,...,m;

U = A'T‘k i:O,...,mk—l i=0,...,nk

que I’on calculera d’une fagon semblable & ce que l’on a fait dans le MRZ.

4.3.5 Pseudo-code du BSMRZ
Algorithm BSMRZ (A, b, zo,y,€)

1. Initializations:
To « A Ty — b
80 =20 =To
Ug =To
ng— 0
2. For k=0,1,2,... until convergence do:
If np = n then
solution not obtained after n iterations.
stop.
end if
do (yvrk)
Ifdy =0 then
impossible to use the BSMRZ.
stop.
end if
8 — Asg
Co < (y) 51)
If |co))| < e and ny = n — 1 then
incurable near-breakdown.
stop.
end if
my «— 1
3. While |e;,—1] < € and m < n — ni do:
mg — mg + 1
ye—Aly
Cmy-1 (y,s!)
Gmy-1 < (¥, 7%)
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Sm, — ASm, 1

end while

If mi =n — n, and |cy,—1| < € then
incurable near-breakdown.
stop.

end if

ye—Aly

vy

Cmy — (¥, 51)

If ny # 0 then d,,,, — (y,7«)

Vv
If my # 1 then
Fori=1,...,m; —1do:
g AT§
Cmy+i < (gvsl)
If i < ny then dp, 4 « (¥,7%)
If: S Nk then Uu; — Au,-_1
end for
end if
Repeat
Ifmk < Tk then
compute 3, (1=0,...,mg — 1)
compute G}, ( = 0,...,m — 2)
compute a,, (1 = 0,...,m — 1)
compute o, (j = 0,...,m — 1)
else
compute F;, (1 = 0,...,my — 1)
compute f7, ( = 0,...,n¢ — 1)
compute a., (1=0,...,mg—1)
compute &, (j = 0,...,nx — 1)
end if

If singular system then

my — my + 1

Ifmy,+n,=n+1then
incurable near-breakdown.
stop.

end if

y— ATy

For : = 2 downto 1 do:
g— ATy
Comy—1 < (gasl)
domy—i — (§,7%)

end for
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Sm, < Asmk—-l
Ifmy—1<ngthenu,, ., — Auy,—2

end if
until not singular system.
7. compute Zxy; = x — wi(A) zx — vi(A)rk

compute rxp1 = 7% — Awi(A) 2 — Ave(A)rs
If o4y = 0 then
solution obtained.

stop.
end if
8. Ty «— Mk + Mg
80 — zk4+1 = qe(A) zi + ti(A)rs
Up « Th4)
end for

4.3.6 Exemples numériques

Nous allons reprendre toujours le méme systéme utilisé dans les essais effectués avec les
algorithmes qui évitent le breakdown.

Maintenant on considére deux valeurs € et €;. La premiére valeur sert pour tester le
near-breakdown, tandis que la deuxiéme est utilisée pour tester les pivots dans la méthode
de Gauss.

En utilisant le BSMRZ, on obtient les résultats suivants avec zo = 0 et y = (1,...,1)T
et différents choix des ¢

e =108 e =107 e =1
g, =107 g, =10"U g, = 10~1
n [ ng [l i Il i
411.83-107"5 41.83.-10°15 41183.10°15 4
511.65-10"13 511.65.10713 51{1.65.10"13 5
61.47-1071% 6 1.47-1073 6|1.14-10°13 6
71834.10""% 11213.10°13 713.45.10713 7
8 | 4.59-10"1¢ 13 |2.09.10"12 8 |1.96.10°12 8
911.72-10°" 15]251.1072 9(223-1072 9
10| 5.07-10"*% 17]2.02-107'2 103.29.10°12 10
11 13.85-10"% 21/555-107*% 113.86-10"12 11
12 2.67-10°12 12 |1.68-10"12 12

ni est la dimension du sous-espace de Krylov correspondant (sans erreurs d’arrondi on
doit avoir ny < n).

Pourzo=0ety=7r,0na
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e =107 e =10"! e =1
€1 = 10-14 €1 = 10-“ g1 = 10-1
n [l nk [l i [irel i
514.27-1071% 52.56-10713 5{256-1071% 5
61.09.-107° 6]1.09-10°1° 6]222.-10°13 6
714.00-10°'2 71208-10°'2 72.08-10"12 7
81339.-107!2 13 [3.66-10"13 13|1.21.-10°'* 8
91277-10712 15 1.87.10712 9
10 | 4.72-107% 17 1.74-10"1% 10
11 |4.63-10"12 19 5.88 1072 11
12 {2.11-107'% 21|2.07-107%° 12(3.73-107'2 12

Si I'on compare ces résultats avec ceux obtenus dans le paragraphe 4.2.7, on voit que
dans certains cas le MRZ (qui est valable seulement quand il y a un breakdown) donne
de meilleurs résultats que le BSMRZ (qui est valable pour le breakdown et le near-
breakdown). La raison semble étre due au fait que, & cause des erreurs d’arrondi, le
breakdown est trouvé quand il y a une quantité proche de zéro mais non pas exactement
égale a zéro. Quand on utilise le MRZ, a la place du BSMRZ, quand il y a un véritable
breakdown qui est seulement detecté par une certaine quantité qui est voisine de zéro, on
corrige en fait ’arithmétique de ’ordinateur en imposant que cette quantité (et peut étre
également d’autres) soit exactement nulle et ainsi on améliore les résultats.

Dans la programmation du BSMRZ en effet il faudrait placer quatre ¢ différents indé-
pendants

e £ pour tester si ’c(l)(C‘P,Sl))l < € et sauter

€1 pour tester les pivots dans la méthode de Gauss et sauter
e ¢, pour tester si ||ri]| < €, et s’arréter

e ¢3 pour tester si |c(§"* Py)| < €3 car 'algorithme ne peut pas étre utilisé si cette
quantité est nulle.

Pour mettre en évidence ’amélioration apportée par le BSMRZ nous allons donner dans
le tableau suivant le nombre k d’itérations qui sont nécessaires et la dimension ny du sous-
espace de Krylov correspondant qui permet d’obtenir une norme du vecteur residu plus
petite que 5-107'2 quand on utilise le subroutine avece = 108 et £; = 1074 et aussi avec
€ = €; = 107% (dans ce dernier cas on ne passe jamais par les régles de 1’algorithme).
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e =108 e =10 e =108 |e¢ =107

£ = 1014 £y = 10-30 €1 = 10— €1 = 10-30

y=(1,...., 07 |y=(1,....,1)T |[y=1n y=ro
n k N k Nk k i k Nk
7111 11 11 11 7 71 7 7
8|12 13 13 13 13 13 |13 13
9113 15 15 15 14 15| 15 15
10 | 14 17 17 17 15 17 | 17 17
11 |15 21 19 19 16 19 |19 19
12 21 21 17 21|21 21

Maintenant, quand le systéme est de dimension n = 50 et pour y = 7o, £; = 10713, les
normes du vecteur residu quand ny = 50 sont

€ k nj llril m ny,
1 12 2 1.22-10° 57 95
10° | 7 2 546-102 54 97
102 |15 2 4.78-10° 57 92
10-% |11 2 3.17-10* 54 93
10— 9 2 1.33-10* 55 96
10 | 8 1 4.92.10° 55 97
10-¢ 8 1 4.92.10% 55 97
1077 8 1 492.-102 55 97
10-8 8 1 492.10% 55 97
10-° 8 1 4.92-10% 55 97
10-1°, 8 1 4.92.10% 57 99
1071130 1 2.81-105 92 112
10712130 2 5.68-10°
10713 |47 2 2.39.10°
1074149 1 6.16-107
1071 {50 0 1.87-108

n.j représente le nombre de sauts, m 'itération telle que ||rn|| < € et n,, la dimension
du sous-espace de Krylov correspondant (avec une borne supérieure de 150).

4.4 Near-breakdown dans CGS

Une variante de la méthode de Lanczos, qui peut étre tres puissante et intéressante, a
été proposée par Sonneveld [31] et elle a été nommée conjugate gradient squared method
(CGS). Dans cette variante les residus sont définis par la formule suivante

re = PHA)ro
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et elle peut étre considérée comme une alternative au gradient biconjugué car elle n’a pas
besoin dans l’algorithme d'utiliser la matrice A*.

Le breakdown dans cet algorithme a été résolu par Brezinski et Sadok [13] en utilisant
les relations (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8) élévées au carré et ils ont obtenu trois nouvelles
méthodes sans breakdown appelées MRZS, SMRZS et BMRZS (ou S signifie squared).

Pour éviter le near-breakdown dans [9] nous avons fait la méme chose en prenant les
relations (4.9) et (4.11) du BSMRZ au carré.

On a donc

P2, = (1 - ¢u)* P2 — 2(1 - év)éw PP + 2w PV

. ’ - -~ 2
et il faut calculer récursivement les polynémes P,Ei)l et Piyy Pk+1
Mais nous avons aussi

Py = ¢ PMV + 2ty BB + 62 P

et donc, en mulipliant (4.9) par (4.11) on aura

Pk+1pk(i)1 = (qx — €qevk — Etewy ) PP — §kakP,£])2 + ti(1 — &vk) PL.
Si nous posons
Ty = P,?(A) To
zp = P,EI)Q(A)ro
sc = P(A)PN(A)7o
on aura |’algorithme suivant appelé BSMRZS
reer = (I = Av(A)) 1 — 2(1 — A (A )) Awi(A) s + A%wi(A) z,
Tk+1 — T — (A‘Uk(A) - 21) ‘Uk( )Tk + 2 (I Avk( ))wk(A) Sk — AwZ(A) 2k
zeer = qi(A) 2k + 2gk(A) te(A) sk + tR(A) 7 (4.12)
S8k41 = (qk(A) — A qk(A)vk(A) - Atk(A)‘wk(A)) Sk — A qk(A) wk(A) 2k
+ tk(A) (I - A’Uk(A)) Tk.
4.4.1 Mise en ceuvre de l’algorithme BSMRZS

Pour réaliser cet algorithme il faut calculer plusieurs produits entre polynémes.
Si nous posons

P(€) = ao+- -+ an"
QE) = bo+o+bugt

avec n < k, leur produit peut étre calculé par

POQE) =do+ - + dns™t*
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avec
min(k,)

d,‘ = E bja,-_,-.

j=maz(0,—-n)
Dans le MRZS on n’avait pas besoin de la matrice A*, mais cela n’est plus vrai dans
I’algorithme BSMRZS qui évite le near-breakdown car I’on doit calculer pour: = 0,...,2m;—
1, les quantités

C(fnﬁ-ipk) - (y,A"”"Pk(A)ro) - (y’Am,-H,’.L) — (A'""y,A"rL)
ey (£"k+ip‘£1)) — (y,Ank+:’+1Pk(1)(A) To) - (y’Ank+i+l ZL) — (A-"ky’Ai+l ZL)
ol 7}, = Pe(A)rg et z, = P{V(A) .

Ces deux vecteurs peuvent se calculer avec les relations (4.9) et (4.11) et ’on aura
rear = (I — Avi(4)) ri — Awe(A) 24
zZier = q(A)zp + te(A) 7 (4.13)
avec vy = z{ = 1.
Pour calculer les coefficients des polyndomes wg,vi,qx et tx on aura des systémes a

résoudre qui ont la méme forme de ceux du BSMRZ, mais les coefficients des équations
seront calculés (a l'iteration k + 1) par

mie < ng ™My > Ng

d; = (y, A™Hr,) |i=0,...,2mpy —1|i=0,...,np + mp — 1

c=(y, A1) |1=0,...,2mp —1|i=0,...,2m; — 1.

Tous les vecteurs 7x41, Tht1, Zk+1, Sk+1s Thyy €t Zky1, seront obtenus comme combinaison
linéaire des coefficients des polynémes qui paraissent dans (4.12) and (4.13) avec des
vecteurs de la forme

mi < Nk mg > ng
pi=Az |1=0,...,2m, 1=0,...,2my;

g =Are |i=0,...,2mg—=2{i=0,...,2n4
uy=As [1=0,...,2m =1 [1=0,...,0 + my

pf:A'ZL i:O,...,mk i=0,...,mk

g’(_—_A"r;c i:O,.,,’mk-—l ‘i=0,...,'nk.

Tous ces vecteurs seront calculés seulement une fois et mémorisés dans cinq matrices
différentes. :
Dans ’algorithme on utilisera trois valeurs pour les tests des quantités petites:
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e ¢ pour tester si ’c(’)(f‘P,S]))} < € et sauter
e ¢, pour tester les pivots dans la méthode de Gauss et sauter
o € pour tester si [|ri]| < €, et s’arréter.

On utilisera aussi d’autres quantités que nous allons définir. Le CGS trouve la solution
quand la valeur de n; est plus petite ou égal a n, ot k est la valeur pour laquelle ||r;|| < €;.
Comme les ordinateurs ont une précision finie, il peut arriver que la solution soit trouvée
avec un n; plus grand que n et donc on a introduit une valeur npg.x > n pour laisser
Valgorithme continuer aprés n (mais sans créer une boucle infinie).

Une autre quantité que l’on veut fixer a I’avance est la longueur du saut m; car si elle
est trop grande, le nombre de mémoires nécessaires au programme pour les vecteurs et
les matrices de mémorisation peuvent devenir impossibles & réaliser. Dans la théorie le
saut peut étre au maximum 7., car, a la premiére iteration on a ny = 0, mais dans la
pratique, quand le systéme a résoudre est trés grand, on doit fixer Mimax-

4.4.2 Pseudo-code du BSMRZS
Algorithm BSMRZS (4,b,20,Y, ", Bmax, Mkmax; €, €15 €2)

- 1. Initializations:
ro— Azg—0b
Do = 20=Tg

go=To

Ug = Sg=Tg
A
Dy =23=To
P A
Go=Tg=To
ng— 0

If H‘I‘o“ S (23 then
solution obtained.
stop.
end if
2. Fork=0,1,2,... until convergence do:

do — (3,7})

P11 APo

Uy «— A’U.o

Py — Ap

co + (y,p})

If |co| < € and ny = np. ~ 1 then
solution not obtained at np.,.
stop.

end if '

my «— 1
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3. While [cpm, 1| £ € and mi < npax — g and my < My, do:

my «— my +1
pmk A Apm,,—]
Um, Aumk-—l
Py — AP,
y— ATy
Cmp-1 (yapll)
dmy -1 — (¥, 90)

end while

If (mi = pnax — 7k and |cm, 1| < €) OF (Mg > Mymax) then
solution not obtained at np,,, or
solution not obtained because the jump is greater than mymax.
stop.

end if

If my < n; and |dy| = 0 then
impossible to use the BSMRZS.

stop.

end if

4. y— ATy

vy

Cmy < (¥,P1)

dmk A (y)g(l))

If my # 1 then
Fori=1,...,m; — 1 do:

Pm,+i < Apmk+i-1
If i < n, then
g — Agio
9: « Agf—l
Um,+i € Aumk+i-—1
end if
ge—AT§
If i < ni then do,+i < (¥,95)

end for
end if
If miy < ni then
Fori=1,...,my —1do gm,+i-1 «— AGm,+i-2
else
Fori=1,...,nf do gn,+i &« Agn,+i1
end if
DPom, &« Ap?mk-l
5. Repeat

compute B;,1 =0,...,mp — 1 (coeficients of wi(¢))
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compute a;, 1 = 0,...,m (coefficients of gx(€))
If mMi S N then
compute o, 7 = 0,...,m; — 1 (coefficients of £x(¢))

If my # 1 then compute 8/,1=10,...,m; — 2 (coefficients of vx(¢))
else if n; # 0 then

compute a},1=0,...,n; — 1 (coeflicients of ¢x(¢))
compute 8,1 =0,...,n; — 1 (coefficients of vi(£))
end if
6. If system singular then

my «— my +1

If (mik = Nmax — 7k + 1) or (Mk > Mymax) then
solution not obtained at nga, or
solution not obtained because the jump is greater than mgmay.
stop.

end if

y— ATy

Pomy-1 < Apzmk—2

Pamy, < Aszk—l

p:nk A Apﬁnk_]

If my <n,+1then
gom, -3 < Ag2mk—4
2m,-2 < Agzmk-s
Imp-1 — AGm, 2
U2m, -2 & Auka—B
U2m, -1 < Au?m;,-—?

else
Un,+m, Au"k+mk-1

end if

g— AT

Comy—-2 < (3?,17;)

If mi > ni then
dnk+m;,—] « (yvgnl—;k—l)

else
dom, -2 < (¥,90)

end 1if

§e— ATy

Comy-1 < (?,Pll)

If my < n, then dyn,—1 « (9,95)

until system non singular (pivot > €;).
7. compute zz4; = o — (Avi(A) = 21 )vi(A)ri + 2(1 — Avg(A))we(A) s
—-A w,f(A) 2k
compute 754y = (I — Avk(A))?re — 2(1 — Avi(A)) Awe(A) sk
+A? wi(A)zk
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If ||rk41]] < €2 then
solution obtained.
stop.
end if
8. Tky1 — Nk + My
If Nik41 = NMmax then
solution not obtained at npay.
stop.
end if
compute zpy1 = t2(A)ri + 2qk(A) te(A) sk + g2 (A4) 2
compute Sx41 = (] — Avi(A)) ge(A) sk — Ati(A) wi(A) sx—
Aqk(A)wk(A) 2r + tk(A)(I - A‘Uk(A)) Tk
compute r; ., = 1y — Awg(A) zp — Avi(A)rg
compute z; ; = gi(A) z; + ti(A4)rk
Po — Zk41
go ¢« Tk41
Ug < Sk+1
Po < Zi4
96 < Th41
end for

4.4.3 Exemples numériques

On rappelle que pour ’algorithme qui implémente le near-breakdown dans le CGS nous
devons choisir les trois valeurs €, €, et €,, selon la signification expliquée a la fin du
paragraphe 4.4.1, Les résultats numériques ont été obtenus sur un PC avec coprocesseur
mathématique.

On considére d’abord le systéme qui a été déja utilisé dans les exemples numériques du
MRZ, SMRZ, BMRZ et BSMRZ

0 00 0 -1 1 -n
1 00 0 0 2 1
010 0 0 3 | = 2
0 00 1 0 n n-1

Pour n = 12,y = (1,...,1)7,e; = 107 et ¢, = 1077, il y 2 un saut de n3 = 3 &
ngy = 9 si 'on prend ¢ = 1073 et un saut de n; = 2 @ n3 = 6 si I’on prend ¢ = 10~1.
Cependant, dans ces deux cas, les itérations ne convergent pas, méme si I’on continue
jusqu’a ny = 25. Quand € = 1, nous avons un saut de n; = 2 & nz = 10 et ’on obtient
ns = 12 et ||rs]| = 1.20 - 1078.

La méme chose arrive si I'on prend n = 20. Avec € = 107! nous avons un saut de
n, = 2 3 ng = 7 mais les itérations ne convergent pas. Avec e = 1 nous avons un saut de
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ny =2 ang = 18 et 'on obtient ns = 20 et ||rs|| = 5.31-107".

Maintenant, pour n = 12 et y = 7g, si € = 1073 les itérations ne convergent pas. Avec

€ = 1 nous avons un saut de n, = 2 a nz = 11 et ’on obtient ny = 12 et ||ry|| = 3.66-1078.
Comme deuxiéme exemple, considérons la matrice diagonale par blocs de dimension

n X n suivante
M,
M, 0

Mn/2

avec

1 7-1 .
Mj=<a -1 ) pour j=1,...,n/2.

Le cas ou a = 0 a été déja considéré dans [28]. Dans ce cas on a un breakdown a la
premiére itération du CGS car le polynéme minimal de la matrice A est de degré 2.
La solution de ce systéme est la suivante

b 4 (5 —1)by;

S T TR )
2, = DaiTabyo1
YT S1-e(i-1)

ou les b, sont les composantes du vecteur second membre b.
Si nous prenons b = (5,3,4,-4,0,...,0)T,z0 = (27,0,...,0)7,y = (1,2,...,n)T,n =

20,2 = —0.4,e; = 1073% et £, = 107'° nous avons les résultats suivants
saut solution obtenue
€ de a k ng Hre|

1030 4 4 52-107%
1 n3=3 ny=6 |4 6 6.6-10"1
2 ny=3 ny=10(4 10 9.8-10"!?
3 n,=2 n3y=5 |3 5 46-10°13
4 Ny = 2 n3g = 7 3 7 9.1. 10_15
5 na=2 n3=11{3 11 3.6-1071

Avec y = 1o, on obtient

saut solution obtenue
£ de a k ng Hrell

10-30 4 4 58.10°1
1 4 4 58.10°1
2 no=2 n3=4|3 4 53-10°1
3 Ny = 2 N3 = 613 6 1.2- 10-12
4 n, = nyg=6{3 6 12-10712
5 Ny = 2 ng = 8|3 8 74. 10-]3
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Comme on I’a déja vu pour le BSMRZ (voir aussi [12]), les résultats sont trés sensibles

au choix des différents ¢.

Il est évident qu’une étude approfondie devra étre faite dans la suite pour mieux com-
prendre la stabilité numérique de cet algorithme en fonction du début du saut et de sa
longueur qui dépendent évidemment du choix des €.



BIBLIOGRAPHIE

[1] D. L. BoLEY, S. ELHAY, G. H. GoLUB, M. H. GUTKNECHT, Nonsymmetric Lanc-

zos and finding orthogonal polynomials associated with indefinite weights, Numerical
Algorithms, 1 (1991).

[2] C. BREZINSKI, Padé-type Approzimation and General Orthogonal Polynomials,
ISNM vol.50, Birkhduser-Verlag, Basel, 1980.

[3] C. BREZINSKI, Some determinantal identities in a vector space, with applications, in
Padé Approzimations ant its Applications. Bad-Honnef 1989, H. Werner and H. J.
Biinger eds., LNM 1071, Springer-Verlag, Berlin, 1984, pp. 1-11.

[4] C. BREZINSKI, Other manifestations of the Schur complement, Linear Alg. Appl.,
111 (1988) 231-247.

[5] C. BREZINSKI, Biorthogonality and its Applications to Numerical Analysis, Marcel
Dekker, New-York, 1991.

[6] C. BREZINSKI, CGM: a whole class of Lanczos-type solvers for linear systems,
soumis.

[7] C. BREZzINSKI, M. REDIVO ZAGLIA, A new presentation of orthogonal polynomials
with application to their computation, Numerical Algorithms, 1 (1991) 207-222.

[8] C. BREZINSKI, M. REDIVO ZAGLIA, Eztrapolation Methods. Theory and Practice,
North-Holland, Amsterdam, 1991.

[9] C. BREZINSKI, M. REDIVO ZAGLIA, Treatment of near-breakdown in the CGS al-
gorithm, soumis.

[10] C. BrREZINSKI, M. REDIVO ZAGLIA, H. SADOK, A breakdown-free Lanczos type
algorithm for solving linear systems, Numer. Math., a paraitre.

[11] C. BREZINSKI, M. REDIVO ZAGLIA, H. SADOK, Avoiding breakdown and near-
breakdown in Lanczos type algorithms, Numerical Algorithms, 1 (1991) 261-284.

[12] C. BRrEZINSKI, M. REDIVO ZAGLIA, H. SADOK, Addendum to “Avoiding breakdown
and near-breakdown in Lanczos type algorithms”, Numerical Algorithms, 2 (1992),
sous presse.

149



150 Bibliographie
[13] C. BRrEZINSKI, H. SADOK, Avoiding breakdown in the CGS algorithm, Numerical
Algorithms, 1 (1991) 199-206.

[14] C. BrEzINSKI, H. SADOK, Lanczos type methods for systems of linear equations,
soumis.

(15] P.J. Davis, Interpolation and Approzimation, Dover, New York, 1975.

[16] A. DRAUX, Polyndmes Orthogonauz Formels. Applications, LNM 974, Springer-
Verlag, Berlin, 1983.

[17] V. N. FADDEEVA, Computational methods of linear algebra, Dover, New-York, 1959.

(18] R. FLETCHER, Conjugate gradient methods for indefinite systems, in Numerical
Analysis, G. A. Watson ed., LNM 506, Springer- Verlag, Berlin, 1976, pp. 73-89.

[19] M. H. GUTKNECHT, 4 complete theory of the unsymmetric Lanczos process and
related algorithms. Parts I, II , STAM J. Matrix Anal. Appl., a paraitre.

[20] G. H. GoLuB, D. P. O’LEARY, Some history of the conjugate gradient and Lanczos
algorithms, STAM Rev., 31 (1989) 50-102.

[21] M. H. GUTKNECHT, The unsymmetric Lanczos algorithms and their relations to
Padé€ approzimation, continued fractions, and the qd algorithm, a paraitre.

[22] M. R. HESTENES, E. STIEFEL, Methods of conjugate gradients for solving linear
systems, J. Res. NBS, 49 (1952) 409-436.

(23] E. HENDRIKSEN, H. VAN “ROSSIU_M, Moment methods in Padé approzimation, J.
Approx. Theory, 35 (1982) 250-263.

[24] W. D. JouBERT, T. A. MANTEUFEL, [terative methods for nonsymmetric linear

systems, in Iterative methods for large linear systems, D. R. Kincaid and L. J. Hayes
eds. , Academic Press, New-York, 1990, pp. 149-171.

[25] H. B. KELLER, The bordering algorithm and path following near singular points of
higher nullity, SIAM J. Sci. Stat. Comput., 4 (1983) 573-582.

[26] C. LANCZOS, An iteration method for the solution of the eigenvalue problem of linear
differential and integral operators, J. Res. Natl. Bur. Stand., 45 (1950) 225-282.

[27] C. LaNczos, Solution of systems of linear equations by minimized iterations, J. Res.
Natl. Bur. Stand., 49 (1952) 33-53.

[28] N.M. NaAcHTIGAL, S.C. REDDY, L.N. TREFETHEN, How fast are nonsymmetric
matriz iterations?, SIAM J. Sci. Stat. Comp., a paraitre.

[29] B. N. PARLETT, D. R. TAYLOR, Z. A. L1u, A look-ahead Lanczos algorithm for
unsymmetric matrices, Math. Comput., 44 (1985) 105-124.



Bibliographie 151

[30] Y. SAAD, The Lanczos biorthogonalization algorithm and other oblique projection

methods for solving large unsymmetric systems, SIAM J. Numer. Anal., 19 (1982)
485-506.

[31] P. SONNEVELD, CGS, a fast Lanczos-type solver for nonsymmetric linear systems,
SIAM J. Sci. Stat. Comp., 10 (1989) 36-52.

[32] G. W. STRUBLE, Orthogonal polynomials: variable-signed weight functions, Numer.
Math. , 5 (1963) 88-94.

[33) H. A. VAN DER VORST, Bi-CGSTAB: a fast and smoothly converging variant of

Bi-CG for the solution of nonsymmetric linear systems, SIAM J. Sci. Stat. Comput.,
13 (1992) 631-644.

[34] Yu. V. VOROBYEV, Method of moments in applied mathematics, Gordon and
Breach, New-York, 1965.

[35] D. M. Young, K. C. JEA, Generalized conjugate-gradient acceleration of nonsym-
metrizable iterative methods, Linear Alg. Appl., 34 (1984) 159-194.






