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Introduction 

Les approximants de Padé fournissent un moyen pratique de cal- 

cul numérique de certaines fonctions, Ils s'appliquent aussi à la physique 

théorique et à la mécanique des fluides, on peut citer l'ouvrage : "Padé 

approximants method and its applications to Mechanics" édité par H. Ca- 

bannes. L'approximation de Padé donne de bons résultats pour les séries de 

Stieljes qu'on trouve dans de nombreux problèmes physiques. 

En physique, on est souvent confronté à des problèmes multidimen- 

sionnels(fi1trage bidimensionnel, traitement d'images). C'est pour cela que 

plusieurs généralisations des approximants de Padé aux fonctions à plusieurs 

variables ont été définies par plusieurs auteurs : [BREZa, CHAF, CHIS, 

CUYTb, CUYTf, LEVIa, LEVIb, KARL, LUTTa, LUTTb, ...] 

Notre travail est de se mettre dans le cadre de l'interpolation rationnelle 

de Newton-Padé à plusieurs variables introduite et étudiée par A. Cuyt et B. 

Verdonk [CUYTe, CUYTf] et de développer plusieurs propriétés de celle-ci. 

Le premier chapitre est constitué de trois paragraphes : 

-Nous rappelons le problème d'approximation de Newton-Padé à 

plusieurs variables. 

-Avec des hypothèses moins fortes que la normalité, la continuité de 

l'opérateur d'approximation est établie tout en variant les coefficients cij 

du développement en série de Newton d'une fonction f.  

-Dans ce paragraphe nous généralisons la notion de normalité au cas des 

approximants de Newton-Padé à plusieurs variables. Un premier théorème 



donne les conditions nécessaires et suffisantes pour avoir la normalité. Dans 

un second théorème nous pouvons satisfaire des conditions suffisantes, en 

faisons la connexion avec les déterminants de Hankel généralisés. 

Dans le deuxième chapitre, nous étudions une extention du théorème de 

Kronecker, défini en 1881, au cas des séries à deux variables. Nous faisons la 

connexion avec les approximants de Padé homogènes à deux variables. Les 

deux parties directe et réciproque du théorème sont étudiées séparément. 

Dans le troisième chapitre, nous définissons les approximants de 

Newton-Padé partiel et les approximants de de type Newton-Padé à 

plusieurs variables, c'est une généralisation du cas scalaire introduit par C. 

Brezinski. L'avantage de ces approximant s est d'utiliser les renseignements 

sur les zéros et les pôles de la fonction f développable en serie formelle, pour 

améliorer l'approximation. Nous justifions cette idée par l'étude numérique 

de l'exemple traditionel : 

en faisant une comparaison entre l'approximant de Padé et l'approximant. 

de Padé partiel au voisinage des zéros et des pôles. Nous comparons aussi 

nos approximants de type Newton-Padé avec d'autres approximants définis 

par plusieurs auteurs. 

Dans le quatrième chapitre, nous nous servons de la représentation 

intégrale de Cauchy des fonctions holomorphes dans un polydisque et sa 

connexion avec les différences divisées à plusieurs variables pour donner 

deux approches à la formulation de l'erreur de l'interpolation rationnelle et 

de l'approximation de Padé à plusieurs variables. 

Pour la simplicité et la clarté de ce travail nous n'utilisons que deux 

variables . Le cas à n variables est absolument analogue pour ce qui concerne 

les démonstrations et la validité des résultats. 
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CHAPITRE 1: 

Continuité et  Normalité 
de I'approximat ion de Newton-Pedé 

6 plusieurs variables. 



1 Approximation de Newton-Padé à plusieurs 
variables 

1.1 Introduction 

Soit f une fonction à deux variables réelles ou complexes, nous supposons que f 

est connue aux points (xi, y,) où (i, j) f N2. 

Nous rappelons le formalisme introduit et étudié par A. Cuyt et B. Verdonk dans 

[CUYTe,CUYTh], pour déterminer I'approximant de Newton-Padé. Cet approxi- 

mant. est dit de Padé seulement, si tous les points (xi, yj) coincident. 

Nous supposons que f est développable en série formelle dans la base de Newton : 

1.2 Différences divisées 

Les c,j = f [xO, X I ,  ..., x,][yO, y1 , ..., yjJ sont les différences divisées à deux variables 

de la fonction f 

Si tous les points (xi, yj)  coincident, par exemple : 

"+lf 1 
pour k s i  et ~ < j  Ck[ = -- 

k! l!  axkay' (O#) 



Les différences divisées se calculent récursivement : 

f [xol[~ol = f (xo, Yo) 

1.3 Résolution du problème d'approximation 

Nous choisissons deux ensembles finis N, D dans El2 : 

N "pour le numérateur", D "pour le dénominateur", notre problème est de déterminer 

les deux polynômes : 

Soit I un ensemble fini d'indices dans N2 tel que : 

' > 1  dij = ( fq  - P)[xo ,x~, - - . ,x ; ] [Yo,Y~,  ..., yj] pour i , ~  - 

Nous supposons que I vérifie la régle du réctangle : 

(4) (si (i, j )  E I alors (k,  1 )  E I pour k 5 i et 1 5 j )  

( 5 )  

L'equation (3) est équivalente au système linéaire : 



Puisque N  E I alors ( 6 )  se divise en un système non homogène et en un système 

homogène : 

card(I\N) = m donc (6  - b )  est un système à m  équations et m + 1 inconnues qui 

sont les coefficients bij du polynôme q, admet au moins une solution. 

Si nous ordonons N ,  D, I : 

nous pouvons calculer les différences divisées : cd,,=j 

Le système 6  - b  peut se mettre sous la forme : 

La matrice qui correspond à ce système est notée : 

Si le rang de Cnm est maximal m ,  alors la solution q(x ,  y) sera donnée par : 

g(x, Y )  = 

B&eo ( 2 )  Y)  a - .  Bdmem ( 3 ,  Y )  
Cdoin+~ ,eojn+~ Cdmin+~ ,ernjn+~ 

S . .  

C&in+m,eojn+m Cdmin+m,emjn+m 



@=O w = o  
Les q[xo, xl , .. . , x,] [yo, y1 , . . . , yu] existent pour ( p ,  V )  E D donc : 

nous déduisons le polynôme p(x, y) : 

Avec les hypothèses (l), (2), (3), (4)' (5) et ( 6 )  sur les ensembles d'indices N, D et I ,  

le problème d'approximation de Padé admet toujours une solution . L'ensemble de 

ces solutions est noté [N/DIz . Un élément de cet ensemble se note de la même façon 

[N/DIz. L'ensemble [N/DIr contient un seul élément (la solution est unique) si le 

rang de la matrice C,, est maximal. 



1.4 Exemples 

Exemple 1 : [CUYTe] 

2 
f ( x , y )  = 1 + 0.1 - y  

+ s in ( zy )  

Avec : 

x; = i f i  i = O ,  1,2, ... 

yj = ( j  - 1 ) f i  j  = O ,  1,2, ... 

f admet le développement en série de Newton suivant : 

1 1 O 
f ( " 9  Y )  = 1 + O,1  + Jnx + 

0.1 + f i  " ( Y  + fi)+ 
1 O 

0.01 - 7r 
X ( Y  + &Y + 1 cOi .~jB;~(x ,  y )  

i+ j>4  
Nous choisissons : 

est de rang maximal. 

d'où : 



avec : 

finalement nous obtenons l'unique approximant de Newton-Padé d'ordre (2,3) : 

Exemple 2 : 

~ ( x ' Y )  = 1 + Y  + X Y  

V ( i , j )  € N2 (xi, yj) = (030) 

Nous choisissons : 

N = {(O,  0)' (1' O) '  (0'1)) 

D = {(O,O), ( l ' O ) ,  (O' 1)) 

1 = {(O'O), (l'O), (0'1)'(2'0)' (1, 1)) 

I\N = {(2'0), (1 , l ) I  

I vérifie la régle du réctangle. 

Calculons l'approximmt de Padé [NI D]I  



Pour la normalisation, nous choisissons boa = 1 

alors blo = -1 et bol = cr (un réel quelconque) 

Donc I'approximant de Padé d'ordre (2,2) n'est pas unique. L'ensemble de solu- 

tions est de la forme : 

[NID]  I = 
1 - x + (1 + a)y 

1 - x + a y  

Exemple 3 : [ALLO] 

f ( x , y )  = 
X + Y  

x - y - x y  

x; = i i = O, 1,2, ... 

I vérifie la régle du réctangle. 



la solution générale est de la forme : 

1.5 Définition 

Pour r 2 O, s 2 O et t 2 O, on définit le déterminant de Hankel généralisé, 

dont les éléments sont les différences divisées : cd;,,, par : 

Dans le cas où le rang de la matrice C,, est maximal, les polynômes p(x, y )  et 

q(x, y )  se décomposent de la façon suivante : 



1.6 Solutions irréductibles 

Si le rang de la matrice Cnm n'est pas maximal, la solution du problème d'approxi- 

mation de Newton-Padé peut avoir plusieurs formes irréductibles. 

a) Soit la solution de l'exemple 2, elle est de la forme : 

Si cr = O alors [N/DII  = 
- 

+ y est une forme irréductible. 
1 - x  

1 - x  
Si ct = - 1  alors [NI DlI = est une forme irréductible. 

1 - x - y  

b) Soit la solution de l'exemple 3, elle est de la forme : 

3 û ( x  - 1)  - P(y - 1 )  
[N/D]I  = 

-3a(x  - 1 )  + @ ( y  - 1 )  + ~ ( x  - 1 )  

Si a = O et p = 1  alors [N/DII  = - - y = -1 est une forme irréductible. 
Y - 1  ., 

3(1 - X )  
Si cr = 1  et @ = O alors [ N / D J I  = - - -  est une forme 

3 
( X  - 1 ) ( ~  - 3 )  x - 3  

irréductible. 

Si le rang de la mat,rice C,,, est maximal, le problème d'approximation de 

Newton-Padé admet une solution unique, cette solution a une seule forme irréductible 

Avec a,,,j,, # O et bdmle,, # O pour n' 5 n et m' 5 m. 

Nous définissons le défaut, traduit du mot anglais "defect" par : 

6,, = min[card(Nn/N,,,), card(D,/ Dm')]  



1.7 Proposition 

O n+l Si 6,, = O alors JH$-l 1 + lHmnl > O et la solution unique du problème de 

Newton-Padé est irréductible. 

Preuve : 

Si 6,, = O alors Nn = N,, ou Dm = Dm, 

a lain jn 1 + 1 bdmc, 1 > O et d'après la décomposition de p(x, y )  et q(x, y )  développée 

O , n + l  précédement, on en déduit que : IHm-l ( + IHmnl > 0. 

1 1 De plus, on a n = n ou rn = rn donc la solution unique du problème de 
9 

ivewton-Padé est irréductible (i.e. il n'y a pas simplification) 



2 Continuité de l'opérateur de Newton-Padé à 
plusieurs variables 

2.1 Introduction 

Dans ce paragraphe nous étudions la notion de continuité de l'opérateur d'approxi- 

mation de Newton-Padé d'une fonction à plusieurs variables, plus clairement nous 

regardons le comportement de l'approximant 

lorsque les composantes de la matrice C,, varient. L'étude dans le cas scalaire est 

donnée dans [WERNb,WUYT]. Un résultat dans le cas à plusieurs variables avec les 

polynômes p ( x ,  y )  et q(x, y )  sont homogènes, est dans [CUYTc]. Nous pouvons 

aussi citer un résultat sur les approximants multipoints de type-Padé dans [VANIS]. 

2.2 Notations 

Soit la série de Newton formelle : 

2.3 Normes 

Nous rappelons les normes suivantes : 

Soit A une matrice d'ordre (r, s) : 



alors : 

Soit K un compact dans Q7 et soit g une fonction continue sur K, alors : 

Proposition 

Silin, = O alors il existe 71 positif, tel que pour toute série f dont la matrice 

associée Cnm vérifie IICnm - CnmII1 < vl, le rang de la matrice Cnm est maximal 

- O , n + l  - O n  et I+IH; 1 >O. 

(H est le déterminant de Hankel associé à f). 

Preuve : 

Pour tout indice 1 E {O, ..., rn} nous définissons le déterminant detl(c) : 

detl(c) = 

Cdoin+lteojn+l C d i - ~ i n + ~  . e i - ~ j n + ~  C d i + ~ i n + ~  , e i + ~ j n + ~  'dm;n+ I ,emjn+ 1 

Cdo:n+m,e~jn+m Cdi-~in+miei-~jn+m C d ~ + ~ i n + m r e i + ~  jn+m Cdmin+mtem jn+m 

Pour définir lin, , nous avons supposer que Cnm est de rang maximal. 

Il existe 1 E {O, m }  tel que detl(c) est non nul. 

Nous remarquons que detl(c) est une combinaison finie de produits de 

différences divisées Cdri,,erj, avec: r = O, ..., m r # 1 et s = n + 1, ..., n + m. 
L'application : Cnm I-+ detr (c) est continue VI E {O, .. ., rn) . 

Puisque detl(c) # O , il existe 71 > O tel que pour toute fonction f dont la 

matrice associée Cnm vérifie IICnm - Cnm Ill < 71 alors detl (c) # O. 

De même l'application : Cnm H lez1 ( + 1 Hmn[ est continue. Puisque 

O n+l 1 HA-] 1 + 1 Hmn 1 # O, il existe, quitte à changer la notation, tel que pour toute 



fonction 7 dont Cnm vérifie IICnm - CnmIIl c 7, alors : 1 H:::' 1 + IHZnl > O 

2.5 Remarque 

Si bnm = O , il existe ql > O tel que pour toute fonction 

où la matrice C m  associée à 1 vérifie : IICnm - CnmIIl < ql alors Cnm 

est de rang maximal et l'ensemble de solutions du problème d'approximation de 

Newton-Padé d'ordre (n, m )  pour 7 admet un élément unique (c'est la forme 
QE 

irréductible). 

2.6 Théorème 

Soient les deux séries de Newton formelles : 

f (2, Y )  = C cijBij(x7 Y )  et f ( x ,  Y )  = 1 GjBij(x, Y )  
( i d  E W (i,j) EP 

de matrices associées : 

avec : 0 5 r 5 m  et n + 1 5 s 5 n + m  . Le rang de Cnm est égal à m. 

les approximants de Newton-Padé d'ordre (n, m)  pour f et f sont 

Pc  f - Pc T ( f )  = [NID]{  = - et ~ ( f )  = [NID] ,  - - 
Qc QC 

Si bnm = O alors il existe un compact K voisinage d'un point (5, y ) ,  

K cc2 et q c ( t , i )  # O, tel que : V(L > O  37 > O tel que si 

IICnm -Cnmlll < q alors: 



Démonstration : 

qc est une fonction polynomiale continue en (x, y) dans C2, qc est non 

identiquement nulle. Nous choisissons un point (5,fi) E C2 où qc(I,fi) est non 

nulle. Il existe tout un voisinage compact K contenant (a, g) tel que : pour tout 

(x, y) E K qc(x, y) # O. Il existe El tel que : llqcllK 1 E l .  

D'autre part, l'application 

est continue V(x, y) E K 

Puisque qc est non nul sur K,  il existe 72 > O tel que : si IIcm - Cn, I I ,  < q2 

alors qc est aussi non nul sur K. 

Puisque (x, y) w q,(x, y)q,(x, y)  est continue et ne s'annule pas sur K ,  il existe 

E > O (aussi petit que l'on veut) tel que : 

Continuité de l'opérateur T : 

l I ~ ( f )  - ~ t f ) l l ~  = II[N/DI{ - [NID]{~I~  
Pc Pë 

= I I -  - - I I  
qc që K 
(PC - pc)qc - (qe - 9c)pc 

= I I  
9cqc 

I I  
K 

Qc Pc 
5 IIPC - P E I I K . I ~ - I I  + llqc - q~llK.[l-ll 

qcq~ K qcqc K 

Il existe deux constantes positives Ml et M2 telles que : 

Pour (x, y) E C2 : 



detk est continue par rapport à Cnm donc : 

Vc > 0  3q3 > O tel que si IIC,, - CnmJll < 73 alors : 

De même : 

( i , j )E  N k=O 
Pour k = O ,  . . . , m nous avons : 

Nous déduisons la continuité du polynôme P par rapport à la variation des 

éléments de C,, : 

Vc > O 3q4 > O tel que si IIC,, - C,,IIl < q4 alors : 

Conclusion 

Vc > O 377 = min(ql,q2,q3,q4) > O et il existe un compact K  voisinage d'un 

point ( 2 ,  ij) dans ( V(x, y )  E K ,  qc(x, y )  # O) tels que : 



2.7 Contre exemple : (Si 6,, > 0) 

Nous choisissons : 

I vérifie la régle du réctangle. 

P Calculons l'approximant de Padé [NI DlI = - 
9 

q(x,y) = boo + blox + ~ O I Y  

0 O O cnm=(c20 C l 1  l 0  col Cl0  o ) = ( ~  

rang(Cn,) = 1 

Donc nous avons la solution : = O blo = B et bol = -B (un réel quelconque) 

a m  = boocoo = O 

a10 = booclo + b1ocoo = B 

aoi  = b m ~ i  + b o 1 ~ ~  = -B 

Donc I'approximant de Padé d'ordre (2,2) est : 

VK compact et V(x, y )  E A' : q(x, y)  # O 



Soit maintenant la fonction : 

IlCzz - GzlIl = la1 qui tend vers O lorsque cv tend vers O. 

(6 est un réel quelconque). Donc : 

r,(x, y )  converge vers r(x, y )  lorsque a converge vers O. 

- cr2y - s " ~ ( x * ~ ) ~ K  1 
+ sy) - 1 

Pour tout compact I< voisinage de (O, O), nous avons : 

pour cela, II suffit de prendre : 

y au voisinage de O, 

cu assez petit, 

et x = cv(1  + 6y) + 6 
puis tendre c vers O. 



3 Normalité de la table de Newton-Padé à plusieurs 
variables 

3.1 Introduction 

Plusieurs études sur la normalité de la table de Newton-Padé et la table de Padé 

à une variable, sont faites par : G. Claessens [CLAE], A. Draux [DRAU], W.B. 

Gragg [GRAG], L. Wuytack [WUYT] ,.... 

Une généralisation dans le cas des approximants de Padé homogènes à plusieurs 

variables est donnée par A. Cuyt [CUYTa]. 

Nous nous intéressons maintenant à étudier la normalité dans le cadre le plus 

général des approximants de Newton-Padé à plusieurs variables. 

Nous énumérons les ensembles d'indices N, D et I .  

Soit le schéma récursif suivant : 

Nk+l\Nk = {(ik+l>jk+l)) 

Do = {(do, eo)) C, ... C Dl = {(do, eo), m . . ,  (dk,ek)) Ç E D m  C - - -  



Nous supposons que f est connue aux points ordonnés (xi, yj) où (i, j) E N2. 

Les approximants de Newton-Padé sont rangés dans un tableau à double entrées, 

appelé table des approximants de Newton-Padé. 

[NoIDoII~ [ N o / D ~ ] I ~  a . -  [N0/Drn]1, ... [ N o / D ~ + ~ I I ~ + ~  
[Nl lD~I l i  [NllD1]1, -.- S. .  . . 

3.2 Définition 1 

Un élément de la table de Newton-Padé à plusieurs variables est dit normal, s'il 

est unique dans cette table. 

3.3 Définition 2 

Une table de Newton-Padé à plusieurs variables est dite normale si tout élément 

de cette table est normal. 

3.4 Théorème 1 

Un approximant de Newton-Padé d'ordre (n, m) : r,, = [NID11 est normal si 

et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées : 

i) rang(&) = m 

ii) ainjn # O 

iii) bdmem # O 

iv) d i n + m + ~  , j n + m + ~  # 0. 

Démonstration 



a) Nous supposons que I'approximant de Newton-Padé d'ordre (n, m) 

rnm = [N/DIr  est maximal. 

Si rang(Cnm) < rn , la solution rnm admet au moins une forme irréductible qui 

sera solution aussi d'un problème d'approximation de Newton-Padé d'ordre (k, 1) f 

(n ,m)  . 

Ce qui est absurde car rnm est unique dans la table , d'où i). 

Supposons maintenant par absurde que ainjn = O ou bdmem = 0. 

Donc p(x, y) peut se développer sur un ensemble d'indices Nnl c Nn ou q(x, y) 

peut se développer sur un ensemble d'indices Dm! c Dm 

alors : n l +  m t +  1 < n + r n  + 1. 

Puisque I,I+,I c In+m , alors rnm vérifie les conditions d'approximation du 

problème de Newton-Padé d'ordre (nt, ml) # (n, m) ce qui contredit le fait qu'il est 

normal, d'où ii) et iii). 

P(X, y )  vérifie : Nous supposons maintenant que rn, = - 
4x7 Y 

(fa - P)(x,Y) = d,jBij(x, Y )  
(:,j)€ N \ I  

avec In+, c I (i.e. di,+,+, ,j,,+,+, = O) donc 3t > O tel que In+,+t = I 

Puisque Nn c Nn+k et Dm c D m + /  POUT k, 12 O 

alors : 

P ( X ,  y)  = C aijBij(x, Y )  = aijBij(x9 Y)  
(i,j)ENn (i,i)ENn+li 

où a;j = O pour ( i , j )  E Nn+k \ Nn 

de même 

q ( ~ , ~ ) =  C bdeBde(x>y)= C bdeBde(~<~)  
(d,e)€Dm (d,e)EDm+i 

où bde = O pour (d, e )  E Dm+/ \ D m  



Avec le choix k + 1 5 t  

Donc r,, vérifie les conditions d'approximation de tous les problèmes de Newton- 

Padé d'ordre (n  + k,  m + 1 )  " k + I _< t " .  Ce qui contredit le fait qu'il est normal, 

d'où iv). 

P 
t= ) Soit r = - un approximant de Newton-Padé qui vérifie i), ii), iii) et iv), 

Q 
cet approximant est égal à sa forme irréductible (unique). Il vérifie les conditions 

du problème d'ordre (n, m). 

Pour tout (nt, m') # (n, m), nous vérifions facilement que r ne satisfait pas 

les conditions d'approximation du problème de Newton-Padé d'ordre (n', m') , d'où 

l'unicité de T dans la table de Newton-Padé 

Connexion avec les déterminants  d e  Hankel 

Nous rappelons le déterminant de Hankel généralisé : 

Pour r 2 0 ,s  2 0 et t  2 0. 

m 

Le polynôme g(x, y) = bdkek (x, y) , où les coefficients bdkek vérifient : 
k=O 



3.5 Théorème 2 

Une condition suffisante pour qu'un approximant de Newton-Padé d'ordre (n, m) 

soit normal est que : 

Démonstration 

l , n + l  Si Hm-, # O alors la matrice Cnm sera de rang maximal : m .  Les polynômes 

p(x, y )  et q(x, y )  sont représentés par : 

donc : 

donc : 

d'autre part : 



Nous déduisons alors la condition suffisante du théorème 1 : 

et din+m+~ ,jn+m+l # 0. 

Donc l'approximant r,, = - p(x' est normal 
Q(x' Y > 



CHAPITRE I I  

Généralisation du Théorème de Kronecker 
pour les séries formelles à deux variables 

et l a  connexion avec les approximants de Padé homogènes. 



1 Généralisation du théorème de Kronecker pour 
les séries entières à deux variables 

Nous rappelons le théorème dans le cas scalaire [ B A K E , D I E N ] .  

1.1 Théorème 1: (Kronecker,l881) 

Pour p 3 O et v 2 1 soit le déterminant de Toeplitz : 

avec c; = O si i < O 
03 

D ( P l 4  = 

Une condition nécessaire et suffisante pour que f ( x )  = Cqxi soit rationnelle 
;=O 

de type (n - 1 ,  m-  1 ) (i.e. le numérateur est au plus de degré n - 1, le dénominateur 

c,' C@+l -.. C p + u - l  

Cp-1  c,' "' c,.,+u-2 

cl'-u+l c,'-u+2 ... C,' 

est au plus de degré m - 1) est que : 

D(,Y /v )  = O pour p > n et v > m. 

1.2 Généralisation 

Soit la série formelle 

où Ck(x,  y )  = ~ ~ , ~ , x ~ ~ ~ ~ ~  sont des polynômes homogènes de degré k en 
k l + k z = k  

( x ,  Y). 



Définition 
n 

Soit ~ ( x ,  y )  = C P ~ ( ~ ,  y )  avec P ~ ( x ,  y )  = C p ~ l ~ , x k l y k ~  polynôme ho- 
k=O k1+h=k  

mogène de degré k en (x, y). 

a) on appelle nl = wP l'ordre du polynôme P si pour tout k (O 5 k < nl)  : Pk s O 

b) on appeIle n2 = dOP le degré du polynôme P si pour tout k (n2 < k) : Pk = O 

c) on définit l'ensemble des couples de polynômes (G, L) de type (n, m), dont le 

degré est déplacé de nm par : 

Pn,, = {(G, L) couple de polgnômes/G(x, y )  = C ~ k ( x ,  y )  et L(x, Y) = C L ~ ( X ,  Y )  
k=O k=O 

kl +kz=nm+k 

Si (G, L) est un élément de Pn,,, alors : 

Théorème 2 
G 

Si F = - irréductible telle que : 
L 



alors D(p/u) = O pour p 2 n et u 2 m 

avec C, E O pour p < 0. 

(On remarque que la notation D(p/v) est la même que dans le cas scalaire, alors 

que D(p/v)  n'est pas un scalaire mais un polynôme homogène de degré pu). 

Démonstration 

Nous supposons que F ( x ,  y )  = G(r' est irréductible 
L(x7 Y 

- 

k=O kl +k2=k  

Soit l'équation F(x ,  y)L(x, y )  = G(x, y).  Elle est équivalente aux deux systèmes 

suivants : 



CO(X, y)Lj(x, Y )  + Cï(x,Y)Lj-ï(~,  Y )  + ... + Cj(x, Y)Lo(x, Y )  - - O 

pour j 2 n 

Lm+,(x, y)  = O pour i = 0,1,2 ,... 
avec (3) { C ~ ( X ) Y )  = O pour j < O 

Soient p 2 n et v  2 m. 

Nous écrivons le système en L, dont D ( p / v )  est le déterminant : 

d'après (2) et  (3)) nous avons, en écrivant les équations de (2) où la somme des 

indices est p, p + 1, ... 

Si v > m alors Lm(x, y )  = O, ..., L,-l (x, y )  = O (d'après (3)),  dans ce cas nous 

complétons les équat,ions du système précédent par des termes nuls. Nous obtenons 

le système v * v suivant où les équations sont celles de (2) pour la somme des 

indices p ,  p + 1, ..., p t v - 1. 

C'est un système homogène, qui admet une solution non identiquement nulle, 

(LO(x, y) ,  .. ., Lm-l (x, y) ,  .. ., L,-l (x, y ) ) ,  donc son déterminant est identiquement nul. 

4 



Si nous permutons toutes les lignes, nous avons : 

Donc pour p 2 n et v 2 m : D ( p / v )  E O 

Théorème 3 

S'il existe (n, m) E N* IV tel que pour tout p, v verifiant p 2 n et v 2 m 

nous avons D ( p / v )  G O,  alors F est rationnelle, elle est égale à son approximant 

P de Padé d'ordre (n - 1, rn - 1). Elle se présente donc comme une fraction - avec 
Q 

(P, Q) € pn-*,m-1- 

Démonstration 

Soit (n, m) E IV* lAr tel que pour p 2 n et v 2 m nous avons D ( p / v )  O. 

Soit le système : 

(1) a m - 1 équations et m inconnues (les polynômes homogènes Bj(x, y), 

j = O, ..., m - 1). 



Si le rang de (1) est maximal : m - 1, alors il admet une solution unique (à un 

facteur multiplicatif près, qui est un polynôme homogène). 

En résolvant le système par la méthode de Cramer, nous avons : 

Pour j = 1, ..., m - 1 

m-j ieme colonne de D ( n  - l l m  - 1) 

est remplacée par cette colonne 

Le degré du polynôme homogène Bj est : dOBj = ( n  - l ) (m - 1) + j. 
Dans le cas où le rang est maximal, nous avons ainsi une solution (BO(x,  y), ..., Bm-l ( x ,  y)) 

non identiquement nulle. 

Supposons maintenant que le système (1) est de rang k < m - 1. Nous per- 

mutons les lignes de (l), nous avons 



Dans ce cas, (2) est réduit à un système homogène extrait à k équations et k + 1 

inconnues : BI,, ..., Bjk,  et le déterminant concernant Bjo, ..., Bjk,  soit Djo(x ,  y), est 

non identiquement nul. 

Le système (3) admet une solution unique (à un facteur multiplicatif près) : 

D o  ( x  y )  . D ( x  y)) non identiquement nulle. Soit la solution polynomiale, 

donnée par la méthode de Cramer 

C n - l + h l - j ~  ( x ,  Y )  -.. C n - l + h l - j k ( x ,  Y )  
Cn- l+hz - j i  ( x ,  Y )  C n - ï + h 2 - j k ( ~ ,  Y) 

Cn-l+hk- j l  ( ~ 7  Y )  "' C n - l + h k - ) k ( x , ~ )  

et. pour 2 = 1) ..., k : 

i ieme colonne du déterminant précédent 

est remplacée par cette colonne 



Pour i = 1, ..., k les deux déterminants qui représentent D,,-, (x, y) et 

Djl (x, y) ont la même taille mais ils diffèrent par une seule colonne : 

figure dans Dji-, (x, y )  et ne figure pas dans Dji (x, y) ; 

figure dans Dj, (x, y )  et ne figure pas dans Djl-, (x, y). 

Comme ji-i < j;, les éléments de la première colonne sont de degré inférieur au 

degré des éléments de la deuxième colonne (la comparaison se fait ligne par ligne). 

Alors si nous développons Djl-, (x,  y)  et Djl(x, y )  par rapport à ces deux colonnes, 

nous aurons : dODj,-, < dODj,, donc 

Avec les notations suivantes, le système (1) admet la solution (Bjl, Bj,). 

Bj, O pour i = 1, ..., m -  1 - k 

B,, D,, pour i = O ,  ..., k 



Dans le cas où le rang du système (1) est maximal k = m - 1, nous avons : 

Dans le cas où le rang du système (1) n'est pas maximal k < m - 1, il faut 

multiplier la solution donnk dans (4) par un polynôme homogène T, non iden- 

tiquement nulle, pour déplacer les degrés des Bi(x, y). Le but de cet te translation 

des degrés est de retrouver les conditions nécessaires de degrè et d'ordre que veri- 

fient le numérateur et le dénominateur de l'approximant de Padé homogène d'ordre 

Quitte à changer la notation, la solution dans (4) devient 

( 5 )  
B3, f O pour i = 1, ..., rn - 1 - k 
B , , r T . D j ,  p o u r i = O  ,..., k 

Choix du degré du polynôme homogène T 

Soit le déterminant : 

Posons t = d06 = (n - l ) (m - i - k) + hl - 5 
I= 1 

Soit le déterminant : 

rn - j ieme colonne de D(n - l / m -  1) 

est remplacée par cette colonne 



Dans la cas où le rang est maximal, Sj Bj pour j = O, ..., m - 1 

dOS, = (n  - l ) ( m  - 1 )  + j pour j = O, ..., m - 1 

En utilisant l'expression de Laplace [AITK,p38] pour les déterminants, nous re- 

marquons qu'en particulier pour i = O,  ..., k, nous avons : 

donc (n  - l ) ( m  - 1 )  < t + ~ O D ~ ,  5 ( n  - l ) ( m  - 1 )  + n - 1. 

Dans ce cas la valeur de t présente un bon choix pour le degré du polynôme 

Nous calculons, en particulier, les degrés de B,, et de Bjk.  

m - l - k  

- 

1=1 1=1 
m - l - k  k  m - l - k  k  

@Bjk = t + 8 D j ,  
m - l - k  

donc : 

(n - l ) (m - 1 )  < (n - l ) ( m  - 1 )  + jo = @Bjo < PB,, < ... 

... < @Bjk = (n - l ) ( m  - 1 )  + jk < (n - l ) ( m  - 1 )  + m  - 1 



m-1 n- 1 

Soit les deux polynômes Q(x , y )  = CB,(X, y )  et P ( x ,  y )  = A ~ ( X ,  y), 
j=O [=O 

avec : 
m-1 

( 6 )  A i ( x , y )  = B , ( ~ , y ) C i - ~ ( x , y )  pour 1 = O  ,..., n -  1 
j=O 

&'Ai = ( n  - l ) ( m  - 1 ) +  1 pour 1 = O ,  ..., n - 1. 

Donc : 

D'après (6) et la définition des Bj,  nous avons : 

P. P 
Soit - la forme irréductible de - (Q,(O, O ) )  # O ) ,  est. donc l'approximant 

Q I  Q 

Nous allons montrer que FQ - P r O : 

Soit la matrice d'ordre (m - 1, m) du système ( 1 )  

Cn(x, Y )  Cn+m-2(~, Y )  
Cn-I ( 2 ,  Y )  ... Cn+m-3(~, Y )  

n - m  ( 7  Y c n - r n + z ( ~ ,  Y )  Cn(x,  1 Y )  

Notons M l ,  M2 ,  .. ., Mm-] les lignes successives de M ,  elles seront linéairement 

indépendantes si D ( n  - l / m  - 1 )  est non identiquement nul. 

Soit : 
Cn+l(x, Y )  Cn+m-l(x, Y )  1 C$ri) c n ( x ,  Y )  ~ n + m - 2 ( ~ ,  Y )  



D ( n / m )  r O ,  donc la première ligne de D ( n / m )  est combinaison linéaire de 

Ml,  a . . ,  Mm-1. 

Il existe ( a l ,  ..., am-1) # (0,  ..., 0 )  tel que : 

donc : 

............................................................................................................................ 

+û,-l(Cn-m+l(x, y)Bm-i(x, ~)+Cn-m+2(~> Y)Bm-2(27 Y)+-..+Cn(x, Y)Bo(x ,  Y ) )  

= al.O + a2 .O + ... + .O (d'après le système (1)) 

= O  

donc : 

Cn(x,  y)Bm-i(z,  y )  + C n + l ( ~ ,  y)Bm-2(~,  Y )  + + Cn+m-l(x, Y )Bo(x ,  Y) = O 

Soit en général l'équation : 

(7)  C,+/(X, y)Bm-l(x,  y )  + Cn+l+l(x, y)Bm-2(~,  Y )  + + Cn+l+m-l(x, Y )Bo(x ,  Y )  = O 

Nous avons montré dans ce qui précéde que (7) est vérifiée pour 1 = O. Nous 

allons montrer par récurrence que (7)  est vérifiée pour 1 1 1. 



Supposons que le résultat. est valable jusqu'à l'ordre i - 1 et démontrons qu'il est 

aussi vrai pour l'ordre i. 

Soit i 2 1 

Si nous notons do: d l ,  ..., dm-l les lignes successives de D(n  + i lm) ,  alors do est 

combinaison linéaire de dl, d2, ..., dm-]. 

Il existe (PI,@2, ..., Prn-l) # (0, ..., 0) tel que : 

I D'après le système (1) et l'hypothèse de récurrence, 

est vérifiée pour 1 = - ( m  - 1 ), - ( m  - 2)' . . ., O, 1, ..., i - 1. Alors dl, d2, . . ., dm-, 

vérifient cette relation. 

Donc 



Si nous regroupons toutes les équations développées précédement, alors les 

polynômes homogènes C,(x, y )  vérifient : Vi 2 -(m - 1) 

autrement : 

j = O  
Alors d'après cette relation, FQ - P O. 

F est donc rationnelle. Elle est égale à son approximant de Padé homogène d'ordre 

(n - 1, n - l ) ,  en utilisant l'unicité de l'approximant, donnée dans [CUYTf,pl08]. 

P B  P 
Soit - la forme irréductible de - (Q,(O,O)) # O) ,  

Q* n Q 
alors 

Corollaire 1 

Si le couple d'entiers (n, m)  vérifie : 

i) m. est le plus pet,it entier de LV et n est le plus petit entier de fiT (il dépend 

de m), tels que : 

D(p/v) E O pour p 2 n et v 2 m 

ii) D(n  - l / m  - 1) est non identiquement nu1,alors 
n- 1 m-1 

3(p, Q) = (1 Ak(x, Y ) ,  C Bk(x, Y ) )  E Pn-1,m-1 tel que 
k=O k=O 

P* P F = [n - l l m  - 11 = - la forme irréductible de -. 
Q* Q 



Preuve 

Nous avons vu dans la démonstration du théorème 3 que si D(n  - l / m  - 1 )  

est non identiquement nul alors nous choisissons 

Etpour  j = 1 ,  ..., m - 1  

m-j ieme colonne de D ( n  - l lm  - 1 )  

donc Bm-l (x ,  y )  = ( - l ) m D ( n / m  - 1 )  

est remplacée par cette colonne 

d'où An-i(x, y )  = ( - l )"D(n - l / m )  

D'après le théorème 3 (P, Q) E Pn-l,m-l (solution du problème d'approximation de 

Padé d'ordre (n - 1, m - 1 ) ) .  

15 

Bm-i ( x ,  Y )  = 

-Cn+m-2(~, Y )  C n - ~ ( x ,  Y )  ... Cn+m-3(~7 Y )  
-Cn+m-3(~, Y )  Cn-2(~7 Y )  Cn+m-4(~, Y )  

-Cn(x, Y )  Cn-rn+l (3,  y )  -.. Cn-i(x, Y )  



Il reste à montrer que D(n - l l m )  et D(n/m - 1 )  sont non identiquement nuls. 

Remarquons que : 

avec 

En écrivant l'identité de Sylvester pour ces déterminants, nous avons pour 

H;-U+' - - 

Soit 

- + l  Y C,-u+2(x, Y )  ... C,(x, Y )  
Cp-v+2(x, Y )  C,'-v+3(x, Y )  S. -  C,'+I(X, Y )  

C,(x, Y )  C,+I(X, Y )  Cfi+u-l(~, Y )  

Soit maintsenant : p = n + i i 2 O et v = m 

D(n+i/m).D(n+i/m-2) = D(n+i-l lm-l) .D(n+i$l/m-1)-  [D(n+i/m-1)12 

le déterminant de Hankel. 

pour i = O (*) + D(n - l l m  - l) .D(n + l l m  - 1 )  - [D(n/m - 1)12 O 

Si D(n/m - 1 )  r O (comme D(n - l l m  - 1 )  est non identiquement nul) alors 

D(n + 1 l m  - 1)  O. Par récurrence nous montrons que : 

Vi 2 O D(n + i l m  - 1 )  r O (en utilisant (*)). 



Ce qui est contradictoire avec l'hypothése i). 

De même pour p = n - 1 et v = m + 1 + i i 2 O, nous avons la relation 

Comme D(n/m + i) r O,  la relation précédente devient 

pour i = O (*) =$ D(n/m + l).D(n - l / m  - 1) = -[D(n - l/m)I2 

Si D(n  - l / m )  z O (comme D(n - l / m  - 1) est non identiquement nul) alors 

D(n  - l / m  + 1) 0. 

Par récurrence nous montrons que : Vi 2 0 D(n - l / m  + i) z O (en utilisant 

(*)). Ce qui est contradictoire avec l'hypothése i) 

L'ensemble des théorèmes 2 et 3 donne le corollaire suivant, qui généralise le cas 

scalaire (théorème 1). 

Corollaire 2 

Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

i) Il existe un couple de polynômes (P, Q) E Pn-l,,-l tel que F Q  - P - O 

ii) Pour ,Y 2 n et v 2 m D(p/v) r O. 
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Abstract. 

The notion of partial Padé approximant is generalized to that of general order multivari- 
ate partial Newton-Padé approximant. Previously introduced multivariate Padé-type 
approxirnants are recaptured as special cases so that it is a true and unifying general- 
ization. The last section contains numencal results for the bivaxiate Beta function. 



1. The multivariate Newton-Padé approximation problem. 

We shall often restrict our description to the bivariate case for the sake of notational 
simplicity although we use the term multivariate. Let a bivariate function f (z, y) be 
known in the points (zi,yj) E C 2  with ( i ,  j )  E 1, a finite subset of IV2 playing the role 
of index set. If none of the points in {(zi, Y , ) ) ( ~ , , ) ~ ~  coinude then we are dealing with 
a rational interpolation problem and the values in {fij}(i,j)EI are function values. If al1 
the interpolation points coincide then the problem is one of Padé approximation and 
it is well-known that the given data are not function values but Taylor coefficients. If 
some of the points coincide and some do not then the problem is of a mixed type and 
it is called a rational Hermite interpolation problem or a Newton-Padé approximation 
problem. In [8] is indicated how one shouid interpret the data fi,: some of them are 
partial derivatives and some of them are function values. In the sequel of the text we 
shall distinguish, when necessary, between the Padé approximation case where al1 the 
interpolation points coincide and the Newton-Padé approximation case where this is 
not so. 

With our data points (zi, yj) we construct the polynornial basis functions 

The problem of interpolating the data f i j  by a bivariate rational function was for- 
mulated in [8] as follows. Choose finite subsets N (fiom "Numerator") and D (from 
"Denominator") of IV2 with N c I and compute bivariate polynomials 

such that 
(fq-p)(zi ,yj)=O ( i , j ) E  I # I = n + m + l  

If q(zi, yj) # O then this last condition implies that 

If some of the zi and yj coinude then also higher partial derivatives of (fq - p) will 
cancel at (xi, y,) and higher partial denvatives of f will agree with thme of plq at 



( z i ,  y j )  [8]. The following 2 conditions for the polynomials given in (la) are sficient 
to satisfy (lb), both in the Padé and Newton-Padé approximation case [SI: 

(f q  - P ) ( x ,  Y) = C dijBij(z9 Y )  
( i , j ) €N2 \ I  

I satisfies the inclusion property 

where the series development (2a) is stili formal and where (2b)  means that when a point 
( i ,  j )  belongs to 1, all the points in the rectangle emanating from the origin with ( i ,  j )  
as its furthermost corner belong to I. How this can be achieved in a lot of situations is 
explained in 18). From now on we denote a rational function ( p / q ) ( z ,  y )  satisfying ( 1 )  
or (2) for data coming £rom the function f (z, y )  b y  [NID]! .  

By the set N * D we denote the index set that results fiom the multiplication of a 
polynomial indexed by N with a polynomial indexed by D. Since we work with the 
polynomial basis functions B i j ( z ,  y )  instead of z i y J ,  we must keep in mind that 

N * D =  U U ( [ i , i + k ]  x [ j , j + l ] n I V 2 )  
( i , j ) E N  ( k , O E D  

3 { ( i  + k,  j  + e) 1 ( i ,  j )  E N ,  ( k ,  e) E D) 
In case all the interpolation points ( z i , y j )  coincide, for example and for simplicity in 
(0 ,  O ) ,  then 

N *  D = { ( i +  k , j + e )  1 ( i , j )  E N , ( k , l )  E D) 

If moreover the sets N and D  satisfy the inclusion property, then 

2. General order multivariate partial Newton-Padé approximants. 

The notion of partial Padé approximant was introduced by Brezinski (31 for univariate 
functions f(z): some of the Padé approximation conditions are dropped due to the 
knowledge of some poles or zeros of f ( 2 ) .  Let the polynomiah vk(+)  and w t ( z )  re- 
spectively represent k zeros and ! poles of f .  The partial Padé approximation problem 
for f consists in finding polynomials p(z)  and q ( z )  respectively of degree n and m and 
satisfying 

( f  qwt - P V ~ ) ( Z )  = O ( Z ~ + ~ + '  ) (3) 



The rational 
order (n + k, 
Padé approxi 

function (pvk)/(qwr) is then c d e d  the partial Padé approlcimant to f of 
m + t). It is easy to see that, if vk(0) # 0, the rational function plq is the 
.mant of order (n, m) to f wf /vk [3]. We generalize this concept as follows. 

Let the polynomials Vk(z, y) and Wf(x, y) respectively represent some knowledge about 
the zeros and poles of f (z, y), 

Consider the following approximation problem. Let the finite subset I C IV2 index 
those data points (xi, yj) that will be used as interpolation points. The knowledge 
of f (x, y) in these interpolation points (xi, yj) can be expressed by means of a formd 
Newton series development for f ,  

where the bivariate divided differences with possible codescence of coordinates are com- 
puted as in [8]. To generalize (3) we look for polynomials 

Q(z, Y) = C bijBij(z, Y) D from "Denominat or'' 

(i,j)€D 

Which conditions have to be imposed on N and D to find a nontrivial solution for the 
unknowns a,, and bij in (4)? Assuming that Vk(zi, y,) # O we h t  study 

where 



The coefficients Eij  are given by 

and 

If P/Q is the Newton-Padé approximant to (f Wt/Vk)(z,  y )  then (PVk)/(QWr) is the 
partial Newton-Padé approximant to f ( z ,  y ) .  Here the Newton-Padé approximant P/Q 

fwf'vk and we introduce the notation {N, VID,  ~ } f  for the partial is deuoted by [N/DII  
f W 1 I V k  cari be Newton-Padé approximant (PVk)/(QWr). From [SI we know that [NI  DlI 

computed for 

I inclusion property 

Using known results for general order multivariate Newton-Padé approximants, the 
partial Newton-Padé approximant {N, V / D ,  w)? can be expressed as a ratio of deter- 
minants involving the coefficients S i j  from the formal Newton series expansion (5) for 
(f Wf/Vk) ( z ,  y ) .  Let us number the indices in D by (do, e o ) ,  ( d l ,  e l ) ,  . . . , (dm,  e,) and 
the indices in I \ N by ( h l ,  k l ) ,  . . . , (hm, k m ) .  If the rank of the coefficient matrix of the 
linear conditions arising from (2a) [S] with f replaced by (f W t / V , ) ,  is maximal, then 
Q ( z ,  Y )  and P ( z ,  Y )  me given by 



The error formulas developed in [l] for general order multivariate Newton-Padé approx- 
irnants remain valid when applied to the function f Wr/Vk. When caiculating a partial 
Padé approximant instead of a partial Newton-Padé approximant, we use a forma1 Tay- 
lor series development of ( f Wt/Vk)(z, y) and carry out the same compu tations as above. 
In this case al1 the interpolation points coincide in one point. For special results about 
general order partial Padé approximants we refer to the next section. 

3. Algebraic properties of the  multivariate partial  Padé approximant.  

It is well-known that univariate Padé approximants satisfy a number of covariance 
propert ies, such as reciprocal covariance, homographic covariance, covariance for some 
transformations of the variable. These covariance properties remain d d  for univariate 
partial Padé approximants, as was pointed out by Brezinski in (31. In this section we 
study the covariance properties of the multivariate partial Padé approximant. For the 
sake of notational simplicity we stick to the bivariate case. Let the formal Taylor series 
development of f ( 2 ,  y )  be given by 

with 

. Co0 # 0 

Then the formal Taylor senes development of g(z, y) = (l/f)(z,  y) is defined by 

with 

f (z, y)g(z, Y)  = 1 

If the polynomial Vk(z, y) contains information on the zeros of f ,  then it  also contains 
information on the poles of g and vice versa for Wt(z, y). If 

then &ter multiplication by -g(z, y), we get 

From this we cas conclude 



THEOREM 1: 
Let { N ,  V / D ,  w}! be the general order mdti-ate partial Padé approximant to f ( z ,  y )  

defined above and Jet g ( z ,  y )  = (l/ f ) ( z ,  y). Then 

{ N ,  V / D ,  w}! {D ,  WIN, V } ;  = 1 

By multiplying the formal Taylor series expansion of f ( z ,  y) by a constant cornplex 
number, we do not change its zeros or poles. It is easy to verify 

THEOREM 2: 
Let {N, VI D , w ) ! be the general order mu1 ti-ate partial Padé approximant t O f ( z ,  y )  
as defined above and let a # O. Then 

If we study the homographie function covariance of the multivariate partial Padé approx- 
imaiit, we must disappoint the reader. By transforming the function f into the function 
f = (af + b ) / ( c f  + d ) ,  the rationd approximant under consideration transforms into 

r'w, l vt which c m  not necessariiy be written in the form (i>vk)/(q WC)  with P/Q = [N/DII 

Let us now study some changes in the variables. We define 

it is easy to condude 



THEOREM 3: 
Let { N ,  VI D ,  w}{ be the generd order multi-ate partial Padé approximant to f (x, y)  
as defined above and let a # O, b # O with f ,  W' and v k  as deiined above. Then 

Another change is the translation of the coefficients in the formal power senes, in other 
words a multiplication of f (2 ,  y)  by zayt .  We introduce the notations 

N = N + ( ( 3 ,  t ) }  = {(i + s ,  j  + t )  1 (i, j )  E N }  

î = I +  { ( s , t ) }  = U ( [ 0 , k + a ]  x [ o , e + t ] n h i 2 )  
( k , O E I  

Here overlining means making the set satisfy the inclusion property, in other words 
taking a kind of closure, namely flling the "holes" when looking at the set in l N 2 .  If 
N c I then also N c Î. One can verify 

THEOREM 4: 
Let {N, V / D ,  w}! be the general order multivariatepartial Padé approximant to f (z, y)  
as defined atove and let N and Î be defined as above. Then 

{fi, w};.'''' = I a y t { ~ , l l / ~ ,  w}! 

The most important change of variable is the one involved in the homographic variable 
covariance of the multivariate partial Padé approximant. 

THEOREM 5 :  
Let {N, V I D ,  w){ be the general order multivariatepartial Padé approximant to f (z, y) 
as defined above with N  = D = ( [ O ,  i M ]  x [ O ,  j M ] )  n IV2 and let 

ax + b 5 = -  fi= a' y  + b' 
= + d  c'y + d' 

with V = W = ([O, kw] x tl N'. Then 



PROOF: 
For ad - bc # 0, 

b z 
=- + -(ad - bc) + . . . 

d dZ 
represents a formal power senes in z and analogously for y. Equation (4) combined 
with these formal power series expansions for 5 and i j  results in 

The fact that 

completes the proof. 

Last but not least the consistency property. If we are given an irreducible rational func- 
tion f (2, y) right from the start , do we come across it when calculating the appropriate 
general order Newton-Padé approximant. By this we mean that for 

with P(z ,  y) and Q(z, y) defined by (la) we want to find 

( P h  - gQ)(z, Y) = 0 



It is clear that this is the case if the general order multivariate Newton-Padé approxi- 
mation problem [NID]!  has a unique solution, because then both P/Q and g / h  satisfy 
the approximation conditions (4). If the solution is non-unique we can get in trouble 
because of the non-unicity of the irreducible form of the Newton-Padé approximant. A 
solution of the form 

a + crz + (1 - a)y 
l+z+y 

has 3 different irreducible forms, namely 

These irreducible forms cannot al1 together coincide with g/h. In general we can only 
say that 

( P h  - gQ)(x, y) = C e:jBij(z, Y) 
( i , j ) € N * D \ I  

4. General o r d e r  multivariate Newton-Padé type  approximants.  

Newton-Padé type approximants are a special case of partial Newton-Padé approxi- 
mants: the denominator polynomial is completely fixed and no factor of the numerator 
polynomial is prechosen. In the univariate case this means putting dwr = m and auk  = O 
in (3), implying that dp = n and a q  = O .  The Newton-Padé type approximant is then 
given by 

m n 

satisfying 
00 

Convergence results for Padé-type approximants can be found in (9, 101. F'rom (4) we 
find that its multivariate analogon is 



with C k i , t j  = f [zL.,. . . , ~ i ] [y t , .  . . ,yj] and satisfying 

For general order multivkate Padé type approximants this last formula reduces to 

with ci-k,  j -t = (ai- f / O X ' - ~ ~ ~ J - ' ) ( O ,  O). A convergence theorem for multivaziate 
Padé-type approximants will be given in [7]. We shall now rediscover some indepen- 
dently developed notions of multivariate Newton-Padé type or multivariate Padé type 
approximants as special cases of our general order rational approximants. 

In [Z] Brezinski introduces multivariate Padé type approximants with a denominator 
polynomial of the form 

satisfying 

which is equivalent to (4) with I = N = ([O, mi - 11 x [O, mz - 11) n IN2. Here 

#W = (ml + l)(m2 + 1) 

In [12] Kida introduces multivariate Padé type approximants using multivariate homo- 
geneous expressions. Their construction is sirnilar to the const ruction of multivariate 
Padé approximants by Cuyt in [SI. He chooses 



with the multivariate Padé type approximant satisfying 

So I = {(i, j) 1 O 5 i + j < s + n). The integer s indicates a shift of the degrees of W, 
and P over S. Instead of the index sets W and N being triangular, they have a band 
structure, resulting from shifting the triangle away from the origin by S. 

( 1 )  ( l ) ) ,  = (Z lm) ,  * im))  in In [15, 161 Sablonniere chooses rn points z( ' )  = ( z ,  ,z2 . . . , 
tL' to construct 

m 

while the numerator of the multivariate Padé type approximant is of the form 

Hence 

Finally the approximation conditions are given by 

Recently Mühlbach introduced a multivariate Newton-Padé type approximant which he 
called in [14] a multivariate rational interpolant with prescribed poles. He k e s  ml + 1 
finite non-coinciding points a i , l  and mz + 1 finite non-coinciding points aj,t in d: to 
construct 

The multivariate Newton-Padé type approximant under consideration will be comput ed 
in it s partial fraction decomposition 



w = ([O, mi] x [O, mz]) n m2 
I = N = ([O, ml - l] x [O, m2 - 11) n IN2 

The above results can be generalised for multiple prescribed poles where some of the 
a , , ~  or Qj,z coincide. 

5. Numerical illustration. 

To illustrate the concept of multivariate partial Padé approximant we shall compare 
it numericdy with the general order multivariate Padé approximant. It is clear that 
the partial approximant can only be a powerful tool if the polynomials WL(z, y) and 
Vk(x, y) contain accurate information on the zeros and poles of the multivariate function 
responsable for the interpolation data. The bivariate Beta function B(z, y) will serve as 
a concrete example here because many numerical results on other types of approximants 
for this function can be found in the literature 14, 7, 11, 131. It is defined by 

where I' is the Gamma function. Singularities occur at x = -k and y = -k, (k = 
0,1,2, ...) and zeros at y = -z - k, (k = 0,1,2, ...). By means of the recurrence formulas 

for the Gamma function, we can write 

We s h d  now compute approximants R(z, y) for f(z, y) and compare the exact value 
B(ui, v,)  with the expression 

in a number of points (ui, uj) close to zeros and poles simulated by the partial Padé 
approximant . For the partial approximant the supplementary information on the poles 
is given by 



and that on the zeros by 

Of course when comparing partial approximants with full approximants this extra in- 
formation on the zeros and poles will be accounted for. For the generd order Padé 
approximants in total 36 pieces of information will be used, narnely the Taylor coeffi- 
cients c; j of a series development for f ( x ,  y)  with (i, j ) in 

For the numerator and denorninator of the general order Padé approximant we take 

For the numerator and denorninator of the partial Padé approximant we keep in mind 
that already some coefficients are fixed by the choice of W3 and V2 and hence we take 

The unknown coefficients in the partial Padé approximant can be fixed by imposing 
36 - k - ! = 36 - 2 - 3 = 31 approximation conditions coming from 

I =  {( i, j) 1 0 5 2 5 4,0 5 j I 4) U ((5, O) ,  (5,1), (5,2), (2,5), (1,5), (0,511 

Note that our approximants are chosen symmetric in x and y because we are dealing 
with a symmetric function. The following table displays some numerical results that 
are typical throughout the region [- 1,1] x [-1,1]. We did not pick particular numbers 
that served our purpose. The difficulty with the bivariate Beta function is that it is 
very steep near its zeros and singularities. This forces us to go quite close to illustrate 
the advantage of the partial Newton-Padé approximants. For other examples this is not 
necessary, but the bivariate Beta function already has such a rich tradition [4, 5, 11, 
131. 
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Abstract: The univariate error formulas for Padé approximants and rational interpolants, which are repeated in 
Section 2, are generdized to the multivariate case in Section 4. We deal with "general order" multivariate Padé 
approximants and rational interpolants, where the numerator and denorninator polynomials as well as the equations 
expressing the approximation order, can be chosen by the user of these multivanate rational functions. 
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1. 'Ibe multivariate raiional interpolation problem 

We shall often restrict our description to the bivariate case for the sake of notational 
simpiicity although we use the term multivariate. Let a bivariate function f be known in the 
points (xi, y,) E C 2  with ( i ,  j) E I ,  a finite subset of N2, playing the role of index set. If none of 
the points in {(xi, Y , ) ) ( ~ , ~ > ~ ,  coincides, then we are dealing with a rational interpolation 
problem and the values III are function values. If all the interpolation points 
coincide, then the problem is one of Padé approximation and it is well known that the given data 
are not function values but Taylor coefficients. If some of the points coincide and some do not, 
then the problem is of a mixed type and it is caiied a Hermite interpolation problem or a 
Newton-Padé approximation problem. In [3] is indicated how one should interpret the data A,: 
some of them are partial derivatives and some of them are function values. In the sequel of the 
text we shall distinguish, when necessary, between the Padé approximation case, where al1 the 
interpolation points coincide, and the Newton-Padé approximation case, where ùiis is not so. 

With our data points (xi, y,) we construct the polynomial basis functions 

0377-0427/90/$03.H) Q 1990 - Elsevier Science Publishers B.V. (North-Hoiiand) 
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,..-. .- The problem of interp~lating~the data by a bivariate rational function was formulated in [3] . 
as follows. Choose finite subsets N (from "Numeratoi') and D (from "Denominatoi') of N~ 
with N c I and compute bivariate polynomiais 

such that 

(fq-p)(xi, y,) =O,  (i, J )  EI, # I = n + m + l .  

If q(xi, y,) # O, then this last condition implies that 

If some of the xi and yj coincide, then also higher partial derivatives of (fq - p )  will cancel at 
(xi, y,) and higher partial derivatives of f will agree with those of p/q at (xi, y,) [3]. The 
following two conditions for the polynomials given in (la) are sufficient to satisfy (lb), both in 
the PadC and Newton-Padé approximation case [3]: 

(fq - P ) ( x ,  Y )  = C dijBij(x, Y), ( 2 4  
( i .  j)€IU2\1 

I satisfis the inclusion property, (2b) 
where the senes development (2a) is still formal and where (2b) means that, when a point (i, j) 
belongs to 1, al1 the points in the rectangle emanating from the origin with (i, j) as its 
furthermost corner belong to I .  How this can be achieved in a lot of situations is explained in [3]. 
From now on we restnct ourseIves to finite interpolation sets I satisfying this inclusion property. 
The senes development (2a) is not only formai, but also involves undefined interpolation points. 
More precisely, it has to be interpreted as an accuracy-through-order condition. The rest of the 
paper is devoted to obtain usable formulas for ( fq - p)(x, y). 

Let the polynomials p(z) and q(z) solve the univariate (n, m) PadC approximation problem 
for a function f(z) with z E C and let the function (fq)(z) be holomorphic in the disk B(0; p )  
with center O and radius p. Then we know that for 1 z 1 < p 

f P = C diZia 
i S n + m + l  

(3) 

The series (fq -p) (z )  can be exprcssed by Cauchy's integrai formula as 

with its Taylor coefficients given by 
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With (3) in mind and knowing that the degree of p is at most n ,  Cauchy's integral formula for 
the rest senes (3) reads [l, p.2501 

From (3) we also know that for 1 z  1 < p 

Let the polynomials p ( z )  and q ( z )  solve the univariate ( n ,  m) Newton-Padt approximation 
problem for a function f ( 2 )  and for interpolation points z,, . . . , zn+,. Let the function ( f q ) ( z )  
be holomorphic in the disk B(0; p)  with csnter O and radius p, containing the interpolation 
points. Then for 1 z  1 < p 

i - 1  

( f q - p ) ( z ) =  E diBi(z) ,  Bi(z )=  n ( z - z k ) -  
i r n + m + l  k-O 

(6) 

The rest series can still be given by an integrai fonnula [2, p.1211 

which is baseci on Hermite's formula for the divided differenccs di,  namely 

( fq -~)Izo , .* . yzn+m* Z ]  = ( f q ) [ ~ o ~ . - * ~  zn+m, z ]  

The majorant for this enor is given by [5, p.51 

We shall now devdop multivariate analogors of the formulas (4) and (7). 

La the multivariate function f(q ,..., 2,) be gi- in the polydig B(0; pl ,.... pP) = 
{ ( z l , . .  . , z p )  E C p :  14 1 < pi. i = 1,. . . , p )  with -ter O and polyradiu~ (pl , .  . . , P,). A multi- 
va~iate hinction f ( i l , .  . . , 2,) holomorphic in the polydisc B(0; pl,. . . , P,,) is noiu givm by the 
foiiowing Cauchy integrai fom [4] 



and its Taylor series coefficients are given by 

For f (z,, . . . , z,) bounded in the polydisc by 

lf(z1,....,zp)I (M. ( z 1 i . . . , z p ) ~ ~ ( O ;  P1,...,Pp) , 
we also have (41 

as + ..- + I l r  (il)! . ( ip)!  
(O, ..., O )  6 M ax; . . ax) Pi: ... P) 

The Taylor coefficients of f(z,, . . . , zp )  are limit values of its divided differences 
ii 11 f [.;O), . . . , ~ p ) ]  - [g  , . . . , zp , 

when we let ail the data points (z$,  . . ., z,"), ( z y ) ,  . . ., z!)), .. . coincide in the origin. The 
divided differences for a data set satisfying the inclusion property (2b), are recursively computed 
b y  t71 

f [ z p ,  . . . , z:"'] . [ z p ,  . . . , 22'1 
( i k - l ) ,  = ( f [.Y), . . . , z;'~'] . . [ z p ,  . . . , ] . . [ z p ,  ..., z'ip'] P 

-f[ziO),. .-, z i i l ) ]  . . - [ziO),. . ., zp-2) ( i k - l ) ]  . . . [ z ~ ) , . .  ., 9 Zk +'] ) 

with 
(k') f [ z p ]  . . [ Z r ' ]  - f (rik), . . . , zp , 

and they can still be given by Hermite's formula applied to cach of the variables successively, 
namely [2, p.1491 

'1 f [ z p , .  . ., [zp,..'., 2,. 

f(w,,..*,w,) - ( ~ ' J " , , - ~ ~ B ~ , + ,  *..., ,,+l(~l,--0 .., ,, dw, -.. dw*, 

where the polydisc B(O; pl,. . ., p ) contains the interpolation points ocauring in the divided 
clifference. In w h t  foliows ue hl trcat, w i t h t  10s of gcncraiity, the bivariate case. The 
reader is asked not to confuse tbc complex numbcr i with the index i. 

4. Tbe r d -  e m r  tonnuias for Paàé qpmximants: f i  app.orrch 

In order to gencralizc expression (4) for gcneral interpolation sets I C N ~ ,  we divide the index 
set N.'\I of the rcst suies (2s) in threz parts, calied a "vertical" part, a "horizontai" part and a 



"mixed" part. For each of the three parts the infiite sums can be replaced by a finite number of 
conîributions which can easily be majorized, thus establishing multivariate error formulas. Let us 
now first describe how to "divide and conquer". Choose a point (ic, jc) dong the border of I 
which will keep the ''horizontal" and "verticai" parts separated from each other by the "mixed" 
part, and write 

V =  {(i, j) 10 r i < ic) n (hI2\~),  

H =  {(i, j )  ( O < j < j c )  n ( N ~ \ I ) ,  

M =  ( ( i c + k ,  j c + I ) I k ,  I > , O } ,  

( ~ - P ) ( x ,  Y )  = C dij.5' 
( i .  ~)EN' \ I  

Remember that ail interpolation points coincide when dealing with Padé approxirnants. Without 
loss of generality we let them coincide in the origin. It is clear that the set V wnsists of vertical 
half-lines containing indices from N2\1, that the set H comists of horizontal half-lines 
containhg indices from N2\1 and that M is merely a translation of N* over (iC, jC). Each of 
the vertical and horizontal half-lines have an origin dong the border of I and the number of 
vertical and horizontal Lines is finite (see Fig. 1). 

For the indices (i, j) on a vertical half-line in V, the coefficient dj j  of the r a t  seria is given 
by 



and analogou+?v on a horizontal haif-line in H, 

= .1 

Since N c I and (i, j) in Y U  H lie outside 1, we can replace (fq - p) in the above exprssionr 
b~ (f4) no t e m  of p Sunive the differmtiation to mnttribute to di,. Let US denote ihc 
on" of a ver t id  hall--he by (i, 4 )  with O h i c ic and the origin of a homnta l  half-he by 
(i,, j )  6th O h j < jc. Finally we obtain from (9) 

ic- 1 
1 xv a i ( fq ) (~ ,  V)  1 

(fq-p)(x9 = i!(îni) / ,DI=P2  Vqu -y) axi 
1 = 0  

du 
x - O 

jc-i 1 J 

+ 1'0 ' i!(îni) / ,ul=rl U ~ J ( U  - X) 

1 
( )  /, U I  PI lu1 = ~2 ( ) i c ( ) J c  (u--x)(v  (fq)(u' - Y )  ') du du. (10) 

Using Fubini's and Taylor's theorem, formula (10) can be rewntten as 
ic- 1 

1 ax ai(fq) (fq-p)(x, y )  = Z: nx<yJa-- 
i - O  

I.Ji. ay axi 
(0, vil 

1 + 7 - q x f c y ~  . . jc!&* "" (, (,€[O, x ]  and q, q i ~ [ O ,  y ]  for i=O, ..., ic and j = O  ,..., jc. 
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5. Tbe multivariate error formulas for Newton-Padé approximants 

In order to generaiize expression (7) for generai interpolation sets I C N2 we again divide the 
index set N ~ \ I  of the rest series (2a) in three parts, called a "vertical" part, a "horizontai" part 
and a "mixed" part. From (2a) we can write 

Each vertical haif-line from V onginates in an index (i, j,) with O ,( i < i, and each horizontal 
half-line from H originates in an index (i,, j )  with O < j < jC. Hence the contribution to the rest 
series from V can be rewritten as 

Analogously for the contribution from H 

For the "mixed part" we have 



Grouping our results we .get the following integrai fonnuia for the mor givcn by (11): . . 

Bic*k("* y )  ( f q ) ( u ,  0 )  

+ ( ~ ~ ~ u l ~ p , J u l ~ ~ ~ i c ,  k ( u ,  ( ~ - x ) ( u - Y )  dudu,  (12) 

which transforms to (10) when we let ail the interpolation points coincide in the ongin. Using 
Hermite's integral formula for divided ciifferences, (12) can be rewritten as 

ic-1 

( f q - p ) ( x .  Y )  = x B i , j , ( ~ .  Y ) ( f 4 ) [ ~ 0 , . . . .  xil[YO...., Y,;-1, Y ]  
i-O 

6. The multivariate error formulas for Padé approximants: second approach 

Instead of dividing N ~ \ I  in V, H and M we can also include I in a circumscnbing triangle as 
foIlows. Let 

k,= max ( i  + j ) .  
( I ,J)EI  

This integer indicates the diagonal furthermost from the origin that contains index points from 1. 
Then define 

T== {(i, j) 10 < i + j G k ~ }  
(sec Fig. 2). 

We rewrite (9) as 

( f q - p ) ( x ,  Y )  = C dijx'y' 
( i . j ) = ~ ' \ ~  

= dijx'yj+ di1x'yi. 
( i . j ) e W  (i.j)~fU\T 

Using a multivariate Taylor's formula [6] and knowing that the index set N defining . . p ( x ,  y) is a 
subset of 1 and hence of T, (13) can be rcwrittcn as 
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with ( I ,  q )  on the line sgment joining (O, 0) and ( x ,  y). Sometimes the set T \ I  may be large 
and then this approack involves more partial derivatives of the function ( f q ) ( x ,  y) than the 
approach of Section 4. Moreover, even if T\I is smali, its use involves information in undefined 
interpolation points, b a u s e  the indices in T\I lie outside I. The choice of the error formula 
depends on the mnfigu;ation of the data set I. 
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Abstract 

. in the mulüvariate rational interpolation we study the following ibn- 

damentales properties : continuity of the approximation operator, the nec- 

essaries snd sufficientes conditions for having normality of Newton-Pd 

approximant S. 

In the second part, we study a extension Kronecker's theorem in 

m u i t i e a t e  formal series, we give the connexion with homogeneous Padé 

approximant S. 

In third part, we generdze the notion of Newton-Padé partial approx- 

imants and Newton-Pa& type approximants in the d t ivar ia te  case. The 
se& case is introducted by C. Brtzinski. The dvantage of this spproxi- 

mants is to use some informations of the zeros and poles of a formal series, 

for having the best approximation. 

In fourth part, we give two approachs of the error formulas ïor multi- 

variat e r a t i o d  interpolation. 

Keywords : 

Rational interpolation 

New ton-Padé approximation 

Padé type approximant 

Kronecker's t heorern 

Error in multivariate Padé abproximation. 



Résumé 

Dans le caure ae l'interpoiation rationnelle à plusieurs variables, 

étudions les propriétés fondamentales suimates : continuité de l'opér 

d'approximation, les conditions nécessrtires et suBsantes pour ava 

normalité de l'approximant de Newton-Pdé. 

Dans la seconde partie, nous étudions une extension du théorè 

Kronecker au cas des séries entières à deux variables, nous faisons la liaison 

avec les approxinrants de Pdé homogènes. 

Dans la troisiéme partie, nous définissons les approximants de Newton- 

Padé partiel et les approximants de type Newton-Padé au cas de plusieurs 

variables, c'est trne généralisation du cas scalaire introduit par C. Brezinski. 

L'avantage de ces approximant s est l'utilisation des renseignements sur les 

zéros et Yes pôles d'une fonction f développable en serie formelle, pour 

améliorer I'approximat ion. 

Dans la quatrième partie, nous donnons deux approches sur la fomula- 

tion de l'erreur de l'interpolation rationnelle et de l'approximation de Pa& 

à plusieurs variables. 

Mots clés : 

mt erpolat ion rationnelle 

Approximation de Newtm-Pdi 

Approximant de type Padé 

~ ~ ~ r o d r n a n t s  de Padé partiel 

Continuité 

Normalité 

Théorème de Kronecker 

Errey dans l ' a p p r b s t i o n  de PadC à plurieurs Gables .  


