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L'optimisation des syst¢mes dynamiques suscite depuis longtemps beaucoup
d'intérét tant dans le domaine économique que dans le domaine des sciences de
I'ingénieur. Dés les années 50, le probléme des systémes régis par des équations
différentielles a regu l'attention de nombreux chercheurs et les études théoriques
développées a ce jour sont nombreuses. Les premiers résultats concernant les
conditions nécessaires d'optimalité sont donnés par la théorie classique du calcul
des variations. En 1962, Pontryagin démontre de maniére rigoureuse une condition
nécessaire d'optimalité. Bellman énonce en 1957 un principe d'optimalité, donnant
naissance a la programmation dynamique différentielle, et fournit des conditions
suffisantes d'optimalité.

Du point de vue des applications, un grand intérét est porté sur le calcul
d'une commande optimale non linéaire en boucle fermée. En particulier dans le
domaine aérospatial ou les syst¢mes étudiés sont complexes et trés non linéaires,
on cherche 3 embarquer des lois de commandes optimales pour le guidage temps-
réel. Cependant, en dehors de la théorie de Kalman qui permet d'exprimer la
commande optimale en fonction de 1'état moyennant la résolution d'une équation
matricielle différentielle de Riccati, la commande en boucle fermée reste difficile 3
calculer. En effet il n'existe pas, dans le cas non linéaire, de résolution analytique
simple de ce probléme. Le calcul de la commande optimale est, de ce fait, effectué
de fagon itérative par des algorithmes numériques.

Ces algorithmes développés dans les années 70 sont en général destinés a
I'obtention off-line de trajectoires optimales. Pourtant depuis les années 80, les
progrés techniques des calculateurs permettent d'envisager l'utilisation d'une
méthode boucle ouverte pour le guidage temps réel. Afin d'évaluer les possibilités
et les limites d'une telle application, il est nécessaire de faire le choix d'une
méthode a convergence rapide. Cette these, effectuée a '0.N.E.R.A., Office
National d'Etudes et de Recherches Aérospatiales, a pour but d'une part, de
recenser les méthodes d'optimisation existant dans la littérature et d'autre part, de
mettre en ceuvre et de valider sur des exemples aéronautiques une méthode 2a
convergence rapide: la quasilinéarisation.

Cette méthode a été retenue car elle permet de résoudre la plupart des
problémes d'optimisation de manceuvres rencontrées dans le domaine aérospatial,
avec la possibilité de prendre en compte des contraintes non linéaires portant a la
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fois sur les commandes (limitation de braquages de gouvernes) et sur l'état
(limitation de facteur de charge, domaine de vol). Elle présente, de plus, par
rapport aux méthodes numériques du premier ordre, de type gradient projeté,
'avantage essentiel d'une convergence rapide. Néanmoins, son emploi en pratique
reste jusqu'a présent limité du fait de son faible domaine de convergence. La
contribution essentielle de cette thése consistera d'une part & proposer des
améliorations permettant d'accroitre la facilité d'utilisation de cette méthode
notamment en ce qui concerne l'initialisation et d'autre part a les valider sur des
exemples aéronautiques aussi réalistes que possible.

Apres avoir formulé le probléme d'optimisation et précisé les hypothéses,
nous rappelons les résultats théoriques généraux. Dans ce chapitre 1, nous
effectuons un bilan détaillé des méthodes de calcul de commande optimale trouvées
dans la littérature. Nous décrivons le principe de chaque méthode et nous
analysons leurs caractéristiques ainsi que leur efficacité dans la mise en ceuvre
(encombrement mémoire, volume de calculs, vitesse de convergence, complexité,
champs d'application...). Enfin une synthése comparative de ces méthodes est
présentée. Le but de cette synthese sera de guider l'ingénieur dans le choix de la
méthode la plus.appropri€e pour résoudre un probléme d'optimisation donné.

Le chapitre 2 consiste & présenter le principe de la méthode de
quasilinéarisation. Aprés une présentation de 1'état de I'art, nous développons en
détail une variante de la méthode. Basée sur le principe de la méthode de Newton,
cette méthode choisie pour sa rapidi'té de convergence, a un domaine de
convergence relativement faible. En effet, elle utilise la linéarisation des équations
d'optimalité, ce qui implique le calcul de variations du second ordre et une grande
sensibilité a l'initialisation. Nous analysons les possibilités d'améliorer
l'algorithme. Une premi¢re approche consiste a modifier la gestion des itérations.
Nous proposons dans cette optique une nouvelle extension de la méthode qui
consiste & modifier les variations de I'état, de l'adjoint et du multiplicateur de
Lagrange en fonction l'erreur relative des fonctions par rapport & une optimale
estimée. Une seconde approche consiste a trouver une initialisation proche de
I'optimum, pour cela, nous recensons les différentes possibilit€s d'initialisation.
Un programme général a ét€ développé et mis en ceuvre sur des cas simples afin de
tester son comportement .

Dans le chapitre 3, nous étudions deux exemples aéronautiques sur lesquels

nous appliquons la méthode. Le premier exemple est un probléme d'interception
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dans le plan horizontal pour un avion de combat. Cet exemple nous permet de
comparer la vitesse de convergence de l'algorithme par rapport & une méthode du
premier ordre, le gradient projeté, en fin de convergence. Nous initialisons les
algorithmes avec la solution des perturbations singuliéres. Cette solution donne, en
effet, une bonne approximation de la solution optimale, ce qui permet de se placer
dans le cas d'une convergence finale. Le second exemple a pour but I'évaluation
du gain de performances en manceuvre pour un hélicoptere type grice i un
accroissement de vitesse de rotation du rotor. Nous étudions les résultats obtenus
par le gradient projeté et la quasilinéarisation dans deux cas: pour une vitesse de
rotation du rotor fixée ou variable. L'algorithme développé est alors utilisé comme
un outil qui nous permet de confirmer rapidement 'optimalité d'une trajectoire
lorsque les méthodes du premier ordre ne donnent plus d'améliorations
significatives.
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NOTATIONS.

Un vecteur de R sera représenté par
Ses composantes seront notées

Une matrice m x n sera représentée par
Ses composantes seront notées

ou i indiquera par convention l'indice de ligne
et j I'indice de colonne

Soit une fonction scalaire a variables vectorielles

Le gradient transposé en X defsera représenté par

vecteur ligne des dérivées partielles

La dérivée seconde de f sera représentée par

matrice n x n des dérivées partielles

—>
Soit une fonction vectorielle f

—
La dérivée de f sera notée

matrice p x n des dérivées partielles

oA

i=1l,n

2o

y i=Lm j=Ln

ot
x>
If 9
0X10X1" " "0X10X,
If 9t
0X0X ;" "9Xp0Xp

S > RP

A ST(X)
-
af

%
ox

ofy dfi

X1 dXy

ofy dfp
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Notations particuliéres

vecteur état X € R

vecteur de commandes v e R™

vecteur adjoint X e R™
multiplicateur de Lagrange vV e R™

crittre d'optimisation JeR

terme terminal du critére d'optimisation ¢ R

terme intégral du critére d'optimisation LeR

contraintes finales égalité v e R™

Matrice de transition d'un systéme linéaire n x n: T(t,t,) € R"

défini par: T(tto) = AQ). T(Lt,)

T(to.to) = In
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CHAPITRE 1

LE PROBLEME DE LA COMMANDE OPTIMALE

INTRODUCTION

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a la formulation du probléme et a
la présentation des résultats théoriques généraux.

Nous précisons, dans un premier temps, les données du probléme et les
hypothéses envisagées. Dans un second temps, nous rappelons les résultats
théoriques fondamentaux relatifs au calcul de la commande optimale des systémes
dynamiques. Trois approches principales sont décrites :

- 1a théorie du calcul de variation,

- le principe de PONTRYAGIN,

- I'équation de HAMILTON-BELLMAN-JACOBIL.

Ces résultats sont la base de toutes les méthodes de résolution présentées par la
suite. Enfin, nous exposons les résultats concernant l'optimisation des systeémes

soumis a ces contraintes.

La seconde partie recense les principales méthodes de résolution développées a
partir des résultats théoriques. Nous présentons tout d'abord le principe de chaque
méthode. Ces méthodes sont nombreuses et diverses, nous les avons classées en
quatre groupes:

- les méthodes directes du premier ou du second ordre

- les méthodes indirectes

- les méthodes de calcul par retour d'état

- les méthodes paramétriques.

Aucune méthode n'étant universelle, la méthode la plus appropriée pour le
probléeme étudié pourra étre différente selon le but recherché. Nous effectuons dans
une derniere partie une comparaison de ces méthodes. Le but de cette synthese est de
donner une vue générale de tous les types de résolution possibles et d'indiquer leurs
caractéristiques afin de guider l'ingénieur pour le choix d'une méthode. Nous

examinons les critéres suivants:
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- simplicité de formulation

- domaine de convergence

- vitesse de convergence

- contraintes traitées

- capacité mémoire requise

- possibilité de calcul en boucle fermée
- champs d'application de la méthode.
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1.RESULTATS GENERAUX

Nous précisons ici, les données du probléme, les hypoth&ses envisagées ainsi
que les résultats théoriques fondamentaux. Les notations définies précédemment nous
permettent une présentation unifiée des différentielles de fonctions scalaires et
vectorielles.

Nous présenterons a la fin de cette partie, certains résultats concernant le
traitement des contraintes.

1.1.Formulation du probléme

Nous considérons les systémes dynamiques non linéaires déterministes définis
par leur représentation d'état. L'évolution de ces systemes sera donnée par le systéme
différentiel:

> = >
X =T(XO,TML) (L1

N . . — e . .
ot T est une fonction de classe C2 des variables X et U , qui sont respectivement, le

vecteur état de dimension n, et le vecteur commande de dimension n, et oll t est une
variable scalaire qui représente le temps.

’ . . . e d . —>
Définition : nous appellerons trajectoire associée 4 une commande u, la fonction x(t)
obtenue avec cette commande.

Soit un ensemble Q de commandes admissibles U (t). Par exemple, Q pourra

étre une partie de 1'ensemble des fonctions continues par morceaux.

Soient les conditions initiales et finales suivantes:

- -
X(t) = Xo (1.2)
t, instant initial donné

—

x(tr) € S(tp) (1.3)

S ={ X telsque WEX®,H=0 }
ol test un instant final donné et W (X (1),t) une fonction vectorielle différentiable de

dimension n¢s qui représente les contraintes finales.
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Considérons un indice de performance défini par :

tf
J = J L(?(t),_ﬁ)(t),t)dt + (p()—()(tf),tf) (1.4)
0

ol (p()_c),t) est une fonction continuement différentiable en X et t et L une fonction de

classe C? de ses variables.

Le probléme de la commande optimale sera le suivant :

Soient donnés

un systéme dynamique ? =T(X),u®),t)
des conditions initiales ?(to) = )?;

un ensemble Q de commandes admissibles

un ensemble S(t) de contraintes finales,

trouver une commande —ﬁ)(t) telle que (P1)
uw) e Q
X évolue de X, 2 X(tr) € S(tp)

le critére J soit minimurn.

Ce probléme est le probleéme classique de Bolza dans la théorie du calcul de

variations. I s'agira du probléme de Lagrange si le terme final est nul et de Mayer si

lintégrande est nul. En fait toutes ces formes de l'indice de performance peuvent tre

ramenées 2 un critere final du type de Mayer. En effet, si nous définissons un état
supplémentaire Xn, 41 :

Xner1 = L(X@®,00))
Xng+1(te) = 0

Le critére devient alors :

J = an+1([f) + (P(_)?(tf),[f)
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Hypothéses :

H1) Nous supposerons que le syst¢me est localement complétement commandable
sur [to;te] le long de toute trajectoire correspondant 2 une commande admissible. Cette

hypothése se traduit par :
t
- -
T T
T(t,T) . a—i a——i— . T(t,x) .dt inversible
du Jdu
to

pour tout t € [t;ts]
T est 1a matrice de transition du systéme linéarisé
—
° af
T(t’to) =" T(t.t,)
ox
T(to,to) = I, (matrice identité de R ™)

H2) Nous supposerons par ailleurs qu'il existe une solution au probléme, c'est & dire
que pour J* minimum il existe une commande et une trajectoire qui correspondent &+
cette valeur de J.

1.2.Théorie du calcul de variations

1.2.1.Conditions du premier ordre

Définissons la fonction hamiltonienne H et les contraintes finales augmentées:

H = L+73T.? (1.5)
b =0 +7T.u_f) (1.6)

N P =
ol Vv est le vecteur constant des multiplicateurs de Lagrange et A(t), un vecteur

appelé vecteur adjoint que nous définirons ultérieurement.

Considérons l'indice de performance augmentg :
tf
- T =
J = J.( H-% .?).dt + O (;}(tf),{?,tf) (1.7)
Lo
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et une commande nominale et sa trajectoire correspondante telles que :
- -
v (x(tt) = 0
2 - . . ’, ’ 1
alors, comme X = f, J sera égal 2 l'indice augmenté et en développant l'intégrale par
partie nous aurons :

1=7 et

T = o 7t - (i) % 19 R(t0 (1)

if
+ J‘(H + _fT -)?) dt (1.8)
to

Ainsi pour une variation "faible" de la commande autour de la nominale, la variation

au premier ordre de J sera :

tf
8T = -a—Ij-.SG’ + §%+7°3 5% ) dt
ou ox
[
+ ((QCB ; X’T).SE?) (1.9)
% f

+ (TT.S? t

et si nous définissons le vecteur adjoint

y o= . 98 : (1.10)
ox
- b
;\«T(tf) = ?—_; (1.11)
ox
la variation 8J deviendra
t
o) = —8%63 dt + (TT(%).S;(%)) (1.12)
Ju
to

Par conséquent, si u* est optimal, la variation de J au premier ordre est nulle et nous

aurons pour des conditions initiales fixées, la condition nécessaire :

@ﬂ.sﬁ’ =0 (1.13)
_)

du
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Définition : nous appellerons variation de commande admissible, une fonction Sg(t)
telle que Vte [tots]

ﬁ)(t) + 83(0 e Q

Nous avons alors deux cas : soit la commande optimale est intérieure & 2, toute
variation sera une variation admissible, soit la commande se trouve sur la frontiére
(lorsque celle-ci n'est pas vide) et les variations admissibles ne seront pas
quelconques.

Dans le cas ou la commande optimale est intérieure & €2, nous obtenons des

conditions nécessaires d'optimalité données par les équations classiques d'Euler

Lagrange
)—?T:_Z)_—P_I)_ ?(to) = 5{:, (1.14)
oA
o
7‘:'T= - Q—EI—) —X)T(tf) = % (1.15)
ax ox }
Qg =0 , (1.16)
du

Dans le cas ol la commande optimale se trouve sur la frontiére de Q, la

condition 1.17 est remplacée par

3H

Ju

A 6_13)(‘() variation admissible de la commande

Su = 0 (1.17)

Nous détaillerons le cas particulier ou €2 est défini par :
Q={ ff(t) tel que V t € [to;tg] gi(l?(t)) <0 i=lng} (1.18)
Les variations admissibles seront ici les variations 8u telles que lorsque les contraintes
sont saturées:
—a-g—i.SK =0 Vitel que gi(ﬁ)(t)) =0 (1.19)

—

du
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Dans ce cas les conditions (1.15)-(1.17) restent valables, & condition de restreindre

- by [] : 2 1 ~ . N
JdH/du au sous espace tangent & l'espace des contraintes saturées, c'est a dire a
l'espace des commande telles que g; = 0.

Interprétation de 1'adjoin

En observant (1.12) nous pouvons interpréter la valeur initiale de 1'adjoint
comme la sensibilité de I'indice de performance J & une variation de 1'état initial. Soit :

— = Ao (1.20)
X,

L'adjoint peut caractériser la sensibilité du critere optimal vis a vis de variations
de I'état a l'instant t.

De fagon générale, la sensibilité d'un indice de performance quelconque V vis a
vis d'une variation faible de la commande pourra &tre exprimée par une expression du
type (1.12) & l'aide d'un vecteur adjoint associé.

En effet, considérons un indice V :

tf
V= I L@ 000 dt + oKt (L)
o

Alors si nous définissons de la méme fagon que précédemment, I'hamiltonien par
(1.5) et I'adjoint associés a cet indice par (1.10) et la conditions terminale:

X)T(tf) = 92 (1.22)

_)
ox M

la variation 8V sera donnée par :
L

oV = a—il- u ) dt (1.23)
du

lo

Ce résultat essentiel sera largement utilisé dans les méthodes numériques

d'optimisation du type gradient que nous verrons ultéricurement.



- 33 -

Définition : Par la suite, nous appellerons trajectoire extrémale toute trajectoire
vérifiant les équations (1.14) a (1.17).

1.2.2 Conditions du second ordre

- —
Considérons des variations du et dx autour d'une trajectoire extrémale.Ces

variations vérifient le systéme linéaire :

3 9f > Of o
0x = —:87( + —__;Su (1.24)
ox Jdu
-
Ox(t,) = 0 : (1.25)
-
8—118;) =0 (1.26)
ax f
Dans ce cas la variation au second ordre de J et donc de J sera :
tf
-
2 1 ST —T QS Ox
8T = = |(6x 5u).(T). dt
2 SR 50
to
1[(.—~T o%d -
+ 5 ox .—:;.Sx (1.27)
ox f
2
ou = Q_—g— (1.28)
ox
2 2
T
S = iH_) S = iH_a (1.29)
dxdu dudx
2
R = a—_i (1.30)
Ju

On montre alors le résultat suivant :

Soit le probleme linéaire quadratique auxiliaire associé défini par les

P . e 2+
équations (1.24),(1.25),(1.26) et (1.27) et qui consiste A minimiser 8°J.
Alors la trajectoire extrémale considérée est un minimum local

pour des variations faibles de la commande si et seulement si

ce probleme admet une solution.
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Cette condition nécessaire et suffisante d'optimalité locale se traduit par les trois

conditions suivantes :

i) condition de normalité¢ donnée par (H1)

2
0 H
du’

2

.. . o ) 0P
iii)condition de non existence de points singuliers |—— | 20

X J

H

ax )t
ou le signe > signifie ici que la matrice est définie positive
et 2 qu'elle est semi définie positive.

ii) condition de Legendre-Clebsch

(1.31)

(1.32)

(1.33)

1.3.Principe de PONTRYAGIN : une condition nécessaire d'optimalité

Dans les années soixante, Pontryagin démontre le principe suivant :

. », . - - . . -
une condition nécessaire pour qu'une commande u* admissible soit optimale

oy s e . -
est qu'il existe une forme linéaire A(t) et un vecteur de multiplicateurs v

. . - ’ - .
tels que le long de la trajectoire x* engendrée par la commande u*, on ait

Yt vit) e Q
H( 0% (0,00, A (O,1) < H( X (0,7 (0.2 (0.0

#r _ oH*

—_

0x

AT () = a% K+ 15V
ax

H*(x (0, 2(0.0) =min H( x (0,0 (0.5 (0.0 )

(1.34)

(1.35)

(1.36)

En particulier, si le domaine des commandes admissibles est ouvert et si H est

deux fois différentiable en x et u, on retrouve les conditions pour qu'une commande

soit optimale :
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du

2
a—_—%>0
du

Les équations (1.35), (1.36), (1.37) associ€es aux équations de la dynamique
(1.1) et aux conditions initiales et finales (1.2), (1.3) forment un syst¢me d'équations
différentielles non linéaires avec conditions aux deux bouts. La résolution de ce
probléme que nous noterons (P2) permet d'obtenir la commande optimale en fonction
de I'état et de 'adjoint. En général, il sera nécessaire de recourir & des algorithmes
itératifs pour résoudre ce probléme.

Dans le cas particulier du probléme linéaire quadratique, la solution de (P2) est
analytique et on montre qu'il s'agit de 1'optimum.

Définition : nous appellerons fonction hamiltonien optimum, la fonction :

H*(X (1), M(0.0 = min H( % (0),u (0, (0, )

1.4.Equation de HAMILTON-BELLMAN-JACOBI:
une condition suffisante d'optimalité

Dans les années 50 Bellman , s'appuyant sur le principe d'optimalité, développe
une méthode de résolution des problémes de commande optimale connue sous le nom

de programmation dynamique. Il €énonce le principe d'optimalité suivant :

quels que soient l'état initial et les commandes initiales, -
les commandes restantes doivent constituer une politique

optimale par rapport a I'état qui résulte des commandes initiales.

Appliquant ce principe a I'étude de la commande optimale, il en déduit une

condition suffisante d'optimalité. Le raisonnement est le suivant.
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_’
Pour un état initial X et un instant initial t donnés, il introduit la fonction de
retour optimale :

vien = (oG, t)) f L(x*,u%,1).dt (1.37)

__) —-) . . 3 .
ol x* et u* sont respectivement la trajectoire et la commande optimale pour ces
conditions initiales. Nous aurons de maniére immédiate :

vt = (oc0)

-
pour x*(t) € S(tr)

Supposons que V est continiement différentiable et considérons la commande

suivante :

- -2
YV telt ,t+At] u(r) = u®(T) quelconque
- —
V 1Te[t+At, tt] u(®) = u*(1)
Y
ol u*(t) est la commande optimale pour les conditions initiales obtenues & t+At apres

avoir appliqué la commande u°(t). Alors, d'apres le principe d'optimalité, nous

aurons:
— . - — - -
V(x,t) =min | " { L(x,u ,t).At + V(x +Ax ,t+At) }
ce qui donne au premier ordre :

VX0 =

min IU{L(?,S,t).At FVED + R 0ax + Qalt/&’,t).m}
ox

En divisant par At, en faisant tendre At vers O et en séparant les termes

indépendants de la commande, nous obtenons I'équation aux dérivées partielles de
HAMILTON-BELLMAN-JACOBI :

] %‘t—’(?,t) = min |U{L(?,§,t) + a-{-(?,t)_f(?},u } (138)
ox

avec la condition

VEOH = ox.0 YV x®e SO (1.39)
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On démontre la condition suffisante d'optimalité globale suivante:

S'il existe une fonction V(;()(t),t) continuement différentiable
solution de I'équation (1.38) telle que la commande associée

transfere le systéme de 1'état (;;,to) a l'état (;;’,tf) e S(tp)

-
alors cette commande u*(t) est optimale
parmi toutes les commandes admissibles.

La valeur optimale de J sera V(;;,to)

Démonstration ;

Nous remarquons que le long de la trajectoire x =f donc

a_\t/ + §%.f = % (dérivée évaluée le long de la trajectoire)
0X

Si V est solution de 1'équation (1.38), nous aurons pour toute commande admissible

qui transfere I'état de (xo,t,) & (Xptp) € S(tp)

%—Y+LZO

En intégrant de t, & tr et compte tenu de la condition finale, nous obtenons
—
J-V(Xuto) 20
. . . . ~ t s - N ’ -
quelque soit la commande admissible qui transfére 'état de (xo.t) & 1'€tat (xs,tf) €

S(tr). La commande associée a cette solution est donc bien la commande optimale.

Remargue :

D'aprés la remarque précédente sur la signification de I'adjoint initial, nous avons :

a—\_i) =ar (1.40)
dx

et I'équation (1.38) n'est autre que la minimisation de 'hamiltonien H. Ce qui veut

dire que :
H* = -%\tl(;),t) (1.41)

L'équation (1.38), lorsqu'elle admet une solution, permet d'obtenir une
commande par retour d'état. Cependant, outre le fait que la solution n'existe pas
toujours, la résolution de cette équation aux dérivées particlles non linéaire se révele
tres délicate sauf pour certains cas particuliers (comme les problemes linéaires
quadratiques).
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Les méthodes basées sur cette théorie ne viseront pas, en général, a résoudre
I'équation mais 1'utiliseront comme "outil" de calcul. Nous citerons par exemple, les
algorithmes proposés par Mitter (1966) ou par Jacobson & Mayne (1970).

1.5.Traitement des contraintes

Jusqu'a présent, nous n'avons pas considéré les contraintes éventuelles sur
1'état et la commande en dehors des contraintes finales. Or beaucoup de systémes sont
soumis a différents types de contraintes courantes : limitation des commandes,
contraintes de structures, domaine d'évolution restreint efc... L'étude des contraintes
n'étant pas l'objet de cette theése, la présentation qui suit ne sera pas compléte. Nous
ne donnerons que les principales contraintes rencontrées dans la littérature et les
conditions d'optimalité rattachées a ces contraintes. Elles seront classées en trois
groupes selon qu'elles s'appliquent sur 1'état, la commande ou simultanément sur
I'état et la commande. Nous réserverons un paragraphe particulier pour les contraintes
de type intégrale.

Nous appellerons contrainte courante une contrainte qui s'appliquera sur tout
l'intervalle de temps [to;t].

Nous appellerons contrainte égalité, une contrainte du type :
C=0
(C peut dépendre du temps et de la commande: C(_S,t), du temps et de 1'état: C(?,t)

. . __% -)
ou simultanément de ces trois variables: C(u ,x ,t))

Nous appellerons contraintes inégalité, des contraintes du type :
Cc<o0

Pour ces contraintes inégalité, nous dirons qu'clles sont saturées ou actives lorsqu'il y

aura égalité, c'est & dire lorsque  C = 0. Les intervalles de temps sur lesquels la
contrainte sera saturée seront dit saturés.De méme, les portions de trajectoire

correspondant a ces intervalles de temps seront des arcs saturés.
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1.5.1.Contraintes sur la command

Nous avons déja évoqué ces contraintes précédemment. Elles sont en fait
implicitement définies par le domaine des commandes admissibles. Nous examinerons
particulierement le cas ol le domaine admissible sera défini par :

- - -
Q={u tqgu,x)<0i=1.n }
avec n. contraintes  n.<ny,

e,
et aui #0

o _,

: j#i
du;

—_ . . . . 2ol N 1
Pour u (t) sur la fronti¢re de €2, la restriction des conditions d'optimalité a 1'espace

tangent aux contraintes saturées peut €tre traitée de la fagon suivante.

Soit I'hamiltonien augmenté
H=H+ _ EJ K. gj(ﬁ,;) (1.42)
jE

ol J est I'ensemble des indices des contraintes saturées
Alors les conditions d'optimalité seront

a—H(G),;),E,x) =0 (1.43)
—

Jdu

2—

a—H—(:;EX)) >0 (1.44)
-2

du

- T - -

L= (U1,..5lg)  telsque gj(u,x) = 0 jes (1.45)

et 'adjoint sera défini par

iT:_a_g (1.46)
ox
soit _iT =- oH -2 ug—)& (E),;)) (1.47)
2>  jel -
0x 0x

En fait, cela revient a appliquer le principe du minimum avec 'hamiltonien augmenté
etavec Y;tel que
Hi=0si gg< 0

i = 0 lorsque la contrainte g est active.



- 40 -

Remarque :

Dans le cas particulier ot les contraintes sur les commandes sont des bornes du
- -
type Uim(X) S Ui < ujm(x)
P . - > - -
nous définissons les fonction g; par  gj(u,x) = (Ui m(x) - u;).(u; - yip(x))
et le multiplicateur associé & g; lorsque la contrainte est saturée sera donné par:

H
gﬁ(x,uopts)‘ut)

Wi = (1.48)

(v va)
e\ Uim (X )-upm(x)
one=1 s U= Ujm

one=-1 si U= Ujq

1,5.2.Contraintes sur ['état

~

Dans la pratique ce sont les contraintes les plus difficiles a traiter. Les
contraintes égalités réduisent la dimension du syst€me et sont en fait rencontrées lors
de saturation de contraintes inégalités. Nous présentons ici les conditions li€es a ces

contraintes -inégalités données par

C(;?(t)) <0 (1.49)
ou C est une fonction différentiable par rapport a ses arguments.
Définitions :

q sera 'ordre de la contrainte si

v1<q%— L ecxwy =0
ou Ldt
3 (d'

< ~—qC(§’(t)) 20

Jdu dt
Le vecteur des contraintes de saturation sera :
0 1 g-1
dC dC d C

-
N = 0 > T gl
dt dt dt
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Et I'hamiltonien augmenté :

q
H=H+u. g%
dt

Nous aurons alors les conditions d'optimalité suivantes :

1) Sur un intervalle saturé [t;;t;]
Vie [ty N@©=0

-
3 o telque 06,20 Vi=0.41 et

2T =T, -, =2TaC
A CHEFNCORE MUY a0
ox
V(=% () 51)
LL(t) est de classe CY sur [t1;to] tel que

i
dp
.___.l.(t) >0 (1.52)
dt
d diu
—%(tf) =0g1- saufpouri=g-I/ou —i-(t1+) 20, (1.53)
dt . dt
d dp
—Lil(tz') =0 sauf pouri=g-1 ot —(t2) 20 (1.54)
dt dt
H est continue en t; et ty (1.55)

2) Pour un point isolé t; ou C(;c-)(ti) =0 et C(;(t) < 0 sur un voisinage de t;
H est continue et
3 6,20 tel que
2T =T, - oC
A=A () - Go.—, (1) . (1.56)
ax

1.5.3.Contraintes sur 1'état et la commande

Ces contraintes sont en fait des contraintes sur 1'état d'ordre zéro. L'application
des conditions précédentes montre qu'a l'entrée et a la sortie d'un intervalle ot la

contrainte est saturée, l'adjoint, I'hamiltonien et le multiplicateur sont continus avec
p =z 0.
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Dans le cas particulier ot la commande est scalaire, la restriction des variations
du premier ordre & l'espace tangent aux contraintes saturées se traduira par des
variations admissibles telles que :

83 =- a—S _1.(j.6;) (1.59)
ou ox

1.5.4.Contraintes intégrales

Définition : nous appellerons contrainte intégrale une contrainte du type

tf
1 - 1 - -
@ (x(ttr) + J L (x(D,u),t) dt <0 (1.60)
to

En fait cette contrainte n'est difficile a traiter que lorsqu'il y a égalité. On peut dans ce
cas la traiter simplement en augmentant la dimension du syst¢me. En effet, si nous
posons
° 1 - -
Xng+1 (=L (x(),u(®),t)
xnx+1( tO ) = O
la contrainte s'¢crit :

1 -
(p (x(tf)vtf) + xnx+1(tf) = O

Nous revenons donc a la formulation classique du probleme ot les contraintes sont
uniquement finales. Il est facile de montrer que l'adjoint associé 2 xpx4) €st une
constante et nous aurons :

H=L+7:T?+;,L.L1 (1.61)
d 0y AP xup)
Xny+
avec e (t) = —%+ 7T.——\_E)+ u——(p——:"—l~ (1.62)
0x ox ox

Remarque :

D'une maniére générale, les contraintes courantes portant sur I'état sont difficiles
a traiter. Elles pourront étre ramenées plus ou moins artificiellement & des contraintes
finales soit par une méthode du type fonction de pénalité soit en les ramenant a des
contraintes intégrales. En effet, on peut exprimer toutes les contraintes d' inégalité
courante du type W < 0 sous la forme d'une contrainte intégrale en utilisant l'artifice
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de calcul suivant:
tf
V=[Md=0
)
ol M=0 si W<0
M =W2 si W>0

Sous I'hypothése de continuité de W, cette nouvelle contrainte finale égalité sera
équivalente a la contrainte courante.
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2. METHODES NUMERIQUES D'OPTIMISATION

~

Dans le cas des systémes non linéaires, les équations A résoudre dans un
probléme de commande optimale sont en général trés complexes. Dans la plupart des
cas, il est impossible de trouver une solution analytique. De ce fait, les nombreuses
méthodes publiées 2 ce jour sont soit des méthodes numériques, soit des méthodes
approchées. Cette derniere approche fait d'ailleurs I'objet de recherches plus récentes.

Le but de cette partie est de recenser les méthodes de résolutions développées a
ce jour. Sans prétendre en donner une liste exhaustive, nous présenterons les
principales méthodes d'optimisation numériques trouvées dans la littérature. Nous les
avons classées selon quatre groupes. Le premier rassemble les méthodes directes
basées sur le calcul de variations. Parmis les méthodes indirectes basées sur la
résolution du probleme de Pontryagin, nous avons distingué les méthodes du type
paramétrique et les méthodes du type fonctionnel. Le troisiéme groupe concerne les
méthodes de calcul par retour d'état. Nous avons cité dans le dernier groupe, les

méthodes approchées par paramétrisation.

Les méthodes directes modifient la commande de maniére itérative, afin de
diminuer le criteére J, tout en respectant les contraintes. Ces méthodes utilisent les
résultats du calcul de variation et sont du type gradient. Ces méthodes assurent a
chaque itération une amélioration de l'indice de performance mais ne cherchent pas a

résoudre explicitement les équations d'optimalité.

Pour les méthodes indirectes la commande est éliminée des équations d'Euler-
Lagrange en résolvant soit JHAT = 0 , soit §= Argmin H. Il s'agit alors de
résoudre par un algorithme itératif le "probléme avec conditions aux deux bout"
constitu€ par (P2). Ces méthodes ont en général une convergence rapide, en particulier
ce sont souvent des méthodes a convergence quadratique. Parmi ces méthodes, on
trouve les méthodes de tir et de voisinage dont les itérations sont basdes sur la
correction des conditions initiales ou finales et les méthodes de quasilinéarisation qui

modifient & chaque itération directement les fonctions d'état et les fonctions adjointes .

Parmi les méthodes de calcul d'une commande par retour d'état, l'une des
premigres est la programmation dynamique différentielle basée sur 1'équation de
HAMILTON-BELLMAN-JACOBI. Ce type d'approche a l'avantage de donner une

commande en boucle fermdée mais reste malheureusement d'un emplot assez limité. On
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trouve cependant pour certains cas particuliers, des méthodes qui donnent une solution
analytique ou une solution approchée simple a calculer. Ces méthodes utilisent soit des
développements particuliers, soit le formalisme des crochets de Lie.

Une derniére approche est celle des méthodes paramétriques. Ce sont des
méthodes approchées. Celles ci consistent & exprimer la commande ou les équations
du probléme par des expressions qui dépendent d'un certain nombre de parametres.
Ces parameétres seront calculés de fagon a optimiser le critére tout respectant un certain
nombre de contraintes supplémentaires imposées par les approximations choisies.

2.1.Méthodes du gradient

Les premi¢res méthodes (Kelley 1960) ont été développées pour la résolution
des problémes sans contraintes. Ces méthodes basées sur le principe du gradient
simple ont été généralisées pour traiter des problémes soumis a diverses contraintes.
Bryson & Denham (1965) proposent une méthode de gradient projeté qui traite les
contraintes finales. Lasdon et al. (1967) et Hestenes (1970) utilisent la méthode des
gradients conjugués. Miele (1970) traite les contraintes courantes égalités sur 1'état et
la commande par une méthode de "recalage séquentiel”, Aumasson (1980) traite des
probleémes trés généraux par une méthode de gradient projeté. Ces méthodes du
premier ordre convergent trés lentement au voisinage de l'optimum. Pour accélerer la
convergence, certains auteurs utilisent les variations du second ordre (Kelley et al.
1960, Mitter 1966), d'autres modifient les méthodes du gradient en utilisant la
minimisation de I'hamiltonien (Gottlieb 1967, Blank & Shinar 1976). Cette revue des
méthodes du gradient n'est bien siir pas exhaustive, nous ne donnons ici que quelques

une des méthodes représentatives.

2.1.1. Méthodes du premier ordre

11 s'agit de calculer, a partir d'une commande nominale, des variations de la
commande qui permettent, d'une itération a l'autre, de réduire l'indice de performance
tout en respectant les contraintes éventuelles. Ces variations seront d'une maniére

générale de la forme
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- - a}—-)IN
u(t)N+1 = u(t)N S (1.63)

ou

NN . TP
ou (.) indique que les fonctions sont prises a I'itération N
etou o estun réel positif

La vitesse de convergence de 1'algorithme dépendra du coefficient o. En effet la

variation au premier ordre de 1'indice de performance sera alors
ty
T
8l =-« Q% a—g dt (2.2)
ou Jdu

et J sera alors d'autant plus diminué que ce coefficient sera grand. Cependant
l'algorithme étant basé sur les calculs de variation du premier ordre la variation ne
devra pas étre trop importante. Il faut donc trouver un bon compromis entre ces deux
impératifs.

Définition : nous appellerons pas de l'algorithme la norme de la variation de
commande d'une itération 2 l'autre , c'est a dire

v o™ -ToN)
%

avec N () = Jn gt de |

G
1,2 =() G) G =diag (1/G;)

ol G; est un scalaire strictement positif
Nous présentons ici, deux méthodes parmi les nombreuses méthodes existantes.

1) Méthode de gradient séquentiel recalé :

Miele (1970) propose un algorithme de gradient séquentiel recalé qui permet de
traiter les contraintes courantes d'égalité du type C(;),l_l)) = (). Shinar (1978) élargit

. N . . . e , L e - =
son domaine d'application aux contraintes d'inégalité du type C(x ,u) < 0

Le principe de cette méthode est le suivant : une itération se fera en deux phases.

On suppose qu'a l'itération N, les contraintes sont respectées.
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La premi¢re phase consiste a calculer une variation de commande telle que les

contraintes soient respectées au premier ordre.
Sur un intervalle ot la contrainte est respectée cette variation sera

Su(t) =- Q. aH (2.3)

—_

Ju
ou ave ]10;1]
Sur un intervalle ou la contrainte est saturée cette variation sera

Su() =- o T oH" i %€ 5?1’49% X< 0
au au ox

su=arg (502530 s Caua2S8% > 0
du ax du ax

Dans une seconde phase, il s'agira de vérifier si les contraintes sont respectées.
Si ce n'est pas le cas, la variation de la commande est trop grande pour que
'approximation sur les contraintes linéarisées soient respectées. Il faudra diminuer les

erreurs sur la contrainte. Cette phase sera calculée en minimisant

|3

Ju 5u llg’

to

sous la contrainte linéarisée
B_S_. 9€ 5% +aC =0
Ju 8x

ou ae ]0;1]

2) Méthode de gradient projeté généralisé :

Ce programme développé & 'ONERA (Aumasson 1980) traite des problémes

contraints par une méthode de gradient projeté généralisé.

Dans cette méthode, toutes les contraintes courantes sur l'état et sur la
commande sont ramenées a des contraintes finales en utilisant la formulation intégrale
(cf paragraphe 1.2.1.).

Nous aurons alors ns contraintes finales notées:
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if
VizEGww+ [ MEOT00d=0 =1y
o

Pour le cofit et pour chacune de ces contraintes seront définis un hamiltonien et
un adjoint associé:

H =M, + MTF

: (2.4)
_??i(t)T = - ali (2.5)
ox
. J ;
A" = _i(tf) (2.6)
ox

ou i =0...nc
et My=1L &=9

Les variations de l'indice de performance et des contraintes diles & une petite
variation de la commande seront alors exprimées comme nous l'avons vu en 2.2 par:

t
57 = J (ai ) () dt @7
Ju
o
|73 .
8V = aI_{) S dt (2.8)
» ou
to

_)
La variation de commande du (t) sera alors solution du probléme quadratique

_)
trouver du (t) pour que

- les variations des contraintes soient égales & des objectifs dV;*
qui représentent le "meilleur” rattrapage possible des contraintes
compte tenu des hypotheses de calcul au premier ordre

- le pas de l'itération soit minimal, ce qui se traduit par :
55

J 18wl dt  minimum.
to
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La solution de ce probléme donne:

_)
- R T . -
s =6 % ! svk (2.9)
Ju
tr
- -
T
avec ' = a—EG'la—ﬂ- dt (2.10)
- -
du du
|
-
ot H est le vecteur des hamiltoniens associés aux contraintes

T

= 1 f

H = #H..HY

Toutes ces méthodes ralentissent considérablement au voisinage de 'optimum.

En effet , comme dH/du tend vers 0, le pas de l'algorithme diminuera de méme.

Un moyen d'accélérer la convergence consistera a utiliser le minimum de
- N C
I'hamiltonien. A l'itération N, on calcule la commande u* qui minimise

) . -N 5N L.
I'hamiltonien pour x et A donnés. La variation de commande sera

Y —) .
ou u* =ArgminH
et O<o<l

Une autre maniére d'accélérer la convergence de l'algorithme sera d'utiliser des

variations du second ordre.

2.1.2. Méthodes du second ordre

L'une des premiéres méthodes présentée est diie a Mitter (1966). Le principe est
le suivant.
. . . ——) . _—) . .
Soit un multiplicateur v, une commande nominale u, la trajectoire
correspondante et un vecteur adjoint obtenu par intégration inverse de (1.10) & partir
des conditions (1.11) . La variation de J devient:
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tf
S\ (8%
gy - 1 Ja_f{..su e (&) [
du du
to
2
+ % (SQT . a% S;l (2.11)
ox f

e . < oqe »
du sera alors la solution du probléme auxiliaire :

minimiser 8J
.« . _)
avec la condition finale sur dx

a—)
-
N 5% +\;_!> = 0
%
ox

Nous nous trouvons devant la formulation classique du linéaire quadratique. Si
la nominale est assez proche de I'optimum, les conditions de normalité, de Legendre-
Clebsch et de non existence de point conjugués sont vérifiées et nous pouvons
appliquer les résultats classiques de Kalman sur les syst®mes linéaires quadratiques.

La solution sera de la forme :

— T
§u = -R’ 8_§+ sTsx + @g A (2.12)
du ou

bd - s .
dx et dA étant solution du systéme d'équations différentielles

5 df = Of o~
= —_)Sx +—_96u (2.13)
ox du
2T
f:-Q8;+R6:+a—167: (2.14)
Jx
avec les conditions initiales et finales
6?(%) =0 (2.15)
a—)
- - -
—f&x(tf)+8\y(x(tf),tf) =0 (2.16)
aXf
2
- 0P - -
OA(tp = (x(tr),V ,tp) (2.17)

-2

aXf
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Il s'agit, maintenant de résoudre ce systtme d'équations différentielles avec
conditions aux deux bouts.

L'une des méthodes de résolution la plus intéressante du point de vue de la
stabilité numérique et de la précision, est celle qui s'inspire de la théorie de Kalman.

—_
Sous les hypothéses précédentes, nous pouvons calculer du en fonction de I'état et du

rattrapage des contraintes 8\|7 égal 2 -ﬁ\? ou P est un coefficient compris entre 0 et 1,

réglé pour que les approximations du premier ordre soient valides. Nous aurons

T T
Su = -R" 8_21_4_ B_E) T +@§ N.5v
Ju Jdu Ju
- RYsT+ agK X (2.18)
du
&V = Po'l(S\T} - rff)o) (2.19)

- = . P . s . . < z
ot I, m, K, N, P et R sont les solutions d'équations différentielles intégrées en sens

inverse a partir de conditions finales connues.

Cette méthode est trés intéressante du point de vue de la forme de la commande.
Nous avons une variation de commande qui ne dépend plus que des rattrapages sur la
contraintes et de la variation d'état ce qui permet des corrections de u en boucle

fermée.

Cependant il faudra disposer pour initialiser 1'algorithme d'une solution déja
proche de l'optimum ( afin de respecter les hypotheéses de kalman). De plus les calculs

au second ordre nécessitent un volume de calcul important.

Gottlieb (1967) propose une approche plus simple que celle du second ordre
qui associe les calculs de variations avec la minimisation de I'hamiltonien. Cette
méthode permet d'avoir une bonne rapidité de convergence avec une sensibilité
moindre a l'initialisation. Récemment Kelly (1990), reprend cette approche pour un

algorithme de guidage en utilisant des dérivées particlles analytiques.
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2.2.Méthodes des extrémaux voisins et méthodes de tir

Les méthodes des extrémaux voisins (Pesch 1989) et les méthodes de tir (Blank
& Shinar, 1978, Grimm & Berger 1985) calculent la solution a partir d'une trajectoire
optimale dont les conditions finales et initiales sont voisines des conditions initiales et
finales désirées.

Les méthodes des extrémaux voisins cherchent la variation de commande qui
correspond 2 la variation désirée des conditions initiales et finales. Les méthodes de tir
consisteront & modifier 1'adjoint initial et les multiplicateurs de lagrange afin de
satisfaire les conditions finales que 1'on veut atteindre.

2.2.1. Méth des extrémaux voisins :

A partir d'une trajectoire nominale optimale correspondant & des conditions
initales et finales:

- -
X (t) = Xo

-
y(xgpt) =0

- -
et vérifiant les contraintes courantes C(x ,u) = 0, Pesch considére des perturbations

_) _-) . . . . . . . . ..
dx , et dy. La trajectoire optimale voisine correspondant aux conditions initiales et
finales perturbées sera alors calculée en résolvant le systeme obtenu par linéarisation
des conditions optimales autour de la trajectoire nominale:

o, 7 -
§X = %6;} +Q—t_;.6u (2.19)
dx du
2 - 2 > 37T o T
s% = -0 Hax  OH 5790 6% su 2.20)
ax oxou ax dx
2 — 2 - 7T o T
0= J H_),Sx +a—_)—%.6u +Qi—> OA +a—C_->- Su (2.21)
dudx Ju du Jdu
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— —

2 _o0y = oy
dy = a;).dx + atf.dtf (2.23)

2 =7 2
d (tp) =-a—g.d§’ + Q‘_ﬂ) dv + afﬁ dig (2.24)
0x ox oxot
2 T =T 2 .
0=(a_)3 - 7? ) ;+§°’.d_73+§ayt— .d7 +Q:?.dtf (2.25)
dxdt ot

En considérant l'instant initial comme instant courant, la résolution de ce
systeéme différentiel linéaire par par une méthode paramétrique donne une variation de
commande de la forme:

Su() = ALt Sx () + Ax(D) dY(®) (2.26)

et on obtient une trajectoire optimale voisine de la nominale et correspondant a des

- - .
perturbations 8x (t) et Sy (t) données, si celles ci restent petites.

2.2.2 Méthode de tir direct :

Les méthodes de tir supposent que l'on dispose d'une valeur nominale de

'adjoint initial et du multiplicateur de lagrange. Il s'agira d'intégrer le syst€me
(1.1),(1.34) a partir de valeurs initiales ?o et 7:0 , la commande étant obtenue par
minimisation de I'hamiltonien. Les conditions finales n'étant pas vérifiées a priori, la
procédure utilisée consistera 2 recalculer de fagon itérative 'adjoint initial 7:0 et le

vecteur V jusqu'a ce que les conditions finales soient respectées.

Blank et Shinar proposent en 1978 une méthode appelée méthode de tir direct

qui consiste a résoudre 1'équation implicite

—
-

T
E(Ao,v) = 0 oﬁE:( iy a0 2]“ 2.27)
ox

en minimisant E par la méthode des directions conjuguées.
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Le point sensible de cette méthode viendra du calcul de la matrice de sensibilité
" . C . - - )
des conditions terminales vis 2 vis de variations de A, et de V; c'est & dire la matrice

que nous noterons d'un point de vue formel

9

-

IRV ’_x)f‘j
aXf

(2.28)

(%, .7)

Le calcul de cette matrice sera en général trés sensible aux erreurs numériques.
De plus 1'équation adjointe étant intégrée en sens direct, il sera nécessaire d'avoir une
valrue initiale de I'adjoint relativement proche de la valeur optimale. Si ce n'est pas le
cas, l'intégration peut donner a l'instant final des valeurs trés importantes qui risquent

méme de dépasser les capacités du calculateur.

2.2.3 . Méthode de tir multiple :

Afin d'éviter la divergence die a l'intégration en sens direct du syst¢me adjoint,
Grimm et Berger (1985) recalculent 1'adjoint et 1'état A intervalles réguliers. Le
probleme de tir direct est remplacé par une série de "tirs" définis sur des sous

intervalles de temps [t;;ti,1] et reli€s entre eux par des relations de continuité.

Il s'agira de calculer les paramétres

e~ e -
Xo,xl, 1,X2,)\.2,...,Xf,)\f
N - 2 . ’ N 1
ol X ;,A; sont les valeurs estimées a l'instant t;
tels que
- =
y(xptr) = 0 (2.29)
= (0®
)\,f' —_) =0 (2.30)
ox |
e T~ T 2 - >
C(}\,(),X 1,)\,1,X2,)\.2,...,Xf,7\.f)=0 (2.31)

.. . A .« 4 N - =
ou C représente toutes les conditions de continuité associées i chaque x ;,A et t;.

Ces conditions seront du type:
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tis1
- - fT")‘
X i+l Xi _
N N T dt =0 (2.32)

7\'i+1 A i JH*/dx
t

H* étant 'hamiltonien optimum

- o -
etf*=f (xu*t)

Ces méthodes de tir se révelent plus facile & mettre en ceuvre que les méthodes
de gradient et le volume de calcul requis est relativement peu important. Cependant

. o« e ' - . . v ~ . .
l'estimation initiale de A, et de v sera souvent difficile. Nous n'avons a priori aucune
connaissance de ces valeurs, pour certains cas l'initialisation sera trop €loignée de la
solution optimale et 'algorithme divergera.

2.3.Méthodes fonctionnelles basées sur des linéarisations successives.

2.3.1. Méthode de guasilinéarisation:

Dérivée de la méthode de Newton, la quasilinéarisation a ét€ appliquée des les
années 60 sur des exemples de transfert plan terre-mars.(Mc Gill & Kenneth 1964,
McCue 1967, Tapley & Lewallen 1967).

Cette méthode dont on montre la convergence quadratique (Mc Gill & Kenneth
1966, Leondes & Paines 1968) présente I'avantage de converger rapidement vers la
solution optimale. Ainsi le faible nombre d'itérations compense le colit numérique

relativement important de chaque 1tération.

Supposons que 1'on dispose d'une commande et de la trajectoire nominale
correspondante qui ne soient pas trop éloignées de la solution optimale. Considérons
le systéme obtenu en remplagant, dans les équations d'état et les équations adjointes,
la commande par une commande 3*(?,7:) qui minimise le hamiltonien étant donnés
I'état et l'adjoint nominaux. A priori, les conditions tinales et les équations
différenticlles de 1'état et de l'adjoint ne seront pas vérifiées avec cette nouvelle
commande. Les variations de 1'état, de I'adjoint et éventuellement du multiplicateur de
Lagrange seront alors calculés en résolvant un systeme linéarisé autour de la trajectoire
nominale:



d()_:)- f_’f‘)+)—:)-fi =0 (2.33)

d(%- h_’)")+7?-ﬁ’)" =0 (2.34)

d(?(to) - —)o) + ?(to) - ?0 =0 (2.35)

i(¥)+v =0 (2.36)

d(WT (tg) - 8%]4_ X’T (tp) -Qg =0 (2.37)
ox ax

ot F* et i* sont les seconds membres des équations différentielles état et adjoint dans

lesquels la commande est remplacée par E)*(?,X)) .

Cette méthode permet d'atteindre au moins un minimum local du Hamiltonien.
Elle semble donc trés intéressante pour accélerer la fin de convergence d'une méthode
du premier ordre ou dans le cas ou 1'on dispose de fonctions initiales au voisinage de

l'optimum.

La description détaillée de la quasilinéarisation fera l'objet du chapitre 2.

2.3.2, Pseudolinéarisation et linéarisation par difféomorphisme

Dans le cadre de la linéarisation, nous présentons ici la pseudolinéarisation
(Reboulet & Champetier 1984, Reboulet et al. 1986) et la linéarisation par
difféomorphisme (Claude 1984). Sans étre des méthodes d'optimisation, ce type de
linéarisation peut se révéler trés utile dans le cadre d'un probléme de régulation

optimale.

La linéarisation par immersion et ditfféomorphisme local consiste a transformer

une dynamique linéaire par rapport a la commande du type

-5 - - -

X = ?(x) + G(x).v (2.38)
en une dynamique linéaire contrdlable mise sous la forme:

- -
=F.z + K. (2.39)
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ol F et K se décomposent par bloc de la fagon suivante:
F=(Fy K=Ky

1..0 0
Fi=lo 1| Fui=|o.. 0
XX...X XX...X

F;; est de dimension k;x x; , Fj; de dimension xixx; et K; de dimension x;xn,

les x désignent des termes non déterminés a priori.

La pseudolinéarisation consiste a trouver une transformation non linéaire du
type:

z;= Ti(?) i=1,nx (2.40)

v; = Tmi(?,ﬁ)) i=1nu (2.41)
telle que le systéme linéaire tangent pour le systtme transtormé ne dépend plus du
point de fonctionnement. Cette transformation permet d'avoir des systémes linéaires
tangents indépendants du point de fonctionnement et pourra étre tres utile dans le cas
ol on étudie ces systemes au voisinage d'un point d'équilibre. Cependant le critére
devient d'une grande complexité. De plus, il n'est pas certain qu'il existe une bijection
entre l'espace initial et l'espace linéarisé.

2.4.Calcul d'une commande par retour d'état

2.4.1. Méthode de programmation dynamique différentielle

Le principe de cette méthode, basée sur la théorie de la programmation
dynamique et les équations de Hamilton-Bellman-Jacobi, consiste a approcher par un
développement au premier ou au second ordre, la fonction de cout V autour d'une

trajectoire nominale.

Les termes du développement seront déterminés par intégration a rebours

d'équations adjointes et les variations seront calculées de fagon a vérifier les
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hypothéses du développement. Nous présentons ici la méthode du premier ordre pour
un probléme sans conditions finales.

A

Si nous considérons une commande nominale u (t), 1a trajectoire correspondante

?(t) et le cout correspondant V°. Une variation au premier ordre de ?(t) et de ﬁ)(t)

implique
_ 9V 9 V. 5%
t at( ——)} -
00X
i q{L(?w?,?w?,t) NESERPS —f*<;>+s;>,r:+a?,t>}
Su
3% ax
(2.43)
it avV  d 9V 5% =
sot 'at'at(a)" =
X
) - - a \% -5 o
min - H(x+8x T+5U )+ 0x ?( X,u+8u ,t)
5u ax
(2.44)
Considérons la commande @ telle que
0 = argmin H(;,a—\_/),a),t) (2.45)

0X
. . . ~ - .
Mesurons maintenant la variation de commande non plus par rapport 4 u nominal

_)
mais par rapport 2 I et supposons que cette variation reste du premier ordre.

L'équation précédente devient (en remarquant quea—E =0)

ou
oV 9 oV 5% ~
o at(a } X =
X
min —>{H(5€)~> t)+a—ﬁ~8x §X 8_ T(x ,E,t)} (2.46)
Su - -2
ox ox

Cette équation étant vraie pour toute variation de 1'état du premier ordre, nous avons

les relations suivantes

- %\t“/ (X.) = H(X, 5 0 (2.47)
2

i gt Q%) = 8_E+ Q;\Ly_ t (?’E") (2.48)
0x ox Jx



- 60 -

Si nous définissons la fonction

a= V(?,t) - V°(?,t) (2.49)
ol V est le coiit obtenu avec la commande optimale E)*(t) et V° le colit obtenu avec la
commande nominale, la valeur en t, de cette fonction donne la variation de l'indice de
performance que 1'on veut obtenir : AV désirée = V (Qo,to) - V°(;0,to)

AV désiré = a(ty,)
En remarquant que

?WV=(;+\;°)-§—Y_-;.X
ox
= (z; -L)- 9%? (2.50)
ox
dAVy 30Vy 9V 2o o
dt——) =at_—_> +—_)—E.f(x,u,t) (2.51)
ox dx ) ox

les relations obtenues précédemment s'écrivent

A (H(x N3 -axYy, t)) (2.52)
ox 8x
2
VN L0V (FRE0TR )
ax ax ox
= ( av,g,t) (au premier ordre) (2.53)
ax ox

Ainsi en intégrant ces équations a rebours a partir des conditions finales

a(tp) = 0 (2.54)
e\ -

— () = @(xptp) (2.55)
ax

_)
nous obtenons l'adjoint et une nouvelle commande § qui permettent théoriquement

d'améliorer le colit de a(t,) =V (xo,to) VO(;)o,to). Les hypothéses de variation du
premier ordre impliquent que la variation donnée par a(t,) doit correspondre a la
variation réelle AV obtenue avec la nouvelle commande. Dans le cas ot AV et a(t,)
sont trés différents, il faudra restreindre les variations. Le processus est réitéré tant

que la variation du cofit reste supéricure a une valeur donnée.
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Remarquons que cette méthode ne traite pas les contraintes courantes. Seules les
contraintes du type g(u,t) <0 sont prises en compte dans une modification de la
méthode proposée par Jacobson (1968).

2.4.2 Méthodes utilisant les crochets de Lie

Cette approche (Belghith & Rosset 1984, Bourdache-Siguerdidjane 1987) est
basée sur I'élimination de 1'adjoint & partir des dérivées successives de 1'Hamiltonien
par rapport au temps calculées au moyen de la théorie des crochets de Lie. Cette
méthode concerne les problémes sans contraintes, a temps final fixé et ol la

commande est de méme dimension que 1'état. Elle s'appuie sur le résultat suivant:

Pour les problémes définis précédemment, on montre que la loi de commande

optimale en boucle fermée vérifie une équation aux dérivées partielles du premier ordre
du type:

TN SN
C(x.u5) . a;t +a“—_). = D(x,u%0) (2.56)
0x
NN 2 27 YTy T
cx.ahy = LL Ty e (9L
du? Ju? Ju | du
- PET(of fTaLT 2L 9%f T of 'TaLT | »
D'y = =-S5 - oSS ® S| S
dudt |du du Judt Jdudx du | du
(BL g ofTar aTTTT ()Tt
ouox du ox ou ox l|ou] ou

Cette équation permet de calculer directement la commande optimale par retour
d'état. En particulier dans le cas ou le colit ne dépend pas directement de la

commande, on obtient des équations algébriques.

Le résultat précedent peut &tre retrouvé a partir de 1'équation de Hamilton-

Bellman-Jacobi. La commande optimale en boucle fermée vérifie le systéme :

aa—\t/ + Qy_:.?+L =0 (2.57)
X

(2.58)

1|2
Q |
2=
+
2 |
1]
<
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En différentiant 1'équation (2.57) par rapport & 1'état et I'équation (2.58) par
rapport & I'état et au temps,ona:

v FTRV oV af a?aﬁ’ oL
_,+ —t+t— + +—: 0 (2.59)

dtox ax ax ax du dx | dx

afTe?v av[a2fauw _ o°F |, oL
S ot o oSSt S = (2:69)

du 9x? x| du’?odx 8u8x auax

afT PV v 2T au  9%F ) oL
+ + =0 (2.61)

© ot
35 axat a?Z du? duat| dua
Le résultat (2.36) sera obtenu en éliminant de ces équations les termes
azv oV, WV o 2V azv
atax ax ax

2.4.3. Solution approchées par développement en série

Pour certains systémes, des méthodes ont ét€ développées en utilisant une
approche par développement en séries. Nous citerons les méthodes de Willemstein
(1977), de Rotella et Dauphin-Tanguy (1988) et de Mishne (1990).

Willemstein (1977) étudie une probléeme de commande optimale ou les fonctions
- . . ..
f, L et @ peuvent étre développées en séries de puissances. Il se place au voisinage

d'un point fixe autour duquel ces fonctions peuvent s'écrire sous la forme

- - e e

f = A.x +B.u + F(x,u) (2.62)
—-T - T - - -

L=x .Qx+u .R.u+I(x,u) (2.63)
- T - -

¢ = x¢ M.x¢+ u(xgtp) (2.64)

- . L. - -
ou F, 1 et u contiennent des termes d'ordre supérieur en x et u.

Avec comme hypotheéses : Q =20etR > 0, il montre que la commande et le

colit optimaux peuvent étre développés sous la forme d'une série de puissances :
— -
u*=u* (x t)+u* (x t)+u* (x,t) + ..

=130+ 170G 0+ 17X +
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=0 - @) , . - =) - 2) -
ol u* (x,t)et J sontles termes d'ordre i en x et u* (x,t)et J (x,t) les
solutions du probléme linéaire quadratique approché.

—=(1) > 1T -

u* (x,t) = -R B K.x (2.65)
2) » -

J (x,t)= x K X (2.66)

La matrice K est la solution de 1'équation différentielle de RICCATI . Les termes
d'ordre supérieur pourront étre calculés de fagon récursive. Ces termes seront donnés
par les équations

(m) - (m) _ 1&;‘1 I k) B = (m-k-1)

1 ™MAX T g (u"l‘(
1 k1)
- % P
k=2

L2 5T - (mk)
208 T R

- (m/2)T —(m/2) (m)
-u* R u* -1 m=3,4,... (2.67)

= (k) -1, T &k+eDT kil OT . k-i+DT  (m)T
uk = %R .(B Jy 4-81%1 J +1u )k=2,3,... (2.68)
i=1

Pour plus de clarté, nous avons adopté ici la notation indicielle pour les dérivées
partielles.

Une autre approche (Rotella & Dauphin-Tanguy 1988) utilise la notation des
tenseurs et les produits de Kronecker pour construire de fagon récursive une
commande optimale par retour d'état de certains systémes. Cette méthode s'applique
aux systemes du type

S o -
x = f(x

(x,t) + G(x 0. u (2.69)

- -
ou f et G sont analytiques en x. Le critére 3 minimiser est le suivant

oo
1 —T - —T -
I= 5 )s Q.s +u .R.u dt (2.70)

(¢}
L= L. . . - 5 o
ou s estun vecteur de sortie, fonction analytique de x : s = h(x,t).
La méthode permet d'obtenir une expression analytique de la commande sous la forme

d'une série infinie:
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-kl

u*(x £ = Z U,.x (2.71)

. . . . —lkl . . -
o U sont des matrices de dimension appropriées et x  la ki®me puissance de x au

sens des produits de Kronecker :

—10

x =1 (2.72)
-kl —ik-1l e —k-1{
X =X x=x®x (2.73)

Par rapport a la méthode de Willemstein ou d'autres méthodes basées sur les
calculs de variations, cette méthode a l'avantage de donner une expression analytique
non linéaire de la commande par retour d'état . En pratique, la commande sous
optimale sera obtenue en tronquant la série a I'ordre m. Bien que le choix de m ne soit
pas un probléme trivial, cette technique permet d'obtenir une expression simple d'une
commande sous optimale en boucle fermée.

Mishne (1990) propose une méthode de résolution pour des systémes
particuliers qui peuvent se mettre sous la forme

I P - -
x =f(x,u,t) +e.g(x) (2.74)

. . . ’ - ~ . . . .o . -
Le probleme d'optimisation considéré consiste & minimiser un critere final J=@(x 4,tp),

- >

sous la contrainte finale y(x 4ty = 0. Cette méthode est basée sur des développements
en £ et suppose que 1'équation de Bellman-Hamilton-Jacobi admet une solution
analytique pour € = 0. La commande optimale, le cofit correspondant et I'adjoint sont

développés en une somme de puissances de €

- o i
V(x,t) = X V(x t)(l) (2.75)
i=
- oo
u() = ZO oM e (2.76)
1=
X)(t) i ~a—V~_)QL el (2.77)
=0 5%

e —
En remplagant f (x ,u”,t) par son développement autour de u*()(t) et en rassemblant
les termes du méme ordre en €, on obtient des équations récursives qui permettent de
calculer la solution optimale & partir de la solution d'ordre zéro obtenue en résolvant le
probléme pour € = (. Les termes d'ordre supérieur seront directement obtenus par:
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tg
t
- t
}"(i) =- a—l‘{j . dt (2.79)
X
t
- -
. Ve 9f = . 9V Of
ol R;= -——_()91. — . um -—_()D ST WD) -
o0x Jdu dx Jdu
-
Vi f = oViny =
-Ei—fi—u.é—;.u (1)(t)-—‘%h- g (2.80)
Jx du ox

2.5.Méthodes paramétriques.

Les méthodes paramétriques consistent & simplifier le probleme avant de le
résoudre. Il s'agira de calculer une approximation de la solution optimale en
remplacant le probléme d'optimisation fonctionnelle par un probléme'd'optimisation
paramétrique.

Il existe principalement deux types de paramétrisation : soit la commande seule
est est paramétrisée, la trajectoire associée i cette commande approchée sera obtenue
par intégration du systeme dynamique, soit la paramétrisation porte aussi sur l'état (et

parfois 'adjoint) et dans ce cas, la trajectoire sera aussi une trajectoire approchée.

. . - N . .
Notations : Dans cette partie nous noterons a le vecteur des parameétres. Sa dimension
sera na (le nombre de parametres).

2.5.1. Paramétrisation de la commande

La premiére série de méthodes consiste & approcher la commande par une
fonction dépendant du temps, d'un certain nombre de paramétres et éventuellement de
I'état, c'est a dire que l'on pose:

g
u

() =u(t,a,x)
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Le probléme d'optimisation fonctionnelle est remplacé par le probléme approché

suivant

N d . e
trouver le vecteur de parametres a qui minimise
tf

u?y:fL(maﬁma?m)m +¢(?mma
to
tout en respectant les contraintes Mi(?f) =0 i=l.nef
R(0) étant défini par X =T (X, 03, X).0) et X(to) = Xo
M; par  Mi(@) =X (ttp)

D'un point de vue théorique, Boudarel et al (1968), ont posé les bases d'une
telle paramétrisation. D'un point de vue pratique, Williamson(1971), Hull (1975),
Peterson et Rader (1981) proposent une commande de type polynomiale

() = § o .t
i=0

2 sera le vecteur formé des coefficients Qij i=1.N, j=l.nu
Le probléme d'optimisation paramétrique est résolu par une méthode du second ordre
(Hull & Edgeman 1975). Rader et Hull (1975) résolvent un probléme d'optimisation
de trajectoire pour un avion de combat avec une commande approchée par une série de
Chebychev d'ordre cing.

Ce type d'approximation est cependant assez limité. Si la commande optimale
est trés non linéaire, il ne sera pas possible de l'approcher par des fonctions aussi

simples et la solution obtenue sera trés éloignée de I'optimale.

Pour obtenir plus de précision, une solution est de découper l'intervalle de
temps en sous intervalles sur lesquels Is commande sera paramétrisée par une fonction
polyndmiale par morceaux:

= .
l_l>(t) = % oy t pour te [, i1 ] j=0.M-1 ,tq=1
i=0

np étant le degré du polymome. Sirisena (1973) utilise des polyndmes de degré deux,
Goh & Teo (1988) de degré zéro. Les parametres a optimiser seront les coefficients
des polyndmes et les instants t; ce qui donne le vecteur

2 = (Qjk,Y) i=L.N . j=1.M . k=l.nu.
Ces parametres seront calculés par des méthodes d'optimisation classiques comme par
exemple celle Davidon-Fletcher-Powell (Sirisena & Tan 1974) ou de Goldfarb-lapidus
(Sirisena & Chou 1976).
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Cette méthode permet de mieux approcher la commande mais le nombre de
parametres peut devenir assez important selon la complexité de la commande optimale.
En effet, il sera alors nécessaire d'augmenter le nombre de sous intervalles ou 1'ordre
des polyndmes si les polyndmes choisis sont trop simples (d'ordre zéro par exemple).
Le nombre de paramétres est alors de

na = (np+1).M.nu
ou np est l'ordre des polyndmes et M le nombre de sous intervalles.

Le probleme de ces méthodes réside dans le choix du nombre de parameétres. En
effet, avoir un approximation assez précise de la commande demande un trés grand
nombre de paramétres, nous perdons ainsi le gain en temps de calcul.A l'inverse, trop
simplifier la forme de la commande nous €loigne de la somution optimale. 1l s'agit de
trouver le bon compromis, ce qui dépent beaucoup de 1'exemple traité.

Pour tenir compte des connaissances que 1'on peut avoir de fagon empirique sur
le systéme étudié, Blank & Shinar (1978) proposent de définir sur chaque sous
intervalle [t;;ti; 1] une commande du type

T

=u(t,x,a)

Menon et al (1987) utilisent cette méthode avec une commande par retour dépendant
de quelques parameétres dans un probléme d'optimisation d'une trajectoire de missile.
Ils proposent une commande du type

e T e

u=u (tax akrvxr)
oll E; et 5(—; sont des fonctions constantes par morceaux, les paramétres a optimiser

seront les caractéristiques de ces fonctions.

Ce type de commande permet de définir une commande par retour, forme
particuli¢rement adaptée pour les problemes de guidage optimal. Cependant la forme
de la commande sera spécifique au probleme traité et l'efficacité de 'approximation

dépendra beaucoup de l'exactitude du modele de commande choisi.

2.5.2. Paramétrisation de l'état, de 1'adjoint et/ou de la commande

La seconde série de méthodes consiste a4 approcher 1'état, 1'adjoint et
éventuellement la commande par des fonctions plus simples définies par des
parametres. Les équation différentielles induisent alors des conditions sur ces
parametres et le probléme consistera & minimiser le critere en respectant ces conditions

ainsi que les contraintes du probléme initial.
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Le probléme approché sera de trouver un vecteur 2 tel que

le critére J soit minimum

les contraintes soient respectées

I'erreur sur 7? -T soit faible
avec O (CR))

X)) = x(a,t)

Mehra & Davis (1972) utilisent une approximation aux différences finies sur les
intervalles [t;,t;+1] en posant

- - - -
Xisl - Xi/ (tis1 - ) = T (XU01) (2.81)

Hargraves & Paris (1987), Ilgenfritz & Gailey (1988) et Betts(1990)
approximent 1'état sur chacun des sous-intervalles par un polyndme d'ordre trois
déterminé par

-

- - - - -
X i+l » Xi, f(X3,up) et f(Xir1,0i41)

L'état sera donné par

- -

X(@) =P () Vte [ttn] (2.82)
= -

avec Pi (ti) =Xj

g -

Pi (tirx1) = Xisl (2.83)

=3 -

Pi(ty) = f(X;,03) (2.84)

> - -

Pi(tis1))  =1(Xis1,u541) (2.85)

Pour minimiser les erreurs sur la dynamique, ils définissent la contrainte suivante

l;i (tm) - f(;()m,ﬁ)m) =0

ol ty, est le milieu du sous intervalle
_}

Xm = Pi(tn)
N ) R .. . . - —
U, Sera SO1t un pal‘amﬁ[l‘e d Opumls@l‘ au meme titre que X et u i

. . . e . — -
soit une approximation linéaire entre uj et u i
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. . . x4
Il s'agira donc de minimiser J ( a ) avec

= S G - -
= (U,X1,01,X2,U02,...,Xf,Uf)

-
(avec éventuellement les upy; )

Suivant le mé&me principe, Hargraves, Johnson, Paris & Rettie (1979)
approchent 1'état par un polynéme de Chebychev tandis que Sheela & Ramamoorthy
(1981) choisissent une approximation de Raleigh-ritz.Les applications sont multiples :
montée en temps minimum, transfert d'orbite, interception, évasion optimale dans un

cas de poursuite...

Une autre transformation du probléme, consiste a se placer dans un espace de
fonctions d'approximation. L'état et la commande seront approchés par une série
d'ordre N et, en utilisant les opérateurs sur cet espace, les équations différentielles
seront remplacées par des équations algébriques sur les termes des séries. Il faudra

alors minimiser
- -
P(a)avec G(a) =

Ces méthodes ont €t€ largement développées dans le domaine linéaire : Stavroulakis &
Tzafestas (1977) et Chen & al (1978) utilisent des séries de Walsh, Hsu & Heng
(1983) des fonctions constantes par morceaux et Paraskevopoulos(1983), des séries
de Chebychev. Betts (1988),Russel & Shampine (1971), Vlassenbroek & Van dooren
(1988) généralisent cette méthode aux systemes non linéaires. Ils posent

U([) = g o . Cl (t) (2.86)

X(1) = § Bi G (2.87)

ou les second membres représentent les séries de chebychev i I'ordre N.

En utilisant les propriétés des polyndomes de Chebychev, l'indice de performance
deviendra

T = Yoty + E Yo(Oty) +

n_

5@, Boto) - § L+ 11) 8a(B.3.10) (2.8%)

ou les v, viennent de la série approchant @

etles 9§, de la séric approchant L



- 170 -

Yo €t 8, seront donnés par:

YalO,t) = %igl (p(i’(cosei),tf).cos nb; (2.89)
SH(B,&) g = %ig L(?(cosei),E)(cosei),tf).cos nd; (2.90)
n=1.M K>M

2i-1 7
9i= _K_E (2.91)

et I'équation dynamique sera remplacée par

=5 FBE.L® + L FEIN.LO @

=1

oll T; vient de l'approximation de T
ﬁ)i(B,&),t) = %(—E,l ?(?(cosei),?(cosei),tf).cos no; (2.93)
1=
n=1.P K>P
i-17m
;= —;(—.—2— (2.94)

Cette derniére équation se traduit, en utilisant l'opérateur dérivée sur les séries, par des

relations entre les coefficients B et o du type
Fp (B,&,t) =0 pourn=1.P+2
Par conséquent le probléme paramétrique est

minimiser J (B’,& )

avec F, (B,&),t) = 0 pourn=1.P+2

Tout le probléme de cette méthode sera d'évaluer jusqu'd quel ordre N, M et P
développer les séries pour que l'approximation soit assez précise sans augmenter de

fagcon importante la dimension des parameétres.
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CONCLUSION: SYNTHESE COMPARATIVE DES DIFFERENTES
" METHODES

Comme nous pouvons le constater apreés cette revue des méthodes
d'optimisation, les approches sont trés nombreuses et sont basées parfois sur des
philosophies trés différentes. Chacune de ces approches présente des qualité€s mais
aussi des limites. Bien qu'il existe quelques études comparatives publiées
antérieurement (Tapley et al. 1967, Blank et Shinar 1982) nous n'avons pas trouvé
dans la littérature de revue compléte récente sur les méthodes de calcul de commande
optimale.

Nous nous proposons d'effectuer une synthése comparative de toutes ces
méthodes. Le but de cette partie sera de donner certains repéres afin de faciliter le
choix d'une méthode pour un probléme donné selon le critere que 1'on privilégie. Les

critéres que nous avons examinés sont les suivants

- simplicité de formulation

- capacité mémoire requise

- domaine de convergence

- vitesse de convergence

- généralité de la méthode et traitement des contraintes
- possibilité de calcul en boucle fermée.

Les méthodes du gradient simple présentent l'avantage d'avoir une grande
robustesse vis a vis de l'initialisation. La formulation de la méthode est relativement
simple mais la vitesse de convergence diminue beaucoup au voisinage de la solution
optimale. Cette vitesse peut cependant étre accélérée par différentes moyens: par des
méthodes de correction du gradient (du type méthode PARTAN en optimisation
paramétrique), en utilisant la minimisation du hamiltonien ou en utilisant des méthodes
du second ordre. Ces méthodes du second ordre ont une trés bonne vitesse de
convergence mais sont trés sensibles a l'initalisation. Ces méthodes peuvent.étre
associées en fin de convergence avec une méthode du premier ordre. L'encombrement
mémoire reste relativement important.

La méthode des extrémaux voisins est relativement complexe & mettre en ccuvre
mais permet pour de petites perturbations autour d'une trajectoire optimale connue

d'obtenir rapidament la nouvelle trajectoire optimale. Cette méthode reste limitée pour
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le calcul d'une trajectoire optimale. Cependant la variation de la commande est obtenue
en fonction des perturbations, cela permet d'envisager son utilisation pour le guidage
dans la mesure ol les perturbations par rapport 4 la trajectoire nominale sont faibles.

Les méthodes de tir sont trés simples & formuler. De plus, lorsque les itérations

portent non plus sur les fonctions mais sur les valeurs 7:0 et V l'algorithme demande
peu de capacité mémoire. Elles sont cependant trés sensibles & l'initialisation de
I'adjoint. Par rapport aux méthodes du gradient, ces méthodes convergent plus
rapidement .

Les méthodes de quasilinéarisation convergent de facon quadratique. Bien que la
formulation est relativement complexe et que le domaine de convergence soit
relativement faible, ces méthodes assurent le calcul d'un optimum local assez
rapidement.

Toutes ces méthodes sont tres générales et traitent des problémes soumis a des
contraintes courantes et finales. La commande obtenue est en général une commande
en boucle ouverte en dehors de la méthode de quasilinéarisation qui donne une
commande qui dépend de I'état mais aussi de’l'adjoint et de 1a méthode de perturbation
qui permet d'obtenir une variation de commande en fonction de la variation de 1'état et
des conditions finales.

Les méthodes par retour d'état ont des champs d'application restreint. En dehors
de la programmation dynamique différentielle qui est une méthode itérative, elles sont
toutes analytiques ce qui permet de calculer directement la solution exacte ou une

approximation de la solution.

La programmation dynamique différentielle présente I'avantage d'€tre plus stable
vis 4 vis de l'intégration du systeme adjoint. De plus cette méthode est simple a
formuler. Sa vitesse de convergence se rapproche de celle des méthodes du second
ordre. Cependant elle ne permet pas de traiter les contraintes de fagon simple sauf
celles du type g(u)<0.

La méthode utilisant les crochets de Lie ne s'applique que pour les systemes
sans contraintes ol l'état et la commande sont de méme dimension. Son champ
d'application reste donc relativement limité mais lorsque I'on peut l'utiliser, on obtient
la solution exacte. La méthode de Willemstein s'applique aux systémes développables

en série de puissances, la méthode des produits de Kronecker aux systemes linéaires
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quadratiques par rapport a la commande et celle de Mishne a des systemes particuliers
ou I'on fait apparaitre un petit coefficient . Par ailleurs, ces méthodes ne traitent pas les
contraintes courantes.

Les méthodes paramétriques peuvent €tre trés simples a mettre en ceuvre. Le
volume de calcul est peu important et se résume méme parfois & la simple résolution
d'équations algébriques. Leur vitesse de convergence dépendra essentiellement de
I'algorithme d'optimisation paramétrique utilisé. Le probléme de ces méthodes sera le
choix d'un type d'approximation et du nombre de paramétres. En effet ce choix
conditionne la qualité et la précision de la solution obtenue. En dehors des

- - = -
paramétrisations du type u = u(x,a,t), la commande sera une commande boucle

ouverte.



Méthode domaine de | vitesse de encombrement contraintes traitées | domaine
convergence | convergence mémoire d'application
gradient 1 trés large faible en fin de important contraintes finales | général B.O.
convergence et courantes

gradient 2 faible rapide important contraintes finales | général B.O.

extrémaux

voisins trés faible rapide moyen contraintes finales | général B.O.
et courantes

methodes

de tir trés faible moyenne faible contraintes finales | général B.O.

quasilinearisation faible rapide important contraintes finales | général B.O.
et courantes

programmation dynamique

différentielle faible rapide faible gw) <0 général B.F.

crochets de Lie calcul analytique direct aucune nu = nx B.F.

série de puissances calcul récursif aucune x = f(x,u)+e.g(x)| B.F.

produits de Kronecker calcul récursif aucune x = f(x)+G(x).u | B.F.

: critere quadratique
paramétrisation de la mémes caractéristiques
commande que la méthode toutes contraintes | général B.F.
d'optimisation paramétrique possible
autres paramétrisation utilisée B.O.
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CHAPITRE 2

METHODE DE QUASILINEARISATION

INTRODUCTION

Le propos de ce chapitre est d'une part de présenter de fagon détaillée les
méthodes de quasilinéarisation, d'autre part de développer une nouvelle variante de la
méthode. Cette méthode sera mise en ceuvre afin de tester certaines caractéristiques sur
des exemples pratiques.

Nous établissons tout d'abord I'historique de la méthode. Aprés avoir rappelé les
résultats généraux relatifs au calcul de 1'optimum de fonctions numériques a variables
vectorielles par la méthode de Newton-Raphson, nous présentons les applications de
cette méthode au calcul de la commande optimale. Les algorithmes développés dans la
littérature a partir de ce principe se divisent en deux groupes: les méthodes de
variations seconde et les méthodes de quasilinéarisation. Nous recensons ces derniéres
et exposons 1'état de l'art.

Dans un cadre général, nous développons une nouvelle variante de la
quasilinéarisation. Nous décrivons en détail chaque étape d'une itération de
l'algorithme. Ces étapes sont principalement le calcul de variations et la résolution du
syst¢tme linéaire ainsi obtenu. Afin d'augmenter le domaine de convergence de
I'algorithme, nous proposons une méthode originale de gestion des itérations. Cette
méthode consiste a rajouter dans le calcul de variations des matrices de contraction
afin de régler le pas de l'algorithme. Cet exposé est enfin complété par I'examen des
diverses possibilités d'initialisation.

Toute cette analyse consiste en fait a valider cette variante de la quasilinéarisation
dans le but d'étudier son applicabilité dans un contexte de guidage. Afin de préciser les
caractéristiques nécessaires pour cette application, nous détaillons le principe de ce

guidage.

Un programme d'optimisation général est élaboré. Ce programme modulable
permet de tester les différentes les possibilités de la méthode exposée et d'analyser sur

des exemples diversifiés le comportement de l'algorithme.
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1.PRINCIPE DE LA METHODE

1.1.Méthode de Newton: résolution de é(?) =0

La méthode de quasilinéarisation est dérivée de la méthode de Newton.
Rappelons que cet algorithme permet de calculer de fagon itérative le zéro d'une
fonction continiiment différentiable 6(2’) de R" dans R". Elle consiste A construire
une suite définie par

7 donné
3(_2)“) + —a-—é—(_z)“) dZ =0 n=012,.. (1.1)
-
oz
7l = Zhadz

-1
Kantorovich (1949) montre que si (86/8?) est définie et continue pour toutv—z9 € B

et si 00/0z satisfait une condition de Lipschitz alors il existe des constantes

. . - .. - .
strictement positives Ky et K; telles que pour 2z dans un voisinage de z ¥, la suite

0

- Z . e ., e -
(z"™) définie par (2.1) et initialisée en z°~ converge vers z . On peut montrer que

cette suite est telle que

120 2" IIg < (K, / 2").d2"

d=Kyll z'-Z°%lg

g . 1t b4 "
Ce théoréme montre que pour z% tel que d<l, la suite converge plus "vite" que toute
suite du type (Kp") ot K est un réel strictement positif et p € [0,1].

Considérons maintenant le probléme qui consiste a trouver le minimum d'une

fonction J(_Z). En appliquant la méthode de Newton 2 la recherche du zéro de 9z,
l'algorithme permet de calculer un minimum local de J. La suite sera dans ce cas
définie par

T 2

o (Z" + oy (—z)“) dz =0 n=012.. (1.2)
dz 9z°

72 =2+ dZ
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Remarquons que it peut aussi étre interprété comme le résultat de la
e \ o : . -
minimisation de 'approximation quadratique de la fonction Jen z™:
-, T34 - =y
1(Z) = J(z“)+——(z“)(z-z")+ (z-z“) -—-—(z-z )
0z 972

(1.3)

Un des premiers théorémes de convergence de cette méthode est di 3 Goldstein
(1965). Il propose l'algorithme suivant

2 -1
Zol o Zn €. —a:J (?“) % (—Z“) (1.4)
0z dz
ou g, esttel que
9] - (9% -1 9]
- en(1-0). 2 (2 )( @) =@
3z 372 8 zZ
< JZ™H-¥ZYH < (1.5)
aJ 3%J kil
e (2 >( — (2 )) = (2"
3z 0z? 9z
1
ae [0,3]
Il montre que si 3 m,M constantes telles que 0 <m < Met
2
Vy.z miylg <37 il DY <MIT I
az2
alors (i) la suite g, est stationnaire égale a 13 partir d'un certain rang

.. . = ..
(ii) la suite z" est monotone décroissante

et converge vers le minimum local de J

En conclusion, l'algorithme de Newton permet sous certaines hypotheses, de
trouver le minimum local d'une fonction réelle a variable vectorielle. Cet algorithme a
une convergence quadratique. Cependant, il est nécessaire pour assurer la
convergence, de l'initialiser par un vecteur qui se trouve au voisinage de la solution, ce
qui veut dire que le domaine de convergence est relativement faible. Nous allons voir
dans quelle mesure cet algorithme a été généralis¢ au probleme de la commande
optimale.
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1.2.0pérateur de Newton-Raphson généralisé.

La méthode de Newton a tout d'abord été développée pour résoudre de fagon
générale un systeme d'équations différentielles non linéaires avec conditions aux deux
bouts (Bellman et Kalaba 1965, Mc Gill et Kenneth 1964). Cette méthode est trouvée
dans la littérature sous le nom d'opérateur de Newton-Raphson généralisée ou de
quasilinéarisation. La généralisation est la suivante. Considérons le systéme vectoriel
différentiel:

3

z - 6(?,0 =0 (1.6)
- -

z(t) =z,

- -

z(tp) = 2,

. . . 2 N . .
Ici, z est une fonction vectorielle de classe C par rapport & une variable scalaire t et g

n n
une fonction non linéaire de R xR dansR .

De la méme fagon que pour, le calcul du zéro d'une fonction vecorielle , on va

calculer le zéro de 1'opérateur [d(.)/dt - a(.,t)] . On définit la suite de fonction (_z)“)

par:
20 donné
N
z -G)(zn) + 6z" -@(—z)“) dzZ = 0 n=0,1,2,... (1.7)
Z
7™ = 2"+ dz

Mc Gill et Kenneth (1963) montrent alors le théoréme suivant:
Si G est continiment différentiable par rapport a z
9G est lipschitzienne par rapport & Z

oz

et 2% est dans un vmsmage de la fonction linéaire c(t)
20 =@z )t + 172)
c( t2t1 22—21 221- 1Z2 ) avec

maxi | z (t) - c(t) < K

alors pour (,-t] assez petit, la suite converge vers z ', unique solution de (2.6)
avec la propriété suivante:
il existe une constante k telle que

2
max;; | 25T < —2}(——(maxill?k+1 _ 7k I)
(1-k)2(nK-+1) :
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Ce théoréme montre la convergence quadratique de la suite de fonctions et
permet de généraliser la méthode aux problémes d'équations différentielles avec

conditions aux deux bouts.
En remarquant que 'équation différentielle du second ordre peut se mettre sous

la forme d'une équation différentielle du premier ordre moyennant I'augmentation de la
. . - . 1 . .
dimension de z, ce théoréme peut s'appliquer aux syst¢mes du premier ordre avec

conditions aux deux bouts du type:

Y
d(z G\(_z),t) =0
Z z
7 S
(0, L) | [t =2
Z
7 5
(0, I,). - )=z,
Z

Or, les équations d'optimalité obtenues par le principe de Pontryagin aboutissent
a un systéme différentiel avec conditions aux deux bouts qui peut parfois étre mis sous
cette forme. Ainsi Mc Gill et Kenneth calculent par cet algorithme la solution de
plusieurs problemes d'optimisation (maximisation de la distance en temps fixé pour un
alunissage, transfert d'orbite en temps minmim). Long (1965) utilise cette méthode
pour calculer une trajectoire d'orbite et constate la trés bonne vitesse de convergence.
Leondes & Paines montrent avec des hypotheses plus restrictives la convergence de la

suite construite pour résoudre:

«Q
Z - 6(?,3,0 =0 (1.9)
- -
z(H) =z,
- -
z(ty) = z

Lo . , on imolicite Y(7.5
ol u est solution d'une fonction implicite Y (z,u,t) = O et peut se metrre sous la

~ - = . L, N .
forme u = u(z,t). IIs généralisent la méthode aux systemes du premier ordre.
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1.3.Application a la commande optimale

Nous avons vu que de fagon générale, on peut résoudre par la quasilinéarisation
des systemes d'équations différentielles du premier ordre avec conditions aux deux
bouts. Reprenons les équations d'optimalité (1.14), (1.15), (1.16) , ces équations

peuvent s'écrire:

*-TRTH =0 (1.10)
i)T+a—Ij(§),7f,ﬁ’,t) =0 (1.11)
ox
gg(?,f,ﬁ’,t) =0 (1.12)
du
od
- =@V = 0 (1.13)
Jx
Vst = 0 (1.14)

De fagon formelle on peut donc appliquer la méthode définie précédemment pour
- d - wd . c1s oo e .
calculer x (t), A(t), u(t) et v qui sera considéré ici comme une fonction constante.
- . . - » . . 't P
u (t) est exprimée en fonction de x (t) et de A(t) par résolution de I'équation implicite

d0H/du =0. Remarquons que les conditions finales ici sont plus complexes que celles
considérées dans les théoremes précédents. La suite des fonctions sera alors définie

par :
>n 2 —5n —-n > a—) - a—f:) -
X -f(x ,u,t) + dx,-—_;dx -—_)du =0 (1.15)
0X ou
< T Q 2 2 _9T
i”‘i_% (s?",i’“,tf“,t) + d5.)+ a_g dx + iH dﬁ’+a—i d7: =0 (1.16)
ox ox - 9xou ox
2 2 “)T
Q%(?n,—fn,ffn,t) + iH_) dx + a_g du +a—£- dx = 0 (1.17)
Ju Juox du du
2 -
(DT T
Xm(tf)—@—— (?nf,vn,tf) + d‘j\.’f-a—q)d?f+é\£‘ dv = 0 (2.18)
- -2 —
ox ox ox
a—)
vE ) + —‘i’)d?f =0 (2.19)

0x
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La résolution de ce systéme linéaire nous permet d'obtenir les termes suivant de la
suite de fonctions:

—n+l —n -
X =X +dx
=n+l  on =
A=A +dA
—n+l  —n -
u =u +du
—n+l  -n -
vV =V +dv

Pour étre tout a fait rigoureux, il faudrait généraliser les théorémes précédents a
ce type de problémes. Mitter (1966) par une autre démarche définit de fagon rigoureuse
la démarche de Newton. Cette démarche se rapproche de celle signalée dans le
paragraphe 2.1. pour la recherche du minimum d'une fonction numérique & variables
vectorielles. Cette approche est similaire aux méthodes du second ordre (Mitter 1966)
détaillées au chapitre 1. La différence vient de la nature des nominales. Pour la
méthode du second ordre, les nominales vérifient les conditions du premier ordre, ce
qui n'est pas le cas dans les hypothéses de la méthode de quasilinéarisation.

traitemen ntraintes:

Miele (1974) propose un algorithme basé sur la philosophie de la
quasilinéarisation pour résoudre des problémes de commande optimale soumis a des
contraintes égalités du type

a(?,ﬁ,t) =0 avec a—é # 0
du
- T
Pour traiter des contraintes, il définit le Hamiltonien augmenté H=H + E C . Aux
équations (2.15), (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19) (ou H est remplacé par le

. . , [ . . . s t .
hamiltonien augmenté et on il faut tenir compte des variation de [) s'ajoute une

équation:
C’(?n,l—fn,t) + Q—(_i dx + Qé dﬁ’ =0 (1.20)
X ou

Remarquons que la minimisation de 'Hamiltonien n'est pas menée directement,

elle sera assurée par

oH
-—_)—:() (1.21)
du
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2
Jd H . .
dans la mesure ot —; < 0. Ce qu'il faudra vérifier en fin de convergence.

ou

Nous nous proposons de développer une variante de la méthode de
quasilinéarisation ol nous intégrerons la minimisation de I'Hamiltonien. Ceite nouvelle
variante traitera des contraintes inégalité courantes dépendant de 1'état et de la
commande.
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2. DEVELOPPEMENT D'UNE NOUVELLE VARIANTE

2.1.Présentation générale

Considérons le probleme de la commande optimale avee instant finale fixé eten
présence de contraintes inégalité du typc:
- -
Ci(U,X)S() i=1l.nc (2.1)

avee ne contraintes . <y,

et nous poscrons ['hypothese suivante:

Vi %g¢(,)claci

A= =0 Vizi (2.2)
U OUg
Pour plus de clarté, nous avons associ¢  chacune des contraintes le méme indice
. - >
que celui de la commande sur laquelle clle s'applique. Dans ce cas dC/du sera une
matrice diagonale. Nous noterons J Pensemble des indices correspondant aux

contraintes saturées n'annulant pas oCi/du;.

. . : . . . - kY ‘
Considérons des fonctions ¢tat ¢t adjoint nominales x ¢t A données
correspondant & une commande nominale donnée u et qui ne vérifient pas
nécessairement les conditions initiales et linales. Supposons qu'il existe une fonction
F Ly = . . L b . . .
u (x,A), diftérentiable par rapport & x ¢t A, telle que pour ces fonctions nominales
(non optimales), fe hamiltonicn soit minimis¢ compte wenu des contraintes imposées.

> . hacd hucd ~ N -
Dans ce cas, saul' si u=u auquel cas e probleme est déja résolu, nous aurons:

o7 j‘?(l),?\(l),l) £ 0 (2.3)
> A J
A - h (x(OAWD) =0 (2.4)
ol TEoxon = 7( fi’(l),?:(?,i%),l)
- = JHY 5 S 5o
et W (X000 = - (4,, (x(l),l (x.M,t)
9x

JH (aC V' oc |

+ — R S

| L -
adu Jdu ax restreint aJ
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- -

X([(,) - Xy # 0 (2.5)

- >

WXty # 0 (2.6)

- = Ky # 0 2.7)
0x

Co e —*
La commande qui minimise H sera définie par u - telle que

N
pour Uopt = (Ugpy) = (argmin H)
4 ) N
Ui = Ugpy st Gi(X,ugpy) =0
S _—_) .
U = Arg (Gi(x,up =0) sinon

A chaque itération, le domaine de saturation des contraintes sera déterminé afin

de définir le sysitme adjoint correspondant.

Nous nous proposons d'appliquer lu méthode de Newton-Raphson généralisée

pour résoudre ces Squations. L'algorithme que nous allons développer consistera a
. e . . - . =L

calculer de fagon itérative les fonctions x, A ¢t le muftiplicateur v qui vérifieront ces

équations. Une itération sc fera en deux Stapes. La premicre consistera a caleuler les

équations dc vartations, la scconde Stape & résoudre le probleme linéarisé. Nous

proposcrons une manicre particulicre de gérer les itérations ¢t nous exposerons les

possibilités d'initialiser Falgorithme.

Notations : Nous appelierons désormais "itération” l'ensemble des opérations
nécessaires au caleul d'un terme de la suite. Ainst Fiération N correspond au caleul du
terme N de la suite. Pour plus de clarté, nous ne noterons pas les indices
correspondant 3 unc itération. Les variations d'une itération 4 lauue  seront notées

8%, Sk et 8V .

2.2.Description d'une itération

Comme nous l'avons signalé, une itdration necessitera deux ¢tapes. La premicre
€tape consistera a caleuler e systeme de variations, la seconde & résoudre le sysieme
ainsi obtenu. Nous verrons que cette derniere donnera ficu & plusicurs algorithmes

possibles.
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variation

Appliquons le principe de la méthode de Newton-Raphson généralisé. Les

variations des fonctions sont données par:

G ROX00) +dZTF0XM0.1)) =0 2.8)
(28" Ro.Xw.0) +d(F-E @OXw0)) =0 2.9)

?(to) - 3?0) + d(?(to) - —90) =0 (2.10)
(VRw) +d(¥& ) =0 @.11)
(x (t)-0DRX (X (1), tf,v))+d(1’T(tf)-a¢/a§ (?(tf),tf,v’)): 0

(2.12)

Nous distinguerons les variations sur la dynamique et celles sur les contraintes.

alcul variations sur la dynamique

. . g 3 " : " A
En supposant que les variations 6x et A sont assez "petites" pour &tre

assimilées a des variations du premier ordre, nous aurons :

ce qui donne :

8% =dx
5% =dX
* _)*
i3 - T Rorw.)) =dx - 2L ax - Q—_;.di)
0x oA
d(% - B (Roxo.0)=dr - ald? . al_).dif
x oA
—* —y*
6;) = %6? + 8—1—853 + ( ? (;),73) -;)) (2.13)
ax oA
S an e : K\
oA = -aL_)S;} + 8%87&) + ( it (—;,7) -k) (2.14)
dx oA



-90 -

Sur les intervalles oti les contraintes ne sont pas saturées, nous aurons:

ox 9% oulaw?) avow e
_OF ('HY! 7T

Y aﬁ"(aﬁ’z Er

3h _9H OoH [aZHT 9’H

of _af ﬁ(@zﬁ]l o’'H

(2.16)

(2.1)

a% 9%’ awow low) avox
o 9f T

et et (2.18)
oA ox

Sur les intervalles ou les confraintes sont saturées:

*

ot ot _ a7 (&Y' a8 -
9% ox oulow) ox

Yl

-———=O (2.20)
-

o

oh _ 'H _ 3'H (aCY'al  aCT(aCY' oH
3% 0%’ oXau lon) ox ox low) ouwox

'@FWEE@

(2.21)

ax lav) lavlan) ox
o of T
ot .. (2.22)
oA ox

Calculs de variations sur les conditions initiales et finales

On calcule, de 1a méme fagon que pour la dynamique, les variations au premier

ordre sur les condition initiales et finales.

A l'instant initial, nous avons :

d( ?(to) - ?O) = d?(to) (2.23)
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A l'instant final, nous avons :

(_)) dx(tf) (2.24)
=T

ax (t5) - ol d)\,(tf) QBdX(tf) a_\u_ dv (2.25)
ax Bx ax

Ce qui donne les équations suivantes :

83?(t0) + ( i’(to) - ?o) =0 (2.26)
N s + (7) = 0 @7
Jx

2 =

shi-2L28%w- Y v {2 w-2 =0  am

-2 -
ox ox ax

Il s'agit maintenant de résoudre le syst¢tme d'équations différentielles linéaires

'~ formé par les équations (2.13), (2.14), (2.26), (2.27) et (2.28).

2.2.2 Résolution du systeme différentiel linéarisé

Les méthodes utilisées dans la littérature pour résoudre ce systeme sont
nombreuses (Dyer, Mc Reynolds 1970, Keller 1976). La plus classique de ces
méthodes utilise la matrice de transition. La solution obtenue dépendra de cette matrice
et de parametres déterminés a partir des conditions finales. Cette matrice pourra &tre
calculée soit par intégration d'une équation différentielle matricielle soit par
perturbation des conditions initiales. Cette derni€re approche correspond au calcul
direct des sensibilités des conditions finales par rapport aux conditions initiales. Nous
signalerons enfin une méthode qui s'inspire de la résolution de Kallman pour les
problémes linéaires quadratiques. Celle-ci aboutit aux équations différentielles
matricielles de RICCATL
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Résolution par la matri ransition

Considérons T, la matrice de transition directe du systéme lin€aris€ définie par:

Q
el

o
-
T = 8)_() . T (2.29)
oh* o
9x on
T(to) = Ipn, (matrice identité de R*™)

QY
A

alors la solution est donnée par

6;(0 = T(t).(zj + 8;%) (2.30)
SA (1) b) |8

- -
3x P(t) et SAP(t) sont les solutions du systéme complet pour des conditions initiales

données que nous préciserons plus loin. ?1) et _b) sont des parameétres qui seront
déterminés par les conditions initiales (2.26) d'une part et finales (2.27), (2.28)
d'autre part. En posant:

§xP(to) = Xo- X(to) (2.31)
BXP(%) =0 (2.32)

et en tenant compte de 1'équation (2.47), nous obtenons directement

=0 (2.33)
S-i(to) : (2.34)

ol e

Ce choix de conditions initiales pour la solution particuliere permet de simplifier les

calculs. En effet, si nous adoptons la notation par blocs :

T (t) Tiz (V)
T = (13 15 ® @:3)

nous remarquons que seules les sous matrices T et Ty, sont nécessaires au calcul de

la solution. Nous ne calculerons donc que la "moitié" de la matrice de transition.
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A l'instant final nous avons alors:

b d O —)P
Si(tf) = T(tp) ( - ) + Si () (2.36)
Sh(to) SM(to)) | 8RP(y)
En tenant compte des équations (2.27), (2.28), nous avons:
-
W. SASO) =5v+ (2.37)
Y
2 -
T
S, Ti2(t)-Tao(ty) ﬂ_}
avec W = ox R ox (2.38)
d
T 0
ox
2
T
shP(ty) - L2 5XR(t) + Rt - 22
) . -
N ox _ ox
et w = (2.39)

a -3
—
- sXe(y) - v
_)
ox

On retrouve parfois dans la littérature, cette méthode sous le nom de "méthode de
superposition”. En effet, calculer T, et Ty, revient a calculer les nx solutions du
systtme homogene correspondant aux nx conditions initiales suivantes :

X '(ty) =0
SAi(ty) = (0, ... ,0,1,0, .. O)T
T

i¢éme composante

La solution générale du systeme sera alors donnée par la superposition de ces
solutions et de la solution du syst¢me complet pour les conditions initiales définies

précédemment.
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8?(1): 8;"0) + “g OAoi .S?i(t) (2.40)
67:([) = SAP() + El Oy .67\”(1) (2.41)

Résolution par la méthode des sensibilités directes

Remarquons que les matrices Tya(tp) et Taa(tp) ne sont autres que les matrices

—_
aXf
et —

N
Ao d

J
—

e
Ao

o5

iy . . - = « . .
qui sont les sensibilités des valeurs finales x (1) ¢t A(1y) par rapport & une¢ variation de
la valeur initale de 'adjoint. En utilisant cette interprétation, nous pouvons calculer des
valeurs approchées de Ta(l) et Toa(ty) par caleul de sensibilités.

- — - i
Considérons des valeurs initiales nominales x , ¢t A, ¢t une variation A, donnée par:
D < -
OA, = (0, ... 0,040, ... L

- —
Considérons les valeurs finales x et Ay obtenues & partir des valeurs nominales et
.. . N . - - - 1 .
celles obtenues par intégration d partir des valeurs x, ¢t A+ 8A,,, du systéme
différentiel non lindaire formé par les cquation d'état et les ¢quations adjointes. Nous
N — - i b T i LA bud .
noterons ces dernidres x p+ Ox ' et A+ OA . Alors, st Ox et OA  sont petits, nous

aurons :

- 7

aXf OXy
- = (2.42)

axm Olm

- )

(’)7\-1 b )\ ['l
= - (2.43)

Ao OAoi

Ainsi nous pourrons calculer Tpa(t) et Ty pur nx+1 intégratons directes du
_.)
systéme non linéaire formé par 'élat et Fadjoint & condition gue les valeuars de 8x yet

-—> . .
S A ¢ soient petits.

L'avantage de ceue méthode réside dans fa diminution du nombre d'opérations

numériques pour e caleul des matriees T 00 v ooty Eneflet pour Tu méthode
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précedente, il était nécessaire de calculer & chaque instant la matrice du systéme
linéarisé & partir des fonctions état et adjoint de 1'itération précédente, ce qui implique
un temps de calcul important pour l'itération. Pour la méthode des sensibilités, il suffit
de ny + 1 intégrations directes pour obtenir Ty5(ty) et Tyy(tp).

Résolution par 1 uation RICCATI

Cette méthode de résolution s'inspire de la méthode développée par Mitter pour
les variations secondes. L'intérét de cette méthode réside dans le fait que les

. P . . . - e
intégrations d'équations différentielles nécessaires au calcul des variations 8x , A et

-
dv sont stables. Nous présentons tout d'abord cette approche appliquée au contexte de

la quasilinéarisation, nous discuterons ensuite des limites de cette approche.

. s _(R@® SOT\ (5x®) (K
Si nous posons ( 0 }"(S(t) Y0, )[87 }(4) (2.44)

c

les équations (2.27) et (2.28) imposent

2

D
R(ty) = =, (2.45)
ax
a——)
S(ty) = —I_V) (2.46)
ox
Q) =0 (2.47)
ot
Kty ='(7¥)f'___)) (2.48)
ox
_&)(tf) = ﬁ (2.49)

. - 'Y .
En dérivant (2.44) et en remplagant 8x et A par leurs expressions, nous obtenons

s . oo . . . . . —> —>
des équations différentielles matricielles qui déterminent R, S, Q, | et ©:

- — - —
o * *T * *
R+R.8L+ai .R+R.Qf—.R—QD— =0 (2.50)
- - - -
0x 0x oA ox
ofF  of*T
S+S.|—+ —R|=0 (2.51)

3x  on
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o L Of
Q+ S.~_9.ST =0 (2.52)
oA
- —
% 0,
ﬁ’ + Qf:T + R.Qf:t ﬁ) + R.(f’)“-)_z5 - (—3"-73) =0 (2.53)
ox oA
* 0,
G+S a—i—ﬁ + (_”)‘?) =0 (2.54)
A

. . ’ . 1 . . . -

L'intégration en sens inverse de ces équations permet alors d'obtenir la variation dv
. . L . . - -

directement en fonction de la variation des contraintes finales Ay = -y et de la

variation des conditions initiales 8x

-1
8% = Qt) (5(t).5% 0 - ¥) (2.55)
Condition de validité de la méthode :

Pour valider cette méthode, il faudra s'assurer de l'existence d'une solution R
définie positive a I'équation (2.72). Cette existence sera assurée sous les conditions
supplémentaires :

2

—— définie positive
-2

ox

-
oh* e e ..
—, semi définie positive

ox

. 2 2 e . o ..
(la condition d"H/du” définie positive est contenue implicitement dans le fait de
calculer de la commande par minimisation de H). Ces conditions seront en général
difficile a vérifier sauf lorsque les fonctions se trouvent dans le voisinage d'un

minimum local.

Ce type de résolution sera donc trés limité dans le cadre de notre méthode de
quasilinéarisation. Sauf dans les cas ou nous serons sirs de l'existence de R, la
résolution par matrices de Riccati ne sera pas envisageable. Nous signalerons a ce

propos la méthode de Talwar et Sivan (1989) pour certains cas particuliers. Ces cas
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particuliers correspondent aux systémes linéaires quadratiques par rapport a la
commande et non linéaires par rapport a 1'état définis par les équations:

KN
X = ?()_c)(t),t) + B.ﬁ) (2.56)
t
J = f(L(?(t),t ) + IE.E)T.R.G))dt + (p(;)f,tf) (2.57))
to

Talwar et al.ont isolé dans ce cas, le facteur de divergence des équations de
Riccati et proposent une méthode dérivée de la méthode de Newton-Raphson, avec
résolution par les équations différentielles de Riccati.

2.2.3.Domaine de validité et généralisation
Validité de 1la méthode:

Comme nous 1'avons indiqué au début du développement de la méthode, une des
conditions imposées a l'application de cette méthode est la minimisation du
Hamiltonien. Cette méthode s'applique donc lorsqu'il est possible de calculer
simplement la commande qui minimise le Hamiltonien, en particulier lorsque nous
disposons d'une expression analytique de cette derniere. En général, u* sera obtenue

en résolvant dans le domaine d'admissibilité de la commande 1'équation implicite:

L'existence d'une commande optimale différentiable implique dans le cas ou il

) . . o 2 22
n'existe pas de contraintes courantes, l'inversibilité de d H/ou .

Dans le cas de contraintes courantes égalité, en particulier lors de saturation de
contraintes inégalité, le calcul de ce minimum revient & résoudre par rapport a U et a ff
le systeme d'équations implicites :

o _

ou

C=0
L'hypotheése d'inversibilité précédente est alors remplacée par l'hypothese

. 2 -2 —_ _
d'inversibilité de @ H/Ou et dedC/ou.

0
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Bien que le traitement direct des contraintes d'inégalité que nous avons
développé s'applique a un cas un peu particulier, la transformation en contraintes
intégrales signalée au premier chapitre nous permet d'envisager l'application de notre
méthode a des problémes sousmis 2 des contraintes courantes de forme trés générales.

Problémes a temps final libre:

Nous avons étudi€, jusqu'a présent, le probléme a temps terminal fixé. Pour le
cas ol tf est libre, en particulier pour les problémes de temps minimum, le temps
devient un élément a optimiser au méme titre que les commandes. Nous avons une

condition d'optimalité supplémentaire donnée par la condition de transversalité:
oo
( HR,0%X,0 + 3-(X,t.v) ) =0 (2.58)

Le calcul de variation devra tenir compte de cette condition et les équations de

variation sont de plus modifi€es par la variation de l'instant final. Nous aurons alors:

d;()f = 6?‘-‘"’ ?(tf) : 6[{ (2.59)

dff = 87:f+ f(tf) . Otg (2.60)
Y -

’a_\II'S?(tf) + %\J’{.Stf +\|_f = 0 (2.61)
- t

ax

o’d oy 3D

o 8x( + W = ?(ta X |3

ox’ o0x

L0 - & ) - = (2.62)

ax

oH gt (D + fTa_ED 8x(tf) %¥+a%.—fg .d;)
ax ax ox >

1(0?°®T 9%°® 5\ (9gH 0°®\=> 9%
+?. o +T.x —_)+ = Xf+—2—.dtf
Oxot  ox? 0x  oxot at

T
(H+a§:) -'\T(K)f-ag]— 0 (2.63)

ox



Le systeme linéaire (2.37) devient ici
2
ox

T12(tf)

\ é’i

%1

ax

ox

R - 4 (0dY »
ou m=*d—t —: -Af
ax
R
- d\p
n=*d‘t-
5 T T
0x  oOw9x
7N, Ny
ox
26T
a=(7T[2
oxot

Cas particulier :

D
Tz'T 12(te)-T22(tf)

-99 -

ox

-

fi

-@-%.SQP(tf) - \|7

D ?H_
J g

ox

dH
ox

=l

(5 p(tf)—5xp(tf)+(7»(tf) - )\

Odq

- —

ov |~
Stf

o /

b\ 320
+ — Xf+ EY Y
ox ot ot

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

Si on suppose que les dynamiques sont vérifiées et que seules les conditions

terminales ne sont pas encore réalisées, on aura (cf annexe 1):

X =P

* = E,%)

Ml =m

i=n
0 do
at (H'l"‘—‘)

et la matrice (2.64) sera symétrique.

(2.71)
(2.72)

(2.73)
(2.74)

(2.75)
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Contraintes intégrales:
Dans le cas ou il y a des contraintes intégrales du type

te
E(X(te),t) + J M(X(),u®),0dt = 0
t5

Nous définissons une nouvelle variable d'état a telle que

a=M (X(),0(0),0
a(ty) =0
a(t) +EX(t)t) =0

le Hamiltonien et les conditions finales sur 1'adjoint deviennent

H= L&KM, 00,0 + A EED),80,0+LMX ©),0(0,0
- T =T —
A(ty) =g avecd>=(p+vT.\|f +u.§

0x

. Y " . . .
On a alors u* fonction de ?,k,u, et t et les équation de variations sont:

- — —

=t 5 400 B% P By - TF
5 on I

— — —

87?:@.6;) +a—t§.87:+%h—*.8u-(i’-h—’)")
ox oA H

5= M g% + M 57 M
i o I

=0

V(X)) +dy (Xt =0
= T —> T
k([f)-aig +d )\([f)-a_(i" =0
dx dx
o0d 0d
(H+—a—t)+d(H+3[_)=()

(atp+ eRpan) +d (a+ e t) =0

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)
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Au premier ordre on trouve:

%
{J+QE d?l +T diy=40 (2.84)
Dx
op " PR s or 2p T
Ke- = [+ dk- = -y -5 du-—-——a diy =0
Ix ox > ax ax NOx
(2.85)

2 - T
(H'i-a-;l[)) (aH'}- aq:.dxt‘-i-f d}\.l-*-(M +£)

dx ANIX
a\y = (gH a2
+50 dv (—a—l— 02 jdf =0 (2.86)
Ot 0
(a+g)+ ‘(‘i'.d;(_)l‘-*'du{-*-%?dl[ =0 (2.87)
Jdx
Soit & l'instant final;
/a}d) 8\47"' dt d(od 7? \
) it )
ax2 ax  ox  lox .
— 5 ;
0 Ny Ly "
0 = _)—9 dl dv
-8a Jx
du
0 J ° (d&
L0 0 s du
- di
dx
\ DR R o
- Jb!
v _—f
Jx
+ \T; (2.88)
(u+8)
B

° (08 0F -
ol ﬁ2:u+((__é+_51]

~

m est donnd par (2.68)
mpar (2.67)
o par (2.09)
B par (2.70)
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2.3. Gestion des itérations

2.3.1. Etude de la convergence

Si les premiéres applications de la méthode de quasilin€arisation (Long 1965,
Tapley et al. 1967, Mc Cue 1967) font apparaitre une grande vitesse de convergence,
elles révelent aussi la grande sensibilité de la méthode a l'initialisation: le domaine de
convergence de la méthode est trés faible. Il est donc trés important de trouver une
initialisation assez proche de I'optimum ce qui se révele relativement délicat. Plusieurs
solutions peuvent &tre envisagées dans le but d'augmenter ce domaine.

Dans une premiére étude théorique menée sur la résolution des systeémes
différentiels du second ordre avec contidions initiales et finale (cf.2.2) Leondes
&Paines (1968) proposent de modifier la suite de fonctions Z (nous repernons ici la
notation du paragraphe 2.2) en introduisant un facteur correctif qui permet d'élargir le
domaine d'initialisation de la méthode. La suite sera calculée par:

20 = 270 + a.dZ()

ou o est un scalaire compris entre O et 1, constant égal a 1 & partir d'un certain N fixé.
Il montrent que la convergence est encore assurée et ceci pour des fonctions initiales
prises dans un plus grand voisinage de la solution, mais cette convergence n'est plus
quadratique (tant que « est différent de 1). Ainsi 'augmentation du domaine de

convergence se fera au détriment de la rapidité. En particulier on peut montrer que dans

ce cas la suite modifiée vérifie, si G est lipschitzienne:

max;, 12" () -z (1) ] < %.(1 + a2K+1)-k(1-0)) maxi ) z(0) - ™ (©) |

ot ket K sont les mémes constantes que celles du théoréme de Mc Gill (1963) cité
en 1.2.

Les courbes 1—1_(-1;.(1 + 0(2K+1)-k(1-a0)) = 1 sont données sur la figure suivante pour

différentes valeurs de o.
Ainsi lorsque o tend vers (), on peut constater que le domaine de convergence,

ici "mesuré" par le couple (k,K) est plus grand mais la valeur de la contraction
augmente, ce qui diminue la vitesse de convergence.
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Miele (1974) suit le méme raisonnement en réactualisant les fonctions ?(t), ﬁ)(t)
et A de la méme fagon, les variations &(.) étant obtenues par la résolution des
équations (2.29) a (2.33). Une seconde approche consistera & trouver la meilleure
initalisation possible & partir de données nominales. Cette dernieére approche ne permet
pas d'augmenter le domaine de convergence, nous la développerons ultérieurement.

Nous proposons dans ce paragraphe un nouveau point de vue: le fait de partir
d'une trajectoire "proche de l'optimale" revient a dire que les erreurs tant sur la
dynamique que sur les conditions finales sont faibles. Le rattrapage de ces erreurs se
fera par une variation du premier ordre. Dans le cas ou ces erreurs restent trop

importantes, 1'idée consiste a ne corriger qu'une partie de ces erreurs. Nous
introduisons les matrices diagonales:

Eq = diag(eq;) ou ege [0,1]
E. = diag(e:;) ou g€ [0,1]

qui permettront de régler ces corrections.
Les variations modifiées seront alors

- pour la dynamique :

=0 (2.89)

}io ><l,o
:':»-*L ]
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- pour les contraintes :

X (to)-Xo X (to)-X o
— -
\VBCD + E. . Watb =0 (2.90)
Xt)— X(t)—
X X

Le cas o Eq=1 et E.=I correspond au cas ol les hypothéses de petites variations

sont vérifiées.

Pour ne pas perdre l'avantage que donne la méthode par sa vitesse de
convergence, les matrices devront tre calculées de telle fagon qu'a partir d'un certain
nombre d'itérations on ait Eq=1 et E.=I, ou I représente la matrice identité de
dimension correspondante. En effet, les propriétés de convergence quadratique ne sont
valables que pour ce cas.

Ces matrices permettront au début de I'algorithme de se rapprocher du domaine
de convergence. Si nous considérons, de 1a méme fagon que Miele, le critére suivant:

ty
—9

Q= J 1 R-FRHE A0 2 + 1 A-Re(R R0 IPdt
o

PRt 12+ 1A (1)- aib(;?f,tf,v) 112

ax

ce critére représente la mesure cumulée des erreurs par rapport aux conditions

. .. . > o7 - .
optimales. Une variation au premier ordre de 8x, 8A et v donnera une variation 6Q

telle que
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Soit, en remplagant les variations d[.] par - Eg.|.] ou - E..[.] :

8Q=- J 1 XTHE T g + 1 R-RHRT ) g de

S b
MW E ) e - L ()- -:(;)tuln‘j) [
ax

Eai1. Eqa, Eci et Egp représentent les matrices partielles correspondant respectivement
aux variations de la dynamique de I'élat, a celles de fa dynamique de I'adjoint, a celles
des contraintes sur I'état et & celles des contraintes finales sur 'adjoint.en restant dans
les hypotheses de 'approximation du premicr ordre, l'introduction de ces matrices
permet donc d'assurer unce diminution de Terreur dans une "direction” donnée et
d'atteindre le domaine de convergence de ta méthode de quasilindarisation .

N

‘ N
Il s’agit maintenant de caleuler les suites Ey - et Ee telles que:

N

imE; =1
, N
imE; =1

N N . .
ou E estlasuite des matrices E - au cours des itérations.

2.3.2. Calcul des matrices de contraction

Nous avons vu que le choix des matrices E conditionne la vitesse de

convergence de Falgorithme. Ce choix est done ties important.
Afin d'estimer 'erreur par rapport aux conditions optimales, nous considérons
- - PR
les vecteurs py et pe délinis par

—

Pai = mMux I,\i NN ,)l i= Loy

0 . ~
Pai = leXl I}\-i - hy o ,\‘(l),)x(l).l )I (= nx+/1,2nx

fl

hicx ool
Wil x ()LL) i=lanef

g -
}\1( ) - X (phy) [ = nof+lncf+ny
(),\'i

P

I

Pei
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Soit les erreurs globales maximales autorisées donéées par Rgmax €t Remax » On impose

nx % nx ° *
'): maxlx1 f; 1+ .Zlmaxtl Ai - byl < Rgmax
=1 i=

nx oD
j§1 ' Vi [+ jEI l }\'i(tf) - 'a‘i: I < Remax

Nous poserons alors :

E4 = diag (g; ) avec

g = (XiB‘g' [}){2 20
Pdi

g =1 %‘: < O

E. = diag (g; ) avec

g = (Xi& si %‘i = 04
Pei ¢

g =1 si pR“ <y

C

Les coefficients o; sont égaux a 1, ils pourront étre modifiés lors des itérations
pour affiner le réglage des variations. Cette méthode permet en quelque sorte de
normaliser le systéme linéarisé en tenant compte des erreurs sur les dynamiques et les
conditions finales. De plus, si les fonctions se rapprochent de la solution au cours des
itérations successives la diminution des erreurs implique qu’a partir d'un certain
nombre d'itérations E.=letE.=1.

Nous supposerons alors atteint le domaine de convergence de la méthode de
quasilinéarisation classique. La convergence sera considérée comme acquise lorsque
nous aurons

Pdi 1 ot pdl<‘c vi avec T<1
Ry Ry
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2.4.Recherche d'une '"bonne'" initialisation

Comme nous 1'avons signalé précédemment, la méthode étant relativement

sensible a l'initalisation, le choix des nominales est trés important. Le probléme de
—_

l'initialisation sera essentiellement I'estimation du vecteur v et de la fonction adjointe

nominale. Nous proposons ici, différentes méthodes.

La premi¢re méthode envisagée pour l'adjoint sera simplement 'intégration de
. . e . - - - ,
I'équation différentielle a rebours a partir des conditions finales, x , u et v étant

donnés.

Une seconde méthode sera d'estimer 1'adjoint initial et d'intégrer, en sens direct,

- -
le systtme différentiel en x et A, la commande étant calculée par minimisation de
I'hamiltonien. Le probléme de l'initialisation de 1'adjoint optimal pourra étre résolu en
utilisant la transformation commande-adjoint proposée par Dixon et al. (1981). Comme

—
dans l'initialisation précédente, il sera nécessaire d'estimer le multiplicateur v .

Une troisieme méthode d'initialisation sera proposée (Yeo 1975). Elle repose sur
la minimisation des erreurs sur l'adjoint et des conditions finales, étant donnés une

commande et une trajectoire nominale. Cette derniére méthode donne un outil qui

-
permettra une estimation du multiplicateur v .

2.4.1. Initialisation par intégration

Soit une commande nominale G)(t) et un multiplicateur .\7 La trajectoire sera
obtenue par intégration des équations d'état a partir des conditions initiales. Nous
connaissons ainsi 1'état a l'instant final. Supposons que nous ayons une bonne
estimation des multiplicateurs de Lagrange, nous pouvons alors calculer les valeurs des
adjoints a l'instant final. Les vecteurs adjoints seront alors le résultat de I'intégration en
sens inverse du systeme différentiel adjoint.

Le défaut de ce type d'initialisation sera l'estimation du multiplicateur. Comme
nous l'avons remarqué, il est nécessaire, pour se trouver dans le domaine de
convergence de la méthode, d'avoir des valeurs assez proches d'une solution optimale.

Cette condition sera souvent difficile a réaliser sur le multiplicateur. Par conséquent,
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les adjoints étant intégrés en sens inverse a partir de ces multiplicateurs, 1'initialisation
sera d'autant plus mauvaise.

Nous envisageons une autre possibilité: supposons que nous remplagions la
commande par son expression en fonction de I'état et de l'adjoint obtenue par
minimisation de l'hamiltonien. Si nous disposons d'une valeur initiale de 1'adjoint,
nous pourrons intégrer, en sens direct, le systéme différentiel formé par les équations
d'états et les équations adjointes. Nous obtenons ainsi les nominales.

Cette méthode nécessite 'estimation de l'adjoint a l'instant initial. Dixon et al
(1981) proposent une méthode simple pour cette estimation en établissant une
transformation entre la commande et I'adjoint a 1'instant initial.

Considérons une commande nominale. Pour vérifier l'optimalité, cette

commande doit vérifier I'équation - = 0 V t. Nous aurons donc a l'instant initial

ou
_a—ﬂ Ito =0
du
9;(8—2-) |, =0 r=23.
dt | gu

-
Ces relations donnent alors des équations en A(t,) paramétrées par les dérivées

—_
successives de la commande u a l'instant initial. Le choix de ces dérivées permet de
calculer une valeur initiale de 1'adjoint. L'estimation de ce dernier est donc remplacée

par celle, a priori plus accessible, de la commande et de ses dérivées.

2.4.2. Initialisation de l'adjoint

Comme nous 1'avons remarqué, le probleme de l'initialisation vient surtout du
multiplicateur de Lagrange et des adjoints. En effet, la commande et 1'état pourront
toujours étre initialisés par des fonctions "physiquement” plausibles. Par contre nous

. a - - - -
n'avons aucun moyen de trouver une premiére approximation de A etde v .

Yeo (1975) propose une démarche qui permet de trouver, a partir d'une
commande et d'un état donnés, un adjoint et un multiplicateur les "meilleurs”
possibles.

Soient une commande donnée et l'état correspondant. Considérons la

fonctionnelle:
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' o
I UL YT VER AT .o
dx Jdu OXy

— - - -
et remarquons que E ne dépend que de A etde v (u et x étant fixés A priori ). Pour

obtenir un adjoint et un multiplicateur initiaux les meilleurs possibles, il est 1égitime de

- —
minimiser E par rapport 3 A ¢t v. Nous avons alors d résoudre un probléme de

minimisation quadratique. Cette minimisation donne les Squations :

en posant

o, T 2 T

LRNEILT
= - -

Jdx Jdu du

9%
T
—°>+ [X} Job

al%—_é

X

d (» oH") or
_.)

- r Z()

et en remarquant que H dépend hindairement de adjoint, nous obtenons le systéme

différentiel lindaire avee conditions aux extrémités suivant

~ T2 A7 AT g T
S df - Jdf Jdi = Jdl JdL
E=— £ +— . — A +—, —
- e " s T
aJx Jdu  Jdu Ju  du
s o ol gLt
()? ().\
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.—-)

M3y

N

aXf
) oy

~T T ST

>\.1‘-‘(—_(%+\’ (“\_% Z(;
Jx Jx

Ce systéme scra résolu par une méthode de superposition

. e d el .
pour i=1,....nx , on calculera €,6 ,v solution de

€r +0 = 0
IV —i
—+3c =0
—
Jdx
T ST Oy iT o iT
T R L S GO NR (N
Jx Jdx

., . . . . =i -1 .
On intégrera le systeme  rebours & partir de Ar ctde g ce qui donnera

=1

— 1
ADet e,

La solution scra donnée par

i=0
avee
O 0
- 0 =0 — 0N oNnX (05) 0
R & €, -C =
| |

Uy x i
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3.MISE EN OEUVRE

3.1.Principe de l'application temps réel

Comme nous l'avons signalé, il sera envisagé d'appliquer cette méthode en
temps réel. Avant de développer le programme qui permettra de tester la méthode, nous
allons préciser ce que nous entendons ici par "application temps réel".

Cela consistera d'une maniere générale a calculer en temps réel a intervalle de
temps régulier une nouvelle commande optimale qui tiendra compte de 1'état réel

mesuré a l'instant courant.

_)
Avant de démarrer la trajectoire, une commande nominale optimale u O(t) est

calculée off-line & partir d'un modele le plus précis possible. Cette commande sera
appliquée au début de la trajectoire. A cette commande est associée un état ?O(t) et un

Py
adjoint A.%(t) nominaux optimaux.

A un instant t; donné, on mesure 1'état réel ;)r(tl) et on constate un décalage
entre cet état et celui optimal théorique ?O(tl) que l'on aurait di atteindre. Nous
supposons que ce décalage est dii soit a une erreur de modélisation, soit a des
perturbations extérieures. La commande Xo(t) n'est donc pas exactement la commande
optimale. Nous langons alors a cet instant le calcul d'une nouvelle commande optimale
a)*(t), avec t € [t1,tf] , qui correspondra a ;*(tl) = ;r(tl). Ce calcul se fera par la

méthode de quasilinéarisation avec les paramétres suivants:

- -
-les fonctions qui initialisent 'algorithme seront x O(t), ko(t), te [tk
-le modele utilisé pour le calcul est le méme que celui utilisé off-line

-le nombre N maximal d'itérations pour calculer la nouvelle commande est fixé.

N sera choisi petit. En supposant que l'algorithme converge rapidement, on sera

assuré d'obtenir une commande qui minimisera le critere pour t € [ty,t¢], avec la
- -

condition initiale x (t;) = x (t;) et ceci au bout d'un temps de calcul relativement

faible. Cette nouvelle commande sera alors appliquée au systeme.
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Le schéma suivant résume le principe de guidage.

to t temps de calcul =At t; + At t
<+ e e A T LI PRSI . . o e + it e -
i T |
-0 L0 -1
u (t) donnée u (tp) u(t)
-0 -0 e e ey -1
X (t) précalculé X (t;) tel que 7N itérations {# X (t) el que
o N L reraon? o -
x (1) # x.(t1) x (1) = x4t)
- - -
A2(t) précalculé Ao(t) 0

Prenons un exemple trés simple. Dans cet exemple, la méthode de
quasilinéarisation n'est pas utile, mais cela permet d'illustrer la méthode d'application

temps réel. Soit le systeme:

o

X =

y:

©

u=a,-pNu? +vZ. u
° 2 2
v=ay-pNu +vo.v-g

On désire aller d'un état initial & t, = 0 4 un état final a l'instant final t; = 400 s donnés

par:
Xo =0 xf = 1 000 0000 m
Yo=0 ye= 177 500 m
U, =0 ur= 5700 m/s
vo =0 vi= 0m/s

en minimisant 'énergie:

|53
1 2 2
E=§me+ayym
0

On suppose qu'il y a une erreur sur le modele: la valeur de p pour le systeme réel
sera 10 et 0 pour le modele. Le probleme d'optimisation modélisé est un probléme
linéaire quadratique. Il existe une solution analytique simple. Cette solution est calculée

en une seule itération par notre méthode.
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Nous avons suppdsé que At est négligeable et nous avons simulé le guidage

pour § instants de réactualisation:

{48 5,96 s, 144 5, 192 5, 240 s, 288 5, 336 s, 384 s}

Le schéma est le suivant:

to t; t? t.3 ‘
r > § } .
o do W o
SO SO R G0 | e
Yoo Xe ol o
calculés & partir de
e OIS O NG (3
o X0 X
PO T O B & (5

Les courbes obtenues sont données ci dessous. Les courbes en trait plein sont les

courbes réelles, celles en trait pointillé sont les parties (entre deux instants de
réactualisation) des courbes optimales recalculées & partir du modgle.
Remarquons que lorsque 1'on se trouve trés proche de l'instant final, les résultats

ne sont pas satisfaisants en vitesse: les contraintes terminales ne sont pas vérifiées et la

4 1t

commande trop "chahutée

donne une vitesse peu réaliste. Il sera plus intéressant en

fin de trajectoire d'appliquer une commande sans réactualisation qui permette

d'atteindre les conditions finales de fagon non optimale mais continue.

U (m/s) VITESSE HORIZONTALE

E llllIIlIIlllllllllllllIllllllllllllllllllllllll T(S)

0 100 200 300 400 500

V (m/s) VITESSE VERTICALE

= ]

i
Jillllllllllllllllljllllllllllilllllll TS EEERYI [(s)

0 104 200 30b 400 500

1000

200

200

150

50

X (km) ABSCISSE

E'11 ] lLllllIIlIlllllllll]lllllllllllllllllllT(s)
0 100 200 300 400 500

Y (km) ALTITUDE

IIIHHIIHHIIlllllllllllllllllllllll

llllllllllll1Illlllllllllllll|lllll]lllllllll

Tis)

100 200 300 400 500
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Pour comparaison; nous donnons sur la premitre figure les courbes optimales
correspondant au modele linéaire quadratique et sur la seconde figure les courbes
réelles que l'on aurait obtenues si on avait appliqué la commande 30(0 au systéme
réel de t, A tg, c'est A dire si I'on ne réactualise pas la commande.

-ﬁ'%urs -
o0 L(mss) VITESSE HORIZONTALE 1000 )=((km) ABSCISSE
00 £~
w E
400 -
200 E~
E
0 llllLLl_IllllLllllllllllllllLLlHlIlIllLLllILLLl T(s) 0=' 1 IlllllJ_llIllLIIlJ_LllllLLILJ_LLllllLLll T(s)
[ 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
1000 Y(m/s) VITESSE VERTICALE 200 E (km) ALTITUDE
800%— 150;-
3 100 —
a0 E- E
_’; 505—
200 £- E
0-Ili[lllll(ll_l_L[lllLllllllltrl“lIllLI!]ll]ljJ_Ll Tis) 0 LL[IllllllLLLIllLl_!llllLlllLl_llllLLllLl_l_l T(s)
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
. Q?u.rt. 2 -
009 Lms) VITESSE HORIZONTALE 1000 X (um) ABSCISSE
o~
5000 E
800 F—
4000 3
600 f—
3000 E
400:E-—
2000 E
1000 200 -
0 T (s) 051 SYYTETENTE EANNNNNETI SARRTANTUS RRRRCRT! T sy
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
1000 Y(m/s) VITESSE VERTICALE 200 Z (km) ALTITUDE
800 E- =
g 150 —
600 - 3
E 100-:.—
400 E— E
3 s0
200 £ E
0 vy b b ndog coa b T (s) 0 SRR RTS S SRR RENNERNRTE IS SRR NNE RUTANANEY TS

100 200 300 400 500 Ll 100 200 300 400 S0
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3.2.Description du programme

2.1 .Structure du programm

Nous avons mis en ceuvre un programme général écrit en FORTRAN V afin de
tester la méthode. La structure de ce programme est modulaire et offre la possibilité
d'extensions A d'autres méthodes ou variantes de mani¢re relativement simple. Au
cours du développement du programme, nous avons en effet ajouté sans modification
fondamentale de la structure la mise en ceuvre de la méthode de tir direct.

Le programme permet donc le choix entre les méthodes suivantes :

- Méthode de quasilinéarisation avec calcul de la matrice de transition
- Méthode de quasilinéarisation avec calcul des sensibilités directes
- Méthode de quasilinéarisation avec résolution des équations de RICCATI

. . — » o
- Méthode de tir par réactualisation de A, et v.
Les fonctions nominales peuvent €tre initalisées suivant plusieurs modes :

- Initialisation par intégration directe de 1'état et inverse de 'adjoint
avec une commande nominale donnée*
- Initialisation par intégration directe de I'état et de l'adjoint
avec minimisation de I'hamiltonien
- Initialisation par la méthode de Yeo
- Initialisation par fonctions données
(lecture d'un fichier ou fonctions analytiques)

*La commande nominale sera soit donnée par une subroutine, soit lue & partir d'un
fichier.
L'organigramme général est figuré page suivante.
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3.2.2, Description des modules

Toutes les données utiles au probléme et a la gestion de l'algorithme sont
répertoriées dans un fichier dont la structure est fixée. Ces données sont lues au début
de l'algorithme par la subroutine INIT.

Le systtme dynamique le critére et les contraintes sont définis par les
subroutines suivantes:

- SUBF(T,X,U,F,Y)
définit le systtme dynamique et un vecteur de variables
auxiliaires que l'utilisateur désire tracer.

- CMDEOPT(T,X,P,U)
définit la commande optimale en fonction de 1'état X et de
I'adjoint P

- CRITERE (T,X,U,L,G)
définit le critere, L étant l'intégrande et G la. part finale du cofit

- CONTRAINTE (T,X,U,W,V)
définit les contraintes d'égalité finale, W étant l'intégrande et V la
part finale .

- BORNE (T,X,Umin,Umax)

définit les bornes sur la commande fonctions de 1'état.

De plus, il est possible de définir le sytéme adjoint et le systeme linéarisé de
fagon analytique (s'ils ne sont pas donnés, le calcul est effectué numériquement). Ces
fonctions sont définies dans les subroutines :

- SUBADJ(T,X,U,P,H)

définit le syseme adjoint
- SYSLINEA (T,X,P,R)

définit la matrice R du syst¢me linéarisé.

Pour l'initialisation des fonctions, on donne les subroutines
- CMDENOM (T,X,U)

( mode d'initialisation 3)
- NOMINALE (T,X,P,F,H)

(mode d'initialisation 4)

Les variables sont en double précision. Les résultats sont écrits dans un fichier
de sortie par la subroutine RESU.
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3.2.3. Choix des données et des méthodes

Les données sont précisées dans un fichier data structuré de la fagon suivante:

DIMENSIONS

nx = dimension du vecteur état

nu =  dimension du vecteur commande

nce = nombre de contraintes d'égalité

nci =  nombre de contraintes d'inégalité

COEFFICIENTS DE NORMALISATION

Ax(nx) = sur 1'état

Au(nu) | = sur la commande

A = surlecritere

AC(nce+nci) = sur les contraintes

VARIATIONS POUR LE CALCUL DES DERIVEES PARTIELLES

Ex =  coefficient de variation pour l'état (en % de Ax)

Eu =  coefficient de variation pour la commande (en % de Au)

Etps = coefficient de variation pour le temps

COEFFICIENT DE PERTURBATION DE L'ADJOINT INITIAL

EA; =  donné pour le calcul des sensibilités directes (en % de A(t,))

DONNEES TEMPORELLES

t = instant initial

t = instant final

dt = intervalle de discretisation pour l'intégration

NOMBRE DE BORNES SUR LA COMMANDE

nbu(nu) =

MODE D'INITIALISATION

mode = (1 pour reprise de résultats du gradient projeté, 2 pour reprise,
3 pour la premiére initialisation, 4 pour la seconde, 5 pour la
troisieéme, 6 pour des fonctions données par subroutine
nominale)

NOMBRE MAXIMAL DITERATION

nbiter =

COEFFICIENT D'ERREURS MAXIMALES POUR LE CALCUL DES POIDS
o2.nx+nce+nci) =

MULTIPLICATEURS NOMINAUX
v{(nce+nci)
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CONDITIONS INITTIALES

x;(nx) =

A;(nx) = utilisé pour la méthode d'initalisation en mode 4
CRITERE D'ARRET

T =

CHOIX DES METHODES

algorithme = (1 pour la méthode de 1a matrice de transition,

2 pour le calcul des sensibilités directe,
3 pour l'intégration des équations de RICCATI,
4 pour la méthode de tir)

intégration = (1 pour intégration par Runge-Kutta-Gill,

2 pour intégration par Adams-Moulton)
expression = (0 pour le calcul numérique de I'adjoint,

1 pour le calcul analytique par la subroutine ADJOINT)
Remarques :

Comme nous l'avons signalé, la méthode par intégration des équations de Riccati est
soumise a des conditions parfois difficile & assurer. L'algorithme risque dans ce cas
d'étre interrompu. La méthode des sensibilités directe donnera des résultats plus ou
moins précis selon le pourcentage de perturbation de la valeur initiale de I'adjoint, il

sera donc nécessaire d'en avoir une bonne estimation.
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3.3.Exemples numériques

Pour illustrer les différentes possibilités de 'algorithme ainsi que pour tester
l'influence des coefficients multiplicateurs sur I'évolution des fonctions au cours des
itérations, nous avons traité plusieurs exemples simples. Les deux premiers exemples
ont une solution analytique. Nous pourrons donc savoir exactement si la solution
numérique obtenue est la solution optimale. Le dernier exemple, pris dans la littérature,
nous permettra de comparer nos résultats avec ceux obtenus par une autre méthode de
quasilinéarisation.

Le premier exemple considéré est un syst¢me simple a faible non linéarité et
commande bornée. Cet exemple nous permettra de vérifier le bon comportement de
'algorithme vis & vis du traitement des bornes et de donner des premiers repéres pour
la gestion des matrices de contraction.

Le second exemple est celui du décollage du L.E.M. (Bryson 1975). Cet
exemple est non linéaire, mais la solution analytique est connue.

Enfin, nous étudierons un exemple plus complet emprunté a la litt€rature. Ce
dernier exemple nous permettra de comparer nos résultats avec ceux obtenus par une

méthode de quasilinéarisation développée par Yeo (1976).

3.3.1. Exemple préliminaire

Considérons le systeme trés simple du double intégrateur avec une non linéarité
dfie a un frottement fluide:
X=v
v=u-p.v

Nous imposons des conditions initiales et finales :

t, =0 tr=10s
X0=O Xf=200
Vf=0 Vf=-10

et des bornes fixes sur la commande
-up S u(t) <€ uy
Le critére A minimiser sera
ty
J = |u?dt
o
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Pour p =0, ce probléme est un probléme linéaire quadratique. Nous allons
étudier ce cas tres simple pour différentes valeurs de la borne uyy. Bien que ce cas soit
relativement trivial, il permettra d'illustrer de fagon claire le comportement de
l'algorithme.

lution optim

La solution optimale de ce probléme est analytique, elle set donnée en annexe 2.
Les adjoints sont des fonctions simples: Ax est une fonction constante, A, est une
fonction linéaire du temps. Lorsque les contraintes ne sont pas actives, la vitesse et

I'abscisse sont données par:
2

x(t) = 265.3- (vxtr«-vv).% + Vo.t + X

Vx 2 2
v(t) = —25.t - (Vytervy)t” + v

et la commande optimale par:

u(t) = -Ay(t)
Pour le cas ol la commande n'est pas bornée, la solution est immédiate. Pour le cas ou
la commande est limitée par uyy, nous aurons une ou deux commutations selon la
valeur de la borne (si les contraintes deviennent actives pendant l'intervalle de temps).

Initialisation:

L'initialisation choisie est la suivante (cette initialisation est arbitraire):
x(t) = 10.( I-cos(n t/10)) A (D=1
v(t) = 10.sin(rw t /10) A=1

Résultats numériques:

Nous avons effectué des essais pour um € {10,12,14,20}. Pour uy € {10,12}
les deux bornes sont actives, pour up; = 14 seule la borne inférieure est active et le cas
up = 20 représente le cas non contraint.

Les résultats sont figurés sur les tableaux suivants. Nous donnons, dans le
premier, les valeurs optimales des multiplicateurs et des instants de commutation (s'il y
a commutation) et dans le second, les valeurs obtenues par l'algorithme ainsi que le
nombre d'itération avant la convergence.

Il n'y a pas de matrices de contraction. Nous avons Eg =T et E. = I. Le critére

d'arrét sera: max(! X-vl+ maxtl v-ul +maxt| Xxl + maxtl XV + A, () 1<0,01

et lorsque l'erreur sur les conditions finales sur I'état et I'adjoint sont inférieures a 1%.
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um valeurs optimales
Vi Vi t t2

10.00 -11.55] 63.51]3.65 |5.37

12.00 -3.460f 18.72]1.12 | 8.04

14.00 -3.051} 16.35] - 9.23

20.00 -3 16 - -
uMm valeurs obtenues nombre

Vi \%) 5] ty d'itérations

10.00 -12.05 | 63.6 38 154 5
12.00 -3420 | 18.62| 1.1 |8. 3
14.00 2996 | 1631} - 9.3 2
20.00 2999 | 1599 | - - 1

Les résultats obtenus montrent sur cet exemple la bonne convergence de
l'algorithme et le bon comportement vis & vis du traitement des bornes sur la
commande. Pour illustrer 1'évolution des fonctions au cours des itérations, nous

donnons, pour le premier cas, les courbes obtenues au cours des 5 itérations.
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Nous considérons maintenant une non linéarité avec p = 0,01. Dans le but de
tester la sensibilité de I'algorithme a l'initialisation, dans ce cas simple, plusieurs essais
ont été effectués pour différentes initialisations.

Initialisations:

1) fonctions optimales obtenues avec p = 0

2) adjoints nuls, état par intégration directe avec

u(t) =1
x(t) =t? A (=0
v(t) = 2.t AH=0 .

3) intégration des adjoints a partir de A (t) =- 1 et A (t) = 10 et fonctions

sinusoidales pour 1'état

u(t) =- A (1)
x(t) = 10.( 1-cos(0,314.1) ) kx(t) =-1
v(t) = 10.sin(0,314.t) A=t

e .. . . 1 . . .
4) intégration inverse des adjoints avec A, (t;) = 5 et A(t) =1 et intégration directe

de I'étatavec x(t) =0 et v(t)=0

u(t) =- A (1)
x(t) = %.t 343.42 INOE %
V(1) = %.t 246.t A (D) =- % t+6

résultats numériques:

Tous résultats obtenus sont figurés sur le tableau suivant. La convergence sera
considérée comme atteinte lorsque toutes les erreurs sont inférieures a 1%.

Dans ce cas, nous n'avons pas de solution analytique. Cependant, les erreurs sur
la dynamique et sur les contraintes finales étant quasiment annulés, nous pouvons
supposer que la solution est atteinte. Par ailleurs, nous pouvons remarquer que pour
un méme cas, on obtient les mémes courbes quelque soit 1'initialisation choisie, ce qui
pourrait confirmer l'optimalité de la solution.

Nous avons figuré sur la figure page suivante les initialisations ainsi que la

courbe obtenue & la convergence pour le cas correspondant  uy = 12.



- 125 -

[NITIALISATION | uy VALEURS OBTENUES | NOMBRE J
Vi V3 D'TTERATIONS
1 12 | -7,15707 26,65721 3 496
14 | -6,54872 | 23,26344 3 528
20 | -5,93291 | 20,55912 3 546
2 12 | -7,15707 | 26,65721 4 496
14 | -6,54872 | 23,26344 4 528
20 | -5,93291 | 20,55912 4 546 .
3 12 | -7,15707 | 26,65721 3 496
4 12 | -7,15707 | 26,65721 4 496
X ABSCISSE

— tesuliat obienw 5 b convergence

—————e— {nitratisaton =

n

Nous constatons que l'algorithme converge pratiquement aussi rapidement dans
le cas sans contrainte (uy = 20) que dans les autres cas., ce qui montre le bon
comportement du programme vis & vis du traitement des bornes sur la commande.

Nous pouvons remarquer de plus que pour un syst¢me faiblement non linéaire,
I'algorithme converge rapidement méme si l'initialisation est éloignée de la solution. Ce
premier résultat indique qu'il est envisageable sur des cas simples d'utiliser cette
méthode pour le guidage. Il s'agira de traiter des exemples plus complets pour le
confirmer.
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2 Dégoll L.EM. lunair

Considérons le prdbléme suivant : on désire faire décoller le L.E.M. lunaire pour
atteindre une position d'orbite a une altitude donnée avec une vitesse finale horizontale
et maximale. La poussée du L.E.M. sera de module constant, de direction variable.

tion finition 1

Le L.E.M. est soumis & la force de pesanteur lunaire et 4 une force de propulsion
de module constant et de direction variable.

“4-——.———-— - —

B est 'angle entre la direction de poussée et I'horizontale, ce sera la commande.

Les équations d'état et les conditions terminales sont les suivantes:

° F
u=—M-cosB
° F .

\% —MsmB-g
X =u
y=yv

u(ty) = uf maximum
vity) = 0

x(tf) = quelconque
y(ty) = yr
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olution optim

Les équations adjointes sont immédiates:

Au(t) = -1
A(D) = - vyt + (Vyutetvy)
Ax(t) = 0
Ay(t) = vy

et la commande optimale sera donnée par une loi linéaire tangente:

B*= Arctg [LJ
= e

soit B*= Arctg [vy.t - (vy.te+vy) ]

Le probléme a une solution analytique (Bryson & Ho,1975). En utilisant § comme
variable d'intégration et en posant g = tgfl, -kt , nous obtenons les fonctions
optimales : '

u(®) = ¢ f(8)
v(t) = % . (secB, - secB) - gt
x(t) = l—ji (secB, - secB - tgB.f(B))
y(©) = ki‘z ( secBo.(tgBo-t2B) - tgh.(secBo-secB) - £(B) ) - % o’
N _ (tgBo+secBy)
ou £(®) = log( (tgB+sech) )
t _E
e a=y

Les parametres 3, et k seront déterminés par les conditions terminales:
v(ty) = 0 ety(t) = yr
Avec yr = 177 km, nous aurons:

Bo=10,75 rad
k =0,00268
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ce qui donne pour l'adjoint: optimal correspondant:

Ax(t) =0
Ay(®) = -0,00268
A = -1

Ay(t) = 0,00268t-0,9315

Initialisation :

Nous avons choisi comme initialisations les cas suivants:
1) fonctions optimales pour ys = 250 km, (vy,vy) = (0,0)
2) fonctions optimales pour ys = 326,8 km, (vy,vy) = (0,0)
3) fonctions optimales pour y¢ = 406,6 km, (vy,vy) = (0,0)
4) état approché par des fonctions linéaire et sinusoidales telles que les conditions
finales soient presque vérifi€es et et adjoint non optimal:

x(t) = 14 t Ax(t) = O
y(t) = 650sin(rt /400) Ay(®) = 1
u(t) = 14 A(t) = - 1

v(t) = 82760(1-cos(nt /400) A,(t) = -t

5) état nominal donné par des fonctions polynomiales et adjoint optimal

x(t) = % t2
y® =5
ut) =t
v(t) =t

6) état nominal précédent et adjoint non optimal donné a I'exemple 4

Résultats numériques:

Les résultats numériques sont résumés sur le tableau page suivante.
Nous pouvons remarquer une plus grande sensibilité de I'algorithme par rapport aux
adjoints. Cela s'explique par le fait que l'expression de la commande optimale dépend
de ces adjoints, une erreur importante sur ceux-ci "fausse” donc de fagon importante la
commande initiale. Il sera donc important, sur des exemples plus réalistes, d'avoir une

bonne estimation de ces adjoints.
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Nous avons constaté une divergence dans le dernier cas traité. Afin de tester
l'efficacité des modifications apportées par les matrices de contraction, nous avons
effectué un nouvel essai avec:

E. = diag (g; ) avec

g = 0,18 sid>0,1
pci ¢

g =1 si%<0,1

L'algorithme converge alors en 16 itérations, ce qui confirme dans ce cas particulier,
l'augmentation du domaine de convergence.

essai n°® données initiales nombre d'itération
pour la convergence

1 v=20 3

optimum pour h = 250 km
2 v=_0 3

optimum pour h = 360,8 km
3 v=20 4

optimum pour h = 406,6 km
4 v=20 14
5 v=_0 2
6 v=20 DV
7 méme initialisation que pour 4

matrice de contraction 16

sur les contraintes
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L'évolution des courbes pour ce demier cas est donnés ci dessous. Nous avons figuré
la commande et la trajectoire obtenues au cours des itérations ainsi que 1'évolution des

multiplicateurs et des coefficients de la matrice de contraction.

POIDS SUR SHTRAYITES MULTIPLICATEURS
1.20 ] i 1 1 i 1 2.80 1 1 1 1 | 1 1
1.05 - 2.40
f Rantbebadeh i Stk i -
i / : N
.9000 - | ' Hi o 2,00 4 !\
! / ! N
] ! - 160 41 s
1500 7 ] I . : *.
i ’ ;' 1 S
.6000 - | / P T .20 97 T~
| . :' ' \-\
! ! =~
.4500 -al ik .8000 ! S
J ] — e —— -
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.3000 -] J A .4000
i "' . y
.1500 { --",-— .....- - 0. R,
0. ‘i‘ T T T T T T T --4000 T ) ! ! ! ! !
0. 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 0. 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 1.
N nb {iteration
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180000.00 p—
160000.00
140000.00
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100000.00
80000.00
60000.00
40000.00
20000.00
0. T T T
300.00 400.00 0. 400000.00 800000.00 .1200E+07

100.00

200.00

mitaboation
............. erations

OP#»n\u m

.16
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Ces différents essais mettent en évidence la grande sensibilité de convergence vis
a vis de l'adjoint nominal. En effet, I'algorithme diverge pour un adjoint éloigné de
I'optimum, ceci méme lorsque I'état est donné par la trajectoire optimale. L'utilisation
du coefficient multiplicateur permet alors d'élargir le domaine de convergence, le
choix de a conditionne alors le nombre d'itérations nécessaires avant la convergence.

Au vu de ces essais, nous constatons la nécessité d'avoir un vecteur adjoint
nominal le plus proche possible de 'optimum. Etant donné le manque de connaissance
dont nous disposons pour estimer 1'adjoint, cette condition sera parfois difficile 3
réaliser. Il sera donc intéressant dans le cas ol nous ne disposons pas d'une
commande proche de l'optimum d'utiliser le mode d'initialisation qui minimisera

I'erreur sur l'adjoint.

3.3.3. Exemple de Yeo

Nous avons étudi¢ un exemple plus complet pris dans la littérature (Yeo 1976). 1l
s'agit d'un systéme non linéaire & deux commandes soumises a des contraintes non
linéaires dépendant de I'état.

Les équations du systéme sont les suivantes:

X:1(t) = X3
xo(t)

(1-X12)X2 -X1+u;p+up

Le probléme consistera & minimiser le critere :

%
J = J’(x12+xz2+u12+ 2.uzz).dt

en respectant les contraintes initiales et finales :

R<0 avec

R = x22+u12- 1.3

xi(to) = 1 xi(t) = 0
Xo(te) = 0 x2(tg) = 0

tr = 1,73
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Les valeurs optimales du multiplicateur de lagrange et de l'adjoint optimal a
l'instant initial sont données par Yeo:

Vi = +6

vy = -54
A0) =95
Ay0) = 55

Initialisations

Nous nous proposons tester la convergence sur différentes initialisation et de
comparer nos résultats avec ceux obtenus par Yeo.
Les modes d'initialisation sont les suivants:
1) intégration directe de 1'état et inverse de l'adjoint a partir de v, et v, donnés, la

commande étant donnée par celle définie par Yeo (approximation lin€aire de la

solution):
u(t) = -0,25 0<t<20.2.t¢
-0,25 + 1,25.(t-0,2.tp)/0,6.ty 0.2.t; <t < 0,8.4¢
1 0,8t <t< tr
u(t) = uy(t)

]

2) intégration directe de 1'état et de 'adjoint.

3) intégration directe de 1'état et adjoint donné par
M) =Kk
Aat) = kt/tr

Résultats numérigques:

mode d'initialisation Nombre d'itérations | (résultat de Yeo)
| v =v* 2
1 v =0 DV
2 A0) = A*(0) 2
2 AM0) =0 10
3 k=-8 DV DV
3 k=-4 7 7
3 k=0 7 7
3 k= 04 8 7
3 k= 0.8 14 DV
3 k=1 19 DV
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CONCLUSION

Apres avoir analysé la quasilinéarisation, nous avons mis en évidence les
caractéristiques de cette méthode et nous avons étudié les différentes variantes de
I'algorithme. Nous avons proposé dans une démarche unifiée ol la commande est
donnée par une équation implicite , fonction de 1'état et de 1'adjoint.

Cette premicre analyse montre que l'algorithme présente une trés bonne vitesse
de convergence. De plus, 1a méthode peut donner plusieurs variantes qui présentent
différentes propriétés: la méthode des équations de Riccati permet le calcul d'une
variation de commande en fonction des perturbations sur 1'état mais la stabilité de cette
méthode n'est pas garantie, la méthode des sensibilités directes permet une réduction
importante du temps de calcul, la méthode de la matrice de transition donne un calcul
plus précis des matrices de sensibilités.

Pour améliorer le domaine de convergence relativement limité de cette méthode,
nous avons proposé une modification des itérations. La variation des fonctions 2
chaque itération sera modulée en fonction des erreurs moyennes par rapport 2 la
solution optimale supposée. Par ailleurs, nous avons exploré les différentes
possibilités d'initialisation afin d'évaluer la meilleure possible.

Ces développements ont ét€ mis en ceuvre dans un programme trés général.
Toutes les possibilit€s d'initialisation ainsi que les variantes que nous avons détaillées
peuvent €tre appliqués sur des exemples différents. Les exemples académiques
présentés ont permis d'une part de valider le programme du point de vue informatique,
d'autre part de confirmer les améliorations proposée pour l'augmentation du domaine

de convergence.

Apres ces premier résultats, nous nous proposons d'étudier des applications plus
réalistes. En effet, avant d'envisager une application temps réel telle que nous I'avons
définie, 1l est nécessaire de valider I'algorithme sur des exemples plus complexes afin
de tester sa robustesse.
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CHAPITRE 3

EXEMPLES D'APPLICATION
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CHAPITRE 3

EXEMPLES D’APPLICATION EN AERONAUTIQUE

INTRODUCTION

Le but de ce chapitre sera d'une part d'évaluer l'efficacité de la méthode dans
des cas plus réalistes, d'autre part d'apporter des compléments de réponse aux
problémes posés par les ingénieurs en matiere d'optimisation. Nous nous proposons
pour cela d'appliquer la méthode de quasilinéarisation modifiée sur deux exemples
pris dans le domaine aéronautique.

Le premier cas étudié est celui d'une interception dans le plan horizontal. Nous
comparerons sur cet exemple les performances de l'algorithme par rapport 2 une
méthode du premier ordre, en particulier, en fin de convergence. Nous utiliserons
pour initialiser les deux méthodes, les résultats donnés par 1'approximation des
perturbations singuliéres. La commande obtenue par cette méthode est relativement
proche de l'optimale ce qui nous permettra de se placer dans un cas de fin de
convergence.

Le second concerne la mécanique du vol hélicoptére. Dans ce domaine, les
‘recherches concernant la modélisation, les commandes de vol électriques,
I'optimisation sont d'actualité. En particulier, il existe peu d'études d'optimisation de
trajectoires. Le but de cette application est de contribuer a I'étude des performances de
vol d'un hélicoptere type. Nous nous proposons de montrer sur un modele simplifié
dans un cas de vol dans le plan vertical, le gain que donne la prise en compte d'une
vitesse de rotation du rotor variable. Ces premiers résultats donneront des premiers

reperes pour de futurs développements.
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1. PROBLEME D'INTERCEPTION

1.1. Description du modéele

Les équations d'état décrivant 1'évolution du syst€éme seront obtenues en
utilisant le théoréme fondamental de la dynamique. Pour faciliter 'étude des forces
appliquées a 1'avion, il est classique d'utiliser trois reperes de référence (J.C.Wanner
1980). Ces reperes ont tous pour origine le centre de gravité de 'avion, les axes étant
définis de la fagon suivante:

- les axes du repere avion Gx, Gz sont situés dans le plan de symétrie de l'avion,
Gx et Gz étant dirigés respectivement vers l'avant et vers le ventre de l'appareil, Gy
complétant le repére pour former un triédre direct

-'axe Gxa du repere aérodynamique est porté par le vecteur vitesse, Gza est
perpendiculaire a celui-ci dans le plan de symétrie de 'avion, Gya compléte le triedre
direct

-les axes Gxo et Gyo du repere terrestre lié a I'avion définissent le plan
horizontal, Gzo étant porté par la verticale descendante.
Les matrices de changements de repere sont donnés en annexe 3.

Nous poserons plusieurs hypothéses avant de mettre en équations le mouvement
de l'avion.
H1) L'appareil est assimilé 4 une masse ponctuelle.Ceci revient a négliger le
mouvement de l'attitude de I'avion par rapport a celui de son centre de masse.
H2) Nous supposons que la terre est plate et la pesanteur constante.
H3) La poussée de l'avion et la résultante des forces aérodynamiques sont dans le
plan de symétrie de I'avion (vol a dérapage nul).
H4) Lamasse de l'avion est constante. On néglige en effet la variation de poids due a

la consommation de carburant par rapport au poids total de l'avion.
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Avec ces hypothéses, 1'état du systtme sera constitué des composantes
suivantes X=(x6,¥6,hc,V,Y.%)
ol XG , G » hg définissent la position du centre de masse et V , v, % sa vitesse.

Les commandes sont au nombre de trois et sont Oy, [ et o ; Ox est le taux
d'utilisation de la poussée F , p I'angle de gite et o l'incidence de l'avion.

La poussée F sera définiepar F = 8; Fax(h,M) avec 0<8;<1 (La poussée
maximale est fonction de l'altitude et du nombre de mach)

On ne prend pas en compte les constantes de temps ou les transitoires sur les
variations de commande.

1,12 tion mouvement

Faisons le bilan des forces appliquées a I'avion. Ces forces seront repérées dans
le triedre aérodynamique. I1 s'agira des forces suivantes

-la résultante des forces aérodynamiques, de composantes Rxa, Rya, Rza

-la force de propulsion de composantes Fxa, Fya, Fza

-le poids (_16 I'avion Mg

Les équation cinématiques et l'application du théoréme fondamental de la

dynamique donnent les relations

ir =
r

a =V
av >
dac = *F

En utilisant les composantes de la vitesse dans le repere aérodynamique, nous
obtenons :

X = V cosy cosy

y = V cosysiny

h = -Vsiny

7 _ (an+Rxa) o

V = —M - esiny

5 < % ((Rza+§2a)cosu _ geosy )
° 1 .

X = ( (Rza+Fza).sinp )

MVcosy
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Modeéle de propulsion

Nous supposons que la force fait un angle @ avec l'axe de référence Gx de
I'avion. Dans le repere aérodynamique, en notant que P = 0, les composantes Fy, et

F,, seront donc

Fxa = F.cos(a+m)
F,q = -F.sin(a+ )
avec F = 8x Fnax(h,M)

En supposant que l'angle a+w est faible, nous négligerons la composante F,,

par rapport a la portance R,.

Modele aérodynamique

La résultante des forces aérodynamiques a pour composantes sur le repere
aérodynamique:
1 \
Rya =5 pSV7Cy
1
R, =5 pSVC,
ol p est la massse spécifique de I'air, fonction de I'altitude, S la surface de référence

de l'avion et C,, C, les coefficients de trainée et de portance, fonction de l'incidence
et du nombre de Mach.
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Les coefficients aérodynamiques seront représentés par une polaire parabolique
Cx = Cro(M) + k(M).C,M)?
C; = C,uM).0
ol Cxo, Cza et k sont des fonctions du nombre de Mach

Equations d'état

Considérons le facteur de charge suivant I'axe des z défini par

0 = ReatFr)  Rgy
27 Mg Mg

avec les expressions de la propulsion et de la force aérodynamique, nous obtenons

(an'Rxa) = 8XFmax

2
Mg 1 Mg -Dy-Dyn,
n, = Z-n—épsszza(M).oc
1
D, = mpsvzcm(M)
2

ce qui donne les équations d'état suivantes

X = V cosy cosy,
)°/ = V cosy siny
h=-v siny
o F .
V = g(&x ﬁ;" -Dy- D;n,?- smy)
'}" = %(nzcosu - cosY)
o gngsinyl
Vcosy

1.1.3, Définition du domaine de vol

Les commandes et 1'état de I'avion seront soumises & différentes contraintes qui
seront définies de la fagon suivante
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1/ contraintes sur la commande,
0<6,<1
n; < min ( Nypmax(M,h) , Ny )
oll n,s €st une contrainte de structure
et n y.x 1a limite de décrochage

1
Nyzmax = ?n-g: pSVzCza(M)-amax

2/ sur 1'état,

1
q= fpvzs Qmax

1.2. Formulation générale du probleme d'optimisation

1.2.1, Equations du probléme.

Nous €étudierons un probléme d'interception dans le plan horizontal d'un avion
de combat avec une cible dont 'évolution est supposée connue. Dans un premier
'temps, nous supposerons que celle-ci évolue a vitesse constante V. suivant l'axe des x
a altitude constante. Dans un second temps, nous lui donnerons une trajectoire
d'évasive i taux de virage constant. Le critere 3 minimiser sera la distance entre
l'avion et la cible a un instant final fixé.

L'état initial de 'avion et de la cible seront figurés ci dessous
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L'hypothese d'une interception dans un plan horizontal implique:

Y=Y%=0
1

cosp

n;=

Ce qui réduit la dimension de 1'état et de la commande. Le syst¢me dynamique

devient:
X = V cosy,
;7 = Vsiny
o F
V= Sxmm' gD, - 8D n22
X = % Vn 2 - 1

Si nous considérons le vecteur d'état qui représente la position relative de 'avion par
rapport 2 la cible dans le repére terrestre et le vecteur de commandes suivants:

X = ( Xavion-Xcible » Yavion-Ycible » Yavion-Ucible » Vavion-Vcible )
noté ( Xac Yac» Yac » Vac)
U=(Fp,nz)

les équations d'état deviennent (cf annexe 4):

]
Xac = Uac
o
Yac = Vac
o

% {(Fm - (Do + Dy nzz))uavion - Vavion\/ n22‘1 } ‘lolcible
z’ac = % {(Fm - (Do + Dy nzz))vavion + uavion\/ nzz‘l } ':’cible

Uae

La dynamique de la cible sera donnée par:
- dans le cas d'une évasive rectiligne:

u. = V¢

ve =0
- dans le cas d'une évasive en virage:

u. = V.cos(at)

ve = - V.sin(at)
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L'indice de performance choisi sera le suivant:

J =Df = \]xac(tf)z + Yalc(tf)2

Il s'agit de minimiser la distance finale entre 1'avion et la cible, l'instant final
étant fixé. Ce probléme est équivalent a celui qui consiste 2 minimiser le temps
nécessaire pour atteindre une distance avion-cible fixée. Il existe en effet une
corrélation directe (corrélation biunivoque) entre ces deux problémes. Ainsi, pour
résoudre le probléme t; minimum pour Dy fixé, il suffit de résoudre le probléme D¢
minimum pour t¢ fixé. On en déduit 1a courbe frontiere du domaine accessible (cf fig. )
, ce qui permettrait d'obtenir la réponse au premier probléme (en admettant l'existence
d'une seule solution optimale au probléme posé).

Df T
Distance avion-cible en fonction de la durée i« /-t
du vol
e f%'{rn«“.;d-w"*» B S e SR j*‘* ‘
=~
el
- \"*\,u
" ’ : ‘-‘ - - ;:“- T! ( \
LN . - r v - - :-
- DOMAINE =~ Mg - ‘ L
" INACCESSIBLE v o
: -
O tf

1.2.2. Résolution analytique

Le Hamiltonien et les équation adjointes associées s'écrivent :

+>"u (% ((Fm - (Do + Dl nzz))-uuvion - Vavion-\/ nzz'lj - ucible)

+ Ay (% ((Fm - (Do + Dy nzz))-vuvion + uuvion-\/ nzz'l) - Vciblc)
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ix =0 A'x(tf) = e
. N xacfz'*;yacf2
Ay = 0 Aylty) = —=Loel
. 5H N xacfz‘*'yacf2
u = - auac ;Vu(tf) =0

o JH

Ko = - 5on M) = 0

La solution pour les fonctions adjointes A(t) et Ay(t) est immédiate:

kx(t) = ____XL._
A I 2 2
Xacf +Yacf
ly (t) - Yacf

A ’ 2 2
Xacf tYacf

Quant aux équations différentielles adjointes pour A, et Ay, elles sont données par:

2 2
° oK u K 2 \/n +1
A=-M-Augl— 25 + Vvl + Z— u,v
u X ug>av V2 V3 a V3 a¥a
‘)\vvg QISUaV; - %uava + ’\/nz3+1 a2
vV v v \%
2
° oK u,v K \/n +1 2
sz-ly-?\,ug a—V ;2"—\7uava- ;3 Uy
A aKva2 K 2 \/nzz+1
-AvE __'_2"+_§ua - 3 UaVa
vV v vy \%

2 2
avec V="Nu"+v, )

K=Fm-D0—D1nZ

La commande de poussée est une commande de type bang-bang. L'étude sera menée
en prenant une commande de poussée maximale, ce qui est le cas d'une interception
normale. La commande en facteur de charge sera donnée par

* }\rv ua - )\vu Va 2
n* = + 1
(ZDI (Ay uy + Ay VQ)J
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1.2.3. Résultats numériques

Les premiers essais d'optimisation ont confirmé la trés grande sensibilité de
l'algorithme aux erreurs sur les fonctions initiales. Comme nous 1'avons remarqué,
dans le chapitre précédent, l'utilisation de la méthode de quasilinéarisation est
intéressante surtout en fin de convergence, lorsque les fonctions se rapprochent de
l'optimum et que les méthodes du premier ordre ne permettent plus d'obtenir une
amélioration en peu d'itérations.

.Initialisation

La technique des perturbations singuliére nous permet d'initialiser 'algorithme
par une solution quasioptimale. La commande nominale est alors donnée par (cf.
annexe 5)

2V .sin(i-x).Fm-Do-Dl
- ) D,
V-V

Fm(V) - Do(V) - Di(V) =0

Vsiny = Vsin(y - %)

tany = Xc - Xa

Nous avons traité le probleme dans les deux cas de figure pour deux altitudes
différentes:
h; =2000 m
hy =9000 m

Les essais ont été réalisé pour tg= 12 s, 60 s et 80 s . Les résultats sont donnés au
tableau page suivante.
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Exemple Distance avion-cible Nombre d'itérations

(km) avant convergence

tr |altiude|évasive | D% D D D GP QSL
12 5|2000 m| rectilignd 2549 25,24 2336 23,3 | 11 3
en viragej - 2525 23,37 23,36 11 5
9000 m| rectiligne} - 2538 25,12 25,12 2 1
en virage; - 25,39 25,19 25,20 1 1

60 {2000 m rectiligng 25,49 16,87 15,03 15,02 >50 10
enviragd - 1691 1476 1479 | >50 8
9000 m rectiligné 25,49 19,03 18,50 18,502] 18 2
en virage - 18,87 18,01 18,01 22 5

80 s|2000 m| rectiligne] 25,49 11,87 10,20 10,21 | >50 21

enviragd - 11,90 946 950 | >50 15

9000 m| rectiligne] 25,49 14,77 13,84 13,85 35 14

en virage - 14421266 12,70 { 31 11
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Commentaires:

Ces résultats montrent la grande vitesse de convergence de l'algorithme.
Cependant pour compléter la comparaison, il est nécessaire d'évaluer le nombre
d'opérations nécessaires a chaque itération pour les deux algorithmes.

A ce propos, nous signalons que les résultats donnés par la quasilinéarisation
ont été obtenus avec un degré d'analycité relativement important.
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2.EVALUATION DES PERFORMANCES D'UN HELICOPTERE POUR
UNE MANOEUVRE D'EVITEMENT D'OBSTACLE.

2.1. Description du modéle physique

2.1.1. Définition des repéres, du vecteur d'état et de commandes

Nous présentons ici un modele hélicoptere de type point matériel. Nous
définissons tout d'abord les repéres et les angles qui serviront & décrire la

dynamique du systéme.

£ pascollict
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Le modele décrit la dynamique de deux composantes de 'appareil: le centre
de gravité et le rotor.

- Le mouvement du centre de gravité est décrit par les équations de la
dynamique du point matériel. Les forces sont ramenées au centre de gravité et sont
dans une premitre approximation, la portance de rotor, le poids de I'hélicoptere et
la trainée du fuselage. Nous négligerons la portance du fuselage beaucoup plus
faible que celle du rotor principal.

- L'équation de régime du rotor, en rotation sur un axe relié au moteur par
I'intermédiaire de la boite de transmission principale, traduit une conservation
d'énergie entre la puissance fournie au rotor par le moteur, la puissance dissipée

par le rotor et la variation d'énergie cinétique de rotation du rotor.

Les mouvements de ces deux composantes sont couplés par la portance du
rotor et les vitesses de déplacement.

Nous avons négligé dans ce modele, le mouvement du fuselage en rotation
autour de son centre de gravité. Ceci suppose que le fuselage est constamment
équilibré en rotation. Cette hypothése est réaliste car on calcule le modele de
puissance nécessaire au rotor a partir des conditions de vol équilibré. Par ailleurs,
nous avons négligé la dynamique de 'assiette du fuselage et du disque rotor, plus
rapide que celle du centre de gravité (hypothese des échelles de temps sé€parables).

Etat de I'hélicoptere

L'état est composé des six variables qui décrivent le mouvement du centre de

gravité et de la variable régime du rotor. Soit

X position longitudinale du fuselage dans le repére terrestre
Vx vitesse longitudinale

Y position latérale du fuselage

Vy vitesse latérale

H altitude du fuselage

V7 vitesse verticale

Q régime rotor
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Commandes

Les commandes seront au nombre de quatre.Soit

8o pas collectif des pales du rotor principal (cf fig. )
Pm puissance fournie par le moteur

oy incidence du disque rotor

¢ assiette latérale du disque rotor

3.1.2.équations du mouvement dans le plan vertical

Nous considérerons le mouvement de I'hélicoptére dans un plan vertical.
L'état sera alors de dimension quatre (composantes latérales Y et Vy nulles) et 1a
commande de dimension trois (commande en latéral nulle).

Dynamique du centre de gravité :

Les forces appliquées au centre de gravité de I'hélicoptére sont au nombre de
trois (cf fig. ):
Fla portance du rotor, perpendiculaire au plan du disque rotor
ﬁ’gle poids de I'hélicoptére

T la trainée du fuselage en sens opposé 2 la vitesse.

AZ

Fzl===—- F
plan du disque v \'}
rotors~ Hewfm=q===—-
- ~

V vitesse de l'appareil
o incidence du disque rotor 0g < 0 dans ce cas de figure
6 assiette du disque rotor @ < 0 dans ce cas de figure
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Modé¢le aérodynamique

Le module de la portance rotor sera notée Fy, . Pour tenir compte de l'effet de
la déportance du fuselage, la composante verticale F, sera corrigée par un facteur
correctif Deéport qui dépend de la vitesse horizontale Vy . Ce qui donne

Fx =-F,sind positive vers I'avant

_ Fycos8

2 = Deport positive vers le haut

. 2 .
La trainée du fuselage sera donnée par % P-(SCx)fuselageV  sOIL

Ty =- %p.(scx)fv Vy

T, = - %p.(scx)fv \'A

avec V = \fvxz + VZ2
Vx = Vcos(og-9)
V, =-V sin{(oy-0)

L'application du théoréme de la dynamique donne alors

oo
ii

Vx
v,

MV, =-F, sinb - —;-p.(scx)fv \'A

o Focos® 1

MV, = Deport 5 p.(SCx)fV V, - Mg
) V,cos0gq +Vsinly
avec sinf = i
Vxcos0lg -V zsintg
cosh = v

La portance du disque rotor est donnée par

F, = =p S0 (QR)*Czm

1
6

ot Czm est le coefficient moyen de portance du rotor.
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Le calcul du coefficient Czm est assez complexe. En effet, il résulte du pas
collectif et de la vitesse de I'écoulement de 1'air au niveau des pales du rotor
principal. Dans cette vitesse interviennent

- 1a vitesse de 'appareil

- la vitessse induite Vi calculée a partir de la théorie de Froude.

Or ces vitesses dépendent elles méme de la portance F, et donc de Cam.

Nous sommes donc amenés i résoudre a chaque instant une équation
implicite relativement complexe.

Si nous définissons les paramétres de flux d'avancement : |14 dans le plan du
disque rotor et A, perpendiculaire au plan du disque rotor

g = V.costy
‘7 QR
}\'z _ V.sinocd
Q.R
nous aurons Czm = KCzmo + KCazml . A;
4
) _Hdz
1 Ha 3
avece KCmmo = 3Czaf —+ — - —3"'—~ Bo - KCZml.)\,Z
3002 1+
2
L2
KCzml = -%Cza Pk -
1+=
) Hd
S
Ai = 2 Co
\ a®+(Ai-A)?
L'équation implicite a résoudre sera alors
S
12
)\i = . (Kszo + KCzmi )\1)

N Lo +(Ai-Ay)?
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bilan de puissance

L'équation du moment dynamique du rotor principal donne
Q Q = Pdisp - Phec

Calcul de la puissance disponible sur le rotor:
Cette puissance est liée a la puissance Py, fournie par le moteur a la boite de
transmission suivant le schéma suivant

P, —— | Boite de Transmission Principale] ——> puisance disponible

d 2 = (1 - KBTP).P,, -PBTP
2 \’
rendement de la BTP puissance prélevée par la BTP
= KBTP = PBTP

La puissance disponible se répartit en une puissance Py, sur le rotor principal
et un puissance Py, sur le rotor arriére. Cette derni€re étant proportionnelle a Py,
par un coefficient KRA, nous aurons le bilan suivant

P = (1 - KBTP).P,, - PBTP
disp = (1 + KRA)

Calcul de 1a puissance nécessaire:

La puissance nécessaire au rotor principal en vol est la somme de plusieurs
puissances: la puissance induite, la puissance de profil et la puissance de
déplacement. La puissance induite est donnée par:

K
Pind = ]_3" Fn Vind

ol g est le coefficient de portance induite. La puissance de profil nécessaire pour

vaincre la trainée de profil des pales est données par:
1
Pprof =3 Y So (QR)3 Cxp

ot Cy, est un coefficient qui dépent de C,py, et de [y La puissance de déplacement

est donnée par:
Paept = (- Fy sin® ).V, +(F,, c0s8 ).V,
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Les équations d'état seront donc:

X = Vy
h =V,
1 1
Vy = i}( F, sin® - 5P (SCx)¢ V Vi )
1 1
V, = -ﬁ(F cos8 - 5P (SCx)}:V V, ) g
Q = Pdisg' Pnec
I Q
1 - KBTP).P, - PBTP
avec Paisp = ( (1 +)KRmA)_

2.1.3 Définition du domain v

Le domaine de vol de l'hélicoptere sera limité par des contraintes sur 1'état

et/ou sur la commande.

1/ Les contraintes sur la commande sont les bornes imposées au pas collectif
(contrainte de décrochage du rotor), a la puissance motrice (puissance maximale
fournie par le moteur) et aux commandes d'assiette (contraintes d'équilibrage).

2/ Les contraintes sur 1'état portent sur la vitesse et 'altitude du centre de gravité.
Les limites de capacité de l'appareil (limites du moteur et limites de structure)
donnent un vitesse A ne pas excéder (cf. fig ). Nous imposerons comme borne
supérieure la vitesse nominale opérationnelle maximale égale a 90% de la vitesse
VNE -

/P Vv (lem/n)

324

283 R > Hone CTonnse )
3 4,25

Hpin
V S Vmax Vmax = 0,9 .VNE

.w
v
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3/ Les contraintes sur 1'état et la commande viennent de la marge de controllabilité
de I'hélicoptere. Lorsque le moment exercé par le rotor sur le fuselage diminue, la
controllabilité de 1'appareil diminue et peut méme s'annuler si la facteur de charge
devient négatif. On ne plus commander ou stabiliser I'assiette du fuselage.Or ce
moment dépend de la portance rotor, on imposera donc une borne inférieure a la
portance rotor.

2.1.4, Simplification du mode¢l

Traitement de la contrainte sur 1'état

La contrainte sur le régime moteur sera transformée en une contrainte sur la
commande. Nous remplagons la commande de puissance motrice par un régime
rotor désiré. L'équation de régime sera alors donnée par un premier ordre par
Q - Qdés -

T

rapport a ce régime désiré soit:

Simplification des équations d'état

Dans le cas de manceuvre considéré, l'altitude est de l'ordre de 500 metres.
Nous considérerons que p reste constant.

Par ailleurs nous négligerons la déportance due au fuselage, 'erreur érant
inférieure 4 2%. Cela revient a poser:

Déport = 1
Pour le calcul de la portance, nous supposerons que
Az - M) << o

Dans ce cas, il n'y a plus d'équation implicite a résoudre et nous avons (}iq €tant

toujours positif)

0.KCzmo 1
lz.ud . 1 c.KCzmi
12.14

Ai =
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KCzmo
1 6. KCzm1
12.n4

Cn =

Ces hypotheses seront vérifiées a postériori.

Contraintes sur les commandes

Le pas collectif ainsi que I'incidence du disque rotor sont limités par les bornes

suivantes:

0° <6, < 8°
20°< 0g < 20°

Ces bornes sont plus séveres par rapport a celles imposées habituellement sur tout
le domaine de vol (B,;max=10,5° et lagl < 30° ). En fait, celles-ci correspondent 2 un

coefficient de portance réaliste dans notre cas de manceuvre, étant donné le modéle
simplifié que nous avons considéré.

*

2.2.Evaluation du gain en preformance par le contréle actif moteur

2.2.1. Probléme d'optimisation

Considérons la manceuvre suivante qui consiste 4 maximiser l'altitude sur
une distance donnée avec des vitesse initiale et finale horizontales et une altitude
finale égale a l'altitude initiale.( cf fig. ).

¥
X
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Nous choisirons le critére suivant

153
maximiser lasurface S = [( h - hy).dx

avec les conditions initiales et finales

x({t;) =0 x(t)  libre
h(t,) = ho h(tp) = h,
Vx(t;) = Vo Vi(ty) libre
Vz(t,) =0 Vi) =0
Q) = Q Qo(te) libre

Q, correspond au régime nominal du moteur

Pour éviter la commande en tout ou rien sur 8, et sur 4 , nous définirons le

critére suivant 3 minimiser:

tf

! -Q V2 6. - 2
J=- [(h-ho) det+K.J(%’———°) + (_.9_._922 dt
fo v Q 800
to

2.2.2 Résolution analytique

L'Hamiltonien et les équations adjointes seront donnés par:

Qq - Q,V - 8o,V
H = -(h-h(,)vx+K.(—"—&) + K.(9—°———°)
QO )

b

o]

+ 7\'XVX+7"hVZ
1 1
+ Ayx (ﬁ (—Fn sin@ - Ep.(scx)fv vx))

1 1
+kvz(ﬁ (Fn cos0 - Ep.(SCX)fV VZ) - g )

T
0 A =0
Vx Ant =V,
= Axt = 0
%1‘; Ayzt = Vg
ot o = 0
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Le calcul de la commande optimale sera simple pour € et 6,

M _ 2K o 0y+ta
oL O FE O T
oH 2K oF, (-AyxsinB+A,,cos0)
——5(80-000) +
90y 000> 00, M
42
TG
S =
32 1+£ ia’
avee =15 5 5 (QR23.Cu0
660 6 1- 0.KCzm1
12.ud
ce qui donne
2
Qp =- 228 o
T2K
0% = OF, -AyxsinB+A,,cos6 9002 5
Y M 2K TP

L'incidence optimale du disque rotor sera donnée par une équation implicite

JH

——=0 avec

8ocd

a—H—La—E—(-)L x$inB+A,,c0s6) +—F (-Ayx€0SB-A,,sind)

004 M doy M

avee L T S —

8ocd 6 1 0.KCzm1
8 H
~Hdq

N R e

12.1q 1+ 1)

- 6.Cza.7»22. ___’;_Ud_:z_ + KCzm1
(1+§ Ha?)

%, KCamo 2(6.Cr00.——r _KCum
12 3 2 2 2
(1+‘2“ Hq®) Ha




-162 -
Anal l'inciden im
D'aprés leur définition, nous remarquons que |4 et A, sont des valeurs
relativement petites devant 1'unité si la vitesse n'est pas trop grande, ce qui est le
cas pour notre type de manceuvre. En effet, pour le régime nominal et une vitesse

moyenne de 20 m/s nous avons g < 1/10 cos aget A, < 1/10 sin og

Dans ce cas, nous avons les approximations suivantes

i

- %Cza

3
Cza.(eo + 57\,1>

Cza.(eo + %XQ
Cun =

6.Cza
1+
8.Lq

3 6.Czo 6.Cza 3
G = Czo|5.ugl1 + - A, (B, + 5 A
za(z ud( 8.l—ld ) 8.le2 z ( o 2 z))

KCzmi

KCzmo

U

et 'équation implicite devient

G _ (Avxc0sB+Ay,sinb)
Cza.(ﬂo N %7&2) 1+ 0.Czo (-AyxsinB+A,,cos0)
8.1
3 Z\EG.CZ(X
it e g Bl (MuxC0sB+Ay,sind)
(90 + % kz) (1 .\ O'.Czoc) (-AyxSinB+Ay,c0s0)
8.Ha

2.2.3. Résultats numériques

Afin d'évaluer I'amélioration des capacités de 'appareil par ['utilisation
d'une vitesse de rotation variable du rotor, deux problemes seront traités. Dans le
premier cas la vitesse de rotation restera fixée, dans le second cas, nous
permettrons une variation de 10% par rapport a la vitesse de rotation rotor
nominale.
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Des premiers 'calcul's seront effectués par le gradient projeté afin d'approcher
la solution optimale. L'initialisation de l'algorithme est donnée par les commandes
de vol horizontal équilibré, la vitesse horizontale étant fixée égale 2 la vitesse
initiale. Le calcul est donné en annexe 6.

Pour I'optimisation du systéme sans contrdle actif moteur, la vitesse désirée
de rotation du rotor est fixée 4 1% de la valeur nominale (36,6 rad/s). Les deux
trajectoires obtenues ainsi que les commandes correspondantes sont figurées ci
dessous. Les courbes obtenues sont figurées planches 11 4 14 et 19 3 22. Nous
avons présenté les commandes, les variables d'état, les adjoints et certaines
variables auxiliaires qui nous ont permis de vérifier a postériori les simplifications
adoptées.

() TRAJECTOIRES

g

538

528

520

.......

518

510

g
7.
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CONCLUSION

Nous avons appliqué la quasilinéarisation a deux exemples le plus réalistes
possibles du domaine aéronautique.

Le premier exemple montre que pour un probléme d'optimisation sans
contraintes finales la quasilinéarisation permet d'obtenir la commande optimale en
un nombre réduit d'itérations. Comme nous l'avons signalé, bien que le nombre
d'opérations effectuées a chaque itération est beaucoup plus important que pour le
gradient projeté, le gain en temps de calcul reste intéressant du fait de la réduction

significative en nombre d'itérations.

Le second exemple visait & confirmer l'intérét d'utilisation du contrdle de la
rotation du rotor principal d'un hélicoptére pour augmenter les capacité de
l'appareil. Dans le cas de manceuvre que nous avons considéré, les performances
sont nettement améliorées. L'utilisation de la quasilinéarisation permet de

confirmer rapidement les premiers résultats obtenus par le gradient projeté.

Nous signalons que la quasilinéarisation demande une étude analytique
relativement importante pour le calcul analytique de la commande. Cette étude ne
sera pas toujours possible pour des systémes trés complexes. Cependant, dans le
cadre de l'application temps réel que nous avons définie, cette réserve peut étre
minimisée. En effet, le modele utilisé pour l'optimisation peut étre simplifié de
facon & permettre une étude analytique, la réactualisation de la commande devra
alors étre effectuée a des intervalles relativement proches & condition que les

perturbations ou les erreurs restent relativement faibles.
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CONCLUSION GENERALE
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Nous avons effectué une synthése des différentes méthodes de calcul de
commande optimale développées dans la littérature. Cette synthése destinée a tous
ceux qui cherchent pour un cas et pour une utilisation donnés, la méthode la plus
appropriée, montre la grande diversité des approches développées a ce jour. Parmi
ces méthodes, nous avons distingué trois groupes dont nous donnons les
caratéristiques générales:

- Les méthodes qui permettent de calculer directement la commande optimale
et ont un champ d'application relativement restreint. Celles ci ont I'avantage de
donner une expression analytique de la solution. De plus, la commande obtenue est
souvent une commande en boucle fermée.

- Les méthodes paramétriques qui peuvent s'adapter a tous les types de
problémes. Ces méthodes donnent une approximation de la trajectoire optimale et
le type de paramétrisation sera particulier 4 chaque application.

- Les méthodes numériques générales qui souffrent soit d'une faible vitesse
de convergence, soit d'une grande sensibilité a l'initialisation. De ce fait, pour
résoudre un probléme de commande optimale général, il faudra combiner plusieurs

méthodes numériques.

Parmi celles-ci, il a €té intéressant, dans le cadre des études menées
I'O.N.E.R.A., d'étudier une méthode indirecte a grande vitesse de convergence
pour compléter une méthode de gradient projeté. En effet, la convergence
quadratique de la quasilinéarisation et la possibilité d'atteindre par cet algorithme
un optimum local nous a amené & analyser cette méthode de maniere plus précise.

Cette analyse laisse espérer une tres bonne vitesse de convergence en phase
terminale et la possibilité de traiter un certain nombre de contraintes, mais a
souligné une faiblesse, en 'occurrence, la grande sensibilité 4 l'initialisation. Afin
de remédier a cette faiblesse, nous avons développé une gestion particuliere du pas
de l'algorithme qui a permis d'élargir le domaine de convergence. Ce calcul tient
compte de l'erreur de la trajectoire nominale par rapport a une trajectoire optimale

estimée.
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Nous avons élaboré un programme relativement général pour mettre en
ccuvre ces développements. Ce programme est modulaire, permettant des
développements ultérieurs aisés. Testé sur des exemples simples, il nous a permis
de montrer les possibilités de l'algorithme modifié. Bien que la gestion des
pondérations reste dans la pratique un probléme relativement difficile, I'algorithme
a donné de bons résultats d'une part sur un cas d'interception plan d'un avion de

combat, d'autre part sur un cas de manceuvre d'un hélicoptére.

Ces exemples réalistes confirment que pour une initialisation proche de la
solution, l'algorithme donne un trés bon résultat en peu d'itérations. De plus, nous
avons complété certains résultats obtenus par une méthode du premier ordre, le
gradient projeté, sur l'intérét d'une vitesse de rotation de rotor variable pour un
hélicoptere, probléme pour lequel peu de résultats existent actuellement.

Ce programme pourra donc servir d'outil aux ingénieurs pour résoudre un

robléme d'optimisation ou compléter des résultats obtenus par d'autres méthodes.
p P p p

Dans l'avenir, ce programme pourra €tre développé en y ajoutant d'autres
modules ce qui permettra d'augmenter sa fiabilit€, de disposer d'un large éventail
de méthodes et d'exploiter la quasilinéarisation dans différents contextes.

En particulier, ses qualités de convergence pourraient €tre exploitées dans
I'évaluation d'un guidage a partir d'une trajectoire optimale précalculée. En effet, il
peut étre envisagé de recalculer a certains instants une nouvelle trajectoire optimale
en tenant compte de 1'écart par rapport a la trajectoire optimale nominale, écart dii &
des perturbations ou & des erreurs éventuelles de modélisation.
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PLANCHES
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annexe 1 : Variation de la condition de transversalité

Considérons @

@=HXO.YO.X 0. + a(.’#f(?m,t,v ) (AL
Soit les différenticlles

dX(t) = 8R(te) + X (1) dte (AL2)

dX(t) = SN (t) + A (te) dt (A13)

Supposons que L et f ne dépendent pas explicitement du temps .Alors on a

)

2 =T 2
=(a—H + J d)}d—)?f+?’r.d7\?f+a—‘£ .d7 +a—¢dtf+a—H'de

do = d(H(?(t),E”(t),X’(t),t) + %?(?(t),t,'v’)

X  odx ot ot? ou
= aH Cicy 8%¢ + ?T87f+ 8v
ox a@x ot
+ QI:_I; Gy xf ?Tx)f+£dtf+a—Hduf (Al.4)
X  oxX o’ ou

comme U = Argmin H on aég— =0et
Jdu

2
do = Q_Ii) 0@ 8Xf+?T87\?f+ —)
X  ox o



-A4-

2 o o 2
+ Ql__)l— + 9 q_;) X + ?T.X)f + 8_?;_ dts (AL.5)
X X ot

Posons
T 0® T 0d
d r - == %r - (A1.6)
ox ox

nous avons alors

an) =T a2(I)T
dX’f=——.d?<’f+a—"’ AV +—— di; ( ;- a—(—D—J (ALT).

ox2 ot ox ot o%
2 =T 25T 2 o
Sx)f=é_i2.8_)?f+é{ 87+ Gl - -X)f + B?f dts
ax2 ot oxat ox 2
[ T aq>) AL
AR - — .
ox
et
dor=- ?T.[;vf 22
ox
2 2 - —> T
+ Q—E— + ——a_:b + ?T.a—? 5?f+ Q\V—+ a—“—f—? S5V
9X  Jxot ox? o 5%
2 o . 2
+ Q§-+ a_)(b ?f +?T.X>f+a—‘qzl . dtg
90X  oxot d
24T o 24 o L
+?T. _E_)_iI)_ SN+ a——d—).? . dtg (AL.9)
oxot ox 2
soit dmz-?T. X)f'ag
—
0x
2 2 — - T
+ Eﬂj— + a_fb + ?T.jS? 6?f+ N + _8_\41__f> SV
9X  9xot 9% 2 ot X

2T 20T 320 =) (oH *®\>s 9D
175 + —:.X ’—:)+ 3 Xf+ s . dtg
oxot  o9x? 9x  Jxot ot

(A1.10)
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liers :
1/ Sila dynamique est vérifiée, alors

2=T"R.X
x=h"X,X0

: 2 2 o
Q%* a_)cp +?T~Q§=ddt 2?_; - X
ox  oxot %2 ox

-

et

T 0*® T d (od T\ k)
+ ) |- £ 1Xe+ =5 LAt (Al11)
90X ot ox ot

2/ Si de plus les conditions finales sur 1'adjoint sont vérifiées

=22 Ro.d) |,
ox

alors
d(od » T
d 'a—__)‘ - f=a__—) (Al1.12)
X X
et d0)=-—f)T. —)—\«-)f'a%
ox °
a(DT - d\—l})T —
+—: .SXf+E OV

0x



en effet

d oLT
o 1S ol ? E
_a LT afTach
3( TJ —( "R R
od afTa(DT \T

(at X %X J

(Al1.13)
fT
2
ox
(A1.14)
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annexe 2 : solutions analytique du probleme linéaire quadratique.

La commande optimale est donnée par

u(t) = -Ay(t)
Pour le cas ou la commande n'est pas bornée, la solution est immédiate. Pour le cas ol
la commande est limitée par umin OU Umax, NOUS aurons une ou deux commutations
selon la valeur des bornes (si les contraintes deviennent actives pendant l'intervalle de

temps).
1) cas sans contrainte
u(t) = = V.t - (Vxtetvy) (A2.1)
2
\Y
x(t) = —61.t3- (thf‘*'vv).‘ti + Vo.l + Xo (A2.2)
Y
v(t) = —25.t2- (v,(tﬁ—vv).t2 + v, (A2.3)
Ax(D) = vy (A2.4)
)\vv(t) = ‘Vx.t + (thf""Vv) (A25)
12 t
Vx =3 - [ Xo=X+2.(Vo+vy) | (A2.6)
ts 2
ot
w=-g.1 (xrxo)-gf.(vo+2vf)] (A2.7)
f

2) une seuile contrainte : U > Uy,

Soit t.l'instant de commutation. Pour le cas ol x, =0 et v, =0, I'état et la commande
seront

pour t <t

u(t) = Upmax ) (A2.8)
t
X(t) = Umax 5 (A2.9)

V(t) = Upax t (A2.10)
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pour t 2 t¢
u(t) = vy (t-tg) -Vy . (A2.11)
x(t) = y6l (t -tf)3- Yz-‘i (t -tf)2 + vg (t -tg) + Xg (A2.12)
v(t) = \% (t ‘tf)z' Vy (t-tp) + v¢ (A2.13)
avec
2

t
3Xf + Vets + umax%‘

e =

Umaxlf-Vs
2 (V-Umaxt
x =—(—f'—“-3§L) (A2.14)
(tc = tf)
Vy = Vx(te - tf)-Umax : (A2.15)

3) une seule contrainte :u < Uiy

Soit t,l'instant de commutation. Pour le cas ot X, =0 et v, =0 1¢tatet la commande

seront
pour t < t¢
u(t) = Vgt - (Vxletvy) (A2.16)
\ VylgtV
x(t) = F" £- (—%—‘-'2 ¢ (A2.17)
v
v(t) = 7‘ t% (Vxtr+vy) t : (A2.18)
etpour t 2 t¢
u(t) = Umin (A2.19)
2
X(t) = Upin ¢ ;f) + vi (L -tp) + Xg (A2.20)
V(t) = upin (t-t) + V¢ (A2.21)

avece

t
3x¢- 3vets + 3uminf7

t. =
¢ Uminlf - V¢
2 (Umipls - V
vy = (mmzf £) (A2.22)
te

Vy = Vx(te - 1) - Unin (A2.23)



4) cas avec deux bornes

Soient t; et t; les instants de commutation entre upax, U*(t) et un;,. Les résultats sont
donnés pour x, = 0 et v, = 0. La continuité de la commande donne les relations :

Vy+u
t] = tp 44— (A2.24)
Vx
Vy + Ui
ty = tp+——8 (A2.25)
Vx
Les adjoints seront
Ax(t) = vy (A2.26)
Ay(t) = Vet (Vetetvy) (A2.27)

L'état et la commande seront pour t < t;

u(t) = Upax (A2.28)
x(t) = umax% (A2.29)
v(t) = Upax.t (A2.30)

pour ttelque 1<t <t

u(t) = -Ay (A2.32)
x(t) = Vg (t-g)3 - umx(t-ztl)2 + vy (t-ty) + X3 (A2.33)
v(t) = vy (t_;1)2 - Umax(t-t1) + V1 (A2.34)
avec V1= Umax t (A2.35)
X1 = umax%— (A2.36)

etpourttelque t 2 t;

u(t) = upin

(-t

X(t) = Umin— — + Vi(t-tp) + X¢ (A2.37)

V(1) = umin(t-te) + v¢ (A2.38)
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En utilisant les équations de continuté en t; et t, nous obtenons les relations qui
permettent de calculer vy, Vy,tjetty

umax = ‘Vx.tl.+ (thf"‘VV)
Vx(t2-t1) + Umax=Umin

3 2 2 2
(t2-ty) (t2-t1) i ta-t
Vx 6 Umax D) + Umax t (t2-t) + umaxT: umin( 2f) +

vi(ta-te) + X¢

- Umax(t2-t1) + Umax U1 = Umin(t2-t) + V¢

2
to-t
v, ( 221)
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Annexe 3 : Matrices de changement de repere
application du théoréme de la dynamique

Les matrices de changement de repéres sont notées T entre le repére aérodynamique et
le repere avion, R entre le repere terrestre et le repére avion et R' entre le repere
terrestre et le repére aérodynamique:

X Xa
( y )=T(a,B)-(ya )
z Z,

cosacosP - cosasinf} - sina
T(a.B) = sinf cosP 0
sinacosB - sinasinf  coso

oi o estl'angle d'incidence
B I'angle de dérapage

( y )=R(\If,e,d))-()'o )
z Zo

cosycosO sinycoso -sin0@
R(y,0,®0) = | sinycosB+cosysinBsind® cosycos®+sinysinBsin® cosBsin®d
sinysin®+cosysinBcos® cosysin®+sinysinBcos® cosBcosd

ou yestl'azimuth

0 l'assiette longitudinale
@ l'angle de gite
Xa Xo
( Ya )= R'(%,Y.1) . ( Yo )
Z, Zo
COs)cosY sinycosy -siny
R'(y,6,®) = | -sinycosy+cosysinysinyl cosycosy+sinysinysinl cosysinyl

sin)Siny+cosySinycospl -cosysiny+sin)sinycospl cosYcOosu

ol Y.\ sont les angles d'Euler
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Dans le repére aérodynamique, le théoréme de la dynamique donne

(93";—’ B ? =R

U (d—Y)Q est 1a dérivée relative de 'V dans R,

ou a
et I?Ra le vecteur instantané de rotation.
(dv v
—— a — 0
dt 0
o]
-xsiny
ﬁRa =1, Y
X.cosY
-gsiny
=] 0
gcosy
ce qui donne
o 1 .
AV = H(R“ + Fyxa) - gsiny
o 1 1 .
0 + Vycosy = I\—/I(Rya + Fya) -M(RZa + F,,)sinpt

}M (R,a + F;,)cosu + gcosy

]

0-Vy
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Annexe 4 : changement de variables

Soit le systeme

x = Vcosy

y = Vsiny

V= &(F‘ Ry)

i = %.(nzsinp) avecn; = l/cosp

Le changement de variable est le suivant

= Vcosy
= Vsiny
v
M - ‘ > Xo
' —
~._ \'A
u ~
- .- RO 3
Yo
ce qui donne
u = Vcosx-Vsinxi
F R . .
= % (ﬁg? - —M——"g)Vcosx -V siny (\EI .n sinp )

= % {(17-‘m - (Do + Dy n,%)).u - v.y nzz-l}

v = \°’cosx+Vcosxi
= & {(Fn - (Do + D10 ).y +un 21}
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Annexe 5 : commande par perturbations singuli¢res

Dans le cas d'une interception horizontale, la solution intérieure sera donnée par une
trajectoire de collision (cf figure ).

|
=
<|

O <%

d
Yo

F(V)- Dy(V)- Di(V) =0
Vsiny = Vsin(y-%)
T = Je- N
any = x: - X
A chaque instant, on calcule Pmarge tel que

F-Dy,-D . .
tanlmarge =———I—)il’-——1 (fonctions de la vitesse courante)

La commande p par perturbation singuliére sera alors telle que

’ 2V . -
tanilperr = ~ - St & 2 x) - tantmarge
V-V
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Annexe 7 : calcul des dérivées partielles du systeme hélicoptére

0 2
Fa= 1pS0(QRCy 2t 2 e
1+ (0] Cz-(
3
. tose(aRr)Cw . 1
2% - 6€°7 Y A e
8)44
aF. 4 2
= lesviarfcy . 3pa (A ZE::)_(Q,+_> A LI Y
pes Bld o T
'3 3 d < (A 7iJ
= 4 ¢ Se(2R)Cy. z/ S0
S 3 [,« — ~(Oor 2a). _Era J
+ 2
(* Tos) (s 2y ?
’}F'q A a
— = feSc(ar)cq.. . A "s* |, L
oV, & o Ens 2 )+ (eo2) 8,: (hsohst
&t
sdeSr(aRPCu. Ve [ 3™ o
_6c 3t - ‘7.; < - (9.-1—%,\%) 8 pd )
e Lad
(* 3{:d) (A"' 'a—;':‘i')z
e 3 i34
LA gso*(aa) c.<-‘ﬁ. (.__"_)"_ + (0ovgy) TRt ”“’
DV, ( A+ °"3“3 (A
8§ 6r‘
U desrar)ie, 2. (00a3a), ~+
20 6 a = 74
e Se(QRY (a1 | ~2% s S e
P (aes, T am) e
${ad) (A#q._ff-'—)
28,4+ 22 (34
- 4 2 "I v
= ECSU'(Q-R) Csd--‘-“ _l@oi—é)%) Sf‘d
A ey T Y o
Py (A., 1'2_51.)

e
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Annexe 6 : Commandes en vol équilibré

Pour le vol équilibré nous avons

V=0
Vh =0
soit -F,sin® - %p(SCx)fV Vy =0

FncosO - —é—p(SCx)fV V,-Mg =0

or en vol horizontal, nous avons V, = 0 donc

0= g
- nsinocd-%p(SCx)fV Vi=0
Fpcosag-M.g = 0

L'incidence du disque rotor sera donnée par :

1

2P(SCxV Vy
tgog = - ————
g0 Mg

Le pas collectif sera calculé par:

F o= Mg
n =
cosOy
1 2
avec F, = EPSG(QR) Czm
KCzmo
Cun =

1- Kszl—g—
12u4

1M'g 2.(1 - Kszl“o—)-i- KCzm1.Az
€050t gpSO(QR) 12pa

1 pd §“d2
3Cu0 =+ .

3 _é_ 3 2
(1+§ud)

Soit 0, =



- A20 -



-~ —

|

S REI DRE 3Y
e 0 Ol 250 9

UNIVERSITE DES SCIENCES THESEDE : DOCTORAT (nouvelle Thése) N°D'ORDRE:
ETTECHNOLOGIESDELILLE =~ - DISCIPLINE: PRODUCTIQUE
NOM DU CANDIDAT : _ My-Anh  DAO-GARNOT
JURY Président: P.BORNE Professeur (EC LILLE - Villereuve d’Ascq)
Rapporteur : M.KINNAERT Professeur (U.L.B. - Bruxelles)
Examinateurs: C.BRIE Professeur (IN.SA. - Rennes)
G.DAUPHIN-TANGUY  Professeur (EC LILLE - Villeneuve d'Ascq)
H.T.HUYNH Chef de Subdivision (ON.E.RA. - Salon de Provence)

M. STAROSWIECKI Professeur (EU.DI.L.-Lillel)

TITRE DE LA THESE :

‘Contribution au caleul de trajectoires aptinm[e.s par la méthode de quasilinéarisation.
Mise en cuvre et application en aéronautique’

RESUME

Ce travail, effectué & [ONE.RA., présente une synthése de méthodes de calcul de
commande optimale pour des systémes déterministes représentés par un systéme déquations
différentielles non linéaires, et [étude détaillée dune de ces méthodes : la quasi[inéan'satioﬁ.

Cette méthode permet de résoudre [a plupart des problémes doptimisation de trajectoires
rencontrés dans le domaine aérosptial, avec [a possibilité de prendre en compte des contraintes
non linéaires de natures diverses partant & (a fois sur les commandes (Gmitation des amplitudes) et
sur [état (limitation relatives au'domaine de vol). Elle présente, par rapport d'c[es méthodes
numériques du premier ordre, Lavantage dune convergence finale quadratique et donc [a possibilité
d'une utilisation e temps réel. ;

Néanmoins, comme toutes les méthodes du second ordre, sa limitation demeure la grande
sensipilité & [initiolisation. La contribution essentielle de cette thése est de proposer des
modifications permettant d'accroitre les possibilités dutilisation de cette méthode, notamment en
augmentant son domaine de convergence et en proposant plusieurs modes d'initinlisation. Un
programme général est mis en zuvre pour tester [algorithme.

Ce programme est appliqué dans un premier temps, 4 des exemples simples, dans un second
temps, & deux exemples du domaine aéronautique : le caleul dune trajectoire d'interception pour un

avion de combat et Loptimisation d'une maneuvre d'évitement dobstacle pour un hélicoptére.

Soutenance prévue le : 9 juin 1992 a 10 heures 30
Bitiment B - ECOLE CENTRALE DE LILLE Amphithéitre BODA





