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INTRODUCTION

b
Soit D’intégrale définie suivante: S = / w(z)f(z)dz, ou a et b sont deux réels quel-

conques, w(z) = (z — a)*(b — z)® une fonction poids avec e, > —1 et f une fonction
analytique dans un domaine contenant l'intervalle [a, b)].

Pour un treés grand nombre de fonctions, il est impossible de déterminer S par une
méthode d’intégration élémentaire. Ce probleme pourra étre déjoué par ’utilisation d’une
des méthodes numériques d’intégration connues.

L’une des méthodes numériques d’intégration les plus puissantes est la méthode de
quadrature de type Gauss qui consiste & approximer la fonction f par le polynéme de
Lagrange interpollant cette méme fonction aux points zéros du polyndéme orthogonal par
rapport a la fonctionnelle ¢ définie par:

o) = [ w(@)f()ds.

La formule de quadrature est alors donnée par la relation suivante:

n

S =Su+ En(f) =3 A f(z}) + En(f),

=1

oti (z') sont les zéros du polynéme orthogonal P>*#, les (") sont les nombres de Christoffel
correspondants, E, (f) étant I’erreur de quadrature commise au bout de la n'®™€ jtération.

Bien que cette méthode soit puissante, on a pensé a 'améliorer via des méthodes
d’extrapolation pour les trois raisons suivantes:

a) La convergence de la méthode est tres lente lorsque la fonction f posséde des
singularités tres proches de I'intervalle d’intégration.

b) Pour calculer le terme S, nous avons besoin d’évaluer notre fonction en n points
qui sont les zéros du polynéme orthogonal et de connaitre les n nombres de Christoffel
correspondants.

c) La suite (S,) ne vérifie pas de relation de récurrence, ce qui fait que I'information
obtenue par le calcul du terme S, ne sera d’aucune utilité pour le calcul du terme S,4;.

Le but de notre présent travail est de construire a partir de la suite initiale (S,)
d’autres suites qui convergent vers la valeur exacte de l'intégrale S plus rapidement que
la suite initiale (S,).

Pour ce faire, et comme dans toutes les méthodes d’extrapolation, nous avons besoin
d’informations sur le developpement asymptotique de 'erreur E.(f) ou de AS, = S,4; —
S,, ou du moins d’informations sur le ou les premiers termes de ce developpement.

1 f@M(¢n)
k2" (2n)!
puisque le nombre &, est une inconnue et qu’il est souvent difficile d’obtenir des dérivées
d’ordre élevé de la fonction f. Afin de trouver les premiers termes du developpement
asymptotique de E,(f), on utilisera le long de ce travail son expression donnée par Sydov

L’ expression classique de E,(f) ( ) [10, p. 227] présente des inconvénients



dans [27] sous la forme d’une intégrale le long d’une courbe fermée L contenant l'intervalle
d’intégration [a, b} et & interieur duquel, la fonction f est réguliere, & savoir:

Ef) =5 [ 1) Ba( s ds,

z-.
1

zZ—.

ou E.(

) désigne 'erreur commise dans la formule de quadrature de Gauss a n points

sur l'intervale [a,b] appliquée & la fonction complexe t — z appartenant a L.

b
Cette expression de 'erreur a été largement utilisée par les auteurs qui se sont interessés
a évaluer erreur commise dans la formule de quadrature de Gauss. Pour cela, ils ont

adopté 'une des deux stratégies suivantes:

e La premiere consiste & majorer |E,(f)| (voir e. g [6, 7, 9]), majoration qui dépend
largement du contour L choisi.

o La deuxieme consiste & approximer E,(f) par une quantité A, tel que nlinolo |E.(f)—

E.(f)

An|l =0 et non lim ITI =1 (voir e. g [6, 7]). Numériquement, nous n’arrivons

n
a obtenir que le premier chiffre ou au mieux, les deux premiers chiffres de la valeur
exacte de ’erreur.

Dans le CHAPITRE I, nous allons donner et rappeler des résultats concernant les
expressions de E, (f) et de AS,, en utilisant certaines propriétés concernant le comporte-
ment asymptotique des polynémes de Jacobi. On présentera ensuite certains résultats
d’analyse auxquels nous ferons souvent appel dans les chapitres ultérieurs.

Dans le CHAPITRE 11, on s’intéressera aux expressions de E,(f) et de AS,, dans le
cas out I'intégrand est une fonction analytique possédant réspectivement une singularité
logarithmique ou une double branche de singularité réelle. On cherchera, dans ces deux
cas de fonctions, & donner des représentations asymptotiques de E,(f) et de AS,,, a partir
desquelles on construira d’autres suites qui convergent vers S plus rapidement que la suite

initiale (S,).

Dans le CHAPITRE III, on étudiera le cas ou l'intégrand est une fonction analytique
possédant réspectivement, un pole simple unique, deux péles simples conjugués, une in-
finité de péles simples ou conjugués et enfin un pole unique d’ordre de multiplicité m > 1.
Dans chaque cas de fonction étudiée, on donnera comme dans le CHAPITRE II, des
représentations asymptotiques de E,(f) et de AS,,, a partir desquelles on construira des
transformations accélérant la convergence de la suite initiale (S,).

Dans le CHAPITRE IV, on étudiera le cas des intégrales a Valeur Principale de
Cauchy, ou l'intégrand est une fonction analytique possédant d’une part un péle simple A
appartenant a 'intérieur de l'intervalle d’intégration, et d’autre part, I'une des singularités
des fonctions vues dans les CHAPITRES 1I et III. Dans ce chapitre, nous commencerons

5



par préciser la formule de quadrature de Gauss utilisée, pour laquelle nous allons établir
Pexpression suivante de ’erreur:

BN = 5= [ 900 Eal)

ou g(z,A) est une fonction réguliére dans un domaine contenant I'intervalle d’intégration.
On suivera ensuite les mémes démarches faites dans les CHAPITRES 1I et III, & savoir
donner des représentations asymptotiques de E,(f,A) et AS, qui seront identiques a une
constante multiplicative pres a celles trouvées dans les CHAPITRES 2 et 3, puis on don-
nera des résultats d’accélération de la convergence de la suite (S,).

Tous les résultats d’accélération donnés dans les chapitres II, III et IV seront illustrés
par des exemples numériques.

. Sachant que via un changement de variable approprié, le calcul de l'intégrale
1
/ f(z)(z — a)’(b— z)*dz, est ramené au calcul de I'intégrale / flz)(z+1)(1 - z)°dz.
a -1

On limitera donc notre étude au cas ot a = —1,b= 1, et w(z) = (1 — z)*(z + 1)°.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES



1 Notation et introduction

On utilisera le long de ce travail, les notations suivantes:

* P2+ e polyndme de Jacobi orthonormal par rapport a la fonctionnelle ¢ définie par:
c(f) = [}, w(z)f(z)dz, ou w(z) = (1 — 2)*(1 + z)? avec ,8 > —1.

*a,, le coefficient du terme de plus haut degré de P>, 1l est donné par:

_ (2n)! T(n+1)I(2n+a+F+1) (2n+a+ﬂ+1)F(n+1)I‘(n+a+ﬂ+1))% '
= 27(n!)?’T@2n+ 1)I(n+a+ G +1) 2048+ (n+ a+ 1)I'(n+ B+ 1) :

1
P (2)Pof(z)

*(S,): la suite obtenue par la formule de quadrature de Gauss-Jacobi appliquée a la
fonction f. Elle est donnée par:

"Q3°(z) =

1=n

Sp =) M f(a}), avec :

i=1

(A7)1<i<n: les nombres de Christoffel.
(27 )1<icn: les racines de P3P,

1
*S: la valeur exacte de l'intégrale, ie. S = / w(z) f(z)dz.
-1

*En(f): Verreur commise dans la formule de quadrature de Gauss-Jacobi a n points,

ie. E.(f) =8~ S,.

1 . -
*E,(——): Verreur commise dans la formule de quadrature de Gauss-Jacobi a n
z—.

points, avec:

1
1) = — Vi -1,1}].
-(t)=-— Vtel-L1]

*K la fonction définie sur €'\[-1,1] par

(1-z4Vz2=1)*(142-22-1)*

2a+8 ’

K(z)=

ou la fonction z — /22 — 1 est définie de telle maniere a avoir |z + V22 — 1| > 1,
Vz € C\[-1,1].



*ER l'ellipse ayant pour points focaux les points 2 = £1, et comme longueurs des

demi-axes (R+ R~!)/2, 00 R > 1.

*H>*(ER) désigne 'ensemble des fonctions réguliéres a l’intérieur du domaine D
définie par Eg et bornées sur Eg.

Dans ce chapitre, nous rappelerons et nous présenterons certains résultats concernant

la famille (P>) et concernant I’expression E,(

), puis nous rappelerons l’expression

de E,(f) donnée sous la forme d’une intégrale le long d’une courbe fermée L. Enfin,
nous présenterons certains résultats d’analyse auxquels nous ferons souvent appel dans
les chapitres suivants, puis nous rappelerons les définitions de ’estimation de Perreur
données par Brezinski dans [2].



2 Préliminaires

Rappelons d’abord le résultat fondamental suivant donné dans {28, p. 196] par Szégo,
et que nous avons adapté pour le cas des polynémes orthonormaux:

Théoréme 1 ,
Soit z € C\[-1,1], et soit a,B deuz réels quelconques. Le polynéme orthonormal de
Jacobi vérifie Uégalité suivante:

@8 (z) = l 2 (2 + V2T =T)™%
Pn ()"" 27"\/22—1(1—Z+\/Z2-1)“(1+Z—\/22—-1)ﬁ(1+un(2)),

avec (un(z)) une suite uniformément convergente vers zéro sur tout compact de C\[-1,1].

On rappelle que a,, désigne le coefficient du terme de plus haut degré de (P>#).
Lemme 1

La suite (a,) vérifie les deur propriétés sutvantes:

208
a) a, ~ 20

. Any
b) lim -2*
n—oo q,.

s

2.

Preuve:
a) On rappelle que la suite (a,) est définie par:
(2n)!
2n(n!)?

a, =

Ja(e, B)

avec:

(e f) = Fn+1)I'2n+a+B+1) ((n+a+f+ 1) (n+1)(n+a+B+1) :
mOEI T T2+ D (n+a+ B+ 1) 2048+ 1T (n+a+ )T (n+ B+ 1)

Sachant que [12, p. 131]: E(ITT-F)G)- ~ n®, on a les équivalences suivantes:

F'n+1)I2n+a+B8+1) (2n +1)o+8 o gutB
I'2n+1)I(n+a+B+1) (n+1)o+8

Fn+1)I(n+a+p+1) 'n+1) TI(n+1) Tn+a+pB+1)
Fn+a+1)I(n+8+1) Fn+a+1)T(n+p+1) T(n+1)

1 1 s
CESVNCT AR Y=t
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On en déduit alors qu’au voisinage de 'infini, on a:

fala, B) ~2a+ﬂ\/2n+a+ﬂ+l W

2a+ﬁ+1
D’autre part, nous avons ’équivalence suivante [12. p. 131]:

(2n)t 220

(n)? ~ Van

On obtient finalement:

2n
o = gl (01 B) ~ gV,

20+8

a, ~ 2" .
T
b) De a), on déduit immédiatement que:

2n+1

lim & = km =2.

n—oo g, n—co 9n

1
On rappelle que Q2 (z) est donnée par: QP (2) = = ~ .
" PYP(z)Pafi(2)

Proposition 1
20+ﬁ(2n

Soit (I(n)) la suite définie par: Vn,l(n) = — (-
Soit K la fonction définie sur C\[-1,1] par: "

_ - 2422 1)1 42— \/Zzan.

2048

)2 —1.

K(z)

Alors, il existe une suite (6,(2)) qui converge uniformément vers zéro sur tout compact
de C\[-1,1] et vérifiant:
o) i'ilQ"”ﬁ(z) _ 4 K(2)V22 -1
0 (24 V2% —1)42
b) Izll—il'nooén(z) = l(n),Vn.

De plus, lim I(n) =0.

(1 + 6x(2)),Vn,Vz € C\[-1,1].

Preuve:
a) D’aprés le théoreme 1, il existe une suite (u,(2)) qui converge uniformément vers
zéro sur tout compact de C\[—1, 1] vérifiant:

$0(s) = l 2 (c + V=) e
Pn ()_ 271'\[2’2—1(1-Z+\[272—1)°‘(1+2—\/22—1)ﬁ(1+ n( ))3
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donc, Vn € IN,Vz € C\[-1,1], on a:

o8 o : 2a+B (Z + /22 _ 1)2n+2
F @R = o 7= (1-z4+V22-1)2(1 42— \/ﬁ)za(H“”(Z))(H“"“(z))’

donc, Vn € IN,Vz € C\[-1,1], on a:

1
o,B 2) =
< = EPOREe
2r V2 —1(1=—z4 V22 =1)*(1 +2— /22 = 1)2‘3(1 + 2l (2))
20+8 (z 4+ V22 — 1)n+2 n
2. '
= opYZ %) \,le(z)(l +ul(2)),
G4 o)
ot la suite (u,(z)) qui est définie par: u,(z) = ! — 1, converge

(1 +ua(2))(1 + unsa(2))
uniformément vers zéro sur tout compact de C\[-1,1].

a
Z+1 = 2, donc on pourra écrire: il 2(1 4+ o(1)).
n n

On a vu dans le lemme 1, que ’}Lnolo
D’ou: Vn € IN,Vz € C\[-1,1], on a:

Ans1 V22— 1K(z2)

LA QB(z) = 4An

a, Qn ( ) 4 (Z+\/22_1)2n+2
V22 - 1K(z2)

W(z + /2% = 1)2n+2

(14 u,(2))(1 +o(1))

(14 6:(2)),

avec: 6,(z) = u,(z) + u,(2)o(1) + o(1) qui converge uniformément vers zéro sur tout
compact de C'\[-1,1].

b) On déduit de a) que:

N Y ey
14 6,(2) = —Q .
+(2) a, &) 4722 - 1K(2)

Or, lorsque |z| tend vers I'infini, nous avons d’une part:

an4a a8 Qn41 1
—Qﬂ’ z = a [+]
a, (2) an PPP(2)P2h(2)
Qn4l 1 _ 1

- b
Qp @p2"Ap4p2"t! @227t

et d’autre part,

(z+ V22 = 1)*2 N 2016(22)42 g2n+2+a+B ,2n+1
V22 — 1K(2) z - '
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On obtient finalement: om
1+ 6,(2) ~ 20F8(=)2,

n

Jim 8(2) = I(n).

Montrons maintenant que Jim [ (n)=0.

a4 on
D’aprés le lemme 1, a, ~ 27 , donc: nlinolo (—)? = So4p qui entraine que:
T —00' g,
. 2a+B T
M l(n) = =55 —1=0.

Proposition 2
/s r sy Gn4l . ,
La série de terme général —22Q%P(z) converge uniformément sur tout compact de
a

C\[-1,1]. "

Preuve:

Soit K un compact quelconque de €\[—1,1], et soit Egr, avec Ry > 1, Dellipse
définissant un domaine Dy tel que Do N K =@. D’aprés la proposition 1, il existe une
suite (6,(z)) qui converge uniformément vers zéro sur le compact K tel que:

Gis nn e (1+6.(2))
o QP (z) = AnK(2)V2? - l(z Y 1)2n+2,\7’n € INV.

Donc, 3ny/Vn > no, |6,(2)] < 1,Vz € K. Ainsi, 3no/Vn > n,
V22— 1|
|z + vzt — 1|2n+2

Or, d’une part, la fonction K(z) est bornée sur K. D’autre part, pour tout z € K,
3R > R, tel que z € Eg, donc:

6 _ p-1,-i6 -1
z2++vz22-1|=R, et \/22—1=Re R |_<_R+R <R,car R>1.
2 2
Ainsi, 3M,3dng, Vn > ng

1-";‘l—+‘szﬁ(z)l < 8n|K(z)| Vz e K.

8 M 8 M
|-<-R2n+1 _<_R3n+l,Vz€K.

Z2Q(2)

: . , oy 8TM s
Puisque Ry > 1, la série de terme général —5— est convergente, donc, la série de terme
a : .

241 Q28(z) est uniformément convergente sur le compact K.

général
n

ou z € C'\[-1,1] définie pour tout ¢ dans [-1, 1] par: .
z—. —

Soit la fonction
1
z—1
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» 1 : .
Désignons par En(-z-——) Perreur commise dans la formule de quadrature de Gauss-Jacobi

a n points, 1. e.
1 1 w(t) AP
E, = [ Za-y
( ) -1z—1 Z 217

z—. i=1

Proposition 3

Soit z € C\[-1,1]. La suite E"(z
1 1 a, o X
a‘) En(;_j) = En+1(z _ ) + a_HQn'ﬂ(Z)

) En() = 3 2 Q4(a).

k=n

1

) vérifie les deuz relations suivantes:

Preuve:
On propose ici une démonstration différente de celle qui a été donnée par Sydov[27].
Pour cela, on utilisera les notations suivantes:

1 w(t) 1
=z"! = dt = .
z=2"9(z) /_11—:ct c(l—xg)
P,?,;,ﬁ: le polynoéme unitaire de Jacobi, P,;”'f(:c) = z"P2A(z)
a)
1 1 w(t) LI Ve
; - dt - S 2 _
E(z—.) -1z-1 gz—t?

- % (/.11 1w—(tit dt - 2:; T-%T)
= 2 (ely=o) - I = 1/nL,(2)).

Donc: i
Eu) = (dg=) -~ - 1/nly(a)
Enn(o) = (=)~ ln/n +1)(2) )
En faisant la différence, on obtient:
H(En( ) = Ban(=) = [n/n+ 1,(a)) = o = 1/n]y(2)
_ x2nhn
PP (2) PR .(2)
hn

Or:
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Donc:

1 1 1 !
E, - E, ) =
z ( (——) n(;=) za PP ()P ..(2)

1 Gnln41
za? P2(2)P, +1(z)
an+ll_ 1

an 2 PRP(2)PE(2)

Donc:

: (En(;f:) - Ena(z—)) = 2722Q24(2),

dol: En(—=) = Bupa(-—) + 22Q2%(z).

b) Ce résultat découle immédiatement de a).

Proposition 4
Soit (I(n)) la suite définie par: Vn,l(n) =

n
qui converge uniformément vers zéro sur tout compact de C\[-1,1] et vérifiant:

2a+ﬁ 9n
(=—)? = 1. Alors, il eziste une suite
a

1 2r K(2)
a) En(;:—:) - (Z + \/22 — 1)2n+1

b)lllim en(2) = I(n),Vn, avec lim I(n) = 0.

(14 €,(2)),Yn,Vz € C\[-1,1].

Preuve:
a) Ce résultat a été demontré par Sydov [27).

b) On déduit de a) que

1+ €,(2) = Eqf 1 )(z+\/ﬂ)2n+1.

z—. 27 K(z)
Or, il a été demontré dans [18] que
1 w(t P"ﬁ(t)
n dt.
BT = p:f’(z)/ z—1
Donc
] 4 ey(z) = 2r K(z2) w(t)P*A(t it
o _(Z+\/22—12”+1P°ﬁ z-1 '
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. 1
Puisque ;=3 Z( )%, et que cette série converge uniformément sur [—1,1] pour
z = 2 k=0

|z| > 1, nous pourrons écrire que:

SO L] o £ ()

k=0
1 & of
= Lo
1
avec ot = / w(t)PIA(@) .

1
Puisque of = / w(t)t*P#(t)dt = 0 pour k = 0,1,....... n — 1, nous avons:
-1

wt)P"ﬁ 1 & af

z—1

Puisque |P2 ﬁ(t)l est majorée sur [—1,1], on posera M, = sup{|P>*(t)|,t € [-1,1]}.

Ainsi, |aX| </ t)|t|¥| P> (t)|dt < M, / = M, co. Nous obtenons ainsi:
1 w(t) 1 oo Qk oo n+k+l
—=PP(t)dt = =
LT W= 23 mt +Z prrs

Or, d’une part:

1
no_ n pa,B
Q= / W PRA(t)de

1 n
= — | w(t)a,t"P>(t)dt
a, J-1
1 n 2
= — ) (P2P)" (t)dt
— e (P) @
_ 1
= o
00 an+k+1
d’autre part: lim Z——-’lgl—=0.
|z|—->ook=0 z
En effet:
(oY) an+k+l 1
|Z <M, ICO|Z k+1 = I —1
k= k—Ol I -

quantité qui tend vers zéro lorsque |z| tend vers l'infini. On obtient ainsi ’équivalence
suivante lorsque |z| tend vers l'infini:
w(t)PoP(t 1
wt) () dt ~

z—1 a, 2™’
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Donc:
(4 VAT 1

K(z) a2t PEP(z)

14 €(2) ~

Or, d’une part:

(z + \/-z-"’_—_l)z"“ (22)2n+1 2a+6,

~o

27K (2) 27
d’autre part:
1 1
anz™ PP (z) a2t
d’ou: 22y . 2 oatp
2z 1 2™\ % 2¢
o(2) ~ ga+0 - (=) =
1+e(2) 27 a?znt! an T
Ainsi,
) 2n 2 20+ﬁ
dm 1+ o) = () =

1. e. ‘l|irn €n(2) = I(n).

7}3-.“30 l(n) =0, a été vue dans la démonstration de la proposition 1.
L’expression classique de 'erreur dans la méthode de quadrature de Gauss-Jacobi est
donnée par [10, p. 227)

1 f@n)
Bu(f) = gl s oty €] - L1
Cette representation de F,(f) est peu pratique vu qu'il est souvent difficile d’obtenir les
dérivées f*" et 'impossibilité de connaitre &,,.
Via la formule de Cauchy, Sydov [27, p. 62] a donné une autre expression de E,(f)
qu’on va rappeler ainsi que sa démonstration dans le cas ou w(z) = (1 — z)*(1 +z)?, avec
a,3 > —1 et [-1,1] comme intervalle d'intégration.

Proposition 5
Soit L un contour fermé définissant un domaine D contenant lintervalle [—1,1] dans
son intérieur. Soit f une fonction analytique appartenant ¢ H*(L). Alors, on a:

1

z -,

Eu(f) = 5o [ S Eu( ).

Preuve:
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Enl appliquant la méthode de quadrature de Gauss-Jacobi & n points a l'intégrale
S= /1 w(z) f(x)dz, on obtient:

5= NF(E) + Ealf).

=1
Or, f étant dans H*(L) on pourra appliquer la formule de Cauchy, ce qui nous donne:

vie[-1,1] f(t) = 18,

27rz Lz— t
RAON

27rz Lz—t”

Vie{l,.,n} f(&) =

Ainsi, on a d’une part:

S = L/Iw()( 1),

2r1 Lz—1 dz)dt

= 2m/f( / (_t)dt) dz,

et d’autre part

Sase) = Suigs [ Lok

i=1

- 27rz/f )(i:

t"]

)dz
d’ou:

Ef) = §— ix"f "

- 27rz./<
= 27rz./ (
= ﬁLf(z)En(z_

Dans ce qui suit, nous allons donner ’exression de E,(f) et de AS,, lorsque le contour
d’intégration L est une ellipse Fp.
Proposition 6

1 nA
)dz— %-/ £(2) (;z_'t?) dz.
—Z;z—t") dz
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Soit Eg Uellipse de points focauz £1 et de longueur des demi-azes (R + R™')/2 avec
R > 1. Alors, on a:

a) E.(f

2z )

_1 f( )A(z)
K /En (z4+ Vz2 = 1)t itz

b) 8, = 5= [ (:)Q2()s

T an
_laun f(2)K(z)V2% -

i a, JEgr (24122 —1)n+2

(1+6 (2))d=.

Preuve:
a) 1l suffira de remplacer L par Eg dans la proposition précédente, puis remplacer

E, (——) par son expression donnée dans la proposition 4.
z—.

b) D’apres a), on a:

E.(f) =

[ 1@z,

27rz

et

[ 1) Eun -

27rz z—.

n+l(f)

En faisant la différence entre ces deux egahtes, on obtient:

AS, = En+1(f) - En(f)

)dz.

1 1 1
= — E - d
57 o 1) (Ben(c) = Eal )
1 Apn41 a8 5 X 5355
= — f(2)Q2"(z)dz, d’apres la proposition 3.
2T a,

Pour la deuxieme égalité, il suffira de remplacer Q2(z) par son expression donnée
dans la proposition 1.
n
Dans ce qui suit, nous allons presenter certains résultats d’analyse qui vont servir dans
les chapitres suivants.

Proposition 7
Soit ¢ > 1 et (Gr) une suite de fonctions intégrables sur l'intervalle [c, oo tel que

a) hw/ G(t)dt_O
()Idt
b) lim

A=oa | / (t)dt]
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Alors, lorsque n — o0,

oo

[ G+ u@)dt~ [~ Gttt

ou u, désigne la fonction €, ou la fonction é,.

Preuve:

On va montrer le résultat dans le cas ¢ = 1. La démonstration dans le cas ¢ > 1 lui
sera identique.
Démontrer ’équivalence, revient a montrer que :

/ % Galt)un(t)dt

lim = = 0.

noo /1 ~ Ga(t)dt

Posons: o o
n = n n y Wn = n t .

P /1 Ga(t)un(t)dt, Q /1 G (t)dt

D’apreés les propositions 1) et 4), on a :
tlirn u,(t) = tlirg en(t) = tlim 6.(t) = l(n),¥Yn € NN,
d’ou :
Vn € IN,Ve > 0,3X > 1/Vt > X, |ua(t)| < €n + |I(n)].

Soit € > 0, fixé, on a:

P _ /lx in(t)un(t)dt +/X°° Gn(t)un(t)dt.

@ /1 Ga(t)dt /IOOGn(t)dt
et X .
IP"I </1 lGn(t)un(t)Idt+/)( |G (t)un(t)|dt
" /llen(t)ldt /1°°|Gn(t)|dt '
Or,

[ 1Gau(tldt < e+ lim)]) [ Gttt

Puisque la suite (u,(t)), converge vers zéro uniformément sur tout compact de ]1, X}, on
a: '
An, /Vn 2 ny, |ul(t)] <€Vt €)1, X].

X X
Ainsi: / |Gn(t)]un(t)|dt < 6/1 |Gn(t)|dt, ¥Yn > ny, d’ou pour € > 0 fixé, 3n; /Vn > ny:
- N

[ 1Gatyat
< —7.3————+(e+|l(n)|)—xw——.
S AN JAEOTE
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Or, lim |l(n)] = 0, donc, 3n,/Vn > ny, |1,(t)| < e Soit ng = sup(ny,ny). Vn > ng, on a:

X oo 0o
G.(t)|d G.(t)|d G,.(H|d
|-’-’115e/1w' (t)|t+2€/Xm| (t)ltSSC/Xml viat
S AT O T T NO A TR0

J; 1Ga@lat

[ 16 0at
[ 16 @lat

7 1Ga0)a

Vn > sup(ng,ni,na): IQ—"I <3e¢(1+¢€),i e lim L = 0.

—
n—oo n

Par hypothese, nh_{g =1, d’ou 3nz/Vn > n, : <1l+4e¢ dou

Lemme 3[4, p. 102]
Soit f une fonction continue définie dans un secteur §; < 6 < 8,. Soit r et § le module
et l'argument de z.

a) Si !llim 2f(z) = 08, < arg 2 £ 6,), alors /f(z)dz étendue a larc de cercle de
Z]=—O0
centre 0 et de rayon r contenu dans le secteur tend vers zéro lorsque r tend vers l'infini.

b) S |lilmo:z:f(z) = 0(6, < arg z £ 6;), alors /f(z)dz étendue a larc de cercle de

centre 0 et de rayon r contenu dans le secteur tend vers zéro lorsque r tend vers zéro.

On va rappeler ici la méthode dite de Laplace, qui donne la partie principale des
intégrales de la forme :

°° h
I(t) = / 9(2)eh @ dz (1 — o).
0
On se limitera au cas ou h(z) = —z et t un entier naturel.

Théoréme 2[12, p. 122]
Soit I(n) = /oo g(z)e ™ dz, ot g est une fonction continue par morceauz dans )0, 00]
réelle, vérifiant:
i) /oo lg(z)|e~*dz converge.

i) g(z) ~ Az au voisinage de zéro avec a > 1.

Nous avons alors U’équivalence suivante au voisinage de Uinfini:

I'(a+1)
na+l

In)~ A

Avant de terminer ce chapitre, nous allons rappeler les définitions de 'estimation de
Perreur données par Brezinski dans [2]
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Définition
Soit (S,) une suite convergente vers S, et soit (D,), une suite convergente vers zéro.
a) Si la suite ( D
n
(Dn)n est dite une bonne estimation de Uerreur de (S,.).

b) Si la limite de la suite (S ;

estimation parfaite de lerreur de (S:)

~) admet une limite finie différente de 1 et de 0, alors la suite

") est égale @ 1, alors la suite (D,) est dite une

REMARQUE:

D’apreés la nouvelle approche des méthodes d’accélération donnée par Brezinski [2],
accélérer la convergence de la suite (S,), revient a trouver une estimation parfaite de
Perreur. Or, on sait que si la suite (S,) ne converge pas logarithmiquement, i. e. si

Jda,b € R,a <1 < b,AN € INVn > N, Sntr = 5 € la,b], alors, on peut obtenir une

Sn - S
estimation parfaite (D,,), de I’erreur & partir d’une bonne estimation (D,,),, de erreur par
la procédure 8 [J: D, = i D;,‘v’n € IN. Ainsi, la suite (T},) définie par: T, = S, + D,,

" AD,
vérifie T, — S = o(S, — S)(n — o0).

22



CHAPITRE 11

FONCTION ADMETTANT DES SINGULARITES LOGARITHMIQUES
OU ALGEBRIQUES
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1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier le cas de trois types de fonctions analytiques:

1) Le cas de fonctions ayant une singularité logarithmique en un point z = ¢ > 1
ou en un point z = —¢c < —1.

2) Le cas de fonctions ayant au plus deux singularités réelles ’'une en un point
z=c> 1 et autre en un point z = —d < —1, i. e. des fonctions de type:

f(z) = (¢~ 2)"(d + 2)’h(z)
avec —1 < 4,6, h(c), h(—d) # 0.

3) On reprendera le cas 2) avec c=d = 1.

Dans chaque cas :
1) On donnera une représentation asymptotique de S — S, et de AS,.

2) On établira des transformations d’accélération qui ne dépenderont que de la
singularité de f (i. e. des valeurs de c,d,v,6) et non de la fonction k qui sera supposée

le long de ce travail un polynome de degré p.

3) On donnera des exemples numériques qui illustreront 'efficacité des transfor-
mations proposées.
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2 Fonction admettant une singularité logarithmique

Soit f une fonction analytique présentant une singularité logarithmique en un point
z=c> louz = —c < —1. Lafonction f s’écrira alors sous la forme: f(z) = In(c—2z) h(z),
ou f(2) = In(c+ z) h(z) avec h un polynéme de degré p non nul au point z = c.

A) f(z) =In(c— z)h(z), c > 1,h(c) #0.

Soit L la courbe définie par : L =T, UT'y, U EgU C, avec :
C,: le cercle de centre z = ¢ et de rayon r.
Eg: Yellipse de points focaux %1 et de longueurs des demi-axes (R + R™!)/2.

I'; et I'; désignent les segments joignant le cercle a l'ellipse, avec I'y au dessus de axe
des réels et I'; au dessous de cet axe.

11-2-a) Représentation asymptotique de E,(f) et de AS,,

Puisque la fonction f € H*(L), nous pourrons écrire E,(f) sous la forme suivante :

1 1
En(f) - -2—7?; /FxUFzUERUCr f(Z) En(z -_ .)dz.

Lemme 1

o) ¥n € IV, lim [ f(z)Ex( L iz =0

> r—0 T n Z - 1

b) Ino/¥n 2 no, lim /F JR)E(7=)dz =0,
preuve:

a) Afin de montrer que 'intégrale le long du cercle C, tend vers zéro lorsque r tend

) = 0.

vers zéro, il suffira de montrer d’apres le lemme 1-3) que llilm (z—¢) f(2) E(

z —

Or, pour z € C,, nous avons: z = ¢+ re'? avec 0 < § < 2, donc:

’lilm (z=c¢) f(2) En(-z—lr—) = Ililrn (z —¢) In(c— z)h(2) En(zlf-)
: . . 1
= 11—1"1'(1’7‘6 In(—c+re)h(c+re )E"‘(c+re"0—-)

= 0.h(c)-Ea(==—)=0.
b) D’apres le lemme I-3) il suffira de montrer que:

3ngy/Vn > ny, Illim z f(z) En(-z%-) = 0.
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s . 1 , .
En utilisant ’expression de E,(——) donnée dans la proposition I-4), nous avons
z—.

h(z) zP*lln(c — 2)
2P (Z + \/22 - 1)2n+1

2 f(2) En(;—l:) = 2nK(2) (14 en(2)).

h(z)

D’une part, les fonctions K (z)et-z—p sont bornées. D’autre part,

_ zP*lIn(c - 2)
dn, /Vn > n,, |zl|£nw (z + N 1)2n+1 =

et
3n, /Vn > n,, lllim 14 en(z1)| <2

du fait que JLIEO(I llim €x(z)) = 0. En prenant ng = sup(ny, n;), on obtient le résultat.
Lemme 2
Ine/Vn 2 ny,
o0 1
0) En(f) = = [ h)Ew(7—)d.
b) AS, = _";“ / h(t) Qo4(1) dt.

n c

Preuve:
a) D’apres I’expression de E,(f) et le lemme 1, nous obtenons :

Jng,¥n > noy  En(f) = —— lim (nm/rlurz £(z) Bn(— )dz).

2m1 R—oo \r—0 z—.

En utilisant le changement de variable: z = ¢ — te™'" avec t croissant de r & R pour
z €T et z=c—te'™ avec t décroissant de R a r pour z € I'y, nous obtenons:

1

z—.

)dz

1
/r () B /F h(z) In(e = 2)En( =) dz

. R . .
=~ [ h(e—te7") In(te™") By 1

c— te—im —

) dt.

) dt
R 1
h(c+t) (—ir + In(t)) En(

/r c+t—.
J

h(z) In(c — z)En(z—l_—) dz

J(2) Ba( ) dz =

I, z - I';

1
c—telm —

R 1
- '/, (e +1) (ir + In(t) En( o) dt.

= —¢ /;zh(c—te ) In(te'™ ) En( ) dt
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On obtient ainsi:

o, SO B

En faisant le changement de variable: y = ¢+ t, on obtient:

5 |
2im Jrur,

Donc, dng, Vn > no,

R 1
)dz = —2z'7r/ h(e+8)Bn( o

)dt.

R+c 1
dz = -/m h(t)En(;—) dt.

Ef) = g fim (i [5G B de)
. R+ 1
= - Jim (m/ﬁ h(t) Ba .)dt)
= _/ t) E, (——)dt
b) D’apres a), nous avons:
Ef) == [ ht) En(-t-—i—-)dt,
Ea(f) == [ h(t) Bua () dt.

En faisant la différence entre ces deux égalités, nous obtenons :

AS, = ) - En+l(f)

- —/ r(0) (Ba(;=) = Bun(;))
= - " ()Qi:"’()t

ay,

REMARQUE:
Sachant que: K@)
1 ((t
En(—) = QW(t I g yrv (1+ €n(t))
et
Gnt1 e big) — K(@)vtz -1
=1.029(t) = n e (L4 6a(0),

nous avons d’apres le lemme 2: 3ng,Vn > ng
P > ;

P b K (1)
y==2r [k ST (L el
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En faisant la différence entre ces deux égalités, nous obtenons:

KOVIE=1

Afin de donner une représentation asymptotique de E,(f) et de AS,, on donnera la partie
principale des intégrales suivantes:

K(t)
(t + \/t2 - 1)2n+1

AS, = —4r / k(1) (1 + 64(t))dt.

KOVE=T
(t + \/t2 — 1)2n+2

Jy(n) = 2 / 0

Lemme 3
En notant r = c+ /¢ — 1, on obtient les équivalences suivantes au voisinage de

Uinfini :
K{c)ver -1
a) Jl(n) ~ 2%h(C)W.

h(c)K (c) 2n n
b) Jao(n) ~ = Onrin (1 T (n+1)r? i (n+ 2)T4) '

dt, Jo(n) = 4r / 0

preuve:
Afin de démontrer le résultat, on utilisera comme dans [13, p. 281] le changement
de variable: y = ch(f),c = ch(¢) et on remarquera que: € = y + 42 -1 et que

sh(8) = VyT—1.

a)
Ji(n) = 2x / MO =
K(ch(8))

= o /¢ A(ch(8)) — gy Sh(0)d0

N K(ch(6
= /0 h(ch(6 + ¢))—%%;j#sh(0 + ¢)db.

Soit b un réel positif tel que:

/°° |h(ch(8 + ¢)) K(ch(6 + ¢))|

b0

K(t)

sh(8+ ¢)e~?db converge.

Puisque au voisinage de zéro, nous avons:

|h(ch(6 + ¢)) K(ch(6 + ¢))|
b0

sh(6 + ¢) ~ K(c)h(c)Ve? —1,

on obtient d’aprés le théoréme 1-2):

K(ch(6 + ¢))

/°° h(ch(0 + 8))——Grmys— sh(0 + ¢)do ~ K(oh(e)ve? —1 K(C)h(C)\/c_z—_l.

2n+1-b% 2n+1

Nous obtenons ainsi au voisinage de 'infini:

27 K(ch(6 + ¢))

- - . -
Jin) = r2n+l /0 h(ch(6 + ¢))W8h(0 + ¢)d8 ~ 27h(c) ((c)ve

(2n + 1)r2nt1”

28



b) Jo(n) =4~ /:o h(ch(0))1—§-(%%h%sh2(0)d0
(828 -2 6-20)

En remarquant que: sh?(f) = =

et en posant:

In)== /¢ ” h(ch(()))i(—(iloi))d(),

on obtient:
Jao(n) = 1(2n) — 21(2n + 2) + I(2n + 4).

En suivant la méme démarche que dans la démonstration de a), on obtient:

K(ch(0 +9) 4o K(c)

nr*

I(n) = ——/ h(ch(6 + ¢)) ~ mh(c)

En d’autres termes, nous avons au voisinage de 'infini:

K(c)

nrn

I(n) = 7h(c) (1 + o(1)).

On en déduit alors que:

Ja(n) = 7h(c)K(c) (2nr2" - (2n + 2)r2n+2 * (2n + 4)7*2""'4) il (nr2”>

_mh(c)K(c) (,  2n n o
T 2nrin (1 (n+1)r? + (n+2)rd ¥ (1))

i. e., au voisinage de l'infini, nous avons:

rh(c)K(c) 2n n
JZ(n) 2 Inrin (1 - (n + 1)7‘2 i (n + 2)7‘4) -

Proposition 1
En notant:

A= - K(c) h(c), o) = g (1 oAl +n2)r4) ’

B=—-24V/7 1, G(n) = 2

(2n + 1) r2nt1’
avec: T = ¢+ v/ c? — 1, nous obtenons les équivalences suivantes au voisinage de l’infini:

@) E(f) ~ BG(n)
b) AS, ~ Ag(n).
Preuve:
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a) Nous avons: 3ny/Vn > ny

E) == [ M) B == [ o s s ) a

Posons:

K(t)

G.(t) = 2mh(t) T

D’apres le lemme précédent, nous avons :

K(VE=1 _

lim, [ Ga(t)dt = Jim, Jy(n) = Jim 2wh(e)y ey =

n—oo Jo

De plus, nous avons les équivalences suivantes lorsque n tend vers 'infini:

Vi =1 | /

@n 3 et ™~ (t)dt].

[ 1Gatt)ldt ~ 27h() K (0)
Nous pourrons alors conclure d’apres la proposition I-7) que :

h(t)K (t) oo h(t)K(t)
—27 / (t+ ViZ = 1)z H1 (1+ea(t)dt ~ —27r/c Iy e

Ainsi, nous avons :

E.(f) ~ BG(n).
b) L’équivalence AS, ~ Ag(n) se démontre de la méme fagon que dans a) en posant

cette fois ci:
K(t)vtr -1
(t + \/t2 _ 1)2n+2'

G.(t) = 47h(t)

B) f(z) = In(c + z)h(z), ¢ > 1,h(—c) # 0.

Dans ce cas ci, la fonction f admet une singularité logarithmique au point z = —¢ <
—1. La courbe L sera définie par: L =T, UT; U Egr U C, avec:

C,: le cercle de centre z = —c et de rayon r.
Epg: Yellipse de points focaux +1 et de longueurs des demi-axes (R £ R~!)/2.

T, et T, désignent les segments joignant le cercle a 'ellipse avec I'; au dessus de I’axe
des réels et I'; au dessous de cet axe.

On montre de la méme facon que dans le cas ou la singularité est située au point
2z = ¢ > 1 que la valeur de l'intégrale le long du cercle C, (respectivement I'ellipse ERg)
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tend vers zéro lorsque r (respectivement R ) tend vers zéro (respectivement vers l'infini).
L’expression de I’erreur se réduit alors a :

1
> .
3o, ¥ 2 no,  Ea(f) = 5 lim (yggj /r o OB .)dz).
Lemme 4
3no/Vn 2 ng
oo 1
0) Ea(f) == [ H(-E(m—) .
L 12 N e Y T Y
b) A5, = -2t / h(=t) Q4 (~t) dt.
preuve:
a) D’apres 'expression de E, (f) et le lemme 1, nous obtenons:
1
S :
Ino,¥n > no, En(f) = 2“ Jim (%/mn f(z)En(z_.)dz>.
En utilisant le changement de variable z = —c + te™" avec t décroissant de R a r pour
z €Ty et z=—c+ te'™ avec t croissant de r & R pour z € T, nous obtenons:
1
—)dz = /F h(z) In(c + 2)E ( —)dz
-i1r R h -t 1 —ir E 1 d
= | h(=c+tem) In(te) ) &
= / —c— 1) (=ir + In(t))E (Tl—t———)dt.
1 1 '
/n 1(2) Bl =) dz = / 2) In(c + ) Ea(——) dz

= / c+te"’ ln(te"')E (r&ﬁr‘—)dt
1

R
/ h(—c = 1) (ix + In(t) B ———

) dt.
On obtient ainsi:
/ £(2) Ea(——) dz m/Rh( ¢ — 1) Eq(
z n = - T n
| 1T W zZ—-. r
En faisant le changement de variable: y = ¢+ ¢, on obtient:
1 1 Rte 1
—_ . dz = — h(—t)E,.(—) dt.
2 /r,un f(2) En( ) dz Lc (=) En( ) dt

Donc, 3ng, Vn > ny,

1
_———c—t—.)dt'

E.(f) = — lim (lim/R+c h(—t)En(_—tl—:)dt) - -/C°° h(=t) En(——) dt.

R—oo \r—=0Jr4c —t—.
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b) D’apres a), nous avons:

En(f)= - [ h(~t) Eu(=

Lyt

o 1
Enn(f) = —/c h(-1) En+l(_t —
En faisant la différence entre ces deux égalités, nous obtenons:
% 1 1
AS, = -/c ~t)(E. ( ) - E,,H(Z-:-)) dt
=2 7 h(—) Qf(~t)at

) dt.

an
Proposition 2
En notant: 2
1 n n
A —_ Ir —- h — = ]. -
7 K(—c) h(—c), g(n) onrin ( (n+1)r? + (n+2)r4> ’

B=2AV62—1, G(n):W,

avec: 7 = ¢+ /¢ — 1, nous obtenons les equivalences suivantes au voisinage de l’infini:

a) E.(f) ~ BG(n)
b) AS, ~ Ag(n).

Preuve:
a) D’apres la proposition 1-4), nous avons:
1 K(-t)
E, = 14+ e(—t
(—t—.) t+\/ __12n+l( T ea(=1)

Sachant que:

V()2 —1=v=i—1./=t+1

—(t+1)=€"(t+1), —(t-1)=€"(t - 1),

J=t)2—1=eTVitlefVi—1=-vi2—1.

et

nous avons:

Ainsi,

1 K(-t)
En( =) = =2 s (L (=),
Nous pouvons alors montrer de la méme fagon que dans la proposition 1 que:
t)K(-t) —t)K(-t)
14+e, ~ 27
u / (t+\/t2—1)2"“( tenlt / t+\/t'-’-—1)2"+1
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et que

h(—t)K(-1) h(—c)K(~c)Ve? -1
27 / dt ~ 2% .
(t + /t2 2n+l (2n + 1)(6 + \/62 — 1)2n+1
Ainsi, nous avons:

E.(f) ~ BG(n).

b) D’apres la proposition I-1), nous avons:

Qntl M, _ K(—t) (—t)2-1
QA =t e (4 6(0)
(tli( \/t)zv )2:“ (1+ 6:(~2)).

On montre alors de la méme fagon que dans la proposition 1, que:

_ ot [ hey EEOVET
AS, = 4r / g Ty (1 (-0

= K(-)VP-1

~ 4r lim h(—t)

oo J. (t + VI2 = 1)2n+2
K=o ([ m
onr? (n+1)r? " (n+2)rt)”
En posant:
’ 1 2n n
A =7 K (_C) h(—C), g(n) - 27’”‘2"’ (1 - (n + 1)7‘2 + (TL + 2)T4) ’

on trouve le résultat.

II-2-b) Accélération de la convergence de la suite (S,,)

Proposition 3
Soit D, = —

plus rapidement que la suite initiale (S,).

2§"g(n). La suite (T,) définie par ¥n,T, = S, + D,,, converge vers S

Preuve:
D’une part, la suite (S,) est une suite a convergence linéaire. En effet:

. Enn(f) _,. BG(r+1) . Gr+l) 1
AT AR TBGR) AR T Gm) T

D’autre part, le terme Ag(n) est une bonne estimation de ’erreur de S,. En effet:

. E.(f) . BG(n) (1+42vc-1)
nlg& Ag(n) —nh_.r& Agn) © o/Zo1 #0,1,00, carc > 1.

<1
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Ainsi, par application de la procédure 8, [3), le terme D,, = —

parfaite de ’erreur de S,, d’ou le résultat.
=
Dans ce qui suit, nous allons transformer la suite (7,) en une autre suite (W,) qui
converge vers S plus rapidement que la suite (T,). Afin d’obtenir cette transformation,
nous avons besoin d’etablir le résultat suivant:
Lemme 5
La suite (T,) est une suite ¢ convergence linéaire avec:

our =c+ Ve - 1.

Preuve: AS
La suite (T, )est définie par Vn,T, = S, — ———g(n), donc
(T) p N n)g( )
AS, g(n)
S-T,=5-85,+ ——g(n) = E,(f) + ——=AS,.
Ag(n)g( ) (f) N
Or,

t+/12 -1
AS, = —47r/°°( MUK =71+ 6,(t))at

t+ V2 —1)n+2

E.(f) = —27r/c°°( h(t)K (t))2n+1(1+en(t))dt.
)
)

g(n) r terive: I _ T
) Agn )_—5—6-\/7—:_-_-.—1., on peut écrire: Agln) ~ 2\/c2_—1(1+ (1))

g(n) o YK (1) — '
g oS == +¢tz_1)zmvf T(1 + 6, (t))d.

Puisque hrn

D’ou:

t2-1

\/E;—-_l't n \/——t ';':'T‘S;(t), on obtient I’expression suiv-

h(t)K (1) r VE—1
2 / (t+ \[2 —1)H (1- N T 1 + u,(t))dt.

Considérons l'intégrale

Ainsi, en posant: u,(t) = €,(t) —

ante:

S -

h()K (t) (1T 1 it
t4 /12— 1)+ Ve —1t+/12-1

I{n) = —27r/coo(

34



Nous allons dans ce qui suit, donner une partie principale de I(n). Pour ce faire, faisons
le changement de variable: t = ch(6),c = ch(4). Ainsi,

I(n) = —2r /°° h(ch(6) K(Ch(o))u__"__Lg”))sh(o)do

nt1)e JE—1
- 2/ "(Che@fff;"“’)%l e 1= e )sh )0

(6)) K (ch(6)) 1
\/—_ / e(2n+l)9 (;

En posant: g(6) = h(ch(O))K(ch(O))(% — re~%)sh(), on obtient:

re~%%)sh(6)d8

=__1_____ e —(2n+1)4
1) = e /0 g0+ ¢)e dé.

Soit b un réel positif tel que:

/°° lg(6 + ¢)| e—?

0 df, converge.

Puisque au voisinage de 0, g(8 + ¢) ~ h(c)K(c)Vc? —, on a d’aprés le théoreme I-2):

1

I(n) ~ 47h(c)K (c) rent? (2n + 1)2°

Puisque la suite (un(t)) vérifie les mémes propriétés que la suite (e,(t)), on a:
S—T, ~ I(n)

d’ou:
n-]-or{olo S — T - ;3
[
Dans ce qui suit, nous allons transformer la suite (7,) en une autre suite (W) qui
q q

converge vers S plus rapldernent que la suite (Tp,).

a a,
On avuque: E,( /f dz Or, E ( ) = —ZﬂQz’ﬁ(Z)-l-ﬁszl(z)*’
E, .o ) La série 2 it QP(z ) étant uniformement convergente sur tout conipact
z—

t—n i

de C\[-1, 1], on pourra écrire au voisinage de l'infini:

En(f) = 27” (an+1 / f Qaﬂ an+2 / f n+l dZ+/f n+2 zl_)dZ)

an+1

1. e.

E.(f) = A5, 4+ ASns1 + Eny2(f),
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avec

AS, = Ag(n)(1 + o(1)),
LS, = Ag(n)(1 +0(1)),

Ensalf) = BG(n +2)(1 4 o(1)).
Or, o(g(n)) = o{g(n + 1)) = o(Gln +2)).
Donc, en posant: L(n) = Ag(n)+ Ag(n + 1) + BG(n + 2), on pourra écrire

En(f) = L(n) + e(n)L(n) avec  lim e(n) = 0.
§S— 85, = L(n) + ¢(n)L(n).
S—8w41= Lin+1)+e(n+1)L(n+1).

En multipliant la premiére équation par g(n + 1), la deuxieme équation par g(n), et en
faisant la différence entre les deux équations obtenues, on a:

Considérons le systeme suivant: {

S=T,+ AU, + BY, + Z,,

avec:
_ g2 (n+1) —g(n)g(n +2) o) = G+ 2)g(n+1) - G(n +3)g(n)
S v I Kol
7 = 9+ DI(n)e(n) —g(n)L(n +1)e(n +1)
i Ag(n) '
r2—1)? 1 n+1 1
Ennotant:a=( ~ ) ’ b"=(n+1)( —n+2.1—5),onaz
a 2

g(n) = m(l +b ).

k(%
ar?

Lemme 6

gln+1) n 1( 2 l)
= L1y b o).
a) g(n) n+1r? 1+ar2’A"+0(n2

g(n+1) g(n+2) L1
gln)  g(n+1)  n?r?
Preuve:
Remarquons d’abord que:
ba = O(1) i e. M > 0,3n € IN,Vn > nolnby] < M.
" a_ntll o
(n+1)(n+2) n+3r2’ ’

b)

Db, =

n?
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b)
glotl) _ o(nt) 1 (L — ol _ 2 A(——Ab ) (—1,-)) d’apres a)

g(n) g(n+1) n+1 n+2 n+1 n
; A Ab ) = 1 rel.
~ G 1O (#) card (=57 b, ) = of ).

Proposition 4
Soit U. = Ln+1) —g(n)g(n+2)

Ag(n) AT,
La suite (W,,) définie par: W, =T, — N —=U,,Vn, converge vers S plus vite que la suite
(T>).
Preuve:
AT,
Ww,-§ = Tn—S—mUn
AT, U,
= (T, -S5)(1- C—I‘:——S'AU,,)
_ Tn-l—] - S Un
Tn+] S 1 y . ’ oy
Or, Jg{’lo __’:T’_T = d’apres le lemme 5. 1l suffira donc pour démontrer la proposition,
U, r?
de montrer que ’}ergo AL S T—r Or,
Untr _ g'(n+2)—g(n+1)g(n+3) g(n+1)-g(n)
Un g*(n+1) = g(n)g(n+2) g(n+2)-g(n+1)
gn+2) g(n+3) g(n+1)_1
_ o4 gt ]) gnr2) _gm
gn+1)'gln+1) g(n+2)°g(n+2) |
g(n)  g(n+1) g(n+1)
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D’apres le lemme précédent, on a:

gin+1) g(n+2) o1
g(n)  g(n+1) nir?’
1 1
gln+1) 1 ~ ——1.
g(n) r?
Donc,
1 1 1
Un+l ~ l _n2r2 ﬁ - _ }_
Un 7'2. 1 ._1_ 1 - 7'2.
T nr? op?
Ainsi, on obtient: lim -2 = —"- i nous donne le résul
insi, on obtient: lim AU ST ce qui nous donne le résultat.

CONCLUSION:

Les transformations proposées dans ce paragraphe ne dépendent pas de la fonction h,
mais uniquement du terme g(n), qui lui méme ne dépend que de n (le nombre d’itérations
efféctuées) et de la valeur de r = ¢+ /c? — 1.

Les suites (T,) et (W,,) correspondent aux suites données dans la premiére et la
deuxiéme colonne du E-Algorithme [1].
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EXEMPLES NUMERIQUES

Exl: f(z) = zln(c—z),w(z) = 1.

Considérons les deux exemples suivants:

n S — Sa S-T, S-W, n S-Sy S~-T, S—-W,
2 |-0.26D+00 | -0.81D-02 | -0.14D-02 2 1-0.19D+00 | -0.28D-02 | -0.40D-03
3 | -0.86D-01 | -0.31D-02 { -0.31D-03 3 | -0.49D-01 | -0.86D-03 | -0.50D-04
4 | -0.33D-01 | -0.11D-02 | -0.78D-04 4 | -0.15D-01 }-0.23D-03 | -0.77D-05
5 | -0.14D-01 | -0.40D-03 | -0.21D-04 5 | -0.48D-02 | -0.61D-04 | -0.14D-05
6 | -0.61D-02 | -0.15D-03 | -0.58D-05 6 | -0.16D-02 | -0.17D-04 | -0.28D-06
7 | -0.27D-02 | -0.56D-04 | -0.17D-05 7 1 -0.57D-03 | -0.49D-05 | -0.64D-07
8 | -0.13D-02 } -0.22D-04 | -0.55D-06 8 | -0.21D-03 | -0.14D-05 | -0.16D-07
9 | -0.60D-03 | -0.88D-05 | -0.18D-06 9 | -0.75D-04 | -0.45D-06 | -0.45D-08
10 { -0.29D-03 | -0.36D-05 | -0.66D-07 10 | -0.28D-04 | -0.14D-06 | -0.13D-08
11 | -0.14D-03 | -0.15D-05 | -0.25D-07 11 | -0.10D-04 {-0.45D-07 | -0.39D-09
12| -0.68D-04 | -0.64D-06 | -0.96D-08 12 | -0.39D-05 | -0.15D-07 | -0.12D-09
131 -0.33D-04 | -0.28D-06 | -0.38D-08 13 | -0.15D-05 | -0.50D-08 | -0.36D-10
14 | -0.16D-04 | -0.12D-06 | -0.16D-08 14| -0.57D-06 | -0.17D-08 | -0.11D-10
1.05 1.1
n S—5. S-T, S—-Ww, n S-S5, S—-T, S—-Ww,
2 |-0.142D+00 | -0.292D-02 | 0.145D-03 2 [-0.112D+00 | -0.143D-02 | 0.616D-04
3 | -0.306D-01 | -0.327D-03 | -0.990D-05 3 | -0.206D-01 | -0.133D-03 | -0.371D-05
4 | -0.765D-02 | -0.667D-04 | -0.142D-05 4 | -0.438D-02 | -0.234D-04 | -0.420D-06
5 | -0.206D-02 | -0.144D-04 [ -0.209D-06 5 | -0.100D-02 [ -0.432D-05 | -0.532D-07
6 | -0.578D-03 | -0.327D-05 | -0.365D-07 6 | -0.239D-03 | -0.834D-06 | -0.805D-08
7 { -0.167D-03 | -0.772D-06 | -0.728D-08 7 { -0.588D-04 | -0.168D-06 | -0.136D-08
8 | -0.494D-04 | -0.189D-06 | -0.157D-08 8 | -0.148D-04 | -0.352D-07 | -0.246D-09
9 { -0.149D-04 { -0.479D-07 | -0.355D-09 9 | -0.378D-05 | -0.759D-08 | -0.464D-10
10 | -0.452D-05 | -0.125D-07 | -0.828D-10 10 | -0.978D-06 | -0.168D-08 | -0.902D-11
11 | -0.139D-05 | -0.331D-08 | -0.198D-10 11 | -0.256D-06 | -0.380D-09 | -0.181D-11
12 | -0.432D-06 | -0.894D-09 | -0.484D-11 12 { -0.675D-07 | -0.873D-10 } -0.371D-12
13 | -0.135D-06 | -0.245D-09 | -0.121D-11 13 | -0.179D-07 | -0.204D-10 | -0.784D-13
14 | -0.424D-07 | -0.683D-10 | -0.306D-12 14 | -0.479D-08 | -0.483D-11 | -0.172D-13
1.15 1.2
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Ex2: f(z) = z%In(c - 7),w(z) = 1.

n S-S5, S-T, S—-W, n S-S5, S-T, S-W,

3 |-0.542D-01 | -0.855D-04 | -0.340D-03 3 | -0.336D-01 | 0.278D-03 | -0.863D-04
4 |-0.197D-01 | -0.268D-03 | -0.667D-04 4 |-0.954D-02 | -0.671D-05 | -0.108D-04
5 | -0.800D-02 | -0.130D-03 | -0.158D-04 5 | -0.301D-02 | -0.982D-05 | -0.172D-05
6 |-0.346D-02 | -0.541D-04 | -0.416D-05 6 | -0.101D-02 | -0.383D-05 | -0.323D-06
7 1-0.155D-02 | -0.220D-04 { -0.119D-05 7 1-0.350D-03 | -0.129D-05 | -0.695D-07
8 |-0.713D-03 | -0.892D-05 | -0.365D-06 8 |-0.125D-03 | -0.422D-06 | -0.166D-07
9 |-0.334D-03 | -0.366D-05 | -0.120D-06 9 |-0.452D-04 | -0.138D-06 | -0.426D-08
10 { -0.159D-03 | -0.153D-05 | -0.420D-07 107 -0.166D-04 | -0.455D-07 | -0.115D-08
11 | -0.765D-04 | -0.646D-06 | -0.154D-07 11 | -0.619D-05 | -0.152D-07 | -0.326D-09
12 | -0.372D-04 | -0.277D-06 | -0.587D-08 12 | -0.233D-05 { -0.511D-08 | -0.948D-10
13 [ -0.182D-04 | -0.121D-06 | -0.231D-08 13 | -0.881D-06 | -0.174D-08 | -0.283D-10
14 | -0.897D-05 | -0.532D-07 | -0.930D-09 14 | -0.336D-06 | -0.599D-09 | -0.860D-11

1.06 1.1

n S—5, S—-T, S-Ww, n S-S, S-T, S-W,

3 [-0.229D-01 | 0.251D-03 | -0.332D-04 3 |-0.166D-01 | 0.191D-03 | -0.158D-04
4 1-0.537D-02 | 0.178D-04 | -0.323D-05 4 1-0.329D-02 | 0.158D-04 | -0.129D-05
5 |-0.140D-02 | 0.969D-06 | -0.413D-06 5 |-0.727D-03 | 0.161D-05 | -0.140D-06
6 |-0.384D-03 | -0.116D-06 | -0.638D-07 6 |-0.170D-03 | 0.180D-06 | -0.184D-07
7 {-0.110D-03 | -0.756D-07 | -0.113D-07 7 1-0.413D-04 | 0.202D-07 | -0.273D-08
8 |-0.321D-04 | -0.266D-07 | -0.219D-08 8 |-0.103D-04 | 0.191D-08 | -0.444D-09
9 1-0.959D-05 | -0.821D-08 | -0.454D-09 9 |-0.261D-05 | 0.507D-10 | -0.769D-10
10 | -0.290D-05 | -0.243D-08 | -0.991D-10 10 | -0.670D-06 | -0.493D-10 | -0.140D-10
11 | -0.889D-06 | -0.705D-09 | -0.224D-10 11 | -0.174D-06 | -0.218D-10 | -0.266D-11
12 { -0.275D-06 | -0.204D-09 | -0.525D-11 12 | -0.458D-07 | -0.700D-11 | -0.522D-12
13 | -0.856D-07 | -0.591D-10 | -0.126D-11 13 | -0.121D-07 | -0.201D-11 | -0.105D-12
14 | -0.268D-07 | -0.172D-10 | -0.310D-12 14 | -0.324D-08 | -0.552D-12 | -0.221D-13

1.15 1.2

Nous costatons sur ces exemples, que la rapidité de la convergence des suites (Sy,), (T,), (W)

n’est que trés peu affectée si on remplace la fonction h par une autre. Par contre, elle
sera trés affectée si on varie la valeur de la longueur de la distance qui sépare la singu-
larité de l'intervalle d’intégration. On remarque aussi qu’en changeant la valeur du point
z = ¢, le nombre de chiffres exactes données par la méthode d’extrapolation proposée
réste constant.
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3 Fonction admettant deux singularités réelles

Soit f une fonction analytique admettant au plus deux singularités réelles situées de
part et d’autre de I'intervalle d’intégration, i. e. I’'une en un point z = ¢ > 1 et l'autre en
un point z = —d < —1. La fonction sera supposée de la forme:

F(z) = (c — z)"(d + z)°h(z), avec
4,6 deux réels non entiers strictement plus grands que -1.

A un polynoéme de degré p non nul aux points c et —d.
Soit L la courbe fermée définie par:

L=ErUCy{c)UC,(—d)UT, UT,UT3UT,

avec:
C.(c): le cercle de centre z = c et de rayon r.
C,(—d): le cercle de centre z = —d et de rayon r.
Ep: Yellipse de points focaux 1 et de longueurs des demi-axes (R + R7!)/2.

T, et Ty désignent les segments joignant le cercle C,(c) & Pellipse, avec I'; au dessus de
Paxe des réels et I'; au dessous de cet axe.

I's et Ty désignent les segments joignant le cercle C,(—d) a lellipse, avec I's au dessus
de I’axe des réels et I'y au dessous de cet axe.
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II-3-a) Représentation asymptotique de E,(f) et de AS,

Puisque f € H*(L), E,(f) peut s’écrire sous la forme suivante:

Ea(f) = [ £(z) Bn(c—) ds.

z—.
Dans le lemme qui suit, nous allons montrer successivement que les intégrales le long des
cercles C,(c) et C;(~d) tendent vers zéro lorsque r tend vers zéro, et que 'intégrale le
long de Dellipse Eg tend vers zéro lorsque R tend vers Pinfini.

Lemme 1 ]

a) Vn € NN, lim f(2) Eq(

r=0JC, (c)uCs(-d) 1 z—
b) 3no/¥n 2 ng, lim /E 1(2) Ea(=—) =0.
ende R -

)=0.

preuve:
a) Afin de montrer que l'intégrale le long de C,(c) U C,(—d) tend vers zéro lorsque r
tend vers zéro, il suffira de montrer d’apres le lemme 1-3) que

lim (z — ¢) f(2) En(

|z}—c z

) = Jim (s +d) f(2) Bal() = 0.

Or, pour z € C,(c), nous avons: z = ¢ + re avec 0 < ¢ < 27, donc:

(2= ) S Ea2) = (2= )™ (d 4 2)°h(2) Ea( =)

1

- i0)7+1 i0\6 i6
= (—re)"™(d+c+re’)h(c+re )En(m

).

v+1

Or, d’une part, rlirgo(—rew) = 0 car v > —1, d’autre part,

: . 1 1
lim(d +c+ re®)oh(c + re'a)En(:;-é.o—_—) = (d+ c)"h(c)En(C —) est finie, d’oui le
résultat. . 1 ‘
De la méme facon, on montre que: lirré o) f(z) En(z——) = 0, puisque 6 > —1.

b) D’apres le lemme I-3), il suffira de montrer que:
Ino/Vn 2 no lim 2 f(2) En(;L) — 0.

En d’autres termes, en utilisant les expressions de E,(f) et de la fonction f, il s’agit de
montrer que:

lim 27z(c— z)(c+ 2)5K(z)h(z) eas!

lzl—c0 P (z4 V22 -1)H (1+€x(2)) = 0.
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h(z)

D’une part, les fonctions K(z) et —* sont bornées. D’autre part,
2

p+1( . _ )Y 5
In,/Vn > n; lim 2 (e —2)'(et 2) =0

|z}=00 (z -+ \/22 —_ 1)2n+1

et
dn,/Vn > n2|llim 14+ e(z1)] <2

du fait que
lim ( lim €,(2)) = 0.

n—o0 ' |zl+00

11 suffira donc de prendre ny = sup(n;,n,).

Lemme 2

1 .. ) 1 _ sin(wy) [ N p 1
srilm (Jim [ Sz ) = =TT [Ty - o7y + O h) Bal ).
preuve:

i) Soit z € Ty, nous avons z = ¢ — ze~'" avec z qui croit de r vers R. Ainsi
[ F@E(—) = = [ (d 4 e+ 2)h(e + o) Bu( )iz

T, "z —. r c+z—.
= - “(2V(d + e+ 2 h(c + 2) Bu(——)d
- r ’ € e+ —. T

. R+c 5 1
= e / (z — ¢)"(d + 2)°h(z) En(—)dz.
r+c I —.

ii) Soit z € I', nous avons z = ¢ — ze'™ avec z qui décroit de R vers r. Ainsi

'/I:2 f(z)Eﬂ(z }_ ) = —eiﬂ’ /;(xeiﬂ’)'r(d +c+ x)ah(c + .’E)En(;-it—)dilf
. ¢R
— —em‘y_/,. (z)"(d +c+ x)6h(c + .’E)En(-c—;i—_—)dx
. R+4c¢ 1 .
= —e™ / . (2= c)(d+2)°h(z) Ea( =) da.
Ainsi, on obtient:
Jop FOEA) = (=) [(@(dt et 2)hle+ 2)Bnl e )io
| ) " r nc+m—
R+4c
= —irsin(ry) / . (@ =c(d+ 2 h(@)En(——)dr.

D’ou le résultat lorsqu’on fait tendre r vers zéro et R vers l'infini.
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Lemme 3

.szn(7r6

1 . 1 v ne
o tm (fim [ ) EN()z) = [ e = h) Bo =)y
preuve:
i) Soit z € I's, nous avons: z = —d + ze'™ avec z qui décroit de R vers r. Ainsi
JI@E() = & [(aen)(d+ e+ o) h(~d - 0)Es( )i
T3 z—. R : d—z —.
. R 1
= i / (2)/(d + e+ 2)h(~d — 2) Eo(————)da
. fR+d 1
- iné ¥ _ N
= e /,+d (2 + )" (¢ = &) h(~2) Ea(——)dz.
ii) Soit z € 'y, nous avons: z = —d + ze™'" avec = qui croit de r vers R. Ainsi
1 —ir R —im\6 ¥ 1
[ JDE(—) = e / (267)(d+ ¢ + @) h(—d — ) En( ————)da
R 1
— _p—imé ) Ve (_Jd_
= —e / (2)(d+ ¢+ 2)'h(=d — ) En( ————)da
__ (R+d 1
— _p—imé Y — INOH(_
= —e /r+d (z + ¢)"(z — d)°h( :z:)En(_x — .)d:c.
Ainsi, on obtient:
1 _ing _ —ingy [T 5 5 !
Jor FOE() = (@ =) [P+ (@ = dh(=2) En( e
R+d
= isin(ré) [ (2 +cP(z — d)h(-2)Enl xl \dz.,
r+ - —.

D’ou le résultat.

Nous pouvons maintenant, en utilisant les lemmes précédents et les deux relations

{ AS, = —AE,(f)

1 An41 énoncer le résultat suivant:
AE,(—)= —=Q2°(1)
n

Proposition 1
3ne/Vn 2 ng:
a)

E() = = [y 4 h By

T
+ T8 [y 4 ety — d)h(- Iy yl_.)dy-
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b
asy = ~SHEN I [ o 4 dfh()Q8 )iy

szn(W5)an+1/ (y + ©)"(y — d)°h(—y) Q> (—y)dy.

Dans ce qui suit, nous allons donner des représentations asymptotiques de E,(f) et
de AS,. commencons tout d’abord par donner une représentation asymptotique de E,( f).

Afin d’alléger I’écriture, on utilisera les notations suivantes:

hw) = [(u= oo+ d)hw)Ba( =)y

) = [T+l - -9 B ——)dy.
0 o ]'(
By = 2 [l = o + ) ey
K(-y)

hm) = =2 [T+ P = D) e du.
Nous commencerons d’abord par donner les parties principales de I;(n) et de I,(n).
lemme 4
En notantry = c++Vc* —1, ry=d++vd?—1, on obtient les equivalences suivantes
au voisinage de l’infini:
By = 2x(v/cZ =10 (c+ d)Ph(c)K(c)T(y +1).
a) Ii(n) ~ B;G1(n)  avec Gi(n) = 1

rintl(9n 4 1)7+1°
By = —2r(E=1)*Y(c + d)"h(—d)K(=d)T(6 + 1).
b) In(n) ~ ByG2(n)  avec Ga(n) = 1

r§n+l (2Tl + 1)6+1 *

preuve:
a) En faisant le changement de variable y = ch(6),c = ch(¢), on obtient:

Li(n) =2 /¢ ” (ch(8) — ch(@))"(ch(8) + d)*h(ch(8))K (ch(8))sh(6)e~m+)odg.

En remarquant que ch(6) — ch(¢) = 2sh(‘“’T¢)sh(9'T¢), et en notant:

F(8) = 2r (23h(0;

¢)) (ch(8) + d)°h(ch(6))K (ch(8))sh(8),

on obtient:
o FO) (,0-6\" ., 1 [oF@+¢)(, 6\
L(n) = /¢ ey (sh( . )) @ = s | = (h(3)) 0.
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* |F(6+¢)]

Soit b le plus petit réel positif tel que /0 0

o
(sh(g)) e~%df converge. Puisque

au voisinage de zéro nous avons:

029 () ~ Feorgy

on peut déduire a partir du théoreme I-2), que:

[PEes) (sh(o))” 0o F@_Ta+l)  F@) Tar+1)

Bnt1)? 2 27 (2n+l-bpt 27 (2n+ 1)
Or,
F(¢) = 2m(2sh(9))"(ch(¢) + d)’h(ch(4)) K (ch(4))sh(9)
= 2727(Ve? = 1) (c + d)’h(c)K (c)V? — 1
= 27 x(Ve? = 1) (c + d)’h(c)K (c).
D’ou:
L(n) ~ 21(vVe? = 1) e+ d)h(c)K ()T (v + 1) .

(2n + 1)r+ipintl

b) La démonstration est identique.

=
lemme 5

Avec les notations précédentes, nous avons les équivalences suivantes au voisinage de
Uinfini:
a) Ji(n) ~ I(n).

b) Jo(n) ~ Ip(n).

preuve:
a)
By = [T+ D)y
o0 y K(y)
27 [ =o'y + Dh)

= Ii(n)+2r /:o(y —o)"(y + d)‘h(y)(y n \/I;,z(y_) e €. (y)dy.

K(y)
(y + \/3*/2 — l)2n+l :

(1 + 6(y))dy

Posons:

Gnly) = 27(y — ©)"(y + d)°h(y)
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D’apres le lemme précédent, la suite de fonctions (Gn(y)), vérifie:
lim Gn(y)dy = lim Ii(n) =0
oo N—+00 0 N = OO oo
[ 16.wldy ~ 1B11Gi(m) ~ | [~ Galw)dyl

I-7).
b) La démonstrartion est identique.

, d’ou le résultat d’apres la proposition

Proposition 2

Avec les notations précédentes, on a les €quivalences suivantes:
Premier cas: c=d

a)7=5€th#Bl

E(f) ~ ) (5, _ )Gy (m),

b)v<é

Eu() ~ =2 B,y (),
c)y>6

E(f) ~ 25 )
Deurie¢me cas: ¢ < d

Pour tout réel non entier 4,6 > —1, on a:

Eu(7) ~ =210 3Gy (),

Troisiéme cas: ¢ > d
Pour tout réel non entier 4,6 > —1, on a:

sin(77y)

E.(f) ~

BQGQ(TZ).

Preuve:
D’apreés la proposition 1 et les notations précédentes, on a:

sm(

)Jl( )+ sm7(r7r5)

En(f) = J2( )

s

Or, on a vu dans les deux lemmes précédents qu’au voisinage de l'infini, nous avons les
equivalences suivantes:

Jl(n) ~ B]G](Tl), Jz(n) ~ Bng(n)
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Donc,

_sz’nf:r‘r) hn) = _MB,GI(nHo(GI(n)).
sinfrwa) Bin) = ST B Go(n) + o(Ga(n)).
D’ou:
En(f) = =250 5,6y n) + T2 ByGiofm) + o(Ga(n) + o Ga().

Premier cas: ¢ = d (ce qui entraine r; = r,).
a)y = 6 (ce qui entraine G1(n) = G(n).) Donc:

E.(f) = 24 (B, _ B)Gy(n) + o(Ga(m)).

Puisque B, — B; # 0, on a au voisinage de Pinfini:

E1) ~ 2 (B, — B)Gi(n)
by <é

Gz(n) _ =6 5.8 1 GQ(n)
Gin) (2n+1)""°, dou nl_l_.rgo Gr(n)

de E,(f) prend la forme suivante:

=0, i. e. G2(n) = o(G1(n)). Ainsi, 'expression

E(f) = =2 3,6y n) + o(Gu (),

i. e, .
E() ~ =2 B G, (n)
cy>6
Gl(n) 5— ) s .
= (2n +1)°77, d’ot G1(n) = o(G2(n)). E,.(f) prends la forme suivante:
Gg(’n)
E.(f) = 24 .Gy (n) + 0(Ga(n),
i. e, '
En(f) ~ smf:r&)BgGg(n).
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Deuxiéme cas: ¢ < d.
Dans ce cas ci, nous avons Gz(n) = o(G1(n)).

En effet:
Gs(n) T1\2n+1 -6
= (=)""'2n+1)
Gi(n) (7'2) ( )
(2n+1)ln(:l—) +(y—-6)In(2n +1)
= e r2
m In(2n + 1)
_ e(2n+1)(l.n(r2) +(v-9) 1 )
T
(2n+1)In(—)
~ e T2 .
(an41) ()
Or, ’}Lxxgoe 2 =0 car r; <r, Donc:
sin(w
E(f) = 20 B, () + oG (),
i. e,

E () ~ -2 B, G, (),
Troisieme cas: d < c.

De méme, on montre dans ce cas ci que: Gi(n) = 0o(G2(n)), et on trouve que:

sin(mé)
n

E.(f) ~ ByGa(n).

REMARQUE:
Dans le cas ou f admettrait une seule singularité réelle, i. e. ¥ = 0 ou 6 = 0, on
obtient:

E(f) ~ -2 g6y m) (6= 0).

sin(7d)

En(f) ~

Dans ce qui suit, nous allons suivre le cheminement précédent afin de donner une
partie principale de AS,. Pour cela, nous utiliserons les notations suivantes:

h(n) = =2 [T - (v + ()5 (v)dy.

an [

Rn) = = [T+ Py — DPR(-1)Q (v)dy.

hn) = 4n [Tw- G+ Ny

o0 5 K(-y)vy¥ -1
ar [+ e = Ry T dy

B;Ga(n) (v =0).

Ig(n)
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Lemme 6

Ennotantr1=c+\/2— ro=d+ Vd?

= —sin(ry) K(c) h(e) (V= 1)" Félful ),

1 2 n \"*1 1 n \7H1
= (-2 2 (2™

T(6+1
A; = —sin(78) K(—d) h(—d) (Vd* - )6 g(6+1))’

1 2 n \! 1 n \%1
92(-")=m;§:(1‘rg(n+1) +Tg(n+2) )

on obtient les equivalences suivantes au voisinage de l'infini:

a) Ii(n) ~ Aigi(n).
b) Iy(n) ~ Axgs(n).

preuve:
a) En faisant le changement de variable y = ch(8),c = ch(@), on obtient:

Ii(n) = 4= /:o(ch(O) — ch($))"(ch(6) + d)*h(ch(6)) K (ch(6))sh?(8)e=(2n+2)dg.

En remarquant que

eh(d) — ch(g) = 2sh(TED)sh(2 ),
i) = 2T

et en notant

F(6)=2" (sh(o—;-g))w (ch(8) + d)°h(ch(8)) K (ch(8)),
on obtient:
Li(n)=H(n)-2H(n+ 1)+ H(n + 2),
ou p -
Hn)=r /¢ F(8)e~2 (sh(—i;#’f)) do.

En utilisant les mémes techniques vues dans la démonstration du lemme 4, on montre

que:
A,
r%" nytl

H(n) ~

H(n) = k(1 + o).

50



Ailnsi, nous avons:
A Ay A, 1
-2
r2nprHl r¥n+2(n F 1) + r2n+4(n T o) + o rlgnn,yﬂ)

Ay 2 v 1 v+1 1
rinprHl (1 n+ 1) ( n+ 2) + ol ritnTHl )

L(n) =

4 rl‘l‘( n )-v+1)_

A 2
Ii(n) ~ —m(l— =( v

b) La démonstration est identique.

+1

Lemme 7
Avec les notations précédentes, on a les équivalences suivantes:

a) Ji(n) ~ I(n).
b) Ja(n) ~ L(n).

Preuve:

a)

A = 2 [Ty - oy + PR ()dy

" K(y)vy? -1
O 1)2n+2(1 + 6a(y))dy

= ILi(n)+4r /coo(y —-c)(y+ d)‘sh(y)(y:_{(\y/l’; zi 1_)21+26n(y)dy.

= Ar /coo(y — ¢)'(y + d)°h(y)

Posons:

K(y)vVy? =1
(v + Vy? = 1)+

D’apreés le lemme précédent, la suite de fonctions (G,(y)), vérifie:

{ lim °°Gn(y)dy= lim Iy(n )—o

nme N / , d’ol le résultat d’aprés la proposition

|G (y)|dy ~ |A1lgi(n (y)dy|

1-7).
b) La démonstration est identique.

Galy) = 47(y — ¢)"(y + d)°h(y)

[
Avec les notations précédentes, on obtient le résultat suivant dans lequel on donne
une partie principale de AS,.
Proposition 3
Avec les notations précédentes, on a les équivalences sutvantes:

Premier cas: c=d
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a)y=6 et Ay # A;

AS, ~ sinf:r'y)(Az — Ay)gi(n).

b)y<é _
A8~ ~ET 4,6, ().

c)y>6

28, ~ ZT og,(m)

Deuziéme cas: c < d
Pour tout réel non entier 4,6 > —1, on a:

AS, ~ —smf:m)Algl(n).

Troisiéme cas: ¢ > d
Pour tout réel non entier v,6 > —1, on a:

AS, ~ Smer)Azgz(n)-

Preuve:
D’apres la proposition 1 et les notations précédentes, on a:

sin(né)
T

25, =-S5, 0 4 ST ),

Or, on a vu dans les deux lemmes précédents qu’au voisinage de l'infini, nous avons les
equivalences suivantes:

Ji(n) ~ A1g1(n), Ja(n) ~ Aazga(n).

Donc,
_3in%7_)t,1(n) - _Mmgl(nwo(gl(n))-
sz'n7(r7r6) Bon) = S8 4 a(n) + o(ga(n)).
Dot sin(r) sin(6)
Ay = = ha(n) + T Aaga(n) + olaa(n) + olga(w)

Premier cas: ¢ = d (ce qui entraine r; = ry).
a) 7 = 6 (ce qui entraine g,(n) = g»(n).) Donc:

AS, = T (4 A9 (n) + ofgy(n):

T

52



Puisque A; — A; # 0, on a au voisinage de I'infini:

AS, ~ sin(7y)

(A2 — Ay )gl(")-

s
b)y<$é
Dans ce cas, nous avons: g,(n) = o(g1(r)). En effet:
9x(n) = lim n"~% =0, donc,
gl(n) n—00
sin(m
25, = =S80 4.0, (n) + ofgs ()
donc,
sin(w
LS, ~ - Er 7)/4191(”)-
c)y>4é

Dans ce cas, nous avons: g;(n) = o(g2(n)). En effet:

9(n) = lim n%~" = 0, donc,
gz(n) n=oo
in(r6
880 =) 4, 6,(m) + olga(n),
donc, _
S, ~ T 4.

Deuxieme cas: ¢ < d.

Dans ce cas ci, nous avons gz(n) = o(g;(n)). En effet:
g92(n) r

2,0 n L, 1, 0n
on) _ )nnq-s(l‘a(m“ + )
g1(n) T2 (1_3(_7_"‘__)5“_*_ 1_”_)5+1)

ry n+1 m3n+2

2 1
(z_l_)n y—6 1 Ty
T2 2 1
l-—+—
T2 ra

In(n) "

r nin(—=) + (Y —6)—=)  =h(=)

Or, (;—:—)”M“a = e ~e T2 = (:—:)" Puisque ry < r, (car

c< d), on a: lim (rl)"‘ = O’ donc: lim g_2£_7}_)_

= 0. On en déduit alors que:

AS, ~ =S 4 0 ).

T
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Troisieme cas: d < c.
On montre de la méme fagon que: g;(n) = o(g.(n)) et on obtient:

sin(ré

ASn ~ )Aggg(n).

REMARQUE:

Dans le cas ou f admettrait une seule singularité réelle, c.a.d ¥ = 0 ou § = 0, on obtient:

28~ =2 g6, () (5=0).

sin(mé)

T

AS, ~

Azg2(n) (v =0).
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rn=c+vei-1
ro=d+Vd*-1

TABLEAU RECAPULATIF

B, = 2n(vVc2 — 1) (c+ d)°h(c)K (c)T(y + 1)

B; = =2x(Vd?* = 1)**(c + d)"h(—d)K(-d)T(6 + 1)

Gy (n) = =i
= n

Gz(n) = r§n+1(2n + 1)5+1

Ay =7K(c)h(c) (V2 —-1) (c+ d)éz-(é%y%)ll

Ay = =7 K(=d) h(—d) (Vd? = 1)° (c + d)’%—j—l)l—)

_ 1 2 n o 1oy
91(n) nO+)pn (l ri"(n+1) ri‘(n+2)
= _1__ _ _z N s+ _}_ _n e
9x(n) = n(é+1)p2n (1 rg(n + 1) ri (n + 2)
En(f) ~ V‘n Asn ~ Un
c=d .
y=6|V,= s”‘(7:"’)(32 — B)Gi(n) | U, = S”‘(w’”)(,q2 — ADgi(n)
c=d
y<é| V=-pew | =TTy
c=d
: (6
158 V=2 g6 Un = 28 5 o)
sin(7y) , sin(m)

c<d| Vi=-——r B,Gi(n) Un = ———Aigi(n)
e>d| Vi="pem | U= g
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I1-3-b) Accélération de la convergence de la suite (S,)

REMARQUE:
La suite (S,,) est une suite a convergence linéaire avec:
. Sn+l -5 . .
nlLl’Iolo—S;—:S— = g, avect =1loutr =2,

En effet, d’apres la proposition 2, on a:
{ (c=d) et (y=ébetB;# B; ou v <)

si ou alors,

(e< d)
li En+1(f)

m___.:]imgl(_nﬂl

nmeo En(f) | me Gi(n)
{(c: d) et v>6

1
== <1
rf<

si ou alors,

(¢>d)
Bun(f) _ o Galnt1) _ 1

RE() ARG A
Proposition 4
Soit D, = _ 85 (n) avec
" Agi(n)gt
(c=d) et (y<$) (c=d) et (y>6)
t=1 st ou ,1=2 si ou
(c < d) (¢ >d)

Alors, la suite (T,) définie par T, = S, + D,, converge vers S plus vite que la suite (S,).

Preuve:

Afin de montrer la proposition, il suffira de montrer que le terme U, défini dans le
tableau récupilatif est une bonne estimation de I'erreur de la suite (S,). En effet, (S,)
étant a convergence linéaire, par application de la procédure © a la suite (S,,), on a:

AS, AS,
D, = —A_UnU" = mgn(n),

est une estimation parfaite de 'erreur de S,,.

E,
11 suffira donc de montrer que _U(Q # 0,1, 00.
n 5 —
27‘1—:———13 # 0,1,00
. E.(f) (ri =1)
Or, il est facile de vérifier que nh_.r{.lo — = ou
" d? -1
27‘2W ?é 0, 1, oo

suivant les cas.
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Afin d’itérer la procédure, i. e, transformer la suite (7,) en une suite (W,) vérifiant:
W, — § = o(T,, — S), nous avons besoin d’établir les trois lemmes suivants:

Lemme 8
La suite (T,), est une suite @ convergence linéaire. D’une fagon plus précise, on a:
Jim SS—_T;,:I = -rl?- i=1loui=2
Preuve: AS
La suite (T})est définie par Vn,T, = S, — -A—gx'isg,( n), donc
S—T,=S-5.+ AAgin) g:(n) = E.(f) + Ag;(:(lr)z)ASn'

On rappelle que,
Eu(f) = —sin(ny)Jy(n) + sin(z8)Jy(n),

AS, = —sin(ry)J;(n) + sin(76)Jy(n),

avec
o h(t)K(t) ;
Jiln) = 2 t—c)(t+d)°(1+ ¢€,(t))d
() =2 ey e KGO
Jo(n) = _2/:0 tji}zzl‘_(_t)hﬂ(wc)"(t—d)5(1+en(-t))dt.
Ji(n) = VE-1 (t =) (t+d)°(1 + 6,(2))dt.

[
(t+\/—t2—1 2n+2

o h()K(t)Vi? — (

L) = -2 t+ \[tz_l (14 (L — (1 + Ea(t))dt

Supposons que : = 1, donc, —g—;f%)z—) = _E—c\/-t?l_:—_l.(l + o(1)).

Ainsi, en posant
71

2/t =1

Ii(n) = Ji(n) - (1 4 o(1))J;(n)

™

Ir(n) = Jy(n) - 2\/02—_—1(1 + 0(1))*];(")

S =T, = —=sin(7y)1(n) + sin(n§)Iz(n)

on a:

Posons:
1+6,(t) = (14 &(1)(1 + o(1)),
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§1(t) = e,,(t)-—\/-—_—t-:t\?/__l_ (1),

On obtient alors:

. BOK®) o v (1 — VEST
hm=2[" (H\[ﬁ_lw( P+ (1~ s e + (1)
VE-T

N g [ __M=DK(=t) ) -
hn)=-2 [ P TSk - e + (-t

Posons: t = ch(f), ¢ = ch(¢), F(6) = 27+ (sh(2)7h(ch(8)) K (ch(6))sh(8). D’ot:

hw) = [ F(9) shv(9;¢)[1———"——3h(0)+a (ch(9))| a8

e(2n+1)8 \/_—_1 theta

—{(2n+1 °°F0+ ¥
= e(2+)d>/0 _;%27-0—_1')%2( ()[2\/_62__(

Or, au voisinage de I'infini, nous avons:

e — 1) + 6, (ch(6))]dS.

0 | F(¢)07+
PO+ )ah() Bl = 1)~ =5 O

Ainsi,
A
rint2(2n 4 1)7+2

avec A = 4sin(my)h(c)K(c)(c+ d)*(v/e2 = 1) T(y + 2).

—sin(7y)Ty(n) ~

En faisant un raisonnement similaire, on trouve que

B

szn(wé)lz(n) ~ T§n+1(2n + 1)5+1

| V&1
B = —2sin(x6)h(—d)K (—d)(c + d)(VE —1)*+T(6+1)(1 = Y2 — "y« g,
sin(r6)h(~d)K (~d)(c+ d)'( JHTE+ (1 = o) #
P . . 1 . 1 — ]
uisque ¢ = 1, on a: P2 (9 4 1)6401 ° rit2(2n 4 1)+2
Ainsi:

A

ST, ~
ri"?(2n 4 1)7+2
d’ou:
- lim §— T l
n—oo G T, r3



Lorsque i = 2, la démonstration est identique.

Lemme 9 ) .
Ennotanta=1——,b=1——, on a:
1‘1 1‘2
aln+1) _ 1( n )"“ 2(y+1) n+1 1
Paw A Tdeeeneen T mre )
gg(n+1) _ 1 ( n )6+1 2(6+1) n+1 _1-
Vo ~7Gr) e Dmen " wmean) T
Preuve:
a)
= ————1 2 ‘Y+1 41
a(n) = m—m |1 ( +1) 4(n+2)
1 3 IR T 2
= e T pU o) At +2)
- 1 2 _atl, 7(7+1
- r%nn‘H-l 1 7‘3(1 Tl+1 +
1 2 1 24( 1
+1 (1 b+1) 77+
L n+2 (n+
- ! M _ "+1 BECES) _2mtl
= 1-2nn'y+l (n-}-l)rl 'n,+2 7'1 r1 n+1 7.1 n+2
Posons:
oo+ [0 n+l
ri(n+1) ri(n+2))’
+1 2 n+1
g=-20*D (2 %
ri(n +1) ri'(n+2)
1
AlnSl, gl(n) = 2nn1+1 (az + Qy, + ﬂn 0( )) Donc
gl(n+1) _i( n )'1+1 (a +a"+1+ﬂn+l+o( ))
= 1
aln)  rintd (a2+an+6n o(—)

Or, sachant que:

(a +an+1+ﬂn+1+0( 2)

1 ) a?

n
.(1—“"“3"

a? at

(a"’ + a, + 8. +
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1
Y (a'2 +Qny1 —an + ﬂn+l - ﬂn

a
a; — QnQn4l 1
+ a2 (?)) ’
et que:
2(y +1) n+1
n+lt — Qyp = — l - o ’
i1 T ri(n + 1)(n +2) ( r(n + 3))
1
,Bn+1 - ,Bn = 0 (;) 3
2 1
a, —QpQnyy; = O (—;) ,
n
on obtient:

o = aGn) ()

aln)  ri\n+l g \¥ e mantolts
_ _1_( n )7+1_1_ 2 2(v+1) 1 n+41 +0<1>
T ori\n+1 a? r?(n+1)(n+2) ri(n+3) n2/))’

b) De la méme facon, on montre le résultat du b).

Lemme 10
gl(n+1) gl(n+2) _(7+1) 1 0(_1__)
gi(n)  qi(n+1) ri (n+1)(n+2) P
b)gz(n+1) gn+2) _ (841 1 o( 1)
92(n) g2(n+1) r} (n+1)(n+2) n?
Preuve:
a) On a vu dans le lemme précédent que:
ailn+1) 1 no.. _ 2(v+1) _n+l 1
a(n) a2rf(n + 1) " [(02 r?(n+1)(n+ 2)(1 (n+ 3)1"?) + O(nz)] '
Donc:
gin+l) g(n+2) _ 1 [(_n_)m (az_ 041 __ _n+l )
g1(n) g(n+1) a*r? 'n+1 ri(n+1)(n +2) (n+3)r?
B n+1>"+1(2_ 2(y+1) (1_ n+2
n+2) \" Trn+2)m+3) | (m+ 4
1
+o(=)
1 no. n+1. .,
- a’r? d ((n+ 1) +1—(m) +)



+2(7+1)( 1 (n+1)'y+1 1 ( )'y+l)
m+2)\n+3'n+2 n+3' n+1
+2(7+1)( 1 ( n yr+ 1 (n+1),7+1)
ri(n+3)\n+2'n+1 n+4'n+2
1

Or, d’une part
vir_(Ptlon _ 41 1 o
(P - E = - -

O_7+1 7h+1£n ))

n+1

n+1
_(1_7+1+ (7+1)( 1 )2)+0(;21_2)

n+2 2 n+2

1 1
=(7+U(;I§_n+l)
yy+1) /1, 1 1
+ 2 (n+1) —n+2))+0(n2)
v+1 1
= Tmrnmry T TG

D’autre part,
1 "+1)~+1 1 n 1 1 1 1 1

= 1— y+1 1 —
n+3(n+2 n+3(n+1 n+3( n+2) n+3( n+1

_ 1 v+1 1)
. n+3(1 +2+ o)

1 7+1 1
- 1 -
n+1( o S 0

_ ( 1 1 )
_n+3n1

1
+or+1) (n+l n+2)(n+3))

+o (n2

—2 (v+1)(3n +5)
(n+1)(n+3) (n+1)2(n+2)(n+3)
+o(-1-11;)

—2

1
= ey o)

)'1+1

Donc:

At (B - () = o),
rPn+2)\n+3' n+2 n+l'n+1
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De méme, on a:

2 (s (B - ) = o)
rin+3)'n+2\n+1 n+d4'n+2 n2”

Finalement, on obtient:

Ch) - +o(%).

aintl) a(n+2) _
ai(n)  a(n+1) T (n+1)(n+2)

b) se démontre de la méme fagon.

Proposition 5 ,
Soit Uy(n) = £+ 1) = i(n)gi(n +2)

aveci=1 oui = 2.

AT Agi(n)
Le terme D, = —————U;(n) est une estimation parfaite de lerreur de T,.
AUi(n)
Preuve: AT
Soit (W,,), la suite définie par: W, =T, — W(’;)U,(n) Montrons que:
Jim 5 = 0. 0x,
AT,
W,,—S = Tn—S—mU,(n)
AT,
Us(n)
_ 1 Tn+1 - S
= (-5 1+1_U,(n+l)( T.-5 Y
U.(n)
Donc:
one WaoS 1,1 Tm=S_,
T,- 5 l_Ui(n"l'l) T,-S
Ui(n)

’ . RT S - Tn+] 1
Or, d’aprés le lemme 8: lim s
Afin de montrer le résultat, il suffira de montrer que: nh_{rg() g—%l = ;l-,_; or,

Un+1) _ gin+2)—giln+ Do(n+3) _Ag(n)
Ui(n) At D - gm)g(n+2)  Bg(n+1)
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giln+2) gi(n+3) giln+1)
gin+2) gi(n+1) gi(n+2) gi(n)
gin+1) gi(n+1) gi(n+2) gi(n+2)
gi(n)  gi(n+1) gi(n+1)
glntl) ,  1_,
, gin+2) _ 1 . gin) _rn__ _
Or, nous avons d’une part, lim =—-=-= Gkl ~ 7 et lim Gt =71 oy =1
gi(n + 1) 7.12
D’autre part, nous avons d’apres le lemme 10
an+1l) ga(n+2) _ (v+1) 1 '(_1_)
a(r)  gi(n+1) 7 A D(n+2)
g2n+1) go(ln+2)  (6+1) 1 _1_
n) et mrnmy o P

)
gi(n+2) gi(n+3
g(n+1) g(n+2) _
g, giln+1) g(n+2)
g(n)  gn+1

Ce qui nous donne le résultat.

CONCLUSION:

Les transformations proposées dans ce paragraphe ne dépendent pas de la fonction A,
mais uniquement du terme g;(n), qui lul méme ne dépend que de la valeur de la singularité
la plus proche de l'intervalle d’intégration ainsi des valeurs des exposants v et §.

Remarquons aussi que les suites (7},) et (W,) correspondent aux suites données par
la premiére et seconde colonne du E- Algorithme [1].
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EXEMPLES NUMMERIQUES

Considérons les exemples suivants:

Exeml: f(z)=z(c—z)%,w(z)=1,¢ > 1.

é¢=—09
n| S—8, | S—Tn | S—W, n| 8-5, | S~Tn | S ~-W,
2 [0.77D+00 | 0.51D-01 | 0.12D-01 2 | 0.45D+00 | 0.20D-01 | 0.23D-02
3 | 0.41D+00 | 0.22D-01 | 0.38D-02 3 | 0.19D+00 | 0.60D-02 | 0.39D-03
4 | 0.22D+00 | 0.95D-02 | 0.11D-02 4 | 0.78D-01 | 0.17D-02 | 0.59D-04
5 | 0.12D+00 | 0.40D-02 | 0.31D-03 5 | 0.32D-01 | 0.51D-03 | 0.85D-05
6 | 0.63D-01 | 0.17D-02 | 0.83D-04 6 | 0.13D-01 |0.15D-03 | 0.13D-05
7 | 0.34D-01 | 0.69D-03 | 0.22D-04 7 | 0.55D-02 | 0.47D-04 | 0.22D-06
8 | 0.18D-01 | 0.29D-03 | 0.59D-05 8 | 0.22D-02 | 0.15D-04 | 0.56D-07
9 | 0.95D-02 | 0.12D-03 | 0.17D-05 9 | 0.92D-03 | 0.48D-05 | 0.18D-07
10 | 0.51D-02 | 0.53D-04 | 0.52D-06 10 | 0.38D-03 | 0.16D-05 | 0.64D-08
11 | 0.27D-02 | 0.23D-04 | 0.18D-06 11 | 0.15D-03 | 0.55D-06 | 0.23D-08
12 | 0.14D-02 | 0.10D-04 | 0.72D-07 12 | 0.64D-04 | 0.19D-06 | 0.82D-09
13 | 0.76D-03 | 0.47D-05 | 0.31D-07 13 | 0.26D-04 | 0.67D-07 | 0.28D-09
14 | 0.40D-03 | 0.22D-05 | 0.14D-07 14 | 0.11D-04 | 0.24D-07 | 0.99D-10
1.05 1.1
n] S-S, | S—T, | S— W, n| 5-S, | S~T, | S—-W,
2 | 0.30D+00 | 0.95D-02 | 0.61D-03 2 [0.22D+00 | 0.51D-02 | 0.19D-03
3 | 0.10D+00 | 0.21D-02 | 0.61D-04 3 | 0.64D-01 {0.92D-03 | 0.12D-04
4 | 0.36D-01 | 0.48D-03 | 0.54D-05 4 | 0.18D-01 | 0.17D-03 | 0.67D-06
5 | 0.12D-01 |0.11D-03 | 0.49D-06 5 | 0.53D-02 | 0.33D-04 | 0.53D-07
6 | 0.41D-02 | 0.27D-04 | 0.65D-07 6 | 0.15D-02 | 0.67D-05 | 0.11D-07
7 | 0.14D-02 | 0.68D-05 | 0.16D-07 7 | 0.43D-03 | 0.14D-05 | 0.30D-08
8 | 0.46D-03 | 0.18D-05 | 0.48D-08 8 | 0.12D-03 | 0.32D-06 | 0.77D-09
9 | 0.16D-03 | 0.48D-06 | 0.14D-08 9 | 0.35D-04 | 0.74D-07 | 0.18D-09
10 | 0.53D-04 | 0.13D-06 | 0.42D-09 10 | 0.10D-04 | 0.17D-07 | 0.43D-10
11 | 0.18D-04 | 0.37D-07 | 0.12D-09 11 | 0.29D-05 | 0.42D-08 | 0.98D-11
12 | 0.60D-05 | 0.11D-07 | 0.32D-10 12 | 0.83D-06 | 0.10D-08 | 0.22D-11
13 | 0.20D-05 | 0.31D-08 | 0.89D-11 13 | 0.24D-06 | 0.25D-09 | 0.51D-12
14 | 0.68D-06 | 0.90D-09 | 0.24D-11 14 | 0.68D-07 | 0.62D-10 | 0.12D-12
1.15 1.12

Nous remarquons que pour une valeur de ¢ fixée, la convergence des suites (Sy), (T,.), (W,)
est d’autant plus rapide que la singularité de la fonction f est loin de 'intervalle d’intégration.
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¢=-0.5

S —Sn

S-T,

S-Ww,

S © 00U W

bt b e
> N

0.20D+00
0.86D-01
0.40D-01
0.19D-01
0.95D-02
0.47D-02
0.24D-02
0.12D-02
0.61D-03
0.31D-03
0.16D-03
0.81D-04
0.42D-04

0.13D-01
0.49D-02
0.19D-02
0.71D-03
0.28D-03
0.11D-03
0.45D-04
0.19D-04
0.80D-05
0.34D-05
0.15D-05
0.67D-06
0.30D-06

0.19D-02
0.53D-03
0.15D-03
0.41D-04
0.12D-04
0.33D-05
0.10D-05
0.34D-06
0.12D-06
0.45D-07
0.18D-07
0.74D-08
0.31D-08

1.05

S-S5,

S-T,

S—-Ww,

WO 00 ~I D Ot > W NS

0.95D-01
0.27D-01
0.79D-02
0.24D-02
0.75D-03
0.24D-03
0.76D-04
0.24D-04
0.78D-05
0.25D-05
0.82D-06
0.27D-06
0.87D-07

0.21D-02
0.46D-03
0.98D-04
0.22D-04
0.51D-05
0.13D-05
0.32D-06
0.84D-07
0.22D-07
0.62D-08
0.17D-08
0.49D-09
0.14D-09

0.13D-03
0.13D-04
0.14D-05
0.18D-06
0.33D-07
0.71D-08
0.17D-08
0.42D-09
0.11D-09
0.27D-10
0.70D-11
0.18D-11
0.48D-12

1.15
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n| S-S5, ST, | S-W,
2 10.13D+00 | 0.46D-02 | 0.42D-03
3 | 0.45D-01 | 0.13D-02 | 0.65D-04
4 | 0.16D-01 | 0.35D-03 | 0.10D-04
5 | 0.60D-02 | 0.97D-04 { 0.17D-05
6 | 0.23D-02 | 0.28D-04 | 0.34D-06
7 | 0.87D-03 | 0.84D-05 | 0.77D-07
8 | 0.34D-03 | 0.26D-05 | 0.20D-07
9 | 0.13D-03 | 0.82D-06 | 0.60D-08
10 | 0.52D-04 | 0.27D-06 | 0.18D-08
11 [ 0.20D-04 | 0.89D-07 | 0.58D-09
12 | 0.80D-05 | 0.30D-07 | 0.18D-09
13| 0.32D-05 | 0.10D-07 | 0.60D-10
14| 0.13D-05 | 0.36D-08 | 0.19D-10
1.1
n| $-5, S-T, | S-W,
2 10.72D-01 { 0.11D-02 { 0.47D-04
3 10.17D-01 | 0.19D-03 | 0.33D-05
4 [0.43D-02 | 0.34D-04 | 0.29D-06
5 10.11D-02 | 0.65D-05 | 0.36D-07
6 10.30D-03 | 0.13D-05 | 0.61D-08
7 {0.79D-04 | 0.27D-06 | 0.12D-08
8 |0.21D-04 | 0.58D-07 | 0.25D-09
9 10.58D-05 | 0.13D-07 | 0.51D-10
10 | 0.16D-05 | 0.30D-08 | 0.11D-10
11 | 0.44D-06 | 0.69D-09 | 0.23D-11
12 ] 0.12D-06 | 0.16D-09 | 0.49D-12
13 | 0.34D-07 | 0.40D-10 | 0.11D-12
14 1 0.94D-08 | 0.96D-11 | 0.25D-13
1.2




¢=0.5
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n S—8, S-T, S-W, n S-S, S-T, S—-W,

2 1-0.20D-01 | 0.78D-03 | -0.17D-03 2 |-0.16D-01 | 0.51D-03 | -0.67D-04
3 |-0.44D-02 | 0.46D-04 | -0.19D-04 3 |-0.28D-02 | 0.32D-04 | -0.52D-05
4 |-0.13D-02 | -0.16D-05 | -0.32D-05 4 |-0.67D-03 | 0.23D-05 | -0.63D-06
5 | -0.46D-03 | -0.28D-05 | -0.71D-06 5 |-0.19D-03 | 0.37D-07 | -0.96D-07
6 |-0.18D-03 | -0.14D-05 | -0.18D-06 6 | -0.56D-04 | -0.63D-07 | -0.18D-07
7 | -0.72D-04 | -0.58D-06 | -0.49D-07 7 | -0.18D-04 | -0.30D-07 | -0.36D-08
8 | -0.31D-04 | -0.24D-06 | -0.15D-07 8 {-0.58D-05 | -0.11D-07 | -0.83D-09
9 | -0.13D-04 | -0.96D-07 | -0.47D-08 9 |{-0.20D-05 | -0.37D-08 | -0.20D-09
10 | -0.60D-05 | -0.40D-07 | -0.16D-08 10 | -0.69D-06 | -0.12D-08 | -0.53D-10
11 | -0.27D-05 | -0.16D-07 | -0.56D-09 11 | -0.24D-06 | -0.41D-09 | -0.14D-10
12 | -0.13D-05 | -0.70D-08 | -0.21D-09 12 | -0.87D-07 | -0.14D-09 | -0.40D-11
13 | -0.59D-06 | -0.30D-08 | -0.79D-10 13 | -0.32D-07 | -0.46D-10 | -0.11D-11
14 | -0.28D-06 | -0.13D-08 | -0.31D-10 14 | -0.12D-07 | -0.16D-10 | -0.33D-12

1.05 1.1

n S-S, S-T, S-W, n| §-5, S-T, S - W,

2 [-0.13D-01 | 0.36D-03 | -0.34D-04 2 |-0.11D-01 | 0.27D-03 | -0.19D-04
3 [-0.20D-02 | 0.21D-04 | -0.20D-05 3 |-0.14D-02 | 0.15D-04 | -0.97D-06
4 {-0.39D-03 { 0.18D-05 | -0.20D-06 4 |-0.24D-03 | 0.12D-05 | -0.78D-07
5 | -0.89D-04 | 0.18D-06 | -0.24D-07 5 |-0.47D-04 | 0.13D-06 | -0.82D-08
6 | -0.22D-04 | 0.18D-07 | -0.36D-08 6 |-0.10D-04 | 0.15D-07 | -0.10D-08
7 |-0.58D-05 | 0.10D-08 | -0.61D-09 7 1-0.22D-05 | 0.19D-08 | -0.15D-09
8 {-0.16D-05 | -0.25D-09 | -0.11D-09 8 | -0.51D-06 | 0.26D-09 | -0.23D-10
9 {-0.44D-06 | -0.14D-09 | -0.22D-10 9 |-0.12D-06 { 0.33D-10 | -0.38D-11
10 | -0.13D-06 | -0.52D-10 | -0.47D-11 10 | -0.30D-07 | 0.39D-11 | -0.66D-12
11 { -0.37D-07 | -0.17D-10 | -0.10D-11 11 | -0.74D-08 | 0.30D-12 | -0.12D-12
12 | -0.11D-07 | -0.50D-11 | -0.23D-12 12 | -0.18D-08 | -0.29D-13 | -0.23D-13
13 | -0.32D-08 | -0.15D-11 | -0.53D-13 13 | -0.47D-09 | -0.25D-13 | -0.50D-14
14 | -0.97D-09 | -0.43D-12 | -0.13D-13 14 | -0.12D-09 | -0.94D-14 | -0.13D-14

1.15 1.2




é=0.9

n| S-S, | ST, | S—-W, n]| S=8, | S—Tn | 8- W,
2 | -0.44D-02 | 0.31D-03 | -0.50D-04 2 |-0.37D-02 | 0.20D-03 | -0.22D-04
3 | -0.67D-03 | 0.26D-04 | -0.39D-05 3 |-0.46D-03 | 0.13D-04 | -0.13D-05
4 | -0.16D-03 | 0.34D-05 | -0.54D-06 4 |-0.91D-04 | 0.15D-05 | -0.13D-06
5 |-0.50D-04 | 0.55D-06 | -0.99D-07 5 |-0.22D-04 | 0.21D-06 | -0.18D-07
6 | -0.17D-04 | 0.98D-07 | -0.22D-07 6 |-0.59D-05 | 0.36D-07 | -0.30D-08
7 | -0.64D-05 | 0.17D-07 | -0.55D-08 7 | -0.17D-05 | 0.68D-08 | -0.57D-09
8 |-0.25D-05 | 0.22D-08 | -0.15D-08 8 | -0.53D-06 | 0.14D-08 | -0.12D-09
9 | -0.10D-05 | -0.22D-09 | -0.46D-09 9 |:0.17D-06 | 0.30D-09 | -0.27D-10
10 | -0.43D-06 | -0.37D-09 | -0.15D-09 10 | -0.56D-07 | 0.66D-10 | -0.65D-11
11 | -0.19D-06 | -0.23D-09 | -0.49D-10 11 | -0.19D-07 | 0.15D-10 | -0.17D-11
12 | -0.83D-07 | -0.12D-09 | -0.17D-10 12 | -0.65D-08 | 0.33D-11 | -0.44D-12
13 | -0.37D-07 | -0.58D-10 | -0.61D-11 13 | -0.23D-08 | 0.73D-12 | -0.12D-12
14 | -0.17D-07 | -0.27D-10 | -0.23D-11 14 | -0.80D-09 | 0.15D-12 | -0.34D-13
1.05 1.1
n]| S-S5, | S—-Tn | S—W, n] S=5, | S—Tn | S— W,
2 [-0.32D-02 [ 0.14D-03 | -0.12D-04 2 [-0.28D-02 | 0.11D-03 | -0.72D-05
3 | -0.34D-03 | 0.80D-05 | -0.56D-06 3 |-0.26D-03 | 0.52D-05 | -0.29D-06
4 | -0.55D-04 | 0.77D-06 | -0.47D-07 4 |-0.36D-04 | 0.43D-06 | -0.20D-07
5 | -0.11D-04 | 0.97D-07 | -0.52D-08 5 | -0.62D-05 | 0.48D-07 | -0.19D-08
6 | -0.25D-05 | 0.14D-07 | -0.70D-09 6 |-0.12D-05 | 0.63D-08 | -0.22D-09
7 | -0.60D-06 | 0.24D-08 | -0.11D-09 7 | -0.24D-06 | 0.92D-09 | -0.28D-10
8 | -0.15D-06 | 0.44D-09 | -0.19D-10 8 |-0.53D-07 | 0.15D-09 | -0.41D-11
9 | -0.40D-07 [ 0.85D-10 | -0.34D-11 9 |-0.12D-07 { 0.25D-10 | -0.64D-12
10 | -0.11D-07 | 0.18D-10 | -0.68D-12 10 | -0.27D-08 | 0.45D-11 | -0.10D-12
11 | -0.31D-08 | 0.37D-11 | -0.14D-12 11 | -0.65D-09 | 0.85D-12 | -0.18D-13
12 | -0.86D-09 | 0.83D-12 | -0.31D-13 12 | -0.16D-09 | 0.17D-12 | -0.31D-14
13 | -0.25D-09 | 0.19D-12 | -0.71D-14 13 | -0.38D-10 | 0.34D-13 | -0.22D-15
14 | -0.72D-10 | 0.44D-13 | -0.21D-14 14 | -0.95D-11 | 0.72D-14 | 0.22D-15
1.15 1.2

Nous remarquons, sur ces quatre exemples, que pour des valeurs différentes de ¢, la
vitesse de la convergence des trois suites est d’autant plus grande que la valeur de ¢ est
grande. Nous remarquons aussi que lorsq’on fait croiitre c et ¢, la suite (W,,) converge
presque de la méme fagon que la suite (T},).

67



Exem 2: f(z) = -621—

_xz,w(x)=1.
n| S-S, S—T, | S—W, n|] S-S, S-T, S —W,
2 [0.241D+00 [ 0.223D-01 | 0.228D-02 2 | 0.146D+00 | 0.811D-02 | 0.435D-03
3 | 0.108D+00 | 0.757D-02 | 0.669D-03 3 | 0.515D-01 | 0.199D-02 | 0.718D-04
4 | 0.510D-01 |0.275D-02 | 0.190D-03 4 | 0.190D-01 | 0.518D-03 | 0.116D-04
5 | 0.248D-01 | 0.104D-02 | 0.531D-04 5 | 0.713D-02 | 0.142D-03 | 0.199D-05
6 | 0.122D-01 |0.403D-03 | 0.150D-04 6 | 0.272D-02 | 0.406D-04 | 0.386D-06
7 | 0.612D-02 | 0.160D-03 | 0.439D-05 7 | 0.105D-02 | 0.121D-04 | 0.895D-07
8 | 0.308D-02 | 0.648D-04 | 0.135D-05 8 | 0.407D-03 | 0.372D-05 | 0.241D-07
9 | 0.156D-02 | 0.269D-04 | 0.446D-06 9 | 0.159D-03 | 0.118D-05 | 0.713D-08
10 | 0.791D-03 | 0.113D-04 | 0.158D-06 10 | 0.625D-04 | 0.383D-06 | 0.221D-08
11 | 0.404D-03 | 0.488D-05 | 0.599D-07 11 | 0.246D-04 | 0.127D-06 | 0.702D-09
12 | 0.207D-03 | 0.213D-05 | 0.239D-07 12 | 0.974D-05 | 0.430D-07 | 0.225D-09
13 | 0.106D-03 | 0.945D-06 | 0.986D-08 13 | 0.387D-05 | 0.147D-07 | 0.730D-10
14 { 0.547D-04 | 0.424D-06 | 0.417D-08 14 | 0.154D-05 | 0.512D-08 | 0.238D-10

1.05 1.1
n]|] S-S, S-T, | S-W, n| S-9, S—T, S—W,
2 [0.977D-01 | 0.379D-02 | 0.111D-03 2 | 0.690D-01 | 0.201D-02 | 0.328D-04
3 10.285D-01 | 0.720D-03 | 0.115D-04 3 | 0.172D-01 | 0.311D-03 | 0.226D-05
4 |0.864D-02 | 0.148D-03 | 0.125D-05 4 | 0.442D-02 | 0.529D-04 | 0.182D-06
5 | 0.267D-02 | 0.324D-04 | 0.166D-06 5 | 0.116D-02 | 0.974D-05 | 0.234D-07
6 | 0.838D-03 | 0.752D-05 | 0.304D-07 6 | 0.309D-03 | 0.191D-05 | 0.450D-08
7 | 0.266D-03 | 0.183D-05 | 0.692D-08 7 1 0.832D-04 | 0.395D-06 | 0.972D-09
8 | 0.848D-04 | 0.462D-06 | 0.172D-08 8 | 0.226D-04 | 0.849D-07 | 0.212D-09
9 |0.272D-04 | 0.121D-06 | 0.440D-09 9 | 0.616D-05 | 0.188D-07 | 0.457D-10
10 | 0.879D-05 | 0.323D-07 | 0.113D-09 10 | 0.169D-05 | 0.429D-08 | 0.988D-11
11 | 0.285D-05 | 0.883D-08 | 0.293D-10 11 | 0.466D-06 | 0.996D-09 | 0.214D-11
12 | 0.928D-06 | 0.245D-08 | 0.763D-11 12 | 0.129D-06 | 0.235D-09 | 0.471D-12
13 | 0.303D-06 | 0.693D-09 | 0.200D-11 13 | 0.357D-07 | 0.565D-10 | 0.105D-12
14 | 0.991D-07 | 0.198D-09 | 0.532D-12 14 | 0.994D-08 | 0.137D-10 | 0.233D-13

1.15 1.2

Dans cet exemple, nous avons ¢ = d, ¥ = é, et nous obtenons le meme nombre de
chiffres exactes et aussi les memes rapports d’accélération que ceux obtenus dans ’exemple

précédent correspondant a ¢ = —0.5.
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2

z
Exem 3: f(z) = m,w(z) =
n S—S, S-T, S-Ww, n| S-5, S-T, S—-—W,
2 10.310D+00 | 0.139D-01 | 0.333D-02 2 10.210D+00 | 0.403D-02 | 0.828D-03
3 | 0.130D+00 { 0.614D-02 | 0.835D-03 3 | 0.689D-01 | 0.148D-02 | 0.114D-03
4 | 0.596D-01 | 0.244D-02 | 0.224D-03 4 | 0.246D-01 | 0.432D-03 | 0.175D-04
5 | 0.285D-01 | 0.958D-03 | 0.613D-04 5 | 0.910D-02 | 0.124D-03 | 0.294D-05
6 | 0.140D-01 | 0.379D-03 | 0.171D-04 6 | 0.344D-02 | 0.364D-04 | 0.564D-06
7 | 0.693D-02 | 0.152D-03 | 0.493D-05 7 1 0.132D-02 | 0.110D-04 { 0.127D-06
8 | 0.347D-02 | 0.623D-04 | 0.151D-05 8 | 0.508D-03 | 0.341D-05 | 0.332D-07
9 | 0.175D-02 | 0.259D-04 | 0.492D-06 9 | 0.198D-03 { 0.109D-05 | 0.955D-08
10 | 0.889D-03 | 0.110D-04 | 0.173D-06 10 | 0.774D-04 | 0.356D-06 | 0.289D-08
11 | 0.453D-03 { 0.473D-05 | 0.652D-07 11| 0.304D-04 | 0.119D-06 | 0.903D-09
12 | 0.231D-03 | 0.207D-05 | 0.259D-07 12 | 0.120D-04 | 0.403D-07 | 0.286D-09
13 | 0.119D-03 | 0.920D-06 | 0.107D-07 13 | 0.476D-05 | 0.139D-07 | 0.917D-10
14 | 0.610D-04 | 0.414D-06 | 0.450D-08 14 | 0.189D-05 | 0.483D-08 | 0.297D-10
1.05 1.1
n S-5, S-1T, S-Ww, n| S-S5, ST, S—-Ww,
2 10.156D+00 | 0.142D-02 { 0.291D-03 2 10.122D+400 | 0.491D-03 | 0.126D-03
3 | 0.421D-01 | 0.478D-03 | 0.263D-04 3 | 0.278D-01 | 0.177D-03 | 0.849D-05
4 | 0.124D-01 | 0.113D-03 | 0.285D-05 4 | 0.692D-02 | 0.362D-04 | 0.763D-06
5 | 0.375D-02 | 0.263D-04 | 0.383D-06 5 | 0.178D-02 | 0.719D-05 | 0.933D-07
6 | 0.116D-02 | 0.629D-05 | 0.658D-07 6 | 0.469D-03 | 0.147D-05 | 0.146D-07
7 | 0.366D-03 | 0.156D-05 | 0.136D-07 7 1 0.125D-03 | 0.313D-06 | 0.264D-08
8 | 0.116D-03 | 0.401D-06 | 0.312D-08 8 | 0.338D-04 | 0.688D-07 | 0.506D-09
9 | 0.371D-04 | 0.106D-06 | 0.749D-09 9 | 0.918D-05 | 0.155D-07 { 0.101D-09
10 | 0.120D-04 | 0.286D-07 | 0.185D-09 10 | 0.251D-05 | 0.358D-08 | 0.205D-10
11 | 0.386D-05 | 0.787D-08 | 0.463D-10 11| 0.689D-06 | 0.841D-09 | 0.427D-11
12 | 0.125D-05 | 0.220D-08 | 0.118D-10 12| 0.190D-06 | 0.201D-09 | 0.908D-12
13 | 0.409D-06 | 0.625D-09 | 0.304D-11 13 | 0.526D-07 | 0.485D-10 | 0.196D-12
14 | 0.134D-06 | 0.180D-09 | 0.795D-12 14 | 0.146D-07 | 0.119D-10 | 0.433D-13
1.15 1.2

Les résultats d’accélération obtenus sont identiques a ceux obtenus dans ’exemple
précédent, bien qu’on ait changé la fonction A.
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Exem 4: f(z) = v¢c? — 22, w(z) = 1.

n S-S5, S-T, S—-W, n S-S, S-T, S-W,

2 |-0.437D-01 | 0.124D-03 | -0.169D-03 2 1-0.336D-01 | 0.130D-03 | -0.595D-04
3 | -0.106D-01 | -0.103D-03 | -0.259D-04 3 | -0.660D-02 | -0.270D-04 | -0.583D-05
4 |-0.334D-02 | -0.463D-04 | -0.540D-05 4 |-0.165D-02 | -0.101D-04 | -0.794D-06
5 {-0.120D-02 | -0.174D-04 | -0.130D-05 5 | -0.468D-03 | -0.290D-05 | -0.132D-06
6 |-0.469D-03 | -0.642D-05 | -0.346D-06 6 | -0.143D-03 | -0.812D-06 | -0.258D-07
7 {-0.192D-03 | -0.240D-05 | -0.999D-07 7 |-0.457D-04 | -0.232D-06 | -0.568D-08
8 {-0.821D-04 | -0.915D-06 { -0.309D-07 8 1-0.152D-04 | -0.678D-07 | -0.137D-08
9 |-0.360D-04 | -0.357D-06 | -0.102D-07 9 |-0.518D-05 | -0.204D-07 | -0.353D-09
10 | -0.161D-04 | -0.142D-06 | -0.355D-08 10 | -0.180D-05 | -0.627D-08 | -0.953D-10
11 { -0.736D-05 | -0.580D-07 | -0.129D-08 11 | -0.639D-06 | -0.197D-08 | -0.266D-10
12 | -0.341D-05 | -0.240D-07 | -0.484D-09 12 | -0.229D-06 | -0.632D-09 | -0.765D-11
13 | -0.160D-05 | -0.101D-07 | -0.187D-09 13 | -0.832D-07 | -0.206D-09 | -0.225D-11
14 | -0.754D-06 | -0.433D-08 | -0.735D-10 14 | -0.305D-07 | -0.681D-10 | -0.674D-12

1.05 1.1

n S-35, S-T, S —-W, n S-S, S-T, S - W,

2 {-0.269D-01 | 0.114D-03 | -0.267D-04 2 1-0.221D-01 | 0.947D-04 | -0.139D-04
3 | -0.444D-02 | -0.699D-05 | -0.194D-05 3 |-0.313D-02 | -0.958D-06 | -0.813D-06
4 |-0.925D-03 | -0.278D-05 | -0.204D-06 4 |1-0.559D-03 | -0.833D-06 | -0.712D-07
5 {-0.217D-03 | -0.683D-06 | -0.274D-07 5 |-0.112D-03 | -0.192D-06 { -0.811D-08
6 |-0.548D-04 | -0.160D-06 | -0.439D-08 6 |-0.241D-04 | -0.397D-07 | -0.110D-08
7 1-0.145D-04 | -0.379D-07 { -0.797D-09 7 |-0.543D-05 | -0.819D-08 | -0.168D-09
8 |-0.397D-05 | -0.921D-08 | -0.157D-09 8 |-0.127D-05 | -0.171D-08 | -0.276D-10
9 {-0.112D-05 | -0.229D-08 | -0.328D-10 9 |-0.304D-06 | -0.366D-09 | -0.482D-11
10 | -0.321D-06 | -0.584D-09 | -0.715D-11 10 | -0.742D-07 | -0.798D-10 | -0.879D-12
11 | -0.937D-07 | -0.152D-09 | -0.161D-11 11 | -0.184D-07 | -0.177D-10 | -0.165D-12
12 { -0.277D-07 | -0.401D-10 | -0.374D-12 12 | -0.464D-08 | -0.400D-11 | -0.329D-13
13 | -0.829D-08 | -0.108D-10 | -0.897D-13 13 1-0.118D-08 | -0.916D-12 | -0.577D-14
14 | -0.250D-08 | -0.293D-11 | -0.215D-13 14 | -0.303D-09 | -0.212D-12 | -0.133D-14

1.15 1.2
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Exem 5: f(z) = ,w(z) = 1.
f(z) Jerar—2) (z)
n S-S, S-T, S-Ww, n S-S, S-T, S-W,
2 | 0.193D+00 | 0.634D-02 | -0.123D-02 2 10.152D+00 | 0.243D-02 | 0.370D-03
3 | 0.794D-01 | 0.771D-03 | -0.415D-03 3 | 0.610D-01 | 0.915D-03 | 0.341D-03
4 | 0.348D-01 | -0.564D-04 | -0.126D-03 4 | 0.269D-01 | 0.515D-03 | 0.146D-03
5 | 0.159D-01 | -0.103D-03 | -0.342D-04 5 | 0.126D-01 | 0.268D-03 | 0.520D-04
6 | 0.743D-02 | -0.586D-04 | -0.743D-05 6 | 0.608D-02 | 0.129D-03 | 0.171D-04
7 | 0.355D-02 | -0.265D-04 | -0.677D-06 7 | 0.300D-02 | 0.587D-04 | 0.542D-05
8 | 0.173D-02 | -0.107D-04 | 0.563D-06 8 | 0.150D-02 | 0.262D-04 | 0.171D-05
9 | 0.850D-03 | -0.398D-05 | 0.527D-06 9 | 0.755D-03 | 0.115D-04 | 0.541D-06
10 | 0.423D-03 | -0.133D-05 | 0.320D-06 10 | 0.383D-03 | 0.507D-05 | 0.175D-06
11 | 0.212D-03 | -0.376D-06 | 0.168D-06 11 { 0.195D-03 | 0.224D-05 | 0.584D-07
12 | 0.107D-03 | -0.661D-07 | 0.817D-07 12 | 0.100D-03 | 0.997D-06 | 0.202D-07
13 | 0.544D-04 | 0.171D-07 | 0.381D-07 13| 0.513D-04 | 0.447D-06 | 0.732D-08
14 | 0.278D-04 | 0.288D-07 | 0.172D-07 14 | 0.264D-04 | 0.202D-06 | 0.276D-08
1.05 1.1
n S-S5, S-T, S-W, n S-S, S-T, S-W,
2 | 0.134D+00 | 0.390D-02 | 0.129D-02 2 10.124D+00 | 0.545D-02 | 0.155D-02
3 | 0.549D-01 | 0.198D-02 | 0.497D-03 3 | 0.519D-01 | 0.258D-02 | 0.473D-03
4 | 0.249D-01 | 0.946D-03 | 0.150D-03 4 | 0.239D-01 | 0.111D-02 | 0.126D-03
5 | 0.119D-01 | 0.414D-03 | 0.418D-04 5 | 0.115D-01 | 0.452D-03 | 0.325D-04
6 | 0.582D-02 | 0.174D-03 | 0.113D-04 6 | 0.568D-02 | 0.181D-03 | 0.849D-05
7 1 0.290D-02 | 0.719D-04 | 0.308D-05 7 | 0.283D-02 | 0.730D-04 | 0.232D-05
8 | 0.146D-02 | 0.299D-04 | 0.873D-06 8 | 0.143D-02 | 0.298D-04 | 0.679D-06
9 | 0.736D-03 | 0.125D-04 | 0.264D-06 9 | 0.721D-03 | 0.124D-04 | 0.216D-06
10 | 0.374D-03 | 0.532D-05 | 0.869D-07 10 | 0.367D-03 | 0.524D-05 | 0.749D-07
11 | 0.191D-03 | 0.229D-05 | 0.310D-07 11| 0.187D-03 | 0.225D-05 | 0.280D-07
12 | 0.978D-04 | 0.100D-05 | 0.119D-07 12 | 0.958D-04 | 0.985D-06 | 0.111D-07
13 | 0.502D-04 | 0.446D-06 | 0.479D-08 13 | 0.492D-04 | 0.436D-06 | 0.457D-08
14 | 0.258D-04 | 0.200D-06 | 0.200D-08 14 | 0.253D-04 | 0.196D-06 | 0.193D-08
1.15 1.2

Dans cet exemple, la fonctionh f n’admet pas des singularités symétriques. Pour des
valeurs de § différentes, nous obtenons les mémes résultats d’accélération, sauf lorsque la
valeur de 3 est trop proche de celle de c, et dans ce cas, la suite (W,,) n’approxime pas la
valeur de S mieux que la suite (7).
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Exem 6: f(z) = ,._c+x,w(:r)= 1.
n| S-05 S-T, S-Ww, n| S-S5, S -1, S-W,
2 | 0.259D+00 | 0.237D-01 | 0.238D-02 2 10.267D+00 | 0.238D-01 | 0.236D-02
3 {0.116D+00 | 0.802D-02 | 0.696D-03 3 10.119D+00 | 0.805D-02 | 0.697D-03
4 | 0.546D-01 | 0.291D-02 | 0.196D-03 4 | 0.561D-01 }0.292D-02 | 0.198D-03
5 | 0.265D-01 | 0.110D-02 | 0.542D-04 5 | 0.272D-01 | 0.110D-02 | 0.557D-04
6 | 0.131D-01 | 0.423D-03 | 0.151D-04 6 | 0.134D-01 | 0.426D-03 | 0.158D-04
7 | 0.653D-02 | 0.168D-03 | 0.436D-05 7 | 0.669D-02 | 0.169D-03 | 0.462D-05
8 | 0.328D-02 | 0.678D-04 | 0.132D-05 8 | 0.336D-02 | 0.685D-04 | 0.143D-05
9 | 0.166D-02 | 0.280D-04 | 0.432D-06 9 | 0.170D-02 | 0.284D-04 | 0.473D-06
10 | 0.844D-03 | 0.118D-04 | 0.152D-06 10 | 0.864D-03 | 0.120D-04 | 0.168D-06
11 [ 0.431D-03 | 0.508D-05 | 0.576D-07 11 | 0.441D-03 | 0.515D-05 | 0.639D-07
12 | 0.220D-03 | 0.222D-05 | 0.231D-07 12 | 0.226D-03 | 0.225D-05 | 0.255D-07
13 { 0.113D-03 | 0.981D-06 | 0.960D-08 13} 0.116D-03 | 0.999D-06 | 0.106D-07
14 | 0.582D-04 | 0.440D-06 | 0.410D-08 14 | 0.596D-04 | 0.448D-06 | 0.448D-08
1.05 1.1
n{ S-25, S-T, S—W, n| §-5, S—-T, S—W,
2 [ 0.274D+00 | 0.240D-01 | 0.240D-02 2 10.281D4-00 | 0.242D-01 | 0.248D-02
3 [0.122D+00 | 0.812D-02 | 0.719D-03 3 10.125D+00 | 0.824D-02 | 0.744D-03
4 | 0.574D-01 | 0.296D-02 | 0.206D-03 4 | 0.586D-01 | 0.301D-02 | 0.213D-03
5 | 0.278D-01 | 0.112D-02 | 0.581D-04 5 | 0.284D-01 | 0.114D-02 | 0.599D-04
6 | 0.137D-01 | 0.434D-03 | 0.165D-04 6 | 0.140D-01 | 0.443D-03 | 0.170D-04
7 | 0.684D-02 | 0.172D-03 | 0.483D-05 7 | 0.698D-02 [ 0.176D-03 | 0.496D-05.
8 | 0.344D-02 [ 0.699D-04 | 0.149D-05 8 | 0.351D-02 | 0.714D-04 | 0.153D-05
9 [ 0.174D-02 | 0.290D-04 | 0.491D-06 9 | 0.177D-02 | 0.296D-04 | 0.503D-06
10 | 0.883D-03 | 0.122D-04 | 0.174D-06 10 | 0.901D-03 [ 0.125D-04 | 0.178D-06
11 | 0.450D-03 | 0.527D-05 | 0.659D-07 11 | 0.460D-03 | 0.538D-05 | 0.674D-07
12 [ 0.231D-03 | 0.230D-05 | 0.263D-07 12 | 0.235D-03 | 0.235D-05 | 0.268D-07
13 | 0.118D-03 | 0.102D-05 | 0.108D-07 13| 0.121D-03 | 0.104D-05 | 0.111D-07
14 | 0.609D-04 | 0.458D-06 | 0.460D-08 14 | 0.622D-04 | 0.468D-06 | 0.469D-08
1.15 1.2

Dans cette exemple, nous trouvons des résultats identiques a ceux trouvés dans
I’exemple précédent.
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4 Fonction analytique ayant des singularités réelles
aux points z = %1

Soit f une fonction analytique ayant au plus deux singularités réelles, I’'une au point
z = 1 et Pautre au point z = —1. f s’écrira alors sous la forme: f(z) = (1—z)"(1+z)°h(z)

avec h une fonction polynémiale non nulle aux points 1 et —1, 4 et § étant deux réels
strictement positifs.

IV-1) Représentation intégrale de E,(f).

Dans ce qui suit, nous allons exprimer de E,(f) sous la forme d’une intégrale.
Considérons le contour suivant I':

I'=(mU"s)U (15 Uy7) U(y2U7) U1s,

avec: ’ ' ,
v, et ve: cercles de centres réspectifs 1, -1 et de rayon 7

R+1R!

v4: Pellipse de points focaux %1 et de longueurs des demi-axes
1,73, 75 €t 7 les segments qui joignent les deux cercles a ’ellipse.

Soit n un entier fixé et soit r > 0 assez petit tel que:
Vie {1,..,n} 27 € [-14+r1—-71].

La fonction f étant holomorphe a l'intérieur de I' et bornée sur I', on a d’apres la
formule de Cauchy:

RGN

27rz r z—x
JE

27rz rz-—uz}

Vre[-14+r1-r] f(z)=
VYne {1,..,n} f(zF)=
d’ou:

Ef) = [ wlx)ie)de - 300

-1 i=1

= [ w@) @)z + ‘w(x)f(x)dw+/.:,“’(’)f(z)dx“i”””‘”

-1 1-7

= /_Hr w(z)f x)dx+/ f(z)dz

1

g e ([ 25 ;dx Sy PR

=1 1
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1-r n n
En notant:E;(-;_l_-—) = / w(z) dz - —A'—, on obtient:

-14r 22— '_12—23

E()= [ w@f@de + [ w@)f(e)de+ 5 [ 5B
Puisque E,(f) ne dépend pas de r et que:

—)dz.

-1+

lim [ "w(z)f(z)dz = lim / 2)f(z)dz = 0,

r—0
on a:
E.(f) = 27” — 1im / F(2)Ex(< ‘)

Lemme 1

o) lim [ f(2)E; L yiz=0.

r—0 /., " zZ—.

b) mL f(2)E = dz =0

o) Jim [ f(:)E;(z—)dz = 0
Preuve:

a) Soit z € ¥, on a:
Vze[-1+r1-r] |z—2[2>%,
Vie{l,..,n} |z—z}| > 5.

Donc:

IA

B < 1T S g3 A yay

I4r 2 = t—l 1

< —/1+r w(z)dz + = Z/\" (carw > 0,A7 2 0.)
2
< ;(/_ w(.rd:r+2)\")-— -

i=1

avec: / ' z)dzr = Z AT

-1
Montrer a), revient a montrer d’apres le lemme 1-3 que: ‘lilml(z -1)f(2)EL.(—) =0,
z|— z—.
. . 1 re'
ou encore lim(z — 1)f(z)E(——) =0, avec z =1 + —. Or,

r—0 z—. 2

1

(e =~ DIEE =) = Iz = 1) (= + 1Ph() 5 )

4
< |z—1|’+‘|z+1|5th<z)|—,‘fﬂ

96 i6
TE
= srmpl2+ S 1+ T e
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d’ou lin%(z - l)f(z)E',',(-z—l_—) =0, car v > 0.
b) La démonstration est identique.

c) D’apres le lemme I-3, il suffit de montrer que:

lim f(z)E;(zl_—_) = 0.

|z]—o00

Soit z € €\[-1,1], on a:

Zf\z 4 -1— = s 2z z 2(1—2)‘7(1-"2)6 €p\2
S@E() = K@) T+ a(2)

h(z) 2°*(1 = 2)Y(1 + 2)°
za (z+\/z2-1)2"+1

= 2nK(2) (1 4+ €.(2)).

Or, K(z2), h(z), (1 + €,(2)) sont bornées. De plus,

zd

him 221 — 2)(1 + 2)¢
lz2l=o0 (2 4 /22 — 1)2n+1

=0 pour n assez grand,

d’ou,
lim 2f(z)El(——) =0,

|z|=o00 zZ—

ce qui nous donne le résultat.

Finalement, ’expression de l'erreur se réduit :

Eu) = 5 lim (timnea [ f()BU)z).

Tt r— zZ—.

En utilisant les mémes techniques de calcul vues dans le paragraphe 3-1 de ce chapitre,
on trouve que:

Ea() = = [Ty -1+ )b B )y
A2 7 4 1) - 1R ) B =)y,

IV)-2) Représentation asymptotique de E,(f) et de AS,,.
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Notons:

) = [Tl =17+ DR By,
B = [T+ 0= D) B ).
_ > " K(y)
) = 20 [ =100+ D)

= K(-
Bn) = =2n [+ 1= ) b ey

Nous commencerons d’abord par donner les parties principales de I;(n) et de I,(n).

lemme 2
on obtient les equivalences suivantes au voisinage de l'infini:

27
Bi=  semmh(l(2a+26+2)
a) I;(n) ~ B;G;(n) avec 9(a+~)~(B+6) X
Gl(n) = (2n+1)(2°’+27+2).
2r
B:=  —ommmem H(-1I(26+26 +2)
b)IZ(n) ~ Bng(n) avec 2(B+6)=(a+) )
Galn) = (2n + 1)(26+28+2)°

preuve:
a) En faisant le changement de variable y = ch(f),c = ch(¢), on obtient:

h(n) = 27 [ (ch(8) = 1)°(ch(6) + 1) (ch(O)) K (ch(®))sh()e™*"*+17dp.

b+ ¢

En remarquant que ch(6) -1 = 2Sh2(T)’ K(ch(9)) = 2a+5(1 + e )1 — e %)%, et
en notant: o
_ 5 -6y28
F6) = 2&.,.,3_—,(6"(6) +1)°(1 4+ e7°)*"h(ch(9)),
on obtient: F(6) p
Lin) = /0 (1 — €)=k (2)sh(0)do.

> |F(6
Soit b le plus petit réel positif non nul tel que £ )I(l N e 9 sh(0)e=%do
o e 2

converge. Puisque au voisinage de zéro nous avons:

B o~ Eer,
€

g2y

on peut deduire & partir du théoreme I-2), que:

F(0) T(2a+2y+2) ~F(0)I‘(2a+27+2)

Li(n) ~ 227 (2n + 1 — b)2o+2r+2 227 (2n + 1)2042v+2°
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Or,
2n

F(0) = 5=Gws

2r
2(a+v)-(6+96)

h(1)

h(l)F(2a +28+2),
D’ou, en notant:

Gy(n) = (2n + 1)(2a+2—y+2)’
on obtient le résultat.

b) La démonstration est identique.
Lemme 3
a) Ji(n) ~ I(n).
b) Ja(n) ~ I(n).

Preuve:
a) On a vu dans la proposition I-4) que:

K
Yy €]1, 00[ En(g'%_—') = 27((y+ \/yz(gi)l)znﬂ

(1+ €n(y))-

S~
—~
=
S
H

[ =17+ PR En(——)dy
= lim [~ (v = 1)y + 1)°h(y) En(——)dy

e—0 Ji4c y—.
Y K(y)
= 27lim - 1)y + 1)k
¢—0 1+e(y Jy+1) (y)(y + vyt +1)

_ i 00 v K(y)
= 2 /1 (y—1) (y+1)6h(y)(y+\/y2+1)2n+l

K(y)
(y + \/yf+ 1)2n+l ’

/1 Gn(y)dy ~ |B1|G1(n) ~ l/ y)dy|,

(Lt enly))dy

(1+ en(y))dy.

En posant: G,(y) = 27(y — 1)"(y + 1)°h(y) on obtient:

d’ou le résultat d’apres la proposition I-7).

b) La démonstration est identique.
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Proposition 1

Soit h un polynome ne s’annulant pas auz points z = 1. En utilisant les notations
des lemmes predents, on obtient:
a) sia+v =46 et Bisin(ry) # Bysin(né), alors on a:

E.(f) ~

b) sia+y < B+4, alors on a:

Bysin(wé) — Blsin(wy)G (n)
T n

E.(f) ~ -2 g ),

c)sia+y 2 B+6, alors on a:

B;,sin(7é)

Ea(f) Ga(n).

Preuve.
On a vu au début de ce paragraphe que:

E.(f) = —fﬁff:r—‘y)-Jl(n) + #ﬂb(n).

Or, on a vu dans les deux lemmes précédents qu’au voisinage de l'infini, nous avons les
equivalences suivantes:

J](Tl) ~ BIG] (n),Jz(n) ~ BgGg(n)

Donc,
_i"_’%”_”.rl(n) = —Siner)BlGl(n) +o(Gy(n)).
Sinfrré)Jg(n) = 5 b o) + o Gafn)).
Dot
En(f) = =22 5,6 () + T2 Buo(m) + o(G () + o(Gfm)).

a)a ++v = B+ 6. Dans ce cas, on a G3(n) = G;(n), donc :
(sin(mwé)B; — sin(7v)B,)

s

E.(f)= Gi(n) + o(G1(n)),

N (sin(m8)B; — sin(7y)B;)

T

E.(f) Gi(n).
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b)a+ 4 < B+ 6. Dans ce cas, on a G3(n) = o(G1(n)), donc :

Ed(f) = -2 5,6, (n) + oG (m),

B o -Si"(”V)B,Gl(n).

T
c)a++ > f + 6. Dans ce cas, on a Gy(n) = o(Gz(n)), donc :

E.(f)= 'Siniﬁ)Bzcz(n) + o(G,(n)),

Bng(n).

[
On va suivre ici le méme cheminement afin de donner une partie principale de AS,,.
En remplacant c et d par 1 dans la proposition 3-3), on obtient : Iny/Vn > ng:

as, = -S4 )h()Q0 )y

T a, N
sin(mé) anr

- [+ 17 - D R(-)Q2" (—v)dy.

T ay

Notons alors:

hin) = 22 [Ty — 1)+ 1)) Q8 (v)dy.

an |

Bn) = 22 74100 - DR(-y)Qe  (—y)dy.

K@)/(y*-1)
(v +vVoZ - Dz
Ky -1
(y+ vy - D)z

h(n) = 47 [T(y= 17+ 1 hw)

h(n) = 4 [ (y+17(y-1h(-y)

lemme 4
T
e R(1)T(2a + 28 + 3)
23(a+7)+1-(8+5)
a) I;(n) ~ A1g:(n) avec i
Sl (n + 1)(2a+29+3)°
T
b)Iy(n) ~ Azg2(n) = T 236+ +1-(at) hi-l)l‘(?ﬂ +26+3)
2(n) ~ Azg2(n avec
k 92(71): (n+l)(25+26+2)'
Preuve:
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a) En faisant le changement de variable y = ch(6),c = ch(¢), on obtient:

5i(n) =27 /Ooo(ch((?) — 1)"(ch(8) + 1)’ h(ch(0)) K (ch(8))sh*(8)e~*"+DPdy.

En remarquant que (ch(6)-1)" = 2’sh2"(g), K(ch(0)) = 201”3 (1+e %) (1—ef)% et
en notant: 4
n -

F(6) = 5= (ch(6) + 1)°(1 + e7%)?Ph(ch(9)),
on obtient: F(0) 0

Li(n) = /0 (1 — €70 sh?(5)sh*(6)db.
Soit b le plus petit réel positif non nul tel que /oo %(1 - 6‘0)2“3h2”(g)sh2(0)e'9d0

0

converge. Puisque au voisinage de zéro nous avons:

F(6 —0\2a 6 F(0) 5o

eE,e)(l —e7%)? sh27(-2—)sh2(0) ~ ———2(27)02( )+

on peut deduire a partir du théoréme 1-2), que:

F(0) T(2a+2v+3) FO)T2a+2y+3)

ILi(n) ~ 227 (2n + 2 — b)2a+21+3 ~ 227 (2n + 2)2a+27+3'
Or, 4
s
F(0) = st (1)-
Donc :

T
h(n) ~ sy MUl (2a +28+3)

(n + 1)201+2'r+3 ?

d’ou le résultat.

b) La démonstration est identique.

Lemme 5
a)Ji(n) ~ Ii(n).
b)J2(n) ~ Ix(n).

a) On a vu dans la proposition I-1) que:

Q2 (y) = dx R

Yy €]1, oo (y + Vo T 1) +2
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donc

Aim) = 22 7 170y + 1)Ph()Qe)dy

Qn

- “"“ lim / (v — 1)"(y + 1)°h(y)Q5" (v)dy

= 4rlim / (y—1)"(y+ l)sh(y)—L:-SL)-\/:,-———— v-{—l);‘“(l + 6a(y))dy

- +(\/)7V A 1)21“(1 + 6.(v))dy.

K@y)vy*-1

,0on a:
(y +Vy* - 1)*+?

= ar [“(y- 17+ 1 )

En posant : Gn(y) = 47(y — 1)"(y + 1)°A(y)

lim I;(n) = lim /oo y)dy = 0, donc

n—oo n—0oco

[ 16wty ~ arlgr(m) ~ | [ Galw)ayl
d’ou le résultat d’apres la proposition I-7).

b) La démonstration est identique.
=
Proposition 2
Soit h un polynome ne s’annulant pas auz points z = +1. FEn utilisant les notations
des lemmes predents, on obtient:
a) sia+y =L+ 6 et Aisin(ny) # Azsin(wé), alors on a:

Aysin(mé) — Aysin(ry)
e

AS’n ~ gl(n)

b) sia+~ < B+ 6, alors on a:

Preuve:
On a vu au début de ce paragraphe que:

AS, = _szn7(r7r'y)J1(n) + sm7(r7ré)

Jz(n)
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Or, on a vu dans les deux lemmes précédents qu’au voisinage de I'infini, nous avons les
equivalences suivantes:

Ji(n) ~ Ayg1(n), Jo(n) ~ Ayga(n).

Donc,
_iz;’lfrlrl)Jl(n) = -—Sin(M)Algl(")+°(91("))'
sin7(r7r5)J2(n) = SinfrW6)A292(n)+0(g2(n))-
Dou: sin(mé)

AS, = —ingjlfhgl(n) + Azg2(n) + o(g1(n)) + o(g2(n))-

a)a++ = 3+ 4. Dans ce cas, on a g(n) = g;(n), donc :

w

AS, = (sin(rd)A; — sin(wv)Al)gl(n) + o(g1(n)),

™

(sin(mé)Ay — sin(7y)A;)

T

AS, ~

g1(n).
bla + 4 < f+ 6. Dans ce cas, on a gz2(n) = o(g1(n)), donc :

AS, = _sin(my)

A1g:1(n) + o(gi(n)),

AS, ~ _smf:r'y) Aig1(n).

c)a+ 4 >+ 6. Dans ce cas, on a g;(n) = o(g,(n)), donc :

AS, = —sm(ﬂ)Azgz(") + 0(g2(n)),
i. e. (6
AS, ~ _szn;(r?r )Azgz(n)'
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TABLEAU RECAPULATIF

B, = 27rh(1)r(22(3+-:)?('2$)2)
By = ~2eh(-1) )
Gi(n) = @nt 1;2(,,+.,+1)
Ga(n) = (2n + 1)2B+E41)
A = 7h(1) 1;2(2;;-1);21'_1(-;?))
A= wh(-1) i)
1

gi(n) = (n + 1)20+27+3

_ 1
g2(n) - (n + 1)23+25+3

En(f) ~ Vn ASﬂ ~ U'n-

c=d

v =6 | Vo= 2505, — B)Gi(m) | Un = 2D, — 115
c=d

Ny V. = _sm(:'y)BlGl(n) U, = __smE:r'y)Algl(n)
c=d

156 V=60 | 0= ST g
c<d Vo = —S]n(ﬂ”Y) B1Gy(n) Un = _SlnE:r’Y)Algl (n)

. N 6
c> d Vn = szn7(r7r5) B2G2(Tl) IJﬂ = Slnfrﬂ' )Aggz(n)
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IV)-3) Accélération de la convergence de la suite (S,)

REMARQUE:
La suite (S,,), est une suite a convergence logarithmique. En effet:
Jim SS" Sg“ =,}Lng°G‘—g:(%)l—)= 1, avec i =1 ou 2.
Lemme 6
AGi () ~ s pr
BAGy(n) ~ — 4B+6+1)

(2n + 1)26+5+1)+T
Preuve: a)

1 1
AGy(n) = (2n + 3)2(a+’y+1) (2n + 1)2e+r41)
_ 1 2n+3 2(a44+1)
- (2n + 3)2(a+‘y+1) (1 (271 + 1 ) ))
—_ 1 2 2(a+v+1)
= GirIn e~ 0+ 5 51
1 4(a+v+1) 1
= Gramperm (- Ty o))
_ 4la+v+1) + of 1 )
= T (@n+1)@n + )2 T O e+ )
d’ou 4 | . 1
AG](TL)N— (@+7+1) ~ (a+vy+1)

(2n +1)(2n + 3)2Metr+D) T (2n 4 1)Hetri1)+1

b) La démonstration est identique.

Proposition 4

. AS,
Soit D, = ~AG.(n )G {(n) avec

La suite (T,), définie par: T,, = S, + D, converge vers S plus rapidement que la suite
(Sp)n-

Preuve:
AS,
Tn - S = Sn +Dn = (Sn— S) - (mG,(n)
_ Gt(n) ASn
= (=S + 5o ag )
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Donc:

S e S -5, LGi(n)’
Premier cas: a +9 =8+ 6,donc: = 1.
Gyn) Gi(n)r . .

. .
M S8, = W, (Brsin(rb) = Brsin(r1))Ga(n) — (Basin(n8) — Brsin(r))’
AS, im (Azsin(md) — Aysin(ny)) (n)
noeo AGi(n) | nmo 7AG1(n) giin)-
(277, + 1)2a+2'y+3 1 22a+2‘7+1
noeo AGy(n) | nms (n+ )P+oH flaty+1) atAa+1
ASn 92a+2v+1

D’ou: nh_r& AG(n) = —7r(a rpan 1)(A2.sm(7r§) — A;sin(ry)).
Finalement:
Gi(n) AS, 22042741 (Ay5in(7é) — Aysin(my))
S-S5, AG(n) (a4~ +1)(B;sin(n6) — Bysin(n7))
A _ B
Or, 74—2- 32 donc:
(Azsin(mé) — Arsin(ry)) _ Ax _ B+6+1
(Bpsin(né) — Bisin(my)) B,  2:B+6)+1
Ailnsi, on a:
T.-S 2UANH 34§+ 1
55 =l- o r1wen — 1T 1=0araty=5+4.

Deuxiéme cas: o+ < f+ 6, donc ¢ = 1.

* lim Gl( ) m
ne0 S _ 5, S, Bjsin(my)’
. AS, . Aysin(my) gi1(n) sin(my) 220+27+1
*lim ———— = — lim - .
n—o00 AGl(n) N 0O T AG] (n) T a+v+ 1
Ainsi, on a:

T.- S 922(er+v)+1 A, A aty+1
"_'°°S -5 —1—__—a+7+1§:_l—l—o’carE——_22(a+7)+1'
Troisiéme cas: a++v > f+ 6, donc i = 1.

* im G2(n) T .
n=o 5 — S, " B,sin(r6)
* lim LS. _ _ bm Apsin(n8) ga(n) _ sin(mé) 028+26+1 A

n—c AG,(n) n—oo .q AGy(n) T B+6+1

85



Ainsi, on a:

T.— S 22(B+é)+1 4, A, B+6+1

lim 1—1=0,C&1‘E—W.

=25, =5 f+e+1B;
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EXEMPLE NUMERIQUE.

Soit f(z) = z(1 — )7 avec v = 0.2,0.5 ou 0.9 et w(z) = 1.

S-Sn

S-T. ]

DW=t nwND

Pl b Pud b
O i DD =

0.546D-02
0.109D-02
0.371D-03
0.163D-03
0.836D-04
0.475D-04
0.291D-04
0.189D-04
0.128D-04
0.904D-05
0.488D-05
0.371D-05
0.287D-05

-0.595D-03 |
-0.786D-04
-0.187D-04
-0.606D-05
-0.238D-05
-0.107D-05
-0.530D-06
-0.284D-06
-0.162D-06
-0.971D-07
-0.393D-07

'-0.263D-07

-0.180D-07

n S - 5a S-T, n S~ S, S-Ta

2 10.276D-01 | -0.263D-02 2 10.276D-01 | -0.263D-02
3 | 0.108D-01 | -0.618D-03 3 {0.108D-01 | -0.618D-03
4 | 0.566D-02 | -0.215D-03 4 | 0.566D-02 | -0.215D-03
5 | 0.341D-02 | -0.925D-04 $ | 0.341D-02 | -0.925D-04
6 | 0.225D-02 | -0.459D-04 6 | 0.112D-02 | -0.268D-04
7 | 0.159D-02 | -0.251D-04 7 10.717D-03 | -0.135D-04
8 | 0.117D-02 | -0.148D-04 8 { 0.489D-03 | -0.739D-05
9 10.891D-03 { -0.925D-05 9 | 0.348D-03 | -0.432D-05
10 { 0.699D-03 ] -0.605D-05 10 | 0.257D-03 | -0.267D-05
11 | 0.560D-03 | -0.411D-05 11| 0.195D-03 | -0.172D-05
12 1 0.458D-03 | -0.288D-05 12 | 0.151D-03 | -0.115D-05
13 1 0.380D-03 { -0.207D-05 13 | 0.120D-03 | -0.788D-06
14 ] 0.320D-03 | -0.153D-05 14 | 0.965D-04 | -0.557D-06
15 | 0.272D-03 | -0.115D-05 15 { 0.789D-04 | -0.402D-06

-

On remarque que lorsque ¢ croit, la convergence des suites (Sn) et (T,) devient rapide.
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CHAPITRE III

FONCTIONS ANALYTIQUES POSSEDANT DES POLES A
LD’EXTERIEUR DE L’INTERVALLE D’INTEGRATION
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on va étudier le cas ou l'intégrand est une fonction analytique
possédant différentes sortes de péles situés dans €\[-1,1].

Dans le paragraphe 1, on donnera 1’expression générale de E,.(f) et de AS, dans le
cadre mentionné ci dessus.

Dans le paragraphe 2, on étudiera séparement les cas ou f admet un pole simple
unique, 2 poles conjugués, un nombre infini de poles simples ou conjugués, et enfin un
pole multiple unique.

Dans chaque cas étudié, on donnera une representatlon asymptotique de E,(f) et de
AS, & partir desquelles on transformera la suite initiale (S,) en deux autres suites (T},)
et (W,) qui convergent vers S plus vite que la suite (S,,).

Dans le paragraphe 3, on étudiera le cas ou le pole est unique mais d’un ordre de mul-
tiplicité m quelconque. En un premier lieu, on donnera des représentations asymptotiques

vzi—-1 22 -1
e ——et An(2) = pETTS e our =z++22 -

puis on donnera des représentations asymptothues de E, (f) et de AS,. Comme dans les
paragraphes précédents, on transformera la suite initiale (S,) en deux autres suites (T,)
et (W,)) qui convergent vers S plus vite que la suite (S,).

des dérivées d’ordre j des fonctions F, (z) =

On remarquera que dans tous les cas étudiés, les suites (S5,) sont a convergence linéaire

- Sn+l 1
avec: lim ———— = )
n—oo §—§, r?

|r:], Vi > 2. Tous les cas étudiés seront illustrés par des exemples numériques.

our =z +4/22 =1, z; étant le pole de f vérifiant |r,| <
1
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1 Expression de ’erreur

Soit f une fonction analytique admettant un certain nombre, fini ou infini de podles
dans €C'\[-1,1] qui sont d’un ordre de multiplicité quelconque. On désignera par les z; les
poles de f avec:

Zy = {z; poles simples def},
Zy = {z; poles de f de multiplicité k;}.
On désignera par ER, 'ellipse de points focaux *1, et de longueurs des demi-axes (R +

R™')/2et Ep= Ep— S Ci(ri) U I} U 12, avec:

1
C;(r;) est le cercle de centre 2; et de rayon r;.
I} et I? sont les deux segments qui joignent le cercle C;(r;) a Dellipse.
La fonction f étant réguliere a l'intérieur de Ep, on a d’aprés la proposition I-6):

1 1
Ea(f) = 5= [, B d=
En appliquant le théoréeme des residus [12, p. 239] on obtient:
1 1
27rz f( JE (T) dz = 2m / iz )dz ! z.ezzl ¢(Zi)En(2i - )
1
ki—1 o0\ ki

+z§2 D ((z 21) f(z)Eﬂ(z oA )>z=z.

avec:
{ ¢(z) = lim(z—=z)f(z).
k d*
D™ = ﬁ

On obtient ainsi le résultat suivant:
Proposition 1

Soit f une fonction analytique admettant un nombre fini ou infini de poles simples ou
multiples appartenant respectivement auz ensembles Z; et Z,. Soit R € IR tel que pour
tout z dans Z; U Z,, z appartenant a l'interieur de Er. on a:

a)

1 1 ]
E.(f) = Er—i/;inf(Z)Eﬂ(-:)dZ_z.ezgl ¢(Zi)En(z"_.)
1 1
— ———— Dk ((z = z)k f(2)E, '
222 (L = 1) <( ) f( ) (Z - -))z=z.

b)

a5, = 3= [ [()Qs%e): - 22 T 4(:)Q5%(=)

27t a, an 7,
an41 1 - a,
-2 S P (- 2 eere),.,
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2 Fonction ayant des podles simples

2-1) Fonction ayant un péle simple unique.

Soit f une fonction analytique admettant un péle simple unique z; situé dansC\[-1, 1].
h(z)

Z2—=27

La fonction f s’écrira alors sous la forme: f(z) = , avec h fonction non nulle au

point 2; et vérifiant I’hypothese suivante:

(H) 3R> |z +/22 - 1|, h € H*(ER).

L’expression de 'erreur sera alors:
En(f) = 5 [, S En() ds = han) Eal ),

2-1-a) Représentation asymptotique de E,(f) et de AS,,.

Proposition 2

Soit ry = z; 4+ /2% — 1, avec 2; € C\[-1,1].
En posant A = =27 K(2,) h(21), nous obtenons les équivalences suitvantes lorsque n tend
vers l'infini:

A
a) E.(f) ~ =7
™
2A/z} -1
b) AS, ~ T
™
Preuve:

a) Soit Ry = |ry| = |21 + /2% — 1], et soit R > R; un réel tel que h € H*(ER). On
a vu dans la proposition I-4 que Vn € IN,Vz € C\[-1,1},

1 K(z)
B =T )
Ainsi,
1 f(z)K(2) h(z1)K (1)
n = - 1 n d - 2 1 n .
Ealf) =3 ~/ER (z + V22 - 1)1 (+al)d 7r(21 + /2% — 1)2"+1( en(21))
Divisons les deux membres de cette égalité par: A = —27h(z)—5 2(?1), et notons I, le

quotient résultant, on obtient alors:

B()_y o L JOKE
A " 211 h(z1)K(21) JER (2 + V22 — 1)2nH1

(1 + €,(2))dz + (1 + €,(21)).
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Notons alors:

1 _ f(z)K(2)

Jo=—5—
27('1 h(zl)K(zl) Egr (Z + \/22 - 1)2n+1

(14 €n(2)) dz,

et montrons que lim J, = 0.
T = OO

Soit I(R) la longueur de Ep, M(R) = Maz{|f(2)K(2)|,z € Er}. on a alors:

1 M(R) Rl 2n+1
[Jal £ 27 Th(e)K ()] (-E) /En 11+ €q(2)]dz=.

Puisque la suite (¢,(z)) converge uniformément vers zéro sur tout compact de C\[-1, 1],
on a:
Ing/Vn 2 ng |1 +€,(2)| £2,Vz € Ep.

D’ou, avec les notations précédentes, on a:

M(R)I(R) (Rl

2n+1
[Jal < —) , ¥n > no.

7|h(z1)K(z1)] \ R
Rl 2n+1
Puisque R; < R, on a: nangO (7> = 0. Ainsi, Jergo J, = 0, ce qui nous donne en
définitive: nll_r{.lo I, =1,1e
h(z))K(z
B.(f) ~ —2xME)EE),
1

b) D’apres a), la suite (S,) est une suite a convergence linéaire: lim Enlf) L

SRE(f) T

° E(f) _ BSutEunlf) | _8Sn |
B Eanlf)  Een(D)
Or, lim Enil( f)—1=r§—1;eo, et En+1(f)~—27r———;—fﬁ§-z—l—, d’ot
88, ~ (- 1(-am )
- _ar zg_lﬂ%’f_gfﬁ.

[
A partir de cette proposition, nous pouvons maintenant énoncer le résultat d’accélération
suivant:
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Proposition 3

Soit Dy = (14 —=i) £5n.
2-1 2
1

La suite (T,)) définie par T,, = S, + D,,,Vn, converge vers S plus rapidement que la suite
(Sn).

Preuve:
D’une part, la suite (S,,) est une suite a convergence linéaire. En effet:
2A,/z3 -1
lim Ennilf) = -15 et {r;| > 1. D’autre part, le terme —7-1;2——- est une bonne estima-
nj*oo lgn(f) L LS
tion de Perreur de S,,. En effet:
2n+2
lim — A F,(f) = ——t— #0,1, co.
T 2422 -1 2\/z2 -1
Par application de la procedure © [2], le terme
AS, 2A/2f -1 2 AS,
D, =- nt2 =(1 + - ) 2
2A,/22 -1 ™ \/ 22 -1
A e

est une estimation parfaite de ’erreur de S, .

lemme 1 T
La suite ( A}H) ne peut avoir 1 comme valeur d’adhérence.
Preuve:

En notant r, = 2; + /22 — 1 et en posant:
ASn:t] — 1
A Sn

1
k-1

u, =1-— ,

on a la relation suivante:

ATn+l - ASn+l Up41
AT, AS, u,

ZyT’n+1

AT,

Supposons que 1 est une valeur d’adhérence de la suite ( ), donc il existe une suite

(np), strictement croissante, tel que:

lim ————AT"” +1

. . ASn,,+1 Unp+1
=1, ie, lim —2F—~—F—
p=oo AT,

=1.
oo AS, . u,

P
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En d’autres termes, nous avons au voisinage de l'infini:

unp+1 ~ Asnp
unp Asnp+l.
) . sg . Asﬂp 2 ’ . .
Or, d’apres la proposition 2-2, nous avons: lim ——2 = r{. On en déduit que:
P ASnP.'.l
. Up,+1 . N
Jlim [ = |y > 1. Donc, 3po/¥p = po,lungaa| > fun,l- OF, lim Juny| = 0, d'

P
la contradiction, car on ne peut avoir une suite positive strictement croissante et con-
vergeante vers zéro en méme temps. Donc, 1 n’est pas une valeur d’adhérence de la suite

AT"n+l
( ATn )'

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat d’accélération suivant:
Proposition 4

La suite (T,,) définie par T,, = S, —
la suite (Sy,).

(AT,)?
AT,

,Vn, converge vers S plus rapidement que

Preuve:
Nous avons:
Wn—S_Tn—S_ AT, ( 1 )
5,—8 8§,-8 8,-8" AT, 1'
AT,
. . n - S . ACrn, 3 3 / .
Puisque nl]_.rglo T G- nllgolo T _5° 0, et 1 n’est pas une valeur d’adhérence de la suite
(—A—A]—%:-l—), nous avons le résultat.

REMARQUE:

Les expériences numériques réalisées dans le cas ou l'intégrand f posséde un pdle
complexe non réelle, ont révélé que les transformations proposées dans les propositions
3 et 4 ne sont pas efficaces. Néamoins, ce cas peut étre ramené au cas d’une fonction
analytique possédant deux poles complexes conjugués. En effet: supposons que z; = a+1b
avec ab# 0. On a alors:

5= [ f@peE= [ fEuEdz+ [ e,

(z—a) _ b
(x—a)2+b2’et fZ(x)—h(x)(x—a)2+b2

Dans le prochain paragraphe, on étudiera exclusivement le cas ou a = 0 et b # 0.

avec: fi(z) = h(r)
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EXEMPLES NUMERIQUES.

Exem 1: f(z) = o z,a,w(:z:) =1,a>0.
n S-S, S-T, S-Ww, n S—5, S-T, S—-Ww,
2 | 0.114D+01 | -0.164D+00 | 0.598D-02 2 | 0.759D+00 | -0.539D-01 | -0.352D-03
3 |-0.887D+00 | -0.559D-01 | -0.306D-03 3 |-0.426D+00 | -0.114D-01 | 0.261D-03
4 | 0.404D+00 | -0.165D-01 | -0.191D-03 4 | 0.179D+00 | -0.264D-02 | -0.747D-04
5 | -0.249D+00 | -0.501D-02 | 0.152D-03 5 | -0.858D-01 |-0.461D-03 | 0.501D-04
6 | 0.130D+00 | -0.162D-02 | -0.602D-04 6 | 0.387D-01 |-0.133D-03 | -0.730D-05
7 | -0.747D-01 | -0.454D-03 | 0.434D-04 7 | -0.179D-01 | -0.153D-04 | -0.176D-03
8 | 0.406D-01 | -0.160D-03 | -0.110D-04 8 | 0.819D-02 |-0.782D-05 | -0.576D-06
9 | -0.227D-01 | -0.396D-04 | 0.158D-04 9 | -0.377D-02 | 0.516D-07 | -0.274D-06
10 | 0.125D-01 | -0.165D-04 | -0.178D-05 10 | 0.173D-02 | -0.630D-06 | -0.349D-07
11 | -0.696D-02 | -0.304D-05 | -0.521D-05 11| -0.792D-03 | 0.113D-06 | -0.931D-08
12 | 0.385D-02 | -0.188D-05 | -0.247D-06 12| 0.363D-03 |-0.719D-07 | -0.178D-08
13 | -0.213D-02 | -0.124D-06 | -0.166D-06 13 | -0.167D-03 | 0.226D-07 | -0.378D-09
0.2 0.4
n S— 5, S-T, S-Ww, n S-S5, S-T, S-Ww,
2 | 0.500D+00 | -0.189D-01 | -0.250D-03 2 | 0.330D+00 {-0.711D-02 | -0.934D-04
3 {-0.217D+00 | -0.236D-02 | 0.114D-03 3 |-0.115D+00 | -0.454D-03 | 0.608D-04
4 | 0.797D-01 | -0.489D-03 | -0.152D-04 4 | 0.363D-01 |-0.112D-03 | -0.280D-05
5 | -0.311D-01 | -0.327D-04 | 0.664D-02 5 | -0.118D-01 | 0.286D-05 | -0.851D-06
6 | 0.118D-01 | -0.159D-04 | -0.674D-06 6 | 0.378D-02 |-0.310D-05 | -0.529D-07
7 | -0.454D-02 | 0.902D-06 | -0.197D-06 7 | -0.122D-02 | 0.509D-06 | -0.604D-08
8 | 0.174D-02 |-0.837D-06 | -0.207D-07 8 | 0.391D-03 |-0.157D-06 | -0.759D-09
9 | -0.664D-03 | 0.176D-06 | -0.333D-08 9 | -0.125D-03 | 0.380D-07 | -0.416D-10
10 | 0.254D-03 | -0.682D-07 | -0.533D-09 10 [ 0.403D-04 |-0.104D-07 | -0.135D-10
11 | -0.971D-04 | 0.201D-07 | -0.592D-10 11 | -0.129D-04 | 0.278D-08 | 0.742D-12
12| 0.371D-04 | -0.683D-08 | -0.149D-10 12 { 0.415D-05 |-0.763D-09 | -0.437D-12
13 | -0.142D-04 | 0.221D-08 | -0.373D-12 13 | -0.133D-05 { 0.211D-09 | 0.795D-13
0.5 0.6
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Exem 2: f(z)

_ 4222 -1)
5+4zx

yw(z) =

1

1— 22

=

S-S5,

S-T,

S—-W,

[
<

WO 00 ~1T OO U Wi

-0.274D+00
-0.693D-01
-0.174D-01
-0.435D-02
-0.109D-02
-0.272D-03
-0.679D-04
-0.170D-04
-0.424D-05

0.107D-02
0.676D-04
0.424D-05
0.265D-06
0.166D-07
0.104D-08
0.648D-10
0.405D-11
0.253D-12

0.528D-07
0.828D-09
0.129D-10
0.202D-12
0.577D-14
-0.333D-14
0.222D-15
0.133D-14
-0.222D-15
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1

Exem 3: f(z) = x—-_—;,W(x)—l.

n S=S, S=T, S—W, n S—8S, S—T, S—WwW,
2 | -0.983D+00 | -0.460D-01 | 0.111D-01 2 | -0.535D+00 | -0.212D-01 | 0.339D-03
3 | -0.545D+00 | -0.248D-01 | 0.115D-02 3 |-0.233D+00 | -0.686D-02 | 0.164D-04
4 |-0.302D+00 | -0.115D-01 | 0.176D-03 4 | -0.999D-01 | -0.207D-02 | -0.520D-05
5 | -0.166D+00 | -0.502D-02 | 0.187D-04 5 | -0.424D-01 | -0.616D-03 | -0.297D-05
6 | -0.909D-01 | -0.214D-02 | -0.463D-05 6 | -0.178D-01 | -0.186D-03 | -0.108D-05
7 | -0.494D-01 | -0.902D-03 | -0.503D-05 7 | -0.744D-02 | -0.576D-04 | -0.347D-06
8 | -0.268D-01 | -0.383D-03 | -0.290D-05 8. | -0.310D-02 | -0.184D-04 | -0.105D-06
9 | -0.144D-01 | -0.164D-03 | -0.141D-05 9 | -0.129D-02 | -0.601D-05 | -0.312D-07
10 | -0.776D-02 | -0.712D-04 | -0.638D-06 10 | -0.534D-03 | -0.202D-05 | -0.927D-08
11 | -0.417D-02 | -0.314D-04 | -0.278D-06 11 | -0.221D-03 | -0.691D-06 | -0.278D-08
12 | -0.223D-02 | -0.140D-04 | -0.118D-06 12 | -0.914D-04 | -0.240D-06 | -0.848D-09
13 | -0.120D-02 | -0.636D-05 | -0.499D-07 13 | -0.378D-04 | -0.849D-07 | -0.264D-09

1.05 1.1
n S=S. S—T, S— W, n S-S, S—T., S—W,
2 1-0.337D+00 | -0.102D-01 | 0.260D-04 "2 1-0.229D+00 | -0.538D-02 | -0.250D-05
3 |-0.121D+00 | -0.240D-02 | -0.476D-05 3 | -0.699D-01 | -0.993D-03 | -0.258D-05
4 | -0.426D-01 | -0.549D-03 | -0.208D-05 4 | -0.208D-01 | -0.185D-03 | -0.612D-06
5 | -0.148D-01 | -0.128D-03 | -0.562D-06 5 | -0.613D-02 | -0.361D-04 | -0.119D-06
6 | -0.510D-02 | -0.312D-04 | -0.134D-06 6 | -0.179D-02 | -0.745D-05 | -0.219D-07
7 | -0.175D-02 | -0.792D-05 | -0.308D-07 7 | -0.521D-03 |-0.161D-05 | -0.404D-08
8 | -0.598D-03 | -0.208D-05 | -0.702D-08 8 | -0.151D-03 | -0.363D-06 | -0.764D-09
9 | -0.204D-03 | -0.565D-06 | -0.163D-08 9 | -0.438D-04 | -0.840D-07 | -0.150D-09
10 | -0.695D-04 | -0.157D-06 | -0.388D-09 10 | -0.127D-04 {-0.199D-07 | -0.304D-10
11 | -0.237D-04 | -0.444D-07 | -0.951D-10 11| -0.367D-05 | -0.480D-08 | -0.637D-11
12 | -0.804D-05 | -0.128D-07 | -0.239D-10 12 | -0.106D-05 |-0.118D-08 | -0.137D-11
13 | -0.273D-05 | -0.373D-08 | -0.616D-11 13 | -0.306D-06 | -0.292D-09 | -0.304D-12
1.15 1.2

On remarque que les rapports d’accélération sont de plus en plus petits lorsque la
singularité s’éloigne de 'intervalle d’intégration.
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2-2) Fonction ayant deux poles simples conjugués.

Comme il a été annoncé dans le paragraphe précédent, nous allons nous intéresser
uniquement au cas ou l'intégrand est une fonction analytique ayant deux poles simples
conjugués situés sur 1’axe des imaginaires purs, 2, et 2, avec 2 = b, b étant un réel

strictement positif. La fonction f s’écrira alors sous la forme: f(z)= -—:l-(f)b—z, avec h une
z
fonction non nulle aux points z = £tb, et vérifiant '’hypothese suivante:
(H) 3R>2b+ Vb -1, h € H®(ER).
D’apreés la proposition 1-1, I’expression de E,(f) sera donnée par:
1 1 . 1
Bl =555 [, 1) En(o) d = @GH)Ealzr—) = &(ib) Enl 5 —)

) t . : t : .

Or, ®(id) = -—-Q—I;h(zb), et &(—ib) = -2—bh(—zb), d’oli:
1 1 1 1 . 1
)= 5m7 [ F6)Ealz=)dz = 5 (W) Eu(g—) — hl=it)En(—5—)).

Nous allons donner maintenant une représentation asymptotique & E,(f) et & AS,,.
Proposition 5

Soitry=b+ VB +1, avech>0, et A= (—1)n% (h(ib) K (ib) + h(—ib) K (—ib)).
SiA#0, nous avonf‘iles €quivalences suivantes lorsque n tend vers linfini.
a) E.(f) ~ e
1
2AVH 4+ 1

b) ASy ~ r2n+2
1
Preuve:
a) D’apres la proposition I-4), nous avons les deux égalités suivantes:
) 1 h(ib)K(ib .
h(lb)En(z—l-;—:—) = 2”22(71:)17?51_:12(1 + Cn(Zb)),
: 1 h(—2b) K (—1b) :
h("zb)En(_ib — ) = —2r jant1p2ntl (1 + en(~2b)).
D’ou:
1 27

BB En(z—) = H(=iEa(——) = ey [ (RGDK () + h(=ib) K (~ib)

 (AB)K (ib)ealiB) + h(—ib)K (—ib)ea(—i))

Supposons que h(:b)K (:b) + h(—1b)K(—ib) # 0. Nous avons d’une part:
h(ib) K (ib)en(ib) + h(—ib) K (—ib)en(—ib) = o (h(ib) K (ib) + h(—ib)K (—ib)).
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D’autre part, on peut montrer en suivant les mémes démarches que dans la Preuve de la
proposition 2-2 que:

2n+1

1 1 (hGB)K(ib) + h(—ib)K(—ib)
o [, S@E( e = ( )

d’ou le résultat.
b) Pour montrer le résultat, il suffit de remarquer que: "lLr{.lo

E.(f)
n+1(f) 1)

Ayant obtenu une représentation asymptotique de E,(f) et de AS,, nous pouvons
énoncer le résultat d’accélération suivant:

Proposition 6
Si h(ib) K (2b) + h(—12b)K(—1b) # 0, alors la suite (T,,) définie par:

b AS
Tn=S'n 1 T n’ ’
+ (14 b2+1) 5 VN

converge vers S plus rapidement que la suite (S,).

En+1
E,

# 1 et que

b~

ASn = Enn (I E— 1R
"

Preuve:
D’une part, la suite (S,) est une suite a convergence linéaire, d’autre part, le terme

262 + 1

= (- 1)"+ITW(h(ib)I\’(ib)+ h(—1tb) K (—1ib)) est une bonne estimation de ’erreur
de Sn, d’ou par apphcatlon de la procédure O, on obtient le résultat.
n
En procédant de la méme maniere que dans le lemme 2-1, nous pouvons montrer que
AT"n+l

AT,
le résultat d’accelération suivant:
Proposition 6

La suite (W,) définie par W, = T, —
que la suite (Sy,).

la suite n’admet pas 1 comme valeur d’adhérence ce qui nous permet d’énoncer

(AT,)?
ALY PR

Vn, converge vers S plus rapidement
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EXEMPLES NUMERIQUES.

1

Exem 1: f(z) = m,W(z) =1.
n S-S, S-T, S—-Ww, n S-S5, S—-T, S—-W
2 | 0.838D+01 | -0.275D+01 | 0.124D+01 2 | 0.380D+01 | -0.548D+00 | 0.199D-
3 |-0.102D+02 | -0.144D+01 | -0.130D+00 3 |-0.296D+01 | -0.186D+00 | -0.102D-
4 | 0.446D+01 | -0.563D+00 | 0.623D-01 4 | 0.135D+01 | -0.549D-01 | -0.637D-
5 |-0.394D+01 | -0.273D+00 | -0.113D-01 5 | -0.832D+00 | -0.167D-01 | 0.508D-
6 | 0.219D+01 |-0.117D+400 | 0.280D-02 .6 | 0.434D+00 | -0.539D-02 | -0.201D-
7 |-0.167D+01 | -0.543D-01 | -0.143D-03 7 |-0.249D+00 | -0.151D-02 | 0.145D-
8 | 0.103D+01 | -0.243D-01 | -0.331D-03 8 | 0.135D+00 | -0.532D-03 | -0.367D-
9 {-0.734D+00 | -0.109D-01 | 0.339D-03 9 | -0.758D-01 | -0.132D-03 | 0.526D-
10 | 0.475D+00 | -0.503D-02 | -0.201D-03 10 | 0.417D-01 | -0.550D-04 | -0.592D-
11 | -0.327D+00 | -0.221D-02 | 0.163D-03 11 | -0.232D-01 | -0.101D-04 | -0.174D-
12 | 0.216D+00 | -0.104D-02 | -0.714D-04 12 | 0.128D-01 | -0.628D-05 | -0.824D-
13 | -0.147D+00 | -0.445D-03 | 0.692D-04 13 | -0.711D-02 | -0.413D-06 | -0.554D-
0.2 0.3
n S—5, S-T, S-Ww, n S-S, S-T, S-Ww,
2 | 0.190D+01 |-0.135D+00 | -0.879D-03 2 | 0.100D+01 | -0.378D-01 | -0.499D-0:
3 |-0.107D+01 | -0.286D-01 | 0.653D-03 3 |-0.434D+00 | -0.472D-02 | 0.229D-03
4 | 0.447D+400 | -0.661D-02 | -0.187D-03 4 | 0.159D+00 |-0.979D-03 | -0.304D-0¢
5 |-0.215D+00 | -0.115D-02 | 0.125D-03 5 | -0.622D-01 | -0.654D-04 | 0.133D-01
6 | 0.967D-01 | -0.332D-03 | -0.183D-04 6 | 0.237D-01 |-0.317D-04 | -0.135D-0!
7 | -0.448D-01 | -0.383D-04 |-0.441D-03 7 | -0.908D-02 | 0.180D-05 | -0.394D-0¢
8 | 0.205D-01 | -0.195D-04 |-0.144D-05 8 | 0.347D-02 |-0.167D-05 | -0.414D-0
9 [ -0.941D-02 | 0.129D-06 | -0.686D-06 9 | -0.133D-02 | 0.353D-06 | -0.667D-0¢
10 | 0.432D-02 | -0.157D-05 | -0.873D-07 10 | 0.508D-03 |-0.136D-06 | -0.107D-0¢
11 | -0.198D-02 | 0.284D-06 |-0.233D-07 11| -0.194D-03 | 0.402D-07 | -0.118D-0¢
12 | 0.908D-03 | -0.180D-06 | -0.446D-08 12 | 0.742D-04 |-0.137D-07 | -0.297D-1(
13 | -0.417D-03 | 0.566D-07 | -0.945D-09 13 | -0.284D-04 | 0.443D-08 | -0.746D-1!
0.4 0.5

Pour des valeurs de a tres proche de zéro, la suite (7},) donne une approximation de S
aussi bonne que celle donnée par la suite (W,,). Pour des valeurs de a assez loin de zéro,
on remarque une convergence tres rapide des suites (7},) et (W,).
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1

1

Exem 2: f(z) = 71 a w(z) = v e
n| S-S, S-T, S—W, n] S-S, S-T, S—-W,
2 |-0.714D+01 | -0.867D+00 | -0.483D-01 2 |-0.155D+01 | -0.657D-01 | -0.459D-03
3 | 0.296D+01 ( -0.272D+00 | 0.166D-01 3 | 0.617D+00 | -0.127D-01 | 0.482D-04
4 {-0.224D+01 | -0.109D+00 | -0.285D-02 4 |-0.301D+00 [ -0.277D-02 | -0.446D-05
5 | 0.119D+01 { -0.384D-01 | 0.757D-03 5 | 0.134D+00 | -0.572D-03 | 0.437D-06
6 |-0.788D+00 | -0.147D-01 | -0.155D-03 6 | -0.623D-01 |-0.121D-03 | -0.418D-07
7 | 0.456D+00 | -0.537D-02 | 0.373D-04 7 | 0.284D-01 |-0.254D-04 | 0.404D-08
8 |-0.287D+00 | -0.202D-02 | -0.815D-05 8 | -0.130D-01 | -0.534D-05 | -0.388D-09
9 | 0.172D+00 | -0.745D-03 | 0.189D-05 9 | 0.597D-02 |-0.112D-05 | 0.374D-10
10 | -0.106D+00 | -0.278D-03 | -0.422D-06 10 | -0.274D-02 | -0.235D-06 | -0.360D-11
11 | 0.641D-01 | -0.103D-03 | 0.964D-07 11| 0.125D-02 {-0.495D-07 | 0.346D-12
12| -0.392D-01 | -0.384D-04 | -0.217D-07 12 | -0.575D-03 | -0.104D-07 | -0.320D-13
13 | 0.238D-01 | -0.142D-04 | 0.494D-08 13 | 0.264D-03 |-0.218D-08 | 0.355D-14
0.25 0.4

(W,) approximent bien la valeur de S.
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Exem 3: f(z) =

1

— z?

w(z) = 1.

a? + r?’
n S -5, S-T, S-W, n S — S, S-T, S-W,
2 | 0.590D+01 | -0.126D+01 { 0.154D+00 2 | 0.220D+4-01 | -0.156D+00 | -0.102D-f
3 }-0.562D+01 | -0.534D+00 | -0.187D-01 3 |-0.124D+01 | -0.331D-01 | 0.758D-(
4 ] 0.257D+01 | -0.181D+400 | 0.303D-02 4 | 0.519D+00 | -0.767D-02 | -0.217D-i
5 |-0.186D+01 | -0.698D-01 | 0.259D-03 5 1-0.249D+400 | -0.134D-02 | 0.145D-(
6 | 0.102D+01 | -0.258D-01 { -0.494D-03 6 | 0.112D+00 | -0.385D-03 | -0.212D-
7 {-0.663D400 | -0.943D-02 | 0.382D-03 7 | -0.520D-01 | -0.445D-04 | -0.512D-f
8 | 0.389D+00 | -0.365D-02 | -0.167D-03 8 | 0.238D-01 | -0.227D-04 | -0.167D-
9 |-0.243D+00 | -0.128D-02 | 0.133D-03 9 | -0.109D-01 0.150D-06 | -0.796D-f
10 { 0.146D+00 | -0.520D-03 { -0.411D-04 10 | 0.501D-02 | -0.183D-05 | -0.101D-
11 | -0.899D-01 | -0.169D-03 | 0.516D-04 11 | -0.230D-02 | 0.329D-06 { -0.270D-
121 0.545D-01 -0.755D-04 | -0.922D-05 12 1 0.105D-02 | -0.209D-06 | -0.517D-i
13 { -0.334D-01 { -0.215D-04 | 0.877D-04 13 { -0.483D-03 0.656D-07 | -0.110D-1
0.25 0.4
n S—-8, S—T, S -W, n S—-8, S—-T, S-W,
2 1 0.125D+01 | -0.472D-01 | -0.624D-03 2 | 0.748D+00 | -0.161D-01 | -0.212D-03
3 |-0.543D+00 | -0.591D-02 | 0.286D-03 3 {-0.261D+00 | -0.103D-02 | 0.138D-03
4 ] 0.199D+00 | -0.122D-02 | -0.381D-04 4 | 0.823D-01 |-0.254D-03 | -0.636D-05
5 { -0.777D-01 | -0.817D-04 { 0.166D-01 5 | -0.267D-01 | 0.648D-05 | -0.193D-05
6 | 0.296D-01 {-0.397D-04 {-0.168D-05 6 | 0.858D-02 |-0.702D-05 | -0.120D-06
7 1 -0.114D-01 | 0.225D-05 | -0.492D-06 7 1 -0.276D-02 | 0.115D-05 ] -0.137D-07
8 0.434D-02 | -0.209D-05 | -0.518D-07 8 0.886D-03 | -0.355D-06 | -0.172D-08
9 | -0.166D-02 | 0.441D-06 | -0.834D-08 9 | -0.284D-03 | 0.862D-07 | -0.944D-10
10 0.635D-03 | -0.171D-06 | -0.133D-08 10 | 0.913D-04 | -0.236D-07 | -0.305D-10
11| -0.243D-03 | 0.503D-07 | -0.148D-09 11 | -0.293D-04 | 0.629D-08 | 0.168D-11
12| 0.928D-04 §-0.171D-07 | -0.371D-10 12 1 0.940D-05 | -0.173D-08 | -0.991D-12
13} -0.355D-04 | 0.553D-08 | -0.933D-12 13 | -0.302D-05 | 0.478D-09 | 0.181D-12
0.5 0.6

Pour des valeurs de de a tres proche de zéro, les suites (T,) et (W,) approximent S
de la méme facon. Alors que pour des valeurs de a qui ne sont pas tres proches de zéro,
(T) et (W,) approximent bien la valeur de S.
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3 Fonction ayant une infinité de poéles simples

Soit f une fonction analytique possédant une infinité de poles simples z; situés dans
C\[-1,1). On notera R; = |r;| = |z; + {/2? — 1|,Vi € IN.
Les poles z; vont étre indexés de telle maniére qu’on ait les inégalités suivantes:

Soit & = inf{i/R; < R;;1}. La fonction f s’écrira alors sous la forme suivante:

h . .
f(z)= -;—E-)-——-, avec h une fonction non nulle aux points z = z;, et vérifiant Phypothese
H(z - z)
. =1
suivante:

(H) 3R>1, Ry <R<Riy1, he H™(ER).
Puisque la fonction f appartient & H®(ER), on a d’aprés la proposition I-6:

1 1

Eu(f) =5 £ f(2) Bn(—)d-=.
Par application du théoreme des résidus, nous obtenons:
1 1 1 1 u 1
57 Jo JEE( )z = [ GBSz + L @) En( ),

avec ®(z;) = Jim (z - zi)f(z),e =1,.,k.

Ainsi:
Ef) =355 J, FDE

271

1

zZ—.

1

2= .

k
)dz —Z:@(z;)En( )-

De cette égalité, on déduit:

k
AS, = L et /E f(2)Q2*(2)dz - LS 8(=)Qu ().

27t a, n
Le long de ce paragraphe, nous allons limiter notre étude a deux cas: k = 2, avec
29 = —z, et k = 1. Dans les deux cas, nous supposerons que z; est un réel ou un
imaginaire pur.
Pour le premier cas, nous avons le résultat suivant:
Proposition 7

Soit A = ¢(21)K(21) — ¢(—2z1)K(—21). Si A# 0, alors, nous avons les équivalences
suivantes lorsque n tend vers l'infini:

A
(l) En(f) ~ —27(";?;—5

. —— A
b) ASn~-—4T( 212—1;‘—?"—_‘_2.
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Preuve:
a) Posons u, = —27——5. En divisant I'expression de E,(f) par un, on obtient:
m

Uy, 27z Uy, Uy

i) Montrons d’abord que:

.1 1
Jim o= [ SRE( =0
1
Posons: I, = —)dz
Sachant que: E, ( ) = 27r( " \/I:?(i) Tyt (14 €n(2)), on a:
2n+1 e
I == f(2)K (Z)2n+1(1 + €a(2))dz

A Jen, (z + V21

En notant: M(R) = Max{|f(2)K(z)|,z € Eg,}, I(R)la longueur de Eg,, ou R est un
réel tel que R; < R < R, nous obtenons, puisque |z 4+ 122 —1| = R et Jim 1+ e.(2)] =
1, Vz € Ep,:

2n+41
Tno/¥n = ny |I(n)] < 4 M(R)I(R) (}2) .

Puisque R; < R, nous avons: lim |I(n)| = 0.
ii) Montrons maintenant que:
k
1
2 0(z) En(—)

lim =2 S = -1
N=—0C un :

E@(z,)E ) = 27 Z 2n+2 1+ €,(2))

=1 =1 z
z)

= _“n+2”2r2n+1 n(Z)

i=1"1

Or, ry = —ry, d’ou:
i 1
Z ¢2nz+2 &n(zi) = 2n+1 (¢(21)€a(21) — d(—21)€n(—21)) -
i=1 t
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Ainsi,

2, ¢(zi) 1 (8(21)€n(21) = $(—21)€n(~21))
> En(Zi_.)——l— y; :

=1 n

Puisque lim (1) = Jim €,(—21) =0, nous avons:

k 1
Z_-.: <I>(z,~)E,.(;;—:)

-1.

lim
n—oo U,

De i) et ii), on conclut que: E.(f) ~ uy, i.e.

A
En(f) ~ —27rw.

b) En remarquant que la suite (S,) est une suite & convergence linéaire avec

. En+1 - 1 —_ E,
llmn—»oo En - T% et que ASTL - En+l(f) (En+l

- 1), on montre le résultat.
.

Pour le deuxieme cas, nous avons la proposition suivante qui se démontre d’une fagon
similaire.

Proposition 8 .
Soit A = ¢(21)K(z;). Nous avons les équivalences suivantes lorsque n tend vers
Vinfini:
A
(1) En(f) ~ —27("7‘—2-;{-_‘3

1
b) ASn ~ —471'\/2;') - 1%
1

Dans les deux cas, nous avons le résultat d’accélération suivant:
Proposition 9

Soit D, = |14+ —2 LS,
Vzi-1 2

a) La suite (T,,) definie par T,, = S, + D,,Vn, converge vers S plus rapidement que la
suite (S,).

b) La suite (W,,) definie par W, =T, —
que la suite (S,).

(AT, )?
AT,

, ¥n, converge vers S plus rapidement

Preuve:
a) D’une part, la suite (S,,) est une suite a convergence linéaire. D’autre part, le terme

V-1
v, = —4%% (#(21)K(21) — ¢(—21)K(z;)) est une bonne estimation de 'erreur de
™
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S,. En effet:
lim En(f) =11

"R Up 2y/22 -1

# 1,0, 00,

d’oli, par application de la procédure O, le terme

AS,
Av,

21 A.S'n

o

Dn‘:- vn=(1+

est une estimation parfaite de I’erreur de S,..

b) En procédant de la méme maniere que dans le paragraphe 2, nous pouvons montrer
Tn+1

AT,

que la suite ( ) n’admet pas 1 comme valeur d’adhérence ce qui nous permet de

démontrer b).

EXEMPLE NUMERIQUE

flz)= m,w(:x) =1l,c= —arcsin(%).

n S-S, S-T, S-W, n S-S, S-T, S-Ww,
2 |-0.249D+01 | -0.110D+400 | -0.601D-03 2 1-0.743D-01 | -0.341D-02 | -0.119D-06
3 {-0.101D+01 { -0.269D-01 | -0.104D-03 3 |-0.152D-01 | -0.363D-03 | -0.682D-07
4 |-0.400D+00 | -0.688D-02 | -0.308D-04 4 |-0.284D-02 | -0.386D-04 | -0.862D-08
5 }-0.156D+00 | -0.182D-02 | -0.942D-05 5 1-0.505D-03 | -0.417D-05 | -0.109D-08
6 | -0.604D-01 | -0.499D-03 | -0.268D-05 6 | -0.875D-04 | -0.457D-06 | -0.145D-09
7 1 -0.232D-01 | -0.142D-03 | -0.727D-06 7 1-0.150D-04 | -0.509D-07 | -0.198D-10
8 | -0.889D-02 | -0.416D-04 | -0.193D-06 8 |-0.253D-05 | -0.579D-08 | -0.269D-11
9 | -0.340D-02 | -0.126D-04 | -0.512D-07 9 |-0.427D-06 | -0.674D-09 | -0.363D-12
10 | -0.130D-02 | -0.390D-05 | -0.138D-07 10 | -0.716D-07 | -0.806D-10 | -0.483D-13
11| -0.494D-03 | -0.123D-05 | -0.377D-08 11 | -0.120D-07 | -0.991D-11 | -0.633D-14
12| -0.188D-03 | -0.396D-06 | -0.106D-08 12 { -0.201D-08 | -0.126D-11 | -0.122D-14
13 | -0.717D-04 | -0.129D-06 | -0.304D-09 13 | -0.335D-09 | -0.164D-12 | -0.111D-15

c=1.12 c=1.43

La convergence des suites (S,), (T5), (W,) est d’autant plus rapide que la singularité

est loin de 'intervalle d’intégration, mais le rapport d’accélération ne varie pratiquement
pas en faisant varier la valeur de c.
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4 Fonction ayant un péle d’ordre k

Soit f une fonction analytique ayant un pdéle unique z; € €C\[—1,1] de multiplicité
k. On notera Ry = |z + /2 — 1| = |ry|. La fonction [ s’écrira alors sous la forme:

h(2)

J(z) = (;——z—)—k—, avec h une fonction non nulle au point z = z et vérifiant ’hypothése
-2
suivante:
(H) 3R> |z 4+ /23 -1 =|ry|, h € H*(ER).

D’apres la proposition 1, nous avons:

E.(f) = ﬁ /ER f(z)En(zL.,)dZ T - P (h(Z)E"( : ))ml ’

zZ—.

dk—l
avec D*"1 = .
dzk-1

. . 1 an .
En utilisant la relation: AF,(—) = 2l o (z), on obtient:
z—. a,

AS, = % [ £(2)Q8(2) dz —
Egp

27t a,

T D (h(2) Q24(2)

2=

4-1) _Préliminaires.

Afin de donner des représentations asymptotiques de AS, et de E,(f), nous allons
établir certains résultas préliminaires pour lesquels, on devrait distinguer les deux cas
suivants: |Rez;| > 1 et |Rez| < 1.

Afin de simplifier ’écriture, on notera:

1 F.(2) 22 -1
y 'nl2) = .
(z+\/22—1)2"+1 (z+\/22__1)2n+2

On cherchera dans ce qui suit a donner des représentations asymptotiques pour les fonc-
tions F9(z) et AY(z).

9(2) =27 h(2)K(z), An(z) =

Premier cas: |Rez;| > 1.

Donnons d’abord le résultat suivant:
Lemme 1 ,
Soit z € C\[-1,1] vérifiant |Rez| > 1 et I\/z2_-—_1_1| < 2. Alors, nous avons Vj € IN:

(_z%_l_r;)(k) _ (_l)k(n(:)f)! § —11)%_1 Tl_n (1 + O(%)) :

Preuve:
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Nous allons distinguer deux cas: Rez > 1 et Rez < —1.
Rez > 1.

D’apreés [16, p. 240}, nous avons 1’égalité suivante:
S / " eI (t)dt
Vz2—1r  Jo " ’

ou, I,(t) est 1a fonction de Bessel modifiée d’ordre n. En dérivant les deux membres de
cette égalité k fois par rapport a z, on obtient:

(—ﬁé_—m)(k) = ( /o ” e—zt]n(t)dt>(k)

ou P " est la fonction de Legendre associée de premiere éspece.
z
—1] <2, 0n a:

V-1

. z 1 1
k (\/ZT— 1) = n!r"(l + 0(7_2’))

Or, d’aprés [20, p. 308], pour z vérifiant |

On obtient finalement:

1 *) (n+ k! 1 1 1
('—“'lrn) = (=1f (n)! NE ™ (1 + O(E)) '

z? —

Rez < —1.

Soit z tel que Rez < —1, on a, Re(—z) > 1, d’ou d’apres [16, p. 240], on a:

1
Y ey el

Or, d’une part, 1/(—2)? —1 = —v2? -1, d’autre part, —z 4+ /(—-2) -1 = —(2 +
V22 —-1)=—r,dou

” et I,(t)dt.

1 _(_ 'n+1/°o -zt
\/;"—_lr"—( M e L,

En dérivant les deux membres de cette égalité k fois par rapport a z, on obtient:

(k)
1 =]
(————_——zz_lrn) (-1 [T et
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(n + k)! ( ~z )
(=22 -DF " \ =2 -1
n+ k)! 1 1 1
( (n)!) (2% — l)k_ﬂ oy (l + 0(;)) :

2

= (- P

(-1)F

proposition 1
Soit z un nombre complezxe tel que: |Rez} > 1 et z — 1| < 2. Alors:
74 q I l |m |

a)A (z2)=—-(2n+ D)oot

n+k)! 1 1
(2n)! (22 - 1)§ r2ntl’

5AD(z) ~ (—1)+ 2

Preuve:
a) A, (z) s’obtient par une simple dérivation de A,(z).

. En dérivant (k—1) fois cette expression, on obtient:

b)AL(2) = —(2n+1)

(k=1)
AP(z) = —(2n+1) (ﬁ)
- e L (o)
(2n + k)! 1 1

= (-1)*
( ) (271)! (22 _ 1)% r2n+13
ce qui nous donne le résultat.

proposition 2
z
Soit z un nombre compleze tel que: |Rez| > 1 et |—=—=—= — 1| <« 2. Alors:
74 q | l |\/z_2-tT l

z2—(2n+2)vz2 -1
V22— 1rint2

(2n + k)! 1 1
(K)(2) ~ (=1)F
b)Fn (Z) ( 1) (2n)| (22 _ 1) k;l ’I“2n+2.

a) Fo(z) =

Preuve:
a) F,(z) s’obtient par une simple dérivation de Fy(z).

z—(2n+2)V22 -1

\/22 — ]pr2n+2

) 1 (k-1) 1 (k-1)
Fn (Z) = (2—22—-\/__—.17.7;:2') - (2n + 2) (m) .
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b)F,(z) =



or,

1 \(-D 1 (k-2)
() =-Cr+2(garmm)

(k) 1 (k-1) 1 (k-2)
FP(z) = =2 ( 22 — 1,.2n+2) +(k—1) ( 22 — 1,.2n+2)

(k-2)
1
2
+(2n+2) (\/zT:—lr2n+2)

_ LCntk+) 11 1
= -1 (2n+2)! (22 —1)7 rint? (1 + 0(—))

_o(2n 4 k)! 1 1
+(k = 1)(-1)* 2(2n+2)! (22— r 2"“ (1 +oG )
1

D’ou:

2 -2 2n 4+ k)! 1 1
Han+ 2P (1 R (1+0:)
(2n + k)! 1 1

~ (—l)k k-1 .
(2n)! (2 - 1)BF rin¥

Deuxieme cas: |Rez| < 1.

on va distinguer le cas ou Imz > 0 et le cas ou Imz < 0.
premier cas: Imz > 0.
Posons alors:
E=e"2z.

VzP—1=¢e7 /6241 et 24 V22 —1=€F(E+1/6241).
D’oli en notant: u = £ + €2 + 1, on a:
1 —izniy VE 1

yintl Fo(z) = e wntz

Ainsi,

An(Z) - e—i§(2n+1)

deuxiéme cas: Imz < 0.
Posons alors:
E=¢€'72,

V22— l=e"T /6241 et 24 V22— 1=e""3(E+ VEE+1).
D’oll en notant u = £ + &2 + 1, on a:

Aplz) = 70D —— 1 Fo(z) = e:'%(2n+1)__.___\’§"'1

y2ntl u2n+2 *

Ainsi,
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Remarquons que dans les deux cas, Ref > 0.

Lemme 2
Soit z € C\[—1,1] vérifiant |Rez| < 1 et |

définie par:

b4

V22 =1

E= e~%z si Imz > 0,

—1] < 2. Soit ¢ un nombre compleze

£ =¢€'%z si Imz <0.

En notant toujoursu =+ F 1 etr=2++22—-1, on a:
a) Silmz>0,,

1\ k(n+ k)l @5 (ntken) 1
(\/{2 + lu") =(=1) n!  rny/22 -1 (1 + O(;)> '

b) St Imz <0,

1 ® f(n 4 k)l e 3 0ntk) 1
(\/§7+1u") =1 n!  rry/22-1 (1+0(;))'

Preuve:
Puisque Ref > 0, on a d’apres [16, p. 240]

t,

1 N e

avec: Jn(t) la fonction de Bessel de premiere éspece d’ordre n. En dérivant k fois par
rapport a £, on obtient:

RN -
(x/E§+1'un) - (_l)k/o (1) e (et

n+ k)!
(—l)k-(-é(z—_;%%_,—P[” (\/Ef_'*‘_l) d’apres [16, p. 182]

(n + k)! 1 ( 1) .
A et )R 1+O(n) d’apres [20, p. 12?0.8].

(-1)F

a) £ = ze~*%, donc
VE+1l= e V2T =1 et u=e'3r,
d’ou:
o () | i Z(ntk+1)
1 ) (_1)’=M6_2__ (1 + O(l))
VE + 1un n!  rryz2 -1 n’)’
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b) € = ze'2

d’ou:

, donc

1
(o=

proposition 3

Soit z un nombre compleze tel que: |Rez| <1 et |

a) A (z) =

n

b) AP (z) ~ (-1)*

Preuve:

—(2n+1)

VE+1 =722 —1et u=¢€7ir.

1 gmiE(n+k+1) 1
. (1 £ O(;)) .

)(k) _ (—1)"(n +k)

1

n!

VzZ — 1r2n+l’
(2n + k)!

1

(2n)!

(22 —

k
2

rmyz2 —1

z

1)_ r2n+l :

a) A (z) s’obtient par une simple dérivation de A,(z).

V22 =1

- 1| < 2. Alors:

b) Nous allons distinguer les deux cas: Imz > 0 et Imz < 0.

Premier cas: Imz > 0.

D’ou:

AP(2) =

Deuxiéme cas

! §

A(2)

-(2n+1)

—(2n+1)

i
\/22———17‘2"“’1

e-i3(2n+2)

Ve F Tuzntl

(k-1) k-1
e+ () (£)

(=1)"(2n + 1)(-1)

(_1)n+k—1

k (271

k-1 (2n + k)!

ei§(2n+k+l)

(2n +1)! onir 7272

(2n 4+ k)!  em(n41) 1
(271)' 2 5 (1 U O(;
Cop n+l\/;2___12

+ k)

1

U=z

: Imz <0.

An(z)

p2ntl \/zi’Tl

—(2n+1)

—(2n+1)
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1
\/zi’Tl p2n+l

i3 (2n+2)

g5 (k=1) (1 % O(l))
n

)

Ve F Turtl



D’ou:

n 1 (k=1) d€ k-1
A6 = Cren+) () (2)
= (=1)*(2n + 1)(-1)*? (2n + k)! e~iF(@ntkt1)

@2n+ D! oni1, 7073
2n+ k) Tt 1
- -1 'n+k—l( (1 + 0 - )
UG e U HOG)
n + k)! 1 1
o ) s (1+00)).
Copndl 5T 17 n

360 (14.0(2))

proposition 4
Soit z un nombre complexe tel que: [Rez| <1 et |

z—(2n+2)V/22 -1

V22 — 1rint?

2n + k)! 1 1
RO ~ ()T

z

Vzz -1

— 1| < 2. Alors:

a) Fi(z) =

Preuve:
a) F,(z) s’obtient par une simple dérivation de F,(z).

b) Nous allons distinguer les deux cas: Imz > 0 et Imz < 0.
Premier cas: Imz > 0.

‘ _ z (2n + 2)
n(z) - \/22 _ 17‘2"+2 - pon+2

— e—i‘lr(n+l) € _ (271 + 2)
- VEI F Lu2nt? unt2 |

En dérivant (k — 1) fois F,(z) par rapport a z, on obtient:

in(n ¢ =y 1 \®D] (dg\*
F,gk)(z) = e (n+1) [(W) - (271 + 2) (u2"+2) (5)
. T (k1 6 (k-1) 1 (k-1) ‘
= (=1)mFleizt-n) [(————W) —(2n+2) (1—12_"-'*_2) :l .

1 (k-1) 1 (k-2)
Or, (-———) =—(2n+2) (———)  dot:

u2n+2 \/ﬁT“_i'—l y2n+2

- 1 (k-1) 1 (k=2)
o) = et e () -0 ()
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1 (k-2)
[+(2n + 2)? (W) ] .

iZ(2n+k+2)
1y migk-) |1 (B R 1) € ( _1_)
(F1)™e [( D Gy (22 — 1)Fran+2 1+000)

(2n + k)! T @ntkt) (1 0 1))
(2n 42)! (22 — 1) F ran+2 + (;

—1)k-2 22+ k) 30D 1
+ (=17 +2) (2n + 2)! (22 — 1)L‘r‘,.2n+2 (1 + O(n))

I

+ (=1)F(k~1)

(2n+ k)  FOntkt1)
(2n+2)! (22 — 1) r2ns2

~ (_1)n+1e-i%(k-—l)(_l)k—Z(zn+2)2

~ (_1)n+1+kei§(2n+2)(2n + k)! 1
(2n)t (22 - 1)%1,.2n+2
2n + k)! 1
=

(271)‘ (22 — 1)—2—7-2114-2.

Peuxieme cas: Imz < 0.

: z (2n + 2)
Fiz) = VZ2— 1rn+2 pint2
— eiw(n+1) { _ (2n’ + 2)
- \/62 + 1u2n+2 u2n+2 *

En dérivant (k — 1) fois F,(z) par rapport & z, on obtient:

irtn ¢ \* 1 \¢-0] de\*?
F®(z) = i) [(W) - @n+2) (o) (?12)

[ k-1 _
s o) | (R S . en+2) ()
- VE + Tu2n+? u2n+2 :

L

e 1 (k-1) 1 (+=2)
_ _1\n+1 i T (k-1 - _ -
—3 ( 1) €2 { ( ,__—62 + 1u2n+2) + (k 1) ( /—'——52 + 1U2n+2)

(k-2)
1
2 A ———————————
+(2n+2) (\/mu““) ] .
(2n 4+ k + 1)1 e~i7(3ntk+2) ( 1
(2n+2)! (22 — 1)5r2n+2 T O(_))
BV e-iE(2n+kt1)
(2n 4+ k) ez (1 . 1 )

— (_1)n+1ei-;-(k—l) [(—l)k-lf

+ (=1)F(k-1)

Gn+ ) 2 - e O

k-2 ,(2n 4 k)] emiTntke) < 1 )
+ (=) (2n+2) @n+2)] (2 — )5 s 14 0(=)
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(2n+k)! e-i§(2n+k+1)

~ (=1)PH1giF k=) 1)k-2 2
(1) e (-1)**(2n +2) (2n+2)!(z2—-1)k_;l7‘2"+2

n + k)! 1
(2n)! (22— 1) Framt2’

~ (_l)k (2

4-2) Représentation asymptotique de E, (f) et de AS,.

Afin de donner des représentations asymptotiques de E.(f) et de AS,, on donnera

1
d’abord des représentations asymptotiques de D*~! (h(z)En(z—)) et de
\ - . z=2z;

D1 (h(z)Q;’;"’(z))z:z‘. Afin d’y arriver, nous avons besoin des résultats préliminaires
suivants:

Lemme 3
Soit (u,(2)) la suite désignant (6,(2)) ou (e,(2)). Alors, pour tout p dans IN, la suite
(uP(2)) converge uniformément vers zéro sur tout compact de C\[-1,1].

Preuve:
a) Soit u,(z) = 8,(z) et soit K un compact quelconque de C\[-1,1]. Puisque les
(z + V22 1)
2rK(z)Vz2 -1
I’est aussi. De plus, la suite (6,(z)) converge uniformément vers zéro sur K. Ainsi, d’apres
le théoreme de Weierstrass, la suite (6, (z)) converge uniformément vers zéro sur K.
Le résultat se démontre facilement par récurrence sur p > 1.

fonctions Q2#(z) et

sont holomorphes dans €'\[—1, 1], la fonction §,(z)

b) Soit u,(z) = €,(2) et soit K un compact quelconque de €'\[-1,1]. Puisque les
. 1 z 4 /22 —1)n+2
fonctions E,(——) et (z+ - )
z—. 2n K (2)
€x(2) Vest aussi. En utilisant des arguments similaires & ce qui précéde, on montre le
résultat.

sont holomorphes dans €\[-1, 1], la fonction

Lemme 4 2
Soit z € C\[-1,1] tel que |m — 1] < 2. Alors, nous avons les équivalences

suivantes en l'infini:

a) (9(2)Fu(2))®) ~ g(2) F{P (2).
b) (9(2)An(2))®) ~ g(2)AP)(2).

Preuve:
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k
(9(F()Y = 3 Cig*(2)F(2)

1=0

= kEI Crg* () F)(2) + g(2) K (2).

=0

En divisant les deux termes de cette égalité par g(z)F{¥)(z), on obtient:
(9(2)Fa(2)® %1 gt-(z) FO(z)

) FP () & F 92 FP(z)

Or, d’apres les propositions 2 et 4, nous avons:

+ 1.

Fi)(z) (=1) (2n +i)! (22 - 1)5;_1
i Faz) _ ), o carksi
nl—>oo ’sk)(z) nl—»ngo (_l)k (2n + k)' (22 _ 1)1.5_1 cark > 1
d’ou le résultat.
b)
k ‘ ' .
1=0
k-1 ) . .
= E C;cg(k—t)(z)A,(‘l)(z) + g(Z)ASZk)(Z).
1=0

En divisant les deux termes de cette égalité par g(z)A{¥(z), on obtient:
(9(2)An ()™ _ = i g*0(2) A (2)

= i )
z

92)AP () & " 9(2) AP(z)

+ 1.

Or, d’apres les propositions 1 et 3, nous avons:

AU(z) (=1) (2n +19)! (22— 1)% .
i n = i - = k
i AP () A D (20 5 F) (22— 1) O cark>1,

d’ou le résultat.

Lemme 5 ' z
Soit z € C\[-1,1] tel -1 <2
oit z € C\| ] eque!\/z_z_-_l |

a) 3ny(2,k)/V¥n 2 n;  D*(g(2)An(2)) # 0.

b) 3ny(z,k)/Vn > ny, D*(g(z)Fa(2)) # 0.
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Preuve:

our = z+ v22—1. Soit z un nombre complexe

a) Rappelons que A,(z) =

dans €'\[-1,1] tel que l\/z:_—T —1] <2, et g(z) # 0. Montrons le résultat suivant par
récurrence sur k:

r2n+l

(H,): rnHipk (%) est un polynoéme de degré k en n.

k=0: r2n+1po° (M) = g(z) # 0 est un polynoéme de degré 0 en k.

r2n+l

k=1: rntlp’ (_g_(_zl) =g'(z) - (2:—-\/—;_1-_—1-129(2) est un polynéme de degré 1 en n car

pon+l
9(z) # 0.
Supposons H; vraie et montrons Hj;.

241 Pkt (i(f_)_) = pnHpk (( 9(z) )')

r2n+1 1"2"+1
_ e (£3)  2n41) g(2)
- r2n+l 22 — | r2ntl

D’apres ’hypothese de récurrence, on a:
[}

d’une part r2"+1Dk(M-

=~ +1) est un polynome de degré au plus k en n, et d’autre part
-

(2n + 1)D*( ! ——!ii) est polyndme de degré k en n.

r2n+1 m

Ainsi, r2"+lD"+l(—g,5(zT)l) est un polynome de degré (k + 1) en n.
r n

’ ’ Z
(Hy) étant démontré pour tout k dans IN, on pourra affirmer que r?*+1 D* (———-gzg +)1> admet
r

au plus k racines entieres, et nous posons:

. z .
n1(z,k) = 0, si toutes les racines de D* -M ne sont pas des entiers naturels.
’ r2n+l

ny(z,k) = no + 1, si ng est la plus grande racine entiére de D* (%) Ainsi,
r

Vn > ny(z, k), DF (_g(_z)_) # 0.

r2n+tl

b) Le résultat se démontre d’une facon similaire.
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Proposition 5

Soit 2y € C\[-1,1] vérifiant | a2

22—
sutvantes lorsque n tend vers l'infini:

a) D1 (R(2)Qe"(2)),_ ~ (9(2)Fa(2))5)-

b) Dk-l (h(Z)En(z 1— ,))z=zl ~ (g(z)An(z))g—-—z}) *

— 1| < 2. Alors nous avons les équivalences

Preuve:

a) Soit z; € C\[-1,1] vérifiant | L

/2

Zl - 1
Nous avons, h(2)Q2P(2) = g(2)F.(2)(1 + 6.(z)), ot z € C\[-1,1]. En dérivant cette
expression (k — 1) fois, nous obtenons:

-1]<2

k-1
D (h(2)Q5%(2)) . = ¥ Cha () Fa(2) ™ (14 &),

z=2 p=0

= g(20)FF(z1)(1 + 64(21))

k-1
+ 3 C (92 Fa(2) &P 60 ().
p=1

D’aprés le lemme 5 — b), Ing(z, k — 1)/ (g(z)Fn(z))g'f__‘zi) # 0, Vn > no(z;,k — 1). Ainsi,
Vn > ng(z;,k — 1), nous avons:

Dk-1 (h(z)Qﬁvﬁ(z))gz] g(z1) F=1(z,) =g (9(2)Fa(2)) £
(g(Z)Fn(Z))ii‘Z:) = (g(z)Fn(Z))g;_zi)(1+6n(zl))+pz=; Ci_, (g(z)Fn(z))-g;lz}) 6511’)(21).

D’une part, nous avons d’apres le lemme 4:

g9(z1) F=1(z)
nlt *-1)
* (g(2)Fn(2))

z=2;

(14 6,(z1)) = lim (14 6,(21)) = L.

D’autre part, nous avons d’apres les propositions 1 et 3 et le lemme 3: Vp € {1,....,k—1}

Jim 6P(z) = 0,
o WERELEST 1 _
n—oco (g(z)Fn(z))g’;;? n—oo (2n+k—1)...Cn+k—p)

ce qui montre le résultat.

b) se démontre d’une fagon similaire.
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A partir de ces résultats préliminaires, nous pouvons donner des représentations
asymptotiques de E, (f) et de AS,,.
Lemme 6

Soit z; € C\[-1,1] vérifiant |

-1}<2.
zi—1

f, 1Bz
) i S A =
[ f@a* ()
Dl A R =

Preuve:
D’apres le lemme précédent, il suffira de montrer que:
)dz J, 1)@z (2)de

) / F(2)EL( .
A T A D R D R,

Soit {(R) la longueur de l'ellipse ER et soit Ry un réel strictement inférieur a R tel que

z=z)

21 € Eg. on a: |z; 4+ /2% — 1| = R;. Rappelons que:

n+k—1) 1 1

(k-1) ~
|An (zl)l (272)' |z _ 1' R2n+1 ’

(2n+k-1)! 1 1
(2n)! |22 — 1'—" RI™FY

a) Soit M(R) = Maz{K(z)f(z),z € Er}.

K(z)

(Z + \/22 _ 1)2n+1
uniformément vers zéro sur Eg, d’ou: Ing/Vn > ngll + €,(2)| < 2,Vz € ERr. Ainsi:

|FED(2y)] ~

Rappelons que: En(L) =27 (14 €n(2)), ou la suite (e,(z)) converge
z—.

1
|% f(2) En( _')dz| <2M(R)I(R) 1

IAsxk—l)(Zl)I - R2n+1 IAS'Lk—l)(zl)l.
1 1 . Ri~t 2n)! [51 Co
Or, lim L (2n) |22—~1]7 =0, car R, < R, d’ou

n=voo R2n+1 IA(k 1)(2 )| = Rn+1 (2n 4+ k — 1)!
le résultat.

b) Soit M(R) = Maz{K(z)f(2)Vz? -1,z € ER}.
K(z)V2* -1
(2 + Vz2 — 1)+2

Rappelons que: Q#(z) = 2r (1 + 6,(z)), ou la suite (6,(2)) converge
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uniformément vers zéro sur Eg, d’ou: 3no/Vn > ng|l + 6,(2)| < 2,Vz € Eg. Ainsi:

21rz./ JEQEMA ammir) 1
lFék"’(zl)x TR R @)
1 n+2 k=1
Or, lim 1 im 2 (2n)' |22 — 1|k2 =0, car R; < R, d’ou

] = lim
? nitto IR | pED ) T ntie R (2n+ E— 1)1 )
le résultat.

Proposition 6

Soit f et g définies par: f(z) = G-h_(—zz)l—)—,: et g(z) =2nh(2)K(z).
a) Eo(f)~ —ﬁ'-lfﬁpk_l(g(z)An(z))z=z1°

b) AS, ~ — = 1).D"’ (9(2)Fa(2))2=2-

Preuve:
a) On a vu au début de ce paragraphe que:
1 k- 1( 1 )
Eull) = 5 [, SOE) = ey 0 (M)

- s 1 - :
En divisant les deux termes de cette égalité par: ———TD" Y(g(2)An(2)).=2, quantité

(k-1
qui est non nulle d’apres le lemme 5, et en notant I, le rapport obtenu, on a:

(k—1)! /En f(2)Ea( 1_')d2 Dk-1 (}z(z)E'n(;lj_))z=z1
27 DT (9(5)An(2 )y | D7 () ANy

Or, d’apres le lemme 6

I, = -

)dz

im

n—co D" ’(Q(Z)A (Z))

et d’apres la proposition 5 et le lemme 4, on a:

D (h(2)Ea(3R)), _ glz) AR (=)

=1,
D¥1(g(2)An(2),=.,  9(21)AR N (21)
donc: ,}Lrglo I, =1, d’ou le résultat.
b) On a vu aussi au début de ce paragraphe que:
1 an+1 o.B ]. an+1 a8
DSa= 5=t | FRQR () - g5 DM (h)Q3(2) -
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D*"}(g(2)Fa(2)):=z, quantité

En divisant les deux termes de cette égalité par: — =1
qui est non nulle d’apres le lemme 5, et en notant I,, le rapport obtenu, on a:

kDo o SE@RIEE D (h)Qe0(:),_
T 4m e, DF1(g(2)Fa(2)),.,, 2 an D*-1(g(2)Fn(2)),2,,

I, =

Or, d’apres le lemme 6

f(2)Q"(2)d=
Egr

lim =0,
n—00 Dk—l (g(Z)Fn(z))z=z.1

et d’apres la proposition 5 et le lemme 4, on a:

D (h(=Q(E). .,  gla)FE M)
D1 (g()Fa(2)ser,  9(2)FE (@)

. lappr
Comme lim ——%

n—oo an,

=1, on a le résultat.

4-3) Accélération de la convergence

Lemme 7
a) La suite (S,) est une suite @ convergence linéaire. Plus exactement, on:

E, 1
lim +1(/) = — avecr; = z; + /2§ — 1.

nLoo En(f) ]

est une bonne estimation de l'erreur de S,.

b) Le terme D, = D*71 (g(2)Fy(2)),-,,
Preuve:

a) En utilisant la proposition 6 et le lemme 4, on a:
Eo(f) ~ = s DM (9(2)An(2)) e, ~ =72 251 (),
" (k-1)! T a=n (k=1)""

Donc, en utilisant ceci et les propositions 1 et 3, on obtient:

Eua(f) _ ASla)@n+B@atk+1)1 1
E(f) " Ala) @atO@n+2) 7

b) On a:
e En(f) — 1 . D*Y(g(2)An(2)):=-,
AT, T TES D) R DR (g()Fo(2))om

121



_ 1 l.m A(k ])(21)
(k_l)l n—oo F(" 1)( )
1 . (2n+k-2)2n+k-1) 1

= G-l on(2n — 1)

1 1
= ———  ———#0,1, 0.
(k=1)! 22-1

™ 212—1

En utilisant le lemme précédent, par application de la procédure ©, nous obtenons le
résultat suivant:
Proposition 7

La suite (T,,) définie par:

AS

I, =5, ~ A_D:Dn avec D, = D*7? (9(2)Fa(2)),=., »
converge vers S plus rapidement que la suite (S,).
lemme 8
La suite ( A;"H )n ne peut avoir 1 comme valeur d’adhérence.
Preuve: "
En posant:
U a1 ASn+l Al)n
" A8, ADngs
on a la relation suivante:
n+l
AT, = A8, "AD. —U,,
donc: D
AThyy  ASpy1 Doyy Dy (= 1) Uy
Tn ASn Dn+l Dn+1 (ID)_:.E . 1) Un .
Or, on a:
(2n+k-1)! 1 1

Dy ~ g(z1)F{ V(1) ~ (=1)*Vg(21)

(2n)! (22— 1) pantay

Dny
. Dn+l 1 . Dn+2 D ( 5 . _1)

donc, 1 = — # 1. Ainsi, lim - =]
onc, lim D. = % insi, lim Do Dons (Dn+2 5

D'n+1 AT,
Supposons que 1 est une valeur d’adhérence de la suite (Zz7*)n, donc il existerait une
suite (n,), strictement croissante, tel que:

ASnp+l Unp+1

=2t =, =1,
o AT, pmw AS, U,



En d’autres termes, nous avons au voisinage de I'infini,

Unp+l ASﬂp
~ .
Un, ASn,+l
’ aslel L1 np __ .2 sy e L1 Unp+1_
Or, d’apres le lemme 7-a), nous avons: lim = r;. On en déduit que: lim | | =
p—ro0 ASnp+1 p—00 np

Ir1 |2 > 1. Donc, 3po/¥p > po, |Un,41] > |Uy,|. Or, plirglo |Un,| = 0, d’ott la contradiction

car on ne peut avoir une suite positive strictement croissante et convergeante vers zéro.

Donc, 1 n’est pas une valeur d’adhérence de la suite (AZ}H In
Proposition 8
3 ’ . (ATn)2 N
La suite (W,,) définie par W, = T, — FT——’Vn’ converge vers S plus rapidement

que la suite (S,).
Preuve:
Identique a celle de la proposition 2-4.
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EXEMPLES NUMERIQUES.

2
Exem 1: f(z) = Z—_g;,w(x) =lm=4
n S—5, S-T, S-W, n S-S, S-T, S—-Ww,
2 | 0.344D+03 | -0.622D+03 | -0.122D+02 2 [ 0.637D+02 | -0.332D+01 | -0.235D+0(
3 10.279D+03 | -0.503D+02 | -0.248D+01 3 | 0.412D+02 | -0.992D+00 | 0.903D-01
4 {0.192D+03 | -0.145D+02 | -0.232D+00 4 |0.214D+02 | -0.421D+00 | 0.157D-01
5 | 0.115D+03 | -0.552D+01 | 0.383D-01 5 | 0.958D+01 | -0.151D+00 [ 0.220D-02
6 | 0.632D+02 | -0.219D+01 | 0.204D-01 6 | 0.389D+01 | -0.480D-01 | 0.326D-03
7 10.323D+02 | -0.853D+00 | 0.597D-02 7-10.147D+01 | -0.143D-01 | 0.524D-04
8 |0.157D+02 | -0.325D+00 | 0.156D-02 8 | 0.529D+00 | -0.407D-02 | 0.914D-05
9 | 0.730D+01 | -0.122D+00 | 0.403D-03 9 | 0.183D+00 | -0.114D-02 | 0.172D-05
10 | 0.330D+01 | -0.449D-01 | 0.107D-03 10 | 0.611D-01 | -0.312D-03 | 0.345D-06
11 { 0.145D+01 | -0.164D-01 | 0.293D-04 11 | 0.199D-01 | -0.849D-04 | 0.726D-07
12 [ 0.626D+00 | -0.595D-02 | 0.839D-05 12 | 0.635D-02 | -0.229D-04 | 0.158D-07
13 | 0.265D+00 | -0.215D-02 | 0.248D-05 13 | 0.199D-02 | -0.614D-05 | 0.351D-08
1.15 1.25
n S-S5, S-T, S - W, n S =5, S-T, S-W,
2 | 0.195D+02 | 0.190D+00 | -0.399D-01 2 10.764D+01 | 0.121D+00 | -0.533D-02
3 | 0.102D+02 | -0.668D-01 | 0.134D+00 3 | 0.333D+01 | -0.791D-02 | -0.133D-01
4 | 0.421D+01 | -0.368D-01 | 0.120D-02 4 |0.112D+01 | -0.527D-02 | 0.116D-03
5 10.149D+01 | -0.112D-01 | 0.983D-04 5 | 0.325D+00 | -0.135D-02 | 0.726D-05
6 | 0.476D+00 | -0.284D-02 | 0.106D-04 6 | 0.852D-01 | -0.281D-03 | 0.637D-06
7 10.142D+00 | -0.668D-03 | 0.133D-05 7 | 0.208D-01 | -0.542D-04 | 0.668D-07
8 | 0.402D-01 | -0.151D-03 | 0.187D-06 8 | 0.481D-02 | -0.100D-04 | 0.786D-08
9 | 0.109D-01 | -0.332D-04 | 0.286D-07 9 | 0.107D-02 | -0.181D-05 | 0.996D-09
10 | 0.288D-02 | -0.722D-05 | 0.461D-08 10 | 0.230D-03 | -0.322D-06 | 0.132D-09
11 | 0.740D-03 | -0.155D-05 | 0.774D-09 11 | 0.482D-04 | -0.565D-07 | 0.182D-10
12 | 0.186D-03 | -0.330D-06 | 0.133D-09 12 [ 0.989D-05 | -0.983D-08 | 0.258D-11
13 | 0.458D-04 | -0.697D-07 | 0.235D-10 13 | 0.199D-05 | -0.170D-08 | 0.385D-12
1.35 1.45

Nous remarquons que méme pour des valeurs de ¢ assez grandes, la suite (S,) ap-
proxime mal la valeur de S. Remarquons aussi que les rapports d’accélération ne varient
pratiquement pas pour des valeurs de c différentes.

124



CHAPITRE IV

INTEGRALES A VALEUR PRINCIPALE DE CAUCHY
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INTRODUCTION

Soit I'intégrale a valeur principale de cauchy suivante:

f(z)
z

— Ad:v, avec A 'E] -1,1].

S¢N = [ i)

Le probleme de I'évaluation de ce type d’intégrales par des méthodes numériques a été
étudié par plusieurs auteurs. Des formules de quadratures ont été proposées[l1, 14, 17,
21, 22, 23, 24]. La question de la convergence de ces formules a aussi été étudiée[15, 25,
26]. Des majorations de I'erreur de certaines de ces formules ont été données, par exemple
dans {29] ou encore une approximation de erreur a été donnée par exemple dans[22].

Dans ce chapitre la formule de quadrature que nous allons considérer est une formule
de type Gauss donnée par Elliot et Paget dans {14] qui consiste & approximer la fonction
J par le polynome de Lagrange interpollant la fonction f aux points zéros du polynome

1
orthonormal par rapport a la fonctionnelle ¢ définie par ¢(f) = / w(z)f(z)dz et au point
1

A. Une déscription de cette formule de quadrature ainsi qu’une expression de ’erreur qui
sera une variante de celle qui a été donnée dans la proposition I-5, seront données dans
le paragraphe 1.

Dans le paragraphe 2, on donnera des représentations asymptotiques de E,(f, ) et
de AS,, lorsque f est une fonction analytique présentant une singularité logarithmique
ou une double branche de singularités réelles. A partir de ces informations, on donnera
comme au chapitre II des résultats d’accélération que l’on illustrera par des exemples
numériques.

Dans le paragraphe 3, on effectuera le méme travail réalisé dans le paragraphe 2

pour des fonctions analytiques ayant différentes sortes de pdles situées a I'extérieur de
Vintervalle d’intégration.
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1 Déscription de la méthode de quadrature et ex-
pression de ’erreur

1-1) Déscription de la méthode de quadrature

Soit A €] — 1,1] et soit f une fonction analytique. On notera S(f,)\) 'intégrale a
valeur principale de cauchy donnée par:

5(f,A)=/_’1 w(z )f( z\dz_hm(/

-1 Ate

A—¢

(z )

@

On rappelle qu'une méthode de quadrature de type Gauss consiste a approximer
S(f,A) par une suite (S,) qui utilise les valeurs de la fonction f aux points zéros du

1
polynéme orthonormal par rapport a la fonctionnelle ¢ définie par ¢(f) = / w(z)f(z)dz
1

Dans ce qui suit, nous présenterons la méthode décrite par Hunter dans [21] dans
le cas particulier w(z) = 1 et reprise par Elliot et Paget dans le cas ou w(z) est une

fonction poids quelconque nonnégative avec / w(z)dz > 0 et / z"w(z)dz existe pour
-1 -1

tout n € INV.
Soit n un entier naturel fixé et soit P** le polynéme orthonormal de Jacobi. La for-
mule qui va étre décrite ici va dépendre largement du fait que A est un zéro ou non de P>%.

a) ) n’est pas un zéro de PP

La méthode de Hunter consiste a approximer f par le polyndome d’interpolation de
Lagrange de degré inférieur ol €gal a n qui interpolle la fonction faux points (27, A)i<i<n,
ie.

L.(f,z?) = f(z}) i=1,..,n.
L.(f,x) = f(A).

Ce polynéme sera défini par:

oo a,ﬁx
Li(£2) = £ S5 k(o)) + a0
avec Q,ﬁx
lhn(x): P'n () 1

(P (a7) @ =2
ce qui nous conduit a une formule de quadrature de type Gauss a (n + 1) points définie
par la relation suivante: (cf [14, eq(1.8(a))])

SRR 4 €

(4) Su=Y s fE) +

2o Tn Pg,ﬁ()\)f@),
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avec: ¢2f(A\) = /1 w(z )Paﬁ(x)d

b) ) est un zéro de P2#

Soit n un entier fixé et soit A une racine de PP, Soit j € {1,...,n} fixé tel que A = 7,
-jeme

laj racine de P2, Soit L, le polynéme de Lagrange de degré inférieur ou égal a n
qui interpolle la fonction f aux points (2} )i<i<n, avec cette fois-ci:

L.(f,z7)= f(z}) i=1,..,n.
L.(f,z}) = f (z}).

Ce polynéme est donné par la relation suivante(cf [14, eq(1.7(b))]):

Pozﬁ( )

= ((z = A)f(a}) = (z = z7) f(}))
L.(f,z)= = Ln(z)+ La(z)f(2) +
(r) =3 - Sef) +

£

A partir de cette relation, on pourra déduire la formule donnant I’expression de S,

(cf [14, eq(1.8(b))])

x 1 g2 (N) /
(B) S. = - [A:‘f(x?)————-—, O+
Z A (P) (M)
1 f() [n \ 2 ]
A =1 (p2fy () (N~ o)

REMARQUE:
Dans le cas particulier o w(z) =1 et A = 0, Hunter a montré dans [21] que S,, prends
P’une des deux formes simples suivantes:

S, Z /\" 51 n est pair,

Sa

)‘"f )+ Z /\" 51 n est impair.

=2

Avant de donner ’expression de I’erreur commise dans la formule de quadrature de Gauss,
on rappelera un théoréme de convergence de la suite (S,) définie par les relations (A) et

(B).

Théoréme[14, p. 108]
Supposons que f est continue sur [-1,1], alors, YA €] — 1,1], nous avons:

lim S, = S(f, ).
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REMARQUE:
Etant donné que les fonctions étudiées dans ce chapitre sont régulieres sur {-1,1], la
convergence de la suite (S,) sera assurée.

1-2) Expression de I'erreur

L’expression de Perreur sous la forme des dérivées de la fonction f a été donnée par
Elliot et Paget dans [14, p. 305):

BN =5 6) 4 ot

Cette expression n’étant pas trés pratique, on va donner P’expression de ’erreur comme
dans le chapitre I sous la forme d’une intégrale le long d’un contour fermé. Pour ce faire,
considérons la fonction g(z, \) définie par:

f(z)—f(A)
g(z):{ — " siz# A

(L), avee &1,6 €] - 1,1[-

z—A
(X siz= A

Lemme 1
Pour tout n dans IN, on a:

E(3) = [ w(e)gla \dz ~ - Ng(eT, ).

=1
Preuve:
D’une part:

/_11 w(z)g(z, N)dz = /_Z w(m);fL_{)}“dx - f(A) _/_11 w(w).—r—é-xdx,

d’autre part:

Eo(f,\) = S(f,\) = S, = /_11 w(x)—fi”%dx _ S,

I—

1
Il s’agit donc de montrer que: S, = f()\)/ w(:l:):lc

1 n

Fde + > Arg(z?, A). On devrait
- =1
alors distinguer deux cas:

Premier cas: A n’est pas un zéro de PP,
Dans ce cas ci, nous avons:

n An

Y Ng(zhA) = X ,ﬁ_A Z
i=1 i=1
gn’

i=1 T4

n

Sa = Ex? RAGIRSIY

i=1

(A)
PP ()

d’apres la relation (A),
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d’oui:

7; a,0 n "
5= oatatar ) = 00 (Sl 4 3520,

i=1 n ﬁ(’\) i=l
1l s’agit donc de montrer que:
1 1 @eP) & AT
dr = 22—~ .._'_’
/;lw(x).'ll—A * P,?'ﬁ()\) +§x"—/\

ce qui est vraie vue la relation (A) et le fait que la méthode de quadrature de Gauss a n
points est exacte pour les polynémes de degré plus petit ou égal a (2n — 1). ‘

Deuxiéme cas: A est un zéro de P2 avec A = z7.
Dans ce cas ci, nous avons:

S0 = T fe) - S0 X+ )
n a8
5. = anl_x (A?f(z?)—(—%;%f@))ﬂ;‘f'(x)
L SO (41 ) - 2 )
(P2fy () A -1 (D) PIANY/)’

d’apres la relation (B). D’ou:

- hid n a,f
Sa—2_Ng(l,A) = f(3) (Z(x’-‘)‘l)\— 2°(Y) )'x’-‘l—)\))

(P2) (a7

1 iey) 2X
+<P:'ﬁ)'u>'” -1 ((" + a0 - P:ﬁm) '

Il s’agit donc de montrer que:

1 1 n AP @P(A) 1
w(z)——dz = ( R S vl 7 S )
[1 zx—-,\ z ,‘L:; :z:i—/\ ( :B)(z'}) :I:i-/\

L)

1 1 2
+(P:'"’)’(A) A2 =1 ((" + i) - P:ﬁ(n) '

Or, en utilisant la relation (B) et le fait que la méthode de quadrature de Gauss an
points est exacte pour les polynémes de degré plus petit ou égal a (2n — 1), on a:

1 1 b 1 n q:,ﬁ()‘)
/_1 @23 LT ( ) (z?))

1 1 2
TRt -1 ((" a0 - H(A))
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Proposition 1
Soit T' une courbe fermée définissant un domaine D dans son intérieur contenant
I’intervalle [-1,1], et soit f une fonction analytique appartenant @ H>(T').

Soit A €] — 1,1] et soit
fe) - f)
g(z)={‘,—z‘:‘r‘ 2
) st 2=\

alors

E(f ) = 5= [ 9z VE(—)dz.

Preuve:
Vues les propriétés vérifiées par la fonction g, on a via la formule de Cauchy:

9(2,})

vVt e [-1,1] g¢(t,A) il a1 dz,
A

Vie{1,.,n} g(t*\) 9=,

2miJL z - 17

Ainsi, on a d’une part:

[asteat = oz [ e ([, o)

et d’autre part

1 A

n n = A 1 .
SN0 = g el N T
d’ou, en faisant la difference, on obtient:
1 1 w(t) AT
g(t, N)dt — ) Alg(t} = A dt =y ——)d
/-1 Z:l 9t 2mi JL 9(z )( 1z—t gz—t?)z
1
- 2772 (Z A) )

Or, d’apres le lemme 1

/lw(x (6Nt = 3" Ng(t2, ) = En(f, ),
-1

=1

d’on le résultat.
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2 Fonction admettant des singularités logarithmiques
ou réelles

2-1) Fonction présentant une singularité logarithmique

Soit f une fonction analytique présentant une singularité logarithmique en un point
z = Zcou ¢ > 1 et s’écrivant sous la forme:

f(z) = In(c — 2)h(z) silasingularitéest en z=c avec h(c)#0
In{c + 2z)h(z) sila singularité est en 2 =—c avec h(—c) #0,

la fonction h étant un polynome.

Supposons en un premier temps que la singularité est située en z = ¢ > 1.
Soit I la courbe définie dans II-1).
La fonction g(z, ) définie par:

fl2)=f(A) .

appartient a H*(T'). On pourra alors écrire d’apres la proposition 1-6),

1

zZ—=.

1
n ,)\ = —/ ,)\ En dz.
E 1)) = 5= [ ol ) En( )i
De facon identique a la démonstration du lemme II-1-1), on peut montrer le résultat
suivant:
Lemme 2

a) Vn € IV, lim / 9(z, N Ea
=0 Jy,

)dz = 0.

z—.

b) Ing/Vn > no,lgim / gz, M) Eq(
T Jy2

De ce lemme, on déduit le résultat suivant:

Ine/Vn > no, En(f,A) = —-L lim (lim/ - g(z,/\)En(zl_ )dz) .

2t R—oo \r—0
Lemme 3
dne/Vn 2 ny,
o h(t
Q) BN =~ [ T Bu( )it

b AS, = —ntl /°° i Lo (tyar

Preuve:
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a) Soit n > ng:

L S@p A SN
[nu%g(z,)‘)En( )dz—[" E.(—)d [r E(——)dz,

— Uy 2 — A z—. Uys 2 — A z—.

D’une part, en utilisant la définition des courbes v, et 4,, on vérifie facilement que:

i f) E,,(zl_ g =1,

Wy 2 — A

4 h .
D’autre part, en remplagant la fonction h(2) par L))‘ dans la démonstration du lemme
z —

11-2-2), on pourra montrer de fagon similaire que:

/1 ) gLy = Lmln(z-,\) hG) gLy

Uys Z2— A z—. z—=A z—.
_ . [Bte h(t) 1
- —:m/m S By ().
D’ou par passage a la limite lorsque r tend vers zéro et R tend vers I'infini, on obtient:
% h(t) 1
w(fyA) = -/ T a7/ )at.
E(fiN) == [ 5Bt
b) Sachant que: AEn(t i )= _‘12+1 Q2#(t), on obtient:
_ % h(t) [ 1 1 ]
88, = = [7 25 [Eu(=) = Buna(s=)]
Any1 [ h(t) o8
= — P(t)dt.
[ eed
REMARQUE:
1

t
Vues les propriétés vérifiées par les fonctions 7 ( )/\, E"(t ) et Q2A(t), on pourra

utiliser une démonstration similaire a celle de la proposition II.-2—1) afin de trouver le
résultat suivant:

Proposition 2
FEn notant:

..\ h(c 1 S -
A= —rK(0) 22, 9(n) =55 (1 TS (n+2)r4)’

1
.B=—2A\/C2—1, G(n)=W,

avec: T = ¢+ \/c? — 1, nous obtenons les €quivalences suivantes au voisinage de l'infini:

133



a) E.(f) ~ BG(n)
b) AS, ~ Ag(n).

REMARQUE:

Dans le cas ou la singularité de la fonction f est située en un point z = —c a gauche
de -1, on obtient un résultat similaire au précedent avec:

h(—c)

1 2n n
A= -7 K(~c) PYDY g(n) = onrin (1 - (n + 1)r? t+ (n+ 2)7'4) ’

B = —24/3 —1, G(n) = @nt D)

En utilisant la proposition 1 et la remarque ci dessus, on pourra montrer de fagon

similaire & celles des propositions 3 et 4 du paragraphe 1I-2), le résultat d’accélération
suivant:

Proposition 3

AS, gi(n+1) - g(n)g(n + 2)
En notant: D, = — n) et U(n) = , on a:
B, < U Bg(n)
a) La suite (T,) définie par: T, = S, + D, converge vers S plus vite que la suite
(Sr).

b) La suite (W,,) définie par: W, = T, —
(T).

AT,
AU,

U, converge vers S plus vite que la suite
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EXEMPLES NUMERIQUES

- In(c - z)

f(z) , w(x)=1

n| S-S, S—T, S— W, n | S-09, S—T, S—Ww,
2 | -0.960D-01 | -0.774D-02 | -0.369D-03 2 [-0.623D-01 | -0.335D-02 | -0.731D-04
3 |-0.347D-01 | -0.219D-02 | -0.107D-03 3 | -0.180D-01 | -0.690D-03 | -0.123D-04
4 | -0.140D-01 | -0.700D-03 | -0.296D-04 4 | -0.570D-02 | -0.160D-03 | -0.206D-05
5 |-0.599D-02 | -0.240D-03 | -0.826D-05 5 {-0.191D-02 | -0.404D-04 | -0.379D-06
6 |-0.267D-02 | -0.862D-04 | -0.238D-05 6 .| -0.661D-03 | -0.108D-04 | -0.807D-07
7 |-0.122D-02 | -0.322D-04 | -0.721D-06 7 | -0.235D-03 | -0.304D-05 | -0.198D-07
8 | -0.570D-03 | -0.124D-04 | -0.232D-06 8 | -0.850D-04 | -0.892D-06 | -0.537D-08
9 |-0.270D-03 | -0.494D-05 | -0.792D-07 9 {-0.312D-04 | -0.271D-06 { -0.155D-08
10 | -0.130D-03 | -0.201D-05 | -0.286D-07 10 | -0.116D-04 | -0.845D-07 | -0.460D-09
11 | -0.628D-04 | -0.834D-06 | -0.108D-07 11 | -0.435D-05 | -0.270D-07 { -0.140D-09
12 | -0.306D-04 | -0.353D-06 | -0.424D-08 12 | -0.165D-05 | -0.881D-08 | -0.433D-10
13 { -0.151D-04 | -0.152D-06 | -0.171D-08 13 | -0.626D-06 | -0.292D-08 { -0.135D-10
14 | -0.745D-05 | -0.662D-07 | -0.701D-09 14 | -0.240D-06 | -0.983D-09 | -0.427D-11

1.05 1.1
n] S-S, S—T, S—W, n| S-—39, S—T, S =W,
2 | -0.434D-01 | -0.174D-02 | -0.175D-04 2 | -0.434D-01 | -0.174D-02 | -0.175D-04
3 |-0.104D-01 | -0.282D-03 | -0.185D-05 3 |-0.104D-01 | -0.282D-03 | -0.185D-05
4 |-0.274D-02 { -0.521D-04 | -0.216D-06 4 |-0.274D-02 | -0.521D-04 | -0.216D-06
5 | -0.758D-03 | -0.106D-04 | -0.332D-07 5 | -0.758D-03 | -0.106D-04 | -0.332D-07
6 |-0.217D-03 | -0.230D-05 | -0.669D-08 6 | -0.217D-03 | -0.230D-05 | -0.669D-08
7 |-0.635D-04 | -0.528D-06 | -0.155D-08 7 | -0.635D-04 | -0.528D-06 | -0.155D-08
8 |-0.189D-04 | -0.127D-06 | -0.374D-09 8 | -0.189D-04 | -0.127D-06 | -0.374D-09
9 |-0.573D-05 | -0.316D-07 | -0.921D-10 9 |-0.573D-05 | -0.316D-07 | -0.921D-10
10 | -0.175D-05 | -0.811D-08 | -0.228D-10 10 | -0.175D-05 | -0.811D-08 | -0.228D-10
11 | -0.542D-06 | -0.213D-08 | -0.571D-11 11 | -0.542D-06 | -0.213D-08 | -0.571D-11
12 | -0.169D-06 | -0.570D-09 | -0.144D-11 12 | -0.169D-06 | -0.570D-09 | -0.144D-11
13 | -0.528D-07 | -0.155D-09 | -0.365D-12 13 | -0.528D-07 | -0.155D-09 | -0.365D-12
14 | -0.167D-07 | -0.430D-10 | -0.888D-13 14 | -0.167D-07 | -0.430D-10 | -0.888D-13
1.15 1.2

Dans cet exemple, A = 0, et on remarque que la convergence des suites (S,), (T,)
et (W,) devient de plus en plus rapide lorsque la singularité s’éloigne de I'intervalle
d’intégration.
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2-2)Fonction présentant une double singularité réelle

Soit f une fonction analytique présentant au plus une double singularité réelle aux
points z = c et z = —d avec ¢,d > 1 et s’écrivant sous la forme:

f(z) = (e = 2)"(d + 2)°h(2),

avec, 7,6 deux réels non entiers strictement plus grands que -1, et A un polynéme non
nulle aux points c et d.

Soit T la courbe définie dans 1I-3).
La fonction g(z,A) définie par:

f(z)= S
g(z):{ o o z# A
) si z=)

appartient a H°(T"). On pourra alors écrire d’apres la proposition I-6),

BN = 5= [Lol

De fagon identique a la démonstrations du lemme 1I-3-1), on peut montrer le résultat
suivant:

! )dz

Lemme 4 ]
a) Vn € IN, hm/ g(z, M) E,( )dz = 0.
Y3Uve < = -1
b) Ing/Vn > no,}%lm g{z, M) En( )dz = 0.

On obtient alors une nouvelle expression de l'erreur a savoir:

}_.)dz) .

Sno/¥n > no, Ealf, ) = 5= Iim (tim [ (2, 0)E,
Y1 Uy3

21T R—oo \r—0

Proposition 4

ﬂno/VnZno:
y
Ef) = = [Ty op (et B
szn 71’5/ (v +¢)(y — d)° (_*_yA)En(__yl_.)dy-
y
as, = -l =, AT ()Q""()
T a, I

soinlrann [, 4 gy - apt )Q”’( V)dy

Preuve:
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a) Soit n 2> ny,

1 f(2) 1
dz = E, d
/('vzu'u)u('v.suw)g - ) z AWWQ)U(WSW) z—A (Z - ) ‘
f(A) 1
- E, dz.
/('rzU‘u)U('nu'n) z—A (2 - ) #

D’une part, en utilisant les définitions des courbes 42,44,7s €t 77, on montre facilement
que cette derniére intégrale est nulle.

dans les lemmes 2 et 3 du para-

h
D’autre part, en remplacant la fonction h(z) par ;)
z —

graphe II-3, on pourra montrer de la méme maniere que:

f(2) 1 e R+ , h(z) 1
[vzu'n po /\E ( .)dz = —2irsin(ny) /r+c —c)'(z + d)‘s — n(:c — .)dz,
1z) ! = —-Zirsin(m R z+c)(z - ( :c) 1 T
[ D = it [t - A

d’ou par passage a la limite lorsque r tend vers zéro et R tend vers I'infini, on obtient le
résultat. )
a
b) En utilisant les relations: AE,(—) = ——Q¥(z),
T -—. a,

AEn(_xl_ ) = —GZH QF(—zx) et AS, = —AE,(f), on obtient le résultat.

n

En utilisant les mémes techniques vues dans les démonstrations des propositions, on
obtient le résultat suivant:

Proposition 5

Soitry=c+vVet—-1, ry=d++vd*-1,

r Bi= =2/ -1)*(c+d)° h(c))‘K(c)I‘('y +1).
1 1 c-

rintl(on 4 1)+t

[ = VTSI (c+d) ’;(Jr‘i) ((—d)T(6 + 1).

2"+1(2n + 1)6+l '

( +1
A= —sm(7r7 (c) h(c) (v c? 2’(7%1) )

2 'v+1 n y+1

gi(n) = n(‘7+1)r2" (1 _12 (n (n + 2) ) '
‘ T(6+1
A2= sin(8) K (— h( d) (VEZ=1)} —-(é-(3+—1)1

$ L 2 6+1 1( n >6+1
L 92(71 n(5+1)r2n % 1‘2 s .
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Premier cas: c=d

a)y=16,B;#—B et A; # A

E.(f) ~ sin(x7)(Bz2 4+ B1)Gy(n).

AS, ~ sin(ry)(Az2 + A1)gi(n).
b)y<é

E.(f) ~ sin(my)B1G1(n).
AS, ~ sin(my)A1g:1(n).
c)v>6
E.(f) ~ sin(n6)B,G,(n).

AS, ~ sin(mbd)Azg2(n).

Deuzieme cas: c < d
Pour tout réel non entier v,6 > —1, on a:

E,(f) ~ sin(rvy)B,Gy(n).

AS, ~ sin(ry)A1g:1(n).

Troisiéeme cas: ¢ > d
Pour tout réel non entier 4,6 > —1, on a:

E.(f) ~ sin(76)B2G2(n).
AS, ~ sin(n)Azg2(n).

Etant données des représentations asymptotiques de E,(f,)) et de AS,, on pourra
énoncer des résultats d’accélération de la suite (S,) qui seront similaires & ceux donnés

dans 11-2-2).
Proposition 6 AS . ) (g )
. n gi(n+1) —gi(n)gi(n + 2
qut D, = -—mn—)g,(n) et Ui(n) = 2o avec
c=d e <6 :
1=1 si{ ou
c<d
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ou
c=d et v26
1=2s ou
c>d
a) La suite (T,,) définie par: T,, = S, + D,, converge vers S plus vite que la suite (S,).

b) La suite (W,,) définie par: W, =T, — -A_U-(—n-)_Ui(n) converge vers S plus vite que
la suite (T,). '
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EXEMPLES NUMERIQUES.

1

S-S,

S-T,

S-W,

D © 00O Ue W

p—
O N

0.500D-01
0.127D-01
0.331D-02
0.875D-03
0.234D-03
0.632D-04
0.172D-04
0.470D-05
0.129D-05
0.356D-06
0.987D-07
0.274D-07
0.763D-08

0.181D-02
0.280D-03
0.477D-04
0.880D-05
0.173D-05
0.358D-06
0.770D-07
0.171D-07
0.389D-08
0.903D-09
0.214D-09
0.512D-10
0.121D-10

0.295D-04
0.217D-05
0.192D-06
0.253D-07
0.459D-08
0.938D-09
0.197D-09
0.416D-10
0.884D-11
0.190D-11
0.411D-12
-0.387D-12
0.268D-12

1.2

S—5n

S-T,

S—-W,

Exem 1: f(z)= \/c—a:(/\—:c)’w(z)—l'
A=10.2
n S-S, S-T. S-W,
2 10.113D+00 | 0.750D-02 | 0.377D-03
3 | 0.408D-01 |0.182D-02 | 0.621D-04
4 | 0.152D-01 | 0.471D-03 { 0.101D-04
5 | 0.574D-02 | 0.129D-03 | 0.176D-05
6 | 0.220D-02 | 0.368D-04 | 0.348D-06
7 | 0.851D-03 | 0.109D-04 | 0.809D-07
8 | 0.331D-03 | 0.337D-05 | 0.217D-07
9 | 0.130D-03 | 0.107D-05 | 0.638D-08
10 | 0.509D-04 | 0.347D-06 | 0.197D-08
11 | 0.201D-04 | 0.115D-06 | 0.620D-09
12 | 0.796D-05 | 0.389D-07 | 0.198D-09
13 | 0.316D-05 | 0.133D-07 | 0.632D-10
14 | 0.126D-05 | 0.463D-08 | 0.214D-10
1.1
A=0.5
n S— S, S-T, S-W,
2 10.165D+00 | 0.117D-01 | 0.597D-03
3 | 0.598D-01 | 0.284D-02 | 0.987D-04
4 | 0.224D-01 | 0.737D-03 | 0.163D-04
5 | 0.850D-02 | 0.202D-03 | 0.288D-05
6 | 0.327D-02 | 0.577D-04 | 0.576D-06
7 | 0.126D-02 | 0.172D-04 | 0.135D-06
8 | 0.493D-03 | 0.530D-05 | 0.361D-07
9 | 0.193D-03 | 0.168D-05 | 0.105D-07
10 | 0.759D-04 | 0.547D-06 | 0.322D-08
11 | 0.300D-04 | 0.182D-06 | 0.101D-08
12 ] 0.119D-04 {0.613D-07 | 0.320D-09
13 | 0.472D-05 | 0.210D-07 | 0.103D-09
14 | 0.188D-05 | 0.730D-08 | 0.334D-10
1.1

— e b et b
o D © 00D W WS

0.694D-01
0.178D-01
0.465D-02
0.123D-02
0.331D-03
0.894D-04
0.243D-04
0.666D-05
0.183D-05
0.506D-06
0.140D-06
0.389D-07
0.108D-07

0.269D-02
0.419D-03
0.719D-04
0.133D-04
0.263D-05
0.545D-06
0.117D-06
0.261D-07
0.594D-08
0.138D-08
0.327D-09
0.783D-10
0.191D-10

0.476D-04
0.373D-05
0.357D-06
0.483D-07
0.849D-08
0.167D-08
0.340D-09
0.704D-10
0.149D-10
0.314D-11
0.524D-12
0.235D-12
0.162D-13

1.2

Pour des valeurs de A différentes, mais non proches de 1, on obtient des résultats

identiques.




A=0.9

n S—5, S-T, S-Ww, n S-S, S-T, S-Ww,
2 | 0.435D+00 | 0.381D-01 | 0.231D-02 2 10.147D+00 | 0.683D-02 | 0.163D-03
3 | 0.163D+00 | 0.953D-02 | 0.401D-03 3 | 0.384D-01 | 0.110D-02 | 0.155D-04
4 | 0.621D-01 | 0.253D-02 | 0.721D-04 4 | 0.102D-01 | 0.194D-03 } 0.182D-05
5 | 0.239D-01 | 0.705D-03 | 0.141D-04 5 | 0.273D-02 | 0.366D-04 | 0.269D-06
6 | 0.926D-02 | 0.205D-03 | 0.308D-05 6 | 0.738D-03 | 0.733D-05 | 0.462D-07
7 | 0.361D-02 | 0.617D-04 | 0.754D-06 7 ] 0.201D-03 | 0.154D-05 | 0.861D-08
8 { 0.142D-02 | 0.192D-04 | 0.202D-06 8 | 0.549D-04 | 0.334D-06 | 0.168D-08
9 | 0.557D-03 | 0.614D-05 | 0.578D-07 9 | 0.151D-04 |} 0.748D-07 | 0.336D-09
10 | 0.220D-03 | 0.201D-05 | 0.172D-07 10 | 0.416D-05 | 0.171D-07 | 0.679D-10
11 { 0.870D-04 | 0.671D-06 | 0.526D-08 11 | 0.115D-05 | 0.401D-08 | 0.150D-10
12 ] 0.346D-04 | 0.228D-06 | 0.164D-08 12} 0.319D-06 | 0.952D-09 | 0.298D-11
13 | 0.138D-04 | 0.784D-07 | 0.517D-09 13 | 0.888D-07 | 0.229D-09 | 0.628D-12
14 | 0.549D-05 | 0.273D-07 } 0.166D-09 14 | 0.248D-07 | 0.558D-10 | 0.104D-12
1.1 1.2

A=0.99

n S-S, S-T, S-W, n S-S, S-T, S-Ww,
2 10.711D+00 | 0.702D-01 | 0.490D-02 2 {0.198D+00 | 0.998D-02 | 0.275D-03
3 | 0.272D+400 { 0.181D-01 | 0.901D-03 3 | 0.525D-01 | 0.164D-02 | 0.285D-04
4 |0.105D+00 | 0.491D-02 )} 0.174D-03 4 } 0.140D-01 | 0.293D-03 | 0.361D-05
5 | 0.408D-01 | 0.139D-02 | 0.366D-04 5 | 0.378D-02 | 0.561D-04 | 0.553D-06
6 | 0.159D-01 | 0.410D-03 | 0.852D-05 6 { 0.103D-02 | 0.113D-04 | 0.959D-07
7 | 0.625D-02 | 0.125D-03 | 0.218D-05 7 | 0.280D-03 | 0.240D-05 | 0.179D-07
8 | 0.246D-02 | 0.395D-04 | 0.597D-06 8 | 0.766D-04 | 0.525D-06 | 0.348D-08
9 | 0.972D-03 | 0.127D-04 | 0.172D-06 9 | 0.211D-04 | 0.118D-06 | 0.696D-09
10 | 0.385D-03 | 0.421D-05 | 0.512D-07 10 | 0.583D-05 | 0.272D-07 | 0.143D-09
11 { 0.153D-03 | 0.141D-05 | 0.156D-07 11 { 0.161D-05 | 0.639D-08 | 0.296D-10
12 | 0.609D-04 | 0.483D-06 | 0.486D-08 12 | 0.449D-06 | 0.152D-08 | 0.387D-11
13 | 0.243D-04 | 0.167D-06 | 0.153D-08 13 | 0.125D-06 | 0.366D-09 | -0.335D-11
14 | 0.970D-05 | 0.585D-07 | 0.352D-09 14 | 0.349D-07 | 0.857D-10 | -0.744D-10

1.1 1.2

lorsque A est loin de 1.
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3)Fonction présentant une singularité réelle aux points +1.

Soit f une fonction analytique présentant au plus deux singularités réelles aux points
z = %1 et s’écrivant sous la forme:

f(z) = (1= 2)"(1 +2)°h(2),

avec, 7, 6 deux réels non entiers strictement plus grands que -1, et A un polynéme non nul
aux points 1 et —1.

En considérant la courbe I' décrite dans le paragraphe II-4), et les techniques vues dans
ce méme paragraphe, on montre que:

_ sin(my) [ o h(y) 1
== _“_T"/, =17+ 1) B )y
+szn7(r1r6) Aw(y +1)(y 1) ’;(lgi\)En( —yl— .)dy.
LS, = —ﬂf,ﬂ%ﬂ /lw(y — 1)(y + 1)’ h(y)Q5" (y)dy.
+@_+_ /1°°(y +1)"(y = 1)°A(~y)Q" (~y)dy.

En utilisant les mémes techniques vues pour la démonstration des propositions 1 et 2
du paragraphe II-4), on pourra montrer le résultat suivant:
Proposition 7

En notant:
h(1) F'2a+2vy+3)

| h(1) F2a+2y+2)
A= 1= ,\sm(”) 23(a+7)+1-(B+5) °
1

1 — /\SZn(W’Y) 2(a+‘7)—-(ﬁ+5) ’
1

Bl=—2

gi(n) = (n + 1)(2a+2‘7+3)’ Gi(n) = (2n + 1)2(et+r+1)’
h(-1) . I'(26+26+3) h(-1) . I'2g+26+2)
= 1+ A sin(mé) 23(8+8)+1=(a47)’ B, = 2_1—._}73“2(#6) 2(B+8)—(at7)
1
GQ(TL) =

9(n) = D@ (2n + 1)2(+541)

Nous avons les equivalences sutvantes au voisinage de l'infini:

(a) S a+~v=B8+6, A1+ A, #0, By +B; #0, alors

ASy ~ (A2 + A1) gi(n), E.(f) ~ (B2 + B1)G1(n).
(b) Si a+v<B+86 alors
ASn ~ Aigi(n), En(f) ~ BiGi(n).
(c) Si a+~>B+6 alors
AS, ~ Azga(n), Ew(f) ~ B2Ga(n).
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A partir de ce résultat, on pourra énoncer le résultat d’accélération suivant identique
a celui donné dans la proposition II-4-
Proposition 8

Soit D, = L5

—mG,(n) avec
_J 1= s a+v< B+
T 12= si a+7<B+6

La suite (T,), définie par: T, = S, + D,, converge vers S plus rapidement que la suite
(Sﬂ)ﬂ‘

t

143



EXEMPLE NUMERIQUE

1

f(x)—(m_’\)ﬂ_x,w(x)-—l.

n S—5, S—-T, n S-S, S-T, n S -5, S-T,

2 1 0.529D+00 | 0.206D-01 2 10.674D+00 | 0.324D-01 2 10.931D+00 | 0.580D-01

3 | 0.384D+00 | 0.934D-02 3 | 0.491D+00 | 0.150D-01 3 | 0.682D+00 | 0.278D-01

4 10.301D+00 | 0.497D-02 4 10.385D+00 | 0.808D-02 4 1 0.536D+00 | 0.153D-01

5 | 0.247D+00 | 0.294D-02 5 | 0.317D+00 | 0.482D-02 5 | 0.442D+00 | 0.922D-02

6 | 0.209D+00 | 0.188D-02 6 | 0.269D+00 | 0.309D-02 6 |0.375D+00 | 0.597D-02

7 |0.182D+00 | 0.127D-02 7 10.233D+00 | 0.210D-02 7 {0.326D+00 | 0.408D-02

8 | 0.160D+00 | 0.897D-03 8 | 0.206D+00 | 0.149D-02 8 |0.288D+00 | 0.291D-02

9 {0.144D+00 | 0.657D-03 9 | 0.185D+00 | 0.109D-02 9 |0.258D+00 | 0.214D-02
10 | 0.130D+400 | 0.495D-03 | | 10 | 0.167D+00 | 0.825D-03 | | 10 | 0.234D+00 | 0.162D-02
11 { 0.119D+00 | 0.383D-03 | | 11 { 0.153D+00 | 0.638D-03 | | 11 | 0.213D+00 | 0.126D-02
12 | 0.109D+400 | 0.302D-03 | [ 12 | 0.140D+00 | 0.504D-03 12 { 0.196D+00 | 0.992D-03
13 1 0.101D+00 { 0.242D-03 | | 13 | 0.130D+00 | 0.404D-03 13 | 0.182D+00 | 0.798D-03
14 | 0.942D-01 | 0.197D-03 | | 14 | 0.121D+00 | 0.329D-03 14 [ 0.169D+00 | 0.650D-03

0.1 0.3 0.5
n S-S, S-T, n S-S, S—-T, n S-S, S-T,
2 10.151D+01 | 0.135D+00 2 1 0.411D+01 | 0.689D+00 2 | 0.280D+02 | 0.106D+02
3 10.112D+01 | 0.680D-01 3 10.314D+401 | 0.395D+00 3 10.230D+02 | 0.762D+01
4 |0.883D+00 | 0.387D-01 4 10.253D+01 | 0.246D+00 4 |1 0.196D+02 | 0.573D+01
5 { 0.730D+00 | 0.240D-01 5 10.211D+01 | 0.163D+00 5 | 0.171D+02 | 0.444D+01
6 {0.621D+00 | 0.158D-01 6 {0.181D+01 | 0.113D+00 6 | 0.151D+02 | 0.351D+01
7 10.540D+00 | 0.109D-01 7 |0.159D+01 | 0.813D-01 7 | 0.136D+02 | 0.283D+01
8 | 0.478D400 | 0.785D-02 8 |0.141D+01 | 0.602D-01 8 |0.123D+02 | 0.232D+01
9 | 0.429D+400 | 0.582D-02 9 |0.127D+01 | 0.458D-01 9 |10.113D+02 | 0.192D+01
10 | 0.388D+00 | 0.443D-02 10 { 0.115D+01 | 0.356D-01 10 | 0.104D+02 | 0.161D+01
11 | 0.355D+00 | 0.345D-02 11 | 0.105D+01 | 0.282D-01 11 { 0.961D+01 | 0.136D+01
12 | 0.327D+400 | 0.274D-02 12 10.971D+00 | 0.226D-01 12 | 0.895D+01 | 0.116D+01
13 { 0.303D+00 | 0.221D-02 13 | 0.901D+00 | 0.185D-01 13 | 0.837D+01 | 0.993D+0(
14 | 0.282D+00 | 0.180D-02 14 |1 0.840D+00 | 0.152D-01 14 | 0.786D+01 | 0.859D+0(
0.7 0.9 0.99

Pour des valeurs de A qui ne sont pas tres proches del, on remarque S — S, et S~ T,
sont assez grandes et qu’elles ne sont pas affectées par la variation de A, alors que pour
des valeurs de A trés proches de 1, les résultats donnés par (S,) et (T,,) sont mauvais.
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3 Fonction analytique ayant des poles

Dans ce qui suit, nous allons étudier le cas ou la fonction f admet un poéle simple
unique, deux poles conjugués, une infinité de poéles simples ou conjugués, puis un pdle
multiple unique.

Comme dans le CHAPITRE III, on n’étudiera que le cas ou les poles de f mentionnés
ci-dessus sont soit des nombres réels ou des nombres imaginaires purs.

3-1)Fonction admettant un pole simple unique.

Soit f une fonction analytique admettant un péle simple unique z; dans €\[-1,1] et
h(z) |

Z—2

s’écrivant sous la forme: f(z) = avec:

(H) 3R > 2, + /22 — 1,h € H®(Ep).

L’expression de Perreur sera alors la suivante:

7N = g o VB ydz - M) g (L

n
—. zZ1— Az —.

A partir de cette expression de E, (f, ), nous pourrons donner, comme il I’a été fait dans
la proposition I11-2-2), la partie principale de E,(f,)) et de AS,:

Proposition 8
Soit 1y = z; + /22 — 1, avec z; € C\[-1,1].

h : :
En posant A = =27 K(z) —(—zl)—, nous obtenons les équivalences suivantes lorsque n tend

) —
vers infini:

A
a) En(fs’\) ~ g1
™1
2A22 -1

b) AS, ~

1

A partir de ce résultat, on pourra montrer de fagon similaire a la démonstration de la
proposition 111-2-3 et la proposition 11I-2-4, le résultat d’accélération suivant:
Proposition 9

a) La suite (T,) définie par: T, = S, + (1 + -

r2n+2

¥4

AS, -

)——, converge vers S plus
2-1 2
1

rapidement que la suite (S,).
b) La suite (W,,) définie par: W, = T,, —
que la suite (T,,).

(AT,)?
AT,

, converge vers S plus rapidement
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EXEMPLES NUMERIQUES.

1

f(x)_(z_/\)(x_c)aw(x)—l'

A=0.1

n S-S5, S-T, S-W, n S-S5, S-T, S-Ww,
2 [-0.535D+00 | -0.212D-01 | 0.339D-03 2 [-0.208D+00 | -0.489D-02 | -0.227D-05
3 | -0.233D+00 | -0.686D-02 | 0.164D-04 3 | -0.635D-01 |-0.902D-03 | -0.235D-05
4 | -0.999D-01 | -0.207D-02 | -0.520D-05 4 | -0.189D-01 |-0.168D-03 | -0.556D-06
5 | -0.424D-01 | -0.616D-03 | -0.297D-05 5 | -0.557D-02 |-0.328D-04 | -0.108D-06
6 | -0.178D-01 | -0.186D-03 | -0.108D-05 6 | -0.163D-02 | -0.677D-05 | -0.199D-07
7 | -0.744D-02 | -0.576D-04 | -0.347D-06 7 | -0.474D-03 | -0.147D-05 | -0.367D-08
8 | -0.310D-02 | -0.184D-04 | -0.105D-06 8 | -0.138D-03 | -0.330D-06 | -0.695D-09
9 | -0.129D-02 | -0.601D-05 | -0.312D-07 9 | -0.398D-04 |-0.763D-07 | -0.136D-09
10 | -0.534D-03 | -0.202D-05 | -0.927D-08 10 | -0.115D-04 | -0.181D-07 | -0.276D-10
11 | -0.221D-03 | -0.691D-06 | -0.278D-08 11| -0.333D-05 | -0.436D-08 | -0.556D-11
12 | -0.914D-04 | -0.240D-06 | -0.849D-09 12 | -0.963D-06 | -0.107D-08 | -0.143D-11
13 | -0.378D-04 | -0.849D-07 | -0.263D-09 13 | -0.278D-06 | -0.265D-09 | 0.163D-12

1.1 1.2

A=05

n S-S5, S-T, S—-W, n S-S, S-T, S-W,
2 {-0.892D+00 | -0.353D-01 | 0.565D-03 2 1-0.327D+00 | -0.769D-02 | -0.357D-05
3 |-0.388D+00 | -0.114D-01 | 0.274D-04 3 | -0.998D-01 [ -0.142D-02 | -0.369D-05
4 |-0.167D+00 | -0.345D-02 | -0.867D-05 4 | -0.298D-01 | -0.264D-03 | -0.874D-06
5 | -0.706D-01 |-0.103D-02 | -0.496D-05 5 | -0.876D-02 | -0.516D-04 | -0.170D-06
6 { -0.297D-01 {-0.310D-03 { -0.181D-05 6 | -0.256D-02 {-0.106D-04 | -0.313D-07
7 | -0.124D-01 | -0.960D-04 | -0.578D-06 7 | -0.745D-03 | -0.230D-05 | -0.577D-08
8 | -0.517D-02 | -0.306D-04 | -0.175D-06 8 | -0.216D-03 | -0.518D-06 | -0.109D-08
9 | -0.215D-02 | -0.100D-04 | -0.521D-07 9 | -0.626D-04 | -0.120D-06 | -0.214D-09
10 | -0.889D-03 | -0.336D-05 | -0.155D-07 10 | -0.181D-04 | -0.284D-07 | -0.434D-10
11 | -0.368D-03 | -0.115D-05 | -0.463D-08 11 { -0.524D-05 | -0.686D-08 | -0.884D-11
12 | -0.152D-03 | -0.401D-06 | -0.141D-08 12| -0.151D-05 | -0.168D-08 | -0.217D-11
13 | -0.630D-04 | -0.142D-06 | -0.439D-09 13| -0.437D-06 | -0.417D-09 | -0.353D-12

1.1 1.2

La variation de A qui est choisi assez loin de 1, n’affecte pas la convergence des suites

(Sn), (T3) et (W,,).
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3-2) Fonction admettant deux pbles simples conjugués.

Soit f une fonction analytique ayant deux poles simples conjugués situés sur ’axe des
imaginaires purs z; et 2, avec z; = b, b étant un réel strictement positif. La fonction
h(z . .
_2-(1-—)172’ avec h une fonction non nulle aux points
z
z = #1b, et vérifiant I’hypothése suivante:

(H) 3R> b+ —1, he H®(ER).

J s’écrira alors sous la forme: f(z) =

L’expression de E, (f) sera alors donnée par:

1 1 g, 1 . 1
E(f) =577 [ J() Ea( ) dz = Q) Enl—) = (=ib) Eu( 5 —),
avee oy i h(ib) o i h(=ib)
®i) = W =z

En utilisant les mémes techniques adoptées pour la démonstration de la proposition III-
2-5), on pourra démontrer le résultat suivant:

Proposition 10
Soitry =b+ Vb +1, avecb> 0, et A= (-—1)"%(¢(ib)K(ib) — ¢(—1b) K (—1b)). Si

A # 0, nous avons les équivalences suivantes lorsque n tends vers l’infini.
A
(a) E.(f) ~ pon¥le
1

2AVE 4+ 1

2n42
T

(b) AS, ~
De ce résultat, on pourra déduire le résultat d’accélération suivant:

Proposition 11

b (AS,

4 D. = b
Soit D, = (1+ b2+1) 5
(a) La suite (T,) definie par T, = S, + D,,Vn, converge vers S plus rapidement que

la suite (S,).
(b) La suite (W,,) definie par W, =T, —
que la suite (S,).

(AT,)?
AT,

Vn, converge vers S plus rapidement
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EXEMPLES NUMERIQUES.

1
f(z) (z A)(zz +c2)7 w(z) =1
A=0.2
s | S—5a . S=Tn | S—Va n| S5—S5a S-T, S—W,
2 | -0:209D+02° “0.687D+01 [ 0.311D+01 2 | -0.585D+01 | 0.844D+00 | -0.307D-01
3'| 0256D+02 | 0.360D+01 | 0.324D+00 3 | 0.455D+401 | 0.287D+00 | 0.157D-02
4 | -0.112D+02 | 0.141D+01 | -0.156D+-00 4 | -0207D+01 | 0844D-01 | 0.980D-03
5. | 0.985D+01, | 0.682D+00 | 0.283D-01 5 | 0.128D+01 | 0257D-01 | -0.781D-03
6 |-0.548D+01 | 0.293D+00 | -0.701D-02 6 | -0.668D+00 | 0.820D-02 | 0.309D-03
7,| 0.417D+01 | 6.136D+00{ 0.357D-03 7 | 0.383D+00 | 0.233D-02 | -0.223D-03
8 |-0-258D+01 | 0.608D-01 | 0.827D-03 8 |-0.208D+00 | 0.819D-03 | 0.564D-04
9 | 0.183D+01|:0.274D-01 | -0.848D-03 9 | 0.117D+00 | 0.203D-03 | -0.810D-04
10 | -0.119D+01 | 0.126D-01 | 0.503D-03 10 | -0.642D-01 | 0.846D-04 | 0.911D-05
11 | 0.819D+00 | 0.553D-02 | -0.408D-03 11| 0.357D-01 | 0.156D-04 | 0.267D-04
12 | -0.541D+00 | 0.260D-02 { 0.179D-03 12 | -0.197D-01 | 0.967D-05 | 0.127D-05
13 | 0.368D+00-] 0.111D-02 | -0.173D-03 13| 0.109D-01 | 0.636D-06 | 0.852D-06
| R -2 ' 0.3
n] S-S5 [ S- T.. [ S—Wa D| 5-Sa | S-Tn | S-Vhn
2| -0.190D+01 | 0.135D+00 | 0.879D-03 2 [-0.650D+00 | 0.260D-01 | 0.344D-03 |
3 | 0.107D+01 | 0.286D-01 {-0.653D-03 3 | 0.2909D+00 | 0.326D-02 | -0.158D-03
4 |-0.447D+00 | 0.661D-02 | 0.187D-03 4 |-0.110D+00 | 0.675D-03 | 0.210D-04
§ | 0.215D+00 | 0.115D-02 | -0.125D-03 5 | 0.429D-01 | 0.451D-04 | -0.916D-02
6 | -0.967D-01 | 0.332D-03 | 0.183D-04 6 | -0.163D-01 | 0.219D-04 | 0.930D-06
7 | 0.448D-01 | 0.383D-04 | 0.441D-03 7 | 0.626D-02 |-0.124D-05 | 0.272D-06
8 | -0.205D-01 { 0.195D-04 | 0.144D-05 8 | -0.239D-02 | 0.116D-05 | 0.286D-07
9 | 0.941D-02 | -0.129D-06 | 0.686D-06 9 | 0916D-03 |-0.243D-06 | 0.460D-08
10 | -0.432D-02 | 0.157D-05 | 0.873D-07 10 | -0.350D-03 | 0.941D-07 | 0.735D-09
11} 0.198D-02 | -0.284D-06 | 0.233D-07 11| 0.134D-03 |-0277D-07 | 0.817D-10
12| -0.908D-03 | 0.180D-06 | 0.446D-08 12 | -0.512D-04 | 0.942D-08 | 0.218D-10
13| 0.417D-03 | -0.566D-07 | 0.948D-09 13 | 0.196D-04 |-0.305D-08 | 0.188D-11

0.4 0.8

Lorsque la valeur de c est proche de 2éro, la suite (S,) converge lentement, mais grace

aux suites (T5) et (W,,), on obtient une bonne approximation de S.
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Pour une valeur de )\ assez proche de

]| S—3a ST, S =W, | S5-5a S—T, | S=-W, -
2 | -0.887D+01 | 0.291D+01 | -0.132D+01 2 | -0.380D+01 | 0.548D+00 [ -0.199D-01"
3 | 0.108D+02 | 0.153D+01 | 0.137D+00 3 | 0296D+01 | 0.186D+00 | 0.102D-02
4 |-0.472D+01 | 0.506D+00 | -0.659D-01 4 |-0.135D+01 | 0.549D-01 | 0.637D-03
s | 0417D+01 | 0.289D+00 { 0.120D-01 5 | 0832D+00 | 0.167D-01 | -0.508D-03
6 | -0.232D+01 | 0.124D+00 | -0.297D-02 6 | -0.434D+00 | 0.539D-02 | 0.201D-03
7 | 0.177D+401 | 0.575D-01 { 0.151D-03 7 | 02¢4sD+400 | 0.151D-02 {-0.145D-03
8 | -0.100D+01 | 0.258D-01 | 0.350D-03 8 |-0135D+00 | 0.532D-03 | 0.367D-04
9 | 0.777D+00 | 0.116D-01 | -0.359D-03 9 | 0.758D-01 | 0.132D-03 {-0.526D-04
10 | -0.503D+400 | 0.532D-02 | 0.213D-03 10 | -0.417D-01 | 0.550D-04 | 0.592D-05
11 | 0.347D+00 | 0.234D-02 | -0.173D-03 11{ 0.232D-01 | 0.101D-04 | 0.174D-04
12 | -0.220D4-00 | 0:110D-02 | 0.756D-04 12| -0.128D-01 { 0.628D-05 | 0.824D-06
13 ] 0.156D+-00 | 0.471D-03 | -0.732D-04 13| 0.711D-02 | 0.413D-06 | 0.554D-06
0.% - 0.3 o
| S-5a S=T, | 5=V, n| 5-5a S—T, | S—Whs
2 [-0.176D+01 | 0.125D+00 | 0.816D-03 2 | -0.849D+00 | 0.321D-01 | 0.424D-03
3 | 0.989D+00 | 0.265D-01 | -0.606D-03 3 | 0369D+00 | 0.401D-02 | -0.194D-03
4 |-0.415D+00 | 0.613D-02 | 0.173D-03 4 |-0.135D+00 | 0.831D-03 | 0.259D-04
5 | 0.199D+00 | 0.107D-02 | -0.116D-03 5 | 0528D-01 | 0.555D-04 | -0.113D-01
6 | -0.897D-01 | 0.308D-03 | 0.169D-04 6 | -0.201D-01 | 0.269D-04 | 0.114D-05
7 | 0.416D-01 | 0.356D-04 | 0.409D-03 7 | 0.771D-02 |-0.153D-05 | 0.335D-06
8 | -0.190D-01 | 0.181D-04 | 0.134D-05 8 | -0.295D-02 | 0.142D-05 { 0.352D-07
9 | 0.873D-02 | -0.120D-06 | 0.636D-06 9 | 0113D-02 |-0.299D-06 | 0.566D-08
10 | -0.400D-02 { 0.146D-05 | 0.810D-07 10 | -0.431D-03 | 0.116D-06 | 0.904D-09
11| 0.184D-02 | -0.263D-06 | 0.216D-07 11| 0.165D-03 |-0.342D-07 | 0.101D-09
12 | -0.843D-03 | 0.167D-06 | 0.414D-08 12 | -0.630D-04 | 0.116D-07 | 0.252D-10 |
13| 0.386D-03 | -0.525D-07 | 0.877D-09 13| 0.241D-04 | -0.376D-08 | 0.613D-12
oLy o085 -

dans ’exemple précédent.
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3-3) Fonction admettant une infinité de poles simples.

Soit f une fonction analytique possédant une infinité de poles simples z; situés dans
C\[-1,1]. On notera R; = |r;| = |z; + \/2? — 1|,Vi € IN.

Les poles z; vont étre indexés de telle maniere qu’on ait les inégalités suivantes:
Ry <R;<..... SR <oeveveeeen

Soit £ = inf{i¢/R; < R;y1}. La fonction f s’écrira alors sous la forme suivante:
h(z)
fe) ==
H(z —z;)

=1
sulvante:

, avec h une fonction non nulle aux points 2z = z;, et vérifiant ’hypothese

(H) 3R>1, R, <R<Rui, heH®ER).

Ainsi, par application du théoréme des résidus, nous obtenons:

1 k 1
Ea(fyA) = —— 2“ /ER 9(2,3) Eal ;) d2 = 3 @(z)Eal(;——),
De cette égalité, on déduit:
1 an+1 o [3 an+1 o8
A8, = g /ER (2,M)Q2 . Z@ )QB (),

avec (25(2 ) = llm(z - 2;) (Za’\) = lim (z - 2.') f(z)

z—z 2>z z—A

Comme dans le paragraphe I11-2-3), nous allons limiter notre étude a deux cas: k = 2,
avec 29 = —z;3, et kK = 1. Dans les deux cas, nous supposerons que 2; est un réel ou un
imaginaire pur. On obtient ainsi des représentations asymptotiques de E,(f,A) et de AS,
identiques a celles données dans les propositions 7 et 8 du paragraphe 111-3), a savoir:

Proposition 12
Soit A = ¢(21)K(z1) — ¢(—21)K(—z1). Si A # 0, alors, nous avons les équivalences
sutvantes lorsque n tend vers l'infini:

A
(¢) E.(f) ~ —27 e

~— A
(b) AS,. ~ —4T7 Z? -— l;f—n—;'z'

Pour le deuxieme cas, nous avons:
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Proposition 13
Soit A = ¢(2;)K(z;). Nous avons les équivalences suivantes lorsque n tend vers

Uinfini: A
(a) En(f) ~ =27

—— A
(b) AS,, ~ —47 Z% - l;?m

Dans les deux cas, nous avons le résultat d’accélération suivant:
Proposition 14

Soit D, = |1+ 21 £S5 .
2-1) 2

(a) La suite (T,) definie par T, = S, + D,,Vn, converge vers S plus rapidement que
la suite (S,)-

{(b) La suite (W,,) definie par W, =T, —
que la suite (S,).

(AT.)’

W,Vn, converge vers S plus rapidement
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EXEMPLE NUMERIQUE .

S-S5,

S-T,

S—Wn

S © 00~ Uk WS

0.418D-01
0.563D-02
0.744D-03
0.975D-04
0.127D-04
0.165D-05
0.215D-06
0.279D-07
0.361D-08

0.264D-03
0.190D-04
0.153D-05
0.136D-06
0.129D-07
0.127D-08
0.130D-09
0.136D-10
0.145D-11

0.199D-06
0.142D-07
0.944D-09
0.669D-10
0.514D-11
0.421D-12
0.355D-13
0.266D-14
0.444D-15

On remarque dans cet exemple, la rapidité de la convergence des suites (S,), (T},) et
(W,.), qui est due au faite que le premier pdle de la fonction tangente (:!:5) est assez loin

de l'intervalle d’intégration.
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3-4) Fonction admettant un pole unique multiple.

Soit f une fonction analytique ayant un péle unique z; € C'\[-1,1] de multiplicité
k. On notera R, = |z + /27 — 1| = |r1|. La fonction f s’écrira alors sous la forme:

h(z " . ” 5
f(z) = ﬁ, avec h une fonction non nulle au point z = z; et vérifiant ’hypothese
suivante:

(H) 3R> |z +\/2? = 1| =|r|, h € H®(Eg).

D’apres la proposition 1, nous avons:

E.(f)= Eln? /ER f(2) En(s - R - Tk (h(z)E"(z = .))m ’
avec: DF-1 = (Zk,:l-

ASy= %1 [ £(2)Q28(2) dz —
Er

27t a,

1 a, 5 a'
oy o D7 ) Q2 eman

En posant:

1 Fu(2) 22-1
y 'nl2) = )
(z 4 V2% = 1)1 (z 4+ V22 — 1)2n+2

9(2) =27 h(2)K(2), An(2) =

on obtient comme dans la proposition III-3-5) sous la condition: | -

-1 <2
22 -1
@) Eulf3) ~ =D 6l An( )

b) AS” ~ —(k _ 1)!Dk—1(g(z)Fﬂ(z))2=zl'

A partir de ces équivalences, on peut montrer le résultat d’accélération suivant:
Proposition 15
Soit
a) La suite (T,,) définie par:

s,
AD,

Tn =8~ D, avecD, = D*71 (g(2)F,(z))

z2=z1?

converge vers S plus rapidement que la suite (S,).

T.)°
(b) La suite (W,)) definie par W, =T, — %,Vn, converge vers S plus rapidement

que la suite (Sy,).
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EXEMPLES NUMERIQUES .

l)f(z)=m, w(m):l,k=2,A=0.

1

n| S-=3, S—T, S—W, n] S=3, S—T, S—W,
2 [0.149D+02 | -0.337D+02 | -0.290D+00 2 | 0.545D+01 | -0.617D+00 | 0.125D-02
3 | 0.112D+02 | -0.227D+01 | -0.128D-01 3 | 0.327D+01 | -0.536D-01 | -0.412D-04
4 | 0.793D+01 | -0.408D+00 | -0.183D-02 4 | 0.180D+01 | -0.361D-02 | -0.292D-03
5 | 0.535D+01 | -0.820D-01 | -0.193D-02 5 | 0.937D+00 | -0.279D-03 | -0.281D-03
6 | 0.348D+01 | -0.176D-01 | -0.160D-02 6 | 0.466D+00 | -0.292D-03 | -0.393D-03
7 |0.219D+01 | -0.501D-02 | -0.974D-03 7 | 0.225D+00 | -0.229D-03 | 0.729D-04
8 |0.135D+01 | -0.233D-02 | -0.163D-03 8 | 0.106D+00 | -0.129D-03 | 0.914D-05
9 | 0.815D+00 | -0.143D-02 | 0.199D-03 9 | 0.492D-01 | -0.613D-04 | 0.172D-05
10 | 0.485D+00 | -0.902D-03 | 0.106D-03 10 | 0.225D-01 | -0.269D-04 | 0.363D-06
11 | 0.286D+00 | -0.546D-03 | 0.384D-04 11 | 0.102D-01 | -0.113D-04 | 0.793D-07
12 | 0.167D+00 | -0.316D-03 | 0.133D-04 12 | 0.459D-02 | -0.460D-05 | 0.174D-07
13 | 0.965D-01 | -0.176D-03 | 0.457D-05 13 | 0.205D-02 | -0.185D-05 | 0.372D-08
1.05 1.1
n| S-3, S—T, S—W, n ]| S=29, S—T, S—Ww,
2 | 0.270D+01 | -0.738D-01 | 0.111D-03 2 [ 0.153D+01 | -0.132D-01 | -0.941D-04
3 | 0.134D+01 | -0.248D-02 | -0.124D-03 3 | 0.645D+00 | -0.726D-04 | -0.842D-04
4 | 0.605D+00 | 0.204D-04 |-0.104D-03 4 | 0.246D+00 | -0.941D-04 | -0.106D-03
5 | 0.257D+00 | -0.133D-03 | -0.212D-03 5 | 0.880D-01 |-0.759D-04 | 0.715D-05
6 | 0.104D+00 | -0.965D-04 | 0.115D-04 6 | 0.303D-01 |-0.302D-04 | 0.586D-06
7 | 0.412D-01 |-0.433D-04 | 0.124D-05 7 | 0.101D-01 |-0.968D-05 | 0.656D-07
8 | 0.159D-01 | -0.164D-04 | 0.180D-06 8 | 0.332D-02 |-0.283D-05 | 0.784D-08
9 | 0.606D-02 | -0.570D-05 | 0.282D-07 9 | 0.107D-02 |-0.796D-06 | 0.912D-09
10 | 0.228D-02 |-0.191D-05 | 0.445D-08 10 | 0.342D-03 | -0.220D-06 | 0.907D-10
11 | 0.848D-03 | -0.628D-06 | 0.667D-09 11 | 0.108D-03 |-0.602D-07 | 0.371D-11
12 | 0.313D-03 | -0.204D-06 | 0.839D-10 12 | 0.340D-04 | -0.164D-07 | -0.182D-11
13| 0.115D-03 | -0.663D-07 | 0.428D-11 13 | 0.106D-04 | -0.449D-08 | -0.872D-12
1.15 1.2

La convergence de la suite {S,,) est assez lente, mais les suites (T},) et (W,,) approximent
assez bien la valeur S.
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1

2)f(:t)=m, w(z):l,k=3,/\=0.

n| S-—05, S—T, S—Ww, n| S-05. S—T, S—W,
2 | 0.195D+03 | 0.211D+03 | 0.295D+03 2 | 0.437D+02 | -0.477D+03 | -0.137D+01
3 | 0.175D+03 | 0.479D+03 | -0.347D+02 3 | 0.330D+02 | -0.738D+01 | -0.218D+00
4 |0.147D+03 | -0.112D+03 | -0.429D+01 4 |0.222D+02 | -0.144D+01 | -0.608D-01
5 | 0.116D+03 | -0.229D+02 | -0.122D+01 5 | 0.136D+02 | -0.428D+00 | -0.139D-01
6 | 0.862D+02 | -0.750D+01 | -0.461D+00 6 | 0.785D+01 | -0.158D+00 | -0.196D-02
7 | 0.614D+02 | -0.304D+01 | -0.172D+00 7 | 0.429D+01 | -0.643D-01 | -0.663D-04
8 | 0.422D+02 | -0.140D+01 | -0.556D-01 8 | 0.226D+01 | -0.268D-01 | 0.613D-04
9 | 0.281D+02 | -0.701D+00 | -0.148D-01 9 |0.116D+01 | -0.112D-01 | 0.273D-04
10 | 0.183D+02 | -0.365D+00 | -0.306D-02 10 | 0.581D+00 | -0.465D-02 | 0.844D-05
11 | 0.117D+02 | -0.193D+00 | -0.329D-03 11 | 0.286D+00 | -0.192D-02 | 0.225D-05
12 | 0.736D+01 | -0.103D+00 | 0.110D-03 12 | 0.139D+00 | -0.794D-03 | 0.545D-06
13 | 0.457D+01 | -0.550D-01 | 0.102D-03 13 | 0.663D-01 | -0.326D-03 | 0.119D-06
1.05 1.1

n] S-3, S—T, S—W, n| S-25, S—T, S—W,

2 | 0.168D+02 | -0.578D+01 | -0.939D-01 2 | 0.801D+01 | -0.987D+00 | -0.187D-01
3 | 0.107D+02 | -0.668D+00 | -0.206D-01 3 | 0.437D+01 | -0.135D+00 | -0.276D-02
4 | 0.593D+01 | -0.152D+00 | -0.314D-02 | | 4 [0.205D+01 | -0.327D-01 | -0.123D-03 |
5 | 0.208D+01 | -0.472D-01 |-0.164D-03 5 | 0.871D+00 | -0.953D-02 | 0.201D-04
6 |0.140D+01 | -0.162D-01 | 0.353D-04 6 | 0.346D+00 | -0.284D-02 | 0.580D-05
7 | 0.628D+00 | -0.562D-02 | 0.136D-04 7 | 0.131D+00 | -0.835D-03 | 0.101D-05
8 {0.271D+00 | -0.194D-02 | 0.314D-05 8 | 0.482D-01 | -0.243D-03 | 0.150D-06
9 | 0.114D+00 | -0.663D-03 | 0.617D-06 9 | 0.172D-01 | -0.701D-04 | 0.199D-07
10 | 0.469D-01 | -0.225D-03 | 0.109D-06 | |10 | 0.601D-02 | -0.202D-04 | 0.224D-08
11 | 0.190D-01 | -0.763D-04 | 0.172D-07 | |11 | 0.206D-02 | -0.579D-05 | 0.151D-09
12| 0.756D-02 | -0.258D-04 | 0.213D-08 | |12 | 0.698D-03 | -0.166D-05 |-0.232D-10
13 | 0.298D-02 | -0.871D-05 | 0.639D-10 | |13 | 0.233D-03 | -0.477D-06 |-0.150D-10

1.15 1.2

Dans cet exemple aussi, la convergence de la suite (S,) est assez lente, et nous avons
les suites (T},) et (W,) qui approximent assez bien la valeur S. ‘
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CONCLUSION

Bien que la méthode de quadrature de Gauss soit une méthode puissante pour approx-
imer les intégrales, on a vu le long des exemples numériques donnés dans ce travail que la
convergence de la méthode de Gauss est assez lente lorsque la singularité de I'intégrand
est trés proche de l'intervalle d’intégration.

On est loin de prétendre d’avoir fait le tour complet du probleme dans ce présent
travail, car il réste de nombreuses questions ouvertes notamment lorsque le péle de la
fonction a intégrer est un nombre complexe quelconque. 1l serait aussi intéressant d’étudier
le probleme de l'accélération de la convergence lorsqu’on change de fonction poids et
lorsque les intervalles d’intégration ne sont pas finis.

156



REFERENCES

[1] C. BREZINSKI, A general eztrapolation algorithm, Numer. Math. 35 (1980) pp.
175-187.

[2] C. BREZINSKI, A new approach to convergence acceleration methods, in” Nonlinear
Numerical Methods and Rational Approximation”, A. Cuyt ed., Reidel, Dordrecht,
1988 pp. 373-405.

[3] C. BREZINSKI, Some new convergence acceleration methods, Math. Comput. 39(1982)
pp- 133-145.

[4] H. CARTAN, Theorie elementaire des fonctions analytiques d’une ou plusieures vari-
ables complexes, Herman, Paris(1961).

[5]T.H. CHARLES CHEN, Asymptotique error estimates for Gaussian quadrature for-
mulas, Math. Comp. 38(1982) pp. 143-152.

[6]M.M. CHAWLA, Asymptotic estimates for the error of the Gauss-Legendre quadrature
formula, Comp. J. 11(1968) pp. 339-340.

[7IM.M. CHAWLA, M.K. JAIN Asymptotic error estimates for the Gauss quadrature
formula, Math. Comp. 22(1968) pp. 82-90.

[8]M.M. CHAWLA, M.K. JAIN Error estimates for Gauss quadrature formulas for an-
alytic functions, Math. Comp. 22(1968) pp. 82-90.

[9] M.M. CHAWLA, S. KUMAR Convergence of quadrature for Cauchy Principlal Value
Integrals, Computing. 23(1972) pp. 67-72. ’

[10])P.J. DAVIS, P. RABINOWITZ Methods of Numerical Integration, Comput. J.
10(1967-1968) pp. 287-289.

[11]JL.M. DELVES The numerical evaluation of principal value integrals, Comput. J.
10(1967-1968) pp. 389-391.

[12] J. DIEUDONNE Calcul infinitesimal, Herman, Paris(1968).

[13] D. ELLIOT, The evaluation and estimation of the coefficients in Chebyshev series
ezxpansion of a function, Math. Comp. 18(1964) 274-284.

[14]D. ELLIOT, D.F. PAGET Gauss type quadrature rules for Cauchy principal value

157



integrals, Math. Comput. v. 33, 145(1979) pp. 301-309.

[15]D. ELLIOT, D.F. PAGET On the convergence of a quadrature rule for evaluating
certain principal value integrals, An addendum, Numer. Math. 25(1976) pp. 287-289.

[16] A. ERDELY1. W. MAGNUS, F. OBERHITINGER, F.G. TRICOMI Tables of inte-
grals transforms, v.1, Mc Graw-Hill, New york(1953).

[17]F. ERDOGAN, G.D. GUPTA On the numerical solution of singular solution of sin-
gular integral equation, Quart. Appl. Math. v.29 (1972) pp. 525-534.

[18] W. GAUTSHI A survey of Gauss-Christoffel quadrature formulae, Birkhauser, Basel,
(1981) pp. 72-147.

[19] W. GAUTSHI, R.S. VARGA Error bounds for Gaussian quadrature of analytic func-
tions, SIAM. J. Numer. Anal. 20(1983) p PP- 1‘170-1186.

[20]E.W. HOBSON The theory of spherzcal and eihpsozdal Harmonics, Cambridge Univ.
Press. (1955). ) L

[21] D.B. HUNTER, Some Ga.uss-typkc?”f;)isfr‘zulae for the evaluation of Cauchy principal
values of integrals, Numer. Math. 19(1972) pp. 419-424.

[22] D.F. PAGET, D. ELLIOT, An algorithm for the numerical evaluation of certain
Cauchy principal values of integrals, Num. Math. v.19(1972) pp. 373-385.

[23] R. PIESSENS, Numerical evaluation of Cauchy principal values of integrals, Bit.
v.10(1970) pp. 476-480.

[24) G.N. PYKHTEEV, On the evaluation of certain singular integrals with a kernel of
the Cauchy type, J. Appl. Math. Mech. v.23(1959) pp. 1536-1548.

[25] P. RABINOWITZ, Convergence results for piecewise lineair quadratures for Cauchy
principal values integrals, Math. Comp. 51(1988) pp.741-747.

[26] P. RABINOWITZ, Uniform convergence results for Cauchy principal values inte-
grals, Math. Comput. v.56 194(1991) pp. 731-740.

[27] B.V. SYDOV, Error estimates for Gaussian quadrature formulae, Numer. Math.
29(1977) pp. 59-64.

[28] G. SZEGO, Orthogonal polynomials, 3 rd ed, American Mathematical Society, Prov-

158



idence. (1967).

[29] TAKEMITSU HASEGAWA, TATSUO TORII, An automatic quadrature for Cauchy
principal values integrals, Math. Comput. v.56 194(1991) pp. 741-754.

159





