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INTRODUCTION 





Introduct ion 

Une figure est un ensemble fini de segments unitaires horizontaux 
ou verticaux dont les extrémités coïncident avec les éléments du plan 
cartésien 22. Elle peut être connexe ou ne pas l'être. 

Exemple: 

En s'inspirant du codage des figures introduit par H. Freeman [Fr] en 
1961, chaque composante connexe peut être représentée par une 
séquence de  symboles, chacun d'entre eux engendrant un segment 
unitaire tracé dans l'une des quatre directions: droite, gauche, haut ou 
bas. Si nous codons r (resp. 1, u et d) l'action traçant un segment unitaire 
vers la droite (resp. gauche, haut et bas), le symbole "Fu peut être décrit 
par la suite d'actions "uuuurrllddr". 

Exemple: 

Cette approche a permis à H.A. Maurer, G. Rozenberg et E. Welzl [ M R W ]  
d'enrichir la théorie des langages d'un nouveau concept: 

Les langages de mots de figure. 



Un mot de figure est un mot défini sur l'alphabet Il={ r, 1, u, d)  où chaque 
lettre correspond à l'action élémentaire définie précédemment. Ainsi, 
nous pouvons associer à tout mot de figure w, un unique tracé obtenu en 
partant d'un point fixe (l'origine du repère notée O) et en exécutant les 
actions élémentaires dictées par la suite de lettres de ce mot. L'ensemble 
des segments parcourus au moins une fois par le tracé de w, caractérise 
la figure associée à w et si nous précisons le point où le tracé se termine 
(noté e), nous parlerons de figure décrite par W. 

Exemple: w=durruldru 

Le tracé 
de w 

La figure La figure décrite 
associée à w par w 

Coder les figures par des mots est un modèle possible pour piloter le 
crayon d'un traceur. Nous pouvons très facilement modifier un mot 
(par un morphisme, par exemple) de façon à ce que la figure associée 
subisse certaines transformations: rotation, symétrie, affinité horizontale 
ou verticale, homothétie ... 

Dans ce  travail, nous nous sommes intéressés à différents systèmes de 
réécriture ayant tous un même principe: conserver certaines propriétés 
des figures associées au cours des dérivations d'un mot de figure par ce 
système. 

. Le premier chapitre est consacré à la mise en place d'outils de 
travail: un rappel des notations couramment utilisées et des définitions 
du vocabulaire employé, propre aux langages de mots de figure. 

. Les mots de  il * représentent des figures connexes tracées "sans 
lever le crayon". Le second chapitre étudie deux systèmes de réécriture 
conservant les figures décrites dans ce contexte particulier. Ces travaux 
ont fait l'objet d'une collaboration avec Patrice Séébold [SSi,  SS2, S S ~ ] .  



Le  premier système noté S ,  est comple t  dans le sens où il permet à 
partir de  tout mot de ri* de dériver tous les mots ayant la même figure 
décrite que le mot initial: il est en particulier possible d'obtenir tous les 
mots minimaux représentant la figure décrite de départ (un mot est 
minimal s'il n'existe pas de  mot strictement plus court représentant la 
même figure décrite). Comme le système S contient des règles qui 
augmentent la longueur du mot, il n'est pas évident d'obtenir un mot 
minimal après un certain nombre d'étapes de dérivation si nous 
dérivons de  manière quelconque: dans cette optique, nous avons établi 
une méthode pour obtenir un mot minimal. Celle-ci nous a amenés à 
distinguer des mots de figure particuliers, les mots réduits, permettant 
une meilleure utilisation de  notre algorithme (un mot est réduit si son 
tracé parcourt au plus deux fois chaque segment). Des travaux récents et 
simultanés fournissent des résultats assez proches des nôtres: 
F.J. Brandenburg et J. Dassow [BD] ont presenté un système de réécriture 
permettant de dériver tout mot de il* en un mot réduit (mais pas en un 
mot minimal), puis ils ont décrit un algorithme de minimalisation 
relevant d e  la théorie des graphes et indépendant de tout système de 
réécriture; R. Gutbrod [Gul, Gu21 a introduit un système de 
transformation et un algorithme pour la recherche d'un mot minimal 
similaires aux nôtres mais n'ayant pas la notion de mot réduit, il néglige 
certaines simplifications. 

Ce système S permet de  nombreuses manipulations sur les mots de 
figure. Cela nous donne de puissantes propriétés mais en contrepartie, le 
système S ne conserve pas la rationalité d'un langage. C'est pourquoi 
nous étudions maintenant un système de réécriture restreint Sr-red  
permettant de réduire les mots de figure (mais pas forcément de les 
minimaliser) tout en conservant la rationalité du langage. 

Le système Sr-red est un système de réécnture introduit par F. Hinz [Hi ]  
et dont le rôle est d'éliminer les aller-retours redondants d'un mot de 
figure (un aller-retour redondant est un mot de la forme xXx avec XE i3+ 
et x, le mot ayant un tracé inverse à celui de x). F. Hinz a montré qu'un 
te1 système d e  réécriture conservait la rationalité d'un langage. Nous 
démontrons que ce  système est confluent: le mot irréductible, dérivé 
d'un mot quelconque de II*, est unique (indépendant de l'ordre des 
dérivations). 

. Dans un troisième chapitre, nous élargissons notre façon de coder 
des figures en ajoutant à notre alphabet quatre lettres "blanches" 
permettant d e  se déplacer dans les quatre directions du plan (droite, 
gauche, haut et bas) d'une unité sans engendrer de trace visible. Nous 
pouvons ainsi représenter une figure non connexe par un mot de figure 



défini sur ce nouvel alphabet Il' et améliorer la description minimale 
d'une figure connexe [SI]. 

Un système d e  réécriture S' est défini sur l'alphabet Il': ce système 
conserve les figures décrites (l'ensemble des segments parcourus de 
manière visible et le point final du tracé) et permet de dériver à partir 
d'un mot quelconque, tous les mots représentant la même figure décrite. 
Nous énonçons également une méthode pour dériver tout mot de Il1* en 
un mot plus court mais nous n'obtenons pas de description minimale 
dans le cas général: ceci est dû au fait que nous ne savons pas 
reconnaître un mot minimal de II1*. 

Nous décidons alors de restreindre le problème aux figures connexes 
pour lesquelles Denis Robilliard [ROI a trouvé une caractérisation d'un 
mot minimal d e  * A partir de ce résultat, nous nous sommes 
intéressés aux différentes valeurs que pouvait prendre le rapport 
"longueur d'un mot minimal" / "nombre de segments de la figure". En 
particulier, nous nous penchons sur un problème posé par G. Paun [Pa]: 
Existe-t-il des figures connexes telles qu'en choisissant les "meilleurs" 
points de départ et d'arrivée pour son tracé, le rapport précédent soit 
toujours très proche de deux ? 

. De nombreuses personnes travaillent sur des problèmes de 
complexité et de décidabilité relatifs aux langages de mots de figure [BC, 
Bd, Dal, Da2, Da3, DHl, DH2, Hil ,  Hi3, HW, Ki l ,  Ki2, KSI, KS2, SW]. Le dernier 
chapitre traite d e  la décidabilité de certaines questions. 

Un mot de figure peut être également utilisé pour caractériser le contour 
d'un polyomino (un polyomino est une pièce sans trou composée d'un 
nombre fini de carrés unitaires juxtaposés). Le pavage du plan par une 
ou  plusieurs pièces [GS] est un problème attrayant. Récemment, 
D. Beauquier et M. Nivat IBN] ont trouvé une condition simple sur les 
mots de contour d'un polyomino permettant de savoir si ce polyomino 
était apte à paver l e  plan. De là, des problèmes de décidabilité 
concernant les polyominos et leurs mots de contour ont été soulevés. 

D. Beauquier [Bd] a démontré que nous ne pouvions pas décider si un 
langage rationnel Rcn* contenait un mot de contour de polyomino. 
En limitant l e  problème B certaines classes de polyominos, nous 
montrons [BLS] que cette même question devient décidable. Ces 
résultats, concernant les polyominos convexes, horizontalement 
convexes et verticalement convexes, se déduisent de propriétés 
invariantes de  deux systèmes de  réécriture. 



Chapitre 1: 

PRELIMINAIRES 

1 - Notations 

2 - Notions de base 





Chapitre 1: 

Préliminaires 

1.1 N o t a t i o n s  

Nous supposons le lecteur familier avec la théorie des langages 
formels et nous précisons seulement quelques définitions. Si celles-ci lui 
semblent toutefois incomplètes, il peut se reporter aux ouvrages de 
M. Harrison [Ha], A. Salomaa [Sa], M. Jantzen [Ja] ou C. Berge [Bc]. 

Quelques notations: 

On note N ,  l'ensemble des entiers naturels et N +, l'ensemble des entiers 
naturels non nuls. Si p et q sont deux éléments de N ,  [p,q] est l'intervalle 
d'entiers défini par [p,q]=0 si p>q et [p,q]={p, p+l, ...q) sinon. Z désigne 
l'ensemble des entiers relatifs. 

A propos des langages: 

Soit X, un ensemble fini appelé a l p h a b e t .  Les éléments de X 
sont des l e t t r e s  et les suites finies de lettres de X sont des m o t s .  
X* désigne le monoïde libre engendré par l'alphabet X, e le mot vide et 
X+=X*-{E). Si w et w' sont des mots de X*, nous notons: 

. 1 w 1 ,  la longueur du mot w (en particulier, 1 e 1 =O); 

. 1 w 1 ,. le nombre d'occurrences de la lettre a dans w; 

. F(w)= {VE X*/ 3 w 1 , ~ 2 ~  X* w=w1vw2), l'ensemble des facteurs de W. 

Un facteur est p r o p r e  si wlw2#e et wlw 2fw; FG(w)={ve X * / 
3 W ' E  X* w=vw'), l'ensemble des fac teurs  gauches  de w; 
FD(w)= {VE X*/ 3 w'r X* w=wlv), l'ensemble des facteurs droits de w; 

. [w]={w2wI/ w=w1w2), l'ensemble des conjugués du mot W. 

. W W W'=(UIV 1 ~ 2 ~ 2  ... U n V n  / ViE [l,n], U i , V i €  X*, W = U l U 2  ... Un et 
wt=vlv2 ... v,), le produit de mélange (ou shuffle) des mots w et w'; 
SM(W)={VEX*/ 3 w'EX* W=V LU w'), l'ensemble des sous-mots de W. - Par extension, si L est un ensemble de mots (ou langage) de X* et K, 
un opérateur défini sur X*: K(L) = u K(w). 

WE L 
Soient L et L', deux langages de X*. Nous définissons: 

Lu=(ww1 / we L et W'E L') , la concaténation de L et de L'; 
L~={E), Li=LLi-1 pour i21, L*= u Li et L+= u Li. 

i2 O i2 1 



A propos des systèmes de réécriture: 

Un système de réécriture o sur un alphabet X est un sous-ensemble 
de X*xX*. Chaque élément ( x , y ) ~  o est une règle et peut être symbolisé 
par x+y. Une Ptape de dérivation 2 est la relation définie par: 

(w, w') e (3 W ~ , W ~ , W ' ~ , W ' ~ E X *  1 w=wlxw2, w ' = ~ ' ~ y w ' ~  et ( x , y ) ~  a) 

Dans certains cas, nous indiquons la règle de o utilisée lors de la 
dérivation. Nous notons $, la clôture transitive et réflexive de a. 

Si w et w' sont deux mots de X* vérifiant w $ w', nous disons que: 

w se dérive en w' ou est un ascendant de w' par o 
e t w' est dérivé de w ou est un descendant de w par o.  

S'il n'y a pas d'ambiguïté sur le système de réécriture utilisé, nous 
pouvons omettre de le préciser et écrire w w'. 

Un système de  réécriture o sur un alphabet X est symétrique si pour 
tout descendant w' d'un mot w quelconque de X*, w' se dérive en w: 

(a est symétrique) ( V W,W'E X* (W 8 w') (w' 3 W) ) Q Q 

A propos des graphes: 

Un graphe G(X,T) est un couple constitué par un ensemble X et une 
relation l?. Un élément de X est appelé un sommet du graphe et un 
couple ( x , y ) ~  X2 avec YE T(x) est appelé un arc du graphe. Par la suite, 
l'ensemble des arcs du graphe sera désigné par U. 

Représentàtion: Les éléments de l'ensemble X sont symbolisés par des 
points du plan et  si deux points x et y sont tels que ye T(x) (ou ( x , y ) ~  U) ,  
un trait continu muni d'une flèche allant de x à y sera tracé. 

Dans c e  travail, la notion d'orientation n'est pas nécessaire. Nous 
employerons plutôt le vocabulaire suivant: Dans un graphe G(X,U), une 
a r ê t e  est un ensemble de deux sommets x et y tels que ( x , y ) ~  U ou 
( y , x ) ~  U. L'arête qui a pour extrémités les sommets x et y se note [x,y]. 

Exemple: 

X 
A 

X 
n 

Y Y 
L'arc (x,y) L'arête [x,y] 



Une chaîne est une séquence d'arêtes (al, al, ..., %) où chaque arête ak 
(ks [2,n-11) est rattaché à a k . ~  par une de ses extrémités, et à ak+, par 
l'autre. A toute chaîne est associée une unique suite de  sommets 
(So, SI, ..., Sn) telle que ak=[Sk-l,Sk], (ké [I,nJ). La longueur d'une chaîne est 
le nombre d'arêtes qui la composent. 

Exemple: 

Un cyc l e  est une chaine qui part d'un sommet x et aboutit au même 
sommet x. Un cycle est s i m p l e  si les arêtes utilisées sont toutes 
différentes. Deux cycles simples sont disjoints s'ils n'ont aucune arête 
commune (mais ils peuvent avoir des sommets communs). 

Exemple: C l ,  C2 et C3 sont des cycles simples disjoints. 

Dans la suite, le terme "cycle" désignera implicitement un cycle simple. 

Un graphe est connexe si pour tout couple de sommets distints, il existe 
une chaîne allant de  l'un l'autre. Un sommet x ttant donné, désignons 
par C, l'ensemble des sommets pouvant être reliés à x par une chaîne, 
augmenté de x .  Une composante connexe d'un graphe G(X,U) est un 
sous-graphe de la forme (Cx,U,) avec xr X et Ux=U n c:. 

Exemple: Ce graphe n'est pas connexe. II possède 2 composantes 
connexes. 



1.2 Notions de base 

Une figure est un ensemble fini de segments unitaires horizontaux 
ou vaticaux dont les extrCmitCs coïncident avec des Clements du plan 
cartCsien 22. Notre travail uti l is~ la description (ou le codage) de telles 

i 

figures par des mots. f 

En 1%1. H. Freeman [Fr] a prCsenté un codage des figures connexes. Ce 
code est constituC de huit symboles, chacun d'entre eux engendrant un 
segment pointé vers le premier point de 2 2  rencontré dans l'une des 
directions: Nord, Nord-Est, Est, Sud-Est ... . En s'inspirant de ce codage et 
en se limitant aux quatre deplacements horizontaux et verticaux, 
H.A. Maurers G. Rozenberg et E. Welzl [MRW] ont formalisé la notion de 
langages de mots de f'igure. 

Une méthode pour tracez le symbole qui represente la lettre "C" est de: 

. partir du coin superieur droit; 
tracer un trait vers la gauche; 

.. tracer un trait deux fois plus long vers le bas; 

. puis tracer un trait vers la droite. 
c J, h 

* A  " 

Maintenant pour tracer la lettre "E" ii partir du symbole précedent, deux 
cas sont possibles: 

- nous ne savons pas lever le crayon, il faut alors: t%Wetbéc " X d  
. tracer un trait vers la gauche, puis vers le haut en 

prenant soin de repasser exactement sur le tracé 
existant et de s'arrêter au milieu du trait vertical; 

O tracer un trait vers la droite; 

- ou nous savons lever le crayon, il suffit alors de: 

. soulever le crayon et venir se positionner au milieu du 
trait vertical; 

.. rrarcer un trait vers la droite. 



Pour qu'une machine puisse tracer des figures quelconques, il suffit de 
lui apprendre quelques actions élémentaires et de lui envoyer, par la 
suite, la séquence des actions à effectuer pour obtenir la figure désirée. 

Ces actions élémentaires peuvent être: 

tracer un segment unitaire vers la gauche (droite, haut et bas); 
. déplacer le crayon d'une unité (sans trace) vers la gauche (droite, 

haut et bas); 
O U  

. déplacer le crayon d'une unité vers la gauche (droite, haut et bas); 

. lever le crayon; 

. baisser le crayon; 
O U  

Le codage que nous avons retenu est le .premier. 

De façon plus formelle, nous définissons les outils que nous utiliserons 
dans ce travail. Nous nous limitons, dans un premier temps, aux actions 
qui engendrent des segments unitaires visibles (le crayon baissé). 
Le déplacement du crayon en mode "levé" est tout à fait similaire et 
sera précisé ultérieurement. 

O Un mot de figure est un mot défini sur Il={ r, 1, u, d l ,  un alphabet de 
quatre lettres. Chaque lettre de II correspond à l'action élémentaire 
suivante: 

T trace un segment unitaire vers la droite (right); 
1 ou f trace un segment unitaire vers la gauche (left); 
u trace un segment unitaire vers le haut (up);  
d ou ü trace un segment unitaire vers le bas (down).  

Comme 1 symbolise une action opposée à celle engendrée par r, nous 
utiliserons plus souvent le symbole i: à la place de 1 (de même, ü à la 
place de d). 



Nous pouvons définir un morphisme e (non injectif) qui associe à tout 
mot de Il*, un couple d'entiers représentant le vecteur de déplacement 
dans Z 2 :  

e : Il* 2 2  

r + ( L O I  
r 4 ( - 1 0 )  
U + ( 0 9 1 )  
ü 4 ( 0 9 - 1 )  

. Un noeud est un élément du plan cartésien 22. 

. Un segment horizontal h i j  (resp. ver t i ca l  vij)  est la portion de 
droite comprise entre les noeuds N et N' de coordonnées (i,j) et 
(i j)+e(r) (resp. (id) et (ij)+e(u)), noté [N,N']. 

. Une f i g u r e  F est un ensemble fini de segments horizontaux et 
verticaux. 

. Un segment oriente tiSj est la portion de droite orientée du noeud N 
au noeud N' de coordonnées ( i j )  et (i,j)+e(t) ( t ~ ï ï  ), noté (N,N'). 

Par conséquent, h chaque segment (horizontal ou vertical) si,j 
correspondent deux segments orientés ti,j et &,, avec (t=r si s=h et t=u 
si s=v) et (m,n)=(i,j)+e(t). 

Exemple: 

segment segments orientés 

Certaines analogies nous permettent de comparer une figure à un 
g r a p h e :  t e s  segments de  la figure et leurs extrtrnités seront 
respectivement les arêtes et les sommets du graphe associe. Sans 
dif iculte ,  nous dtendons les definitions de la thborie des graphes à la 
notion de figure. 



Nous associons à tout mot w de ri*, un unique tracé défini de la façon 
suivante: le point de départ est l'origine du plan de coordonnées (0,O); le 
mot est lu, lettre par lettre, de gauche à droite; pour chaque lettre lue, 
nous traçons le segment orienté correspondant, le point d'arrivée 
servant de point de départ pour le tracé du segment suivant. 

. Le tracé du mot w, tr(w), est la suite des segments orientés 
parcourus de cette façon. Plus formellement, nous définissons 
l'opérateur tr sur ri* ainsi: 

fT(&)=() (suite vide) et 

. V WE II *, V as II, tr(wa)=tr(w) + (N,N') avec les 
noeuds N et N' de coordonnées e(w) et e(wa); le 
symbole "+" indiquant que le segment orienté (N,N') 
est juxtaposé à la fin de la suite tr(w). 

Nous dirons qu'un segment s est parcouru par le tract de w si au moins 
l'un des deux segments orientés correspondant à s se trouve dans la 
suite tr(w). 

. La figure orientée associée au mot w, $c(w), est l'ensemble des 
segments orientés parcourus lors du tracé de W. Plus formellement, 

nous définissons l'opérateur $c sur ri* ainsi: 

. V ws ri*, V ae ri, $~(wa)=~?c(w) u ( (N,N') ) avec les 
noeuds N et N' de coordonnées e(w) et e(wa); 

La figure associée au mot w, pic(w) (picture), est l'ensemble des 
segments parcourus lors du tracé de W. Plus formellement, nous 
définissons l'opérateur pic sur II* ainsi: 

. pic(&)=@ et 

. V ws ri*, V aae ri, pic(wa)=pic(w) u { [N,N'] ) avec les 
noeuds N et N' de coordonnées e(w) et e(wa); 

Remarque: 

. Le point d'arrivée du tracé du mot w est le point de coordonnées 
e(w)=( Iw Ir - lw li Iw lu - Iw lù 1. 
Une telle figure est dite tracée "sans lever le crayon": elle est 
nécessairement connexe. 



Exemple: L e  tracé et la figure du mot w=ururüü: 

( O désigne le point de départ et . , le point d'arrivée) 

avec e(w)=(2,0) et 

t r (w)  = ( uo.0 9 ro.1 , ul,l r1.2 ü2,2 ü2.1 

P?C(W) = ~ ~ o . o , r o , l , u l , l , r l , 2 , ~ 2 . 2 , ~ 2 , 1 ~  

pic(w) = { v0.0 9 h0,l , v1.1 h1.2 , v2.1 , v2.0 1 

Nous nous intéresserons davantage à l 'aspect d'une figure 
indépendamment de son tracé. Il peut être utile, dans certains cas, de 
spécifier le point d'arrivée de la figure (si on envisage, par exemple, de 
concaténer des figures). C'est pourquoi nous définissons deux nouvelles 
notions de figure: Pour tout mot w de ri*, 

- La figure décrite par w, dpic(w) (drawn picture), est caractérisée 
par le  couple: 

dpic(w)=( pic(w) , e(w) ). 

a La figure d e  base de w, bpic(w) (basic picture), est la classe 
d'équivalence de figures définie ainsi: si t, est la translation de 
vecteur VE 2 2 :  

Remarque: 

. Pour tous W,W'E II*: ( dpic(w)=dpic(wl) ) ( bpic(w)=bpic(wt) ). 
Naturellement, la réciproque est fausse. 

a Dans les expressions suivantes, la définition implicite de figure sera 
la figure decrite. Nous dirons que le mot w décrit la figure dpic(w), 
que le trac6 de w est une descr ipt ion de la figure dpic(w) et qu'un 
segment est parcouru par un mot w s'il est parcouru par son tracé. 



Lors du tracé de  WE ï i * ,  il  est possible que plusieurs passages 
s'effectuent sur le même segment. Ceux-ci seront représentés par des 
traces parallèles rapprochées mais ce segment n'apparaîtra qu'une seule 
fois dans pic(w). 

Exemple: w=Üurru~-r u 

Le tracé de w 
dpic(w) 

La figure décrite 
bpic(w) 

La figure de base 

Notons qu'une figure donnée (non vide) est associée à une infinité de 
mots de il*. Par exemple, nous avons: 

Exemple: 

Les mots w1 et wz ont la même figure de base mais les figures décrites 
sont différentes. 

. L'inverse d'un mot w de Il*, inv(w), est le mot ayant le même tracé 
que w mais "en sens inverse". Il est défini par: 

inv(&)=& inv(r)=T inv(T)=r inv(u)=P inv(ü)=u 
e t  inv(w)=inv(a)inv(w') si w=wla avec W'E ri*, a ~ r i .  

Remarque: 

. Dans la suite, nous utiliserons la notation W à la place de inv(w). 

Exemple: 



. Une boucle est un mot de ri* dont le tracé est une courbe fermée (le 
point de départ et le point d'arrivée sont confondus). 

B= { bts if */ e(b)=(O,O) ) est l'ensemble des boucles de il * . 
Nous constatons qu'un mot w de ïï * est une boucle si et seulement si 
Iw lr=lwli: et Iwlu=lwlfi. 

Exemple: 

. La multiplicité d'un segment orient6 t relative au mot w de ï ï * ,  
mult,(t), est le nombre de  passages sur ce segment (dans le sens de 
l'orientation) lors du tracé de w: c'est le nombre d'occurrences de t 
dans la suite tr(w). 

. La multiplicité d'un segment s relative au mot w de il*, mult,(s), est 
l e  nombre de passages sur ce segment (dans un sens ou dans 
l'autre) lors du tracé de w: c'est la somme des multiplicités des deux 
segments orientés correspondant à S. 

. Un mot w e  ri* est réduit (à 2) si chaque segment de la figure est 
parcouru au plus deux fois par w: 

( w est réduit ) a ( V SE pic(w) mult,(s)52 ). 

. Un mot we ï ï *  est minimal s'il n'existe aucun mot strictement plus 
court décrivant la même figure que w: 

( w est minimal ) - ( { W'E ri*/ dpic(w)=dpic(wl) et Iw'~<Iw) }=0 ) 

Remarque: En gçnéral, il existe plusieurs mots réduits et plusieurs mots 
minimaux décrivant une figure donnée. 

Exemple: Les mots wl, wz, w3 et w4 décrivent la même figure. 

wr=rf?uTüurÜ w2=ruRïïurü w3=rRïrü w4=ruTÜr 
non réduit réduit  réduit  réduit  

non minimal non minimal minimal minimal 
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Chapitre 2: 

Figure tracée sans lever le crayon 

Ce chapitre est consacré aux mots de figure définis sur l'alphabet 
II=( r, F, u, ü) dont les lettres n'engendrent que des déplacements 
visibles (sans lever le crayon). 

Notre but est de  pouvoir transformer (réécrire) un mot de figure donné 
en un mot plus court tout en conservant la figure dkcrite. Pour cela, nous 
nous sommes intéressés à deux systèmes de réécriture de Ii*xIi* tels que 
la figure décrite soit conservée à chaque étape de dérivation. Ces 
systèmes sont étudiés dans les deux parties suivantes. 

Ce  système peut être considéré comme c o m p l e t  dans le sens où il 
permet, à partir de tout mot w de ïi *, de dériver t o u s  les mots 
décrivant la même figure. En particulier, il est possible d'obtenir tous les 
mots réduits et tous les mots minimaux. 

Les résultats que nous établissons dans cette section pour démontrer 
cette propriété du système S, nous permettent en outre, d'énoncer une 
méthode pour dériver un mot de figure quelconque en un mot minimal. 



2.1.1 Présentation du svstème S 

Le système S est caractérisé par 4 ensembles de règles de réécriture: 

avec R l = { b + 6  I k B }  
R 2 = { a a + a  l a d i )  
R2 '={a+a%î  / a ~ l l )  
R 3 = ( b b + b  I k B )  

Illustrons ces transformations B l'aide d'exemples: 

Remarques: 

Toutes les règles de S conservent les figures décrites: chaque règle 
de S peut être appliquée à un facteur d'un mot w de Il* sans se 
préoccuper du contexte, le mot dérivé décrira la même figure 
que W. 

. Le système S contient un nombre infini de règles: les ensembles R1 
et R3 ne sont pas bornés. Nous montrerons par la suite qu'il n'existe 
pas de système de réécriture complet (permettant d'obtenir tous les 
mots décrivant la même figure) ayant un nombre fini de règles. 
L'ensemble des mots dérivés de WC Ii * par S, Im,(w), contient une 
infinité de mots: les règles de R2' permettent d'augmenter 
indéfiniment la longueur des mots dérivés. Ceci est cohérent avec ce 
que nous annoncions dans le chapitre précédent: une figure donnée 
(non vide) est décrite par une infinité de mots de il *. 

Notation: 

. Dans la suite, l'expression "la règle RI" signifiera "une règle de 
l'ensemble de règles RI". 



Les règles suivantes peuvent être obtenues en composant des règles 
de S: 

R 4 =  { b b ' +  b'b /b ,bleB ) 
R S = { = x + x  / x ~ l l + )  
R6 = { x b a x  I, b'xb / b,b '~B,  x e n +  ) 
R 7 = { b + b b  / b e B )  

Preuve: 

R4: bb' -. fi' = 6'6 -. b'6 a b'b. 
R l  R1 R1 

RS: Démonstration par récurrence sur 1 x 1 . 
Si 1 x 1 =1, il s'agit de la règle R2; 
Sinon, supposons que xXx 3 x pour XE ri+, 1 x 1 Sn, n>O. 
Soit XE ri+ tel que 1 x 1 =n+l. Posons x=ya avec 1 y 1 =n et a= ï ï .  Nous 
avons xa=yaZyya avec D E B ,  et a%B. Nous pouvons en déduire: 

xXx=yaayya a yfiaiia 3 yyya 3 ya=x. 
R4 R2 

R6: Nous avons f i ' x ~  lt% et xx-E B, par conséquent: 
xbxa'x -. xx%'xb a b'xzxb a b'xb. 

R4 R4 R5 

R7: Soit b~ B. Supposons 1 b 1 =n et posons b=aia2 ... h. Nous définissons 
les suites de mots bi et bi de la façon suivante: bi=a ... ai et 
bi=ai+lai+2 ... an avec i~ [1 ,n]. 

Nous avons b io ib ib iJ  bi+16i+lbi+lbi;l avec is [ l p - 1 ]  : en effet, 
b '  bi6ibibj=bi6ibiai+lbi;l a, bi6ibiai+l~i+lai+1 i + l  

bi6ibiai+lgi+iai+ibi;i ,a biai+i~i+l6ibiai+ibi;i=bi+i6i+ibi+ibi;i. 

Par consbquent, b16i bl  b j bnSnbnbA=bn&bn. 

Nous pouvons en déduire: 
b *, b161blbi 4 bn6,bn=b6b a bbb a bb. 

R2 R 1 R3 

Remarque: 

. Le système S est symt t r ique :  toute règle de S a son symétrique 
dans S ou dans les règles déduites de S (RI est symétrique, R2 et 
R2' sont symétriques l'une de l'autre, R3 et R7 aussi). 



2.1.2 Obtenir tous les mots décrivant la même figure 

Nous montrons que le système S est comple t :  il permet, à partir 
d'un mot quelconque de ri*, de dériver tous les mots décrivant la même 
figure. 

Théorème 2.1.1: 

Pour tout mot W E  iï*, l'ensemble des mots dérivbs de w par S 
est l'ensemble des mots de iï* décrivant la même figure que W .  

Im,(w)={ V E  II*/ dpic(v)=dpic(w) ] 

Pour prouver ce théorème, nous établissons les résultats intermédiaires 
suivants: 

Lemme 2.1.2: 

Soit w ~ i T * .  Pour tout segment s ~ p i c ( w )  tel que multw(s)23, il existe 
un mot w', derivé de w par S. vkrifianr / w' / = / w / -2 te2 que: 

. multw.(s)=multw(s)-2; 

. multw.(s')=mult,(s') pour tout S 'EP~C(W)- { s } .  

Preuve: 

Soient we n* et SE pic(w), un segment tel que rnult,(s)23: cela signifie 
qu'il existe au moins trois passages sur le segment s lors du tracé de W. 

Posons w=xaya'zaWv avec x,y,z,ve ri *, ae ri et al,a"e (a,a) où a, a' et a" 
représentent dans cet ordre, les trois premiers passages sur S. Quatre 
cas sont possibles en fonction des valeurs de a' et de a". 

Le but est de modifier le sens de parcours de certaines portions de façon 
à faire apparaître trois passages consécutifs sur S. Il suffit alors 
d'appliquer la règle R2 pour obtenir le résultat désiré. 

Cas 1: a'=% et aW=a. 
Nous obtenons w=xay&av avec y,ze B. En notant que a% B et 
a z a ~  B, nous dérivons w de la façon suivante: 



La ri3gle R4 se déduit uniquement de la règle RI, qui n'affecte 
pas la multiplicité des segments. Puisque la règle R2 est utilisée 
une fois, seule la multiplicité du segment s diminue de 2. 

Cas 2: a'=% et a"=a. 
Nous obtenons w=xayaav avec y, z&B. Nous pouvons nous 
reporter au cas précédent après avoir dérivé w ainsi: 

w=xay&Ziv =s xayZiaZv 
R 1 

Cas 3&4: al=a et a"€ {a,a). 
NOUS obtenons w=xayazal'v avec yac B .  Nous pouvons nous 
reporter à l'un des deux cas précédents après avoir dérivé w 
ainsi: w=xayazaWv =s xaZiyza"v 4 

R 1 

Les corollaires suivants sont des conséquences directes de ce lemme: 

Corollaire 2.1.3: 

Tout mot minimal est réduit. 

Preuve: 

Supposons que w soit un mot minimal non réduit: il existe un segment 
se pic(w) tel que mult,(s)23. Appliquons le lemme 2.1.2, nous obtenons 
un mot strictement plus court que w décrivant la même figure. 
Contradiction. + 

Corollaire 2.1.4: 

Pour tout mot W E  n*, il existe un mot réduit p, dérivé de w par S .  

Preuve: 

Soit wé Ii*. Tant qu'il existe un segment de multiplicité supérieure ou 
6gale à 3, nous appliquons le lemme 2.1.2. Nous obtenons ainsi un mot p 
(décrivant la même figure que w) parcourant chaque segment au plus 
deux fois: p est réduit.+ 



Le résultat suivant n'intervient pas dans la preuve du thkorhe. Nous 
ouvrons cependant une parenthèse car les notions introduites dans cette 
section nous permettent une nouvelle approche de la preuve de la 
propriCté suivante: Un graphe connexe peut etre entilrement parcouru 
en passant a u  PIUS une fois dans chaque sens sur chaque arête. 
Nous nous limitons ici B des graphes particuliers: les =€tes doivent être 
horizontales ou verticales et de longueur 1 (l'extension P des graphes 
quelconques se conçoit facilement en grossissant l'alphabet de base). Un 
tel graphe connexe peut être entièrement parcouru par un mot we ïï * . 
Comme nous savons dériver, par S, ce mot en un mot réduit p [corollaire 
2.1.41, la proposition suivante justifie cette propriétk. 

Proposition 2.1.5: 

Pour tout mot r a i t  pe  n*, il existe un mot q, derive de p par RI,  

vlrifianr: V multq(t)$l. 

Preuve: I 
La preuve s'effectue par rtcurrencc sur n= 1 p 1 .  Nous construisons une 
suite finie (pj) de mots de ri* vtrifiant (*): I 

. Posons po=p: ce mot vérifie bien (*); I . Supposons que pi soit un mot de cette suite (avec ia [O,n-11) et 
construisons pi+l. Soit ai, la première lettre de q'i (comme pi est 
dCriv6 de parR1, Ip i I=IpoIm et Iq>I>0). 

- Si ai engendre le premier passage sur un segment (non orienté) 
de multiplicité tgale B 1 relativement B pi, ou le deuxième passage 
Sut Un Segflïenî, nous posons pi+l=pi. 
- Si ai engendre le premier passage sur un segment de multiplicité 
Cgale B 2 relativement pi, nous d6rivons pi de façon B ce que le 
second passage sur ce segment s'effectue nécessairement en sens 
inverse du premier passage. 



Nous notons si (resp. 6 )  le segment (resp. orienté) engendré par ai. 

a) mult,(ti)=2: les deux passages s'effectuent dans le même sens. 
Nous avons pi=qiaivaivl avec Q,V'E II* et vai€ B. 

Dérivons pi de la façon suivante: pi=qiaivaivl * P ~ + ~ = ~ ~ ~ ~ X ~ B V ' .  
R 1  

b) mult,(ti)=l: les deux passages s'effectuent en sens inverse. 
Nous avons pi=qiaib q v  avec q i , v ~  n* et b~ B. 

Posons v'=b&v. Deux possibilités: 

. Soit il existe une boucle dans v' contenant la lettre 4. 
Nous avons vt=bl b2Eiv 1v2 avec b=bl b2, v = v ~ v ~ ,  et b2Zivle B. 
Dérivons pi de la façon suivante: 

pi=qiaibl b2Xiv 1v2 zl p i ' = ~ a i b l ~ l a i 6 2 ~ 2  

de façon à ce que les deux passages sur si s'effectuent dans le 
même sens. Il suffit maintenant de se reporter au cas précédent 
pour obtenir les deux passages sur Si consécutifs et de sens 
opposés. 

. Soit il n'existe aucune boucle dans v' contenant la lettre ai: dans 
ce cas, il sera impossible de faire apparaître ai pour décrire le 
deuxibme passage sur si dans les prochains mots de la suite (pj). 
Posons pi+l=pi. 

Nous vérifions facilement que, dans tous les cas, pi+l satisfait (*). 

fm de la construction de la suite (pj). 

En posant q=p,, nous obtenons le résultat désiré.+ 



Pour tout mot w de II*, 

. P(w) est le polynôme de segments associé au mot w, défini par: 
P(w) = C mult,(s).s 

se pic(w) 

A chaque segment de la figure est associée sa multiplicité. 

Lemme 2.1.6: 

Deux mots de n*, q et q', ont le même polynôme de segments 
s i  et seulement si q se dérive en q' par R I .  

Preuve: 

. Puisque R1 ne modifie pas la multiplicité des segments, nous avons: 
( q 5 9' ) =$ ( P(q)=P(ql) 1. 

. La réciproque se démontre par récurrence sur n= 1 q 1 = 1 q' 1 (comme 
q et q' ont le même polynôme de segments, ils contiennent 
nécessairement le même nombre de lettres). Montrons que: 

f P(q)=P(ql) ( q 5 q' 1. 

- Si n=O ou n=l, nous avons: ( P(q)=P(ql) ) (q=q') * ( q 5 q' ). 

- Supposons la propriété vraie pour tout ie N , i l  1 et montrons 
qu'elle est encore vérifiée pour n=i+l. 

Deux cas sont possibles: 

. Si q et q' ont la même première lettre: posons q=aql et q'=aqol 
avec a€  ïi et ql,qt1c Ii *. D'après llhypoth&se de récurrence, nous 
avons: q=aql 3 q'=aqt1. 

RI  

. Sinon, posons q=aql et q'=a'q'l avec a , a ' ~  ri, aza' et ql,q'lc Il * . 
Notons s, le  segment engendré par a' lors du tracé de q'. 
Ce segment est également parcouru par q: soit q=vlcvz, cé ï ï  
où c engendre le premier passage sur S. Puisque l'une des 
extrémités de s est le point de départ de la figure, nous avons: 
soit vl est une boucle, soit vlc est une boucle. 



- Si vl est une boucle alors c=al et il existe une boucle contenant 
c (dans q). Posons q=u1u2a1u3u4 avec u1,u2,u3,u4~ II* tels que 
V ~ = U  I U ~ E  B, v2=u3u4 et u2a1u3~ B.  En particulier, nous avons 
u2a'u3€ B et ulü3i& B (en effet, e(ulü3B)= e(ulu2ü3a'ü2)= 
e(uluz)+e(ü3a"ü2)=(0,0)). Dérivons q de la façon suivante: 

- Si vlc est une boucle alors c=a' et nous dérivons q de la façon 
suivan te: q=vlBvz * a1Vlv2=q". 

R1 

Dans ces deux cas, nous pouvons dériver q en alqo par RI, qoe ri*, 
et par hypothèse de récurrence, nous avons: 

Corollaire 2.1.7: 

Si deux mots de LI*, q et q', ont le même polynôme de segments 
alors e(q)= e(q'). 

Remarque: Dire que q et q' ont le même polynôme de segments 
signifie qu'en partant d'un point fixé, l'origine du repère, les tracés de q 
et de q' parcourent les mêmes segments, le même nombre de fois. A 
priori, aucune information n'est fournie sur leur point d'arrivée. 

preuve: 

Soient q , q ' ~  ri* tels que P(q)=P(ql). D'après le lemme 2.1.6, q se dérive en 
q' par RI. Puisque R1 conserve les figures décrites, nous avons 
dpic(q)=dpic(ql) et par conséquent e(q)=e(ql). + 



Dans ce qui suit, une figure est assimilée à un graphe: les arêtes et les 
sommets sont les segments et les noeuds de la figure. Nous introduisons 
quelques définitions supplémentaires: 

. Un mot w ~ n *  dtcrit  une chaîne C si pour tout facteur gauche w' de 
w, nous avons No+e(wl)=Nk avec k= 1 w' 1 et (NO, NI, ... N.), la suite de 
noeuds associée B C. 

- Etant donné une chaîne C, le mot w décrivant cette chaîne est 
unique. 

- Si C est un cycle, alors we B. 

- Si C est un cycle simple, alors V SE pic(w) mult, (s)= 1. 

. Le degré  d'un noeud N de coordonnées (x,y) relatif à un mot WC ri*, 
dw(N), est la somme des multiplicités des segments de pic(w) ayant 
N comme extrémité: c'est le nombre d'occurrences des segments 
ayant N comme extrémité dans la suite tr(w). 

Notons que, lors du tracé de w: 

- four  tout noeud N (exceptés les points de départ et d'arrivée), 
le tracé arrive en N autant de fois qu'il en repart. 
Par conséquent, d,(N) est pair; 

- Si le point de départ est différent du point d'arrivée, les degrés 
de ces noeuds sont impairs sinon ils sont pairs. 

D'une manière générale, ttant donnt une figure décrite, Za parité 
du degrt  de chaque noeud est parfaitement déterminée. 

. Pour tous mots p , q ~  ri*, smd(p,q) est l'ensemble des segments de 
p i c ( p ) u  pic(q) dont les m ultiplicités relatives à p et à q sont 
différentes. 

. Une chaîne C est issue d'un ensemble de segments E si elle est 
constituée de segments de  E. Un segment appartient h C s'il 
appartient à la suite de segments caractérisant C. 



Lemme 2.1.8: 

Soient p et q, deux mots réduits de 17* décrivant la même figure. 
Nous pouvons regrouper les segments de smd(p,q)  en cycles,  
disjoints deux h deux. 

Preuve: 

Considérons le graphe composé des segments de smd(p,q). Il est à 
noter que tout sommet de  ce graphe est l'extrémité d'un nombre pair 
d ' a r ê t e s :  en effet, les mots p et q étant réduits, les multiplicités 
relatives à p et  à q d'un segment de smd(p,q) diffèrent d'une unité. 
Comme en chaque noeud N de la figure initiale, la parité du degré doit 
être conservée, il existe un nombre pair de segments de smd(p,q) 
contenant N. 

D'après le théorème d'Euler [Bc], chaque composante connexe de ce 
graphe admet un cycle eulérien (qui utilise chaque arête exactement 
une fois). De cette façon, nous pouvons regrouper les segments de 
smd@,q) en cycles, disjoints deux à deux.+ 

Lemme 2.1.9: 

Pour tout mot réduit p~ 17* et pour tout cycle C issu de pic(p), 
il existe un mot réduit q,  dérivé de p par S ,  vérifiant: 

Preuve: 

Soient p, un mot réduit de II* et C, un cycle issu de pic(p). 

Le but est de dériver p de façon à faire apparaître un facteur décrivant 
exactement le cycle C: la multiplicité des segments de C augmente d'une 
unité et  pour les segments dont la multiplicité atteint trois, nous 
appliquons le lemme 2.1.2 pour la réduire à un. Ce procédé nous permet 
de dériver p en un mot pour lequel la multiplicité des segments de C est 
inversée (deux en un, et vice versa) et la multiplicité des autres 
segments inchangée. 



Posons C=(sl, s2, ... s,) et (No, Ni, ... N,), la suite de noeuds associée au 
cycle C. Décomposons le mot p de la façon suivante: 

p = ~ ~ a ~ x ~ a ~ . . . x , a , x , + ~  avec V ~ E  [l,n+l], xi€ il * et Vie [l,n], aie lï, 
tel que ai engendre le premier passage sur un segment de C (tous 
les segments de C sont ainsi concernés). 

Supposons que sl soit engendré pour la première fois par ak, k~ [l,n]. 

Nous allons construire une suite finie (pj) de mots de lï * vérifiant (*): 

- vj€ 11 ,Il], pj=XlalX2az ...xk~j~jak...xnanxn+ avec yj=aii ai2 ... aij 
décrit la chaîne (si, sz, ... sj); 

Cette suite est définie récursivement par: 

. po=p: ce mot vérifie bien (*); 

. V ~ E  [O,n-11, pj se dérive en pj+l de la façon suivante: 

Par définition, il existe me [1 ,n]- { i l  ,i2,...ij] tel que am engendre le premier 
passage sur s j + ~ .  Supposons m<k (le raisonnement est semblable si mzk). 

Deux cas sont possibles: 

- Soit a, décrit s j + ~  de Nj vers Nj+l: 

e(x lalxza2...xm)=e(xl a1~2a2...~ma,~,+l . . . X ~ Y ~ ) = ( X ~ , , Y ~ ~ )  

(xNj,yNj) reprbsentent les coordonnées de Nj. 

NOUS obtenons amxm+i ...XkYj€ B et nous posons aij+l=am. 

- Soit a, décrit Sj+1 de Nj+l vers Nj: 

Nous obtenons Xm+l ... Xk-j€ B et nOUS Posons aij+i=&. 



Dans les deux cas, yjaij+l=ailai2 ... aij+l decrit la chaîne (sl, ~ 2 ,  ... ~ j + ~ )  et 
nous dérivons pj en pj+l de la façon suivante: 

pj=X l...xm~mxm+l...~j~j...~n+l z * xl ...xmamEmamx,+l ...yj~j...xn+l 

x ~ . . . x ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ x ~ + ~ . . . Y ~ Y ~ . . . x ~ + ~  X I  ... XmamXm+l ...yj a i j + l ~ j + l ~ j j . ~ ~ x n + l = p j + l -  

Nous verifions facilement que pj+l satisfait (*). 

fin de la construction de la suite (pj). 

* En particulier, nous obtenons: p * h = x  lalx2a2...xkyn~akxk+l ... anxn+i 
avec y, décrit la chaîne (sl, s2 ,... su). 

Comme (sl, SZ, ... s,) est un cycle, y,€ B. Nous pouvons dériver p, ainsi: 

Pn=Xl~lx2a2~*-Xk~n~nakXk+l~~~anXn+ 1 1 a1x2a2*.xkYnYnakxk+1.-*anxn+ 1 

XlalX2a2*--XkYnYnakXk+l *--anXn+l 3 x lal  x2a2...xkynakxk+l.. .a,x,+ 1 =pl. R3 

Par construction: 
Vss C multp~(s)=multp(s)+ 1 

Dérivons maintenant pl: pour chaque segment SE C tel que multp~(s)=3, 
nous appliquons le  lemme 2.1.2. Nous obtenons le mot q vérifiant: 

VSE C si multp(s)=l alors multq(s)=2 
si mul$,(s)=2 alors multq(s)= 1 ; 

Vse C multp(s)=mult,(s). + 

Corollaire 2.1.10: 

Si deux mots rkduits de iI*, p et q, dkcrivent la même figure 
alors p se dbrive en q par S.  

Preuve: 

. Si p et q sont deux mots réduits décrivant la même figure, nous 
pouvons regrouper les segments de smd(p,q) en cycles, disjoints 
deux à deux [lemme 2.1.81. 



. En appliquant le  lemme 2.1.9 au mot p pour chacun de ces cycles, 
nous obtenons un mot p', dérivé de p, vérifiant: 

'dsc smd(p,q), mu1 tpI(s)=(multp(s) mod 2)+1 

Par  conséquent: 

D'après le lemme 2.1.6, q peut être dérivé de p' par R1. 

Nous en déduisons que: p 3 p' a q. 4 

Preuve du théorème 2.1.1: 

- Puisque le système S conserve les figures décrites, nous avons: 

Im,(w)c { VE II*/ dpic(v)=dpic(w) ) . 

O Démontrons la réciproque: 

Soient deux mots de II*, v et w, décrivant la même figure. 

D'après le corollaire 2.1.4, il existe deux mots réduits v' et w', 
dérivés de  v et de w par S. Comme le système est symétrique, v 
peut également être dérivé de v' par S. 

Puisque le  système S conserve les figures décrites, les mots réduits 
v' e t  w' décrivent la même figure: nous savons dériver w' en v' 
par S [corollaire 2.1.101. 

Par conséquent, nous pouvons dériver w de la façon suivante: 



Remarque: Le système S est complet dans le sens où il permet de 
dériver à partir de tout mot WE ri *, tous les mots décrivant la même 
figure. Notons que pour satisfaire cette propriété, 

Les quatre familles de régles de S sont nécessaires. 

Aucune d'entre elles ne peut être simulée par les trois autres: elles sont 
indépendantes. 

Nous justifions cette affirmation à l'aide d'exemples simples pour 
lesquels les mots w et w' décrivent la même figure. 

Exemple 1: n l 

w=ururUürT w1=rruuÏÜfü 

Il est impossible de dériver w en w' sans utiliser la règle RI: en effet, les 
règles de R2 u R2' u R3 ne peuvent pas modifier la première lettre du 
mot ii dériver. 

Exemple 2: 

Il est impossible de dériver w en w' sans utiliser la règle R2: Raisonnons 
par l'absurde et supposons que cela soit possible. La dernière étape de 
la dérivation utilise nécessairement une règle de R3 (car la longueur 
doit diminuer). Ceci est impossible car aucun facteur de w' n'est une 
boucle non vide. Contradiction. 

Exemple 3: - 5 
w=r wl=rB 

Il  est impossible de dériver w en w' sans utiliser la règle R2': en effet, 
seule la règle R2' permet d'augmenter la longueur du mot dérivé. 

I l  est impossible de dériver w en w' sans utiliser la régle R3: en effet, 
seule la règle R3  modifie la parité de la multiplicité des segments 
engendrés. 



2.1.3 Obtenir un mot minimal 

Le système S étant complet, nous savons qu'à partir de tout mot w 
de ri*, il est possible de dériver tous les mots minimaux décrivant la 
même figure. Malheureusement, le système S n'étant pas noethérien (il 
comporte des règles qui augmentent indéfiniment la longueur du mot 
dérivé), nous avons besoin d'un algorithme pour être sûr d'obtenir un 
mot minimal après un certain nombre de dérivations. 

Les differentes Ctapes de  la preuve du théorème précedent nous 
fournissent cet algorithme de recherche d'un mot minimal. Mais d'abord, 
caractérisons les mots minimaux de lï*. 

. Un cycle C est majoritaire à 2 (pour WC ïi*) si les segments de C de 
multiplicité égale à 2 (relativement à w) sont strictement 
majoritaires. 

Lemme 2.1.11: 

Pour tout mot mE n*, 

m est minimal 
a 

m est réduit 
et il n'existe pas de cycle majoritaire à 2 ,  issu de pic(m). 

Preuve: 

Soit men*.  

. Si m est minimal alors m est nécessairement réduit [corollaire 2.1.31 
et il n'existe pas de cycle majoritaire à 2 issu de pic(m) (sinon il 
serait possible de dériver m de façon à inverser la multiplicité des 
segments de  ce cycle [lemme 2.1.91 et nous obtiendrions un mot 
plus court que m). 

. Le mot m est réduit et il n'existe pas de cycle majoritaire à 2, issu 
d e  pic(m). Supposons que m ne soit pas minimal. Il existe un 
mot ml, minimal (et réduit [corollaire 2.1.31) décrivant la même 
figure que m. D'après le lemme 2.1.8, les segments de smd(m,m') 
peuvent être assemblés en cycles, disjoints deux à deux, et au 
moins l'un d'entre eux est majoritaire à 2 pour m (sinon m serait 
minimal). Contradiction.+ 



Corollaire 2.1.12: 

Pour tout mot we II* de longueur n, le mot w se dérive en un mot 
minimal par S ,  avec O(n2) dtapes de dérivation. 

l Preuve: 

1 Soit w ~ n *  et posons n= 1 w 1 .  11 suffit d'appliquer l'algorithme suivant: 

l e r e  étape: Nous dérivons le  mot w en un mot réduit p [corollaire 
2.1.41. 

2 e m e  étape: Nous cherchons un cycle majoritaire à 2 pour p, issu de 
pic(w). Si un tel cycle existe, nous dérivons p en p' de 
façon à inverser la multiplicité des segments de ce cycle 
[lemme 2.1.91. Nous obtenons un mot réduit p' vérifiant 
Ip'I<Ipj. Nous recommençons cette opération en remplaçant 
p par p'. Puisque Ipl décroît strictement à chaque itération, 
c e  traitement s'arrête et le  mot obtenu est minimal 
[lemme 2.1.111. 

Notons que le nombre de segments de la figure pic(w) est borné par n. 

im i 0 1 de dérivation; - 

lere étape: Pour diminuer de deux la multiplicité d'un segment, nous 
appliquons au maximum trois règles de S [lemme 2.1.21. 
Un mot réduit p est obtenu après au plus fl(n)=3n étapes 
de dérivation. 

2 e m e  étape: Pour inverser la multiplicité des segments d'un cycle, nous 
appliquons deux règles par segment de ce cycle, puis une 
règle fixe: ce traitement nécessite au plus f2 (n )=2n  + 1 
étapes de  dérivation. Comme la longueur du mot dérivé 
diminue strictement à chaque itération, nous effectuons au 
plus n fois cette opération. 

Par conséquent nous obtenons un mot minimal après au plus 
f(n)=fl(n)+nf2(n)=2n*+4n étapes de dérivation. 



Exemple: 

Le tracé de w 

. Obtenir un mot réduit: 

La figure décrite 

. Rechercher un cycle majoritaire à 2: 

. Insérer une boucle décrivant ce cycle: 

. Dériver en un mot réduit: 



Complexité de  l'al ~orithme; 

La difficulté est d'estimer la recherche d'un cycle majoritaire à 2: 

Pour cela, considérons le graphe formé des segments de pic(w) et 
pondérons ses arêtes de la façon suivante: à tout segment de multiplicité 
égale à 1 (relativement à p), le poids sera (1) et à tout segment de 
multiplicité égale B 2 (relativement à p), le poids sera (-1). 

Trouver un cycle majoritaire à 2 (pour p) est équivalent à trouver un 
cycle de  somme négative dans ce graphe pondéré. D'après R.M. Karp 
[GM], nous pouvons trouver un cycle de moyenne minimale (la moyenne 
d'un cycle est la moyenne des poids de ce cycle et un cycle est de 
moyenne minimale si sa moyenne est la plus basse possible) en temps 
O(nombre de  sommets * nombre d'arêtes) = O(n2). Tant que cette 
moyenne est négative, il s'agit d'un cycle à traiter sinon le mot obtenu 
est minimal. 

Cette recherche s'effectuant au plus n fois, l'algorithme énoncé ci-dessus 
est en O(n3). + 

Le corollaire suivant est une variante de la proposition 2.1.5: 

Corollaire 2.1.13: 

Pour tout mot W E  II*, il existe un mot minimal m', dérivé de w par S ,  

vérifiant: V trp7'c(m'), mult, .( t)sl .  

Preuve: 

. Pour tout mot WC il*, il existe un mot minimal m, dérivé de w par S 
[théorème 2.1.13. En particulier, m est un mot réduit [corollaire 
2.1.31. 

. D'après la proposition 2.1.5, nous pouvons dériver m en un mot m' 

v6rifiant: Q tep?c(ml), r n ~ l ~ ~ ( t ) s l .  Par définition, m' est réduit. 

. Pour dériver m en m', nous pouvons utiliser des règles de R1 
[lemme 2.1.61. Comme RI ne modifie pas la longueur du mot, m' est 
minimal. + 



2.1.4 Parlons un r>eu des autres 

Des travaux récents et  simultanés ont abouti à des résultats 
similaires aux nôtres. Citons en particulier les travaux de 
J. F. Brandenburg & J, Dassow et de R. Gutbrod. 

J. F. Brandenburg & J. Dassow [BD] ont introduit le système de 
réécriture R suivant: 

R=Rl u R2 u R3 u R4 

avec R1 = { ac'aca + ac'c / a€ il, ca,clae B ) 
R2 = { acaba + Cb a / a€ il, ca,be B ) 
R3 = { aba 'a  + 6'ab / a€ i l ,  b,ble B ) 
R 4 =  { a b z d a +  aba / a ~ i ï ,  b,d&B) 

Il s'agit d'un système contenant une infinité de règles dont le but est de 
pouvoir transformer tout mot en un mot réduit (mais pas forcément en 
un mot minimal). Puis, ils annoncent qu'un mot minimal peut être 
calculé en temps polynômial à l'aide de l'algorithme du Plus court tour 
du postier chinois de Edmonds et Johnson [EJ]. Cet algorithme relève de 
la théorie des graphes et ne correspond pas à notre approche: dériver 
un mot minimal à partir d'un mot quelconque à l'aide d'un système de 
réécriture. 

Le système défini par R. Gutbrod [Gui, Gu21 est présenté comme un 
système de transformations T de II*. Plusieurs systèmes équivalents 
sont donnés, ne citons que l'un d'entre eux: soit w,wl,w2,w3e n* tels que 
w=w1w2w3. 

T=INC u DEC u INV u DUP 

avec INC = ( wlw2w3 + wlw2W2w2w3 ) 
DEC = ( wlw2YY2w2w3 + W ~ W Z W ~  ) 
INV = ( ~ 1 ~ 2 ~ 3  + wlW2w3 / W ~ E  lB ) 
DUP = ( ~ 1 ~ 2 ~ 3  + w l w 2 ~ 2 ~ 3  / w ~ E ~ B  ) 

Ce système ressemble beaucoup à notre système de réécriture S et 
R. Gutbrod établit un certain nombre de résultats identiques aux nôtres: 
il définit un algorithme pour rechercher une description minimale. 
Cependant n'ayant pas introduit la notion de mot réduit, l'algorithme 
s'attaque directement aux cycles à "améliorer" sur des mots 
quelconques: ce procédé est plus coûteux. 



Dans la suite, nous nous intéressons en particulier à deux 
transformations introduites par R. Gutbrod: 

Ces transformations ne conservent plus les figures décrites mais nous 
permettent d'obtenir des mots ayant les mêmes figures de base que le 
mot initial (indépendamment des points de départ et d'arrivée). 

2.1.5 Ouelaues mots concernant les figures de base 

Notre étude est essentiellement axée sur les figures décrites avec 
les points de départ et d'arrivée fixés. Il peut être cependant intéressant 
de signaler que nous pouvons obtenir une description encore plus courte 
que la précédente si nous nous autorisons le choix des points de départ 
et d'arrivée de la figure. 

Exemple: 

un mot quelconque un mot minimal un mot minimal 
(figure décrite) (figure de base) 

Les mots de figure sont maintenant encadrés par le symbole "#" pour 
restreindre l'usage des règles que nous ajoutons, S6 et S7, aux seuls 
facteurs droits et gauches du mot à dériver (ces règles sont inspirées 
des transformations T6 et T7 de R. Gutbrod): 

Remarque: 

. Les règles S6 et S7 conservent les figures de base. 

En considérant le système de réécriture Sbas= S u S6 u S7, nous pouvons 
étendre certains résultats établis pour les figures décrites aux figures de 
base. 



Pour tout mot w ~ # l 7 * # ,  l'ensemble des mots dérives de w  par Sbas est 
l'ensemble des mots de #IT*# ayant la même figure de base que W .  

Preuve: 

. Puisque le système Sbas conserve les figures de base (le système S 
conserve les figures décrites, il conserve 2 fortiori les figures de 
base), nous avons: 

. Considérons t'ensemble de  toutes les figures ddcrites correspondant 
à la même figure de base bpic(w). Chacune de ces figures peut être 
decrite par un mot dérivé de w à l'aide des règles S6 et S7: 
le théorème 2.1.1 nous permet de conclure.+ 

Corollaire 2.1.15: 

Pour tout mot w c # n * #  de longueur n, le mot w se dérive en un mot 
minimal au sens des figures de base par S ,  avec O(n4) étapes de 
dlrivation. 

Preuve: 

I l  suffit d'appliquer l'algorithme suivant: 

Posons n= 1 w 1 . Pour chaque mot obtenu en faisant varier les points de 
départ et d'arrivée du tracé à l'aide des règles S6 et S7 ((n-1)2 mots 
possibles), nous calculons un mot minimal comme au corollaire 2.1.13 et 
nous retenons l'un des plus courts.+ 

Remarque 2.1.16: 

Dans te système Sbos ,  la règle R2' n'est plus ntcessaire: 
elle peut être simulée par les autres règles de S b a s .  



Preuve: 

Soit w=#wlaw2# avec WI ,WZE ï ï  * et a€ n.  Nous pouvons remplacer la 
dérivation w=#wlaw2# *,#w la%a w 2 #  par la suite des dérivations 

R2 
suivan tes: 

Nous venons d'étudier un système de réécriture S dont le but est de 
conserver les figures décrites. Ce système est puissant dans le sens où il 
permet d'obtenir tous les mots décrivant la même figure et en 
particulier, tous les mots minimaux. Nous pouvons facilement nous 
convaincre que tous ces résultats sont encore valables si nous ajoutons 
d'autres déplacements élémentaires du plan et la généralisation à la 
troisième dimension ne semble pas poser de problèmes. 

En contrepartie, le fait que le système S permette de nombreuses 
manipulations sur les mots peut modifier certaines propriétés. En effet, 
nous nous intéresserons davantage à des langages de mots de figure 
qu'à des mots isolés et  malheureusement, le système S ne conserve pas 
la rationalité du langage. En effet, soit Im,(L), l'ensemble des mots 
dérivés par S du langage rationnel L=r*. Nous avons: Im,(L) n r-r* = 
{ rifirk / j'i et jl;k ). Cette intersection n'est pas un langage algébrique, 
par conséquent Im,(L) n'est ni algébrique, ni rationnel. 

Etudions une situation intermédiaire: un système de réécriture restreint 
permettant de diminuer la longueur des mots de figure (mais pas 
forcément de les minimaliser) tout en conservant la rationalité du 
langage. 



Ce système permet de dériver un mot de lï* de façon à éliminer les 
aller-retours redondants de celui-ci: après chaque dérivation, le mot 
obtenu est strictement plus court et décrit la même figure que le mot 
initial. Nous montrons que ce système est confluent: deux mots dérivés 
d'un même mot ont un descendant commun. Dans ce cas, le mot 
irréductible, dérivé d'un mot w de  Ii * quelconque, est u n i q u e  
(indépendant de  l'ordre des dérivations). 

2.2.1 Historiaue 

Le  système de réécriture Sred={ aZ+& / ae II ) a été introduit par 
H.A. Maurer, G. Rozenberg & E. Welzl [MRW]: il efface deux lettres 
consécutives d'un mot w~ II* qui représentent un aller-retour. 
(Un aller-retour est un mot de la forme aa avec a€ II). 

Exemple: w=rï?uTÜurü 

Les mots dérivés de w sont: 

ini 

4 _O O--. 

ru-niurü r u a 0  r u ü  r 

Les figures associées sont: 

Remarque: Ce système ne conserve pas les figures: le point d'arrivée 
de  la  figure est inchangé au cours des dérivations mais certains 
segments peuvent ne plus être engendrés. Cette réduction peut être 
utilisée dans l e  cas particulier où seul le point d'arrivée de la figure 
nous intéresse, indépendamment du parcours. 



Rappelons les deux résultats bien connus suivants [Bm, MRW]: 

Le système Sred  conserve la rationalité: 

Pour tout langage rationnel L c ï I * ,  Imsred(L) est un langage rationnel. 

Le système Sred  est confluent: 

Pour tout mot W E  II*, Imsred(w) contient un unique mot sans aller-retour. 

Ces résultats nous intéresseraient davantage si le système S r e d  
conservait les figures. Dans cette optique, F. Hinz a défini un système de 
réécriture qui ne modifie que les facteurs qui induisent des aller- 
retours redondants. 

Le système de réécriture Sr-red= ( xXx+ x / XE lï + ) a été défini par 
F. Hinz [Hi2]: il remplace un aller-retour redondant en un aller simple. 
(Un aller-retour redondant est un mot de la forme xXx avec XE ïI+, 
l'aller simple correspondant est le mot x). 

Exemple: w=rfiuiüur%- 

Les mots dérivés de w sont: 

La figure associée est: 

Remarque: Contrairement au système précédent, seules les lettres 
engendrant des passages superflus sur des segments peuvent être 
effacées: le système Sr-red conserve les figures décrites. 



F. Hinz [Hi21 a démontré à l'aide des automates boustrophédons que le 
système Sr-red conservait la rationalité: 

Pour tout langage rationnel Lcn*, Imsr-,,AL) est un langage rationnel. 

Nous complétons son étude en montrant que: 

Pour tout mot w ~ n * ,  
I m S r - , . , J ~ )  contient un unique mot sans aller-retour redondant. 

2.2.2 De fausses ressemblances 

A première vue, ce problème d'unicité ressemble à des résultats 
déja connus. Il est vrai que certains énoncés sont proches mais aucun 
d'entre eux ne permet de conclure positivement (au moins parmi ceux 
que nous avons étudiés). Le résultat que nous Ctablissons n'est pas 
spécifique aux langages de mots de figure et s'énonce plus généralement 
ainsi: 

Soit A, un alphabet et A={a 1 a€ A ), une copie de A telle que A n A = 0 .  

Nous désignons par w+W, l'anti-isomorphisme défini par: 

e t  Wa=a* si ae (AuA) et we (AuA)*; 

par a, la congruence engendrée par la relation { (xjcx,~) / XE (AuLi)+); 

et par [w],, l'ensemble des mots congrus à w modulo a. 

Théorème 2.2.1: 

Pour tout mot we ( A u x ) * ,  il existe un et un seul mot a ( w ) ~  [w],, 
qui ne contienne aucun facteur de type xxx avec xc ( A  UA-)+ .  

Remarque: Quelle que soit la façon dont nous appliquons la relation 
( ( x ~ , x )  / XE (AuA)+)u{(x,x~x) 1 XE ( A u A ) + }  à un mot wr  ( A u  A)* pour 
obtenir un mot sans facteur de type xjlx avec XE (AuLi)+, ce mot sera 
toujours le même. Nous dirons que ce mot est i r r tduc t ib le  pour a et 
nous le  noterons a(w).  



Quelques comparaisons avec des résultats connus: 

Pécuchet a montré le résultat suivant ([Pt?], lemme 4.1): 

Soit o la congruence engendrée par la relation ( (xjor,x) / XE A+uA+). 

Pour tout mot w c  ( A  UA)*. il existe un et un seul mot o ( w )  E [ w ]  ,, 
qui ne contienne aucun facteur de type xxx avec x € A + u A + .  

Dans cet énoncé, le facteur x est formé soit de lettres de A, soit de 
lettres de A. Pouvons nous en déduire le théorème? 

. Soient al et al, deux éléments de A, et w=aliï2a2iïlalif2, un mot de 
A*. Le mot w est irréductible pour o mais ne l'est pas pour a (en 
choisissant x=a1Z2). Le lemme de Pécuchet ne peut pas s'appliquer 
directement à notre problème: le facteur x doit pouvoir contenir des 
lettres de A et des lettres de A. 

. Considérons maintenant l'alphabet B=AuA et appliquons le lemme 

de Pécuchet aux alphabets B et 8, sa copie disjointe. Pour faire la 
jonction avec le résultat que nous cherchons à établir, nous définissons 
un morphisme t) de BUS vers B de la façon suivante: pour tout a€ B , 
@(a)=a et $(H)=â. Ainsi, pour tout mot ws B*, @-'(w) contient 2 l mots de 
(BUS)*: en effet, pour chaque lettre a de w, $-'(a) peut prendre deux 
valeurs différentes. D'après le lemme de Pécuchet, pour chaque mot 
V E  @-l(w), il existe un unique mot G(V)E [VI= ne contenant pas de facteur 

du type xjUr avec xc B + W ~ + .  Malheureusement, les mots de @-l(w)  ne 
fournissent pas tous le même mot irréductible et par conséquent, notre 
probléme n'est pas résolu. 

Illustrons ces propos par l'exemple suivant: Soit B=(r,u]u (l,d), un 
alphabet (par souci de clarté, nous notons A=(l,d) la copie disjointe de 
A={r,u)) et w=udulrdudul, un mot de B*. L'ensemble $-l(w) contient en 
particulier les mots vl= u üulrdudul et v2=udulbddul qui nous donnent 
de façon unique les mots o(vl)=ulrdudul et o(v2)=udul ne contenant pas 
de facteur de type xXx avec xeB+uB+. Comment en déduire que le mot 
irréductible pour a est a(w)=ul? 



Le  monoïde inversif libre sur un alphabet A utilise une congruence 
.r dont la définition est proche de la congruence a. Pouvons nous utiliser 
des résultats de cette théorie? 

Le monoïde inversif libre sur A est le monoïde quotient FIA=(AuA)*/7 
avec 2, la congruence engendrée sur (AULX)* par la relation: 

{ (ax,x) / XE (AuA)+)u(  (xzy p,yyxx) / x , y ~  (AULX)+ ). 

Malheureusement, nous nous apercevons que les modifications 
qu'engendrent la relation { (xzy y,ypxX) / x,ye (AuA)+ ) , permettent de 
transformer un mot irréductible pour a en un mot qui ne l'est plus. Par 
conséquent, pour tout mot WC ( AuA)*, [w], peut contenir plusieurs mots 
irréductibles pour a. 

Prenons par exemple l'alphabet A=(r,u) et le mot w=uuüüurï%. Ce mot 
est irréductible pour a mais ne l'est pas pour T: en appliquant la relation 
(üurT,r-nlu) à w, nous obtenons le  mot uuürfüuü qui n'est plus 
irréductible pour a. 

Comme nous n'avons pas pu déduire le théorème de résultats existants, 
donnons-en une preuve directe. 

Pour prouver ce théorème, il suffit de montrer que le système 
Sr-red=( XXX+X / XE (AULX)+ } est confluent. En effet, un cas tout à fait 
similaire a été étudié dans [Bj] et voici le raisonnement: 

Si Sr-red est un système confluent, nous savons que ( [ ~ j ] )  : 
X,YE (AuA)* ( X E  [yIa 3 WE (AuA)* / WE ImSr-red(~) et WE ImsWed(y) ). 

Supposons que pour we(AuA)*,  il existe deux mots irréductibles wl et 
w 2 appartenant à [w],. En particulier, nous avons w l €  [w2Ia et nous 
pouvons en déduire qu'il existe W'E ( A u A ) *  tel que W'E I m S r - r e d ( ~  1) et 
W'E ImSr-red(~2) .  Comme wl et w2 sont irréductibles, nous en concluons 
que wl=wr et wl=wZ: par conséquent, wl=w2. 

La preuve de  la confluence n'est pas compliquée mais elle nécessite de 
distinguer de  nombreux cas et d'effectuer beaucoup de calculs. Les 
définitions et les propriétés concernant les systèmes de réécriture sont 
issues de IJa]. 



Un système de  réécriture est c o n f l u e n t  s'il est n o e t h t r i e n  (pas de 
dérivation infinie) e t  localement confluent (deux mots dérivés d'un 
même mot par une dérivation de longueur un, ont un descendant 
commun). Dans ce cas, la forme normale d'un mot quelconque par ce 
système est unique. 

Le  système S r - r e d  est noethtrien: la longueur du mot décroît 
strictement à chaque étape de dérivation. 

Le système Sr-red est localement confluent: 

Preuve: 

Soit w€(AuA)*  e t  supposons que w contienne deux aller-retours 
redondants. Appelons wl ,  le mot dérivé de w obtenu en détruisant 
l'un des aller-retours redondants et w2, le mot dérivé de w en 
détruisant l'autre. Nous devons montrer qu'il existe un mot 
me(AuA)* que nous pouvons dériver indépendamment de wl ou de w2 
( m e  Im Sr , , , d (~  1)nIrn S r - , e d ( ~  2)). Pour cela, traitons les différents cas de 
chevauchement possibles entre les deux aller-retours redondants. 

Nous pouvons supposer, sans restreindre le problème, que les deux 
aller-retours redondants, notés xXx et z%z avec x,ze (AuA)+  vérifient 

1 x 12 1 z 1 .  Posons w=ulxXxu2=vlz~zv2 avec u l , u ~ , v 1 , v 2 ~  ( A u A ) * ,  
W 1 = U  ~ X U Z E  I m S r - r e d ( ~ ) ,  W ~ = V  1 Z V ~ E  I m S r - r e d ( ~ )  et montrons qu'il existe 
toujours un mot mE I m S r - r e d ( ~  1)nImSr-red(~2) .  

Quelques propriétés et quelques notations utilisées dans la suite: 

Lemme 2.2.2: 

Soient v, vl, ze(AuA)*. 
( 1 )  Si vl E FG(v) alors ve lmsr~red(vlJIv) et Se ImSr.red(w 1 VI) 
(2 ) Si V E  FG[(zz)*] alors 2% ImSr.red(zZ~ S) et z 2 ~  lmS,.red(v~fi) 
( 3 )  Si v=P alors il existe V'E (A UA)* tel que vV#=v 

Notations: 

. Nous décomposons les facteurs x et z ainsi: 
x=x1x2, z=z1z2=z3z4=z5z6 avec xl, x2, zl, z2, 23, z4, z5, Z6E (AuA)*. 

. Nous indiquons par wS1w', le fait qu'en appliquant la propriété (i) 
du lemme précédent à w, nous en déduisons que W'E Imsr - red(~) .  

. Un facteur d'un mot est en caractère gras s'il est remplacé par un 
facteur équivalent. 



Les différents cas: 

. Les deux aller-retours redondants sont disjoints: nous avons 
w=ulxioryzZzv2 avec y€ (AuA)* et nous en déduisons facilement que 

m=u I X Y Z V ~ E  ImSr , r ,d (~  l ) ~ I m S r _ , e d ( ~ 2 )  (le cas w=vlz ~ z y x ~ x  u est 
similaire). 

. L'aller-retour redondant zZz est un facteur de x (ou jr): nous avons 
1 4  1 4 1-4- W = U ~ X ~ Z Z Z X ~ X ~ Z Z Z X ~ X ~ Z ' ~ Z ' X ~ U ~  avec zl=z (ou zl=Z) et nous en 

déduisons facilement que ~ = u ~ x ~ z ' x ~ u ~ E  ImSr~r,d(wl)nImSr~red(w2). 

. Pour les autres cas, nous distinguons deux catégories de 
chevauchement: zZz est un facteur de xjrx ou il ne l'est pas. 

Dans ce cas, nous montrons un résultat plus fort: nous pouvons toujours 
dériver wz en wl, c'est-à-dire nous pouvons choisir m=wl. 

Nous supposons que le facteur zZz se trouve dans la partie gauche du 
facteur xXx. La preuve est exactement la même pour les cas 
symétriques. 

- 
z z z  

I I lz1 zzl - 1 x i  X Z I I 

Dans ce cas, x=x1zZz1=x2Z2. 
Nous avons w=ulxXxu2=u lxlzZzlxXu2 et w2=u lx lzlXxu2=ulx1~1Z1~ZX1~~2, 
nous en déduisons: w2=u I ~ l ~ I P l z Z Z l ~ ~ 2  U ~ X ~ Z ~ ~ X U ~  U ~ X U ~ = W  l. 

- 
z z z  

Dans ce cas, x=xlzl=x2~zZ2. 
NOUS avons w=ulxRxu~=ulxz2ZzK2xu2 et w~=ulxz2%2xu2=ulx2ZzZ2z~2xu2, 
nous en déduisons: U ~ X Z F Z X ~ X U ~  (?) u1xu~=w1. 



uW3.2 zZze F(xQ (excepté le cas a.1) 

Z Z Z  

1 Z2 ,Z l '  
- - 

1 X I  l 1x2 X1 1 I 

Dans ce cas, x=xlzZ2=x lx2Zzl. 
Suppos  ons 1 z 1 1 s 1 2 2  1 (l'autre cas est similaire) et posons z ~ = c z ~ ,  
CE (Au&*. Puisque xlz Z2=x lx2Zz 1 et Z2=Cz l,  nous avons zë=x2Z et ainsi 

1 c 1 = 1 x2 1. Sachant que 1 c 1 s 1 22 1 S 1 z 1 , nous avons X ~ E  FG(z) et ce FG(z): 
par conséquent, x~=c.  De plus, x2e FG(z) * x2€ FG(z1z2) X ~ E  FG(z1Zlx2) 
XZE FG[(zlZ1)*]. 
Nous avons w=ul x Xxu2=ulxlzZ2Zl~~B, x u et w2= u l x  l z  x - ~ % ~ x u ~ =  
uIxlz1Zlx2X2XI x u 2 ,  nous en déduisons: w2= u 1 x z l  flx2X2Xl x u 2 A2) 

(1) U1X~z1Z~qxu2 j u1xu2=w1. 

GBUL3L ZZ~E F(xilx) (exceptés les cas a.1 et a.2) 1 
l 

Deux chevauchements sont possibles: 

Dans ce cas, X = X ~ Z ~ = Z ~ Z Z ~ = Z ~ X ~ .  
Nous avons w=ulxXxu2=ul~z2Zz3~4~2~2 et w 2 = ~ 1 ~ ~ 2 ~ 2 ~ 2 = ~ 1 Z ~ ~ ~ ~ 2 ~ 2 ~ 2 ,  
nous en déduisons: w2= u L3zZ2z2x 2u 2 ul f3zx2u2=u l Z 3 ~ 3 ~ q x 2 u 2 =  

(1) u1Zjz3xu2 j u1xu2=w1. 

Dans ce cas, x=x1zZ2=Z3zl=z4x2. 
Nous avons x=xlzlz2~2=~3zl :  par conséquent 1 ~3 1 2 1 xl 1 et nous posons 
Z3=xld, d~ (AuA)*. Puisque x = x l z ~ 2 = x l z 3 z 4 t 2 = x l ~ z 4 f 2  et x=z3zl=xldzl, 
nous avons d=à et en appliquant la propriété (3) du lemme 2.2.2, nous 
savons qu'il existe d ' ~  (AuA)* tel que d=dld' (notons que xld'€ FG(x)). 
NOUS avons w=ulxXxu2=ulxlz~Zlz3x~2 et w2=ulxlz3x~2=u1~ld'a'~lxu2, 
nous en déduisons: w2=u lxld'a'xlxu2 3) ul  xu2= w 



Nous supposons que le facteur z u  chevauche la partie droite du facteur 
x-. La preuve est exactement la même pour les cas symétriques. 

Ainsi, le facteur commun aux deux aller-retours redondants, noté fcom, 
vdrifie fcomc FD(xB)nFG(zzz). Pour chaque chevauchement possible, 
nous trouvons un mot m t  Imsr-red(w l)nImsr-red(w2). 

Trois chevauchements sont possibles: 
- 

z z z  
I 1 1 X 1 1 ziIzd 1 I - 

X X X 

(1) Dans ce cas, x=xlzl. 

z z z  
1 I 1 xi 1 zzlz1I I 

- - 
- 

(2) Dans ce cas, x=xlzZ2. 
- 

z z z  
I I 1 xi1 I 121 221 - 

X X X 

(3) Dans ce cas, x=xlzul.  

Nous avons w=ulx Xxu2=vlzZzv2=ulx~xlz~ v 2 et nous obtenons 
w l = u l x l z ~ v 2  and w2=u1xIUlzv2. Posons m=u1x1zv2. 

Nous avons w l = u l x l z ~ z v ~  3 u1x1zv2=m. 

Pour montrer que mE Imsr.red(w2), nous devons distinguer les trois cas: 

(1) Nous avons wz=u lx X x l z v ~ = u l x X x ~ z ~ z ~ v ~ = u l x X x  z 2v 2 et nous en 
(1) ddduisons: w2=ulx&z2v2 -, u1xz2v2=u lx l z ~ z ~ ~ ~ = ~ ~ ~ ~ z v ~ = m .  

(2) Nous avons w2=u1x ~ l z ~ 2 = ~ l ~ l z Z 2 z 2 Z X 1 ~  zv2 et nous en déduisons: 
(1) (1) w2=u lx1zZzz2Z"lxlzv2 -, U ~ X ~ Z W ~ X ~ Z V ~  + U I X  I Z V ~ = ~ .  

(3) Nous avons w2=u Xxlzv2=ul~l~WlZl~ZXl x z v 2 et nous en 
dtduisons: w 2 = u l x l z ~ l ~ ~ z ~ X l x l z v 2  9 ulxlz~zZXlxlzv~ 9 u l x l z ~ ~ x l z v 2  3) 
u1xlzv2=m. Donc, me Imsr-red(w2) 



Trois chevauchements sont possibles: 

- 
X X X 

(1) Dans ce cas, x = Z ~ X ~ = Z ~ Z ~ .  

(2) Dans ce cas, x=Zlx2=z2Zz3. 

(3) Dans ce cas, x=z2Zx2=Z1z3. 

NOUS avons w=ulx jlxu2=v lzZzv2=u lxX2zZzv2. 

four (1) et (2), nous avons w=ul x X2zZzv2=u lxR~zlz2ZZv2=u 1xXz2Zz v 2 et 
nous obtenons wl=u 1 ~ 2 Z Z ~ 2  et w2=u lx jCz2v2. 

(1) Soit m=ulz2Z2z2v2. Pour prouver que m i  1 m s r - r e d ( ~  l ) n I m S r - r e d ( ~  2)> 
nous montrons que Z~EFG[(Z~Z~)*] et Z1€FG[(z2Z2)*]. 
Si 1 z4 1 > I z2 1 ,  nous posons E4=z2c avec c i  (AU A)*. Puisque z1z2=z3z4 et 
Z4=Z;lc, nous obtenons zl=z3c. Comme Z1x2=z2Z4, z1=z3c et z4=z2ë, nous 
avons Cz3x2=z2Z2ë et nous en déduisons: Ce FG(z2z2c) ciFG[(z2Z2)*] -. 
Z4 E F G [ ( ~ ~ Z ~ ) * ] .  Si 1 z4 1 5 1 z2 1 , nous avons evidemment Z4iFG(z2). 
De là, nous concluons que x=z2z4~FG[(z2Z2)*] et puisque ZleFG(x), nous 
obtenons ZI6 FG[(z2ZZ)*]. 
Nous avons w l = u  l z 2 ~ z v 2 = u l ~ 2 f 2 ~ 1 ~ I ~ 2 ~ 2  A*) u1 z ~ ~ ~ ~ ~ v  2=m e t  

(2) w~=u1xXzZvZ=u 1 ~ 2 Z 4 ~ q G Z 2 V 2  u1z2Z2z2v2=m. 

Imsr-red(~ 1lnImsr-red( ~ 2 )  

(2) Soit m=wl=ulz2Zzv2. Nous montrons seulement que m i  ImSr - red(~2) .  
Nous avons w 2 = u l x  ~ 2 v 2 = u l z 2 Z z 3 ~ 3 z ~ z z 2 ~ 2  4') u 1 ~ 2 ~ ~ 2 z 2 v 2  Al) 

u ~ z ~ ~ z v ~ = ~ .  Donc, III=WIE ImSr-red(~2) .  



Pour (3), nous avons w=ul x X2zZzv2=ulx~2z Z2Zlzv2=u1xXZ1 zv  et nous 
obtenons wl=u l&lzv2 et w2=u lx x2zv2. 

(3) Soit m=wl=ul~lzv2.  NOUS montrons seulement que mE ImSr- red(~2) .  
Puisque z2Zx2=Zlz3 et 1 z l  1 a 1 z2z 1 , posons z3=cx2 avec CE (AuA)*. NOUS 
obtenons z2Zx2=Zlcx2 a z2z4Z3x2=Zlcx2 = z2z4Z2ë=Zlc. Par conséquent, 
nous avons c=c et en appliquant la propriété (3) du lemme 2.2.2, nous 
savons qu'il existe C'E (AuA)* tel que c=clc' (notons que Z2c1cFG(X)). 
Nous avons w2=u x ~ z v ~ = u ~ x ~ ~ z ~ z ~ v ~ = u  1 ~ ~ 2 ~ ' ~ ' ~ 2 z 4 v  2 $1 ul x Z ~ V  2 et 
u ~ x z ~ v ~ = u ~ ~ z ~ z ~ v ~ = u ~ ~ ~ z v ~ = ~ .  Donc, m=wl€ ImSr-red(~2).  

Case IfcomI> 21x1 

Dans ce cas, x=xlzl=z4Z2=Z3z5. 

NOUS avons w=ulx ~ ~ ~ U ~ = V ~ Z Z Z V ~ = U ~ X X X Z ( , V ~ = U ~ X ~ Z Z Z V ~  et nous obtenons 
W l = U l X Z 6 V 2  et w2=u1x1zv2. Posons m=ulz4v2. 

Si 1 z3 1 > 1 z4 1 , nous posons Z3=z4c avec CE (AvA)*. Puisque z4Z2=Z3z5 et 
Z3=z4c, nous obtenons Z2=cz5. Comme z1z2=z3z4, Z2=cz5 et Z3=z4c, nous 
avons zl%ëe4z4. Par conséquent: 
z lZ5cq4z4  *cz5Z1=Z4z4c CE FG(Z4z4c) 3 CE FG [(Z4z4)*] 3 Z ~ E  FG[(z4Z4)*]. 
Si 1 z3 1 5 124 1 , nous avons évidemment 25, s FG(z4). 
De là, nous concluons que Z=Z4Z3~ FG[(Z4z4)*] et puisque Z ~ E  FG(Z), nous 
obtenons z2c FG[(Z4z4)*]. 

NOUS avons w ~ = u ~ X Z ~ V ~ = U ~ & ~ Z S Z ~ V ~ = U  l ~ 3 ~ 3 ~ 4 ~ 2 .  

Si 1 z3 1 S 1 z4 1 alors wl=u 1 ~ 3 ~ 3 ~ 1 ~ 2  4) u1z4v2=m, sinon wl=u l~3z3z4v2  
(2) (1) = u ~ z ~ c ' ~ ~ z ~ z ~ v ~  j U ~ Z ~ Z ~ Z ~ V ~  + u1z4v2=m. Donc, m Imsr-red(w1). 

NOUS avons w ~ = u ~ x ~ z v ~ = u ~ x ~ z ~ z ~ v ~ = u ~ z ~ Z ~ Z ~ V ~ .  
Si 1 z2 1 s 1 z4 1 alors Z2c FG(Z4) et w2= u l z 4 ~ 2 z 2 ~ 2  3) u1 z4v 2=m, sinon nous 
posons Q=Z4d avec de  FG[(z4Z4)*] et nous obtenons w2=u 1 ~ 4 Z 2 ~ 2 ~ 2 =  

(2) u ~ z ~ T ~ ~ ~ z ~ v ~  -) u ~ z ~ T ~ ~ ~ v ~  (S) u1z4v2=m. Donc, m E ImSr-red(~2).  

Par conséquent, le système Sr-red est localement confluent.+ 

Fin de la preuve du thtoreme.+ 



Chapitre 3: 

FIGURE TRACEE AVEC POSSIBILITE DE 

LEVER LE CRAYON 

1 - Quelques définitions complémentaires 

2 - Le système de réécriture S' 

2.1 Présentation du système S' 
2.2 Le système S' est complet 
2.3 Pas de système fini 
2.4 Méthode de simplification 

3 - Le cas particulier des figures connexes 

3.1 Quelques définitions 
3.2 Une inégalité 
3.3 Caractérisation d'un mot minimal de n'* 
3.4 Relation entre la longueur d'un mot minimal et 

sa figure de base 





Chapitre 3: 

Figure tracée avec possibilité de lever le crayon 

Pour simuler le lever de crayon dans un mot de figure, nous 
ajoutons quatre lettres "blanches" à notre alphabet. Elles permettent de 
déplacer le crayon d'une unité dans chaque direction du plan sans trace. 

Cette extension a un double objectif: 

l 
Décrire des figures non connexes: 

l - 

Optimiser la description des figures connexes: un mot minimal pour 
décrire la lettre "m" est plus court si le déplacement en mode levé est 
autorisé (représenté par une ligne pointillée). 

Dans un premier temps, nous introduisons un système de réécriture S' 
défini sur ce nouvel alphabet II'. Nous montrons que ce système (qui 
conserve les figures décrites) est complet: il permet, à partir de tout mot 
W E  ri'*, de dériver tous les mots décrivant la même figure. Nous 
6nonçons une méthode pour dériver tout mot de ri'* en un mot plus 
court: malheureusement, nous n'obtenons pas de description minimale 
dans le cas général. C'est pourquoi, dans un second temps, nous nous 
limitons aux figures connexes pour lesquelles nous savons reconnaître 
les mots minimaux de Il'* et estimer leur taille. 



3.1 Quelques définit ions complémentaires 

Toutes les définitions du chapitre 1 s'étendent naturellement à 
l'alphabet II'. Nous précisons simplement quelques nouvelles définitions. 

Posons II b={ rb, Ib, ub, db)={ rb, Tb, ub, üb), l'alphabet dual de Iï 
engendrant des déplacements unitaires sans trace et notons II1=nulib. 
Nous dirons qu'un segment est parcouru de manière visible par une 
lettre de Il et de manière invisible par une lettre de IIb. 

Pour tout mot WC II'* (voir 5 1.2 pour plus de précisions): 

. Le tract du mot w, tr(w), est la suite des segments orientés 
parcourus de manière visible ou invisible par W. 

. La figure associte au mot w, pic(w) (picture), est l'ensemble des 
segments parcourus au moins une fois de manière visible par W. 

Nous notons segb(w), l'ensemble des segments parcourus 
uniquement de manière invisible par W. Plus formellement, nous 
définissons les opérateurs pic et segb sur Il'* ainsi: 

. ki we Il1*, Q a€ ilb, pic(wa)=pic(w) 
e t si [N,N']e pic(w) alors segb(wa)=segb(w) 

sinon segb(wa)=segb(w)u { [N,N'] ) ; 

où N et N' sont les noeuds de coordonnées e(w) et e(wa). 

. La figure dtcrite par w, dpic(w) (drawn picture), est caractérisée 
par le couple: 

dpic(w)=( pic(w) , e(w) ). 

Exemple: w=uurbüfTbu 

Le tracé de w La figure décrite 

avec pic(w)={ ~0.0 ,  ~0 .1 ,  ~1 .1 ,  hosi, v l , ~ )  et segb(w)={ h0.2) 



Remarque: F. Hinz et E. Welzl ont étudié certaines propriétés des 
langages de mots de figure avec lignes invisibles [HW]. Ils ont opté pour 
un alphabet différent: les quatre lettres de lï et deux symboles 
actionnant le lever et  l'abaissement du crayon. 

. Une boucle  est un mot de II'* dont le tracé est une courbe fermée 
(le point de départ et le point d'anivée sont confondus). 

B=( b~ II'*/ e(b)=(O,O) ) est l'ensemble des boucles de II1*. 

Note: V a€ ïI, e(ab)=e(a). 

. La multipl ici té  d'un segment s relative au mot w de Il1*, mult,(s), 
est le nombre de  passages (visibles ou invisibles) sur ce segment 
lors du tracé de W. 

. Un mot WE l i t *  est r é d u i t  si chaque segment de la figure est 
parcouru au plus deux fois (de manière visible ou invisible) par w: 

( w est réduit ) e ( V sa pic(w) u segb(w) mult,(s)~2 ). 

. Un mot we II '* est o p t i m a l  si chaque segment de la figure est 
parcouru au plus une fois de manière visible par W. 

. Un mot WE II'* est minimal s'il n'existe aucun mot strictement plus 
court décrivant la même figure que w: 

( w est minimal ) w ( ( W'E II1*/ dpic(w)=dpic(wl) et (wq(<Iw 1 )=0 ) 

Remarque: En général, il existe plusieurs mots réduits, optimaux et 
minimaux décrivant une figure donnée. 

Exemple: Les mots wl, w2, w3 et w~ décrivent la même figure: 

wl=uriburübfb w 2 = u u r N r i  w3=uurÜbr w4=urubTÜ 
non réduit réduit  réduit  réduit  

optimal non optimal optimal optimal 
non minimal non minimal minimal minimal 



3 .2  Le système de réécriture S' 

3.2.1 Présentation du svstème S' 

Le système S' est caractérisé par 6 ensembles de règles de réécriture: 

avec S l = { b + 6  / b € B )  
S 2 =  {a+ aab / a ~ n  ] 
S 2 ' = { a b +  aa l a e n )  
s3=(ab&,-& / a b € n b )  
S3' = { & + abab / ab€ nb ) 
S4 = { abatb + a'bab / ab,atba ï ïb  ) 

Illustrons ces transformations à l'aide d'exemples: 

Remarques (explicitées au 5 2.1.1): 

. Toutes les règles de S' conservent les figures décrites. 

. Le système S' contient un nombre infini de règles: notons que seul 
l'ensemble S1 n'est pas borné. 

. Pour tout mot WE II'*, Im,~(w) contient une infinité de mots. 

. Le système S' est symétrique. 

Notation: 

. Dans la suite, l'expression "la règle S I"  signifiera "une règle de 
l'ensemble de règles SI". 



Définition: 

. Pour tout WC II'*, wb est le mot obtenu à partir de w en remplaçant 
toutes les lettres de II par les lettres de IIb correspondantes. Plus 

1 

formellement, wb=h(w) avec h, I'homomorphisme défini par: 
V a€ II, h(a)=ab et V ab€ IIb, h(ab)=ab. 

Les règles suivantes peuvent être obtenues en composant des règles 
de S'. Nous regroupons ces règles par affinité (ressemblance ou 
symbtrie) et nous les appelons transformations. 

De SI, S2 et S2', nous obtenons: 

aca 
1 
1 

Preuve: 

Tl: aca o aâë o aâbC o acab. 
S 1 S2.S2' S 1 

o abaë ¢$ abca. + 
S 1 S 1 

aba 

Preuve: 

T2: a b a  o 'abiia K B a%bab U ,aâbabbab W ,ab% o a b 6 à o  abb%.+ 
S3,S3 b ~ l  S2,S2 S3,S3 S 1 S 1 

Les transformations Tl  et T2 permettent de rendre visibles ou 
invisibles les passages multiples sur un segment parcouru au moins une 
fois de manière visible. Nous en déduisons le lemme suivant: 

Lemme 3.2.1: 

Pour tout mot w ~ l ï ' * ,  il existe un mot optimal, derive de w par S: 



De S3, S3' et S4, nous obtenons: 

Preuve: 

Si bbe n II b* aiors bb est composée uniquement de lettres de II et 
contient autant de rb que de Tb et autant de ub que de üb. A l'aide de S4, 
nous faisons commuter les lettres de façon à les regrouper en couples 
(rb,Tb) et (ub,üb) et nous les détruisons à l'aide de S3. Nous procédons à 
l'envers pour la réciproque. + 

La transformation T3 permet de détruire ou d'insérer des boucles 
"blanches" dans un mot de II1*. 

De S', nous pouvons également déduire les deux transformations 
suivantes: 

T 4 =  { aifat, a / a e I I 1 )  
T5 = { b b o  b / b ~ B ]  

Preuve: 

Nous en déduisons que le système S (du chapitre 2) peut être simulé à 
l'aide des régles du système S'. Par conséquent, pour tout mot WE n'*, si 
nous considérons les segments de segb(w) fixés (en prenant 
dpic(w)=( pic(w)usegb(w) , e(w) ) ), nous pouvons appliquer l'algorithme 
du corollaire 2.1.12 pour dériver w en un mot minimal. Mais la difficulté 
est justement la suivante: Comment choisir judicieusement les segments 
parcourus de manière invisible? 



3.2.2 Le svstème S' est c o m ~ l e t  

Nous 
tous les 
l'ensemble 

montrons qu'à; partir d'un mot WE Il1*, nous pouvons dériver 
mots décrivant la même figure que w (indépendamment de 

des segments parcourus en mode levé). 

Pour tout mot W E  17'*, l'ensemble des mots dtr iv ts  de w par S' 
est l'ensemble des mots de 17'" dbcrivant la même figure que W. 

Preuve:  

. Puisque le  système S' conserve les figures décrites, nous avons: 
ImSl(w)c ( VE il'*/ dpic(v)=dpic(w) ) . 

. Pour la  réciproque, il suffit de  montrer que si deux mots wl et w2 
de II1* décrivent la même figure, alors wl se dérive en w2 par S'. 

Soient deux mots de  ri1*, wl et w2, décrivant la même figure. Nous 
pouvons supposer que wl et w2 sont optimaux [lemme 3.2.11. 

Soit vbclIb* tel que e(vb)=e(wl)=e(w2): les mots Rlbvb et WZbvb sont 
des boucles de  nb*. Par conséquent, nous pouvons dériver wl et w2 
ainsi: w l  * w ~ ' = w ~ ~ ~ ~ v ~  e t  W 2  a w2WlbVb * w2'=wlbW2vb. 

T3 T3 S 1 
Pour chaque segment s de  pic(wl)=pic(w2), il existe une unique 
lettre al dans wl e t  une unique lettre a2 dans w2 engendrant le  
passage visible sur ce segment. Posons w l=v  a l  vo l  et w2=v2a2vt2 
avec al, al€ ri et vl, vtl, v2, vt2e Ilt*. 
Nous verifions facilement que dans w1W2b, les lettres a l  et ii2b 

parcourent l e  même segment. En utilisant la transformation T2, 
nous obtenons: 
W 1W2b = ~ ~ a ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ à ~ ~ q ~ ~  3 ~ ~ a ~ ~ ' ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ 8 ~ ~  * v ~ ~ ~ ~ v ' ~ ~ ' ~ ~ ~ B ~ ~  

T2 T2 
et e n  repétant cet te opération pour tous les segments d e  
p ic (wl )=pic (w2) ,  nous en déduisons que: w1W2b =f wl bW2. Par 
consequent, wsl 4 wt2. 

Comme le système S' est symétrique, nous avons: 



Remarque: Le système S' est complet dans le sens où il permet de 
dériver à partir de tout mot WE il'*, tous les mots décrivant la même 
figure. Notons que pour satisfaire cette propriété, 

les six familles de règles de S' sont nécessaires. 

Aucune d'entre elles ne peut être simulée par les cinq autres: elles sont 
indépendantes. 

Nous justifions cette affirmation à l'aide d'exemples simples pour 
lesquels les mots w et w' décrivent la même figure. 

Exemple 1: 

11 est impossible de dériver w en w' sans utiliser la règle SI: en effet, les 
règles de S2 u S2' u S3 u S3' u S4 ne peuvent pas modifier la première 
lettre ( qui est "non blanche") du mot à dériver. 

Exemple 2: 
I )-----, 

w =rf w ' ='Tb 

11 est impossible de dériver w en w' (resp. w' en w) sans utiliser la règle 
S2 (resp.S2'): en effet, seule la règle S2 (resp. S2') permet de diminuer 
(resp. augmenter) d'une unité le  nombre de passages visibles sur un 
segment. 

Exemple 3: 
@-----------1 

w =rbfb 

Il est impossible de dériver w en w' (resp. w' en w) sans utiliser la règle 
S3 (resp.S3'): en effet, seule la règle S3 (resp. S3') permet de diminuer 
(resp. augmenter) la longueur du mot dérivé. 

Exemple 4: 
t 

Il est impossible de dériver w en w' sans utiliser la règle S4: en effet, 
seule la  règle S4 modifie la parité de la multiplicité des segments 
engendrés. 



Avant 136tude de procédés améliorant la description des figures par des 
mots de II**, nous montrons qu'il n'existe pas de système de réécriture 
complet ayant un nombre fini de règles. 

3.2.3 Pas de svstème fini 

La proposition suivante s'applique à tout alphabet P dont les lettres 
sont associées à des déplacements dans le plan (il peut s'agir, par 
exemple, des alphabets ï ï  ou ï i '  définis précédemment). 

. Un système de  réécriture o de P*xP* est c o m p l e t  s'il permet de 
dériver à partir de tout mot we P*, tous les mots décrivant la même 
figure. 

Proposition 3.2.3: 

Il n'existe pas  d e  système de  rtécriture conservant les 
f igures  e t  comple t  ayant un nombre fini de rggles .  

Pour prouver cette proposition, nous introduisons quelques définitions 
et un lemme intermédiaire. 

Quelques définitions supplémentaires: 

Si a est un système de réécriture ayant un nombre fini de 
règles, alors il existe p>O tel que: V (U+V)E o, 1 u 1 ~p et 1 v 1 rp. 

Nous dirons que a est borné par p. 

seg[wl,w2] : est l'ensemble des segments parcourus au moins une fois 
de manière visible par le facteur wz en débutant le tracé 
au point e(wl). 

s c, S* : s est avant s' dans w s'il existe une décomposition de w 
vérifiant: w=vIxv2x1v3 avec x, X'E P 

(s )=seg[v1,xI 
(s') =seg [v 1 xv2,x1] 

eloig(s,se) : 2'4loignement de s d s' est la longueur d'un plus petit mot 
de P* reliant s à s': 
eloig(s,sl)= min { 1 v2 1 1 {s}=seg[vl,x], {s')=seg[vlxv2,x'], 

v I , V ~ E  P* et x, X'E P ) 



Exemple: 

Un résultat intermédiaire: 

Nous montrons que si un mot we P* engendre deux segments "assez 
éloignés", l'ordre dans lequel ils sont parcourus est invariant au cours 
des dérivations par un système borné conservant les figures. 

Lemme 3.2.4: 

Soient a un système conservant les figures, borné par p ,  
p>O, W E  P*, s , s ' é p i c ( w )  avec e loig(s ,s8)2p.  W'E lm , (w) : 

Preuve: 

Il suffit de  démontrer ce résultat après une étape de dérivation. 

D'après les hypothèses, nous pouvons décomposer w ainsi: w=vlxv2x'v3 
avec x, X'E P, {SI =seg[v1,x] et {s' )  =seg[vlxv2,x']. Puisque eloig(s,s1)Zp, nous 
avons necessairement 1 v2 12p. Il est donc impossible en appliquant une 
règle de  a d'affecter à la fois x et x'. Supposons que le passage 
de  w à w' ait modifié un facteur de  v l  xv (le raisonnement est 
similaire pour v2x1v3). Comme le système a conserve les figures, ce 
nouveau facteur parcourt au moins une fois le segment s de manière 
visible: nous obtenons w'=vfl ~ v ' ~ x ' v ~  avec { s } = ~ e g [ v ' ~  ,z] et 
{~')=seg[v'~zv'~,x']. 

Par conséquent, s <,* sl.+ 



Preuve de la proposition 3.2.3: 

Supposons que o soit un système conservant les figures, borné par p>O. 

Soit w=FPrn avec n>p+l. La figure décrite par w est: 

& 
--- - ? P.---- 1 Sn 

Nous vérifions que m=rn est le mot minimal décrivant cette figure. 

Intéressons-nous à deux décompositions particulières de w: 

(1  ) w r - r  avec {sl)=seg[e,r] et {s,) =seg[rrn-l,~] 
(2) w=rnfr'"-lrrn- 1 avec {sl ) =seg[rnÏP-l,r] et {sn] =seg[rn,T]. 

Par définition, nous avons sl <, sn et sn< , s l .  Comme eloig(sl ,sn)2p, le 
lemme 3.2.4 nous donne: V W'E Im,(w), et %<,*sl. 

Ce résultat signifie que tout mot dérivé de w=rnr7irn avec n>p+l par un 
tel système voit son tracé passer au moins deux fois sur l'un des 
segments sl ou s,: par conséquent, m=rne Im,(w). Nous en déduisons que 
le système o n'est pas complet.+ 

3.2.4 Méthode de simplification 

Nous établissons quelques résultats intermédiaires pour faciliter 
l'énoncé de la méthode. Le premier résultat est une extension du lemme 
2.1.2 à l'alphabet n'. 

Lemme 3.2.5: 

Soit w ~ l ï ' * .  Pour tout segment s ~ p i c ( w ) u s e g ~ ( w )  tel que multw(s)23, 
il existe w', derive de w par S', vérflant Iw' / =  Iw 1-2 tel que: 

mult ,~s)=mult , (s) -2;  
. mult,~(s')=multw(s') pour tout s ' ~ p i c ( w ) u s e g ~ ( w )  - {s}. 

Preuve: 

Soient w r  n'* et se pic(w)u segb(w), un segment tel que mult,(s)r3 . 
Si s r  pic(w), nous dCrivons w l'aide de Tl  et T2 de façon à ce que les 
trois premiers passages sur s s'effectuent de manière visible; sinon les 
trois premiers passages sur s sont nécessairement invisibles. Comme les 
règles R I  et R2 de S étendues à l'alphabet ri' peuvent être simulées 
par S', nous nous reportons à la preuve du lemme 2.1.2 pour conclure.+ 



Deux corollaires de ce lemme (justifiés précédemment au 8 2.1.2): 

Corollaire 3.2.6: 

Tout mot minimal est rbduit. 

Corollaire 3.2.7: 

Pour tout mot W E  iP, il existe un mot rkduit. dkrivk de w par S'. 

Quelques définitions: 

. Un facteur f d'un mot we Il'* est invisible si fe Ilb*. 

- Un facteur invisible f d'un mot ws Il '* est direct si fe (rb+u b) * + 
(rb+ Ob) * +(Tb+ub) * +(Tb+ üb) * . 

Lemme 3.2.8: 

Pour fout mot we Il*, il existe un mot dkrivb de w par S', 
te l  que tous ses facteurs invisibles soient directs. 

Preuve: 

Pour tout facteur invisible de w, nous faisons commuter ses lettres par 
S4 de façon à regrouper les lettres opposées et nous les effaçons 
par S3.4 

Lemme 3.2.9: 

Soit w, un mot réduit de i7'. Pour tout segment s.segb(w) parcouru 
deux fois dans le même sens par W .  il existe un mot w'. 
dbrivt! de w par S', vkrifant /w ' / = 1 w 1-2 tel que: 

. multw.(s)=O; 

. multw~(s ' )  =mult,,,(s*) pour tout s * ~ p i c ( w )  usegb(w) - {s}. 



Preuve: 

Soit w, un mot réduit de ri'* dont le tracé parcourt le segment SE segb(w) 
deux fois dans le même sens. Posons w=wlabw2abw3 avec abE nb, 
w I ,W~,WSE lit* et wzabe B. Nous dérivons w ainsi: 

W'Wlabw2abw3 3 w 1ababW2~3 3 w ]W2W3. 

Lors de cette dérivation, la multiplicité de s diminue de 2 et la 
multiplicité des autres segments de pic(w)u segb(w) est inchangée. r 

D'où le corollaire suivant: 

Corollaire 3.2.10: 

Pour tout mot rbduit W E  n'*, il existe un mot w', dtrivé de w 
par S', tel que: si un segment sesegb(w') est parcouru deux fois 
par w', ce segment relie nécessairement deux composantes 
connexes (distinctes) de la figure. 

Preuve: 

Soit w, un mot réduit de Il'*. Supposons qu'il existe un segment 
SE segb(w) parcouru deux fois par w, reliant deux sommets d'une même 
composante connexe. 

Dans ce cas, la lettre de w engendrant le premier ou le deuxième 
passage sur s appartient à une boucle (ne parcourant qu'une seule fois 
le segment s). Si cela est nécessaire, nous dérivons w par S1 de façon à 
obtenir les deux passages sur s dans le même sens et nous appliquons le 
lemme 3.2.9: le segment s ne sera plus parcouru par le mot dérivé 
obtenu. + 

Les opérations décrites à travers ces lemmes agissent localement sur les 
mots de figure. Or, nous savons qu'il est nécessaire d'élargir notre 
champ d'action et d'envisager des procédés globaux si nous espérons 
trouver un mot minimal dans le cas général. C'est pourquoi, nous avons 
essayé de mettre au point un procédé s'appuyant (comme dans le 
chapitre précédent) sur le recherche de cycles à améliorer. 



Nous complétons les définitions établies pour le lemme 2.1.8. Soit WE ri'*: 

Rect(w) représente le plus petit rectangle dont les cotés sont 
parallèles aux axes et qui contient tous les segments parcourus (de 
manière visible ou invisible) par W. 

O seg,(w) est l'ensemble des segments situés à l'intérieur de Rect(w) 
qui ne sont jamais parcourus (de manière visible ou invisible) par W. 

Soit C, un cycle issu de pic(w)usegb(w)useg,(w). Nous notons: 

. No(w,C), l'ensemble des segments de C, non parcourus par W. 

. N l(w,C), l'ensemble des segments de C, de multiplicité égale à 1 
relativement à W. 

. N2(w,C), l'ensemble des segments de C, de multiplicité égale à 2 
relativement à W. 

. F(w,C), le plus long facteur invisible de w décrivant une chaîne 
constituée de segments appartenant à Nl(w,C)nsegb(w). 

Exemple: 

w=rrbrbülbübübr~ubüüru u u Un cycle C: F(w,C) est en italique dans W. 

Lemme 3.2.11: 

Pour tout mot réduit W E  n'* et pour tout cycle C issu de  
pic(w)  usegb(w)useg, (w)  vtrifiant : 

(*) k=[ 2* IF(w,c) I+ I N ~ ( W , C )  Il - 1 IN0(w,C) I+ I N ~ ( W , C )  Il >O, 
il existe un mot w', dérivé de w par S', strictement plus court que W .  

(plus prkcisbment, Iw' I = Iw I - k )  



Preuve: 

Soit  w, un mot réduit de lï'* et C, un cycle issu de 
pic(w)usegb(w)useg,(w) vérifiant (*). Nous pouvons supposer que la 
chaîne décrite par F(w,C) débute le cycle C. Posons f=F(w,C) et cclIb* tel 
que fc décrive le cycle C (de manière invisible): nous obtenons w=wlfw2 
avec wl,w2€ ii1* et fce ïïb*ni5. Dérivons w de la façon suivante: 

Tous les segments de N2(w,C) sont maintenant de multiplicité 
égale à 3. En appliquant le lemme 3.2.5 à ces segments, nous 
obtenons un mot dérivé dont la longueur a augmenté 
de  1 f c  1 = 1 N O ( w , C )  1 + 1 N l ( w , C )  1 + 1 N 2 ( w , C )  1 et a diminué de 
2* 1 F(w,C) 1 +2* 1 N2(w,C) 1 .  Comme le cycle C et le mot w vérifient (*), nous 
savons que le  gain est strictement positif: nous obtenons un mot 
strictement plus court que w de k.+ 

En clair, sur l'exemple précédent: 

A partir des outils que nous venons d'introduire, nous énonçons une 
méthode pour dériver un mot de II'* par S' de façon à "améliorer" le 
tracé associé. 



Pour tout mot de il1*, 

1 )  Dériver un mot réduit et optimal [corollaire 3.2.7 et lemme 3.2.11 tel 
que tous les facteurs invisibles soient directs [lemme 3.2.81. 

2) Dériver de  façon à dliminer au maximum les doubles passages 
invisibles [corollaire 3.2.1 O]. 

3) Chercher un cycle vérifiant (*) et dériver en conséquence 
[lemme 3.2.1 1 1. 
Recommencer les deux dernières étapes tant que cela est possible. 

Remarque: 

. La complexité de cet algorithme est comparable à celle de 
l'algorithme énoncé au corollaire 2.1.12. 

Exemple: ~ = r f  brbfbübrbübübrrbü~ üür u u u 

Le tracé de w La figure décrite 

Etape 1: Etape 2: Etape 3: Etape 2: Fin. 
(sans effet) 

-------- ---,-- , O-----------,-- 
, 1 

-; - 
0 I 

- 
I 
1 8 

I I 
I 

I I 

I 

I ! 
I 1 

I----,_ I ------ 

Souvent, nous arrivons ainsi à amtliorer la description d'une figure mais 
il existe certains mots pour lesquels cette méthode ne fournit pas de 
mots minimaux. 



Exemple: 

Le îracé de wl Le tracé de w2 La figure décrite 

Le mot w l  est un mot minimal décrivant la même figure que w, mais la 
rntthode tnoncée ne nous permet pas de l'obtenir à partir de w,. 

Comment améliorer notre algorithme pour obtenir un mot minimal dans 
le cas général? 

La difficulté provient du fait que nous ne savons pas encore caractériser 
un mot minimal de il'*: si nous pouvions fixer les segments parcourus de 
manière invisible, nous pourrions appliquer l'algorithme du chapitre 
précédent [corollaire 2.1.121. 

Dans la suite, nous limitons le problème aux figures connexes et nous 
dtablissons un mode de reconnaissance des mots minimaux de ri'* dans 
ce cas particulier. 



3 .3  Le cas particulier des figures connexes 

Etant donné une figure connexe, nous établissons une relation entre 
ses différents paramètres e t  nous déterminons la longueur d'un mot 
minimal de II'* décrivant cette figure. Ceci nous permet de caractériser 
les  descriptions minimales des figures connexes et  nous nous 
intéressons au rapport "longueur d'un mot minimal" / "nombre de 
segments", pour des figures connexes quelconques. 

3.3.1 Ouelaues définitions 

Soit F, une figure connexe avec points de départ et d'arrivée fixés. Nous 
definissons: 

- W(F) : le nombre de segments de la figure F; 

. 1(F) : la longueur d'un mot minimal de lï* décrivant F; 

- 1 '  : la longueur d'un mot minimal de II'* décrivant F. 

Exemple: 

F, une figure connexe Un mot minimal sur II* Un mot minimal sur n'* 

W(F)=15 1 (F)=2 1 1'(F)= 1 7 

3.3.2 Une iné~alité 

Dans ce paragraphe, nous établissons une relation entre les différents 
paramètres d'une figure connexe F. 

Soit F ,  une figure connexe dont le point de depart est l'origine 
du repère O et le point d'arrivée, le point T ( x , Y ) .  Nous avons: 

/XI+ /Y / s W(F) s 1YF) s l(F) s 2*W(F) - (/XI+ /Y 1). 



Les trois premières inégalités sont évidentes. Démontrons seulement la 
dernière. Pour cela, nous utiliserons le lemme suivant: 

Lemme 3.3.2: 

Pour tout mot rt?duit W E  iï* décrivant F du point O au point T ,  
il existe une chalne allant de O h T constitutfe de segments 
parcourus une seule fois par W .  Une telle chaîne est appelée une 
traverse de W. 

Preuve: 

La démonstration s'effectue par récurrence sur 1 w 1 . 
. Si 1 w 1 =1, il existe un seul segment parcouru une seule fois allant 

de O à T. 
. Supposons la propriété vraie pour tout mot de longueur inférieure 

ou égale à n et montrons qu'elle est encore vérifiée pour n+l. 
Soit W. i'ï* avec 1 w 1 =n+l et posons w=wla avec ac ïï. Deux cas sont 
possibles: 
- La dernière lettre de w engendre un segment s non parcouru par 
w': ce segment est parcouru une seule fois. D'après l'hypothèse de 
récurrence, nous savons qu'il existe une traverse de w'. En y 
juxtaposant s, nous obtenons une traverse de W. 

- La dernière lettre de w parcourt un segment s déjà engendré 
par w': Posons w'=wl'a'w2' avec a'€ { a, a) engendrant le segment S. 

. Si al=a alors a1w2'e B et le mot v=w11W2'" est équivalent à w pour 
la recherche d'une traverse (en effet, le mot v peut être obtenu en 
dérivant w par la règle R1 du système S qui conserve les figures 
décrites et la multiplicité des segments). Comme 1 w W2' 1 5 n, 
l'hypothèse de récurrence nous permet de dire qu'il existe une 
traverse t de wl' $'. Cette chaîne est également une traverse 
pour v: la lecture du facteur a ne peut en aucun cas augmenter la 
multiplicité d'un segment de t (car v est réduit). 



. Si a'=8 alors WZ(E B. 

Soit il existe une boucle dans w' contenant a': le mot obtenu en 
"renversant" cette boucle par R1 est équivalent & w pour la 
recherche d'une traverse. Nous nous retrouvons dans le cas 
précédent. 

Soit il n'existe pas de boucle dans w' contenant a': le tracé de w2' ne 
rencontre jamais celui de wl'. Par conséquent, la multiplicit6 des 
segments parcourus par w,' est conservée dans w: une traverse de 
w sera également une traverse de W. D'après l'hypothèse de 
récurrence, nous savons que celle-ci existe. 

Fin de la preuve du lemme. 9 

Preuve de l'inégalité 3.3.1: 

I)'apr&s le corollaire 2.1.3, nous savons que tout mot minimal de II* est 
Wgit (chaque segment est parcouru au plus deux fois). P u  conséquent: 

?s 2*W(F). 

D'après le lemme 3.3.2, pour tout mot rCduit de Iï * decrivant F de O à T, 
il existe au moins 1 X / + 1 Y 1 segments parcourus une seule fois (en effet, 
la plus courte chaîne reliant les points O A T contient 1 X 1 + 1 Y 1 
segments). Par conséquent: 1 0  < 2 * W O  - ( 1 X 1 + 1 Y 1 ). 4 



Les cas limites: 

Existe-t-il des figures qui justifient que les inégalités soient exprimées 
au sens large? 

I x I + I Y I  S W(F) S l'O S l(F) S ~ * w ( F ) - ( I x I + I Y  1). 

Pouvons-nous avoir 1 X 1 + 1 Y 1 = W(F) ? 

Dans ce cas, nous obtenons: 

I X I + I Y I  = W O  s 1'0 s 1(F) s IxI+IYI  

et par conséquent: 

I x ~ + ~ Y I  = W(F) = 1 ' 0  = l(F) = I x ~ + ~ Y I  

Une telle figure peut être décrite par un mot contenant autant de lettres 
qu'il y a de segments dans la figure: tous ces segments sont parcourus 
une seule fois. 

Exemple: 

La figure F Un tracé minimal sur ï ï  * et il'* 

Pouvons-nous avoir W(F) = 1'(F) ? 

Tous les segments de F doivent être parcourus au moins une fois de 
manière visible. Cette égalité signifie qu'il existe un mot de II'* 
contenant W(F) lettres dont au moins W(F) sont issues de ï i .  Par 
conséquent: W(F) = 1'(F) = l(F). 

Il s'agit du même type de figure que dans le cas précédent. 



Pouvons-nous avoir lt(F) = 1(F) ? 

Dans ce cas, le lever de crayon ne permet pas une description plus 
courte de la figure proposée. 

Exemple: 

La figure F Un tracé minimal sur Ii* Un tracé minimal sur i l '* 

1(F)=7 lt(F)=7 

Pouvons-nous avoir l(F) = 2*W(F) - ( ( X 1 + 1 Y 1 ) ? 

Dans ce cas, tous les segments de F sont parcourus deux fois sauf une 
chaîne "directe" de O à T. 

Exemple: 

La figure F Un tracé minimal sur II* 



3.3.3 Caractérisation d'un mot minimal de il'* 

Dans ce cas particulier des figures connexes, nous montrons que le 
tracé d'un mot minimal de Iil* doit vérifier certaines conditions. Celles-ci 
nous permettent de  déterminer la longueur d'un mot minimal de I i l *  
pour une figure connexe donnée avec points de départ et d'arrivée fixés. 

Quelques définitions: 

Soit w, un mot de ri'* et notons F, la figure décrite associée. 

. Le degr t  visible d'un noeud N relatif à un mot w de II1*, dvis,(N), 
est le  nombre de passages visibles arrivant en N ou partant de N, 
lors du tracé de W. 
Par convention: Pour les points de départ et d'arrivée du tracé, la 
valeur du degré visible est majorée de 1 (pour simuler l'arrivée du 
crayon avant le tracé et le départ du crayon après le tracé). 

Le degré invisible d'un noeud N relatif à un mot w de II1*, dinv,(N), 
est le nombre de passages invisibles arrivant en N ou partant de N, 
lors du tracé de W. 

L'a r i t é  d'un noeud N relatif à un mot w de il '*, Ar,(N), est le 
nombre de segments de pic(w) ayant N comme extrémité. 
Par convention: Pour les points de départ et d'arrivée du tracé, la 
valeur de l'arité est majorée de 1 (pour simuler l'arrivée du crayon 
avant le tracé et le départ du crayon après le tracé). 

Exemple: 
1 

. La distance entre deux noeuds N et N' de coordonnées (x,y) et (xl,y') 
est définie par: dist(N,N1)= 1 x-x' 1 + 1 y-y' 1 

Une chaîne est directe si elle peut être décrite par un mot WC (a+al)* 
avec a€ ( r, T] et a'r { u, ri] (définition p.30). Notons que la longueur 
d'une telle chaîne est égale à la distance entre ses extrémités. 



Soit w, un mot minimal  de II'* dCcrivant F. Sans perte de généralité, 
nous pouvons supposer que w est optimal [lemme 3.2.11. Voici quelques 
remarques sur le tracé de w: 

Fait 3.3.3: 

Les segments parcourus de manière invisible peuvent être 
regroupds en chaînes directes dont les extrémités sont des noeuds 
d'arité impaire. 

Preuve: 

. Considérons le graphe obtenu de la façon suivante: les arêtes sont 
les segments parcourus de mani5re invisible (comme F est connexe, 
chaque segment est parcouru au plus une fois de manière invisible par 
un mot minimal [corollaire 3.2.6 & 3.2.101). 
D'après l e  théorème d'Euler [Bc], nous pouvons recouvrir ce graphe 
(chaque arête exactement une fois) par des chaînes dont les extrémités 
sont des  sommets d e  degré invisible impair. Nous éliminons la 
possibilité où l'une de ces chaînes puisse être un cycle: dans ce cas, il 
serait possible de parcourir le tracé de w (en renversant certaines 
portions) de façon à ce que tous les segments de ce cycle soient décrits 
successivement. Ce nouveau parcours serait engendré par un mot de ri'* 
contenant une boucle de ri ,,* qui pourrait être éliminée (transformation 
T3) et nous obtiendrions un mot strictement plus court que w, décrivant 
la même figure. Contradiction. 
Ces chaînes sont nécessairement direc tes :  de manière analogue, nous 
pourrions parcourir ces chaînes en une seule fois. Si l'une de ces chaînes 
n'était pas directe, il existerait une description plus courte. 
. D'autre part, pour tout noeud N, le tracé arrive en N autant de fois 
qu'il en repart (même pour les points de départ et d'arrivée d'après la 
convention). Par conséquent, dvis,(N)+dinv,(N) est pair. Comme le mot 
w est optimal, nous avons dvis,(N)=Ar,(N) et nous en déduisons que 
dinv,(N) et Ar,(N) ont la même parité.+ 

Fait 3.3.4: 

Ces chaînes joignent tous les noeuds d'aritt impaire de la figure. 

Preuve: 

Pour tout noeud N d'arité impaire de la figure, nous savons que dinv,(N) 
est un nombre impair. Par conséquent, il existe au moins un segment 
parcouru de manière invisible contenant N. + 



A partir de  ces remarques, nous pouvons déterminer la longueur d'un 
mot minimal de II'* décrivant une figure donnée. 

Méthode 3.3.5: 

Soit F, une figure connexe avec points de départ et d'arrivée fixés. 

- Rep6rer les noeuds d'arité impaire de la figure. 

Les relier par des chaînes directes (invisibles) de façon à ce que la 
somme de leur longueur soit minimale (nous la noterons Som(F)). 

Remarque: Nous pouvons ne considérer que les chaînes qui relient 
ces noeuds deux par deux, les autres cas n'apportant aucune 
amélioration: en effet, supposons qu'un noeud N soit relié à trois 
noeuds N1, N2 et N3 (le degré invisible doit être un nombre impair 
supérieur à un). 

De façon évidente, nous avons: 

. La longueur d'un mot minimal de Il'* décrivant cette figure est 
donnée par: 

It(F) = W (F)+Som(F). 

Remarque: Ce raisonnement nous permet de construire un mot 
minimal de ri'* décrivant F: en ajoutant à la figure F ces chaînes directes 
(invisibles), nous obtenons un graphe dont tous les sommets ont un 
degr6 (visible+invisible) pair. D'après le théorème d'Euler, nous savons 
parcourir ce graphe en passant exactement une fois sur chaque arête. 



Exemple: 
Soit F, une figure donnée: 

Repérons les noeuds d'arité impaire par a :  

Cherchons les "meilleures" chaînes directes 
reliant ces points deux par deux: 

Calculons la longueur d'un mot minimal de il'* décrivant cette figure: 
1'(F) = W(F)+Som(F) = 15+2 = 17. 

Parcourons cette figure de  façon minimale: 



3.3.4 Relation entre la longueur d'un mot minimal et sa fi ure de base 

Nous savons que toute figure F peut être décrite par un mot réduit. 
Par conséquent, la longueur d'un mot minimal est majorée par deux fois 
le nombre de segments de la figure: 

Dans cette section, nous abordons un problème posé par G. Paun [Pa]: 

Existe-t-il des figures connexes telles qu'en choisissant les "meilleurs" 
points de départ et d'arrivée pour son tracé, le rapport "longueur d'un 
mot minimal" / "nombre de segments" soit toujours très proche de 2 ? 

ou plus formellement 

Notons lm(F) (resp. lgm(F)), la longueur d'un mot minimal de lï* (resp. Il'*) 
obtenu en choisissant les points de départ et d'arrivée les plus 
avantageux (donnant une description de F la plus courte possible). 

Existe-t-il des figures (ou plutôt des familles de figures (F,)) telles que: 

Nous nous limitons, dans un premier temps, à la description d'une figure 
par un mot de II* (sans possibilité de lever le crayon). 

Résultat 3.3.6: 

11 existe des familles d e  figures (F,) telles que: 

l i m  -- WFn) = 2  
n 3 0 0  WfFn) 



Preuve: 

Citons l'exemple issu de [MRW]: 

Soit (F,), la famille de figures définie par les mots w ~ = ( V " ~ U ~ ) ~ .  

Une figure (de base) Fn Un mot minimal de l l*  

Nous avons W(Fn) = n(n+l)+n = n2+2n et Im(Fn) = W(Fn)+n(n-1) = 2n2+n 
et  par conséquent: 

Que se passe-t-il si nous autorisons le déplacement en mode levé sur cet 
exemple ? 

Une figure (de base) Fn Un mot minimal de ri'* 

Remarque: Nous choisissons les points de départ et d'arrivée du tracé 
parmi les noeuds d'arité impaire (qui deviennent alors d'arité paire). 

Nous avons I1m(Fn) = W(Fn)+(n-1) = n2+3n-1 et par conséquent: 

Dans ce cas, le déplacement en mode levé est très avantageux. 
Est-ce toujours ainsi ? 



Citons l'exemple issu de [Pa]: 

Soit (F,), la famille de figures définie par les mots w,=rnunüznunrn. 

Une figure (de base) Fn Un mot minimal de Il* 

Nous avons W(Fn) = 4n et lm(F,) = W(Fn)+2n = 6n et par conséquent: 

= 312 . lim 
n+oo W(Fn) 

Que se passe-t-il si nous autorisons le déplacement en mode levé sur cet 

Une figure (de base) F, Un mot minimal de Il'* 

Nous avons l'm(Fn) = W(Fn)+2n = 6n et par conséquent: 

ltrn(Fn) = 3 R .  lim 
n+w WFn) 

Dans ce cas, le déplacement en mode levé n'apporte aucune 
amélioration. 

De nombreux exemples nous laissaient penser qu'il n'existait pas de 
figure F telle que: 

> 3/2 . 
W(F) 

Mais ... 



Mais ... 

Soit F, la figure de base suivante: 

Calculons I'm(F) : 

Cette figure comporte 16 noeuds d'arité impaire: Nous en retirons 2 
pour les points de départ et d'arrivée du tracé et nous regroupons les 14 
noeuds restants, deux par deux par des chaînes de longueur 2 (nous ne 
pouvons pas faire mieux). 

Nous avons W(F) = 24 et l'm(F) = W(F) + 2*14/2 = 38 et par conséquent: 



Nous émettons la conjecture suivante: 

Conjecture 3.3.7: 

II n'existe pas de figure F telle que: 

Remarque: 

. Nous pouvons être aussi proches que nous le voulons de la borne 513. 

Exemple: 

Soit (Fn), la famille de figures définie par les mots wn=(uuüüruüüur)~. 

Une figure (de base) F, 

Pour chaque motif élémentaire, nous avons 4 points d'arité impaire 
(distants au moins de 2 unités les uns des autres) pour 6 segments. Pour 
obtenir un mot minimal, nous relions (4n-2) points d'arité impaire deux 
par deux, par des chaînes de longueur 2. 

NOUS avons W(Fn) = 6n et llm(Fn) = W(Fn)+2(4n-2)/2 = 10n-2 et par 
conséquent: 

llm(F*) = . lim 
n-00 W(Fn) 
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Chapitre 4: 

Figure particulière: Contour de polyomino 

Un polyomino est une union finie de carrés unitaires juxtaposés 
formant une pièce sans trou. II peut être caractérisé par un mot de 
figure décrivant son contour. 

Un exemple de "polyomino usuel" pourrait être un carreau destiné à 
recouvrir le sol de votre maison. Mais attention, choisir une forme 
originale pour carreler votre intérieur vous permettra-t-il de recouvrir 
correctement votre sol (sans trou) ? 

Exemple [St]: 

D. Beauquier et M. Nivat [ B N ]  ont trouvé une condition simple sur les 
mots de  contour de polyominos permettant de décider si un polyomino 
est apte à paver le plan. 

Dans cette optique, les problèmes de décidabilité concernant les 
polyominos et  leurs mots de contour suscitent un certain intérêt. 
D. Beauquier [Bd] a démontré que nous ne pouvions pas décider si un 
langage rationnel Rcn* contenait un mot de contour de polyomino. Nous 
nous posons ici la même question en limitant le problème à certaines 
classes de  polyominos et nous y répondons positivement. 



4 .1  Définitions et propriétés 

Pour démontrer ces résultats, nous avons besoin de quelques outils 
supplémentaires. 

4.1.1 Les polvomino~ 

. Un polyomino p est une union finie de carrés unitaires juxtaposés 
formant une pièce sans trou. 

Exemple: Seule la pièce pg est un polyomino. 

. Un polyomino p est convexe si en choisissant deux carrés unitaires 
de  p sur la même ligne horizontale ou verticale, tous les carrés 
situés entre eux sont à l'intérieur de p. 

Exemple: Seul le polyomino p4 est convexe. 

Quelques propriétés des polyominos convexes: 

Soient p, un polyomino convexe et R, le plus petit rectangle contenant p. 
Le polyomino p est en contact avec le rectangle R le long de quatre 
segments. Nous nommons les extrémités de ces segments de la façon 
suivante: le point à l'extrémité gauche du segment horizontal le plus au 
sud est noté S, puis en tournant dans le sens des aiguilles d'une montre, 
nous rencontrons successivement W', W, N', N, E', E et S'. 



. Un polyomino parallélogramme est un polyomino convexe tel que: 
(S=W' et N=E1) ou (W=N' et E=S1). 

. Un polyomino pile est un polyomino convexe tel que: 
(E=S1 et S=W') ou (S=W' et W=N) ou (W=N' et N=E1) ou (N=E' et E=S1). 

un polyomino pile 

Soit p, un polyomino convexe. Notons AW et AE, les droites horizontales 
passant respectivement par les points W et E. D'après [DV], ces deux 
droites d6coupent le polyomino p en trois parties (éventuellement 
vides): celle située entre AW et AE est un polyomino parallélogramme et 
les deux autres sont des polyominos piles. En fait, trois cas se 
distinguent en fonction des positions relatives de Aw et AE: dans chacun 
de ces cas, la partie de polyomino située au-dessus ou au-dessous de Aw 
est soit un polyomino pile, soit l'union d'un polyomino parallélogramme 
et d'un polyomino pile. 



4.1.2 Les mots de contour 

Pour simplifier l'expression de certaines définitions, nous 
renommons les éléments de il de la façon suivante: 

. Une boucle est un mot de il* dont le tracé est une courbe fermée. 
L'ensemble des b.oucles de il* est défini par: 

Exemple: Seul le mot w4 est une boucle élémentaire. 

4 

. Une boucle est é lémentaire  si le tracé associé ne se rencontre pas 
avant le  retour au point de départ. L'ensemble des boucles 
élémentaires de ri* est défini par: 

BE= { w ~ B / ' d v ~ F ( w ) - ( E , w )  voB ). 

l 



. Un polyomino p peut être caractérisé par un mot WE Il* de la façon 
suivante: le tracé de w coïncide exactement avec la frontière du 
polyomino p. Ce mot est appelé mot de contour du polyomino p. 

Les mots wl, w2 et WJ sont des mots de contour du polyomino p. 

Remarque: 11 n'y a pas unicité du mot de contour caractérisant un 
polyomino p. Ce mot varie en fonction du point de départ de la 
description et du sens de parcours. Nous constatons que si w est un mot 
de  contour du polyomino p, alors tous les mots de [w]u [ a] sont 
également des mots de contour du polyomino p. 

D'après {Bd], nous savons que: 

BE est l'ensemble des mots de contour de polyominos. 

Evidemment, il n'existe pas de bijection entre l'ensemble des mots de 
contour de polyominos et l'ensemble des polyominos. 

. Un mot de contour de polyomino est dit positif si son tracé parcourt 
la frontière du polyomino dans le sens des aiguilles d'une montre 
(négatif sinon). 



Pour définir les mots de contour positifs d'un polyomino convexe, nous 
introduisons l'ensemble P suivant: 

Dans la suite, les indices doivent être lus modulo 4: ils peuvent prendre 
les valeurs O, 1, 2 ou 3. 

Lemme 4.1.1: 

Preuve: 

(1) : D'après la forme des mots de P, nous constatons que: 

V i~ (0,1,2,3) Xixi+lE F([w]) et xixi+ze F([w]). 

(1) ¢- : Caractérisons les sous-mots de P: 

SM(P)=[ (XO + xi)* (xi + x2)* ( ~ 2  + ~ 3 ) "  ( ~ 3  + XO)* ] et notons Mi=(xi + * 
pour tout ie (0,1,2,3). Soit we SM(P), nous avons WE [ Mo Ml M2 M3 1. Par 
conséquent, il existe ke (0,1,2,3) tel que: 

Mettons en évidence le facteur Xk+2Xk+3, le plus à gauche dans le mot w: 
W C  Mk Mk+l (xk+2 + ~k+3)*~k+~xk+3(~k+2 + ~k+3)* Mk+3 Mk. 

La lettre qui précède ce facteur dans le mot w, ne peut pas être x k + 3 :  

D'après les hypothèses, la partie gauche de w (avant le premier facteur 
~ k + 2 ~ k + 3 )  doit contenir un facteur X k + l X k + L  et aucun facteur X k + l X k + 3 .  Si 
cette partie gauche se termine par ( ~ ~ + 3 ) ~  (n>O), la lettre juste avant ce 
facteur (différente de xk+3) ne peut être ni xk+2 (car xk+2xk+3 ne doit pas 
apparaître avant dans le mot w), ni xk+l (car xk+lxk+3e F([w])): nous 
aufions wfZ (xk)*(~k+3)+~k+2xk+~(~k+2 + ~k+3)*Mk+3Mk et Xk+lXk+2e F( 1 ~ 1 ) .  
Ceci est en contradiction avec les hypothèses. Par conséquent: 

En itérant ce processus, nous obtenons: 



(2) Cette propriété est une conséquence de la forme des mots de P. 

(3) Si xg désigne la projection sur l'ensemble B, nous avons: 
v ie {0,1,293), A ( x ~ - 1 ,  xi+l}(P) = [xi-i* xi+i*I 

Nous en déduisons que: V wc P, 
V i~ {0,1,2,3}, Z{xi_l, xi+l}(w) E xi-l* xi+i*xi-i* + xi+i*xi-i* ~ i + l *  

et  par conséquent, V ie  {0,1,2,3), xi-1 xi+l xi-1 Xi+i é SM([w]). + 

Remarque : 

. Il est tentant de croire que si P contient une boucle, celle-ci est 
nécessairement élémentaire: Ce n'est pas vrai ... 

Exemple: w = x o x ~ x ~ x ~ x ~ x ~ x ~ x ~  

u 
Nous avons w e P n  B, mais weBIE. 

Proposi t ion 4.1.2: 

CP = P n  BE est l'ensemble des mots de contour positifs 
des polyominos convexes. 

Preuve: 

. Supposons qu'un mot wc CP soit un mot de contour d'un polyomino 
p non convexe. Ce polyomino contient deux carrés unitaires sur la 
même ligne horizontale ou verticale tels qu'il existe un carré 
unitaire entre eux n'appartenant pas à p: il existe ie (0,1,2,3) tel que 
xi-1 Xi+l xi-1 xi+ie SM([w]). Ceci est impossible [lemme 4.1.1 (3)]. 

. D'après la trisection d'un polyomino convexe décrite précédemment, 
nous concevons facilement que la frontière d'un polyomino convexe 
peut être schématisée par une montée et une descente vers la 
droite, suivies d'une descente et d'une montée vers la gauche. De 
façon évidente, les mots de contour d'un tel polyomino sont des 
mots de P.+ 

Remarque: Les ensembles BE et CP sont fermés par conjugaison. 



4.2 Quel est le probleme ? 

D'aprts [sa], nous savons que: Si Rcn* est un langage reconnaissable, le 
problème "Le langage R contient-il une boucle ?" est décidable et le 
problème "Le langage R contient-il un mot de contour de polyomino ?" 
est indécidable. 

Nous limitons le problème aux mots de contour de polyominos convexes. 
Plus précisement, nous traitons uniquement le cas des mots de contour 
positifs de polyominos convexes (le cas négatif est strictement 
identique). D'où: Le problème "Le langage R contient-il un mot de 
contour positif de polyomino convexe ?" est-il décidable ? 

Puisque CIP est ferme par conjugaison, nous avons [RI n CP = [R n @Pl. 
Par constquent, les trois problèmes suivants sont équivalents: 

( R n C i h 0 )  e ~ ( [ R n @ H " l  rc0) .-.([R]nCPrçB). 

Posons S=[R] n P. Comme CPclP, nous obtenons: 
([RI nCP)= ( [R]nBnCP)= (SnClP) .  

Les langages reconnaissables Çtant fermés par conjugaison et 
intersection, notre question peut également s'exprimer ainsi: "Le langage 
reconnaissable S contient-il un mot de contour positif de polyomino 
convexe ?" Cette fomulation est plus agrdable car S est un ensemble 
fermé par conjugaison et inclus dans P. 

La section suivante est consacrée à la preuve du théor5me suivant: 

Thborème 4.2.1: 

Le problème de savoir si un langage reconnaissable de iI* contient 
un mot de contour (positif) d'un polyomino convexe est décidable. 

Remarque: J. Dassow et F. Hinz [Dal, Da2, DHl] semblent avoir des 
résultats très proches des n6tres. Il n'en est rien: leurs propos 
concernent les figures associées au mot du langage en tant qu'ensembles 
de segments. Par exemple, le mot "urdlun caractérise un carrd unitaire 
en passant deux fois sur un meme segment. Pour eux, il s'agit d'un mot 
représentant une courbe simple fermée (de chaque noeud partent 
exactement deux segments) tandis que pour nous, ce mot n'est même 
pas une boucle: il ne s'agit pas d'un mot de contour de polyomino. 



4.3 La preuve 

4.3.1 Idée de la nreuve 

D'abord, nous introduisons un système de réécriture R sur ïï et nous 
prouvons que si R*(w) contient un élément de CP alors nécessairement 
weCP. 

Puis, nous définissons un système de réécriture T sur Il tel que 
T ( S ) c R  *(S) et nous montrons que si S contient un élément de CB alors 
Tr2(S) contient un mot de contour positif d'un carré unitaire. Comme 
Ts2(S) est un langage reconnaissable que nous savons construire, nous 
pouvons décider si Tr2(S) contient un mot particulier. 

De ces résultats: 

Nous pouvons decider si un langage reconnaissable de il* contient un 
mot de contour positif de polyomino convexe. 

4.3.2 Le système de réécriture R 

~ Quelques notations: V we ri*, 
1 1 

l V rs R ,  r(w) est l'ensemble des mots dérivés de w en appliquant la 
règle r. 



Exemple: 

Remarque 4.3.1: 

V WE ri*, V ie {0,1,2,3), V rc Ri, V W'E r(w), nous avons: 

Iwsl = l w l  - 2 ;  

IwlIXi= IwIXi et I w' I xi+* = I W I xi+*; 

I W* I xi-1 - I W' I X i + l  = I w I xi-1 - I w I xi+l; 

Nous en déduisons: w e B  H W ' E B  

Remarque 4.3.2: 

Ceci est une conséquence directe du lemme 4.1.1 (2). 

Notation: 

. Dans la suite, comme nous considérons w dans P, r(w) représentera 
l'unique tlément de l'ensemble r(w) (s'il existe). 

Lemme 4.3.3: 

P est fermt par R 

Preuve: 

Nous montrons que: V WE P, R(w)cP. 

Si l'une des r&gles r de R j (je {0,1,2,3)) peut être appliquée à w, nous 
vtrifions que I(W)E P: De façon évidente, r ( w ) ~  S M ( B )  et d'après le 
lemme 4.1.1 (l) ,  il suffit de montrer que: V i s  {0,1,2,3) xixi+le F([r(w)]) et 
xixi+2e F( Cr(w)l) 



La règle r peut être appliquée à w si celui-ci contient un facteur 
de la forme zxj.1(xj)'xj+1z1 avec nz l ,  ZE { xj.1, xj), Z'E { Xj, Xj+l] qui se 
transformera en z(xj)nzl dans r(w). La disparition des deux lettres (en 
gras) n'engendre pas de  facteurs de la  forme xixi+2 dans r(w), 
ie {0,1,2,3) (ceci est dû au contexte). 

Il ne nous reste qu'à vérifier que xj.lXj et xjxj+l existent encore dans 
F([r(w)]): Si z=xj-l, alors évidemment xj-lxjc F([r(w)]); Si z=xj, d'après la 
forme des mots de B, il existe nécessairement un facteur ~ j . ~ x j *  devant z 
dans l'un des mots de [w]. Par conséquent, xj-lxjs F([r(w)]). Pour des 
raisons similaires, nous avons X j X j + l E  F([r(w)]). + 

Lemme 4.3.4: 

Soient W E  P et W'E R(w), ( W E  CP e W ' E  CP) 

Preuve: 

En se référant au lemme 4.3.3, il suffit de montrer que: 

V WE P, V W'E R (w), ( WE BIE W'E BIE ). 

D'après la remarque 4.3.1, nous savons que ( WE B u W'E B ). Il ne nous 
reste qu'à montrer la  propriété suivante: 

V W E P ~ B ,  V W'E R(w) 
(Aucun facteur propre de w n'est une boucle) 

e 
(Aucun facteur propre de w' n'est une boucle). 

Il s'agit de  vérifier que R ne permet pas de créer ou de détruire des 
boucles dans W. 

e: Considérons un mot w é P n B  dont un facteur propre b est une 
boucle. Nous montrons que: V ie  {0,1,2,3 }, V W'E R~(w), le mot w' contient 
également une boucle comme facteur propre. 

Posons w=wlbw2=ulau2 avec a = x i - l ( ~ i ) ~ x i + l ,  n l l  et w ~ , w ~ , u ~ , u ~ E  il *. 
D'après le lemme 4.1.1 (2), une règle de R i  efface nécessairement les 
deux lettres (en gras) de a. 

Cas 1: . a est un facteur de b: 
Posons b=bl ab2  avec bl ,b2s Fi *. Nous avons bl (xi)nb2, facteur 
propre de w' et élément de B. 

Cas 2: . a et  b sont des facteurs disjoints de w: 
Le facteur b est encore un facteur propre de w'. 



Cas 3: . a et b sont des facteurs qui se chevauchent dans w: 
Nous montrons que ce cas ne peut pas exister. 

Supposons que a se situe sur wl et b (l'autre chevauchement se 
traite de façon identique). Puisque WC P n B ,  nous avons 
w I W ~ E  IB et une occurrence de chaque lettre de iï apparaît dans 
w 1 w 2 et dans b. 
Posons w ~ = w * ~ x ~ - ~ ( x ~ ) " ' ,  ~ = ( x ~ ) ~ " x ~ + ~ v  avec W ' ~ , V C  II* et nl+n"=n. 
Soit W"=W~W l b ~  [w], nous avons W " = W ~ W ' ~ X ~ - ~ ( X ~ ) " ~ + ~ ~ ' X ~ + ~ V  et 
nous savons que v contient une occurrence de xi-1, et w2w'l 
une occurrence de xi+l. Par conséquent, xi+lxi-lxi+lxi-l est un 
sous-mot de wu: Ceci est impossible car W"E P [lemme 4.1.1 (3)]. 

: Soit w E P n B  et supposons que W'E R (w) contienne un facteur propre 
be B. Nous montrons que nécessairement le mot w contient une boucle 
comme facteur propre. 

Posons w ' = ~ ' ~ b w ' 2  et de la même façon, nous prouvons facilement que: 

. Si les lettres effacées étaient toutes les deux dans b ou à 
l'extérieur de  b, le mot w contenait également une boucle 
comme facteur propre. 

. Si l'une des deux lettres était dans b et l'autre dans wVl (resp. 
w'z) ,  le mot w ne pouvait pas être un mot de P et nous 
obtenons une contradiction. + 



4.3.3 Le svstème de réécriture 1 

X i -  

Ti = { Z W Z' + Z (xiS 2' avec w€ ( x ~ - ~ + x ~ ) * x ~ ( x ~ + X ~ + ~ ) * X ~ + ~ ( X ~ + ~ + X ~ + ~ ) *  

w ( ~ i + ~ ) i ~  @P, 1 ,  ZE { Xi-1, xi) Z'E { Xi, X i + l I  I 

Remarque 4.3.5: 

Quelques notations: V WE II*, 

V téT, t(w) est l'ensemble des mots dérivés de w en appliquant la règle t. 

Quelques définitions: 

Soit M=(II,Q,S,qo,F), un automate fini. Le langage reconnu par M est noté 
L(M) et Rec(ïI*) est l'ensemble des langages inclus dans Ii* et reconnus 
par un automate fini. Ces langages sont les langages définis par des 
expressions rationnelles sur II (pour plus de détails concernant les 
automates finis e t  leurs langages, le lecteur se reportera à [Au], [HU] ou 
[Pi]), 

Lemme 4.3.6: 

Pour tout R ~ R e c ( l ï * ) ,  T(R) est un langage reconnaissable constructible. 



Donnons quelques résultats intermédiaires pour démontrer ce lemme. 

Pour tout itz {0,1,2,3), nous introduisons une transformation zi conservant 
la reconnaissabilité des langages et nous montrons que Ti(R)=zi(R) pour 
tout langage RE Rec(il*). 

Soit M=(n,Q,G,qo,F), un automate fini tel que L(M)=R. Nous définissons: 

zi(R) = u ri(qo,cl) rz(q9q1,q") r3(q1,qf) 
q*ql.q"€ Q 
4fE F 

avec 

e t  Rqlq2, le langage reconnu par M'=(Il,Q,G,ql,{q2)); 

AB, la projection sur l'ensemble B; 

fi, la réduction de Dyck sur (xi+xi+2)* définie par: 

V WE (xi+xi+2)* avec 1 w 1 x i  - 1 w 1 xi+2 = j, jS0 , fi(w)=(xi)j ; 

Li= ( X ~ W E  ri*! V ~ E  FG(w) 1 f 1 xi> 1 f 1 xi+z), un langage algébrique. 

Notons que les opérations de concaténation, LU et n conservent la 
reconnaissabilité et  les opérateurs x g  et fi, l'algébricité des langages. 
Nous en déduisons: 

rl(qo,q) et r3(q',qf) sont des langages reconnaissables; 

r2(q,q',qW) est un langage algébrique défini sur un alphabet à 
une lettre: un tel langage est reconnaissable [HU]. 

Ainsi, q(R)  est l'union finie d'ensembles reconnaissables: 

%i(R) est un ensemble reconnaissable. 

Illustrons d'abord la transformation T i  sur un exemple pour se donner 
une idée intuitive "de ce qui se passe". 



Cette transformation doit permettre de "couper une branche" tout en 
conservant l'appartenance du mot de contour à CP. 

La réduction en (xo)3 ne doit être permise que dans le premier cas: il ne 
faut pas que nous puissions éliminer une boucle. Par conséquent, nous 
n'autorisons la transformation qu'après avoir vérifier qu'à chaque 
niveau (en partant du haut), il existe strictement plus d'occurrences de 
xo que de x2. 

Pour cela, nous coupons w en deux parties: "la montée" wl et la 
"descente" w2. Nous renversons le facteur "montée" et nous comparons 
les occurrences de xo et de x2 en ajustant le "niveau" à l'aide de xl et de 
x3. Nous obtenons: 

puis, en ajustant les xi et x3: 

W ~ ~ = X O X O  X 3  X g  X o X o  X 3 X o X 3  w ' ~ ~ = x o  X 3  X 3  ~ 3 ~ 0 ~ 0 ~ 0 ~ 0  x3 
w2 = X l X O  X l X 2 X 2  X l X 2 X l  wg2 = X l X 0  X l X 2 X 2 X 2 X l  x1 

Nous mêlons wlr et w2 en regroupant chaque occurrence de xi avec une 
de x3 et en plaçant les occurrences de x2 avant celles de xo. Ainsi, tous 
les facteurs gauches du mot obtenu contiennent strictement plus 
d'occurrences de xo que de x2 si et seulement si la réduction peut être 
appliquée. Cette vérification est faite par un shuffle entre wlr et w2, 
suivi d'une intersection avec (x2*xo*(x3xl))+ et nous ne gardons que les 
mots deLo. 

Nous obtenons: 
s=(w l r  UJ w2)n (xl* x0*(x3xl))+= ~ 0 x 0 ~ 3 ~ ~ ~ 0 ~ 3 ~  ~ x ~ x ~ x 0 x 0 x ~ x ~ x ~ x ~ x ~ x  1 et 
s'=(wqlr UI wt2)n (x2* xo*(x3x 1))+= x ~ x ~ x ~ x 0 x ~ x ~ x ~ x ~ x ~ x ~ x ~ x 0 x ~ x ~ x ~ x ~ x  1 

et nous avons bien SE Lo et s'e Lo (à cause du facteur en gras). 



Fait 4.3.7: 

Preuve: 

Note: Si (wlr u w2) n (xi+2* ~ i * ( ~ i , l x i + ~ ) ) +  n Li # 0, cet ensemble contient 
un unique élément noté c(w). 

: Soit n= 1 w 1 xi-1. 

Puisque w ( x ~ + ~ ) ~ E  CP, nous avons 1 w 1 xi-l= 1 w 1 xi+l= n et d'après la forme 
des facteurs wl et wz, nous en déduisons que 1 w 1 1 ,i-l= 1 w 2 1 ~ i + l =  n. 

Posons: V ~ E  [0,n-l1 ~ l = ~ l , k ~ i - l ~ l , k  avec I ~ l , k I x ~ - ~  = k ,  
W2= U2.k Xi+l  V2.k avec 1 u2.k 1 xi+l = k, 

et montrons par récurrence sur k que: 

. Si k=O, nous avons v1.k~ xi+ et U2,k=E : la propriété (*) est vraie. 

. Supposons que ks [O, n-21 et 1 vl,ru2,k 1 xi> 1 ~1,kuz.k 1 xi+2- NOUS savons 
que vl,k+lu 2 , k + l ~  x ~ * x ~ - I v  l , k ~ ~ , k x i + ~ ( x i * + x i + 2 * )  e t  nous vérifions 
facilement que  si I v i , r+ iu2 ,k+i  I x i s  I v l ,k+lu2,k+l 1 x i+29 il existe 
nécessairement un facteur de  V l , k + l U l , k + l  appartenant à B .  Comme 
w ( x ~ + ~ ) ~ E  CP, ceci est impossible. La propriété (*) est démontrée. 

D'après cette propriété, il est évident que: 

( W  1' UI W2) n (xi+2* x ~ * ( x ~ - ~ x ~ + ~ ) ) +  n Li # 0 

et comme le  mot c(w) contient exactement les mêmes lettres que w, 
nous avons: 

fi(n {xi,xi+z) (c(w)))= fi (n {xi,xi+i) (w))= (xiY (car w(xi+z)j€ CP). 

Supposons que w contienne une boucle comme facteur: I l  existe 
une décomposition W ~ = W ' ~ W " ~  et w2=w12w"2 tel que W " ~ W ' ~ E  B .  
Posons w " ~ = ( x ~ ) ~ x ~ - ~ v  1 et w ' ~ = v ~ x ~ + ~ ( x ~ + ~ ) ~  avec a,B20. NOUS avons 
w l r = ~ l r ~ i . l ( ~ i ) a ~ * l r ,  w ~ = v ~ x ~ + ~ ( x ~ + ~ ) ~ w ' ' ~  et I V l  I x i - l =  I V 2  I x i + l  NOUS 



vérifions facilement que V m E ( w 1 LU w2) n X ~ * ( X ~ - ~ X ~ + ~ ) ) + ,  
3 f~ FG(m) tel que I f I xi+2> I f I xi. Par conséquent, me Li et nous obtenons 
(W 1' LU ~ 2 )  A (xi+2* ~ i * ( ~ i - ~ x i + ~ ) ) +  A Li = 0. Contradiction. 

De plus, il est évident que: 

( w 1' ILI ~ 2 )  n (xi+2* xi*(xi-lxi+l))+ n Li # 0 * I w I ~ i - l =  I W I xi+l. 

Les conditions fi(n ( x i , x i+2 ) (~ (~ ) ) )= (~ i ) j ,  I w I ~ i . l =  I w I xi+l et F(w) n B= 0 
nous permettent de conclure que w(xi+2Ye CP. fin de la preuve du fait. + 

Preuve du lemme 4.3.6: 

&(R) czi(R)? 

Soit r n ~  R. 
Pour tout m ' ~  Ti(m), nous pouvons décomposer m de la façon suivante: 
m=aZwZ1p avec Wc (~i-~+~i)*~i(~i+~i+~)*~i+~(~i+~+~i+2)*, w(xi+2)j€ CP, j> 1 , 
ZÉ { xi-1, xi}, z'c { X i  Xi+l) et a , P E  II* tel que m'=az(xi)jz'p. Puisque mc R, il 
existe (q,q ' )~ Q2 et QE F tel que a z s  Rqoq, WE Rqq' et Z'PE Rqlqf. De façon 
évidente, nous avons a z c  rl(qo,q) et Z'PE r3(qV,qf). D'après la forme du 
facteur w, il existe une unique décomposition w=wl w 2 vérifiant 
W ~ E  (xi-l+xi)*xi et W ~ E  ( X ~ + X ~ + ~ ) * X ~ + ~ ( X ~ + ~ + X ~ + ~ ) * A X ~ + ~ ~ * .  Soit q", l'état de Q 
tel que w l ~  R qqu et w2e Rqeeq*: nous avons wlre f2(q,q1) et w2c rW2(q",q'). 
Le fait 4.3.7 nous permet d'affirmer que (xi)jE r2(q,q1,q"). Par 
conséquent, m ' ~  'E~(R). 

Soit m'E %i(R), nous pouvons décomposer m' de la façon suivante: 
m ' = m i  (xi)Jm 2 avec mi€  r l  (qo,q), m 2 ~  r3(q1,qf), (xi)JE r~(q,q' ,q") et 
(q,ql,q")e 4 3 .  Puisque (xi)jo r2(q,q1,q"), il  existe wl,w2s I I*  tel que 
w t r €  r'2(q,q1')9 w 2 ~  r"2(q1*,q1) et fi( II ( X ~ , X  j + 2 )  ( ( w  1 w2)n(xi+î*xi* 
( x ~ - ~ x ~ + ~ ) ) +  n L i  ))= (xi)j. D'après le fait 4.3.7, nous savons que 
~ ~ w ~ ( x ~ + ~ ) j e C P  et nous avons m l w l w 2 r n 2 ~ R  avec m l E ï i * ( ~ i - ~ + x ~ ) ,  
m 2 ~  ( ~ j + ~ i + ~ ) n *  et w ~ w ~ ( x i + ~ ) J  E C P .  Toutes ces conditions nous 
permettent d'affirmer que m'e Ti(R). 

Par conséquent: 

Pour tout ie {0,1,2,3) et pour tout RE Rec(II*) : Ti(R) = %i(R). 

Comme T~(R)  est un ensemble reconnaissable que nous savons construire, 
le lemme est démontré.4 



Lemme 4.3.8: 

Pour tout mot me P, T(m) c R*(m) 

Preuve: 

four  tout mot me P et pour tout mot m ' ~  Ti(m), ie {0,1,2,3 1, nous pouvons 
décomposer m de la façon suivante: m = a z w z '  p avec ZE { xi-1, x i ]  , 
Z'é ( Xi xi+l], WE ( x ~ - ~ + x ~ ) * x ~ ( x ~ + x ~ + ~ ) * x ~ + ~ ( x ~ + ~ + x ~ + ~ ) * ,  W(Xi+z)j€ CP, jT 1, et 
U,PE Il* tel que m' = az(xi)jzVp. 

Nous montrons par récurrence sur 1 w 1 que m'e R * (m) . 

Puisque w(xi+2)je @B, il existe nécessairement une occurrence de xi+l et 
de xi-1 dans W. Posons w = u x ~ - ~ ( x ~ ) " x ~ + ~ v  avec n l l ,  U,VE n * .  

Cas 1: . V=E. 

Puisque w(xi+2)j€ C P  et v=e, le facteur u ne peut pas contenir 
d'occurrence de Xi, 1: ndcessairement, UE xi*. 
Or d'après la remarque 4.3.5, nous savons que la première 
lettre de w est xi-1: nécessairement, U=E. 

Par conséquent, n=j et m ' ~  R i(m). 

D'aprh la forme du facteur w, nous avons 1 v 1 xi+121 et le 
facteur u contient au moins une occurrence de xi.1. Une règle 
de R i  peut être appliquée à w: nous obtenons w'=u(x~)"vE Ri(w). 
D'après le lemme 4.3.4 et puisque w'(xi+2)j~ Ri(wxi+2j), nous 
avons w ' ( x ~ + ~ ) ~ E  @P. 
Par conséquent, nous obtenons a z w ' z ' p ~  Ri(m) avec 
I W' I = I W I -2, W'E ( x ~ - ~ + x ~ ) * x ~ ( x ~ + x ~ + ~ ) * x ~ + ~ ( x ~ + ~ + x ~ + ~ ) *  et 
W ' ( X ~ + ~ ) J E  CP: la récurrence se poursuit en remplaçant w par w'. 



Cas 3: . v E ~ i + 2  ll+. 

De la même façon, le facteur v nous assure le contexte pour 
appliquer une règle de R i+ l  et nous obtenons azw'z'B E Ri+l(m) 
avec W'E ( X ~ . ~ + X ~ ) * X ~ ( X ~ + X ~ + ~ ) * X ~ + ~ ( X ~ + ~ + X ~ + ~ ) * ,  1 W' I = I W I -2 et 
W ' ( X ~ + ~ ) ~ E  CP: la rtcurrence se poursuit en remplaçant w par w'. 

Dans ce cas particulier, nous avons W = X ~ - ~ ( X ~ ) ' X ~ + ~ X ~ + ~  avec 
n=j+ lr 2. Puisque mc P, nous avons z ' = x ~ + ~  et une règle de R i +  1 

peut être appliquée à m. Nous obtenons a z w ' z ' p ~  Ri+l(m) avec 
w '=x~-~(x~) ' - ' x~+~ .  NOUS vérifions facilement que I w' I = I w 1-2, 
W'E ( ~ i - ~ + X i ) * X i ( ~ i + X i + ~ ) * ~ i + l ( ~ i + l + ~ i + 2 ) *  et w'(xi+l)j€ CP: la 
récurrence se poursuit en remplaçant w par w'.+ 

Proposition 4.3.9: 

Pour tout mot W E  P, (W E CP 3, x ~ x ~ + I x ~ + z x ~ + ~ E  TS2([w1)). 

Preuve: 

Les affirmations suivantes découlent des propriétés de trisection des 
polyominos convexes introduites précédemment (5 4.1.1). 

: Soit w, un mot de CP et notons p, le polyomino convexe caractérisé 
par W. Supposons que p ne soit pas un carré unitaire. Nous appliquons à 
un certain mot de [w] une règle de To de façon à ce que le polyomino p' 
issu de cette transformation vtrifie (W et W' distants d'une unité) et 
(W=N'). Si p' n'est pas un carré unitaire, il suffit d'appliquer une régle de 
Tl  pour obtenir le résultat désiré. 

t: La réciproque est une consdquence directe des lemmes 4.3.8 et 
4.3.4. + 



Preuve du théorème 4.2.1: 

Puisque Ts2(S) est un langage reconnaissable que nous savons construire 
(lemme 4.3.6), nous pouvons décider si Tl*(S) contient certains mots. 
D'après la proposition 4.3.9, nous concluons que "vérifier si un langage 
reconnaissable S contient un mot de contour positif d'un polyomino 
convexe" est un problème décidable. + 

4 . 4  Extension aux polyominos semi-convexes 

Pouvons-nous généraliser ce résultat à d'autres polyominos particuliers? 

Dans cette section, nous étendons le théorème précédent aux polyominos 
convexes dans une seule direction. 

4.4.1 Ouelaues définitions 

Nous traitons le  cas des polyominos horizontalement convexes: 
l'extension aux polyominos verticalement convexes est évidente. 

. Un polyomino p est horizontalement convexe si en choisissant deux 
carrés unitaires sur la même ligne horizontale, tous les carrés situés 
entre eux sont à l'intérieur de p. 

Exemple: Ce polyomino est horizontalement convexe. 

Remarque: Un polyomino horizontalement convexe peut être vu 
comme un empilement non axé de rectangles d'épaisseur égale à 1. 

Pour définir les mots de  contour positifs d'un polyomino 
horizontalement convexe, nous introduisons l'ensemble H suivant: 



Beaucoup de similitudes existent entre les énoncés suivants et ceux de la 
section précédente: nous n'expliciterons les preuves que dans le cas où 
celles-ci diffèrent. 

Lemme 4.4.1: 

Preuve: 

(1) : D'après la forme des mots de W, nous constatons que: 

Q i r  {0,2) x ~ - ~ x ~ + x ~ + ~ ~ F ( [ w ] ) #  0, xixi+2e F([w]). 

(1) - : Caractérisons les sous-mots de H: 

SM(W)=[ (xo + x l  + x2)* (x2 + x3 + XO)* ] et notons Ni=(xi + Xi+l + xi+2)* pour 
tout i~ (0 ,2) .  

Remarque : V ie {0,2}, 

((m. Ni) et (F(m)n ( ~ 0 x 2 ,  x2x0}=0)) * (me (~0*xi+i+x2*xi+î)*(x0*+x2*)). 

Soit WE SM@), nous avons: WE [ No N2 1. 
Sachant que F([w]) contient des facteurs de la forme xlx2+x3 et xgxo+x 1, 

nous avons: WE [ N o  xlx2+x3 N 2 1  n [ N 2  x3xo+xl No]. 

D'après la remarque précédente et comme F([w]) n { xox2, ~ 2 x 0  ) = 0 :  

D'où: WE [ (xg*x1+x2*~l )* ~ 2 + x 3  (x2*x3+x0*x3)*~o+x~] = W. 

(2) Cette propriété est une conséquence de la forme des mots de W. 

(3) En constatant que xi*xs*I, nous en deduisons que: 
v WEW, 7C[x1,x3)(~)€ X I * X ~ * X ~ *  + x3*x1*x3*. 

Par conséquent, x l x ~ x l x j  et x3xlxgxl ne peuvent pas être des sous-mots 
de W. Rappel: ~ { x I . x ~ )  représente la projection sur l'ensemble { xi ,  xs} . 



(4) Soit WE W, nous avons we [ x~+xl(xo*xl+x2*x~ )* x2+x3 (xo*x3+~2*~3)* 1. 
Si un facteur b du mot w est une boucle élémentaire non vide, il contient 
au moins une occurrence de  chaque lettre de II: par conséquent, 
il existe k~ {0,2) tel que: 

b~ (~k*~k+l+~k+2*~k+l)+xk+2+xk+3(xk*xk+3+xk+2*~k+3)*(~k*+~k+2*)* 

De plus, nous avons b~ SM(H), v i~ (0,2) X i X i + z e  F([bl) et xk+ixk+2+xk+3 
F([b])+ 0. D'après (l), il ne nous reste qu'à vérifier la propriété suivante: 

~k+3xk+xk+l n F([bl)+ 0. 

. Montrons que b€ ( ~ k + ~ k + l ) n * ( ~ k + ~ k + 3 ) :  

Supposons que b débute ou se termine par une occurrence de Xk+2 et 
décomposons b ainsi: 
b=b b2 avec  bl=FG(b) n (~k*~k+l+~k+2*~k+i)*~k+2+ 

e t b2=FD(b) n ~k+3(~k*~k+3+~k+2*~k+3)*(~k*+~k+2*). 

Comme b~ BE, nous avons 1 bi I ~ k + l =  l b2 l xk+3= n. 
Posons: V j o IO, n-11 bi= u l j  xk+i vi,j avec 1 VI,, 1 xk+l  = j. 

b2= u2.j Xk+3 V2,j avec 1 u2,j 1 xr+3 = j, 
et constatons que: 

I I V I , O ~ ~ , O I X ~ + ~  > I V l , O ~ 2 , 0 1 X ~  et 1 v1.n-iu2,n-1 I x k  > Ivi,n-iu2,n-i xk+2- 

Pour cela, il est nécessaire qu'il existe je [O, n-21 tel que: 
I I I 1 vlju2,j xk+2 > 1 vljU2,j 1 xk et 1 vi,j+lu2j+l xk > 1 vl,j+lu2,j+l Xk+2 

- et ainsi, il existe f~ F(vl , j+l~2,~+1) vtrifiant: I f l xk  = I f l Xk+2 et l f 1 x k + l  - 
1 f 1 xk+3- Le mot f est une boucle, facteur propre de b. Contradiction. 

- Si l e  facteur b débute par une occurrence de xk ou de xk+l, alors 
nécessairement xk+3~k+xk+l n F([b])# 0. + 

Proposition 4.4.2: 

HP = H n  BE est l'ensemble des mots de contour positifs 
des  polyominos horizontalement convexes. 

Preuve: 

- Supposons qu'un mot WEHB soit un mot de contour d'un polyomino 
p non horizontalement convexe. Ce polyomino contient deux canés 
unitaires sur la même ligne horizontale tels qu'il existe un carré 
unitaire entre eux n'appartenant pas à p: il existe i s  {0,2} tel que 
X i - ~ X i + l X i - l X i + l E  SM([w]). Ceci est impossible [lemme 4.4.1 (3)]. 



. D'après l'aspect d'un polyomino horizontalement convexe, nous 
concevons facilement que sa frontière soit caractérisée par un mot 
de W.6 

Remarque: L'ensemble H P  est fermé par conjugaison. 

4.4.2 Ouel est le ~roblème 2 

Soit R c n * ,  un langage reconnaissable. Le problème "Le langage R 
contient-il un mot de contour positif de polyomino horizontalement 
convexe ?" est-il décidable ? 

Comme dans le  cas précédent, ce problème est décidable si et seulement 
si le problème ' Z e  langage reconnaissable S=[R] n Hcontient-il un mot de 
contour positif de polyomino horizontalement convexe ?" est décidable. 

Théorème 4.4.3: 

Le problème de savoir si un langage reconnaissable de l7* contient 
un mot de contour (positif) d'un polyomino horizontalement 
convexe est décidable. 

Le raisonnement est le même que pour les polyominos convexes. 

Lemme 4.4.4: 

H est fermé par R 

Preuve: 

Nous montrons que: V we W, R(w)cH. 

Si l'une des règles r de R (jr {0,1,2,3)) peut être appliquée à w, nous 
vérifions que ~ ( w ) E  H : De façon évidente, r ( w ) ~  S M(H)  et d'après le 
lemme 4.4.1 (l), il suffit de montrer que: 



La règle r peut être appliquée à w si celui-ci contient un facteur 
de la forme Z X ~ . ~ ( X ~ ) ~ X ~ + ~ $  avec n21, ZE { Xj.1, Xj), Z'E { Xj, X j + l )  qui Se 
transformera en z(xj)nzt dans r(w). La disparition des deux lettres (en 
gras) n'engendre pas de  facteurs de la  forme xixi+2 dans r(w), 
i~ {0,1,2,3) (ceci est dû au contexte). 

Il ne nous reste qu'à vérifier qu'il existe un mot de la forme xlxz+xs et 
x3xo+x dans F([r(w)]). Nous avons: 

WE [ x ~ + x ~ ( x ~ * x ~ + x ~ * x ~  )* ~ 2 + ~ 3  ( x o * x ~ + x ~ * x ~ ) *  1 
ou plus précisément: 

wé [ (XO+ + ~ ~ + X ~ ( X O * X ~ + X ~ * X ~ ) * ( X ~ * + X ~ * ) )  X I X ~ + X ~  ( x o * x ~ + x ~ * x ~ ) *  1. 
Seule une règle de R 2  peut altérer le facteur x l x p x 3  (n>O) en détruisant 
les occurrences d e  xi  et x3 en gras: ceci est dû au contexte. 
Si z=xl et z8=x3, il existe encore un facteur de la forme X I X ~ + X ~  dans l'un 
des mots de  [w]; Si z=x2 (resp. z1=x2), d'après la forme des mots 
de H ,  il existe nécessairement un facteur x1x2* devant z (resp. un 
facteur x2*x3 après 2')  dans l'un des mots de [w]. Par conséquent, 
V rE R xlx2+x3 n F([r(w)])#0. Pour des raisons similaires, nous avons 
x3xo+xl n F([r(w)]);t0. + 

Lemme 4.4.5: 

Soient w r  H et W É  R ( w ) ,  ( W ' E  HP -4 W E  H P )  

Preuve: 

En se référant au lemme 4.4.4, il suffit de montrer que: 
V WEW,VW'ER(W), (w'EBIE -4 WEBIE). 

D'après la remarque 4.3.1, nous savons que: ( WE B Y W'E B ). Il ne nous 
reste qu'à montrer la propriété suivante: 

V WE HnB, V W'E R (w) 
(Aucun facteur propre de w' n'est une boucle) 

* 
(Aucun facteur propre de w n'est une boucle). 

Ii s'agit de vérifier que R ne permet pas de détruire des boucles dans W. 

a: Considérons un mot wé H n B  dont un facteur propre b est une 
boucle 6lémentaire. Nous montrons que: V ic {O, 1,2,3}, V W'E R i(w), 
le mot w' contient également une boucle comme facteur propre. 
Posons w=wlbw2 avec w1,wze Il*. Pour tout mot W'E Ri(w), i~ {0,1,2,3), 
il existe une décomposition de w vérifiant: w=wl b w 2= u 1 a u 2  avec 
O L = X ~ - ~ ( X ~ ) ~ X ~ + ~ ,  n2 1, U l  , U ~ E  II * telle que W ' = U ~ ( X ~ ) ~ U ~ .  



Cas 1&2: . a est un facteur de b ou a et b sont des facteurs disjoints de w: 
Le  mot w' contient également une boucle comme facteur 
propre. 

Cas 3: . a er b sont des facteurs qui se chevauchent dans w: 
Supposons que a se situe sur wl et b (l'autre chevauchement se 
traite de façon identique). Posons w 1 = w ' 1 (xi)nl, b=(xi)nWx i+ iv  
avec W ' ~ , V E  lï* et nl+n"=n, et rappelons que les mots b et wlw2 
sont des boucles contenant au moins une occurrence de chaque 
lettre de il (car w1bw2e WnB). 

Si i~ (0,2) : Un tel chevauchement n'existe pas. 
Soit W " = W ~ W  b~ [w], nous avons W"=W~W'~X~-~(X~)~'+~''X~+~V et 
,nous savons que v contient une occurrence de xi-1 et 
w 2wq1, une occurrence de xi+l. Nous constatons alors que 
Xi+lXi-lXi+lxi-l est un sous-mot de w": Ceci est impossible car 
W"E W [lemme 4.4.1 (3)]. 

Si i~ (1,3) : Le mot w' contient également une boucle comme 
facteur propre. 
Traitons le cas i=l (l'autre cas est identique). Comme b est une 
boucle élémentaire facteur propre de w, nous avons be ZHI 
(lemme 4.4.1 (4)). Nous en déduisons que: 

En effet, le  mot b ne peut pas se terminer par un facteur de la 
forme (xo*xl + x2*x1)+ car wlw 2 doit contenir au moins une 
occurrence de x3. Par conséquent, le mot obtenu à partir de b 
en effaçant l'occurrence de x2 en gras et en oubliant la dernière 
lettre est une boucle, facteur propre de w'.+ 

Remarque: La réciproque est fausse. 

W = X O X O X ~ X ~ X ~ X ~ X ~ X ~ X ~ X ~ X O X ~ X ~ X ~  W ' = X O X ~ X ~ X I X I X ~ X ~ X ~ X O X ~ X ~ X ~ E  R 1 (w )  
Nous avons we H P  mais w'é BE. 



Dtfinissons une transformation 1'0 ainsi: 

7 'O = { z w z' -B z (xo)j z' avec wc (x~*x~+x~*x~)*x~+xl(x~*xl+x~*xl )*  
e t  w ( x z ) i e ~ , j z l , z ~ { x 3 , ~ 0 ) , ~ * ~ { ~ 0 , ~ 1 )  1 

I Remarque 4.4.6: 

avec 

rl(q0.q) = Rpon n 

((r'2(%qw) rW~(q",q')) n (x2* xû*(x3xl))+ n ) ) 

avec r*2(q9qW) = ( hq* n (xo*x,+x~*x3)*xo+ )* et 
~"~(q",q*) = Rq*lq* n xl(xo*xl+x2*xl)* 



e t  Rqiq2, le langage reconnu par M'=(n,Q,S,ql,{q2)); 
ag, la projection sur l'ensemble B; 
fo ,  la réduction de Dyck sur (xo+x2)* définie par: 
V W. (xo+xl)* avec 1 w 1 xo - 1 w l x ,  = j, j2O , fo(w)=(xo)j ; 
Lo={xow~ Il*/ Vf. FG(w) 1 f 1 xo' 1 f 1 xZ), un langage algébrique. 

De manière analogue, nous avons: V RE Rec(n*) : T1o(R) = flo(R). Comme 
zto(R) est un ensemble reconnaissable que nous savons construire, le 
lemme est démontré.+ 

Lemme 4.4.8: 

Pour tout mot mg H, ï'o(m) c R*(m) 

Preuve: 

Pour tout mot mc W et pour tout mot m ' ~  T1o(m), nous pouvons 
décomposer m de la façon suivante: m = azwz '  avec zs  { x3, x ) , 
Z'E ( XO, XI) ,  WE ( x o * x ~ + x ~ * x ~ ) * x o + x  1 ( ~ ~ * ~ 1 + ~ ~ * ~ 1 ) * ,  w(x2)k HP, j21, et 
a,$€ ïi* tel que rn1=az(xo).jz'p. 

t 

1 

I 

1 

Nous montrons par récurrence sur 1 w 1 que m ' ~  R * (m) . 
Puisque w(xz)k HP, il existe ntcessairement une occurrence de x3 
dans W. Par conséquent, posons w=ux3(xo)nx lv  avec n2 1, u,vé ïï * . 
Cas 1: . V=E. 

Puisque w(x2) j~  HP et V=E, le facteur u ne peut pas contenir 
d'occurrence de x j  : nécessairement, UE (xo* +x2*). 
Or d'après la remarque 4.4.6, nous savons que la première 
lettre de w est différente de xo: nécessairement, u~ xz*. 



. Si U=E: nous obtenons n=j et m ' ~  Ro(m). 

. Si u~ x2+: une régle de R 3 s'applique et le mot obtenu 
vérifie les hypothèses de la récurrence. 

Cas 2: . ve (xo+x i)ll*. 
D'après la forme du facteur w, nous avons 1 v 1 , ,>l et le facteur 
u contient au moins une occunrence de xg. 

. Si UE II * (x3+ xo): une régle de R 0 s'applique et le mot 
obtenu vérifie les hypothèses de la récurrence. 
. Si UE ïI *x2: nécessairement UE lI*x3x2+, une régle de R 3 

s'applique et  le mot obtenu vérifie les hypothèses de la 
récurrence. 

Cas 3&4: . ve x 2 I i  *: nécessairement ve x 2+x 1 il *, une régle de R 1 s'applique 
et l e  mot obtenu vérifie les hypothèses de la récurrence.+ 

En posant Tt={ TIo, Tl ) 

Proposit ion 4.4.9: 

Pour tout mot WEH, (W E H .  W si, XiXi+lxi+~Xi+~E Ts2([w])). 

Preuve: 

Les affirmations suivantes découlent du fait qu'un polyomino 
horizontalement convexe peut être vu comme un empilement non axé 
de rectangles d'épaisseur égale à 1. 

a: Soit w, un mot de HP et notons p, le polyomino horizontalement 
convexe caractérisé par W. Supposons que p ne soit pas un rectangle 
d'épaisseur 1. Nous appliquons 2i un certain mot de [w] une règle de Tto 
de  façon à ce que le polyomino p' issu de cette transformation soit le 
rectangle d'épaisseur 1 le plus bas de p. Si p' n'est pas un carré unitaire, 
il suffit d'appliquer une règle de Tl  pour obtenir le résultat désiré. 

e=: La réciproque est une conséquence directe des lemmes 4.4.8 et 
4.4.5. + Le théorème 4.4.3 est démontré. + 



4.5 Aut res  extensions envisagees 

Nous aimerions étendre ce résultat Zi des classes plus générales de 
polyominos. Qu'en est-il pour des polyominos où nous bornerions le 
nombre de changements de direction en diagonale ? 

. Un polyomino p est k-borne s'il existe un mot de contour de p dans 

kP=MKnBE. 

Exemple: Ce polyomino est 4-borné. 

A priori, le principe de "couper des branches" afin d'obtenir un carré 
unitaire ne semble pas adapté: nous risquons de transformer une boucle 
non élémentaire en une boucle élémentaire. 

Est-il possible que pour de "petites valeurs" de k, la question précedente 
reste décidable ? A partir de quel rang devient-elle indécidable ? 





CONCLUSION 





Conclusion 

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à des systèmes de 
réécriture particulièrement adaptés aux langages de mots de figure. 

Dans les deux premières parties consacrées à la description des figures 
connexes ou non connexes par des mots de figures, nous étudions trois 
systèmes de réécriture S, Sr-red et S' dont la principale caractéristique 
est de conserver les figures décrites au cours des dérivations d'un mot 
de  figure. Nous voyons que les systèmes S et S' sont complets (ils 
permettent à partir de tout mot de II* ou de ri'*, de dériver tous les mots 
ayant la  même figure décrite que le mot initial) et que Sr-red, autorisant 
moins de manipulations sur les mots de figure mais conservant la 
rationalité du langage, est un système confluent. Nous décrivons des 
méthodes pour dériver tout mot de figure en un mot plus court et nous 
obtenons un mot minimal si la figure associée est connexe. 

La troisième partie établit la décidabilité de la question suivante: Si 
R cïï * est un langage rationnel, ce langage R contient-il un mot de 
contour de polyomino convexe (resp. horizontalement convexe et 
verticalement convexe) ? Nous prouvons ce résultat à l'aide de deux 
systèmes de réécriture R et 1: en montrant d'une part que les mots de 
figure dérivés par R conservent leur non-appartenance à l'ensemble des 
mots de contour de la classe de polyominos considérée, et que d'autre 
part, le système T (pouvant être simulé par des règles de R )  est tel que 
T(R) est un langage reconnaissable que nous savons construire. 

Sachant que la question précédente est indécidable pour les polyominos 
quelconques [Bd] et décidable pour les polyominos convexes et semi- 
convexes, essayons de restreindre l'intervalle où nous ne savons pas 
encore. Considérons les polyominos k-bornés définis au chapitre 4: 
Pouvons-nous croire que pour de "petites valeurs" de k, cette question 
reste décidable? A partir de quel rang devient-elle indécidable? 
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Résume 

Une figure 2D constituée de segments unitaires horizontau@ et ' 

verticaux peut être représentée par une séquence de symboles. cld&hiaw - 
d'entre eux engendrant un dtplacement unitaire dans l'une des quatre 
directions: droite, gauche, haut ou bas. L'ensemble de ces symboles est 
noté ïï. Ainsi, à tout mot de n * est associée une unique figure inscrite 
dans le plan cartésien. Nous étudions différents systèmes de rébriture 
definis sur Il* et conservant certaines propriétés des figures associées. 

D'abord, l'alphabet ï ï  contient quatre lettres engendrant des 
déplacements visibles (crayon baissé). Nous étudions deux systèmes de 
reécriture S et Sr-red conservant les figures: l'un d'entre eux permet 
d'obtenir tous les mots décrivant la même figure, l'autre est un système 
confluent fournissant un unique mot irréductible. Puis, nous complétons 
cet alphabet avec quatre lettres "blanches" engendrant des 
déplacements invisibles (crayon levé). Nous définissons un nouveau 
système de réécriture S' permettant d'obtenir exactement tous les mots 
décrivant la même figure qu'un mot initial. Pour chacun de ces deux 
alphabets, nous recherchons un parcours minimal décrivant une figure 
connexe donnée. Enfin, nous terminons par des résultats de décidabilité 
relatifs aux langages de mots de figure. Etant donné un langage rationnel 
inclus dans n*, nous pouvons décider si celui-ci contient des mots de 
contour de polyominos particuliers. Ces résultats sont établis il l'aide de 
deux systtmes de invariantes certaines propriétés 
des mots de figure. 

sysumt de Rbbcritura, Mot de Figure, Langage Rationnel, Polyomino. 


