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Introduction générale 

Le problème de la réalisation minimale analytique fait partie des "classiques" de l'auto- 
matique. Il consiste à retrouver les équations différentielles (de Kalmann) qui gouvernent 
l'évolution d'un système dynamique analytique à partir de son comportement Entréelsortie. 

Nous donnons l'implantation d'un algorithme efficace pour calculer une représentation d'état 
minimale d'un système dynamique analytique dont le comportement Entrée/Sortie est donné 
par sa série génératrice lorsque celle-ci est polynomiale. 

Ceci constitue par la-même une preuve constructive de la conjecture de G.Jacob restée indé- 
montrée: 

Une série génératrice polynomiale admet une réalisation minimale po2ynomiak 
(la fonction d'observation et les cornposantes des champs de vecteurs sont des 
polynômes). 

On sait d'après M.Fliess [9] que la réalisation minimale analytique est unique à un changement 
de coordonnées près (difféo~norphisme analytique) dans l'espace d'état. 

La réalisation que nous calculons est canonique au sens où elle ne dépend que de l'ordre 
choisi pour comparer les lettres de l'alphabet de codage. Ce résultat est acquis en utilisant 
les techniques de "base-standard" appliquées aux espaces vectoriels de polynômes. 

De nombreux chercheurs ont travaillé sur la réalisation minimale analytique et les problèmes 
qui lui sont liés comme I'observabilité et la contrôlabilité en automatique non linéaire. Citons 
entre autres R.Hermann et A.Krenner(l977) [Il], J.H.Sussman(l977) (321, B.Jakubczyk(l980) 
[16] et M .Fliess(1983) [9]. 

A partir des travaux de M.Fliess, C.Reutenauer(l986) dans [30] a donné une version très 
"syntaxique" de l'existence de la réalisation minimale en effectuant son calcul dans une cer- 
taine algèbre de mélange. En partant d'une série polynomiale, la réalisation qu'il obtient est 
analytique (mais pas forcément polynomiale) et la traduction informatique de sa preuve ne 
donne pas un algorithme qui termine en un nombre fini de pas. 

:Utilisant les résultats de C.Reutenauer, NE. Oussous dans [24, 26, 251 a implanté, dans 
le système de calcul formel Macsyma, un algorithme qui, par une méthode d'exploration 
systématique de toutes les solutions possibles1, calcule une réalisation minimale polynoiniale 
mais sans toutefois démontrer que celle-ci existe dans tous les cas. 

L'algorithme que nous proposons, outre qu'il est prouvé, est beaucoup plus rapide. Ainsi, 

'La méthode relève de l'algèbre linéaire 



4 Chap. INTRODUCTION G É N É R A L E  

une série génératrice de 3 variables en degré 7 est réalisée en moins d'une minute sur un 
PC-RT @IBM avec le système de calcul formel SCRATCHPAD (voir la démonstration page 
143). 

Le travail d'implantation doit être considéré comme un travail de recherche, d'abord parce 
qu'il conduit à se poser des problèmes non triviaux de représentation des objets. Il est clair 
que certains concepts traditionnels des mathématiciens (nombres réels, fonctions analytiques, 
séries formelles) ne sont pas effectifs car ces ensembles ne sont pas dénombrables et donc leurs 
éléments ne peuvent être représentés par un nombre fini de symboles. Ii reste alors à combler 
le vide lorsqu'on a pris conscience de cette difficulté. 

Quand on se restreint à des domaines tels que les polynômes, le problème de la représentation 
demeure crucial si l'on désire obtenir de bonnes performances au niveau du temps de calcul et 
de la taille des données. S'agissant des polynômes en variables non commutatives, le lecteur 
constatera qu'il y a au moins quatre façons de les représenter et que chacune d'elle a son 
utilité. 

Les techniques modernes de "génie logiciel" visent à la réutilisabilité des composants logiciels. 
Le système de calcul formel SCRATCHPAD basé sur la théorie des types abstraits et la généricité 
s'inscrit dans ce courant. On devra donc considérer les divers modules présentés, non comme 
une collection d'algorithmes plus ou moins subtils, mais comme une tentative de structurer 
la partie "algèbre non commutative" d'un système de calcul formel. 

Le premier chapitre est une initiation au système de calcul formel SCRATCHPAD. II pourra 
paraître assez indigeste à certains ; sa lecture n'est nullement indispensable pour comprendre 
le reste de l'exposé. D'une façon générale, j'aurais pu mettre complètement à part le code 
SCRATCHPAD qui, pour être plus lisible que du FORTRAN, produit cependant une coupure 
dans le texte en français. Seules les spécifications (mode d'emploi) des principaux domaines 
figurent. Autant que faire se peut, ce code est assorti de commentaires rédigés en "clair". 

Le deuxièine chapitre introduit quelques opérations et notations de base en algèbre non 
cominutative. La partie implantation des polynômes sous forme distribuée et récursive est 
essentielle d'un point de vue pratique, car elle conditionne l'efficacité de l'algorithme de la 
réalisation i~iiniiiiale. 

Le troisième chapitre traite de l'algèbre de Lie libre et de la base de Poincaré-Birkoff-Witt 
pour l'algèbre enveloppante. Les algorithmes présentés sont essentiellement tirés des travaux 
de G. Melançon et C. Reutenauer[21]. On trouvera une implantation des polynômes de Lie 
dans la base de Lyndon en partant d'un principe simple: 

Les équations de définition d'une algèbre de Lie 

permettent de générer un système de réécriture confluent noethérien 

[a,al - 0 
[a,b] - -[b,a] s i a > b  

[[a, bl' cl - [a, [b, cl] + [[a, cl, bl si b < c 

~e n'ai pas fait figurer les formules exprimant la bilinéarité du crochet de Lie 



1 'ordre sur les crochets ktant 1 'ordre lezicographique calculé sur leur forme dépar- 
entliksée. 

Pour c.e système de réécriture, la forme normale d'un polynôme de Lie quelconque est alors 
sa décomposition dans la base de Lyndon. 

Le théorème de Poincaré-Birkoff-Witt nous fournit une nouvelle représentation possible des 
polynômes non commutatifs. Contrairement à toute attente, les résultats, au niveau du 
temps de calcul, font que cette implantation est largement utilisable. Dans certains cas, ils 
sont même meilleurs que pour l'implantation récursive ; ceci est dû au fait que le nombre de 
mots figurant dans la représentation d'un polynôme est quelquefois plus faible dans la base 
de Poincaré-Birkoff-Witt (voir fichier de démonstration en annexe page 137). On trouvera 
également exposés tous les algorithmes permettant de changer de base. 

Le chapitre W sur les bases-standard ne prétend pas apporter d'éléments nouveaux dans ce 
domaine de la réécriture algébrique mais fournit un cadre théorique assez facilement trans- 
posable pour l'étude des idéaux en algèbre différentielle ou dans l'algèbre de Weyl. L'accent 
est mis sur le fait qu'un système de réécriture n'est pas seulement la donnée d' un ensemble de 
règles ; il convient également de bien préciser de quelle manière on effectue les substitutions, 
ce que d'aucuns appellent le filtrage. 

L'usage qui est fait ici de l'algorithme de Knuth-Bendix se limite à l'étude des espaces vec- 
toriels de polynômes et des idéaux à droite finiment engendrés. Dans les deux cas, la théorie 
mathématique en est très élémentaire. 

La motivation est essentiellement pratique ; les calculs de dépendance linéaire sont fréquents 
en calcul formel. Il se trouve que l'implantation des espaces vectoriels, fournie en standard 
avec SCRATCHPAD , basée sur le calcul matriciel, est parfaitement inefficace en algèbre non 
commutative. L'algorithme de la réalisation minimale reprogrammé en utilisant les techniques 
de bases-standard est nettement plus rapide. 

Le calcul de bases-standard pour les idéaux de polynômes non commutatifs découle d'une 
volonté d'implanter efficacement les séries rationnelles. Ces séries bien étudiées mathéma- 
tiquement sont souvent définies par une représentation matricielle. Cette représentation, 
même lorsqu'elle est minimale n'est pas unique. On montre qu'il est possible de représenter 
canoniquement une série rationnelle par la donnée d'un polynôme et de la base-standard de 
son annulateur à droite (resp. idéal syntaxique) qui est un idéal à droite (resp. idéal bilatère). 
Il est trop tôt pour conclure si cette idée est bonne puisqu'une telle implantation des séries 
rationnelles n'est pas encore réalisée. 

Le chapitre V sur les algèbres de mélange est destiné à préparer l'exposé, au chapitre suivant, 
de l'algorithme de calcul de la réalisation minimale . 11 est complètement basé sur des 
résultats de C.Reutenauer [30]. Du point de vue du Calcul formel, les bases de l'algèbre 
de mélange fournissent une nouvelle représentation possible des polynômes en variables non 
commutatives ; l'intérêt majeur réside dans le fait que la taille des polynômes n'explose plus 
quand on calcule des produits de mélange. Je compte donc réimplanter l'algorithme de la 
réalisation minimale (ce sera la version 5) en représentant la série génératrice dans la base 
duale de la base de Poincaré-Birkoff-Witt associée à la base de Lyndon. 

Le résultat théorique essentiel se trouve exposé au chapitre VI ; on y démontre qu'une série 
génkmtrice polynomiale admet une réalisation minimale polynomiale. J'ai essayé de rédiger 
la démonstration mathématique en prouvant un algorithme qui répond à la question posée. 
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II se trouve, qu'en plus, l'algorithme est assez rapide d'exécution. Ce résultat s'inscrit dans 
les noinbreuses recherches en dgèbre, pour rendre effectifs des résultats basés sur la théorie 
des fonctions analytiques et le théorème des fonctions implicites. 

Cette thèse se termine par une implantation du groupe de Lie d'une algèbre nilpotente, 
assurant ainsi la maîtrise complète des exponentielles de Lie. On ne trouvera rien de nouveau, 
du point de vue théorique, sur ce sujet étudié depuis de longues années par les mathématiciens. 
L'exposé vise simplement à montrer qu'un certain savoir-faire en calcul formel est succeptible 
de résoudre partiellement le difficile problème du "motion-planning" en français: commande 
exacte sur état cible. Ce problème sur lequel travaille J.H.Sussmann [19,33] a été récemment 
repris par G.Jacob [13], directeur de cette thèse. 



Pour comprendre Scratchpad 

Résumé: 

SCRATCHPAD est le seul système de calcul formel typé; il utilise massivement la gérzéri- 
cité; cette généricité est contrôlée par la notion de catégorie. 

Le typage des données est statique et implicite. 

SCRATCHPAD s'inspire de la programmation fonctionnelle. 

Avertissement: 

J'utilise la version SCRATCHPAD 2.2 du 15/11/89. se peut donc que certaines affirmations 
présentes dans ce chapitre ne soient pas valables pour les versions ultérieures. 

1.1 Bref historique 

SCRATCHPAD est né à partir des années 70, conçu par un petit groupe travaillant au: 

Computer Algebra Croup, Mathematical Sciences Department 
IBM Thomas 1. Watson Research Center, Box 218 
Yorktown Heights, New York 10598 USA 

Les systèmes de l'époque étaient tous très influencés par la programmation fonctionnelle, en 
particulier par l'esprit du LISP. 

Lisp permet d'implanter assez facilement les briques de base d'un système de calcul formel: 

manipulation d'entiers arbitrairement grands 

manipulation des polynômes, fractions rationnelles et plus généralement des expressions 
mathématiques représentées sous forme arborescente. 

Il est un moyen efficace pour implanter des systèmes de réécriture. 
Exemple: règles de dérivation: 

(21  + 21)' + 21' + v' 
(UV)'  + 21'8 + UV' 

(cte)' + O 
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L'inconvénient majeur des programmes écrits directement en LISP est que les objets mani- 
pulés ne sont pas typés; la sémantique des programmes est donc peu claire et les erreurs à 
l'exécution dificiles à identifier. 

En revanche, les langages typés des années 70 (Pascal, C, PLI)  permettaient difficilement le 
calcul symbolique. 

La solution est progressivement apparue avec la théorie des types abstraits qui a, entre autre, 
débouchée sur le langage ADA et l'utilisation intensive de la généricité. Nous verrons que 
SCRATCH PAD va beaucoup plus loin dans ce domaine puisque la généricité y est contrôlée par 
la notion de catégorie. 

Le système SCRATCEPAD est désormais commercialisé par la société NAG sous le nom de 
AXIOM. 

1.2 Notion de type en général 

Typer un objet consiste à définir trois choses : 

L'ensemble de ses valeurs possibles. 

La façon dont cet objet est représent,é en mémoire. 

L'ensemble des opérations permises sur cet objet. 

Tout objet typé possède alors : 

une valeur, 

un type. 

L'utilisateur définit ses propres types à partir des types de base en utilisant des constructeurs 
de type. 

Exemple en Turbo-Pascal : 

type VECTEüR = array L i .  .100] of Integer; 
var x:Integer; 

v : v E c m ;  
begin 

x:=3; 
..... 

end. 

Commentaires : 

x est le nom d'un.e variable de type Integer. 
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r In teger  est un type de base représenté en mémoire par 16 bits et comportant un en- 
semble de valeurs allant de -215 à 215 - 1. 

r 3 est un littéral auquel le compilateur attribue le type Entier-universel  compatible 
avec le type Integer;  ceci permet au compilateur d'effectuer un contrôle de type lors 
de l'affectation x : 03. 

r VECTEUR est un type défini par I'utilisateur en utilisant le constructeur de type array.  

1.3 Le typage en SCRATCHPAD 

1.3.1 Les types de base 

Les types de base en SCRATCHPAD sont : F l o a t ,  I n t ege r ,  S t r i n g ,  Boolean et Symbol. 

Les objets appartenant aux types de base peuvent être référencés par des littéraux. 

Exemples: 

r "Bonjour ! ! "  est un littéral de type S t r ing ,  

r t r u e  est un littéral de type Boolean. 

1.3.2 Les objets 

Les objets sont des entités créées et manipulées par des fonctions. II y a quatre sortes d'objets : 

r Objets calculés, 

r Fonctions, 

r Domaines, 

r Catégories. 

En SCRATCHPAD tous les objets peuvent être affectés ou passés en paramètre. 

ENTIER := In t ege r  -- a f f e c t a t i o n  d'un domaine 

(1) In t ege r  
Type: Domain 

double(x:ENTIER):ENTIER == 2*x 
FuncZion dec lara t ion  double : In t ege r  -> In teger  has  been added t o  
uorkspace . 

Type: Void 
double -- double e s t  l e  corps d'une fonct ion 
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(3) double x == 2x 
Type: FunctionCalled double 

f :  ENTIER -> ENTIER -- d e f i n i t i o n  de l a  s igna ture  de l a  fonct ion f 
Type: Void 

f := double -- f e s t  une fonc t ion  compilee 
Compiling func t ion  double with type In t ege r  -> In teger  

(4) theMap(*ldouble; 1,655) 
Type: ( In teger  -> In teger )  

Type : Posi t iveIn teger  
-- a f f e c t a t i o n  d'une fonct ion 

(6) theMap(*ldouble;1,655) 
Type: ( In teger  -> In teger )  

1.3.3 Les fonctions 

SCRATCHPAD ignore la notion de procédure. II utilise les fonctions à la manière du langage C : 

a les paraiilètres des fonctions sont transmis par valeur, 

a le résultat d'une fonction n'est pas forcément affecté à une variable, 

a une fonction peut renvoyer un résultat de type Void, 

a tout bloc de programme est considéré comme une fonction qui renvoie une valeur dont 
le type est calculé à la compilation. 

1.3.4 Le type des objets 

1. Le type d'un objet calculé est son domaine. 

2. Le type d'une fonction est sa signature. 

3. Le type d'un domaine est Domain. 

4. Le type d'une catégorie est Category. 

1.3.5 Les unités de compilation 

Les unités de compilation sont de trois sortes : 



1.3. LE TYPAGE EN SCRATCAPAD 

les constructeurs de domaine, 

les constructeurs de catégorie, 

les paquetages. 

Chaque unité de compilation a un nom complet ainsi qu'un nom abrégé. Contrairement à 
ADA, les résultats de compilation de deux unités distinctes sont stockés dans des librairies 
distinctes. 

1.3.5.1 Exemple: les matrices carrées 

La commande )show SM de l'interpréteur affiche à peu près ceci: ' 
M[ndim: P I I R :  R I N G  is  a domain constructor  
Abbreviation f o r  SquareMatrix i s  SM 
This cons t ruc tor  is  cu r ren t ly  exposed. 
I ssue  ) e d i t  /spad/nalgebra/matrix.spad t o  s ee  a lgebra  source code f o r  SM 

................................ 
@*a : (Ra$) -> $ 
@*a : ( I , $ )  -> $ 
@+O : ($,$> -> $ 
-@ : $ -> $ 
o=o : ($,$)  -> B 
1 : 0 -> $ 
c h a r a c t e r i s t i c  : 0 -> N N I  

O p e r a t i o n s  ................................ 
O*@ : ($a$) -> $ 
Q**Q : ($,NNI) -> $ 

0-0 : ($a$) -> $ 
O/@ : ($,RI -> $ 
EchelonLastRow : $ -> $ 
O : (1 -> $ 
coerce : V R -> $ 

SquareMatrix est un constructeur de domaine permettant de gérer les matrices carrées de 
taille quelconque ndim et contenant des éléments dont le type est un domaine R appartenant 
à la catégorie des anneaux. 

Comme en ADA, les unités forment un ensemble strictement hiérarchisé. Ainsi une unité de 
compilation utilise d'autres unités de compilation appelées ses ancêtres et peut à son tour 
être utilisée par d'autres que nous appelerons ses dépendances. 
Contrairement à d'autres langages comme C, ce système strictement hiérarchisé interdit des 
appels croisés: il est impossible que l'unité A utilise l'unité B alors que l'unité B utilise 
l'unité A. 

1.3.6 Typage implicite 

Tout objet en SCRATCEPAD a u n  type mais ce type n'est pas forcément déclaré par l'utilisateur. 
Le type d'une variable peut être inféré par le compilateur ou l'interpréteur de SCRATCAPAD 

lors de sa première affectation. 

( 2 )  ->x:=2 

'Pour des raisons liées au logiciel Tex, le caractère 0 est ici remplaçé par Q 
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Type: PositiveInteger 

La variable x a donc pour valeur 2 et pour type PositiveInteger. 

Remarquons que le typage est ici implicite: le type de x n'a pas été déclaré par l'utilisateur 
mais a été inféré par l'interpréteur de SCRATCHPAD. L'inférence comporte une part d'arbi- 
traire; 2 pourrait aussi bien être typé Integer ou NonNegativeInteger. On aurait pu 
évidemment déclarer explicitement le type de x: 

Type: Integer 

En niode compilé, le type d'une variable doit être explicitement déclaré sauf si 

1. La variable balaye un ensemble de vdeurs dont le type ne présente aucune ambiguité. 

for i in 1. . I O 0  repeat . . . . . 

2. La variable est en partie gauche d'une affectation dont la partie droite a un type ne 
présentant aucune ambiguité. 

En principe, le compilateur vérifie que toutes les variables sont initialisées, ce qui n'est pas 
toujours un problème simple !!. 

Remarque: Le compilateur de SCRATCEPAD II n'a pas détecté l'erreur de typage de la 
variable x dans la  fonction suivante: 

essai(i:Integer):String == 
if i > 10 then x:=99 

else x:=true 
"fait" 

En fait pour SCRATCEPAD , ce n'est pas une errreur; le type de x sera inféré comme étant 
Union(1nteger ,Boolean) . 

1.3.7 L'assemblage des constructeurs de domaines 

Un des avantages de SCRATCEPAD est de permettre la définition de domaines extrêmement 
complexes. Nous verrons que la  cohérence des constructions effectuées est assurée grâce à la 
notion de catégorie. 
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1.3.7.1 Exemple 

(4) -> MatriceDePolynomes := SquareMatrix(2 ,Polynomial (Integer) ) 

(4) MC21P 1 

Type: DOMAIN 

( 5 )  -> mp:MatriceDePolynomes :=[[x+3,x-11, [O, 111 

Type: M[2]P 1 

(6) -> mp2:=mp**2 

Type: MC21P 1 

La cohérence de la construction (4) est assurée parce que les domaines Polynomial(1nteger) 
et Integer appartiennent à la catégorie des anneaux. Cette cohérence est vérifiée automa- 
tiquement par SCRATCHPAD. 

Il est évident que la construction de domaines en utilisant d'autres domaines n'est possible 
que si l'on dispose au départ de domaines prédéfinis tels que Integer, Boolean etc ... 
Ces types prédéfinis sont implantés en LISP. 

1.3.8 Conversions de type 

1.3.8.1 Fonctionnement en mode interprété 

Remarquons que l'interpréteur de SCRATCHPAD effectue des conversions de type non de- 
mandées explicitement par l'utilisateur. Dans la pratique, ces conversions peuvent prendre 
beaucoup plus de temps que les calculs proprement dits, ainsi en (5) 

la variable x est convertie en Expression, puis en SortedExpression, puis en polynôme 
à coefficients entiers, 

les entiers 0,1,3 sont convertis en polynômes, 

les opérations d'addition, soustraction de polynômes sont alors effectuées; on obtient 
une liste de polynômes, 



14 Chap. 1 POUR COMPRENDRE SCRATCHPAD 

la liste est convertie en MatriceDePolynomes 

Toutes ces conversions ne peuvent s'effectuer que parce qu'elles ont été prévues et program- 
mées dans les diverses unités de compilation sous le nom conventionnel coerce. L'interpréteur 
doit rechercher dans les diverses unités de compilation une chaîne de conversions compati- 
ble avec les objets dont le type est parfaitement déterminé. On conçoit que l'algorithme de 
recherche des bonnes conversions puisse prendre beaucoup de temps. 

1.3.8.2 Les conversions demandées explicitement 

Il existe un opérateur de conversion :: dont l'effet est identique à l'appel d'une fonction 
coerce. Ces conversions qui sont des fonctions comme les autres, apportent beaucoup de 
souplesse dans les calculs. 
Exemple: une matrice de polynômes est transformée en polynôme à coefficients matriciels 

Type: P MC21 1 

1.3.8.3 L'indépendance entre les représentations interne et externe 

Chaque fois que l'interpréteur de SCRATCEPAD doit afficher un objet de type $, il exécute 
une conversion de type $ --> Expression puis l'expression obtenue est affichée grâce à une 
primitive prédéfinie mathprint écrite en LISP. Toute unité de compilation définissant un 
constructeur de domaine doit obligatoirement comporter une fonction coerce du type $ 
vers le type Expression. 

1.4.1 Idée 1 

Implémenter les algorithmes à leur niveau naturel de généralité. 

1.4.1.1 Exemple 

Cet algorithme doit pouvoir fonctionner en toute généralité sur n'importe quel domaine ap- 
partenant à la catégorie des anneaux et sur lequel existe une division euclidienne. Nous 
verrons que SCRATCHPAD permet de définir une catégorie telle que EuclideanDomain. 



Notons que l'écriture de procédures génériques suppose que le nommage des fonctions soit 
harmonisé; ainsi, si le reste de la division de deux entiers a et b est noté remainder(a,b): il 
faut respecter cette notation pour les autres anneaux enclidiens. 

1.4.2 Idée 2 

La généricitt permet de tmiter de manière typée des problèmes relevant du calcul 
symbolique et cela en utilisant des domaines tels que les polynômes, jractions 
mtionnelles, espaces de fonctions etc.. . 

1.4.2.1 Exemple 

Soit à effectuer des calculs sur les impédances complexes dans un circuit électrique alternatif. 

L'impédance du troncon AB est égale à 
RLi R L ~  + R ~ L Z  R L ~  . R ~ L  - -  - - 

R +  Li - R 2 + L 2  R2 + L2 + R2 + L2 
Le résultat est donc un nombre complexe dont les parties réelle et imaginaire sont des fractions 
rationnelles en R  et L. 
Le type utilisé en SCRATCHPAD peut être Gaussian RationalFunction Integer. 

Il est donc essentiel de disposer d'un constructeur de domaine Gaussian générique parainé- 
tré par un anneau quelconque; ici l'anneau utilisé est l'anneau des fractions rationnelles à 
coefficients entiers. 

1.4.3 Un abandon du calcul symbolique ? 

Les systèmes de calcul formel non typés ont pour noyau un simplificateur universel, en général 
bien adapté à l'algèbre commutative, permettant de réduire autant que faire se peut une 
expression symbolique quelconque. 

-SCRATCHPAD ne possède pas de simplificateur car, d'une certaine façon, il ne manipule pas 
'des symboles mais des objets typés qui doivent posséder une valeur avant d'être utilisés: 

(1) ->il Integer 
Type: Void 

(2) ->x:Integer := 2*i 
i is declared as being in Integer but has not been given a value. 
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Cette façon de procéder a, dans certains cas, un inconvénient majeur. Il n'est pas facile de 
faire le calcul de ( x n  + l ) ( x n  - 1 )  pour obtenir x2n - 1. On aurait envie de considérer ce calcul 
comme un produit de 2 polynômes en x où l'exposant n désigne un symbole entier. SCRATCH- 

PAD pour typer les expressions fera appel à un domaine du genre FunctionalExpression 
Integer qui nécessitera le chargement en mémoire d'une grande quantité de bibliothèques 
dont rien ne dit qu'elles tiendront facilement en mémoire. 

Cette difficulté est incontournable sans l'ajout à SCRATCHPAD d'une nouvelle no- 
tion lui permettant de gérer les symboles typés. 

1.5 La notion de catégorie 

1.5.1 Qu'est-ce qu'une catégorie ? 

Un6 catégorie est la donnée de deux ensembles 

1. un ensernblc de fonctions exportées, caractérisées par leur signature 

2. un ensemble d'attributs décrivant la sémantique de ces fonctions 

Dans les dernières versions de SCRATCHPAD la définition d'une catégorie peut éventuellement 
comporter une implantation par défaut de certaines fonctions. 

Exemple : voici corninent est définie en SCRATCHPAD la  catégorie des ensembles ordonnés: 

Iabbrev category ORDSET OrderedSet 

OrderedSetO: Category == Set with 
--operat ions 

i i < I l  . . ($,$> -> Boolean 
max: ($,$> -> $ 
min: ($,$) -> $ 

--attributes 
irreflexive("C") 
transitive ("c") 
total (iiC") 

add 
--dechrat ions 
x,y: $ 

--def initions 
max(x,y) == 

- x > y = > x  

Y '  
min(x, JT) == 

x > y = > y  
X 

--not (x C x) 
--x < y and y C z implies x < z 
--not (x C y) and not (y C x) implies x=y 

La commande )show de l'interpréteur affiche alors: 
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(8) ->)sh ORDSET 
OrderedSet is a category constructor. 
Abbreviation for OrderedSet is ORDSET 
This constructor is currently exposed. 
Issue ledit /spad/nalgebra/catdef.spad to see algebra source code for ORDSET 

o<o : ($,$) -> B 
coerce : $ -> E 
max : ($,$> -> $ 

@=a : ($,$> -> B 
coerce : E -> Uni~n($,~~failed") 
min : ($,$) -> $ 

irref lexive (<) 
transitive(<) 

1.5.2 Réunion de 2 catégories 

Cela consiste à définir une nouvelle catégorie obtenue en faisant l'union de l'ensemble des 
fonctions exportées et des attributs figurant dans les 2 catégories de départ 2. 

La réunion de deux catégories est réalisée par le mot réservé Join et l'ajout de fonctions ou 
d'attributs par le mot with. Voici par exemple comment est définie la catégorie des monoïdes 
abéliens ordonnés: 

OrderedAbelianMonoid() : Category == Join(0rderedSet ,AbelianMonoid) with 
--attribute 
orderPreserve ("+") --if x < y %then x+z < y+z 

1.5.3 Comparaison avec la programmation orientée objet 

Sur les exemples, nous constatons que la notion de catégorie correspond à la notion de 
classe abstraite dans les langages orientés objet. Le connecteur Join réalise un héritage 
multiple quant aux propriétés d'un objet. Ainsi la classe des Integer hérite des propriétés 
des ensembles ordonnés et des anneaux. 
Il est possible d'interroger la base de données de SCRATCBPAD: 

( 8 )  -> 1 has ORDSET 

Type: Boolean 

2Un confit peut se produire sur les implantations par défaut (problème de l'héritage multiple dans les 
Langages orientés objet) 
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(9) -> 1 has Ring 
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(9) true 

Type: Boolean 

(10) ->  1 has orderPreserve("+") 

(10) true 

Type : Boolean 

Il est possible (voir page 31) d'exprimer grâce aux attributs certaines propriétés de transfert 
telles que: 

Si un certain anneau R n'a pas de diviseurs de zéro, l'anneau des polynômes à 
cocficients dans R n'a pas de diviseurs de zéro. 

SCRATCHPAD est alors capable de calculer la valeur de ces attributs: 

(il) ~~uare~atrix(2, Integer) 
Type: Domain 

(12) ->  P matrice has noZeroDivs -- polynomes a coefficients matriciels 

(12) false 
Type: Boolean 

(13) -> P 1 has noZeroDivs -- polynomes a coefficients entiers 

(13) true 
Type: Boolean 

1.5.4 Limitations 

On pourra déplorer le manque de souplesse quant au choix des identificateurs pour les fonc- 
tions à implanter. Ainsi dans la catégorie des groupes,  la loi de composition est notée * et 
donc l'ensemble des Integer muni de l'addition notée + n'appartient pas à la catégorie des 
groupes.  

D'une façon plus générale, un domaine appartenant à la catégorie des groupes abéliens ne 
peut pas appartenir à la catégorie des groupes car dans un cas, la loi de composition est 
notée + et dans l'autre *. 

(10) ->AbelianGroup has Group 

(10) false 
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Nous constatons donc sur cet exemple que la notion de catégorie en SCRATCHPAD ne re- 
coupe pas complètement la notion de catégorie en Mathématiques; il est en effet impossible 
d'exprimer en SCRATCHPAD l'idée que 

1. (Q, + ,O) est un groupe 

2. ( Q \  {O), x, 1) est un autre groupe 

1.6 Paquetages et constructeurs de domaines 

1.6.1 Les constructeurs de domaine 

1.6.1.1 Structure de base 

C'est une unité de compilation permettant de définir un nouveau domaine; celui-ci est 
référencé à l'intérieur de l'unité par $. Un constructeur de domaine comporte obligatoirement 
deux parties: 

1. La catégorie (partie publique) contenant les spécifications: 

r Signatures des opérations et fonctions exportées 

r Attributs précisant la sémantique de ces opérations 

2. La capsule (partie privée) contenant: 

r La description de la représentation interne Rep des objets du domaine $ 

L'implantation des différents algorithmes de calcul 

1.6.1.2 Exemple 

Soit à gérer l'ensemble des mots construits sur un alphabet S donné. On désire reprendre 
l'implantation déjà existente de FreeMonoid(S) en la complètant par quelques fonctionnalités 
supplémentaires, en particulier une définition d'un ordre sur les mots. 

Iabbrev domain OFMON OrderedFreeMonoid 

OrderedFreeMonoid(S: OrderedSet): OFMcategory == OFMdefinition ahere 
NNI ==> NonNegativeInteger 

OFMcategory == ~rdered~onoid with 
first: $ -> S -- 1 ere lettre d'un mot 
rest: $ -> $ 
lexico: ($,$) -> Boolean -- ordre lexicographique 



Chap. 1 POUR COMPRENDRE SCRATCHPAD 

OFMdefinition == FreeMonoid(S) add 
-- representation 

Term := Record(gen: S, exp: Integer ) 
Rep:= List Term 

-- def initions 
x < y == -- ordre lexicographique par longueur 

1x:NNI := length x 
1y:NNI := length y 
lx = ly => lexico(x,y) 
lx < ly 

1.6.1.3 Remarque  destinée a u x  adeptes  d e  la programmation or ientée obje t  

Sur cet exemple, nous constatons qu'il y a lieu de distinguer deux notions possibles sur 
l'héritage: 

héritage de spécifications: l'ensemble construit est un OrderedMonoid. C e t  héritage 
peut  ê t r e  multiple lorsqu'on utilise le connecteur Join réalisant la réunion de deux 
catégories (voir 1.5.2 page 17). 

héritage d'une implantation: la gestion des mots dans OrderedFreeMonoidl (SI hérite 
de l'implantation des fonctions de FreeMonoid(S) ainsi que de la représentation in- 
terne Rep des objets de ce domaine (les mots sont représentés par une liste de couples 
(lettre,exposant)). C e t  héritage est  nécessairement u n  héritage simple. 

Lorsque le type Rep est hérité, il n'est pas obligatoire de le redéfinir, sauf si l'on désire 
manipuler directement la représentation interne des objets ; dans ce cas ~ C R A T C H P A D  

vérifie que les deux représentations sont des types isomorphes, notion que nous reverrons 
plus tard. 

1.6.1.4 Conflits e n t r e  Rep et $ 

Les fonctions exportées par le domaine Rep peuvent être en conflit de nom avec les fonctions 
exportées par le domaine $. Dans l'exemple précédent il y a conflit entre 

1. la fonction f irst du domaine Rep qui renvoie le premier terme de la liste représentant 
un mot 

f irst(a3b) renvoie (a, 3) 

2. la fonction f irst du domaine $ qui renvoie la première lettre d'un mot 

f irst(a3b) renvoie (a) 

Il y a lieu de lever toute ambiguité en utilisant les notations f irst$$ et f irst$Rep. 

3 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ A D  donne donc la possibilité de "violer" le principe d'encapsulation des données 
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1.6.2 Les paquetages 

Contrairement à un constructeur de domaine, un package ne définit pas une nouvelle classe 
d'objets. C'est une unité de compilation contenant l'implantation d'un certain nombre de 
fonctions que l'on a voulu regrouper pour une raison quelconque (voir 2.2.7.1). 

Cependant sa structure de base est identique à celle d'un constructeur de domaine à savoir: 

Une catégorie 

Une capsule 

Un package peut comporter des paramètres génériques. Naturellement, Rep ne figure pas 
dans un paquetage et le symbole $ ne peut être employé. 

Dans les dernières versions de SCRATCHPAD, les paquetages sont pratiquement inutilisés. La 
distinction entre paquetages et constructeurs de domaine n'est pas indispensable mais elle 
apporte une information supplémentaire permettant à un programmeur de comprendre une 
implantation réalisée par d'autres. Elle permet d'alléger le contenu des constructeurs de do- 
maine; ceux-ci ne comportent plus que les fonctions de base (primitives) indispensables pour 
manipuler efficacement les objets en faisant abstraction de leur représentation interne (con- 
cept d 'encapsulation des données). Certains algorithmes dont l'implantation se fait facilement 
à partir des primitives de calcul peuvent dors être déportés dans des paquetages. 

1.7 SCRATCHPAD et la programmation fonctionnelle 

SCRATCHPAD a beaucoup emprunté à la programmation fonctionnelle et ses techniques de 
compilation. En particulier les fonctions y prennent une grande place et sont des objets que 
l'on peut affecter ou passer en paramètre. 

1.7.1 Tout (ou presque) est fonction 

Les constructeurs de domaine ou de catégorie sont considérés comme des fonctions et leur 
définition (voir [IO]) obéit à la même syntaxe: 

La définition d'un constructeur de domaine obéit à la même syntaxe: 

Polynomes(R:Ring, VarSet: OrderedSet): Public == Private where 
Public == Join(Algebra(R) , Ring) 
Private == add ... -- implantation des fonctions 
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1.7.2 Une syntaxe dépouillée 

Dans l'exemple précédent, contrairement à ce qu'on pourrait penser, Public et Private ne 
sont pas des mots réservés du langage; n'importe quel identificateur peut être employé. La 
clause Where qui permet de redéfinir les mots Public et Private n'est pas indispensable ; 
on l'utilise ici pour améliorer la clarté du programme. On aurait pu écrire: 

Polynomes CR: Ring, VarSet : OrderedSet) : ~ o i n  ( ~ l ~ e b r a ( ~ )  , ~ i n g )  
== add 

. . . -- implantation des fonctions 

La clause where peut en effet servir dans un tout autre contexte tel que: 

x := a + b where 
a := 2 
b := 3 

Les programmeurs en SCRATCHPAD utilisent en général la clause where pour augmenter la 
lisibilité des programmes. Ce point de vue est étroit; cette clause serait très puissante dans 
le cadre de la programmation parallèle: elle exprime que deux calculs peuvent être menés de 
manière indépendante. 

On observe que la carte syntaxique de SCRATCHPAD est exagérément simple avec peu de 
mots réservés 4 .  Il s'ensuit que le compilateur de SCRATCHPAD ne peut pas localiser pré- 
cisément les erreurs figurant dans le fichier source des programmes. Une bonne partie du 
mauvais fonctionnement du compilateur vient du fait que la syntaxe du langage est trop peu 
contraignante: 

1. Les blocs ne sont pas parenthésés par des mots réservés du genre I F  . . . ENDIF. Le 
compilateur se base sur l'indentation du texte source. 

2. Certaines parenthèses sont superflues; 
l'instruction y :  = f g x est équivalente à y := f (g(x) 

3. Les instructions ne sont pas obligatoirement séparées par un caractère spécial (par ex: 
point-virgule). 

1.7.3 Des primitives puissantes de manipulation de listes 

Le langage SCRATCHPAD est bien adapté à la manipulation des listes et des suites (Voir le 
constructeur de domaine: Stream). 

(2) ->double x == 2*x 
Type: Void 

(3)  ->double! C l .  .51 
Compiling function double with type Integer -> Integer 

'La palme revient au langage LISP où le seul contrôle syntaxique à effectuer concerne le parenthésage des 
expressions. 
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Type: L i s t  Integer 

Type : Integer 

(5) ->[double(i) f o r  i in  1 . .  1 prime?(i)] 

(5) [4,6,10,14,22,26,34,38,46,58,. . .] 
Type: Stream PositiveInteger 

Un Stream est une suite d'objets potentiellement infine. Les termes de la suite déjà calculés 
sont mémorisés dans une liste, les autres sont potentiellement calculables par une formule. 
Seuls les termes utilisés sont évalués et un même terme n'est jamais évalué deux fois. Cette 
technique d'évaluation est quelquefois appelée évaluation paresseuse ou encore évaluation par 
rakcessitd. 

Il est clair que ces mécanismes font de SCRATCHPAD un langage très puissant et en avance 
sur son temps; on conçoit qu'il soit assez difficile à compiler de façon fiable. 



Polynômes et séries formelles 

2.1 L'algèbre des séries formelles 

2.1.1 Définitions 

Une skrie forrrtclle S à coefficients dans l'anneau R est une application de X *  dans R qui à 
un mot ul E X *  associe l'élément S(w), noté < Slw >, et appelé coeficierzt du uiot w dans 
la série S .  Cette série sera notée formellement : 

L'ense~iible des séries formelles sera noté R((x>). (voir [l, 311). 

Le support d'une série S est le langage : 

Une série sera dite propre si son terme constant est nul (< SIE >= 0). 

Un polyn6me est une série forrnelle de support fini. Ce qui revient à dire qu'un polynôme est 
une série dont tous les coefficients sont nuls sauf un nombre fini. On notera l'ense~iible des 
polynôiiies R ( X ) ,  c'est une sous-algèbre de R((x>). 

Le degré d'un polynôme P E R ( X )  est défini par : 

de,,,) = { --' si P=O, 
sup{lwl avec w E Supp(P)), si P # 0. 

2.1.2 Opérations 

En ce qui concerne les diverses opérations sur les séries formelles, on pourra consulter l'article 
de M.Fliess [7]. 

2.1.2.1 Produit scalaire 

C'est une forme bilinéaire symétrique définie sur les mots par: 

Qu,v E X*, < ulv > = 6; 
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Elle se prolonge par linéarité en produit scalaire d'une série S par un polynôme P :  

2.1 2.2 Calcul des  résiduels 

Définition 2.1.1 Soit u E X *  un mot et x E X une lettre. On note u D x (resp. x a U) le 
résiduel ou "resten à droite (resp. à gauche) de u par x, défini par : 

u = xv, u = vx, 
u D x =  { O rino,,. ( RSP. x a u  = { O a;,,. 

On étend facilement cette notion aux résiduels par les mots en utilisant la propriété suivante : 
Vu E X*,  vx, y E X ,  

U D  xy = ( U D  x) D y (resp. xy a u = x a (ya  u) ) .  

Ainsi, Vui E X*, 
W = UV, 

( 
W = vu, 

2 0 D U =  { O :non. 
resp. u a w = { O :inon. ) (2.2) 

Par linéarité. on peut calculer facilement le reste d'une série S à droite (resp. à gauche) par 
un iiiot u en posant : 

S D U  = < Slu! 2 U ~ D U  resp. u a S = C < Slui > u a u i  
w E X *  wEX*  

Pour terilliner, on peut définir également le reste d'une série S à droite (resp. à gauche) par 
un polynôme P en posant : 

S D P =  < P l u >  S o u  resp. P a s =  < P l u >  u a S  
uEX uEX* 

2.1.2.3 Lemme d e  reconstruction 

Ayant les résiduels de S à droite par les lettres z E X et le terme constant <SIE > de S, on 
peut reconstruire S. On a le lemme suivant [14] dit lemme de reconstruction. 

Lemme 2.1.1 Soit S E R(0) une série formelle et soit < SIE > son terme constant. Alors 

Ce lemme motive l'idée de représenter les polynômes non commutatifs de manière récursive, 
par leur terme constant et leurs résiduels à droite [27]. On verra par la suite que cette 
représentation a des avantages énormes. 

2.1.2.4 Produi t  de Cauchy 

Le produit de Cauchy pour les séries formelles est une extension du produit de concaténation 
défini sur les mots. Soient S, T E R(O), deux séries formelles non commutatives. Le produit 



de Cauchy de S par T ,  noté S .  T ou tout simplement S T  est défini par : 

Ce qui peut aussi s'écrire : 

On vérifie que la somme ci-dessus ne porte que sur un nombre fini de termes. Ce produit 
est évidemment associatif mais non commutatif. L'ensemble des séries formelles muni de ce 
produit est une algèbre associative. 

On a,  pour des séries S et T , une lettre z et des polynômes P et Q, les propriétés suivantes: 

( S - T ) o z  = ( S o z ) . T +  < SIE > ( T o z )  

( S o P ) o Q  = S o ( P Q )  

( P a S ) o Q  = P a ( S o Q )  

< S I P Q >  = < Q a S I P > =  < S o P I Q >  

2.1.2.5 Produit de mélange 

Le produit de mélange' (M.Fliess [8]; G.Jacob & N.Oussous [14]) est défini récursivement, 
pour les mots, par : 

'dw E X*, U ~ L U E = E L U U ~ = W ,   étantle le mot vide). 
vu, v E X*) vx, y E X ,  ( su)  LU (yu) = x(u u (yu)) + ~ ( ( x u )  Lu 2)). 

(2..5) 

Cett,e définition du produit de mélange de deux mots nous donne directement un algorithme 
récursif simple mais coûteux en temps de calcul et en place mémoire. 

Ce produit est commutatif et associatif ; on peut l'étendre facilement aux polynôiiies et 
aux séries en posant, pour S , T  E R(0) des séries : 

Remarque : 

Lorsque l'une des séries S ou T est une constante, le produit de mélange devient le produit 
ordinaire d'une série par une constante. 

Le produit de mélange [14] peut être redéfini en posant, pour des mots u et v et une lettre 
quelconque z : 

( u u  v ) o z  = ( u o z ) u  V + U U  ( V O X ) ,  (2.6) 

'En anglais : Shuffle product. 
'lorsque l'anneau R est commutatif. 
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Ainsi, cette action est une dérivation pour le produit de mélange. On peut donc la noter : 
a, = DZ.  

Cette propriété démontrée sur les mots, se prolonge par linéarité sur les séries. 

Lemme 2.1.2 .Si z E X, alors a, est une dérivation dans R(0) pour le produit de mélange 
ie. 

( S L U T ) D Z  = ( S D Z ) L U T + S L U  ( T D z )  

Ce lemme est bien sûr valable pour les polynômes. 

2.2 Implantation en Scratchpad 

2.2.1 L'interface: les catégories à prévoir 

2.2.1.1 Importance de l'interface 

Un des buts de la programmation orientée objet est la réutilisabilité des composants logiciels. 
L'expérience prouve que pour des projets de grande envergure (un projet comme MACSYMA 
a demandé 100 homme.année), la difficulté principale est de maintenir une grande cohérence 
entre les différents modules. Il arrive fréquemment que la taille d'un projet augmentant, les 
concepteurs n'osent plus modifier un quelconque module de peur de ne pouvoir maîtriser des 
conséquences imprévues quant au comportement de l'ensemble du système; un tel projet est 
alors à l'article de la mort. 

Bref le premier souci du concepteur ne doit pas être de nature algorithmjque (il est presque 
toujours possible de modifier après-coup tel algorithme ou telle structure de données qui se 
trouve être critique) mais d'identifier clairement les domaines à implanter et de fixer 
leur interface ie. fixer le nom et la signature des fonctions qu'ils exportent. 

2.2.1.2 Une interface commune 

Il se trouve que l'étude des systèmes dynamiques non linéaires requiert l'utilisation d' outils 
tels que polynômes, séries formelles rationnelles et R-automates et que les primitives 
de base de manipulation de ces objets sont presque les mêmes. 

La définition d'une catégorie en SCRATCEPAD commune pour ces trois domaines est un gage 
de cohérence. Elle contient la spécification des opérations de base ayant un sens pour chacun 
des domaines précités. 

)abbrev category XFALG XFreeAlgebra 
XFr.eeAlgebra(v1: OrderedSet R: Ring) : Category == Catdef where 

OFMONl ==> OrderedFreeMonoidl ++ monoide ordonne l i b r e  
NNI ==> NonNegat iveInteger 

Catdef == Join(Ring,Algebra(R)) 
with 

l ' * I I :  (VI,$) -> $ 



"*": ($, R) -> $ ++ utile si R est non commutatif 
mindeg: $ -> OFMONl(v1) ++ Attention pour le polynome nul 
mindegMonomia1: $ -> Record(k : OFMON1 (VI) , c : R) 
coef : ($,OFMONl(vl)) -> R ++ coefficient d'un mot 
coef : ($,$) -> R 
lquo : ($,vl) -> $ ++ residuel a gauche d'une lettre 
lquo : ($,OFMONl(vl)) -> $ ++ residuel a gauche d'un mot 
lquo : ($,$) -> $ 
rquo : ($,vl) -> $ 
rquo : ($,OFMONl(vl)) -> $ 
rquo : ($,$> -> $ 
monom : (OFMONl(vl), R) -> $ 
mirror: $ -> $ ++ miroir sur chaque mot 
coerce : vl -> $ 
coerce : OFMONl(v1) -> $ 
constant?:$ -> Boolean ++ renvoie vrai pour un element de R 
constant: $ -> R ++ renvoie le terme constant 
quasiRegular? : $ ->  Boolean ++ vrai si le terme constant est nul 
quasiRegular : $ -> $ ++ supprime le terme constant 
sh : ($,$) -> $ ++ produit de melange 
sh : ($  ,NNI) -> $ 
map : (R -> R, $1 -> $ ++ transf. des coef par une fonction 
varList: $ -> List vl ++ liste des variables 
if R has Field then "/" : ($,RI -> $ 

-- Attributs 
if R has noZeroDivs then noZeroDivs 

2.2.1.3 La catégorie des polynômes 

Cette catégorie reprend les spécifications précédentes en y ajoutant ce qui est propre aux 
polynômes (calcul du mot de plus haut degré . . .). 

Iabbrev category XPOLYC XPolynomialsCat 

XPolynomialsCat(vl:OrderedSet,R:Ring):Category == XFreeAlgebra(v1,R) with 
maxdeg: $ -> OrderedFreeMonoidl vl 
degree : $ -> NonNegativeInteger 
trunc : ($ , NonNegativeInteger) -> $ 

2.2.2 L'implantation des polynômes en représentation distribuée 

6 

2.2.2.1 Tout commence avec des mots 

Dans cette représentation, un polynôme est considéré comme une combinaison linéaire finie de 
mots. Il convient donc d'implanter en premier la gestion des mots construits sur un alphabet 
donné; celle-ci est réalisée par le constructeur OFMONI: 
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)abbrev domain OFMON1 OrderedFreeMonoidi 
OrderedFreeMonoidl(S: OrderedSet): OFMcategory == OFMdefinition where 

NNI ==> NonNegativeInteger 

OFMcategory == OrderedMonoid with 
coerce: S -> $ 
" * O :  (S, $) -> $ 
"**": (S, NNI) -> $ 
first: $ -> S 
rest: $ -> $ 
mirror: $ -> $ 
lexico: ($,$) -> Boolean 

-- highest common left/right factor 
hclf: ($, $1 -> $ 
hcrf : ($, $1 -> $ 

-- q = lquo(a*q, a) q = rquo(q*a, a) 
I~UO: ($, $) -> Union($, "failed") 
rquo: ($, $) -> Union($, "failed") 
lquo: ($,  S) -> Union($, "failed") 
rquo: ($, S) ->Union($, "failed") 

-- (1, r) := (l*a*r) div a 
"divu : ($ , $) -> Union(Record(1m: $, rm: $1 , "f ailed") 
overlap: ($, $) -> Record(1m: $, mm: $, rm: $1 
size: $ -> NNI 
nthExpon: ($, Integer) -> NNI 
nthfactor: ($, Integer) -> S 
list0fFactors: $ -> List Record(gen: S, exp: NNI) 
length: $ -> NNI 

-- liste des variables d'un mot 
varList: $ -> List S 

OFMdefinition == FreeMonoid(S) add 
-- representation 
Tem := Record(gen: S, exp:Integer ) 
Rep:= List Term 

-- def initions 
length x == 
n: Integer := +/Cf.exp for f in XI 
n: :NNI 
I . . . . 

Cette implantation est la reprise de celle fournie en "Standard" en SCRATCHPAD. Elle est 
assez complète et permet, en particulier de programmer facilement la détection des paires 
critiques intervenant dans le calcul d'une base standard voir(chapitre 4 page 59) d'un idéal 



bilatère 3. 

Le choix de représenter les mots par une liste de couples (lettre, exposant) est judicieux pour 
traiter de longues répétitions de lettres ; ce cas se produit assez peu souvent dans la pratique. 
Il a, par contre, le grave inconvénient de ralentir la procédure de comparaison de deux riiots. 
Or l'efficacité de cette procédure est fondamentale pour tous les calculs en représentation 
distribuée (voir 2.2.2.3). 

2.2.2.2 L'algèbre des polynômes construits sur un monoïde quelconque 

Tout polynôme p E R ( X )  est une combinaison linéaire des mots de X* et peut donc être 
représenté par une liste de termes contenant chacun un mot et son coefficient respectif. 

alors p est représenté par la liste: 

Le fait d'utiliser un monoïde libre n'est important que pour quelques fonctions (résiduels, 
shuffle). Toutes les autres peuvent être implantées sur un monoïde quelconque; c'est la 
raison d'être du constructeur XPR: 

Iabbrev domain XPR 
XPolynomialRing(R:Ring,E:OrderedMonoid): T == C where 
T == Join(Ring,Algebra(R)) with 

--operat ions 
"*": ($,R) -> $ 
"#": $ -> NonNegativeInteger 
coerce: E -> $ 
maxdeg: $ -> E 
mindeg: $ -> E 
. . . 

--assert ions 
if R has noZeroDivs then noZeroDivs 
if R has unitsKnown then unitsKnown 
if R has canonicalUnitNorma1 then canonicalUnitNorma1 

C == FreeModulel(R,E) add 
--representations 

Teno:= Record(k:E,c:R) 
Rep:= List Term 

--def ine 
1 == [[l$E,i$R]] 

S . .  

3en variables non commutatives. 
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Cette unité de coinpilation est la copie d'une autre existant pour l'algèbre commutative; 
malheureusement, l'héritage est impossible compte-tenu des remarques faites en 1.5.4. 

2.2.2.3 Importance de l'ordre sur le monoïde: 

L'existence d'un ordre sur les mots conditionne l'efficacité de l'algorithme d'addition de deux 
polynômes. Nous utilisons un algorithme très classique de fusion de deux listes triées; il faut 
veiller à éliminer de la soinine, les monômes ayant un coefficient nul. 

Voici la solution retenue dans l'unité FreeModule (R: RING ,S : ORDSET) 

x + y  == 
null x => y 
null y => x 
y.first.k > x.first.k => Cy.first,:(x + y.rest)l 
x.first.k > y.first.k => [x.first,:(x.rest + y)] 
r:= x.first.c + y.first.c 
r = O => x.rest + y.rest 
[[x.first.k,r] ,:(x.rest + y.rest)] 

On remarquera l'utilisation de la forme [a, :b] qui a le même effet que l'expression 
(cons a b) dans le langage Lisp. 

Nous constatons que la primitive la plus critique (temps d'exécution) est la comparaison 
des mots qui renvoie bien sûr à la comparaison des lettres d'un alphabet. C'est ici qu'il 
conviendrait d'optimiser les algorithmes. 

Une autre question concerne le problème de la place allouée en mémoire dynamique lors d'une 
addition de deux polynômes. Le cas le plus défavorable se produit lorsqu'on additionne un 
polynôme p de degré élevé avec un polynôme q de degré faible. Toute la représentation interne 
du polynôine p est dupliquée en mémoire. 

2.2.2.4 L'algèbre des polynômes construits sur un monoïde libre 

Cette implantation hérite de l'implantation des polynômes construits sur un monoïde quel- 
conque ; il suffit d'y ajouter quelques fonctionnalités spécifiques : calcul des résiduels et du 
produit de mélange. Voici une partie du texte source : 

)abbrev domain XDPOLY XDistribuedPolynomial 
XDistribuedPolynomial(vl:OrderedSet,R:Ring): XDPcat == XDPdef where 

XDPcat == Join(FreeModuleCat(R, WORD), XPolynomialsCat(vl,R)) with 
ListOfTerms : $ -> List Record(k:WORD, c:R) 
number0fMonomials: $ -> NNI 
mindegMonomia1: $ -> Record(k:UORD, c:R) 
maxdegMonomia1: $ -> Record(k:WORD, c:R) 



XDPdef == X~olynomial~ing (R, WORD) add 
import ( WORD) 

-- Representation 
Term := Record(k:WORD, c:R) 
Rep : List Term 

Certaines primitives ont été implantées pour permettre un calcul facile des bases-standard 
d'espaces vectoriels de polynômes (voir page 69). 

2.2.3 L'implantation des polynômes en représentation récursive 

2.2.3.1 Les types récursifs en Scratchpad 

ÇCRATCHPAD permet de définir facilement des types fondamentalement récursifs et cela, sans 
utiliser la notion de pointeur. 

Voici comment les concepteurs du système SCRATCHPAD définissent la représentation interne 
des polynôxnes commutatifs : 

SparseMultivariatePolynomial(R: Ring,VarSet: OrderedSet): C == T where 
C == MPolyCat (Varset ,R) 
T == add 

- -repr es ent at ions 
D : = SparseUnivariatePolynomial($) 
VPoly := Record(v :Varset ,ts :D) 
Rep : = Union(R,VPoly) 

--definitions 

L'idée qui est exprinlée est la suivante : 

On fixe un ordre sur les variables ; la plus grande des variables figurant dans un 
polynôme est appelée sa variable principale. 

Un polynôme est de l'un des deux types suivants : 

r R s'il est constant (il appartient donc à l'anneau de base R), 

r VPoly s'il comporte au moins une variable. 

Un polynôme à plusieurs variables est considéré comme un polynome à une vari- 
able (la variable principale) dont les coefficients sont des polynômes construjts 
avec les autres variables. 

Se donner un polynôme de type VPoly revient à se donner sa variable principale 
et un polynôme à une variable représenté par la liste de ses coefficients. 

Cette possibilité de définir facilement des domaines récursifs est souvent utilisée. Ainsi : 
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Une exterzsion algébrique de degré fini d'urz corps k est 

soit 2c corps k lui-mGme, 

soit urze exterzsioiz simple d'une autre extension algébrique de degré fini. 

2.2.3.2 La représentation récursive 

Nous pouvons partir du lemme de reconstruction d'un polynôme p E R(X)  : 

po =< plf > représente le terme constant, 
PD2 représente le résiduel à droite de p pour la lettre x ,  

x ( ~  D x )  constitue la partie propre de p. 
zEX 

Celle-ci est une "combinaison Linéaire" des lettres x de l'alphabet X ,  les coefficients étant 
eux-mêmes des polynômes; il se trouve qu'il existe déjà dans SCRATCAPAD un constructeur 
de domaine FreeModule permettant de gérer ces combinaisons linéaires. 

2.2.3.2.1 Exemple Soit 

p = 5 t a2 + 2ab+ 3b 

= 5 + a ( a  + 2b) + b(3)  

On a alors: 

p ~ a  - - a + 2 b  

p ~ b  = 3 
On peut alors représenter p par la liste: 

(5, ( a ,  P D  a ) ,  (b, P D  b ) )  

Il suffit alors d'itérer la méthode pour représenter les résiduels de p : 

p D a est représenté par (0, ( ( a ,  l), (b,2))), 
p D b est représenté par 3. 

2.2.3.2.2 Formellement Un polynôme de R(X)  est 

soit un élément de l'anneau R, 

soit un vmi  polynôme. 

Un v m i  polynôme comporte : 

un terme constant (qui peut être nul), 

une partie propre qui est un module libre construit sur X ,  les coefficients étant des 
polynômes. 



2.2.3.2.3 Tout ceci se traduit très naturellement en ~CRATCHPAD 

)abbrev domain XRPOLY XRecursivePolynomial 

XRecursivePolynomial(VarSet:OrderedSet,R:Ring): Xcat == Xdef where 
XDPOLY ==> XDistribuedPolynomial(VarSet, R) 
TERM ==> Record(k:VarSet , c:$) 
LTERMS ==> List(TERM1 
REGPOLY==> FreeModulel ($ , VarSet) 
VPOLY ==> Record(c0 :R, reg:REGPOLY) 

Xcat == XPolynomialsCat(VarSet,R) with 
extend: $ -> XDPOLY 
unextend : XDPOLY -> $ 
RemainderList: $ -> LTERMS 

Xdef == add 
import (VPOLY) 

-- representation 
R ~ P  := Union(R,VPOLY) 

Tout ceci est de la bonne programmation orientée objet puisque nous réutilisons pour les 
calculs lirzkaires, les fonctions implantées dans FreeModulel. 

2.2.3.3 SCRATCHPAD VOUS rend la vie simple 

Le constructeur XRPOLY demande qu'on lui passe en paramètre l'alphabet VarSet fixant 
I'enseiilble des variables utilisables, ce qui n'est pas toujours très pratique, surtout si l'on 
désire employer des noms de variable quelconques. La solution consiste à définir un nouveau 
constructeur XP qui n'est pas paramétré par l'alphabet. 

La définition en est très simple; elle se fait par héritage de XRPOLY en utilisant le doinaine 
SortedExpression appartenant à la catégorie des OrderedSet 5 .  

) abbrev domain XP XPolynomial 
XPolynomial(R:Ring) == XRecursivePolynomial(SortedExpressions(),R) 

2.2.4 Schéma récapitulatif 
I 

Nous donnons, dans la figure 2.1 de la page 36 une architecture de l'implantation des 
polynômes non commutatifs. 

'L'alphabet X est noté Varset 
'les SortedExpression sont des expressions quelconques triées par ordre alphabétique. 
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Gestion des combinaisons linéaires 

FM(R:Ring, S:OrderedSet) 

Gestion des polynômes sur un monoïde 
quelconque 

XPR(R : Ring, E : OMON) - 

I - instanciation : 

E=OFMON1 (S : OrderedSet) 
ensemble des mots formés de lettres 
appartenant à un alphabet donné S. 

+ 
Ciestion des polynôines sur un alphabet 
donné. 
ReprL~cîltatioiz distribuée : cornbinai- 
sons liraiaires de mots 

+ 
Gestion des polynômes sur un alphabet 
donné. 
Représentatioiz récursive : un polynb~ne est 
défini par son terme constant et ses résiduels 

XRPOLY (vl : OrderedSet , R: Ring) 

I I 

Conversion possible 

c instanciation : 

+ 
Gestion des polynômes sur un alphabet quel- 1 

I conque. 

Figure 2.1 : Architecture de l'implantation des polynômes non commutatifs 



2.2.5 Quelques algorithmes 

2.2.5.1 Idée  d e  base e n  représentation récursive 

Le calcul d'une fonction f (p) se fait par appel récursif de cette même fonction f 
sur les résiduels de p. 
La récursivité s'arrête lorsque le polynôme p est constant. 

Soit à calculer le plus grand mot (ordre lexicographique par longueur) appartenant au support 
d'un polynôme donné p ; voici une solution possible : 

maxdeg p == 
p case R => i$Word 
"maxU/ [(t . k) *$Word maxdegct . c) for t in RemainderList pl 

2.2.5.2 Calcul d u  shuffle e n  représentat ion récursive 

Le shufRe p UJ q est défini par : 

son terme constant obtenu comme un produit dans l'anneau des coefficients: 

son résiduel pour chaque lettre x de l'alphabet : 

Les r~siduels p D x et q D x ne nécessitent aucun calcul puisqu 'ils figurent explicite- 
ment dans les reprksentations ricursives de p et q. 

Les appels récursifs du calcul du shuffle de deux polynômes s'arrêtent lorsque l'un des polynô- 
mes est constant. Si p (ou q)  est constant, p LU q = p .  q. 

sh(p1 ,p2) == 
pl case R => pl: :R * p2 
p2 case R => pl * p2: :R 
lt1 := ListOfTerms p1.reg ; lt2 := ListOfTerms p2.reg 
x := maRePoly [[t.k, sh(t.c,p2)1$Term for t in ltl] 
y := makePoly C[t.k, sh(t.c,pi)l$Term for t in lt21 
[pl. cO*p2. CO, x + y1 $moly 

La comparaison avec l'algorithme en représentation distribuée est aisée ; le shuffle de deux 
polynômes s'obtient à partir du shuffle sur les mots. Soient 

P = x a , u i  et q = Cbjÿ, ( I ,  J fini) 
i E I  j € J  
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On a alors: 
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2.2.5.3 Calcul du produit de Cauchy de deux polynômes 

L'idée de base est la même : 

Voici à titre d'exemple une solution possible: 

pl:$ * p2:$ == 
pl case R => pl: :R * p2 
p2 case R => pl * p2::R 
x:REGPOLY := pl.reg *$REGPOLY p2 
y : REGPOLY : = (pl. CO) *$REGPOLY p2. reg 
C pl. CO * p2. CO , x+y ] $VPOLY 

2.2.5.4 Calcul du résiduel à gauche d'un polynôme 

La représentation par les résiduels à droite rend malaisé le calcul du résiduel à gauche d'un 
polynôme p par un polynôme q ; ce calcul est néanmoins possible en partant des formules: 

Vx E X ,  ( q a p ) o x  = q a ( p ~ x )  
< (qap ) l e>  = < (PDQ)IE>  = 

2.2.6 Test et comparaison 

Nous donnons dans l'annexe B, page 125 un petit fichier de commandes permettant de calculer 
le shuffle de deux polynômes, l'un de degré 6 et l'autre de degré 2. Tous les calculs sont faits en 
double, c'est-à-dire avec les deux représentations, ceci afin de comparer les résultats obtenus 
et le temps consommé. 

On constate pour un même calcul de shuffle, que le temps nécessaire 
peut varier dans un facteur 30 selon la représentation choisie. 

Le tableau 2.1 contient des statistiques sur les temps de calcul pour les deux représentations 
(récursive et distribuée). 

Dans ce tableau, nous avons choisi de donner les temps de calcul du produit de mélange car 
c'est l'opération qui coûte le plus cher dans le traitement des polynômes non commutatifs. 
Ce temps dépend essentiellement du nombre et de la longueur des mots figurant dans les 
polynômes à "mélangern. De toute façon, si l'on exécute deux fois le même calcul, les temps 
de réponse peuvent être sensiblement différents car des facteurs assez aléatoires interviennent: 
défauts de page, garbage collector . . . 



Tableau 2.1 : Tableau comparatif 

2.2.7 Evaluation, codage des intégrales itérées 

iI 

2.2.7.1 Le problème général de l'évaluation 

Toute application de X dans une R-algèbre quelconque A se prolonge de façon unique en 
un morphisme d'algèbre, de R ( X )  dans A. Autrement dit, l'algèbre R ( X )  est une algèbre 
initiale dans la catégorie des R-algèbres associatives. 

Repr. djst. 
temps en sec. 

O 
0.66 
40 

1377 

* 

Y 

Intuitivement cela signifie que si I'on sait évaluer chaque lettre de l'alphabet X ,  on sait évaluer 
chaque polynôme de R ( X ) .  

Repr. réc. 
temps en sec. 

O 
O 
1 

40 

Degrés 

1 
2 
3 
4 

Nombres de mots 

SCRATCHPAD permet d'exprimer cette idée très générale, ce qui évite de multiplier les fonc- 
tions d'évaluation lorsque I'on désire interpréter les lettres d'un polynôme comme 

poly. Pi 
3 
7 
14 
28 

1. des constantes de I'anneau des coefficients, 

poly. P2 
2 
6 
17 
39 

2. des matrices sur l'anneau des coefficients, 

3. des polynômes sur l'anneau des coefficients, 

4. des opérateurs différentiels, 

5. des opérateurs d'intégration. 

Voici un paquetage qui implante l'algorithme d'évaluation au niveau le plus général. 

Iabbrev package HORNER HornerEvaluationPackage 

Horner~valuationPackage(VarSet,R,A): Public == Private where 
VarSet : OrderedSet 
R : Ring 
A : Algebra(R) 
SUP ==> SparseUnivariatePolynomial(R) 
SMP ==> SparseMultivariatePolynomial (R ,Varset) 
XRPOLY ==> XRecursivePolynomial (VarSet ,R) 
XDPOLY ==> XDistribuedPolynomial(VarSet,R) 
NNI ==> NonNegat iveInteger 

Public ==> with 
eval: (SUP, A) -> A -- substitution dans un polynome a une variable 
eval: (SMP, VarSet -> A) -> A -- substitution de plusieurs variables 
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eval :  (XRPOLY, VarSet -> A) -> A 
eval :  (XDPOLY, VarSet -> A) -> A 

Pr iva te  ==> add 
eval(p:  XDPOLY, i:VarSet -> A ) : A  == 

R est à noter que l'on passe en paramètre la fonction d'interprétation i :Varset -> A, ce qui 
permet de travailler sur un alphabet infini 6.  

2.2.7.2 Application: codage des  intégrales i térées 

Afin de simplifier l'explication, nous allons nous restreindre à un alphabet de deux lettres 
X = {zl, 22) et à une Ils-algèbre A engendrée par deux opérateurs d'intégration Ji et J2. 

Les opérateurs d'intégration Ji et J2 sont définis comme suit: 

v f : IR - w, JI (f) = (r)f (r)dr 
O 

( a l  et ap désignent deux fonctions données de 116 dans W) 

Choisissons de coder ces deux opérateurs par les lettres 21 et 22: 

On pourra alors considérer tout polynôme de Ils(X) comme le codage d'un opérateur d'intég- 
ration obt,enu par compositions ou sommes  des opérateurs JI et J2. 

A titre d'exemple, le polynôme p = 2z1z2 + 5 code l'opérateur: 

2.3 Conclusion et perspectives 

En ce qui nous concerne, la tâche en algèbre non commutative est immense. Ici, nous avons 
implanté les polynômes non commutatifs et nous avons montré le rôle joué par la représen- 
tation interne dans l'efficacité des algorithmes. 

Les calculs du produit de mélange sont particulièrement coûteux en temps et en place mé- 
moire. Nous verrons dans les sections 5.3 et 6.5.1 que l'on peut représenter les polynômes de 
R(X) comme..des polynômes commutatifs définis sur un alphabet infini (une base de l'algèbre 
de mélange). Le calcul du "shuffle" se ramène a un simple produit en variables commutatives ; 
malheureusement dans ce cas, le produit de Cauchy devient coûteux en temps de calcul. 

'l'alphabet est un domaine et non une liste de variables 



Algèbres et polynômes de Lie 

3.1 Motivation 

Le but de ce chapitre est de fournir les principaux théorèmes permettant d'implanter effi- 
cacement les polynômes de l'algèbre associative K ( X )  dans une base de Poincaré-Birkoff- 
Witt [2, 151. Nous montrons comment effectuer la conversion des polynômes exprimés dans 
leur base canonique X *. 

Un tel travail n'est possible que si l'on dispose au préalable d'une bonne implantation des 
polynômes de Lie. Nous avons choisi la base de Lyndon de préférence à la base de Hall, parce 
qu'elle permet d'effectuer plus facilement certaines conversions. Ce travail prolonge l'article 
de P.V. Koseleff [18] en donnant un algorithme efficace de calcul du crochet de Lie de deux 
polynônles exprimés dans la base de Lyndon. 

3.2 La catégorie des algèbres de Lie 

3.2.1 Notion d'algèbre de Lie 

Soit L un module sur un anneau unitaire K de caractéristique nulle, muni de l'opération: 

(.,Y> - [x, YI 

On aura quelquefois besoin de diviser les éléments de K par des entiers, ce qui revient à 
considérer K comme un Q-module. 

Definition 3.2.1 L est une algebre de Lie ssi 

1.  Le crochet [x, y] est bilinéaire, 

2. va: E L, [z,x] = 0, 

3. Vx, y, z E L, [x, [y, z]] + [y, [z, $13 + [z, [x, y]] = O, (identité de JACOBI). 

De (1) et (2) il résulte que: 

vx, Y E L' [x, YI = -[Y, 21; 
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Il est utile de définir une catégorie commune fixant une interface commune pour les différentes 
implantations possibles des polynômes de Lie. 

) abbrev cat egory LALG LieAlgebra 
LieAlgebra(R: Ring) : Category == Module (R) uith 
--exports 
construct: ($,$) -> $ -- crochet de Lie 
if R has Field then 

"1" : ($,RI -> $ 

--attributs 
NullSquare 
JacobiIdentity 

3.2.2 Algèbre de Lie libre 

Soit X  un alphabet totalement ordonné. On désignera par M a g m a ( X )  le magma libre des 
~i io ts  complètement parenthésés et par L i b K ( X )  l'algèbre construite sur ce magma. L'algèbre 
de Lie libre, notée L i e K ( X )  ou plus simplement L i e ( X )  est définie comme le quotient: 

où J est l'idéal engendré par les éléments de la forme: 

Q ( x )  = [ X ~ X ]  pour x E L i b K ( X ) ,  
J(x. Y, 2) = [x[Y, 211 + [Y[z,x]] + [Z[X'Y]] pour X , Y , Z  E L i b K ( X ) .  

Tout polynôme de Lie peut être interprété comme un un polynôme en variables non commu- 
tatives en considérant les crochets comme des commutateurs: 

VP, q E W X  ), [P, 91 = Pq - 9P. 

Ceci se traduit en SCRATCHPAD par la définition : 

) abbrev category FLALG FreeLieAlgebra 

FreeLieAlgebra(VarSet:OrderedSet, R:Ring) :Category == CatDef where 
XRPOLY ==> ~RecursivePolynomial(VarSet,R) 
XDPOLY ==> X~istribuedPolynomial (VarSet ,R) 

CatDef == Join(LieAlgebra(R), RetractableTo(VarSet)) vith 
coef : (XRPOLY , $1 -> R -- produit scalaire 
coerce : $ -> XDPOLY 
coerce : $ -> XRPOLY 
degree : $ -> NonNegativeInteger 
if R bas Module (RationalNumber) then 
Hausdorff : ($,$,~ositive~nteger) -> $ -- prod. de Hausdorff tronque 

lquo : (XRPOLY , $1 -> XRPOLY -- residuel a droite 
LiePoly : LyndonWord(VarSet) -> $ 
mirror : $ - > $  - - image miroir 



rquo : (XRPOLY , $1 -> XRPOLY -- residuel a gauche 
trunc : ($, ~onNegativeInteger) -> $ -- troncature 
varList : $ -> List VarSet 

3.3 Bases de l'algèbre de Lie libre 

Les deux bases les plus connues sont la base de Lyndon et la base de Hall. Pour des raisons 
qui seront précisées dans ce chapitre, nous utiliserons la base de Lyndon. En ce qui concerne 
cette section, on pourra consulter l'ouvrage de M.Lothaire [20], les articles de G. Viennot [34] 
ou la thèse de N.E. Oussous [24] chapitre IV. 

3.3.1 Mots de Lyndon 

Definition 3.3.1 Deux mots u et v sont dits conjugués ssi 

3 x , y  E X *  tels que u = xy  et v = yx. 

Cette relation est une relation d'équivalence sur X* 

Exemple: Les mots a2b , aba et bu2 sont deux à deux conjugués et forment une classe de 
conjugaison. Intuitivement, celà consiste à considérer un même mot circulaire. 

Definition 3.3.2 lin mot w E X *  est un mot de Lyndon ssi il vérifie l'une des deux pro- 
prittés équiz~alentes: 

1. Il est strictement plus petit que tous ses conjugués propres. 

2. Il est strictement plus petit que tous ses facteurs droits propres. 

Voici à titre d'exemple les mots de Lyndon sur l'alphabet X  = {a, b), calculés jusqu'à la 
longueur 5, et triés d'après l'ordre lexicographique par longueur: 

{a, b, ab, a2b, ab2, a3b, a2b2, ab3, a4b, a3b2, a2bab, a2b3, abab2, ab4) 

Proposition 3.3.1 Si  u et v sont deux mots de Lyndon, alors UV est un mot de Lyndon ssi 
u < 2 ) .  

3.3.2 Crochets de Lyndon 

Soit 6 : Magma(X)  --+ X* l'opération de déparenthésage. L'ensemble des crochets est muni 
d'un ordre partiel hérité de l'ordre lexicographique sur les mots du monoide libre ie. 

V u , v  E Magma(X) ,  u < v ssi 6(u) < 6(v)  

Definition 3.3.3 L'ensemble des crochets de Lyndon est défini récursivement de la jaçoîz 
suivante: 
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1. Les lettres de X sont des crochets de Lyndon. 

2. .S'i a est une lettre et si b est un crochet de Lyrzdon, alors [a, b] est un crochet de Lyndoîz 
ssi a < b. 

3. Si  [a ,  b] et c sont des crochets de Lyndon, alors [[a ,  b], cl est un crochet de Lyndon ssi 
a b < c <  b. 

On notera Lyîzdon(X) l'ensemble des crochets de Lyndon définis sur l'alphabet X .  

Voici les premiers crochets de Lyndon sur X = {a ,  b): 

{ a,  b, [a,  bl, [a ,  [a,  bll, [ [a ,  bl, bl, [a, [a,  [a, blll, [a ,  [[a, bl, bll,. . -1 

3.3.3 Parenthésage et déparenthésage 

3.3.3.1 Déparent hésage des crochets de Lyndon 

Par définition, l'opération de déparenthésage 6 transforme tout crochet de M a g m a ( X )  en 
un mot de X * .  

Théorème 3.3.1 L'opération de déparerztlzésage définie sur M a g . m a ( X )  et à valeurs dans 
X *  réalise un€ bijection des crochets de Lyndon sur les mots de Lyndon. 

3.3.3.2 Parenthésage des mots de Lyndon 

Soit ur un mot de Lyndon ; la factorisation w = Zm est dite standard ssi m est le plus long 
facteur droit propre de u~ qui est un mot  de Lyndon. 

L'opération o de parenthésage des mots  de Lyndon est définie récursivement comme suit: 
n(5)  = x si x est une lettre, 

u(1m) = [ O ( / ) ,  n (?n)]  si la factorisation l m  est standard. 

Exemple: a2b2 A [a,  [ [a ,  b], b]] et non pas [[a,  [a,  b]], b]. 

3.3.4 Factorisation d'un mot 

Théorème 3.3.2 Tout mot w de X *  se décompose de façon unique en  u n  produit décroissant 
de mots de Lyndon i.e. 

w = 1112 - -1 ,  avec 2, > l2 2 . - 2 1,. 

Preuve: voir Viennot [34]. O 

3.3.4.1 ~lgorithme de factorisation 

Cet algorithme (voir [21] construit progressivement la liste 11 des facteurs de w en partant 
des lettres de w et s'arrête lorsque 11 est décroissante au sens large. 



Definition 3.3.4 Une liste de crocl~ets de Lyndon Il = x i x 2 . .  . x ,  est dite standard ssi 
'di, (i = l..n) l'assertion suivante est vraie: 

Soit x ,  est une lettre? 

Soit x;  = [ l , m ]  avec m > xj  V j  > i. 

Remarque: une liste formée uniquement de lettres est standard de même que n'importe 
quelle liste décroissante au sens large. 

Factorisation (UI: Mot): ListeDeCrochetsDeLyndon == 
Initialisation: 

1l:ListeDeCrochetsDeLyndon := liste des lettres de w 
tq 11 n'est pas décroissante au sens large faire - 

Repérer la dernière inversion x; < xi+l de la liste I I  
Crocheter x; et x;+i 

ftg 
retourner(11) 

Invariant du "tant que": 
La liste 11 = ~ 1 x 2 .  ..x,, est une liste standard. Cet invariant garantit que l'opération de 
crochetage construit bien des crochets de Lyndon. 

Exemple: Soit u? = ba2b2a ; on a: 

l lo= b a  a b b a 
1 1 1 =  b a [a b] b a 
i l 2 =  b a [[a  b] b] a 
11, = b [a [[a  b] b]] a 

On obtient finaleinent un produit de trois mots de Lyndon: w = b(a2b2)a. 

3.3.5 Implantation en Scratchpad 

J'ai choisi de représenter les mots de Lyndon sous forme arborescente en les confondant, du 
point de vue de leur codage interne, avec leur forme parenthésée. Il convient donc d'implanter 
en premier l a  gestion de M a g m a ( X ) .  

++ Gestion des magmas: 
+ + un magma e s t  un ensemble de mots parentheses c o n s t r u i t s  
+ + sur un ensemble ordonne quelconque. 
++ 
++ 3 ordres  sont  implantes: 
++ 
++ 1) Lyordre  r ecu r s i f  e s t  l y o r d r e  habi tue l  s u r  l e s  s t r u c t u r e s  dya rb re s :  
++ comparaison des sous-arbres gauche 
++ puis  (en cas d y e g a l i t e )  des sous-arbres d r o i t  
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++ 2) L'ordre lexicographique: (du dictionnaire) 
++ 3) Recursif par longueur 
++ 
++ Version 1 du 27 dec. 1990 
............................................................................ 
-- Revisee 20/07/91 V4.3 

)abbrev domain MAGMA Magma 

Magma(VarSet:OrderedSet):Public == Private where 
Public == Join (OrderedSet , RetractableTo VarSet) with 

"*":($,$) -> $ 
left: $ -> $ -- facteur gauche 
right: $ -> $ -- facteur droit 
first: $ -> VarSet -- premiere lettre 
rest : $ -> $ -- sauf premiere lettre 
length: $ -> PositiveInteger 
coerce: $ -> OrderedFreeMonoidl(VarSet) 
coerce: $ -> OutputForm 
coerce: $ -> Expression 
recursif: ($,$) -> Boolean 
lexico : ($,$) -> Boolean 
mirror : $ -> $ - - Mage miroir 
varList : $ -> List VarSet -- liste des lettres 

-- attributes 
orderPreserve("*") 

Private == add 
-- representation 
VWORD := Record(left:$ ,right:$) 
Rep: = Union(VarSet ,VWORD) 

L'iniplantation des mots de Lyndon se fait par héritage du constructeur Magma : 

) abbrev domain LWORD LyndonWord 

LyndonWord(VarSet:OrderedSet):Public == Private where 
OFMON ==> OrderedFreeMonoidl(VarSet) 
PI ==> PositiveInteger 
NNI ==> NonNegat iveInteger 
1 ==> Integer 
OF ==> OutputForm 

Public == Join(OrderedSet,RetractableTo VarSet) with 
left: $ -> $ 
right : $ -> $ 
1 ength : $ -> PI 
lexico: ($ ,$) .-> Boolean -- ordre lexicographique 



coerce : $ -> OFMON 
coerce : $ -> OutputForm 
coerce : $ -> Expression 
coerce : $ -> Magma VarSet 
factor : OFMON -> List $ -- factorisation decroissante 
lyndon? : OFMON -> Boolean 
lyndon : OFMON -> $ 
lyndonIf Can: OFMON -> Union($, "f ailed") 
varList: $ ->ListVarSet 

-- construction des mots de Lyndon de longueur bornee 
LyndonWordsListl: (List VarSet, PI) -> Vector List $ 
LyndonWordsList : (List VarSet, PI) -> List $ 

Private == Magma(VarSet1 add 
-- Representation 
Rep : = Magma (Varset) 

L'agorithme de génération des mots de Lyndon de longueur bornée découle directement de la 
définition 3.3.3 . Il convient de noter que la fonction de comparaison des crochets de Lyndon 
est assez coûteuse car l'ordre le plus naturel sur Magma(X)  à savoir : 

n'est pas compatible avec l'ordre lexicographique sur les mots de X *  comme le montre 
l'exemple sur les deux mots de Lyndon [[a, b], b] et [a, [b, cl]. 

3.4 Les polynômes de Lie 

3.4.1 La représentation par les polynômes non commutatifs 

On peut représenter les polynômes de Lie, sous leur forme développée,~comme de simples 
polynômes en variables non commutatives. Cette représentation est suffisante pour la plupart 
des calculs mais a l'inconvénient de prendre beaucoup de place en mémoire. 

[a, b] = ab - ba 
[a[a, b]] = a2b - 2aba + bu2 

J'ai implanté les polynômes de Lie de trois manières 

1. en utilisant la base de Lyndon, (voir 3.4.3) 

2. sots forme développée en représentation distribuée, et 

3. sous forme développée en repPésentation récursive. 

L'avantage est de pouvoir lancer les mêmes calculs en utilisant successivement chacune des 
trois implantations, de comparer les résultats obtenus et de . . .corriger les éventuels "bugs". 
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Voici le début de l'implantation du constructeur LiePolynomiali gérant les polynômes de 
Lie sous forme développée (représentation récursive). 

) abbrev domain LPOLY 1 LiePolynomiall 

LiePolynomiall(VarSet:OrderedSet, K:Ring) :Public == Private where 
XRPOLY ==> XRecursivePolynomial (VarSet ,K) 
XDPOLY ==> XDistribuedPolynomial(VarSet,K) 
LUORD ==> LyndonWord(VarSet) 
NNI ==> NonNegativeInteger 
RN ==> RationalNumber 
XEXPPKG ==> XExponentialPackage(K, VarSet, XRPOLY) 

Public == FreeLieAlgebra(VarSet, K) with 
if K has Module(RN) then 
exp: ($, NNI) -> XRPOLY -- exponentielle tronquee d'un poly. de Lie 
Hausdorff:($,$,NNI) -> $ -- serie de Hausdorff tronquee 

Private == XRPOLY add 
--representat ion 
Rep := XRPOLY 

--def inition 
if K has Module(RN) then 
exp (p ,n) == exp (p : : Rep , n) $XEXPPKG 
Hausdorff (x,y ,n) == log(exp(x,n) * exp(y ,n) n)$XEXPPKG 

3.4.2 La représentation dans la base de Lyndon 

Un polynôme p E L i e K ( X )  est considéré comme une combinaison linéaire de crochets de 
Lyndon. 

p = x a i [ l , ]  avec a, E K. 
i=l 

3.4.2.1 Calcul du crochet de Lie de deux polynômes 

Le problème est résolu si l'on sait exprimer le crochet de Lie de 2 crochets de Lyndon u et v 
comme une combinaison linéaire de crochets de Lyndon. 

La fonction CrochetDeLie est conçue pour se ramener au cas où u < v : 



Crochet DeLie (u, V: CrochetsDeLyndon): PolynômeDeLie == 
S ~ U = V ~  - 

retourner(0) 
sinon 

s i u < v h  - 
retourner(crochet(u, v ) )  

sinon - 
retournes(- crochet(v, u)) 

fsi - 
fsj 

Le mot UV est dors un mot de Lyndon ; la difficulté tient au fait que la factorisation UV n'est 
pas forcément la factorisation standard (voir 3.3.3.2). 

Posons u = [uO, ul] ; si u1 2 v alors la factorisation UV est standard et le problème est résolu. 
Dans le cas contraire, on utilise l'identité de JACOBI: 

x Y 

Par hypothèse, on a: 

La factorisation du mot de Lyndon x = U O U ~ V  n'est pas forcément standard, mais on est 
passé de [[uo, u1]v] à [uO[ul, VI] ; la longueur du facteur gauche a donc strictement diminué. 

Dans y, on sait que UOV est un mot de Lyndon, ce qui nous ramène au problème de départ à 
ceci près que: 

pour l'ordre lexicographique. 

L'algorithme suivant termine: 

crochet (u, v: CrochetsDeLyndon): PolynômeDeLie == 
- 0 n a :  u < v  
si u est une lettre alors - 

retourner([u, v]) 
&j 
posons u = [uO, ul] ' 

si ul 2 v - 
retourner([u, v]) 

sinon - 
1: := crochet(uO, crochet(ul, v)) 
y := CrochetDeLie(crochet(uo, v),ul) 
retournes(x + y) 

fsi - 
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Les appels récursifs peuvent être vus comme un système de réécriture formé des règles: 

[[uo, u1Ivl - [uo[u1, VI] si U l  < v (2) 

[[UO' u1Ivl - [[UO' vIu11 si u1 < v (Y) 
[u? VI - [v, U] si u > v (z) 

Les règles y et z ne peuvent s'appliquer qu'un nombre fini de fois car, interprétées sur des 
mots de X*, elles transforment un mot en un autre mot formé des mêmes lettres mais plus 
grand pour l'ordre lexicographique. 

Entre deux réécritures y ou t, la règle x ne peut s'appliquer qu'un nombre fini de fois car elle 
fait décroître strictement la longueur du facteur gauche. 

3.4.2.2 Calcul du miroir d'un polynôme de Lie 

Par définition, le miroir p d'un polynôme p est obtenu en prenant le miroir de chacun de ses 
mots. 

Exemple : 

Soit p = [a,b]+[a[a,b]] 
= ab - ba + a2b - 2aba + bu2 

on a: fl  = ba - ab + bu2 - 2aba + a2b 

Proposition 3.4.1 Le miroir d'un polynbrne de Lie est obtenu par simple changement de 
signe de ses crochets de longueur paire ie. 

3.4.3 Implantation en SCRATCHPAD 

Il s'agit de représenter un polynôme de Lie comme combinaison linéaire de crochets de 
Lyndon. L'implantation des opérations linéaires est héritée du constructeur de domaine 
FreeModule. 

Iabbrev domain LPOLY LiePolynomial 

LiePolynomial(VarSet:OrderedSet, K:Ring) : Public == Private where 
LWORD ==> LyndonWord(VarSet) 
MORD ==> OrderedFreel40noidi(VarSet) 
XDPOLY ==> XDistribuedPolynomial(VarSet ,K) 
XRPOLY ==> XRecursivePolynomial (VarSet, K) 
Term ==> Record(k: LWORD, c: K) 

Public == FreeLieAlgebra(VarSet,K) with 
ListOfTerms : $ -> List Term 



1eadingTerm : $ -> LWORD 
leadingcoef : $ -> K 
reductum : $ -> $ 
monom : (LWORD,K) -> $ 
LiePolyIf Can : XDPOLY -> Union($, 'If ailed") 
construct: (LWORD, LWORD) -> $ -- crochet de Lie 
construct: (LWORD, $1 -> $ 
construct: ($, LWORD) -> $ 

Private == FreeModule (K , LWORDI add 
import (Terml 

--represent at ion 
Rep := List Term 

3.4.3.1 Identification d'un polynôme de Lie 

Etant donné un polynôme en variables non commutatives, existe-t-il un algorithme siiiiple 
pour dbcjder si c'est un polynôme de Lie ? Si oui, comment calculer sa décomposition en 
crochets de Lyndon ? 

Nous verrons que de ce point de vue, l'utilisation de la base de Lyndon est préférable. 

Soit 1 un mot de Lyndon quelconque, 

[ I l  le polynôiiie de Lie correspondant. 

Lemme 3.4.1 1 est le plus petit mot apparaissant dans [l]  et son coeficient est égal à 1 i .e .  

Preuve: voir [20] 

Ce lemme est particulier à la base de Lyndon et n'a pas d'équivalent pour la base de Hall. 

Remarque: Il se peut que certains mots w, soient eux-aussi des mots de Lyndon: 

[a, [b, cl] = abc - acb - bca + cba. 

le mot acb étant lui-aussi un mot de Lyndon. 

-Corollaire 3.4.1 Le plus petit mot d'un polynôme de Lie est un mot de Lyndon. 

Preuve: Il suffit de considérer le plus petit crochet de Lyndon intervenant dans la déco~n- 
position du polynôme de Lie. 

Soit un polynôme p en représentation distribuée ; l'algorithme suivant décompose p dans la 
base de Lyndon lorsque celui-ci est un polynôme de Lie. 
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conversion (p:PolynomeDistribue): PolynomeDeLie == 
Initialisation: 

r :  PolynomeDeLie := O ;  
pl:  PolynomeDistribuc := p 

tq p l  # O faire - 
Soit c.u~ le plus petit monome de pl 
si UI n'est pas un  mot de Lyndon alors - 

echec 
sinon - 

T := T + C[W] ; pl  := pl - C[W] 
f$ 

ft q - 
retourner(~) 

On observe que cet algorithme est plus efficace si le plus petit monôme est en tête1 de la liste 
représentant les polynômes. 

3.5 L'algèbre enveloppante 

3.5.1 Définition 

Rappelons que l'algèbre enveloppante [6] d'une algèbre de Lie L est définie comme le quotient 
U de l'algèbre tensorielle 

7 = ~0 8j l1 @ . . . @ LTz $ . . . avec L0 = K.l  et Ln = L @ L @ - 8 L (n facteurs). 

par l'idéal J' engendré par les éléments de la forme 

x % y - y @ s - [ z , y ]  pourx,y E L  

On a donc: IA = 713'. 

Théorème 3.5.1 L 'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie libre LieK ( X )  s'identifie à l'algk- 
bre des polynômes non commutatis K ( X )  . 

Preuve: Voir [15] 

3.5.2 La base PBWL 

Théorème 3.5.2 (Poincaré-Birkoff- Witt) 
Si une algèbre de Lie L admet une base {Pi, PL, . . . , P,,, . . .) alors son algèbre enveloppante 
admet comme base les éléments de la forme Pi, Pi, . - Pin avec Pi, 2 P,, 2 . - 2 Pin et n 2 O .  

Ce théorème appliqué sur la base de Lyndon de l'algèbre de Lie libre nous fournit une base 
de l'algèbre K(X) , base que nous noterons P B W L .  

'et non en queue comme,c'est souvent le cas. 



Remarque: II existe une bijection entre les deux bases X* et PBWL.  

Soit u? E X*; considérons la factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon: 

ui = ll12...ln avec 11 2 12. . .  2 ln. 

Il lui correspond alors un élément Q, de la base PBWL défini par 

Qw = [lil[l2] . . . [ln]. 

où Ill], [12], . . ., [l,,] désignent les polynômes de Lie associés aux mots de Lyndon. 

3.5.3 Décomposition d'un mot dans la base PBWL 

L'algorithme [21] est basé sur la formule: 

ab = [a, b] + ba 

qui est la décomposition du mot ab dans la base PBWL. 

Lemme 3.5.1 Soit Il = {xi, x2,. . . , x,) une liste standard (voir 3.3.4) repr&sentaizt un pro- 
duit de crochets de Lyndon. Soit (X; ,X;+~)  la dernière inversion x; < x;+l de Il. Alors les 
listes 

110 = { X I , . . . ,  [xi,x;+i], . . . ,xn) 
111 = { X  , ~ i + l ,  xi, . . ,xn)  

sont standards. 

L'algorithme de décomposition d'un mot w peut être vu comme un système de réécriture 
11 - 110 + 11, où la Liste 11 initiale est formée des lettres de W. 

Exemple Soit X = {a, b) un alphabet. Soit à décomposer le mot w = a2b dans la base 
P BW L. Le déroulement de l'algorithme est le suivant : 

w = a2b 
"""' b1 [a, b1.a 
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Proposition 3.5.1 Le passage de la base X *  à la base P B W L  se fait sans utiliser de coefi- 
cients fractionnaires. La conversion d'un mot w se fait en utilisant uniquement des éléments 
Q, tels que lu1 = Iwl et u 2 uj i.e. 

= Q, + x a ; ~ , , ,  Vi, luil = Iwl et ui > w 
i 

3.5.4 Les polynômes dans la base de PBWL 

L'idée est de représenter les polynômes de K ( X )  dans la base de P B W L  et de maintenir 
cette représentation pour les opérations de somme et de produit. 

3.5.4.1 Produit de deux polynômes 

Le problème est résolu si l'on sait multiplier deux éléments de la base de P B W L  et exprimer 
le produit dans cette même base. 

Idée de l'algorithme: 
Soient u = plp2 . . . pi et v = ql q2 . . . qj deux éléments de la base PBW L. 
On a: 

Si p; 2 q l ,  c'est fini; sinon on effectue la réécriture: 

UV = PI . . .P;-I [ p i ,  qï] q2 - - . q j  

t Pi - . . P ; - I  ql Pi @ q 2 . . . q j  
Il convient de traiter le crochet Lp;, ql] car cette factorisation n'est pas forcément standard. 

Les signalent les endroits où l'ordre des facteurs est peut-être incorrect. Il faut donc 
relanc,er récursivement l'algorithme pour traiter les inversions éventuelles. Il est assez facile 
de prouver que ce processus termine. Cependant, l'algorithme doit être programmé. avec soin 
si l'on souhaite limiter le nombre de comparaisons à effectuer. 

3.5.4.2 Expression d'un polynôme distribué dans la base P B W L  

Le problème consiste à calculer la décomposition dans la base P B W L  d'un polynôme p 
exprimé comme une combinaison linéaire de mots de X*. 

Il est bien sûr possible de convertir séparément chaque mot de p en utilisant l'algorithme de 
la section 3.5.3 ; un autre algorithme inspiré de (3.4.3.1) a cependant ma préférence. 

Lemme 3.5.2 w est le plus petit mot du polynôme Q, i.e. 

QY = + C a i u ;  avec v i ,  ui > w, ai E K 
i 

Preuve: assez facile à partir du lemme 3.4.1. O 

Ce lemme justifie l'algorithme suivant: 



conversion (p:PolynomeDistribue): PolynomeDansPBWL == 
Initialisation: 

r: PolynomeDansPBWL := O; 
pl: PolynomeDistribue := p 

tq pl # O faire - 
Soit c.w le plus petit monome de p 
Décomposer ui en produit décroissant de mots de Lyndon 
T := r + cQ,  ; - calculs dans la base PBWL 
pl := pl - cQ, ; - calculs dans la base X* 

3.5.5 Implantation en Scratchpad 

II convient d'abord de gérer les éléments de la base PB W L ; ceux-ci sont représentés par des 
listes décroissantes de mots de Lyndon. 

) abbrev domain PBWLB PoincareBirkoffWittLyndonBasis 

PoincareBirkoffWittLyndonBasis(VarSet: OrderedSet): Public == Private vhere 
WORD ==> OrderedFreeMonoidl(VarSet) 
LWORD ==> LyndonWord(VarSet) 
LWORDS ==> List (LWORD) 
NNI ==> NonNegat iveInteger 

Public == Join(OrderedSet, RetractableTo LWORD) with 
coerce: VarSet -> $ 
length: $ -> NNI 
ListOfTerms: $ -> LWORDS 
coerce: $ ->  WORD 
varList: $ -> List VarSet 
first: $ -> LWORD 
rest: $ -> $ 
1: 0 -> $ 

Private == add 
-- Representation 
Rep := LWORDS 

Les polynômes sont repésentés par des combinaisons linéaires de ces éléments de base ; on 
notera l'utilisatjon du constructeur de domaine FreeModule, ce qui évite d'avoir à reprograiii- 
mer les opérations Linéaires comme la somme ou la différence de deux polynômes. 

) abbrev domain XPBWPOLY XPBWPolynomial 

XPBWPolynomial(VarSet:OrderedSet,R:Ring): XDPcat == XDPdef where 

WORD ==> OrderedFreeMonoidl(VarSet) 
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LWORD ==> LyndonWord(VarSet) 
LWORDS ==> List LWORD 
BASIS ==> PoincareBirkof fWittLyndonBasis(VarSet) 
TERM ==> Record(k:BASIS, c:R) 
LTERMS ==> List (TERM) 
LPOLY ==> LiePolynomial (Varset ,R) 
XDPOLY ==> XDistribuedPolynomial (VarSet ,R) 
TERMI ==> Record(k:LWORD, c:R) 
NNI ==> NonNegat iveInteger 
RN ==> RationalNumber 

XDPcat == XPolynomialsCat(VarSet ,R) with 
1eadingTerm : $ -> BASIS 
leadingcoef : $ -> R 
reductum : $ -> $ 
coerce : LPOLY -> $ 
ListOfTerms : $ -> LTERMS 
monom : (BASIS, R) -> $ 
coerce : $ -> XDPOLY 
LiePolyIf Can: $ -> Union(LP0LY ,'If ailed") 
product : ($,$,NNI) -> $ -- produit tronque a l'ordre n 

if R has Module(RN) then 
exP : ($,NNI) -> $ -- calcul tronque a 1 'ordre n 
1% : ($,NNI) -> $ 

XDPdef == FreeModule(R,BASIS) add 
-- Representation 

Rep:= LTERMS 

3.5.6 Formules de Backer-Campbell-Hausdorff 

Les calculs des fonctions exponentielle et logarithnae sont tronqués à un ordre quelconque 
précisé par l'utilisateur et s'effectuent dans l'algèbre enveloppante en appliquant les formules 
classiques (on suppose p sans terme constant): 

On obtient ainsi le produit de Hausdorff à l'ordre 4: 

Le choix de la base PBWL facilite l'identification de la série tronquée log(eaeb) comme un 
polynôme de Lie. Ce choix est raisonnablement efficace mais n'est certainement pas optimum 
si l'on vise à calculer uniquement les formules de Backer-Campbell-Hausdorff. 



3.6 Conclusion 

On aurait pu utiliser la base de Ph. Hall (341 notée 3iall(X) ; celle-ci est définie récursiveiiient 
en partant d'une relation d'ordre sur M agma(X): 

1. Les lettres de X sont des crochets de Hall. 

2. Si a est une lettre et si b est un crochet de Hall, alors [a, b] est un crochet de Hall ssi 
a < b. 

3. Si a et [b ,  cl sont des crochets de Hall, alors [a, [b, cl] est un crochet de Hall ssi b 5 a < 
[b, cl. 

L'ordre sur les crochets doit seulement vérifier la condition (Meier-Wunderli 52) : 

11 est clair que l'ordre lexicographique par longueur convient mais ce n'est pas le seul. Cet 
ordre peut méme être construit dynamiquement en même temps que l'on construit la base 
Ral l(X).  

On constate que cette définition est très semblable à la définition récursive des crochets de 
Lyndon à l'exception de l'ordre qui, pour la base de Lyndon, est rigoureusement imposé 
(ordre lexicographique). 

Les propriétés mentionnées dans ce chapitre ont toutes leur équivalent pour les bases de Hall 
sauf celles liées au lemme 3.4.1: 

[ l ] = l + ~ o , w ,  avecViE 1, a,€ K ,  w i ~ X * ,  w , > 1  
i E  I 

Les algorithmes de conversion des sections 3.4.3.1 et 3.5.4.2 qui découlent directement de ce 
lemme ne sont donc plus applicables. 



Une formulation générale à la "Knut h-Bendix" 

4.1 Introduction 

Depuis de nombreuses années, les mathématiciens utilisent la réécriture algébrique pour 
obtenir des critères effectifs d'égalité entre des espaces vectoriels (resp. des idéaux) de 
polynômes définis par un nombre fini de générateurs. 

Le calcul des bases-standard1 fut initié par Buchberger (41 en 1970 pour étudier les idéaux 
de polynômes colnmutatifs ; ce calcul repose sur les concepts qui soustendent l'algorithme de 
Knuth-Bendix [17]. Il s'agit ici de développer ce point de vue et d'adapter aux polynômes les 
calculs que Knuth effectue sur les arbres. Les techniques exposées sont utilisables aussi bien 
en algèbre commutative que non cominutative, en algèbre différentielle ou dans les algèbres 
de Lie. Cette présentation unifiée est obtenue en introduisant le concept de filtrage qui est 
une relation d'ordre partiel sur l'ensemble des mots utilisés. 

En ce qui concerne la réécriture en général, on pourra consulter l'article de N.Dershowitz 
et J.P. Jouannaud [5] ; la réécriture en algèbre commutative, appliquée en autoiiiatique au 
problènie de I'identifiabilité structurelle globale, a été étudiée dans la thèse de F. Ollivier 
[23]. F. Mora dans [22] traite le cas des polynômes non commutatifs. 

Le calcul des bases de Groebner est réputé utiliser beaucoup de place mémoire car le nombre 
de règles peut devenir grand à certaines étapes de I'algorithnie. 

Cette difficulté n'apparait pas lorsque l'on traite des espaces vectoriels ou des idéaux à droite 
de polynômes non commutatifs. Dans ces deux cas, le nombre de règles ne peut que diminuer 
mais jamais augmenter ; il est donc borné par le nombre de générateurs donnés au départ. 

Pour ce qui nous concerne, ces deux cas ont un intérêt pratique certain ; les bases-standard 
d'espaces vectoriels permettent de traiter élégemment le calcul de rang, somme et intersec- 
tion d'espaces vectoriels. Elles permettent déterminer l'image et le noyau d'une application 
linéaire2 sans utiliser les matrices. 

Quant aux bases-standard d'idéaux à droite, elles permettent de représenter sous forme 
canonique les séries rationnelles en variables non commutatives introduites 
par M.P.Schützenberger. Ceci constitue donc une alternative à la représentation matricielle 

'Buchberger les appela bases de Grobner. 
2 0 n  passe l'application linéaire f en paramètre au programme calculant Ker( f ). 
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qui, même losqu'elle est minimale, est unique . . .à un changement de base près. 

4.2 Définitions de base et problématique 

Knuth a étudié la réécriture dans des algèbres généralisées. Celles-ci sont formées d'arbres 
n-aires pouvant éventuellement comporter des variables dans les feuilles. Quoique l'on puisse 
représenter les polynômes par de tels arbres, nous préférons considérer les polynômes comme 
des combinaisons linéaires de mots. 

D'une faqon générale, nous nous placons dans une algèbre de polynômes A = K[W] , définie 
sur un corps K et un ensemble de mots W totalement ordonné. 

On considère une relation d'équivalence notée EE compatible avec l'addition et la  multipli- 
cation par un élément de K.  Cette relation est équivalente à la donnée d'un sous-espace 
vectoriel E de A. 

On considère qu' un systirne de rkc'criture RG est défini par 

1. un ordre total sur les mots noté <. 

2. un ensemble fini de n règles de la  forme w; -+ q; où w; est un mot et q; un polynôme. 
On suppose que u ~ ;  est strictement supérieur à tous les mots de q,. Cela revient à se 
donner un ense~nble G de n polynômes : 

G =  {g; = uj,-q;l 1s i 5 n) 

3. une technique de filtrage précisant de quelle manière on effectue les substitutions. 

Nous verrons que le filtrage suppose la définition d'une deuxième relation d'ordre (partiel) 
sur les mots que nous noterons 5 et dont la sémantique est: 

urzc r6gle u + q est applicable pour réécrire le mot v ssi u 5 W. 

On supposera toujours que pour deux mots quelconques u,v : 

u ~ v = + u ~ v  

On notera : 

p 5 q pour signifier que q se déduit de p par l'application d'un nombre quelconque de 
pas de réécriture. 

p f q pour signifier que q se déduit de p par l'application d'un nombre non nul de 
pas de réécriture. 

On supposera toujours que le système Rq est  cohérent par rapport à la relation d'équivalence 
c'est-à-dire que 

* 
P + q * P E E q  

3Pour l'étude des polynômes de Lie, W peut être la base de Lyndon. 



ce qui revient B supposer que G c E .  
F*Lf. : j : ~  "* . A  a " . , - 

Un polynha a t  dit réduit pour le syitéme 12 s i  auntnc rbgle de 7Z ne peut M (tre appüquk. 

On appeiie f h e  nwm6~'8'oii &1$hl p, ixrt polynôk~ p td quti 9 A ]I : 
.Un systbme de rWi tu re  nconnaif une relatian d'huidence mi : 

- . -  - -  - 7 > - - A 
- .  .. ?q , , % '  . 1 .  . I 

1. Tout polynôme p admet une forme normale iinipoc p. 

2. Deux polynômes quelconques sont équivalents mi ils ont mime forme nomde  autrement 
dit: i 

La question est la suivante : 

Une relation d'équivalence ÈE Ctant donnée, construire un sys tbe  720 qui la 
reconnait. G est alors appelée une btwe-standad de E. On obtient ainsi un 
algorithme pour tester façilemnt PéquiVae~ce de dewt polyniimett. 

4.2.1 Exemple 

Soit l'alphabet X = {z, y}. Consid6rons l'algèbre A = Q ( X )  et les deux règles : 
, . 

J .  - 1 (rl) {; -. 1 (pz> 

l'ordre sur les mots de X' étant l'ordre lexicographique p u  Ihgueur. 

2, . , > 
'y .  . ', <. : . , 

:;. , ".. . :;. ,5 
, , 

: < .  :. ' ' . - .  
, .  . 

, . .  , .  . .; . . ... . - ,. , -. 
r . . .. . . . 

. . ,  , . . , _  I . .  . . . 
; , " .. - ' . .  ' 3 .  , . .  . , . c .  

- . . , ". 
I .. .. - ' . .  * . . . A i ,  - .  , ,. . . .., - . .  ~ ., . .; ' * .  .,::::,' , .. ., .% ,,*, ;, , . L,: : . . . , . .  

-, < i', . . - ' . .  . . . ;. j.. 1' . .. 
w*"-t*&$j@..-'. 

',< " 

, 7 .  . . . ~ -  + F * ~ : : ~ * P ; : ~ ~ ~ ~ * " ; ~ ~ * ~ , * , c ~ ~  , , - . ., . > . _ ,, t .  . , . -  ) '3~*\*&*~--, :-' . ' .. I . :-,, ... , . i l.<F .. < < ,..,.. , . , , ~  ..,;.,.,..... .. ~, ... , 
,.:.';".i.:..;.., :. ,.., ;i,'.'. ~ 

1. .*,..,i. . --- - . . . .. . - . : . , . ,  , .A9'2$;j,2i;,;:F.%.!, +,. .,?. ,>, ..& ,t --.,& b; ~~.~:.:*++::? *.i.r . .  
.., .<.< ? - ,  -. 

- - , ..,.* , . , . I. .  - . -- . --- . ;i, --.*. ,, . ., *,-.,--~- ...,,, y,,>., , . x *  . *, $ - 7. , ..%.,- s::'%-$.*.. ,3.,;;:i:;7p .:;;, .< .::;:; ..,;;g::*2>G!G:k%$;T; - .  . . .. 
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4.3 L'arrêt des calculs 

Définition 4.3.1 U n  systirnc dc réécriture est dit noethérien ssi toutes les chaincs de réécri- 
turc sont finies. 

Proposition 4.3.1 Pour un système noethérien, la relation f est une relation d'ordre 
(partiel) sur les polynômes. 

+ + + Preuve: la relation x - y est transitive. La situation x -+ y et y - x est impossible 
car l'existence d'une boucle contredit la noethérianité. O 

Nous avons dit que le calcul que le calcul d'une base-standard présuppose le choix d'un ordre 
total (noté <) sur les mots. 

Notations 

Le plus grand mot d'un polynôme p est dors  appelé son terme dominant noté 
I~(P) .  
Le coefficient de ce mot est appelé coeficient dominant de p et noté lc(p). 
Le polynôme p privé de son monôme de tête est noté rest(p) 

On impose que toutes les règles de réécriture soient de la forme w + q avec UJ > It(q). 

4.3.1 Ordre admissible 

L'ordre total sur les mots est prolongé en un ordre partiel sur les polynômes: 

p < q  si p = O e t  q # 0  
ou si It (p) < lt(q) 
ou si lt(p) = lt(q) et rest(p) < rest(q). 

Un ordre est dit bien fonds ssi toute chaîne strictement décroissante est finie. 

Lemme 4.3.1 Si 1 'ordre sur les mots est bien fondi, alors l'ordre sur les polynômes est bien 
fondé. 

Un ordre bien fondé sur les mots est dit admissible ssi l'ordre qui en résulte sur les polynômes 
vérifie la propriété: 

P ~ Q - ~ P > Q  

L'existence d'un ordre admissible sur les mots entraîne que le système est noethérien. 

4.3.1.1 Exemple 

Considérons le système de réécriture 

ab - a (TI) 
ac - abc (f2) 



'f7%*f(a+b+cr", u ~ o r r c i , ~ d ~ ~ f o c t e u r ~ c e l i c h e d e ~ .  
h- ordre *xicoypbi<lue n9yt  piB rd&& ur on obtient la ddne inrinie : 

abc-% m-%& ... 
La diBculté tient au fait que l'ordre lexicographique @'est-pas compatible avec la multiplic.a- 
tim à droite4 ; I'bplkatKiea . .. 

est fAusse. 

On vérifie sans peine que l'ordre ldg~graphiqnls par longueur ne p t h t e  pas cet hwn- 
vgnient. 

4.4 La confluence 

Definition 4.4.1 Un système de réécriture est dit conflueat mi 

Vuo,p,qf A tek que 

Definition 4.4.2 Un système de réécriture est dit localement conpuent ssi 

art1 € A tel que ~ - r , U l  
q + @ g  - : ".:PM ?J 

Cette propriété est plus faible que la contluence, elle suppose sedement gue lm calculs pm-t 
confluer aprh un cul pm de réécriture. 

- - - - -  - - - -  - - -  Zii&:rQ&&F. ~ # ! + ; n t " l ; ~ ~ + ~  - v ' J .  -*+& . ---- 
- - A  - - -  , , 
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P 

Figure 4.1 : 

4.4.1 Les paires critiques 

Intuitiverilent, une paire critique est la donnée de deux substitutions portant sur deux facteurs 
d'un même mot u:? les facteurs se chevauchant ; la paire est alors critique au sens bu la 
confluence locale sur le mot u) n'est pas assurée. 

Dans cette section, on supposera que W est un monoïde (cette hypothèse n'ést pas utile pour 
les bases-standard d'espaces vectoriels). 

Definition 4.4.3 O n  appelera paire critique la donnée de deuz substitutions 

avec u , c , v ~  W, p,q E A e t c  # E .  

Le mot UI = ucv se réécrit de deux façons différentes 

w - uq 

sans que la confluence locale soit acquise. 

Le polynôme s = pv - uq est appelé un S.polynôme. 

Remarque: on a la propriété de confience locale à partir du mot w ssi s 3 0. 

4.4.1.1 Réduction d'une paire critique 

Contrairement à ce qui se passe dans la réécriture des arbres (algèbres de termes), la réduction 
d'une paire critique donnée est toujours possible. 

On a s G E  O ; considérons une forme normale S de s dans RG. Lorsque S # O, on assure la 

5 0 n  pourra constater sur les divers exemples que la notion de paire critique est en fait dépendante de la 
technique de filtrage. 



k4. LA CONFLUENCE 
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confluence lode sur la paire cdt' a a G l e ~ d ~ n Ô m e  . . &g-RIQNk a., 

%$ &$xH ,-,.,io;g, " 
,mp@*m '&* w1 mb'>@9q 

. 
VT 

~ $ 4  4;$&?0;?.~'@ 3 3 3  93992 *-r,?p T ~ ~ Q T ~  
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On canaidère les ré s. 
m 

4 

4 'ad 
., S.. Ta%% 

i '>$J 

u -.( v ssi u est un facteur de v 

$,Y! 
On obtient une paire critique en observant que le mot w = abc peut s'écrire de 2 fqonq>% . 

w A * e  et w,Lz,2a F , , , . , ~ ~  mmqqy raaig - sq ë+wn-uszFwq 
*3n obtient par réduction la régle: c -, 2 W  aa~:~~jfna" @B& 

&hA ;, i ' ,  . , -) , .8 * , 
L ,  

:pq- Remarque: On peut générer des paires critiques à C I  
u *\L3 G 

" '3" ," * '  ' 4 h ' " ' " : ' h " .  S.*& 
S .  

, , , . - r . *- ,. - ,7.P 
* <,n3 ;!: < - <  ,;F ,< L J * < * - > " + + 4 * r - s  < 

On obtient une paire critique en considdrant le mot a 

(aba)ba - bu 
ab(aba) - ab 

d'où la nouvelle règle ba - ab. 
, :A,',-&,,. .O .+ " ;. ~ 9-' ,7 -; , - : r 

Proposition 4.4.1 Un sg$tème de d&cr&wv kalement confluent sur ses p&m M@UM 
est localement co.&r& ,: . > f  Tc, . . , 7c.a0iz ? 

r 
Y,i13Zv 9' r t ! ~ ?  F. f 

La p7mve de cette proposition tient dans le fait gw briqua 
pas une paire critique, l'ordre dans lequel ea ta 

f i ~ u r 9 4 . * . ~ % f . B 5 , , ~ f ? ~ ~ ~ ! % ~ , ~ , .  . , . , ,,,,?, ,_i m + , i  L c ~ L ~ ? , , a . . , i ~ ~ . i x A ~ ~ -  î= 

,:i r; '2 -.~o.xz :+'ïLr* ,l3iS&7 51,' a *'i: , ,;  if^ j3 : 4s &?er' 

s 
Pz . 0 .  

"0 CA , tc* ;JI > q . R .$ 4:$' ' 
Figure 4.2 : ."i : t t  :.. s.;:ir I ; " f t J j .  L_! ,; :; ,,. , .,. 

--_*_- I... ,..: W.."..- --- . , . -. . --T. eh ..,<-? 
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,. ' ;,> : 2 ,  <: :&, .: @.. .:&;;jst;.: -,* S.: ..!:,* \? :qa3 ' i .  
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4.5 Algorithme de Knuth-Bendix 

L'algorithme de Knu th-Bendix consiste à compléter un système de réécriture noethérien pour 
le rendre localement confluent sur ses paires critiques, donc confluent. La seule véritable 
difficulté est de prouver que cette complétion n'entraine pas l'ajout d'un nombre infini de 
règles6. 

Théorème 4.5.1 Dans un système confluent noethérien, tout polynôme admet une forme 
normale (c'est-à-dire réduite) unique. 

La preuve est immédiate : la noethérianité implique l'existence d'une forme réduite obtenue 
par un nombre fini de substitutions. La confluence implique l'unicité de ces formes normales. 
L'ordre dans lequel on applique les règles pour obtenir la forme normale est donc indifférent. 

4.5.1 La complétude 

La relation entre polynômes p 1, q est réflexive et transitive. Sa clôture symétrique définit 
une relation d'équivalence que nous noterons ZR. 

Definition 4.5.1 U n  système R est dit complet pour la relation d'équivalence E E  ssi les 
deux relations et E E  sont égales. 

htuitiveiiient, cela signifie que Vp, q E A tels que p EE q, 3po, pl ,pz , .  . .p,, tels que: 
* * * * 

P=Po-Pl  - p 2 - . . . - p , , = q  

4.5.2 Caractérisation d'une base-standard 

On notera lt(C;) l'ensemble des mots de tête7 des polynômes de l'ensemble G. 

Soient U et V deux ensembles de mots. On dira que U filtre V ssi 
vy E V, 32 € U ,  x 5 y 

On considère une congruence E E  associée à un espace vectoriel E, G un ensemble de poly- 
nômes de E et RG un système de réécriture associé à G. 

Théorème 4.5.2 Pour un système RG noethérien, les propriétés suivantes sont équivalentes: 

1 .  RG est complet et confluent. 

2. RG vérifie la condition de Church-Rosser: 

3. V p ~ d ,  p~ E e p A 0 .  

4. G c E et lt(G) filtre lt(E). 

6Ceci se produit effectivement dans le calcul de la base-standard d'un idéal différentiel. 
' ~ ' e s ~ è r e  que le lecteur n'attrapera pas la migraine ! 
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La forme normale d'un polynôme est alors le plus petit élément de sa classe d '~quivalenc~.  

Preuve: 

1 a 2 Soient p et q tels que 

~PO,PI,P~,...P,,, t e l s q u e p = p ~ ~ p l ~ p ~ ~ . . . ~ p ~ = q  

Pour n = 2, la  preuve est triviale (voir figure 4.3) 

Figure 4.3:  cas n = 2 

Pour n > 2, on peut remplacer la  suite 

Po *, Pl t* Pa 5 . .a  t* p, 

par la suite 

PO *- ~2 t* p4 -f-' Pn 

ce qui diiliinue la longueur de la liste, puis on réitère le processus (voir figure 4.4). 

Figure 4.4 : cas n > 2 

O 

2 1 évident. O 

2 e 3 et  3 e 4 sont faciles. D 

4.5.3 Principe de l'algorithme de complétion 

L'algorithme de Knuth-Bendix dans sa version naïve se résume à : 
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Basestandard (G: ListeDePolynômes): ListeDePolynômes == 
Initialisation: 

R :  ListeDePolynômes := G 
tq RR comporte des paires critiques non réduites faire - 

Réduire ces paires critiques et compléter R avec les formes réduites des S.polynômes 
obtenus. 

Calculer les nouvelles paires critiques apparues. 

ftq 
retourrrer( R)  

4.5.3.1 Preuve d'arrêt 

La preuve ne peut pas se faire dans le cas général puisque, dans le cas des idéaux différentiels, 
la base standard peut être infinie et donc l'algorithme ne termine pas. 

4.6 Normalisation d'un système confluent noethérien 

4.6.1 Motivation 

On souhaite représenter canoniquement les espaces vectoriels et les idéaux de polynônies par 
leur base-standard. La donnée d'un espace vectoriel E (resp. d'un idéal 1) revient à se 
donner une relation d'équivalence à savoir la congruence modulo E (resp. modulo 1 ) .  On va 
voir que l'unicité des bases qui reconnaissent la congruence peut être obtenue à condition : 

1. d'éliminer les règles superflues, 

2. de réduire les parties droites de règles (en utilisant les autres règles de la base). 

Definition 4.6.1 Soit R un système de réécriture quelconque. Une règle r E R de la forr7z~ 
u) 5 q est dite superflue ssi il eziste dans R une autre règle wl -+ qi permettant de réduirc 
le mot u7 ie. si w1 5 W. 

Proposition 4.6.1 Soit R un système de réécriture confluent et complet par rapport à une 
relation d'équivalence. Une règle superflue peut être supprimée sans perdre, ni la confluence, 
ni la complétude. 

Definition 4.6.2 Un système confluent et noethérien est dit normalisé ssi 

Il ne possède aucune règle superflue, 

Les parties droites de règle sont complètement réduites. 

La base-standard G est dite complètement réduite ssi RG est normalisé. 

Théorème 4.6.1 Pour une même relation d'équivalence E E  et pour un ordre de réduction 
donné (ordre sur les mots), deux systèmes de réécriture normalisés comportent exactement 
les mêmes règles. 
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Preuve: Soient R I  et R2 deux systèmes vérifiant les hypothèses du théorème. 
D'aprés le théorème 4.5.2, Ri et Rz calculent les mêmes formes normales. 
Montrons que toute règle w + q  de Ri appartient aussi à R 2 .  

On a: x 2 ( w )  = N2(q) car w 3 q  
=  NI(^) car R i  et Rz calculent les mêmes formes normales 

car q  est réduit dans Ri = Q 

R2 Donc w - q. 
Supposons que la règle w + q ne figure pas dans R2; ce système contiendrait alors une autre 
règle wl -.; q telle que wl 5 W .  

De même wl E q N l ( w l )  = q  et donc RI contient une règle wz + q avec w2 5 wl .  
On a donc dans Ri les deux règles w -+ q  et w2 -r q avec w2 5 W .  La règle w -, q  est donc 
superflue d'où la contradiction. O 

4.7 Les espaces vectoriels de polynômes 

4.7.1 Motivation 

Nous allons exposer une méthode permettant de traiter la plupart des problèmes relevant de 
l'algèbre linéaire. Elle suppose seulement que l'on calcule les bases-standard pour des sous- 
espaces vectoriels finilnent engendrés d'un espace vectoriel ayant une base complèteinent 
ordonnée mais pas forcément finie. C'est le cas des polynômes construits sur un alphabet 
quelconque (pas forcément fini) où la base canonique est le monoïde libre. C'est également le 
cas des polynômes de Lie avec les bases classiques de Hall ou de Lyndon. C'est enfin le cas 
lorsqu'on étudie les dépendances linéaires d'un ensemble de séries rationnelles. 

Les exemples que nous donnerons sont pris dans l'algèbre des polynômes non commutatifs, 
mais l'implantation en SCRATCHPAD est générique et accepte en paramètre n'importe quel 
espace vectoriel ayant une base complètement ordonnée. 

L'intérêt de cette présentation est uniquement pratique car la théorie en est très éléixientaire ; 
il s'agit plutôt de rompre avec un vieux réflexe en calcul formel où algèbre linéaire rime avec 
calcul matriciel. 

Exemple 

Soit à calculer le rang de Lie d d'un polynôme g E K ( X ) .  On a par définition: 

d = rang(g D L i e ( X ) ) .  

Cela revient à calculer le rang de l'application linéaire: 

p E L i e ( X )  - g ~p E K ( X ) .  

Cette application linéaire n'est pas donnée par une matrice et de fait, le calcul de cette 
matricelest une perte de temps 8. 

Il est plus astucieux de calculer une base-standard de g P L i e ( X ) .  

"Notre expérience prouve que cette méthode n'est pas la plus efficace, surtout si l'on travde avec des 
matrices dont les lignes et les colonnes sont indicées avec des entiers: il faudrait pouvoir indicer par des mots, 
ce qui n'est généralement pas le cas. 
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4.7.2 Calcul d'une base-standard d'espace vectoriel 

Soit E un espace vectoriel engendré par un nombre fini de polynômes. 
La technique générale s'applique en précisant que 

les substitutions se font par mot entier i.e 

usv ssi u = v  

r tout ordre total sur les mots est admissible. 

Il est facile de vérifier qu'un ensemble G de polynômes engendre l'espace E ssi le système de 
réécriture Rc est complet pour la congruence par rapport à E. 

4.7.2.1 Réduction des paires critiques 

Deux règles u11 If ql et w2 2 q2 forment une paire critique ssi wl = w2. 

La réduction engendre un S.polynôme ql - q2 qui est non nul ssi ql # 92. Dans tous les cas, 
on peut supprimer ilninédiatement l'une des 2 règles ri ou r2. Lorsque ql = ~ 2 ,  une règle 
disparait . 

Le nombre total de règles ne peut pas augmenter au cours de l'algorithme. 

La base G est standard ssi lt(G) = It(E). 

Lemme 4.7.1 Les polynômes d'une base complètement réduite sont linéairernent irzdépen- 
dants. 

Preuve Puisque R ne comporte pas de règles superflues, les mots de tête de G' sont tous 
différents ; ceci assure l'indépendance linéaire des polynômes de G. 

4.7.2.2 Complexité du calcul 

On vérifiera facilement que ce calcul est équivalent à la triangularisation d'une matrice par la 
méthode du pivot de Gauss. La complexité est donc la même, à ceci près qu'on fait I'économie 
du calcul de la matrice. 

4.7.2.3 Exemple 

Soit X = {x, y) un alphabet. Et soit E le sous-espace vectoriel de Q ( X )  engendré par les 
polynômes 

{xy - 1, x2 + 2zy + y2, y2 + 1) 
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Le système R initial est formé des règles: 

On obtient finalement le système normalisé: 

x 2  +-1 
xy + 1 
y2 + - 1  

4.7.3 Noyau et image d'un morphisme d'espace vectoriel 

Soit f : E - F une application linéaire où l'espace vectoriel E est donné par un ense~iible 
fini de générateurs GE. Il s'agit de calculer la base-standard des deux espaces vectoriels 
Ker(f) et 17n(f). 

4.7.3.1 Image 

On calcule une base-standard de l'ensemble f (GE).  

4.7.3.2 Noyau 

On considère l'espace vectoriel : 

H = { ( X , Y ) E  E x  F I y = f ( x ) )  
On calcule une base-standard de cet espace vectoriel engendré par un nombre fini de couples 
{ ( x ,  f ( x ) )  1 x E G E ) .  Le calcul se fait en réduisant les paires critiques figurant dans la deux- 
ième composante. Il apparait, au cours de l'élimination, des couples de la forme (xi, O ) i I , < k .  - 
La base-standard complètement réduite de la famille { x ~ ) ~ < ; < ~  - - est une base de ker( f ) .  

4.7.4 Somme et intersection de deux espaces vectoriels 

Soient E et F deux espaces vectoriels donnés par leur base-standard GE et GF. Le but est 
de c a l d e r  la  base standard de E + F et de E n F. 

4.7.4.1 Somme 

E + F admet GE U GF comme système générateur ; il suffit donc de calculer la base-standard 
associée. 

4.7.4.2 Intersection 

On considère l'application Linéaire : 

p E F - NE(P) 



72 Chap. IV BASES-STANDARD 

où b ' ~ ( p )  désigne l a  forme normale de p dans l a  base GE.  Le noyau de cette application 
linéaire est E f l  F. 

4.7.5 Implantation en Scratchpad 

Afin d'implanter le calcul en toute généralité, nous allons définir la  catégorie des modules 
libres sur une base totalement ordonnée : 

) abbrev category FMCAT FreeModuleCat 

FreeModuleCat(R: Ring, Basis: 0rderedSet):Category == Module(R) vith 
leadingTerm : $ -> Basis 
leadingcoef : $ -> R 
reductum : $ -> $ 
monom : (Basis, R) -> $ 

Le calcul de base-standard peut s'effectuer sur n'importe quel FreeModule à coefficients 
dans un corps. En fait, il suffirait que l'anneau des coefficients soit commutatif et intègre. 
L'algorithme de Bareiss permet de réaliser l'élimination Gaussienne sans passer dans le corps 
des fractions et en limitant la croissance de la taille des coefficients. 

Nous avons vu en 4.7.3.2 qu'il est utile de travailler sur des couples de polynômes et  de mener 
le travail d'élimination sur une des composantes. Le constructeur de domaine VSBASISl 
concrétise cette idée '. 

labbrev domain VSBASISl VectorSpaceStandardBasisl 

VectorSpaceStandardBasisl(Basis, K, FM, VS): Public == Private vhere 
Basis: OrderedSet 
K : Field 
VS : Module(K) -- Espace vectoriel 
FM : FreeModuleCat(K, Basis) 
COUPLE ==> DirectSumModule (K, FM, VS) 
COUPLES ==> List COUPLE 
NNI ==> NonNegativeInteger 

Public == Set vith 
Il#" . . $ -> #NI 
coerce : $ -> COUPLES 
Characteristicset: $ -> List Basis 
elt : ($,I) -> COUPLE 
NormalForm: (COUPLE,$) -> COUPLE 
stdbasis: COUPLES -> $ 

Private == add 
import (COUPLE,Basis ,FM) 

SL'élimination se fait sur la première composante qui appartient à la catégorie des FreeModule tandis que 
l'autre composante est un module quelconque. 
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-- representation 
Rep := COUPLES 

-- locales 
AvecPairesCritiquesReduites: COUPLES -> COUPLES 
AvecPartiesDroitesReduites : COUPLES -> COUPLES 

S . . .  

Le constructeur de domaine VSBASIS implante la représentation canonique des espaces vec- 
toriels de dimension finie par leur bases-standard: 

)abbrev domain VSBASIS VectorSpaceStandardBasis 

VectorSpaceStandardBasis(Basis, K, VS): Public == Private where 
Basis: OrderedSet 
K : Field 
VS : FreeModuleCat (K , Basis) -- Espace vectoriel 
LVS ==> List VS 
NNI ==> NonNegativeInteger 

Public == Set with 
"#"  : $ -> NNI 
"+" : ($,$> -> $ 
O : constant -> $ 
coerce : $ -> LVS 
Characteristicset: $ -> List Basis 
elt : ($,Il -> VS 
intersection: ($,$) -> $ 
NormalForm: (VS,$) -> VS 
stdbasis: LVS -> $ 

Private == add 
-- representation 
Rep := LVS 

4.8 Les idéaux de polynômes non commutatifs 

4.8.1 Motivation 

Les idéaux de polynômes non commutatifs interviennent dans l'étude des séries rationnelles 
initiée par M.P. Schützenberger en 1960. On doit à C. Reuteunauer [30] la notion d'algèbre 
et d'idéal syntaxiquelO. Nous avons en tête une représentation de ces séries qui utiliserait les 
techniques de base-standard en remplacement de la traditionnelle représentation matricielle. 

1 0 ~ '  est le pendant, pour les séries, de la notion de monoide syntaxique en théorie des langages rationnels. 
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4.8.2 Calcul de la base-standard d'un idéal à droite 

4.8.2.1 Filtrage 

Les substitutions se font en partie gauche des mots i.e. 

u 5 v ssi u est un facteur gauche de v. 

On vérifiera sans peine qu'un ensemble G de polynômes engendre un idéal à droite I ssi le 
système de réécriture RG est complet pour la congruence par rapport à I. 

4.8.2.2 Ordre admissible 

On a vu en 4.3.1 que l'ordre lexicographique n'est pas admissible ; nous travaillerons avec 
l'ordre lexicographique par longueur. 

4.8.2.3 Paires critiques 

Les règles U I  A ql et 'il2 3 42 correspondant aux polynômes générateurs gl = ul - ql et 
g2 = u2 - 42 forment une paire critique ssi 

U I  est facteur gauche de u2 

Posons u2 = u1 f .  La réduction de cette paire critique conduit en général à ajouter la règle 
correspondant au S.polynôme s = q2 - ql f. 

De fait, on peut mais supprimer immédiatement la règle u2 3 q2. Ceci est justifié par le 
fait que les paires ( g l , g 2 )  et { g l ,  s) engendrent le même idéal à droite. 

Exemple 

a2b - 2a2 + 1 ( T I  

a2 - a ( T Z  

est remplacé par 

ab - 2a2 + 1 (7-: 1 
a2 - a (7-2 1 

Le nombre de règles ne peut pas augmenter au cours de l'algorithme. 

4.8.2.4 Preuve d'arrêt 

Chaque réduction de paire critique conduit à remplacer un polynôme de G par un polynôme 
strictement inférieur ; donc le processus s'arrête. O 

A la fin, on obtient un système qui n'a plus de paires critiques. 



4.8. LES I D É A U X  DE POLYNÔMES NON COMMUTATIFS 

4.8.2.5 Codes  préfixes 

Definition 4.8.1 ,Soit C un ensemble de mots. Le code C est dit préfixe ssi  

V u , f E X * ,  u E C ' e t u f E C - 4  f = ~  

A tout code préfixe Cl7, on associe une partie préfielle P définie par: 

P = { u € X * ( 3 f  € X 8 ; u f  E C )  
On a: P = X * -  CX*. 

Definition 4.8.2 Le code préfixe est dit complet ssi  X*  = C* P. 

Exemple  : 

C = {aab, aaa, ab, ba, bb) 

Remarque:  Les mots d'un code préfixe complet fini C constituent les feuilles d'un arbre 
binaire dont les noeuds internes constituent la partie pr6fixielle (voir figure 4.5). 

Figure 4.5 : 

Proposi t ion 4.8.1 S i  G est une base standard sans règle superflue, les tétes de règle jornzozt 
un code préfixe. 

P r e u v e :  immédiate en utilisant les définitions.0 

4.8.3 Idéaux de codimension finie 

Definition 4.8.3 Un idéal I C K(X) est dit de  codimension finie ssi le quotie~zt K ( X ) / I  
est u n  espace vectoriel de dimension finie. 
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Exemple: Considérons deux matrices carrées A et B de même dimension. L'algèbre K(A, B) 
est donc un espace vectoriel de dimension finie. Cette algèbre peut être décrite par l'idéal I 
de codiinension finie : 

I = {P E K(x 'Y)  I P(A, B )  = 0) 
Nous verrons que I est finiment engendré en tant qu'idéal à droite. 

Théorème 4.8.1 Pour un idéal à droite I dont la base standard complètement réduite est 
G ,  les propriétés suitjantes sont équivalentes: 

1. K ( X ) / I  est u n  espace vectoriel de dimension finie. 

2. tete(G) est un code préfixe complet et fini. 

3. Les formes normales sont de degré borné i.e 

31 E N tel que V p  E K(X) ,  degre(p) 5 1. 

Preuve: 
la démonstration est facile si l'on remarque que l'espace vectoriel K ( X ) / I  est canoniquement 
représenté par les forines normales de K ( X ) .  O 

Théorème 4.8.2 (Levin 1969) Tout idéal à droite de codimensiotz finie c est finiment en- 
gendré. La di~nensior~ g de sa base standard réduite est donnée par la formule: 

g = c(71 - 1) + 1 

où n désigne le cardinal de l'alphabet X .  

Preuve: cette formule découle de la relation qui lie le nombre de feuilles g et le nombre de 
noeuds internes c d'un arbre n-aire quelconque. O 

4.8.4 Implantation en SCRATCHPAD 

Cet algorithme est en cours d'implantation. Il semble que la ineilleure structure de données 
pour représenter la base ne soit pas la liste mais la structure d'arbre ; le calcul de forme 
normale s'en trouve accéléré. 

Si l'on adopte la représentation récursive des polynômes (arborescente), l'algorithme qui en 
découle est joliment récursif. 

4.9 Application: représentation des séries rationnelles 

4.9.1 Rationalité et reconnaissabilité 

Soit X un alphabet et K un corps; on note 

cette somme ayant un sens si < S ( E > = 0. 



Definition 4.9.1 L'ensemble des séries mtionnelles est le plus petit ensemble contenant les 
lettres de X  et les constantes de R et fermé par les opérations rationnelles "+ ", " x  " et "*". 

On note 

S b K ( X ) =  { S o p l p ~  K ( X ) )  

h ' ( X ) a S = { p a S I p €  K ( X ) )  

Definition 4.9.2 Une série S  est dite reconnaissable ssi elle vérifie l'une des propriétc's 
équivalentes suivantes : 

1. S D K ( X )  est un espace vectoriel de dimension finie. 

2. K ( X )  a S  est un espace vectoriel de dimension finie. 

Les deux espaces vectoriels ont alors même dimension ; ce rang est appelé rang de Harzkel de 
la série S. 

Théorème  4.9.1 (Schützenberger) Les deux notions de rationalité et de reconnaissabilit6 
sont équiaalerztes. 

4.9.2 Annulateurs d'un ensemble de séries 

Soit E C K(#) un ensemble de séries. L'annulateur à droite de E est défini par 

dnd(E) = { p E  K ( X )  / QS E E , S D ~  = 0 )  
On définit de même l'annulateur à gauche de E 

An,(E) = {p  E K ( X )  1 QS E E , p a  S  = 0 )  

Proposi t ion 4.9.1 L'arznulateur a droite (resp à gauche) d'une série ratio~znellc S est un 
idéal a droite (resp à gauche) de codimension finie. 

On a en effet : S D K ( X )  i K ( X ) / d n d ( S ) .  0 

4.9.3 Idéal et algèbre syntaxiques 

L'ensemble orthogonal d'une série S  est défini par 

s l = { p ~  K ( X ) ~ < S I ~ > = O )  
L'idéal syntaxique 3 ( S )  d'une série S  est défini par l'une des propriétés équivalentes suivantes 

1. J ( S )  = And ( S  D K  ( X ) )  
, 

2. J ( S )  = An, ( K ( X )  a  S )  

3. J ( S )  = { p  E K ( X )  1 Vu, v E X* ,  < S  1 upv >= 0 )  

4. J ( S )  est le plus grand idéal bilatère contenu dans S I .  
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Definition 4.9.3 L'algebw syntaxique d'une série S est l'algèbre quotient 

Syn t ( ,S )  = K (X)/J'(S). 

Théorème 4.9.2 (C.Reutenauer) Une série est rationnelle ssi son algèbre syntaxique est 
un espace vectoriel de dimension finie. 

Preuve: Voir [Il. O 

Soit (A, p , ~ )  une représentation linéaire de S. On a alors par définition 

V W E X * ,  < S I w >  = Apwy 

Théorème 4.9.3 (C.Reutenauer) S i  la représentation linéaire (A, p, y) est minimale, l'al- 
gkbre syntaxique est isomorphe à 1 'algèbre {pp 1 p € K (X)). 

Preuve: Voir (11. O 

4.9.4 Représentation canonique d'une série rationnelle 

Soit à représenter une série rationnelle S ; considérons son annulateur à droite d71d(S) qu'on 
peut définir par sa base standard (complètement réduite). Recherchons l'information sup- 
plémentaire qui nous permettrait de calculer le coefficient de n'importe quel mot uj dans 
S. 

Soit la forme normale de UI dans la base standard de dnd(S). 
On a : w - ui, E dnd(S) d'où S B  w = S b  27, et par suite < SJw > = < S)W >. 

Soit SP le polynôme correspondant à la série S tronquée sur la partie préfielle T' de la base 
standard ie. 

Sp = C < S l s > w  
wEP 

On a alors : < SIw > = < SI6 > = < SPJw >. 

Ainsi la série ,S est la donnée : 

1. de la base standard de son annulateur à droite. 

2. d'un polynôme Sp correspondant aux premiers termes de S. 

4.9.4.1 Exemple 

On considèie l'alphabet X = { z O ,  x l ) .  

Soit S la série S = E(W)W où ~ ( w )  désigne le nombre entier dodé par le mot w interprété 
wEX* 

comme une suite de bits O ou 1. Ainsi 



Montrons que S est rationnelle et pour celà calculons ses résiduels ; on a : 

en posant T = C 2Iw1w. 

Le calcul des résiduels de T donne: 

T D xo = 21x0WIw = 2 T  
wEX'  

O n a :  T = S o x l - S .  

La relation T D xo = 2 T  donne S D x l x o  - S D xo = 2 s  D X I  - 2 s  

d'où la règle : x i x o  - xo + 2 x 1  - 2 .  

De la relation T D x 1  = 2T, on déduit de même: xf - 3x1 - 2. 

On obtient finalement le système de réécriture complètement normalisé: 

Xo - 1 
x120 2x1 - 1 

X :  - 3x1 - 2 

La série est donc canoniquement représentée par la donnée de la basestandard G et du 
polynôine S7> = X I .  Cette représentation correspond à l'automate de la figure 4.7 et à l'arbre 
de la figure 4.7. 

x l  

Figure 4.6 : Automate de S 

4.9.5 Calcul du rang de Lie d'une série rationnelle 

Definition 4.9.4 Le mng de Lie d d'une série quelconque S correspond à la dimension de 
l'espace c~ectoriel S D L i e ( X )  ie. 

d = rang{S D p 1 p E L i e ( X ) )  



Chap. IV BASES-STANDARD 

Figure 4.7 : Arbre 

Remarque: Le rang de Lie est injirieur ou égal au mng de Hankel 

Par définition, le rang de Hankel d'une série rationnelle est fini et donc son rang de Lie l'est 
également. Kous allons montrer que le calcul du rang de Lie d'une série rationnelle est facilité 
si l'on dispose d'une base standard de son idéal syntaxique et que celà évite de calculer des 
produits matriciels. 

Figure 4.8 : Calcul du rang de Lie 

On s'intéresse au rang de l'espace vectoriel : (voir figure 4.8) 

S D Lie(X) ?r O ps(t ie(X))  

S étant rationnelle, l'algèbre syntaxique Synt(S) = ps(K(X)) est un espace de dimension 
finie ; il en est donc de même pour ps(tie(X)).  

Le fait que l'idéal syntaxique J(S) soit bilatère (pS est un morphisme d'anneau) permet de 
calculer ps(Lie(X)) car on a : 

VP' q E W X ) '  P S [ P ,  ql = [PS(P)' PS(Q)I 
ps(Lie(X)) est donc une algèbre de Lie (de dimension finie) engendrée par ps(X). 



4.9.5.1 Algorithme 

L'algorithme comporte deux parties: 

1. Calcul de E = p s ( C i e ( X ) )  

2 .  Calcul de r ( E )  

Le morphisme p s  peut être assimilé à un calcul de forme normale p  - Ns(p)  des polynô~iies 
p  E C i e ( X )  dans le systèiiie de réécriture associé à une base standard de J ( S ) .  

ps( ,Cie(X))  peut être vu comme le plus petit espace vectoriel E contenant N s ( X )  et stable 
pour le crochet : 

( P ?  9 )  E E x E + Ns(p9  - 9 ~ )  

II est donc facilement calculable par la méthode du point fixe appliquee aux espaces vectoriels. 

Le morphisme x peut être assimilé à un calcul de forme normale dans le système de réécriture 
associé à une base standard de dnd(S) .  



Algèbres de mélange 

5.1 Motivation 

13 s'agit de présenter un certain nombre de résultats théoriques permettant de comprendre 
l'algorithine de la réalisation minimale analytique. 

La première partie traite de la base duale d'une base de Poincaré-Birkoff-Witt. Si cette 
dernière est construite à partir de produits décroissants de polynômes de Lyndon, la base 
duale est polynomiale et nous donnons un algorithme récursif de C.Reutenauer 1211 pour la 
construire. Qu'on ne s'y trompe pas, cette bonne propriété est due au fait que les polynôiiies 
de Lyndon sont homogènes et ne se généralise pas à une base quelconque de l'algèbre de Lie 
libre L i e ( X ) .  

La deuxième partie traite des sous-algèbres de mélange dont l'annulateur est une sous- 
algèbre de L i e ( X )  de codimension finie. C.Reutenauer a démontré dans [30] que ces algèbres 
de mélange admettent une "base" finie. Malheureusement, l'examen de la preuve de ce 
théorème ne fournit pas un algorithme effectif de décomposition d'un polynôme dans la base, 
même lorsque celle-ci est formée de polynômes ; la décomposition est en effet obtenue en 
inversant un système linéaire triangulaire comportant une infinité d'équations. 

5.2 Rappels sur le produit de mélange 

Le produit de mélange a été défini à la page 27. 

Théorème 5.2.1 Les résiduels par les polynômes de Lie sont des dérivations pour le produit 
de mélange 2.e. 

VP E L i e ( X ) ,  VS, T E K(CX)), (SLUT) D P = ( S  D P ) u T  + S u ( T  D P) 

Preuve: on sait que le calcul du résiduel par une lettre est une dérivation pour le shuffle 
(voir la section 2.6) ; ce résultat s'étend à l'algèbre de Lie des dérivations. O 

Nous allons maintenant rappeler un formalisme utilisant le produit tensoriel et qui, en refor- 
mulant ce théorème, permet de raccourcir certaines preuves. 
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5.2.1 Produit de mélange et produit tensoriel 

5.2.1.1 Coproduit d'ordre 11 

On note K ( X ) @ n  = K ( X )  @ K ( X ) .  @ K ( X )  ( n  facteurs). 

Definition 5.2.1 Le coproduit cn : K ( X )  --+ K ( X ) Q n  est un morphisme d'algèbres, défini 
pour toute lettre x E X  par 

Exemple: 

c2(a) = a @  1 + 1 @ a  
c2(b) = b @ l + l @ b  

cn(ab) = ( a  @ 1 + 1 @ a)(b 8 1 + 1 @ b )  
= a b @ l + a @ b + b @ a + l @ a b  

Théorème 5.2.2 ([29, 141) Les polynômes de Lie sont des éléments primitifs i.e. 

Preuve: l'ensemble des éléments primitifs contient les lettres et est fermé par crochet de Lie. 
O 

5.2.1.2 Nouvelle définition du produit de mélange 

La dualité entre séries et polynômes est étendue au produit tensoriel par 

< S 1 @ . Ç 2 @ " ' @ S , l I P l @ P 2 @ . . . @ P n >  = <SllPl  ><S21P2>. . .<Sn(Pn> 

Definition 5.2.2 Le produit de mélange de n séries est défini par la dualité : 
- < 5'1 8 S2.. .@ Snlcn(P) > VP E K ( X ) ,  < S1uS2 . - .uSnIP  > - 

On considère les produits scalaires de la forme 

< sltUs2 > 

où S I ,  S 2 . .  . ,Sn sont des séries propres et Pl,  Pz . .  . , Pk sont des polynômes de Lie. 

Proposition 5.2.1 Si n > k alors 
< s 1 u s 2 . - - u s n I P l P 2 . . . P k >  =' 0 

Preuve: le lecteur pourra se convaincre en effectuant le calcul pour n = 2 et k = 1. 
Voir [30]. O 
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Proposi t ion 5.2.2 

<SlLYiS2.~~yl.S7>~P,P~~.-P7,> = C <SlIPu(1)><.s21P0(2)>-.-<.s7>lPO(7,) > 
0 €Sn 

la sornmc étant calculée pour toutes les permutations a du groupe symétrique S,,. 

Preuve: le lecteur pourra se convaincre en effectuant le calcul pour n = 2 : 

< S I L L I S Z J P ~ P Z  > = < S11Pl >< S21P2 > + < S1)Pz >< S2)P1 > 
Voir [30]. 

5.3 Base duale de la base PBWL 

Rappelons que les éléments de la base P B W L  sont de la forme (voir 3.5.2 page 52) : 

Qw = [ Z 2 ] f f 2  . . , [lkIffk avec 1; E Lyndon(X) et I l  > Z 2  > . . . > lk 

et constituent une base de K ( X )  . 

Lorsque 1 désigne un mot de Lyndon, QI = 111 désigne le polynôme de Lie associé à 1. 

Une série S est une forme linéaire définie sur K ( X )  : 

On peut définir arbitrairement les nombres < SIP > pour des polynômes P formant une base 
de K ( X ) ,  ici la base P B W L .  

Definition 5.3.1 La base duale {S, E K(X)) )  est dkfinie par la relation d'orti~ogonalitc : 

<SwIQwi > = 6W1 a v e c w , w l ~ X * .  

Proposi t ion 5.3.1 Les séries S,  sont des polynômes homogènes de degré Iwl. 

Preuve: il suffit de prouver que: 

Or ceci découle de la proposition 3.5.3 qui implique que wi se décompose dans P B W L  en 
composantes homogènes de degré Iwi 1 .  
Cette situation particulièrement agréable tient au fait que les éléments de la base de Lyndon 
sont des polynômes de Lie homogènes. La démonstration ne tient pas pour la base duale 
d'une base de Poincaré-Birkoff-Witt quelconque. 

5.3.1 Algorithme de construction de la base duale 

Les polynômes S,  sont définis récursivement par les formules: 



2. S,, = xS, si x déaigne la première lettre du mot de Lyndon su. 

a k  s;'LuSP,' . . .usr, 
3. Sw = 

al !a2! . . . ak! 
en supposant que 1 ~ ' 1 ~  . . .lkk désigne la factorisation décroissante de w E X*. 

Preuve: Voir G.Melançon et C,Reutenauer [21]. O 

Proposition 5.3.2 Les polynômes Sl où 1 décràt l'ensemble des mots de Lyndon forment 
une ba8e de l'algèbre de mélange. On a la décomposition : 

Preuve: Voir G.Melançon et C.Reutenauer [21]. O 

Lorsque T est un polynôme, cette somme est finie. 

5.3.2 Factorisation de la série double 

La sbrie double D est un élément de K((X @ X)) définie par la formule: 

Lemme 5.3.1 

Preuve Voir [12]. O 

Proposition 5.3.3 

Ce produit infini étant ordonnt par ordre décmissant sur les mots de Lyndon. 

5.4 Sous-alghbres définies par leur annulateur 

Soit A une sous-dgèbre de de Lie de &ie(X). 
On considère l'ensemble V ( A )  formd des séries annulées par A i.e. 

V ( A )  = ( s E K ( # ) I V P E A ,  s b p = O )  

Proposition 5.4.1 V ( A )  est wune olpéb; de mélange, stable p r  résiduel à gauche et fermée 
pour la topologie wuelle sur les séries formelles i.e 

s,t E V ( A )  e s u t  E V ( A )  



s E V(A) -. p a s  E V(A), V p  E K ( X )  

(Vn E W, s, E V(A)), s,convergente -. lim s, E V(A) 
n--03 

Preuve: résulte direc.tement de la définition de V(A). 

5.4.1 Bases finies d'une algèbre de mélange V(A)  

Dans toute cette section, on supposera que l'algèbre de Lie A est un sous-espace vectoriel de 
Lie(X) de codimension finie d. On considérera des polynômes de Lie {Pl, Pz,. - - , Pd) dont 
les images par le morphisme canonique forment une base de Cie(X)/A. 

Definition 5.4.1 Nous dirons qu 'un ensemble {Zl , Z2 . . . , Zd) forme une base de V (A) ssi 
tout élkmerzt de V(A) se décompose de façon unique comme une série entière sur les Zi i.e. 

a = ~ s a Z L Y a  avec sa E K 
a 

où a est un rnulti-indice. 

Autrement dit, on a: V(d)  = 2 2 ,  - m . ,  Zd]. 

Théorème 5.4.1 Si A est de codimension finie d, alors V(A) admet une base de dimension 
d. 

Preuve: Voir [30] 
On considère la base B de l'algèbre Lie(X) obtenue en complétant l'ensemble {Pi, Pz, .  . . , Pd) 
par une base {Pd+l a )  de A(g). Soit PBW.B la base de Poincaré-Birkoff-Witt associée à 
la base B. Pour un multi-indice quelconque a = ( a l ,  a*, . . . , a d )  on pose 

ZLU" - - zy . . . LU z? al  

p o  = p;d . . .p,Q2pp1 

Les séries (21, Z2, . - , Zd) appartenant à la base duale de la base PBW.B sont définies comme 
suit: 

Zi E V(A) pour i = 1 ..d 

< Z i I & >  = O p o u r i = l . . d  

< Z ; I P j >  = 61 p o u r i , j = l . . d  

2; 1 Pa = O pour i =  l..d, la[ > 1 

Le théorème de Poincaré-Birkoff-Witt permet de prouver que 

Les séries Zi forment donc une basa de V (A). O 

Nous allons donner une condition suffisante pour qu'un ensemble (21, 2 2 . .  . Zd) forme une 
base de V(A). 



Proposition 5.4.2 Soient Zl, 22.. . Zd des séries propres de V ( A )  vérifiant la wnditiott 
d 'orthogoi~akitÉ: 

< ZiIPj >= 6; pour 1 < i , j  < d 

Alors V ( d )  = K[[Z1, z2, - . , Zd]] 

Preuve: Voir [30] 
On cherche des coefficients sa E K tels que 

s = CsazUa 
a 

Cette dernière condition est équivalente B 

< s 1 P@ > = Cs, < ZU" 1 PB > 
a 

pour un multi-indice ,û quelconque. 

Les propositions 5.2.1 et 5.2.2 impliquent que 
< ZLUO ( P@ > = O si la1 > 1/31 
< ZUa 1 pP > = O si la1 = I,ûI et a # /3 
< ZU" 1 Pa > = a! 

Il s'ensuit que le système (5.1) est triangulaire et donc permet de calculer les coefficients sa. 

Le système comportant un nombre infini d'équations, la décomposition d'un polynôme de 
V ( A )  dans la base {Z1, 22.. . Zd)  n'est pas forcément polynomiale. 0 



réalisation minimale locale 

6.1 Introduction 

Nous donnons un algorithme efficace pour calculer une représentation d'état minimale d'un 
système dynamique analytique (C) donné par sa série génératrice g lorsque celle-ci est polyno- 
mi ale. 

Ceci constitue par la-même une preuve constructive de la conjecture de G.Jacob restée indé- 
montrée: 

TJnc série génératrice polynomiak admet une réalisation mirzimale polynomiale. 

On sait d'aprhs M.Fljess [9] que la réalisation minimale analytique est unique à un changement 
de coordonnées près (difféomorphisme analytique) dans l'espace d'état. 

La réalisation que nous calculons est canonique au sens où elle ne dépend que de l'ordre 
choisi pour comparer les lettres de l'alphabet de codage. Ce résultat est acquis en utilisant 
les techniques de "base-standard" appliquées aux espaces vectoriels de polynômes. 

De nombreux chercheurs ont travaillé sur la réalisation minimale analytique et les problèiiies 
qui lui sont liés comme l'observabilité et la contrôlabilité en automatique non linéaire. Citons 
entre autres Hermann et Krenner(l977) [Il] ,  J.H.Sussman(l977) [32], Jakubczyk(l980) [16] 
et M.Fliess(1983) [9]. 

C. Reutenauer(l986) dans [30] a donné une version très "syntaxiquen de l'existence de la 
réalisation minimale en effectuant son calcul dans une certaine algèbre de mélange. En 
partant d'une série polynomiale, la réalisation qu'il obtient est analytique (mais pas forcément 
polynomiale) et la traduction informatique de sa preuve ne donne pas un algorithme qui finit 
en un nombre fini de pas. 

Reprenant les travaux de C.Reutenauer, N.E. Oussous dans [24] a implanté, en utilisant 
le système de calcul formel Macsyma, un algorithme qui, par une méthode d'exploration 
systématique de toutes les solutions possibles', calcule une réalisation minimale polynomiale 
mais sans toutefois démontrer que celle-ci existe dans tous les cas. 

L'algorithme que nous proposons, outre qu'il est prouvé, est beaucoup plus rapide. Ainsi, 
une série génératrice de 3 variables en degré 7 est réalisée en moins d'une minute sur un 

'La méthode relève de l'algèbre linéaire. 
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PC-RT avec le système de calcul formel SCRATCEPAD (voir la démonstration page 143). 

6.2 Notations et définitions de base 

6.2.1 Définition d'un système dynamique 

Un système dynamique analytique (C) est défini par la donnée [9] 

1. d'un espace d'état E = Rn, 

2. d'un ensemble {Yo, Yi,. . . , de m champs de vecteurs analytiques dans E, 

3. d'une fonction d'observation h : E - W, 
4. d'un état initial q(0 )  E E. 

Le système (C) est commandé par m fonctions temporelles (uo(t), ul(t), . . . , u,-1 (t))  con- 
tinues par morceaux. 

L'évolution de l'état q = (qo, ql, . . . , qn-1) du système est gouvernée par l'équation: 
m-1 

La fonction temporelle s : t E IR - h(q(t)) E IR désigne la sortie du système. 

6.2.2 Comportement Entrée/Sortie 

Le coiilporteiiient Entrée/Sortie est défini par la fonctionnelle 

U S  

On considère l'alphabet de codage totalement ordonné X = {xo, xi , .  . . , z,-l) ; à chacune 
de ces 772 lettres x; est associé un champ de vecteurs Y,  et une entrée ui(t). On sait d'après 
M.Fliess [8] que la sortie est donnée par 

r y est un morphisme de monoïdes associant à tout mot w E X* un opérateur différentiel 
Y, de l'algèbre de Weyl obtenu par composition des dérivées de Lie YI.. 
y est défini par : 

Y(&) = 1 
.. vx; E X, y(x;) = yt: 

Vu, v E X*' ~ ( u v )  = Y(u) O y (v)  

Par linéarité, le morphisme y se prolonge en un morphisme d'algèbres défini sur W(X). 



r Cu désigne un calcul d'intégrale itérée definie récursivement par 

La série génératrice de ( C )  est une série en variables non commutatives définie par 

La sortie du système s'exprime sous la forme : 

s ( t )  = fU(911, 

6.2.3 Le problème posé 

Etant donnée une série formelle g E ne(@)), calculer un système dynamique atzaly- 
tique ( C )  dont la dimension de l'espace d'état est minimale et qui admet g comme 
série génératrice. 

D'un point de vue effectif, ce problème est mal posé. Il convient d'abord de disposer d'une 
représentation finie de la série g,  ce qui est possible pour certaines classes de séries coinine 
les polynômes ou les séries rationnelles. D'autre part, il convient de se limiter à un ensemble 
de fonctions que l'on sait coder avec un nombre fini de symboles3, ce qui n'est pas le cas des 
fonctions analytiques. 

Ces considérations bassement matérielles expliquent peut-être pourquoi la théorie de la réal- 
isation minimale analytique locale, bien que réglée "mathématiquement" est finalement peu 
utilisée par les praticiens de l'automatique non linéaire. 

Dans cette section, nous supposerons que la série génératrice g est un polynôme à coefficients 
dans un corps K de caractéristique nulle. Pratiquement, K sera souvent le corps Q car les 
enseiilbles IR ou C ne sont pas effectifs. 

6.3 Etude théorique 

Pour simplifier, on supposera que le système dynamique que l'on désire réaliser a comme état 
initial q(0) = O. 

6.3.1 Série produite différentiellement 

Une série g E K ( 0 )  est dite produite différentiellement [9] ssi il existe m champs de vecteurs 
formels .et une série formelle h en n variables commutatives qui donnent g: 

3Un tel ensemble est nécessairement dénombrable. 
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Une série g E K ( 0 )  est dite convergente ssi 
3C, M E R, Vu, € X * ,  1 < glw > 1 5 Clwl! MI"I 

Dans notre étude, nous en resterons au cas formel car, pour une série g polynoinide, les 
problèmes de convergence ne se posent pas. 

6.3.1.1 Rang de Lie d'une série formelle 

Par définition, le rang de Lie [9] d'une série quelconque g est la dimension de l'espace vectoriel 
g D L i e ( X )  (voir section 4.9.5). Il est élémentaire que le rang de Lie d'un polynôme ou d'une 
série rationnelle est fini. 

L'algèbre de commande est par définition l'algèbre de Lie engendrée par l'ensemble des 
champs de vecteurs {Y,)ol;5,-1. On l a  notera y ( L i e ( X ) ) .  

Definition 6.3.1 Le rang r ,  de l'algèbre de commande, défini en  u n  point q de l%space 
d'ktat, est calculk apris évaluation en q des composantes des champs dc vecteurs : 

r ,  = rang{Vlq 1 V E Y ( L i e ( X ) ) )  

Ce rang est donc majoré par la. dimension n de l'espace d'état. 

Proposition 6.3.1 
-Toute série produite diffkrentiellement a u n  mng de Lie fini qui est majoré par le rang (eîz 
q = O )  de l'algibre de Lie de commande. 

Preuve: Soit p un polynôme de Lie quelconque ; on sait que l'opérateur différentiel Yp = y(p) 
est une dérivée de Lie. 11 s'exprime donc coiiime une combinaison linéaire des TL  dérivations 

a partielles .;;: 

Le calcul du résiduel à droite de g par p donne : 

Soit {Ao, Al , .  . . , A,-1) une base (au point q = O )  de l'algèbre de commande ; on a : 
r-1 

Yplo = x a ; ~ ,  avec a, E K, i = O..T - 1 
i=O 



En posant pour i = O..r - 1 : 

T, = ~ A i o Y w o h l , w  
wEX8 

On constate donc que g D Lie(X) est un K-espace vectoriel engendré par les séries Ti. O 

6.3.2 Le théorème de M.Fliess 

Soit (C) une réalisation de g ,  d son rang de Lie, n la dimension de l'espace d'état et r le rang 
de l'algèbre de commande en q = O. D'après la proposition 6.3.1, on a forcément: 

Lorsqu'une réalisation est minimale, ces trois rangs sont égaux. 

Théorème 6.3.1 (Fliess [9]) - Une série conz~ergente est ria.'isable ssi son rang de Lie 
est fini. LE rang de Lie d correspond à la dirnension minimale de routes ses reprlsentatiorzs 
diflkre~ztielles. 

La r6alisation minimale est unique à un difiomorphisme analytique près sur les coordorznées 
locales (qo7 . . . , qd-1). 

Remarque: Il est clair que l'on peut toujours, en partant d'un système (C), effectuer un 
changement de coordonnées locales ; on obtient un "nouveau" système dynamique (z) ayant 
le même co~nportement Entréelsortie et la mêixie série génératrice que (C) en posant pour 
un difféomorphisme quelconque 9 : E - E : 

(80) = v(q(0)) 
7,. = h  O $8 

V = 0 . 1  - 1 = (dv) O Y,  
Du point de vue de l'informaticien, il lui faut faire le choix d'une réalisation parmi une 
infinité de réalisations possibles, ce qui n'est pas si facile. Il serait intéressant de disposer 
d'une réalisation qui soit "canoniquen. 

6.3.3 Interprétation dans l'algèbre de mélange des séries formelles 

Soit (C) un système dynamique de dimension n. On considère l'ensemble des séries entières 
31 = K[qo,. . . ,q,-11. On construit une interprétation a : 31 --+ K ( 0 )  en posant [8]: 

Il est clair que l'interprétation a est une application linéaire. 

On a les propriétés suivantes [8]: 
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On constate donc que les dérivées de Lie Y,  opérant sur 'H s'interprètent comme des calculs 
de résiduels à gauche par les lettres x, E X sur les séries de K ( 0 ) .  

6.3.3.1 Interprétation des composantes des champs de vecteurs 

Les coiilposantes Of des champs de vecteurs sont définies par 
n-1 a 

i  = o . .  - 1, Y,  = Ce:- 
j=o aqj 

On a alors: 

0; = Y, O qj  

qui s'interprète en 

O ( @ ; )  = x; a Z j  
en posant Zj  = a ( q j )  pour j = O..n - 1. 

6.3.4 Algorithme de C. Reutenauer 

On considère l'algèbre de Lie 

d(g) = { p € ~ z e ( X ) I g b p = O )  
et l'algèbre de mélange qui s'annule sur A(g) 

V ( A ( s ) )  = (8 E h'(VC)) I s b d(g) = 0) 

On a: g D L i e ( X )  2 C i c ( X ) / A ( g )  donc A(g) est de codimension finie, égale au rang de Lie 
de g .  

La proposition 5.4.1 s'applique donc: V ( A ( g ) )  est une algèbre de mélange, stable par résiduel 
à gauche et fermée pour la topologie usuelle sur les séries formelles. De plus, il est clair que 
s E V ( A ( g ) ) .  

Le théorème 5.4.1 affirme que V ( A ( g ) )  admet une base finie. La difficulté vient du fait que 
rien ne prouve que cette base (construite par dualité) soit toujours formée de polynômes. 

6.3.4.1 Calcul d'une base polynomiale de V ( A ( g ) )  

Soient { P l ,  Pz, - . . , Pd)  des polynômes de Lie tels que { g  D Pi, g D P z , .  . , g  D Pd) forment une 
base de g  b Lie(X ). 

D'après le th. 5.4.2, il suffit de calculer des polynômes propres {Z, E V ( A ( g ) )  1 i = l..d) 
vérifiant la condition d'orthogonalité: 

< Z ; I P , >  = 6; p o u r i , j = l . . d  (6.3) 



6.4. CALCUL EFFECTIF 

Les polynômes Z; s'obtiennent facilement par la formule: 

Z, = Q i a g - < Q ; [ g >  p o u r i = l . . d  

où Q I ,  Q2,. . . , Qd désignent des polynômes de K ( X )  définis par la  relation d'orthogonalité: 
< Q j I g o P ; >  = 61 p o u r i , j = l . . d  

l'indépendance des polynômes g D P, assurant l'existence des polynômes Q j .  

6.3.4.2 Principe de l'algorithme 

L'idée fondamentale de C.Reutenauer est de construire la réalisation minimale (C) en prenant 
pour espace d'état E = K~ et en interprétant les séries de V(A(g))  comme des séries entières 
définies sur E. 

L'algorithme de principe qui en résulte est le suivant: 

1. Calculer une base de V(A(g))  

2 .  Décomposer g dans la base 2; ; on obtient la fonction d'observation par simple traduc- 
tion: 

où cr est un multi-indice. 

3. Décomposer x; a Zj dans la base Z; ; on obtient d'après (6.2) les composantes des 
champs de vecteurs 0; par simple traduction: 

i d ,  z ; a ~ ~ = C e ; > , , Z ~ "  =, 0:=Ef;',,qa 
où cr est un multj-indice. 

La difficulté vient du fait que l'algorithme de décomposition des éléments de V(A(g))  dans 
la base Z; n'est pas effectif ; il nécessite l'inversion d'un système linéaire triangulaire, poten- 
tiellement infini (voir preuve du th.5.4.2). 

6.4 Calcul effectif 

6.4.1 Condition triangulaire 

Soit g le polynôme à réaliser. Notre but est de construire une réalisation (C) où la fonction 
d'observation et les composantes des champs de vecteurs sont des polynômes. 

A cette fin, nous allons imposer sur les "coordonnées localesn Z, une condition plus forte que 
la simple relation d'orthogonalité définie en (6.3). 

Nous dirons que le système {Z, ,  Pj 1 i, j = l..d) où les polynômes Z, E V(A(g) )  sont sans 
terme constant, vérifie la condition triangulaire ssi la matrice Z, D Pj est triangulaire ie. 
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6.4.2 Calcul d'un système triangulaire 

On considère des polynômes de Lie {Pl, Pz,. . ., Pd) tels que {g D Pl,g D Pz , .  . . ,g  D P d )  con- 
stituent la base standard G complètement réduite de l'espace vectoriel g D Lie(X). Cette 
base-standard G est unique une fois fixé l'ordre sur les mots de X*,  ici l'ordre lexicographique 
par longueur. 

Soient (w1, 202,. . . , wd) la liste croissante des mots de tête des polynômes de G. On sait 
d'après 4.7.2.1 que 

lt(G) = lt (g D Lie(X)) 

Ces mots que nous appelerons mots camctéristéques ne dépendent donc que de l'ordre choisi 
sur l'alphabet de codage X .  On a par construction: 

ul, = It(gbP,) p o u r j = l . . d  

UT; > w, p o u r i > j , i , j = l . . d  

La construction de la base-standard revient à triangulariser la  matrice de Lie-Hankel (voir 
6.5.2.1). 

On construit les polynômes 2, par la formule: 

2; = w i a g -  <w; lg>  pour i = l..d 

Par construction, les polynômes 2; sont propres (sans terme constant). 

Montrons que la condition triangulaire est satisfaite. On a: 

Z, D P, = (w, a g)  D P, 
= Wl.(9DP,) 

Par construction, si i > j, le mot u~, est strictement plus grand (ordre lexicographique par 
longueur) que tous les mots figurant dans le polynôiiie g D P, donc w, a (g D P,) = O et par 
suite 2, D P, = 0. O 

6.4.3 Décomposition d'un polynôme 

6.4.3.1 Idée intuitive de l'algorithme 

Soit {Z,, Pj) un système triangulaire et s E V(A(g)) un polynôme que I'on cherche à décom- 
poser dans la base 2;; supposons que I'on ait: 

s = A ~ z ~ ~ + B ~ z ~ + c  
où A, B, C E V(A(g)) et s'expriment uniquement en fonction de Z2..Zd. 

On peut calculer A, B, C en calculant les résiduels de s par Pi. Les calculs donnent compte- 
tenu de la condition triangulaire: 

On calcule d'abord A, puis par différence B, puis ensuite C.  Il reste à décomposer A,  B, C 
dans la base Z2 . -  -Zd  en calculant les résiduels par P2 etc ... Cet algorithme est donc na- 
turellement récursif. 
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Remarque: l'exemple est trompeur car il s'agit précisément de démontrer que le polynôme 
s se décompose de façon polynomiale sur la base (Z,). 

6.4.3.2 Algorithme de base 

Cet algorithme xtaylor décompose un polynôme quelconque s de V(A(g)) dans la base 
{Z,, i = 1 . .dl. Le résultat est un polynôme en variables commutatives de K[qi, qz, . . . , qd] où 
qi, ..., qd sont des lettres codant les polynômes Zi , .  . ., Zd. 

Initialement, la fonction xtaylor(s, lp,lz,lq) est appelée avec lp = (Pj)j=l..d et lz = (Z;);=l..d, 
le système {Z,, Pj) étant supposé triangulaire ; lq désigne la liste des lettres (qi, . . . , qd). 

xtaylor (s, lp, lz, lq): PolynomeCommutatif == 
si s est constant alors - 

retourner(s) 
fsi - 
si lp = 0 alors - 

erreur: cela ne peut pas se produire !!! 
fsi 
Initialisation: 

i := O 
p: PolynomeDeLie := 1p.first 
L: PolynorneNonComrnutatif := 1z.first 
q: PolynomeCommutatif := 1y.first 
T: PolynorneNonComrnutatif := s 
nr: PolynorneNonComrnutatif := T D p 

tq n r  # O faire - r := n r ;  nr  := T D ~  

i : = i + l  

ft q - 
resultat: PolynomeCommutatif := 

4q' I .  
xtaylor(r, lp.rest, lz.rest, 1q.rest) + xtaylor(s - +zLUiu~r,  lp, Ez, lq) 

rctourner(resu1tat) 

Notations: 1.first et 1.rest correspondent aux primitives (car 1) et (cdr 1) du langage LISP. 

Preuve de correction 

L'invariant du "tant que" est T = s D p'. En sortie du "tant que", on a r D p = O . 
On vérifie facilement qu'au cours des appels récursifs: 
- le premier polynôme de Lie de la liste lp est Pk 
- le premier polynôme non commutatif de Iz est Zk 
- le premier polynôme commutatif de lq est qk 
pour k = l . . d ,  le cas où les trois listes sont vides faisant exception. 

Démontrons que la fonction xtaylor(s, lp, 12, lq) est correcte si le polynôme s E V(A(g)) vérifie 

'Je l'ai appelé ainsi parce qu'il reconstitue un polynôme à partir de ses dérivées (de Lie). 
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l'assertion d'entrée: 

Vi ,  1 < i <  k, SDP; = O 

Il est aisé de vérifier que cette assertion est encore vraie lors des deux appels récursifs de la 
fonction xtaylor. 

Lorsque k = d + 1, les trois Listes lp, lz, Zq sont vides. Le polynôme s E V ( A ( g ) )  vérifie donc 
l'assertion: 

Vi ,  1 L i < d ,  ~ D P ,  = O (6.4) 

La preuve de correction est terminée si on démontre que s est constant car il est trivial de 
vérifier que dans ce cas, la fonction xtaylor(s, lp, 12, Iq) est correcte. 

On peut construire une base B de Lie(X) en complétant la  base {Pl, Pz,. . . , Pd) par une 
base de A(g). Puisque s E V(A(g)), on a s D A(g) = O. On en déduit d'après 6.4 que 

s D Lie(X) = O 

Ceci démontre que s est constant. O 

P r e u v e  d e  terminaison 

1 Ne présente pas de difficulté. O 

L'algorithme présen t é  est volontairernent simple ; il peut être facilement optimisé en mé- 
morisant les résiduels s D pi calculés dans la boucle tq n r  # O ... ftq. L'appel récursif double 
est alors évité. 

T h é o r è m e  6.4.1 ( Jacob ,Oussous ,Pe t i to t  (1991)) - Une série génératrice polynomiale 
admet une réalisation minimale analytique O& la fonction d'observation et les composant~s 
des champs dc vecteurs sont des polyrzbmes. 

l P r e u v e :  l'algorithme développé dans cette section en est une preuve constructive. O 

6.4.3.3 U n  mini-exemple p o u r  c o m p r e n d r e  

Soit la série g suivante 

On construit la base de Lyndon jusqu'au degré 4 (degré de g ) .  On obtient la  liste : 

{xo, 51, [xo, XII '  [xo, [xo, ~111,  IIxo, XII ,  ~ 1 1 '  

1x0, [XO' [xo, ~1111, [xo, [[xo' XII' ~111, 

[[[$O' ~ 1 1 '  XII, ~ 1 1 )  

1 En développant les crochets de Lie, cette même base devient : 

I 2 2 {xo, 21, x021 - 21x0, X 0 X l  - 2 ~ 0 x 1 ~ 0  + XlXo, 



6.5.  I M P L A N T A T ~ O N  EN SCRATCAPAD 

On calcule un système générateur de g D Cic(X) : 
{ X ~ X O X ~ ,  20x1 ,  - 5 1  + 20x1 ,  -221 , - 2 , o >  -2701 

La base standard de g D Lic(X) est formé des polynômes : 

{ ~ I ~ O X I  , xox1 ,  2 1 ,  1 )  

dont les mots de tête ( w ; )  sont : 

{ X I ~ O ~ I ,  xox1 ,  2 1 ,  1 )  

Les polynômes de Lie (Pi) associés : 
1 1 

{ -1 [ [x01x11x1 j7  - l ~ ~ ~ , [ ~ ~ , ~ l l ~ i  [ x i ] )  [ ~ O I )  

Les coordonnées locales (2; = w; a g - (wilg)) : 

{ X O X I  20x1 + XlX0X1, ~ 0 ~ 1 x 0  + ~ 1 X 0 , X 0 X 1  + x 1 , x o )  

On vérifie bien que la matrice 2 ;  D Pj est triangulaire : 

Calcul de la fonction d'observation : 

On a: 

g = Z o  d'où h = q o  

Calcul des champs de vecteurs : 

Aux polynômes xo  a 2; : 

{ O , x o x 1  + 21 , 0711 
correspond le champ de vecteurs : 

Aux polynômes X I  a 2 ;  : 

{ x o x l z o  + x 1 ~ 0 , O , x o  + 170) 
correspond le champ de vecteurs : 

6.5 Implantation en SCRATCHPAD 

I 

6.5.1 Le théorème de Radford et la condition triangulaire 

L'algorithme xtaylor(s, l p ,  12, Iq) basé sur la condition triangulaire est intéressant en soi. Il 
peut en effet servir à implanter la décomposition d'un polynôme s E K ( X )  dans la base de 
Radford. 
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Théoréme 6.5.1 (Radford [28]) - Les mots de Lyndon construits sur un alphabet X for- 
une base de l'algébw de mélange K (X). 

'i, , : % . i f  

k- , /.,/ Lemme 6.5.1 Soit (1; 1 i > 1) l'ensemble des mots de Lyldon constmrits sur un alphabet 
X, ordonnis par ontm croissant (ordre lezicogmphique par longueur). La matrice 1; o  [lj] est 
triangulaire ie. 

li O Ilj] = O si i < j 
li O IIj] = 1 si  i = j 

Preuve  Facile en utilisant le lemme 3.4.1. O 

6.5.2 La taille des données 

6.5.2.1 La matrice d e  Lie-Hankel 

Rappelons que la matrice de Lie-Hankel [QI notée H est définie par 
H,W = < g o p l w >  

où le polynôme p  décrit une base de Cie(X) et où w décrit l'ensemble X*. 

Lorsque g est un polynôme, on pourra se restreindre à la tranche lwl 5 degré(g) et degré(p) < 
degré(g) car le reste est identiquement nul. Le nombre de colonnes correspondant à Iwl < 
degré(g) croît de façon exponentielle par rapport au degré de g. 

Une solution consiste à remarquer qu'en général, la matrice de Lie-Hankel est très creuse et 
qu'on peut, de ce fait supprimer un certain nombre de lignes ou de colonnes identiquement 
nulles mais celà prend un ncertain tempsn. Une dewième difficulté tient au fait que la matrice 
H est naturellement indicée par des mots et non par des entiers comme il est d'usage (à tort) 
généralement pour les matrices. Or la bijection X* c-, W est loin d'être négligeable en temps 
calcul. 

Pour toutes ces raisons, je pense qu'il est préfèrable de ne pas construire la matrice de Lie- 
Hankel et d'utiliser en reiilplacement les algorithmes de bases-standard appliqués aux espaces 
vectoriels de polynômes. 

6.5.2.2 La taille de la série gçnératrice 

La démonstration E page 143 montre que le nombre de mots de la skie génératrice croît 
très rapidement lorsque celle-ci est construite par des produits de mélange, ce qui est fort 
pénalisant pour le calcul de la réalisation minimale. 

Cette difficulté est évitée en représentant g dans une base de l'algèbre de maange. Les deux 
bases classiques de cette algbbre sont la base de Radford (voir 6.5.1) et la base duale de la 
base PBWL (voir 5.3). Le calcul du produit de mélange se m è n e  alors à un simple produit 
en variables ommutativw et la ta& des données aagmenife beaucoup mains vite. 

Cet exemple illustre parfaitement le fait que la taille des données est assez eloignée de la 
"quantité d'informationn qu'elles contiennent. 



Groupe de Lie d'une algèbre 
nilpotente 

7.1 Motivation 

Le problème du motion-planning consiste à calculer les entrées u i ( t )  qui font transiter un 
système dynamique (C) d'un état initial qo à un état final donné q. Ce problème a été étudjé 
par H.Sussmann et J.Lafférière [19] [33] pour un système sans dérive, lorsque l'algèbre des 
champs de vecteurs est nilpotente et en se limitant à des entrées constantes par iiiorceaux. 

IVotre but est d'implanter un algorithme effectif de motion-planning dans le système de calcul 
formel SCRATCH P A D  pour un système avec dérive et des entrées plus générales (polyno~niales). 
G. Jacob a publié récemment deux articles dans ce sens [13]. 

L'algorithme. qui est en cours d'implantation, nécessite de nombreuses compétences en calcul 
formel et numérique (résolution d'équations algébriques, décompositions cylindriques, inté- 
gration formelle et algèbre non commutative). 

On trouvera. dans ce chapitre, un exposé et une implantation effective des algorithmes de 
calcul dans le groupe de Lie d'une algèbre nilpotente ; celà nous permettra de calculer quelques 
formules utiles au motion-planning. 

7.2 Décomposition en produit décroissant d'exponentielles 

Soit X  un alphabet ordonné et L i e ( X )  l'algèbre de Lie libre à coefficients dans un corps K .  

On construit une algèbre nilpotente à l'ordre n en considérant le quotient de C i e ( X )  par 
l'idéal des polynômes de Lie engendré par les crochets de longueur strictement supérieure à 
n. Cette algèbre est isomorphe (en tant qu'espace vectoriel) à 

On considère le groupe de Lie associé: 

On choisit de représenter les polynômes de L i e < , ( X )  dans la base de Lyndon en se re- 
streignant aux mots de Lyndon de longueur inférieure ou égale à n. 
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Soit i l l ?  12. .  . I d }  une telle base ordonnée par ordre décroissant. Par définition, tout élénient 
g E Ç s'écrit de façon unjque sous la forme: 

9 = [ll]+a2[121+..'ad[ld] 

Théorème 7.2.1 Tout élément du groupe de LK se décompose de façon unique en produit 
décroissant des ezponenttelles de base i.e. 

9 = ,cl [111et2[121 . . . ecd['dl 

Le d-uplet (€1, (2 . . . (d)  sera appelé les coordonnées de Lyndon de g. 

7.2.1 Représentation des éléments du groupe de Lie 

Un élément g du groupe de Lie Ç est une série en variables non commutatives: 

g = eP POUT p E Cie<,(X) - 

Il est licite de tronquer la série g à l'ordre n car les mots de longueur supérieure à î t  

n'interviennent pas dans le calcul de p à partir de g 

avec gi = g - 1 qui est une série sans terme constant. 

Nous pouvons donc représenter tout élément g par un polynôme non commutatif dont le 
degré est inférieur ou égal à n. Le calcul du produit de deux éléments du groupe de Lie se 
ramène alors à un simple produit de deux polynômes de K ( X ) .  

La section suivante fera apparaitre que la représentation dans la base P B W L  est avantageuse 
si I'on désire exprimer un éléiilent g E Ç en produit décroissant d'exponentielles. 

7.2.2 Algorithme de décomposition en produit d'exponentielles 

Lemme 7.2.1 Les coordonnées de Lyndon d'un élément g E Ç sont les coeflcients des 
polynômes de L yndon figumnt dans la décomposition de g dans la base P B W L .  

Preuve: Pour simplifier l'exposé, supposons qu'il n'y ait que deux coordonnées G et t2 à 
calculer ; les calculs donnent: 

- e C ~ [ l ~ I e € 2 [ 1 2 1  avec I l  > l2 9 - 

- 

= "1 + €1 [hl + €2[121+ € l e 2  [111[121 + ' ' ' - 
(1  

La partie (1) qui contient uniquement des produits décroissants de polynômes de Lyndon, 
n'intervient pas dans l'identification des coordonnées de Lyndon de 9.0 



Les coordonnées de Lyndon de g E 6 sont donc données par: 
= < g 1 SI > pour 1 E Lyndon(X), 111 < n 

7.2.3 Algorithme de calcul de l'inverse d'un élément 

Considérons le morphisme d'algèbre Q : K ( X )  + K ( X )  défini sur les mots w E X* par [14] 

e(w) = (-1)IW16 où 6 désigne le miroir du mot W. 

Lemme 7.2.2 

vg E ç, g-l = e(g) 

Preuve: On vérifie facilement que e(eP) = e~(p ) ,  or nous avons montré en 3.4.1 que 

VP E W X ) '  e(p) = -P 

donc g-l = e-p = ~ Q ( P )  = d g ) .  O 

7.3 Implantation en Scratchpad 

Le constructeur de domaine LieExponentials (vl ,R, Order) implante les calculs dans le 
groupe de Lie construit sur un alphabet vl et un anneau R passés en paramètres. Le degré 
de nilpotence correspond au paramètre Order. 

Les éléments du groupe de Lie sont représentés par des polynômes du domaine XPBWPolynomial 
(voir 3.5.2). J'ai choisi d'afficher ces éléments sous forme de produits décroissants d'expo- 
nentielles car l'algorithme de calcul des coordonnées de Lyndon est très peu couteux. 

On aurait pu adopter une autre représentation (par les polynômes de Lie) en utilisant la 
définition g = ep avec p E Lie<,,(X) ; dans ce cas, le produit de deux éléments du groupe de 
Lie (produit de Hausdorff) deGient cou teux. 

Iabbrev domain LEXP LieExponentials 

LieExponentials(v1 ,R, Order): public == private vhere 
EX ==> Expression 
vl : List EX 
VarSet ==> OrderedVarlist 1 (vl) 
P 1 ==> PositiveInteger 
NNI ==> NonNegat iveInteger 
1 ==> Integer 

. RN ==> RationalNuber 
R : Join(Ring, nodule RN) 
Order : PI 
LWORD ==> LyndonWord(VarSet ) 
LWORDS ==> List LWORD 
BASIS ==> PoincareBirkoffWittLyndonBasis(VarSet) 
TERM ==> Record(k:BASIS, c :R) 
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LTERMS ==> List(TERM) 
LPOLY ==> LiePolynomial (VarSet, R) 
XDPOLY ==> XDistribuedPolynomial (VarSet ,R) 
PBWPOLY==> XPBWPolynomial (Varset, R) 
TERM1 ==> Record (k : LWORD, c : R) 
EQ ==> Equation(R) 

public == Croup with 
exP : LPOLY -> $ -- exponentielle d'un polynome de Lie 
1% : $ -> LPOLY -- logarithme 
ListOfTerms : $ -> LTERMS 
coerce : $ -> XDPOLY 
coerce : $ -> PBWPOLY 
mirror : $ - > $  -- image miroir d'un element du groupe 
varList : $ -> List VarSet -- liste des variables 
LyndonBasis : () -> List LPOLY -- liste des polynomes de base 
LyndonBasis : NNI -> LPOLY 
LyndonCoordinates: $ -> List TERMI 
identification: ($,$) -> List EQ 

private == PBWPOLY add 

-- Representation 
Rep := PBWPOLY 

(voir fichier de démonstration en annexe page 147) 

7.4 Série de Chen et opérateur de transport 

La série de Chen est une série en variables non commutatjves calculable à chaque instant t à 
partir de la donnée d'une entrée u (voir 6.2.2). Elle est définie par par la  formule: 

H.J.Sussmann utilise souvent la  définition équivalente suivante: 

Ree [29] a démontré que la  série de Chen est l'exponentielle d'une série de Lie. 

On sait d'après l a  formule fondamentale de M. Fliess (voir 6.2.2) que la sortie d'un système 
dynamique est donnée par la  formule: 



de la forme H,(t) O hIq0 où 'Fl,(t) est un opérateur différentiel appartenant au groupe de Lie 
et défini par [12]: 

Proposi t ion 7.4.1 ([12]) L'opérateur de transport de transport se factorise en un produit 
dkcroissant d'exponentielles: 

P r e u v e  rapide: On peut considérer que H,(t) est l'image de la série double ui 6c ul par 
w E X 0  

le morphisme CUlt @Y.  La factorisation cherchée résulte de la factorisation de la série double 
vue à la section 5.3.2. O 

Lorsque I'algébre de Lie des champs de vecteurs est nilpotente, ce produit est fini ; par 
définition, pour tous les mots de Lyndon 1 de longueur supérieure à l'ordre de nilpotence 7 ~ ,  

on a: y (QI )  = O. 

Dans la pratique, il est utile de mener les calculs de manière syntaxique, en ne supposant 
rien sur les chaiiips de vecteurs (à part la nilpotence) et de considérer la série de Chen: 

L'opérateur de transport H,(t) se déduit alors de la série Su(t) par l'application du iiiorphisiiie 
U J  - ~ ( u J )  

7.4.1 Calcul effectif de la série de Chen 

7.4.1.1 Ent rée  constante  

On considère une entrée constante ( uO(t) = kO, ul(t) = kl , .  . . ) ; la sortie du système 
dynamique est une intégrale du champ de vecteurs koYo + klYi + . - m. Les opérateurs 3.tu(t) 
forment donc un groupe à un paramètre d'où la formule: 

sU(t)  = e(ko~o+k~+~+...)t 

7.4.1.2 Ent rées  concaténées 

Soient y et u deux entrées définies respectivement sur les intervalles de temps O..tl et O..tn. 
L'entrée u#v définie sur l'intervalle O..tl + t2  désignera l'entrée obtenue par concaténation des 
entrées u et u. 

On dispose alors d'une formule classique [8]: 

SUti"(t1 + t2) = Su(t1) ' Sv(t2) 
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Figure 7.1 : Entrées constantes par morceaux 

7.4.1.3 Entrées quelconques 

La formule (7.1) n'est effective que lorsque l'algèbre de commande est nilpotente. Dans ce 
cas, I'algorithnie de construction des polynômes SI (voir 5.3.1) se traduit directement en 
algorithme de calcul de f u ( S l ) l t .  

7.4.1.4 Application: entrées constantes par morceaux 

Soit (uo, ul) une entrée comportant 3 paliers (voir figure 7.1). 

On a alors: 

Su(t3)  . = e A i z ~ + B i + ~  . eAz~o+Bzri . eA3to+B~~ i  

Les calculs en SCRATCHPAD, effectués pour un ordre de nilpotence n = 3, grâce à notre 
implantation des exponentielles de Lie donnent une série de la forme: 

su ( t g )  = [14l . eE3[131 ... e I ~ [ l ~ l  (7.2) 



7.5 .  MOTION-PLANNING: CE N'EST Q U ' U N  DÉBUT . . . 

avec 

7.4.1.5 Application: entrées concaténées 

Soient 
su = ,a4 [ l4 lea3  [ 1 3 1 e a z [ ~ z l , a ~ [ l ~  leao[~ol 

= e b 4  [4Ieb3[~3Ieb2[ '2 leb~  ['11,b0 ['O] 

Les formules suivantes permettent de multiplier deux séries de Chen lorsque l'algèbre de 
commande est nilpotente à l'ordre 3. 
On pose 

sutlu = e z 4  ['4I [~31ez21'21 e~~ ['II ['O] 

Les calculs en SCRATCHPAD donnent: 

On trouvera en annexe F page 151 les mêmes calculs effectués pour une algèbre de comiiiande 
nilpotente à l'ordre 5. 

7.5 Motion-planning: ce n'est qu'un début . . . 

On fait les hypothèses suivantes sur l'algèbre de commande: 

1. Elle est nilpotente à l'ordre n. 

2. Elle est de rang maximum en chaque point de I'espace d'état (le rang de l'algèbre de 
Lie de commande - voir 6.3.1.1 - est égal à la dimension de I'espace d'état). 

Le problème est de calculer une entrée u menant un système dynamique analytique (C) d'un 
état qo à un état q donnés, en un temps quelconque t non fixé. 
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7.5.1 Principe de l'algorithme 

1 .  Calculer un élé~ilent D du groupe de Lie menant (C) de qo à q. 

2. Calculer une entrée u définie sur l'intervalle de temps [O..t] réalisant cet opérateur D je. 
telle que : 

En pratique, les opérateurs 2) et 'H,(t) sont définis par des séries de Chen exprimées en 
produits décroissants d'exponentielles ; il suffit donc d'identifier leurs coordonnées de 
Lyndon respectives. 

7.5.2 Première partie de l'algorithme 

On considère une trajectoire quelconque (y) allant de qo à q en un temps quelconque t (on 
peut supposer t = 1 ) .  

A tout instant T pour O 5 r 5 t ,  le vecteur vitesse j ( r )  se décompose comme une combinaison 
linéaire de vecteurs gi de l'algèbre de Lie de commande ie. 

+ ( r )  = x a i ( r ) g i  avec a,(r)  E W 
i 

Les composantes a;(r)  peuvent être considérées comme une commande a dans le système 
étendu aux champs g;. 

La formule (7.1) appliquée à cette entrée cr permet de calculer une série de Chen S,(t) 
définissant l'opérateur D ; une difficulté tient au fait qu'il est nécessaire d'utiliser des mots de 
Lyndon L construits sur un alphabet dont les lettres 1 sont elles-mêmes des mots de Lyndon 
( 1  E Lyndon(X)) .  

Exemple: système (C) nilpotent à l'ordre 3 et X = {xO, xi). 

Il y a 5 champs de vecteurs non nuls go..  .g4 dans le système étendu, codés respectivement 
par les mots de Lyndon: 

l0 = 20 l1 = x;xl l2 = XOX] l3 = xoxl 2 = XI 

L'opérateur D calculé correspond à une série de Chen de la forme: 

~ ( t )  = rz~['*] avec Zi = &,(SL,)I, 
t=9 

On pourra remarquer que certains mots de Lyndon L ne sont pas utiles car, compte-tenu de 



la nilpotence, Y([L]) = O. Finalement il ne reste que 10 mots utiles à savoir: 

Il convient d'exprimer cette série comme un produit décroissant de 5 exponentielles telles 
que: 

- e ~ 4  (141 e z 3  [13l . . . ,%O [10l S a ( t )  - 

Les calculs effectués en SCRATCHPAD donnent: 

On obtient des forinules qui sont linéaires en Z mais ceci est un heureux hasard qui dépend 
fortement de la façon de nuinéroter les mots de Lyndon (xl,  xox:, . . . , xo). 

Remarque: La première partie de l'algorithme fournit donc un ensemble de 5 coordonnées 
de Lyndon (zo,. . . , z4) qui ne sont pas uniques car la trajectoire (y) reliant les deux états 
donnés qo et q est arbitraire. 

7.5.3 Deuxième partie de l'algorithme 

Cette partie repose sur une identification de deux séries de Chen données par leurs coordon- 
nées de Lyndon. L'identification fournit en général un système d'équations algébriques (les 
inconnues sont réelles) qu'il convient de résoudre, soit symboliquement en construisant un 
système triangulaire (algorithme de Wu implanté par D. Lazard), soit numériquement lorsque 
la résolution symbolique s'avère trop coûteuse. 

Exemple: On suppose le système (C) nilpotent à l'ordre 3, les entrées cherchées étant 
constantes par morceaux. On obtient après identification, grâce aux formules (7.2), le systè~iie 
algèbrique suivant: 

les coordonnées de Lyndon (20,. . , , 24) étant fournies par la première partie de l'algorithme. 



110 Chap. VI1 GROUPE DE LIE D ' U N E  ALGÈBRE NILPOTENTE 

Remarque 1: II n'y a aucune raison pour que la trajectoire obtenue à partir de l'entrée con- 
stante par morceaux u soit identique à l a  trajectoire d'essai 7 utilisée pour calculer l'opérateur 
'P. L'égalité 'P = %,(t) implique seulement que les trajectoires ont mêii~e point de départ et 
même point d'arrivée. 

Remarque 2: Le lecteur vérifiera que l a  technique d'identification proposée peut s'étendre 
facilement à des entrées polynomiales. 

7.5.3.1 Cas avec dérive 

Affirmer que le système (C) comporte une dérive Y. revient à supposer que l'entrée corre- 
spondante uo est constante: 

VT E [O,t], UO(T) = 1 

II convient donc de poser les conditions de signe Al,  Az,  Ag > O. La coordonnée de Lyndon 
20 = Al + A2 + A3 représente alors le temps total pour aller de I'état initial go à l'état final q. 

L'identification proposée conduit alors à résoudre un système d'équations algébriques où 
les inconnues sont réelles, certaines étant supposées positives. Il existe actuellement des 
algorithmes de résolution relevant, soit du calcul formel, soit du calcul numérique. 

Par contre. l'existence et le calcul d'une bonne trajectoire d'essai y (aboutissant à un système 
d'équations ayant des solutions) est un problème auquel on ne peut apporter que des réponses 
partielles. 

7.5.4 Conclusion 

L'algorithine du Motion-planning est un exercice assez difficile de calcul formel ; il se peut que 
certains calculs ne puissent être effectués que numériquement, la  complexité des algorithmes 
en calcul formel étant prohibitive. Cependant, la partie relevant de l'algèbre non commutative 
(manipulation des exponentielles de Lie) est terminée et les premières simulations effectuées 
par F.Boussemard [3] sont encouragentes. 



Conclusion 

Le premier résultat pratique de ce travail est que le problème de la réalisation minimale 
d'une série génératrice polynomiale est résolu effectivement par un algorithme prouvé et 
. . . calculant le résultat en un nombre fini d'étapes. 

Des éléments (calcul du rang de Lie) sont apportés pour aborder la question de la réalisation 
minimale d'une série rationnelle mais des difficultés subsistent pour terminer complèteii~ent 
l'algorithiiie ; en gros, il nous manque un théorème précisant que la réalisation peut être 
effectuée en utilisant telle classe de fonctions que l'on sait facilement représenter. 11 nous 
manque également une bonne implantation des séries rationnelles ; faut-il les représenter 
sous forme canonique ou se contenter de représentations non canoniques (par exemple par 
des expressions rationnelles ou des représentations linéaires non minimales) et déclancher des 
tests d'égalité (couteux) lorsque la question se pose? 

Le point fort des séries génératrices tient au fait qu'elles sont intrinsèques. L'approximation de 
ces séries par des polynômes permet d'approximer localement le comportement Entréelsortie 
d'un système dynamique analytique. L'exemple donné en démonstration montre que le logi- 
ciel supporte facilement une approximation à l'ordre 7 d'une série génératrice en 3 variables. 
Une telle approximation fournit, pour un jeu d'entrées bornées, un développement de Taylor 
à l'ordre 7 de la sortie. L'algorithme a donc un intérêt pratique indéniable. 

Le deuxième résultat est que l'on dispose maintenant d'une implantation en SCRATCHPAD 

des polynômes en variables non commutatives. 

Cette thèse fait apparaitre qu'il y a quatre manières de les représenter: 

1. La représentation distribuée creuse est utile pour effectuer des calculs d'algèbre linéaire 
(rang, noyau et image d'une application linéaire ...). 

2. La représentation récursive creuse doit être considérée comme l'implantation de base. 
Elle est efficace pour les calculs de produits de Cauchy et les calculs de produits de 
mélange. Je compte l'utiliser pour calculer les bases-standard d'idéaux de polynômes. 

3. La représentation dans la base de Poincaré-Birkoff-Witt est utile pour les calculs d'expo- 
nentielles de Lie et pour aborder certains calculs dans l'algèbre de Weyl définie par un 
ensemble de champs de vecteurs. 

4. La représentation dans une base de l'algèbre de mélange est intéressante quand il s'agit 
d'éviter une explosion de la taille des données, explosion produite par le simple calcul 
du produit de mélange de deux polynômes. 
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L'implantation est terminée en ce qui concerne les trois premiers points. J'ai réalisé une 
implantation dans la base de Radford (voir 6.5.1) mais je n'en suis pas complètement satisfait. 
II conviendrait donc de la refaire en choisissant cette fois la base duale de la base PBWL. 

Le troisième résultat pratique concerne l'implantation efficace des polynômes de Lie dans la 
base de Lyndon et la maîtrise complète des exponentielles de Lie pour une algèbre nilpotente. 
Une telle maîtrise est une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour aborder dans de 
bonnes conditions le probème du "Motion-planning". 

Même si le compilateur de SCRATCHPAD présente de graves faiblesses, les idées qui soutendent 
ce système de calcul formel sont des idées d'avant-garde. Les concepteurs de SCRATCHPAD ont 
assimilé bon nombre de concepts-clef en matière de génie logiciel (programmation orientée 
objet, types abstraits de données, généricité). Pour caricaturer un peu, en SCRATCHPAD, on 
n'implante pas des algorit.hmes, on construit des objets informatiques réutilisables. 

La programination orientée objet est souvent utilisée pour écrire des logiciels de simulation. 
Supposons que l'on désire réaliser, par programme, la simulation du fonctionnement d'un 
métro et que l'on confie la réalisation de ce programme à dix personnes différentes. Il est 
fort probable que ces personnes modéliseront la réalité en "inventant" des classes d'objets 
informatiques tels que "vagons", "rames" et autres "stations" ... mais que la sémantique 
précise de ces objets sera différente d'une personne à l'autre. Bref, les objets du monde réel 
ne se laissent pas facilement abstraire. 

S'agissant d'objets mathématiques, on bénéficie de tout un acquis (dû en particulier à l'école 
"Bourbaki") qui a su "inventer" et "hiérarchiser" des classes d'objets (structures) réutilis- 
ables et ... réutilisées. Le grand mérite de SCRATCHPAD est d'offrir un langage permettant de 
traduire assez naturellement tout ce savoir-faire des mathématiciens. Ki s'ensuit que la pro- 
grammation en SCRATCHPAD ne peut pas être à courte vue (pour un algorithme particulier) 
mais doit viser à offrir une implantation cohérente de la hiérarchie des grandes structures 
mathématiques. 

Les autres systèmes de calcul formel, à ma connaissance, sont non typés ; ils sont plus ou 
moins basés sur un mécanisme universel de simplification d' expressions symboliques. Un tel 
silnplificateur a le mérite d'être facile d'emploi en algèbre commutative. II faut cependant 
s'attendre à des difficultés certaines quand il s'agit de manipuler une commutativité par- 
tielle telle qu'elle existe dans des polynômes non commutatifs dont les coefficients sont des 
polynômes en variables commutatives. L'introduction du typage en SCRATCHPAD lève toute 
difficulté. 

L' algèbre non commutative est peu utilisée dans les systèmes de calcul formel ; certaines 
mauvaises langues diront qu'il en est ainsi parce qu'elle ne présente aucun intérêt. J'espère 
que cette thèse, axée sur des questions d'automatique non linéaire, contribuera à démontrer 
le contraire. 
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A propos du typage 

Nous allons essayer de mieux cerner l'originalité de SCRATCHPAD en le comparant à d'autres 
langages de programmation comme ADA ou EIFFEL. Nous verrons que la notion de type 
est une notion difficile à cerner et qu'elle répond selon les concepteurs à des préoccupations 
très diverses. 

A.l  Pourquoi des types ? 

A . l . l  Détecter le maximum d'erreurs à la compilation 

Le système de typage explicite obligeant le programmeur à déclarer le type de chaque variable 
utilisée est dans ce cas précis, celui qui s'impose. 11 s'agit d'exiger du programmeur un 
supplément d'information afin de mieux détecter les incohérences de son programme. 

Nous avons vu au chapitre 2 que le typage en SCRATCHPAD est implicite: 

Le type d'ui~e variable peut étre inféri  par le compilateur lors de sa premiire 
affectation; il y a donc moins d'erreurs détectées à la compilation. 

Les contrôles de type sont effectués dans 2 cas précis: 

1. affectation 

2. passage de paramètre 

La philosophie de ces contrôles est très variable d'un langage à l'autre mais le but est toujours 
le même: ne pas attendre l'exécution pour détecter certaines incohérences. Si l'on désire 
privilégier la sécurité, il faut interdire au compilateur d'effectuer des forçages de type non 
demandés explicitement. 

A.1.2 1 Rendre plus claire la sémantique du programme 

Voici un petit exemple (en ADA) montrant l'intérêt des types dérivés: 

type PRIX-DOLLARS is n e w  FLOAT; 
type PRIX-FRANCS is n e w  FLOAT; 



pd :PRIX-DOLLARS; pf:PRIX,FRANCS; s:FLOAT; 
s:= pf+pd; -- er reur  de tec tee  a l a  compilation 
pd := s - - er reur  
pd:=PRIX,DOLLARS(s); -- correc t  

D'un point de vue purement opératoire, on peut parfaitement se passer des types dérivés 
PRIX-DOLLARS et PRIX-FRANCS mais cette information supplémentaire aide à rendre le pro- 
gramme beaucoup plus compréhensible. D'autre part, cela permet au compilateur de détecter 
certaines incohérences comme le fait d'additionner des DOLLARS avec des FRANCS. 

A.1.3 Générer automatiquement des contrôles à l'exécution 

Exemple en Pascal: 

var t : a r r a y [ l .  .IO] of INTEGER; 
i:INTEGER; 

Le coiiipilateur génère du code chargé de contrôler à l'exécution que la variable i est bien 
dans l'intervalle [ l ,  101. Le mécanisme des exceptions en ADA permet au prograinlueur de 
faire un traitement de l'erreur en cas de débordement. 

A. 1.4 Améliorer la rapidité d'exécution des programmes 

A.1.4.1 Le cas PROLOG: 

Le langage PROLOG dans sa conception originale n'est pas un langage typé. TURBO-PROLOG 

bien que tournant sur IBM-PC est beaucoup plus rapide que la plupart des autres PROLOG 

qui eux tournent sur des illachines beaucoup plus puissantes. 

La raison en est l'introduction du typage des données. Les prédicats ont alors leur signature 
qui est déclarée au début du programme. Ce supplément d'information, connu au moment 
de la compilation, est exploitée par le compilateur pour optimiser certains algorithmes. 

A.1.4.2 La gestion de la mémoire: 

Le typage statique d'une variable permet souvent de connaître la place qu'elle occupe en 
mémoire et donc de lui d o u e r  une adresse dès la compilation. 

Cette information suplémentaire, permet de gérer au miew la mémoire, en évitant son mor- 
cellement. Le Garbage Collector très pénalisant quant au temps d'exécution des programmes 
n'est pas nécessaire. SCRATCHPAD ne fait pas grand cas de ce point de vue; les entiers 
représentés par un nombre fixe de bits sont peu utilisés. L'utilisation du type In teger  qui 
permet de traiter des entiers arbitrairement grands est très commode mais se paie forcément 
en temps d'exécution. 



A.1.5 Simplifier la tâche de programmation 

Des procédures de meme nom peuvent correspondre à des traitements différents. L'informa- 
tion contenue dans le typage des paramètres sert alors à faire le lien entre le nom de la 
procédure invoquée et le traitement correspondant. Nous verrons que cette liaison peut Gtre 
statique (faite à la compilation) ou dynamique (faite à l'exécution). 

De toute façon, la possibilité de surcharger les opérateurs ou les fonctions apparaît comxiie 
indispensable en calcul formel. Ainsi un même nom d'opérateur + correspond à des traite- 
ments très différents suivant le type des opérandes (addition de 2 entiers, de 2 réels, de 2 
matrices etc ...). 

De tous les services que l'on peut attendre du typage des objets, SCRATCHPAD a privilégié ce 
dernier point de vue, à savoir l'utilisation de la surcharge. 

A.2 Typage statique et typage dynamique 

Rappelons que le typage d'un objet induit les informations suivantes sur cet objet: 

1. Sa représentation en mémoire 

2. L'enseriible de ses valeurs possibles 

3. L'ensemble des opérations permises sur cet objet 

4. Un moyen de faire le lien entre le nom d'une opération permise et le traitement corres- 
pondant à effectuer 

A travers cet essai de définition, nous percevons toute I'ambiguité possible de la notion de 
type. 

A.2.1 Typage statique 

Il y a typage statique lorsque le type des objets est connu à la compilation. Cette solution 
est avantageuse lorsque l'on veut privilègier la sécurité et l'efficacité des programmes. 

C'est le choix fait par les concepteurs du langage ADA. Le compilateur est capable de par- 
faitement déterminer les traitements à effectuer en se basant sur le nom des procédures et 
sur le type de leurs paramètres. 

Ce choix n'exclut pas que certains contrôles soient faits à l'exécution et ne puissent en aucun 
cas être effectués avant. C'est le cas de tous les contrôles de non-débordement: 

subtype NATURAL is INTEGER range O..INTEGER 'LAST; 
i:INTEGER; n:NATURAL; 

S . . . . .  

n:si; 



Il est impossible de déterminer à la compilation si l'affectation n :=i  est correcte car la valeur 
de la variable i n'est pas connue. Ceci prouve la pertinance du concept de sous-type en ADA. 

Un sous-type n'est pas un nouveau type: 

les opérations permises ainsi que la représentation en mémoire sont les mêmes. 

les affectations entre sous-types d'un même type sont possibles sans forçage de type. 

pour des sous-types d'un même type, deux appels de nom identique déclanchent des 
traitements rigoureusement identiques. 

La notion de sous-type est une notion fondamentalement dynamique. Le sous-type d'un 
objet caractérise l'ensemble de ses valeurs possibles; cette information n'étant utile qu'en 
phase d'exécution, il parfaitement logique d'autoriser la création dynamique de sous-types. 
Ainsi 

-- i e t  j sont  des var iab les  de type  INTEGER 
subtype ENTIER-LOCAL is  INTEGER range i . . j ;  

est une déclaration admise quoique les valeurs des variables i et j ne soient. pas connues par 
le compilateur. 

Malheureusement en SCRATCH PAD le concept de SubDomain est beaucoup moins clair. 
Exemple: 

NonNegat iveIn t  eger == SubDomain (Integer  , #l >= 0) add 
x,y:$ 
sup(x,y) == MAX(x,y)$Lisp 
x - y = =  

(y:  In teger  >$Integer  x: In t ege r )  => "f a i l ed"  
(x : In teger  -$Integer y : In t ege r )  : $ 

Nous constatons que le traitement correspondant à une soustraction a été réécrit et que sa 
signature en est ~iiodifiée. 

Les domaines In t ege r  et NonNegativeInteger n'exportent pas les mêmes opérations quoique 
l'un soit un sous-domaine de l'autre: 

(1) ->)sh 1 
In teger  is  a domain cons t ruc tor .  
Abbreviation f o r  In teger  is 1 
This cons t ruc tor  i s  cur ren t ly  exposed. 
I ssue  ) e d i t  /spad/nalgebra/basicd2.~pad t o  s e e  algebra source code f o r  1 

................................ Operations ................................ 
....,. 
-0 : $ -> $ a-@ : ($,$> -> $ 
SqFr : $ -> FF $ abs : $ -> $ 
abs : $ -> $ oddp : $ -> B 
assoc ia tes?  : ($,$) -> B c h a r a c t e r i s t i c  : -> N N I  



deriv : $ -> $ 
nmberOfDigits : ($,$) -> $ 

factor : $ -> FF $ 

(1) ->)sh NNI 
NonNegativeInteger is a domain constructor. 
Abbreviation for NonNegativeInteger is NNI 
This constructor is currently exposed. 
Issue ledit /spad/nalgebra/basicd2.~pad to see algebra source code for NNI 

@*O : ($,$> -> $ Q*@ : (NNI,$) -> $ 
0**9 : ($,NNI) -> $ O+@ : ($,$) -> $ 
d-9 : ($,$) -> Union($,"failed"> a<@ : ($,$) -> B 
o=o : ($,$> -> B 1 : (> -> $ 
O : 0 -> $ coerce : $ -> E 
-- coerce : E -> Union($, "failed") gcd : ($,$) -> $ 
max : ($,$> -> $ min : ($,$> -> $ 
@quo@ : ($,$) -> $ @rem@ : ($ ,$> -> $ 
sup : ($ ,SI  -> $ 
OdivQ : ($ , $) ->  Record(quot ient : $ , remainder : $1 
@exquo@ : ($, $1 -> Union($, "failed") 

Tout cela est une source de difficulté pour les débutants en SCRATCHPAD. 

Notons toutefois que la question de l'articulation de la notion de sous-domaine et de sous- 
catégorie est délicate; il faut distinguer deux notions: 

1. La où une valeur appartenant au domaine 1 est requise, une valeur appartenant au 
domaine NNI convient. 

2. La où le domaine 1 convient, le domaine NNI ne convient pas forcéaient car 1 est un 
anneau tandis que #NI n'est qu'un semi-anneau. 

La distinction est mal trajtée dans la plupart des langages de programmation et malheureuse- 
ment ScRATcHPADne fait pas exception. 

A.2.2 Typage dynamique 

Il y a typage dynamique lorsque le type des objets peut varier en cours d'exécutiorz 
du programme. 

Cette solution est intéressante lorsque l'on désire utiliser le mécanisme de la liaison dynamique 
illustré par l'exemple suivant ': 

'rédigé dans un laagage imaginaire 



-- declaration do variables 
t : FIGURE ; 
t : TRIANGLE ; 
c : CERCLE ; 

-- procedures 
procedure tracer(x:TRIANGLE) is ....; 
procedure tracer(x:CEiRCLE) is ....; -- traitement 
..... 
if ( ... ) tbea t:=t *&se f;-c ; 
tracer (f) ; 

il est évident que tracer(f 1 doit se traduire différemment selon que le type dynamique de f 
sera TRIANGLE ou CERCLE. Le choix définitif du traitement à effectuer ne peut pas être fait à 
la compilation car à cet instant, le type dynamique de l'objet f n'est pas connu. 

Ce genre de programme peut être réécrit en utilisant un typage statique mais il faut, dans ce 
cas, utiliser des types avec discriminant et définir le type FIGURE comme suit 2: 

FIGURE == union(TR1ANGLE , CERCLE) ; 
tracer (f : FIGURE) -- 

f case TRIANGLE +> tracerltriangle(f::TRIAIGLE) 
f case CERCLE => tracerlcercle(f : :CERCLE) 

traitement =r 

f :FIGURE ; t :TRIARGLn ; c ;-E 
. . . . 
if ( ... ) then f:=t else f:=c 
tracer (f ) ; 

Nous constatons, sur cet exemple, que le typage statique oblige le programmeur à utiliser 
une structure de contrôle du type case. 

Le choix d'un typage dynamique implique que l'information de typage apparaisse dans la 
représentation interne des objets en mémoire. C'est en effet le seul moyen de garder une 
trace des changements de type d'un objet, pendant l'exécution du programme. 

A.2.3 Un compromis possible 

Le choix d'un typage complètement dynamique a le g a v e  inconvénient de reporter la détection 
des erreurs uniquement en phase d'exécution. Une solution bien meüleure est fournie dans le 
langage EIFFEL qui essaie d ' f ie r  les avantages des deux méthodes de typage & savoir: 

Sdcurité du typage statique 

Souplesse du typage dynamique 

L'idée de base est à peu près la suivante: les classes TRIAHGLE et CERCLE vont hériter de 
la d w  PItXW. Les variables sont d@&rk, ce qtii Inu codbe uri type statique; ainsi la 
variable f aura pour type statique FIGüRE. 

2syntoxe à la SCRATCHPAD 



Le type dynamique des variables peut varier en cours d'exécution du programme illais ce 
polymorphisnre est contrôlé par les liens d'héritage, ce qui permet de détecter la majorité des 
erreurs à la compilation 3. Ainsi le type dynamique de f de FIGüRE peut devenir TRIANGLE 
ou CERCLE. 

Le coinpilateur EIFFEL impose que le type d'une variable évolue du général au particulier, 
ainsi après les déclarations 

les affectations 

sont correctes tandis que les affectations 

provoqueront une erreur à la compilation. 

A.3 Conclusion 

Le but de cette annexe était de montrer que la notion de type n'est pas simple; de fait, c'est 
encore un problème ouvert qui intéresse tous les chercheurs en génie logiciel. 

Cette étude permettra au lecteur de situer le système de typage de sCRATCHPAD. Celui-ci 
est s ta t ique  et implicite. Le point fort de SCRATCHPAD est avant tout l'usage massif qu'il 
fait de la généricité. Cette généricité est contrôlée par la notion de catégorie, notion qui 
manque beaucoup en ADA. 

Dans ce chapitre, nous avons délibèrément ignoré une autre piste de recherche possible en 
matière de type abstrait. Il s'agît de la possibilité, pour un logiciel, de générer du code exé- 
cutable uniquement à partir de la spécification d'un type abstrait. Un exemple très classiqiie 
est fourni par l'axiomatique de PEANO définissant le type Integer: 

-- signatures des fonctions 
O : () -> Integer 
s : Integer -> Integer -- fonction successeur 

I ~ + I I  : (~nteger,Integer) -> Integer 

t l * l l  : (Integer , Integer) -> Integer 
-- regles de reecriture 

O + x  - > x  
S(X) + y -> s(x+y) 

O * x  - > O  
S(X) * y -> y + x*y 

Il est alors possible de déduire autopatiquement à partir de ce système de réécriture, la 

3~~~~~~ n'a pas réussi jusqu6à présent à règler de façon complètement satisfaisante les contradictions 
possibles entre les 2 systèmes de typage 

'Formes normales d'un système confluent et noethérien 



représentation interne des Integer à savoir s(s ... s(0)) = sn(0); ce genre d'idée est exploitée 
par le langage OBJ  mais il est assez évident que la  représentation interne induite dans ce cas 
précis, n'est pas aussi bonne que la représentation habituelle en base 2. 

mémoire et temps calcul prohibitifs 



Calcul du produit de mélange 

B . l  Le fichier source 

Voici le contenu d'un fichier permettant de tester l'efficacité des représentations récursives et 
distribuées pour les polynômes en variables non commutatives. 

-- f i c h i e r  de t e s t  XRPOLY : polynomes non commutatifs ( r e c u r s i f s )  - - XDPOLY : polynomes non commutatifs (d i s t r i bues )  

-- comparaison des r e s u l t a t s  ( ca l cu l s  de shu f f l e )  ................................................................... 
I load  XRPOLY XDPOLY )tond 
)tirne on 
I c l e a r  a l 1  

alph := OV [z,y,x] 
mot := OFMONl alph 
rpoly :=  XRPOLY(alph,I) 
dpoly:= XDPOLY(alph,I) 

x: alph:=x 
y : a lph  : =y 
z : a lph  : =z 
................................................................... 
pr :  rpo ly  := 2*x+3*y+5 
pr2  := pr*pr 

pd: dpoly := extend(pr1 
pd2 :=pd*pd 

pr6:  rpoly := pr2*pr2*pr2 
pd6: dpoly := pd2*pd2*pd2 
extend(pr6) - pd6 



B.2 Trace d'exécution 

On constate la supériorité de la représentation récursive pour les calculs de "shuffle" et de 
produit (de Cauchy). 

(1) OrderedVarlist [z,y ,XI 
Type: Domain 

Time: .333 (IN) + 1.867 (OT) = 2.2 sec 

(2) OrderedFreeMonoidl OrderedVarlist Cz, y ,XI 
Type: Domain 

Time: .1 (IN) = .i sec 

;rpoly := XRPOLY (alph ,I) 

(3) ~~ecursivePolynomial (OrderedVarlist [z ,y ,XI , Integer) 
Type: Domain 

Time: .1 (IN) = .1 sec 

; dpoly : = XDPOLY (alph, 1) 

(4) ~~istribuedPolynomia1 (OrderedVarlist [z ,y ,XI , Integer) 
Type: Domain 

Time: .O67 (IN) = .O67 sec 

Type: OrderedVarlist [z ,y ,xi 
Time: .3 (IN) + .533 (OT) = ,833 sec 

Type: OrderedVarlist [z, y ,XI 
T h e :  .1 (IN) = .1 sec 



Type: OrderedVarlist [z,y,x] 
Time: O sec 

;Pr: rpoly := 2*x+3*y+5 

(8) 5 + x 2 + y 3  
Type : XRecursivePolynomial (OrderedVarlist [z ,y ,XI , Integer) 

Time: 2.067 (IN) + .2 (EV) + 2.167 (OT) = 4.433 sec 

(9) 25 + x(20 + x 4 + y 6) + y(30 + x 6 + y 9) 
Type : XRecursivePolynomial (OrderedVarlist [z, y ,XI , Integer) 

Time: .267 (IN) + .O67 (OT) = .333 sec 

;pd: dpoly := extend(pr1 

(10) 5 + 2x + 3y 
Type : XDistribuedPolynomial (Orderedvarlist [z ,y ,XI , Integer) 

Time: .3 (IN) + .3 (EV) + .133 (OT) = .733 sec 

(11) 25 + 20x + 30y + 4x + 6x y + 6y x + 9y 
Type : XDistribuedPolynomial (Orderedvarlist [z ,y ,XI , Integer) 

Time: . 2  (Ih; + .233 (EV) = .433 sec 

(12) true 
Type: Boolean 

Time: . 4  (IN) + .1 (EV) + .8 (OT) = 1.3 sec 

;pr6: rpoly := pr2*pr2*pr2 

(13) ... 
Type : XRecursivePolynomial (OrderedVarlist [z ,y ,XI ,~nteger) 

Time: .533 (IN) + .O67 (EV) + .1 (OT) = .7 sec 

;pd6: dpoly := pd2*pd2*pd2 



. . . . .  r e s u l t a t  sur  70 l ignes  

2 2 2 2 3 4 
324y x y x y + 216y x y x + 324y x y x y + 324y x y x + 486y x y 

+ 
2 4 2 3 2 2 2 2 2  2 2 

144y x + 216y x y + 216y x y x + 324y x y + 216y x y x 
+ 

2 2 2 2 3 3 3 3 2 
324y x y x y + 324y x y x + 486y x y + 216y x + 324y x y 

+ 
3 3 2 4 2 4 5 6 

324y x y x + 486y x y + 324y x + 486y x y + 486y x + 729y 
Type : XDistribuedPolynomial (Orderedvarlist [z  ,y ,XI , Integer)  

Time: .833 (IN) + 1.4 (EV) + .433 (OT) = 2.667 sec 

(15) 0 
Type : XDistribuedPolynomial(0rderedVarlist [z , y  ,XI , ~ n t e g e r )  

Time: .O67 (IN) + .267 (EV) + .133 (OT) = .467 sec 

(16) . . . . . . .  
Type : XRecursivePolynomial (OrderedVarlist [z, y ,  x] , ~ n t e g e r )  

Time: .1 (IN) + 19.5 (EV) + .1 (OT) = 19.7 sec 

...... ..... r e s u l t a t  sur  380 l ignes  



4 4 4 3 4 2 4 2 2  4 2 
36288y x + 54432y x y + 54432y x y x + 81648y x y + 54432y x y x 

+ 
4 4 2 4 3 5 3 

81648y x y x y + 81648y x y x + 122472~ x y + 54432y x 
+ 

5 2 5 5 2 6 2 6 
81648y x y + 81648y x y x + 122472~ x y + 81648y x + 122472~ x y 

+ 
7 8 

122472~ x + 183708~ 
Type: XDistribuedPolynomial(0rderedVarlist [z,y,x],Integer) 

Time: .1 (IN) + 117.6 (EV) + .133 (OT) = 117.833 sec 

(18) O 
Type : XDistribuedPolynomial (Orderedvarlist [z ,y ,XI , Integer) 

Time: 10.833 (EV) + .267 (OT) = 11.1 sec 



Polynômes de Lie 

C.l Fichier source 

Le fait de disposer de plusieurs implantations d'une même structure mathématique permet 
de facilement vérifier la correction des programmes, ce qui est toujours un probléme surtout 
lorsque l'on effectue de la maintenance logicielle. 

Voici un petit fichier de test des polynômes de Lie bu les mêmes calculs sont systèmatiquement 
effectués deux fois (dans la base de Lyndon et dans l'algèbre enveloppante). 

-- Test du domaine LPOLY polynomes de Lie 
-- v4.3 

Iload XFALG LALG XDPOLY FLALG MAGMA LWORD LPOLY LPOLY2 )tond 

lettre :- OV1 Ca,bl <.4 - , A J . q  , a +  , " i ,  l t  : 6 . r .  Z ;  
A 

lpoly : = ~ie~olyaomial(1ettre~MJ) 
,. . ) - - 5 , . , . . ;  : , $, 

d :DPOLY := t2 :: DPOLY; -- conversion polp. distribue -> polp. do Lie.rre 
LfePolplf Can(d) Slpoly 



t2 := mirror t2 
t : : DPOLY - t2: : DPOLY 

t := [s,t] 
t2 := [s2,t21 
t ::DPOLY - t2 :: DPOLY 

C.2 Trace d'exécution 

On remarquera que l'implantation sous forme développée des polynômes de Lie est assez 
gourmande en place mémoire. 

(1) OrderedVarlistl [a,b] 
Type: Domain 

The: .1 (OT) .1 sec 

(2) LiePolynomial (OrderedVarlistl [a, b] ,RationalNumber) 
Type: Domain 
The: O sec 

(3)  ~iePolynomial2 (OrderedVarlist 1 [a ,b] ,RationalNumber) 
Type: Domain 

Time: .1 (IN) + .4 (oT) = .5 sec 

(4) XDistribuedPolynomial(0rderedVarlistl [a,b],RationalNumber) 
Type: Domain 

The: .O67 (IN) = .O67 sec 

(5) LyndonWord OrderedVarlist 1 [a,b] 
Type: Domain 

Time: .1 (IN) + .O67 (OT) = .167 sec 

Type : OrderedVarlist 1 [a ,b] 
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Time: .1 (IN) + .1 (OT) = .2 sec 

Type: OrderedVarlisti [a,b] 
Time: .6 (EV) + .1 (OT) = .7 sec 

;liste : List LW := LyndonWordsList ( [a,b] , 5) 

( 8 )  
2 2 3 2 2 3 4 

[(a), (b), (a b), Ca b), Ca b 3, Ca b3, Ca b 3, (a b ) Y  (a b39 

3 2 2 2 3 2 4 
( a b  3, (a b ab), ( a b  3, C a b  a b  3, ( a b  11 

Type : List LyndonWord OrderedVarlist 1 [a,b] 
Time: .O67 (IN) + .1 (OT) = .167 sec 

; s : lpoly := LiePoly(1iste .4) - Lie~oly(1iste. 8) 
2 4 

(9) (a b 3 - (a b3 
Type: LiePolynomial(OrderedVarlist1 [a,b] ,RationalNumber) 

Time: .667 (IN) + .1 (EV) = .767 sec 

2 2 4 3 2 2 3 4 
(10) a b  - 2 b a b + b a - a b + 4 a b a - 6 a b a  + 4 a b a  - b a  

Type : LiePolynomial2 (OrderedVarlistl [a, b] ,RationalNumber) 
Time: .8 (IN) + .667 (EV) + .O33 (OT) = 1.5 sec 

2 2 3 4 
(11) 2(a b3 + (a b 3 - 5(a b3 - Ca b) 

Type : LiePolynomial (OrderedVarlistl [a,b] ,RationalNumber) 
T h e :  2.167 (IN) + .767 (EV) + .267 (OT) = 3.2 sec 



Type : LiePolynomial2(OrderedVarlist 1 [a,b] ,~ationalNumber) 
Time: 1.667 (IN) + .167 (EV) + .167 (OT) = 2.0 sec 

;d :DPOLY := t2 :: DPOLY; -- conversion poly. distribue -> poly. de Lie 
Type: Void 

Time: .167 (IN) = .167 sec 

2 2 3 4 
(14) 2(a b) + (a b ) - 5(a b) - (a b3 

Type: Union(LiePolynomia1 (OrderedVarlisti [a,b] ,RationalNumber) ,"f ailed") 
Time: .167 (EV) + .O33 (OT) = .2 sec 

; t := mirror t 

2 2 3 4 
(15) 2(a b) + (a b 3 + 5(a b3 - (a b3 

Type: LiePolynomial (OrderedVarlistl [a,b] ,~ationalNumber) 
Time: .1 (OT) = .1 sec 

;t2 := mirror t2 

+ 
2 3 4 3 2 2 3 4 

1 5 a b a  - 5 b a  - a b + 4 a b a - 6 a b a  + 4 a b a  - b a  
Type : LiePolynomial2(0rderedVarlist 1 [a, b] ,RationalNumber) 

Time: .O67 (EV) + .O67 (OT) = .133 sec 

; t : : DPOLY - t2 : : DPOLY 
(17) O 
Type : XDistribuedPolynomial (Orderedvarlist 1 [a,b] ,RationalNumber) 

Time: .233 (IN) + .1 (OT) = .333 sec 

(18) 
2 2 2 2 3 2 3 2 2 2 2  

- 2 ( a b a b ) - 2 ( a b a b ) - 5 ( a b a b ) - 5 ( a b a b ) + 5 ( a b a b )  
+ 

4 2 4 3 
- 2(a b a b) - 5(a b a b) 

Type : ~ie~olynomial(0~dered~arlistl [a ,bl ,RationalNumber) 
T h e :  .O67 (IN) + .2 (EV) = .267 sec 



. . . resul tat  sur une page 
+ 

7 6 5 2 4 3 3 4 
- 1 O b a b + 3 5 b a b a - 4 5 b a b a  + 2 5 b a b a  - 5 b a b a  

Type : LiePolynomial2 (OrderedVarlistl [a,b] ,RationalNumiber) 
Time: .8 (EV) + .O67 (OT) = .867 sec 

; t  ::DPOLY - t 2  : :  DPOLY 

(20) O 
Type: ~DistribuedPolynomial(OrderedVarlistl [a,bl ,RationalNumber) 

Time: 11.5 (IN) + . 1  (EV) + .O17 (OT) = 11.617 sec 



La base PBWL 

D.l Le fichier de commandes 

Voici un petit fichier permettant d'effectuer des calculs dans la base PBWL et de s'auto- 
vérifier. 

-- Test  XPBWPOLY Polynomes non comutatifs exprimes dans l a  base 
O - de Poincare-Birkoff-Witt 
-- V4.3 du 26/07/91 
----------------------------------------------------------------o---- 

) load O V 1  OFHON1 LWORD XDPOLY PBWLB XPBWPOLY )cond 
l c l e a r  al1 

LETTRE := O V 1  [a,bl 
a:LETTRE :- v a r i a b l e 0 a )  
b:LMTRE := variableCPb) 

MOT :- OFMON1 LETTRE 
LW : = LWORD (LETTRE) 
BASE := PBWLB LETTRE 
LP := LPOLY (LETTRE, Rit) 
POLY := XPBWPOLY (LETTRE, Rit) 
DPOLY := XDPOLY(LETTRE, RH) 

l i s te  : L i s t  LW 

p : POLY := m~nom(lirte.10 :: BASE, 1) 
q : POLY :* raalar(1irca .22 : : BISE, 1) 
r : PQLY :a g+q 

pd: DPOLY := p 
qd: DPOLY :- q 
rd :  DPOLY := p*q 
r d  - r::DPOLY 



D.2 Les résultats 

Les crochets de Lyndon sont notés {u') où w est un mot de Lyndon. Ainsi {ab) doit étre 
interprété comme le polynôme de Lie ab - ba. 

On remarquera (voir dernière ligne) qu'il est trés facile de vérifier si un polynôme exprimé 
dans la base PBWL est un polynôme de Lie. 

;LETTRE := O V 1  [a,b] 

(1) OrderedVarlistl  [a, b] 
Type: Domain 

Time: .1 (IN) = .1 sec  

Type : OrderedVarlist 1 [a,b] 
Time: .O67 (IN) + .1  (OT) = .167 sec 

Type : OrderedVarlist 1 [a,bl 
Time: .O33 (IN) + .1 (OT) = .133 sec 

;MOT := OFMONl LETTRE 

(4) OrderedFreeMonoidi OrderedVarlistl  [a,b] 
Type: Domain 

Time: .O67 (IN) = .O67 sec 

;LW : = LWORD (LETTRE) 

( 5 )  LyndonWord OrderedVarlistl  [a,bl 
Type: Domain 

Time: .O67 (OT) = .O67 sec 

;BASE := PBWLB LETTRE 

(6) PoincareBirkoffWittLyndonBasis OrderedVarlistl  [a,b] 
Type: Domain 

Time: .1 (OT) = .1 sec 

;LP :=%,LPOLY(LETTRE, RN) 

(7) LiePolynomial (OrderedVarlistl  [a, bl , ~ a t i o n a l ~ u m b e r )  
Type: Domain 

Time: O sec 



;POLY := XPBWPOLY(LETTRE, RN) 

(8) XPBWPolynomial (OrderedVarlistl  [a,b] ,RationalNumber) 
Type: Domain 

Time: .O67 (IN) = .O67 sec 

;DPOLY := XDPOLY(LETTRE, RN) 

(9) XDistribuedPolynomial (OrderedVarlist 1 [a, b] ,~at ionalNumber)  
Type: Domain 

T h e :  .1 (IN) = .1 sec 

; l i s t e  : L i s t  LW := LyndonWordsList([a,bl, 6) 

3 3 3 2 2 2 2 2 4 3 
(a b a b ) ,  ( a b  ), ( a b  a b 3, ( a b  a b ) ,  C a b  ), Ca b a b  3, 

Type : L i s t  LyndonWord OrderedVarlist 1 [a,bl 
Time: .1 (OT) = .1 sec 

;p  : POLY := monom(liste.10 :: BASE, 1)  

2 
( i l )  (a b a b) 

Type : XPBWPolynomial (OrderedVarlistl  [a,bl , ~ a t i o n a l ~ u m b e r )  
Time: .733 (IN) + .1 (EV) = .833 sec 

;q  : POLY := monom(liste.22 :: BASE, 1)  

5 
(12) Ca b 3 

Type : XPBWPolynomial (OrderedVarlistl  [a ,bl  , RationalNumber) 
Time: .5 (IN) + .O67 (OT) = .567 sec 

;r : POLY : = p * q  

(13) 
2 5 2 5 2 5 5 2 

( a b a b a b 3 + 2 ( a b a b a b ) + ( a b a b a b ) + ( a b ) ( a b a b )  



Type : XPBWPolynomial(OrderedVarlist1 [a,b] , ~ a t i o n a l ~ u m b e r )  
Time: .333 (IN) + . 1  (EV) = .433 sec  

;pd: DPOLY := p  

(14) 
2  2  2  2  2  2  3  2  

a b a b - a b a - 3 a b a b + 4 a b a b a - a b a  + 2 b a b - 3 b a b a  
+ 

2  
b a b a  
Type : XDistribuedPolynomial (OrderedVarlist 1 [a, b] ,Rat ionalNumber) 

T h e :  .1  (IN) + .1 (OT) = .2 s e c  

;qd: DPOLY := q  

5  4  2  3 3  2  4 5  
(15) a b  - 5 b a b  + l o b a b  - 1 O b a b  + 5 b a b - b a  

Type: XDistribuedPolynomial(OrderedVarlist1 [a,b] ,RationalNumber) 
T h e :  .133 (IN) = .133 sec  

; r d :  DPOLY := p*q 

(16) 
2  5  2  2  4  2  3  3 2  4  2  

a b a b a b  - 5 a b a b a b  + 1 0 a b a b a b  - l O a b a b a b  
+ 

2  5  2  6 2 2 2 5  2  2  4  2 2  2  3  
5 a b a b a b - a b a b a - a b a b  + 5 a b a b a b  - l O a b a b a b  

+ 
2 2  3  2  2 2  4  2 2  5  2  5  

1 0 a b a b a b  - 5 a b a b a b + a b a b a - 3 a b a b a b  
+ 

2 2  4  2 3  3 2 4  2  2  5  
1 5 a b a b a b  - 3 0 a b a b a b  + 3 0 a b a b a b  - 1 5 a b a b a b  

+ 
2 6 2  5  4  2  3 

3 a b a b a + 4 a b a b a b  - 2 O a b a b a b a b  + 4 0 a b a b a b a b  
+ 

3  2  4 5 2  3 5  
- 4 O a b a b a b a b  + 2 0 a b a b a b a b - 4 a b a b a b a - a b a b  

+ 
2  2  4  2 2 2  3 2 2 3  2  2 2 4  

5 a b a b b a b  - 1 0 a b a b a b  + i O a b a b a b  - 5 a b a b a b  
+ 

2  2  5  3 5 3 2  4  3 3  3 3 4  2  
a b a b a + 2 b a b a b  - l O b a b a b  + 2 0 b a b a b  - 2 0 b a b a b  

+ 



3 5 3 6 2 2 5  2 4 
l o b a b a b - 2 b a b a - 3 b a b a b  + 1 5 b a b a b a b  

+ 
2 2 3 2 3 2 2 4 

- 3 O b a b a b a b  + 3 0 b a b a b a b  - 1 5 b a b a b a b  
+ 

2 5 3 5 2 4 2 2  3 
3 b a b a b a + b a b a b  - 5 b a b a b a b  + l o b a b a b a b  

+ 
2 3  2 2 4 2 5 

- 1 O b a b a b a b  + 5 b a b a b a b - b a b a b a  
Type : XDistribuedPolynomial(0rderedVarlist1 [a,b] ,RationalNuaber) 

Time: .3 (IN) + .167 (EV) + .O67 (OT) = .533 sec 

(17) O 
Type : XDistribuedPolynomial (OrderedVarlistl [a,b] , ~ a t i o n a l ~ u m b e r )  

Time: 3 .8  ( I N )  + .O67 (EV) + .O67 (OT) = 3.933 sec 

2 5 2 5 2 5 
(18) ( a b a b a b ) + 2 ( a b a b a b ) + ( a b a b a b )  

Type: XPBWPolynomial (OrderedVarlistl [a,bl ,RationalNumber) 
Time: .467 (IN) + .1 (EV) = .567 sec 



La réalisation minimale 

E.l Le fichier source 

Voici le contenu d'un fichier permettant de lancer sous interpréteur SCRATCHPAD le cdcul de 
la réalisation minimale d'un polynôme de degré 7 en 3 variables. 

-- test de DPS 
-- V4.3 Aout 91 
-- ============= 
.................................................................... 
++ But: a partir d'un polynome g en variables non commutatives, 
+ + calculer un systeme dynamique analytique minimal admettant 
++ g comme serie generatrice. 
.................................................................... 

Iclear al1 
Iload OFMON1 LWORD XRPOLY XDPOLY LPOLY VSBASISl IV )cond 
Iload DSMOD VECFIELD XTAYLORI DPS Icond 

-- Alphabet de commande 

poly := XRecursivePolynomial(ca,RN) -- instanciation des domaines 
sdyn : = DynamicPolynomialSystem(ca, >q,RN) 

g:poly := 4*x2**4 - xO*x1**4 +3*x2*~1**3; 
g := sh(g,xO); 
g := sh(g,xl); 
extend g 

sd: sdyn := realisation(g1; -- algo de realisation 
dimension sd -- dimension de l'espace dyetat 
Observation sd -- fonction d y observation 
VectField(sd ,xO) -- champ de vecteurs obtenu pour chaque entree 
VectField(sd ,xl) 
VectField(sd,x2) 



On constate sur cet exemple que le calcul complet s'effectue en moins d'une minute sur un 
PC-RT (diviser le temps par 3 pour une RS-6000). 

;poly : = XRecursivePolynomial (ca,RBi) -- inrtanciation des domaines 

(5) XRecurs ivePolynomial (IndexedVariable x , FtationalNumber) 
Type: Domain 

Time: .1 (IN) = .1 sec 

(6) DynamicPol~omialSystem(IndexedV~iable x, q ,RationalDIumber) 
Type: Domain 

Time: .O33 (IN) = .O33 sec 

;g:poly := 4*x2**4 - xO*x1**4 +3*x2*~1**3; 
Type: Void 

T b e :  1.667 (IN) + .233 (EV) - 1.9 sec 

Type: Void 
Time: .1 (IN) + .1 (EV) .2 sec 

Type: Void 
The: .1 ( I l )  + .2 (EV) + 3  sec 



2  3 3 3 2  2 
4 x x x  x x  + 4 x x x  x  + 1 2 x x x x  + 4 x x x x  + 1 2 x x  x x  

2 0 2  1 2  2 0 2  1 2 1 0 1  2 1 0 2  2 1  O 1  
+ 

3 4  2  2  3 
1 2 x x  x x  + 1 2 x x  x  + 4 x x x x x  + 4 x x x  x x  + 4 x x x  x  

2 1  0 1  2 1  O 2 1 2 0 2  2 1 2  0 2  2 1 2  0  
+ 

2  2  2  2  2  2  2  
4x x x x  + 4 x  x x x x  + 4 x  x x  x  + 4 x  x x x  

2  0 1 2  2  0 2 1 2  2  0 2  1 2  1 0 2  
+ 

2  2  2  3 3 3  
4x x x x x  + 4 x  x x  x  + 4 x  x x x  + 4 x  x x x  + 4 x  x x x  

2  1 2 0 2  2  1 2  O 2  0 1 2  2  0 2 1  2  1 0 2  
+ 

3 4  4  2  5  4  
4x x x x  + 4 x  x x  + 4 x  x x  - 1 O x  x  - 6 x x x x  

2  1 2 0  2  0 1  2  1 0  O 1 0 1 0 1  
+ 

2  3 3 2  4  5  2  4  
- 5 x x  x x  - 5 x x  x x  - 5 x x  x x  - 5 x x  x  - 2 x x  x  

O 1  O 1  0 1  O 1  O 1  O 1  O 1  O 1 0  1 
+ 

3 2  2  3 4  
- x x x x x  - x x x  X X  - x x x  X X  ' X X X  X 

1 O 1 O 1 1 0 1  0 1  1 0 1  O 1  1 0 1  O 
Type: XDistribuedPolynomia1(IndexedVariable x,RationalNumber) 

Time: .1 (EV) + .6 (OT) = .7 sec 

;sd: sdyn := realisation(g1; -- algo de realisation 
Mots de Lyndon 
Calcul de la base-standard des residuels de g 
Rang de Lie: 7 
Calcul des coordonnees locales 
Calcul de la fonction d'observation 
Calcul des champs de vecteurs 

Type: Void 
Time: .1 (IN) + 54.3 (EV) = 54.4 sec 

-- dimension de l'espace d'etat 

Type: PositiveInteger 
Time: .O67 (OT) = .O67 sec 



; Observation sd -- fonction d'observation 
1 5 2  1 4 1 3 1 2 1 

(13) --- q q + (--- q q + -- Q Q  + "  4 9  *'49)9 
600 5 6 120 3 5  3 0 2 5  10 1 5  5 O S 6  

Type : SparseMult ivariat ePolynomial (Rat ionalBimiber, IndexedVariable q) 
The: .1 (EV) + .1 (OT) - .2sec 

;VectField(sd,xO) -- champ de vecteurs obtenu pour chaque entree 

d d 
(14) ---- - 5 ---- 

5 d q  d q 
3 6 

Type : VectorField(IndexedVariab1e q,SMP(Rationa;llumber, IndexedVariable q) ) 
Time: .1 (OT) .1 sec 

d d d  d d 
(15) q ---- + Q ---- + q --" + 9 ---- - ---- 

1 d q  2 d q  3 d q  6 d q  d q  
O 1 2 3 5 

Type : VectorField(IndexedVariab1e q, SMP (Rational$imiber, fnaexedvariable q) 
Time: .O67 (OT) a .O67 sec 

1 3 d  d  d d 
(16) -- q ---- - 3q ---- + 12 ---- + 4 ---- 

96 4 d q  5 d q  d q d q  
O 2 3  4 

rype : VectorField (IndexedVarlable q,SMP(Rational1mber, In6exedvaria~~e q) 
Tho: .1 (EV) = .l sec 



Le groupe de 

F. l  Le fichier source 

Lie 

Voici le contenu d'un fichier permettant d'effectuer sous interprèteur SCRATCHPAD quelques 
calculs dans le groupe de Lie d'une algèbre nilpotente à l'ordre 4. On observe que les coeffi- 
cients {co, c i )  sont des variables commutatives tandis que les lettres {xo, x i )  ne coiniilutent 
pas. Ce genre de calcul est délicat à effectuer dans les systèmes de calcul formel non typés. 

COEF := P RN -- definition des domaines 
lettre := OrderedVarlistl [xO ,xi] 
GL : = LieExponent ials ( [XO ,xl] , COEF , 4) 
LP := LiePolynomial(lettre, COEF) 
PBW := XPBWPolynomial(lettre, COEF) 

xO :lettre := variable('x0) -- forcage de type 
xi :lettre := variable('x1) 

g  : GL := go * gl 
.g :: PBW 

log Cg) $GL 
mirror ig) $GL 
h: GL := inv(g)$GL 
h * g  
g * h  

-- debut des calculs 

-- representation interne 



F.2 Trace d'exécution 

On constate sur cet exemple que les éléments du groupe de Lie sont affichés sous forme de 
produits décroissant d'exponentielles mais sont repésentés de façon interne par des polynômes 
exprimés dans la base PBWL. Ne pas trop tenir compte des temps de calcul qui fluctuent 
assez sensiblement d'une exécution à l'autre. 

(1) Polynomial RationalNumber 
Type: Domain 
Time: O sec 

;lettre := OrderedVarlistl [xO,xi] 

(2) OrderedVarlist 1 [xO ,xi] 
Type: Domain 

Time: .3 (IN) + .2 (OT) = .5 sec 

; GL : = LieExponent ials ( 1x0 ,xi] , COEF, 4) 

(3) LieExponentials([xO,xl],Polynomial RationalNumber,4) 
Type: Domain 

Time: .O67 (IN) + .O67 (OT) = .133 sec 

;LP : = LiePolynomial (lettre, COEF) 

(4) 
LiePolynomial (OrderedVarlist 1 [XO ,xl] ,Polynomial ~ational~umber) 

Type: Domain 
Time: .O67 (IN) = .O67 sec 

;PBW : = XPBW~olynomial (lettre, COEF) 

(5) 
XPBWPolynomial (OrderedVarlist 1 [xO ,xi] ,Polynomial Rational~umber) 

Type: Domain 
Time: .1 (OT) = .1 sec 

Type: OrderedVarlistl [xO,xl] 
The: .1 (IN) + .1 (OT) = .2 sec 

Type: ~rdered~arlistl Lx0 ,xi] 
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(8) (x03 
Type : LiePolynomial (OrderedVarlist 1 [XO ,xi] ,Polynomial Rational~umber) 

Time: .i (IN) + .i (OT) = .2 sec 
;pO := c0::COEF * pO 

(9) cO(xO3 
Type : LiePolynomial (OrderedVarlist 1 [xO ,xi] ,Polynomial RationalNumber) 

Time: .3 (IN) + .O67 (OT) = .36? sec 
;gO : GL := exp(p0) 

cO(xO3 
(10) e 

Type : LieExponentials ( 1x0 ,xi] ,Polynomial RationalNumber,4) 
Time: .O33 (IN) + .1 (EV) = .133 sec 

;pi : LP := xl 

(11) (xi3 
Type : LiePolynomial (OrderedVarlist 1 [XO, xi] ,Polynomial Rational~umber) 

The: .i (IN) + .i (OT) = . 2  sec 

(12) ci(xi3 
Type: LiePolynomial(0rderedVarlistl [x~,xi],Polynomial RationalNumber) 

Time: .2 (IN) + .O67 (OT) = .267 sec 

ci(xi3 
(13) e 

Type : LieExponentials ( [xO ,xi] ,Polynomial ~ational~umber ,4) 
Time: .O67 (IN) + .i (OT) = .167 sec 

e e e e 
Type : LieExponentials ( [xO ,xi] ,Polynomial RationalNumber ,4) 

Time: .3 (IN) + .3 (EV) + .i (OT) = .? sec 



;g :: PBW -- representat ion interne 

. . . . . . . . . . . . 
+ 

1 3 1 4  
- CO cl ~ x l ~ ~ x 1 ~ ~ x 1 3 ~ x 0 3  + -- cl ~ x 1 ~ ~ x 1 ~ ~ x l 3 ~ x 1 3  
6 24 

Type : XPBWPolynomial (OrderedVarlist 1 [xO ,xi] ,Polynomial ~ational~umber) 
Time: .O67 (OT) = .O67 sec 

; log(g) $GL 

(16) 
1 1 2  2 

cO(x0) + cl(x1) + - CO ci(x0 xi) + -- CO ci(x0 xi) 
2 12 

+ 
1 2 2 1 2 2  2 2  
-- CO cl (x0 xl 3 + -- CO cl (x0 xi 3 
12 24 

Type: LiePolynomial(OrderedVarlist1 [xO,xl],Polynomial RationalNuber) 
Time: .1 (IN) + 3.833 (EV) + .O67 (OT) = 4.0 sec 

;mirror(g)$GL 

ci(xl3 cO(x0) 
(17) e e 

Type : LieExponent ials ( [xO ,xi] ,Polynomial RationalNumber ,4) 
T h e :  .O67 (IN) + .6 (EV) = .667 sec 

;h: GL := inv(g)$GL 

- cl(x1) - cO(x0) 
(18) e e 

.- Type: LieExponentials ( [xO ,xi] ,Polynomial RationalNuber ,4) 
T h e :  .1 (IN) + .6 (EV) + .1 (OT) = .8 sec 

;h * g 



(19) 1 
Type : LieExponentials ( [xO,xl] ,Polynomial RationalNumber ,4) 

Time: . 2  (IN) + 10.3 (EV) + .1 (OT) = 10.6 sec 

(20) 1 
Type : LieExponentials ( [xO ,xl] ,Polynomial RationalNumber ,4) 

Time: .167 (IN) + 1.433 (EV) = 1.6 sec 

F.3 Produit de deux séries de Chen 

\.'oici les formules calculées eil SCRATCHPAD permettant de calculer la série de Clien corre- 
sl~oiidaiir à la conca t éiiat ion de deus entrées quelcoriclues (voir 7.4 .l..5 page 10;). les calciils 
étant valid~s pour une a1gèl)i.e de Lie iiilpotente à 1'ordi.e .5. 
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Key W O ~ ~ S :  N0nÜnea.r contml, Mgebraic computing, Andytic minimal i&ation, 
Lie Jgebra, Noncommutative polynomials, Shufiie aigebra 
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Ch prdtwnte lm algarlthm~~~ de b.oe psamettmt 1SImphtatlblr dm poîydbw en o u f r h  
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Quatre rcpr4qmWns des polydmes non cimmutr.ti& wmt daeslaBclil: 

3 .  

distribuée, 

récursive, 

dans iine base de Poincaré-Bikhoff-Witt, . dans uns b ~ .  da tranimdance de l'aigbbte de mélange. 

Un paquetage complet potu le dd de la rUration analytique minimale des sari88 généra- 
trices pdynomiale est donné sinsi que des outils de base pour le traitement du Ymotion 
plmning", wtueiiement développé dans l'bquipe S.N.C.F. 

algorithmas sont implantés dans le syrrtbe de dd formel SciuTcRPAD-AXIOM en 
@lisant les techniques du génie logidel : généricité, types abstraits, héritage. 
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