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NOTATIONS 

[BI : matrice des dbrivbes des fonctions d ' in terpolat ion Hi pa r  rapport au 
repère l oca l ,  

[Cl : matrice de l a  l o i  de comportement, 

CC,] : matrice de l a  l o i  de comportement de l a  nihe couche, 

Ef : module de Young de l a  f i b r e ,  

E, : module de Young dans l a  d i rec t ion  i, 

E~ : module de Young de l a  matrice, 

F : Force, 

Gi j 
: module de cisail lement dans l e  plan i j ,  

h : épaisseur de l a  s t ruc ture  modélisée, 

Hi : fonctions d ' in terpolat ion,  , 

1 : i n e r t i e  de f lexion,  

[JI : matrice de Jacobi, 

[KI : matrice de r i g i d i t é ,  

[Ml : matrice de masse, 

{M) : vecteur des moments résu l tan ts ,  

(N) : vecteur des e f f o r t s ,  

nc : nombre de couches, 

[BI : matrice de passage du repère rédui t  au repère l oca l ,  



[QI : matrice de l a  l o i  de comportement homogénéisé, 

[RI : matrice de passage du repère orthotrope au repère local ,  

r , s , t  : systeme de coordonnées réduites, 

[SI : matrice de souplesse, 

S : surface de l a  structure modélisée, 

U : énergie de déformation, 

t : temps, 

u,v,w : déplacements nodaux, 

v f : fraction volumique des f ibres,  

Vx,Vy,VZ : systeme cartésien nodal, 

X,Y,Z : système de coordonnees globaïes, 

x,y,z : système de coordonnées locales,  

Z,, : cote moyenne de l a  plaque, 

: cote moyenne de l a  nihe couche, 

P : constante de Hil l ,  

ex ,O, : rotations nodales, 

(6) : vecteur des déplacements nodaux, 

{ E  ) : vecteur déformation, 

E , , E ~ , € ~ :  déformations normales, 

E ~ , , E , ~ , E ~ ~ :  déformations normales, 

Y12 ,'Y23,Y31: déformations transversales, 



Xy,Yxz,\z: déformations transversales, 

v , j  : coefficient de Poisson, 

f : coefficient de Poisson de la fibre, 

un, : coefficient de Poisson de la matrice, 

P : masse volumique, 

(O) : vecteur contrainte, 

1 : contraintes normales, 

O,, , y ,oz : contraintes normales, 

* * * *  oxx , uy y ,T~, , T~ : contraintes limites de rupture, 

T ~ ~ , ~ ~ ~ , T ~ ~ :  contraintes de cisaillement, 

T~~,T,~,T,,: contraintes de cisaillement, 

<P : orientation des fibres, 

R : domaine modélisé par éléments finis, 

O : pulsation, 

a : symbole de dkrivation partielle, 

A : symbole de produit vectoriel. 



INTRODUCTION 

Les projecteurs électroacoustiques employés actuellement en 

acoustique sous marine utilisent l'effet piézoélectrique, ou parfois 

magnétostrictif, pour convertir l'énergie électrique en énergie acoustique. 

Dans le but d'augmenter les portées de détection, il est nécessaire 

d'employer des transducteurs offrant des puissances élevées B des 

frkquences de plus en plus basses tout en ayant des dimensions 

raisonnables. Cependant, il est difficile de faire progresser simultanément 

les transducteurs dans toutes ces directions. En effet, la puissance 

acoustique d'une source monopolaire basse fréquence est proportionnelle, au 

carré de l'amplitude du déplacement de la surface rayonnante, à l'aire de 

cette surface et à la fréquence. Compte tenu des caractéristiques 

précédentes, le concepteur de transducteurs est donc amené à augmenter, 

soit la surface de rayonnement, soit l'amplitude de vibration des 

transducteurs. 

La plupart des solutions retenues utilisent des vibrations de 

flexion pour assurer la transmission de l'énergie mécanique au milieu 

fluide. Lorsque cette flexion est localisée dans la partie inactive, les 
! 

transducteurs sont de type flextensionnel 1 2 Ils exploitent la 

conversion du mouvement longitudinal ou radial de leur moteur en mouvement 

de flexion de leur coque pour amplifier notablement la vitesse volumique et 

la puissance acoustique rayonnée. Ce concept, proposé par H.C. Hayes [3] et 
développé ensuite par W.J. Toulis, a conduit B définir cinq classes de 

transducteurs flextensionnels suivant leur géométrie (Fig. l), toutes 

destinees à fonctionner en basse fréquence [ 2 ,  41. 

Un transducteur flextensionnnel est composé de deux parties 

distinctes, la coque et le moteur (Fig. 2). La coque, qui constitue 

l'élément externe du transducteur peut, B cause de sa. forme et de ses 

dimensions, avoir une ou plusieurs fréquences de résonance dans la bande 

d'intérêt. Le couplage de ces différents modes est alors susceptible de 

fournir une largeur de bande de plusieurs octaves. A encombrement donné, la 

coque peut être réalisée en matériau composite pour réduire la frkquence de 

résonance, diminuer le facteur de qualité mécanique du transducteur dans 

l'eau et, en conséquence, augmenter la largeur de bande. 



Les transducteurs de type IP et IZ sont pour le moment les plus 

utilisés. Ceux de type IP sont composés d'un cylindre ovale et d'une ou 

plusieurs colonnes de céramiques piézoélectriques ou, parfois de barreaux 

magnétostrictifs et ont l'avantage de pouvoir être associés simplement. Les 

transducteurs de type P utilisent les vibrations radiales d'un anneau ou 

d'un disque de céramique Cl]. 

Bien que sensiblement différents du point de vue de la géométrie, 

tous les types de flextensionnels possèdent les mêmes propriétés (une 

largeur de bande importante, une puissance par unité de volume élevée, une 

solidité élevée, un rendement important et un encombrement rbduit). Le 

choix d'un transducteur flextensionnel peut se faire suivant deux 

directions : 

- classe du transducteur, 
- paramètres géométriques et physiques pour un type de 

transducteur donné : dimensions et forme, nature des matériaux, 

conditions de montage. 

Par ailleurs, ce choix peut être réalisé pour ajuster ou optimiser des 

caractéristiques multiples : fréquence de résonance, coefficient de qualité 

du transducteur immergé (bande passante), puissance acoustique, profondeur 

d'immersion. 

En service, la coque est soumise à des efforts alternés d'amplitude 

inférieure à sa limite statique de rupture. Elle peut rompre au bout d'un 

temps plus ou moins long par fatigue. Une compréhension des processus 

d'endommagement et de fatigue dans les matériaux composites est 

indispensable pour prédire le comportement, dans le temps, de ces 

transducteurs. En effet, la fréquence de résonance fondamentale de tels 

transducteurs étant principalement déterminée par les propriétés de la 

coque, l'endommagement de cette demigre provoque une variation des 

fréquences propres, de la rigidité et entraine, par conséquent, une baisse 

de la puissance acoustique. 

L'objet de cette thèse est d'étudier numériquement l'influence de 

l'endommagement des coques utilisées dans les transducteurs flextensionnels 

sur les fréquences de résonance. En effet, les matériaux composites 

s'endommagent par fatigue sous des sollicitations de compression ou de 



cisaillement en fonction d'un comportement purement aléatoire sauf s'il 

existe des mécanismes qui concentre l'endommagement : trou, réduction de 

largeur, point de concentration de sollicitations. Sous sollicitation 

cyclique une coque de flextensionnel peut s'endommager à la fois en 

traction-compression et cisaillement ce qui rend le phénomène complexe [5]. 
Les différents mécanismes possibles résultants sont : rupture des fibres, 

fissuration de la matrice normalement aux fibres et rupture de l'interface 

fibre-matrice. Du point de vue rbsistance des matériaux, le problème 

principal est alors de décrire correctement les contraintes de 

cisaillement. 

L'étude de la dégradation des coques composites peut s'envisager de façon 

expérimentale. Cependant, d'une façon générale, la caractérisation 

expérimentale des matériaux composites et de leur comportement nécessite 

soit des éprouvettes de grande taille, dans le cas ou l'on utilise des 

techniques dérivées de l'étude des métaux, soit des éprouvettes simples 

sollicitées dans plusieurs directions, ce qui implique des mesures 

nombreuses et simultanées. Ces deux techniques sont chères et longues à 

mettre en oeuvre et la reproductibilité des résultats en service 

incertaine. 

Cette étude peut également être conduite numériquement. 11 est cependant 

rare qu'un modèle simple permette de décrire la rupture en fatigue d'une 

structure existante. L'approche proposée ici vise (à partir d'une analyse 

modale de la structure endommagée in situ, et en fonction des résultats 

d'un calcul numérique par éléments finis) à mettre en évidence de façon 

qualitative et quantitative le type d'endommagement. Pour parvenir à cet 

objectif, le code éléments finis ATILA 16, 73 développé ii l'Institut 

Supérieur dlElectronique du Nord a été utilisé. Il permet d'étudier le 

comportement dans l'air et dans l'eau de transducteurs piézoéléctriques et 

magnétostrictifs. L'utilisation du code pour le calcul de structures 

composites a mis en évidence la nkcessité de développer des éléments 

nouveaux pour compléter la bibliothbque existante. La détermination du 

comportement mécanique d'une structure stratifiée nécessite la connaissance 

du champ de contraintes dans chaque couche. Ce champ permet d'évaluer les 

seuils de rupture, ainsi que la zone et les couches les plus sollicitées. 

Ce rapport est divisé en cinq chapitres. Dans le premier, nous 

présentons, d'une part les propriétés physiques et mécaniques des matériaux 

composites et l'intérêt de leur utilisation dans les transducteurs 



flextensionnels, d'autre part, les mécanismes d'endommagement de ces 

matériaux. On décrit dans le second chapitre les éléments composites du 

code et le calcul des contraintes. Au troisième chapitre, nous proposons 

une série de tests qui valident les éléments développés, par comparaison 

avec des résultats théoriques et expérimentaux. Les différents modes de 

rupture des structures composites sont étudiés dans le quatrième chapitre. 

Dans un premier temps, le comportement d'une poutre multicouche endommagée 

est modélisé et comparé aux résultats d'un modèle analytique. Pour chaque 

mode de rupture et différentes séquences d'empilements, l'évolution des 

fréquences de résonance en fonction de l'amplitude et de la position d'une 

fissure a ensuite été testée sur une plaque et une coque. Le dernier 

chapitre concerne des essais réalisés sur une plaque dont on a 

volontairement coupé une partie des fibres afin de simuler un type de 

rupture. Les résultats expérimentaux sont comparés aux résultats obtenus 

par des mod6les numériques. Nous concluons en précisant l'intérêt de cette 

approche pour, a partir d'un comportement en fréquence modifié, déduire le 

type d'endommagement ayant provoqué la dégradation du fonctionnement du 

transducteur. 



classe 1 1 

classe li 

classe El 

classe II 
classe Iii 

Fig. 1 - CZasses de transducteurs fZextensionneZs. 

Déplacements de la coque 

Fig. 2 - Principe de fonctionnement d'un transducteur de ctasse IL?. 





CHAPITRE 1 

CARACTERISTIQUES MECANIQUES DES MATERIAUX COMPOSITES. UTILISATION DE CES 

MATERIAUX DANS LES TRANSDUCTEURS FLEXTENSIONNELS 

L'obaet de ce chapitre est d'étudier tes caractéristiques 

mécaniques des matériaux composites, principatement ceux utitisés dans Za 

réatisation de transducteurs ftextensionnets, puis de présenter Zes 

différents modes d'endommagement et enjin d'analyser te comportement 

dynamique des transducteurs ftextensionnets de ctasse Hpour diffërents 

matériaux de coque. 





1 - 1 CARACTERISTIQUFS MECANIQUES DES MATERIAUX COME'ûSITES 

1 - 1.1 Définition et propriktks des matkriaux composites 

Les matériaux composites sont des matériaux hétérogènes constitués 

d'au moins deux phases ayant leur existence propre et arrangées suivant un 

plan déterminé [8]. On appelle de façon courante matériaux composites, des 

arrangements de fibres, continues ou non, d'un materiau résistant 

constituant le renfort. Celles-ci sont noyées dans une matrice dont la 

résistance mécanique est, en général, beaucoup plus faible. Le diam&tre de 

ces fibres est de l'ordre de 5 B 10 microns [ g ] .  Dans une pièce dite 

unidirectionnelle, c'est-&-dire dans laquelle les fibres sont paralleles 
entre elles, on trouve de 10 000 & 20 000 fibres par mm2 de section droite. 

La matrice conserve la disposition gkom6trique des fibres et leur transmet 

les sollicitations auxquelles est soumise la pièce. Le matériau ainsi 

obtenu est hétérogène et très fortement anisotrope. 

Pour définir leurs propriétés mécaniques, les matériaux composites 

nécessitent un plus grand nombre de caractéristiques que les matériaux 

classiques. L'origine de ce fait se trouve dans l'anisotropie et, dans une 

moindre mesure, dans l'hét6rogénéité de ces matériaux. En conséquence, la 

mécanique des matériaux composites, pour prendre en compte de façon 

complète ce nombre de paramètres, fait appel au calcul matriciel et/ou 

tensoriel, pour résoudre numériquement les équations de l'élasticité. Les 

paragraphes qui suivent traitent un certain nombre de notions régissant le 

comportement g6néral d'un matériau. Ces notions seront utilisées comme 

éléments de base dans la méthode de calcul adoptée. 

1 - 1.2 Matrices de rigiditb et de souplesse 

Une structure composite est en général constituée de plusieurs 

couches élémentaires. Chaque couche a un seul type de renforcement et les 

renforts varient en nature et/ou en direction de couche à couche. Pour 

chaque couche, la loi de Hooke, ou la loi d'élasticité linéaire [IO] 

s'écrit : 

{a) = [Cl {El (1.1) 

où {a) est le vecteur contrainte, {E) le vecteur déformation et [Cl la 



matrice de l o i  de comportement. On peut u t i l i s e r  auss i  l a  re la t ion  inverse : 

où [SI est l a  matrice de souplesse ou de compliance. Un matériau é las t ique  

sans  aucune symétrie est q u a l i f i é  de  t r i c l i n i q u e  e t  son comportement 

é l a s t i que  est carac té r i sé  par  21 constantes indépendantes. S ' i l  possède 

t r o i s  plans orthogonaux de symétrie, il est q u a l i f i é  d'orthotrope, l e  

nombre de constantes indépendantes est a l o r s  de 9. Lorsque l e  matériau est 

i so t rope  tranverse il possède 5 constantes indépendantes. Dans l e  cas où l e  

plan d ' i so t rop ie  cofncide avec l ' u n  des plans du système de coordonnées, 

les constantes non nu l les  sont  au nombre de 9. 

C e t t e  dernière configuration est c e l l e  u t i l i s 6 e  pour décr i re  les constantes 

é las t iques  d'une couche d'un matériau composite dont l ' axe  1 est l ' axe  de 

l a  f i b r e  e t  l e  plan 2-3 l e  plan d ' i so t rop ie  (Fig. 1.1). 

Dans ce cas : 

'Cl 1 Cl2 Cl2 O O O 
'12 '22 '23 0 0 0 
'12"23 '22 0 0 0 
O O O (C,,- C2,)/2 O O 
O 0 0  O C66 0 
0 0 0  O O '66 

al , oz et  a3 représentent les contra intes  normales, El , E2 et  E3 sont les 
deformations associées. T 

23 * T~~ et r12 sont  les contraintes de 



cisaillement, les déformations associées étant YZ3, rjl et Y,,. Les 
notations retenues ici sont les notations classiques de la résistance des 

matériaux. 

On peut également écrire les relations inverses A l'aide de l'équation : 

où les Sij représentent les termes de la matrice de souplesse. 

1 - 1 . 3  Constantes pratiques 

Les termes Cij et Sij étant difficilement mesurables, il convient de 
les exprimer en fonction des modules de Young et des coefficients de 

Poisson. Les composantes de la matrice de souplesse CS] s'&rivent 

directement en termes de constantes pratiques : 

où: 

- E, est le module de Young dans la direction i, 
- Gij est le module de cisaillement dans le plan ij, , 
- vij est le coefficient de Poisson, défini pour la déformation 

longitudinale créée dans la direction j pour une contrainte de 

traction uniaxiale dans la direction i : 

Vij = - j - 
i 



L e s  expressions ( I l )  (1.2) e t  (1.5) sont  é c r i t e s  dans le  repère 

d 'or thotropie  (repére l i é  aux f ib res )  e t  peuvent s'exprimer dans un repère 

global en effectuant  un changement de repére. 

1 - 1.4 Changement de  rep4re 

Dans l e  cas d'un matériau multicouche, l e s  f i b r e s  des di f férentes  

couches ont des or ientat ions  d i s t i nc t e s .  La l o i  de comportement (1.3) peut 

s'exprimer sous forme t enso r i e l l e  dans un repère l ié  aux f i b r e s  : 

O i j  = C i  j k l  .%il 

où uij e t  c i j  sont les composantes des tenseurs des contra intes  e t  des 

déformations, C i j k l  est le tenseur des constantes é las t iques  dont l a  

condensation conduit aux re la t ions  (1.1) e t  ( 1 . 3 ) .  La r e l a t i on  (1.7) 

s ' é c r i t  donc dans un repére d i f fé ren t  pour chaque couche, ce qui  nécessite 

de  dé f in i r  un repere unique, l i é  à l 'klément, pour le calcul  de l a  matrice 

de r i g i d i t é .  S i  l ' o n  désigne par  p l ' ang l e  en t r e  l ' a x e  1 l i é  a l a  f i b r e  e t  

1 ' axe l* l ié  l 'élément, les axes 3  et 3' é t a n t  confondus (Fig. 1.1) , l a  

matrice d'une ro ta t ion  élémentaire est déf in ie  par : 

D a n s  ce cas,  l a  r e l a t i on  de changement de repère pour l e  tenseur é las t ique 

est donnée pa r  : 

% j k i  = RirnRjnRkoRlp "mnop (1.9) 

06 'rnnop et  C i j k l  sont  dé f in i s  respectivement dans un repère d 'orthotropie 

e t  dans un repére  global.  

1 - 1.5 Comportement microm6canique d'une couche 

Les propr ié tés  matériel les d'une couche peuvent représenter son 

comportement homogénéisé, à l ' é c h e l l e  d'un élément représen ta t i f  du volume. 



Il f au t  néanmoins garder présent à l ' e s p r i t  que l e  composite est hétérogène 

e t  q u ' i l  e x i s t e  des e f f e t s  d ' in te rac t ion  e n t r e  f i b r e s  e t  matrice dus au 

f a i t  que les const i tuants  ont  des propr ié tés  physiques d i f fé ren tes .  L'objet 

de l a  micromécanique est, notamment, de préd i re  les proprié tés  

homogénéisbes d'une couche à p a r t i r  des propr ié tés  matér ie l les  des 

d i f f é r en t s  const i tuants ,  c 'es t -à-dire  de déterminer les r i g i d i t é s  (ou l e s  

souplesses) d'un composite renforcé par f i b r e s  en fonction des propriétés 

matér ie l les ,  de l a  f i b r e ,  de l a  matrice e t  de l eu r  r épa r t i t i on  géométrique, 

généralement ca rac té r i sée  par  les f rac t ions  volumiques. C e  qui  conduit à : 

- E, est l e  module de Young de l a  f i b r e ,  
- v, est l e  coef f ic ien t  de Poisson de l a  f ibre,  
- V, est l a  f rac t ion  volumique des f i b r e s ,  dé f in i e  comme l e  rapport 

du volume des f i b r e s  au volume t o t a l ,  

des dé f in i t i ons  analogues é t an t  u t i l i s é e s  pour l a  matrice à l ' a i d e  de 

l ' i n d i c e  m. 

L e s  hypothdses de base s u r  l esque l les  repose c e t t e  approche sont 

les suivantes [Il] : 

a )  les f i b r e s  sont homogènes, à comportement é las t ique  l i n é a i r e  isotrope,  

régulièrement espacées e t  pa ra l l è l e s ,  

b) l a  matrice est également homogène, isotrope,  Alastique l i n é a i r e ,  

c )  l a  couche résu l tan te  est macroscopiquement orthotrope et sans pré- 

con t ra in tes  i n i t i a l e s ,  

d )  l a  l i a i s o n  en t r e  f i b r e s  e t  matrice est p a r f a i t e  e t  il n'y a pas de 

porosi té .  

1 - 1.6 Determination des constantes mater ie l les  

1 - 1.6.1 Approche à partir de ta mécanique des matériaux 

Dans l 'hypothèse où l a  déformation dans l a  d i rec t ion  des f i b r e s  

(d i rec t ion  1, Fig. 1.1) d'un composite à renfor t  unidirectionnel est l a  



meme dans les f ib re s  e t  dans l a  matrice, un module apparent El peut ê t r e  
dé f in i  pour le  matériau suivant l a  re la t ion  [Il] : 

De l a  m e m e  façon, dans l a  direct ion transverse,  le  module apparent E2 est 
donné par : 

L e s  valeurs du rapport E2/Em pour t r o i s  valeurs de Em/Ef en fonction de V, 
sont regroupées dans l e  tableau 1.1. On observe que pour 50% de volume de 

f ib re s ,  l e  module transverse E2 est deux fo i s  le module de l a  matrice, même 
si  E, = 10 Em. Cela s i g n i f i e  que les f ib re s  contribuent peu au module 
transverse, à moins que leur  pourcentage volumique s o i t  tr&s élevé. 

Tableau 1.1 - Vateurs de E2/Em pour différentes vateurs de Em/Ef et V,. 

Le coef f ic ien t  de Poisson majeur v 1 2  peut être obtenu de l a  même 
façon que El , suivant l a  r e l a t i on  : 

Enfin, le  module de cisail lement G12 OU G21 peut également être déterminé 
avec une hypothdse semblable, c 'est-&-dire en admettant que les contraintes 

de cisail lement dans les f ib re s  e t  dans l a  matrice sont les mêmes. Alors : 

Ces diverses re la t ions  consti tuent l a  rBgte des mélanges. 



1 - 1.6.2 Approche dr Z'aide des formuZations variationneZZes 

de Z'étasttcité 

Les principes énergétiques de l'élasticité classique ont &té 

utilisés par différents auteurs (CHAMIS et SENDECKYJ [12], PAUL [13]) pour 

déterminer les limites hautes et basses des modules d'élasticité des 

matériaux multiphases. HASHIN et ROSEN Cl41 ont étendu ces travaux à des 

matériaux composites renforcés par des fibres. Cependant, les résultats 

obtenus ne sont généralement ni assez précis, ni directement exploitables, 

à cause de la répartition aléatoire des fibres dans la matrice. 

1 - 1.6.3 Recherche des soZutions exactes 

La détermination des solutions exactes, il l'aide de methodes self- 

consistantes, pour différents cas d'inclusions élastiques, est très 

difficile. De nombreux modèles, plus ou moins complexes, ont été proposés 

(ADAMS et TSAI [l5], HILL [16], HEFOIANS [l7]) mais correspondent trop peu à 

la réalité. 

1 - 1.6.4 Recherche des soZuttons en fonctton de ta contigufté 

Dans la fabrication de composites filamentaires, les fibres sont 

souvent placées d'une façon aléatoire plutôt que d'une façon régulière 

(Fig. 1.2). L'analyse des modules d'un composite doit donc tenir compte du 

fait que les fibres se touchent ou non, c'est-à-dire du fait que des fibres 

peuvent être contiguës et d'autres non. On définit le degré de contiguTt6 C 

tel que C = O correspond à une non-contigufté (fibres isolées) et C = 1 

correspond à une contiguTt6 parfaite (toutes les fibres sont en contact), 

comme indiqué sur la figure 1.3. D'un point de vue analytique, une 

combinaison linéaire d'une solution pour laquelle toutes les fibres sont 

isolées les unes des autres (C = O) et d'une solution pour laquelle toutes 

les fibres sont en contact (C = 1) donne un module correct. Dans ce cas, 

TSAI [18] propose comme valeur pour le module transverse : . . 



dans les équations précédentes, C varie entre O et  1. 

Ffg. 1.2 - Représentatfon d'un arrangement réatiste de fibres [11]. 

C = O  C = l  

Fibres isolees e t  Matrice isolée e t  
résine contiguë fibres contiguës 

Fig. 1.3 - Extréma de contiguyté de fibres [Il]. 



Pour le coefficient de Poisson majeur, TSAI obtient : 

Finalement, la valeur du module de cisaillement est : 

Enfin, pour le module dans la direction des fibres, TSAI modifie la 

loi des mélanges pour tenir compte de l'imperfection de l'alignement des 

fibres et propose : 

El = k(V, E, + Vm Em) (1.19) 

le facteur de désalignement k variant ordinairement de 0,9 B 1. k est un 

paramdtre expérimental et dépend énormément du procédé de fabrication. 

TSAI [18] a réaiisé quelques études paramétrées intéressantes pour 

des composites fibres de verre-résine, avec les propriétbs nominales 
suivantes : Ef = 10.6 x 106 psi. vf = 0.22, E,,, = 5 x 106 psi et vm = 0.35. 
La figure 1.4 représente les variations de El, E, et G12 en fonction de E,, 

Ef prenant des valeurs 16.0 x 106. 10-6 x 106 et 6,0 x 106 psi. La figure 
1.5 représente les mémes variations mais avec des valeurs de Em valant 

1,2 x 106, 0.5 x 106 et 0,2 x 106 psi. Enfin la figure 1.6 concerne les 

variations des coefficients de Poisson vf et vm. On peut remarquer la 
grande influence du module d'élasticité des fibres sur le module E 

1 

(Fig. 1.4). Par contre, le module transverse E2 n'est influencé nettement 
que par le module d'élasticité de la résine (Fig. 1.5) alors que les 

coefficients de Poisson n'ont pratiquement pas d'influence (Fig. 1.6). TSAI 

1151 a également expérimenté l'effet d'une variation des valeurs de k et de 
C pour des composites verre-résine (v, = 0.22. E, = 10.6 x 106 psi. 

vm= 0.35. Em = 0.5 x 106 psi) pour diffbrents pourcentages de résine. 
Ses résui tats , regroupés sur les figures 1.7 et 1.8, indiquent que la 
valeur de k se situe bien entre 0,9 et 1, tandis que la valeur de C est 

généralement comprise entre O et 0.4. 

NB : 1 psi, c'est-à-dire pound/square inch (ttvre par pouce carré), - - 
6894,7 Pa. 
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Fig. 1.4 - contribution de Ef à E l ,  E2 et G 1 2  [id]. 

10 20 40 70 10 20 40 70 10 20 40 70 100 

Ftg. 1.5 - Contribution de E, à E l ,  E, e t  G 1 2  [ I d ] .  
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Fig. 1.6 - Contribution de u ,  et u ,  à E l ,  E2 et G 1 2  [18]. 



Pourcentage de résine par unité de poids 

Fig. 1.7 - Variations de El et E2 en fonction du pourcentage pondéral 
~ - 

I de résine 1181. 

I Pourcentage de résine par unité de poids l 
Fig. 1.8 - variations de v 1 2  et G I 2  en fonction du pourcentage pondéral 



1 - 1.6.5 Les équations de HALPIN e t  TSAI 

Les résultats de la micromécanique décrits précédemment aboutissent 

à des équations complexes. De ce fait, HALPIN et TSAI [lg] ont développé 

une procédure d'interpolation qui est une représentation approchée simple 

des résultats micromécaniques exacts. Cette procédure est assez précise si 

la fraction volumique de fibres n'approche pas 1. Les relations sont les 

suivantes : 

El = E, Vf + Em Vm 
v1 2 = Vf Vf + Vm Vm 

avec : 

- M le module concerne du composite (E2, G12 OU vZ3), 
- M, le module correspondant de la fibre (E,, G, ou v,), 
- Mm le module correspondant de la matrice (E,, O, ou v,). 

Les expressions de El et v12 restent celles fournies par les lois de 
mélanges. E est une mesure du renfort du composite qui dépend de la 

géométrie des fibres, de leur répartition et des conditions de chargement. 

Ses valeurs sont obtenues en comparant les relations (1.22) et (1.23) aux 

solutions exactes à l'aide d'une technique d'ajustage de courbes. 

La seule difficulté dans l'utilisation des équations de HALPIN et 

TSAI est la détermination d'une valeur convenable de E. HALPIN et TSAI ont 

acquis des résultats en parfait accord avec les résultats numériques 

obtenus par ADAMS et DONER [20, 211 pour des fibres circulaires à 

répartition carrée (fraction volumique de 0.55) en prenant E = 2 dans le 

calcul de E2 et E = 1 dans le calcul de GI2 (Fig. 1.9 et 1.10). Cependant, 
HEWIlT et DE MALHERBE 1221 ont remarqué que les équations de HALPIN et TSAI 

conduisent à une sous-estimation du module de cisaillement G12 des 
composites à fibres circulaires pour des fractions vofumiques de fibres 

plus grandes que 0.5. Spécifiquement, la sous-estimation est de 30% pour 
V, = 0,75 et Gf/Gm = 20, une valeur réaliste pour des composites 
verre-résine ou carbone-résine. Ils suggèrent alors que la valeur E = 1 

soit remplacée par la valeur : 
E = 1 + 40 viO 



Fig. 1.9 - Comparaison des résultats de HALPIN et T S A I  (cerctes) avec 
ceux de ADAMS et DONER pour te modute de Young E2 d'un composite d 

fibres circutaires à répartition carrée [Il]. 

I I 

Volume de f ibres  (V*) kr EspacT de f ibres  1 
r o  40 - - 78 % [0.01~1 I 

. . - 
G m  

Fig. 1.10 - Comparaison des résuZtats de HALPIN et T S A I  (cercles) avec 
ceux de ADAMS et DONER pour Le module de cisailtement G I 2  d'un 

composite à fibres circuZaires à répartition carrée [Il]. 



Cette relation donne de meilleurs résultats dans les équations de HALPIN et 

TSAI en comparaison avec les solutions numériques déjà citées de ADAMS et 

DONER (Fig. 1.11). 
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Ftg. 1.11 - Comparafson des résutta;ts modifiés de HALPIN et TSAI  avec 
ceux de ADAMS et DONER pour te modute de cisatZtement GIZ d'un compostte 

à fibres circutatres à répartition carrée [Il]. 

1 - 1.6.6 Formutes de PUCK 

A partir de considérations théoriques et par ajustement B des 

résultats expérimentaux, PUCK [IO, 231 propose : 

El = E, V, + E,,, (1 - V,) 



1 - 1.6.7 ThBorte de la Soctété BERTIN 

Cette théor ie  [IO] f a i t  auss i  appel à l a  l o i  des mélanges pour l e  

calcul  de El e t  v 1 2 .  Par contre,  elle d i f f è r e  de l a  théor ie  de PUCK pour 

les ca lcu ls  de E2 e t  G12 et  propose : 

avec : 

avec : 

Dans l e s  équations pr&c&dentes, C est un coef f ic ien t  vois in  de  1. 

1 - 1.7 Comparaison des méthodes 

Dans c e t t e  pa r t i e ,  le ca lcu l  des fréquences de résonance d'une 

plaque monocouche (r8sine-fibres de v e r r e ) ,  simplement supportée, est 

r é a l i s é  pour comparer les d i f f é r en t e s  méthodes. 

1 - 1.7.1 Formules anaZyttques 

Pour é tud i e r  l a  f lexion de c e t t e  plaque, on considère un é t a t  de 

contra inte  plane te l  que : 

Dans ce cas  : 



e t  l a  r e l a t i on  (1.4) devient : 

Inversement, les contraintes son t  déf in ies  par : 

Dans l e  cas  d'une plaque orthotrope,  les pulsations de résonance sont  

données par l a  formule [Il] : 

avec : 

a et b é t a n t  l e s  dimensions de l a  plaque rectangulai re ,  p l a  masse par  - 

un i t é  de surface,  h l 'épaisseur  de l a  plaque, m e t  n des e n t i e r s  

déf inissant  les d i f f e r en t s  modes de résonance. 

Les d i f fé ren tes  méthodes permettant de déterminer les coef f ic ien ts  

de l a  matrice de r i g i d i t é  ont  B t é  testees pour une plaque de longueur 

a = 20 cm, de largeur  b = 30 cm e t  d 'épaisseur = 9 mm. Le  pourcentage de 



fibres de verre en volume est 35%. La masse volumique est 1575 kg/m3 . Les 
propriétés des fibres et de la résine sont Ef = 0,730 x 10" Pa, 

v, = 0.23 et E, = 0,290 x 10'' Pa , v,,, = 0,344. Les quatre premières 
fréquences de résonance de la plaque sont données dans le tableau 1.2. Les 

colonnes "Hatpin", "Puck", "Bertin" correspondent aux équations de HALPIN 

et TSAI (1-1.6.5) PUCK (1-1.6.6) et BERTIN (1-1.6.7). La colonne 

"Mécanique" correspond B l'approche du paragraphe 1-1.6.1. La colonne 

"EkvaZZ" correspond B une version modifiée de l'approche mécanique [20]. 

Enfin, la méthode de TSAI (1-1.6.4) a été utilisée avec des coefficients de 

contiguïté valant respectivement : 0.0, 0.2, 0,4 et 1.0. Compte-tenu du 
fait que, d'après les essais, les valeurs de C se situent entre 0.2 et 0.4, 
on peut remarquer que la formule de HALPIN et TSAI donne des résultats de 

qualit6 voisine, sinon souvent supérieure, Zi la qualité de ceux obtenus 

avec les autres méthodes. 

Tsai 

Tableau 1.2 - Fréquences en Hz obtenues selon différentes méthodes. 

Sur la m&me plaque et dans les mêmes conditions, a été testé 

l'effet du pourcentage de fibres, compte-tenu de la modification apportée 

par HEWITT et DE MALHERBE ( 1 - 6 ,  lorsque ce pourcentage devient 

supérieur à 50%. Les résultats, indiqués dans le tableau 1.3, montrent 

nettement l'importance de cet effet. 



1 Halpin et Tsai 1 

Adams et Doner 

Tabteau 1.3 - Fréquences en fonction du pourcentage votumique. 

1 - 2 LES DI- TYPES D'ENDOMMAûEMENT DES MATERïAUX COMPOSITES 

L'endommagement d'un matériau est défini comme la modification de 

ses propriétés provoquée par l'application répétée d'efforts, modification 

pouvant entrainer la rupture d'une pièce soumise A des efforts bien 

inférieurs a la charge statique de rupture. 

Dans le cas de la résistance statique, c'est le dépassement d'un 

niveau de contrainte qui entraine la rupture lors de l'application de 

l'effort. Dans le cas de la fatigue, c'est B un niveau d'effort donné, le 

nombre d'applications de cet effort qui entraine la rupture. Le phénomgne 

de fatigue est de nature probabiliste, il est marqué par des écarts-types 

importants, particulierement en ce qui concerne le nombre de cycles A 

initiation. Par exemple, des éprouvettes identiques, tirées de la même 

coulée, usinées et essayées avec le plus grand soin rompent Èi des nombres 

de cycles très différents lorsqu'elles sont toutes soumises B un effort 

variable de même amplitude 1251. 



La principale difficulte d'analyse des mécanismes de rupture dans 

les matériaux composites est dûe aux interférences entre les causes des 

endommagements qui produisent des effets aléatoires. En effet, un matériau 

composite soumis des efforts de flexion cyclique peut s'endommager à la 

fois en traction, compression et cisaillement, ce qui rend le phénomène 

complexe. Il faut noter que l'endurance des matériaux composites est 

fonction d'une part des propriétés des éléments constitutifs et d'autre 

part de la séquence d'empilement des fibres. 

1 - 2.2 Les modes d'endoannagement 

D'une manière générale, les modes d'endommagement des matériaux 

composites peuvent être classés en trois catégories (Fig. 1.12) [26] : 

- délaminage, 
- cassure de la matrice, 
- cassure des fibres. 

Délaminage Fibres 

Résine 

(b 

Fig. 1.12 - Modes d'endommagement dans tes matdriaux composites 
a) détaminage; b) cassure de ta résine; c) cassure des fibres. 

Le délaminage est le mode de rupture qui correspond à la séparation 

entre plis. Il est initié par des surcontraintes $ l'interface entre deux 

couches de fibres d'orientations différentes (d'une couche à l'autre). Une 

singularité géométrique est généralement à l'origine de ce phénomène 

(proximité d'un bord, d'un trou, d'un raccord angulaire entre 

structure,...). 



Des essais [27], ont montré que ce défaut apparaît le premier dans 

les stratifiés, son apparition est accompagné de la rupture matricielle 

pour les couches orientées à plus de 60' de la direction de sollicitation. 
Pour les autres orientations, il entraîne des apparitions de défauts dans 

les couches adjacentes, défauts qui peuvent se propager dans et à travers 

celles-ci et atteindre les intercouches. Cette détérioration peut avoir 

plusieurs causes [28], notamment : 

- un état de contrainte complexe à l'interface, consécutif par 

exemple à un flambement local, 

- un choc, qui ne laisse aucune trace apparente en surface, 

peut entraîner des délaminages internes, 

- un mode de sollicitation entraînant le décollement de 

couches (traction à l'interface). 

Le délaminage progresse donc essentiellement par fissuration 

interlaminaire [27], il entraîne ainsi des résistances à la rupture plus 

faibles : 

- en résistance statique, 
- en fatigue sous compression cyclique. 

La cassure de la matrice constitue un endommagement important car 

elle se produit fréquemment et affecte le matériau dans son ensemble. Elle 

ne se propage que suivant la direction 'des fibres, dans un pli transversal 

du stratifié. Les conséquences essentielles de ce mode d'endommagement 

sont : 

- réduction des caratéristiques du matériau (rigidité, 

résistance), 

- accélération de la dégradation par l'environnnement (absorption 
d'humidité, cycle thermique). 

L'endommagement des renforts et/ou des fibres ne se produit qu'au 

moment de la rupture totale de la couche [26]. Entre ces différents modes, 

la décoh6sion entre fibres et matrice peut apparaître et entraîner la 

dégradation de l'interface fibre-matrice. Cette décohésion dépend notamment 

de la contrainte de cisaillement à l'interface [29]. La rupture du 

composite combine tous ces types d'endommagement. 

Enfin, ces dommages sont internes, même dans le cas de la fatigue, 

contrairement à ce que l'on observe pour les métaux [29]. Les criteres 



d'endommagement et de rupture des composites doivent nécessairement prendre 

en compte l'aspect tridimensionnel. Du point de vue phénoménologique, 

l'étude de l'endommagement fait appel au moyen d'observation classique, la 

microscopie, mais également à des moyens d'observation spécifiques, la 

radiographie, la tomographie ou l'holographie qui permettent mieux que la 

microscopie, des observations tridimensionnelles. 

1 - 3 PERNIRMANCE DE TRANSDUCTEURS FLEXTENSIONNELS POUR DIFFERENTS 

MATERIAUX DE COQUE 

1 - 3.1 Introduction 

En acoustique sous marine, l'évolution des systèmes sonar vers les 

basses fréquences (100 Hz A quelques KHz) et les fortes puissances 

(plusieurs KWA),  afin d'augmenter les portées de détection (plusieurs 

centaines de Km), a conduit au dkveloppement de transducteurs originaux 

susceptibles de fournir une puissance importante dans un encombrement 

réduit pour un poids raisonnable. Parmi ces solutions, l'utilisation des 

transducteurs flextensionnels semble être un bon compromis [30]. 

1 - 3.2 Utilisation des matériaux composites dans la construction de 

transducteurs flextensionnels 

Les matériaux composites du fait des propriétés exceptionnelles 

des fibres (verre, kevlar, graphite) possèdent de très bons rapports 

résistance/poids et rigiditélpoids dans la direction des fibres par rapport 

à des matériaux classiques. Leur utilisation comme matériau constitutif de 

la coque des transducteurs flextensionnels permet, pour un encombrement 

donné, de diminuer sensiblement la fréquence de résonance du transducteur, 

d'augmenter la largeur de bande et de diminuer le facteur de qualité 

mécanique dans l'eau. Les différents paramètres et les propriétés physiques 

de deux transducteurs flextensionnels de classes In, de forte puissance 
sont présentés dans le tableau 1.4. On note que le transducteur utilisant 
une coque en composite verre-résine (CVR) a un bon rapport poids/puissance, 

est capable de fournir une puissance acoustique élevée en basse fréquence 

et est relativement moins encombrant pour une fréquence donnée 130). 

La frkquence de résonance du mode fondamental d'un tel transducteur est 



principalement déterminée par les propriétés de la coque (forme, modules de 
l 

Young longitudinal et transversal, densité). Le matériau idéal permettant I 

d'obtenir une fréquence de résonance basse, a une rigidité faible et une l 
l 

densité élevée. Toutefois, une coque de faible densité est requise pour 

maximiser la largeur de bande et le rendement. Pour quelques matériaux 
1 

utilisés dans la fabrication des coques de flextensionnel, l'effet sur la 

fréquence de leur emploi est indiqué au tableau 1.5. Les coques en 
1 

composite verre-rbsine permettent d'obtenir des fréquences 

significativement plus basses que celles fournies par des coques en 

1 
aluminium ou en acier. Le choix du type de matériau dépend également des 

I 
l 

1 

performances exigées, du coût du flextensionnel et de l'encombrement. Les 

performances des différents matériaux utilisés classiquement dans la 

fabrication de coques de transducteurs flextensionnels sont indiquées au 

tableau 1.6. 

Tabteau 1.4 - Caractéristiques de deux transducteurs ftextensionnels [30]. 

transducteur 2 

500 x 500 x 160 
CVR 
148 

350 

138 

207 

4 

80 

Propriétés et 
paramètres physiques 

Dimensions (mm x mm x mm) 
Matériau de coque 
Poids (Kg) 
Fréquence de résonance 
dans l'eau (Hz) 
Réponse par volts 
(dB,ref. 1pPa/V A 1 m) 
Niveau d'émission maximum 
(dB, ref . lWa A 1 m) 
Facteur de qualité 
mécanique dans l'eau Q 
Rendement supérieur à (%) 

Tableau 1.5 - Nat0riaux de coque et leurs effets sur ta fréquence [31]. 

transducteur 1 

470 x 470 x 220 
aluminium 

75 
800 

136 

206 

7 

50 

Matériau 

Aluminium 
Acier 
Ti tane 

CVR 
Plastique 
Carbone 
Fibre 

Al-Kevlar 

Résistance 

moyenne 
élevée 
élevhe 
moyenne 
basse 
élevée 
élevée 

Densité 

basse 
élevée 
moyenne 
basse 
basse 
basse 
moyenne 

Raideur 

moyenne 
élevée 
moyenne 
basse 
basse 
élevée 
élevée 

Fréquence 

moyenne 
moyenne 
moyenne 
basse 
basse, 
élevée 
élevée 

Largeur 
de bande 
moyenne 
étroite 
moyenne 

. large 
large 
large 
large 



Tableau 1.6 - Matériaux de coque et leurs performances [32]. 

Matériau 

Verre 'Et 
Verre 'S '  

Graphite 
Aluminium 
Acier 

Matériau composite 
à matrice métallique 

L'utilisation des matériaux composites, comme matériau constitutif 

de la coque des transducteurs flextensionnels permet donc, d'une part 

d'obtenir une fréquence de résonance basse et une largeur de bande 

importante, d'autre part de conserver un encombrement raisonnable et un 

coût faible. La tenue en service des transducteurs implique fiabilité et 

résistance la dégradation sous sollicitations thermiques, mecaniques ou 

hydrodynamiques plus ou moins complexes. En effet, la dégradation du 

matériau dQe à la fatigue provoque une chute de la rigidité, une 

accélération de l'endommagement et entralne, en général, une baisse de la 

fréquence propre et de la puissance acoustique. 

I - 4 CONCLUSION i 

Niveau 
d'émission 

faible 
moyen 
moyen 
moyen 
élevé 

variable 

Les paramètres requis pour modéliser une structure sont les modules 

de Young, le coefficient de Poisson, la densité des fibres et de la 

matrice, le pourcentage de fibres en volume, l'orientation des fibres et le 

nombre de couches. La relation entre les propriétés des matériaux 

constitutifs et les caractéristiques globales, homogénéisées du composite, 

est assurée par un modèle micromécanique. Le modèle de HALPIN et TSAI 

utilisé dans le cadre de cette these est un modèle externe et peut être 

aisément remplacé dans les éléments finis développés. 

Ces éléments permettent, d'une part de simuler le comportement dynamique 

d'une structure stratifiée soumise à des sollicitations variables, d'autre 

part de calculer les champs de déplacements et de contraintes dans chaque 

couche. A partir de ces champs on peut évaluer les seuils d'endommagement, 

ainsi que la zone et les couches les plus sollicitées. 

Largeur 
de bande 

moyenne 
moyenne 
large 
moyenne 
étroite 

variable 

coût 

faible 
faible 
moyen 
moyen 
moyen 

élevé 

Taille 
Poids 
faible 
moyen 
élevé 
moyen 
grand 

variable 





CHAPITRE II 

ETUDE DES STRUCTURES EN MATERIAUX COMFQSITES PAR LA METHODE 

DES ELEMENTS FINIS 

On présente dans ta premigre partie de ce chapitre ta formutation 

d'éléments finis mutticouches : Z'étément tridimensionnet dégénéré de coque 

épaisse avec cisaittement transverse, Z'étément de coque homogénéisd défini 

Ù partir de Z'étément précédent et Z'étément prisme d base triangutaire. La 

deuxième partie est consacrée ù ta présentation de ta formutation du catcut 

des contraintes dans ces étéments composites. 





II - 1 FORMULATIONS DES ELElvIENTs COMPOSITES 

II - 1.1 Introduction 

Le code éléments finis ATILA permet l'étude de transducteurs 

piézoélectriques A symétrie axiale ou comple?tement tridimensionnels. Ce 

code contient des éléments mécaniques, piézo&lectriques, magnétostrictifs, 

fluides, des éléments interfaces fluide-structure et des éléments 

rayonnants. Initialement les éléments composites utilisés dans ce code 

étaient : 

- Un hexaèdre isoparamétrique A 20 noeuds, possédant 3 degrés de 
liberté par noeud, susceptible de décrire des structures à simple 

courbure. 

- Un quadrilatère isoparamétrique à 8 noeuds, permettant des analyses 
à symétrie axiale, ou en déformation plane. 

Afin de compléter cette bibliothèque d'éléments composites, nous 

avons développé trois éléments multicouches : un élément de coque [33, 341 
à simple ou B double courbure. Le calcul de la matrice de rigidité se fait 

en additionnant les matrices de rigidite de chaque couche. Cette opération 

nécessitant un temps de calcul très important (fonction du nombre de 

couches), un élément de coque monocouche [35-371 équivalent au multicouche 
a &té incorporb dans la biblioth8que. Enfin, un élement prisme B base 

triangulaire a éte développé. 

II - 1.2 Eletnent de coque 4 aimplo ou double courbure 

II - 1.2.1 Principe 

Cet élément est obtenu à partir d'un hexaèdre à 20 noeuds pour 

lequel on suppose (Fig. E.1) : 

- une variation linéaire dans l'épaisseur des déplacements u et v, 
- une contrainte selon l'épaisseur D ~ ,  = O découlant de la théorie 

des coques [38], 
- que les termes dépendant de €,, sont négligeables dans l'énergie 

interne de dbformation. 



Ceci permet d 'about i r  B un élément de coque à 8 noeuds avec 5 degrés de 1 
l i b e r t é  par noeud, les 3 déplacements u ,  v,  w e t  les 2 ro ta t ions  8,. ey .  

II - 1.2.2 Systèmes d'axes : déffnftfons et rezatfons 

La construction de c e t  élément est fondée s u r  quatre systèmes 

d 'axes qui sont  : un système ca r t é s i en  global pour les coordonnées nodales 

OXYZ, un système car tés ien l o c a l  Mxyz pour l a  dé f in i t i on  des déformations 

e t  des contra intes ,  un systéme de coordonnées curvi l ignes  r ,  s, t pour l e s  

fonctions de forme e t  pour l a  dé f in i t i on  de l a  sur face  moyenne, enf in  un 

système car tés ien  l o c a l  e t  nodal (V, , V y i ,  Vz . ) .  L a  coordonnée curvil igne 
i z 

t dans l a  d i rec t ion  de l ' épa i sseur  v a r i e  e n t r e  -1 e t  +1, e l l e  e s t  normale à 

l a  surface moyenne. Tous ces systèmes sont  représentés s u r  l a  f igure  II.1 e t  

cons t ru i t s  comme s u i t  : 

- 

l 
Sufface moyenne 

z A 3 

A 

Fig. II.1 - Systèmes d'axes et degrés de Zfberté. 



* LE SYSTEME LOCAL 

En tout  point de l a  surface moyenne, un vecteur (V,) e s t  déf ini  
comme é tan t  le produit vector iel  de deux vecteurs tangents aux courbes à t 

e t  s constants, s o i t  : 

(v,) = 

ce vecteur e s t  orthogonal au vecteur : 

l 'exposant T indique une transposition. 

L e  t r i è d r e  est complét6 par l e  vecteur : 

on normalise ces t r o i s  vecteurs en les divisant par  leur  longueur, pour 

obtenir le système local  : 

Cf'] = C{VX1* {Vy1* {V,11* (JI. 4 

* LE SYSTEME NODAL 

C'est  l e  syst8me loca l  cartésien associé B chaque noeud dont 

l ' o r ig ine  est s i tuée  sur l a  surface moyenne. Les quantités m i ,  AYi e t  m i ,  

déf inies  au noeud 2 ,  sont obtenues B p a r t i r  des coordonnées des noeuds de 

l a  surface supérieure et ceux de l a  surface infér ieure de l a  maniére 

suivante : 

où les indices sup et inf indiquent respectivement l a  surface supérieure e t  

l a  surface infér ieure.  



On construi t  l e  vecteur : 

{mi 3 AYi 9 ui IT 
(V" i }  = J- 

puis l e  vecteur (Vx i }  pa ra l l e l e  au plan XOZ tel que : 

où j }  A ( V  } e s t  l a  norme du vecteur. {j} = 
E 

S i  l e  vecteur ( V x i )  est para l lè le  à l a  d i rec t ion  OY il est a lo r s  rernpla~é 

par : 

oii 1.1 = fi}. 
Comme préc6demment le t r i è d r e  est cornplkt6 par  le produit vec tor ie l  : 

pzi)  est perpendiculaire (L l a  surface moyenne au noeud i ,  p, i )  et f i i )  
dkfinissent en ce noeud les rota t ions  ex et  8 ,  . 

i i 

* GEOMEXRIE DE L'ELEMENT 

Un poin t  quelconque de l a  coque est repérk par : 

8 } = r;i ( ~ . S I .  Yin f 
Z i  n f 

ce  qu i  s ' é c r i t  encore : 

8 8 

.X H i  (r.8) . h i .  (Vz i }  (II. 11) 



où l'indice sm indique la surface moyenne. Les Hi sont les fonctions de 
forme de l'élement quadratique usuel A 8 noeuds (annexe 1). ezi) est le 

vecteur unitaire normal en ce noeud, suivant l'épaisseur hi de la coque en 
ce noeud. 

* CHAMP DE DEPLACEMENTS DE L'ELEMENT 

A la définition de la géométrie de l'élément de coque correspond un 

champ de déplacement, qui en chaque point 2 de la surface moyenne est 
défini par les 3 déplacements et les 2 rotations ex autour de V, 

i { i) et 
autour de (V, i). Les déplacements s 'expriment en fonction des variables 

nodales sous la forme suivante : 

où u, v et w sont les composantes du déplacement au point considéré. Le 

calcul de la déformation nécessite de différencier l'équation précédente 

par rapport à x, y et z .  En remarquant que : 

au av aw 
[dl a1 dl] 

où [JI est la matrice de Jacobi. 

Le vecteur déformation (€1 peut alors être calculé à partir de 

l'expression matricielle du déplacement, celle-ci peut s'écrire sous la 

forme suivante : 

(€1 = CB1.{61 m. 15) 

où [BI désigne la matrice formée par les dérivées des fonctions 

d'interpolation par rapport au repère local. 



II - 1.2.3 Catcut de ta matrice de rigidité 

L'approche utilis4e pour construire cet &lement decoule d'une 

formulation variationnelle. L'expression de l'énergie de déformation U dans 

un domaine R peut s'écrire 1391 sous la forme suivante : 

(II. 16) 

la contrainte étant exprimée en fonction des déformations et les 

déformations en fonction des déplacements. En conséquence : 

La matrice de rigidité [ K ( ~  ) ] élémentaire s'écrit à partir de l'énergie de 

déformation : 

(II. 18) 

où R( e, est le volume de l'élément e et [CI est la matrice de la loi de 

comportement dans le repére local. 

La matrice [BI dépendant de r, s et t, l'intégration suivant x, y et z est 

transformée en intégration suivant r, s et t. Le domaine d'intégration 

étant, dans ce cas, ramené un cube dont les côtés varient entre -1 et +l. 
La matrice de rigidité [K(=) ] devient alors : 

où det(J) désigne le déterminant de la matrice de Jacobi [JI. 

II - 1.2.4 Intégration numérique d'un étément mutticouche 

La coque en matériau composite est supposée constituée d'un 

empilement de couches homogènes. Chaque couche est représentée suivant le 

type du matériau, selon une loi de comportement. 



La matrice [K( ) ] s'bcrit alors: 

[B,]~.[c,].[B,].~~~(J) .dt.dr.ds (II. 20) 

où n, est le nombre de couches et [C,] la matrice de la loi de comportement 

de la nie*" couche de 1 'élément e. Cette matrice dépend de 1 ' orientation de 
la fibre et de la courbure de la couche. 

Si l'on utilise une intégration numérique de Gauss [40]. cette relation 

s'écrit : 

(II. 21) 

[~'~'(rig sj. th)] = [8,(rii sji th)]~.[~,(r~. sj. th)]. 

[B, (ri. sj . th) 1 .det(J) .q .q .< (II. 22) 

ri et si sont les coordonnées des points de Gauss dans l'intervalle 
- 1  1  or, et orj sont les poids de Gauss dans le même intervalle. Par 

ailleurs. le choix du nombre de points d'intégration (ng. mg et pg) dépend 
des expressions polynomiales de l'élément. Le calcul de la matrice de 

rigiditk a &té effectue en utilisant 3 points de Gauss dans les directions 
r, s et 2 points dans la direction t (suivant l'bpaisseur). 

Pour une couche dont les ordonnées extrêmes réduites selon l'axe t sont tn 

et tn+ l ,  on a : 

(II. 24 ) 

t, et cc, &tant respectivement les points et poids de Gauss dans 
l'intervalle 1-1, +Il. 

De façon identique, la matrice de masse cohbrente s'écrit : 



Avec : [P,] = P,.[I] où [II est l a  matrice i d e n t i t é  d 'ordre 3 

(II. 26) 

où z i l  , m i l ,  "il e t  Z i 2  9 m i 2  , ni, sont  l e s  cosinus d i rec teurs  des vecteurs 

(V"$) et fii), s o i t  : 

Pour l ' i n t eg ra t i on ,  il s u f f i t  de se reporter  A l ' i n t ég ra t i on  de l a  matrice 

de r i g i d i t é  précédemment calculée. 

II - 1.3 Elément fini de coque homog6n6isb 

II- 1.3.1 Introduction 

L e  calcul  des matrices de r i g i d i t é  d'un materiau multicouche s e  

fa i t ,  en général ,  en exprimant l a  matrice de r i g i d i t é  de  chaque couche. La 
I 

matrice de r i g i d i t 6  t o t a l e  s ' ob t i en t  a lo r s  par addi t ion des matrices 

élémentaires : 

(II. 28) 

C e  calcul nécess i te  un temps important, fonction du nombre de couches. La 

méthode d'homogénéisation consis te  B ca lcu le r  un élément monocouche 

équivalent au multicouche. E l l e  a l 'avantage d'une pa r t ,  d ' év i t e r  le  ca lcu l  

des matrices de r i g i d i t é  de chaque couche, d ' au t re  p a r t ,  de donner des 

informations précises s u r  les contraintes.  Cette méthode est développée par 

plusieurs  auteurs [35-371. L e s  grandes l ignes  de ce l le -c i  sont présentées 

dans les paragraphes suivants.  

II - 1.3.2 Principe d'homogénéisation 

C e t  élément est cons t ru i t  B partir d'une formulation 



variationnelle. Les efforts et les moments de l'épaisseur totale 

s'obtiennent en additionnant les efforts et les moments élémentaires. Nous 

appelons matrice de loi de comportement homogénéisé, la matrice reliant les 

efforts et les moments au vecteur déformation {E). Cette analyse peut se 

faire en utilisant l'élément de coque précédemment développé. 

* LOI DE COMPORTEMENT HOMOGENEISE 

Le calcul de la matrice [BI fait apparaître une variation cubique selon 

l'axe z. La relation (Ii.15) reliant le vecteur (6) des déplacements nodaux 
au vecteur déformation {E) s'écrit alors : 

{E} = ([BO] + z.[B1] + z2.[B2] + z3.[B3]).{6} (II- 29) 
OU encore : 

{E) = {€O) + z.{E~) + Z*.{E~) + z ~ . { E ~ )  (II. 30 
avec : 

(€4) = [Bq].{&) s = 0.1.2.3 (a. 31 

Les matrices [Bq] et les vecteurs { e s )  sont indépendants de la coordonnée 

du système local z .  

De même, l'énergie de déformation exprimée en (11.16) peut s'écrire : 

où h est l'épaisseur du matériau multicouche et S sa surface moyenne. 

Partant de la relation précédente on peut aboutir aux efforts de 

l'épaisseur totale du stratifié (Fig. n.2), qui sont définis comme suit : 

Z A 

Efforts 
I 
l 

l 

l 

Y 

Fig. Ii.2 - Représentations des contraintes et des efforts. 1 



+h/2 

iN) J-n/n 
{a) .  dz 

où {a) = {axx. uyy. T ~ ~ .  rxz. T~~ IT e t  {NI= {Nxx, N y y .  N x Y .  NXz . Ny IT 
{N) représente l e  vecteur d ' e f fo r t  moyen exercé s u r  toute  l 'épaisseur  e t  

pour une largeur  uni té .  C'est donc l a  force par  un i t é  de largeur.  

D e  même, on about i t  aux moments résu l tan ts  d 'ordre  0, 1 et  2 de l a  façon 

suivante : 

{u).zq+l .dz q = 0.1.2 (II. 34) 

Avec {Mq) = (MzX. MY,, M .  M., . $,)Tg 

En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i on  (1.3) qui relie les contra intes  aux déformations. 

L e s  e f f o r t s  e t  les moments peuvent être dé f in i s  a p a r t i r  des déformations 

{€q) par l a  r e l a t i on  mat r ic ie l le  suivante : 

où {G} = {{N) . {Mo), {Ml }. {M2}F est l e  vecteur contenant les e f fo r t s  e t  

les moments. {;) = {{CO} . {CI} . {c2} . {e3))T et [QI est l a  matrice de l a  

l o i  de comportement homogénéisé ou l a  l o i  de comportement global. Ces 

termes dépendent des caractér is t iques  mécaniques des matériaux, de 

l ' épa i sseur  de chaque couche et de l a  séquence d'empilement des d i f fé ren tes  

couches. 

Cependant, l ' éne rg i e  de déformation U peut s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

L'expression de l a  matrice de r i g i d i t é  élémentaire s ' é c r i t  a l o r s  : 

La détermination de [ K ( ~  ) ] revient A évaluer une in tégra le  de surface 

indépendante de z. L e  temps du ca lcu l  de c e t t e  matrice de r i g i d i t é  est 



indépendant du nombre de couches. L e s  coef f ic ien ts  de l a  matrice de l a  l o i  

de comportement homogénéisé [QI sont donnés en annexe II. 

II - 1.3.3 Etément fini plaque homogénéisé 

Dans l e  cas  d'une plaque dont l e  plan moyen e s t  p a r a l l è l e  au plan 

XOY. l e  passage du repère global au repère l o c a l  s ' e f f e c t u e  par une 

t r ans l a t i on  (Fig. II.3). La re la t ion  (II.10) est remplacée par  : 

v y&y P l a n  moyen de l a  pis-e 

c o t e  moyenne 
l a  p l a q u e  

h é p a i s s e u r  de l a  
placrue - 

I 1 c o t e .  moyenne de 
l a  nlhrnc couche 

Fig. II.3 - Plaque stratifiée. 

D a n s  ces  condit ions.  l a  forme de vecteur de déformation ( € 1  ( r e l a t i on  

II.30). s e  rédui t  B : 

( € 1  = { € O )  + ~ . { € l )  (II. 39 

e t  l a  r e l a t i on  (II.35) r e l i a n t  l e s  e f f o r t s  e t  l e s  moments aux déformations 



sera : 

(II. 40) 

où i et j = 1,2,3. Les sous-matrices QI (i, j), CI2(i, j) et ~ ~ ( i ,  j) sont 
définies dans l'annexe II. 

* PHENOMENES DE COUPLAGE : 

Pour une plaque composite quelconque, les relations Z.40 montrent 
qu'il existe un phénomène de couplage entre les efforts de membrane et de 

flexion . Les sous-matrices QI ( i , j ) et QZ ( i , j ) représentent les termes de 
couplage entre les efforts dans le plan et les déformations hors du plan. 

En effet, un effort de traction dans le plan moyen peut entraîner une 

flexion de la plaque (Fig. 11.4). 

Avant déformation Fig. II.4 Après déformation 

Ce couplage provient de la sous-matrice Q2(i,j) qui s'écrit sous la forme : 

"c 

Q2 (i,j) = hn.Znsmo (Cij ln i,j = 1,2,3 (II. 41) 
n= 1 

où h, et Zn sont respectivemment l'épaisseur et la cote moyenne de la 
sm 

ni &me couche (Fig. II. 3) . 



Pour supprimer ce couplage on annule cette sous-matrice en fabriquant la 

plaque de façon B ce que les couches symétriques par rapport au plan moyen 

soient identiques. La symétrie d'une telle plaque est appelée symétrie 

miroir (Fig. 12.5). De meme, les coefficients Q1 (3,l) et Q1 (3,2) montrent 

qu'il existe un couplage entre effort normal et distorsion angulaire. Pour 

éliminer ce couplage il faut annuler ces deux termes. 11 suffit donc qu'il 

existe dans la plaque autant de couches orientees suivant une direction 

faisant un angle <p que de couches orientées suivant une direction faisant 

un angle -<P (Fig. 12.5). La position des couches dans l'épaisseur n'a par 

conséquent aucune influence. 

Couplage plan 

Plan moyen 

Symétrie miroir 
Couplage plan 

'P : Orientation des fibres 

9 
Fig. 11.5 - Symétries des couches. 

L'élimination du couplage membrane-flexion nécessite, chaque fois que l'on 

désire orienter une couche suivant une direction faisant un angle 9, de 

disposer une autre couche suivant la direction <p pour respecter la symétrie 

miroir, et deux couches suivant les directions -9 pour éliminer le couplage 

plan. 

II - 1.4 Element prisme B base triangulaire 

II - 1.4.1 Ddfinitton de ta géométrie 

L'élément composite prismatique B base triangulaire est un prisme à 

15 noeuds, la construction de cet élément est faite B l'aide des 

coordonnées réduites r, s et t. Le passage de ces coordonnées aux 

coordonnées réelles x, y et z du repère local étant réalisé B l'aide des 

fonctions d'interpolation (Fig. II.6). 



2 

Fig. II.6 - Transformation des coordonnées. 

II - 1.4.2 Matrice de rigidité d'un étément mutticouche 

La matrice de r i g i d i t e  de ltBl6ment se calcule  de façon standard 

par  l a  r e l a t i on  (II.18). 

Dans l e  repère local .  l a  matrice de r i g i d i t e  [K(=)] devient a lo r s  : 

1 + r' 1 - r 
On procéde au changement de variables r = 

2 
e t s = -  

2 
(s' + 1) pour 

transformer l ' i n t é g r a l e  s u r  un prisme en une in t ég ra l e  s u r  un cube (méthode 

de Gauss-Radau [bol) .  

L ' in tégra le  (II.42) devient : 

[K( ) ] = [: [J1r1[BlT. [Cl. [BI. det (J) . 1 - r' 
8 

. dr' . ds') . d t  
-1 -1 (II. 43) 

L a  coque en composite est supposée consti tuée d'un empilement de couches 

homogènes, chacune des couches e s t  représentée suivant l e  type du matériau 

par  une l o i  de comportement. 



La matrice [K( ) ] s'écrit alors : 

"c 

[K(~)] = [BnIT. [c,]. [B,].det(~) .dt . dr' .ds0 (II. 44) 
n=1 -1 -1 

[C,] est la matrice de la loi de comportement de la niPme couche de 

l'élément e. Trois points de Gauss dans chaque direction sont nécessaires & 

l'intégration exacte des expressions polynomiale de cet élément. 

De façon identique, la matrice de masse cohérente s'écrit : 

avec : 

15 

[P,]=P,.[I~, CH1]= xHi.[I] 
i=l 

où [II est une matrice identité d'ordre 3 et Hi sont les fonctions de forme 
de l'élément prisme B 15 noeuds (annexe 1). 

II - 2 CALCUL DE CONTRAINTES DANS LES STRUCTURES STRATIFIEES 

Le calcul des contraintes par la méthode des éléments finis est 

présenté dans un premier temps. Dans un second temps, le critère de rupture 

de Hill est présenté. Ce critère permet de calculer les seuils 

d'endommagement dans chaque couche. 

II - 2.1 M6thode de calcul 

Dans le repere local les contraintes et les déformations sont liées 

par la relation (1.1). Dans le cas d'un matériau composite constitué d'un 

empilement de couches homogènes, le vecteur des contraintes dans le plan 

xoy (Fig. II.3) de la n i" couche ({u(~)}~. = *A.), O:;), u;;))T) 

s'écrit alors dans un repère local de la façon suivante : 



(a'"'),,, = Ccnl.CBnl.(6) (II. 46) 

Les couches étant distinctes, leurs propriétés sont constantes dans 

l'épaisseur de chaque couche, ce qui entraîne une discontinuité du vecteur 
des contraintes {a( " ) Ixoy B travers l'interface (Fig. II.3). Par contre, 
l'équilibre entre les éléments de matière de part et d'autre de 

l'interface, se traduit par la continuité des contraintes de cisaillement 
transversal (T:: ) , T$: ) ) et de la contrainte normale 0;; ) . Ces contraintes 
seront donc calculées par intégration partielle des équations d'équilibre 

[41, 421 : 

Il a Bté démontré [43] que les points où le calcul des contraintes est le 
plus précis sont généralement les points de Gauss de l'élément [40]. Pour 
déterminer le vecteur des contraintes au noeud, la technique de lissage la 

plus simple consiste B effectuer la moyenne des contraintes calculées pour 

les différents éléments auxquels ce noeud appartient. Cette technique donne 

généralement de bons résultats. Cependant, différents auteurs 144, 453 ont 
montré que le calcul des contraintes est optimal aux points de Gauss 

d'intégration réduite, les valeurs nodales des contraintes pouvant &tre 

obtenues alors par un simple algorithme d'extrapolation. Cette technique 

n'a pas été utilisée dans le cadre de cette étude. Dans la suite, les 

contraintes sont calculées dans chaque couche aux points de Gauss. 

Ii - 2.2 Critere de rupture 

Les critères de rupture doivent faire intervenir les contraintes 

principales et les caractéristiques d'anisotropie du matériau. Ces criteres 

s'appliquent couche par couche dans les axes locaux d'orthotropie. Citons 



parmi les plus utilises le critére de Hill 1281 qui prend en compte le 

tenseur des contraintes dans son ensemble et la limite de rupture du 

matériau, son expression est une extension du critère de Von-Mises (lI.48) : 

où f3 (p < 1) représente la constante de Hill. <,, <,. rzy et T;, sont les 

contraintes limites de rupture; l'évolution de ces contraintes en fonction 

du nombre de cycles de sollicitation à la rupture est obtenue 

expérimentalement et représentée par le diagramme de W6hler [5]. Ce critère 

est bien adapté aux matériaux réalisés avec des fibres unidirectionnelles 

dans une matrice époxy [46]. 

II - 3 CONCLUSION 

Les éléments finis développés dans ce chapitre complètent 

avantageusement la bibliotheque d'éléments composites existants. L'élément 

de coque et 1'Blément coque homogénéisé sont parfaitement équivalents dans 

le cas de structures à gkométries planes (plaques). Cela est dQ au fait que 

la valeur de la cote moyenne de chaque couche (Zn ) peut être calculée 
sm 

exactement. Dans les autres cas de strutures, cette cote est calculée par 
1 

rapport au centre de l'élément. 

Dans le chapitre suivant nous proposons une série de tests pour 

valider les él6ments développ6s ainsi que le calcul de contraintes. 





MODELISATION A L'AIDE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS DE STRUCTURES 

COMPOSITES : VALIDATION ET RESULTATS 

On décrit dans ce chapitre une partie des tests effectués pour 

valider le comportement des éléments mutticouches incorporés au programme 

ATILA. On présente dans un premier temps, t'étude du comportement statique 

et dynamique de plaques ou coques en matériaux composites. On teste dans un 

second temps, ta vatfdatfon du catcut des contraintes sur des structures 

stratifiées (poutre et plaque). Enffn, te comportement dynamique d'une 

coque utilfsée dans la réatfsatton d'un transducteur Jtextenstonnet est 

étudfé. 





Iii - 1 ETüDE DES STRUCTURES EN MATERIAUX COMPOSITES 

Afin de va l ider  le  comportement s t a t i q u e  e t  dynamique des éléments 

f i n i s  développés, p lusieurs  tests ont  été effectués .  Pour chaque exemple 

nous comparons les r e su l t a t s  numériques B des r é s u l t a t s  analytiques ou 

expérimentaux [47]. L e s  calculs  on t  été conduits s u r  un ordinateur IBM 3090 

VF avec processeur vec tor ie l  e t  32 Mo de mémoire rbe l l e .  

Iii - 1.1 Analyse s t a t i que  d'une plaque e t  d'une coque 

IU - 1.1.1 Flexion d'une plaque sous pression 

On considére une plaque carrée  de c6té  L = 254 mm, d 'épaisseur 

h = lî,7 mm e t  consti tuée de 3 couches, dont les f i b r e s  sont  a l t e rnées  à 

O"/gOO (Fig. IU.1) .  La couche cen t ra le  a une épaisseur deux f o i s  plus grande 

que les au t res .  Cette plaque est simplement appuyée e t  chargée par  une 

pression P (P = Po.s in  - . s in  - ). E l l e  admet deux plans de symétrie (3 
orthogonaux, s eu l  l e  quart  de ce l l e - c i  a été d i sc r é t i s é .  Pour tester l a  

convergence, t r o i s  maillages ont  été u t i l i s é s  pour chaque élément (coque, 

prisme e t  coque homogénéisé). L e s  r é s u l t a t s  obtenus son t  comparés à une 

so lu t ion  analytique [48]. 

P a r t i e  modélisée 

I h  
L 

Fig. Iü.1 - Plaque carrée multicouche. l 



L e s  ca rac te r i s t iques  mecaniques de l a  plaque sont  les suivantes : 

On désigne par  # l a  f leche normalisée au point  A : 

avec : 

et  W l a  f lèche au point  A .  

La correspondance en t r e  l a  valeur analytique et  l a  so lu t ion  calculée par 

éléments f i n i s  es t ,  s a t i f a i s an t e ,  notamment pour l 'élément de coque 

(Tableau lü.1). L'Alément homogenéise donne les m ê m e s  r é s u l t a t s  que ceux 

obtenus avec l 'élement de coque classique,  c e t t e  correspondance est 

normale, ces  deux éléments é t a n t  parfaitement équivalents pour ce type de 

s t ruc ture  (plaques). D'autre pa r t ,  l e  tableau lü.2 montre pour chaque 

élément e t  pour d i f f é r en t s  maillages l e  temps de ca lcu l  t. L e  champ de 

déplacement du quart  de l a  s t ruc ture  est représente ii l a  f igure  lü.2. 

Tableau lü.1 - Analyse statique d'une plaque composite. 

Tableau Bi. 2 - Temps de calcul .  

Elément 
1 
Maillage 

3 x 3  
4 x 4  
5 x 5 

Coque 
t 

(seconde) 

3.0 
5 9 0 
6 , 5 

Prisme 
t 

(seconde) 

699 
11,8 
19, l  

Coque homogénéisée 
t 

(seconde) 

293 
3.9 
4,3 



Fig. lü.2 - Champ de déplacement du 1 / 4  de la plaque. 
(Les traits en pointillés représentent la structure au repos). 

lü - 1.1.2 Modélisation d'une coque sphérique sous pression 

On considère une coque sphérique (Fig. D.3)  simplement supportée. 
formée d'un matériau orthotrope et soumise B une pression uniforme P. La 

solution de ce probléme est donnée par J . N. REDDY [49] et S. M. YUNUS [50]. 

Nous utilisons les données numériques fournies dans [49] : 

1 Simplement supportee 

Simplement supportée Partie modélisée 

Fig. E.3 - Coque sphérique sous pression uniforme. 

La coque est constituée de deux couches dont les fibres sont orientées à 

O0 /go0. Pour des raisons de symétrie. seul 114 de la structure a été 



discrétisé par un maillage de 4 x 4 éléments, ce qui conduit A un nombre de 
degrés de liberté de 273 pour l'élément de coque et 404 pour l'élément 
prisme. 

Tab Zeau m. 3 - Comparaison des résu Ztats numériques e t  ana Zyt ique. 

Le tableau m.3 présente la valeur du déplacement radial normalisée 

Ci (i = W h 3 E ~ ~  l au point D pour les éléments : coque, prisme et coque 
pa4 

homogénéisé. La comparaison entre les valeurs calculées et la solution 

Elément 
1 
Analytique 

0,126 

analytique est satisfaisante quelque soit le type d'élément. On note que 

Coque 

W 

0,132 

Prisme 

- 
W 

0,118 

l'écart entre les valeurs obtenues par l'élément de coque et l'élément de 

coque homogénéisé n'est pas significatif. Le champ de déplacement du 114 de 

la coque est représenté à la figure m.4. 

Coque 
homogénéisée - 

W 

0,133 

F i g .  m.4 - Champ de déplacement du 1 / 4  de l a  coque. 

Prisme 
écart 

% 

6.5 

Coque 
écart 

% 

4,9 

- 1.2 Analyse modale de plaques et de coques 

Coque 
homogénéisée 
écart % 

595 

- 1.2.1 Analyse modale de plaques 

Il s'agit de deux plaques rectangulaires composées de fibres de 

verre et de résine époxy [47]. Les dimensions et les caractéristiques de 



ces plaques sont résumées dans le tableau m.4. 

Tableau E.4 - Caractéristiques des plaques. 

Plaque 

1 
2 

Les caractéristiques mécaniques de la fibre de verre E et de la 

résine sont les suivantes : 

Module de Young : E, = 0,730~10~~ Pa (fibre) 

: E, = 0.290~10~~ Pa (résine) 
Coefficient de Poisson : v f  = 0.22 

: v ,  = 0.35 

Masse volumique : pf = 2540 kg/m3 

: P, = 1100 kg/m3 

Longueur 
L (mm) 

302.0 
299.0 

Ces plaques admettent deux plans de symétrie orthogonaux, seul 1/4 

de structure a été modélisé (Fig. m.5). En utilisant les conditions aux 

limites de symétrie et d'antisymétrie du champ de déplacement, quatre 

combinaisons sont nécessaires pour calculer le spectre complet des 

fréquences de résonance. Si les axes OX. OY et OZ sont orientés suivant la 

longueur, la largeur et 1'Bpaisseur de la plaque. un mode symétrique par 

rapport au plan YOZ et antisymétique par rapport au plan XOZ sera noté 

comme mode SA (symétrique-antisymétrique). 

Partie modélisée 

> 
L 

Fig. Iü.5 - Plaque mutticouche. 

Largeur 
1 (mm) 

200.0 
200.3 

Pour l'élément coque le maillage utilise 3x3 éléments. ce qui conduit à un 

Epaisseur 
h (mm) 

10.3 
9.8 

% de 
verre 

53.2 
41.6 

Nombre 
couches 

29 
24 

Masse volumique 

kg/m3 

1931. O 
1734.0 

Orientation 
des fibres 

O' 
zk 28' 



nombre de degrés de liberté maximal de 172 dans le cas d'une analyse de 

type SS (symétrique-symétrique). Pour l'élément prisme, le maillage utilise 

21 éléments, fournissant ainsi 227 degrés de liberté, toujours dans le cas 

d'une analyse de type SS. Les tableaux m.5 et m.6 présentent les valeurs 
numériques et experimentales [47] des premières fréquences de résonance, 

pour les conditions aux limites précédemment énoncées. On remarque un bon 

accord entre ces valeurs, en particulier, l'élkment de coque fournit des 

Tableau lü.5 - Comparaison des résultats numériques et expérimentaux 
pour la plaque 1. 

Tableau m.6 - Comparaison des résultats numériques et expérimentaux 
pour la plaque 2. 



résultats satisfaisants tout en ayant un nombre de degrés de liberté 

inférieur & l'élément prisme. 

Comme dans l'analyse statique, l'élément coque et l'élément homogénéisé 

donnent les mêmes résultats. Le temp de calcul des 8 premières fréquences 
de résonance est indiqué dans le tableau llI.7. Ce dernier montre que le 

temps de calcul est plus faible pour l'élément homogénéisé. Deux spectres 

de vibration sont présentés (Figs. liI.8 et llI.9) pour les deux plaques. 
L'étude est portée sur le domaine [200 Hz, 5200 Hz]. 

Tableau III. 7 - Temps de calcul. 

D'autre part, l'influence du nombre de couches ou de plis a &té testée 

numériquement dans le cas particulier de la plaque 2, pour les modes 

symétriques-symétriques. On peut constater, à l'aide du tableau lü.8, que 

cette influence devient nkgligeable au-delà de 10 ou 12 couches. Ces 

résultats, confirmes dans d'autres cas, autorise B limiter arbitrairement 

le nombre de couches lorqu'il est superieur à 12 et t3 économiser ainsi le 

temps de calcul. 

Elemen t de coque 
homogénéisé t (seconde) 

5 .4 

Elément de coque 
t (seconde) 

8,5 
I 

Elément prisme 
t (seconde) 

23,O 

Tableau liI.8 - EvoZution des fréquences en fonction du nombre de couches. 

I Elément de coque I Elément prisme 



Fig. D.6 - Champ de déplacement calculé e t  mesuré - SS2 642/658 Hz - 
plaque 1 .  



Fig. m. 8 - Plaque N e  1 : spectre de vibration mesuré. 

SIGNAL ACCELEROMETRE 

I Fig. m.3  - Plaque N e  2 : spectre de vibration mesuré. 



lU - 1.2.2 Analyse modale de cylindres 

Deux cylindres composés de f i b r e s  de verre  e t  de rés ine époxy ont 

é t é  modélisés. Les conditions de symétrie ont  é t é  exploi tées  (Fig. m.10). 

S i  les axes OX, OY sont deux axes radiaux orthogonaux e t  OZ l ' axe  

longi tudinal  du cylindre,  l a  condition notée SAS, correspond à une symétrie 

par  rapport  au plan XOY, une antisymétrie par  rapport  au plan YOZ e t  une 

symétrie par  rapport au plan ZOX. On étudie  de c e t t e  façon 1/8 du cylindre 

(1/4 de sec t ion  et  1 /2  hauteur). L e  spec t re  complet des modes de résonance 

du cyl indre  est obtenu avec 6 combinaisons de condit ions aux limites (SSS, 

ASS, SAA, SAS, ASA, AAA) . L e  maillage u t i l i s é  comporte 4 éléments suivant 

l a  circonférence e t  2 éléments suivant l a  génératrice.  Pour un analyse de 

type SSS on ob t ien t ,  avec un maillage u t i l i s a n t  les éléments de coque puis 

des éléments prismatiques respectivement 159 et 266 degrés de l i b e r t é .  Le 

tableau IU.9 indique les caractér is t iques  des ces  cylindres.  

Partie modélisée 

L 

Fig. iü.10 - Cylindre multicouche. 

Tableau lU.9 - Caractéristiques des cylindres. 

Cylindre 

1 

2 

Les r é s u l t a t s  obtenus (tableaux R.10 e t  n.11) son t  s a t i s f a i s a n t s ,  les 

é c a r t s  en t r e  les r é s u l t a t s  numériques et  expérimentaux var ien t  en t r e  O,l% 

e t  11% quelque s o i t  l e  type d'élément. Dans ces tableaux, les modes notés 

AXI sont  des modes à symétrie axia le .  

Diamdtre 
i n tQr i eu r  
%, (mm) 

150 ,5 
150 , 6 

Diamdtre 
ex té r ieur  
$x (mm) 

172.3 
170.6 

Hauteur 

L (mm) 

301.0 
301.0 

Masse 
volumique 

kg/rn3 
1943.0 
1746,O 

Orientation 
des f i b r e s  

+- 89' 
$- 75' 

Nombre 
couches 

1 
44 

% de 
verre  

48.5 
42.9 



Tableau E.10 - Comparaison des ~Osultats numériques et expérimentaux 
pour le cglindre 1. 

Elément 
\ 

SSSl 

ASSl 

SSS2 

SAS2 

SAS3 

AXIl 

SSS5 

AXI3 

Tableau III.11 - Comparaison des résuttats ntunériques et expérimentaux 
pour le cylindre 2. 

Coque 

(Hz) 

951 

956 

1680 

2579 

2788 

3810 

4595 

8844 

Elkment 
\ 

SSSI 

ASSl 

SSS2 

SAS1 

ASA1 

SAS2 

ASS2 

A S S ~  

Prisme 

(Hz) 

921 

965 

1693 

2402 

2844 

3809 

4579 

8391 

Coque 

(Hz) 

807 

835 

1612 

2198 

2241 

2510 

3007 

4078 

Prisme 

(Hz) 

787 

849 

1644 

2163 

2258 

2534 

3027 

4124 

Coque 
homogénéisée 

(Hz) 

840 

860 

1525 

2551 

3768 

4318 

4307 

8467 

Exp. 

(Hz) 

907 

919 

1699 

2484 

2746 

3686 

4517 

8832 

Coque 
homogénéisée 

(Hz) 

820 

840 

1531 

2116 

2142 

2426 

2913 

3977 

Coque 
homogénéisée 

% 

7*4 

6,4 

10.3 

2 9 7 

7 * 6 

2,2 

4 ,4 

4 * 1 

Coque 
écart 

% 

3,7 

4,O 

1.1 

3*8 

1,5 

3*3 

1,7 

0,l 

Prisme 
écart 

% 

1,5 

4*7 

0.3 

3*3 

2,2 

3*2 

1,3 

5,o 

Exp. 

(Hz 

742 

771 

1649 

2054 

2082 

2365 

3133 

3850 

Coque 
écart 

% 

8.0 

7*6 

2*3 

6,s 

7.0 

5*7 

490 

5*9 

Prisme 
écart 

% 

5*7 

g*o 

0,3 

5,O 

7.8 

6*6 

3*3 

6,6 

Coque 
homogénéisée 

% 

lO,5 

8*9 

7 *7 

3*0 

2*9 

310 

7 *O 

3.3 



' t g .  m.12 - Champ de  déplacement ca l cu lé  e t  mesuré SSS2 1660/1693/1699 Hz 
cy l indre  1 .  





lU - 1.2.3 Anatyse modate de ta coque d'un transducteur 

j'textensionne 2 

Cette coque est un cylindre droit B section elliptique (Fig. iîï.15). 

Elle est composée de fibres de verre et de résine époxy. L'orientation des 

fibres est de f 83' par rapport ii la génératrice. Compte-tenu du fait que 
l'épaisseur n'est pas constante, le pourcentage volumique du verre varie 

entre 37% et 49%. La masse volumique de cette coque est de 1748 ~ g / m ~ .  Les 

caractéristiques géométriques de cette coque sont : 

L = 81.0 mm, hm,, = 12.0 mm, hmin = 9.0 mm 
qG = 518,o mm, q, = i84,o mm. 

Grand axe 

I 

1 f 
I * 

@ G  

Fig. lU. 15 - Coque d'un transducteur jtextens tonne 2 .  

Le maillage utilisé est défini par un découpage à 10 x 1 éléments 

pour 114 de la section et 112 hauteur (Fig. lU.15). En utilisant le même 

système d'axes que pour les cylindres, quatre combinaisons de conditions 

aux limites (SS, SA, AS, AA) ont été exploitées pour obtenir l'ensemble des 

modes ayant un plan de symétrie par rapport & XOY. Les modes 

antisymétriques ne sont pas exploités car ils se trouvent dans une bande de 

fréquence trop élévée. Le calcul a été réalisé dans le cas d'une analyse SS 

avec 211 degrés de liberté pour l'élément de coque et 375 degrés de liberté 
pour l'élément prisme. Le temps de calcul pour les 8 premieres fréquences 
de résonance est indiqué dans le tableau m.11. Les résultats sont regroupés 

dans le tableau lU.12. Les écarts entre la théorie et l'expérience varient 

de 0.1% à 7%. 



Tableau DI.11 - Temps de catcut. 

Elément de coque 
t (seconde) 

IO , 2 

Les figures m.16 et m.17 présentent le champ de déplacement calculé et 

mesuré pour les modes SS1 et AA1. Le spectre de vibration mesuré est 

présenté à la figure lit. 18. 

Elément prisme 
t (seconde) 

6,9 

Tableau lU.12 - Comparaison des résultats numériques et expérimentaux. 

Elément de coque 
homogénéisé t (seconde) 

32,1 

Elément 
\ 
Mode 

SSl 

AA1 

AS1 

SA1 

SS2 

AA2 

SA2 

AA3 

Coque 

(Hz) 

145 

215 

421 

417 

826 

846 

1337 

1972 

Prisme 

(Hz) 

141 

213 

413 

412 

813 

837 

1327 

1961 

Coque 
homogénéisée 

(Hz 

145 
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Fig. m. 16 - Champ de déptacement catcuté e t  mesuré SSI 145/141/144 Hz 

F f g .  m.17 - Champ de déplacement catcuté e t  mesuré AAl 215/213/231 Hz 
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Fig. U.18 - Coque gZextensionneZZe : spectre de vibration mesuré. 

lli - 1.2.4 ModéZisation d'un transducteur fZextensionneZ de 

classe IZZ 

Le transducteur flextensionnel est décrit sur la figure Iü.19. Il 
comporte [51] : 

- une coque cylindrique, à section elliptique, composée de fibres de 

verre et de résine époxy, 

- 12 colonnes de céramiques, comportant chacune 28 anneaux, montkes en 
parallèles. La céramique est de type X5105. Au centre de chaque colonne 

se trouve une tige de précontrainte en acier, 

- une pidce centrale en A U ~ G ,  

- deux embouts (inserts) assurant le raccordement des colonnes de 

céramiques et de la coque. Ces embouts sont constitués de plusieurs 

pièces, en acier et en AU~G. 
. 

Pour des raisons évidentes de taille du problème numérique, le 



Fig. m. 19 - Noddtisation d'un transducteur jtextensionnet 



modéle est r édu i t  A un moteur e t  B l a  p a r t i e  correspondante de l a  coque. 

Pour t e n i r  compte du r e s t e  de l a  s t ruc tu re ,  les deux plans  Pl e t  Pz normaux 
à l a  généra t r ice  de  l a  coque e t  q u i  dél imitent  l a  p a r t i e  retenue dans l e  

modèle son t  considérés comme des plans de symétrie, c'est-A-dire l eurs  

po in t s  n 'on t  pas de déplacement normal e t  sont  con t ra in t s  de r e s t e r  dans 

l e s  plans. D è s  l o r s ,  l e  maillage est rédui t  à 1/8 du modèle retenu 

seulement, dé l imi té  par  t r o i s  plans P3, P4 e t  P5, l e  plan P3 contenant l e s  

axes de symétrie de tous les moteurs, les plans Pq e t  P5 é t a n t  les plans 
médiateurs du mod&le retenu orthogonaux A P3. Dans tous  les cas,  l e  champ 
de déplacement est supposé symétrique par rapport à Pg ,  P4 e t  P5, puisque 
seu ls  les modes couplés électriquement sont in té ressan ts .  

Chaque p a r t i e  du transducteur est maillée comme s u i t  : 

- l a  coque en matériaux composites cont ient  40 éléments prismes e t  20 

éléments coques. Chaque élément cont ient  12 p l i s ,  nombre à p a r t i r  

duquel l 'augmentation du nombre de p l i s  est sans e f f e t  s u r  l e s  

fréquences de résonance, 

- l a  colonne de céramique est modélisée par  8 éléments hexaèdres à 20 

noeuds, 

- l a  p a r t i e  cen t ra le  est maillée pa r  9 éléments hexaèdres B 20 noeuds, 

- le raccord est maillé par  8 éléments hexaèdres à 20 noeuds e t  6 
éléments prismes B 15 noeuds, 

- l a  t i g e  de précontrainte est modélisée pa r  11 éléments à 2 noeuds. 

Les résultats de l 'analyse  modale du transducteur complet sont  regroupés 

dans l e  tableau D.13 pour les quatre  premiers modes. L'écart en t r e  ces 

valeurs  est i n f é r i e u r  A 10%. La f i gu re  D.20 présente l a  déformée des deux 

premiers modes. 

TabZeac N.13 - Comparatson des fréquences propres. 

Elémen t 

& 
1 
2 

3 
4 

Prisme 
(1206 ddl)  

Hz 

833 
1727 
3647 
3744 

Coque 
(934 dd l )  

Hz 

871 
1655 
3442 

3635 

Hexaèdre 
(1133 dd l )  

Hz 
848 

1750 
3650 
3988 
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F i g .  E.20 - Champ de déplacement des deux premf ers modes. 



Les Rbultats des diffbrents tests prêsentes dans cette partie ont 

permis de valider les 616ments incorpor4rs au code ATILA. Ils montrent 

ltint6r&t d'utiliser l'élément homog&n6is6 pour obtenir une pr6cision 

satisfaisante pour un temps de calcul minimum. Par ailleurs, lté16ment 

coque a &te utilisé et validé pour analyser la diffusion acoustique d'ondes 

planes par des structures de géom&tries complexes [52]. 

m - 2 CALCUL DES CONTRAINTES 

Nous présentons dans cette partie, trois tests de calcul de 

contraintes. Ces tests permettent d'évaluer la précision des résultats 

obtenus et d'examiner les points particuliers liés aux structures 

composites : influence de la s6quence d'empilement, discontinuité des 

contraintes planes aux interfaces. Enfin, nous étudions le comportement 

d'une coque utilisée dans la réalisation d'un transducteur flextensionnel. 

Bi - 2.1 W6lisation d'un barreau en matériau coliposfte 

Le barreau a une dimension grande devant les deux autres. Il est de 
longueur L = 10 cm et de section S = 1 an2. Une des extr&it&s est fixe, 

l'autre est char* par une pression uniforne P (Fig. 11.21). Ce barreau est 

constitué de 4 couches fibres de verre-résine 4poxy. Leurs caract&ristiques 
mbcaniques sont données au p8rwaphe E-1.2.1. La contrainte et le 

d6placement suivant x sont U d s  par : 

oQ S est la section droite du barreau et Ex, le module de Young suivant x. 
Le premier maillage utilise 5 BlQments de type coque. ~ e '  deuxiBme maillage 

utilise 11 éléments prismes B 15 noeuds (Fig. m.22):Les contraintes sont 

calculQes dans chaque couche aux points de Gauss, elles varient selon la 

séquence d'empilement. Pour un empilement quelconque (sans symétrie), la 

pression appliquée peut entrdner une flexion et une distorsion angulaire 

du barreau, ceci est d0 au phénom8ne de couplage (couplage plan, couplage 

flexion-membrane). Pour un empilement présentant une symetrie miroir et 



ayant le même nombre de couches B + c ~  et -9, la contrainte uxx est la même 
dans toutes les couches, car dans ce cas, le phénomène de couplage ne se 

produit pas. La comparaison des valeurs théoriques et des résultats du 

calcul par éléments finis montre une précision meilleure que 3% pour 
l'ensemble des valeurs (tableau III.14). 

P 

L 

Fig. m.21 - Barreau mutticouche sous pression unitorme. 

Coque Prisme Analytique Ecart % g l  
Tableau E.14 - Analyse statique d'un barreau en matdriau composite. 

Il - 2.1.2 Analyse harmonique 

Pour une sollicitation sinusoidale, le déplacement axial s'exprime 

est la vitesse de propagation des ondes longitudinales dans le barreau, cd 

désigne la pulsation, A et B sont des constantes d'intkgration. 

A partir des ' conditions aux limites Uxx= O en x=O, ux,= P/S en x=L et de 
l'équation (lU.l), la contrainte normale s'exprime sous la forme : 

- 
"xx - 

a.sin r] 



L e s  maillages sont  identiques A ceux u t i l i s é s  pour l 'analyse  s ta t ique .  L e  

champ de déplacement du barreau est obtenu à 3 kHz (Fig. lii.22). La 

correspondance e n t r e  les valeurs théoriques de l a  con t ra in te  e t  les valeurs 

calculées  en d i f f é r en t s  points du barreau (Fig. lü.23) est sa t i s f a i s an t e  s u r  

tou te  l a  longueur. 

Fig. m.22 - Représentation du champ de déptacement du barreau à 3 KHz. 

Analytique 

O Element coque 

A Element prisme 

Fig. R.23 - Variation de uXx le long du barreau en matériau composite 

(-30/+30/+30/-30) à 3 W z .  



- 2.2 Poutre encastrée chargée A son extrémité 

La poutre est encastrée en x = O et soumise à une force F en 

x = L, L étant la longueur de la poutre. Elle est constituée de deux 

couches de matériaux différents (Fig. lU.24). Les matériaux sont élastiques 

isotropes, de modules de Young longitudinaux El et E2 et de modules de 
cisaillements Gl et G,. Les caractéristiques mécaniques et géométriques 
utilisées sont : 

h = 4 mm, L = 100 mm, Hl = 6 mm, H,= 4mm, F = 3 0 0 N  
El = 1,75x10~~ Pa, E, = 7,0x109 Pa, G1 = 0,7x10~~ Pa, G2 = 2.8~109 Pa. 

La flèche maximale W est donnée par [28] : 

1 , 1 représentent le moment d'inertie de la section droite 1 
respectivement 2 par rapport à l'axe neutre. 

La position de l'axe neutre est donnée par [28] : 

1 (El- E,).H; + E,. (Hl+ H ~ ) ~  
a =  - [  2 

El + E2 1 
La contrainte uxx et la contrainte de cisaillement rx,.stécrivent : 



Les maillages utilisés comprennent, pour l'élément de coque 5 éléments 
suivant la longueur et 10 éléments pour 1'Blément prisme. Pour chacun 

d'eux, la structure déformée est représentée sur la figure lii.25. La 

différence entre la flgche calculée et le résultat de la théorie de 

l'élasticité est inférieure B 5%. Le centre Alastique est obtenu avec une 
précision meilleure que 2% (tableau lU.15). 

Tableau m.15 - Comparaison des résultats numériques et analytique. 

l Fig. E.25 - Représentation des champs de déplacement. 

Les figures m.26 et m.27 représentent respectivement les distributions de 

contrainte ax, suivant l'épaisseur et sa variation le long de la poutre. 

Cette contrainte est discontinue B travers l'interface comme le montre la 

figure lii.26. Elle est maximale au voisinage de l'encastrement (X=O) et 

nulle B l'autre extrémité de la poutre (X=L) (Fig. III.27). La correspondance 

entre les valeurs théoriques et les valeurs calculées en différents points 

de la poutre est satisfaisante, pour les deux types d'éléments. 

La répartition de la contrainte de cisaillement T,, suivant la hauteur est 



parabolique (Fig. lU.28). Cette contrainte est maximale au voisinage de 

l'axe neutre et nulle sur les faces supérieure et inférieure de la poutre. 

D'autre part, l'écart est très important notamment au voisinage du centre 

élastique et à l'interface. Pour comprendre ces écarts, il faut noter que 

le modèle théorique utilisé suppose un chargement parabolique à l'extrémité 

libre et un mode de fixation, à l'autre extrémité, qui ne s'oppose pas à la 

distorsion de son plan. Si ces conditions ne sont pas parfaitement 

vérifiées, des modifications notables peuvent intervenir dans les 

contraintes locales. 

O Elcmcnt coque materiau 2 
O Element p r i s m e  

Analytique 

interface 
C 

V 

e 

0, 

-1 
3 
c: 

C( 

materiau 1 

-5 1 I I 1 I I J 

-180 -120 - 6 0 O 6 O 120 180 

oxx(MPa) 

Figure 111.26 - Distribution de la contrainte a,, au point A 

suivant t'épaisseur. 
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Fig. m.27 - Variation de a,, au point B le long de 

la poutre. 

A Element prisme 

-3  - 

I 

O 4 8 12 16 2 O 
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Fig. lü.28 - Distribution de la contrainte 7%- 
suivant l'épaisseur. 



l liI - 2.3 Plaque sandwich constituke de couches orthotropes 
l 

On Qtudie ici une plaque sandwich carrée simplement appuyée, de 

côté L = 20. cm et d'épaisseur h = 5. cm. Les peaux sont en résine époxy 
renforcée par des fibres de graphite et le coeur en nid d'abeilles est en 

résine renforcée par des fibres de verre. Les peaux sont orthotropes, leurs 

axes d'orthotropie sont paralléles aux axes du plan de la plaque 

(Fig. liI.29). Les caractéristiques mécaniques de peaux sont [54] : 

Le coeur est isotrope transverse, d'épaisseur h, et de caractéristiques 

mécaniques : 



X Y 
Cette plaque est soumise à une charge P (P = Posin(n -).sin(n -)). Elle 

a a 
admet deux plans de symétrie orthogonaux, seul 1/4 de celle-ci a été 

discrétisé par un maillage de 3 x 3 éléments pour chaque type d'élément. 
Les résultats obtenus sont comparés à ceux de la solution de PAGAN0 [55]. 
On remarque que les valeurs numériques obtenues correspondent à celles 

données par PAGANO. Les écarts entre résultats numériques (Figs. lü.30 à 

JiI.32) et analytiques sont inférieures à 11% quelque soit le type d'élément. 

Toutefois, comme on peut le remarquer (Fig. lü.31). la contrainte rxy est 
discontinue à travers l'interface, par contre les contraintes rxZ et % Z  
sont continues (Figs. lü.30 et JiI.32). Le plan neutre est le plan de symétrie 

(Z=0) de la plaque (Fig. JiI.31). La répartition de contrainte de 

cisaillement r X z  est parabolique suivant l'épaisseur et, par conséquent, le 
coeur est le plus sollicité en cisaillement car cette contrainte y est 

maximale (Fig. lü. 30) . Les peaux sont plus sollicités en 

traction-compression. 

0.50 

0.25 

0.00 
e 

C fs 
-0.25 

-0.50 
O 0.3 & O. 6 O. 9 1.2 

P 
Fig. JiI.30 - Distribution de la contrainte de cisaillement 

transversal T,., suivant l'épaisseur au point A. 
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Fig. lU.31 - Distribution de la contrainte T~~ suivant 
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Fig. E.32 - Distribution de la contrainte normale 
a,, suivant Z'epaisseur au point C. 



III - 2.4 Etude de la coque d'un transducteur flextensionnel 

m - 2.4.1 Etude statique 

Lorsque un transducteur est immergé, la pression appliquée induit 

des contraintes hydrostatiques supplbmentaires. Pour simuler cet effet, une 

pression uniforme a et6 appliquee sur la surface extérieure de la coque. Le 

champ des contraintes et la constante de HILL (lI.48) ont ét& calcules pour 
chaque couche. Le maillage est identique B celui utilisé pour l'analyse 

modale. Les valeurs de limites de rupture adoptées dans les modélisations 

sont reproduites au tableau U.16 128). On remarque des valeurs différentes 

entre les contraintes de rupture en traction et compression B cause du 

phénomène de microflambement des fibres dans la matrice. 

Tableau lü.16 - Limites de rupture de fibres de verre. 

Contrainte de rupture 

Traction longitudinale 

Compression longitudinale 

Traction transversale 

Compression transversale 

Cisaillement dans le plan 
de la fibre 

Cisaillement interlaminaire 

La figure m.33 présente l'évolution de la constante de Hill suivant le 

grand axe de la coque et pour plusieurs couches. Elle montre que la partie 

la plus sollicitée est B l'extrémité du grand axe, notamment pour les 

couches extrêmes (couche intérieure et couche extérieure). Ceci est 

attribué d'une part, au moment de flexion important à cet endroit, d'autre 

part à la présence d'une grande déformation longitudinale engendrée dans 

les couches extrêmes. La partie la moins affectée est le noeud de 

déplacement de la coque (X=0,18 m). Les couches moyennes sont les plus 

sollicitées car les contraintes de cisaillement y sont maximales, les 

autres contraintes Qtant nulles. 
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Fig. E.33 - Analyse statique de Za coque d'un transducteur 
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b) Etude modate 

L e  comportement mécanique de coque a été é tud ié  dans l ' a i r  pour l a  

première fréquence de résonance. C e  mode correspond B l a  fréquence de 

fonctionnement du transducteur. Le  champ de déplacement e t  l 'évolut ion de 

l a  constante de H i l l  sont  représentés à l a  f i gu re  lU.34. Cette  dernière 

montre que l a  zone l a  plus  s o l l i c i t é e  est s i t u é e  à l ' extrémité  du grand 

axe. Cela est dQ au moment de flexion qu ' e l l e  sub i t .  De même, comme dans 

l ' ana lyse  s t a t i que ,  les couches les plus  a f fec tées  sont les couches 

extrêmes. 

IiI - 2.5 Conclusion 

L e  ca lcu l  des contra intes  a étQ développé e t  t e s t é  pour l'ensemble 

des éléments multicouches. La concordance en t r e  valeurs calculées et  

so lu t ions  analytiques est s a t i s f a i s an t e  pour toutes  les contraintes.  Dans 

l a  prat ique,  les valeurs fondamentales à connaître sont c e l l e s  aux 

in t e r f aces  ca r  l a  détkr iorat ion des s t ruc tures  s t r a t i f i é e s  s e  produit  

presque toujours au niveau des in te r faces  par  arrachement des couches 

(délaminage). Comme les valeurs calculées aux in te r faces  dans l'ensemble 

son t  s a t i s f a i s an t e s ,  on peut donc conclure que cette approche numérique 

permet de prédire  l a  zone et les couches les plus s o l l i c i t é e s .  
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CHAPITRE IL! 

MODELISATION DES STRUCTURES COMPOSITES ENDOMMAGEES 

Ce chapitre a pour objet ltana2yse du comportement dynamique des 

structures composites endommagées. Dans la première partie, nous présentons 

un modèle analytique décrivant le comportement d'une poutre multicouche 

endommagée. Les solutions analytiques sont comparées aux résultats de 

calcut par éléments finis. Dans la deuxtéme partie, l'étude est étendue a 

d'autres structures (plaque, coque faisant partie d'un transducteur 

fZextensionnel). Pour chaque mode de rupture et pour différentes séquences 

d'empilements, nous avons calculé l'évo~tution des fréquences propres en 

fonction de t'amplitude et de ta position de ta fissure. 





IQ - 1 ANALYSE MODALE D'UNE POUTRE MULTICOUCHE ENDOMMAGEE 
Dans le premier chapitre, les différents modes de rupture (cassure 

des fibres, cassure de la matrice, délaminage) conduisant à l'endommagement 

d'un matériau stratifié ont été présentés. Cette partie analyse l'effet de 

ces modes sur le comportement dynamique d'une poutre. L'évolution avec 

l'endommagement des fréquences propres de la poutre est présentée pour 

chaque mode de rupture. Les résultats du calcul par éléments finis sont 

comparés à des solutions issues d'un modèle analytique [56]. 

IQ - 1.1 Endonunagement par delaminage 

IP - 1.1.1 Modéte anaZyttque 

On considère une poutre multicouche de longueur L = 20 cm et 

d'épaisseur h = 1 cm, appuyée à ses extrémités et délaminée parallélement à 

son plan moyen. Elle est constituée de fibres de verre et de résine époxy. 

Cette poutre peut étre divisée en quatre segments suivant les notations de 

la figure IP. 1 : 

z 11 Zone dblaminee - - - - -  - - - - - - -  X + 

L 
4 t 

-PIF! E3, 13, P3 

* 
LI 

4 
L2 

- 4  
L3 

F 

Fig. IQ l - Poutre multicouche délaminée. 



E, et 1, sont respectivement la rigidité longitudinale et l'inertie de 
flexion, pi la densité linéique de masse du segment i. L2 désigne la 
longueur de la fissure. 

A partir des équations d'équilibre, de compatibilité des déformations, des 

moments de flexion et des conditions aux limites, on obtient un système 

linéaire d'équations : 

[Dl est une matrice qui dépend des dimensions de la poutre, de ses 

caractéristiques mécaniques et de la variable K définie par : 

w désigne la pulsation. {M) est un vecteur représentant les coefficients 

d'intégration. 

Pour admettre d'autres solutions que la solution triviale {M) = {O) ce 

système doit être non cramérien. Pour chaque valeur de K, le déterminant 

de la matrice [ID] est calculé numériquement. Les modes de flexion sont 

alors obtenus lorsque, pour deux valeurs adjacentes de K, le déterminant , 
change de signe. Les modes calculés se répartissent entre les modes de 

flexion de la poutre et les modes de vibrations des lèvres de la fissure 

appelés également modes supplémentaires. L'identification de ces modes 

s'effectue en prescrivant un mouvement identique pour les lévres de la 

fissure, de manière à supprimer les modes supplémentaires. Les modes 

obtenus après résolution de ce système sont les modes de flexion. 

IP - 1.1.2 Nodétfsatfon par étéments Jtnfs 

Pour des raisons de symétrie, seule la moitié de la poutre a été 

modélisée. Le maillage utilisé comporte 5 éléments suivant la longueur et 2 
éléments suivant l'épaisseur. La prise en compte de la fissure a été 

réalisée en écartant les noeuds appartenant à la frontière de la fissure 

(Fig. In. 2) . 



Fig. IQ.2 - Maillages utilisés pour des fissures de longueur différente. 

IP - 1.1.3 Résultats 

Nous avons calculé,  en fonction de l a  f i s s u r e ,  l ' évo lu t ion  de l a  

fréquence des qua t re  premiers modes de flexion de l a  poutre (Fig. IP.3). 
L e s  r é s u l t a t s  obtenus sont repor tés  s u r  l a  f igure  IQ.4. Les éca r t s  e n t r e  

les r é s u l t a t s  numériques et analytiques sont i n f é r i e u r s  B 18%. D'autre 

p a r t ,  l e  champ de contraintes l e  long de l a  poutre a été calculé  pour ces  

quatre  premiers modes. La r épa r t i t i on  des cont ra in tes  au se in  de l a  

s t r u c t u r e  v a r i e  avec l a  courbure de l a  poutre en v ibra t ion .  L'augmentation 

de courbure en t r a lne  une augmentation de l a  con t ra in te  de cisail lement par  

rapport  A l a  contra inte  normale. L e s  modes propres d 'ordre  plus  élevé on t  

une courbure p lus  importante e t  son t ,  par  conséquent, plus s o l l i c i t é s  en 

c isai l lement .  

L'analyse de ces  r é su l t a t s  montre que dans le  cas  de f i s su re s  de p e t i t e s  

dimensions, l a  fréquence l a  plus  importante est obtenue pour le quatrième 

mode c a r  l a  f i s s u r e  s e  s i t u e  dans un plan nodal ( T ~ ,  maximum). Dans l e  m ê m e  

cas ,  c e t t e  va r i a t i on  est moins grande pour l e  deuxième mode propre ca r  l a  

con t ra in te  de cisail lement engendrée par  l a  zone endommagée est plus  

f a ib l e .  En ce  qu i  concerne l e  premier mode, s a  fréquence est peu a f fec tée  



car la fissure se trouve sur le ventre de vibration ( T ~ =  minimum). De même, 

la fréquence du troisième mode marque au départ une légère décroissance, 

puis elle diminue plus vite quand la fissure atteind les noeuds de 

vibration. 

Il apparaît donc que les variations des fréquences de résonance de la 

poutre dépendent d'une part de la dimension et de la localisation de la 

fissure, d'autre part des contraintes de cisaillement modifiées par la 

zone endommagée. Par exemple, la variation de la quatri&me fréquence de 

résonance est importante quand la fissure se situe dans un plan nodal. 

Ensuite, elle est moins importante quand la fissure se propage dans une 

zone où les contraintes de cisaillement sont faibles. Enfin, cette 

variation est importante quand la fissure atteind d'autres noeuds de 

vibration. 

Cependant, l'effet du dédoublement de la poutre dans son épaisseur, produit 

des modes supplémentaires (Fig. 111.5) qui sont les modes de vibrations des 

lèvres de la fissure. Les fréquences de ces modes décroîssent 

progressivement lors de la propagation de la fissure, la comparaison entre 

les valeurs obtenues par le modèle analytique et le calcul par éléments 





f i n i s  est très sa t i s fa i san te .  On note que ces modes supplémentaires peuvent 

ê t r e  couplés avec d ' au t re  modes de v ibra t ion  notamment à haute fréquence. 

137 - 1.2 Endonimagement par cassure des  f i b r e s  

Dans ce cas ,  l a  poutre é tudiée  est simplement appuyée a s e s  

extrémités e t  l a  zone endommagée se trouve dans une sec t ion  s i t uée  en son 

milieu ( f i gu re  IP.6). Cette poutre peut  etre d iv i sée  en t r o i s  segments, l a  

longueur du deuxième segment ( L 2 )  est très p e t i t e  devant les autres .  La 
cassure des f i b r e s  ou des couches se t r adu i t  p a r  une réduction de l a  

sect ion S 2 .  

L e  ca lcu l  des modes de flexion est identique à ce lu i  du problème précédent. 

La modélisation par éléments f i n i s  a por té  s u r  l a  moi t ié  de l a  poutre pour 

des raisons de symétrie. Le maillage u t i l i s é  comporte 5 éléments suivant l a  

longueur e t  3 éléments suivant l ' épa i sseur .  La p r i s e  en compte de l a  

f i s s u r e  a été r éa l i s ée ,  en l i bé ran t  un ce r t a in  nombre de noeuds appartenant 

à l a  f ron t i è r e  de l a  f issure .  



Cassure des fibres 

Partie modélisée 

Maillage utilisé 

Fig. IQ6 - Poutre mutticouche endommagée dans son mit2eu. 

IP - 1.2.2 Résultats 

Nous avons reporté s u r  l a  f igure  IP.7 l ' évo lu t ion  des fréquences 

des quatre  premiers modes de f lex ion  de l a  poutre en fonction du nombre de 

couches endommagkes. L e s  é c a r t s  en t r e  les r é s u l t a t s  numériques et 

analytiques sont  in fé r ieurs  A 15%. On note que l e  premier e t  troisième 

modes dont les déformées sont symétriques par  rapport au plan X = L/2, sont  

les plus a f fec tés  ca r  l a  zone endommagée s i t u é e  au milieu de l a  poutre est 

l e  ventre de vibrat ion de ces modes e t  par  conséquent l ' endro i t  où l a  

cont ra in te  O,, est maximale. L a  fréquence du premier mode baisse de 23% 
quand 75% des couches sont cassées. Pour l e  m ê m e  endommagement, l a  

fréquence du troisième mode diminue de 16%. Cette différence est dûe à l a  

var ia t ion  de l a  répar t i t ion  des contraintes  d'un mode à un autre.  La 

contrainte  normale O,, engendrée par  l a  poutre exc i tée  s u r  l e  premier mode 
est plus  importante que c e l l e  engendrée par l a  m ê m e  poutre s u r  l e  

troisi6me. 

Par contre,  l e  deuxième e t  le quatrième modes dont les déformées sont  

antisymétriques par  rapport au plan X = L/2, ne sont  pas affectés  ca r  l a  

f i s s u r e  est s i t u é e  dans un plan nodal où l a  contrainte O,, est nulle.  





IP - 1.3 Conclusion 

Cette étude a permis de valider l'utilisation de la méthode des 

éléments finis pour analyser l'endommagement des structures composites. 

Cette modélisation numérique a donné des résultats satisfaisants sur 

l'évolution du comportement dynamique de toutes les structures étudiées. 

Les écarts observés (Figs. IP.4 et IP.7) entre les résultats numériques et 
analytiques sont dûs aux modèles utilisés. Le modèle analytique repose sur 

la théorie des poutres et est donc unidimensionnel. Le calcul numérique 

utilise des éléments tridimensionnels et est par conséquent, plus exact à 

priori. Les figures IQ.4 et IQ.7 fournissent des informations précises sur 
la fissure (dimension, localisation), ainsi que sur le mode d'endommagement 

associé (délaminage, cassure des fibres). Elles montrent que chaque 

modification au sein du matériau provoque des variations de sa réponse 

modale. Le tableau IQ.1 résume les différents résultats obtenus à partir 

des exemples étudiés et montre l'effet de l'endommagement sur les quatre 

premiers modes de flexion. 

TabZeau IQ 1 - Varf atf ons maxima tes des fréquences en fonct f on de 
t'endommagement (détamfnage L 2 / L  = 0,6 ; Cassure des fibres : nombre de 

couches endommagées / nombre totat de couches = 0,65). 

En conclusion, les variations des fréquences de résonance dépendent d'une 

part du mode d'endommagement (délaminage, cassure des fibres), d'autre 

part, de la fissure (dimension, localisation). Dans le cas du délaminage, 

ces variations sont fonction des contraintes de cisaillement modifiées par 

la zone endommagée. Par contre, dans le cas de cassure des fibres, elles 

sont fonction des contraintes normales. 

Mode 

Endommagement 

Délaminage 

Cassure des fibres 

I 

Deuxième 
mode 

baisse de la 
fréquence 
de 37% 

pas d'effet 

Premier 
mode 

pas d'effet 

baisse de la 
fréquence 
de 23% 

Troisiéme 
mode 

baisse de la 
fréquence 
de 33% 

baisse de la 
fréquence 
de 16% 

Quatrième 
mode 

baisse de la 
fréquence 
de 34% 

pas d'effet 



IP - 2 ETUDE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE DE STRUCTURES ENDOMMAGEES 

L'objectif de cette partie est d'étudier le comportement dynamique 

de structures composites endommagées pour lesquelles il n'existe pas de 

modèles analytiques connus (plaque et coque d'un transducteur 

flextensionnel). Pour chaque mode de rupture et pour différentes séquences 

d'empilements, nous avons calculé la variation des fréquences propres en 

fonction de la longueur de la fissure. 

In - 2.1 Analyse modale d'une plaque composite endonnnagée 

IP - 2.1.1 Description du problème 

La structure étudiée est une plaque carrée d'épaisseur h = 3 cm et 
de caté L = 20 cm. Elle est constituée de fibres de verre et de résine 

époxy. Les endommagements (délaminage, cassure des fibres, cassure de la 

matrice) sont supposés avoir lieu dans le plan moyen (Fig. IP.8). Pour des 

raisons de symétrie seul 1/4 de la plaque a été modélisé. Le maillage 

utilisé comporte 18 éléments (Fig. IP.8). Cette plaque est supposée libre 

à ses extrémités. La prise en compte de la fissure a été réalisée, en 

écartant les noeuds appartenant B la frontière de la fissure. 

D é l a m i n a g e  C a s s u r e  de l a  m a t r i c e  + 

C a s s u r e  des fibres 

Fig.  IQ 8 - Plaque muZt icouche endommagée. 



IH - 2.1.2 Résuttats 

L e s  f igures  IP.9 B IP.ll montrent l 'évolut ion des h u i t  premiéres 

fréquences de résonance de l a  plaque en fonction de l a  longueur du 

délaminage, du nombre de couches rompues ou lorsque l a  matrice est cassée. 

Le tableau IQ.2 indique pour chaque mode d'endommagement l a  var ia t ion  de 

fréquence de résonance. Un mode symétrique par rapport  au plan YOZ e t  

antisymétrique par  rapport au plan XOZ s e r a  noté SA 

(symétrique-antisymétrique). 

Tabteau IQ.2 - Variations maximaZes des huit premières fréquences de 
résonance (Orientation des fibres par rapport à t'axe OX: p = O " ) .  

Mode propre 

Moded'endommagement 

Délaminage 

Cassure des f i b r e s  

Cassure de l a  matrice 

L'analyse de ces r é s u l t a t s  montre que l a  var ia t ion  l a  plus 

importante est associée A l a  rupture des f i b re s .  C e t  effet s 'explique par 

l a  rés i s tance  des f i b r e s  plus élevée que celle de l a  matrice. D e  p lus ,  

c e t t e  var ia t ion  dépend de l a  déformée de chaque mode propre, les modes 

propres dont l a  déformée var ie  avec l ' absc i s se  X (Fig. IIL.12-a) sont  les 

p lus  a f f ec t é s  dans le cas d'un endommagement par cassure des f i b re s  e t  de 

l a  matrice (Tableau IP.2 ; modes SS2 e t  SA1). La cause de ces var ia t ions  

est a t t r i buée  A l a  réduction de r i g i d i t é  dans l a  d i rec t ion  OX. La ba i s se  de 

fréquence l a  plus  importante concerne les modes ayant un ventre  de 

v ibra t ion  dans l a  zone endommagée (Fig. IH.10 et IZL.11 ; mode SS2), car l a  

cont ra in te  normale a,, est maximale dans c e t t e  zone. Par contre,  les modes 
ayant une l i g n e  nodale s i t uée  s u r  l a  zone endommagée ne sont  pas a f fec tées  

(Fig. IH.10 et IP.11 ; modes AA1 e t  AS1). 

Cependant, l a  fréquence des modes propres dont l a  deformée va r i e  avec 

l ' absc i s se  Y (Fig. IE.12-b) est inchangée (Tableau IIL.2 ; mode S S l ) ,  l a  

diminution de r i g i d i t é  dans l a  d i rec t ion  OX ne les af fec tan t  pas. L e s  modes 

ayant une var ia t ion  de déformée selon l ' absc i s se  X et l'ordonnée Y 

(Fig. IP.12-c) sont quand B eux peu a f fec tés  (Tableau IZL.2; mode SS3). 
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Par ailleurs, la variation des fréquences dépend des rigidités 

directionnelles, elles mêmes fonction de l'orientation des fibres. Les 

figures In. 13 et In. 14 montrent, pour différentes séquences d ' empilements, 
l'évolution de la fréquence normée SS2 en fonction de la longueur de la 

fissure. Celle-ci est obtenue en divisant la fréquence de la plaque 

endommagée par celle de la plaque intègre. On note que la déformée de ce 

mode varie avec l'abscisse X et que son ventre de vibration se situe dans 

la zone endommagée. Le tableau IZ.3 présente les variations de cette 
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Fig. IZll - Evotution des huit premidres gréquences en fonction du 
nombre de couches dont ta matrice est cassée (cassure de ta matrice). 

Orientation des fibres 
% 
Mode d'endommagement 
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P 

a) déf~rmée variant avec l'abscisse x 
. . . . 

avec l'ordonnée Y 

C) déformée variant 
avec l'abscisse X 
et 1 ' ordonnée Y 

Fig. ILL22 - Variations de ta déformée de ta ptaque 
(Les traits en pointittés représentent ta structure au repos). 

fréquence en fonction de la séquence d'empilement. 11 montre que la baisse 

est plus importante lorsque la fissure est perpendiculaire aux fibres pour 

des modes dont la déformée varie dans une direction parallèle à celles-ci. 

En effet, la diminution des fréquences des modes dont la déformée varie 

avec l'abscisse X est moins importante lorsque la direction des fibres 

s'écarte de l'axe OX. La réduction de rigiditk suivant cet axe en est la 

cause (Tableau IP. 3) . 
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Dans le cas de l'endommagement par délaminage, la séparation totale le long 

de l'axe OY de la plaque entraîne une baisse de ses fréquences de 

résonance. Cette baisse varie d'un mode B un autre, elle est fonction des 

contraintes de cisaillement modifiées par la zone endommagée. La baisse la 

plus importante est obtenue pour les modes ayant une variation de déformée 

avec l'abscisse X et l'ordonnée Y (Fig. IP.9 ; modes SA1, SA2 et SS3). 

Cette baisse de fréquence est grande, m&me dans le cas d'une fissure de 

petite dimension pour le mode SA2. Eh effet, la fréquence de ce dernier 

diminue de l'ordre de 26%. parce que les contraintes de cisaillement 

associées à la plaque excitée sur ce mode sont plus importantes. 

L'effet du dédoublement de la plaque dans son épaisseur, produit des modes 

supplémentaires (modes de vibration des lèvres de la fissure), dont les 

fréquences de résonance décroîssent progressivement lors de l'accroissement 

de la fissure. Ces fréquences dépendent également de l'orientation des 

fibres. Elles diminuent quand l'écart des fibres par rapport à l'axe OX 

augmente (Fig. IQ.l5), cause de la baisse de rigidité dans cette 

direction (OX). 
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Fig. 1x16 - Champ de ddplacement du premier mode supplémentaire du quart 
de la ptaque en fonction de la longueur de la fissure. 



On note également que les var ia t ions  de r i g i d i t é s  di rect ionnel les  

entra înent  des croisements de modes (Fig. IP.9 ; modes SS3 et  AA2) e t  

(Fig. IP.10 ; modes SS1 e t  SS2), qu i  apparaîssent en p a r t i c u l i e r  pour des 

f i s su re s  de grandes dimensions. 

D'autre p a r t ,  l a  var ia t ion  des fréquences dépend de l a  zone endommagée. Le 

tableau IQ.4 présente l e s  var ia t ions  des h u i t  premières fréquences de 

résonance pour t r o i s  zones délaminées (Fig. In. 17) . 

Tableau IQ4 - Variations des huit premiéres fréquences de résonance pour 
trois zones détaminées (Orientation des fibres P = 0' ; L/d = 0,33). 

-2"- +' 1- 

d/ 2 

zv O y*x 

-1 '4 -1 '* 
d/2 d/Z 

Fig. IQ 17 - Plaque muZticouche dé Zami née. 

On remarque que l a  baisse  de l a  fréquence de résonance est plus importante 

lorsque l e  bord de l a  plaque e s t  délaminé (Fig. IP.17-c). Ceci s 'explique 

du f a i t  qu'une extrémité de l a  f i s su re  est l i b r e .  Cette baisse de l a  

fréquence est plus  grande, pour les modes ayant une var ia t ion  de déformée 



selon l'abscisse X (Tableau IE.4, SS2), lorsque la fissure s'éloigne du 

ventre de vibration. La baisse des fréquences des modes ayant une variation 

de déformée selon l'ordonnée Y (Tableau IQ.4, SSi) ne dépend pas de la 

localisation de la fissure. Ceci est dQ à la répartition uniforme de 

contrainte de cisaillement T~~ suivant l'axe OX. 

En conclusion, l'évolution des fréquences de résonance d'une plaque 

composite endommagée dépend de l'amplitude de la fissure, de la 

localisation de la zone endommagée, de la séquence d'empilement et de la 

nature du matériau qui la constitue. Dans le cas du délaminage, les 

variations des fréquences sont fonction des contraintes de cisaillement 

modifiées par la zone endommagée. La diminution la plus significative 

affecte la fréquence des modes propres SA2 et SS3. Par contre, dans le cas 

d'une cassure des fibres ou de la matrice, ces variations sont fonction des 

contraintes normales. Les fréquences des modes SS2 et SA1 sont les plus 

affectées. 

F t g .  IQ18 - Champ de déptacement du quart de ta plaque détamfnée pour te 
mode AAI . 



Fig. IQ 19 - Champ de déplacement du quart de la  ptaque pour les  modes 

SSI , AS1 e t  SS2. 



IP - 2.2 Etude du comportement dynamique de l a  coque d'un transducteur 

flextensionnel 

IP - 2.2.1 flaittage utitisé 

La s t ruc ture  analysée est l a  coque d'un transducteur flextensionnel 

en matériau composite (Fig. 122.20). Pour des raisons de  symétrie, seule  l a  

moitié de l a  s t ruc ture  a é t é  modélisé. L e  maillage u t i l i s é  comporte 28 

éléments. Comme précédemment, l a  pr i se  en compte de l a  f i ssure  a é t é  

r éa l i sée  en écartant  les noeuds appartenant a l a  f ron t i è re  de l a  f issure.  

IP - 2.2.2 Résuttats 

On présente dans l e  tableau 122.5, pour chaque mode de rupture, l e s  

var ia t ions  des hu i t  premières fréquences de résonance de l a  coque. Un mode 

symétrique par rapport au plan YOZ e t  antisymétrique par rapport au plan 

XOY sera noté SA (symétrique-antisymétrique). 

Tubteau IZ5 - Variations maximates des huit premiOres fréquences 
de résonance (Orientation des fibres (o - 0'). 

Mode propre 
, 

Mode d'endommagement 

Délaminage 

Cassure des f ib res  

Cassure de l a  matrice 

La  var iat ion des fréquences de résonance est liée au mode de 

vibration. Dans l e  cas de l a  cassure de l a  matrice (Fig. IZL.21) e t  des 

f ib res  (Fig. IP.22)' l a  fréquence des modes propres dont l a  déformée var ie  

avec l ' absc isse  X (Fig. IP.23-a) e s t  l a  plus affectée. En e f f e t ,  l a  

diminution de fréquence l a  plus importante est obtenue pour les modes SS1, 

SA1, SS2 e t  SS3 parce que l a  zone endommagée s e  s i t u e  sur  le  ventre de 

vibrat ion.  Le mode SS1 e s t  l e  plus a f fec té  car  l a  contrainte normale 

associée à l a  coque excitée su r  son mode AS1 est l a  p lus  importante. En ce 

qui  concerne l e s  modes AS1, AA1 e t  AS2, leurs  fréquences sont inchangées 

parce q u ' i l s  ont une l igne nodale s i tuée  dans l a  zone endommagée. On note 
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Fig. IESO - Coque mutticouche endommagée. 



également que la baisse des fréquences des modes dont la déformée varie 

avec l'abscisse X et l'azimut Z (Fig. IQ.23-b), est peu importante (mode 

SA2). De plus, la variation des fréquences dépend des rigidités 

. directionnnelles, elles mêmes fonction de l'orientation des fibres. Les 

figures IQ.24 et 152.25 montrent, pour différentes séquences d'empilements, 

l'évolution de la fréquence normée SS1 en fonction de la longueur de la 

fissure. Le tableau IQ.6 indique les variations de cette fréquence en 

fonction de la séquence d'empilement. La baisse de fréquence des modes 

propres dont la déformée varie avec l'abscisse X, est moins importante 

quand la direction des fibres s'écarte de l'axe OX. La cause est la 

diminution de rigidité dans cette direction. 

! Tubteau IQ6 - Variations maximates de ta fréquence de résonance S S l .  

Orientation des fibres 

Mode d ' endommagement 

Délaminage 

Cassure des fibres 

Cassure de la matrice 

Dans le cas de l'endommagement par délaminage, la figure IE.26 montre que 

tous les modes sont affectés. De même, la baisse des fréquences de 

résonance depend de la déformée de la structure excitee, elle est fonction 

des contraintes de cisaillement modifiées par la zone endommagée. Les modes 

AS2 et AA1 sont les plus sensibles pour des fissures de petites dimensions 

car la zone endommagée se situe dans un plan nodal. 

La figure IE.27 montre les variations de la fréquence du premier mode 

supplémentaire en fonction de la longueur de la fissure et pour différentes 

séquences d'empilement des fibres. Ces variations diminuent quand l'ecart 

entre la direction des fibres et l'axe OX augmente, B cause de la baisse de 

rigidité dans cette direction. 

+ O *  
% 

16 

37 

15 

Le croisement des modes ne se produit que dans le cas des fissures de 

grandes dimensions (Fig. IIL.23 ; modes AS1 et AA1 ; modes SS1 et AA1) a 

cause de la faible variation de rigidité directionnelle. 
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a) Déformée variant 

avec l'abscisse X 

b) Déformée variant 

avec l'abscisse X 

et l'azimut Z 

Fig. IQ23 - Variations de la déformée de la coque 
(Les traits en pointillés représentent la stmcutre au repos). 

En conclusion, l'endommagement par délaminage de la coque d'un transducteur 

flextensionnel provoque une baisse des fréquences propres, notamment pour 

des fissures de grandes dimensions. La baisse du mode fondamental (AS1) 

atteind 15% de sa valeur initiale quand la longueur de la fissure est 0.7L 

et que les fibres sont parallèles B l'axe OX. Dans le cas des autres modes 

de rupture, le mode fondamental n'est pas affecté. Seuls les modes ayant un 

ventre de vibration coïncidant avec la zone endommagée montrent une 

variation notable de fréquence. 
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In - 3 CONCLUSION 

Les résultats présentés dans ce chapitre montrent que la variation 

des fréquences de résonance dépend essentiellement du type d'endommagement, 

de la déformée de la structure excitée et des contraintes modifiées par la 

zone endommagée. Dans le cas du délaminage, ces variations sont fonction 

des contraintes de cisaillement modifiées par la zone délaminée. Dans le 

cas de cassure des fibres, elles sont fonction des contraintes normales. De 

plus, certains modes propres sont plus affectés que d'autres. Ainsi une 

analyse modale permet d'évaluer, d'une part l'état réel du matériau 

(dimensions de la fissure), d'autre part le mode d'endommagement associé. 

Enfin, cette approche numérique permet d'étudier des structures de 

géométrie quelconque, constituées de matériaux de nature diverse et 

soumises à des sollicitations complexes. Les résultats présentés montrent 

la précision et l'efficacité de cette approche. 



Fig. IQ28 - Champ de déptacement de ta moitié de ta coque détaminée 
pour tes modes S S I ,  SA1 et SS2. 



_- - _ 

Ftg. IQ.29 - Champ de déptacement de ta  mof t té  de t a  coque détamfnée 

pour t e s  modes AAI, AS1 e t  SA2. 



CHAPITRE n 

ETUDE EXPERIMENTALE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE D'UNE PLAQUE ENDOMMAGEE 

L'objet de ce chapitre est de comparer des résultats numériques à 

des résultats expérimentaux, pour une plaque endommagée, de façon a valider 

l'approche numérique proposée. Le calcul de la variation des modes propres 

en fonction de l'amplitude de la fissure est présenté dans la seconde 

partie ainsi que la comparaison aux résuttats expérimentaux. 





a - 1 DESCRIPTION DES ESSAIS 

P - 1.1 Mt5thode et principe de mesure 

Pour obtenir les fréquences propres et le champ de déplacement des 

différents modes d'une structure mécanique, le dispositif expérimental 

schématisé ci-apres (Fig. P.1) a &té employé. Les résonances sont excitées 

par un haut-parleur et sont détectees par un accélérometre qui, pour ne pas 

perturber le déplacement du point de mesure, doit avoir une taille et une 

masse négligeables par rapport à la plaque. Le dispositif permet une 

analyse depuis quelques dizaines de Hertz jusqu'à quarante kilohertz 

environ. L'excitation est transmise par un couplage très lhche (air) qui ne 

perturbe pas les modes analysés. De plus, en laissant fixe la position de 

l'excitation par rapport à la structure et en déplaçant l'accéléromètre, 

une analyse de l'amplitude et de la phase permet le relevé du champ de 

déplacement. La structure est supportée par des fils de nylon. Compte-tenu 

de l'amortissement intrinseque relativement élevé de la plaque étudiée, la 

perturbation occasionnée par le support est faible, sinon négligeable. 

H - 1.2 Aspects informatiques 

' < 

L'acquisition des nombreuses informations nécessaires et leur 

exploitation est facilitée par un logiciel développé au laboratoire, 

caractérisé par une forte interactivité, une grande flexibilité des 

opérations réalisées et une visualisation graphique efficace des résultats 

(représentation animée ou non des objets etc...). Le déroulement normal 

d'une analyse comporte deux étapes détaillées ci-après. 

Il - 1.2.1 Premiére étape : estimation des fréquences de résonance 

Lors de cette étape, le signal détecté par l'accéléromètre, placé 

en un point de référence sur la structure, est enregistré tandis que la 

fréquence d'excitation évolue progressivement entre des limites choisies. 

Une représentation graphique de la variation avec la fréquence de 

l'amplitude de vibration du point concerné est alors produite. Ensuite, 

utilisant une procédure interactive de multi-fenêtrage, on isole les 

résonances et des acquisitions affinées sont effectuées dans les bandes 



retenues. Puis ,  l e s  valeurs des fréquences de résonances sont  affichées.  Un 

a u t r e  point  de référence peut a l o r s  être chois i  e t  l a  démarche r é i t é r é e  

jusqu'8 10 f o i s  pour permettre des recoupements u l t k r i eu r s .  A l ' i s s u e  de 

ces opérations,  on peut v i sua l i se r  un tableau l i a n t  po in t s  de référence e t  

fréquences qu i  procure une estimation immediate de l a  r6pé tab i l i t é  des 

mesures. 

Slgnal da I'accÉlÉromètro 

Il - 1.2.2 Seconde étape : visuatisation des déj'omnées 

Echnnt l l Ion - e 
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l 
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Lors de c e t t e  étape,  on déplace 1' accéléromètre su r  un réseau de 

po in t s  préalablement repérés à l a  surface de l a  s t r k t u r e .  Pour chaque 

pos i t ion ,  l 'amplitude de vibrat ion normale est mesurée, à toutes les 

fréquences de résonance déterminées l o r s  de l a  première étape e t  
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sélectionnées par l'opérateur. Par ailleurs, l'opérateur choisit dans le 

programme une représentation graphique de la structure qui est mise à 

l'écran et qui comporte, sous forme d'un maillage, le réseau des points de 

mesure. DBs lors, pour chaque fréquence retenue, le calculateur peut, à 

l'aide des déplacements mesurés, superposer à l'image de la structure au 

repos l'image de la structure déformée (mode) ou produire une animation de 

ce déplacement. En outre, le programme permet : 

- un choix des angles d'observation, 

- une confirmation visuelle $ l'écran de la position de 

l'accéléromètre sur la structure, au cours de l'acquisition, 

- une édition graphique documentée. 

Cette technique conduit, dans la grande majorité des cas, à une 

détermination du mode concerné. 

Il - 1.3 Description de la plaque 

La structure analysée est une plaque rectangulaire en matériau 

composite, dont les caractéristiques mécaniques et géométriques ont été 

données dans le troisième chapitre (Tableau E.4 ; plaque Nol). Les fibres 

ont tout d'abord 6t6 coupées suivant la largeur de la plaque tout en 

conservant la meme profondeur de fissure (Fig. Q . 2 ) .  Pour six longueurs 

différentes de la fissure, nous avons déterminé les fréquences de rksonance 

de la plaque fissurée. Puis, les fibres ont ét6 coupées suivant 

l'épaisseur, la longueur de la fissure occupant dans ce cas toute la 

largeur de la plaque. La mesure et le calcul des modes ont été réalisés 

pour cinq profondeurs différentes de la fissure. 
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Fig. Q 2  - Ptaque fissurée. 

- 2 COMPARAISON DES RESULTATS NUMERIQUES ET EXPERIMENTAUX 

'< 
P - 2.1 Modklisation par éléments f i n i s  

La plaque admettant un plan de symétrie orthogonal au plan de l a  

plaque, seu le  l a  moitié de l a  s t ruc tu re  a é t é  modélisée. En u t i l i s a n t  l e s  

conditions aux l imites  de symétrie et  d'antisymétrie du champ de 

déplacement par rapport au plan YOZ, deux combinaisons sont nécessaires 

pour reproduire l e  spectre complet des fréquences de résonance. Le maillage 

u t i l i s e  un découpage B 6 x 12 x 2 éléments, ce qui conduit à un nombre 

maximal de degrés de l i b e r t é  de 2700. Comme précédemment, l a  pr i se  en 

compte de l a  f i s su re  a été r éa l i sée ,  en l ibérant  un cer ta in  nombre de 

noeuds correspondants B l a  f ront iè re  de l a  f issure.  



P - 2.2 Rbsultats  

Nous avons calculé l a  var iat ion des fréquences de résonance en 

fonction de l a  longueur d'une f i s su re  de profondeur constante. Les 

r é s u l t a t s  théoriques e t  expérimentaux sont représentés sur  les figures P.3 
et  P.4 ; l 'accord ent re  valeurs calculées e t  mesurées est sa t i s f a i san t .  

D'autre pa r t ,  le  tableau P.1 indique les baisses des fréquences de 

résonance de l a  plaque en fonction des dimensions de l a  f issure.  Un mode 

symétrique par rapport au plan YOZ e t  antisymétrique par rapport au plan 

XOZ s e r a  noté comme SA (symétrique-antisymétrique). 

Tableau E l  - Baisses des fréquences de résonance (résultats 
expérimentaux). 

Mode propre ---- 
Dimensions de 

l a  f i s su re  
Longueur 200 mm 
Profondeur 2.5 mm 
Longueur 200 mm 
Profondeur 7.5 mm 

Expérience 

.- --..---.---... Elements f i n i s  
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Fig. Q 3  - Evolution des fréquences SSI et SS4 en fonction de ta longueur 
de ta fissure (profondeur de ta fissure = 2,s mm). 
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L'examen de ces résultats montre une réduction de la fréquence des 

modes dont les déformées varient avec l'abscisse X (Fig. P.5). En effet, 
les valeurs des modes SS1 et sS4 diminuent respectivement de l'ordre de 10% 
et de 5% (Tableau P.1). Néanmoins, les fréquences des modes ayant une ligne 
nodale à l'endroit fissuré (modes antisymétriques par rapport au plan YOZ; 

Fig. P.6), ne varient pas (Tableau P.1 ; modes AA1, AS2 et AA2) car la 

contrainte normale axx est nulle B l'endroit fissuré. 
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Cependant, les modes dont les déformées varient avec l'ordonnée Y 

(Fig. Q.7) ont une fréquence inchangée (Tableau Q.1 ; mode SS2), la baisse 

de rigidité dans la direction OX ne les affectant pas. En ce qui concerne 

les modes dont les déformées varient avec l'abscisse X et l'ordonnée Y 

(Fig. Q. 8) , leurs fréquences sont peu affectées (Tableau P. 1 ; mode 553) . 

. 

. Expérience 

--------------- Elérnents finis 

AS2 

----.-.--.----..--.-------------------------------------------------------------------------------- 

. 
SS2 

..----.-..-.-.---..---------.---------------------------------------------------------------------- 

. 

i . 
0.20 0.30 0.10 0.50 0.60 0.70 0.80 0.30 1.00 

De même, les résultats théoriques et expérimentaux de l'évolution des 

fréquences de résonance de la plaque, en fonction de la profondeur de la 

fissure sont reportés sur les figures 3Z.g B n.10. Les modes affectés sont 

Longueur de la fissure / Largeur de la plaque 

Fig. Q 4  - Evotution des fréquences SS2 et AS2 en fonction de ta longueur 
de la fissure (profondeur de ta fissure = 2,s mm). 
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Fig. Q 5 - Mode SS4 (plrofondeur de ta fissure = 2,s mm). 



ligne nodale 

E x p .  (plaque entiére) : 1447 Hz 

Ffg. Q 6 - Mode AS2 (protondsur de la fissure - 5,O am). 



ET. (plaque entière) : 658 Hz 
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Fig. Q 7 - Mode SS2 (profondeur de ta fissure = 5,O mm) 



E.F. (1/2 plaque) : 1248 Hz 

Exp. (pZaque enttére) : 1380 Hz 

zone fissurée 

Fig. Q 8  - Mode SS3 (profondeur de 'la fissure = 2,s mm). 
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Fig. Q 9  - Evolution des fréquences SSl et SS4 en fonction du nombre 
de couches endommagées. 
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toujours les modes dont l e s  déformées var ien t  avec l ' ab sc i s se  X e t  n'ayant 

pas une l i gne  nodale A l ' e n d r o i t  f i s s u r é  (Fig. P.9). L e s  fréquences de ces 

modes diminuent plus v i t e ,  notamment dans le  cas des f i s su re s  profondes. 

C e t t e  diminution a t t e ind  50% pour le mode SS1 e t  25% pour l e  mode SS4. La 

dif férence est dûe à l a  var ia t ion  de l a  r épa r t i t i on  des contra intes  d'un 

mode A un au t re .  En e f f e t ,  l a  con t ra in te  normale a,, engendrée par  l a  

plaque exc i tée  s u r  l e  mode SS1, e s t  p lu s  importante que c e l l e  engendrée par 

l a  même plaque su r  l e  mode SS4. 

On note également que les var ia t ions  des r i g i d i t é s  d i rec t ionne l les  

(Ex,, Eyy)  entra înent  des croisements de modes, qui  apparaissent en 
pa r t i cu l i e r  dans l e  cas  des f i s su re s  de grandes dimensions. C e  croisement 

se f a i t  en général en t r e  l e s  modes a f fec tés  et non a f fec tés .  Ainsi, l e s  

modes (SSl, AAl), (SS4, SA3) e t  (SS2, SA1) se cro i sen t  pour des f i s su re s  de 

grandes profondeurs (Fig. JZ.11 e t  JZ.10). 

Dans l e  cas d'une cassure t o t a l e  des  f i b r e s  ( l a  plaque e s t  coupée en deux 

p a r t i e s  é g a l e s ) ,  seules  l e s  fréquences des modes dont les déformées ne 

var ien t  qu'avec l'ordonnée Y sont  conservées, parce que l a  r i g i d i t é  suivant 

l ' a x e  OY n ' e s t  pas modifiée. 
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de couches endommagées (résuZtats expérimentaux). 



L e s  f igures  P. 5 A P.8, représentent les déformées mesurées e t  

calculées  par  éléments f i n i s .  Chaque f igure  comporte deux dessins.  Le 

dess in  du bas correspond au champs de déplacement mesuré e t  représente 

tou te  l a  s t ruc ture .  Le  dess in  du haut est l e  r é s u l t a t  du calcul  par 

éléments f i n i s  et représente l a  moitié de l a  plaque. C e s  f igures  montrent 

un bon accord en t r e  les déformées calculées e t  mesurées. Dans l a  

comparaison, il fau t  t e n i r  compte de l ' indétermination des phases 

respect ives  ( O  ou 180 degrés) ,  c 'est-à-dire d'un changement possible de 

signe.  La f igure  P.12 montre l ' e f f e t  de l a  f i s s u r e  s u r  l a  déformée de l a  

s t ruc tu re .  Cet e f f e t  modifie les courbures des modes affectés .  On notera en 

p a r t i c u l i e r  l a  présence de points  anguleux aux ventres de vibrat ion.  

n - 3 CONCLUSION 

Ce chapi t re  a permis d'analyser l ' e f f e t  de  l a  rupture des f i b r e s  

s u r  le comportement dynamique de s t ruc tures  en matériaux composites. La 

comparaison en t r e  les valeurs expérimentales et l e s  r e s u l t a t s  du calcul  par  

éléments f i n i s  montre une bonne description des phénomènes observés. S i  

l ' o n  excepte les modes ayant une l igne  nodale B l ' end ro i t  f i s sur&,  tous les 

modes dont les d6formées va r i en t  suivant une d i rec t ion  perpendiculaire B l a  

f i s su re ,  sont  affectés .  L a  diminution de l a  fréquence est fonction de l a  

con t ra in te  normale modifiee par l a  zone endommagée, e l le  est maximale quand 

l a  f i s s u r e  est s i t u é e  su r  l e  ventre  de vibrat ion ( l a  contra inte  normale est 

maximale). Par a i l l e u r s ,  les différences de var ia t ion  de r i g i d i t é  

d i rec t ionne l le  (Ex,, Eyy)  provoquent des croisements de mode. C e s  

croisements ne se produisent que dans l e  cas de f i s sures  de grande 

dimension. On note également, une modification des  déformées des modes 

a f fec tés ,  notamment au voisinage de l a  f i s sure .  

Il apparaî t  donc que les var ia t ions  des fréquences de résonance 

dépendent de l a  dimension de l a  f i s su re ,  de s a  l oca l i s a t i on  e t  de l a  

s t ruc tu re  endommagée (dimensions, matériaux). Cette var ia t ion  a f f ec t e  

ce r t a in s  modes plus  que d 'autres .  Cette dernière  propr ié té  peut être 

u t i l i s é e  pour déterminer l a  loca l i sa t ion  e t  l a  t a i l l e  de l a  f i s su re  A 

p a r t i r  des var ia t ions  de mode mesurées. 
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Fig. E l 2  - Evotution de ta déformée du mode SSl en fonction de 
ta profondeur de ta fissure. 



CONCLUSION 

Dans cette thèse, la modélisation B l'aide de la méthode des 

éléments finis du comportement dynamique des structures composites 

endommagées, a été proposée. Elle a permis de déterminer, en fonction des 

dimensions de la fissure, la variation des fréquences de résonance d'une 

structure en matériaux composites. 

Les principaux résultats obtenus sont les suivants : 

Des éléments finis spécifiques incorporks dans le code ATILA 

permettent de modéliser des structures en matériaux composites et de 

calculer les contraintes dans chaque couche du stratifié. Les constantes 

élastiques du matériau homogénéisé sont déduites des caractéristiques des 

fibres et de la matrice B partir du modele de Halpin et Tsai. Les tests 

présentés dans la troisième partie de ce rapport valident la capacité de 

ces éléments B modéliser de telles structures et B évaluer leur seuils 

d'endommagement. L'analyse statique et l'analyse modale des structures 

tests ont montré un bon accord avec des résultats analytiques et 

expérimentaux. Ces résultats confirment l'intérêt d'utiliser l'élément 

homogénéisé pour obtenir une précision satisfaisante avec un temps de 

calcul minimum. 

La méthode des éléments finis a été appliquée avec succés Zî la 

modélisation du comportement des structures endommagées. Cette validation a 

été menée en comparant les résultats numériques avec les résultats issus 

d'un modèle analytique ou de mesures. De plus, les résultats de calcul ont 

permis une analyse fine du comportement dynamique des structures étudiées, 

notamment la coque d'un transducteur flextensionnel : existence des modes 

supplémentaires (modes de vibration des lèvres de la fissure), variations 

des fréquences de résonance pour chaque mode de rupture, influence de la 

séquence d'empilement des fibres... 

La variation des fréquences de résonance a été associée directement 

à la géométrie de la fissure et au champ de contraintes de la structure 



pour le mode considéré. 11 est, par conséquent, possible de prévoir 

directement les modes influencés par une géométrie de fissure donnée d'une 

part et, de déterminer la localisation et la taille de la fissure B partir 

des variations des fréquences de résonance d'autre part. 

Les perspectives d'extension de ce travail peuvent être divisées en trois 

thèmes majeurs : 

La variation des fréquences de résonance d'une structure endommagée 

peut être calculée et représentée sur des abaques. Ces derniers permettent 

d'estimer, à partir des variations des fréquences de résonance mesurées, la 

taille de la fissure et sa localisation. 

Dans le but de valider cette approche numérique, ce travail peut se 

poursuivre, par une campagne d'essais sur la coque d'un transducteur 

flextensionnel immergée et pour différents modes d'endommagement. 

Une étude expérimentale des contraintes pour verifier les résultats 

obtenus par le calcul 616ments finis. Cette étude nécessite l'installation 

de jauge d'extensométrie dans chaque couche au moment de la fabrication des 

matériaux composites [57, 583. 
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FONCTIONS DE FORME 

Quadratique A 8 noeuds P r i s m e  à 15 noeuds 

* Fonctions de forme de l 'élément quadra t ique  8 noeuds : 

* Fonctions de forme de l 'élément prisme à 15 noeuds : 





LûI DE COMPORTEMENT HOMOGENEISE 

La relation matricielle (II.35) reliant les vecteurs {es)  aux 

efforts {N) et aux moments {Mq) peut s'écrire de la façon suivante : 

Les termes des sous-matrices de la matrice de loi de comportement 

homogénéisé sont : 

Où i et j = 1 .2 .3 .4 ,5 .  Cl designe les coefficients non nuls de la matrice 

de la loi de comportement du matériau isotrope transverse. hn et Zn sont 
s m 

respectivement l'épaisseur (Fig. II.3) et la cote moyenne de la n i &me 

couche. 
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