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INTRODUCTION 

En quinze ans, l'imagerie de diagnostic a connu une véritable révolution technique qui a 
conduit à un bouleversement de la pratique médicale . Non seulement les techniques dites 
de visualisation sont devenues de plus en plus précises, de plus en plus riches en 
informations mais elles sont devenues pour les médecins de plus en plus indispensables 
voire incontournables avant toute décision thérapeutique . 
Cette mutation nous paraît tenir à des raisons à la fois subjectives et objectives. Parmi les 
premières, existe sans doute un phénomène de civilisation général qui tend à privilégier 
l'image par rapport au texte, mais aussi l'idée que la représentation d'une entité 
pathologique nous en donne la meilleure compréhension . Pour les secondes on peut citer 
ou rappeler que dans plus de la moitié des cas d'hospitalisation, les techniques d'imagerie 
ont pour le diagnostic un r61e indispensable . 

Les systèmes de radiologie tels que les scanners X, IRM, nucléaires, acoustiques 
possèdent aujourd'hui des logiciels de reconstruction et de représentation 3D très 
performants . 
Seulement ces systèmes sont encore à l'heure actuelle très chers, et leurs fonctions sont 
figées, de sorte que les données et les résultats de traitement ne sont pas accessibles aux 
médecins qui souhaitent les manipuler pour leurs besoins de recherches . 
A l'instigation des services de radiologie et d'odontologie du CHR de LILLE il nous a été 
confiée l'étude d'un système autonome complémentaire capable à partir de données 
disponibles sur les systèmes d'acquisition, de représenter de reconstruire et de manipuler, 
en 3D des objets biologiques et de permettre des mesures diverses . 
Le système doit être d'un emploi très souple, il doit être ouvert et permettre l'évolution 
et l'apport des fonctions nouvelles utiles aux médecins, il doit pouvoir s'adapter à 
diverses applications biomédicales nécessitant une représentation 3D d'objets . Le système 
a été étudié à partir des problèmes posés par deux demandes distinctes . 

L'une concerne la représentation en 3D de l'arbre vasculaire du cou à partir des clichés 
issus de la reconstruction 2D d'un scanner IRM, l'autre concerne la reconstruction et la 
représentation en 3D des objets de l'appareil dontofacial à partir de trois clichés 
orthographiques X 

Dans une première partie nous énumérons les principes des différents systèmes 
d'acquisition en imagerie médicale, nous présentons les contraintes propres à chacun 
d'eux et nous donnons des exemples d'utilisation de ces images 3D dans différents 
domaines médicaux . Nous faisons ressortir de ces applications les fonctionnalités de base 
que devraient posséder la majeure partie des systèmes . Ces fonctions seront développées 
dans le cadre de cette étude . 

Nous faisons ensuite une description de l'état de l'art dans le domaine de la modélisation 
géométrique 3D, et nous constatons que l'agencement des données acquises sur un organe 
quelconque est un problème ouvert lorsqu'il est nécessaire de classer cet organe en 
fonction de sa forme . 

Une des opérations les plus importantes en synthèse d'image, est certainement l'étape de 
visualisation . Elle est fondamentale et doit être étudiée avec soin . Nous rappelons donc 
les techniques de génération d'images de scènes 3D . 

Dans une deuxième partie nous appliquons ces concepts pour présenter et décrire une 



chaîne fonctionnelle de représentation tridimensionnelle de l'arbre vasculaire du cou à 
partir de coupes parallèles issues de la reconstruction 2D d'un scanner IRM . Cette 
représentation tient compte des critères précédents et a l'avantage de bien se prêter à une 
architecture matérielle . 
La représentation et la visualisation d'un objet 3D de haute qualité. exigent un 
échantillonnage homogène dans l'espace . Dans le cas ou les données acquises sur l'objet 
sont un ensemble de coupes parallèles, le problème consiste a extraire les points 
pertinents qui constitueront les sommets des facettes planes de l'enveloppe convexe de 
l'objet . L'échantillonnage à partir de clichés radiologiques est généralement peu ou pas 
abordé dans la littérature spécialisée . Pour cela nous proposons et dëtaillons une nouvelle 
technique simple d'échantillonnage d'un contour quelconque présentant ou non des 
concavités . Il est à noter que cette méthode conserve toutes les informations initiales de 
l'objet comme par exemple, la continuité de la forme géométrique, les relations 
topologique (connexité). 

Les données acquises sur l'organe à modéliser se présentent sous la forme de tableaux de 
valeurs représentant des images de coupes . Le problème consiste alors à joindre un 
ensemble de contours parallèles pour définir une surface qui les enveloppe . On s'oriente 
souvent vers une triangulation de la surface . Dans un premier temps nous exposons les 
différentes méthodes qui permettent de résoudre ce problème . Dans un deuxième temps 
nous présentons les solutions originales que nous avons développées au cours de cette 
étude dans le cas où l'ensemble de points est distribué en contours parallèles, et qui 
s'appliquent sur un très grand nombre de configurations possibles . 
E d i n  nous présentons et discutons des résultats de la représentation 3D, effectuée par 
une solution logicielle qui exécute sequentiellement les étapes sur une station composée 
autour d'un micro-ordinateur . 
Dans la troisième partie, nous présentons l'étude que nous avons entreprise pour la 
reconstruction de la dentition chez 1' enfant en morphogenèse céphalique . 

Pour cela, nous présentons une méthode pour l'orthogonalisation automatique de clichés 
radiographiques pris selon trois incidences . Cette solution a le mérite d'améliorer les 
techniques actuelles essentiellement manuelles Ensuite nous proposons un certain nombre 
d'outils que nous avons réalisés ( tracé de trièdre, mesure de distances, d'angles, de 
surfaces, et de volumes) indispensables au médecin pour compléter le dossier de son 
patient . 
Après avoir proposé deux algorithmes très simples et très rapides p o u  la reconstruction 
de la dentition chez un enfant, nous présentons la méthode à flot maximum et à coût 
minimum que nous avons utilisée pour la reconstruction d'un objet à partir d'un très 
faible nombre de projections et de ses profils de densités . Au préalable nous aurons fait 
une synthèse des différents algorithmes existants . L'originalité de notre approche est 
triple : 

-1)Dans son utilisation, dans le cas de radiographie rayon X. . 

-2)Dans sa présentation, à l'aide de graphe d'écart . 

-3)Dans la proposition d'une méthode dite "d'extrapolation de courbes de densités" dans 
le cas ou l'on ne possède pas les niveaux de gris de l'objet à reconstruire . C'est le cas 
pour les radiographies X de la dentition . 

Les résultats obtenus sont présentés et discutés à la fin du chapitre sept, nous illustrons 
les résultats sur des modèles tracés manuellement et sur une série de modèles physiques 



réels. 

En conclusion nous discutons les perspectives de poursuite de ce travail en fonction des 
besoins en biomédical . 
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Chapitre 1 : Systèmes d'acquisition 

Si jusqu'aux années 1970, l'exploration du corps humain n'a pratiquement été possible 
qu'a l'aide des appareils de radiologie X, on assiste depuis une vingtaine d'années à une 
véritable révolution dans les systèmes d'imagerie [Amie 821 [Grem 871 [Imbe 851 
permettant ainsi aux médecins de disposer d'une panoplie de techniques (fig 1)' parfois * 

concurrentes, mais le plus souvent complémentaires (radiologie conventionnelle, radiologie 
numérisée, tomodensitométrie, endoscopie, échographie acoustique [Gros 781 [Gree 82, 
831 ...) . 
Trois techniques d'imagerie ont bouleversé l'imagerie médicale à la fois par leurs 
immenses possibilités et leurs rapports avec l'informatique qui est indispensable pour 
l'élaboration même des images . Ces techniques sont : 

-->L'imagerie tomographique numérisée . 
-->L'angiographie . 
-->L'imagerie par résonance magnétique . 
Nous allons dans ce chapitre présenter les caractéristiques de ces principales méthodes et 
mettre en avant leurs contraintes propres . 
1-L'ACQUISITION DES DONNEES DANS LES SYSTEMES D'IMAGERIE MEDICALE 

1 - 1 -Radiologie conventionnelle [Barr 721 [Capp 8 1 ] . 
La radiologie conventionnelle utilise les propriétés d'absorption différentielle des rayons 
X par les différentes structures du corps (notamment les parties dures par rapport aux 
parties molles), pour produire une image de projection qui est recueillie sur une surface 
sensible au rayonnement X . 
La radiologie X représente 70% des actes d'imagerie diagnostique et couvre trois 
domaines: 

-Les systèmes simples sur cliché (pour l'étude des thorax'des membres du bassin, ...) . 
-Les systèmes B amplification de brillance (pour l'étude du système intestinal ou appareil 
urinaire) . 
-Les systèmes très spécialisés (pour l'exploration cardio-vasculaire par exemple ) . 

La radiologie conventionnelle comporte certaines limites bien connues, on peut citer 
notamment: 

-Les problèmes d'investigation en profondeur . 
-L'échelle des contrastes noir et blanc limitée . 

1 -2-Radiologie numérique 

La radiologie numérique est un développement de la radiologie conventionnelle dacs 
lequel l'image recueillie est numérisée et traitée par les techniques informatique . Un 
développement particulier est l'Angiographie numérisée . 

1 

1-2-1-Angiographie numérisée [Bout 851 [Buon 811 [Chil 811 [Duco 801 [Manc 831 
[Mist 78, 811 [Yang 891 

La technique consiste à réaliser une première image numérique, qui est ensuite conservée 
dans la mémoire de l'ordinateur . On injecte un produit de contraste par voie veineuse ou 
artérielle et un second cliché est pris . L'ordinateur opére alors une soustraction des 
parties communes aux deux clichés 
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Chapitre 1 : Systèmes d'acquisition 

L'angiographie numérisée permet par simple injection intraveineuse d'un produit de 
contraste, de visualiser la plupart des systèmes artériels . 

l 1 -3-Imagerie tomographique numérisée 

1 Elles regroupe quatre grandes familles : 

-->La tomodensitométrie (TDM) ou scanographie qui permet de visualiser une coupe du 
corps où les tissus sont discriminés par leur coefficient d'atténuation des rayons X . 
-->La tomoscintigraphie à positons (PT) qui réalise pour une coupe du corps la carte de 
localisation des isotopes . 
-->La tomoscintigraphie à photon unique (SPT) qui effectue le même type de carte pour 
un émetteur de photons gamma . 
-->L'imagerie par résonance magnétique (IRM) [Gada 791 qui permet de visualiser une 
coupe du corps où les tissus sont discriminés par les différences de densité des protons et 
de leur temps de relaxation magnétique . 
Nous allons reprendre, plus en détail, ces differentes techniques . 

l-3-l-Tomographie par rayon x [Barr 841 [Giba 831 [Herm 791 [Houn 761 [Luo 861 
[Naha 8 11 [Tour 781 . 

La tomographie par rayon X est l'une des premières révolutions majeures apportées par 
l'informatique à l'imagerie médicale . Ce succès résulte d'une part de la qualité des 
informations quelle apporte (très bon contraste entre les tissus, séparation des structures 
apparaissant superposées au niveau des radiographie) et d'autre part de sa quasi-innocuité 

La Tomographie par rayon X consiste à mesurer, dans un plan de coupe, le coefficient 
d'atténuation linéaire proportionnel à la densité des tissus . 

Un examen scanner se décompose en trois parties : 

-a)Acquisition de données par projection de rayons X . 
-b)Reconstruction des coupes densitométriques à l'aide d'opérations de calcul numérique à 
partir des données de projection mesurées . 
-c)Visualisation des coupes . 
Nous allons reprendre ces différentes étapes . 

-a)Acauisition des données . 

Le système d'acquisition est un ensemble "source-détecteur" capable de tourner autour du 
patient (fig 2). 



Chapitre 1 : Systèmes d'acquisition 

Source de rayons X 

Calculateur 

et de visualisation 

Figure 2 : architecture et systéme d'acquisition 

Dans un plan de coupe, l'information permettant de remonter à la distribution des 
densités est l'atténuation du faisceau de rayon X due à la traversée du corps absorbant 
(fig 3 ). 

Principes mis en œuvre dans les différentes 
gén6rations de scanographes 
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Figurz 3 : différents principes d'acquisitions 

Si on appelle p(x,y) la répartition du coefficient d'atténuation linéaire des tissus traversés, 
et si on considère l'hypothèse d'un rayonnement monochromatique d'énergie E infiniment 
fin, le flux de protons transmis 9 est donné par la loi de Lambert-Beer. 

$ = exp ( - S p ( x , y ) d s  1 
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dans le cas ou $8 est la projection acquise en un point r parallèle à une direction 6 le flux 
de photons transmis s'écrit: 

@ = 4 exp ( - pg ( P I  1 

avec p ( r )  = log L 
t9 - - - 

-b)Reconstruction des couues. 
Il existe deux types de méthodes : 

->Les méthodes par transformées [Herm 80) [Lewi 791 : basées sur des formules 
analytiques d'inversion. 

->Les méthodes d'expansion de série [Cens 831 qui présentent le problème en terme 
d'analyse numérique . 

Ces méthodes possèdent des avantages indéniables que l'on peut citer : 

-1)Reconstruction des images de haut contraste(os par rapport aux tissus mous) . 

-2)Adaptation à la tomographie par émission et à certains nouveaux modèles d'acquisition 
de données . 
-3)Reconstruction d'images tridimensionnelles . 
-4)Reconstruction à partir de projections incomplètes . 

L'étape précédente permet d'obtenir la matrice des densités (généralement 256*256 ou 
512*512 pixels sur 12 bits) . La visualisation de cette image des densités des tissus pose 
un probléme dû au fait de la dynamique importante de l'image ( 4096 niveaux ) . Il est 
nécessaire d'effectuer un prétraitement afin de la normaliser . 
L'écran de visualisation ne permet de visualiser que 256 niveaux de gris à la fois si bien 
que l'utilisateur doit choisir un niveau et une fenêtre de contraste pour analyser l'image 
sans perdre de l'information . La console de diagnostic permet un certain nombre de 
traitements (mesures ponctuelles de la densité, mesures de distances, ....) . 
Les différents scanners X produisent des images avec une épaisseur de coupes de 1 à 
IOmm, une résolution de 0.5 a lmm, les images pouvant varier entre 256*256 ou 512*512 
pixels sur 12 bits . 

Remarque. 

En théorie, le scanner X permet, gràce à l'empilement de coupes successives, 
d'échantillonner tout un volume de manière homogène selon 3 directions de l'espace, 
condition idéale pour avoir des reconstructions 3D de bonne qualité . 
Mais en réalité, les coupes ne sont pas fines et jointives, elles sont le plus souvent 
épaisses jointives ou non jointives ( fig 3a ), il est donc nécessaire pour respecter les 
conditions d'un échantillonnage isotrope, de recourir à des techniques dites d'interpolation 
[Luo 861 [Jann 881 . 
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- Premier cas : Coupes disjointes 

- Deuxi&me cas : coupes dpaisses jointives 
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Figure 3a : probléme d'échantillonnage isotrope 

1-3-2-Tomographie par émission. 

1-3-2-1-Tomographie par émission de gamma.[Aubr 791 [Beso 811 [ Voge 781 

Cette technique consiste à injecter une source radioactive associée à une substance qui 
dépend de l'organe à explorer, puis à détecter les photons gamma émis par le traceur à 
l'aide, par exemple d'une caméra y (fig 4) . 

Ernission de photons gamma simples 

Gamma caméra 

Support patient 

re de contr8le et do visualisation' 

Fgure 4 : systéme à émission de gamma 

Les systèmes de tomographie par émission permettent le calcul de la répartition du 
traceur dans des plans de coupe et, par reconstruction, dans tout un volume . La source 
dans ce cas est un radioélément gamma, le détecteur est une gamma caméra montée sur 
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un bâti lui permettant de tourner autour du patient . On effectue une série de prises de 
vue selon une quarantaine d'incidences différentes, un colimateur est utilisé pour faire la 
détection des photons dans une seule direction en éliminant tous les rayons gamma hors 
de cette direction . 
Les images produites ont une résolution faible 64*64 ou 128*128 pixels' sur 8 bits, 
l'acquisition reste moyenne et l'équipement est extrêmement couteux . L'intérêt réside 
dans l'acquisition de toutes les coupes d'un organe qui s'éffectue en une seule rotation 
autour du patient . 

I-3-2-2-Tomographie par positons [Jone 801 [Mueh 751 [Sous 791 . 
Elle consiste à détecter la présence d'isotopes émetteurs'de positons Bêta (ces isotopes sont 
utilisés comme traceur et ont une massé égale à la masse de l'électron ) . La présence de 
ce positon ne peut être mise en évidence directement, en effet lors de son émission il 
interagit avec un électron et les deux particules s'annihilent en libérant de l'énergie sous 
la forme de deux photons émis dans deux directions opposées(fig 5) . 

Annihilation electron positon 

Détect 

Collimateur electronique du 
rayonnement d'annihilation 

Support patient I( 6 

Figure 5 : systéme à positons 

C'est cette énergie qui va être détectée à l'aide de deux détecteurs situés de part et 
d'autre du sujet.. 
Les systèmes de tomographie par positon sont différents des systèmes de tomographie à 
émission sur plusieurs points que l'on peut rappeler : 
1)La physique et l'électronique de détection sont tres différentes 
2)Volume d'exploration plus faible (de l'ordre de sept coupes) 
3)Meilleure résolution spatiale (6mm). 
4)Echantillonnage non homogène dans les trois directions (épaisseur de coupes environ 
3cm). 
5)Coût plus élevé . 

Ces raisons limitent la diffusion de cette technique hors du cadre de la recherche . 

1-3-3-Imagerie par résonance magnétique [Bell 811 [Bloc 461 [Desg 811 [Hins 831 
[Pyke 821. 

Le principe de cette technique est de créer une dispersion spatiale de l'échantillon en lui 
appliquant un gradient de champ magnétique . C'est à dire un champ dont l'intensité va 
varier le long d'une direction linéaire donnée . La fréquence de résonance des spins est 
proportionnelle à l'intensité du champ magnétique . Ce gradient va créer une dispersion 
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en fréquences telle que chaque élément du volume de l'échantillon sera codé par une 
fréquence de résonance . Celle ci est spécifique de la position de l'élément sur l'axe du 
gradient (fig 6 et 6'). 

Schéma de principe d'un système d'imagerie 
par rdsonance magnétique 

Bobine de gradient Y 

Bobine de gradient 1 

Support patient 

Aimant principal 

Figure 6 et 6' système et principe de IRM 

Les performance du système IRM sont d'un grand intérêt. 
-1)Résolution spatiale de l'ordre de 0.5 a 1 mm (équivalent au scanner) . 
-2)Bon contraste entre les tissus mous . 

-4)Obtention d'image pour des positions et des orientations quelconques . 

-5)Taille des images 128* 128 ou 256*256 pixels . 

Les techniques d'imagerie présentées (fig 7) permettent l'établissement de la cartographie 
3D de la répartition d'un paramètre caractéristique à l'intérieur d'un volume (coefficient 
d'atténuation linéaire relié a la densité des tissus en SCANNER X, concentration en 
éléments radioactifs en tomographie d'émission ...) . 
Ces techniques sur le plan théorique permettent de considérer des conditions 
d'échantillonnage isotrope dans les trois directions de l'espace ce qui en pratique, poiir un 
certain nombre de raisons (acquisition des données coupe par coupe, durée d'examen, ...) 
n'est plus le cas (série de coupes, souvent épaisses et pas forcément jointivesj. 

Les systémes briévement décrits ci dessus, permettent d'obtenir des images bi- 
dimensionnelles numériques d'objets quelconques . Ils serait donc intéressant de pouvoir 
disposer d'une représentation tridimensionnelle de ces images . Dans l'optique de l'étude 
et du développement d'un instrument d'imagerie médicale nous allons essayer d'en 
dégager des fonctionnalités de base . Pour cela nous présenterons les fonctionnalités 
générales à développer dans toutes applications en imagerie médicale 3D puis les 
applications particulières mises en oeuvre au sein du laboratoire (Geste Assisté par 
Ordinateur, application en morphogenèse, compression....). 
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Avantages et inconvénients respectifs 
des différentes méthodes d'imagerie 

Capacité 
requise de 

' l'utilisateur 

Moyenne 

Assez élevée 

Faible 

Forte 

Moyenne 

Forte 

Remarques 
générales 

Qualité 
moyenne de 
l'image en 
général 

Grand iniéret 
pour I'angio- 
graphie. Se 
substitue h des 
examens 
complexes. 
désagréables 
et coûteux 

Reconstitution 
h la demande 
de coupes 

Spécificité des 
informations 
obtenues 
(métaboliques. 
fonctionnelles) 
Moyenne 
de coupes 
dans tous les 
plans. 
Possibilités 
d'études 
métaboliques 
Grande 
flexibilité 
d'emploi 
(adaptabilité. 
mobilité) 

Système d'imagerie 

Radiologie 
conveniionnelle 

Radiologie 
numérique 

Scanographe 

Médecine nucléaire 

I.R.M. 

Echographie 

Résolution 
en volume 

Très bonne 
(<  1 mm) 

Bonne 
(-1 mm) 

Tres bonne 
(1 x 1 mm) 

Moyenne 
(5 à 6 mm) 

Très bonne 

Bonne 
(1 à 2 mm) 

Différencia- 
tion des 
tissus 
Faible en 
général. 
Bonne qualit& 
de l'examen 
des os 
Assez bonne 

Bonne 
(0.5%) 

Très bonne 
dans certains 
cas 

Très bonne 
pour les 
tissus mous 

Bonne 
(perlectiblej 

Source 

Rayon X 

Rayons X 

Rayons X 

RayonsY 
et C3+ 

Champ 
électro- 
magnétique 

Ultrasons 

Risque 
reconnu 

Forte 
irradiation 

Irradiation 

irradiation 

Faible 
irradiation 

Nul 

Nui 



Chapitre 2 : Fonctionnalités d'une station d'images 3B 

2 - FONCTIONNALITES GENERALES D'UNE STATION D'IMAGES 3D EN iMAGERIE MEDICALE. 

Une station d'image 3D utilisée dans le domaine médical doit nécessairement posséder 
un certain nombre de primitives de base agencées selon un scénario particulier . Ce 
scénario se décompose généralement en une suite d'étapes disposées selon le schéma 
classique suivant : (fig.8) que Son peut regrouper en quatre blocs principaux : 
préparation des données, génération des bases 3D, visualisation, manipulation . 

Figure 8 

L'interaction entre ces différentes étapes est liée à la nature de la représentation 
adoptée . 

Il comprend aussi des utilitaires non spécifiques dont nous n'aborderons pas l'étude ici 
(archivage, ....) . 

Dans le cadre de notre travail, l'étude a porté sur des données de départ issues de 
deux sources différentes : 
-l)Une série de clichés contenant des coupes parallèles scanner X ou IRM, de l'arbre 
vasculaire du cou . 
-2)Trois clichés radiologique X représentant un crâne dans trois incidences différentes: 
(latéralis, frontalis, axialis) . 

2- 1 -Préparation des données. 

C'est une partie très importante dans le processus mis en oeuvre pour la visualisation 
3D . Il consiste d'abord à initialiser tous les paramètres qui devront être considérés 
comme constants par la suite (étalonnage, zoom, ...) puis effectuer l'extraction des 
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régions qui nous intéressent, ce qui suppose l'élaboration de critères de segmentation . 
Dans le cas où les structures obtenues après acquisition sont très contrastées par 
rapport à leur environnement (os par rapport aux tissus mous, veines par rapport au 
tissus environnant) cette opération ne présente pas de difficulté . Un simple seuillage, 
éventuellement complété par des conditions portant sur les gradients peut suffire . 
Dans le cas contraire le problème est plus délicat . 
Dans notre étude, seuls les clichés radiographiques posent un problème . Bien que les 
structures à étudier sont des structures osseuses la méthode d'acquisition ne permet pas 
une segmentation automatique ( dO à la superposition des diverses structures ) . On 
peut envisager trois approches possibles pour résoudre ces problèmes de segmentation 

-1)Réaliser une segmentation manuelle ( B l'aide d'une souris ou d'un stylo ) c'est une 
des approches que nous avons adoptée dans le cadre de la station de travail que nous 
avons développée . Cette technique est fastidieuse car le médecin doit effectuer cette 
opération sur tous les clichés, mais elle a le mérite d'être très sOre car le praticien 
peut sélectionner au mieux les zones lésionnelles . Bien évidement il faut au plus t6t 
automatiser le processus ne serait-ce que dans l'optique d'une utilisation clinique, en 
laissant tout de même la possibilité au médecin d'intervenir. 

-2)Réaliser une segmentation semi-automatique ceci est une des voies explorée au 
laboratoire afin de développer des ' outils et méthodes de segmentations appliquées à 
l'imagerie médicale . Ce sont des techniques de segmentation que l'on qualifiera de 
semi-automatiques en ce sens qu' une partie du processus se fera sur la base de 
critères et d'attributs spécifiques (même moyenne, même variance, ...), et dans les 
zones litigieuses il faudra l'intervention du médecin pour décider . 
La qualité de la segmentation sera essentiellement liée à celles des critères et attributs 
mis en oeuvre, la qualité des données de départ intervenant pour beaucoup dans le 
résultat final . 
-3)Enfin la dernière voie correspond à une approche complètement automatisée à la 
fois pour les structures osseuses mais aussi pour les organes mous . Cette phase dans 
ce contexte aussi général n'est pas concevable à notre avis sans l'aide de certaines 
informations à priori (modèle de l'organe par exemple) et de techniques de I'IA. 

2-2-Génération de la base de données 3D. 

L'étape relative à la préparation de données quelle que soit la méthode utilisée, 
implique la saisie et la gestion d'un nombre important d'informations . Il parait donc 
souhaitable, avant même de choisir un modèle de représentation, d'éliminer cette 
information redondante et de conserver, selon un critère donné les points pertinents 
essentiels à la définition de la scène . C'est justement un de nos objectifs puisque 
notre travail doit s'effectuer sur une petite station . Cette opération sera réalisée par la 
fonction échantillonnage. 

C'est aussi à ce niveau que les données nécessaires aux modules supérieurs 
(visualisation, manipulation) sont évaluées et calculées (normale, ...) . 

2-3-Module de représentation. 

Les informations géométriques de "base" doivent être modélisées afin de rendre 
possible la représentation d'objets en 3D sur lesquels portera le geste médical ou 
chirurgical . Il est donc nécessaire, pour mener bien cette étape, de faire un bilan 
des différentes familles de modélisation et définir les paramètres prioritaires qui 
influenceront le choix du modèle . 
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Il faut noter que la stratégie développée par la suite dépendra essentiellement du choix 
judicieux effectué du modèle de représentation . 

2-4-Visualisation et manipulation. 

Ce sont les taches primordiales à réaiiser en synthèse d'image 3D . La compréhension 
du modèle est facilitée dés lors qu'un caractère dynamique apparaît dans les images . 
D'ou l'intérêt de développer des procédures interactives permettant, de déplacer les 
sources de lumière, de changer d'e point de vue( ce qui revient à tourner et translater 
le ou les objets 3D), de réaliser des effets de transparence, etc...... 

Par ailleurs il faut que le modèle puisse générer, non pas un seul objet, mais plusieurs, 
sur une même image . Des méthodes de superposition sont alors nécessaires, ce qui 
peut-être fait a l'aide des algorithmes de suppression de parties cachées. 

Il est alors nécessaire de rechercher, l'adéquation entre le souhait d'un degré 
d'interactivité maximum, et le souci d'une base de données raisonnable, ceci dans 
l'optique d'intégrer les fonctionnalités générales développées précédemment, en vue 
d'une application médicale . 
11 faut tenir compte aussi de la complexité supplémentaire apportée par les 
applications spécifiques . 

2-5-Fonctionnalités applicatives 

2-5-1-Dans le cadre d'une biopsie. [Holl 901 

Les progrès réalisés en imagerie permettent de connaître très précisément la 
localisation dans un espace à trois dimensions de structures que l'on désire atteindre à 
l'aide de moyens varies (aiguilles, rayonnement,..) ou dont on souhaite modifier 
chirurgicalement la forme et les rapports avec d'autres structures . 
Quelle que soit la structure (ou l'organe) à laquelle on s'adresse, trois types de 
problèmes doivent être consid4rés . 

-->Définir la trajectoire de l'outil . 

-->Guidage de l'outil vers l'organe lors de l'intervention . 
-Le repérage de la cible repose essentiellement sur l'exploitation visuelle du volume 
3D dans son environnement . La désignation du point visé est effectuée soit au moyen 
d'un curseur situé dans le plan image ou directement dans la scène 3D . 
-La définition de la trajectoire est réalisée en recherchant le chemin le plus court 
passant par le point visé, les trajectoires plus complexes sont parfois nécessaires, dans 
le cas où il est impératif d'éviter des organes sensibles ne pouvant en aucun cas être 
touchés, ou de la minimisation des intersections entre les outils et les organes . 
Cette tache est effectuée a l'aide d'outils graphiques rudimentaires, guidés dans 
l'espace 3D . 
-Guidage de l'intervention : dans le cas d'une biopsie le guidage de l'intervention se 
fera après intégration de toutes les données en présence(issues de divers capteurs) . Ce 
guidage peut être une simple proposition de trajectoire (ce qui laisse le chirurgien 
entièrement libre de ses gestes )ou alors une robotisation complète du geste (prévoir 
dans ce cas de figure toutes (es sécurités nécessaires) . 
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2-5-2-Applica tion en morphogénèse . 
Les difficultés liées à ce domaine sont voisines de celles de la CFA0 en mécanique et 
électronique . 
Dans le cas des prothèses dentaires l'orthodontiste est confronté à une alternative 
possible . 
-Utilisation de produits existants issus d'une gamme proposée par les constructeurs . 
-Conception de produits personnalisés adaptés à la pathologie de chaque patient . 
Dans le dernier cas la démarche est la suivante: 
-->Saisie des formes . 
-->Visualisation 3D . 
-->Conception . 
-->Fabrication . 
-a)Saisie des formes , 
La saisie des formes s'effectue de deux manières possibles : 
-Soit en réalisant une empreinte externe . 
-Soit en s'appuyant sur les sources d'imagerie médicale . Il faut alors dans ce cas 
porter un soin particulier à l'acquisition (la durée ne devant pas être un facteur 
pénalisant), et a la précision de la forme obtenue(facteur essentiel). 

- b)Visualisation. 
Les organes sont représentés à l'aide de techniques classiques (filaire, facettes, voxels,.. 
pour plus de détail voir le chapitre 3) le choix bien évidement dépendra du problème 
à traiter et de la méthode de saisie . Le résultat sera fortement influencé par les 
algorithmes développés et par l'architecture des systèmes informatiques utilisés. 

-c)Conce~tion et fabrication, 
La conception, spécifique de ce type d'application, à pour objectif de conformer 
prothèse et organe. 
Il sera nécessaire d'utiliser du matériel très performant qui devra répondre à la fois a 
trois impératifs : 

- 1)Rejet minime (facteur qui dépend essentiellement de l'environnement concerné) . 

-2)Résistant (pour réduire les interventions ultérieures sur le patient) . 
-3)CoOt faible (pour généraliser cette opération) . 
Nous venons de dégager les fonctionnalités générales que doivent posséder diverses 
applications en imagerie médicale 3D . Chacune d'elles nécessitera en plus le 
développement d'outils spécifiques dans l'optique d'une utilisation particulière . 

L'étape suivante consiste à choisir le modèle de représentation qui réponde aux 
attentes générales définies plus haut . 
Nous allons pour cela dans le chapitre trois effectuer un rapide tour d'horizon des 
différents modèles de représentations existants. 

Ce chapitre trois constitue une revue bibliographique des méthodes de modélisation de 
scènes tridimensionnelles . En effet nous avons dtk rassembler et classer ces méthodes 
qui se trouvent décrites et développées dans une grande quantité d'articles et 
d'ouvrages . Cette revue conduit à un classement qui permet de mieux choisir le 
modèle de représentation en fonction de son application 
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3-MODELISATION GEOMETRIQUE DE SCENES TRIDIMENSIONNELLES . 
La modélisation géométrique est un ensemble de méthodes utilisées pour décrire les 
caractéristiques géométriques d'un objet . Lorsque nous construisons un modèle de 
quelque chose nous créons une représentation de cette entité. 

Le but de ce chapitre est de présenter très clairement mais de façon succincte les 
approches classiques permettant de modéliser un solide et ceci dans un contexte général . 
L'objectif est de fournir au lecteur un schéma le plus complet possible sur les différents 
modèles existants, mais aussi les éléments scientifiques préalables à une bonne 
compréhension des idées développées par la suite . 
Son intérêt réside donc dans sa présentation et son aspect didactique . Nous essayerons 
pour cela de dégager les qualités et les défauts de chacun des modèles que nous 
aborderons, afin d'isoler les contraintes à respecter et éventuellement les limitations dues 
à la nature et la forme de I'objet à visualiser . 
Cette étude conduit naturellement à une classification des différents modèles existants, à 
l'aide d'une structure arborescente . 
Nous évoquerons en outre les mécanismes de conversion entre les différentes 
représentations, problème dont l'importance est liée à la limitation de chacun des types 
de modélisation . 

Le modèle géométrique est le centre du système de modélisation, son choix est fonction 
du type d'objet que nous voulons visualiser et des critères généraux suivants ( fig 9 ) : 

Figure 9 : système de modélisation . 
-->L'acquisition : I'objet peut être conçu soit à partir d'un système graphique interactif, 
soit à partir d'un langage de description . 
-->La visualisation : le choix du modèle dépendra du système de génération de l'image 
(temps réel ou pas) et de la qualité de la scène à obtenir . 

Visualisation Acquisition 

-->La manipulation : concerne toutes les opérations de calcul, d'analyse, de déformation 
que nous voulons effectuer sur le modèle de l'objet . 

Modèle 
Géométrique 

Bien entendu, il n'existe pas un modèle géométrique universel qui permet de répondre 
aux critères énoncés précédemment, d'où la nécessité de disposer de plusieurs 
représentations différentes du même objet afin de répondre aux contraintes précédentes . 

A 

V 

Manipulation 
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On recense figure 10, quatre grandes familles de modèle géométrique . 

Figure 10 : les quatre familles de modèle géométrique 
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-->Le modèle fil de fer . 
Le premier conçu, l'objet est constitué d'un ensemble de segments de droites . 

-->Le modèle surfacique . 
l'objet est en général constitué d'un ensemble de morceaux de surface ("patch") . 

-->Le modèle volumique . 
l'objet est constitué d'un ensemble de primitives simples . 

- -->Les modèles complexes. 
concernent les objets non définissables géométriquement . 

A travers ces divers modèles, pour un objet donné on peut relever trois types de 
complexités présentes à des degrés différents 
-Complexité combinatoire . 
-Complexité dimensionnelle . 
-Complexité analytique . 

- 1)Complexité combinatoire . 
Du fait du nombre élevé d'éléments qu'il contient un objet peut être complexe même si 
la forme de ses éléments sont individuellement très simples à décrire ( fig 11 ) . 

- Cornplexit6 combinatoire -+- 

Figure 11 : complexité combinatoire 

-2)Complexité dimensionnelle . 
La définition d'un objet peut parfois être difficile à appréhender selon les orientations 
que ces formes peuvent prendre . Certaines hypothèses dans beaucoup de cas permettent 
de limiter cette complexité (objet plan, pas d'arêtes vives,..) ( fig 12 ) . 

- Cornplexit4 dimensionnelle - 
Figure 12 : complexité dimensionnelle 

-3)Complexité analytique . 
La forme algébrique d'un objet composé de plusieurs éléments, peut être aussi bien 
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simple que complexe ( fig 13 ). 

- Cornplexit6 analytique -w 

Figure 13 : complexité analytique 

Après cette courte introduction, nous comprenons mieux l'intérêt de passer en revue les 
différents problèmes liés à la modélisation et au soin qu'il est nécessaire d'y apporter 
pour la suite de notre étude . Le chapitre deux sera donc agencé selon le degré croissant 
de complexité des modèles présentés . 
Dans tous les cas il nous parait important de remarquer que l'interprétation d'une scène 
quelle qu'elle soit est finalement obtenue au terme d'une modélisation des informations 
géométriques de "base" . 

3-2-Modélisation fil de fer ("wire frame") ou filaire ou par les limites [Hegr 871 
[Lieb 881 [Newm 791 [Pero 881 [Requ 80, 831 [Roge 761 [Schw 871 [Wood 861. 

Dans ce modèle, les seules données sont les coordonnées (x,y,z) des sommets, et les arêtes 
les joignant . 
La méthode classique consiste à dresser la liste des coordonnées des sommets (chaque 
sommet porte un numéro ) et la liste des arêtes (chaque arête est définie par les numéros 
des sommets qui la bordent ( fig 14 ) . 

L sommcts u i t c s  

4 1 0 1  

X 

Figure 14 : principe de la modélisation filaire 

Ce modèle, bien qu'étant un modèle tridimensionnel, est peu puissant . Les informations 
conservées sont de deux types : 
-Géométriques : coordonnées des sommets . 
-Topologiques : arêtes en fonction des sommets . 
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C'est le plus simple de tous les modèles, il nécessite un minimum de place mémoire et un 
coOt de calcul très faible, de plus l'étape de visualisation s'effectue rapidement . 

Cette technique maineureusement fait apparaître trop d'inconvénients pour être utilisée . 
On peut notamment citer: 

--~L'ambigüité, rien ne distingue le vide du plein ( fig 15) , 

représentation Trois interprdtations possibles 
fd de fa . 

Figure 15 : Problème d9ambigüité . 
-->Possibilité de créer des structures tout à fait irréalisables ( fig 16 ) . 

Figure 16 : problème de création d'objet irréalisable 

-->Impossibilité de faire certains calculs triviaux (masse, volume. ) ( fig 17 ) . 

Figure 17 : problème de calcul 

-->Problème de l'élimination des parties cachées non résolu ( fig 18 ) . 
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- " -- 
Figure 18 : problème de l'élimination des parties cachées . 

-->Impossibilité d'affirmer que le résultat définit toujours un solide . 
Remarque. 
Pour atténuer les effets de ces propos on introduit parfois certaines contraintes qui 
facilitent les calculs. 
Par exemple si nous visualisons le modèle avec un blanc a l'endroit ou une droite coupe 
une autre droite située devant elle, nous réduisons I'ambigüité de la modélisation (fig 19 ) 

Figure 19 : solution à l'ambigüité . 
Les surfaces qui définissent un solide doivent en particulier être fermées, orientables, 
bornées, être d'un seul morceau et ne doivent pas se couper entre elles . 
Une autre méthode, pour suggérer la distance relative entre l'observateur et les divers 
composantes de l'objet, consiste a représenter les parties les plus lointaines par des traits 
plus fins (ou des couleurs différentes) que celles plus proches : c'est l'effet de relief 
(fig20) B 

bcvnt  

c Figure 20 : effet de relief . 
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Limite. 
Evidement, ces contraintes deviennent inefficace$ devant la complexité de la scène 

- ~ i ~ u r ë  2 1 :-inefficacité de certaine solution. i .Q!l@:~t<cu 

- Ce type de modèle ne peut convenir que dans le cas de la visualisation en temps réel de 
séqu&ces d'animation lors de la périod 

idée de Inobjet B visualiser. 

Pour des applications particulières en synthèse d 
l'information volume d'un objet n'est pas indispensable et peut être remplacée par celle 
de la surface, ceci grilce notamment B la propriCti que possgde la vision humaine qui 
permet d'appréhender les formes d'un objet par l'intermédiaire uniquement de sa surface. 
D'ou l'importance de ce5 reoresentations en synthèse d'images 3D. 

* &pdka 
3-3-1-Modélisation par facettes planes [Fole 821 [Gard 821 [Hegr 871 [Luca 83 ] 
[Requ 80, 831 [Roge 761 [Wood 861 

L'objet est représenté par sa surface, les tléments structurés sont des polygones (appelés 
facettes) dont la réunion approche la surface de l'objet . 

Les Bléments à visualiser sont donc des facettes, il suffit pour cela de dresser la liste des 
sommets de l'espace B 3 dimensions sur lesquels s'appuient les arétes, et la Liste des 
facettes . Une facette est d4finie par la liste des sommets qui bordent un contour ( fig 
22) . 

8 u r i . b  f w s  
- 

Figure 22 : principe de la modéiisation B l'aide de facettes 
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Elle doit en outre posséder une aire non nulle et I'union de toutes les faces doit 
reconstruire la surface . 
L'information qui est associée aux composantes de la surface (sommets, faces) est de 
deux ordres : 

-Géométrique : qui inclut la dimension et l'emplacement dans l'espace de chaque 
composante . 

-Topologique : qui permet de connaître la relation entre les éléments . 
On peut toutefois dans le cache d'un rendu plus réaliste ajouter des informations 
supplémentaires ( couleur, texture,..) . 

C'est un modèle quasi-universel, beaucoup d'algorithmes (d'élimination de parties 
cachées, d'éclairements, ...) ont été développés pour son traitement . Cette technique offre 
I'avantage d'être relativement simple à mettre en oeuvre. 
-Assez peu coûteuse en place mémoire . 
-C'est encore actuellement la méthode la plus utilisée pour représenter des objets en 
synthèse d'images . 
On relève quand même des inconvénients : 
-11 faut s'assurer de la coplanarité des facettes obtenues. 

-Possibilité de créer des facettes suspendues ou non connectées ( fig 23 ). 

cube solide 

face 

I /  a r ë t e  f l o t  

f l o t t a n t e  \/ 

Figure 23 : création d'une face suspendue 

-Une certaine redondance de l'information (sommets pouvant appartenir à plusieurs 
facettes en même temps) . 

-Inadaptée à l'analyse ou à la manipulation des volumes . 

-enfin, en raison de l'approximation du premier ordre qui est faite, les objets, les profils, 
de certaines courbures paraissent segmentées ( fig 24 ). 

Remarque . 
Comme précédemment pour palier à certains défauts on introduit des contraintes : 
-Pour s'affranchir du problème de coplanarité on peut utiliser uniquement des facettes 
triangulaires (qui sont toujours planes). 
-Se servir d'astuces informatiques ( exemple pointeurs ) pour diminuer les données à 
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traiter. 

, , 

Figure 24 : Objet au profil segmenté 

3-3-1-3-Conclusion . 
Ce modèle est très intéressant dans les applications ou seule la notion de surface est 
importante, par contre la notion de volume n'est pas définie . 

3-3-2-Les surfaces simples de révolution [Gard 831 [Luca 831 [Requ 80, 831 
[Wood861 

Elles concernent tous les objets tels que sphère, cylindre, cône,.. qui peuvent être 
représentés à l'aide de fonctions mathématiques simples, décrivant leur surface.On peut 
citer à titre d'exemple le cylindre qui est modélisé par son rayon (r) sa hauteur (h) et son 
axe de révolution (fig 25). 

l 
Figure 25 : surface de révolution 

3-3-3-Approximation par facettes 

II existe aussi des méthodes de reconstruction (méthodes de triangulation) qui s'appuient 
généralement sur une base de données facettes . Elles permettent de définir une 
approximation polyédrale de la surface étudiée . Un certain nombre de solutions à ces 
problèmes ont été proposées dans la 1ittérature.Elles se divisent en deux catégories : 

-Celles dont l'ensemble des points donnés est absolument quelconque et aucune condition 
de connectivité n'est explicite (Voronoi, Delaunay [Bois 8 1, 82, 841 [Faug 841 [Herm 821 ) 

-Celles dont l'ensemble des points est partitionné en sous-ensembles plans qui sont les 
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-Celles dont l'ensemble des points est partitionné en sous-ensembles plans qui sont les 
intersections de la surface cherchée par des plans de coupe parallèles [Fuch 771 [Kepp 751 
[Cook 821 [Orou 811 . 
Un des inconvénients majeurs de ces méthodes est la difficulté d'automatiser le processus 
dans le cas d'objets de forme complexe ( fig 26 ) . Nous verrons dans la deuxième partie, 
les différentes techniques existantes, et nous proposerons des solutions originales à ces 
problèmes. 

Approximation par facettes 

Figure 26 : triangulation d'un objet . 
3-3-4-~odélisation par surface gauche. 

Nombreux sont les produits manufacturés qui possèdent des surfaces (ou courbes ) dites 
complexes ou de forme libre ("free form surfaces"), difficilement définissables à l'aide 
d'un ensemble de primitives classiques(sphères, plans, ...) . Tout le monde connaît les 
étuis à lunettes, le téléphone, un coeur artificiel, une voilure d'avion, .... 
Pour représenter de tels objets, il est nécessaire de faire appel à une définition plus fine 
des surfaces délimitant ces volumes . En particulier, ces modeles doivent posséder 
quelques qualités indispensables, il s'agit entre autre : 

-->Du contrdle global ou local de la forme . 
-->De la qualité de lissage . 
-->Propriétés de continuités . 

On distingue en fait deux approches différentes qui conduisent à des difficultés 
différentes . 

-Si l'on désire interpoler une courbe ou une surface à partir d'un ensemble de points 
échantillonnés donnés, le problème est alors de trouver une représentation plus 
synthétique, et permettant ' le calcul de points intermédiaires de cet ensemble 
d'échantillons . 
-Si l'on désire qu'une courbe ou surface ne passe pas par tous les points, mais seulement 
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^ manipuler aisément la courbe ou la surface jusqu'à ce qu'elle corresponde à la forme 
souhaitée . 

1 Remarque. 

-Si l'on procéde par interpolation, le résultat sera d'autant meilleur que la fréquence 
d'échantillonnage sera plus élevée . De plus il est très fréquent de voir des phénomènes 
de rebonds lors de la visualisation . Bien entendu la quantité d'informations à stocker 
sera elle aussi, plus importante . On peut citer quelques techniques d'interpolation bien 
connues : interpolation linéaire, interpolation de Lagrange, interpolation d'Hermite [Besa 
891 [Bézi 771 [Dony 861 [Faug 841 [Marr 761 . 

i -Si l'on procéde par approximation interactive la courbe ou la surface résultante ne 
I passera pas forcément par tous les points donnés, mais ceux ci permettront de contrôler 

la courbe et le nombre total de points requis sera bien inférieur à celui nécessaire pour 
l'interpolation. 

La forme la plus utilisée pour décrire des courbes ou des surfaces est la représentation 
paramétrique . Elle est utilisée pour deux raisons : 

-l)Elle limite la quantité de calculs nécessaires . 
-2)La gestion des points est plus simple . Ce mode d'expression apporte un inestimable 
supplément de souplesse. 
Avant de définir les principaux types de surfaces "de forme libre (free form surface) " 
nous allons à titre de rappel redéfinir . 
-Une courbe paramétrique . 

l -Une surface paramétrique . 

-Une surface cubique paramétrique . 
Cela nous permettra de mieux comprendre "les courbes gauches " . 
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-A)Courbes paramétriques . 
Equation paramétrique d'un segment ( droite passant par deux points: 

-Soient Po, PI (f ig 27) ces deux points darrs l'espace de dimension R~ 

Figure 27 : droite paramétrkque 

Po = (xo, Y0 

Pl = (xi , Y1 

L' équation du segment s' écri t : 

P(t, = (Pl - Polt + Po = Po + t<Po Pi> 

où <Po Pi> est le vecteur directeur 

qui peut se mettre sous la forme : 
I 

avec O < t < 1 , t étant le paramétre de cette 
droite 

d'ou x(t) = xO+ ( x - x0)t 
1 

d'ou y(t) = yo+ ( yl- yo)t 

Dans le cas où l'on considère un espace de dimension n ( R ) 

P(t) = C + t  < C D >  1 1 )  

Un point P appartiendra à la droite, s'il se trouve sur le prolongement 
du vecteur < C D >, où C et D sont définis par : 

Notation matricielle. 

T : matrice primitive du polynome de base de degré 1 
A : matrice de 2 lignes et n colonnes 
A matrice déterminée en spécifiant deux vecteurs de contraintes 
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sur l'équation (1). 

-B)Equation paramétrique d'une courbe cubique . 
Soient Po, Pi, Pz, P3 ces quatre points et P(t) l'équation 
paramétrique de la courbe ( fig 28 1: 

Figure 28 courbe cubique 

B matrice de 4 lignes et de n colonnes . 
2 

Pour avoir B2 i l  suffit de préciser 4 vecteurs de contraintes sur 

l'équation (2) au niveau de la position des points et de leur tangentes 
respectives . 

Les courbes bicubiques sont les courbes polynomiales 'de pl us bas degré 
qui permettent à la fois de définir la position et la tangente de deux 
points distincts . (ce qui facilite la concaténation de deux segments 
cubiques avec continuité des tangentes aux points de raccord) 

-C)Surface paramétique . 
Définition . 
A titre de rappel, signalons la forme de représentation paramétrique 
d'une surface. 

F(v,w) = ( xcv,w), ycv,w), zcv,w) ) Les paramètres v,w E [ o , ~ ]  

Les quatre coins de la surface (Patch) sont obtenus en substituant 

dans F(v,w) les paramètres v,w par [ 0, 1 ] 

Il en résulte que le fait de fixer deux paramètres nous permet de 
définir un point : Pi,j = F(vi,wj) 
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De la même façon, les quatre c6tés qui joignent les quatre sommets sont 
obtenus en imposant un paramétre, l'autre étant laissé libre. 

(Poo,Poi) = F(o,w) w E [o,i] 

(Pii,Poi) = F(v.1) v E [0,1] 

Surface Paramétrique 

De même le fait de fixer un seul paramètre nous permet de définir une 
courbe . 

Plo , Pil= F tv,,w ) w E [O , 1  ] pour i donné 

Poj ' P1j = F (V ,W V E  [ O ,  1 1  pur j donné 
j 

Pour i ou j variable on a une famille de courbes i,  j E [  O , 1  ] 

Figure 29 : courbe et surface 

La surface (fig 29 1 paramétrique correspondante est la suivante: 

Vecteur tangent, vecteur normal 

Si nous reprenons la surface précédente au point P(Vi,Wj) nous pouvons 
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définir les vecteurs tangents suivants: 

oF 
pW (Vi ,WJ ) = - 6 W  ( w J 1 

Nous en déduisons le vecteur normal en ce point par l'expréssion 
suivante : 

P"(v~,wJ) . pW(vi,wj) 
N ( v i  , w ) =  

J 
1 pV(vi,w~) . pw(vi,w~) 1 

Remarque 
Les fonctions x, y (kventuellement z en trois dimensions) de V et W  
sont des fonctions polynomiales. 

Les raisons de ce choix sont les suivantes : 

-L'emploi de ces fonctions, permet d'obtenir une approximation aussi 
précise que nécessaire d' une surface. 

-Les coéfficients de ces fonctions ont une interprétation géométrique 
simple. 

-Un simple produit matriciel (ou tensoriel) permet la détermination des 
points sur la surface. 

3-3-4-2-Les surfaces  de " forme l i b r e  " 

A u  cours de ces vingt dernières années, de nouveaux types de surfaces 
ont été développés . Elles ont permis de prendre en compte à la fois . 

-La complexité sans cesse croissante des objets à modéliser. 

-L'amélioration du dialogue entre l'utilisateur et le modèle. 

Pour cela ont été développées: 

-Les surfaces de Coons, qui sont les premières à avoir vu le jour, 
el les ont eu le privilège d' initier le processus de modél isat ion des 
surfaces, et rendu possible le calcul d'une surface à l'aide des 
techniques matricielles. 

-les surfaces de Bezier, qui sont les premières à être utiliskes de 
façon ergonomique dans les domaines aéronautiques et automobi les . 
Elles offrent l'avantage de donner une très bonne approximation d'un 
contour polygonal. 

-les surfaces de B.splines, qui sont une généralisation récente des 
surfaces de Bézier, ont une popularité qui vient du fait que ces 
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surfaces allient la maniabilité des surfaces de Bézier à la stabilité 
le long de la courbe . De plus 1' influence de chaque point de contrale 
est limité à une portion de la surface totale (et non sur la surface 
entière ce qui est le cas des surfaces de Bezier) 

-Les surfaces bêta-splines qui sont une généralisation des B.splines 
uniformes bicubiques. 

-Les B.sp1ines rationnelles, et les surfaces triangulaires permettent 
pour les premibres une plus grande unité de modélisation, et pour les 
deuxièmes la prise en compte d'un réseau de contrôle et non plus une 
simple matrice. 

3-3-4-2-1-SURFACE DE COONS [Bézi 741 [Coon 671 [Hegr 871 
[Requ 831 [Schw 871 [Sequ 87 1 [Wood 861 

Une telle surface a été proposee pour la première fois par Coons 
(1967), qui a introduit deux idées fondamentales: 

-1) On considère une représentation paramétrique de la surface de 
l'objet,ceci afin de modéliser toutes sortes de formes indépendamment 
de la matrice et de la position du système de coordonnées 

-2) On adoptera une approche par morceau que l'on opposera à une 
représentation de la surface entière de l'objet par une seule fonction 
paramétrée plus lourde et plus compliquée à manipuler . Dans ce dernier 
cas toute modification d'un seul point se répercutera sur le restant de 
la surface (ce qui souvent n'est pas souhaitable). 

Principe 
11 suffit de définir une surface par une juxtaposition de primitives 
appelées facettes gauches ou carreaux de surfaces ("patches") . Chaque 
carreau posséde quatre courbes frontières qui le définissent 
entièrement. 
L'expression des surfaces de Coons se fait à partir des polynomes 
d'Hermite (cubique) suivants . 

2 Fooct, = 2t - 3t2 + 1 
3 Fooct, = -2t + 3t 

3 Fooct, = t - 2t2 + t (1 )  

3 Fooct, = t - t 2 

Pour alléger et simplifier l'écriture nous adopterons l'écriture 
matricielle . 
Une représentation paramétrique de la surface est alors 

ou le vecteur ligne Nt est égal à : 

Nt = [ Fooct,, Foicti, Fioct,, Fll(t, 1 
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plt v = [y N~ v transposée de la matrice ligne N t 

Fil ( v 1 

Pij et la matrice des conditions aux limites 4 lignes 4 colonnes . 
Cette matrice est définie selon les 4 points limites, les 8 dérivées 
partielles d'ordre 1 et les 4 dérivées partielles mixtes d'ordre 2 en 
ces points limites . Ce qui revient à la matrice P en quatre parties 
distinctes . 

A C 
Pl" = [B O] 

A contient les 4 coins limites . 
B contient les dérivés de A par rapport à t . 
C contient les dérivés de A par rapport à v . 
D contient la double dérivation de A par rapport à v et t . 

Figure 30 : ,surface de Coons 

Le principal inconvénient de cette technique réside dans la difficulté 
de déterminer les fonctions M ct ,VI à partir de l'objet à représenter . 
L'allure générale de la surface (fig 30) dépend de paramètres 
difficilement manipulables dans un contexte intéractif . 

3-3-4-2-2-Surface de Bézier [Bart 881 [Bezi 72, 74, 86 1 
[Fole 821 [Hegr 871 [Newm 791 [Pavl 821 [Schw 871 [Sequ 871 

Crée par P. Bézier (ingénieur chez Renault), cette méthode utilise 
aussi le découpage des surfaces en carreaux, elle est basée sur les 
polygones d'approximation de Bernstein . C'est aussi la premiére fois 
que l'on voit apparaître les notions de points guide ou contrôle . Les . 
fonctions utilisées offrent entre autre l'avantage de se prêter à une 
bonne approximation d'un contour polygonal . Les points en général 
n'appartenant pas à la surface, agiront comme un "aimant" sur la portion 
de la surface qui se trouve pres de lui. 
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On définit une courbe ou une surface de Bézier à partir des polynomes 
de Bernstein. 

Bi,n(t~ = cf t2 (l-t)n-i avec O= t 5 1 

De la même manière que précedemment pour la simplicité et la clarté de 
l'exposé on utilise la notation mat.ricielle . 
Pour cela on introduit la matrice ligne Bn dont les éléments sont les 
n+l polynômes de Berstein d'ordre n : 

et la matr.ice P(i ligne et j colonnes) dont les éléments constituent la 
matrice des points guide du Patch 

La forme paramétique d'une surface de Bézier, dont les points sont 
inscrits dans la matrice P s'écrie, 

P = 

T Bm étant la matrice transposée de Bm . 

Poo 
- 

Po, j 

P1,o Pl'l 

Pi ,a Pi,j _ 

En ce qui concerne la courbe de Bézier, i 1 suffit pour cela de donner à 
t ou s une valeur constante et de faire varier l'autre paramétre . La 
matrice P est définie par un vecteur colonne de n+l éléments, et le 
résultat s'écrit : 

-a)Surface de Bézier bicubique 

C'est une surface définie par 16 points de contrôle ( n=3, m-3 1, dans 
ce cas les matrices B et P s'écrivent : 
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Figure 31 : surface de Bézier 

-b)Courbe de Bézier 

Dans ce cas n = 3 et s = O d'ou P(t) = B .P 
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Figure 32 : courbe de Bézier I 

-Le moindre changement dans la position d'un des points de 
contrôle provoque une déformation globale de la courbe ou surface. 
-La courbe ' ou la surface ainsi définie sera toujours contenue à 
1 ' intérieur du contour polygonal convexe extrème déterminé par 
1 ' ensemble des points de contrôle. 
-La courbe ou surface est tangente au côtés du polygone en ses 
points extrémes ( fig 33 1 (2 pour la courbe,4 pour la surface) . 

PI r 
r--------- 

/ 
/ 
/ 
/ 

I -. 
\ .. 

--\ 

I 
\ 

I .\ .. 
\ 

I 
\.d 

r3 

Figure 33 : courbe tangante en ses points extrèmes 

Une évaluation rapide des courbes de Bézier peut être obtenue par 
l'algorithme de subdivision . L'idée consiste à chercher des points de 
contrôle intermédiaires, au 1 ieu de calculer une succession de points 
sur la courbe. 

Soient Po,Pi,P2,P3 les quatre points de la courbe C ( fig 341, définis 
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par leur coordonnées x,y (éventuellement z en trois dimension ) on veut 
trouver . 

Figure 34 : évaluation par subdivision 

So,Si,S2,S3 de CI et Qo,Qi,Q2,Q3 de C2 tels que Ci soit la 
première moitié de la courbe C et C2 la seconde moitié. 

les nouveaux points de contrôle sont plus près de la courbe. 
Ceci est équivalent au diagramme suivant. 

(Po+Pi) (Pl +PZ) (P2+P3) = a2 SI= 
2 2 2 

Ceci se généralise pour une courbe de degré n 
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Remarque . 
Une courbe de Bézier fermée s'obtient en donnant au premièr point de 
contrôle ( po 1 et au dernier point (pn) de contrôle la même valeur . 

3-3-4-2-3-B.Splines [Bart 861 [Besa 891 [Boeh 841 [Boor 781 
[Cast 851 [Dahm 82 83 841 [Fari 861 [Fole 821 [Greg 83 841 
[Prat 841 [Requ 831 [Ries 731 [Sabl 831 [Schw 871 
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La théorie sur les fonctions B. splines a été proposée pour la première 
fois en 1973 par RIESFNFELD. Les B. spl ines sont une général isat ion et 
une extension de la méthode de Bézier, elles permettent la modélisation 
des objets de forme très complexe,qui sont difficilement modélisables 
par des surfaces de Bézier . Les B.splines sont fondées sur le même 
type de porteuse que les courbes (ou surfaces) de Bézier,mais 
l'influence de chaque point de la porteuse est limitée à une portion de 
la courbe totale, d'où son intérêt principal, de pouvoir modifier 
localement un point de contrôle sans entrainer de perturbation sur 
l'ensemble de la courbe (ou surface) . 
Les B.splines ne sont qu'un sous ensemble d'une famille de courbes 
appelées splines, qu'il nous faudra définir en premier, puis nous 
établirons la forme générale de la représentation paramétrique des 
courbes et surfaces B.splines . Nous en énoncerons les principales 
propriétés pour enfin détailler plus précisément les B.splines cubiques 
uniformes qui dans la majorité des cas offre une solution aux problèmes 
posés. 

-a)Fonction Splines 

Rappel : Fonction Polynômiale par intervalles 

Une fonction Polynômiale par intervalles est composée d'une suite de 
fonctions polynômiales Po(t),Plct) ,Pz(t). . . . .Pnct,, définie 
respectivement dans un intervalle t . L'axe t est ( fig 35 1 découpé en 
un certain nombre de morceaux juxtaposés . 
Ce qui permet d'utiliser des fonctions de degré peu élevé sans limiter 
les points de contrale . Les valeurs to, ti, t2, ts ,.... tn sont 
appelées les noeuds et définissent les raccords (entre les différents 
morceaux 1 . Les raccords sont éffectués en respectant les propriétés 
de la fonction désiré . 
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t0 ' 1 It 
t .  r t .  t+l tk \r+l 

Figure .35 : decoupage de 1 ' axe t 

L'intérét des fonctions splines c'est de bien se prêter à la définition 
par intervalles, d'avoir un contrôle local et leur degré est 
indépendant du nombre de points de contrôle . 
La fonction splines de degré j et d'ordre k, est une fonction 
polynomiale par intervalles de degré j, définie sur n intervalles par : 

~(t)=~i(t) pour t E [ti,ti+i] i=o,i .... n-i 

P(t) est composé d'une suite de fonctions polynomiales. 

P~(t),Pl(t),Pz(t) ..... Pn(ti t E [O ,..... tn] 

et satisfait aux conditions suivantes qui exigent la continuité de la 
klem la dérivé. 

Remarque 
On parlera de fonctions splines uniformes si : 

t = to = t i  =.....tn = cte 

-b)Courbes Splines 
Soit un ensemble de n+l points de contrôle Pi la représentation 
générale de la courbe B.splines d'ordre k est donnée par 

Comme dans la formulation de Bézier Pi ( i=o,n+k) représente l'ensemble 
des points de contrôle (des vecteurs coordonnées des points de la 
porteuse) et les Nik(t) les fonctions de base B.splines . Ils sont 
définis comme suit: 

( t-ti ).Ni,k-l(t) ( ti+k - t ).Ni+l,k-l(t) 
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On constate que les Ni ,k( t) sont définis à l'aide de ' deux autres 
polynomes d'ordre k-1. 

Le processus de récurrence doit commencer quelque part et le premier 
polynome de la spline est en fait défini différemment: 

Gi,k(t) = 1 si ti 5 t S ti+i 
= O s i non 

-Les ti sont des nœuds qui relient la variable t aux points de contrôle 
Pi . 

b 

-L' intervalle [ ti,ti+k 1 est appelé support de la B. splines 
-k (l'ordre) contrôle le degré (k-1) du polynome résultant en n. 

-Contrairement aux courbes et surfaces de Bezier , .le domainne de 
définition des fonctions Ni,k ne se limite pas au segment [0,11, mais 
s'etend sur un ensemble de segments contigûs ti , ti+i 1. 

-Les deux choix les plus courants pour les vecteurs noeuds (ti) sont: 

-1)B.Splines uniformes et non périodiques (courbe ouverte) définie par 
n+l points, on a : 

t variant de [ O , n-k+2 1 pour avoir toute la courbe. 

-2)B.Splines uniformes et périodiques ( courbe fermée) définie par 
n+l points, on a : 

ti = i et Ni,k(t) = No,k(t+i+n+l)modulo(n+l) 

t variant de [ O , n+l 1 pour avoir toute la courbe. 

Remarque. 
Au lieu de découper l'axe t en intervalles quelconques, on peut 
effectuer une subdivision en intervalles identiques afin de simplifier 
les calculs. 
A l'axe t suivant 

On associe une variable normalisée u, définie sur chaque segment 
[ti,ti+il et qui varie toujours entre [O , 11 quelque soit i . On passe 
de t à u et réciproquement en posant: 
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La formulation des B.Splines devient alors : 

Ni,o (u) = 1 s i O S u 5 l  
Nt, O ,(u) = O ai 1 leurs 

On pose T = 1 et i = O on obtient alors la fonction B. Splines 

.-) normal isée que nous cont inuerons d' appeler No,k( U) . 

Pour trouver les autres B.Splines on effectue un décalage de l'origine. 

Dans le référenciel, l'expression d' une fonction d' un autre interval le, 
s'obtient à partir de : 

Ni+l,k (u) = Ni,k(u-l) 
Ni-I,K(U) = Ni ,k(u+l) 

-c)Surfaces Splines 
En ce qui concerne les surfaces (fig 36 1 ,  nous avons : 

Où Pi,j représente les (n+i) (rn+î) points de contrôle et Ni,k(u), 
Nj,k(v) les fonctions de base B. splines (K étant l'ordre). 
Comme précédemment nous al lons déf inir, en ut i 1 isant 1 ' écriture 
matricielle les différentes composantes dans le cas où l'on s'intéresse 
à une bicubique ( k = 4 , ordre 1 . 

-Les vecteurs lignes GU, GV représentent la base Canonique des 
fonctions polynomiales en u et v (qui varient entre [o,~]) . Ils sont 
définis par les vecteurs lignes suivants . 

les coéfficients du produit matriciel sont donnés par la matrice T dont 
l'expression est la suivante . 



Chapitre 3 : Modélisation géométrique de scènes tridimensionnelles 

Enfin la matrice P des points de contr6le(4lignes,4colonnes) s86crit 

Figure 36 : surface splines 

Bien entendu les courbes B.splines ( fig 36 1 cubiques constituent 
un cas particulier des surfaces B.splines, elles s'obtiennent en 
ramenant la matice P (4 lignes, 4 colonnes1 en un simple vecteur 
colonne, ce qui donne . 

Figure 37 : courbes splines 
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L'utilisation des Beziers et des B. splines convient bien pour la 
création interactive des surfaces (ou courbes) et possèdent la 
propriété fondamentale d'être toujours contenues dans le polygône 
convexe extreme déterminé par 1 ' ensemble des points de contrôle. 

La conséquer~ce immédiate de la propriété de 1 ' enveloppe convexe est la 
large exploitation dans les Algorithmes de visualisation et de calculs 
d' intersections (Algorithmes d' élimination de parties cachées, le 
tracé de rayon, Algorithmes d'éclairement...). Enfin les surfaces de 
Bézier (ou courbe de Bézier) ont un support global, et passent par les 
points limites . Par contre les surfaces B.splines (ou courbes 
B.splines1 ont un support local, ce qui permet d'effectuer des 
ajustements sans perturber le reste du modèle, et ne passent pas en 
général par les points limites. 

3-3-4-2-4-BETA SPLINES [Bart 881 [Lieb 881 [Schw 871 [Sequ 871 

Les Béta.Splines sont en fait une généralisation du modèle des 
B.splines cubiques . Elles sont basées sur la continuité de la tangente 
et sur celle du lieu des centres de coubures (continuité géométrique). 
Ces contraintes sont moins astrégnantes que les contraintes de 
continuité des dérivées premiére et seconde . Les Béta. Spl ines 
introduisent deux nouveaux paramt?tres BI,&? représentant respectivement 
le biais et la tension de la courbe ou de la surface . Les propriétés 
que nous allons illustrer seront celles des courbes Béta splines, 
sachant que la général isat ion aux surfaces s' effectuera comme 
précédemment. 

La courbe Béta. Spline s'obtient de manière semblabe B la courbe 
B.Splines . Elle est donnée par l'équation paramétrique . 

Oh Pi est une liste de points de contrôle présentée sous la forme 
d'un vecteur ligne . 

et le vecteur ligne Bik est défini par des fonctions Béta Splines 

les fonctions qui composent le vecteur Bi,k assurent la continuité du 
vecteur tangent et celle du vecteur de courbure .On donne alors la 
representation symbolique suivante des segments de base pour . 
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dans laquelle : 6 =pz + 2/3? + 48: + 4/31 + 2 et O s u 5 1 

Il convient d'observer que si nous introduisons les conditions 
suivantes /3i = 1 /32 = O, nous nous ramenons à la définition des 
B. spl ines cubiques. 

-a)Influence du paramétre béta 1 ( B i )  

En faisant croître 61, nous augmentons la vitesse d'inclinaison de 
rotation du vecteur tangent au point de raccordement ./31 permet en 
fait de contrôler la symétrie de la courbe. C'est à dire que la courbe 
continuera dans la direction de la tangente en demeurant plus proche de 
celle-ci dans le segment situé à droite . Par contre si /3i décroft ((1) 
la courbe suit la tangente d'avantage avant le point de raccordement 
(fig 38 1. 

-- - - -  - - -  -- 
"S. 

' Po -- p.* ' 
TL- 

Figure 38 : effet de Pi  . 
-b)Influence du paramétre béta 2 (pz) 

I l  permet de contrôler la distance entre la courbe et le polygone des 
points de contrôle . Pour 62 croissant la courbe tend vers le polygone 
du point de contrôle et s'y identifie pour /32 = m . 
L'expérience montre que seul le terme de tension (/32) est le plus 
important ( fig 39 1. 

Figure 39 : influence de 32 
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3-3;4-2-5-COMPARAISON DES DIFFERENTES APPROCHES . 
Pour conclure cette description nous allons faire un bilan succint des 
principales propriétés de chacune de ces modélisations. 

-les surfaces de Coons représentent un premier pas vers la modélisation 
de solides limités par des surfaces de formes libre. Les conditions aux 
limites sur les quatre coins étant définies, le calcul ne. pose aucune 
difficulté . Par contre l'allure générale de la surface dépend de 
paramétres difficiles à manipuler 

-En ce qui concerne les surfaces de Bézier, B.splines, Béta splines, 
elles ont en commun les propriétés suivantes . 
-Indépendance vis à vis du systéme d'axe utilisé . 

-Permettent une déformation interactive du modéle . 
-Continue, dérivable . 

-Contenues dans l'enveloppe convexe définie par les points de contrôle 

Elles se différent : 

-Par leur complexité de calculs . 
-Par leur support . 
-Et le passage par leur points extrémes . 

-Les B. Spl ines et Bétâ.. Spl ines ont un support local, ce qui permet des 
déformations locales du modèle . 

-Les Béziers ont un support global, ce qui entraîne une déformation du 
modèle complet pour un simple ajustement d'un point de contrôle. 

-Leur complexité : 
Les B.splines cubiques et Béta splines sont les plus rapides à 
calculer. 

Les surfaces de Bézier deviennent trop lourdes et difficilement 
controlables à partir d'un certain degré. 

-Leur passage par les points de contrôle : 

Les surfaces de Bézier passent toujours par leurs points limites et 
leurs tangentes en ces points peuvent être aisément contrôlées. 

les B.Splines et Bétâ.Splines ne passent pas en général par leurs 
points de contrôle. 
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3-4-Représentations Volumiques .[Bal1 821 [Boll 861 [Jare 841 [Lee 821 [Requ 80, 831 
[Wood 861 

Ces méthodes tentent d'approcher le volume de l'objet à l'aide d'éléments structurés 
tridimensionnels. Cette modélisation de solide ("Solid modelling") permet d'éviter certains 
problèmes causés par les représentations surfaciques . En particulier il est très délicat de 
s'assurer qu'un objet défini par des facettes planes ou gauches correspond effectivement 
à un objet tridimensionnel réel : Comment s'assurer qu'il n'y a pas de trous dans la 
surface, pas d'aberrations topologiques, pas de branches ou faces pendantes, etc... . 
Naturellement, ces problèmes d'ambigüité ne se posent plus si l'objet est constitué de  
primitives non plus surfaciques mais volumiques. 

Pour avoir une modélisation géométrique de haut niveau, il est nécessaire que le modèle 
solide possède les propriétés suivantes : 

-La rigidité : un solide doit avoir une forme invariante, indépendante de sa position ou 
de son orientation. 

-La finitude : un solide occupe une partie finie de l'espace. 

-La tridimensionnalité homogène : un solide doit avoir un intérieur sans partie "ballantes" 
(arêtes ou faces). 

-La fermeture : l'application des opérations booléennes sur les solides doivent être des 
lois de composition internes (ces opérations appliquées aux solides, ne doivent pas donner 
d'autres solides). 

-Finitude d'une description: un solide doit être décrit à l'aide d'un nombre fini 
d'éléments. 

-Déterminisme des frontières : la frontière d'un solide doit définir sans ambigüité ce qui 
est à l'intérieur du solide. 

Il est à signaler que plusieurs modèles d'un même objet sont possibles, et que les modèles 
différents pour des objets appartenant à un même ensemble peuvent coexister, ce qui 
pose, d'un point de vue informatique, des problèmes de cohérence. 

Les principaux modèles de représentation de solide : 

Nous allons examiner les principales méthodes possibles pour construire le modèle d'un 
objet. Il est bien évident qu'il ne s'agit que des méthodes les plus utilisées et que nous ne 
prétendons pas à I'exhaustivité. 
Nous distinguons cinq approches différentes de modélisation de solides qui sont très 
souvent liées à la manière dont l'utilisateur les crées. 

-La famille de Primitives solides . 
-La composition arborescente de solides : CONSTRUCTIVE SOLID GEOMETRY(CGS). 
-La génération de solides par balayage :SWEEPING . 
-La représentation par frontière : BOUNDAHY REPRESENTATION ( BREP ) . 
-L'énumération spatiale. 
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3-4-2-La Famille de Primitives Solide . [Herg 871 [Pero 881 [Requ 80, 831 [Sequ 
871 

Principe : 
On dispose pour cela d'un ensemble de familles de solides de base, appelées primitives 
solides . L'objet est identifié par un n-uplet qui d'une part, précise à quelle famille 
appartient l'objet et d'autre part, donne la liste des paramètres permettant de le définir . 
Exemple (cylindre, R,L) désigne une famille "cylindre" dont l'élément est défini par deux 
paramètres de dimensions: 
-Le rayon du cylindre R . 
-La longueur du cylindre L. La figure ci-dessous illustre cette famille ( fig 40) : 

Figure 40 : cylindre 

Par leur principe, ces schémas sont uniques, non ambigus et triviaux à -alider. Par contre 
cette représentation de solide possède deux inconvénients principaux. D'une part il n'y a 
pas de moyen de composition de solides des différentes familles pour former des objets 
plus complexes. D'autre part les propriétés des solides obtenues sont difficilement 
calculables ; d'où la limitation d'un tel modèle dans le cadre d'une utilisation interactive. 

3-4-3-Composition arborescente de solides ou CSG :(CONSTRUCTIVE SOLID 
GEOMETRY) [Ball 821 [Boll 861 [Faug 831 [ Fole 821 [Gard 831 [Requ 831 [Trou 871 

La géométrie pour la construction de solide (CSG) utilise un ensemble de primitives de 
volumes, dont on paramètre les dimensions que l'on dispose dans l'espace à l'aide de 
transformations géométriques et d'opérations bien connues de la théorie des ensembles. 
La démarche est analogue à celle de L'artisan qui désire construire une maquette . Mais 
grâce à Sutilisation de l'ordinateur ses possibilités sont plus grandes . On peut citer : 

-La durée de réalisation d'une opération devient négligeable 

-Paramétrisation de primitives 

-Structuration du modèle 

-Stockage du modèle 

3-4-3-1 -Primitives de volume : 

Les primitives de volume sont les éléments de base de ce "jeu de construction" . Elles 
sont de trois sortes : 

- 1)Les primitives élémentaires . 
Elles sont les éléments de base simples, tels les pavés, les sphères, les cylindres, les cônes, 
les parallélépipèdes, etc ... ( fig 41 ) . 
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Figure 41 : primitives élémentaires . 

-2)Les primitives complexes 

Elles sont obtenues à partir de primitives élémentaires de façon a ne pas avoir à redéfinir 
les éléments de base de la construction d'un modèle dans une configuration particulière: 
parmi ces primitives on peut citer : 
surfaces raccordées, les cylindres évidés, les roues dentées etc. .. qui sont paramètrées de 
la même manière que les primitives élémentaires ( fig 42). 

Figure 42 : roue dentée 

-3)Les demi-espaces . 
En dehors de primitives simples et complexes que nous venons d'aborder, il', est possible 
d'utiliser comme primitive l'intersection de demi-espace : plans, cylindriques, sphériques, 
etc ... 
La figure 43 montre qu'une boite peut être représentée comme l'intersection régularisée 
de 6 demi-espaces plans. 
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Figure 43 : objet défini par des demi-espaces 

Rappel . 
Soit P(x,y,z) = O l'équation d'une surface de ( E ) . Cette surface définit deux demi- 
espaces, à savoir d'une part l'ensemble des points (x,y,z) tels que P(x,y,z) < O, et d'autre 
part l'ensemble des points (x,y,z) tels que P(x,y,z) > O . Des demi-espaces 
particulièrement utilisés sont ceux pour lesquels la surface en question est un plan . 

3-4-3-2-Opérations sur les primitives . 
Elles permettent la manipulation des primitives à l'aide d'opérations usuelles. On 
distingue essentiellement deux types d'opérations : 

-1)Par balayage : (le balayage par rotation ou par translation par exemple ) [Requ 831 

-2)Opérateurs de compositions [Wall 821 

Ce sont en fait des opérations bien connues de la théorie des ensembles : elles permettent 
dé réaliser l'assemblage de volumes à l'aide des opérations suivantes : union, différence, 
intersection, collage ...) ( fig 44 ) 

AUE 

Figure 44 : exemples d'opérations 
Comme nous l'avons souligné précédemment, l'aspect essentiel d'une telle approche est la 
structuration du modèle. Ceci a une très grande importance. En effet une représentation 
interne de l'objet construit selon cette idée permet de l'associer à un arbre binaire, dont 
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les feuilles correspondent chacune à une primitive, et où les ,noeuds internes représentent 
des opérations ensemblistes (intersection, union, différence ...) portant sur les feuilles ou 
sur les combinaisons déjà obtenues à partir des feuilles ( fig 45 ) . La racine de l'arbre 
représente alors l'objet lui-même tel qu'il résulte de la combinaison des primitives. 

659 . . 

. . 

r 

O 78 t 
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Figure 45 : représentation par arbre 

La représentation de solides par cette méthode n'est pas unique, en effet en utilisant les 
mêmes primitives et deux séquences d'opérations différentes, nous aboutissons à deux 
modèles différents ( fig 46). 

Figure 46 : problème d'unicité . 
Remarque . 
Dans le cas de demi-espaces, les familles de l'arbre CSG sont des demi-espaces auxquels 
sont associés une orientation et une position dans l'espace. 

Les opérations booléennes usuelles (n, U , \) ne sont pas des lois de composition interne, 
ceci conduit à des ambigüités . La notion de solide résultant n'est plus respectée, on voit 
apparaître des phénomènes de solides dégénérés (faces ou arête "ballantes" ) ( fig 47). 
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Figure 48 : problème de dégénérescence 

Il convient donc de donner aux opérateurs d'intersection et de différence une définition 
qui n'est pas exactement la définition géométrique. Par exemple si deux solides sont 
tangents par une surface, le résultat de leur intersection ne doit pas être une face, mais il 
doit être nul. C'est pour cela que l'on introduit de nouvelles opérations booléennes 
"régulières" fl *, U*, \* 

3-4-4-Génération de solides par balayage:(SWEEPING) [Baar 861 [Ball 821 [Besa 
891 [Boll 861 [Luca 831 [Newe 771 [Ponc 831 

Les méthodes de balayage généralisées ("Generalized sweeping") sont basées sur le 
principe suivant. Soit un ensemble E de I'espace (P), se déplaçant le long d'une 
trajectoire D et se déformant éventuellement au fur et à mesure de son déplacement . 
L'ensemble va "balayer" un volume V qui peut être alors représenté de manière 
particulièrement concise par la donnée de E, par V et par des règles de déformations de 
E le long de D. 
On peut alors citer deux exemples simples de balayages généralisés: les translations et les 
rotations généralisées (fig 49 et fig 50 ). 

t r a n s l a t i o n  

face pendante 

'&Jp 
balayage non regul i et- 

Figures 49 et 50 : exemples de balayages 
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Des cas particulièrement intéressants de translation généralisée sont constitués par les 
"c6nes ( ou cylindriques) généralisés". 

3-4-4-1-Les cônes ou cylindres généralisés.[Argi 761 [Ball 821 [Marr 781 [Requ 
80, 831 

Principe : 
On définit un cylindre généralisé comme étant le volume généré par une surface balayant 
l'espace le long d'une courbe, cette surface étant paramètrée par l'abscisse curviligne de . 
cette courbe, 

La représentation d'un CG (Cylindre Généralisé) n'est pas aussi évidente qu'il n'y paraît, 
en effet si I'axe d'une courbe 3D est facile à manipuler et à stocker, il est nécessaire en 
général de définir le repère de Frenet de I'axe et de représenter paramétriquement dans 
ce repère la surface balayante. Pour cela on restreint souvent à ce modèle : 

-Un axe droit ou circulaire [Shaf 831 

-Les surfaces balayantes polygonales ou circulaire 

-Ou les deux 

Potentiellement c'est la représentation la plus générale et la plus puissante actuellement . 
Elle décrit même des objets manufacturés flexibles tels que les tuyaux. ( fig 51 ) 

un cylindre g6néralisé quelconque, e t  quelques-uns 
de ses repères de Frenet 

1 

figure 51 : cylindre généralisé et ses reperes 
De plus, les liens avec l'image sont-assez firts : on peut constater que I'axe d'un cylindre 
généralisé (CG) de section symétrique se projette sur le squelette de la projection du 
cylindre. 

Néanmoins, l'inconvénient majeur est le manque d'outils algorithmiques dont on dispose 
pour le calcul des propriétés géométriques, pour réaliser des opérations booléennes et 
pour la visualisation. 

3-4-5-La représentation par frontière ou par limites (Brep : BOUNDARY 
REPRESENTATION. [Baer 791 [Ball 821 [Baum 721 [Req 831 [Gard 831 

Dans cette approche la définition de volume intrinsèque n'est plus utilisée (centre, rayon, 
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équation pour une sphère), elle consiste en fait à représenter le solide par ses surfaces 
extérieures. c'est à dire à définir chaque composante du modèle à partir de ses éléments 
frontières ( fig 52 ). 

- 

Figure 52 : objet défini par ses limites . 

La frontière étant formée d'un ensemble de faces, reliées entre elles par des arêtes(edges) 
et les arêtes se joignent par l'intermédiaire de leur sommet (vertices). Ces éléments (faces 
, arêtes,sommets) définissent la topologie du solide. On associe a ces éléments 
topologiques des attributs géométriques, les liens entre ces différentes entités sont 
exprimés par les arcs d'un graphe de connexion, le graphe 

' "RSVW(Région,Segment,Vertices) en français le graphe SAF (Sommets,Arètes,Faces) . 

Dans cette définition on constate la redondance informatique de données topologiques 
(arêtes,sommets) définies plus d'une fois, ceci entraîne en général une lourdeur de 
manipulations et une possible source d'erreurs qu'il est nécessaire d'éliminer . 
La validité d'une représentation par frontière n'est pas un problème trivial, il est 
nécessaire que la surface de l'objet vérifie quelques contraintes d'intégrité, afin de 
définir sans ambigüité un intérieur et un extérieur, on peut notamment citer : 
- la vérification de l'équation de Euler généralisée : 
v - e + f - h + 2 r - 2 b = O  
où v est le nombre de sommets (Vertex) 

e est le nombre d'arètes 
f est le nombre de faces 
h est le nombre de trous sur les faces 
r est le nombre de trous à travers l'objet 
b est le nombre de parties disjointes de l'objet 

remarque . 
Pour les solides simples comme,les cubes,prismes nous avons l'équation simplifiée 
suivante 

f + v = e + 2 .  

l Ce qui se traduit par les deux faits suivants 

-1)l'absence de faces et d'arêtes pendantes 

l -2)les faces ne doivent pas s'intersecter ailleurs que sur les arêtes explicitement recensées. 
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Les Brep ne sont pas toutes identiques, elles se différencient essentiellement au niveau de 
la qualité de leurs primitives élémentaires. Le critère est alors le degré admis pour ,les 
faces. Certaines Brep ( Boundary Representation ) n'admettent que des faces planes, 
d'autre autorisent les quadriques, enfin les plus générales utilisent des surfaces libres 
(Béziers, B.splines..) 

Mais des problèmes peuvent néanmoins subsister quant à la définition des faces pour 
certains objets. 

3-4-6-L'knumeration spatiale :[Bal1 821 [Jan 881 [Luo 861 [Requ 831 

Le Voxel klbment de volume 

Les images que nous manipulons découpent I'espace bidimensionnel de l'écran en un 
pavage de carrés élémentaires les pixels ( pictures éléments). De la même façon, en trois 
dimensions, la scène a représenter est supposée contenue dans un volume cubique 
(univers) constituée d'une multitude de cubes élémentaires : des voxels (volume élément) 
ou obel (objet élément). 

Les voxels ont alors une taille variable, selon ce que nous désirons ou ce que nous permet 
la capacité de la mémoire de l'ordinateur . Ils sont caractérisés par leur dimension et leur 
position (coordonnées d'un point) a l'intérieur de l'univers (fig 53). 

. - 
> 

Y 

K 

Figure 53 : le voxel 

La modélisation d'un objet solide par énumération spatiale regroupe en fait deux 
méthodes qui supposent l'espace discrètisé : 

-1)La représentation par tableau à trois dimensions appelé PEARY (Picture Element 
Array). 

-2)La représentation par OCTREE. 

3-4-6-1-La représentation par tableau à trois dimensions [Aman 851 [Anto 881 
[Jann 881 [Pero 881 . 

Le solide est modélisé à l'aide d'un simple tableau de triplet (Xi, Yi, Zi) dont les points 
élémentaires (voxel) sont marqués si de la matière s'y trouve. Les points sont 
généralement ordonnés et cet ordre correspond à l'ordre de parcours. 

Le tableau le plus simple est le Peary binaire, il consacre un bit à chaque voxel, 
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l'information qu'il lui est associée permet de différencier le vide du plan. Rien 
n'empêche de consacrer un nombre de bits plus important, si ce n'est l'occupation 
mémoire résultante . 

pour un Peary binaire associé à une mémoire image de 512 x 512 l'espace mémoire doit 
être de 512x512~512, soit 16 Moctets. 
pour un Peary B niveaux de gris associé à une mémoire image de 512 x 512 l'espace 
mémoire doit être de 512x512~512, soit 128 Moctets. 

Cette représentation simple à obtenir ne pose aucun problème de validité, elle permet 
entre autre de calculer facilement les propriétés physiques de l'objet (volume, centre de 
gravité, appartenance d'un point au solide .... ) et de réaliser les opérations booléennes 
(qui sont faites ici voxel par voxel), en contre partie les seuls problèmes sont: 

-1)Celui de l'aliasage ( effet de marches d'escalier dans l'image ) . 
-2)La qualité et la précision de visualisation qui dépendent uniquement de la taille 
mémoire associée au Peary. 

-3)Invariance en translation mais pas en rotation (voxels rarement cubiques, ils sont 
souvent de forme parallélipédique rectangle). 

Le degré de précision de cette méthode étant 

-1)Lié à la classe des solides que l'on désire modéliser . 
-2)Au volume d'informations a stocker et à traiter ; les objets représentés avec cette 
technique seront principalement des objets modulaires (architecture ...). 

Une amélioration intéressante de cette méthode est l'approche par arbre octal. 

3-4-6-2-Arbre Octal . [Bail 821 [Besa 891 [Gard 831 [Jann 881 [Meag 821 [Requ 
82 1 

Nous venons de mettre en évidence la notion de voxel pour modéliser un volume, par 
ailleurs nous avons constaté qu'une telle modélisation nécessitait un volume 
d'informations conséquent et se caractérisait par une absence totale de sructuration,c'est 
pour remédier à cela qu'il a été défini la notion d'octree. 

L'arbre octal (en anglais Octree) est une structure de données hiérarchique introduite 
pour la première fois en 1980. C'est l'extension à 3 dimensions de l'arbre quaternaire (en 
anglais quadtree), structure utilisée pour modéliser les images 2D. 

L'octree et le quadtree permettent d'effectuer une décomposition hiérarchique de 
l'espace, dans le cas de l'objet 2 ou 3D, la généralisation à des dimensions supérieures 
sont possibles. 

Nous allons d'abord commencer par définir la notion de quadtree, l'intérêt de cette 
description sera double, d'une part, ce sera la prise de connaissance d'un certain type de 
codage d'une image, d'autre part, cela permettra de mieux comprendre le principe du 
codage par arbre octal. 

-a)Le Quadtree [Anto 881 [Fole 821 [Lieb 881 [Same 841 [Toum 881 . 
Soit I'exemple de la figure 54 
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tridimensionnelles 

tv Figure 54 : quantification d'un objet . 

Ce dessin va être quantifié à l'aide d'un quadrillage par des petits carrés de même taille 
que les pixels. Pour chaque carré vide (respectivement plein) ou recouvert à moins de 
50%' on associe la valeur O. L'étape suivante va consister à structurer l'image 
spatialement à l'aide d'un arbre dont chaque noeud a quatre fils. 

( 

Le principe est le suivant , on associe à la racine de l'arbre l'image tout entière, puis si 
tous les pixels de cette image ont la même valeur (O ou I),le processus d'analyse s'arrête . 
Sinon on la divise en quatre sous images de taille identique . Ces quatre sous-images sont 
associées au quatre fils de niveau 1, auquel on applique de nouveau le processus . Le 
processus s'arrêtera soit à un noeud homogène soit lorsque à force de subdiviser, on 
atteint la résolution de l'image . 

La figure 55 montre le découpage de l'image de la figure 54 et son quadtree associé . 

figure 55 : quadtree associé à la figure 50 

Le codage utilisé ici dans le cas d'une image binaire est facilement transposable aux 
autres types d'images, il suffit pour cela de préciser la critère de choix (zone uniforme, 
même variance, même écart ...) . A I'aide de cette modélisation on voit illustrer les 
propriétés de compaction et de structuration spatiale d'une image binaire . L'utilisation 
d'un quadtree ramène cette description à la manipulation de seulement 28 feuilles . 

Ceci est très important, en particulier lorsque l'on désire ne traiter qu'une partie d'image 
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. Il suffit alors de ne considérer que i'information contenue dans le sous arbre 
correspondant du quadtree. Ce qui permet de réduire fortement les opérations nécessaires 
au traitement . 

-b)Octree . [Aman 851 [Anto 881 [Ball 821 [Hegr 871 [Jann 881 [Lieb 881 [Luo 861 [Meag 
81, 821 [Sequ 871 [Yau 841 

Principe du codage. 
Nous allons d'abord supposer que le volume numérique à représenter est binaire. Chaque 
voxel ne peut donc prendre que 2 valeurs notées V (vide) et P (plein). En outre le 
volume total qui circonscrit les objets est cubique de côté 2m ( fig 56 ). 

: O rurxa. 
O VIDE 

WIOM 

Figure 56 : objet et son octree 

Si tous les voxels du cube sont V (resp P), le volume dans son ensemble peut être 
représenté par un arbre comportant un seul noeud (la racine), auquel on affecte la valeur 
V (resp P) . On dit dans ce cas que le cube est homogène de type V (resp P) . Par contre 
si le volume n'est pas homogène, il est subdivisé en 8 sous cubes de côté 2m-1. Le noeud 
associé au volume original (c'est à dire la racine de l'arbre) reçoit alors l'attribut M 
(mixte et possède 8 fils, associés chacun à l'un des sous-cubes que l'on vient de définir . 
Si l'un de ses sous cubes est homogène de type V (resp P) le noeud associé sera une 
feuille d'attribut V (resp P), dans le cas contraire on réitère le processus qui ne s'arrêtera 
que lorsque les sous cubes rencontrés seront homogènes, de type P ou V. Ou dans le cas 
où l'on 'aura atteint la résolution de l'espace . Si i'on a un cube de côté 2m, on admet 
que le processus s'arrête après, au plus un état de subdivision et que les sous cubes 
associés à l'étape m sont des voxels homogènes. 

',, 
Un arbre octal peut donc être décrit comme un K arbre complet (K=8) on rappelle 
qu'un K.arbre est un arbre dont chaque noeud possède au plus K. fils. Un K arbre 
complet est un K. arbre pour lequel le nombre de fils d'un noeud non terminal est 
exactement K. 
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Ces fils étant alors numérotés de O a K-1. De la même façon, un arbre quaternaire 
(quadtree) est un arbre complet (K=4). De même que précédemment nous pouvons 
généraliser ce codage à une matrice d'informations non binaire . 

-c)Arbre octal à niveau de gris 

La règle gouvernant le processus récursif de subdivision est toujours lié à la notion 
d'homogénéité, le volume a traiter n'étant plus binaire. Le ou les critères d'homogénéité 
sont différents ; on peut citer à titre d'exemple : 

- 1 )Tous les voxels du volume ont exactement la même valeur. 

-2)L'écart type des valeurs des voxels du volume est compris entre deux valeurs données 

Quoiqu'il en soit l'arbre résultant possèdera de manière générale beaucoup plus de noeuds 
de niveau élevé qu'un arbre binaire classique. Les propriétés énoncées dans le cas du 
quadtree ( la Compaction et la structuration spatiale du modèle ), s'appliquent de la 
même façon aux octrees. 

L'occupation mémoire d'un octree est bien naturellement moindre que celle d'un tableau 
à 3D. Certaines opérations sont facilitées (accélérée) par le fait que les voxels peuvent 
être considérés comme des volumes englobant une portion de I'objet . C'est ainsi que des 
tests de collision ou des calculs de volume peuvent être effectués très rapidement (cas de 
éliminations des parties cachées, modèles d'éclairement, tracé de rayon). 

La taille d'un octree ne dépend pas de la matière de l'objet a modéliser mais 
essentiellement de son volume . Ce qui n'est pas le cas des autres modeleurs qui sont 
limités par la complexité des surfaces . Les octrees offrent la possibilité de traiter des 
niveaux plus ou moins fin, en contrdlant simplement le niveau dans lequel on souhaite 
descendre dans l'arbre . 

De nombreux problèmes restent ouverts et font l'objet d'étude à ce sujet on peut citer : 

- 1)Conversion automatique entre modèles 

-2)Construction de machines spécialisées 

-3)Opérations logiques sur plusieurs octrees 

3-5-Modeles hybrides [Hegr 871 [Sequ 871 . 
Aucun modèle n'est meilleur qu'un autre sur tous les points, il semble donc être 
intéressant de croiser plusieurs modèles pour éventuellement combiner leurs qualités 
respectives . Ceci peut être réalisé en utilisant des solutions appelées hybrides. 

Par exemple si nous créons un objet a l'aide de la technique par balayage (ou extrusion), 
l'obtention de sa représentation par frontière serait utile pour faciliter sa visualisation, et 
un arbre octal permettrait de calculer aisément ses propriétés physiques . 
Autres exemples si nous modélisons des objets à I'aide d'un arbre de construction afin 
d'occuper une très faible place mémoire, les failles de ces arbres représentées par leurs 
limites permettrait une facilité plus grande pour la visualisation. 

On peut encore citer des croisements entre CSG ( Construtive Solyd Géométry ) et 
octree ou Brep et octree 



Chapitre 3 : Modélisation géométrique de scènes tridimensionnelles 

Ces approches simples dans leurs principes posent néanmoins quelques difficultés en 
particulier : 

- 1)Homogénéisation du modèle 

-2)Développement d'algorithmes pour une représentation unique. 

Ces remarques mettent en évidence la nécessité de disposer de techniques de Conversion 
entre les différentes représentations de solides. La question est alors de savoir s'il est 
possible de passer facilement d'un modèle à un autre. 

3-6-Conversion entre modeles : 

La figure 57 montre les possibilités algorithmiques actuelles de Conversion entre modèles 
les plus couramment utilisées . 
-Les flèches en trait gras indiquent une conversion exacte . 
-Celles en trait fin indiquent une approximation . 
On peut constater que le passage du modèle à facettes vers le modèle de fil de fer est 
évident : 

-Il suffit pour cela de parcourir la liste des faces et de produire pour chaque face, la 
liste des arètes qui la bordent ; moyennant le respect de certaines contraintes : une arète 
ne peut apparaître plusieurs fois. 

-Par contre le passage automatique du modèle filaire au modèle à facettes est impossible 
(sauf cas particuliers) ceci est dû au fait que-  les propriétés topologiques sont 
inexistantes dans la représentation filaire . 
-On peut toujours d'un arbre octal passer à un ensemble de facettes, il suffit d'engendrer 
pour chaque voxel les faces situées à l'extérieur de l'objet. Dans le sens inverse la 
procédure est un peu plus délicate et nécessite la mise en oeuvre d'algorithmes plus 
complexes. 

-11 est possible de passer d'un modèle de forme libre à un modèle à base de facettes 
planes, la réciproque est aussi vraie. 

-11 est également possible de passer de tout modèle, au modèle par énumération spatiale 
en admettant une certaine approximation qui dépend de la finesse de l'énumération. 

-On constate aussi que l'on peut passer de tout modèle au modèle par les limites. Ces 
informations sont très utiles en CAO et infographie (ou la plupart des Algorithmes de 
visualisation supposent connues les surfaces de l'objet), car la visualisation est plus rapide 
lorsque le contour est explicitement connu. 
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Figure 57 : conversion entre les différents modèles 
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3-7-Les modèles récursifs : 

En première approximation si nous voulons cerner ce domaine, nous dirons que cela 
concerne tout objet ou structure naturelle ( montagne, feu, plante ) non définissable à 
l'aide des primitives géométriques classiques. 

Ils regroupent en fait plusieurs techniques que nous n'aborderons pas en totalité mais 
plutôt par le biais de trois méthodes les plus connues : Fractals, Graphtals, système de 
particules. 

~- '~-~-FRAcTALS [Bret 881 [Four 821 [Mand 68, 75, 77, 841 [Max 8 11 [Mode 801 
[Nasr 901 [Pero 881 . 

La géométrie fractale a été pour la première fois introduite par B. Mandelbrot en 1975 
qui a proposé une réflexion sur la description et la représentation des objets naturels en 
termes de brisures, et non plus comme c'était le cas depuis toujours, en termes de 
continuité . En effet les modèles continus ont l'avantage de la simplicité et peuvent servir 
de base à une première approximation d'une description discontinue (moyennant des 
termes correcteurs). Par contre ils échouent dès lors qu'ils utilisent cette même approche 
pour les objets naturels compliqués et irréguliers. 

L'invariance d'échelle est S une des propriétés caractéristiques de la Géométrie fractale . 
On retrouve les mêmes éléments géométriques et la même structure queIle que soit 
l'échelle d'observation. 

Certains côtés de bord de mer ont la même propriété . Elles présentent le même aspect 
quelle que soit l'échelle d'observation . Sans repère Il est pratiquement impossible 
d'affirmer, si l'on observe un détail ou la côte toute entière . 
Dans la géométrie classique, ce n'est plus le cas . Prenons un carré observons le de 
suffisamment loin, pour le voir dans sa totalité. Maintenant si Son regarde de très près, 
on verra une surface, une arète ou un coin, mais rien ne pourra nous indiquer que c'est 
un carré. 

En fait les objets Fractals présentent autant d'information dans un détail que dans leur 
ensemble . 
-a)Dimension d'homothétie : 

Une droite étant invariante pour toute homothétie de rapport non nul dont le centre lui 
appartient et étant de dimension 1, alors un segment peut être pavé en N segments, 
chaque partie se déduisant du tout par une homothétie de rapport : r(n) = 1/N 

De même si on découpe un rectangle, dimension 2, en N parties, chaque partie se 
déduisant du tout par une homothétie de rapport : r(n) = 1 / ~ 1 / 2  

Pour un cube, dimension 3, si on la découpe en N parties chaque partie se déduira du 
tout par une homothétie de rapport : r(n) = 1 / ~ 1 / 3  

Si on applique le même procédé dans le cas d'un objet fractal de dimension D, on trouve 
: r(n) = l / ~ l / D  ,.où D est la dimension fractale qui est donnée par : D = log(N)/log ( l / r )  

Dans le cas d'une courbe de Van Koch N=4 (un segment est remplacé par quatre 
segments) alors r = 1/3 rapport d'une itération à la suivante, la dimension fractale est : 
D = log4/log3 . 
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Remarque : 

Avec les fractals se trouve généralisée cette notion de dimension qui peut prendre des 
valeurs fractionnaires (d'où l'adjectif fractal) et même irrationnelles. 

- b)Modeles stochastiques . 
Les objets autosimilaires sont assez rares dans la nature . Un objet déduit par une 
homothétie interne, ne signifie pas que chacun de ses détails ( ou éléments ) se déduit 
exactement de l'ensemble Par une réduction dans un certain rapport, mais signifie que le 
processus qui a généré telle ou telle partie est semblable à l'ensemble sans l'être tout à 
fait . On dira alors qu'il sont statistiquement autosimilaires. 

Il est évident que la connaissance des phénomènes physiques à l'origine de tel objet ou 
détail n'est pas possible lorsque trop d'éléments complexes sont en jeu On peut par 
ailleurs construire des modèles stochastiques, dont la validité est corroborée par 
l'expérience . On introduit la notion de hasard pour représenter des phénomènes dont 
l'aspect final donne l'apparence d'une certaine irrégularité, mais qui dans leur structure 
interne garde le résultat d'un processus déterministe . C'est le cas pour la représentation 
de terrains ou de massifs montagneux 

Principe : 
On prend comme base un rectangle (ou un triangle). Pour chaque sommet du rectangle on 
détermine en tirant des nombres au hasard 4 élévations. Ce qui permet de représenter 
une surface. Si cette surface ne se projette pas sur un seul Pixel de l'écran et si elle n'est 
pas plane à un epsilon près, on subdivise le rectangle de base en 4 sous rectangles . Cette 
opération crée 5 nouveaux points . A chacun de ces points est affectée une hauteur en 
utilisant, de la même façon, des nombres aléatoires. Le processus est ainsi répété 
récursivement à chaque itération. . Pour que le résultat obtenu ne soit pas uniquement du 
bruit, c'est à dire que pour que l'on ait effectivement un massif montagneux la valeur 
de h doit soit croître soit décroître tout au long de l'opération ( fig 58). 

Figure 58 : exemple de reconstruction à l'aide de fractals 

Le degré de précision sera essentiellement fonction du niveau de récursivité choisi . Il ne 
pourra être inférieur à la limite de résolution de l'écran : taille du pixel . 

De nombreux domaines s'intéressent à la géométrie fractale, et l'on voit de plus en plus 
d'applications : 

-Applications médicales (réseaux neuronaux, fréquence du battement cardiaque) [Gold 
9O][Free 871 . 
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-Applications industrielles (étude de réseaux d'asservissement urbain, modélisation de 
surfaces ) [ ~ e r r  901 [Thib 871 . 
- Synthèse d'images (côtés de bord de mer, motifs artistiques) [Mand 75, 77, 83, 841 

% 

-Cornetession d'images 

Cepen-t les applications fractales demeurent essentiellement au niveau des laboratoires, 
ceci à cause de l'énorme diversité des Algorithmes qui génèrent des images fractales : en 
fait il n'existe pas une technique générale mais plutôt un ensemble de recettes plus ou 
moins adaptées à certains cas. 

Il faut retenir que les fractals reposent sur deux concepts fondamentaux : l'homothétie 
interne et le processus aléatoire. Le premier veux dire que chaque partie est semblable au 
tout, le second, signifie que cette ressemblance a lieu modulo un bruitage aléatoire. 

3-7-2-Graphtal [Smit 841 [Stev 781 [Fu 801 [Denk 851. 

Il utilise une approche plus formelle, en ce sens où Son essaie de reproduire les mêmes 
règles auxquelles la nature est confrontée . Pour cela on utilise la notion de langage qui, 
permet d'approximer et d'interpréter au mieux la façon dont procède la nature pour créer 
ses structures les plus complexes . 

Ces idées ont été largement utilisées pour la représentation des plantes et des arbres, dans 
le double sens du mot arbre : au sens naturel de plantes et au sens informatique de 
higrarchisation . En effet les croissances naturelles des arbres s'effectuent par l'exécution 
d'un programme basé sur un modèle donné . 
Le langage utilisé est en fait une grammaire qui est composée d'un ensemble de mots 
formé à partir d'un alphabet, d'axiomes de départ et de règles de réécriture, qui associe, 
lors de la présentation de chaque élément de l'alphabet, une partie élémentaire d'un 
arbre ou d'une plante . Le langage auquel on se réfère dans ce cas est celui utilisé par 
Smith [Smi 841 appelé les L.systèmes défini par le processus de production suivant : 

on considère l'alphabet O,l,(),[,] où O est l'axiome initial et où les 4 règles de 
productions sont : 
0 ----- > 1 (0)1[0]0 . 3 

1------ > 11 . 
(------ > ( .  
)------ > ) .  
[------ > [ .  
1------ > l .  

Voici un exemple de mots construit : Génération 2 : 1 1 ( l(0) 1 [0]0) 1 1 [ 1 ]O] 1 {O) 1 [O10 
Ce qui donne les représentations arborescentes suivantes lors de la visualisation (fig 59). 

regler dc production gdndric#on 2 
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Figure 59 : exemple de tracé 

Dans les formulations précédentes, si i'on pose L(n) comme étant le mot d'ordre n, 
l'application de la première règle de production permet d'obtenir le mot L(n+l) par la 
relation : 

En posant L(o) = 1 

et 12n est la suite de 2" symboles 1 

Pour n=O on retrouve le mot de génération 1 . En effet 

= l [ O l l [ O l O  

On peut, pour compléter le langage introduire des angles, des Bourgeons, des fleurs ....., il 
sera alors nécessaire de posséder des connaissances botaniques ne serait ce que pour la 
qualité des visualisations recherchée . 

3-7-3-Les systèmes à particules [Bret 881 [Pero 881 [Reev 831 . 
Ils ont été introduits [Ree 831 de façon formelle pour générer des objets à l'aide de 
processus stochastiques, de manière à casser la régularité des structures à représenter : 
En fait sont concernés tous les objets flous, mal définis, très irréguliers et complexes . 
Cela regroupe tous les phénomènes dont la forme, la couleur, la dimension, la position, 
évoluent sans cesse au cours du temps (feu, fumée, explosion ...) 

Les particules élémentaires qui définissent un objet sont caractérisées par un certain 
nombre de paramètres tels que : 
- Volume élémentaire qu'elle engendre 

- Position spatiale dans le temps - 
- Vecteur vitesse, vecteur accélération, lors du mouvement 

- couleur transparence 

- date d'apparition et de disparition 

- processus aléatoire 
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Le contr6le de particules est effectué à l'aide de processus stochastiques valables dans des 
intervalles spécifiques. Par exemple si l'on considère NP le nombre de particules existant 
à un instant donné, alors Np est défini par : NPi = MNPi + Rand () + DVi 
- MNPi est le nombre moyen de particules pour l'image i. 
-Rand () est une variable aléatoire de I'intervalle (-1, 1) . 
-DVi est un nombre donnant le domaine de variation pour l'image i. 

Dans le cas où l'on doit tenir compte de la surface occupée par le système de particules 
on a alors : NPi = (MNPis + Rand() + DVis). DIMS 
- MNPis est le nombre moyen de particules par unité de surface 
-Rand () est une variable aléatoire de l'intervalle 
-DVis est un nombre donnant le domaine de variation pour l'image i par unité de mesure 
-DIM est la dimension de la surface de l'objet occupée dans l'image. 

Ceci est très important car cela permet de générer qu'un petit nombre de particules pour 
un objet éloigné ou petit et un grand nombre dans le cas contraire. 
Les autres paramètres (couleur, vitesse ...) d'un système de particules sont obtenus de la 
même façon. 

1 L'intérêt d'une telle modélisation est grande sur beaucoup de points : 

- Qualité de l'image visualisée 

- Traitement d'images complexes 

-Conception structure et hiérarchisée des objets à représenter ce qui permet de contrôler 
le niveau de détail à atteindre. 

-Les problèmes d'élimination de partie cachées sont supprimées (car les particules sont en 
fait des points lumineux dont les intensités s'ajoutent lorsqu'elles se superposent. 

Par contre ce qui limite encore leur utilisation, c'est la quantité mémoire disponible et le 
coût en durée dans les cas de scènes ou d'objets complexes. 

Bien entendu, les modèles complexes (non définissables géométriquement) sont nombreux. 
Les répertorier est fastidieux, mais il nous a semblé intéressant de s'attarder sur les 
représentations les plus typiques (Fractais, Graphtals, Systèmes A particules ) . 

Les recherches futures restent grandement ouvertes dans ce domaine .Elles nécessitent la 
disposition de machines puissantes . 
Après ce rapide tour d'horizon des principales familles de modélisations nous allons 
aborder les problèmes liés à la visualisation réaliste ( élimination des parties cachées, 
modèles d'éclairements, modèles de lissages,..) . Mais avant cela nous allons rappeler 
quelques notions liées à la visualisation 3D . 
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4-PROBLEMES DE VISUALISATION 

A l'heure actuelle, les techniques de visualisation développées ont eu des répercutions 
considérables sur la communication homme-machine, principalement dans le domaine de  
l'imagerie. L'entité image est devenue un outil de communication puissant et  un vecteur 
çulturel privilégié (TV, vidéo,...). Elle permet en effet une compréhension facile et 
immédiate. L'introduction de la troisiéme dimension dans les processus médicaux et 
industriels d'exploitations de données et l'avènement de l'image dans l'univers de 
l'informatique ont conduit à se poser deux sortes de questions: 

-Comment représenter les informations issues de l'étape d'acquisition (voir chap. 3) 

-Comment visualiser ces données pour permettre un rendu réaliste de haute qualité. 

C'est ce que nous allons aborder dans ce chapitre . Pour cela, il est nécessaire de définir 
et développer un certain nombre d'outils et d'opérations indispensables à bonne mise en 
oeuvre de cette étape. 
Une des opérations communes a toute application 3D est l'étape de visualisation . Les 
techniques utilisées pour les simulation du 3D sur une image plane sont les mêmes 
quelque soit le modèle . Les autres opérations sont plus dépendantes du modèle choisi . 
Nous présenterons donc les différentes techniques de sénération d'images de synthèse. 

Remarque . 
Lorsque l'on parle de visualisation ou d'imagerie ou d'infographie, ou encore de synthèse 
d'images 3D, nous faisons référence à la projection des surfaces de tous les objets ou 
parties d'objets, appartenant à la scène 3D observée, visible par un observateur fictif, sur 
un plan dit plan d'observation ou écran graphique de type raster. 

-Perception de 3D sur une image plane: 
L'image que nous visualisons sur l'écran n'est en fait qu'une représentation 
bidimensionelle d'une scène tridimensionnelle . Les divers paramètres ou informations 
permettant une perception visuelle de la nature 3D de la scène sont: 

*La perspective : plus les objets seront proches de l'observateur, plus ils apparaîtront 
grands . Inversement, plus ils seront éloignés plus ils apparaîtront petits . 

*L'occlusion : les objets les plus proches de I'observateur cachent la vue des autres objets 
situés derrière eux. 

*L'ombrage de surface : la lumière en un point résulte des positions respectives des 
sources d'éclairement, de l'observateur et du point considéré . 
*L'ombrage en profondeur : l'éclairage diminue en fonction de la distance à la lumière . 
*La texture. 

*La transparence. 

*La stéréoscopie : chaque oeil perçoit une image légèrement différente, décalée l'une de  
I'autre d'un angle d'environ six degrés . Le cerveau interprète la différence entre les 
deux images et génere la sensation de relief. 

Tout système de visualisation 3D devra essayer de restituer au mieux, ces différents 
effets. 
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4-2-Techniques de visualisation de scènes tridimensionnelles [Bret 881 [Fole 821 [Lieb 
881 [Newm 791 [Roge 761 [Schw 871 [Wood 861 . 

La représentation d'un modèle d'objet tridimensionnel sur un écran graphique, psisse 
généralement par la résolution des problèmes suivants : 

-1)Transformations géométriques (translation, rotation'mise à l'échelle), projections 
parallèles ou perspectives . 

-2)Clipping : découpage des objets par rapport au champ de i'observation. 

-3)Elimination des parties cachées. 

-4)Calcul des ombres portées. 

-5)Calcul de l'éclairement et de la transparence. 

-6)Antialiasing ("effets de marches" d'escaliers). 

-7) Projection des textures sur les surfaces. 

Selon l'application envisagée, il n'est pas nécessaire de simuler tous les effets. 
Nous allons faire un rapide tour d'horizon de ces différents problèmes . 

4-2-1-Les transformations géométriques . 
La modélisation, la manipulation et la visualisation d'images 3D font appel à la géométrie 
analytique en 3D et les transformations de  coordonnées ( translation, rotation, 
changement d'échelle ) . L'intérêt de ces méthodes, est qu'elles peuvent être représentées 
par une matrice de transformation, ce qui permet de traduire des transformations 
complexe par simples opérations sur des matrices . 

4-2-1-1-Mathématiques projectives. 

De tous temps les architectes, dessinateurs, artistes, ingénieurs, ont cherché à dominer les 
difficultés et les contraintes du problème de la représentation d'objet ou, de scène 3D sur 
un support 2D en synthèses d'images, aussi nous sommes confrontés à ces problèmes. 
La transformation qui associe a un point de l'écran à un point de la scène 3D est appelée 
projection plane. Elle est définie par un centre de projection (ou point de vue ) et un 
plan de projection (ou plan de visualisation). 

On peut utiliser deux types de projection : 

-a)Projections perspectives : 

Elle est définie par un centre de projection (le point de vue) et par un plan de projection 
(donné par un point de référence R du plan projection.et par une normale à ce plan) . 
Dans cette technique les résultats visualisés sont trés bons, le processus est identique à 
celui de l'oeil humain, par contre certaines anomalies, qui tout en renforcant le réalisme 
par effet de profondeur, distordent les formes et les proportions . On peut citer (fig 60) 
-->L'effet de raccourcissement 

-->Les points de fuite 
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Figure 60 : projection 
- 

-b)Projections parallèles : 

Dans ce cas le point de projection est situé à l'infini, on y distingue deux classes : 
-Les projections orthogonales ou axiométriques, (fig 61 ) où le plan de projection est 
perpendiculaire à la direction de la projection . 

Figure 61 : projection parallèle . 
-Les projections obliques, où le plan de projection n'est plus perpendiculaire à la 
direction de la projection. 

Les techniques sont souvent appliquées par les dessinateurs architectes et ingénieurs, elles 
conservent les angles et les distances mais elles ont l'inconvénient de nécessiter plusieurs 
projections de l'objet pour sa représentation complète et fidèle. 

-c)Le "clipping" ou fenêtrage. 

La visualisation en trois dimensions d'un objet ou d'un modèle nécessite la définition 
d'un plan de projection d'un centre de projection, et d'un volume de visualisation définit 
par une pyramide . La pyramide d'observation ( fig 62 ) est déterminée par un sommet 
(l'observateur) et une base interméd in ire (l'écran) . 

Figure 62 : clipping . 

68 
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Tout objet ou partie d'objet qui n'appartient pas à cette pyramide est éliminé. 

Remarque . 
on associe généralement à la pyramide un volume fini délimité soit par un 
parallélépipède rectangle dans le cas de  projections parallèles ou axiométriques, ou un 
tronc de pyramide pour les projections perspectives (fig 63) . 

Figure 63 : pyramide de visualisation 

Nous venons d'évoquer un certain nombre de problèmes lorsque l'on désire visualiser 
une image . Nous allons maintenant présenter les méthodes qui nous permettent d'obtenir 
une image de qualité . 

4-3-Eliminations de parties cachées 

Ils existe dans la littérature un grand nombre d'algorithmes d'éliminations de parties 
cachées. On ne peut pas dire que l'un deux est fondamentalement meilleur que les autres. 
Chacun a ses caractéristiques et ses avantages propres qui font qu'il sera choisi plutôt 
qu'un autre pour une application bien spécifique. 
La diversité de ces algorithmes est due principalement aux différents modèles de 
description et de visibilité utilisés et à leur espace de calcul. 

La phase d'élimination des parties cachées dans le processus de synthèse d'image est très 
importante. Elle permet d'obtenir le modèle de visibilité (fig 64)' des objets ou parties 
d'objets, c'est à dire la description de l'image que l'on veut visualiser. 

Figure 64 : étape de visualisation . 

Modèle de 
Représentation > Etude de 

visibilité 
Modèle de 
visibilité 



z! 
OZ) 

ALGORITHMES TRAITEMENT 
FACE CACHEES aj O 

E c 
(D 

P w 

0i ESPACE OBJET ESPACE ECRAN % E z. 
V\ u 2. z* - R . . (D 

résolution gc% P z lA G) . . 
P) 
OZ) 2 2% z 

O 

c: 
C.. H' g 
u 

5 5' z G) 
(D Algorithme par 
lA liste de priorité 5.2 (D g !? < 4 L. 

A rA e I a :: 
5. . 2. E. 

classement de la 3; t;' 
1' Découpage de la polygone / LU 
P, distance par 2. 3 g. g. scéne en cluster polygone de 

rapport à l'obs. G) 2 3 
3 référence 

I 
- 

I 1 O G )  
(D 
'CI NEWELL SCHUMACKER FUCHS 5 3  
P: 1972 1969 1980 $ 3. "'=. 
S. .. - 
G) G) 

h 
O  -% 

O &* 
v m. O\ 

VI 
2 V 

Algorithme, par Algorihme par subdivision Algorithme de balayage 

comparaison ligne par ligne 

1 lluersection Comparaison Profondeur htasstion de l,ubn 
1 1 faces /fenetres surface / rectangle pixel / rtftrence arête avec 

* ( arête / voiumel 

4 
O zzzg g . l ~ m N ,  2 représentation avec le plan balayag uadrique avec 



Chapitre 4 : Modéles de visualisation 

-Ceux qui opèrent dans I'espace image [Athe 831 [Grif 75, 781 [Warn 691 [Watk 701 . 
Les calculs sont alors effectués avec une résolution qui dépend de l'unité ( ou dispositif ) 
d'affichage . Ces algorithmes sont ainsi appelés :"à résolution limitées". Ils répondent à la 
question : 
Tel point de I'écran appartient-il à l'image de la partie visible de l'objet ? . Ces 
algorithmes permettent la représentation d'images réalistes par remplissage de tâches et 
autorisent la visualisation des intersections entre. facettes. 

-Ceux qui opèrent dans I'espace objet. [Appe 671 [Gali 691 [Lout 701 [Mich 871 [Robe 631 
Les calculs sont réalisés, indépendamment de l'unité d'affichage, et avec une précision au 
moins équivalente à celle avec laquelle les objets sont définis. Ces algorithmes sont aussi 
appelés "à haute résolution". Ils répondent à la question : Tel partie de l'objet est-elle 
visible? Ces algorithmes sont orientés vers l'élimination des lignes cachées et sont plus 
spécialement destinés à traiter des images devant être visualisées sur un écran à balayage 
cavalier ou sur une table traçante . 
-Enfin ceux qui opèrent dans les deux espaces.[Catm 741 [Fuch 801 [Newe 721 [Shum 691. 
Un premier calcul est effectué dans I'espace objet afin d'évaluer une liste de priorités 
puis on passe dans I'espace image pour générer l'image sur I'écran. Cette méthode a donc 
les propriétés des deux sous espaces objet et image. Du premier elle tire la précision de 
calcul et du second elle utilise la structure discrète en pixel . 
Remarque . 
La diversité des algorithmes ( fig 65 ) ne les empêche pas d'utiliser des notions de base 
identiques que nous allons rappeler. L'emploi de ces notions a été introduit pour 
optimiser les durées de calculs et simplifier les algorithmes. 

-1)Notion de tri géométrique pour définir un ordre de priorité entre les objets 

-2)Notion de cohérence : les objets structurés ne se modifient que très légèrement lorsque 
certains paramètres varient très peu.Les formes de cohérence les plus utilisées sont : 

-->Cohérence de face : 
Les faces ou facettes étant petites par rapport à la dimension de l'écran, lorsqu'une partie 
sera visible (ou invisible) la face toute entière le sera également . 

-->Cohérence d'objet : 
Une scène peu mobile peut être partitionnée en "cluster" (groupes d'objets) n'entrant pas 
en conflit en ce qui concerne leurs conditions de visibilité . 

-->Cohérence entre image : 
Les images successives d'une scène illustrant un mouvement, sont très peu différentes. 

-->Cohérence d'arètes : 
La visibilité d'une arète (ou l'invisibilité) ne peut changer que si elle intersecte une autre 
arète. 

-->Cohérence de ligne de balayage ligne par ligne : 
Certains algorithmes utilisent les propriétés de balayage d'un écran type TV (bas en haut, 
gauche à droite), un segment (ou arète) actif intersecté par cette ligne, l'est encore à la 
ligne suivante, sauf lorsqu'il devient passif. 

-->Cohérence d'aire : 
Pour une fenêtre d'étude si une face englobe cette fenêtre, alors il est inutile de chercher 
la visibilité des autres faces . 
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-->Cohérence de projection : 
Deux faces superposées dans le plan XY, après projection auront des profondeurs 
différentes. 

-->Cohérence de profondeurs : 
Pour un point donné de l'écran, la liste de priorités obtenue ne variera que très peu dans 
son voisinage. 

Ce rapide tour d'horizon de quelques algorithmes d'élimination de  parties cachées nous a 
permis de souligner les points essentiels suivants : 

- II n'existe pas d'algorithme universel 

- Il existe des approches différentes pour résoudre le problème des parties cachées 

-La dépendance entre le choix de l'algorithme et le modèle géométrique utilisé (ce qui 
limite en général la complexité de la scène à traiter, en effet, les techniques présentées 
n'opèrent que sur des scènes modélisées de manière unique, donc si l'on veut évaluer des 
scènes mixtes (contenant des modèles d'objets différents volumique, surfacique ...) il est 
nécessaire d'effectuer (quand cela est possible) un prétraitement (très couteux) sur les 
objets, pour se ramener a un modèle "unique". 

4-3-1-Paramètres de choix : 

Nous pouvons extrapoler, à partir de ce travail de synthèse sur l'élimination des parties 
cachées, un ensemble de caractéristiques critères, contraintes et paramètres susceptibles 
de nous guider dans le choix de l'algorithme à utiliser ( fig 66 ), on peut citer 
notamment : 

-1)Le type de scène à traiter ; il est apparu que certaines techniques sont très restrictives 
quant à la nature des objets à évoluer (solides, surfaces gauches ...) 

-2)Prétraitement de la scène ; il est parfois nécessaire de modifier la scène initiale pour 
permettre à l'algorithme de travailler dans des conditions optimales (détecter les éléments 
se coupant, choisir la forme de la fenêtre d'étude, découpage en boîte indépendante) 

-3)La complexité de programmation : de par leur principe certains algorithmes sont plus 
faciles à programmer que d'autres. La seule différence est de tendre vers des équations 
entièrement parallélisables 

-4)Exploitation temps réel : Elle est essentiellement liée à la simplicité de I'algorithme . 
Néanmoins il peut arriver que pour une scène particulière, des algorithmes initialement 
lourds s'avèrent plus rapide. elle reste donc un critère décisif dans le choix d'une 
stratégie de travail . 

-5)La taille mémoire : certains algorithmes simples dans leur essence demande une taille 
mémoire importante, toutefois ce problème devient de moins en moins contraignant grâce 
notamment au progrès technologique. 

-6)Qualité de l'image : elle dépendra uniquement de la manière dont l'algorithme travaille 
. Certain privilégieront un dessin au trait, d'autre une image. 

-7)Transparence' ombres portées : permet d'avoir une qualité de l'image irréprochable, 
ceci n'est malheureusement pas possible avec tous les algorithmes existants . 
L'information disponible en sortie n'étant pas exploitable pour ce type de problème. 
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4 -4 -LES MODELES D'EcLAIF~.EMENT 

4-4-1-Introduction 

Lorsqu'on désire visualiser une image de synthèse on doit pouvoir répondre à 'deux 
questions : 
-Que voit-on? 
-Quel aspect cela a-t-il? 

L'étape d'élimination de parties cachées nous a permis de répondre à la première 
question. Nous allons pour solutionner la seconde rappeler les principaux concepts et 
techniques permettant d'obtenir une image tridimensionnelle synthétique réaliste. 

La lumière au contact d'un objet peut être soit absorbée, réfléchie, ou transmise . Le 
principale phénomène à considérer est sans aucun doute la réflexion. En effet c'est 
essentiellement la lumière réfléchie qui rend visible l'objet. Les modèles qui traduisent ce 
comportement sont relativement complexes, à cause du grand nombre de phénomènes 
qu'ils intégrent. 

La lumière réfléchie se divise en deux composantes : 

-La réflexion- diffuse . 

-La réflexion spéculaire . 
La qualité d'une image dépendra essentiellement d'un choix judicieux au niveau de 
l'éclairement. Ce choix est étroitement lié : 

-Aux sources de lumières présentes dans la scène 

-A la distance et à la position de l'observateur 

-A la quantité de la lumière émise 

-A la nature des surfaces éclairées 

La prise en compte de 'ces différents facteurs dans un modèle global dit modèle 
d'éclairement peut se faire de manière plus ou moins complexe et conduit à ,des images 
d'apparence plus ou moins réaliste. - . -  

On recense deux familles de modèles d'éclairement : 

-Les modèles empiriques . 

-Les modèles analytiques [Cohe 85, 861 [Hall 86 1 [Imme 861 [Nish 851 . 

Dans cette présentation de modèles d'éclairement on n' abordera que les modèles 
empiriques . Ils sont les plus couramment utilisés, et ils offrent l'avantage de donner une 
image de très bonne qualité pour un coût de calcul très raisonnable . Contrairement aux 
modèles analytiques, qui offrent les meilleures images, mais pénalise la durée et le coût 
de calcul . 
Nous donnons néanmoins une bibliographie pour le lecteur intéressé . 

Dans les paragraphes suivants, on considère successivement la modélisation des 'effets 
d'éclairage sur un point et l'analyse des méthodes pour appliquer cette modélisation au 
calcul de l'éclairement de surfaces. 
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4-4-2-Les modèles d'éclairements empiriques . 
L'éclairement en un point x s'exprime sous sa forme la plus générale par la relation 
suivante : I(x) = Ia(x) + Id(x) + Is(x) où 

Ia(x) correspond à la lumière ambiante . 
Id(x) correspond à la lumière diffuse . 
Is(x) correspond à la lumière spéculaire . 
nous allons détailler l'expression de chacune des composantes : 

-a)Composante ambiante [FoIe 821 [Roge 761. 
Le terme Ia(x) = Ka.Ia , représente la composante de la lumière ambiante, c'est une 
illumination globale provenant des autres objets. 
Ia étant l'énergie de le lumière ambiante 
Ka constante de diffusion de l'objet 

Ia(x) ne dépend pas de la position du point x 

Remarque : 
Dans un modèle d'éclairement si on ne tient pas compte de la composante ambiante, alors 
tout objet qui n'est pas directement éclairé sera considéré noir. 

-b)Composante diffuse [Bret 881 [Fole 821 [Trou 871 [Newm 791 [Roge 761 [Wood 841. 

I d ( x )  = k d  I p  cosa O s a =  1 

-c- Normale 

Figure 67 : calcul de la composante diffuse 

Kd : coefficient de réflexion diffuse qui dépend du matériau de l'objet 
Ip : lumière incidente due à la source p 
<r : angle d'incidence entre la normale N et L le vecteur reliant le point x à la source 
lumineuse. 

Id(x) représente la composante diffuse de la lumière émise par la source ponctuelle p . 
Si le rayon lumineux tombe sur une surface mate, il se réfléchit dans toutes les directions 
sans exception, la surface semble avoir la même brillance quelque soit l'angle de vue. Ce 
qui explique l'utilisation de la loi dite du Cosinus de Lambert. 

-c)Composante spéculaire [Phon 751. 

Is(x) = W( i I p  c0çnS(p) 
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Normale 

Observateur 

Figure 68 : calcul de la composante spéculaire 

-W(i) correspond à la proportion de lumière qui est réfléchie de manière spéculaire . Il 
dépend de la nature de la surface considérée. 
-ns est un exposant qui définit la distribution spatiale de la lumière spatiale. II dépend de 
la surface, il varie entre 1 et 2000 (surfaces .métalliques). 
-B :représente l'angle entre la direction d'observation V et la direction de la réflexion 
principale R . 

Is(x) représente la composante spéculaire . La réflexion spéculaire est observée sur les 
surfaces brillantes, l'énergie réfléchie n'est pas la même dans toutes les directions de 
l'espace. Elle est maximale au voisinage immédiat de la direction principale de réflexion 
(donnée par la loi de Descartes : l'angle d'incidence est égal à Sangle de réflexion) et 
décroît plus ou moins vite selon la matière de la surface, lorsqu'on s'écarte de  la 
direction principale cette variation peut être modélisée par un terme en cos 

Ce modèle représenté n'est autre que celui de Phong [Phon 751 qui est certainement le 
plus utilisé en synthèse d'image. II prend en compte les principaux phénomènes physiques 
qui sont en jeu, sans pour autant aller au fond des choses. Il reste néanmoins un modèle 
de nature empirique. 

Remarque : 
Les modèles décris précédemment ne prennent pas en compte les distances des objets à 
la source d'éclairement et à l'observation. Or il est logique que deux objets parallèles à 
des profondeurs différentes ne présentent pas le même éclairement. 

Pour traduire ce phénomène, Warnock [Warn 691 a introduit la fonction F(d) = I/d où d 
est la distance entre le point de surface considérée et la source L, dans la composante 
diffuse et spéculaire . 
Foley et VanDam [Fole 82 ]ont proposé soit la fonction f(d) = l/d2 ou f(d) = 1/( d+k) 
où k est une constante . 
le modèle complet est alors : 

1 ( x ) = KaIa + F d  [ kd Ip  COS^ + W(I) I p   COS^^(@)] 
En pratique, choisir f(d) = 1/( d+k) donne les meilleurs résultats. 

Si plusieurs sources lumineuses interviennent dans la scene alors : 
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-d)Transparence [Fole 821 [Jann 881 [Roge 761 [Trou 871 . 
L'image vue à travers un objet translucide est distordue en fonction de l'indice de 
réfraction de la géométrie de sa surface, et sa couleur est modifiée en fonction du rôle 
de filtre optique joué par cet objet. L'éclairement en un point d'une surface translucide 
est calculée comme combinaison linéaire de la lumière qu'il réfléchit et de celle réfléchie 
par un objet immédiatement situé derrière lui ( fig 69 ) : 
It = Kt Ia+ (1-Kt) Ib ( fig ) 
-la intensité en A . 
-1b intensité en B 
-Kt coefficient de transparence en A (entre O et 1) 

Figure 69 : transparence . 

Pour Kt = O l'objet est parfaitement transparenr (invisible) . 
Pour Kt = 1 il est opaque . 
Si l'on tient compte de la contribution due à la transparence, I'éclairement en un point x 
est donné par : 
I(x) = Ia(x) + Id(x) + Is(x) + It(x) 

4-4-3-Autre modèles . 
-On peut citer le modèle de Blinn [Blin 771 qui suppose la surface constituée d'une 
multitude de facettes microscopiques . Une facette est assimilée à un miroir parfait . 

-Le modèle proposé par Warn [Warn 831 permet de prendre en compte les sources 
lumineuses directionnelles ( spot ) . 
-Cook et Torance [Cook et Tora 821 ont repris et développé le modèle proposé par 
Blinn . Les résultats sont remarquables, mais très coOteux en calculs . 
-Whitted [Whit 801 quant a lui propose un modèle qui prend en compte les réfractions 
dues aux objets transparents et la lumière indirecte transmise entre les différents objets 
de la scène . 

4-5-Modèles d'interpolation . 
Nous venons de présenter plusieurs modèles qui nous donne I'éclairement en un point 
d'une surface, si on suppose la normale constante pour un objet composé de facettes 
planes le résultat est peu réaliste ( problème de facétisation ) . Il s'agit donc de pouvoir 
calculer I'éclairement en tous points d'une surface . Pour cela ont été introduits les 
modèles d'interpolation ou de lissage, le modèle de Gouraud [Gour 711 et le modèle de 
phong [Phon 751, qui permettent d'obtenir une image de meilleure qualité . 
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Dans les deux cas on suppose l'objet composé de facettes . 
4-5-1-Le modèle de GOURAUD [Gour 7 11. 

Le principe est le suivant ( fig 70  ) : 
-1)Calculer la normale de chaque facette . 

-2)Déterminer pour chaque sommet d'une facettî la normale, en prenant la moyenne des 
normales aux facettes incidentes au sommet en question. 

-3)Calculer les intensités en tous les sommets . 
-4)L'intensité en tous point de la facettes est calculée par interpolation linéaire sur les 
valeurs aux sommets . 

Figure 70 : lissage de Gouraud 

Remarque 
L'interpolateur de Gouraud est une technique d'une grande simplicité, elle permet 
d'obtenir une surface éclairée continue,d'apparence lisse .Cependant elle possède un 
certain nombres d'inconvénients : 

-Les surfaces traitées doivent être convexes . 

-Apparition d'artefacts, dûs au principe même de la méthode qui porte sur les 
éclairements . 

-L'impossibilité de simuler des surfaces brillantes ( très mauvais rendu des réflexions 
spéculaires ) . 
-Production de bandes de Mach sur certains bords de facettes 

4-5-2-Le modèle de PHONG [Phon 75 1. 

Le principe est le suivant ( fig 71 ) : 

-1)Calculer la normale de chaque facette . 
-2)Déterminer pour chaque sommet d'une facette la normale, en prenant la moyenne des 
normales aux facettes incidentes au sommet en question. 
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-3)Calculer la normale en tous points de la facette par une interpolation bilinéaire à 
partir des normales aux sommets. 

-4)Calculer l'intensité en tous points de la facette en utilisant par exemple la loi de 
Lambert . 

Figure 71 : lissage de Phong 

Remarque 

L'intérêt de cette méthode réside dans le fait que pour chaque point on calcule une 
normale, I'image est donc de meilleure qualité . La méthode évite la plupart des défauts 
dus a l'interpolateur de Gouraud . Les reflets spéculaires sont possibles dans ce cas . 
Malheureusement elle est plus cofiteuse en durée de calculs et la surface à traiter doit 
être aussi convexe . 

Après ces différents rappels ( modèles de représentations, problèmes de visualisation, 
problèmes de l'élimination des parties cachées, modèles d'éclairements, modèles de 
lissages) nous allons essayer de dégager un certain nombre de critères qui en fonction des 
contraintes de l'application envisagée (morphogénèse et représentation d'objets 
biologiques), nous permettent de choisir le modèle de représentation et le modèle de 
visualisation le mieux adapté . 
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5-CHOIX DU MODELE DE REPRESENTATION 3D POUR LES APPLICATIONS ENVISAGEES. 

L'analyse des différents modéles de représentation et de visualisation d'objets 3D, que 
nous venons d'exposer nous permet de constater les points suivants : 

-11 n'existe pas de modèle idéal . 
-Le choix d'un modèle est foriement lié à l'application à développer et à de nombreux 
paramètres . 
-Mais on peut trouver une représentation "optimale" dans le cadre d'une application 
donnée et selon les contraintes qui en découlent. 

Nous allons énumérer et préciser les paramétres ou contraintes générales dépendant de 
l'application visée pour réaliser le meilleur choix possible du modèle de description . 
Nous résumerons ensuite à l'aide de tableaux comparatifs, les divers avantages et 
inconvénients des différents modèles, et nous dresserons les besoins des deux 
applications, pour la reconstruction d'artères, et la reconstruction de la mâchoire, 
envisagées dans le cadre de cette étude. 

5- 1 -Paramètres de choix : 

-a)La méthodologie générale retenue doit fournir un bon équilibre entre la compacité des 
données et la rapidité d'exécution des fonctions , qui peut être néanmoins rompu au 
profit de l'une ou de I'autre selon l'application visée ( représentation 3D de arbre 
vasculaire du cou ou la reconstruction et la représentation 3D des objets de l'appareil 
dontho facial ). 

-b)La compacité et la rapidité étant généralement liées, privilégier un des deux 
paramètres défavoriserait I'autre. 

-c)La nécessité d'une certaine interactivité entre le système et l'utilisateur influencera 
grandement l'orientation d'une implantation machine. 

-d)La construction du modèle doit être réalisée très facilement quelle que soit la nature 
de la base de données (tableaux 3D, coupes, équations ...) . 
-e)Entre le modèle obtenu et la base de données initiale il ne doit avoir que peu ou pas 
de pertes d'informations . Le choix du modèle doit permettre l'exécution de différentes 
opérations géométriques classiques (translation, rotation, ....) . 
-f)Le calcul de différentes propriétés mathématiques (volume, masse, surface, distances, 
angles, ...) 

-&Une visualisation rapide et de haute qualité de la base de données. 

-h)La résolution des divers problèmes de synthèse d'image (parties cachées, ombrage ...) . 

Privilégier un ou des critère(s) donné ( s ) ,  peut entrainer dans certains cas, l'abandon d'un 
ou des autres critères . 

Pour une application donnée, il faudra sélectionner les critères qui répondent le mieux à 
la solution envisagée. 
Le but de cette étude est la manipulation de base de données 3D, issues de sources 
d'images médicales différentes . 
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A l'aide de tableaux comparatifs, nous avons essayé de dresser les caractéristiques 
essentielles, des divers modèles existants, et des besoins de deux applications médicales 
particulières. Avant d'introduire ces tableaux il convient de préciser certains points : 

-1)Le jugement de ces tableaux est à prendre avec précaution . 
-2)La recherche de caractéristiques générales pour une représentation, par exemple, n'est 
pas toujours facile. 

-3)On peut toujours trouver d'autres caractéristiques ou critères pour une représentation 
particulière ou une application différente. 

-4)Les besoins ou critères que nous avons retenus ne doivent pas être pris comme 
impératifs ; mais plut& comme un moyen pour lequel il est possible de se fixer une règle 
de décision. 

-5)Ces tableaux enfin devront être consultés non pas pour donner un jugement définitif 
mais comme des outils pour l'aide a la décision dans le cadre du choix d'une 
représentation en fonction de l'application visée. 

Les tableaux ( fig 72 et fig 73 ) nous ont permis de mettre en lumière un certain nombre 
d'avantages et d'inconvénients de différentes méthodes de modélisation, ils ont aussi 
montré les besoins nécessaires et les orientations souhaitables à développer dans le cadre 
des deux applications envisagées ( morphogénèse et représentation d'objets biologiques ). 

Hormis les modèles complexes, les deux types de représentation les plus utilisées sont : 

-Les représentations interactives (surfaces de forme libre, CSG, Brep) qui sont la base 
des systèmes de CAO. 

-Les représentarions automatiques (Voxels, Facettes) qui effectuent l'agencement dans 
l'espace tridimensionnel, des données acquises sur un objet. Dans le cas de  la 
modélisation des organes du corps humain. 

Dans les deux cas évoqués précédemment la représentation met en jeu, des principes, des 
critères, des volumes de données et des traitements différents . 

Pour l'approche CAO, l'objectif principal est la création de modèles d'objets qui puissent 
être facilement modifiés (coût au long de la conception) et exploités (pour la fabrication). 
Ces modèles ainsi conçus à partir de primitives mises à la disposition du concepteur 
(cube, cylindre, éléments frontières o u  carreaux de surface) seront facilement structurés 
et organisés sous forme de blocs. 

En ce qui concerne les approches automatiques, l'objectif est d'effectuer un ensemble de 
relations élémentaires sur un volume important de données réelles (obtenues à partir d'un 
objet). Le modèle ainsi conçu sera peu structuré (hormis les méthodes octrees) et présenté 
sous forme redondante ( d'ou l'intérêt de posséder un algorithme qui puisse supprimer 
L'information redondante) . On distingue essentiellement dans cette approche : la 
modélisation par facettes (triangulaires ou quadrilatères gauches) et  la modélisation à 
l'aide des Voxels (octrees). 
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Figure 73 : ~ e s o i m  des deux applications envisagées 
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Dans les applications de notre cas l'approche CAO ne convient pas parce que les 
primitives disponibles ne rendent pas compte de la réalité et les méthodes par carreaux 
de surface sont très lourdes et compliquées à développer . 
Nous avons donc choisi d'utiliser des techniques de représentation appartenant à la classe 
des approches automatiques 

Nous allons rappeler brièvement les avantages et inconvénients respectifs des deux 
représentations de l'approche automatique les plus utilisées dans les applications 
médicales, afin d'être à même de choisir celle que nous développerons dans le cadre de 
cette étude. 

-a)~eprésentation par voxels 

Les représentations par Voxels permettent une modulation da la qualité de visualisation 
par modification de la taille des voxels . Elles permettent d'effectuer simplement le calcul 
des volumes mais elles nécessitent pour le calcul des surfaces une conversion en 
représentation surfacique, elles demandent en outre une quantité importante de mémoire, 
et introduisent une perte d'information due à l'échantillonnage lors de la phase 
d'acquisition ( voir chapitre 1 ) . Elles sont mieux adaptées à une reconstruction directe 
3D qu'a une représentation 3D à partir de reconstruction 2D par coupes parallèles parce 
que dans ce dernier cas il n'existe pas d'informations entre les coupes . 
-b)~epresentation par facettes 

Les représentations par facettes permettent une réduction de l'occupation mémoire de la 
base de donnée, et aussi une visualisation rapide. 

Dans le cas où l'on désire une modélisation très précise,d'objet complexe il est alors 
nécessaire de disposer d'un plus grand nombre d'informations ce qui porterait préjudice à 
leur emploi (place mémoire à réserver ). D'où la nécessité, dans l'optique d'une plus 
grande précision, de développer un outil qui permette de réduire la masse d'informations, 
sans pour autant nuire à la qualité de visualisation (algorithme d échantillonnage que 
nous avons développé). 

Un inconvénient commun à toutes les modélisations surfaciques, est la perte de 
l'information de volume. 

A l'issue de cette étude et en regard des applications envisagées, nous avons choisi la 
représentation des données à l'aide de facettes triangulaires . Elles correspondent bien 
aux critères suivants : 

-Faible encombrement mémoire . 
-Assez bonne précision (calcul effectué dans l'espace objet). 

-1mplementation machine temps réel possible 

-Facilité d'exécution des calculs géométriques (volume, masse,.surface..) . 

-Information sur la normale à la surface . 

-Manipulation et visualisation du ou des volumes. 
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Ce chapitre nous a permis de choisir une représentation répondant aux exigences posées. 
Dans la seconde et troisième partie, nous allons aborder les deux applications que nous 
avons développées, en présentant des solutions originales aux problèmes rencontrés . 

A l'instigation des professeurs Francke, Blocquel, Lemaitre, Clarisse, Houdas, du CHR de 
LILLE nous avons orienté notre travail sur les méthodes de représentation 3D d'objets 
biologiques . 
On peut d'une façon générale schématiser le concept de reconstruction 3D par le modèle 
suivant ( fig 76): 

Détecteurs 

Le milieu est soit excité par des émetteurs extérieurs ( électriques, magnétiques, 
rayonnement X ) soit par des produits injectés . Les composantes Di du champ sont 
recueillies par une série de détecteurs . 

Dans le cas d'excitation par des émetteurs extérieurs on peut considérer que les 
composantes du champ résultent de la superposition du champ direct des émetteurs et du 
champ produit par la réunion de la distribution d'émetteurs interne correspondant aux 
éléments du volume du milieu biologique dans lesquels ont été induits des éléments 
dipolaires ( éléments de courant par exemple ) . Dans le cas des produits injectés les 
composantes du champ résultent de la superposition des champs élémentaires produits par 
la distribution des émetteurs internes . 

Dans tous les cas on peut ramener très schématiquement l'expression des composantes 
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élémentaires du champ à la formule générale . 
D i  = G ( c a r a c t é  du mi l i eu )  . F(fonct de trans) 

ensemble d e s  sources 
- - 

La fonction de transmission résulte de la solution générale d'une équation de transmission 

La fonction G contient les inconnues à déterminer comme par exemple la nature des 
tissus composant chaque élément de volume aux coordonnées x,y,z du milieu. Il s'agit de 
la résolution du problème inverse que l'on appelle dans le sens le plus large la 
reconstruction 3D . 

Jusqu'à présent dans les scanners X et IRM la reconstruction est réalisée en 2D dans 
chaque plan (x,y) d'ordonnée z . On dispose donc d'une série de coupes parallèles à partir 
des quelles on effectue une reconstruction surfacique 3D . 
La deuxième partie de notre thèse décrit l'étude que nous avons faite d'un système de 
représentation 3D d'une structure vasculaire à partir des coupes scanner IRM issues d'une 
reconstruction 2D . 

Compte tenu de l'expérience que nous avons acquise sur la technique développée dans 
cette deuxième partie, nous avons étudié un système de représentation 3D par 
reconstruction 2D d'une structure céphalo dentaire, à partir de clichés 
orthoradiographiques X . Cette étude est développée dans la troisième partie 



~ E M E  PARTIE 

DE LA REPRESENTATION 3D D'UN 
I'URE VASCULAIRE A PARTIR DE LA 
'STRUCTION 2D D'UN SCANNER IRM 
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Pour juger de la présence d'une pathologie, dans une structure vasculaire, il est 
nécessaire d'apprécier un certain nombre de critères parmi lesquels on peut citer : 

- Aspect morphologique de la lésion 

- Préciser la topographie de la lésion . 
Pour établir un diagnostic, outre les examens biologiques classiques, l'imagerie 
tridimensionnelle apparait actuellement comme un outil d'appoint indispensable . Elle 
permet justement d'étudier de confronter et d'analyser des informations morphologiques 
et topographiques de structures quelconques. 

L'intérêt d'une telle démarche est triple : diagnostique, pronostique, thérapeutique. 

-Sur le plan du diagnostic : 
L'appréciation qualitative des données sur une image ( cliché ) est souvent insuffisante 
même pour un observateur entraîné. Il est alors nécessaire de reconstituer la morphologie 
tridimensionnelle de l'organe étudié (ce n'est pas toujours facile, ni même possible) Afin 
de trouver un anévrisme ou une malformation des vaisseaux cérébraux . 11 faut donc 
développer une technique précise ( sensibilité voisine de 95% pour caractériser une 
pathologie vraie), rapide ( en regard de la technique d'acquisition ) et objective. 

-Sur le plan pronostique : 
Selon la taille de la position de la pathologie il faut être capable de prévoir l'évolution de 
la maladie . 

-Sur le plan thérapeutique : 
surveillance post-thérapeutique des malformations vasculaires . 

Sur ces trois points une reconstruction tridimensionnelle est d'un apport médical 
considérable. 

De nombreuses méthodes ont été proposées dans la littérature pour résoudre le problème 
de la reconstruction 3D de vaisseaux [Bari 851 [Garr 881. On distingue deux approches : 

L'approche locale qui consiste à partir d'une ou deux projections à caractériser la 
pathologie de la zone lésionnelle sélectionnée ou délimitée par le médecin. 

L'approche globale qui recherche à reconstruire l'arbre artériel, tel que le réseau cérébral, 
à I'aide de primitives classiques (CSG, voxels, facettes) ou à l'aide de techniques faisant 
appel à des méthodes d'intelligence artificielle. 

Malheureusement les solutions logicielles proposées sur les instruments utilisés 
actuellement en milieux hospitaliers, pêchent par leur manque de convivialité, faibles 
fonctionnalités et absence d'interactivités. 

Nous proposons dans le cadre de cette étude une chaîne fonctionnelle de représentation 
tridimensionnelle qui tient compte des critères précédents et qui a l'avantage de bien se 
prêter à une architecture matérielle. Nous présentons les résultats de représentation 
effectuée par une solution qui exécute séquentiellement les étapes sur une petite station 
composée d'un micro ordinateur . L'application porte sur la représentation en 3D d'un 
ensemble de reins et sur celle de l'arbre artériel cérébral. 

La source d'acquisition employée, dans le cas des vaisseaux cérébraux est : L'IRM ou 
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Artériographie cérébrale . La technique la plus utilisée à Sheure actuelle est sans aucun 
doute L'IRM car elle offre l'avantage d'être atraumatique contrairement à 
l'Artériographie. Nous proposons figure la  un tableau comparatif de ces deux techniques 

Figure la : tableau comparatif entre L'IRM et Artériographie 
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La technique utilisée pour obtenir les différentes coupes des vaisseaux est une technique 
dite de temps de passage ( "Time of Flight " ) Elle est basée sur le contraste spontané 
entre les protons mobiles du sang circulant à travers les vaisseaux et les protons 
immobiles des tissus . Elle consiste à mettre en évidence un hypersignal vasculaire par 
renforcement paradoxal [Dele 901. En effet le signal est uniquement intense dans les 
vaisseaux, et paradoxal car seul le signal des vaisseaux est paradoxalement plus intense 
que celui des tissus environnants . 

Les clichés contiennent les différentes coupes parallèles de l'objet que l'on veut étudier. 
- 

La chaîne de représentation tridimensionnelle d'une application en imagerie médicale 
peut être la suivante ( fig 2 ): 

Nous allons par la suite détailler les différentes fonctions de cette chaine de 
représentation tridimensionnelle . 

1-2-Acquisition des donnees . 
Le support de travail est constitué d'un ensemble de coupes parallèles d'une résolution de 
512*512 codées sur 8 bits . Une étude préalable des informations imprimées sur le clichés 
est indispensable pour permettre la reconstruction 3D des artères qui y sont contenues . 
Ces informations sont : 

-des informations dimensionnelles ou géométriques de profondeur. 

-Des informations médicales ( identification du patient ) . 

-Des informations techniques sur les paramètres d'acquisition de la coupe . 

A chaque acquisition on enregistre la position en Z de chaque coupe . Il faut rappeler 
que le radiologue réalise sa série de clichés selon une plage de profondeurs qui peut 
varier de -Z1 à + 2 3  . . 
On enregistre aussi le facteur d'échelle de chaque coupe pour étalonner les images en 
calculant le nombre de pixels par centimètre . 

L'image est numérisée à l'aide d'une carte d'acquisition PIP de Matrox . L 'architecture 
de cette carte est la suivante ( fig 3a, 3b, 3c): 

1 moniteur I 

1 moniteur i 
I 

graph i que 

p ordinateur 

I caméra 
l 

cl iche 
clavier 

l 
1 

sou- i s support lumineux i 

Figure 3a : architecture générale . 
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Le numériseur d'images est une carte PIP noir et blanc de chez Matrox, son architecture 
est la suivante ( fig 3b ) . 

Figure 3b architecture de la carte d'acquisition . 
La mémoire Vram possède une taille de' 1024Koctets dont la répartition d'adressage 2D 
est données figure 3c . 

input 1 

2 - . 

Figure 3c : configuration mémoire carte acquisition . 

input  

s e l e c t  
- 

La mémoire peut donc contenir soit quatre images de format 512*512 pixels, soit une 
image 1024*1024 pixels . Pour une résolution maximale nous avons décidé de travailler 
sur les quatre plans ( 0, 1, 2, 3 ) images contenant chacun une image 5 12*5 12 pixels . 

V R A H  

1-3- Préparation des données 

convert  
AC/DC 

- 

La préparation des données est composée d'un seuillage de l'image 2D suivi d'une 
extraction de contour . 

Etant donné le fort contraste qui existe entre les tissus et l'intérieur de la section des 
vaisseaux, l'extraction des contours peut s'effectuer à l'aide d'un simple seuillage . 

- 

Le seuil crl est soit déterminé une fois pour toute pour tous les clichés, ceci n'est vrai 

que si tous les clichés ont été pris avec les mêmes paramètres ( contraste , zoom, a l  ), 

soit choisi pour chaque plan de coupe par l'utilisateur en fonction de l'histogramme des 
niveaux de gris . \ 

LUT 

Nous avons aussi développé une technique de seuillage interactif qui consiste à choisir ct la 
fois les bornes N I  et N 2  qui représentent la largeur de la plage de niveau de gris à 
seuiller et la possibilité de déplacer la position de cette plage le long de l'axe des 
abscisse . ( fig4) . 

Keyer 
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Echeiie des niveaux 
de gris de sortie 

Figure 4 seuillage interactif 

255 q D  

O 

Le graphe de la figure 4 est visualisé sur l'écran du moniteur graphique en superposition 
de l'image numérisée . L'utilisateur peut ainsi seuiller l'image en connaissant la valeur 
des seuils choisis . 
L'extraction du contour des cellules obtenues après seuillage s'effectue par une méthode 
classique de suivi de contour . 
Pour cela l'utilisateur place manuellement un germe à l'intérieur des cellules qu'il choisit.. 
Cette opération peut être automatisée mais l'option manuelle permet à l'utilisateur 
d'extraire seuls les vaisseaux souhaités . Par exemple lorsque leurs sections sont très 
petites, une opération automatique ne permet pas de les distinguer du bruit . 

Chaque point du contour d'une cellule est défini par ses coordonnées (x,y) alors qu'une 
seule ordonnée z est stockée pour tous les points d'une même cellule ce qui réduit 
l'encombrement de la base de données 3D . 

r - - - -  - -7 
I I 
I 1 

I I 
1 I 

I I 

I I Echelle des niveaux 
I I de gris d'entrée 
I L 

r------ 7 

I I 

t 
I I 
l 
I f 1  

I 
I I 

1 8 

1 I 
- 1  I 

1-4-Base de données 3D. 

b 

9 f 

Elle est le résultat des étapes suivantes : 

-Etablissement de l'arbre artériel . 

Nous allons reprendre séparément chacune de ces étapes . 
D'une manière générale cette base de donnée doit permettre la gestion d'un ensemble 
d'objets indépendants et quelconques. 
Chaque objet pouvant être défini par un ensemble de coupes simples ou complexes 
(sections multiples dans le même plan) . Elle doit permettre une manipulation facile des 
données (accessibilité, exploitation) et des éventuelles remises à jour, soit en incorporant 
de nouveaux objets, soit en modifiant la description d'un objet (rajout d'une coupe..) 

Cette base de donnée est donc essentiellement évolutive : toute structure de type figée 
(tableau prédimensionné ) est incompatible . une structure de base de donnée de type 
arborescence convient particulièrement à ce genre d'application. 
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1-4-1-Etablissement de I'arbre artériel . 
Un arbre est constitué d'un ensemble d'éléments appelés noeuds . Un de ces noeuds est 
choisi pour constituer la racine . Tous les noeuds sont liés par une relation dite de 

. parenté induisant parmi eux une structure hiérarchique . % 

. . Chaque noeud représente un contour de l'objet (son centre de gravité) et  chaque noeud 
est relié à son ou ses successeurs à l'aide d'une branche de l'arbre . - 

- 

Des exemples. d'applications dans le cas du rein et de I'arbre artériel sont schématisés sur 
les figures 5 et 6 . 

1 Figure 5 : cas d'un objet simple 
f-3. 

4 
n 

Figure 6 : cas d'un objet présentant des embranchement 

Le cas de l'arbre vasculaire reste tout de même plus complexe puisque dans certaines 
configurations deux artères peuvent se rejoindre ( fig 7 ). 

Figure 7 : cas d'un objet complexe . 
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Dans ce cas la notion d'arbre devient plus générale et conduit à la notion de graphe 
orienté . 

1-4-1-1-Notion de graphe . 
. - 

Un graphe est déterminé par les données suivantes : 

--D'un ensemble X dont les éléments sont appelés des sommets ou des noeuds . On 
supposera que les sommets sont numérotés de 1 à n . 
-D'un ensemble U dont les éléments sont des couples ordonnés de noeuds appelés des 
arcs ou des arètes . 
En pratique chaque contour est représenté par un noeud et chaque noeud est lié à un ou 
deux noeuds par une arète ascendante ou descendante . 
On peut rencontrer trois types de graphes ( fig 8a, 8b, 8c ) . Le graphe de la figure 8.a 
est un cas particulier de la figure 8.b . Ce dernier correspond exactement au problème 
des vaisseaux que nous traitons . 

Figure 8a : arbre Figure 8b : graphe orienté 

Figure 8c : graphe orienté 
sans circuit : G.0.S.C , 

Figure 8a, 8b, 8c : différents types de graphe . 

Par contre la figure 8.c n'apparait jamais, dans notre cas, puisqu'il n'existe aucune 
relation entre des noeuds appartenant à une même coupe. 

Dans ce type de modélisation chaque noeud est défini à l'aide d'une relation successeur et 
précédente . Pour traduire les liens entre les noeuds des différentes coupes nous avons 
choisi d'utiliser une représentation du graphe par une liste d'adjacence. 

1-4-1-2-Représentation du graphe par liste d'adjacence. 

La liste d'adjacence relative à un noeud T appartenant à la coupe i situé à l'altitude Zi 
est une liste de relations de tous les noeuds adjacents au noeud T. 

On séparera les noeuds P appartenant à la coupe i-1 et les noeuds Q appartenant à la 
coupe i+l situes respectivement à l'altitude Zi-l et Zi+i comme il est montré sur la 
figure 9 . 
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Figure 9 : liste d'adjacence relative au noeud T . 

La cellule T ( coupe i ) de la figure 9a possède deux prédécesseurs ( deux cellules mères 
) les cellules Pl et P2 ( coupe i-1 ) et deux successeurs ( deux cellules filles ) les cellules 
QI et 4 2  ( coupe i + 1 ) . 
La figure 9b illustre la représentation des cellules en mémoire appelée liste d'adjacence . 
On lit cette représentation de la façon suivante : 

La cellule T pointe l'ensemble des cellules successeurs Qi et l'ensemble des cellules 
prédecesseurs Pi . La dernière cellule Qi est affectée d'un identificateur de  fin objet à 
droite et la dernière cellule Pi d'un identificateur de fin à gauche . 
La figure 10c illustre la structure de données relative à l'arbre vasculaire 10a . Pour 
permettre d'ajouter et de supprimer des noeuds, le graphe final, associé à l'objet à 
reconstruire est défini par un tableau dynamique (possibilités de rajouter ,de supprimer 
des noeuds )de cellules d'en tete indicées par les noeuds A chaque cellule en tête est 
associée une liste d'adjacence. 

DCtiniUon d'un objet A l'aide d'ua graphe 
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Figure I O  : graphe plus liste d'adjacence relative à chaque coupe . 

Cette présentation à l'aide de graphe et de liste d'adjacence à le mérite de permettre à 
tous les niveaux de connaître pour un noeud donné ses successeurs ou ses pr'edkcesseurs, 
ce qui facilite toute modification . 
Pratiquement pour réaliser la liste d'adjacence de chaque cellule, on indique pour deux 
coupes successives Ci et Ci+l l'altitude Zi respectivement Zi+l les relations de parenté 
entre les différentes cellules ( cellule mère, cellule fille ) . On répète l'opération pour 
toutes les cellules de chaque coupe (fig 11) . Cette opération a été réalisée manuellement 
elle est en cours d'automatisation . 

Figure 11 : chaînage . 
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Dans l'analyse de scène 3D, il est indispensable d'avoir recours à un mode de 
représentation en mémoire des informations caractérisant les objets . Or, les méthodes 
que I'on utilise pour représenter les objets demandent des volumes de stockage souvent 
très importants . Le stockage et la gestion de tels ensembles de données dans un système 
ou dans un réseau posent en soi des problèmes ( compression de données, optimisation de 
temps d'accès, etc..) . Il est possible de développer certaines méthodes efficaces de 
structuration, en particulier en faisant une exploration particulière des propriétés de ces 
données . 
Nous avons choisi la prise en compte de quatre critères particuliers pour la mise en 
oeuvre de notre structure de données Ces critères sont : 

-Compression maximale ( réalisée grace à l'algorithme d'échantillonnage que nous avons 
développé) . 
-Rapidité de traitement . 
-Facilité d'accès à un élément donné . 

-Adaptation au problème posé . 

La prise en compte du premier critère a donné lieu au développement d' une technique 
simple d'échantillonnage de contour quelconque présentant ou non des concavités, basée 
sur le contrôle de la différence relative entre la surface du contour et celle du polygone 
dont les sommets sont les points échantillonnés 

Pour les autres critères plusieurs structures de données sont possibles . Nous présenterons 
celle que nous avons choisie dans le cas de notre application .. 

1-4-2-Echantillonnage des coupes . 
Dans un certain nombre d'applications de reconstruction 3D d'objets, les données sont 
constituées par un ensemble de contours fermés qui se présentent comme la juxtaposition 
de pixels allumés d'épaisseur un pixel . Chaque objet à reconstruire est obtenu à l'aide 
d'un ensemble de 20 à 50 coupes selon les objets avec une résolution dans le plan image 
de 256* 256 ou 512*512 . Chaque coupe fermé unique ou multiple est définie par un 
contour constitué en moyenne par un nombre de 500 a 1000 points . 

La base de données correspondante contient une grand nombre d'informations 
géométriques redondantes . Pour envisager une réelle utilisation en milieu clinique il est 
nécessaire réduire cette masse d'information . 

Pour la représentation 3D, soit par triangulation, soit par modélisation surfacique, il est 
nécessaire de ne retenir que quelques points pertinents de chaque coupe. Dans ce cas la 
base de données peut être très réduite . Mais, le polygone de la courbe qui s'appuie sur 
ces points ne sera qu'une représentation approximative de la forme de chaque coupe, et  
par conséquent de la forme de I'objet ... 

Par contre, si I'on veut obtenir une représentation très fidèle de l'objet, il faut conserver 
un grand nombre de points sur chaque coupe. Mais dans ce cas la base de données est 
tres grande. 

Le choix de nombre de points retenus sur chaque coupe de I'objet à reconstruire résulte 
d'un compromis entre la nécessité de rendre la forme de l'objet la plus fidèle possible et  
le souhait de disposer d'une base de données de taille raisonnable. 
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Nous avons mis en oeuvre une méthode d'échantillonnage basée sur un critère objectif 
qui permet d'éliminer le plus grand nombre possible de points de la base de données tout 
en respectant la forme fidèle de l'objet. 

L'algorithme mis au point offre l'avantage d'une part, de justifier la nature des points 
retenus de chaque coupe par un contrôle sur l'écart entre la surface reconstruite, d'autre 
part, de bien s'adapter à une implémentation dans une architecture matérielle que nous 
u6crivons . Nous présentons à l'aide d'une simulation, les résultats de l'application de cet 
algorithme sur diverses formes de contours tests et dans le cas de notre étude . 

1-4-2-1-Exposé du principe de l'échantillonnage des coupes . 
La méthode est adaptée au cas de la reconstruction par triangulation où la courbe de 
chaque coupe est approximée par un polygone composé des segments de droites qui 
relient les points échantillonnés deux à deux (fig 12a). 

On suppose (figure 12b) que les deux points A et B sont deux points retenus du contour 
échantillonné. On fait l'hypothèse qu'entre ces deux points, s'ils sont suffisamment 
rapprochés, le contour est pratiquement confondu à un arc de cercle de rayon R 
appartenant à un secteur d'angle a . 

Figure 

Le segment AB qui relie les deux points A et B forme avec Parc AB une surface S qui 
représente l'erreur absolue sur la surface du contour due à l'échantillonnage. L'erreur e 
est donnée par la relation : 

E = ( surface réelle - surface approximative) / surface réelle . 
e = 1 - sina /a 

Si a est petit, le développement de sina à l'ordre 2 permet d'écrire : e =(d / 3!) + y (a)  . 
y(o) représente I'erreur due à l'approximation . L'angle a qui donne une erreur relative 
de 1% sur E est égale à ~ / 1 3  . Si l'on choisit un angle de a= ~ / 1 6 ,  y(a) est égal à 2,11 
10-4 . On peut donc affirmer que pour toute erreur relative e inférieure à 1% sur la 
surface S entre la courbe de chaque coupe et son approximée par un polygone dont les 
sommets sont les points échantillonnés, l'angle a du vecteur formé par deux points 
échantillonnés et le centre de coordonnée O est donné par la relation : a =K 

Un angle cu égal n/16 satisfait ces conditions. 
Si on examine deux secteurs adjacents définis par les points échantillonnés (figure 13) les 
tangentes aux points A, B et D forment entre elles un angle égal à a . Il en résulte que 
pour échantillonner la courbe fermée d'une coupe on ne retient que les points où la 
tangente à la courbe est perpendiculaire à un axe pouvant prendre n directions faisant un 
angle a entre elles (figue 13). 
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Figure 13 : 

Cette méthode o f f re  l'avantage de  définir la courbe formée par des points rapproches 
dans les régions à rayon de courbure et plus éloignés dans les régions à grand rayon de  
courbure. 

Soient dans un environnement 3x3 trois points B, A,  C consécutifs appartenant à la 
courbe (C). Il existe 6 positions possibles de ces trois points pour lesquelles la courbe est 
tangente en A à une direction horizontale. Ces 6 positions sont représentées figure 14. 
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Figure 14 : 

Dans l'environnement 3x3, soient xi, yi les coordonnées du point i, i appartient à 

(B,A;C) . Le point A est échantillonné si les ordonnées des points B, A et C satisfont les 
conditions suivantes : 

11 existe également 6 positions possibles de 3 points B, A, C appartenant à (C) pour 
lesquelles (C) est tangente en A à une direction verticale . Ces 6 positions sont celles de 
la figure 12 qui ont subi une rotation de u/2. 

Le point A est échantillonné si les abscisses des points B, A, C satisfont les conditions 
(1) où l'ordonnée yi du point i est remplacée par son abscisse xi. 

L'efficacité de cet algorithme est indépendante de la forme de la courbe à traiter 
(convexe ou concave) ( fig 15a, 15b, 15c ). 
Dans la figure 15a est représentée un contour qui posséde des concavités différentes, on 
constate que les points' échantillonnés se situent en grand nombre dans les concavités à 
faible rayon de courbure et en petit nombre dans les concavités à grand rayon de 
courbure . 

Contour initial Contour dessiné dans ses 16 directions Contour échantillonné 

Figure 15a : 
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Dans la figure 15b est représentée un contour qui posséde des brusques variations de 
concavités ( bruit ), on constate dans ce cas que les points échantillonnés ont du mal à 
suivre cette brusque variation . 

O 9 , Contour échantillonné 

Figure 15b 

Contour 

Dans la figure 15c est représentée un contour tiré d'un cliché IRM, on constate dans ce 
cas que les points échantillonnés sont une bonne image du contour initial . 

Figure 15c : 

Cette opération d'échantillonnage est réalisée sous forme logicielle . Nous avons étudié 
une réalisation possible sous forme matérielle . Le résultat de cette étude à conduit 
l'architecture représentée figure 16 . 

Le principe de fonctionnement est exposé en tenant des conditions des relations (6) sur 
les ordonnées (tangentes horizontales). Les points de la courbe (C )  sont matérialisés en 
mémoire Ml et M'1 respectivement par les valeurs de leurs ordonnées et de leurs 
abscisses rangées successivement, en commençant par les coordonnées d'un point 
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quelconque de (C) et en tournant sur (C) dans le sens direct. 

figure 16 :architecture proposée 

La recherche des points de contact avec une direction donnée consiste à pratiquer une 
rotation de (C) d'un angle ka=kn/M (M est égal au nombre de directions des tangentes) 
et pour chaque triplet B, A, C de points successifs de (C), à ne retenir le point A comme 
appartenant au contour échantillonné que si les relations (1) sont vérifiées. 

Pour une valeur de k : (ka=ku/M), le processeur isole les coordonnées des trois points 
consécutifs B, A, C appartenant à (C) dans deux registres à décalage R1 et R'l. Un 
opérateur de rotation effectue l'opération (2) simultanément sur les 3 points B, A, C 

y'i = xi sin(kn/M) + yi cos(kn/M) (2) i appartient à [A, B, Dl 

Le schéma de principe de l'opérateur de rotation est celui de la figure 17. 

Figure 17 :opération de rotation 
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Un comparateur exécute (figure 18) les tests définis par les relations (1) effectuées sur 
les ordonnées y'A, y'c. Si les relations (1) sont vérifiées pour un triplet, l'ordonnée 
y~ est mémorisée dans la mémoire résultat M2. Sinon, le processeur exécute le décalage 
du triplet B, A, C d'une position dans le registre à décalage RI,  (B prend la place de A, 
A prend la place de C et des nouvelles coordonnées prennent la place de B). Après 
balayage complet de (C) , le paramètre k est incrémenté et l'opération recommence. 

Figure 18 : comparateur : 

00 
L1 / 

L'expression de la fonction F est obtenue à partir de la table de vérité aux variables x l ,  
x2, SI, s2 qui traduit les conditions (1). 
On remarque qu'à la fin de toutes les opérations (pour les 16 directions) la mémoire M2 
ne contient que les coordonnées des points échantillonnés. Ces coordonnées sont situées 
exactement aux mêmes adresses que dans la mémoire Ml. 

xl , - i comp. 
t oigne 

Un séquenceur rythme les diverses opérations (figure 19). 

dom1.s R A M  1 

* 

bu8 bus 

adrewses doandes 

Figure 19 : séquenceur 
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D'autre méthode d'échantillonnage ont été étudiées au laboratoire [Choq 911 . Elles 
différent de la méthode précédente, elles ont des performances concurrentes et elles 
modulent la distance entre les points échantillonnées en fonction du rayon de courbure . 

RAM 2 

1-4-3-organisation de la base de données 3D . 
Après l'étape d'échantillonnage on dispose d'une base de données 3D constituée par les 
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coordonnées des points échantillonnées associés a chaque contour de chaque coupe . A 
chaque contour est associée une liste d'adjacence et l'ensemble des contours de toutes les 
coupes est représenté par un graphe . Chaque noeuds du graphe est représenté par 
l'ensemble des points échantillonnés appartenant à un contour . 

Par ailleurs pour la représentation 3D, l'ensemble des points échantillonnés constituera 
l'ensemble des sommets sur lesquels s'appuient les facettes de triangulation ou constituera 
l'ensemble des points de contr6le des courbes ou surfaces gauches paramètrées ( Bézier, 
Splines, ....) 

L'organisation en mémoire de cette base de données est constituée d'un ensemble de 
structures . Nous rappelons [Kern 851 qu'une structure est une liste de variables de types 
différents (entier, flottant, structure..) regroupées sous un même nom d'identificateur . 
Cette description est beaucoup plus avantageuse pour les manipulations de ce type de 
données qu'un tableau qui ne connaît qu'un seul type de variable . II convient donc pour 
la gestion de la base de donnée de définir le descriptif complet des structures permettant 
suivant les artères définies précédemment la meilleure gestion de cette base . 

Pointeur contours supérieu& Pointeur contours inférieurs 

COORDONNEES 

normale moyenne à chaque sommet i 

contour L echantillonné 

codage de Ia triangulation 
+ 
normale à la facette 

Figure 20 

Notre choix s'est pcrté sur la configuration suivante ( fig 20) : 

A chaque structure en tête correspondant à un contour sont associées trois structures . 

-Une structures Coordonnées . 
-Une structure Facette . 

-Une structure lissage . 



Chapitre 1 : Chaîne fonctionnelle de représentation 3D à partir de coupes parallèles . 

Nous allons reprendre la description de la cellule en tête et de ses structures associées . 

1-4-3-1-Description des structures . 
La structure EN-TETE contient les informations sur: 

-La position z du contour 

-Son centre de gravité. 

-L'adresse ou les adresses des cellules arrières. 

-L'adresse ou les adresses des cellules avants. 

Son r61e est essentiel puisqu'elle permet d'établir les liaisons entre les différentes cellules. 
C'est autour d'elle que s'organise les structures qui vont suivre. 

La structure COORDONNEE : 

Elle regroupe les coordonnées en x et y des sommets du contour issus de l'étape de 
préparation des données . Ces points sont rangés à partir du point d'abscisse ou 
d'ordonnée minimale lus et dans le sens des aiguilles d'une montre. A l'issue de l'étape 
d'échantillonnage du contour ce rangement n'est nullement modifié, et les points sont 
placés dans la structure COORDONNEE-ECHANT. 

La structure FACETTE : 

Elle contient : 

-Les informations relatives à la reconstruction par facettes triangulaires . De la même 
façon nous avons défini un codage particulier des liaisons constituant une facette triangle 
pour diminuer et facilités les temps d'accès à la base de données . Nous reprendrons la 
définition de cette structure lors du chapitre triangulation . 
-L'information de la normale extérieure définie par ses coordonnées xn,yn,zn ( valeurs 
normées). 

La structure LISSAGE . 
Elle contient les informations nécessaires au rendu réaliste . Pour chaque sommet du 
contour est associé la valeur de la normale . Cette normale est la moyenne des normales 
dont les facettes supérieures et inférieures ont un sommet confondu avec le sommet 
correspondant. 

Nous venons de définir notre base de données, nous allons maintenant choisir la 
technique la mieux adaptée pour la représentation 3D des artères vasculaires . 
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2-LE MODELE DE DESCRIPTION . 
Lorsqu'une zone ou une région de l'image est extraite il faut pouvoir décrire sa forme, 
de façon à ce que les informations géométriques de base puissent être modélisées et 
permettre une représentation tridimensionnelle, sur laquelle portera les différentes 
opérations . 
On peut distinguer dans les applications médicales deux grandes classes de ce type de 
problème . 
-La représentation volumique [Jann 881 [Luo 861 [Anto 881 [Bari 841. 
L'objet est défini par exemple sl l'aide de voxels (octree, bintree, tableau de voxels, ...) . 
Dans ces méthodes seul le volume importe . Le volume occupé par le voxel est fonction 
de la résolution adoptée et donc de la précision de description . La restriction concerne 
essentiellement le nombre de cellules élémentaires nécessaires pour décrire le volume de 
l'objet . 
la représentation surfacique [Sequ 871 [Orou 811 [Wen 881. 
L'objet est défini par exemple à l'aide de facettes planes, patchs, un réseau ou maillage 
polygonal ( triangulation ) . 
Le modèle de représentation 3D sera choisi en fonction des caractéristiques de 
l'application, de la nature de la base de données, et des critères suivants : 

-Place mémoire disponible . 
-Degré de précision souhaité . 
-Complexité de la représentation . 
-Visualisation ( qualité, rapidité ) . 
-Manipulation ( rotation, translation, zoom, .réduction..) 

C'est ainsi que notre choix s'est porté sur la représentation surfacique; et plus 
particulièrement sur la triangulation . 
En effet la triangulation est avantageuse car : 

-C'est une méthode de construction d'une base de données facettes .Chaque sommet d'un 
triangle est un sommet obtenu par l'algorithme d'échantillonnage que nous avons 
développé 

-La description est typiquement 1000 fois plus compacte que la description à l'aide de 
voxels. 

-Elle à l'avantage d'être rapide et de donner une bonne approximation de l'enveloppe 
reconstruite . 
-Elle fournit une interpolation entre les coupes qui évite las artefacts de repliement ( 
marche d'escalier ) . 
L'inconvénient majeur est la difficulté à automatiser le processus dans le cas de contours 
quelconques ( nous verrons pour cela les solutions que nous apportons ). 
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Il est toujours possible d'effectuer un maillage triangulaire sur un ensemble quelconque 
de points répartis sur une surface. Cette capacité de facettes triangulaires à s'adapter à 
toute topologie offre la possibilité d'utiliser les caractéristiques géométriques d'un objet 
pour partitionner les bases de données et en obtenir une meilleure représentation. De 
plus, les facettes triangulaires s'adaptent à la complexité des surfaces mieux que les 
techniques par Patchs ( carreaux ) de Béziers [Wen 881 ou Splines [Sequ 871 [Bech 891, et 
permettent un contrdle plus fin de la forme des surfaces. Toutes ces qualités montrent 
bien l'intérêt des facettes triangulaires pour la représentation de surfaces. 

En effet, les facettes triangulaires ont été largement utilisées dans l'approximation et 
i'interpolation de points échantillonnés, problème courant dans l'analyse numérique et la 
géométrie calculatoire. 11 existe un nombre abondant de méthodes dans la littérature qui 
se proposent, à partir d'un ensemble de points échantillonnés, d'en obtenir une 
triangulation . La plupart des méthodes publiées construisent une surface d'interpolation 
par une triangulation complète de l'ensemble des points donnés. 

II existe deux approches différentes selon la nature des informations en présence . 
Le cas d'objets convexes et le cas d'objets constitués de coupes parallèles. 

2-2-Cas d'objets convexes . 
-Si l'on ne connaît aucune structure à priori sur l'objet, le problème général consiste 
alors à trouver la surface polyédrale convenable passant par un ensemble E de points 
répartis arbitrairement dans l'espace [Bois 831 [Herm 821 [Watt 811 . Ces méthodes 
s'identifient à la triangulation de Delaunay [Bois 841 .Pour ces méthodes, les principales 
questions qui se posent sont : 

Qu'est ce qu'une bonne triangulation ? 

Quelle caractéristique doit elle posséder ? 

O'rourke [Orou 811 a suggéré comme caractéristique d'une bonne triangulation le critère 
de surface minimale . Ce critère est essentiellement local et rien ne permet d'affirmer 
que la surface polyèdrale résultante est bien minimale . 
Boissonnat [Bois 841 part du même principe que O'rourke, et propose une méthode de 
"sculpture" sur la triangulation de Delaunay . Pour cela il associe un poids à chaque 
simplex (triangle) . Parmi l'ensemble des simplex on élimine celui dont le poids est le 
plus faible . La complexité de cet algorithme est inférieure à celui de Orourke . 

2-2-1-Triangulation de Delaunay : 

Nous rappelons ici brièvement le principe de la triangulation de Delaunay et quelques 
unes de ses propriétés. Pour une description plus approfondie et plus complète, on pourra 
consulter [Bois 81, 82, 841 [Chas 911 [Faug 841 [Herm 821 [Lee 801 [Prep 851 . On 
considérera la triangulation de Delaunay dans un plan. 
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2-2-2.1 Définition : 

Soit un ensemble de points M -   pl,.......,^,), N>3 dans un plan Euclidien E ~ ,  et d(pi,pj) 
la distance euclidienne entre deux points pi, et pj  . A chaque point, nous pouvons alors 
associer une région du plan R(i) définie par : 
( p E~ 1 d(p,pi) S d(p,pj), pour j = 1 ,....., N, et j différent de i ) qui est le lieu des 
points qui sont plus proches du point pi, que de tous les autres points . Cette région est 
appelée le polygone de Voronoï associé au point pi. L'ensemble de ces polygones associés 
à tous les points de M forme alors une partition du plan E . Cette partition est appelée 
partition de Voronoï. 

On peut donner une interprétation géométrique des polygones de Voronoi . En effet, 
considérons n points, où chaque point représente le centre d'un cercle . On suppose que 
les rayons de ces cercles croissent régulièrement vers l'extérieur à partir de leur centre et 
avec la même vitesse de croissance . Des que deux cercles se touchent, ils s'arrêtent de 
croître au point de contact . Au bout d'un certain moment, chaque cercle sera en contact 
avec ses voisins, et seulement ceux dont le centre se trouvent sur l'enveloppe convexe de 
M pourront croître à l'infini. La forme résultante du polygone entourant chaque centre et 
formé par les tangentes aux cercles en leur point de concours est appelée la partition de 
Voronoï . 

En d'autres termes les polygones de Voronoi sont constitués par les médiatrices des 
bipoints qui réunissent chaque point et ses voisins . 
A partir des polygones de Voronoï, on peut définir une relation de voisinage entre les 
points de M : deux points pi et pj sont dits voisins si leur polygone de Voronoï respectif 
partagent un même coté . Avec cette notion de voisinage, en reliant les points voisins 
dans P, on obtient alors une triangulation de P, connue sous le nom de triangulation de 
Delaunay. 

On voit que la partition de Voronoï et la triangulation de Delaunay sont les constructions 
duales l'une de l'autre au sens de la relation de voisinage précédente. La figure 21 
montre un exemple de partition de Voronoï et sa duale, la triangulation de Delaunay. 

0 8 

1 '  0 
I 

\ I 
\ I ----- Diagramme de Voronoï 
\ t r 
t 

Triangulation de  Delaunay 

Figure 21 : diagramme de voronoï et triangulation de delaunay 
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La triangulation de Delaunay possède de nombreuses propriétés . Nous en rappelons deux 
importantes : 

-Cette triangulation vérifie le critère du "Max-Min angle " . Ce critère maximise le plus 
petit angle de chacun des simplex de la triangulation . Cela permet de minimiser 
l'apparition de simplex allongés, et donne ainsi des simplex les plus équilatéraux possibles 

-Dans une triangulation de delaunay, le cercle circonscrit d'un triangle ne contient aucun 
autre sommet de la triangulation 

Dans la pratique, la triangulation de delaunay s'effectue de façon itérative . On 
commence la triangulation avec un nombre réduit de points puis progressivement on 
ajoute un point et on recommence [Chas 911 . 

2-3-Cas d'objets definis par un ensemble de coupes paraIl&les ou de coupes 
meridiennes . 

Le problème de la triangulation d'un objet 3D a été abordé d'une façon satisfaisante, 
dans les seuls cas particuliers où une structure à priori. est fournie sur les points. 
Différents algorithmes ont été proposés qui traitent le cas particulier où les points sont 
mesurés sur des coupes parallèles . 
Même dans ce cas particulier le problème n'est pas très bien résolu dans certaines 
configurations : par exemple dans le cas où les coupes ne sont pas très homogènes (la 
densité des points sur des coupes consécutives est trop différente ) ou encore si le 
nombre des régions détectées sur deux coupes adjacentes est différent . 
-Dans les domaines comme la tomographie numérique ou la résonance magnétique en 
médecine les points mesurés sur l'objet sont sur des coupes planes parallèles . Une 
méthode simple consiste à trouver un algorithme de triangulation pour deux coupes 
parallèles adjacentes, et à appliquer cette opération sur l'ensemble des coupes prises deux 
à deux. La triangulation globale est alors considérée comme une juxtaposition de 
I'ensemble des triangulations des coupes adjacentes . 

Le problème consiste alors à relier deux contours consécutifs par des facettes 
triangulaires. On peut diviser les différentes solutions en deux grandes classes : les 
méthodes optimales et les méthodes heuristiques . 

Avant de présenter quelques méthodes de triangulation nous allons rappeler les propriétés 
que possède toute triangulation . 
Soit Ck et C ~ - I  deux contours situés à l'altitude Zk et Zk-l . Le contour Ck possède m 

points ordonnes El ( Pl ,..., Pi ,.... Pm ) avec 1 5  i S m et le contour Ck-1 possède n 

points ordonnés E2 ( Ql ,...., Qj ,... Qn ) avec 1 z: j n . . 

Un ensemble de facettes triangulées reliant les deux contours Ck et Ck-l peut être défini 
à l'aide d'une liste ordonnée d'arêtes ayant les propriétés suivantes : 

-Soit PiQj l'arête de la facette appartenant à la triangulation, alors l'arête Pi+lQj ou 
PiQj+l doit aussi appartenir à la facette ( fig 22 ) . 
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-Tout point du contour Ck ( respectivement Ck-1 ) doit erre relié à au moins un point 
du contour Ck-1 ( respectivement Ck ) . c'est dire que chaque arête possède une 
extrémité sur Ck et C k - ~  ( fig 23 ) . 

J 

Figure 23 : 

-Les arêtes utilisées pour la triangulation ne doivent pas se croiser ( fig 24 ) . 

Figure 24 : 

-L'orientation d'une facette triangulée est définie par son vecteur normal (fig 25) . C'est 
a dire que si la facette est définie par les sommets PiPi+lQj (respectivement P;QjQj+1 ) la 
normale extérieure est donnée par : N= Pipi+] * PiQj (respectivement PiQj * PiQj+l) . 

- J 

Q j Qj+i Q j - Figure 25 : 
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2-3-1-Les méthodes Optimales 

Les méthodes optimales fournissent les meilleures triangulations parmi toutes les solutions 
possibles . Cette optimisation se fait dans ce cas en ayant une approche ,non plus locale, 
autour du triangle courant, mais globale sur tous les arrangements ( triangulation ) 
possibles entre les points Pi et Qj de deux contours consécutifs . 
La première solution spécifique à ce type de problème a été développée par Keppel 
[Kepp 751. Elle consiste à rendre maximum le volume du polyèdre délimité par la surface 
comprise entre deux contours convexes . Le critère de volume maximum est certainement 
celui qui donne la meilleure optimisation . Malheureusement cette méthode a deux 
inconvénients : 

-Lorsque l'on a des contours concaves il est nécessaire de les décomposer en contours 
convexes ( ces prétraitements sont non triviaux et peuvent devenir très lourds ) . 
-Si deux contours consécutifs sont concaves il n'existe pas de solution de triangulation 
pour les décompositions des contours devenus convexes . 
Fuch, Kedem, Uselton, [Fuch 771 proposent pour leur part, comme critère d'optimisation, 
de minimiser la somme des aires des triangles à reconstruire . Cette approche a i'avantage 
de simplifier grandement l'algorithme de Keppel, trop complexe pour les objets concaves 

Pauchon [Pauc 831 quant à lui propose pour le critère d'optimisation, de minimiser la 
somme des longueurs des arêtes qui relient un contour à l'autre . Les résultats sont très 
satisfaisants, quelle que soit la nature du contour, concave ou convexe . Malheureusement 
il suppose que les régions à trianguler doivent avoir le même nombre de points . 
Enfin Gholizadeh [Ghol 851 améliore la méthode proposée par Pauchon en utilisant 
l'algorithme de Christofield " Nearest neighbour rule" [Chri 801 pour le choix du critère. 
Les résultats obtenus sont très satisfaisants . 

Toutes les méthodes précédentes sont basées sur la construction d'un graphe dont chacun 
des chemins correspond à un arrangement possible de facettes et le problème revient 
alors à trouver un chemin de coût minimal dans ce graphe au sens du critère choisi . 
Nous allons rappeler le principe de construction de ce graphe . 

2-3-1-1-La recherche de la triangulation optimale dans un graphe . 
Cette recherche passe d'abord par la construction du graphe relatif à deux contours 
adjacents. Soit G le graphe, il est défini par : 

-Un ensemble X dont les éléments sont appelés sommet ou noeud . Le nombre de 
sommets donnera 1' ordre du graphe . 
-Un ensemble U dont les éléments u sont des couples ordonnés de sommets ou noeuds 
appelés arcs . 
Soit la figure 26 suivante . El  = ( Pl,  P2, ...., Pi, ... Pm ) représente la liste ordonnée des 
points du contour Cl  d'altitude Z1, et E2 ( Q1, Q2 ...,Qj,.....Qn) la liste ordonnée des 

9. 

points du contour C2 parallèle à Cl  et situé à l'altitude Zl+l  . 
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Figure 26 : 

Le graphe G[X,U] associé au contours Cl  et C2 est le graphe dont le sommet X;j 
représente un segment PiQj joignant le point Pi de E l  au point Qj de E2 . On appelle u( 
Xij, Xik ) l'arc qui joint le sommet Xij au sommet Xik . Cet arc représente en fait le 
triangle PiQjQk . 

La triangulation ( T ) du contour Cl  et C2 est la recherche dans G ( fig 27 ) d'un 
chemin qui relie X1 1 (extrémité initiale) à Xmn ( extrémité finale ) . Le nombre de 
chemins possible dans ce graphe est important il est donné par : 

T( m,n) = [ (m-1) + (n-1) ] ! / (m-1) ! (n-1) ! 

Qn Figure 27: 

Il faut maintenant choisir parmi toutes ces triangulations celle qui va approximer le 
mieux l'enveloppe désirée . Pour cela il suffit d'associer un coût aux arcs ( arêtes ) de G 
et de déterminer le plus court chemin reliant XI 1 à Xmn au sens de ce coût . 

Soit L(u) le coût que l'on associe à l'arc u de U du graphe G[X,U] .La recherche du plus 
court chemin entre l'extrémité initiale X11 du graphe G, et l'extrémité finale Xm, 
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consiste à trouver un chemin P tel que : L(P) = ( somme des L(u) de tous les arcs de P ) 
soit minimum . 
La difficulté est de trouver le coQt idéal associer à chaque arc u qui donnera la 
meilleure optimisation . 
Dans le cas de contours contenant des concavités ces méthodes sont en général très * 

lourdes et complexes à mettre en oeuvre, on préfère alors utiliser des méthodes 
heuristiques . 

2-3-2-les méthodes heuristiques. 

Une surface optimale n'est pas toujours visuellement acceptable . Les méthodes 
heuristiques fournissent des solutions non optimales mais généralement visuellement 
correctes et avec des durées de calculs plus acceptables . 
Le principe de la triangulation consiste à construire des facettes en fonction d'un critère 
local de décision . 

Pour Christiansen et Sederberg [Chri 781 la triangulation est effectuée sequentiéllement 
en choisissant parmi deux arêtes possibles pour construire une facette celle qui est la plus 
courte ( au sens d' une distance ) . Lorsque les contours sont trop dissemblables, en 
forme et en taille, la triangulation est guidée interactivement . 

-L'algorithme Cook et Batnitsky [Cook 831 consiste à tracer pour deux contours 
consécutifs la ligne joignant leur deux barycentres ( centroïdes ) et à ne choisir pour la 
triangulation que l'arête dont l'orientation est la plus voisine de cette ligne . 

-On peut citer encore Ganapathy [Gana 821 qui réalise d'abord un prétraitement sur les 
contours afin que leur périmètre soit égal puis choisi pour deux contours consécutifs la 
facette minimale . 
En fait tous ces algorithmes ont en commun les inconvénients suivants : 

-Les contours doivent avoir la même orientation . 

-Les contours doivent être généralement mutuellement centrés . 

-Les contours doivent être peu ou pas déformés ( problème de concavité ), sinon seul 
une intervention de l'utilisateur permet de corriger les erreurs . 

-Ces algorithmes ne prennent pas en compte les liaisons multiples . C'est à dire relier un 
contour situé a l'altitude Zk à un ensemble de contours situés a I'altitude Zk+l . 

Ekoule [Ekou 871 a proposé un algorithme qui permet de résoudre un certain nombre des 
inconvénients précédents . 

-Dans le cas de la triangulation de contours simples et convexes la triangulation 
s'effectue en deux étapes . 
Soit deux contours Ck et Ck+l . On relie le point Pi du contour Ck possédant le nombre 
de points le plus faible au point le plus proche ( critère de la longueur minimale ) de 
C k + ~ .  La seul restriction est que la recherche doit se réaliser dans le voisinage de Qj et 
que ce voisinage doit être orienté dans le même sens que celui de Pi . 
Dans la deuxième étape on relie les points restant du contour Ck+l au contour Ck . Pour 
cela, soient quatre points Q I ,  Q2, 43,  Q4, consécutifs de Ck+l qui n'ont pas été reliés, et 
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Pi et Pj les points les plus proches de Ck . On va connecter QI ,  Q2, 43 ,  Q4 à Pi OU Pj 
suivant la valeur de leur distance . 
Dans le cas de contours concaves il peut alors exister des liaisons incorrectes ( fig 28) . 

Figure 28 : 

Dans ce cas Ekoulé [Ekou 871 propose de traiter les contours avant de  les trianguler . Ce 
traitement consiste à détecter les concavité et les traduire sous forme arborescente . La 
racine représente le contour initial, les noeuds sont des concavités d'ordre n . Puis on 
projette les concavités sur l'enveloppe convexe du contour initial et on réalise la 
triangulation . Ensuite on effectue la transformation inverse . 

Cette solution nécessite quant même une hypothèse restrictive, les enveloppes initiales des 
deux contours doivent être très voisines ( c'est à dire qu'elles doivent avoir des 
enveloppes convexes similaires ). 

L'inconvénient de cette approche réside dans la lourdeur de l'opération . 
En ce qui concerne les liaisons multiples Ekoule [Ekou 87 ] propose la solution suivante . 
Soit Ck le contour situé l'altitude Zk et Ckl+19 Ck2+1,...Ck~+~ ,n contours situés à 

l'altitude Zk+l, l'idée consiste à décomposer cette liaison multiple en une unique liaison 
Ckv . Ck' est défini par le polygone qui passe par les barycentres Bkl+l,  Bk2+1,...Bk~+~ 
des différents sous contours [Grah 721 Ck, est ensuite interpolée et positionné à l'altitude 
1/2 ( Zk - Zk+l ) . Puis on réalise la triangulation entre Ck et Ck* ,et entre Cki et 
Ck l+ l ,  Ck2+1,...Ckn+l . La première difficulté est de trouver le bon polygone qui 
interpole Ckl+l ,  Ck2+1, ... Ckn+l, et ensuite de supposer que des contours issus d'une 
même composante de l'objet aient sensiblement la même position sur leur coupe 
respective . 
En faisant abstraction des hypothèses restrictives, les solutjons proposées par Ekoule 
[Ekou 871 donnent en général des résultats visuellement acceptables . 
A titre d'inforination on peut encore citer les méthodes basées sur la modulation de la 
densité du maillage triangulaire . CIS approches utilisent cette fois non plus l'entité 
facette mais les primitives gauches ( "Patch de Béziers [Boeh 841, facettes de Gregory 
[Greg 83, 841 [Wen 881, Spiines [Fari 861, modèles rationnels [Pieg 871 [Van 781 ) . Ces 
méthodes ne peuvent travailler que sur des points répartis sur un réseau topologiquement 
rectangulaire, elles fonctionnent de manière itérative et nécessitent des algorithmes 
particuliers car elles introduisent des termes rationnels . 
A l'issue de cette courte synthèse, qui ne se veut pas exhaustive, sur un certain nombre 
d'algorithmes de triangulation, nous proposons dans le cadre de cette étude un certain 
nombre de solutions simples et originales utilisant une approche heuristique permettant: 
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-D'éliminer les problèmes notés dans la liaison simple d'une paire de  contours non 
mutuellement centrés ( effe t  de vrille ou de torsion ). 

-De solutionner de manière simple le problème des coïttours multiples . 

-Et surtout d'opérer de manière automatique sans intervention extérieure. 

La triangulation dans le cas de liaisons simples et de liaisons multiples ne s'effectue pas 
de la même manière . Cette distinction passe par une étape préliminaire qui consiste à 
détecter les liaisons multiples des liaisons simples . 

2-4-Détection des liaisons multiples 

Cette opération est réalisée automatiquement . on parcourt la base de données et pour 
deux coupes consécutives on regarde les différents liens de parentés . Si une mère a plus 
d'une fille on est en présence d'une liaison multiple . Dans ce cas on sait que la 
reconstruction à ce niveau sera particuliere ( un contour à relier a plusieurs contours ) . 

2-5-Triangulation de contours simples centrés ou pas, convexe ou faiblement concave 

2-5- 1 -Exposé du problème 

Le critère d'optimisation utilisé est un critère local de distance minimale entre deux 
points appartenant à des contours parallèles . L'intérêt de cette approche c'est quelle est 
rapide et permet d'obtenir une bonne approximation du volume de l'objet recherché. 
Malheureusement cette méthode présente certaines limitations pour les configurations 
suivantes ( fig 29 ) . 

Figure 29 : 

En effet, soient deux contours Ck et Ck+l ,il suffit qu'à partir de l'arète <Pi;Qj> la 
distance d(<Pi,Qj+l>) , respectivement d(<Pi+l, Qj>) soit toujours inférieure aux 
distances d( < Qj >) k variant de 1 à (m - i), respectivement d(<Pi, Qj+k>) k 
variant de 1 a (n - j) . Dans ce cas la triangulation va se refermer sur I'arète <Pi,Qj> , la 
surface reconstruite ne correspondra plus alors à celle désirée. Il apparaît des phénomènes 
de recouvrement ou de vrilles. (fig 30) 
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Figure 30 : effet de vrille 

2-5-2-Méthode proposée [Dufr 911 

L'idée première de notre méthode consiste à superposer les deux contours Ck et Ck+i 
afin de se ramener au cas de la triangulation de contours centrés . La translation est par 
définition une transformation invariante, pour la forme du contour. 

-Soient deux contours Cl  et C2 définis par deux ensembles de points distincts El=  (Pl,  
P2 ,..... Pi ,... Pm) i variant 1 ,......, m et E2 = (QI, Q2 ,...., Qj ,..., Qn) j variant de 1 ,....., n (fig 

Ces contours sont situés respectivement à l'altitude Z1, Z2 ( Zl<Z2 ) et soient G1, G2 
leurs centres de gravité respectifs . La superposition de la coupe 2 sur la coupe 1 sera 
réalisée en ramenant G2 sur G1, chaque point Qj de G2 sera translaté de la valeur du 
vecteur G1G2 (fig 32). 

Figure 32 . Superposition de Cl  C2 
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On définit ainsi un nouvel ensemble de points C'2 tel que : 

Q'j, = Qjx + dx 

avec ( G ~  G ~ ) ~  ' 1 dx dy 1 
Q'jy = Qjy + dy 

La triangulation est alors réalisée sur deux contours mutuellement centrés (Cl et C'2) en 
utilisant le critère de distance minimale classique : Min [ d(<Pi,Qj+~>) , d(<Pi+~,  Qj>) 1, 
que l'on peut écrire sous la forme : 

d(<Pi,QJjil> , <Piil ,  Q t j > )  au lieu de d(<Pi,Qj+l> , <Pi+l. Qj>)  

En pratique, on commence par relier les deux premiers points ordonnés P l  et des 
contours C l  et C'2 (situés dans la fonction COORDONNEE-ECHAN). On cherche l'arête 
de longueur minimale entre P1Q'2 et Q'lP2. Soit PlQ'2 cette arête, on construit alors la 
facette (PIQ'I, -P1Q'2) . Ensuite on relie Q'2P2 et on cherche l'arête de longueur 
minimale entre P2Q'3 et Q'2P3 . Cette procédure s'applique jusqu'à atteindre les deux 
derniers points des contours respectifs Cl  et C'2 ( fig 33 ). 

Figure 33 : triangulation de C l  et C'2 

A l'issue de la triangulation il ne reste plus qu'à ramener le contour C'2 à sa position 
d'origine C2 par une translation inverse de vecteur -GIG2 ( fig 34 ) . 

Figure 34 : résultat final . 
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Remarque . 
Si l'on veut appliquer cette technique, il faut au préalable savoir distinguer les contours 
intersécants ou disjoints des contours centrés . Pour cela on propose d'évaluer un degré 
de recouvrement . .. 
Il est défini de la manière suivante . 
Soient Xminl, Xmaxl, ( respectivement Yminl, Ymaxl) la plus petite et laplus  grande 

. - 
valeur des abscisses ( respectivement des ordonnées ) de Cl .  .- - 
De même soient Xmin2, Xmax2, ( respectivement Ymin2, Ymax2) la plus petite et la 

- - -- 
plus grande valeur des abscisses ( respectivement des ordonnées ) de C2 . 

Ces coordonnés définissent deux rectangles qui circonscrivent les contours C l  et C2 ( fig 
35) . 

X - 

Figure 35 : rectangle défini par les coordonnées extrêmes de Cl  et C2 

Le degré de superposition de Cl  et C2 est l'aire délimitée par l'intersection de ces deux 
rectangles . 
Ce degré est donné par les rapports suivants : 
Tx = d(Xmaxl ,Xmin2) /d(Xmax2,Xmin l )  si d(Xmax 1 ,Xmin2) <d(Xmax2,Xmin ) 

Tx est le taux de recouvrement selon x . 

Ty = d(Ymax ,Ymin2) /d(Ymax2,Ymin l )  si d(Ymax ,Ymin2) <d(Ymax2,Ymin l )  
Ty est le taux de recouvrement selon y . 

On obtient deux valeurs comprises entre O et 1 . Elles sont comparées à un seuil T appelé 
degré de recouvrement limite . 

Les contours sont considérés comme intersecants ou disjoints si l'un au moins des deux 
taux est inférieur à T . La valeur pratique de T est fixée inférieure ou égale à 0,5 . 

2-6-Triangulation de contours multiples : 

Dans le cadre de la représentation 3D de l'arbre vasculaire du cou, la liaison d'un 
contour unique à deux sous contours (embranchement) est un problème fréquent. Ce type 
de situation pose un problème puisque l'on n'a aucun renseignement sur la nature et la 
position du raccordement. 

La reconstruction du volume entre les différents contours nécessite donc une 
extrapolation de ce raccordement (fig 36). 
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Figure 36 : Problème des liaisons multiples 

Nous proposons dans le cadre de cette étude deux méthodes originales pour résoudre ce 
problème de bifurcation . 

Le principe de la méthode consiste a chercher ti diviser le contour Cl en deux sous- 
contours S C I  et S C l  séparés par un segment de droite P1P2 ( fig 37 ). 

Cl 

SC' 1 

Figure 37 : division du contour Cl 
2-6-1 -Première solution . 

La détermination de la position des points Pl et P2 sur le contour Cl est illustrée 
figure 38. id 1 

détermination de P l  

sur la 



Chapitre 2 : Triangulation 
.- 

Le principe consiste à faire passer une droite A1 perpendiculaire à Z1 (plan- de coupe) 
par le barycentre G1 de Cl . Dans l'espace, les points Pl  et P2 appartiennent à Cl ,  

résultent de l'intersection avec Z2 du plan vertical u formé par la bissectrice A de l'angle 

(GlG2, G1G3) et par la droite A1 

La figure 39 représente la projection C'1 sur le plan 22  du contour C l ,  de son centre de 
gravité G1 et des points Pl et P2 respectivement repérés dans 2 2  par C l ,  G'1, P'l,P'2 . 

1 
Figure 39 : Projection dans le plan Z2 de Cl  

Dans le plan de projection Z2, on trace la droite D bissectrice de l'angle (G1G2, 
GlG3).  D coupe le segment G2G3 en Q . Pour un contour Cl  régulier, le segment 
P'1P'2 partage C l  en deux sous contours SC1 et S P I  à peu près de même taille. 

La détermination analytique des coordonnées de Pl et P2 Cl  dans Z1 s'effectue en 
remarquant que : 

Soit G' le point obtenu par rotation dans Z2 de G2 de centre G'l de rayon G'1G2 et 

d'angle û = (WlG2 , G'IP'l). G' appartient à D . Ses composantes sont données par 
l'expression : 

x' 
C 

y;; 

x' 
C 

1 

- - 

cose -sine 1 x' 
C 

1 
sine cose O 

Y;; 
1 

O O 1 O 

O O O 1 

X - X' 
c C 

2 1 

Y ,  - x' G 
2 1 

z 
C 
2 

1 
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Le vecteur directeur de la droite D d'équation ax + by = O est donnée par : 

Les coordonnées des points Pl et P2 résultent de l'intersection de la droite D et du 
contour C'1 connus. Le résultat type de cette première méthode après triangulation est 
illustrée figure 40 

Figure 40 : résultat 

Le segment PlP2 qui divise le contour CI  en deux sous contours SC'I et SCWl est 
ensuite échantillonné avec un pas égal a celui utilisé pour le contour Cl . 

Le contour S C I  ( respectivement S C I  ) est constitué d'une partie des échantillons de C l  
plus des échantillons de la droite PlP2 ( fig 41 ) . 

C 1 

SC" 1 tt 

SC' 1 Figure 41 : 

'\ 
2-6-1 -2-Modification de la base 'de données . 

Lorsque les contours et SCNI sont créés, leur rangement dans la base de données 
s'effectue automatiquement par une simple modification de la liste d'adjacence ( fig 42). 
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Figure 42 : 

2-6-2-Deuxième méthode 

La deuxième méthode permet d'atténuer l'effet d'encoche observable figure . Elle 
consiste à créer un noeud 1 qui par triangulation permet de combler l'encoche figure . Si 
I'on se réfère à la figure le point 1 peut être choisi appartenant au plan R formé par 
les segments G I Q  et G 1 G 1  et situé sur le segment G1Gq1 à l'ordonnée z comprise entre 
Z G ~  - Z G ~ ,  telle que:  Z = Z G ~  + k ( ZG1 - ZG'~ ) .  avec O < k < 1 

Figure 43 : résultat 
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La valeur de k est déterminée en fonction de la forme du col que l'on souhaite donner au 
niveau de la bifurcation. 

Une bonne valeur est k # 0,5 

2-6-3-Description de la structure de données FACETTE 

Une facette triangulaire est définie par ses trois sommets A, B, C ( fig 44 ). 
A 
a coupe Ci - 

Si A, B, C sont des indices sommets, il faut définir des liaisons constituant une facette . 
Si A appartient à la coupe Ci et B appartient à la coupe Ci+l pour l'indice C, il existe 
quatre cas . 
C = A + l  o u C = B + l .  

En fin de contour (fig 45) 
C = 1 si C appartient à la coupe Ci ou C=l si C appartient à la coupe Ci+l 

Si nous affectons un code de 2 bits pour le troisième sommets tel que : 

C=l correspond à A+ 1 
C=2 correspond à B+ 1 
C=3 correspond à I(sur le contour Ci) 
C=4 correspond à l(sur le contour 

Nous obtenons en mémoire la constitution des liaisons formant la facette ( fig 46) . 

Les indices des points correspondent à la base de données sommets ( Structure 
COORDONNEES-ECHANT) Le nombre de points que peut contenir un contour 
échantillonné ne peut excéder 255 . Nous pouvons coder ses indices sur 1 octet . 

i 

Pour ne pas se restreindre au niveaux des formes possibles des facettes, nous coderons le 
type de triangle sur 1 octet également . 

INDICE COUPE i INDICE COUPE i+l TYPE TRIANGLE 



Pour terminer cette identification il faut aussi définir la normale extérieure h chaque 
facette . Si ses coordonndes xn, yn, zn, sont normées, leurs valeurs vont varier entre - 1 
et +I . La précision prise sur cette normale est de l'ordre du milliéme . L'espace en 
memoire nécessaire pour ce codage final est représenté figure 47 ): 

'application des algorithmes de triangulation précédents proposés en C ont été appliqués 
la reconstruction automatique d'objets de forme complexe : 

44% :. 1 ;  

-Les artères cérébrales dri cou . 
-Le rein 

3 

es artéres cértbrales du cou sont constituées d'un ensemble de 36 coupes 
m d'épaisseur . Chaque coupe est ensuite numérisée à l'aide de la carte 
. On applique un algorith 

extraits des différentes coup 
de données . On détecte les lia 
peut alors s'effectuer. 

L'étape d'échantillonnage per 
moyenne supérieure B 10, en 
10 B 30 points . 
'analyse des photographies 
aisons suivantes : liaison simple, entre contours centrés, ou intersécants, ou disjoints, 
aiblement concaves, ou convexes et liaison entre un et deux contours . 

surface obtenue est représentée sous sa forme filaire ou en rendu réaliste . Les phases, 
s ce cas, sont élimination de parties cachées ( algorithme de Newell [Newe 721 ), suivi 

par un algorithme d'ombrage ( 1' algorithme de Gouraud [Gour 741 ) . Ce choix est lié 
essentiellement à la base de données constituée uniquement de facettes . 
L'examen de ces photographies montre que les différentes procédures de liaisons ont 
fonctionné correctement, notamment en ce qui concerne la liaison entre contours 

lésions particulières. Cette méthode bien entendu s'inscrit dans un ensemble de dtmarches 

loctet 

Nous allons essayé d'évaluer ces résultats, pour la reconstruction 3D d'organes issus de 
coupes paralléles dans le cadre -d'une utilisation clinique, en fonction des critères de 
choix évoqués dans la premier partie . 

- h 

loctet 
r 

loctet 2octet;s aoctets 2octets 
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Occupation mémoire: 

-Dans le cadre de cette étude le coût des algorithmes est très raisonnable et notamment 
grâce à l'algorithme d'échantillonnage . 
Considérons un examen comportant 20 coupes, chaque coupe est constituée de 6 cellules . 
Le nombre de points par cellule est en moyenne de 200 . 
Le coQt total de la représentation, pour un tronc de l'artère avec bifurcations, (hormis 
L'étape de visualisation) pour cet examen est de 80 Koctets . 
Le coût . 
La durée de calcul, pour l'examen précédent, est pour l'instant de 20 mn sur un AT de 
12Mhz . Cette durée est essentiellement due a i'étape pénalisante d'acquisition 
(positionnement de chaque clichés l'un par rapport à l'autre )et de chaînage des 
différentes coupes . Les autres étapes n'interviennent que très peu( de l'ordre de 190 dans 
la durée) . 
Nous étudions actuellement la phase d'automatisation de cette représentation . 

le degre de précision 

Il est à notre avis le critère essentiel . II est lié dans notre cas : 

-A l'opération de recalage des clichés ( superposition de repères sur les clichés ). 

-Et à la distance inter coupes ( effet de marche d'escaliers ) . 
La précision actuelle reste néanmoins très bonne ( l'erreur peut être estimée inférieure au  
millimètre, valeur de la surface du bruit sur les clichés ) . Elle peut être accrue grâce à 
I'accés aux données brutes du système d'acquisition . 
La qualité de visualisation . 
Nous avons laissé a l'utilisateur le choix entre la visualisation filaire et une visualisation 
par rendu réaliste . 
L'in teractivité . 
Nous avons créé un certain nombre d'utilitaires ( rotation, translation, agrandissement, 
réduction, calcul de volume, de surface, .....) qui offrent a l'utilisateur la possibilité de  
visualiser l'artère cérébrale sous diverses incidences . 

Nous avons proposé dans cette étude un certain nombre d'algorithmes pour la 
représentation en trois dimensions, de l'enveloppe polyédrale d'un objet quelconque 
défini a partir d'une série de coupes parallèles issues d'IRM. 
Ces solutions sont entièrement adaptées a la représentation de formes simples ou 
bifurquées ( artères cérébrales possédant une simple bifurcation ). La base de données 
mise en oeuvre convient très bien a la chaîne fonctionnelle développée et présente 
l'intérêt de se prêter à une réalisation matérielle . 
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Les problèmes liés à l'orthopédie donto faciale sont proches de ceux de la conception et 
de la fabrication assistée par ordinateur en mécanique et en électronique. Un certain 
nombre d'orthodontistes estiment que la correction de la dentition sur un enfant ne doit 
pas se faire lorsque la croissance et terminée, mais au contraire elle doit accompagner 
l'évolution faciale du sujet . La solution que Son propose en général au patient est le port 
d'une prothèse', les deux choix auxquels les médecins sont confrontés sont : 

-1)utiliser des produits existants issus d'une gamme figée mise à la disposition par les 
constructeurs. 

-2)concevoir des produits personnalisés adaptés à la constitution de chaque patient. 

En ce qui concerne le second choix , le problème consiste alors à concevoir et à 
rechercher une méthodologie pour systématiser une telle correction sur un enfant au 
cours de sa croissance. L'un des outils lui permettant de résoudre ces problèmes consiste 
à effectuer une reconstruction 3D de la mâchoire de l'enfant à partir de clichks 
radiographiques . Cette opération passe par un certain nombre d'étapes distinctes : 

-Prétraitement et tracé de repères . 
-Calcul de surface et de volume . 

Nous allons dans cette partie présenter le logiciel que nous avons développé . Nous 
aborderons chacune des étapes précédentes en énonçant les difficultés rencontrées et en 
proposant des solutions originales . 

1 - ORTHOGONALISATION 

L'orthodontiste utilise deux types d'images, les clichés provenant du scanner, et les 
clichés radiographie rayon X . En général les radiographies rayon X sont actuellement 
les plus utilisées par les praticiens, d'une part parce qu'elles offrent l'avantage d'être 
accessibles ( prix de revient tres faible ) d'autre part parce qu'il existe un stock 
d'archives et enfin le stockage de trois radiographies est plus facile que celui d'un 
ensemble de coupes scanner . C'est pour cela qu'a la demande du professeur BLOCQUEL 
nous avons été amené dans le cadre de cette étude à nous intéresser à la reconstruction à 
partir de radiographies prises à divers ages. 

Les radiographies dont on dispose sont constituées de trois télé-crânes pris suivant trois 
directions : 

-De face : Le frontalis . 

-De coté : Le latéralis . 
-De dessous : L'axialis ( fig 1 ) . 
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Figure 1 : radiographies des tété-crânes . 
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Malheureusement ces trois clichés ne sont pas perpendiculaires entre eux . La première 
étape va donc consister à orthogonaliser les radiographies entre elles . Ce que nous 
appelons orthogonalisation est en réalité une opération connue en traitement d'image type 
stéréovision sous le nom de recadrage caméra . 

Le but de l'opération d'orthogonalisation consiste à disposer les trois vues de telle façon 
qu'en repérant un point quelconque du Crane sur deux vues, ce point soit 
automatiquement positionné sur la troisième vue . 
Compte tenu de la façon dont ont été prises les vues, le patient peut, en théorie, bouger 
selon les six axes de l'espace (1,2,3,A,B,C,) :( fig 2 ) . 

* * 

Figure 2 : les différents mouvements possibles . $3 a 

Cependant, ces mouvements sont limités de différentes façons . Pour les v&s Frontalis et 
Latéralis, des "olives" (tiges métalliques fixées sur un casque) sont plakées dans les 
conduits auditifs, interdisant au patient les translations 1, 2 et 3 ainsi que les rotations B 
et C . Seule la rotation selon A de la tête du patient a pu être rendue pdssible entre la 
prise du cliché frontalis et latéralis . 

Pour la vue Axialis, le maintient des olives n'est plus possible et, en plus d'une deuxième 
rotation selon A, il existe une translation selon 3 . Les translations 1 et 2 et la rotation 
selon C ne sont pas à prendre en compte . La rotation selon B sera considérée comme 
négligeable, le patient étant guidé par le radiologue avant la prise de vue . 
Pour orthogonaliser les vues il faut se donner des repères, visibles sur les trois clichés . 
Ces repères doivent matérialiser un solide qui ne s'est pas déformé au cours des prises de 
vue . On peut pour cela choisir des repères anatomiques : extrémité des incisives, 
sommets des condyles, par exemple . Le défaut de ce procédé est que l'aspect des images 
est tel que ces points ne sont pas toujours repérables sur les trois vues . Pour faciliter 
l'opération d'orthogonalisation nous avons proposé de constituer un solide indéformable a 
l'aide de trois billes métalliques apposées sur la tête du patient avant les prises de vues : 
une au niveau de chaque tempe et une dans Saxe du front ( fig 3 ) 

Cependant, pour permettre une orthogonalisation des clichés qui ont été pris avant la 
pratique systématique actuelle de la pose des trois billes, nous avons mis au point des 
fonctions de rehaussement d'images . 
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CA-- B i l l e  f r o n t a l e  - 

Figure 3 : apposition des repères . 

Des moyens graphiques manuels, utilisant les règles de bases du dessin industriel, ont été 
jusqu'à présent mis à la disposition des orthodontistes pour réaliser cette 
orthogonalisation. Toutefois, ces moyens requerraient une manipulation fastidieuse. Le 
but de cette partie est donc d'informatiser cette opération par : 

-Unesaisie et projection sur écran d'image caméra . 
-Une superposition graphique écran (overlay) permettant le positionnement des télé- 
crânes sous la caméra . 

-Une mise en méyoire des images acquises . 
Cette informatisation passe par le développement d'un logiciel souple, interactif et 
facilement utilisable par le médecin, et qui allège au maximum la technique existante 

1 - 2-Environnement matériel . 
Nous disposons pour cette étude une station d'acquisition d'images dont l'architecture est 
donnée ci-dessous ( fig 4) . 

I graphique 

camkra 

cl iche 
clavier 

souris support lumineux 

Figure 4 : architecture générale . 
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Le numériseur d'images est une carte PIP noir et blanc de chez Matrox, son architecture 
est la suivante ( fig 5 ) . 

Figure 5 architecture de la carte d'acquisition . 

input input 4 select 3 

La mémoire Vram possède une taille de 1024Koctets dont la répartition d'adressage 2D 
est données figure 6 . 

Figure 6 : configuration mémoire carte acquisition . 

On voit sur cette figure que la mémoire peut contenir soit quatre images de format 
512*512 pixels, soit une image 1024*1024 pixels . Pour une résolution maximale nous 
avons décidé de travailler sur les quatre plans ( 0, 1, 2, 3 ) images contenant chacun une 
image 512*512 pixels . 

-* 

1-3-Orthogonalisation du Latéralis par rapport au Frontalis; 

convert 
A C / E  

1-3-1-Positionnement du Frontalis. 

- , Keyer - 

Le cliché retenu pour le point de départ et de référence est le Frontalis parce que": 

Lüï 

-L'axe des olives est parfaitement visible sur ce cliché. 

-Le passage vers le Latéralis ou Axialis des coordonnées des billes est relativement aisé. 

Pour le positionnement du Frantalis, une ligne verticale est tracée sur l'écran graphique . 
Cette ligne permet de centrer approximativement le télé-crâne . Ce centrage grossier est 
cependant nécessaire pour éviter tout problème de report d'axe dans 1'Axialis (voir 
positionnement Axialis). 
L'axe des olives doit coïncider avec une deuxième ligne horizontale écran que l'on 
translate verticalement avec la souris . Lorsque cette opération est terminée, on repère les 
coordonnées des billes . L'image (fig 7) est mise en mémoire dans le cadran 3 . 



Chapitre 1 : Orthogonalisation des clichés 

Repère dcran. 

o l i v e s  

Repère de t r a v a i l .  

Figure 7 : positionnement du Frontalis . 

Les objets repérés sont donc : Axe des olives, bille frontale, billes latérales . 
1-3-2-Positionnement du Latéralis par rapport au Frontalis. 

A partir des ordonnées y du Frontalis, sont tracées sur l'écran relatif au plan du cliché 
latéralis . 
-Une ligne d'ordonnée axe des olives. 

-Une ligne d'ordonnée bille frontale. 

-Une ligne d'ordonnée bille joue droite. 

-Une bille d'ordonnée bille joue gauche. 

Par rotation du télé-crane Latéralis autour de l'axe des olives, on fait manuellement sur 
le négascope coïncider I'axe de la bille frontale avec la ligne horizontale supérieure . 
Après cette opération le cliché latéralis ainsi positionné est dit orthogonalisé par rapport 
au frontalis . 

L'image du cliché latéralis orthogonalisé par rapport au frontalis ( fig 8 ) est stockée dans 
la mémoire de la carte d'acquisition Pip ( plan 2 ) . 
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L a t é r a l i s  
L i g n e s  & c r a n .  F r o n t a l ~ s  

--- 

I 
7-A 
?? 

Figure 8 : positionnement du Latéralis par rapport au Frontalis. 

Les objets repérés sont alors : Axe des olives, bille frontale, billes latérales. 

Le maintien des olives est trop douloureux pour le patient lors de la prise de vue du 
dé-crâne Axialis, le repère des olives n'est donc plus exploitable sur ce cliché . Les 
abscisses xO, XI,  x2 des billes sur les joues et sur le Front dans le plan du cliché frontalis 
se reportent dans le plan du clichés axialis suivant trnic nxpc  hn+;7nn+-ilv A9-k--:----  A--- 

ce plan x'O, x'l, x'2 ( fig 9 ) 

Figure 9 : prépositionnement de l'axialis 
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facteu k 4 Ay / Ax ) , 

Ces deux vues sont ai 
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fait subir une rotation d'angle 8 du latéralis pour obtenir sa coordonnée Oy sur le cliché 
frontalis . La position de ce point sur le cliché frontalis est obtenue à l'intersection de 
l'horizontale d'ordonnée Oy et de la verticale d'abscisse Ox relevée depuis le cliché axialis 

L'angle de rotation 8 et les coordonnées (xO, y0 ) du vecteur translation du cliché latéralis 
lors de l'orthogonalisaiion par rapport à l'axialis peuvent être déterminés d'une façon 
analytique ou d'une façon manuelle plus simple voire plus pratique . 

1-4-1-Determination analytique de la rotation et de la translation 

L'orthogonalisation du latéralis par rapport du frontalis a permis de déterminer la 
position du point A représentant l'axe des olives et la position du point B représentant la 
bille frontale fig ( 11 ) . 

I 

I ~ ? l l  
I I 
I 1 A 
I 1 

Axialis 1 I 
I I 
I 1 

Figure I I  
L'orthogonalisation du latéralis par rapport à l'axialis fait déplacer les positionsde l'olive 
et de la bille frontale aux points A'at B' r~ec t ive rnen t  . 
Dans cette opération les vecteurs AB et A'B' ont la même norme, et l'un se déduit de 
l'autre par une translation T = AX* = s" et une rotation d'un angle 8 . _ 
La détermination des valeurs de 8 et des projections xo et y0 du vecteur T s'énonce de la 
façon suivante ( fig 12 ) . 

O Z n  20 znu LN 1 - ) X  
Figure 12 

On dispose d'un point de coordonnées connues: M(XM,YM) et d'un point Mn de 
coordonnées connues: M"(xM~ y ~ )  dans le repère (xoy). On recherche xo, yo et pour 
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qu'après une rotation de -0 du point M" autour de O' et une translation de -T telle que 
= ixo + jyo, l'ensemble du vecteur O'M" se confonde avec OM et inversement . 

Il faut que (xm'ym) dans le repère XOY=(X'M',Y'M) dans le repère x ' o ' y ' = ( ~ " ~ , y " ~ )  
dans le repère xWo'y". 

Nous pouvons établir les équations suivantes: 
Par rapport au repère x' O y' . 

9 

-Y," = Y," + Y, 

I l  en est de même pour le point N : 

Nous sommes en presence de 4 inconnues : cos6 , sin*, xo. yo . 
Les quatre équations peuvent s'écrire sous la forme matricielle suivante: 

Les valeurs cos8 et sin8 représentent la même inconnue 8, il est alors possible de 
supprimer la première ligne de la matrice . L'équation est de la forme : 

X " n 

Y," 

X "  
N 

YNel 

- - 

X n -Yn 1 O 

Y," x H O 1 

X "  
N -Y, 1 O 

YN'* X N 0 1 

cos6 

sin6 

X 
O 
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31 = ( M )  $2 
avec 

Nous recherchons : 

32 = ( M I - l  3t 
L a  matrice 3.3 inversée est : 

YN" - Y," 
sin6 = 

X 
N - X 

M 

Dans la pratique : 

-a)xn-xm est mesurée par la position sur Oz' des coordonnées des billes des joues et du 
front sur le cliché axialis . 

-b)ynN-ym" est mesuré par la projection sur Oy des coordonnées des billes des joues et du 
front sur le cliché frontalis 

-c)on en déduit 8 
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Au cours de notre étude, il est apparu une solution plus simple et plus facile à mettre en 
oeuvre pour déterminer ces deux inconnues . Lors du prépositionnement de i'axialis on 
repère les cotes z des billes des joues ( le repère des olives étant supprimé ) dans le 
repère x'Oz' et on ramène trois lignes verticales sur le cliché latéralis orthogonalisé par 
rapport au frontalis . De la même façon, lors de l'orthogonalisation du latéralis par 
rapport au frontalis on connaît la cote y, et en z de l'axe des olives, on ramène sur le 
latéralis une ligne horizontale d'ordonnée y . On positionne définitivement le latéralis 
pour que ces repères ( billes des joues plus axe des olives ) correspondent avec les lignes 
de rappel issues du frontalis et latéralis ( fig 13 ) . 
Le calculateur détermine alors la différence des cotes z de l'axe des olives du "Latéralis 
par rapport au Frontalis" et de l'axe des olives du "LatéraIis par rapport à 1'Axialis". La 
translation est ainsi compensée et l'axe de rotation est le même pour les deux vues 
Latéralis. L'algorithme tient compte du signe de cette translation. 

-Les coordonnées de la bille frontale du Latéralis par rapport au frontalis ainsi que les 
coordonnées de la bille frontale du Latéralis par rapport à 1'Axialis étant connues, l'axe 
de rotation étant le même dans les deux vues, le logiciel calcule l'angle de rotation. 

Remarque . 
Puisque la translatioiz est compensée et l'aitgle de  rotatioir calculé, il n'est pas nécessaire 
de  stocker l'image Latéralis par rapport à I'Axialis en mémoire. 

A: Axe des olives du 
Latéralis par apport 

à l'Axialis. 

B: Axe des olives du 
Latéralis par rapport 

au Frontalis 

T: Translation 

Figure 13 : détermination de la translation et de la rotation: 

Les opérations de repérage sont : Axe des olives, bille frontale . 
1-4-2-Positionnement définitif de I'Axialis. 

Les cotes z des billes de l'Axialis sont corrigées à l'aide de la translation calculée 
précédemment. Trois lignes verticales écran de cotes z Axialis ainsi que trois lignes 
horizontales écran d'abscisse x billes Axialis sont tracéesLe télé-crâne Axialis est 
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positionné sous la caméra selon les repères ( fig 14 ). 
L'image de 1'Axialis est stockée dans le cadran 1 de la mémoire Pip. 

Lignes écran. 

Figure 14 : positionnement définitif de 1'Axialis: 

1-4-3-Resultat de I'orthogonalisation. 

L'angle de rotation 8 étant connu, un point repéré dans le Frontalis puis dans le Latéralis 
sera automatiquement reporté (par calcul de rotation) dans 1'Axialis . Toutes les 
combinaisons sont possibles dès qu'un point est repéré dans deux vues . 

Nous avons alors trois images stockées en mémoire: 

-Cadran O: disponible. 

-Cadran 1: Axialis. 

-Cadran 2: Latéralis par rapport au Frontalis, 

-Cadran 3: Frontalis. 

1 -5-Conclusion 

E n ,  conclusion de cette opération d'orthogonalisation, nous rappelons les différentes 
manipulations nécessaires: 

-Positionnement du Frontalis. 

-Positionnement du Latéralis par rapport au Frontalis. 

-Repérage sur le Latéralis par rapport à 1'Axialis de la bille frontale et de l'axe des olives 
afin de déterminer la rotation et la translation. 

-Positionnement définitif de 1'Axialis. 

Nous rappelons aussi les hypothèses préliminaires: 

-Pas de rotation autour de l'axe z entre le Frontalis et Latéralis. 
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-Pas de rotation autour de l'axe y entre le Frontaiis et l'axialis. 

Ce logiciel nous a permis d'acquérir l'expérience de l'opération d'orthogonalisation par 
une utilisation systématique de la part des orthodontistes . Les résultats obtenus 
permettent d'envisager pour l'avenir l'écriture d'un logiciel capable de pratiquer 
automatiquement ces opérations d'orthogonalisation sans aucune intervention manuelle . 

Il reste une étape importante à réaliser à la suite de l'orthogonalisation, c'est l'étape 
d'étalonnage . 

Pour effectuer des calculs de distances sur les vues précédemment mémorisées il faut 
établir une correspondance entre les distances mesurées sur l'écran en nombre de pixels 
et les distances réelles entre les objets ( les radiographies représentent les projections du 
crâne en vraie grandeur ) . 

Pour effectuer cet étalonnage on fait la numérisation d'une échelle graduée en 
millimètres et disposée sous la caméra . Par pointage sur l'écran à l'aide de la souris 
d'une distance quelconque sur cette échelle on convertit automatiquement le nombre de 
pixels par centimètre dans la direction verticale . 
Les clichés étant orthogonalisés et étalonnés, nous allons présenter un certain nombre 
d'utilitaires que nous avons développés et mis à la disposition de l'utilisateur pour 
compléter le dossier d'étude de son patient . 
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2-REPERAGE DE POINTS ANATOMIQUES . 
Lors de l'étude d'un patient les orthodontistes ont besoin d'effectuer un certain nombre 
de repérages de tracés et de mesures, à partir des différents clichés . En particulier 
l'utilisateur doit pouvoir : 

-Visualiser un cliché quelconque dont l'image et prétraitée ou non . 
-Repérer et ou tracer un point anatomique particulier . Le tracé du point sur deux ou 
trois vues doit être reporté automatiquement dans la troisième vue . 
-Tracer un segment repéré par ses extrémités . 
-Tracer sur un cliché un segment passant par un point et tangent au contour d'un objet . 

-Effacer un point ou un segment . 
-Effectuer les tracés des points et des segments dans un ordre indifférent . 

-Mesurer des distances entre deux points dans l'espace. 

-Mesurer l'angle que font deux segments quelconques . 

-Représenter en trois dimensions les tracés effectués avec possibilité :d'agrandissement, 
de réduction, de rotation, de translation,..,. 

-Les fonctionnalités ont été organisées conformément au graphe de la figure 15 . 

Le logiciel intéractif correspondant ne présente pas d'originalités particulières, hormis : 

-Une organisation et un partitionnement en fonctions élémentaires en suivant des régles 
de conception d'atelier de génie logiciel qui permet une maintenance plus aisée . 
-Quelques solutions techniques que nous décrivons brièvement en annexe 1 en ce qui 
concerne notamment : 
-->Le tracé des segments et des points en surimpression sur l'écran image sans 
destruction de l'information . En effet le numériseur utilisé ne permet pas de 
surimpression graphique sur des images acquises . 
-->Le rehaussement des images des clichés pour permettre une visualisation plus aisée 
des points anatomiques . 

Les figures 16 illustrent le résultat du rehaussement d'une radiographie à l'aide de  la 
formule de Wallis [Prat 781 qui s'énonce ( voir annexe 2 ) : 

Pour le logiciel que nous avons mis au point nous avons choisi des valeurs standard de : 
a = 0 , 5  A=lO md=160 ad=70 

le médecin a donc le choix entre plusieurs outils de prétraitement mis à sa disposition . 
Nous allons utiliser ces fonctionnalités pour réaliser des mesures de volume dans le 
chapitre suivant . 



VISUALISATION VISUALISATION 
SUR L'ECRAN SUR L'ECRAN 
DU MONITEUR DU MONITEUR 
GRAPHIQUE 
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Figure 16 : rehaussement des clichés et tracé de trièdres 
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3-CALCUL DE VOLUME,ET DE SURFACE 

Nous allons passer en revue dans ce chapitre les méthodes classiques de calcul de volume 
et de surface Nous décrirons les limites de ces méthodes et des moyens pour accélérer 
leur calcul. 

3-1-Le calcul de surface plane parallèle au plan de visualisation. 

La surface plane à calculer est tracée à l'aide de la souris sur i'un des clichés . 
Connaissant la surface d'un pixel ( obtenu lors de  la phase d'étalonnage ) et le nombre de 
pixels contenu dans la surface, on en déduit la valeur de la .surface . La méthode utilisée 
pour connaître le nombre de pixels à l'intérieur du contour est basée sur l'algorithme de 
Smith [Smit 791 . 

3-2-Le Calcul de volume par la méthode des voxels 

Le calcul de volume peut s'effectuer dans notre cas à partir des contours de ses 
projections prises sous trois incidences orthogonales. La méthode utilisée est une méthode 
dérivée de la description volumique d'un objet : la méthode des voxels. 

Connaissant le volume d'un voxel, on va déterminer le nombre de voxels appartenant au 
volume que l'on veut calculer. Pour ce faire on va projeter chaque voxel sur les plans des 
contours. On décidera alors de I'appartenance du voxel au volume si ses trois projections 
appartiennent aux trois contours projetés. 

La méthode des voxels comporte trois inconvénients majeurs : 

-Des calculs importants . 

-Un manque de précision sur la valeur du volume réel étant donné le faible nombre de 
projections . L'estimation de la précision a été décrite dans le chapitre quatre sur la 
reconstruction par la méthode des voxels. 

-Une durée de calcul importante 
Cette durée de calcul est due au fait qu'il faut parcourir plusieurs fois le tableau de 
coordonnées des points du contour . On peut la réduire en augmentant la taille du voxel 
au détriment de la précision et en effectuant un tri préalable de ces données de façon à 
regrouper celles qui ont des coordonnées communes, associé à une recherche 
dichotomique des points du contour . 
Cependant cette recherche demeure lente et co0teuse . Nous avons préféré mettre au 
point un technique statistique qui exploite la méthode de Monté Carlo, qui à notre 
connaissance ne semble pas encore avoir été utilisée pour cette application . 

3-3-Le calcul du volume par MONTE CARLO [ Brez 881 

Dans le calcul du volume par Monte Carlo on génère de façon aléatoire les coordonnées 
des voxels. On teste alors I'appartenance au volume recherché de chaque voxel généré . 
Connaissant le nombre Nv de voxels générés dans le volume de référence Vr (volume 
contenant le volume recherché), et le nombre No de voxels générés appartenant à l'objet 
on en déduit le volume Vo approximatif de l'objet par la relation : Vo =(No/Nv ) Vr . 

Le générateur de nombres aléatoires doit avoir une densité de probabilité uniforme . On 
considérera tous les points du volume élémentaire comme équiprobables . La génération 
de nombres aléatoires est basée sur la conversion numérique d'un compteur bouclé . Le 
code binaire qui décrit le bouclage a un polyn6me associé primitif . Il en résulte, que le 
compteur décrit cycliquement la liste des 2" codes binaires de n bits et la probabilité 
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d'apparition de chaque mot code est la même . La densité de probabilité des nombres 
aléatoires générés est donc en principe uniforme .. 

Soit une variable aleatoire de moyenne X et d'écart type a, on veut calculer 
expérimentalement une valeur approchée X de K ainsi que de a . Pour cela on effectue 
un certain nombre d'expériences, chacune d'elles nous fournissant une réalisation xi 
de la variable aléatoire x. 

Le problème qui se pose est le suivant : comment estimer X et o à partir de n 
réalisations xl, x2, x3, xq, ..... xn de la variable aléatoire x 

Soit X la moyenne arithmétique (ou moyenne estimée) de l'échantillon (xl ,  x2, x3, 
x4,.,..xn ) , 0" a : n 

;Z = ( l/n 1 . x xi  
i =l - 

Y x est elle même une variable aléatoire car sa valeur change de façon aléatoire lorsque 
l'on change d'échantillon statistique . Exprimons la moyenne de x : 

n - - 
On a E ~ X )  = l/n . C x = x on a un estimateur non biaisé 

i =1 

2 2 n 
2 de même o = l/n . = c/n 2 - 

X i =l 

Lorsque n est grand ( le nombre d'expériences ) l'écart type de T est inférieur à l'écart 
type d'une réalisation xi . On démontre (inégalité de Bienaymé Chebyshev ) que : 
p r ( I ' X - x l > a .  u r n  a est un nombre quelconque . 
x est donc une bonne approximation de x, on en déduit qu'il est fort probable que :% 
appartient à [ X - a ( a/ Vin ), X + a ( o/ fin) ] . 
Plus n est grand, meilleure est l'approximation de X . Etudions maintenant 
l'approximation de u2 . Posons : 

n 

S: = î/n . ( xi- Z l2 
i = 1  

On a E( ~ 2 )  = a2 
On ne peut utiliser cette formule que si l'on connaît exactement Y . On remplace donc Y 
par X dans cette formule : 

La relation 2) est une approximation par défaut de la relation 1) . Pour palier à cet 
inconvénient on peut diviser par n-1 au lieu de n . D'ou 

" 2 
n 

S2 = n/n- 1 . [ E(xi2) - x 1 avec E(xi21 = 1 /n C xi2 
1=1 

S ainsi calculée est une variable aléatoire et sa moyenne est égale à u2 . 
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On choisit une variable tout ou rien . Soit xi une expérience, xi = 1 si le voxel appartient 
au volume, sinon xi = O . on peut calculer le volume statistique à partir de la moyenne 
arithmétique X de l'échantillon statistique (xl,  x2, ...., xn) . Ce volume est égal au rapport 
entre le nombre de valeurs xi égales à 1 et le nombre total de xi . On suppose le volume 
de référence égal B l'unité . 
l'approximation du volume sera d'autant meilleure que la taille de l'échantillon statistique 
sera plus grande . 
Lorsque l'on renouvelle le calcul plusieurs fois sur une série d'expérience Xi 
d'échantillon (xl, x2, ....., xn) de même taille on constate que Y est elle même une 
variable aléatoire, et  l'écart type de la moyenne de cette VA est selon le calcul précédent, 
quand le nombre N d'expériences est grand, beaucoup plus petit que celui d'une 
expérience unique . 

Nous avons d'abord testé les méthodes sur une figure géométrique tracée à la main. Cette 
figure est un cube. 

Figure 16 : cube 

La méthode par les voxels nous donne : 816 voxels comptés 
Dans la méthode par Monté carlo, pour un volume élémentaire de 1000, on génère 500 
coordonnées aléatoirement . On compte alors 398 voxels appartenant au volume . Le 
volume par Monté carlo nous donne V= (398/500) 1000 = 796 . soit un pourcentage 
d'erreur par rapport à la méthode des voxels de : 
Erreur = (( 816 - 796 ) / 816 ) 100 = 2.45 %. 
La durée de calcul, sur un micro-ordinateur 286-16Mhz, est de l'ordre de 4 secondes par 
la méthode des voxels . Elle est inférieure à la seconde par la méthode de Monté carlo 

Autre exemple . 
La méthode par les voxels nous donne : 5348 voxels comptés 
Dans la méthode par Monté carlo pour un volume élémentaire de 8000, on génère 500 
coordonnées aléatoirement . On compte alors 324 voxels appartenant au volume . Le 
volume par Monté carlo nous donne V= (324/500) 8000 = 5184 . soit un pourcentage 
d'erreur par rapport à la méthode des voxels de : 
Erreur = (( 5348 - 5184 ) / 5348 ) 100 = 3,08 Yo. 
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La durée de calcul est de l'ordre de 13 secondes par la méthode des voxels . Elle est 
inférieure a 3 secondes par la méthode de Monté car10 
Nous avons ensuite appliqué cette méthode pour des volumes relevés à partir de deux 
clichés, les résultats sont donnés figure 17 ). 

Figure 17 : quelques résultats 
Le volume estimé par la méthode des voxels est de l'ordre de 0,86cm3 pour une durée de 
2,40 minutes, par contre la méthode de Monté Carlo donne un volume de l'ordre de 
0,821cm3 pour une durée d'environ 40 secondes 
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Les résultats obtenus par Monté car10 nous permettent d'avoir un bon ordre de grandeur 
du volume recherché, pour une durée de calcul environ 4 fois plus faible que pour les 
voxels . 
La croissance de la mâchoire chez l'enfant s'effectue dans les trois dimensions . Il est 
difficile d'apprécier i'évolution de la croissance à partir de ces trois seules projections . 
On envisage dans le chapitre suivant de reconstruire un certain nombre de dents en trois 
dimensions pour permettre une meilleure analyse qualitative de la déformation de la 
mâchoire au cours de la croissance . 
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4-RECONSTRUCTION 3D d'ELEMENTS DE LA MACHOIRE 

L'information dont on dispose est un ensemble de trois clichés radiographiques du crâne. 
L'objet 3D est alors défini par des images 2D , et il s'agit de le reconstruire en trois 
dimensions . 
Dans ce chapitre nous allons essayer d'exposer la démarche et les conclusions qui nous 
ont amené à choisir la méthode de reconstruction que nous avons développée . 

Dans notre cas , on dispose de projections de la dent prise sous trois incidences " pseudo 
orthogonale " : une vue de face , une vue de profil et une vue de dessous . Nous avons 
développé, dans un premier temps, le cas de la reconstruction des dents de la machoire . 
Ensuite nous avons appliqué la méthode sur le cas d'autres volumes . 
La première idée a consisté à utiliser la primitive voxel pour la reconstruction, puis en 
raison des résultats obtenus nous avons choisi l'hypothèse de la forme elliptique souvent 
rencontrée dans les applications biomédicales . Finalement en comparant ces deux 
méthodes nous avons décidé de reconstruire les dents en s'appuyant sur un modélé 

Nous allons reprendre ces différentes étapes . 

4-2-Reconstruction par la méthode des voxels . 
On définit un volume de base, contenant la dent à reconstruire, que l'on divise en 
volumes élémentaires : les voxels . Pour la reconstruction on utilise une technique 
analogue à celle du calcul du volume .On décidera qu'un voxel appartient au volume de 
la dent si ses projections appartiennent aux projections de la dent . Dans ce cas on 
enregistre ses coordonnées. 

Néanmoins une telle méthode demande un grand nombre de projections pour avoir une 
représentation assez fidèle . Dans notre cas, nous disposons de trois projections et la 
reconstruction ne peut se faire que conformément à la technique illustrée par la figure 
18. 

Trois projections A 7 Z  

Figure 18 : contours définis sur les trois projections . 
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-Dans la méthode par les voxels le coût des algorithmes est très élevé, il dépend de la 
précision désirée . la précision évolue comme la taille de l'objet et la taille mémoire varie 
proportionnellement au cube de la taille de l'objet . Cependant la suggestion de la taille 
mémoire tend à s'estomper au fur et à mesure que la maîtrise de la technologie progresse 
et permet des tailles mémoires de plus en plus importantes . Entre 1982 et 1992 la taille 
mémoire des micro-ordinateur très courants a chaque année doublé et le coût du Moctet 
a été réduit de moitié environ . En 1991 la taille mémoire moyenne est de 32Moctets, le 
coût du Moctet est égal au prix de 42Kg de pain . 

Souvent il existe un effet de superposition des dents sur le cliché axialis et  il arrive que 
l'on ne puisse pas attribuer un profil à la dent à reconstruire . Dans ce cas, compte tenu 
que pour les dents il est très difficile d'exploiter la notion de densité, il faut se donner à 
priori une forme de section . La forme de la section qui ressemble le plus à celle d'une 
canine ou d'une incisive est une ellipse . Cette forme elliptique est souvent employée 
dans les applications biomédicales . 

4-3-Reconstruction par la méthode des ellipses . 
Nous sommes parti de ce constat pour effectuer une reconstruction d'une dent dont ies 
contours sont réguliers. 
Le principe de la reconstruction consiste simplement pour diverses ordonnées y à inscrire 
une ellipse d'équation x2/b2 + Y*/,* = 1 dans le rectangle de dimension 2a,2b défini par 
les lignes de rappel issues des deux projections (fig 19 ) . 

Projections connues 

figure 19 : reconstruction par la méthode des ellipses 

-Dans le cas de la méthode par les ellipses le problème de l'espace mémoire ne se pose 
pas. 

L'hypothèse de la forme elliptique n'est vraie que pour certaines dents (incisives, 
canines). Elle n'apporte pas de solution globale mais elle permet de résoudre une partie 
du problème . 

Remarque. 

Dans le cas de la méthode des voxels ou de celle des ellipses il reste une zone que l'on ne 
' pourra d'écrire par manque d'informations (fig 20) . Si la dent peut être supposée 

"symétrique " la difficulté est résolue. 
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Projections connues 

Figure 20 : 
4-4-Expérimentation . 

Nous présentons un certain nombre de reconstructions de dents à i'aide de la méthode 
des ellipses ( fig 21 ) et nous donnons la durée de chaque opération. . 
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Figure 21 : exemples de reconstructions à l'aide de la méthode des ellipses. 

4-5-conclusio~i sur la reconstruction par les sections elliptiques 

La méthode de reconstruction à I'aide des ellipses est une méthode simpliste . Elle offre 
; cependant l'avantage de donner un rendu réaliste à peu près satisfaisant pour les incisives 

et les canines . Par contre ce n'est pas une méthode rigoureuse et nous avons décidé de 
, développer une étude de reconstruction qui utilise un modèle . 

Par ailleurs nous avons crée un certain nombre d'utilitaires qui offrent à l'utilisateur la 
possibilité de visualiser plusieurs dents et les repères anatomiques ( trièdres ) associés, et 
ceux ci sous diverses incidences . 
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Le modèle que nous avons utilisé est une dent extraite d'un dentier modèle et représentée par 
une succession de tranches parallèles . On va ramener le problème de la reconstruction 3D, à 
celui d'une suite de reconstructions 2D. 

Chaque coupe du modèle définie à une altitude donnée est supposée avoir une dimension 
nominale . Le principe de la reconstruction consiste à modifier la taille de la coupe modèle 
pour que ses projections coïncident aux projections de la coupe correspondante de la dent 
vraie visible sur les clichés orthogonaux . 

Le premier problème consiste à trouver une solution simple qui permette d'extrapoler les 
courbes de densités de la surface recherchée à partir d'un modèle et de ses courbes de 
densi tés. 

5- 1 -Methode proposée 

Dans notre cas la source d'acquisition est une source rayon X ( fig 22) . En général à la 
traversée d'un objet homogène d'épaisseur x , le rayonnement monochromatique X est 
partiellement absorbé . Son intensité résultante est : 

Recep teur 

Emetteur 

1 = 1 exp (-PX) 
p : est le coefficient d'absorption linéaire. 
1 : est l'intensité de rayonnement au départ. 
x : épaisseur de l'objet . 

Dans certains cas on peut ( angiographie ) exploiter des profils dit de densités pour tenir 
compte de l'épaisseur de l'objet traversé par le rayonnement pour pratiquer une technique de 
reconstruction . 

Dans notre cas les objets se superposent sur les radiographies et on ne peut mettre en 
évidence les profils de densités d'un seul objet à la fois . 

Nous avons essayé de contourner cette difficulté en nous servant des profils de densité des 
coupes du modèle pour les modeler de telle sorte que leurs projections coïncident avec celles 
de l'objet réel . 
La technique que nous proposons a été baptisée technique d'extrapolation . 

5-1-1-Extrapolation des courbes de densité 

Soit une dent connue que l'on appelle modèle . On effectue une découpe de ce modèle en un 
ensemble de tranches parallèles . Chacune des sections fournit deux profils de densité(fig23) 
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z + 

Figure 23 : modèle et ses profils de densité . 

La seule information disponible à partir des clichés sont les contours de la dent réelle sous 
incidences orthogonales . L'opération d'extrapolation consiste a dilater ou comprimer la 
largeur et l'amplitude des courbes de densité de la dent modèle de façon a ce quelles 
correspondent aux contours de la dent réelle ( fig 24 ) . 

Profils du modèle 

Profils recherchés 
extrapolés 

Figure 24 : extrapolation des courbes de densité 

Considérons une section du modèle définie comme suit : 
Pour l'ordonnée Z=ZO la section Szo est décrite par la fonction f(xi,yj,zo) où xi,yj,zo sont des 
entiers . Xi appartient a [a,b] et yj appartient a [c'dl, a, b, C, d sont des entiers ( fig ) 

La fonction f(xi, yj, 20) prend la valeur 1 ou O suivant que le point de coordonnées ( x , ~ )  se 
trouve ou non à l'intérieur de la surface . 

On associe a cette la fonction la courbe de densité discrète suivant x : 
d 

F x ( x i , z o )  = C f  ( x i , y i , z o )  x i € [ a ,  b l  
yi = c  

Et la courbe de densité suivant y : 
b 

F y ( y i , z o )  = C f  ( x i , y i , z o )  y i  ~ [ c ,  d l  
xi =a 

Soient [a',b'] et [c'.d'] les limites extrêmes de la section droite de la dent réelle sur les axes ox 
et oy . 
On reconstruit les profils de densité F'x(xi,zo) et F'y(yj,zo) de la dent réelle a partir de ceux 
de la dent modèle . 
Pour cela on effectue une opération dite d'extrapolation qui consiste a enlever ou a ajouter 
des échantillons sur les profils de densité du modèle suivant que les limites du contour de la 
dent réelle sont supérieures ou inférieures à celles du modèle . 
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Le nombre de raies à ajouter ou à enlever sur les profils du modèle est égal à [(b-a)-(b'-a')l 
sur Fx(xi,zo) et à I(c-d)-(c'-d')l sur Fy(yj,zo) . 
OM suppose en première approximation que la densité de probabilité de ressemblance, entre la 
forme du modèle et celle de la dent réelle, décroît depuis le barycentre vers l'extrémité. 

Pour cette raison on choisit les échantillons à enlever ou à ajouter en les répartissant 
symétriquement sur les segments [a,b] et [c'dl en partant des extrémités et en allant vers le 
centre . 

On voit que cette méthode n'est valable que dans le cas où le modèle à une dimension voisine 
de l'objet réel . Sinon on peut fixer une loi de probabilité de ressemblance . Par exemple on 
peut supposer une loi linéaire croissante des bords vers le centre ou une loi gaussienne 
centrée sur le barycentre . On pondére alors le pas entre les raies à enlever ou ajouter 
proportionnellement à cette loi de probabilité . 
Nous n'avons développé que la première méthode parce quelle suffisait dans les cas 
rencontrés jusqu'à présent 

L'opération d'extrapolation comporte deux étapes . L'étape de modification du nombre 
d'échantillons et l'étape de modification de l'amplitude de ces échantillons . 

Nous allons donner les détails de la lère étape de l'opération d'extrapolation à l'aide d'un 
exemple en considérant le cas où le contour du modèle est plus grand que le contour de la 
dent réelle, et ceux de la 2eme étape dans le cas où le modèle est plus petit que le contour de 
la dent réelle . 

5-1-2-Cas du contour du modèle plus grand que le contour de l'objet réel . 
les calculs vont être effectués en considérant le profil de densité suivant x 

soit le profil de densité suivant x de la dent modèle à z=zo et [ a',b'] l'excursion du contour 
de la dent réelle (fig 25) 

Profil du modéle 
I 

Contour de la dent 

réelle 

I - I 1 r 1 

a r  2 s  4 5 6 +  8 9  a' 
.ex C U P ~ S I O ~  

b' 
Figure 25 : données de départ ' P 

Le nombre de raies du profil du modèle est par exemple égal à 10 . 
le nombre de raies du profil de la dent réelle est inconnu, mais l'excursion est par exemple 
égale à 6. 

l'algorithme d'extrapolation est le suivant : 

-a)Chercher le nombre de raies à enlever . 
Le nombre de raies à enlever est donné par : 
nombre = nbre raies modèle - nbre raies possibles contour dent réelle = 4 

-b)Définir le pas sur le modèle pour choisir les raies à enlever 
Pas = Entier( O.S+nombre de raies du modèle/(le nombre de raies à enlever + 1 ) ) = 2 
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-c)Enlever 4 raies sur le modèle avec un pas de 2 . 

Pour ne pas déséquilibrer l'opération on commence de part et d'autre du modèle, et on assure 
ainsi une certaine symétrie du contour recherché . Dans le cas contraire la modification 
portera sur l'une des extrémités du modèle et le contour réel résultant n'aura plus la même 
forme que le modèle . 
La Ière étape d'extrapolation va permettre : 

-De conserver les raies les plus proches du centre de  gravité , qui sont celles dont l'existence 
est la plus probable . 

-d'éliminer les raies e.xtr&mes les moins probables . Profil du  modéle 

Le résultat est donné figure 26 . 
Raies supprimées 

Excursion du Contour 

a.' 

Profil de la dent 

cd) O 4 2 2 4 stbt) 
Figure 26 : résultat de l'extrapolation . 

En pratique le pas est généralement toujours supérieur ou égal à deux . Dans le cas où il est 
égal à un ( cas extrême ) le contour réel est alors très proche du modèle et le nombre de raies 
à modifier est toujours égal à deux . 

Remarque . 
Dans le cas ou le nombre de raies à modifier est impair. pour respecter le principe de 
s.vnzétrie de l'opération d'extrapolation on rt'ertlèvera ou n'ajoutera que le nombre pair 
immédiatement inférieur au nombre de raies calculé . 

5-1-3-Modification de l'amplitude . 
Nous avons présenté la technique nous permettant de modifier la largeur des courbes de 
densité nous allons maintenant aborder le problème de l'amplitude de ces raies. 

Lorsque l'on modifie la courbe de densité en largeur (augmentation ou réduction du nombre 
d'échantillons) la modification sur l'amplitude ne suit pas forcément la même loi il faut donc 
aussi réajuster l'amplitude des raies pour garder une certaine homogénéité entre la largeur et 
la hauteur. 

Nous avons donc défini wz facteur multiplicatif correctif K . Ce facteur va. de la même 
manière, augmenter ou réduire l'amplitude des raies en s'appu.vant toujours sur le modkle . 

Dans le cas ou le contour de l'objet réel est supérieur au modèle, le facteur Kx est donné 
par: Kx = ( b' - a' / b - a ) . 
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Où (b'- a') représente la largeur de la courbe de densité du contour réel et (b-a) représente 
la largeur de la courbe de densité du contour réel 

Dans le cas ou le contour est inférieur au modèle Kx est donné par Kx = ( b - a / b' - a' ): 

Le même raisonnement s'applique pour le profil de densité suivant y 

5-1-3-1-Exemple 

Cas du contour du modèle plus petit que le contour de l'objet réel . 

Le nombre de raies du profil du modèle est par exemple égal à 6 . 

Le nombre de raies du profil de la dent recherchée est inconnu, mais l'excursion est par 
exemple égale à 10 . 

L'algorithme est le suivant : 

-a)Chercher le nombre de raies à ajouter : 
Le nombre de raies à ajouter est donné par : 
nombre = nbre raies modèle - nbre raies possibles contour dent réelle = 4 

-b)Définir le pas sur le contour pour ajouter les raies . 
pas = Entier ( 0.5 + (nombre de raies du modèle / nombre de raies à ajouter + 1 ) ) + 1 = 2 

Ajouter 4 raies sur le contour avec un pas de 2 . 
On procédera de manière symétrique de la même façon que précédemment, pour ne pas 
déséquilibrer le contour recherché ( fig 27 ). L'information supplémentaire va être localisée 
sur les extrémités du contour ,lieu où la probabilité d'existence d'une raies est la plus faible , 
donc l'erreur sera minimisée. 

Profil du modéle 

h 0 7 8 3 4 s  ct' b' 

Raies ajoutées 

11'9 i I I réelle 
Contour de la dent 

l 
I I 1 # I ; J 

I 1 

0 4 % 3 4 S 6 3 8 3  

figure 27 : ajout de raies 

Il suffit ensuite de compléter le contour à l'aide du modèle en commençant par le barycentre 
et en s'éloignant vers les extrémités. ( fig 28 ) 
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Profil du modéle - 1  , 

Figure 28 

Profil de la dent 
résultat 

résultat final 

Les raies que l'on ajoute ont une amplitude qui va dépendre de leur voisinage immédiat . 
Dans ce cas en première approximation on affectera à l'amplitude de ces raies la valeur 
moyenne des amplitudes des raies qui les encadrent . 
Soit : A'x'~ = (Axi-1 + Axi) / 2 ( fig 29 ) : 

Amplitude des raies 
Profil du modéle 

I 
1 l 8&-, Amplitude des raies 

du profil de la section 

trouvée 1 

Figure 29 : modification de l'amplitude d'une raie 

L'opération finale consiste à moduler l'ensemble des amplitudes du contour par le facteur K 
précédemment défini, d'où dans notre exemple : Kx = 10 / 6 = 5/3 ( fig 30) 

Reinarque. 

Dans le cas ou le nombre de raies, du contour de la dent réelle, à ajouter est égal au nombre 
de raies du modèle, on se trouve dans la configuration suivante où deux raies du contour de 
la dent réelle à modifier sont adjacentes ( fig 31 ) . 

Raies adjacentes , pi 1 
Figure 31 : raies adjacentes 

On ne peut en première approximation attribuer une amplitude à ces raies . 

On propose alors dans ce cas de figure de forcer I'amplitude de la raie du contour de la dent 
réelle d'abscisse . ~ ' ~ = i  (respectivemeizt x'i +l=i +1) à la valeur de l'amplitude connue de la raie 
d'abscisse x ' ~ ,  =i- 1 ( respectivenzent x'i+pi+2 ) et 1' autre raie d'abscisse ~ ' ~ + ~ = i + l  ( 

respectivement xJi=i ) est obtenue de la manière classique : 
A ' x ' ~ + ~  = (AxJi+ A1x'i+2 ) / 2 ( respectivenzent A 'x '~  = (A'x'i-1 + A'x9i+l ) / 2 ) ( f i g  

33) 



Chapitre 5 : Extrapolation des profils de densité 

Amplitude des raies 
du profil de la dent réelle 

Figure 33 : résultat 

5-1-4-Considération sur le bruit 

Jusqu'à présent nous n'avons pas tenu compte de la présence du bruit . Généralement le bruit 
sur les radiographies est dû en majorité : 

-Au faible contraste entre les différents objets et à leur superposition . 

- A  la qualité de la numérisation 

-Aux erreurs de quantification., . 
-A la segmentation ...... 

Toutes ces erreurs vont se répercuter dans la phase de segmentation où les contours seront 
détectés avec une erreur e. Cette erreur permet d'encadrer le contour réel par deux sous 
contours distants de E ( fig 34 ) 

C : Contour de la dent réelle 
Contour d'encadrement 

Figure 34 : contour réel 

On peut alors associer à cet encadrement une infinité de contours qui vont donner une 
infinité de courbes de densité possibles . De la même façon la méthode d'extrapolation 
proposée engendre des erreurs sur les courbes de densités résultantes . Ces courbes de 
densités peuvent être considérés comme une solution possible parmi l'ensemble des solutions 
qui correspondent au contours appartenant à [ C- &/2 , C + &/2 ] 

Si on suppose un bruit poissonnien [Yang 891 [Slum 821 chaque point des deux profils de 
densité est encadré par une limite inférieure et une limite supérieure . On peut encadrer 
chaque profil de densité par deux courbes( fig 35) d'abscisses à l'origine situées a xi -fi; et 
xi +Ki et d'amplitude A +fi et A -fi . 
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Figure 35 : encadrement d'un profil de densité 

Les courbes de densité extrapolées conviendront pour la reconstruction si elles sont comprises 
dans l'intervalle défini par la limite inférieure et la limite supérieure . 

Pour cette reconstruction le contour réel est inconnu, donc on ne connaît pas l'excursion 
maximale et minimale des courbes de densité réelles . 

Mais nous avons utilisé un autre critère pour valider les profils de densité extrapolés . En 
effet, pour que la reconstruction soit possible il faut qu'il existe entre les deux courbes de 
densités extrapolées suivant x et suivant y une différence de surface relative inférieure à 
30%. 

Lorsque les deux courbes de densité ont des surfaces égales on dit qu'elles sont compatibles . 

Pour réaliser notre reconstruction, nous avons choisi un méthode parmi celles qiti la 
permettre lorsque les profils de densité sont bruités ( non compatibles) . 
Dans le chapitre suivant nous faisons une étude critique des différentes méthodes de 
reconstruction et nous choisissons celle qui convient le mieux aux contraintes que nous nous 
sommes fixées . 
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6-RECONSTRUCTION D'UNE SURFACE A PARTIR DE SES COURBES DE DENSITE - 

6- l-Introduction 

En générai pour avoir une bonne reconstruction il faut disposer d'un grand nombre de 
projections . Les algorithmes sont dors compliqués et les coQts de calculs tr&s importants . Il est montré que si l'on s'intéresse aux objets sous leur aspect binaire, le problème de 
la reconstruction peut alors être simplifié et seulement quelques projections orthogonales 
sont suffisantes pour obtenir une bonne reconstruction approximative . 
Malheureusement il n'y a pas de solution unique dans ce genre de problbme, il est 
nécessaire d'introduire certaines hypothèses pour réduire I'ambigOité apportée par le 
modèle binaire . Suivant le type d'hypothèse utilisée, les méthodes de reconstruction sont 
divisées en deux classes 

1)Les méthodes de reconstructions directes utilisant les hypothèses sur la forme de la 
section elle-mtme. 

2)Les méthodes de reconstruction indirectes faisant appel aux informations supposées 
connues à priori ou aux modèles préd0terminés en considérant les bases physiologiques. 

Nous allons rappeler le principe d'un certain nombre d'algorithmes pour justifier le choix 
de la solution que nous avons adoptée, en ce qui concerne la reconstruction en 2D de la 
dentition . 

6-1 - 1 -MBthodes de reconstruction directes 

La, connaissance a priori la plus couramment utilisée et la plus triviale, est 
I'a&\proximation de la symétrie géométrie, de la section de l'objet à reconstruire. 

6-l-l-l-Methode de Shi-Kuo Chang et C.K Chow [Chan 731 

Dans cette méthode on suppose chaque tranche reconstruire convexe et symétrique. Le 
contour d'une surface convexe et symétrique, peut être déterminé par deux projections et 
une partie du contour. Nous allons décrire la méthode de reconstruction à partir de 
l'exemple figure 36 qui représente deux contours symétriques par rapport à l'origine . 

Figure 36 : méthode de Chang et Chow 
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On suppose a l  connue, l'objet convexe et symétrique et on dispose des courbes de 
densité. On déduit a2 de a l  par symétrie . On connaît alors 02 à partir de a l ,  Pl à 

partir de a2 utilisant les courbes de densité . On en déduit y1 à partir de a l  et P l ,  y2 à 
partir de or;? et P2 par les courbes de densité . En définitif le problème de la 

reconstruction est réduit au problème du choix de a l  . On va déterminer la forme et la 

position de a l  en effectuant une reconstruction pour chaque a l  . On choisira le a l  qui 
permet d'obtenir un objet convexe et symétrique dont les courbes de densité différent le 
moins possible des courbes initiales . 
Cette technique est simple mais très contraignante sur la forme de l'objet à reconstruire . 
Cependant elle a été utilisée pour la reconstruction du ventricule gauche . 

6-1-1-2-Méthode de la courbe médiane de Z.D.bai [bai 861 [Yang 891 

Si on considère une surface à reconstruire f(x,y,zo), la courbe médiane est l'ensemble des 
milieux de segments . Les segments sont définis comme l'ensemble des points de f(x,y,zo) 
à x fixé (fig 37) contenus à l'intérieur du contour (segment AB) . Connaissant la courbe 
médiane et l'un des deux profils de densité on reconstruit la surface . La technique de 
reconstruction est basée sur le calcul de la courbe médiane . On modélise la courbe 
médiane à partir d'un polynôme . Le calcul des coefficients du polynôme se fait de façon 
itérative . Pour chaque valeur de coefficient on reconstruit la surface à partir d'une 
courbe de densité . On calcule ensuite l'erreur quadratique entre la deuxième courbe de 
densité connue et celle calculée à partir de la surface reconstruite . On décide de la 
valeur des coefficients pour une erreur quadratique minimale . Cependant les contours de 
la surface à reconstruire doivent être réguliers et la courbe médiane doit croître ou 
décroître de façon monotone . Cette hypothèse permet de réduire l'ambigüité mais elle 
est très contraignante pour la surface à reconstruire . 

Section estimée- 

Courbe médiane 

Figure 37 : courbe médiane 

6-1-1 -3-Méthode par les ellipses de Pellot [Pell 901 

Dans cette méthode on suppose chaque section convexe, symétrique et de forme 
elliptique (ou mono elliptique au niveau de la bifurcation) . Le principe consiste à définir 
l'ellipse la mieux adaptée aux profils de densité correspondant à une altitude donnée dans 
le vaisseau et de rechercher, par optimisation suivant le critère des moindres carrés les 
coordonnées du centre de l'ellipse X Y grand axe A et petit axe B ainsi que l'orientation 
de l'ellipse E ( fig 38 ) 
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Egaiité des intCgralcs des profils : 
M2 

E C(Xi) = C L(Yj) 
I j=M 1 

NI x XO N2 
X 

Figure 38 : méthode des ellipses 

Les résultats obtenus exceptés au niveau de l'embranchement sont bons. 

6-  1 - 2 -Méthodes de reconstruction indirectes 

Elles consistent à considérer l'objet 3D comme l'empilement de multiples tranches 
transversales 2D, chacune des sections transversales fournissant deux profils de 
projections ID (profils de densité fig 39) . 

1 Rayon X 

Profil de densité 

Figure 39 : profils de densité 

Chaque section 2D est considérée comme une matrice binaire, La forme de l'objet est 
alors déterminée en la , reproduisant section par section . La reconstruction 
tridimensionnelle est réduite à de multiples reconstructions bidimensionnelles . 

Ces méthodes nécessitent la modélisation de l'objet, le modèle étant choisi à partir de 
connaissances à priori sur l'anatomie, la physiologie ou toute autre propriété 
morphologique de l'objet . 
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6- 1-2- 1 -L'algorithme de Onnasch et Heintzein [Onna 76, 781 

L'algorithme de Onnasch et Heintzen, développé pour la reconstruction du ventricule 
gauche ou droit, utilise comme modèle une base de données obtenue après les études sous 
les formes de différentes ventricules ou bien, la même section reconstruite dans la phase 
cardiaque précédente, combinée avec la section spatialement adjacente. L'ensemble des 
deux profils mesurés et le modèle choisi produisent une matrice de probabilité à partir de 
laquelle la matrice binaire est dérivée de telle façon que les profils soient reproduits et 
que la matrice binaire soit la plus contigüe possible. 

6- 1 -2-3-L'algorithme de Slump et Gerbrands [Slum 821. 

Slump et Gerbrands ont proposé une autre méthode qui consiste a utiliser comme modèle 
binaire la section issue de la phase cardiaque précédente . Celle-ci est ensuite 
transformée en une matrice de coQts dont les valeurs des points sont calculées en 
fonction de la forme locale du contour de cette section . A partir de là, ils ont adopté un 
algorithme de flot maximal de coût minimal qui a pour but de maximiser la ressemblance 
entre la matrice à reconstruire et la section de la phase précédente en vue d'obtenir une 
solution optimale concernant ce modèle. Cette méthode donne normalement des résultats 
prometteurs si la section de la phase précédente du  modèle est valable . Ses points faibles 
résident dans la lourdeur de calcul, la nécessité d'une mémoire importante et la présence 
des éléments isolés après la reconstruction. 

6-1-2-4-L'algorithme de Pellot [Pell 901. 

L'algorithme de Pellot développé pour la reconstruction des bifurcations vasculaires dans 
le cas d'images angiographiques numérisées . Au lieu de chercher la ressemblance 
maximale avec un modèle, à partir d'une solution de départ choisie parmi l'ensemble des 
solutions possibles, correspondant au deux projections observées, on part d'un modèle 
idéaliste qui simule un vaisseau parfait . Cette solution initiale est un modèle qui ne 
respecte pas de façon obligatoire exactement les projections. Le modèle choisi est un 
cylindre généralisé, composé de sections elliptiques. La solution initiale est ensuite 
déformée par des transformations élémentaires (ajout, ou retrait d'un pixel , de contour à 
chaque itération ) pour approcher le plus possible des données observées. Cette solution 
proposée n'a pas encore été simulée à notre connaissance . Le critère d'optimisation 
(recuit simulé) consisterait à minimiser une fonctionnelle d'énergie, dans laquelle toutes 
les contraintes morphologiques et physiques peuvent être introduites. 

6-1-2-4-L'algorithme de YANG [Yang 891. 

L'algorithme de Yang utilise le principe de la recherche du flot maximal de coût 
minimal. Le modèle pour la reconstruction est la section précédente reconstruite . Dans 
cette approche on associe a chaque élément de la section un coût, qui traduit les 
contraintes de ressemblance avec la section adjacente précédemment reconstruite. Le 
processus d'optimisation consiste à minimiser le coût . L'inconvénient majeur est dû au 
fait du principe même de la méthode, (elle s'appuie sur la section précédente 
reconstruite) . Les erreurs commisent lors de la reconstruction d'une section se propagent 
aux suivantes. 

Après avoir passé en revue un certain nombre de méthodes de reconstruction, le choix de 
la méthode que nous allons utiliser va dépendre essentiellement des hypothèses de départ. 
Dans notre cas ces hypothèses sont : 

-Pas de symétrie particulière de l'objet à reconstruire . 

-Nous possédons des courbes de densité bruitées . 
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-Utilisation d'un modèle pour la reconstruction 

Pour ces raisons nous avons préféré une méthode de type indirecte . L'algorithme 
employé est celui de Slump repris par Yang . L'intérêt de cet algorithme réside dans le 
processus d'optimisation . Ce processus s'appuie sur une fonction de coût qui est obtenue 
à partir d'un modèle . L'originalité de notre approche est : 

-Dans l'application au cas de  clichés radiographiques . 

-Présentation d'une méthode qui permet d'obtenir les profils de densité par modelage d'un 
modèle de dent idéale . 

-Dpns l'utilisation d'un modèle vrai ( corttraireme~tt à ;Slump et Yang qui utilisaient pour 
modèle la section précédente ou la section appartenant à une autre phase cardiaque ). 

Dails l'utilisation de  la notion de graphe des écarts par la reconstruction d'objets à partir 
de ses courbes de  densité . 

-Proposer un exposé détaillé et didactique du développement de l'algorithme utilisé . En 
e f f e t  il est rare d e  trouver un exposé détaillé de  la  méthode de recortstruction appliquant 
la recherche opérationnelle . 

6-2-Présentation de l'algorithme de programmation. 

L'algorithme que nous utilisons est celui appliqué par Yang [Yang 891 et Slump[Slum 821. 
Pour une section binaire donnée, la solution initiale du processus- de reconstruction est 
une solution quelconque dans l'ensemble des solutions possibles, respectant les profils de 
densités du contour de la dent réelle à reconstruire. Cette solution possède un flot de 
capacités maximale, et elle est optimisée par petites modifications locales, en tenant 
compte des informations à priori sur la géométrie de la structure; Ces informations sont 
contenues dans une fonction de coût, qui traduit des contraintes de ressemblance avec la 
section correspondante du modèle (idéaliste) . Le processus d'optimisation consistant à 
minimiser le coût . 
Le problème se formule alors par la recherche du flot maximum a coût minimum dans 
un réseau orienté . 

L'algorithme de flot à coût minimum s'effectue en plusieurs étapes (fig 40). Ces étapes 
sont composées de plusieurs algorithmes, que nous allons présenter rapidement avant de 
les reprendre par la suite plus en détail . 

Suite à l'acquisition du modele, nous pouvons soit travailler avec les courbes de densité 
bruités ou non bruités ( extrapolés à partir du modèle ) . Le cas des profils de densité 
non bruités correspond en fait à un cas théorique et ce cas ne va servir qu'a valider les 
algorithmes mis au point . 

En effet connaissant parfaitement une surface on essaie de la reconstruire à partir 
seulement de ses courbes de densité et d'un modèle .En premier lieu on superpose les 
centres de gravité des profils de densité ( du modèle et de la surface réelle ), on calcule 
la fonction de coût à partir du modèle . Ensuite on cherche une solution de flot 
maximum qui respecte les contraintes de capacités des profils de densité, enfin à partir 
de la fonction de coût on optimise la solution . Le résultat obtenu est comparé à la 
surface de départ . On peut alors définir le degré de conformité entre la surface 
reconstruite et son original par la relation due à Chang et Shelton [Chan 711 . 
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Dans le cas de profils de densité bruités, qui correspondent à la réalité . La première 
étape consiste à extrapoler les profils de densité de la surface recherchée en s'appuyant 
sur un modèle . On superpose ensuite les centres de gravité des profils de densité ( du 
modèle et de la surface réelle ), et on calcule la fonction de coût à partir du modèle . On 
recherche une solution de départ à l'aide de l'algorithme de reconstruction approximative. 
On va faire tendre le flot de cette solution vers un flot estimé déduit à partir des courbes 
de densité bruités, ensuite on optimise la solution à l'aide de la fonction de coût 

Ces algorithmes sont empruntés à la théorie des graphes, et nécessitent au préalable 
quelques précisions, notamment sur la représentation d'une surface et de ses courbes de 
densité par un graphe. 

On considère un objet décomposé en une succession de sections parallèles. On connaît 
pour chaque section sa projection orthogonale . U n  objet 3D peut être représenté par une 
fonction f(x,y,z) qui prend les valeurs 1 ou O suivant que le point de coordonnée x,y,z se 
trouve ou non à l'intérieur de la surface. On définit alors les projections de l'objet par: 

Pour z=zo fixé Fx(x,zo) et Fy(y,zo) représente les profils de densité et f(x,y,z,) la surface 
à reconstruire. 

6-2-1-Ambigüité: description mathématique du problème. 

Soit une matrice (m , n) représentant f(x,y,zo) une section de l'objet . La matrice X est 
composée des éléments x(i,j) appartenant à [O , 11 . Les sommes des éléments de la ligne i 
et de la colonne j de X sont représentées respectivement par a(i) et b(j). Le problème de 
la reconstruction consiste à estimer les éléments x(i,j) de X à partir des équations : 

m z X ( i , j )  = a ( i )  i =  1, .  . . . . . .  ,m 
j =1 

n 

2 X ( i , j )  = b (  j )  j=l ,  . . . . . . . .  , n  

i  =l  

Où a(i) avec (i=l ..... n) représente Fx(x,zo) 
et b(j) avec ( j=l ,  .... m) représente Fy(y,zo) 
Il est évident que les équations précédentes ne sont pas indépendantes car: 
m n 
z a ( i )  = z b ( j )  

i =l j = l  

Ces relations traduisent l'égalité de la surface à reconstruire avec la surface des courbes 
de densité. 
Malheureusement le problème n'est pas déterminé ( fig 41 ) . 
somme des lignes 2 0 1 O 1 1 1 1 1 0 2 

somme des colonnes 1 3 3 4 1  
Figure 41 : ambigüité 

1 3 3 4 1  
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C'est-à-dire qu'il peut y avoir une solution, plusieurs solutions, ou aucune, car 
l'estimation de m * n variables x(i,j) de X appartenant à [ 0'1 ] se fait à partir de m+n-1 
équations indépendantes. 

D'ou l'intérgt d'introduire un critère de ressemblance (le modèle) dans le processus de 
reconstruction . Pour cela le processus d'optimisation va consister à minimiser une 
fonction de coût Z . Cette fonction de coût est donnée par : 

rn n 
z = C ~ C ( l . j ) . X ( l , j )  

i=1  j = 1  
(2) 

Où c(i,j) est un coefficient appelé le coQt que l'on associe à chaque élément x(i,j) de la 
matrice X . La matrice de coOt C est de même taille que X . Elle est composée des 
éléments c(i, j). 

Minimiser le coOt total dans Z c'est rechercher le maximum de ressemblance entre les 
équations (1) et la section à reconstruire . 

Lorsque l'on attribue des nombres entiers au coût, la résolution de (2) soumise aux 
contraintes (l) ,  devient un problème de programmation linéaire, ou encore un problème 
de transport de HITCHCOCK [Hit 411. Les algorithmes dans ce cas sont nombreux [Roy 
601 [Klei 67, 731 [Ford 56, 59, 621 [Fulk 59, 611 [Busa 611 [Benn 731 [Mino 861 [Gond 851 
[Rose 86 ] [Ribe 831 [Dant 601 [Floy 621 . 
Cependant, la restriction sur les variables appartenant à [0,1] permet de traiter ce 
problème comme celui du flot dans un réseau orienté. Nous allons pour cela rappeler 
certains concepts sur la théorie des flots dans un réseau orienté. 

6-2-2-Réseau 0rienté:introduction à la notion de graphe. 

Un graphe G consiste en un ensemble de noeuds [XI et d'arcs [U] connectés à ces 
noeuds ( fig 42 ) . 

Figure : 42 



Chapitre 6 : Choix de l'algorithme de reconstruction 

On utilise Xi pour qualifier les noeuds 1x1 et u(i,j) pour qualifier i'arc orienté )UI direct 
qui va du noeud Xi vers le noeud Xj  . Il y a dans le réseau deux sommets spéciaux , la 
source S et le puits T et deux ensembles de sommets intermédiaires . Le premier 
ensemble possède m sommets Xi (i-2, ......., n+l) la source S est connectée avec chacun de 
ses sommets . Le deuxième ensemble possede n sommets Xj (j=n+2, ......., m+n+l), chaque 
sommet est connecté au puits T . De plus il y a des arcs intermédiaires allant de chaque 
sommet du premier ensemble vers tous les sommets du second ensemble . 

On associe à chaque arc du graphe une capacité CU . Chaque arc peut transporter un flot 
cp ( nombre entier d'unité de flot, ici égale à 1 ) inférieur ou égal à la capacité qui lui est 
associée. On affecte également à chaque arc intermédiaire du réseau un coût c(i,j) . 

Les capacités des arcs issus de S allant vers les sommets Xi (i=2, ...., n+l) sont affectées 
aux sommes des lignes a(i) (i=l, ...., m) . Les capacités des arcs issus des sommets X j  
(j=n+2, ....., m+n+l) orientés vers le puits T sont affectées aux sommes des colonnes b(j) 
(j=l, ...., n) . Les capacités des arcs intermédiaires u(i,j) reliant le sommet Xi au sommet 
X j  sont mises à un . Ce qui traduit pour chaque arc u(i,j) la même probabilité d'exister . 
Les flux courants circulant sur les arcs intermédiaires ( valeur=O ou valeur=l) 
correspondent aux éléments de la matrice à reconstruire en question . 

Après ce bref rappel sur la notion de réseau orienté, nous allons aborder le problème des 
flots dans les graphes . 
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7-PROBLEMES DE FLOTS DANS LES GRAPHES : FLOT MAXIMUM. FLOT A COUT MINIMUM. 

7-1-Introduction : Les differents problèmes de flots dans les graphes. 

Un des exemples les plus classiques, et qui est à l'origine de la notion de flot dans un. 
graphe, est celui du courant électrique continu parcourant un réseau de dipole. L'intérêt 
actuel de la notion de flot provient du fait qu'elle permet la modélisation d'un nombre 
considérable de problèmes concrets; citons ici les  problèmes de traiiaport (routier, aérien, 
ferroviaire), des réseaux de communication, la gestion des stocks, les problèmes 
d'ordonnancement, d'affection de taches , etc. 

Nous allons rappeler comment il est possible d'utiliser la notion de flot pour résoudre le 
problème de reconstruction d'une matrice binaire qui passe par la recherche du chemin 
de coQt minimum pour lequel l'algorithme de Ford Fulkerson [Ford, Fulkerson 361 est 
bien adapté 

Considéront un graphe orienté connexe G = [ X,U ] comportant 1x1 sommets et IUI arcs . 
Un flot dans G est un vecteur à M composantes v = ((pl, 992, ........,(pu )t appartenant à 

( fig 43 ) 

Figure : 43 

Tel que, en tout sommet i appartenant à X de G, la première loi de Kirchoff soit 
vérifiée . soit : 

Où W+ indique l'ensemble des arcs entrants dans un sommet et W- indique l'ensemble 
des arcs sortants d'un sommet . 
Pour u appartenant à U, la composante u du vecteur (p. est appelée quantité de flot, ou 
flux sur l'arc u. 

La relation ( 1 )  exprime le fait que la somme des flux entrants en un sommet, est égale à 
la somme des flux sortants de ce sommet. (Loi de conservation du flot). 
Dans !e modèle le plus général, on associera à chaque arc u appartenant à U de G, 
l'entité représentée figure 44 

Figure 44 : 
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-un nombre CU >O, appelé borne supérieure de flux ou simplement capacité de l'arc u; 
-un nombre bu >O, appelé borne inférieure de flux sur l'arc u; 
-une fonction r u  (pu ) donnant le coOt de passage d'un flux de valeur pu sur l'arc u. 
Etant donné un flot pu dans G, le coût total associé sera défini par : 

Remarque 
La résolution du problème général du flot à coQt minimum consiste à trouver un flot pu 

qui minimise le coût total r(p) en satisfaisant aux contraintes de borne supérieure et 
inférieure de flux sur tous les arcs 

L'objectif de ce chapitre est de présenter des algorithmes efficaces permettant de 
résoudre les problèmes de flots suivants : 

-Le problème du flot maximum. 

-Le problème général du flot de coût minimum ( avec fonctions de coût linéaires ) . 

L'intérêt de cette présentation est qu'elle se fera à l'aide de la notion de graphe d'écart 
contrairement aux articles classiques qui utilisent essentiellement une notation matricielle . 
La présentation en sera plus didactique et nroins contraignante . 

-a) Le problème du flot maximum. 
On suppose dans ce cas que l'on a distingué deux sommets particuliers, le sommet S 
appelé source et le sommet T appelé puits reliés par un arc (t,s) appelé arc de retour 
auquel on affectera la valeur u = O (fig 45 ) 

Figure 45 : 

Chaque arc u appartenant à U autre que l'arc de retour est muni d'une capacité (borne 
supérieure de flux) cu>O et d'une borne inférieure de flux bu égale à O (bu=O). 
L'objectif consiste à maximiser la valeur du flux sur l'arc de retour . Ce problème peut 
être vu comme un cas particulier du modèle général où les coûts yu sont identiquement 
nuls sur tous les arcs intermédiaires ( soit tous les arcs intermédiaires équiprobables), sauf 
l'arc de retour sur lequel le coût est unitaire est donné par : y0 = -1 . 

-b)Le problème général du flot de coût minimum avec fonctions de coût linéaires. 

Dans ce problème les fonctions de coût y(pu) sont de la forme yu . ( p ~  où yu est le coût 
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de passage d'une unité de flux sur l'arc u (les coQts unitaires yu peuvent être de signe 
quelconque). 

7-2-Recherche d'un flot maximum dans un graphe: 

7-2- 1 -Principe de l'algorithme. 

Soit G=[X,U] un graphe orienté (fig 46) dans lequel chaque arc u appartenant U est 
d'une capacité cu>O, et de deux sommets particuliers S (source) et T (puits). 

Figure 46 : 

muni 

Soit GO=[X,U] le graphe (fig 47) déduit de G en rajoutant un arc (t,s) dont les extrémités 
initiale et terminale sont respectivement T et S . 

Figure 47 : 

On dit que le vecteur p.= (pl,  02, . . . . . . . ,vu )t, est un flot de S à T et de valeur 

(bg dans G si et seulement si le vecteur p'= (m, pl, . . . . . . . ,pu )t est un flot dans 

Go . Dans ce cas et uniquement dans ce cas pour le vecteur p.= (pl, pz, . . . . . . ,pu )t 
les lois de conservation aux noeuds sont vérifiées en tous les sommets de G, y compris 
aux sommets S et T où l'on a: 

C pu - - pu - - 
u E w+(S) u E w-(t) 

La quantité (po est appelée valeur du flot circulant entre S et T dans G . Le problème du  
flot maximum de S a T dans G muni des capacités CU (u appartenant à U) revient alors à 

déterminer un flot : p'= (m, pl, . . . . . . . ,pu )t dans Go vérifiant sur chaque arc de G 

les contraintes de capacités : O S v U  5 CU pour tout u = 1 ,............. U, et tel que la 
composante PO sur l'arc de retour (t,s) soit maximale. 
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Par définition, le graphe d'écart associé à un flot (p vérifiant les contraintes de bornes est 
le graphe G(cp) = [~,Ü(cp)] ayant le même ensemble de sommets G et dont Sensemble des 
arcs, Ü(cp ) est constitué de la façon suivante: 
A chaque arc u=(i,j) appartenant à U de G, on fait correspondre au plus deux arcs de 
G(v 1: 

u+ = ( i d  si O 4cpU <CU (pu peut être nul ) 

u- = (i,j) si O<cpu 5 CU (pu est différent de O ) . 
Autrement dit : 
-si il existe un arc non saturé dans G il lui correspondra u+ et u- dans G 
-si il existe dans G un arc u est tel que pU=O il ne lui correspondra qu'un seul arc u+ 
dans 
-si il existe dans G un arc u est tel que cpU=cu il ne lui correspondra qu'un seul arc u- 
dans G 
Chacun des arcs est muni d'une capacité ( capacité résiduelle ) égale a : 
CU - cpU > O pour l'arc u+ s'il existe . 
pu > 0 pour l'arc u' s'il existe . 

Le théorème suivant montre l'intérêt de la notion de graphe d'écart pour caractériser un 
flot de valeur maximale. 

Théorème 1: 
Soit cp un flot de S a T dans G, compatible avec les capacités CU , et soit G (cp ) le graphe 
d'écart associé a cp . 

Une conditiotr nécessaire el suffisattte pour que le flot cp soit rnaxinzum est qu'il n'existe 
pas de chentir1 de s h t dans G(cc) . C'est à dire qu'il rt'y u plus arcs rzott saturés (pu <CU) 

Autrement dit s'il existe au moins un arc non saturé dans G le flot p peut être augmenté 
car il n'est pas maximal . 

La notion de graphe d'écart ne permet pas seulement de vérifier i'optimalité d'une 
solution, elle suggère aussi une méthode pour améliorer une solution optimale . 

En effet, soit cp un flot de S a T dans G, de valeur cpo, qui ne vérifie pas la solution du 
théorème 1 , II existe alors un chemin P de S a T dans le graphe d'écart G(cpU), qui 
correspond sur G à une chaîne L joignant les deux sommets S et T. 

Par définition du graphe d'écart : 
Si la chaîne L, parcourue de S vers T dans G, emprunte un arc u=(i.j) dans le sens direct 
dans G, alors nécessairement pu < C U . .  

Si elle emprunte un arc u=(i,j) dans le sens inverse dans G (de j vers i, c'est à dire 
sortant du sommet j) alors nécessairement cpu >O. 

Notons L+ l'ensemble des arcs de L parcourus dans le sens direct, et L' l'ensemble des 
arcs de L parcourus dans le sens inverse. 
Pour E > O suffisamment petit ( E étant la capacité du chemin P ), effectuons alors les 
transformations: 
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p', = cpU+ E , pour u appartenant à L+ 

cp9, = <pu - E , pour u appartenant à L- 

Ces transformations préservent les conditions de conservation du flot en chaque sommet 
autre que S et T. Par ailleurs, pour les sommets S et T , on a : 

Ce qui montre que la valeur du flot (le flux sur l'arc de retour) a été augmentée de E 

On déduit alors directement de ce qui précède un algorithme de résolution pour le 
problème du flot maximum . 

-a)Initialisations t = 0. 
Partir d'un graphe G(cp) initial qui est compatible avec les contraintes de capacités 
maximales ( <pu < CU sur chaque noeud du graphe ) 

sinon on peut partir d'un graphe G de flot initial nul p0 = ( 0,0,0 ..... 0) 

-b)Construction du graphe d'écart G( cp ) à partir de G( p ) . 
-Si cp, c CU dans G, on fera correspondre dans G deux arcs telsque 

u+ = (i,j) et on lui associe la capacité CU - <pu > O . 
u = ( i )  et on lui associe la capacité 9, > O 

-Si <pu = O dans G, on fera correspondre dans G, u+ = (i,j) . 

-Si <pu = CU dans G, on fera correspondre dans G, u- = (i,j) . 

c)Teration courante t :Rechercher un chemin de S à T dans le graphe d'écart G(pt ) 
- S'il n'en n'existe pas . alors fin . Le flot pt est maximum 

-S'il en existe, soit pt un tel chemin on augmente la valeur du flot dans G ( flux sur 
l'arc de retour ) de E . 

d)Changement de flot 
-Soit E la capacité du chemin pt sur le graphe d'écart , ici et = 1 . 
Le flot pt+l est donné par : 
-cput+l = <put + et si u+appartenant à pt . 
-Pu t+l = put - et si u- appartenant à ~t . 
-<pot+l = <pot + Et . 

-Si le flot est maximum dans G, alors fin . 
-Sinon retourner en c). 

Nous allons illustrer cet algorithme à l'aide d'un exemple . 

7-3-Exemple : Recherche du flot maximum dans un graphe . 

La section à reconstruire est définie par ses deux profils de densité ( fig 48 ) ai, bj 
telsque : 
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x(i,j) sont les éléments de la section à reconstruire, ils appartiennent à [0,1] 

Figure 48 : profils de densité 

Où ai représente la Somme des Eléments de la Ligne i noté : SEL . 
Où bj représente la Somme des Eléments de la Colonne j noté : SEC . 

Dans notre exemple la section à reconstruire est définie par quatre lignes et cinq colonnes 
dont les éléments SEL sont donnés par : 2 3 5 2, et les éléments SEC sont donnés par : 1 
3 3 4 1 .  

Le flot maximum qui peut circuler sur l'arc de  retour PO du graphe G est donné Cai=12 

( ou Cbj ) 

On doit estimer les éléments x(i,j) à partir de  ai et bj. Le graphe G de la section à 
reconstruire est illustrée figure 49, où le nombre de ses sommets Xi est donné par le 
nombre de lignes( quatre ), et le nombre de ses sommets X j  est donné par le nombre de 
colonnes( cinq). 

Xi varie entre i=2, 3, 4, 5 , ..., n ( n=5) . Et X j  varie entre j = n+l, ..... n + m ( m = 
Le sommet 1 est le sommet source noté S et le sommet 11 est le sommet puits noté T 

SEL = capacité SEL = capacité 
des arcs 

Les arcs u(i , j )  sont à trawer 

en respectant les contraintes 

de capacité. 

Figure 49 : graphe de G 
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- Ière Etape : Initialisation,. 

Connaissant les contraintes de capacité de chaque arc on va constrliire un graphe G qui 
est une solution possible de départ ( voir algorithme fig 50 ). 

On crée un arc u(i,j) tant que pour chaque sommet les contraintes de capacité sont 
vérifiées .On obtient le graphe suivant ( fig 51 ). 

Capacité de chaque arc 
in-e = 1 

- - - 
Figure 51 : graphe de l'étape d'initialisation . 

A l'issue de cette lere étape le flot obtenu sur l'arc de retour c p ~  est donné par Cai = 11 . 
La solution n'est donc pas maximale, nous allons essayer de l'obtenir . 

-2ème Etape :Construction du graphe d'écart 

Rappel . 
A chaque arc u=(i,j) appartenant a U de G, on fait correspondre au plus deux arcs de 
acp ): 

u" = (i,j) si O Sv, <CU (pu peut être nul ) 

u' = (i,j) si O<pu 5 CU (pu est différent de O ) . 
Autrement dit : 
-si il existe un arc non saturé dans G il lui correspondra u+ et u' dans G 
-si il existe dans G un arc u est tel que pu=O il ne lui correspondra qu'un seul arc u+ 
dans 
-si il existe dans G un arc u est tel que pU=cu il ne lui correspondra qu'un seul arc u- 
dans 5 
Chacun des arcs est muni d'une capacité ( capacité résiduelle ) égale à : 

CU - <pu > O pour l'arc u+ s'il existe . 
Pu > 0 pour l'arc u- s'il existe . 

On construit le graphe d'écart ( fig 52 ) de la solution de départ du graphe G. Pour 
simplifier nous n'avons représenté que les arcs intermédiaires ou le flux (vu) est égal à O 
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il existe une pssibili 
d'augments l e  flot 

ïi d s t e  un arc issu de 
s mn saturé Plus d'arc non 

saturé < Cu 

l Recherche du ler arc 
issu de d non saturé I 

Il existe un arc mi- 
vant sur l e  piits t A A 
non saturé 

recherche du 1 

v&t sur t non saturé créer l'arc issu de s non 

saturé reliant l'arc arri- 

vant en t non saturé 

-- 

Figure 50 : algorithme d'initialisation 
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- Ière Etape : Initialisation,. 

Connaissant les contraintes de capacité de chaque arc on va construire un graphe G qui 
est une solution possible de départ ( voir algorithme fig 50 ). 

On crée un arc u(i,j) tant que pour chaque sommet les contraintes de capacité sont 
vérifiées .On obtient le graphe suivant ( fig 51 ). 

Capacité de chaque arc 
intamédiaire = 1 

Figure 51 : graphe de l'étape d'initialisation . 

A l'issue de cette lere étape le flot obtenu sur l'arc de retour po est donné par Eai = I I  . 
La solution n'est donc pas maximale, nous allons essayer de l'obtenir . 

-2ème Etape :Construction du graphe d'écart 

Rappel . 
A chaque arc u=(i,j) appartenant à U de G, on fait correspondre au plus deux arcs de  
G(P ): 

u+ = (i,j) si O <pu <CU (pu peut être nul ) 

u- = (i,j) si O<pU iI CU (pu est différent de O ) . 
Autrement dit : 
-si il existe un arc non saturé dans G il lui correspondra u+ et u- dans G 
-si il existe dans G un arc u est tel que <pu=O il lui correspondra qu'un seul arc u+ dans 
G 
-si il existe dans G un arc u est tel que <pU=cu il lui correspondra qu'un seul arc u- dans - 
G 
Chacun des arcs est muni d'une capacité ( capacité résiduelle ) égale à : 

CU - <pu > O pour l'arc u+ s'il existe . 
<pu > O pour l'arc u- s'il existe . 

On construit le graphe d'écart ( fig 52 ) de la solution de départ du graphe G. Pour 
simplifier nous n'avons représenté que les arcs intermédiaires ou le flux (pu) est égal à O 
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Il existe une pssibili 
d'augmmts l e  f lo t  

t 

11 eciste un arc issu de i 

s mn saturé Plus d'arc non 
saturé GU < Cu 

œ 

I Recherche du ler arc 
issu de 9 non saturé I 

vant sur l e  puits t 
mn saturé 

Plus d'arc non saturé I + , < C u  I 

vant sur t non saturé 
- 

créer l'arc issu de s non 

saturé re l iant  1 ' arc arri- 

vant en t non saturé 

Figure 50 : algorithme d'initialisation 
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@u < capacité = 1 

Figure 52 : construction du graphe d'écart . 

3ème Etape :Rechercher d'un chemin P 

On va chercher dans le graphe d'écart G si il existe un chemin P qui part de S et qui 
atteint T( fig 53 ). On utilise pour cela l'algorithme illustré par l'arbre de la figure 54 . 

Figure 53 : recherche du chemin P. 

Lorsque l'on a trouve ce chemin P dans G, on associe à chacun des arcs u du chemin P 
un flux de valeur cu=+l si l'arc u(i,j) est un arc direct et un flux de valeur c, = -1 si 
l'arc u(i,j) est un arc indirect. 

On va maintenant revenir dans le graphe G est effectuer les substitutions dues au chemin 
P trouvé dans G. 
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Recherche d'un chemin 
dans l e  graphe 

S : l a  source 
Xi : ler ensenble de 

çcmnets 
Xj : 2è enserible de 

scmnets 
...... X i  : X2, X3, Xn+l 

Xi = ( X2, X,, ...... Xn+, ) i appartient à [2, n+ll  

...... IL existe un arc issu de Xj = ( x ,+~ ,  x , + ~ ,  xU ) i appartient à [n+2, U] 
S non saturé t e l  que . 

Dans notre cas p u r  1 'exemple précédent 
on a l e  contaiu de X i  (i) e t  S ( j  ) définis 
par : X ï  (O) = 4 noeud non saturé du 

ler aiçanble d'arcs 
venant de s 

Rechercher l'ensemble Xj (O) = 6 l e r  n o a ï  saauié du 2è 
ensemble dl&-CS des arcs issus de S non i = i + l  

saturé m i v a n t  en X 1 Sélectionner X i  Xi(1) = 2 ler noad s a t x é  du ler 
ensemble d ' arcs 

X j (1 1 = 9 noeud non sa-é rel ié  
pr un arc eect au ler 
noad saturé Xi (1) = 2. 

On est pas arrivé (r A 
Pour l'ensembl 
des scmnets X i  - . - sel w f - 7  nnnes 

i 
Sélectionner l'ensemble 5es 
arcs issus de Xj arrivar.: en 
X i  saturés (Qu = Cu) 
Sélectionner Xi 

Rechercher l'ensemble des arcs 
Il existe un arc direct issus de X i  non saturé arrivant 

issu de X i  arrivant en Xj en Xj dans cet ordre 
non saturé ( te l  que 

Qu < Xj = ( xn+2, Xn+3, ...... X u  

-- 

Figure 54 : recherche du chemin P 
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4ème Etape :Substitution : 

A tout arc direct du chemin P dans G on associe dans G un nouvel arc u(i,j), et à tout 
arc indirect du chemin P, on enlève I'arc correspondant dans G ( fig 55 ). 

arcs supp-imés 

Figure 55 : substitution . 

Le chemin P dans G est constitué des sommets suivants 

S vers 4 (arc direct pu =1) . 4 vers 6 (arc direct pu = 1) . 6 vers 2 (arc indirect pu = -1). 

2 vers 9 (arc direct vu = 1) . 9 vers T (arc direct pu = 1) ( fig 56 ). 

4 

Figure 56: chemin P dans G 

Le flot initial sur I'arc de retour avait pour valeur PO = I I ,  il est vient d'être augmenté 

d'une unité E =1, donc PO = 12 = po.max 
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La figure 57 représente le graphe G résultant . 11 n'existe plus de chemin possible allant de  
s vers t dans G( <p ) . Le flot est donc maximum 

Figure 57 : graphe G . 

Nous venons de calculer le flot maximum, pour un graphe G associé à une surface codée 
par une matrice binaire à reconstruire . Nous rappelons que, dans la pratique, le graphe 
G est construit à partir des courbes de  densité qui résultent de  l'opération 
d'extrapolation. Le calcul du flot maximum conduit à une solution parmi toutes les 
solutions possibles de la reconstruction de la surface d'une coupe de l'objet réel . 

Il faut maintenant optimiser le résultat en augmentant la ressemblance entre la surface 
obtenue par le calcul du flot maximum dans le graphe G et  celle du modèle . 

Cette opération est effectuée par des modifications locales sur la surface à reconstruire 
en tenant compte des informations à priori obtenues à partir du modèle . Ces 
informations sont contenues dans la fonction de  coût caractérisée par la matrice C(i,j) des 
coûts du modèle . Lorsque l'on calcule les éléments de cette matrice de coût on constate 
comme le montre l'exemple ci-dessous ( fig 59 ) qu'elle possède des valeurs de coût très 
faibles aux positions des éléments qui appartiennent à la surface du modèle et des coûts 
élevés ailleurs . 

Si on reporte les valeurs de  la matrice de coût d u  modèle dans le graphe G associé à la 
surface à reconstruire ( obtenue par le flot maximum ), on voit bien que l'on obtiendra 
une ressemblance de la surface B construire avec celle du modèle pour un chemin qui 
conduit dans le graphe G à un coût minimum . 

Cette procédure est celle que nous allons décrire dans le chapitre suivant . Après avoir 
cité les deux méthodes de  recherche de chemin de distance minimale, et justifié 
l'introduction du bruit dans notre cas, nous développerons sur deux exemples la 
technique de recherche du coût minimum . 
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Modèle. 

Matrice de coût de Slump 
Matrice de coût de Yang 

1 1 7  

Figure 59: matrice de coût 
1 
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7-4-Flot à coût minimum . 
Il existe deux méthodes pour la recherche du flot maximum à coQt minimum . 

-La première approche, eelle de Klein [Klei 67,731 puis reprise par Bennington [Benn 
733, consiste à chercher dans un premier temps le flot maximum puis dans un deuxième 
temps a optimiser la solution à l'aide d'un critère de coût minimum . Cette méthode est 
couramment utilisée dans le cas de courbes de densités non bruités . En effet on est 
capable dans ce cas de trouver un flot maximum . 
-La deuxième méthode, celle de Roy [Roy 701 puis reprise par Busacker et Gowen [Busa 
611, consiste à augmenter successivement le flot à coût minimum ( dans le cas de courbes 
non bruités on va tendre vers le flot maximum à coOt minimum , dans le cas contraire on 
va tendre vers un flot moyen à coOt minimum ). 
L'intérgt de cette méthode réside dans le fait qu'elle converge vers un flot de coût 
minimum que l'on peut se fixer meme dans le cas de courbes bruitées . Nous allons 
utiliser une variante de cette algorithme pour la reconstruction de surface à partir de 
courbes de densités bruitées. 

7-4- 1 -Considération sur le bruit 

En réalité les données des projections sont toujours bruitées il est possible d'effectuer 
une reconstruction approximative en incorporant le bruit à notre problème. Le principe 
de cette approche est d'associer un coût coefficient non seulement aux arcs intermédiaires 
du graphe d'écart mais aussi aux arcs sortant du sommet source et aux arcs arrivant au 
sommet puits , en fonction des caractéristiques du bruit . Le flot total circulant de la 
source au puits est estimé à partir des deux profils de densité extrapolés . La solution 
optimale est obtenue en minimisant le coût total pour transporter le flot à travers le 
réseau . 
Malheureusement à czuse du bruit, le flot au départ de la source n'est plus égal au flot 
arrivant sur le puits ( fig 60 ). 

c'est-à-dire 
%j # 'ai 

I 15 17 . # . 
Figure 60 : incompatibilité des profils de densité 

En effet les courbes de'densités ne sont plus compatibles entre elles La somme des 
lignes est différente de la somme des colonnes . On ne peut plus définir un flot 
maximum mais un flot moyen ( ou flot estimé ) qui est donné par : 

Flot moyen = (somme des flots lignes + somme des flots lignes)l\2 
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On augmentera le flot à chaque fois d'une unité jusqu'à ce que l'on atteigne le flot 
moyen sur l'arc de retour . 
Nous allons pour les deux approches présenter un algorithme pour la reconstruction de 
surface à partir des courbes de densité bruitées ou non . Auparavant nous allons calculer 
la matrice de coût coefficient . 

7-4-2-Construction de la fonction de coûts . 
Pour construire la fonction de coûts, on utilise la méthode de Sumpl [Slum 821 modifiée 
par Yang [Yang 891 . Le principe consiste à calculer les coQts de tout les points en 
fonction de la forme locale du contour du modèle. 

-Pour cela on commence à calculer les coûts pour les points du modèle de valeur O , soit 
C('i,j) la matrice . 
-Puis on exprime les coûts pour les points du modèle de valeur 1 , soit CW(i,j) la matrice 
correspondante . 

-Finalement la fonction de coûts associés aux points du modèle est donnée par : 
C(i,j) = C(i,j)  + Ct'(i,j) . 

Remarque . 
L'intérêt de l'amélioration apportée par Yang c'est qu'elle va affecter un coût très faible 
pour les points proches du barycentre ( ceux dont la probabilité d'existence est la plus 
grande ) et un coût qui va en augmentant pour les autres points. Contrairement à 
l'algorithme de Slump oii le coCit pour le barycentre et pour les autres points du modèle 
dont la valeur est égale à un est identique ( fig 61) 

Modèle 

L . . ' ' ,  

Matrice obtenue 
par la méthode 

Cij Matrice obtenue 
par la méthode 
de Yang 

Figure 61: exemple pour un modèle donné de la fonction de coûts de Sumpl et de Yang 
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7-4-3-Flot maximum à coût minimum ( cas des courbes de densité non bruitées ) 

L5dée principale de cet algorithme consiste, à partir d'un flot initial (solution de base) de 
vaIeur maximale a chercher à déterminer, dans le graphe G, un flot de coût minimum. 
Ceci est équivalent à chercher, dans le graphe d'écart G, des circuits orientés de coûts 
négatifs . 
On rappelle qu'un circuit orienté est une séquence de sommets et d'arcs dans laquelle le 
dernier sommet est le même que le premier. 

Le coût d'un chemin est la somme des coûts associés aux arcs le long du chemin ayant un 
flux cp, = O moins la somme des coûts associés aux arcs transportant un flux cpU = 1 . Si 
Le coût du chemin est négatif, on dit qu'il est un chemin orienté de coût négatif. 

L'intérCt d'une telle recherche est que la complémentation binaire le long d'un tel chemin 
(changer <p, = O en pu = 1 et <pu = 1 en cp, = O ) ne change pas la valeur du flot mais le 
coût total du graphe est dinrittué, c'est h dire que la solution obtenue est optimisée. 

7-4-3- 2- Description mathématique du problème . 
Soit G = [X,U] un graphe connexe . Le graphe est dit connexe si tous les sommets du 
graphe sont accessibles par un chemin à partir d'un sommet donné i dont les arcs sont 
munis de deux nombres bu et CU respectivement borne inférieure et borne supérieure du 
flux sur I'arc u .On distingue encore yu le coQt de passage d'une unité de flot sur I'arc u. 

On recherche un flot p = (vu) compatible (c'est à dire bu 5 (pu 5 CU ) et de coût total 
minimum : 

<;T.cp>= C T u P u  minimum 
U E U  

Si on appelle <pk le flot à l'itéraliotl k . Une conditioti nécessaire et suffisante pour qu'un 
flot cpk compatible avec les contraintes de capacité : bu 4 (p, 5 CU ( pour tous u 
apparteitant à N ) soit de coût nzirrimuni, est qu'il rt'existe pas de chemin de coût négatif ( 
relativemertt aux coûts y ) dans le graphe d'écart G (&) . 

7-4-3-3-Construction du graphe d'écart 

On part de la solution initiale à flot cpk max issue du graphe G . Soit G (pk) le graphe 
d'écart relatif à <pk 

On attribue aux arcs de G(<pk) les coûts c(i,j) et les capacités CU suivantes : 

-Si u = (i,j) E U et bu 5 pu <CU dans G, alors dans G I'arc u+ =(i,j) a un coût 

E(i,j) = c(i,j) et une capacité : Cu+ = CU - pu > 0 ; 

-Si u = (i,j) E U et bu < pu Scu dans G, alors dans G l'arc u' =(i,j) a un coût 

C(i,j) = -c(i,j) et une capacité : Cu- = pu - bu > 0 ; 
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Remarque . 
Ici bu la borne inférieure est nulle 

La deuxième étape consiste à trouver un sommet initial du chemin de coût négatif dans 
le graphe d'écart G obtenu à partir de G 

7-4-3-3-1-Enoncé de l'algorithme 

On définit une matrice L(i,j) de taille U*U formée des éléments l(i,j) dont la valeur est 
égale au coOt du passage d'un sommet i quelconque à un sommet j quelconque du graphe 
d'écart G(&) 

On va d'abord répertorier dans la matrice L(i,j) tous les chemins possibles du graphe 
d'écart, 

. -Pour i = 2, ....... U et j = 2 ......... U On initialise la matrice L(i,j) à oc, puis on exécute 
la procédure : 

-Si (i=j) alors I(i,j) := O. 
Pour tous les arcs tels que (i différent de j) du graphe d'écart faire : I(i,j) := longueur de 
l'arc (i,j) 

-Si l'arc u = (i,j) e U de G a un flux pu = O alors : l(i,j) := c(i,j) 

-Si l'arc u = (i,j) E U de G a un flux cpu = 1 alors : l(i,j) := -c(i,j) . 

c(i,j) sont les coûts de la fonction C(i,j) associés à chaque arc u E U obtenus à partir du 
modèle. 

b)Détection d'un chemin de longueur négative (détection d'un noeud appartenant à un 
circuit de coût négatif). 

Pour cela il faut chercher dans le graphe d'écart, si il existe une distance (coût) plus 
courte pour aller de i en i en passant par un sommet intermédiaire k . Si c'est le cas et si 
i=j avec la valeur de la distance négative alors il existe un chemin de longueur négative 
et le sommet i est un noeud de ce chemin . 
On doit alors effectuer l'algorithme suivant : 
pour k=2 .......... U 
pour i=2 ,........ U et j-2 ,......... U 
on calcule la distance I(i,k) + l(k,j) 

-Si l(i,k) + l(k,j) < l(i,j) et si i=j avec I(i,k) + l(k,j) <O 
Alors il existe un chemin de longueur strictement négatif et i est un de ces noeuds, en 
effet si i + j on a bien un chemin orienté ( on est revenu sur le sommet de départ ). 

c)Complémentation . 
Lorsque Son à trouvé dans G le chemin de longueur négatif et le noeud de départ 
correspondant, si e est la capacité du chemin ji, on définit le flot &+l par : cpk+l=cok+ ejZ 
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Soit : 
,p,k+l=pk+ CU si u+ appartient à jZ 

(p,k+l=,pk- EU: si U- appartient à p 

On peut constater que le flot associé à G n'a pas changé puisque la propriété du chemin 
de coût négatif est qu'il est orienté ( il commence et termine par le même noeud )_donc 
pk de G ((pk) égal à (pk+l . Par contre le coût associé à ~ ( p ~ )  est moindre . 

11 suffit alors de rechercher tous les chemins de coût négatif dans G((pk), d'opérer les 
complémentations dans G, pour obtenir finalement une solution optimale, mais toujours 
de flot maximum ( solution de départ ). 

7-4-3-4-Exemple d'application : Recherche du flot maximum A c o i t  minimum : 
% 

Soit 
Cai 

la section à reconstruire définie 
= 2 , 2 , 3 , 2 , 2 .  C b j t 2 , 5 , 3 ,  1 

$. 

par les courbes densité suivan tes 

Figure 62 : profils de densité J 

Le nraohe obtenu à partir des courbes de densités est donné ( fig 63 ) : 

( fig 62 ) 

Capacité mimale 

Figure 63 : graphe 
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Le modèle utilisé a la même taille que la section à reconstruire ( fig 64 ): 

Fonction de coûta du modéle 
obtenue par la mèthode de Yang 

Figure 64 

On suppose dans cet exemple la solution initiale de flot cpg déjà obtenue et de valeur 
cou= vu max le coût de cette solution est la somme de tous les coOts des arcs 
intermédiaires dont <pu = 1, on trouve un coût égal a 71 . Le graphe de cette solution est 
celui de la figure 65 : 

Figure 65 : graphe de la solution initiale 

Pour obtenir les coûts de G il faut superposer les centres de gravité des profils de 
densités du modèle et de la section à reconstruire . A chaque arc u(i,j) reliant le sommet 
Xi (i=2 ,........ n) au sommet Xj  (j=n+l, ....... U) est associé un coût. 
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Nous allons maintenant à partir de la solution initiale à flux maximal optimiser cette 
solution en recherchant un chemin de coQt minimum. 

lere étape : Construction du graphe d'écart 
Elle consiste à construire le graphe d'écart ( fig 66 ) de la solution initiale à flux max 
Rappel . 
-Si u = (i,j) E U et bu 5 ( p ~  <CU dans G,  alors dans G l'arc u+ =(i,j) a un coQt 

E(i,j) = c(i,j) et une capacité : eu+ = CU - vu > 0 ; 

-Si u = (i,j) E U et bu < cp, Scu  dans G,  alors dans G l'arc u- =(i,j) a un coOt 

La recherche d'un chemin à coût minimum passe par la recherche d'un chemin à coût 
négatif dans G. Pour cela il suffit de trouver un sommet de ce chemin et de remonter le 
chemin : 

2eme étape : Recherche d'un chemin a coût minimum . 
On définit la matrice L(i,j) de taille U*U formée des éléments I(i,j) dont la valeur est 
égale au coût de passage d'un sommet i quelconque à un sommet j quelconque. 

Initialisation de la matrice L(i,j) de tous les chemins possibles du graphe d9écart G ( fig 
67 ), il suffit de suivre l'algorithme décrit figure 68 : 

2 

3 

4 

5 
6  
7 
8 

9  
10 

i I j 2 3  4 5 6 7 8 9 1 0  

Figure 67 : matrice L(i,j) 
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INrrIAtISATION 

k variant sur 1 ' ensanble 
des samets du graphe 

j variant su r  l'ençanble 
des samets du graphe 

i variant sur l'ensemble 
des smets du graphe 

La distance pour al ler  de i en j 
est  plus courte en passant par le  
m e t  intermédiaire k 

alors substituer l a  nowelle 
distance (paçsar~t par le san- 
m e t  intermédiaire k) à l'an- 
cienne 

* 

f 

s i  i = j et si l a  dis 
tance aççociée e s t  
négative 

On sort du graphe et il existe un chanin 
de  longueur négative dont l e  samiet i 
f a i t  partie 

h 

Figure 69 : algorithme de recherche du chemin de longueur négatif . 
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On vient de trouver l'un des noeuds du circuit de longueur négative. Il suffit dans les 
graphes d'écarts précédents (c'est à dire les matrices L(i,j) ) de trouver tous les noeuds 
du chemin ji à longueur (coût) négative . 
Exemple pour i = 9 et j = 7 on fait varier K et on regarde si l(9,k) + l(k,7) a O si oui on 
a encore un noeud de ce chemin. On s'arrête dès que l'on peut aller de S à T avec ce 
chemin. 
Pour k=3 on a encore un noeud de ce chemin, en effet 19 3 + 13 9 = 8 - 9 = -1. De 
même pour k=6 on a 19 7 + 17'9 = O - 9 = -9 . Le chemin final p est trouvé puisque 
que l'on peut passer de S à T . 
On rappelle les noeuds du chemin jï trouvés : S, 3, 7,-6, 9, T . 
3eme étape : Complémentation binaire . 

Il ne reste plus qu'à effectuer la substitution suivante dans le graphe G. Dans le chemin P 
I de longueur négative on complémente cou = O en c p ~  = 1 et pu = 1 en p,, .: O . 

Le coût final du graphe G (fig 71) est la somme des coûts des arcs intermédiaires dont 
cou =1, on trouve un coût égal a 70 ( inférieur à 71 initialement ) . 

-. arcs s q p i m é s  

-, , , - arcs créés 
Figure 71 : Graphe G résultant 
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k variant sur 1 'ensemble 
des srnets  du graphe 

j variant sur l'ensanble 
des satnets du graphe 

i variant sur 1 'ensemble 
des s m e t s  du graphe 

La distance pur aller de i en j 
eçt plus courte en passant par l e  
s m e t  intesrnédiaire k 

distance (paçsant par le  san- 
met intermédiaire k) à 1 'an- 
cienne 

I 

s i  i = j et s i  la dis 
tance associée est 
n%ative 

1 

I On sort du graphe e t  il existe un ch& 
de longueur négative dont l e  s m e t  i 
fai t  partie l 

Figure 69 : algorithme de recherche du chemin de longueur négatif 
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On vient de trouver l'un des noeuds du circuit de longueur négative. Il suffit dans les 
graphes d'écarts précédents (c'est à dire les matrices L(i,j) ) de trouver tous les noeuds 
du chemin jLï à longueur (coût) négative . 
Exemple pour i = 9 et j = 7 on fait varier K et on regarde si l(9,k) + l(k,7) < O si oui on 
a encore un noeud de ce chemin. On s'arrête dès que l'on peut aller de S à T avec ce 
chemin. 
Pour k=3 on a encore un noeud de ce chemin, en effet 19'3 + 13,9 = 8 - 9 = -1. De 

même pour k=6 on a 19,7 + l7,9 = O - 9 = -9 . Le chemin final p est trouvé puisque 
que l'on peut passer de S à T . 

On rappelle les noeuds du chemin jZ trouvés : S, 3, 7, 6, 9, T . 

3eme étape : Complémentation binaire . 

Il ne reste plus qu'à effectuer la substitution suivante dans le graphe G. Dans le chemin 7 
de longueur négative on complémente pu = O en pu = 1 et pu = 1 en pu = O . 
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7-4-4-Flot moyen à coût minimum 

L'idée de cet algorithme consiste, à partir d'une solution initiale possédant un flux non 
nul (due à la reconstrùction approximative ), à rechercher un flot de S (sommet source ) 

à T (sommet puits) de valeur pk imposée et de coût minimal parmi l'ensemble de tous les 
flots de S à T de valeur pk . 
Ceci revient à chercher dans G (graphe d'écart ) l'ensemble des chemins optimums (si ils 
existent ), de S (sommet source ) à T ( sommet puits ) de valeur minimum pour le flux 
courant et à augmenter la valeur du flot d'une unité de flux dans le graphe G lorsque 
l'on emprunte les arcs de ce chemin. 

7-4-4-2-Description mathématique. 

Soit G = [X, U] un graphe (connexe ) de flot <pl d'entrée S (sommet source ) et de sortie 
T (sommet puits ), à chaque arc u =(i,j) appartenant à U on associe deux nombres cu:=O 
et c(i,j):= . On construit dans G un flot p2 ( pl < p2 ) de coût minimal parmi tous les 
flots de valeur pz, puis un flot p3 ( pl < cp2 < <p3 ) de coût minimal parmi tous les flots 

de valeur 03, etc jusqu'à atteindre <pk de coût minimal dans G . 

Remarque . 
Un flot pk est un flot de coQt minimal parmi tous les flots de valeurs <d< si et seulement 
si dans le graphe d'écart associé à pk G(pk) il n'existe pas de circuit de coût négatif . 
Les coûts associés à l'ensemble des arcs (arcs intermédiaires plus les arcs de la source plus 
les arcs du puits ) est dû au fait que les courbes de densité proviennent de projections 
incompatibles : m n 

C a(i) $. C b(~) 
i = l  J = l  

On va d'abord définir les limites inférieures et supérieures des projections, c'est à dire 
les limites dans les quelles sont comprises les courbes de densités réelles . 

7-4-4-3-Definition des limites des courbes de densité . 
On trouve généralement dans la littérature [Tana 761 [John 771 [Slum 821 [Yang 891 [Herm 
731 l'hypothèse suivante : le bruit sur I'amplitude des courbes de densités et sur leur 
largeur (due a la segmentation) est un bruit de type poissonien. 

Un modèle simple de bruit poissonien considere l'erreur commise sur I'amplitude des 
profils de densités prise entre ( fig 72) 

-la valeur de I'amplitude + la racine de cette valeur . 

-la valeur de I'amplitude - la racine de cette valeur. 
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Figure 72 

Le même raisonnement s'applique pour la largeur des courbes de densités . 
Généralement les courbes de densités réelles seront toujours comprises entre ses deux 
limites . Une autre modification apportée par le bruit est la valeur du flot à transporter 
de la source au puits . En effet cette valeur n'est plus définie comme étant exactement la 
somme des flux entrants ou la somme des flux sortants mais plut6t comme le Flot moyen 
donné par : Flot moyen estimé = 1/2 ( Eai + Ebj ) 

7-4-4-4-Calculs des coûts des arcs de la source et du puits 

Les coûts des arcs de la source et du puits sont obtenus de la façon suivante : 
-La limite inférieure des arcs de la source est : 

S:  = max ( O, ai - 4ai ) i = i , . . . . . . . .  m 

-La limite supérieure des arcs de la source est : 

. . . . . . . . .  su = min ( n, ai + 4ai 1 i = 1 m 
i 

-La limite inférieure des arcs du puits est : 

-La limite supérieure des arcs du puits est : 

. . . . . . . . .  WU = min ( O, bi + 4bi 1 j = 1 j 
i 

On appelle K(i,j) les coûts associés, aux arcs sortants de la sources et aux arcs entrants 
dans le puits . Dans le cas où l'on raisonne sur le iéme arc du puits, on associe aux coûts 
la régle suivante : 

K(i,j) = pl si yi s wi 1 
K(i,j) = p2 si W' s i s a  K(i,j) = p3 si i = bi i i 
K(i,j) = p4 si 

bi s i s W: K(i,j )= p5 sinon 

Avec pl=O p2=4 ~ 3 = l 6  p4=48 pg= a 
Ces coûts-coefficient sont choisis de façon que les flux des arcs de la source et du puits 
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correspondent le mieux aux deux projections . 11 ne reste plus qu'a exprimer les coOts des 
arcs intermédiaires . 

7-4-4-5-Construction du graphe d'écart . 
On considère <p un flot de la solution initiale . Au couple (G= [X,U], cp) on associe le 
graphe d'écart (G=[x,B], cp) . G(p) a même ensemble de sommets X que G et à tout arc 
intermédiaire u=(i,j) appartenant à G on attribue aux arcs intermédiaires de G (cp) les 
coOts et les capacités suivantes: 

-soit cp le flux non nul circulant sur arc u=(i,j) de G appartenant à U de la source (resp 
du puits ) . 
On associe à I'arc u=(j,i) de G appartenant à U un coût K(j,i)=-K(i,j) et une capacité 
su-=CU . 
-Si I'arc de G n'est pas saturé, alors on associe à I'arc u=(i,j) de 6 appartenant à U, un 
coût K(i,j)=K(i,j) et une capacité Cu+ = C U  - <pu 

7-4-4-6-Recherche du plus court chemin 

On recherche dans le graphe d'écart un chemin optimal allant de la source au puits, pour 
lequel, dans G, le flot est augmenté d'une unité de flux . Pour cela on va recenser dans 
le graphe d'écart tous les chemins de coût minimum, empruntant les sommets 
intermédiaires, allant de la source vers tous les autres sommets . On choisira les chemins 
pour lesquels le flot est modifié dans G, tant que le flot moyen n'est pas atteint . 

7-4-4-6- 1-Enoncé de l'algorithme 

-a)Recenser tous les chemins possibles, de S à T empruntant les sommets intermédiaires 
,dans le graphe d'écart . . 

-b)Choisir parmi tous ces chemins celui dont le coût est minimum . 

-c)Modifier le flux circulant le long des arcs de ce chemin dans le graphe G ( p = 1 pour 
les arcs directs et cp = O pour les arcs inverses ) 

-d)Tant que le flot moyen n'est pas atteint on retrace de nouveau le graphe d'écart ( dont 
le flot est donné étape -c) ) et on retourne en -a) . 

Sinon termine : on a atteint le flot moyen fixé a coût minimum . 

remarque . 
Cet algorithme ne fonctionne pas lorsqu'il existe un chemin de coût négatif dans le 
graphe d'écart G . 
Dans ce cas nous proposons la solution suivante : 

Si l'on détecte wt chemitt de cofit ttégatif oit substitue dans ce chemirz les flux <p= O en 
flux <p= 1 et inversenzeitr . l'algorithme peut ~rirzsi contirtuer jusqu'à atteindre la valeur du 
flot moyerz estimé . 
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7-4-4-7-Reconstruction approximative 

On peut commencer l'algorithme proposé précédemment en partant d'une solution initiale 
nulle ( <pO=(O,O,...,O) ), trouver ensuite une solution possible puis minimiser le coût total . 
Malheureusement dans ce cas la solution optimale concernant la matrice de coût pourrait 
ne pas gtre unique . Pour cela on utilise une technique dite de reconstruction 
approximative [Slum 821. 
Le principe de la méthode est basé sur la matrice de coût . Elle va consister, en partant 
d'un flot nul, B augmenter le flot à partir de critères basés sur la matrice de coût 
(matrice calculée à partir du modèle ) . On augmente le flot de cette manière tant que les 
courbes de densité obtenues par la reconstruction approximative sont inférieures ou 
égales aux courbes de densité de la surface à reconstruire . 

remarque . 
L'intérêt d'une telle reconstruction est quelle permet de reconstruire exactement la 
surface recherchée quand le modèle et la surface ont des profils de densités identiques . 
Malheureusement cette reconstruction est d'autant plus approximative que le modèle sera 
très différent de l'objet a reconstruire . 

7-4-4-8-Exemple d'application de recherche d'un flot à coût minimum 

On donne un modèle et sa fonction de coQts associées ( fig 73 ) 

~ o d è l e  
Fonction de coût 

La section à reconstruire est définie par ses courbes de densité bruitées suivante . 

Cai = 3, 2, 5, 4 . 

On a bien Cai différent de Cbj . Le flot estimé moyen est donné par la relation suivante: 
Flot moyen estimé = 1/2 ( Cai i Cbj ) = 15 

Le graphe de la section à reconstruire déduit des courbes de densité bruitées est donné 
figure 74 
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Figure 74 : graphe de la section à reconstruire 

Dans cet exemple on suppose la solution approximative ( solution de départ ) déjà 
obtenue, le graphe correspondant est ( fig 75 ). On constate que pour cette solution de 
départ seuls deux noeuds sont non saturés ( le noeud 9, et le noeud 10 ). le flot 
actuellement transporté est égal à 112 (C des flux actuels sortants de la source + Mes 
flux actuels arrivant sur le puits ) = 14 . Le flot est donc inférieur au flot estimé 

Gai et Xbj = les -es de deiçités de de- 
P, R P~ = les  jlux ackieis 

Figure 75 : graphe de la solution approximative . 
lere étape : Calcul du coOt sur les arcs partants de la source et les arcs arrivants au puits 
de la section à reconstruire . 

Soit <p, le flux sur le jème arc de la source ( arc qui relie S à 3 ) si la valeur de ce flux 
est égal à la valeur du flux possible pouvant circuler (il est donné par Cai ) dans ce cas le 
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cotît de cet arc es! donné par K(i,j) = 16 . Dans le cas contraire on exprime d, S: 
(respectivement Wi, w:), les limites inférieures et supérieures des arcs de la source 
(respectivement du puits) et Son cherche si une des égalités est vérifiées (du paragraphe 
6-4-4-4) . Exemple pour le noeud 9 relié au puits on a la valeur du flux actuel égal à 4, 
la valeur du flux permis (il est donné par Zbj ) est égal à 6, d'où W: 5 .p, L bj . Le 
coût de cet arc est égal à k(i,j) = 4 .(fig 76) 

Figure 76 

2eme étape : Calcul du coQt des arcs intermédiaires de la section à reconstruire .. 
Il est obtenu à l'aide de la fonction de coût déterminée pour le modèle . 
Le graphe G de la solution approximative et des différents co-iits associés à chaque arc 
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3eme étape : Construction du graphe d'écart G 

Rappel . 

-soit co le flux non nul circulant sur arc u=(i,j) de G appartenant à U de la de la source 
(resp du  puits ) . 
On associe à l'arc u=(j,i) de G appartenant à U un coût K(j,i)=-K(i,j) et une capacité 
Cu-=CU . 

-Si I'arc de G n'est pas saturé, alors on associe à I'arc u=(i,j) de G appartenant à U, un 
coût K(i,j)=K(i,j) et une capacité Tu+ = CU - cou 

On obtient le graphe suivant ( fig78) 

1 le cdlt le flot  tranqorté par le graphe est 
- a r c a v e c u n f l u x ~ = O  - 

$k.= 14 < " = 15 - arc avec un flux & = 1 - L flux actuel 

Figure 78: graphe d'écart 

4eme étape : Recherche d'un chemin à coût minimum qui augmente le flux transporté 

On commence par recenser tous les chemins possibles de S à T . Ces chemins sont 
illustrés par la matrice figure 79 . Nous allons donner un exemple de cette opération de 
recensement . 

On est au sommet source S ( 1 ) et on veut aller au sommet puits ( 11 ) en passant par le 
sommet intermédiaire 1 . Si on regarde le graphe d'écart de la figure 78 . 

-De 1 on peut aller en 1 avec un coût de O que l'on mémorise . 
-De 1 on peut aller en 2 avec un coût de 16 que l'on mémorise . 
-De 1 on peut aller en 3 avec un coût de 16 que I'on mémorise . 
-De 1 on peut aller en 4avec un coût de 16 que l'on mémorise . 
-De 1 on peut aller en 5 avec un coût de 16 que I'on mémorise . 
-De 1 on ne peut aller directement en 6, le coût est alors a, que l'on mémorise . 
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-De 1 on ne peut aller directement en 7 le coût est alors a, que l'on mémorise . 
-De 1 on ne peut aller directement en 8, le coût est alors a, que l'on mémorise . 
-De 1 on ne peut aller directement en 9 le coût est alors a, que l'on mémorise . 
-De 1 on ne peut aller directement en 10, le coût est alors a, que l'on mémorise . 
-De 1 on ne peut aller directement en 11 (puits) , le coût est alors a, que l'on mémorise. 

chemin de coût optimum trouve Les chemins de coût minimum 

c o û t s  

le coût de cette chaîne améliorante est 23 4 - j l i ~ 1 ~  
5-)l-)FIN 
6+2 -j7+3-b 1 -)FIN 
s-)o-)2) 7$3-) I+FIN 
6+2-)7-)3  FIN 
7+3+ l-) FIN 
8 +FIN 
9+FIN 
1 + 1 0 - ) 2 - k ' - b 3 ~ 1 - b ~ 1 ~  
ii-)i0-) 2+7-+3+1 +FIN 

Figure 79 : recensement des chemin possibles 
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On est maintenant au sommet source 1 et on veut aller au sommet puits 11 en passant par 
le sommet intermédiaire 2. Si on regarde le graphe d'écart figure 78 . 

-De 1 en passant par 2 pour aller en 11 en utilisant 1 le coût est a . ( arc indirect de 2 
vers 1 ) . Le coQt n'est pas mémorisé, car il est supérieur au coût en mémoire précédent ( 
sa valeur était de O ). 
-De 1 en passant par le sommet intermédiaire 2 pour aller en 11 en utilisant 2 le coût est 
16, on ne mémorise pas car le coût est identique au coût initial 16. 
-De 1 en passant par le sommet intermédiaire 2 pour aller en 11 en utilisant 3 le coût est 
infini car pas d'arc direct de 2 en 3. On ne mémorise pas . 
- pour 4, 5, 7, 8, 9, 11 pas de changement. 
-De 1 en passant par le sommet intermédiaire 2 pour aller en 11 en utilisant 6 ,  il existe 
un arc direct avec un coût de 30 or précédemment il était infini, donc on mémorise ce 
nouveau coût plus petit. 
-De 1 en passant par 2 pour aller en 11 en utilisant 10 il existe un arc direct avec un 
coût de 29 or précédemment il était infini, donc on mémorise ce nouveau coût plus petit. 

Cette opération est réalisée sur le graphe d'écart en utilisant tour à tour tous les sommets 
( 2,. . . . . . . . ,i 1 )  comme sommets intermédiaires et on évalue les différents chemins 
possibles et leur coût respectif. 

A la fin on choisit le chemin dont le coût est minimum, Ce chemin va permettre 
d'augmenter le flot d'une unité E sur le graphe G ( fig 80) . 

arcs ajoutés ,-* 
Ù ~ C  a supprimer A-. 

figure 80 : graphe G résultant 

A partir de cet exemple on voit comment on peut établir l'arbre programmatique du  
logiciel qui a été écrit au laboratoire . Cet algorithme est celui de la figure 79'. 

Nous avons illustré à l'aide de trois exemples les algorithmes qui permettent de chercher 
un chemin à coût minimum dans un graphe donné . Nous allons maintenant appliquer ces 
algorithmes sur des sections physiques 
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I Prircine de l a  recherche du chenin l e  @us court d e  
s à t , l a  distance étant -rimée l e  mat. 

,.r ,. 
I' 
i 

' ., 

à prtu du plus court chenin 
d e  1 arrivant i calcula: 
l a  distance prtant de  1 et 
ayant i came dernier c h d n  
et arrivant ai j 

(j = 1, 2, ... t) 

aut re  chenin prtant d e  1 ayant 
c m e  dernier s m e t  un au t re  

suppimer l ' a n c i a  chenin 
et mémoriser l e  m u v a u  
chmin 

Figure 79': arbre programmatique . 



Chapitre 7 : Recherche du flot à coût minimum 

L'expérimentation a été réalisée dans un premier temps sur des surfaces tracées 
manuellement sur l'écran du moniteur . Ces surfaces sont de formes et tailles variables 
afin d'étudier la validité des algorithmes . Le critère de comparaison utilisé est celui de 
Chang et Shelton [Chan 711 . Il s'exprime par la relation suivante : 

m n 

i J 
où M.O(i,j) est la matrice origine . 

M.X(i,j) est la matrice reconstruite . 

Dans un premier temps nous avons testé les algorithmes mis en oeuvre pour cela nous 
sommes partis d'une surface de forme quelconque que nous connaissions, et à l'aide d'un 
modèle ( et de sa matrice de coût associée ) nous avons essayé de reconstruire la surface 
correspondante . 

Dans tous les cas ( figures 81 ) nous obtenons un taux de conformité compris entre 93% 
et 100%, quelle que soit la forme de la surface à reconstruire . 

Dans un deuxième temps, nous sommes partis du modèle défini par ses profils de 
densités, et des deux seules projections bruitées connues de la surface à reconstruire . 
Nous avons cherché d'abord les courbes de densités bruitées de la surface a reconstruire 
(par la %méthode d'extrapolation) en nous aidant du modèle, puis nous avons appliqué 
l'algorithme de reconstruction en présence du bruit . Les résultats ( figures 82 ) obtenus 
sont visuellement acceptables et la forme reconstruite est très proche de celle de la réalité ' 

(en regard du modèle). surrace mcüèle (b) 

Reconstruction a~rgoximative (c) 2 %cherche du f lo t  nax à coût minUrnxn (e) 

1 l e  f lo t  mxirLm (d) surzace reconstruite (5) 

.(a> U3) 



Chapitre 7 : Recherche du flot à coût minimum 

(a) mdèle + profils de densité (a) (b) 

(b) ~ r o f i l s '  de 
densité du 
contour 
extrapolé 

(c) section 
finale 
reconstruite 
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En vert : l e  profil du mdèle 
Eh roqe  : les profils obtenus 

BI bleu : les -fils souhaités 
du contour recherché 

Représentation 3D de la  dent -le en vert e t  de la dait reconstruite en rouge 
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Nous allons essayer d'évaluer nos résultats, pour la reconstruction 3D de dents dans le 
cadre d'une utilisation clinique, en fonction des critères de choix évoqués dans la premier 
partie . 

Occupation mémoire: 

Bien qu'actuellement les algorithmes sont coûteux en place mémoire (dû à la place 
mémoire nécessaire aux différentes matrices intermédiaires pour la recherche du coût 
minimum) . Cette préoccupation ne peut constituer un handicap, car les progrès 
technologiques sont tels que demain une station de type personnelle pourra rivaliser en 
espace mémoire avec une grosse station d'aujourd'hui . 
Le coût . 
La durée de calcul est bien supérieure à celle du calcul par la :méthode des ellipses. A 
titre de comparaison la reconstruction par la méthode des ellipses conduit, pour une 
section quelconque, à une durée inférieure sur un micro-ordinateur 286-16Mhz au 
dixième de seconde . Par contre la reconstruction par la méthode de recherche d'un 
chemin à coût minimum conduit à une durée environ 100 fois supérieure ( de l'ordre de 
la seconde sur un micro-ordinateur 486-33Mhz ) . En effet pour cette méthode la durée 
est étroitement liée : 

-A la forme de la surface à reconstruire ( symétrique ou non, fortement concave, ...) . 
-A la taille de la surface a reconstruire qui conditionne la taille des matrices de travail . . 

-Des astuces et de l'expérience du programinateur . 
-Et de l'architecture sur laquelle elle travaille ( architectures spécifiques, parallèles, ...). 

Les algorithmes mis en oeuvre entraînent indéniablement une certaine perte 
d'informations difficilement chiffrable . En effet les courbes de densités sur lesquelles 
s'appuient la reconstruction ne sont plus compatibies ( dû à la présence du bruit ) . On 
ne cherche plus un flot maximum mais un flot moyen estimé à partir des profils de 
densités bruités . Ce flot sera d'autant plus proche du flot maximum que les courbes de 
densités sont très voisines . Néanmoins le degré de précision de la méthode est à notre 
avis bien plus élevé que celui de la méthode des voxels ou bien de celui de la méthode 
des ellipses . Le principe même de la méthode est de se servir d'un modèle, et la 
reconstruction sera d'autant plus précise que la surface du modèle utilisée sera très 
proche de la surface à reconstruire . 

La qualité de visualisation . 
Les dents reconstruites semblent très voisines des dents modèles et cin n'observe pas de 
discontinuités ou d'artefacts particuliers . 
L'interactivité . 
Nous avons laissé aux médecins le choix entre la visualisation filaire et une visualisation 
par rendu réaliste, les outils créés permettent aux médecins de visualiser la dent 
reconstruite et son modèle sous diverses incidences . 
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Dans cette 3ème partie, nous avons au cours de cette étude proposé des solutions pour la 
reconstruction 3D de dents a partir de clichés radiographiques X . Ces solutions ont été 
complétées par un certain nombre de fonctionnalités spécifiques ( calcul de volume, 
calcul de surface, d'angle, de distance, tracé de trièdre, visualisation simultanée de 
plusieurs organes, ) 

Les résultats expérimentaux obtenus sur les clichés radiographiques montrent qu'à l'heure 
actuelle la reconstruction par les ellipses offre le rapport qualité rapidité le plus 
avantageux bien que la reconstruction par l'utilisation d'un modèle et de ses profils de 
densités reste pour l'instant une des méthodes pour l'avenir . 



Conclusion générale 

CONCLUSION 

L'étude que nous avons menée a consisté à développer les étapes d'une chaîne 
fonctionnelle de représentation et de reconstruction 3D, d'objets biologiques à partir de 
diverses données issues de reconstructions scanner . Les fonctions de cette chaîne 
viennent en complément des fonctions qui existent dans les logiciels des scanners . 

Dans un premier temps nous avons effectué une synthèse bibliographique pour 
rassembler et classer les différentes méthodes de représentation et visualisation 3D 
entrant dans le cadre de la synthèse de scènes 3D fixes et mobiles . Cette étude nous a 
permis d'acquérir la maîtrise de certains algorithmes de représentation et reconstruction 
3 D .  

Dans un deuxième temps nous avons développé une chaîne fonctionnelle de 
représentation 3D. Cette chaîne comporte plusieurs étapes agencées selon un scénario 
défini à partir des formulations des demandes des utilisateurs et d'un certain nombre de 
critères soulignés lors de l'étude bibliographique réalisée dans la première partie . Ces 
différents critères sont : 

-Durée de calcul , occupation mémoire, qualité des images, manipulation sur les objets 
biologiques représentés (rotation, translation, agrandissement, réduction, .... ), 
fonctionnalités spécifiques ( calcul de volume, calcul de surface, calcul de distances, 
calcul d'angles,..), interactivité . 

Le schéma actuellement arrêté de la chaîne de représentation pour les objets définis à 
partir de coupes parallèles, comporte :: 

-Une étape d'acquisition des données issues de la reconstruction 2D . 
-Une étape de préparation des données . 
-Une étape d'élaboration de la base de données 3D . 
-Une étape du  choix du modèle de représentation 3D . 
-Une étape de visualisation 3D . 

Les difficultés rencontrées pour la conception d'une telle chaîne qui nous ont amené à 
proposer quelques solutions tant sur le plan des méthodes de représentation que sur le 
plan des calculs entrant dans les techniques de reconstruction . 

En particulier pour la représentation d'une structure vasculaire nous avons mis au point 

-Un algorithme d'échantillonnage de courbes fermées quelconques . 

-Une base structurée de données 3D qui permet de gérer n'importe quel objet biologique. 

-Un algorithme de triangulation, pour les contours disjoints ou intersécants . 

-Un algorithme simple de triangulation, pour des objets présentant dans un plan de 
coupe des liaisons simples, et dans un autre plan de coupe des liaisons doubles . 

-Un certain nombre d'utilitaires ( translation, rotation, zoom, calcul de volume ....) 

Pour le cas de reconstruction d'une structure céphalo dentaire nous avons mis au point : 
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-Une technique qui permet d'orthogonaliser des clichés pris sous des incidences 
quelconques . 

-Une technique rapide et précise de calcul de volume ( méthode de  Monté Carlo ) 

La mise au point d'un algorithme de reconstruction à partir de deux ou trois projections 
orthogonales, la méthode des ellipses . 

Une reconstruction d'objet à l'aide d'une reconstitution des courbes de densités par une 
technique d'extrapolation à partir d& profils de densité d'un modèle . 

-La reconstruction des objets est effectuée par implémentation de la technique connue de 
flot à coût minimum à laquelle nous avons apporté une solution au problème du blocage 
de l'algorithme lorsqu'il existe un chemin de coût négatif . Cette solution consiste à 
détecter ce chemin et à le complémenter . 

Il demeure des domaines ouverts qui peuvent constituer des perspectives de  poursuite de 
travaux dans ces domaines, on peut citer : 

-L'automatisation de certaines opérations, notamment l'orthogonalisation des clichés 
radiographiques, l'étape de recalage des différentes coupes , l'étape de chaînage des 
différents contours pour la représentation d'artères . 

-L'étude d'algorithmes de triangulation dans le cas de structures complexes (ramifications 
et distorsions de formes des vaisseaux ). 

-L'étude d'algorithmes de reconstruction d'objets à partir de deux projections dans le cas 
ou les contours sont non connexes ou troués . 

-La détection et la segmentation automatique d'objets peu contrastés . 

L'investissement et l'expérience que nous avons acquise en synthèse 3D peut être 
appliquée également à d'autres domaines tels que les transmissions de scènes 3D . 

-Le choix des coûts coefficients, et l'étude plus poussée du bruit dans la recherche du 
flot à coût minimum . 
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Annexe 1 

Cette technique est la même pour le tracé des segments, des tangentes et des points. 

Nous disposons d'une fonction de gestion de la souris dans la mémoire de l'écran image 
mise au point au laboratke. Cette gestion consiste à afficher une croix en surbrillance à 
la position de la souris sur I'écran. 
Le niveau de gris d'un pixel de coordonnées (x,y) de l'image sur l'écran image est 
représenté en mémoire par un code de 8 bits (256 niveaux) 
On sait que la fonction d'autocorrélation C( a!$ ) d'une image naturelle peut être 
modélisée par une relation de type : 
C(a,B ) = ~ X P (  -Clla/ - C21PI ) 
avec C l  = 0.04 et C2 = 0.035, pour une image télévision standard CCIR . 

Cela signifie que la probabilité, pour que le voisinage d'un pixel ait la même valeur de 
niveau de gris que ce pixel, est proche de 1. 
Il en résulte qu'en général (sauf sur les contours francs) un pixel brillant se situe dans 
une zone brillante et un pixel sombre se situe dans une zone sombre. C'est le cas des 
radiographies où les contours sont en général flous. 

Nous avons donc basé la fonction de marquage les points d'un segment sur cette 
propriété des images naturelles. 

Elle consiste à conzplémenter a 1 le code du pixel à marquer. 

Ce procédé a pour effet de donner au pixel marqué un niveau de gris plus sombre 
lorsqu'initialement le pixel est fort brillant (niveau de gris > 128) et un niveau de gris 
plus brillant lorsqu'initialement le pixel est sombre (niveau de gris initial < 128) Après 
marquage le pixel se différentie nettement sur l'écran. Le problème est que le marquage 
s'estompe lorsque le niveau de gris initial d'un pixel s'approche du niveau moyen 128. 
Mais ce cas est relativement rare sur une image radiographique. 

L'effacemettt d'un point consiste à recomplénzenter à 1 l'octet représentant son niveau de 
gris. On retrouve ainsi l'image initiale sans perte d'itrformation. 

Le tracé d'un segment consiste à marquer successivement ses deux points extrémités. Le 
tracé s'effectue en marquant les pixels situés sur la droite qui joint ces extrémités. 

Le tracé d'une tangente est effectué par la fonction "tracé d'une corde". 
Le trace d'une corde consiste à marquer un point unique M de coordonnées (XM y ~ ) .  
Après ce marquage la fonction trace, à chaque déplacement de la souris aux coordonnées 
(x'y), un segment qui joint le point M point de coordonnées (x,y) . Ce procédé donne 
l'impression que l'utilisateur tire un cordeau. 

Le tracé d'un segment ou d'une corde présente des difficultés lorsque ce tracé est proche 
d'une horizontale ou proche d'une verticale. En effet soit à tracer le segment MN. Les 
coordonnées de M et de N sont : (xM, yM) et (XN, y ~ ) .  Si le segment est incliné d'un 
angle a! sur l'horizontale on a : tg cu = (VAT - V L A )  / 
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Le tracé d'un segment consiste, par exemple, pour chaque colonne de pixels d'abscisse 
xi, comprise entre XM et XN à déterminer l'ordonnée yi = y~ + tga (xi - xM) 
On voit que pour un segment vertical XM = XN entraîne une indétermination sur tga . 

Pour dévier cet inconvénient autour du point d'extrémité M on partage le plan en quatre 
zones ( fif 1) . 

colonnes rz 

Figure 1 : partage du plan 

Lorsque le point courant extrémité N est situé dans les zones 2 et 4, on a la relation : 
-1 g tg B = ( (XN - XM) / (YN -YM) ) 1 . 

Et le logiciel marque les points i du segment MN de coordonnées xi yj, après avoir 
calculé pour chaque ordonnée yi comprise entre y~ et y~ l'abscisse xi donnée par : 

xi = XM + tg /3 (y; - y ~ )  . 

Lorsque le point courant extrémité N est situé dans les zones 1 et 3, on a la relation : 
- 1  < tg a = ( (YN - YM) / (XN -XM) ) < 1 . 

Et le logiciel marque les points i du segment MN de coordonnées xi yj, après avoir 
calculé pour chaque abscisse xi comprise entre XM et XN l'ordonnée yi donnée par : 

yi = y~ + tg a (xi - XM) . 
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Formule de Wallis 

Wallis [Pratt 781 a suggéré une généralisation de l'opérateur de différenciation statistique 
pour le rehaussement de l'image . Cet opérateur est défini par : 

Où md et ad représentent la valeur moyenne souhaitée et l'écart type. A est un facteur 
de gain de la différence entre le niveau de  gris d'un pixel et le niveau de gris moyen de 
son voisinage . 

Le premier terme F(i,j) - F(i,j) représente la différence entre la valeur d'un pixel et la 
valeur moyenne de son voisinage défini par un bloc P*P ( 15 < P < 21 ) . La valeur de ce 
terme peut être négative . On en tient compte en prenant la valeur absolue . 
Pour analyser le deuxième terme on pose : x = Aud / ( A a (i,j) + ad ) et on trace le 
graphe de x = f ( ad / a ) ( fig 2) 

1 On ne prend en compte que cette région 

Ce graphe montre que la valeur du deuxième terme évolue entre O et A 

L'examen du troisième terme ( armd + (1 - ar)F(i,j) ) montre que le facteur ar donne, 
suivant sa valeur, a la valeur moyenne de l'image résultat soit une dominance de md soit 
une dominance du niveau de gris de l'image originale .i 

La durée de calcul du rehaussement de Wallis est proportionnelle à 

N2 ( ( 2P + 7 ) additions + ( P + 7 ) multiplication + une racine ) # ( P + 13 
multiplication ) N2 . 

Où P est la dimension de la zone sur laquelle sont calculés la moyenne et l'écart type, N 
est la dimension de l'image totale . 

Sur un micro-ordinateur 32 bits à 33Mhz cette opération dure moins d'une minute pour 
une image 512.512 pixels, avec P = 21 . 
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