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Introduction 

Ce travail s'inscrit dans le cadre du projet de développement d'outils de résolution des prob- 
lèmes d'automatique non linéaire de l'équipe Séries Non commutatives et Calcul Fornîel 
(SKCF) du L a b o l n i o i ~  d'lizformatique Fondamentale de Lille (L IFL) .  Notre but est de  
développer des outils de sinîulalion pour l'étude des systèmes dynamiques il011 linéaires. 
Il s'effectue dans le cadre du calcul exact pour étendre les possibilités du sys1~171c dt COIC.UJ  
fornlel Scratchpad(et dans un proche avenir, Axion~) .  

Pouquoi faire un simulateur? ~ 
Kotre motivation vient de l'inadéquation des moyens de simulation actuellement disponibles 
sur les points suivants : 

le paranîét.rage des entrées, 

les modifications iilteractives des entrées, I 

l'exploitatioi~ de calculs exacts, rendus possibles par le calcul formel et  nécessaires pour l 
l 

l'étude des propriétés structurelles des systèmes. 

-4vant de présenter le cadre scientifique dans lequel nous nous plaçons. indiquoiis la démarclie 
qu'il faudrait suivre sans le développement des outils que nous présentons. I 

Pour cela, prenons l'exemple de l'étude du problème du motion planning (détaillée dails le I 

chapitre 2) : le but  est de déterminer les commandes (ici, nous utilisons l'algorithme de l 

G. Jacob, [31]) qui amènent un mobile d'un point à un autre (ces deux points supposés 
connus). Nous désirons alors visualiser sa trajectoire. 

: 
Sails outil spécifique, le traitement du problème de bout en bout pourrait se décomposer, par ~ 
exemple, de la manière suivante : 

1. Travail du Calcul formel : 1 

Ent,rée des données du problème. 

Calcul des ent,rées du système. 

Calcul de la représentation d'état. 

2. Préparation à la simulation. 1 



Transcrire en Fortran les résultats du calcul formel (avec conversioii des rationnels 
en flottants). 

Ecriture des déclarations du programme Fortran. 

Envoi sur le Cyber 

Compila.tion du programme. 

3. Simulation. 

O lltilisation d'une bibliothèque de calcul numérique (on peut prendre par exemple 
celle fournie par la société NAG) pour calculer les points de la trajectoire. 

O Envoi des résultats au logiciel UNIRAS pour le tra.cé. 

Cet.te démarche reste bien lourde, notamment à partir de la Version 2.2 du 15 novembre 1989 
qui éta.it la seule à notre disposition. 

Dans l'attente de la création d'interfaces efficaces entre Scratchpad (Axnon.i) et les biblio- 
thèques numériques - qui ne maiiqueront pas d'être développées dans le cadre de  la société 
A'AG - nous sommes conduits à une autre solutioii : rendre Scratchpad capable de traiter lei 
problèmes cités plus haut de bol11 en bout, ce qui permet une grande unité de traitement. Ce 
chois nous a donc conduit à développer de petits algorithmes numériques spécifiques à nos 
problèmes, qui resteront faciles à utiliser sous une session Scratchpad. 011 verra que ce chois 
nous permet aussi de comparer très facilement les résultats des algorithmes numériques et 
symboliques en les représentant sur un même graphique, à une même échelle et avec la même 
précision. 

Pour cela. il est nécessaire de bien comprendre les mécanismes de Scratclipad. ses potentia- 
lités sur le plan d u  calcul exact comme approché. Nous décrivons dans le premier chapitre la 
philoophic de ce systèiiie de calcul formel qui se classe parmi les laizyuyes orienlis objet. Kous 
développoi~s nos programmes en respectant les règles du génie logicirl, ce qui est graiideme~it 
facilité par l'utilisation d'un langage comme Scratchpad (programmation modulaire. héritage. 
généricité. surcharge d'opérateur. ...). Nos algorithmes sont alors implantés à leur p111s hoîrt 
nitietr~r de yiniralifé. ce qui donne un outil très souple d'étude des systènies dynamiques : 
Scratchpad résoud de manière exacte (et générique) tout ce qui précède la siniulatioii et 
passe ensuite sans difficulté des expressions symboliques aux valeurs numériques jusqu'à offrir 
I'afficliage de la simulation graphique sans changer d'environnement de travail. 

Avec ce principe de résolution, nous évitons toute discrétisation (et donc les problèmes 
d'instabilité numérique) pour calculer l'expression de la sortie des systèmes dynamiques. 
Ceci offre deux avantages importants : nous repoussons un peu plus loin le travail du cal- 
cul numérique (limité ici à la représentation graphique) et  nous fournissons des expressions 
symboliques des sorties, dépendant éventuellement de paramètres réels. 

Nous ajoutons ainsi à Scratchpa.d des fonctionnalités importantes qui nous semblent néces- 
saires à une analyse graphique complèt,e du comport.ement des systèmes dynamiques 11011 

linéaires. 

Que veut-on simuler? 

Les systèmes dynamiques sont une forniulation ma.t,héma.tique permettant de modélises un 
très grand nombre de problèmes de toutes na.tures (physiques, électroniques, chiiniques, 



biomédjcales, ...) par une relation entre des entrées { a Z  1 i E il-+) et une sortie y liées 
par uii système d'équations différentielles de la forme : 

les a i ( t )  sont les entrées, I 

q(t)  est l'état du système à l'instant t ,  

h est une fonction dite d'observation. 

D'après la fornîule fondamentale de M. Fliess ([22]), le comportement entréelsortie d'uii tel 
sys tèn~e peut être codé par sa série génératrice, qui est une série formelle en variables iioil 
coinmutatives sur un alphabet de codage fini 2. : 

Ce codage nous amène à l'étude syntaxique (monoïde libre, algèbre de Lie libre. séries 
formelles) développée par l'école de M.P. Schützenberger ([13, 14. 22. 371). Nous bénéfi- 
cions ainsi des études syst,ématiques de ces objets et surtout d'algorithmes bien adaptés au 
calcul formel ([2ï ,  36, 3'21) que nous rappelons brièvement au début du chapitre 2. 

D'après la formule fondan~entale de M. Fliess. on obtient l'espressioii de la sortje y(1) eii 
fonctioi> des entrées en évaluc~nl sa série génératrice comme suit : 

Nous rappelons au cllapitre 2 le principe de cette transfornzalzoii d'it)aluafioiz ([2S]). 

L'étude, coinme la simulation. de tels systèmes nécessite l'emploi de techniques d'approximations l 
([22. 64, 27. 38, 30, 291). Nous utilisons ici les suivantes (voir chapitre 2) : 

1. La première méthode consiste à simuler les approxé~nations polynorn~~les de la ma.nière 
suivante : 
Si S est une série généra.trice (à priori infinie), on l'approximera pa.r un polynôme P : 

(a) sur une seule lettre : l 
1 

(b) sur plusieurs lettres non commutatives : 
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2. La deuxième technique d'approximation des séries génératrices est celle. étudiée à Lille 
par G.  Jacob, C. Hespel et  Hoang Ngoc Minh, des approximants de type Padé non 
comnzutatifs, permettant d'approcher les séries génératrices des systèmes dynamiques 
par des séries rationnelles de la manière suivante : 

(a )  sur une seule lettre : 
S = antn 

n>O 

Pour approcher de manière plus précise la. fonction j ,  on I'approxime par une 
fra.ction rationnelle : 

( b )  On étend cette définition aux séries sur plusieurs lettres (ne commutant pas) : 

que l'on l'approche par une fraction rationnelle : 

L'approximation par des fractions rationnelles, bien que précise, s'avère insuffisante 
pour certains types de problèn~es. En effet. si elle permet l'étude de séries formelles 
très compliquées telles que : 

provenant de la résolution d'équations symboliques du type : 

elle reste totalement inadaptée à l'étude de séries aussi simples que (zOzl ) *  (sauf pour 
certaines restrictions de la classe des entrées, [28]). 

3. Nous avons donc développé dans un troisième temps une simulation des approximations 
structurelles nilpotentes (voir 1301) des systèmes dynamiques, que nous décrivons dans 
le chapitre 2. 

Cette technique est d'autre part indispensable à l'étude du guidage exact sur un état 
cible (ou "motion planiiing") des systèmes nilpotents, dans la solution proposée par 
Sussmann ( [ 6 5 ] ) ,  Jacob ([31]), Guyon, Jacob et  Petitot ([26]). Nous rappelons également 
cette technique au chapitre 2, pour laquelle nous fournissons des sjmulations. 

Comment simuler? 

Le développement d'un simulateur graphique doit permettre de ntontrer des phénomènes de 
périodicité, de découplage, de non-interaction entre entrées et sorties, etc ... qu'il est difficile 
de mettre en évidence sur des expressions symboliques souvent longues de plusieurs pages 
(voir [28]). 



Rendre un simulateur efficace suppose évidemment qu'il soit capable d'"avalerw facilement. 
les Qmnh [ h ; y h b p , w  ou ~udriques) w'on lui pr4ente. Cela suppQse égde~nent qu'il 
sait trés sapie. b'i3$itirr&ien, de mmibe  à permettre des simuhtjons répétées (ce, qui facilite 
une étude approfaadlc). 3 . . 

.. $ . 
NQ; dhirons pour cefa un simul~i!eur,intedcbif Potif kud;er k &$6fie&djit && bysthnes 
dynamiques, c'est I.  dire un outil d'observation :rapidên de-l'ihoiuoiuti$n de la sortie par des . g17 ,' . , ~  8 

modifications "directe" des entréss. 4 3 . .  , Y .  

Nous considérons un système ~ ' dynamigue combe un'tm&jormaihir'de courbës : 

1 QT - . - - - - ,+. ;l jl_.-TF"em*F W.F YU) :C>LYw3. 

!,? ..aAmr ~.:of#~Arait;$,~& . , ,,.. ,,&,2a , .a,. .eii;ii; ,.& . 
basé sur le c o d w  symbolique de M. Fliéss, Ea. transformation d'ét+alua.tion et diverses tech- 
niques d'approxbption. a i w u n e  d'des porte itir dies classks d'o%jet:s (les courlSes k reiprésen- 
ter) diff&ent& cc qui n&te autant de stratégies de simulation : 

3 .  Pour la méthode d'approximation polynorniaJe, nous savons que des entrks polyno- 

) i .  
miales donnent des sorties du même type. 

: Cette particularité nous permet d'utiliser les courbes de Bé-ier, introduites au début 
. i l b  $es années soixante,par P. Bézier et P. De Casteljau (voir [3, 121) pour des utilisation en 
, ,,G.A.O. (et notamment pour la définition de carrosseries de voitures chez Citroën). Bien 

ue très connue, cette technique de représentation graphique des polynômes n'est pas 
isponible actuellement sur les systèmes de calculs formels (une implantation réalis& 

+'Yd:r4t.s&t.r B. Sucher est en cours sur Mathematica). L'utiIisa.tion de courbes de Bézier est 
.bn~&ctuellernent possible sur quelques langages graphiques avec d'importantes limita.tjons. 

San PostScript par exemple, on peut tracer une courbe par la donnée de ses points de 
hontrôle, ceux-ci devant obligatoirement être au nombre de 3. On trouve également une 

G"~i/tilisation des courbes de Bézier dans d'importants logiciels graphiques comme Catia. 
x%>Aeux-ci utilisent directement le aicul  numerique, et perdent ainsi l e  possibilitb que 

t aous offrons de programmation au plus haut degr4 de généraJité, Gomme d'utilisation de 
paramètres réels. Cette technique, que nous décrivons au  chapitre 3, permet de satisfaire 
aux critères de souplesse et d'interactivité posés plus haut : nous définis~oais une courbe 
par un ensemble de points de contrôle représentatifs de son allure gén6ra.le. L'expression 
hnsformateur de courbes prend alors tout son sens : nous modifions l'entrée par k 

' + ,  , bimple déplacement d k n  ou de plusieurs points de contrôle (avec Scratchpad pw m 
.:'' &angement de d e u r  numérique) et observons directement l'effet sur la sortie. 

+&pression essibl 
'r i  .3 
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approfondie. Le tracé effectif est ensuite réalisé par les algorithmes de De Casteljau et de 
subdivision que nous décrivons également au chapitre 3. Cela présente deux a.vanta.ges 
nota.bles : d'une part, pour la même précision graphique, une diminution importante du 
nombre de valeurs significa.tives à. calculer et, d'autre part une représenta.tion syntliétique 
des courbes par leurs points de contrôle : le simula.teur peut alors étre considéré comme 
un transformateur de points de contrôle. 

2. Les courbes de Bézier ne permettent pas de représenter les courbes sur des interva.lle.9 
infinis, nous utilisons alors des changements de variables homogmphéques et quadra- 
tiques qui nous amènent aux courbes rationnelles. Nous adoptons, pour les représenter, 
la  notion de vecteurs massiques qui remplacent les points de contrôle. Ces techniques 
ont été introduites pa.r J.C. Fiorot, e t  P. Jeannin ([19]) qui étendent les algorithmes de 
De Castejau e t  de subdivision. Elles sont approfondies par S. Taleb ([66]) et. B. Sucher. 
Ce dernier a tout d'a.bord développé des programmes en Modula 2 avant de les réécrire 
en Mathema.tica. 

3. La technique d'approximation par des fractions rationnelles non commutatives fait ap- 
paraître, du point de vue de la simulatioii, un nouveau problème : la  sortie n'est plus 
obligatoirement polynomiale. Elle nécessite donc d'autres techniques de représentation 
graphique. 

Nous avons pour cela mis au point le domaine des polynhmes exponentiels. Nous savons 
que la sortie d'un tel système, dont l'entrée est un polynôme exponentiel (ou plus 
simplement un polynôme) est aussi uri polynôme exponentiel (cela revient à dire que 
la sortie, pour une entrée de type polynomial exponentiel, peut être approximée par 
des polynômes exponentiels). Nous couplons alors la technique de représentation des 
courbes de Bézier avec un calcul numérique des exponentielles. Ceci nous permet toute- 
fois de garder une certaine maniabilité pour une étude répétée sur différentes valeurs 
des entrées. 

4 .  La technique d'approximation structurelle nilpotente. enfin, est simulée de manière 
numérique par les méthodes très utilisées de Runge Kutta et d'Adams (que nous avons 
implantées en Scratchpad de manière con~pacte). Par cette technique, nous simulolls 
des systèmes aux entrées de type quelconque. Nous donnons des exemples de cette 
simulation dans les chapitres 2 et 3. Elle ne permet pas, contrairement aux méthodes 
citées plus haut, de simulation interactive du comportement des entrée/ sortie, mais 
elle nous permet ici d'une part de simuler les résultats de calcul du "motion planning" 
et  d'autre part  de comparer trois techniques d 'approxima.tions et  de simulations. 

Nous utilisons ensuite les méthodes de calcul numérique pour tester les approximations 
précédemment décrites, et par conséquent pour les valider. Nous nous assurons ainsi de 
la fiabilité de notre simultateur et  donnons de Scratchpad un large registre de ses possibilités. 

Les limites actuelles de nos programmes de simulation sur Scratchpad (du moins pour la 
version 2.2 de novembre 1989) tiennent essentiellement en trois points : 

1. Pour la simulation du comportement de systèmes dynamiques, l a  limita.tion du type des 
entrées à la. classe des polynômes exponentiels ne nous permet pas de représenter de 
manière efficace les entrées trigonométriques. Ce problème est cependant surmontable, 
la  seule limite réellement incontournable est celle des fonctions intégrables formellement. 



En ce qui concerne le problème du "motion planning". et dans les exemples que nous 
développons en 2.3.4, le traitement des approxiiiîations nilpotentes d'ordre 4 engendre 
la résolution d'un système de 14 équations à 14 inconnues, ce que nous ne pouvons 
pas actuellement effectuer formellement (nous utilisons ici les b.ases de Grobner ce qui 
nous limite. du moins sur un PC/RT aux systèmes de 7 équatjons à 7 inconnues). nous 
devons donc nous limiter ici aux approximations d'ordre 3. L'utilisation de techniques 
formelles plus efficaces ou de techniques numériques devrait à l'avenir nous permettre 
d'avancer plus loin. 

3. La dernière difficulté importante vient de l'utilisation des nombres flottant pour la sim- 
ulation graphique. Nous donnons page 53 un exemple de fraction rationnelle dont nous 
ne pouvons pas simuler l'évaluation. Notons cependant que l'expression symbolique de 
cette fraction est longue de plusieurs lignes (avec notamment un mot de 14 lettres). 
l'expression symbolique de son évaluation tenant sur plusieurs pages. Le calcul de  la 
représentation graphique de cette courbe par la traduction des rationnels en flottants 
conduit à des accumulations d'erreurs donnant des courbes totalement incohérente5. 
Cette difficulté a d'ailleurs toutes les chances de résister aux augmentations de préci- 
sion de la représentation en flottants. Elle pourrait tout aussi bien se produire sur dei  
espressions symboliques de taille plus petite. Uiie étude spécifique de ce problème reste 
à mener. 

Cependant. les limites de notre simulateur restent très larges, et permettent d'entrevoir son 
utilisation systématique pour l'étude de systèmes réels dans un avenir très proclie. Ces études 
pourront se réaliser sur une classe élargie du type des entrées et devraient en outre contribuer 
à donner une idée intuitive des erreurs sémantiques des diverses méthodes d'approximation. 
L'utilisation d'un matériel plus efficace ( R S  6000) et d'un logiciel plus au point (.4rioîiz) 
devraient de plus augmenter les performances et permettre des simulations en temps réel. Le 
calcul formel est actuellement peu utilisé pour la simulation des systèmes non linéaires. Il se 
prête cependant bien à I'associatioii calcul exact/calcul numérique. aussi nous pensons que 
c'est le cadre idéal pour la poursuite de nos travaus. 



Scratchpad et son interface 
graphique 

1.1 Introduction 

Le but de ce travail est de donner des outils évolués de simulation de problèn~es liés à 
l'automatique tels que le comportement entréelsortie des systèmes dynamiques ou le "motion 
planning". 

Le développement de tels outils est important car il offre, en plus des résultats esacts qu'il 
demeure indispensable d'obtenir, la possibilité d'observer et d'analyser succintement des 
plzénomènes tels que les points singuliers, le découplage, etc ... de manière quasi instan- 
tannée. Nous apportons ainsi la capacité de montrer à un système qui ne peut que calculer. 
Pour cela nous utilisons le calcul exact d'approximations polynoiniales de taille arbitraire. 
Ainsi. pour approcher une série infinie, nous clioisissons des polynômes de taille de plus en 
plus grande jusqu'à ne plus obtenir de différences en résultats de simulation. Une comparai- 
son est ensuite faite avec une méthode de simulation numérique affin de vérifier les résultats 
obtenus. Nous effectuons d'autre part l'évaluation de fractions rationnelles dont le résultat 
symbolique est. dans certains cas que nous étudions, exact. Nous préciserons aussi par des 
comparaisons chiffrées les limites respectives des méthodes symboliques et numériques. 

Pour cela, il est intéressant de disposer d'un système de calcul formel puissant. Nous pouvons 
alors effectuer, dans un premier temps, les calculs les plus coûteus de manière symbolique 
pour conserver les résultats exacts - ici c'est essentiellement le calcul de l'éoaluation des skries 
formelles - que nous instancions dans un deuxième temps. Nous obtenons alors directemeiit le 
comportement de systèmes dynamiques pour une classe définie d'entrées polynomiales avec 
un seul calcul d'évaluation. Tout ceci a été rendu possible par l'utilisation de Scratchpad 
(Axiorn)qui est un langage de calcul formel très puissant malgré les limitations de la version 
dont nous avons pu disposer. Actuellement, la commercialisation de Scratchpad sous le nom 
d'Axiom par la société ATAG devrait, nous l'espérons, résoudre ces problèmes. 

La première version que nous avons utilisée ne cont,enait aucune possibilité graphique, ce qui 
nous a amené à développer notre propre interface. Nous avons dans un deuxième temps reçu 
une version plus récente (datant tout de même de 1989) disposant d'une interface graphique 
sophistiquée mais ne possédant pas toutes les primitives que nous avions implantées. Nous 
l'avons donc complétée de nos propres modules, joignant ainsi nos besoins spécifiques à une 
présentation plus agréable du graphisme. Nous n'avons pas pu disposer de la toute dernière 
version de Scratchpad, ni de la nouvelle version Axiom. Le premier prolongement de ce travail 
sera, évidemment, son transport sur Axiom, et donc la disponibilité de modules de simulation 
graphique pour l'étude des systèmes dynamiques non linéaires. 
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Ce travail se situe dans le ca.dre d'un projet d'équipe plus vaste comprenant l'identification, la 
réalisa.tion, l'élimination et surtout le "motion planning" et les transformations d'évaluation 
que nous a.vons implantés en Scra.tchpad et qui sont partie prenante du simula.teur que nous 
a.vons développé. 

1.2 Les principaux systèmes de calcul formel 

1.2.1 Un bref historique 

C'est au début des années cinquant,e que remontent les premiers essais du calcul formel sur 
des programmes de dérivation formelle. Mais c'est dans les années soixante qu'apparaissent 
les premiers gra.nds systèmes possédant un savoir faire véritablement étendu. 

On peut alors distinguer Macsyma et Reduce, premiers systèmes a avoir remporté un succès 
auprès de la communauté scientifique et encore utilisés de nos jours. Maple, de taille plus 
modeste, peut être installé sur des machines plus petites, ce qui le rend attractif. Et  enfin 
le dernier né, Mathematéca, dont l'interface homme-machine très agréable lui vaut un succès 
indéniable. 

Il ne faut bien entendu pas oublier Scratchpad, développé au début des années 70 à iorkt,own 
sous le nom de Scratchpad 1, puis de Scratchpad II dans les années 80 (avec des modifications 
notables au niveau du typage), il demeure, 20 ans plus tard, un produit expérimental mais 
qui sera dans un tout proche avenir commercialisé sous le nom d'Axiom. 

1.2.2 Présentation des différents systèmes 

Nous présent,ons ici brièvement les systèmes généraux de calcul formel les plus répandus. 

Reduce a été développé à partir de 1966. Ecrit à partir d'un Lisp "minimal", il est portable sur 
de nombreuses machines, ce qui fa.cilite sa diffusion et en fait un des langages de calcul formel 
les plus répandus. Reduce dispose de deus modes d'utilisation : un mode "algébrique", 
semblable à Macsyma, et un mode "symbolique", pour l'écriture d'expressions Lisp sans 
parenthèses et permet ainsi deux niveaux de programmation. 

Macsyma, développé à partir de 1968 au MIT est le plus connu de tous. De taille imposante 
(120 000 lignes de code source), il possède plus de 500 fonctions commandant le système. 
C'est cependant un système qui commence à vieillir. Les structures de données sont de bas 
niveau, imposant l'utilisatioii des primitives Lisp. Les temps d'exécution sont élevés. E t  
enfin, Macsyma est difficilement portable, rendant sa diffusion et sa maintenance difficiles. 

Maple a été développé à partir de 1980 à l'université de Waterloo (Canada). Il est de taille 
réduite par rapport aux "gros systèmes" que sont Reduce et Macsyma. Son noyau est écrit 
en C, ce qui le rend plus "rapide" que ses prédécesseurs et lui assure une portabilité impor- 
tante. II dispose de structures de données évoluées et d'une bibliothèque d'algorithmes écrits 
directement en Maple, permettant de "savoir ce qui se passe". Tout ceci fait de Maple un 
bon système de calcul formel. 

Mathematica, developpé à partir de 1987, est un langage pour lequel la priorité est l'interface 
Homme-machine. ll permet une définition et une manipulation aisées des fonctions et dis- 
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pose d'une interface graphique très élaborée, deux points qui lui valent son succès. Il est 
écrit à partir d'une version orientée objet de C ce qui lui donne des performance de temps 
satisfaisantes. Il est cependant difficile de savoir comment sont écrits les algorithmes. de 
bas niveaux, ce qui engendre une certaine réserve de la conlmunauté scientifique pour son 
utilisation en tant que système de calcul formel "majeur". 

Scratchpad, dont le développement sous l a  forme actuelle a débuté en 1981, possède des 
fonctionnalités bien supérieures aux autres systèmes. C'est d'abord un langage de program- 
mation fortement typc' permettant de développer des algorithmes à leur plus haut niveau 
de généralité (voir section 1.3). Il dispose d'une bibliothèque de modules écrits en Scratch- 
pad qui sont la connaissance mathématique du système, structurée de manière à coller au 
modèle mathématique : ce n'est pas, comme on le trouve en d'autres langage, une simple 
collection de programmes. On trouve aussi un interpréteur permettant une utilisation in- 
teractive des connaissances couplé à un "parser" effectuant l'inférence de type c'est à dire, 
plus concrètement, la recherche du bon module pour l'exécution d'un opérateur. Développé 
à partir de Common-Lisp. Scratchpad n'est actuellement disponible que sur matériel IBlI .  
Très loiigtemps confidentiel, il est de plus en plus utilisé par la communauté scientifique. 

1.3 Les principes fondamentaux de Scratchpad 

-4vaiit toute description de Scratchpad, nous précisons que nous ne disposons actuellemeiit 
que de la version 2.2 datant du 15 noz,enzbre 1989. De nombreux changements sont inter- 
venus depuis. Les principes fondan~mentaux sont probablement inchangés. Néanmoins. de 
nombreux domaines ont étés modifiés, voire supprimés dans les versioiis plus récentes. Les 
informations sur les modules de base de Scratchpad présentés ici sont donc à prendre avec 
prudence. 

Les principes retenus par les concepteurs de Scratchpad sont directement issus de langages 
orientés objet tels que ML, ce qui le différencie des autres systèmes de calcul formel. L'idée 
est de coller le plus possible au modèle mathématique en utilisant les notions classiques 
des langages orientés objet (voir [8]) d'héritage , de généricité, de polymorphisme que nous 
décrivons ici. On construit ainsi chaque ensemble à partir d'autres plus généraux. Cette 
construction est illustrée sur la figure 1.2. Scratchpad se distingue néanmoins des langages 
tels que Smalltalk, car il ne dispose pas de possibilités de communication entre objets. Celles- 
ci sont remplacées par l'utilisation d'une base de donnée permet'tant d'effectuer de l'inférence 
de type et par l'existence d'un Scope, qui contient l'ensemble des objets visibles et  donc 
utilisables au cours d'une session. Tout module non présent dans le S c o p ~  est chargé avant 
utilisation ( voir l'exemple 1.3.1). 

Scratchpad est ainsi plus qu'un simple système de calcul formel : c'est en même temps un 
langage éla.boré permett,ant la  création de modules compilés et un système utilisable en mode 
interprété, ce qu'on peut décrire par la figure 1.1 

Cette conception, inédite pour le calcul formel, semble tout à fait adaptée, bien que pour des 
raisons purement informatiques, Scratchpad se détache parfois de la réalité mathématique 
(on observe par exemple sur la figure 1.2 page 28 une séparation totale entre les structures 
commutatives et non commutatives). Scra.tchpad, dans la version que nous possédoiis, recèle 
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Figure 1.1 : Mode de fonctionnement de Scratchpad 
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également des insuffisances (c'est encore un logiciel expérimental) qui engendrent parfois de 
gros problèmes d'utilisation : manque de documentation, ~ompilat~eur incapable de donner un 
message d'erreur précis, obligation de quitter l'environnement régulièrement (après quelques 
heures d'utilisation, Scratchpad ne fonctionne plus correctement). 

Scra,t.chpad reste cependant un élément incontournable du calcul formel dont on ne peut 
actuellement donner les limites. A ceci s'ajoute l a  cession à XAG des droits d'exploita.tion 
de Scra.tchpad qui devient ainsi Axiom et dont on peut espérer une finition plus satisfaisante: 
ainsi que le développement d'interfaces graphiques vers le calcul numérique e t  la  simula.tion 
gra.pliique. 

A cet,te description, nous ajoutons ici une liste de fonctionna.ljtés graphiques que nous aurions 
aimé trouver (pour effectuer nos simulations) et  que nous a.vons dû impla.nter. 

1.3.2 Quelques élémeilts de syntaxe 

Avant d'entrer dans une description plus a.pprofondie de l'univers de Scratchpad. il est im- 
portant de connaître quelques éléments de sa syntaxe. Ces éléments sont iildispensables à 
une bonne compréhension des différents exemples que nous présentons par la suite. 

Il est à noter que Scratchpad permet l'affichage des expressioils sous format QX. par la 
commande ")set output t e s  on", que nous avons utilisée tout au long de ce docun~ent pour 
présenter nos résultats de manière plus agréable. 

1.3.2.1 Affectat ions et règles  d e  rééc r i tu re  

L'affectation d'une variable à une valeur se fait classiquement par la commande ":=". La 
valeur de la variable ne pourra plus alors être modifiée que par une nouvelle affectation 
(exception est faite pour les listes, ou l'instruction ":=" correspond à une affectation de  
pointeurs). 

Un autre mode d'affectation consiste à créer, sous interpréteur, des règles de  réécriture en 
utilisant l'instruction "==" : après exécution de a == b + c' toute modification de b ou de c 

engendre un changement de valeur pour a. 

Type: Void 
Time: O sec 

Type: PositiveInteger 
Time: .1 (IN) = .1 sec 

Type : Pos it iveInteger 
Time: O sec 
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Compiling body of rule a to compute value of type PI 

- Type: PI 

Time: .3 (IN) + .233 (OT) = .533 sec 

Type : Posit iveInteger 
Time: O sec 

Type: PositiveInteger 
Time: O sec 

Il est également possible de passer des parainèt,res à a: on crée alors des fonctioii esacterne~it 
comme en mode compilé : 

Type: Void 
Time: - 1  (OT) = .1 sec 

(8) ->cube a 
Compiling function cube with type PI -> PI 

Type : PositiveInteger 
Time: .367 (IN) + . 2  (OT) = .567 sec 

Enfin. la dernière forme d'affectatio~i couramment utilisée est la commande "==>" qui per- 
met la créatioii de macro-instructions. 

1.3.2.2 Convers ions  et forçages de type 

Scratchpad étant un langage fortement typé, il est nécessaire de construire des passerelles 
permettant les passages d'une donnée, lorsqu'ils sont possibles, d'un type vers un a.utre. 

Type: RationalNumber 
Time: .2  (IN) = . 2  sec 

Dans ce cas, on donne à a l a  valeur 1 /2  et  le type "nombre rationnel" : Scratchpad donne pa.i 
défaut aux entiers 1 et 2 le type "positivelnteger", ceux-ci sont ensuite convertis en entiers 
relatifs ("Integer"), la. division de deux entiers est alors prise par défaut dans le domaine 
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des nombre rationnels (RationalNumber), le résultat est, bien sûr, un nombre rationnel. La 
variable a est représentée en mémoire par la liste (1,2). Pour toute modification du type 
de ce résultat, on utilise une cornniande de conversion, ce qui correspond en Scratchpad à 
l'instruction L'coerce" et que l'on peut esécuter plus simplement en mode interprété avec 
l'instruction "::" : 

Type : SmallFloat  
Time: .1 (IN) = .1 sec  

Nous n'avons modifié ici ni le type ni la. valeur de a, nous avons simplemement afficlié sa 
valeur sous la. forme d'un nombre réel. Ces deux instructions peuvent s'écrire en une seule 
commande : 

Type : SmallFloat  
Time: .233 (IN) = .233 s e c  

Ici, la variable b est de type "nombre flottant". Nous sommes arrivés à cela en plusieurs étapes 
successives : inférence de type et esécution du code de l'opérateur "1" pris dans le domaine 
des nombres rationnels. Execution ensuite du code de la fonction "coerce" implantée dalis le 
domaine des SmallFloat. Cette méthode nécessite donc l'exécution de 2 fonctions Scratclipad. 
On peut. pour éviter cela, diriger Scratchpad vers le bon code à utiliser en précisant par 
exemple le type du résultat attendu. On force alors le type de la variable recevant le résultat 
par la commande ":". 

Type : SmallFloat  
Time: .3 (IN) = . 3  s e c  

On engendre ici un temps plus 1ong.d'inférence de type : les valeurs 1 et 2 vont être typées 
comme des entiers puis comme des SmallFloat, le code utilisé pour l'exécution de la division 
pourra alors être pris dans le domaine des SmallFloat. 

1.3.2.3 Utilisation forcée d'un paquetage 

Une dernière méthode enfin permet d'imposer le domaine ou paquetage dans lequel on prend 
le code à exécuter. On utilise pour cela le symbole "$" suivi du nom du domaine où l'on ira 
chercher le code : 
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Type : SmallFloat 
Time: .133 (IN) + .1 (EV) = .233 sec 

1 

(6) - 
2 

Type: QuotientField Polynomial RationalNumber 
Time: .5 (IN) = .5 sec 

Le symbole $ placé derrière l'opérateur ne laisse pas le choix à Scratchpad. Sur les deux 
exemples donnés ici, les valeurs 1 et  2 sont typées dans le premier cas comme des S m d F l o a t  
e t  dans le deuxième cas comme des QuotientField Polynomial RationalNumber. Les résultats 
fournis proviennent alors d'algorithmes différents. Les résultats, au niveau du type (c'est à 
dire de la représentation interne) comme de l'affichage, peuvent alors être très différents. 

1.3.2.4 Manipulation de  listes 

Les listes sont une structure de données couramment utilisée en Scra.tchpa.d. Quelques in- 
djca.tions sur les principales comma.ndes de manipula.tioii sont donc nécessaires à. une bonne 
compréhension des exemples comme des .programmes fournis en annexe. Le type liste est 
pa.ramétré par le type de ses éléments. 011 peut ainsi manipuler des list>es d'entiers, de 
pol~nômes,  de fract.ions rationnelles, etc ... 

Commençons pa.r la création : pour former une list.e d'objets on utilise la primitive "con- 
struct.", que l'on peut remplacer eii mode int.erprété par deux crochets. 

Type: List PositiveInteger 
Time: O sec 

Le premier élément porte l'indice 0. on pourra. connaître la longueur de la liste par le symbôle 

# :  

ou la valeur de son plus grand indice : 

(3) ->maxIndex liste 

(3) 3 

Type : PositiveInteger 
Time: .l (IN) + .8 (OT) = . 9  sec 

Type: PositiveInteger 
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Time: . 1  (EV) + .167 (OT) = .267 sec 

Les manipulations de listes sont réellement performantes lorsqu'elles sont faites de maiiière 
récursive (ceci est évidemment dû à la traduction de tout code Scratchpad en Lisp avant 
compilation). Deus primitives souvent utilisées sont alors firsi et  rest qui sont respectiveinent 
équivalentes aux opérateurs car et  cdr de Lisp. On peut alors écrire une fonction "moins" de 
la manière suivante : 

(4) ->moins 1 == 
i f  t 1 =O then 1 

e l s e  cons(- f i r s t  1, moins r e s t  1) 
Type: Void 

Time: O sec 

(5) ->moins l i s t e  
Compiling funct ion moins u i t h  type L i s t  Pos i t iveIn teger  -> L i s t  
I n t  eger 

(5) C- 1 , -  2 , -  3 , -  41 
Type: L i s t  Integer  

Time: 1.033 (IN) + 1.1 (OT) = 2.133 sec 

dont l'effet est de prendre l'opposé des éléments de la liste "1': passée el1 paramètre. 

Scratchpad introduit également quelques opérateurs de manipulation à la syntaxe très concise 
qui iiécessitent quelques éclaircissement : 

Le symbole "!" tout d'abord. permet l'application d'une fonction à tous les éléments d'une 
liste (sans écritsure explicite d'une boucle). 

(6) -> - ! l i s t e  

Type: L i s t  Integer  
Time: -433 (IN) + .O67 (EV) = .5 sec 

On a.pplique ici l'opérateur "-" à tous les élément de l i s t e .  Les éléments de la liste des 
résultats sont ici d'un type différent de celui des données : ils sont du type retourné par 
l'opérateur "-". 
Nous a.urions pu, pour exécuter la  même opération, utiliser une commande de ba.la.yage de  la 
Liste où la commande d'exécution d'une boucle apparaEt explicitement : 

(7) -> C-e f o r  e  i n  l i s t e ]  

Type: L i s t  In teger  
Time: O sec 

On peut aussi utiliser le symbole "1" précédé d'un opéra.teur binaire. Scrat.chpa.d va alors 
agir comme si on avait pla.cé cet opérateur entre chacun des éléments de l a  liste passée en 
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paramètre. 

(8) -> +/liste 

(8) 10 
Type: PositiveInteger 

Time: .133 (IN) = .133 sec 

On addit,ionne ici tous les éléments de l a  liste liste entre eux. 

1.3.2.5 La syntaxe du compilateur 

Les éléments de syntaxe donnés précédemment sont utilisables pour la. partie compilation 
autant que pour 1'utilisa.tion de Scrat.cl1pa.d en mode interprété. Ce que nous donnons ici 
correspond à des instructioiis plus généralement utilisées dans les progra.mmes. 

La création de fonctions compilées nécessite en premier lieu la donnée d'une signature, c'est à 
dire des ensembles de départ et  d'arrivée qu'on exprime sous la forme : f (Ti. T2, .  . . , T,)- > A 
où les T,, ainsi que A,  sont des domaines ou des catégories. A peut aussi être la réunion de 
plusieurs types : on l'exprin~e alors par Union(Ai, A2, . . . , A,) .  Le type du résultat fourni 
par f pourra ainsi être l'un quelconque des A,. 

Lors de l'écriture d'un domaine, on donne dans la partie publiqu.~ l'ensemble des signat.ures des 
fonctions ut.ilisa.bles sous interpréteur. On réserve ensuite la partie privée à. leur impla.ntation. 
Tout domaine est ainsi exprimé sous la. forme : 

Nonz-de-Don1aine(paran2itres): <Purlie Publiqtle> == <Pa.rtie Pr i r&t> 

Pour clarifier l'écrit,ure des modules, on utilise généralement la. clause whew. Xous décrivons 
son effet sur un exemple exécuté en mode interprété : 

(1) ->a := x + y where ( x : =  1; y : =  x+l) 

Type: PositiveInteger 
Time: .267 (IN) + .1 (EV) = .367 sec 

On effectue ici les affectations des variables z et y avant celle de a 

En mode compilé, on utilise where pour séparer nettement l'écriture des parties publiques et 
privées. On obtient ainsi des expressions de la forme : 

)abb domain VM VecteurMassique 
VecteurMassique (F :Field) : pub == priv where 

L ==> List 

pub == VectorSpace(F) with 
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priv == add 

V : = L F  
pp := Record(cf : V,pds : F) 
Rep := Union(V,PP) 

L'exécution de la comma.nde "pub == priv" est ainsi différée après I'exécutioil des instructions 
"pub =='' et "prjv ==". 

Nous voyons d'autre part sur cet exemple que le domaine des vecteurs massiques hérite des 
attributs et déclarations de fonctions stipulés dans la catégorie T'ectorSpnc~. 

Kous notons ici uii autre aspect particulier de la syntaxe : en Scratclipad. les structures de 
bloc sont matérialisées pas I'indentatioii. 

Notons enfin que la couche Lisp sur laquelle est construii Scratchpad influe beaucoup sur le 
style de prograiilmatioil : Il est toujours intéressant de construire des programmes récursifs 
quand cela est possible. Nous utilisons alors fréquemment I'instruction d'écliappement "=>" 
qui permet de sortir prématurément d'une fonction. Nous pouvons par exemple réécrire la 
foiiction de parcours d'une liste donnée plus haut de la manière suivante : 

moins 1 == 
#1 =O => 1 
cons (-f irst 1 ,moins rest 1) 

Lorsque la condition "taille de 1 = O" est vérifiée, l'instruction d'échappement est exécutée 
et la fonction est terminée. Dans le cas inverse, I'instruction suivante est exécutée (avec un 
appel récursif à "moins"). Remarquons également une particularité de la syntaxe de Scratch- 
pad : lorsqu'une fonction ne prend qu'un seul argument, il n'est pas nécessaire d'utiliser de 
parenthèses. l'expression " moins rest 1" est équivalente à "moins(rest(1))". 

1.3.3 La programmation modulaire 

En Scratchpad, cha.que entité (entiers, listes, polynômes, ...) est un objet, programmé et  com- 
pilé séparément. Chaque nouveau module devient ainsi un apport, un ensemble de fonction- 
nalités dont tout utilisateur peut disposer. Tous ces modules sont chargés soit sur demande 
expresse de l'utilisateur (par la commande ")load"), soit parce qu'ils sont nécessaires à 
l'exécution d'une fonction. La taille de la bibliothèque est telle que ce mode de fonction- 
nement est incontournable. Cela engendre un inconvénient : la première exécution d'une 
opération entraine le chargement en mémoire centrale de tous les modules nécessaires à son 
aboutissement et le temps d'exécution en est considérablement a,ugmenté. On obtient, par 
exemple, pour la première exécution de cos(x) le chargement d'une quarantaine de modules. 
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Exemple 1.3.1 Session Scmichpad 

(1) ->cos(x) 
(1) cos(x> 

Type: FunctionalExpression Integer 
Time: 3.567 (IN) + 2.833 (EV) + 154.733 (OT) = 161.133 sec 

Type: FunctionalExpression Integer 
Time: . 2  (IN) = . 2  sec 

Le résultat fourni par Scratchpad n'est pas surprenant : la variable x n'a pas de zlaleur 
numérique et l'expression cos(x) ne peut pas être szmplifike. 
La diflirence notable de tenzps de calcul entre la première et la deuxiènze exkcutzon cle cettt 
mfnz t  conznzande. due au chargenzent des modules (154.733 secondes) dans le S c o p ~ .  Le 
temps d'znférence de type pozst de 3.567 sec. à .2  sec. et le tenzps d'érraluatiorz. c'est à d i x  
de calcul proprenzeizt dit, passe de 2.633 sec. à une quantiti nkgligeablc (c'est O dire in f i r~eurt  
à 0.0005 sec) car Scratchpad posséde une mémoire tampon : lors de la deuxiéri~e exkcutzoîî 
de cos(x), il n'est pas ferlli de szinplification. 
La lenteur impressionnante des prenzières exécutions est znévitable. Tout utilisateur doit <.y 
habituer. 

Les temps dc calcul doiznés par ln suite ne sont janzais ceux (non significatijs) dc l« premiilr 
exécution. 

1.3.4 Catégories, doillaiiles et paquetages 

Scratchpad est u11 langage fortement typé. Le type de toute variable ou constante est le 
domaine auquel elle appartient. lin domaine est la donnée d'une partie publique, don- 
nant les signatures et attributs des fonctions exportées. et d'une partie privie, qui com- 
prend la représentation interne des données et l'implantation des fonctions, avec la possibilité 
d'implanter des fonctions locales encapsulées. 

Le domaine est lui même l'élément d'une catigorie (qu'on appeile aussi sa  catégorie de base) 
qui spécifie les signatures, c'est à dire l'ensemble des opérations, que pourront réaliser les 
domaines ainsi que les attributs, c'est à dire des propriétés de ces opérations (commutativité, 
distributivité, ... ). 

Chaque catégorie possède des signatures et attributs hérités, ainsi que d'autres qui lui sont 
spécifiques. 

Exemple 1.3.2 La catégorie des monotdes. 
Ce qui suit est l'aide en ligne fournie par Scratchpad. 

->)show Monoid 
Honoid is a category constructor. 
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Abbreviation for Monoid is MONOID 
This constructor is exposed in this frame. 
Issue )edit xcatdef.spad to see algebra source code for MONOID 

?*? : ($,$) -> $ 
?=? : ($,$) -> Boolean 
coerce : $ -> Expression 

Le symbole $ joue un rôle particulier dans la définition des signatures : un domaine up- 
partenant. à la catégorie des monofdes possède automatiquement les opérations données plus 
haut, le symbole $ représentant un élément du domaine en question. 

En obserzlant le prograinnze Scratchpad de la catégorie des monoz"des. orz constate l'intérif de 
la notoon d'héritage : seules les déclarations de l'unité et de la pukscince (sol2 code itaizf par 
ailleurs i~izposk) ont é t t  nécessaires. 

Monoid(): Category == SemiGroup with 
--operat ions 

1: constant -> $ ++ multiplicative identity 
"**" : ($ ,Non~egativeInte~er) ->  $ ++ exponentiation 

add 
RS : = RepeatedSquaring($) 
x:$ ** n:NonNegativeInteger == 

n = O = > 1  
e ~ ~ t ( x , n : ~ o s i t i v e ~ n t e g e r ) $ ~ ~  

Ceci nzet en évidence l'intéret de la programmalion orientée objet pour la modilzsatîon des 
structures mathénzatiques : une bonne connaissance des modules de Scrntchpad permet die 12 

écrire de nouveaux en quelques lignes. 

Dails I'esemple précédent, on note le rôle particulier de la fonctioii coerce : elle permet la 
conversion d'un type dans un autre. Tout élément de type A peut être converti dans le type 
B s'il existe un chemin allant de  A en B par des fonctions coerce. Ceci revient, du point de 
vue informatique, à effectuer un changement de représentation interne. Ce chemin peut être 
imposé par l'utilisateur ou laissé à Scratchpad qui effectue de l'inférence de type en utilisant 
une base de données : 

Exemple 1.3.3 Exécutons 1 + 112. Par défaut, le nombre 1 est un entier positif, 112 est 1 

un nombre rationnel. Scratchpad ne dispose pas de l'opération + avec la signature (entier ! 
positif, nombre mtionnel), il va convertir 1 en suivant le chemin suivant : 

Entier Positif -+ Entier + Nombre mtionnel I 

l 

et utiliser ensuite le code implanté pour l'addition de nombres rationnels. , 

Sur cet exemple, une remarque s'impose : en mathématiques, un nombre entier n est consi- 
déré comme un rationnel par identification à la  fraction n / l ,  de même, avec Scratchpad, pour 
faire du nombre 3 un rationnel, il faut utiliser l a  fonction coerce: 1 -> RN qui permet,tra 
de représenter 3 par 311. Du point de vue informatique, les algorithmes appliqués aux entiers 
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seront différents de ceux appliqués aux nombres ra.tionnels. 

Enfin. dans la version dont nous disposons, la fonction coerce:  $ -> Expression permet 
de programmer l'affichage à l'écran du résulta,t. Dans la version Axiom, le type Expression 
disparait, remplcé par les type InputForm et OutputForm. 

Les domaines sont typés par des catégories. Ainsi on peut dire que le domaine des entiers 
appartient à la catégorie des anneaux, tout comme les domaines des matrices carrées ou 
des polynômes en une variable. Cela signifie que tous ces domaines ont en commun les 
propriétés et les opérations définies dans la  catégorie des anneaux (opposé d'un élément, 
addition, élément neutre, etc ...) dont les implantations sont, bien entendu, spécifiques à 
chacun. Ce typage des domaines permet d'écrire les algorithmes à leur plus haut niveau 
de généralité. On peut citer l'exemple du domaine des polynômes dont l'implantation est 
réalisée pour des coefficients dans un anneau quelconque. On peut ainsi travailler sur des 
polynômes à coefficients entiers, rationnels, matriciels, polynomiaux, etc ... 

L'utilisation des attributs est un des points forts de Scratchpad, elle permet de choisir un 
domaine plutôt qu'un autre, et donc l'algorithme le plus efficace, pour l'esécution d'une 
opération. 

Exemple 1.3.4 Les attributs 
L'aide en 12g11c de Scratchpad permet d'afficher le.- attributs d'une catégorie ou d'un domaine. 
Nous voyons zci l'ensemble des attributs du domaine des entiers : 

(1) - > ) s h  I n t e g e r  ) a t t r i b u t  
In teger '  is a domain c o n s t r u c t o r .  
Abbreviation f o r  I n t e g e r  i s  1 
This  cons t ruc to r  i s  exposed i n  t h i s  frame. 
I s s u e  ) e d i t  bas icd2.spad t o  s e e  a lgebra  source  code f o r  1 

c e n t r a l  
unitsKnovn 
orderPreserve(*)  
t o t a l ( < )  

Ces attributs sont ceux des diverses catégories auxquelles appartient le donzaine des entiers. 

Les signa.tures e t  attributs, c'est à dire la  catégorie du domaine, forment la partie publique, 
visible pour 1'utilisa.teur. L'implantation et la représentation interne forment la partie privée, 
encapsulée dans le domaine. 

Les paquetages sont une forme affaiblie de domaines. Sans représentation interne, ils ne for- 
ment pas des types mais simplement des regroupements d'opérations qu'on ne veut pas im- 
planter dans un domaine particulier. Dans les versions récentes de Scmtchpad: l'inzplantatio~~ 
d'opémtions dans les paquetages a été supprimée. 



1.3. Les principes fondamentaux de Scratchpad 27 

1.3.5 Héritage 

Le mécanisme d'héritage est essentiel en Scratchpad. Il permet l'écriture de modules en 
utilisant les propriétés, signatures ou implant a tions des autres. On construit ainsi une nou- 
velle catégorie par héritage des signatures et attributs d'une ou de plusieurs catégories plus 
générales et en lui ajoutant éventuellement des signatures et attributs qui lui seront propres. 
On utilise à ce niveau un héritage multiple : Tout domaine peut hériter de plusieurs catégories 
(par utilisation de "Join"). 

De même, la construction d'un domaine pourra se faire pa.r héritage d'un autre domaine dont 
on utilisera. la représentation interne et certaines implantations. On utilise alors l'héritage 
simple : un héritage multiple à. ce niveau engendrerait des conflits (on pourrait par exemple 
hériter de deux représenta.tioils internes différentes, ce qui n'a pas de sens). 

On peut ainsi hériter aussi bien des parties publiques que privées. Ceci permet d'alléger 1 

considérablement l'écriture des domaines mais oblige le programmeur à une connaissailce 
approfondie de la bibliothèque Scratchpad. 

Cette structure explique le nombre parfois très important de modules chargés lois de la 
première exécution d'une fonction : Le domaine soucité ordonne le chargement de tous les 
modules nécessaires au fonctioiineinent de toutes ses opérations, ceux ci font de même jusqu'à 
ce que tous soient opérationnels. L'héritage est un principe intéressant dont il faut se servir. 
Il coilstitue une des difficultés de la programmation en Scratchpad : choisir les ancètres les 
plus appropriés afin de minimiser la programmation et de la rendre la plus efficace possible. 

Exeinple 1.3.5 Le graphe d'htritage de la catégorie des algèbres. 

On eloit sur la figure 1.2 l'architecture mathématique implantée dans Scraichpad pour cons- 
truire les algébres sur un anneau quelconque. 

-A70tons 10 d i ' r t n c t  faite entre ensemblts connzutatifs et non comnzutafifs avec unt remnr- 1 
que sur la notation des opérnteurs en Scratchpad, qui impose l'utilisation du "+" pour 1t.s 

l 

opkrations coiizn~utatives et du "*" pour les opérations non commutatit~es. Ainsi,  un grouj~t 
abdien n'est pas un descendan2 de la catégorit des groupes : le premier dispose du "+" et le 
second du "*-'. I 

1 

1.3.6 Polymorphisme 1 

Comme tous les langages orientés objets, Scratchpad dispose de la notion de polymorphisme : I 

une même valeur peut appartenir à différents types (elle peut être représentée en mémoire i 
de diverses manières), un même opérateur peut s'appliquer à différents types (le type des 1 

I 

données indiquera l'algorithme à utiliser). Cette notion n'est pas neuve. Ce qui caractérise I 

l'approche orientée objet est son utilisation systématique : en Scratchpad, l'entité O peut être , 

un entier, un polynôme, un nombre complexe, une matrice, ... L'opérateur "*" s'applique aux 
nombres rationnels, aux fonctions trigonométriques, aux listes, ... l 

On distingue alors en Scratchpad deux types de polymorphisme ([4]) : celui cité précédem- 
ment. engendrant une surcharge d'opérateur, et le polymorphisme paramétrl (ou généricité), 
illustré sur l'exemple 1.3.6 et dont le choix du code appliqué n'apparait qu'à l'exécution. 
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Object m 

Figure 1.2 : Graphe d'héritage de la catégorie des Algèbres 
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1.3.7 Généricité 

Cette fonctionnalité de Scratchpad est tout à fait intéressante car elle permet l'écriture de 
programmes en toute généralité. Le principe de la généricité est de donner en paramètres 
d'un domaine ou d'une catégorie d'autres domaines ou catégories sur lesquels ses éléments 
sont construits. 
Citons en exemple le constructeur de domaine des matrices rectangztlaéres. Dans l'implantation. 
du moins dans la version dont nous disposons actuellement, on précise simplement que les 
éléments d'une matrice rectangulaire m x n sont pris dans un anneau R : RectanguEarMa- 
trix(m: Positivelnteger, n: Positivelnteger, R: Ring). On utilisera alors ce constructeur pour 
créer différents domaines de matrices rectangulaires. 

(1) RectangularMatr ix(2 ,3 ,  RationalNumber) 
Type: Domain 

Time: .1 (IN) + .167 (OT) = .267 sec  

(2)  ~ectan~ular~atrix(9,4,~nivariate~ol~(t,1nteger)) 
Type: Domain 

Time: .1 (IN) + .1 (OT) = . 2  s e c  

RectangularMatrix 
(m: PositiveInteger,n: 
PositiveInt,eger,R: 
Riiig) 

RectangularMatrix 
(1, 1, Integer) 

RectangularMatrix 
(5,  2, ~ u o t i e n t ~ i e l d  
Poly nomial Rational- 
Number) 

RectangularMatrix 
(3, 8, Ga.ussian Inte- 

Observons la somme de deux matrices recta.ngulaires : on additionne les éléments de 1'a.nilea.u 
en utilisant. la somme implantée dans l'anneau spécifié en pa,ramètre. 
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Exemple 1.3.6 Implantation dt l'addition de deux mafrices x el y : 
La signature : ? + ? : ($,$) -> $ 
Le t ex f t  source : 

x+y == [ [ x .  i . j+y . i . j for j in O. .maxcol x] for i in O. .maxrow x] 

Ce programme est appliqui quelque soit I'anneau R dans lequel sont pris les éléments x . i . j 
et y .  i . j ,  et c'est l'addition implantée dans R qui sera eflectuée. 

Notons que le paramétrage peut. être beaucoup plus subtil : les domaines générés par un même 
construct.eur ne disposent pas automatiquement des mêmes fonctions. Nous en donnons ici 
une illustration. 

Exemple 1.3.7 Nous donizons ici le dédut de l'implantation du constructeur de doinair~es 
PolRing : 

PolRing(R: Ring ,E: Ordered~belianMonoid) : T == C 
vhere 
T == GeneralPolynomial(R,E) with 
--operat ions 

if R haç IntegralDomain then "exquo" : ($  ,R) -> union($, "failed") 
"# "  : $ -> NonNegativeInteger 

--assert ions 
if R has unitsKnoun then unitsKnovn 
if R has commutative("*") then commutative("*") 
if R has IntegralDomain then IntegralDomain 
if R has canoni calunitNorma1 then canonicalUnitNorma1 

C == FreeModule(R,E) add 

On tioif zci que la fonctzon ' i e x q u ~ r  ne sera t~tilisablt pour I f  domaine PolRzng(R1,El) que 
sz l'anneau RI pussi en pal-urnètrt est infëgrt.  DE. même, les donzaines générés à partzr d t  
PolRzng n'auronf pas tous les mfnzes attributs, également condii ionni~ par les pr0priifi.q de 
l'anneau. : 

( 1) PolRing(Rat ionalNuber, Integer) 
Type: Domain 
Time: O sec 

( 2 )  PolRing (squareMatrix (4 ,RationalNumber) , Integer) 
Type: Domain 
Time: O sec 

(3) ->PR1 has commutative("*") 

(3) true 
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Type: Boolean 
Time: .1 (OT) = .1 sec 

(4) ->PR2 has c~mmutative("*'~) 

(4)  f a l s e  
Type: Boolean 

Time: O sec 

Cela. suppose alors que tous les modules soient écrits avec bea.ucoup de soin : l'oubli d'un 
attribut ou le ma,uvais choix des ancètres dans l'écriture d'un domaine le rendra ina.ccessible 
à d'autres. 

La programma.tion en Scraichpad demande donc une grande discipline et le respect strict de 
règles de génie logiciel. 

1.3.8 Une illustration : Les polynômes non comnlutatifs en Scratchpad 

Les polynômes noil commutatifs sont une illusta.tion intéressante de la programiilatioii en 
Scratchpa.d : ils mettent en oeuvre l'ensemble des mécanismes décrit-s plus haut. Leur calcul 
est très rapide et permet des simula.tions répétées et intensives. 

Nous utilisons ces n~odules, implantés par M. Petitot ([53]): pour coder les séries génératrj- 
ces polynomiales de manière à effectuer récursivement la transformation d'évaluation (nous 
utilisons en particulier de manière directe le domaine X'Recursiv~Polynonz~als). 

Le graphe d'héritage des polynômes non commutatifs est donné par la figure 1.3. 011 ob- 
serve ici deux modes différents de représentations internes (-X-DPOLI' et S R P O L I ' )  impli- 
quant deux implantations différentes des mêmes algori thmes et des performances largement 
supérieures pour la représentation récursive. On remarque l'importance de la généricité qui 
permet de programmer les algorithmes à leur plus haut niveau de généralité. 

1.4 Intérêt et réalisation d'une première interface graphique 

1.4.1 L'interprétation des résultats 

L'utilisation du calcul formel permet l'obtention de résultats symboliques et de calculs ex- 
acts, ce qui est indispensable pour l'étude des systèmes dynamiques (voir [28, 31, 38, 521). 
Néanmoins, l'étude de systèmes réels e t  donc de taille raisonnable génère des résultats tenant 
généralement sur plusieurs pages de listing et l'interprétation de leur signification mathéma- 
tique ou physique devient un problème insurmontable sans outil approprié (voir [38, 281). 

La simulation graphique est donc une aide précieuse, qui devrait permettre par exemple 
de mettre directement en évidence des phénomènes de découplage, de non interaction entre 
ent.rées et  sorties, de singularités. 

Les logiciels de calcul formel dont nous disposons, Scratchpa.d et Ma.csyma permettent l'ob- 
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I Gestion des combinaisons linéaires 

1 F M ( R  : Ring,  S : O R D S E T )  I 

I - instanczation : I 
E = OFh40A71(S  : OrderedSei) 
ensemble des mots formés de lettres 
appartenant à un alphabet donné S. 

quelconque. 

1 i 

Figure 1.3 : Architecture de l'implantation des polynômes non commutatifs 

Gestion des polynômes sur un al- 
pliabet donné. 
Représentatzon distribu&e 
: combinuisoiîr. linLaires de nzofs 
X DPOLI'(v1 : Orderedset. 

R : Ring)  

Gestion des polynômes sur un alphabet 
donné. 
Représentation récurséve : un polynhme 
est défini par son terne constant et ses 
rksiduels 
X RPOLI'(v1 : OrderedSet, 

R : IntegralDomain) 

- 
Conversion possible " 1  = 

+ instanczation : 

~ ~ ~ ~ t e d E x ~ r e s s i o n (  ) 
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tention de résultats symboliques de taille généralement importante, et dont nous n'avons à 
priori aucune idée du comportement. Preiions par exemple l'équation différentielle y = u + y2 
(décrite en 2.1.4.4), on la code par la série sur deux lettres ,S = zi + (StuS)zo. Nous pouvons 
calculer des approximations : 

SI = 71 

Sk = Si + (Sk-i L U S ~ - ~ ) Z ~  
L'évalua.tion de la série S3 pour une entrée polynomiale de degré 2 donne un polynôme de 
degré 21. Un tel résultat brut est difficilement exploit,able "à l a  main" : combien de fois 
s'annulle-t-il? quel est sont comport.ement à. l'infini? est-il 1'approxima.tion polynomiale 
d'une fonction périodique? voilà un petit échantillon de questions auxquelles on voudra.it 
pouvoir répondre en un instant, de manière à savoir vers quels aspects intéressants on peut 
orienter les calculs. 

Nous avons donc décidé de créer un outil graphique permettant par exemple pour l'étude de 
la série donnée ci-dessus de se faire une d'idée de l'ordre d'approximation qui est satisfaisant, 
c'est à dire. par exemple, à partir duquel les courbes de deux approximations seront. ou 
presque. confondues en fonction de l'entrée u et de l'intervalle de temps sur lequel on l'étudie. 
On vérifie alors, en utilisant une méthode numérique. la validité de l'approximation. Kous 
aurions pu. pour cela, utiliser des logiciels graphiques déjà existants. il aurait alors fallu. 
étant donnés les moyens actuellement à notre disposition, prendre les résultats symboliques. 
les transformer en un format lisible par ces logiciels, transférer les données, et enfin, tracer 
la courbe. Nous perdons alors un temps considérable, et la connaissance de l'approximation 
acceptable devient extrèmement fastidieuse, sachant qu'on ne connait pas l'erreur théorique 
de toutes les méthodes d'approximation. 

Ce n'est cependant pas le seul intérêt de la sin~ulation : elle permet d'observer directement 
l'existence des phénomènes (stabilité.singu1arités. etc.) et. dans tous les cas. de doxiner à 
l'utilisateur une idée précise du comporten~ent de la sortie afin d'en faciliter ou d'en orienter 
une anal? se plus approfondie. 

1.4.2 La création d 'une interface 

Nous plaçant dans l'optique du calcul exact, c'est à Scratchpad que nous avons demandé 
l'essentiel des calculs. Pour simuler le comportement entréelsortie polynomial, nous avons 
décidé de l'utilisation de courbes de Bézier dont les principes et  l'efficacité sont décrits dans 
le chapitre 3. Scratchpad génère ainsi des fichiers de coordonnées de points, permettant 
également la constitution d'une bibliothèque de courbes que nous affichons dans une fenêtre 
X-U7indow par un programme C. Les calculs de Scratchpad sur les nombres rationnels 
permettent une précision quasi infinie, assurant l'exactitude du tracé par la suppression de 
toute propagation d'erreur comme c'est le cas lors de calculs sur les nombres flottants. 

Nous avons utilisé les propriétés de généricité ([49, 511) de Scratchpad pour implanter les 
algorithmes de tracé de courbes fonctionnant aussi bien sur des nombres rationnels que sur 
des flottants de taille quelconque. Nous donnons ainsi à l'utilisateur le choix entre un tracé 
rapjde, de l'ordre de quelques secondes, et  un tracé exact, jusqu'à 100 fois plus long. Cette 
différence énorme des temps s'explique par le calcul de PGCD qu'effectue Scratchpad pour 
simplifier chaque nouveau nombre rationnel qu'il détermine. Nous avons également défini 
un format d'échange des données entre Scratchpad et  le programme C (donné en annexe) 
effectuant le tracé. 
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1.5 Nouvelle version de Scratchpad et son interface 

1.5.1 Le g r a p h i q u e  sous Scratchpad 

Nous avons reçu en décembre 1990 une nouvelle version de Scratchpad possédant des primj- 
tives graphiques intégrées. Les principes sont les mêmes que ceux que nous avions adoptés 
pour ce qui est de la communication : création d'un fichier temporaire et possibilité de 
sauvegarde de l'image. Cet outil créé dans les laboratoire d71BM par une équipe de spécialistes 
du graphisme est plus raffiné que le nôtre : possibilité de zooms, choix des couleurs, etc. 
L'utilisation de notre première interface a donc pris moins d'importance. 

Cependant., et bien que les primitives graphiques soient nombreuses, nous n'avons pas trouvé 
l'implantation des courbes de Bézier, aussi avons nous ajouté nos propres implantations 
à celles déjà en place. De plus, nous ne possédons pas de logiciel capable de reproduire 
sur imprimante 17ima.ge sauvegardée au format de Scratchpa.d (sous forme d'un répert,oire 
contenant 3 fichiers de données). Il est à noter que la. fonction Scratchpad de resta.uration de 
l'image à l'écran n'est pas non plus implantée dans la. version que nous possédons. 

Kous avons donc également développé dans le paquetage tex Dr au^ les primitives fournissant 
un fichier source Latex donc aisément insérable dans un teste (voir entre autres les exemples 
3.10 page 109 et 3.11 page 111 du chapitre 3) donnant une représentatioil point par point des 
courbes. Nous avons ensuite écrit les primitives donnant un fichier de points utilisable par un 
programme Posfscript (décrit en annexe) permettant de reproduire 1a courbe habillée (axes 
et échelle) soit à l'écran, soit sur imprimante. Notons que ce principe permet également une 
insertion facile dans un texte, ce qui est une fonctionnalité agréable du simulateiir. 

1.5.2 Les foi lc t io i ls  à i m p l a n t e r  

Nos besoiiis en graphisme sont de différentes natures. 
Tout d'abord la visualisation de courbes polynomiales avec un masimum d'inforn~ations. ce 
que les courbes de Bézier sont en mesure de nous fournir. Nous avons donc développé dans les 
paquetages BCzlroe et RationalCurue les primitives de calcul des points des courbes de Bézier 
polynomiales et rationnelles dont les résultats sont repris par les paquetages BczierDrau.2D et 
RationalDraui2D pour une visualisation à l'écran. Nous avons également développé le paque- 
tage GraphicXEvaluationPackage qui permet la visualisation à l'écran des courbes d'entrée et 
de sortie d'un système dynamique par l'utilisation d'une seule commande. Nous donnons sur 
la  figure 1.4 page 36 les relations entre les différents modules ammenant à la visualisation des 
courbes. Nous donnons ci-dessous la fonction des différents modules décrits sur cette figure. 

UnivariateBernsteinPolynomial : Gestion des polynômes exprimés en base de Bernstein. 
Nous en donnons une description détaillée en 3.2.2 page 80 

B C u r v e  : Création de courbes de Bézier à. partir d'une liste de polynômes exprimés en base 
de Bernstein ou en base canonique. 

XRecurs ivePolynomial  : Polynômes non commutatifs représentés de manière récursi\le. 
(voir M. Petitot7[56]) 

XEvaluat ionPackagel  : Evaluation d'une série, donnée ici par un polynôme non commu- 
tatif, pour des entrées, donées ici par des polynômes en base de Bernstein ou, plus directement. 
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des courbes de Bézier. 

GraphicXEvaluationPackage : paquetage de sin~ulation gra.phique, visualisant à l'écran 
les courbes d'entrée et de sortie pour une série doiznée. 

BezierDrawBD : Calcul effectif par subdivision des points nécessaires au tracé de courbes 
de Bézier. 

VecteurMassique : gestion de vecteurs massiques, exprimés sous forme de vect,eurs ou de 
points pondérés. Nous en donnons une description détaillée en 3.4.1 page 96 

RationalCurve : Création de courbes rationnelles à partir de vecteurs massiques ou de 
courbes de Bézier. 

RationaldrawZD : Calcul par subdivision des points nécessaires a.u tracé de courbes ra- 
tionnelles. 

ParametrizationPackage : changement de para.m&tres homogra.phiques et qua.dra.tiques 
pour l'expression de courbes rationnelles sur des intervalles de temps infinis. 

TwoDimensionalViewport : Paquetage Scratchpad pour la visualisation de courbes à 
l'écran. 

La généralisation du type d'entrées aux polynômes expoilentiels nous a amené à développer le 
domaine spécifique PolynomialExponential dont nous décrivons l'interaction avec les autres 
modules sur la figure 1.5. Les boiliies propriétés de celui-ci ainsi que le respect (facilité 
par S~rat~chpad)  des règles du génie logiciel nous ont permis de l'inclure sans difficulté aux 
modules déjà présents. 

Enfin. pour pouvoir comparer directement sur un même graphique les résultats des algo- 
rithmes du simulateur avec ceux utilisés en calcul numérique, iious avons implanté dans 
le paquetage NumericRtsolutio~~ojEquaDif les algorithmes classiques d'intégration de Rnngc- 
Iiutla et Adams fournissant des résultats aux formats utilisables par nos fonctioiis graphiqiies. 
Ceci n'exclut évidemment pas la possibilité d'appels de fonctions numériques performantes 
comme celles de la bibliothèque NAG par exemple. La création en Scratchpad de fonctions 
numériques spécifiques nous a simplement permis, eii l'absceace de toute interface facile à 
utiliser ou à construire. de simuler par des méthodes différentes le comportement des systèmes 
dynamiques sans changer d'environnement de travail. 
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Figure 1.4 : Combinaison des modules pour la simulation graphique 
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UnivariateBernsteinPolynomial : Gestion des polynômes exprimés en base de Berlistein. 
TwoDiinensionalViewport  : Domaine de Scratchpad pour la visualisation de courbes à 
l'écran. 
XEva lua t ionPackage l  : Evaluation d'une série, donnée ici par un polynôme non cornmu- 
tatif, pour des entrées, donées ici par des polynômes en base de Bernstein ou, plus directement. 
des courbes de Bézier. 

n 

PolynomialExponent ia l  : Gestion des polynômes exponentiels de la f o r m e : x  pleki. Nous 
k=O 

en donnons des exemples d'utilisation en 2.2.3.1 page 59 et une description plus détaillée en 
3.3 page 92 
PolExpoCoercionPackage : Paquetage de conversion des polynômes utilisés dans le do- 
maine Po~ynomia~Exponenta,  conversions de la base canonique vers la base de Bernstein et 
inversement. 
Funct ionalExpress ion : Domaine de Scratchpad sur les expressions fonctionnelles. coii- 
vertibles en fonctions par utilisation du domaine FunctionSpaceToCompiledFunction. 
que l'on peut alors transmettre au paquetage NumericalResolutionofEquaDif pour la 
simulation numérique. 

Figure 1.5 : 1ntera.ctions entres polynômes et polynômes-exponentiels 
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Les systèmes dynamiques 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d'abord l'ensemble des outils algébriques et combina- 
toires nécessaires a.u codage des systèmes dynamiques par des séries formelles en variables 
non commutatives. Nous donnons également les domaines implantés en Scratchpad par M.  
Petitot ([53]) et sur lesquels nous basons une partie de notre travail. 

Kous nous intéressons également au calcul dans l'algèbre de Lie libre avec la constructjon 
des bases de Lyndon (on peut pour plus ample information se référer au ouvrages généraux 
[50. 67, 15, .5]) dont nous donnons les grandes lignes de l'implantation effectuée par h4. Petitot 
([33, 54.341) en Scratchpad. On peut également se référer aux travaux de P.V. Koseleff ([36]). 

Nous rappelons ensuite la définition et les propriétés de la transformation d'évaluation (voir 
[28]). avec le paquetage d'évaluation implanté eil Scratcllpad qui lui correspond. Son rôle est 
de calculer l a  sortie d'un système dynamique, en fonction d'entrées de type polynomial (en 
base canonique ou en base de Bernstein) ou polynomial exponentiel ( à  coefficients rationnels, 
réels ou complexes), donnée par diverses méthodes d'approximation (polynoiniale. rationilelle, 
structurelle nilpotente). Ces résultats d'approximation seront utilisés par notre simulateur. 
dont nous détaillons les fonctionnalités dans le chapitre suivant. 

Enfin, en utilisant la factorisation de l'opérateur de transport, nous abordons le problème du 
"motion-planning" (voir (31. 651) dont le but est de calculer les cornmaiides, poli;nomiales ou 
constantes par morceaux, pour conduire un mobile d'un point à un autre de l'espace. Nous 
simulons la trajectoire ainsi obtenue. 

2.1 Outils algébriques et combinatoires 

2.1.1 Alphabet et mots 

Soit Z = {zo, ..., z,) un ensemble ordonné fini non vide qu'on appelle alphabet. Les éléments 
de Z sont appelés les lettres. Une suite finie de lettres, u = z;, ...z;, est appelée un moi. 
On note Z* l'ensemble de tous les mots construits sur l'alphabet 2. Le mot qui ne contient 
aucune lettre est appelé le mot vide, on le note E .  

Soient u = zil ... f i k  et  v = zj, ... z,, deux mots de Z*. On définit le produit (ou concaté- 
nation) de u et  v par : 

UV = z;, ...z,kZj, ... ZJi 



40 Les systèmes dynamiques 

Ce produit est évidemment non commutatif. 
2' muni de l'opération de concaténation est un monoïde libre. 

La longueur d'un mot w de Z*, notée 1 w 1 ,  est le nombre de lettres qui le constituent. 
Ainsi. ( E I =  O. Pour u = 2 ,,... z;~, 011 a ( u I= k. 

On note 1 v 1, le nombre d'occurences de la lettre z dans le mot v .  

On dit que le mot ul est fu,cteur du mot u2 si et seulement si : 

3v ,  w E Z* tels que 212 = vulw 

Si v = E. alors u1 est appelé fu.cteur gauche (propre si w # E )  

Si w = E alors u1 est appelé facteur droit (propre si v # E )  

Deux mots ul et u2 de Z* sont dits conjugués si et seulement si : 

3vi, r2 E Z* tels que ul = V I  212 el 112 = v2v1 

2.1.2 Ordre lexicographique su r  Z* 

On définit un ordre total sur Z* de la manière suiva.nte : 
Qul .  u2 E Z*. ul < u2 si et seulement si : 

3.10 # E tel que u l w  = 212 

ou 
3 v I ,  v2,  z13 E Z*, 32, y E Z tels que u1 = vlxv2, u2 = V I  yv3 et x < y 

Ceci nous donne l'ordre 1exicogra.phique. 

On définit également sur Z* l'ordre lexicographique inverse : 
Soient ul et u2 deux mots de Z*, u1 < u2 si et seulement si 

32. E Z* tel que u2 = vu1 
ou 

32, y E 2, V I ,  v2,  u! E Z* tels que u1 = V ~ X W ,  u2 = v2xw avec x < y 

2.1.3 Mots de Lyndon et leur miroir 

Definition 2.1.1 Un mot u de Z* est un mot de Lyndon s'il vérifie l'une des deux conditions 
équiva1eni.e~ suivantes : 

1. il est strictement plus petit que tous ses conjugués propres, 

2. il est strictement p1u.s petit que tous ses facteurs droits propres. 

Cette définition s'entend pour l'ordre lexicographique. 
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O n  note L l'ensemble des mots de Lyndon sur l'alphabet 2. 

Les mots de Lyndon sont implantés da.ns le domaine LyndonW'ord2 

LyndonWord2 VarSet: OrderedSet is a domain constructor 
Abbreviation for LyndonWord2 is LWORD2 

............................... Operations ................................ 
?<? : ($,$) -> Boolean ?=? : ($,$) -> Boolean 
coerce : $ -> OutputForm coerce : VarSet -> $ 
coerce : $ -> Expression left : $ -> $ 
length : $ ->  PositiveInteger max : ($ ,SI  -> $ 
min : ($,$> ->  $ retract : $ -> VarSet 
retractable? : $ -> Boolean right : $ -> Union($, "f ailedu) 
Lyndon? : OrderedFreeMonoid VarSet -> Boolean 
LyndonIf Can : OrderedFreeMonoid VarSet -> Union($, "f ailed") 
LyndonWordsBySize : (List ~arSet,PositiveInteger) ->  Vector List $ 
LyndonWordsList : (List VarSet,PositiveInteger) -> List $ 
aFactoredForm : $ -> 

Record(f1: VarSet,rl: List Record(gen: $,exp: NonNegativeInteger)) 
coerce : $ -> OrderedFreeMonoid VarSet 
factor : OrderedFreeMonoid VarSet -> List $ 
length : ($,Varset) -> NonNegativeInteger 
retractIfCan : $ -> Union(VarSet,"failedU) 

Voici les mots de Lyndon de longueur 3 sur l'alphabet {a, b, c )  

LyndonWordsList ( Ca, b , c l  $3)  $lyn 

Type: List LyndonWord2 OrderedVarlist [c,b,a] 
Time: .1 (IN) + .1 (EV) = .2 sec 

De la même manière, on définit les mots de Lyndon miroir : 

Definition 2.1.2 Un mot w de Z* est un mot de Lyndon miroir si et seulement si il 
est strictement plus petit que tous ses facteurs gauches propres pour l'ordre lexicographique 
inverse. 

Un mot w est un mot de Lyndon miroir si et seulement si son image miroir est un mot de 
Lyndon. O n  note 1 l'ensemble des mots de Lyndon miroir sur l'alphabet 2. 

Théorème 2.1.1 Théorème de factorisation de Lyndon (voir [50]). 
Tout mot w E Z* peut être écrit de manière unique comme suit : 

où I ,  E L (resp. Z) et Il > 12 > . . . > 1, (resp. II < l2 < - . . < 1,). 
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2.1.3.1 Factorisation standard 

Soit u E L. 
Soit m son plus long facteur droit propre dans L. 
Si u = ln? alors 1 E L et 1 < lm < nz. 
Le couple o (u )  = (1, m)  est appelé la jactorisation standard de u.  

2.1.3.2 Factorisation standard miroir 

Tout mot de Lyndon miroir: u E Z, peut également êt,re fa.ct,orisé de manière unique : 

On appelle le couple (n1.1)' noté Ü(n1'1) la fncloi~z.salzon stondnrd miroir de u .  

2.1.4 Séries et polyilô~~les ilon corn~nutatifs 

On appelle série formelle à coefficients dans l'anneau commutatif unitaire A en les indéter- 
minées associatives 2 (11011 cor~lmutatives si c u r d ( 2 )  2 2) toute application S de Z* dans A .  
L'image par ,S d'un mot u. de Z* sera notée < S 1 u: >, et appelée coefficient de ut dans S. 

On note la série S : 

Vne série dont le t.erme coiist,ant est nul (<  S 1 E >= 0) est dite propre. 

L'ensemble des séries formelles sur Z à coefficients dans A est noté A « Z > 
On définit le support d'une série S : 

supp(S) = {w E Z* I <  S 1 U' ># O) 

On définit l'ordre d'une série S ,  qu'on note w(S) par : 

2.1.4.1 Somme de séries formelles 

La somme de deux séries formelles S e t  T de A « Z » est la série S + T définie par 

V W E Z *  < S + T I w > = < S I w > t < T I w >  

La somme est associatioe et commutative. 
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2.1.4.2 Produit de Cauchy 

Le produif de Cauchy de deux sérjes formelles S et T ,  noté S . T, est défini par : 

Ce produit est non commutatif. 
( A  « Z », + ?  -) est un a.nnea.u non commutatif. 

2.1.4.3 Produit par un scalaire 

Soit S E A « Z » une série, soit cu E A. On définit la série cr.S pa.r 

Qu, E Z* < a.S 1 u ~ > =  a. < S 1 U J  > 

L'ensemble des séries formelles muni de ces 3 opéra.tions est une A-algèbre. 

2.1.4.4 Produit de inélange 

Le produit de mélange de deus séries ilon commutatives est défini comme suit : 

avec : 

1. U w E = E w U = U  

2. vu,  2' E Z*. vx, y E Z ( u z ) ~ ( v ~ )  = [(ux)wv]y + [uw(21y)]x 

(A « Z », +, w ,  .) est une algèbre commutative. 

2.1.4.5 Séries échangeables 

Une série H est dite échangeable si et seulement si : 

(Vr E Z,I u I , = I  v 1,) =+-< H 1 u >=< H 1 v > 

Ii s'en suit que H peut s'écrire sous la forme : 
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2.1.4.6 Polynômes non commutatifs 

Un polynôme non commutatif est une série formelle non commutative de support fini. 
L'ensemble des polynômes, noté -4 < Z >, est une sous'-algèbre de A « Z B. 

011 définit le degré d'un polynôme P E A < Z > par : 

Toute série formelle S de A « Z » peut être considérée comme une forme linéaire sur 
A < Z > :  

V P E A < Z > ,  < S I P > =  < P I w > < S ( w >  
w€Z '  

Ainsi, A « Z » est identifiée au dual de  A < Z >. 

2.1.4.7 Calcul  de résiduels 

Definition 2.1.3 Soit S uize série jornzelle de A « Z ». Soit u un mot de Z*.  On appelle 
résiduel à gauche (resp. à droite) de S par u la série formelle u a  S (resp. S D u )  de < Z > 
définie par : 

V U > E Z * ,  < u a , S ' l u i > = < , S I w u >  
( r t s p .  < S D u 1 w >=< S 1 UZL' >) 

Pour toute série S E -4 « Z » on a : 

Pour t,oute série formelle S, nous avons : 

v si w  = zv 
W D f  = sinon 

v si w = vz 
t a w =  

sinon 

Toute série peut alors être retrouvée à partir de son terme constant et  de la liste de ses 
résiduels, à gauche ou à. droite, de la. manière suivante : 

Lemme 2.1.1 Lemme de reconstruction 
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Ce lemme permet de programmer les polynômes non commutatifs en utilisa.nt une représen- 
tation "à la Horiier" (voir [53, 561). 

En mémoire: la  représenta.t.ion d'un polynôme non commuta.tif sera. la list,e formée de son 
terme const,a.nt et  de ses résiduels par les éléments de 2. Cha.que élément étant lui-même un 
polynôme non con~muta.tif, on pourra réitérer le processus. 

Exemple 2.1.1 Soit Z = { z o : t i )  
Soit P  = 1 + 202 + 2zozl + Z ~ Z O  + 21 

= 1  + zo(20 + 221) + 4 1  + 20) 
P  est représenté par la liste: 

( 1 ,  ( z o , ~  D 20)' ( z i , p  D "1)) 
avec 

P D 20 = ( ( 3 0 ,  1)' ( t 1 , 2 ) )  
P  D 21 = ( l , ( z o , l ) )  

On peut aussi ret,rouver I'espiession du produit. de mélange de deux polynômes en utilisa.iît 
le calcul des résiduels : 

Lemme 2.1.2 Lernnze de dérivation 
LES risiduels. à gauche et à droite. par une lettre de Z sont des dériz~ations pour le produit 
de mLlange. C'est-à-dire. pour foute lettre z  E 2,  pour toutes ssries S ,  T E A « Z ». on CI : 

z  d ( S U T )  = [ ( z  a S ) w T ]  + [ S w ( z  a T ) ]  
( S U T )  D t = [ ( S  D t ) w T ]  + [ S w ( T  D z ) ]  

Chaque polynôme est représenté de la manière décrite précédemment. par des listes de listes 
d'éléments. Chacun des nouveaux calculs de produits de mélange s'effectue sur des polynômes 
de taille plus petite. On est donc assuré de terminer le calcul. On retrouve eilsuite l'expression 
de PLL~Q par utilisation du lemme de reconstruction donné dans le para.graplie précédent. 

Exemple 2.1.2 Soif Z = { z ~ , t l )  
Soient P = zotl et Q = z l zo  

( P w Q )  D zl = ( P o  z1)wQ + P w ( Q  D t.1) 
= O + P w t o  

En terme de listes, P w Q  sera représenté par : 

On effectue récursivenzeni les deux produits de mélange obtenus : 

( P w  20)  D 20 = ( P  D / IO)LUZO + Pw (20 D Z O )  
= 2 1 w z o + P  
= 2zoz1 + 2120 



4 6 Les systèmes dynamiques 

(zlwQ) D z1 = (zl D z l ) ~ Q  + z l ~ ( Q  D zl) 
= Q t 2 1 ~ ~ ~ 0  

= 2z lz0+$0z~  

Ce qui donne la liste : 

On obtieni finalement pour le produit de méla.nge suiz~ani 

la reprisentaiion en terine de listes: 

Nous a.vons ici un algorjt,hine efficace pa.rticuli@remeni adaptf '  à. uiie représentation récursive. 

2.1.5 Polyi~ôilles de Lie 

On défini le crochet dc Lie de 2 polynômes P et Q E A < Z > pa.r : 

[P>Ql= PQ - Q P  

On vérifie aisément que le crochet, de Lie vérifie les trois axiomes suivants : 

1. l'opération "Crochet. de Lie" est bilinéaire : 

[XIPI t XzPz,Q] = X~[PI,Q] t X2[Pz,QI 

[P7 PIQI + P ~ Q Z ]  = CL~[P ,  QI] + PzIP~Q~I 

2. l'opération "Crochet de Lie" est anticommutative : 

[ P , Q l =  -[Q7P] 

3. I'opération "Crochet de Lie" vérifie l'identité de Jacobi : 

[P, [Q, RI] + [Q7 [R' pl1 + [R7 [P' QI1 = 0 

On note Lie < Z > le plus petit sous A-module qui contient les lettres de Z et qui est stable 
pour le crochet de Lie. 
Lie < Z > est l'algèbre de Lie libre engendrée par 2. 
Un élément de Lie < Z > est appelé un poIyn0me de Lie. 

Par  conséquent, un polynôme de Lie est soit une lettre de Z (munie d'un coefficient non 
nul), soit le crochet de Lie de deux polynômes de Lie. 
Tout polynôme de Lie est. propre. 
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2.1.6 Base de Poincaré-Birkhoff-Witt 

Théorème 2.1.2 Théorème de Poincaré-Birkhofl- Witf ([26]). 
Soit B = (P,),21 une base totalenzenf ordonnée d'une l'algèbre de Lie L. Alors la familIr des 
polynbnzes dr la forme 

{Pi: P: . . .Pi; avec n 2 O ,  il, i2 , .  . . , i n  _> 0) l 
1 

oti 

j l  > j 2  > ... >jn 

est une base de l'algèbre enveloppante de L appelée base de Poincaré-Birkhoff- Witt associie 
à la base B et notée PBMiB. 

2.1.7 Base duale de PBMIB 

L'espace vectoriel des séries formelles est naturellement isomorphe au dual de l'espace vecto- 
riel des polynômes non commutatifs. On peut exprimer cette dualité sous la forme suivante : 

A < Z > x A < Z >  - A 

(S, P )  - < S I P > =  C < S I U ? > < P I U ~ >  
w E Z 8  

On associe à la base PBTi7.B de -4 < Z > sa "base duale" : 
Chaque série SQ, est définie de la rnaiiière suivante : 

< SQ, 1 Q I  >= 6:: QQ, E PBHV.B 

On a alors : 

V P € A < Z >  P =  < S Q / P > Q  
Q€PBM7.B 

Théorème 2.1.3 [57] Soif Q = P;: Pi: . - Pi," un polynôn~e de la base PBMT.B, alors : l 

2.1.8 Base de Lyndon 

A partir des mots de Lyndon, on construit une base de l'algèbre des polynômes de Lie, 
Lie < Z >, appelée base de Lyndon ou base de Chen-Fox-Lyndon par la formule récurent,e 
suivante : 

c(z) = z si z E 2, 

C(W) = [ ~ ( l ) ,  c(m)] si w E L et a(w) = (1,m). 

où [c(l), c(m)] est le crochet de Lie de c(1) et de c(m) et a(w)  est la  factorisation standard de 
W. 

Lemme 2.1.3 A tout mot de Lyndon u, on associe le polynôme de Lie Qu de la manière 

Qu = 11 s i u E Z  
Qu = [QI, Qm] si a ( ~ )  = (1' m) 
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{Qu 1 u E L )  est une base de 17espa,ce vectoriel Lie < Z >. Nous I'a,ppelons base de Lyndon. 

l 

I De la même manière, on défini la base de Lyndon miroir : 

Lemme 2.1.4 A touf mot de Lyndon miroir u ,  on associe le polynôme de Lie Qu de la 
manière suivante : 

{Qu ] u E Z) est alors appelé base de Lyndon miroir. 

Exemple 2.1.3 Soif Z = {zO, zl) : Enumération par longueur. 

[ Loiigueu,r ( Mots de Lyndon 1 Base de Lyndon 

[[[zo. 211) ZIIO, 211 

[20, [ Z O O ,  [ZOO, b 0 ,  .21111 

[ Z O O ,  ["O, [bo.i 211, 2111 
[[ZOO, [zo, .tlll, [20O,.tlll 

[ZOO, [[[%Y 211) 211) ~ 1 1 1  

[[ZOO, 211, [[zo, ~ l l ?  i l I l  

Base de Lyndon miroir 

21 

20 

Longueur 

1 

Mots de  Lyndon miroir 

21 

20 
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2.1.8.1 Construction de la base duale 

La famille {P, 1 up E Z*) est exactement la base PBM7.L de l< < Z > associée à la base de 
Lyndon de Lie < Z > par le théorème de PBMi (2.1.2). On construit la base duale de la 
base de PBM7.L {S, 1 u7 E Z*), à l'aide du théorème suivant : 

Théorème 2.1.4 Calcul récursif des polynômes duaux([46]). 
Le polyn6mc dual Sw peut être obtenu récu.rsivement des deux manières su.ivantes : 

ceci donne une définition récursive des S,. On notera aussi ([57]) que l'ensemble des SI, l 

pour 1, E L (resp. Sx pour E i) est une base de transcendance de l'algèbre commutative 
A « 2 » dotée du produit de mélange. 1 

2.1.9 Factorisation de la série double 

011 défiiijt un produit sur A' « Z » @1i < Z > par : 

(Si @ Pl)(S2 O Pz) = s 1 w s 1  63 PlP2 

En particulier, d'après l'équation 2.1 de la page 47, si w E Z*, on obtient : 

1 

On en déduit alors le théorème de factorisation : 

Théorème 2.1.5 ([46]) 
w 8 w = n exp(Sp 8 P )  

Les éléments de B sont ordonnés décroissants pour B = L et croissants pour B = i. 
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2.2 Systèmes dynamiques et transformation d'évaluation 

2.2.1 Les systèilles dynamiques 

Comme nous l'avons dit dans l'introduction générale, un système dynamique est un système 
d'équations différentielles de la forme : 

avec A, un champ de vecteurs analytique défini par : 

Mais on peut aussi considérer les systèmes dynamiques comme des "boîte noires" 

dont chaque sortie yk(i) est un signal paramétré dépendant du temps 1 et des primitives des 
entrées a2  pour z E 2,  c'est à dire : 

azO est l'application constantje : azo = 1 .  Pour k E (1,. . . , p l ,  Les gk sont des fonctionnelles, 
c'est à. dire des fonctions dont les arguments sont des fonctions dépendant des ( , ( t )  : 

avec 
r i  

Pour coder de telles fonctionnelles, M.  Fliess a introduit ([22]) les séries formelles en les 
indéterminées non commutatives 2 E Z appelées séries génératrices (ou séries de Fliess) : 
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où chaque lettre de Z représente une opération d'intégration de Stieljes relativement à l'entrée 
correspondante. En utilisant ce codage, nous sommes amnienés à ''oublier" ces opératjons 
pour ne plus manipuler que des expressions construites sur les lettres de l'alphabet 2. 

Dans l'exemple suivant. tiré du problème du "motion planning" et repris dans la dernière 
partie de ce chapitre, 

QI = cos(g3)ul 
Q2 = sin(q3)ul 
43 = 112 

Les champs de vecteurs corresponda.nts sont : 

les séries génératrices SI , S2, S3 des états ql . q2. q3 seraient : 

où rl et z2 codent les entrées ul et 212 qui sont ici soit des fonctions constantes par morceaux. 
soit des polynômes. 

La transformatioil d'une expression donnée par ses clîamps de vecteurs en équa.tions d'état 
est implantée dans le domaine des Polysysttnzts. 

Certains systèmes dynamiques peuvent également coder une équa.tion différentielle. Prenons 
par exemple 1'équa.tion de Düffing (que nous t.rait.ons plus complètement en 2.2.4.2) : 

1 

En posant q l ( t )  = y(t)  et qz(t) = y(t), on trouve la représentation d'état suivante : I 

Nous avons donc les deux champs de vecteurs : 
1 

La série génératrice codant la solution de l'équation de Düffing vérifie l'équation symbolique 
suivante (voir [38, 281) : , 

2 
S ( Z ~  + 20 + 1) = 21 + sW3tO 

l 

La détermination des solutions d'une telle équation nécessite des méthodes d'approximation 
développées dans [38, 281 par exemple. , 
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Nous rappeloiis ici deux techniques couramment utilisées pour calculer les approximations des 
sérjes génératrices des systèmes dynamiques et en particulier ceux provenant des équations 
différentielles en réginle forcé (nous utilisons ici les même notations que celles de [28]) : 
M.Fljess et H.J.Sussmaii ont montré qu'on peut approximer uniformément le cornportenlent 
entrée/sortie de tout système dynamique par un système polynomial (c'est à dire de série 
génératrice finie). et plus finement, par un système bilinéaire (c'est à dire de série génératrice 
rationnelle) (voir [22, 23, 24, 64, 271). 

Les séries génératrices ont permis, notamment, de généraliser le calcul symbolique de Hea.vi- 
side aus  systèmes non linéaires, grâce au>; indéterminées non commutatives. 

Cette vue a été initiée par M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([25]). Des 
développements peuvent être trouvés dans [40], permettant dans certains cas de calculer la 
réponse, exacte ou approchée, d'un système dynamique non linéaire, grâce au calcul formel 
(voir aussi [2, 39, 41, 42, 43, 451) 

C'est une remise eii forme de  ces techniques, mieux adaptées à un calcul formel ra.pide et 
efficace. qui a condiiit à introduire la "transformation d'évaluation", qui sera utilisée tout au 
long de ce travail. 

2.2.1.1 Approxinîation polynoiniale 

On peut approcher le comportemeiit d'un système dynamique donné par sa série génératrice 
par des pol>.~lôrnes non comnlutatifs Çk obteiius en tronquant Ç à un ordre donné : 

notation 
Soit S une sirie propre* on noie ~*" 'ex~r t s s ion  ( s * ) ~  
Soit ,S 1 1 n f  s é r i ~  , on note ~ u " ' r z ~ r e s s i o n  S u i . 5 ~  . . . UJS (k fois). 

illustrons cette propriété sur un exemple. 

Exemple 2.2.1 
Considéron.~ le sy.stèint décrit pa,r les équations suivantes : 

La sortie y du système peut être exprinzée sous la forme suivante : 

Selon la technique de M.  Fliess, nous codons cette équation d e  la  manière suivante : 
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La série génératrice de y  vérifie alors 1'6qua.lion syrnboliqu~e suivante : 

N0u.s utilisons les schémas itératifs convergents ([26]) : 

Nous calculons les premières va.leurs de S : 

2.2.1.2 Approximation rationnelle 

On peut aussi approximer plus finement par des frcictions rafionnelles dont le début coïncide 
exactelnelit avec celui de la série génératrice : 

Exemple 2.2.2 Considérons I'kqtration difflreniielle du premier ordre .~.uî'ziç1nie : 

qui .s 'écrit encore 
2 

y - y = u + y  

EII utilisant la technique dt codngt décrite dans l'exemple 2.2.1, on t'cri1 cetic 6quntioi-i C I ?  

0 1 2  oblienf finalcnzenf 1'ex~)re.ssion de la série S : 

5' = z1 z; + ( S u  S)t0z; 

2.2.1.2.1 Calcul des approximations rationnelles 

3. 5'3 = $1 + ( S 2 u S 2 ) z 0 4  
= SI + [(Si + T ) u ( S i  + T)]zozl; 
= SI + [ S I ~ ~ S 1  + 2SlwT + TuT]zOz8 
= S2 + [2S luT + TwT]zoz(; 
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On sail (z~oir [26]) que les séries S2 et S3 coïncident exactement avec la sérée S  respectivement 
jtrsqu'aux ordres 4 et 6, ainsi l'approxinzant de S2 à l'ordre 4 est : 

Pour passer du codage symbolique au domaine temporel, on utilise la transformation d'évaluation. 
étudiée récemment dans [28] dont nous décrivons ici les grandes lignes. 

2.2.2 Traiisforillation d'évaluation avec noyau 

2.2.2.1 Evaluation des séries 

L'évaluation de la série formelle S  par rapport au noyau f pour l'entrée a = {az0, a']. . . .azn)  

(sous réserve de convergence, voir [29]) est la fonctioii : 

avec l'évaluation de u. par rapport au noyau f pour l'entrée a ,  l'intégrale définie récursivement 
comme suit : 

( f(t) 

En particulier, lorsque f = 1. on note Ca (1; S )  = C a ( S ) .  

E t  C a ( w ) ( t )  est l'intégrale itérée &UI. J,' 

1 2.2.2.2 Propriétés fondamentales 

1. Soient S  et T  deux séries et cr un scalaire : 

& , ( f i  S +  a T )  = fa(f; S ) +  a C a ( f ; T )  

2. Soient S  et T  deux séries alors : 

& , ( f i  S T )  = f a ( & a ( f ;  S ) ;  T )  

3. Soient S et T  deux séries alors : 
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,'O 4.  Soit une série échangeable H = ch ,..., i n A h  ui . . . uzk alors : 
i o ,  ..., zn 2 0  

5. Soit H une série écliangeable et, h(((t)) son évaluation alors : 

6. soit g k ( t Z ( t ) )  1'évalua.tion de la série échangeable (1 + C e Z r )  , c'est-à-dire : 
zE Z 

alors pour t,out entier lî 2 1, pour tout nombre complexe c,, z f 2 ,  on a : 

Ces propriétés de la transformation d'évaluation permettent. en particulier. de calculer la 
sortje pour des séries formelles de la forme 

sont échangeables, et les z,, , . . . , z,, sont. des lettres de 2 .  

2.2.2.3 Evaluation des polynômes et implantation 

En particulier, lorsque la série considérée est un polynôme, le résultat d'évaluation existe 
toujours : 
L'évaluation du polynôme P E A' < Z > pour l'entrée a  = ( a Z O , a Z 1 , .  . ., aZn) est la  fonction 
définie comme suit : 

£ a ( f ; P ) =  C < P l w > £ . ( f ; w )  
w€supp(P) 

L'implantta.tion de l a  transforma.tion d'évaluation est par conséquent directement issue de  
celle des polynômes non ~ommuta~tifs .  En appliquant le lemme de reconstruction 2.1.1 et  
les propriétés fonda.mentales des séries (voir 2.2.2.2), nous avons deux méthodes de calcul de 
1'évalua.tion : 
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1. En utilisant le résiduel à. ga.uche : 

Le résultat est ici p0rt.é par les intkgrales. 

2. ou en utilisant le résiduel à droite : 

avec 
t 

F = & ( f ; : ) = /  O fdt ,  

Dans ce cas, le résultat est porte par le noyau qui est enrichi au fur et à mesure que 
le polynôme P se réduit. Etant donnée la structure d'implantation choisie pour les 
polynômes, (voir sur l'exemple 2.1.1), c'est la deuxième méthode qui est utilisée pour 
l'implantation. Celle-ci, effectuée récursivement permet pur un simple balayage dc lislr 
d'accéder aux résiduels de P. ce qui donne un algorithme particulièrement efficace 
d'évaluation polyiioiniale. 

La t raiisfornîation d'évaluation est implantée dans le paquetage XEvaluot iorzPacbag1 dont 
nous donnons ici le code source. 

) abbrev package XEVALl XEvaluat ionpackage1 

XEvaluationPackagel (VarSet ,K ,CODAGE ,ENTRE , n t  : Cat == Def where 
VarSet : OrderedSet 
K :Field 
CODAGE: XFreeAlgebra(VarSet, K) 
ENTREE : Algebra(K) 
integ : ENTREE -> ENTREE 

Cat == with 
xeval: (CODAGE, List VarSet, List ENTREE) -> ENTREE 
xeval: (ENTREESCODAGE, List VarSet, List ENTREE) -> ENTREE 

Def == add 
xeval(noyau, code, IV, le) == 

rl,r2: ENTREE 
# IV '= # le => error "longueurs non concordantes" 
constant? code => constant(code) * noyau 
ri := +/ Exeval(integ(1e.i * noyau),resd,lv,le) 

for i in O..maxIndex IV 1 (resd:=lquo(code,lv.i)) '= O] 
r2 := constant(code) * noyau 
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rl + 12 

xeval (code, lv ,le) == xeval(1: : ENTREE, code, IV, le) 

On voit ici la mise en pratique du principe de généricité de Scratchpad : nous allons utiliser 
la même fonction d'évaluation pour des types d'entrées aussi variés que possillc. Des entrées 
polynomides en base canonique pour une expression mathématique habituelle des sorties, des 
entrées polynomiales en base de Bernstein (voir chapitre 3) pour des sorties du même type 
permettant un tracé insta.tané des courbes d'entrée e t  de sortie, et enfin des entrées poly- 
nomiales exponentielles (voir 2.2.3.1) que nous traçons également par une méthode originale 
(voir chapitre 3). 

2.2.2.4 Exemple 

Evaluation des séries polynomiales définies dans l'exemple 2.2.1 pour u(1) = 1. Les opérations 
(1) à (11). que nous ne donnons pas ici, sont uniquement des instanciations de l'alphabet 
de codage, qui comprend ici les lettres a et b, du type des polynômes codant la série. ici les 
polynômes noil commutatifs en représentation récursive et du paquetage d'évaluation. auquel 
il f au t  donner la fonction d'intégration à utiliser, ici celle implantée dans le domaine des 
polynômes exponentiels. 

....................................................................... 
- - calcul de la serie polynomiale 
....................................................................... 
(11) ->p2: Codage := b+2*b*b*a 

Type: XRecursivePolynomial(0rderedVarlist [a,b],RationalNumber) 
Time: .767 (IN) + .133 (EV) + .1 (OT) = 1.0 sec 

(12) ->p3: Codage := b+sh(p2,p2)*a 

Type: XRecursivePolynomial(OrderedVarlist Ca,b],RationalNumber) 
Time: .433 (IN) + .167 (EV) = .6 sec 

....................................................................... 
- - evaluation pour l'entree (1,t) 
....................................................................... 
(13) ->xeval (p3, [a,b] , [ua,ub] ) $Evpkg 
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Type : Polynomial [t] Rat ionalNumber 
Time: .233 (IN) + .1 (OT) = .333 sec 

- - evaluation pour l'entree (l,t**4-3*t**2-1/21 
....................................................................... 
(14) ->ub:=t**4-3*t**2-112 

Type : Polynomial [t] RationalNumber 
Time: 1.067 (IN) + .1 (OT) = 1.167 sec 

Type : ~ol~nomial [tl RationalNumber 
Time : .2 (IN) + .5 (EV) + .1 (OT) = .8 sec 

2.2.2.5 Transformation d'évaluation sur la base duale 

Le théorème 2.1.4 fournit une construction de la base de transcendance {Si),Ez de l 'algèb~c de 
mélange sur A « Z ». Il fournit - aussi un algorithme récursif de calcul de la transformation 
d'évaluation des polynômes S; : Nous utilisons cette formule pour une implantatioii récursive 
en Scratchpad : 

L'évalua.tion des Si est implantée dans le pa,quetage EvalOfDua.lPBWLElt2 

EVDPBWL2 (VarSet : ORDSET , K : ALGEBRA Rat ionalNumber , INPUT : ALGEBRA K , 
integrate: (INPUT -> INPUT) ) 

is a domain constructor 
Abbreviation for EvalOfDualPBWLElt2 is EVDPBWL2 

............................... Operations ................................ 
EvaluationTransf orm : (INPUT ,LWORD2 VarSet, 

L Record(cod: VarSet,fct: INPUT)) ->  INPUT 
EvaluationTransform : (LWORD2 VarSet,L Record(cod: VarSet,fct: INPUT)) 

->  INPUT 
makeInput : (VarSet, INPUT) -> Record(cod : VarSet ,f ct : INPUT) 
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L'évadua.tion des S I ,  1 E lynl is f  = [a, ab, b] pour 17ent,rée c0nsta.nt.e par morceaux (voir 2.3.2) 

T 
a, pour 05 1 < - 

2 
~ l ( t )  = T 

a2 pour - < i < T 
2 - 

T 
b2 pour - 5 t < T 

2 

T T Nous posons Al = a l z ,  A2 = a,$ et  Bi = bi$, B2 = b22  

[ (EvaluationTransform( 1, [ ul, u2 ] )$evdom ::vdp).l for 1 in lynlist 1 

(21) 
1 1 

[ A l  + A2,- A l  B 1  $ A2 B1 + -A2 B 2 , B l  + B2] 
2 2 

Type: L ~istributed~ultivariatePolynomial([A1,~2,B1,B2],RationalN~ber~ 
Time: .667 (IN) + .233 (EV) + .1 (OT) = 1 .O sec 

2.2.3 Le type des entrées 

Les deux types d'approximations de séries, présentés en 2.2.1, ne iiécessjtent pas les mêmes 
types d'entrées. 

En effet, les approximations polynomiales conviennent parfaitement à des classes d'entrées 
polyiiomiales : l'intégrale d'un polynôme est un polynôme, le calcul des intégrales itérées, c'est 
à dire de l'évaluation, donnera donc un polynônle. La sortie de l'approximation polynomiale 
d'une série pour des entrées polynomiales sera alors également polynomiale. Ce résultat 
permet de représenter les entrées par des polynômes exprimés en base de Bernstein (voir 
chapitre 3),  ce qui permet de simuler entrées e t  sorties par des courbes de Bézier dont nous 
décrivons le principe et les avantages dans le chapitre 3. 

Les fractions rationnelles, par contre, fournissent des résult.ats plus complexes : L'utilisa- 
tion d'entrées polynomiales ne garantit pas une sortie du même type. On trouve en effet. 
des lettres à la puissance étoile dans l'expression des séries, et  leur évaluation donnera une 
exponentielle. 

2.2.3.1 Les entrées polynomiales exponentielles 

Commençons par un exemple ([28]). 

Exemple 2.2.3 Soit l'équaiion difléreiztéellr : 

Y + 4 t ) y  = b(t) 



60 Les systèmes dynanl jq ues 

Pour simplifier les calculs. nous supposons que y(0) = O 
En intkgrunt cette équation, on obtient : 

En codant dt,  par ta et d t b  par tb , on obtient en terme de séries génératrices : J / 

En ét1aluant S ,  nous obtenons : 

Posons a ( ! )  = 1, on obtjeiit des résultats d'évaluation par Scratchpad pour diverses valeurs 
polynoiizia1e.s exponenti&iles de b ( t ) .  Les commandes (1) à (5) correspondent à l'instanciatioii 
des doilîaines, le type "Entrée" représentant les polynômes-exponentiels à coefficieilts ra- 
tionnels. : 

...................................................................... 
- - instanciat ion de polynomes exponentiels 
...................................................................... 
(5) ->al:Entree := 2*t*exp(3)$Entree -exp(2)$Entree 

Type: ~ol~nomial~x~onential(t,~ational~uaber,~olynomial[t]RationalNmber) 
Time: .667 (IN) + .1 (OT) = .767 sec 

Type : ~olynomial~xponential (t ,Rat ionalNuber ,Polynomial [t] RationalNuaber) 
Time: 1.767 (IN) + - 1  (EV) + 1.5 (OT) = 3.367 sec 

...................................................................... 
- - evaluation de diverses entrees 
...................................................................... 
(7) ->eval(al) 
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Type: ~olynomial~xponential(t,~ationalNumber,Polynomial~t]RationalNuber) 
Time: -967 (IN) + 1.7 (OT) = 2.667 sec 

Type : PolynomialExponential (t ,Rat ionalNuber ,Polynomial Et] RationalNuber) 
Time: .1 (IN) + .6 (OT) = .7 sec 

Type : PolynomialExponent ial (t ,Rat ionalNumber ,Polynomial [t] RationalNumber) 
Time: .167 (IN) + .O67 (EV) = .233 sec 

2.2.3.2 I m p l a n t a t i o n  d u  d o m a i n e  d e s  po lynômes  exponent ie ls  

Nous avons défini le doinailie des polynômes expoizentiels ([28]), de la forme 
l 

l 

C'est en effet une classe naturelle d'entrées des systèmes dynamiques pour une utilisation 
en automatique. L'in~plantation de ce domaine permet d'écrire une fonction d'intigrclf ion 
spicijque purement algébrique, plus efficace que celles, plus générales implantées dans la l 

l 
version que nous possédons pour les expressions fonctionnelles (FonctéonalExpressim) ou ~ 
les fonction élémei~taires (ElemenfaryFonction). Dans la version à venir d'Axio111. les do- l 

1 

maines FonctionalExpressio~z,s et ElemeiztaryFonciion sont remplacés semble-t-il par le do- 
maille Fuizctions, ce qui ne remet probablement pas en cause l'intérêt de notre implantation. 1 

Nous utilisons ici une technique d'intégration par parties : 

n ( P r 7  d r  = dl ~ , ( r ) e ~ ~ ~ d ~  
;=O . 

avec 

La partie restant à intégrer se calcule par un appel récursif à. la fonction d'intégration avec une 
diminution du degré du polynôme Pk. Nous sommes alors assurés que cet algorithme se ter- 
mine et  que le résultat d'intégration, et  donc d'évaluation, existe e t  reste de type polynôme 
exponentiel. L'implantation des polynômes exponentiels étant elle-même générique. nous 
augn~ent~ons considérablement la classe des entrées a.uxquelles le paquetage d'évaluation poly- 
nomiale peut s'appliquer, par utilisation notamment d'exponentielles complexes permettant 
l'évaluation récursive d'entrées trigonométriques. 
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Exemple 2.2.4 1Jne session Scmfchpad utilisant les exponentielles complexes (les comnzan- 
des (1) à (9) corws~~ondcnt a I'itzstanciafion des domaines el paquetages : alphabet dt codnyf, 
polynonzes utilisés, fonction d'intégration prise pour 1 'évaluation). 

- - instanciation de la serie generatrice 
...................................................................... 
(10) ->sgl: Codage := b*(l+a+a**2+a**3+2*b*a+2*a*b*a+2*b*a**2) 

+ 4*a*b**2*a 

Type : XRecursivePolynomial (OrderedVarlist [a ,b] ,Gaussian ~ational~umber) 
Time: 6.5 (IN) + 1.333 (EV) + 11.583 (OT) = 19.417 sec 

- - instanciation des entrees 
...................................................................... 
(11) ->cl:k := gauss(0,-l)$k 

Type: Gaussian RationalNumber 
Time: .367 (IN) + .85 (OT) = 1.217 sec 

(12) ->ul:= (1/2)*(exp(cl)$Entree + exp(-ci)$Entree) 

Type: PolynomialExponential(t,Gaussian RationalNumber, 
Polynomial [t] Gauss ian Rat ionalNumber) 

Time: 1.833 (IN) + .O33 (EV) + 1.133 (OT) = 3.0 sec 

Type: PolynomialExponential(t,Gaussian RationalNuber, 
Polynomial [t] Gaussian Rat ionalNuber) 

Time: .l (IN) + . 2  (OT) = .3 sec 
...................................................................... 
- - evaluat ion 
...................................................................... 
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Type : PolynomialExponent i a l  ( t  , Gaussian R a t i o n a l N u b e r ,  
Polynomial [t] Gaussian R a t i o n a l N u b e r )  

Time : .233 (IN) + 1 .O (EV) + .O67 (OT) = 1.3 sec  

On remarque sur cet exemple, que l'absence d'un ordre défini sur les nombres complexes 
entraine l'utilisation d'algori tlimes moins performants (1.3 sec d'évaluation) et fournit une 
expression peu agréable du résultat : l'affichage n'est pas rangé par ordre croissant ou décrois- 
sant des puissances. Une expression de ul dans un autre ordre aurait donné une expression 
de la sortie également dans un autre ordre. Le domaine des polynôn~es exponentiels n'est 
pas seulement utile à I'évaluation des séries génératrices polynomiales : Nous savons que 
l'évaluation d'une fraction rationnelle (non commutative) pour une entrée polynomiale ex- 
ponentielle existe toujours (il n'y a pas de etk avec k > 1) et reste du même type (voir par 
exemple [28]). Nous avons par conséquent un type d'entrée très général, que nous simuloiz.~ 
gra1)higuement dans le cas réel et pour lesquelles nous pouvons évaluer divers types de skrics 
avec l'assurance de l'existence de la sortie. 

Le graplie d'héritage des polynômes exponentiels est décrit par la figure 2.1. Cette implan- 
ta t io~l  signifie que tout polynôme exponentiel P x ( t )  sera défini avec : 

P,(t) des polynômes possédant toutes les primitives de dérivation et à coefficients dans 
un anneau, pour certaines opérations (a.ddi tion, soustraction, égalité), I'algori thme 
dépend directement du type de R : si R est ordonné, on utilisera les algorithmes 
issus du domaine FreeModule, sinon on utilise des algorithmes moins rapides que nous 
avons implantés mais qui fonctionnent sur n'importe quel type d'anneau. 

a; des coefficients du même type que ceux des polynômes, ce qui nous assure une 
totale compa,tibilité de type lors de l'exécution de  certains algorithmes comme celui 
d'intégra.tion décrit précédemment et  pour lequel on multiplie les polynômes Pk par les 
éléments crk 

L'ensemble des P x ( t )  étant un anneau différentiel et une algèbre sur les polynômes et sur leurs 
coefficients, il a les propriétés suffisantes pour être un paramètre du paquetage d'évaluation. 
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DiffereiitialRing 

Algebra(P OLY) [1 
PolynomialExponential 

(t : Expression. 
R: Ring. 

POLY: Join(UnivariatePo1yCat R, 
RetractableTo R, 

DifferentialRing. integ: (POLY -> 
POLY)) 

Figure 2.1 : Graphe d'hérit,age des Polynômes exponentiels 

2.2.3.3 Utilisation des polynômes exponentiels 

Le début  du code : 

)abb domain POLEXP PolynomialExponential 
PolynomialExponential(t:E,R,POLY,integ): pub == priv where 

integ: POLY -> POLY 
R : Ring 
POLY : Join(UnivPo1yCat R ,RetractableTo R ,DifferentialRing) 

E ==> Expression 
UB ==> UnivariateBernsteinPolynomial (t ,RI 
FE - - --> FunctionalExpression R 
SE ==> SortedExpressions 
INTDOM ==> Int egralDomain 

if R has Field then 
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integrate : $ 
if R has INTDOM then 
coerce : $ 

coerce : POLY 

eXP : R 
leadingcoef : $ 
listcoef : $ 
1istOfTerm : $ 
leadingMonomial:$ 
map : ((POLY 
reductum : $ 
1eadingTerm : $ 
cte : $ 
coef : ($,RI 
delete : (R,$) 

->  FE 
-> $ 
->  $ 
-> POLY 
-> List POLY 
-> List R 
-> $ 

-> POLY),S) -> $ 
-> $ 
-> R 
-> R 
-> POLY 
-> $ 

priv == add 

.................................................................. 
- - Representation interne 
.................................................................. 

Term :=  Record(k:R,c:POLY) 
Rep := List Term 

Une session Scratchpad 
Les commandes (1) à (3) sont des instanciations des domaines Up (polynômes en une vari- 
able) et Entree (polynômes exponentiels). 

...................................................................... 
- - creation d'un polynome exponentiel 
...................................................................... 
(4) ->  po1:Up := 2/5* t**3 - 3*t**2 + 4*t-8/3 

Type : Polynomial [tl RationalNumber 
Time: 1.7 (IN) + .167 (EV) + .167 (OT) = 2.033 sec 

(5) -> pxl :Entree := pol*exp(l)$Entree - pol*exp(2)$Entree + 2*pol 

Type : PolynomialExponential (t ,RationalNumber ,Polynomial Ctl RationalNumber) 
Time: 1 .O67 (IN) + .2  (EV) + .167 (OS) = 1.433 sec 
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(6) -> px2:Entree := 1$Entree 

Type : PolynomialExponent ial (t ,RationalNumber -ber) 
Time: .1 (IN) = .1 sec 

Les commandes (7) à (12) correspondent à des instanciatjons de l'alphabet de codage, d u  
type du codage et du paquetage d'évaluation. 

...................................................................... 
-- evaluation pour des entrees de type polynome exponentiel 
...................................................................... 
(13) -> sg: Codage := b+2*b*b*a 

Type : XRecursivePolynomial (OrderedVarlist [a, b] ,Rat ionalNumber) 
Time: .9 (IN) + .1 (EV) + .O67 (OT) = 1.067 sec 

Type : PolynomialExponent ial (t ,Rat ionalNumber ,Polynomial [tl~at ionalNumber 
Time: . 2  (IN) + .167 (EV) = .367 sec 

2.2.4 L'opérateur de transport 

Nous savons que la technique d'approximation rationnelle des séries formeiles n'est pas tou- 
jours efficace. En effet, on trouve des exemples, comme la série S = ( z o t l ) *  que l'on ne sait pas 
évaluer sans spécifier l'entrée en fonction du temps. Nous utilisons alors les approximations 
nilpotentes structurelle ([28, 311). 

Cette technique consiste à factoriser "l'opérateur de transport7' du système en un produit 
infini d'exponentielles de champs de vecteurs, autrement dit en une composit.ion à priori 
infinie de systèmes dynamiques sur une seule entrée (à priori virtuelle). 

Soit donc nouveau le système 

avec 
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notation 
Dans la suite. Y désigne I'homonzorphisnzc d'algèbres de Lie défini comme suit : 

Definition 2.2.1 L'algèbre de Lie du système ( S )  est dite nilpotente d'ordre k 2 0 si 

V P  E Lie < Z >, deg(P)  2 k ,  y ( P )  = O l 

Definition 2.2.2 La série génératrice associée à la fonction d'observation h relative au sy.s- 
tème ( C ) ,  en q est la série formelle à coefficients dans R : 

D'après la formule fondamentale de M. Fliess, la série ahq caractérise complètement le com- 
portement entrée/sortie, localement en q,  du système dynamique ({A,) ,Ez,  h ) .  En évaluant 
cette série génératrice. on obtient la sortie du système : 

Cette formule présente alors y ( i )  comme 1'ima.ge de la série double wQu7 par I'opCrafezi~. 

Definition 2.2.3 On appelle opérateur de transport de l'enirée a = (a20, aZ1 ,  .... ci'" ) .sc~~- 
l'interualle de tenzps [0. t]  la série difinie par : 

Théorème 2.2.1 

Ha = n erp(&Y(Ql ) )  ordre décroissant, 
/EL 

= n e x p ( w ( Q i ) )  ordre croissant - - 

preuve 
D'après le théorème de factorisation de la série double, on a : 
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Il en est de même pour l'autre formule. 

On note Z k ,  k > 0, l'ensemble des mots de Lyndon miroirs de longueur inférieure ou égale à 
1 k. 

2.2.4.1 Approximation de l'opérateur de transport 

Definition 2.2.4 On appelle approximant nilpotent d'ordre k de l'opérateur de transport ? f a  

du système dynamique (C): l'opérateur différentiel : 

Cette approximation nilpotente sera exacte (c'est-à-dire Ak('H,) = 'Ha) si l'algèbre de Lie 
1 

engendrée par les cbanlps de vecteurs {A,}zEz est nilpotente d'ordre n avec 11 5 k. 

1 

2.2.4.2 Une application : l'équation de Düffing 

1 Rappelons ici l'équation différentielle de Düffing : 

I y +  y + y + Y 3 = a z 1  
1 

avec les deux champs de vecteurs : 

2.2.4.2.1 Calcul des approxiinations nilpotentes 
A l'ordre 1, nous obt.enons l'expression : 

avec 

A l'ordre 2, l'expression devient 

avec 

et 
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Enfin, à ]'ordre 3: l'expression devient : 

~ ( O [ [ * Z I  * A z ~ I ~ A z ~ j  zo( t ) [Azl  ,Azo] , < , ~ , , ( t ) [ A ~ l  ?IAz,  .Az~lI (t).4,, h Y3(t) = e t * 4 z ~  0 t''l'O 
19'0) 

Il reste alors à fixer l'entrée az(t)  et à exprimer le système dynamique par ses équations d'état 
afin de le simuler graphiquement (on peut voir pour cela les exemples de simulation pages 7.5 
à 78). 

2.3 Le problème du "motion planning" 

2.3.1 Présentation du problème 

Considérons le système: 
n 

(C)  f = a z l ( t )  f,(r) 
*=O 

Le problème du "motion planning exact" est le suivant : 
Etaiit donnés deus vecteurs d'état p et q, trouver l'entrée a = (az ' ,  . . . , azn)  qui conduit 
exactement de l'état p à l'état q. 

G.Lafferriere et H.J .  Sussmaii ont proposé ([47]) un algorithme pour résoudre ce problème 
I 

sous les conditions suivantes : 

1. Le système est sans dérive (aZ0 ( t )  G O).  

2. Les f,, i = O .  . . n sont des champs de vecteurs analytiques sur nN. 
l 

3. (C) est complètement controllable. 

4. Les champs de vecteurs sont complets. 

5. L'algèbre de Lie de contrôle engendrée par les champs de vecteurs f, est nilpotente. 
l 

L'algorithme se décompose alors en deux étapes: 1 

1. Calculer dans le groupe de Lie du système une transformation Ç qui conduit géométri- 
quement de p à q. Ils trouvent alors une trajectoire 7 exprimée dans un système dit 
"étendu" c'est à dire dont le degré peut être supérieur à celui du système de départ. 
Cette trajectoire est exprimée dans la base de BalP ( [ 5 ] )  qui est une base de l'algèbre 
de Lie que nous n'utilisons pas ici. 

'On trouve dans Koseleff [36] une étude comparative des bases de Hall et de Lyndon 
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2. Cdçuler dans la classe d'entrées données (ici constantes par morceaux) l'expression de 

1 l'algorithme en exprimant la trajectoire 7 du sy s tbe  Ctenda dans la b w  de Lyndon miroir 

Rappelons le Schéma d'algorithme du motion planqhg e , tel qu'il a d i  été prés 
et C.Guyon dans (28,311 : , > 

& e a,sr'rBthG)=) p%L -b: 
~\ljat&ptc~nf..sd-'.~*-k~ I L *  %.:. , , fi ' - 

4 P. (q, 4,. . , l.4 dpJpb*b& ~ t b n t l  et Ek  = { l a ,  $, : . . , ln) l>ttns&&e ordonn4 
dm iats de Ly~dar, ailiwk@,mr r qf@j~we OP &&? a, ka , , l 3  + 

On nota gi = Y(Qr,) ponr i t!i (1'2,. . ., $ , '  . - <,#- , + , ,  - , 

Etape 1 T - -  
- ' "L' , r ...' r . ' r  ~',C:i.l 

- ~ s & ~ k r - ~  ~o9lenrr-dkrit~Zc3.1 :- - - 
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On t,race une courbe y(f), t E [O, T ]  allant de p (1 = O )  en q (t = T). 

On calcule les équations du système étendu : On exprime ~ ( l )  comme combinaison 
linéaire des cliamps de vecteurs y(Qi). 1 E ik. On obtient une "trajectoire d'essai" 
n'ayant pas de signification physique : 

On intègre ce système pour obtenir une expression de q : 

avec c; = c;(T) des coefficients constants. 

E t a p e  2 
011 identifie les c,  avec les t i (T ) .  On obtient un système de m équations dont le nombre 
d'inconnues dépend du nombre de morceaux de l'entrée. 

2.3.4 Un exemple de résolution 

Nous trait,ons ici le problème du "monocycle" donné par le système : 

où qi et 42 représentent les coordonnées de la roue dans le plan et 93 son angle. 

A p p r o x i m a t i o n  n i lpo ten te  d u  s y s t è m e  

011 procède à une a.pproximation nilpotente d'ordre 2 de ( S ) .  On calc.ule pour c.ela les 
trois cha,mps de vecteurs : 

a a 
fio = [ f i ,  fol = -sin(q3)- + cos(q3)- 

as11 aq2 

qui sont linéairement indépendants. Le système étendu approximant s'écrit alors : 

Calcu l  de l a  t r a j e c t o i r e  d'essais 

011 peut calculer l'entrée (cl(t), c lo( t ) ,  c o ( t ) )  (donc pour le système étendu), pour suivre une 
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trajectoire différentiable arbitraire conduisant de p = O à q = q2 à. vitesse constante (1) ( Y : )  
($(t) = Cte). 
En effet, cl~oisissons une "trajectoire d'essais" dans l'espace d'état, conduisant de p à q sur 
l'intervalle de temps [O,T] : 

d'où 

1 suffit de résoudre le système d'équations linéaires : 

qui s'écrit encore 

Ce qui se résoud par inversion de mat,rice 

co5(73) - " n ( d  ') -' ( ? ~ ( t ) )  
( C )  = ( i n  O cos(,) O 1 ?2(t) 

?3(t) 

c'est -à-dire, finalement : 

Codage du système initial. 

On code les champs de vecteurs du système initial sur l'alphabet : Z = (20, zl). 
On génère les mots de Lyndon de longueur inférieure ou égale à l'ordre de nilpotence (ici 2) : 
on obtient les mots 20, ZOZI, ~1 

Codage du système étendu. 

On effectue un surcodage sur l'alphabet X = { X o ,  Xi, X2) en posant : 



2.3. Le problème du "motion planning" 7.3 

On calcule les mots de Lyndon à l'ordre 2 sur l'alphabet X : 

Xo < X-O-A-l < X0X2 < X I  < < x2 
mais deg(XoXl) = 3 et deg(XlX2) = 3 sur l'alphabet Z ,  on ne conserve alors que les mots : 

notation : 
On note k r ( t )  les coordortnées du système initial. 
On note h,(t) les coordoiznkes du syslènzr étendu. 

Evaluation des Si pour le système étendu. 

Nous avons calculé l'entrée du système ét.endu 

On en déduit les coordonnées de Lyndon du système étendu : 

Ces coordonnées sont des valeurs numériques obtenues en fixant le point d'arrivée q et  la 
"date d'arrivée" 5". La trajectoire d'essai est donc décrite par le produit d'esponentjelles 
sujvaiits : 

ehoSo ( X o  J'2lehl XI eh2x2  

c'est à dire, sur 1'alpha.bet Z : 

On obtient finalement le développement à l'ordre 2 : 

ehozo e(ho2+h1 )[zo , z ~ ] ~ h z z i  

Evaluation des SI pour le système initial. 

La. tra.jectoire du système initial est. décrite de l a  même fa.çon par un produit d'exponentielles 

ekozo e k o ~  [zo.ziIekl zi 
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qu'il fa.ut alors identifier à celui calculé pour la trajectoire d'essai. 
On choisit donc un type d'entrées paramétrées : ici des entrées constantes par morceaux : 

T 
a l  pour O 5 2 < - 

u l ( f )  = 2 
T 

a2 pour - 5 t < T 
2 

pour lesquelles on obtient les coordonnées de Lyndon suivantes (obtenues par Scra.tchpa.d en 
2.2.2.5) : 

ko = AI + A2 

Identification d e s  entrées 

On obtient les entrées en résolvant le système d'équations : 

On résoud formellement (une fois pour toutes) ce système particulier en utilisant les bases 
de Grobner. 011 trouve ici 4 inconnues pour 3 équatioiis. Nous avons donc choisi de fixer la 
vitesse angulaire ( B i  = B2 = 2)  ce qui correspond à un système avec dérive. U reste alors à 
remplacer T, ho, ho] et hl  par leurs valeurs numériques pour obtenir les valeurs des entrées. 

Nous donnons sur les figures 2.2,2.3,2.4,2.5 et 2.6 des exemples de simulation de la tra jectoire 
pour T = 1, pour des cibles respectivemeiit égales à 

( ) )  ( ) .  ( 3 ) '  ( 2 3 )  et (U) 
X 

et un angle d'arrivée égal à. - (le départ est toujours en O, le symbole @ représente le point 
4 

visé). 

Le calcul numérique nous donne, pour l'ensemble de ces simulations, un angle d7a.rrivée égal 
à 0.76969045 (2 = 0.7853982. Le tableau suivant nous donne les points d'arrivée de la  simu- 
lation : 

point cible 

point atteint 
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On voit. sur ce t,ableau. que l'approsimation nilpotente d'ordre 2 donne déjà des résultats 
proclles du but recherché. On remarque cependant que la précision n'est pas la même suivant 

le point cible fixé : on obtient de bon résultats pour les points cibles 

alors que la cible , bien que plus proche, n'est pas atteinte de manière aussi précise. 

Fjgiire 2.2 : trajectoire de l'unicycle. .Arrivée en (-1'2) 
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Figure 2.3 : trajectoire de l'unicycle. Arrivée en (10'20) 
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Figure 2.4 : trajectoire de l'unicycle. Arrivée en (2'3) 
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Figure 2.5 : trajectoire de l'unicycle. Arrivée en (2,-3) 

Figure 2.6 : trajectoire de l'unicycle. Arrivée en (2,O) 
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Le simulateur 

3.1 Introduction 

Notre but est. dans un premier temps, de développer un outil de représeiltation du comporte- 
ment entrée/sortie des systèmes dynamiques représentés par leur série génératrice ([24]), puis 
d'étendre les possibilités de cet outil à la simulation du "motion planiling" ((31, 641) c'est à 
dire à la visualisation de trajectoires guidées par des familles de champs de vecteurs. 

La première partie du simulateur porte donc sur les systèmes dynamiques. Nous avons choisi 
de représenter les entrées et  sorties des systèines par des courbes de Bézier, très utilisées 
en C.A.0 ., elles offrent de nombreux avantages. Sur le plan graphique, cette représentation 
offre la possibilité de modifier la courbe de manière rapide (par déplacement des poinls de 
contrhle). Ce paramétrage donne également une idée claire de la vitesse le long de la courbe. 
Sur le plan des calculs. les algoritlimes de tracé et de manipulation algébrique sont rapides 
et numériquement stables (voir [lï]). 

L'implantation d'un paquetage générique d'évaluation a permis en outre d'utiliser des entrées 
de différents types (courbes de Bézier, courbes paramétrées exprimées dans la base canoni- 
que, fonctions transcendantes de Scratchpad, fonctions polynomiales-exponentielles que nous 
avons iinplantées, ...) et de fournir l'expression de la sortie sous forme symbolique et sous 
forme graphique via le simulateur. 

Nous alloils dans ce chapitre détailler les outils graphiques que nous avons implantés eri 
Scratchpad. Nous verrons ensuite le fonctionnement du simulateur, les limites e t  les availt.ages 
qu'il présente, et  enfin nous compa,rerons, sur un exemple, ses résultats avec ceux du calcul 
numérique dont nous avons implantés quelques algorithmes. 

3.2 Les courbes de Bézier 

3.2.1 Introduction 

Les courbes de Bézier ont été introduites dans les années 60 pour approsimer uniforméineiit 
les courbes paramétrées sur un intervalle fermé [O, 11 (voir (3, 121). Elles sont un éléiileiit 
important de la simulation. Ce mode de représentation graphique a été choisi car il offre à 
l'utilisateur une grande souplesse de manipulation. En effet, lorsqu70n exprime une courbe 
par ses équations dans la base canonique, on n'apporte aucune information sur sa forme 



générale. Par contre. les points de contrôle ont une significatjon géométrique : le point P 
de la courbe correspondant au temps t E [O, 11 est le barycentre des points de contrôle Pk 
affectés de poids positifs : le kiemt polynôme de Bernsteiil au temps 1. Cette information 
supplémentaire permet d'anticiper sur l'allure de la courbe : on modifie sa forme en "tirant" 
sur ses points de contrôle alors que sur une expression dans la base canonique, il faut recalculer 
l'ensemble des coefficients. 

Cet avantage, à priori anodin, a des conséquences importantes au niveau de la sinzulation : II  
entraine la naissance d'une nouvelle démarche pour l'étude des systèmes dynamiques. Une 
"méthode classique" consiste à donner un système d'équatio~is en entrée pour obtenir un 
système d'équations en sortie que l'on prendra éventuellement la peine de tracer. Notre nou- 
velle méthode permet, à partir d'un système d'équations décrivant une entrée, d'observer le 
comporten~ent du système pour une famille de courbes proches au niveau de leur forme (alors 
que leurs expressions en base canonique peuvent être bien différentes). On va déformer la 
courbe sans se soucier de la nouvelle expression mathématique qui en résulte. La modification 
s'effectuant de manière simple et rapide, on passe d'une observntion sial iquc (une entrée pour 
une sortie) à une observation dynamiqtie : l'évolution de la sortie d'un système en fonction 
de l'évolution de ses entrées. 

Cet avantage, capital au niveau de l'interface homme-nlacliine. n'est cependant pas le seul : 
des études effectuées par Farouki et Rajan sur les polynômes de Bernstein ([l;]), qui sont 
l'outil indispensable à la construction des courbes de Bézier, montrent que les algoritlimes 
appliqués aux polynômes de Bernstein divergent beaucoup moins vite que ceux appliqués aux 
polynômes exprimés dans la base canonique. Et même si Scratchpad permet le calcul exact. 
le graphisme nécessite toujours l'emploi de nombres flottants et entraine donc une propaga- 
tion d'erreur. Enfin. l'utilisation des courbes de Bézier permet l'application d'algorithmes 
récursifs. décrits dans ce chapitre. qui sont particulièrement efficaces en Scratchpad. 

Les concepteurs de Scratchpad se sont aperqus très tard de la portée. commerciale et scien- 
tifique. d'une interface graphique attrayante. Ces outils, proches de la C.A.O., n'avaient donc 
aucune raison de faire partie de la bibliothèque de base. Ceci nous a naturellement amené 
à développer l'ensemble des domaines et paquetages nécessaires à la mise en place de cette 
méthode de descriptioil graphique. 

3.2.2 La base de Bernstein 

Les courbes de Bézier sont des courbes paramétrées exprimées dans la base de Bernstein. 

Definition 3.2.1 Soif Pn l'espace des polynômes de degri len.  
Soit 

avec 

alors l'ensemble des BT( t )  i E {O, 1 , .  . ., n ) ,  est une base de Rappelée base de Bernstein 
(de degré n).  
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Exemple 3.2.1 La base de Bernstein de degré 3 est formée des polynômes suivants . 
~ i ( 1 )  = (1 - t13 

~ : ( t )  = 3(1 - t12i 

BZ(1) = 3(1 - t)t2 

B Q ( ~ )  = t 3  

Dans le but d70bt.enir des algorithmes de tra.cé stables et effica.ces, nous considérons l'expression 
d'un polynônie dans la. base de Bernstein pour t E [O, 11. 
Lorsque nous voulons exprimer un polynôme pour un intervalle de valeurs de t différent, nous 
effectuons un changement de variable affine (voir les exemples en page 85) pour nous ramener 
à. t E [O, 11. 

3.2.2.1 Quelques propriétés 

2. symétrie : Br(!)= BE-,(l - t )  

i 
3. B;(t) atteint son masimum dans [O, 11 pour t = - 

n, 

4. partition de l'unité : B:(t) = 1 

5. relation de récurrence : 
B:(t) = (1 - t ) ~ ; - ' ( l )  + tBt_l'(t) 
BG(1) = (1 - t ) ~ ; - ] ( t )  
B,n(i) = t~:--;(t) 

6. notoiis 6BZ(1) la dérivée première de B:(t), alors : 
GB:(l) = n(~f--: (1) - ~ : - ' ( t ) )  i E [l..n] 

3.2.2.2 Opérations de base 

3.2.2.2.1 Passage de la base canonique vers la base de Bernstein 
Soit 

un polynôme exprimé da.ns la  base canonique, alors son expression da,ns la base de Bernstein 
sera : 

avec 

Cett,e formule est cependant très lourde et peu performante. Pour effectuer les changements de 
base, nous utilisons un algorithme beaucoup plus rapide, dont on peut trouver une description 
dét.aillée dans [ls] et dont l'implantation en Scratchpad est donnée en annexe A (pa.ge -4.1). 



3.2.2.2.2 Expression dans une base de  degré supérieur 
Tout polynôme de degré n peut être exprimé dans une base de Bernstein de degré m, (nz 2 1 2 )  

en utilisant la formule (voir [18]) : 

3.2.2.2.3 Addition 
L'addit,ion de deux polynômes Pi et PL, définis dans la mêilîe base de Bernstein de degré 11 

est un polynôme défini dans la base de Bernst,ein de degré 1 ,  : 

Soit 
n 

Pi ( t )  = C a i ~ : ( f )  
:=O 

alors 

avec 
C k  = ( I k  + bk 

Ainsi: la première opération à effectuer a.vant de faire la somme est d'exprimer les deus 
polynômes dans la méme base. 

3.2.2.2.4 muItiplication 
La multiplicatioil de deux polynômes Pl et Pz, respectivement définis dans des bases de 
Bernstein de degré n et rn donne un polynôme défini dans la base de degré n + m. 
Soient n 

alors 

avec 
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3.2.2.2.5 Intégration 
L'intégration d'un polynôme défini dans la base de Bernstein de degré n est doniiee par la 
formule suivante (voir [16]) : 
Soit 

n 

alors 

a.vec : 

J O -  
P ( T ) ~ T  = C :;+' B;+' ( t )  

;=O 

Plus simplement, nous effectuons 17int,égration du polynôme P par la formule itéra.tive suivante 
(voir (61) : 

n+l 1' p ( i ) d r  = C oa ,~ ;+ '  ( t )  
i=O  

avec 
( oao = O 

3.2.2.3 Implantation 

Les polyiiôiiles de Bernstein sont implantés dans le domaine Iiniz~ariai~Ber1~siei1~P0ly1~01~2iul. 
La programmation générique permet l'emploi de ces polynômes à coefficients dans n'importe 
quel anneau. 

) abb domain UBP Univar iateBernsteinPolynomia1 
UnivariateBernsteinPolynomial(t:ExpressionR:Ring: pub == priv where 

NNI ==> NonNegat iveInteger 
1 ==> Integer 
E ==> Expression 
L ==> List 
C ==> IntegerCombinatoricFunctions 
UP ==> UnivariatePoly (t ,RI 

pub == Join(UnivPo1yCat R,RetractableTo R,DifferentialRing) vith 

bdegree : $ -> NNI 
b : (NN1,NNI) -> $ 
listCoef : $ -> L R 
if R has Field then 
elevate : ($,NNI) -> $ 
ajust : ($,NNI) ->  $ 
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in tegrate  : $ -> $ 
l i s t e p  : ($,Il -> L $ 

eval : ($,RI -> R 
l i s t s u b  : ($,RI - > L L R  
~ P O ~ Y  : L R  -> $ 
coerce : UP -> $ 
coerce : $ -> UP 
bf orm : (UP,R,R) -> $ 
minf orm : $ -> $ 

priv == add 

-- REPRESENTATION EN MEMOIRE 

Rep := L R 

On trouve sur la figure 3.1 le graphe d'héritage du domaine des polynômes exprimés en base 
de Bernstein. Ces héritages permettent de garder une compatibilité avec les autres domaines 
de polynômes ( ~ i n i v a r i a t ~ P o l y C a t ) ,  de posséder l'ensemble des primitives de recherche des 
coefficients (RrtractablrTo) et de calcul des dérivées ( D i  f feren2ialRing). 

nivariat,eBernsteinPolynomial 
(t : Expression,R: Ring) 

Figure 3.1 : Graphe d'héritage des Polynômes en base de Bernstein 

3.2.2.3.1 Les opérateurs spécifiques au doinaine UnivariateBems~einPoIY~to~nial 

1. Création d'un polynôme exprimé dans la base de Bernstein. 
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En convertissa.nt un polynôme exprimé dans la base canonique. 

En donnant la liste de ses coefficients. 

(3) ->b2: UnivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNuxnber):= 
bpoly [1/2,5,6,2/31 

En fournissant un polynôme en base canonique et les bornes minimum et maxi- 
mum d'expression du polynôme en ba.se de Bernsteiii. 

En combinant des polynômes de Bernstein fournis par la commande b(i ,n) qui 
donne le iem' polynôme de la base de degré n 

2. Expression d'un polynôme dans une base de degré supérieur 

5 a,? ( t )  + (s) B: ( 1 )  + (g) B: ( t )  + (2) B,i ( t )  
(6) 

+5 B: ( t )  + (s) Bi ( t )  + (T) Bi (1)  + ( y )  Bl; ( f )  

3. Degré de la base dans laquelle est exprimé le polynôme. 



( 7 )  

4.  Degré réel d u  polynôme. 

3.2.2.4 Exemples 

instanciatioil de deux polynômes pl et p2 

(2) ->pl := t**3 

Type : Polynomial [t] RationalNumber 
Time: . 2  (IN) + .1 (OT) = . 3  sec 

Type : Polynomial [t] Rat ionalNuber 
Time: 1.333 (IN) = 1.333 sec 

déclaration de deux variables bl et b2 comme des polynômes en base de Bernstein, leurs 
valeurs respectives étant celles des polynômes pi et p2 

(4) ->bl : UnivariateBernsteinPolynomial (t , Rationallumber) : = pi 

Type : UnivariateBernsteinPolynomial (t ,Rat ionalNumber ) 
Time: . 2  (IN) = .2 sec 

(i) B; ( 1 )  + ( f )  B: ( 1 )  - 8; ( 1 )  
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Type: UnivariateBernsteinPolynomial (t ,RationalNumber) 
Time: .1 (IN) = .1 sec 

int.égra.tjon de b2 dans la base de Bernstein 

(f) B: 0) + ( f )  82 ( t )  - (A) (4 

Type : UnivariateBernsteinPolynomial (t ,~ational~umber) 
Time: .1 (IN) + .6  (DT) = .7 sec 

Type : UnivariateBernsteinPolynomial (t ,RationalNumber) 
Time: .233 (IN) + .1 (EV) = .333 sec 

dérivation de bl da.ns la base de Bernst.ein 

(8) ->deriv bl 

Type: UnivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNumber) 
Time: .6 (OT) = .6 sec 

vérifica.tion: expression de b2 dans la base de degré 5. 
La soustraction de b25 et de b2 donne O 

(9) (f) Bu 0) -+ (f)  B: ( t )  -+ (i) B; ( 1 )  - (A) Bi ( t )  - Ci) B: ( t )  - B,S (4  

Type: UnivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNumber) 
Time: .1 (IN) + .1 (OT) = .2  sec 
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Type: ~nivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNumber) 
Time: .1 (EV) = .1 sec 

3.2.3 Les courbes de Bézier polynomiales 

3.2.3.1 Principe et propriétés 

Nous nous intéressons aux courbes polynomiales données par p polynômes en une variable. 
Il faut simplement exprimer ces polynômes dans la même base de Bernstein : Celle du plus 
haut degré. Nous pouvons alors exprimer la courbe sous forme d'un seul polynôme dans 
1RP [il. 

n 

n ) = B Q  Qt  E RP 
t=O 

B,(Q, 1 )  sera appelée la courbe associie au polygone de Bézier 

Q = ( Q o m  Qi. - - - >  Q n )  

Les points Q k  sont appelés les pointa de contrôdc de la courbe. 

3.2.3.1.1 Quelques propriétés 

3. Chaque point de la courbe est un barycentre des Q, avec des poids positifs : la courbe 
B,( Q. 1 )  est dans l'enveloppe convexe de Q lorsque f varie entre O et  1. 

3.2.3.2 Algorithme de De Casteljau 

Cet algorithme permet le calcul de la valeur du polynôme P ( t )  au  temps to en utiiisant son 
polygone associé & ([12]). 

(0)  pour i = O à n faire Q, ( t O )  = Q i  

pour j = 1 à n faire 
pour i = O à n - j faire 

( J - " ( ~ ~ )  ~ ! ' ) ( t o )  = (1 - t o ) ~ ! ' - ' ) ( t 0 )  + ~ O Q , + ~  
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Figure 3.2 : Algorithine de De Casteljau 

La figure 3.2 illustre le fonctionnement de cet algorithme. 

(0) (0) (0) (0) Le polygoize initial est S = {Qo ,QI ,Q2 .Q3 ) 

3.2.3.3 Algor i th ine  de subdivision 

C'est l'algorithme effectivemeiit utilisé pour le tracé des courbes ([18, 191). 
Soit la courbe B , ( f )  et son polygone associé 

S = {Qo, .... Qn) 

Nous calculons sa valeur au temps Io = par l'algorithme de De Casteljau. J.M. Lane 
et R.F. Riesenfeld ([48]) ont prouvé que les deux courbes Bi(t) et  Bz( t ) ,  respectivement 
associées a.ux polygones 

décrivent les deux parties de la courbe définies sur t E [O, i] et t E [i, 11 ([48]). Sachant que 

les calculs intermédiaires fournis par l'algorihme de De Casteljau donnent les points QY). 
R.emarquons que ces points se calculent de manière très simple et rapide lorsque t = $ par : 

Il ne reste plus qu'à jtérer le processus sur Qi et Q2 et  ainsi de suite jusqu'à obtenir une suite 
de polygones se rapprochant (très rapidement) de la. courbe. 

Cet algorithme est décrit par la figure 3.3. Les résultats intermédiaires fournis par l'algorithme 
de De Casteljau donnent les deux nouveaux polygones {Po, Pi, Pz, P3) et {Qo, QI,  Qz, Q3} 

1 1 
dont les courbes de Bézier associées restrictions de la courbe initiale sur [O, -1 et  [- 11. 

2 2 ,  
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Figure 3.3 : Algorithme de subdivision 

subdivision( S )  

DeCasteljauc Q, !j) 
(97) el = { Q ~ ) . Q ! ) , - . . , Q ~  1 

(0) n2 = { ~ g ) ,  QP-'), . . . Q~ 1 
si  (arrêt = faux) 
a lo r s  

Tc := [subdivision(Ql ), subdivision(Q:!)] 
fs  i 

résu l t a t  : R 

Le test "(arrêt = faux)" peut être de diverses natures : On peut fixer à l'avance le nombre de 
subdivisions (en général, 3 à 5 suffisent) ou, lorsqu'on connait la résolution de l'écran, mesurer 
la distance entre deux points successifs, et décider de l'arrêt dès lors qu'elle est inférieure à une 
valeur v fixée (lorsque v est suffisamment petite, cela signifie que les points seront confondus 
à l'écran). Nous avons utilisé ces deux méthodes, la première pour les sorties sur imprimante, 
la  seconde pour les sorties à l'écran. 

3.2.3.4 Implantation 

Le calcul du tracé est implanté dans quatre fonctions : 

1. Première boucle de l'algorithme de De Casteljau. Le nom de la. fonction est dû à la. 
représentation graphique qu'elle donne (voir la figure 3.2). 
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internPolygon(1) == 
internPolygon(1) == 

[[(el.xCoord+e2.xCoord)/2,(el.yCoord+e2.yCoord)/2] 
for el in 1 for e2 in rest 11 

1 est un polygone, c'est à dire une 1ist.e de points. Le résultat est un polygone possédant 
un point de moins. 

2. Subdivisjon : On calcul l'ensemble des polygones int.ernes. Le dernier n'est constitué 
que d'un seul point. 

subdiv(1) == 
tl = 1 => 111 
cons (1 ,subdiv(internPolygon(l) 1) 

Le résultat est une liste de listes de points : la liste des polygones internes (voir figure 
3.2). 

3. Créa.tion des deus nouveaux polygones. 

resultPolygon(1) == 
lp := subdiv(1) 
[[p .f  irst for p in lpl , [p.  last for  p in reverse lp] 1 

Le resultat est une liste formée de deus listes de points : les deus ilouveux pol~gones  : 
[Po. Pl. P.2. Ps] et [Qo. QI.  Q2. Q3] (voir figure 3.3) .  

4.  calcul recursif de l'ensemble des points de la courbe 

bcurve(1,n) == 
n = O => [il 
p : = resultPolygon(l) 
append(bcurve(p.f irst ,n-1) ,bcurve(~.last ,n-1) 

1 est le polygone initial. n est le nombre d'appels récursifs. On voit ici clairement 
l a  complexité exponentielle de I'dgorit,hme en fonction du nombre de subdivisions : 

bcurve (1 ,n) fait deux fois appel à bcurve(1 ,n-1) . 

L'implantation des courbes de Bézier se fa.it dans un domaine : 
BezierCurvc(t: Expression,R: Ring) et un paquetage : BezierDrawPD(). 

Le premier permet de créer des variables de type courbe de Bézier par conversion de listes de 
polynômes exprimés en base de Bernstein ou en base canonique. 



Le second permet l'affichage effectif des courbes par applica.tion des primitives décrites plus 
haut. Il n'est pas générique. L'utilisation de nombres flottants est ici obligatoire pour deus 
raisons : un soucis de rapidité de calcul et l'obligation de rester compatible avec les primitives 
graphique de Scratclipad déjà en place. 

3.2.3.5 Exemples 

Créa.t,ion de deux polynômes exprimés en base de Bernstein. 

(1) ->bl: ~nivariate~ernstein~olynomial (t ,~ational~umber) := bpoly C l ,  1/2,3,61 

(2) ->b2 : ~nivariateBernsteinPolynomial (t , R a t i o n a l N b e  : = bpoly [1/3,4/5,8] 

Coiiversioil en objet courbe dt Bezier. b2 est d'abord converti dans la base de degré 3. 011 
exprime ensuite la courbe comme un polynôme à coefficients dans IR2. 

(3)  - >  [b l  , b21 : : B c ( ~  ,RationalNumber) 

3.3 Les courbes polynomiales exponentielles 

Nous désirons tracer des courbes dont I'expressioil est de la forme : 

Cette expression peut provenir de l'évaluation d'une fraction rationnelle dont l'entrée est 
polynomiale, c'est à dire exprimée sous forme d'une courbe de Bézier. 

Pour cela, nous développons le domaine des polynômes exponentiels dont l'implantation 
générique permet d'utiliser, en paramètre n'importe quel type de polynôme. Nous avons déjà 
présenté une utilisation des polynômes exponentiels en 2.2.3.2 page 61. Nous nous sommes 
alors contentés d'en donner des exemples d'évaluation pour des polynômes exprimés en base 
canonique ou pour des nombres complexes. Nous donnons ici une partie de cession Scratchpad 
permettant la création de polynômes exponentiels en base de Bernstein ainsi qu'un exemple 
de conversion via le paquetage PolExpoCoerciorzPackage. 

1 l Déc1ara.tion des domaines 
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(1) ->Ub:= UBP(t,RN) 

(1) UnivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNumber) 
Type: Domain 

Time: .O33 (IN) = .O33 sec 

(2) 
PolynomialExponent ial (t , Rat ionalNumber ,ünivariateBernst einPolynomia1 
(t ,RationalNumber) ) 

Type: Domain 
Time: O sec 

(3) PolExpoCoercionPackage (t ,Rat ionalNumber) 
Type: Domain 

Time: .O67 (IN) = .O67 sec 

Création de deus polyilômes-exponentiels. le symbôle %e généré par Scratchpad représente 
I'exponent ielle. 

Type : PolynomialExponent ial (t ,RationalNumber, 
UnivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNumber)) 

Time: .133 (IN) + .O67 (EV) = . 2  sec 

Type: PolynomialExponential(t,RationalNumber, 
UnivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNumber)) 

Time: .867 (IN) = .867 sec 

Créa.tion d'un troisième par addition 

(6) ->px3 := pxl + px2 
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Type : PolynomialExponent ial (t ,Rat ionalNuber, 
UnivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNmber)) 

Time: .O67 (IN) + .1 (OT) = .167 sec 

Intégrat.ion, utilisée lors de l'évaluation 

Type : ~olynomialExponential (t ,RationalNumber , 
UnivariateBernsteinPolynomial(t,RationalNmber)) 

Time: .O67 (IN) + ,333 (EV) + .133 (OT) = .533 sec 

Conversion des polynômes en base canonique 

Type : P~l~nomialExponent ial (t , Rat ionalNumber , 
UnivariatePoly (t ,Rat ionalNumber) ) 

Time: .9 (IN) = .9 sec 

Nouvelle int,égration d'un polynôme exponentiel 

(9) ->ipx4 := integrate px4 

Type: PolynomialExponential(t,RationalNumber, 
UnivariatePoly (t ,RationalNumber) 

Time: .O67 (IN) + .1 (EV) = .167 sec 
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I?ize première solution est d'exprimer le polynôme de Bézier en base canonique avant d'évaluer. 
On perd alors tout l'intérêt des polynômes de Bernstein et on augmente le nombre d'opérations 
à effectuer. 

Une deuxième solution, que nous avons choisie, consiste à conserver l'expression dans la base 
de Bernstein des polynômes en entrée comme en sortie. Cha.que polynôme P, est donc exprimé 
sous la forme : 

m: 

Nous effectuons alors le tracé de la manière suivante : 

1. Nous exprimons tous les Pi dans une base de même degré : nous recherchons pour cela 
le polynôme de plus ha.ut degré. 

m = max(deg(P,))  pour i E [O, 1:. . . , I I ]  

Nous obtenons alors une nouvelle expression des Pi : 

2. Nous effectuons un calcul de subdivision (décrit en 3.2.3.3) sur clia.cun des polynômes 
Pz dont nous ne conservons que les points exacts. Les polynômes ét.ant tous exprimés 
dails une base de même degré, un nombre égal de subdivision sur cha.cun des polynômes 
donne un même nombre de points calculés. 

3. Le nombre de subdivisions effectuées nous donne le pas de discrétisation du temps. nous 
pouvons alors, en fonction de ce pas, calculer numériquement chacune des expressions 
€ O t .  

4. Nous multiplioiis les valeurs des polynômes par celles des exponentielles, nous sommons 
enfin les listes de points ainsi obt,enues. 

5 .  Kous tra.çons la liste de points fournie par ces calculs. 

Cette méthode peut sembler compliquée, mais elle possède des avantages par rapport au 
calcul numérique des valeurs des polynômes et  des exponentielles : pour calculer les valeurs 
des polynômes, nous utilisons l'algorithme de subdivision, nous nous limitons ainsi à des 
opéra.tions d'addition et de division par 2. Une méthode de calcul numérique va faire inter- 
venir un nombre important de multiplications, pour les calculs de puissance et  ainsi entrainer 
un nombre plus important d'erreurs. Ces erreurs, multipliées par un coefficient exponentiel 
peuvent prendre des proportions importantes, que nous limitons ici. 

D'autre part ,  nous ne calculons par cette technique qu'un petit nombre de points (par rapport 
aux méthode numériques que nous décrivons en 3.6)' nous effectuons donc peu de calculs 
d'exponentielles. 

Enfin, en conservant les polynômes de Bézier, nous évitons tout changement de base entre 
les affichages des entrées et  des sortie, conservant ainsi une cohérence des calculs. 
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3.4 Les courbes rationnelles, forme (BR) 

3.4.1 Présentation 

Nous avons implanté les domaines et paquetages nécessaires a.u tracé des courbes Rationnelles 
mises sous forme B-Rationnelles (voir [19]) dans les buts d'élargir la classe de courbes que 
nous pouvons représenter et également de simuler le conlportement à l'infini des courbes 
polynomiales. 

Pour implanter les courbes ra.tionnelles: nous nous basons sur les travaux de J.C. Fiorot et 
P. Jeannin qui introduisent. l a  notion de vecteurs de contrôle. On trouve une présentation 
complète de cette technique dans leur livre ([lg]).  Cette notion permet de décrire les courbes 
par des vecleurs massiqu~es. 

Un vecteur massique est soit un point pondérc', c'est à dire la donnée d'un couple (coordon- 
4 

nées.masse). soit un vecteur de oii : 
E est un espace affine euclidien réel de dimension finie. - 
E est l'espace vectoriel associé. 
Ou note L! = ( cC  x R - { O ) )  U ?l'ensemble des vecteurs massiques. 
t muni des lois @ et t définies ci-dessous possède une structure d'espace vectoriel. 
Soient ( A .  a )  et ( B .  p )  deux points pondérés, ü et B deus vecteurs de f e t  A un élément de R. 

On décrit alors la courbe pa.r la donnée d'un polygone nzassiqur qu'on dét,ermiiie de la manière 
suivante : 
Pla.çons nous sur un pla,n affine C de repère cartésien (O, z' j) 
Considérons le courbe rationnelle donnée par : 

où Al,  A2 et D sont des polynômes de degré inférieur ou égal à n. 

Considérons les coordonnées honzogènes cartésiennes de la courbe : 

exprimons ces polyiiômes da.ns la base de Bernstein : 
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On déduit alors l'ensemble des vecteurs massiques O ;  i E { O ,  1 ,  ..., n )  définis pa.r : 

Une courbe rationnelle s'exprime alors sous la forme : 

avec 
I = { O ;  1 Oi = (P,,Pi) avec /3; # O )  
I = { O ,  1 oi = Si) 

Cette forme est. appelée forme (BR)  de la. courbe rationnelle. 

Il y u identilti entre les courbes (BR) et 1t.s courbes rationnelles 

Dans le cas où P(t) est identiquemeilt nul. la courbe n'est définie que par des vecteurs. elle 
est entièrement à l'infini . 

Le calcul effectif des points de la courbe est réalisé par projection de l'algorithme de subdivi- 
sion décrit en 3.2.3.3. appliqué à la courbe polynoiniale définie par les polynômes AI. A2 et 
D. On décrit la courbe sur l'intervalle fermé [O. 11. Si la courbe est exprimée sur un intervalle 
différent. fini ou infini, on effectue un cl-iangement de variable. encore appelé parnn~Efr i .~a t~o~~ 
de la courbe. 

011 paramétrise les courbes (polyiiomiales et rationnelles) afin de toujours ramener l'intervalle 
d'étude à t E [O, 11. La parainétrisation fait intervenir de 1 à 3 paramètres réels. Pour plus 
de précisions sur la paramétrisatjon et son incidence sur le contrôle des courbes, voir [19] et 

[GGl. 

1 .  Changement de paramètre affine. 
Nous l'avons déjà utilisé pour les courbes polynOmiales (voir paragraphe l ) ,  il permet 
d'exprimer la courbe sur un intervalle fermé quelconque. 
La transformation est la suivante : 

avec cr < B 

2. Changement de paramètre homographique. 

!P2 : [ O .  11 - [O,+m] 
û1 

1 - -  
1 - t  
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1 avec a > O 

3.  Changement de paramètre quadratique. 

avec c r ~  < O 
Ce changement de paramètres double le nombre de points de contrôle, une moitié d'entre 
eus étant déduite simplement de l'autre (propriété de p-réciprocité. voir 120, 661) . 

3.4.3 Exemples 

Création de vecteurs massiques. 

(4) ->  vl :VM(RationalNumber) : = vect [2/3,5/41 

(5) ->  v2:VM(RationalNumber):= vect  [1/2,5] 

Les procédures d'affichage de Scratclipad ne permettent pas de représenter aisément les 
vecteurs. Sur les exemples ci-dessus, on remarque que les points pondérés sont précédés 
de leur masse tandis que les vecteurs n'en possèdent pas. 
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Addition de 2 poiiit,~ pondérés. 

(6) ->p l+p2  

Addition d'un point pondéré et d'un vecteur 

(7)  

Addit.ioii de 2 vecteurs. 

Addition de 2 points poiidéiés de poids opposés. Le résultat est un vecteur. ce que l'on vérifie 
à 1-aide de la primitive v? dolit le résultat est un booléen. 

(10) truc 

Multiplication d'un vecteur par un élément du corps de base. 

Multiplica.tion d'un point pondéré par un élément du corps de base. 
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1 (12) - > I l 3  * p2 

Création d'un objet "courbe rationnelle" à partir d'une liste de vecteurs massiques. 

La sortie Scratchpad donne deux fractions dont les dénomiiiateurs sont égaux : la première 
regroupe l'ensemble des points pondérés et la deuxième les vecteurs. 

Création d'un objet courbe rationnelle (ici dans un espace de dimeiision 3) à partir d'uiie 
liste de fractions rationnelles. 

On voit ici un avantage de Scratchpad : une seule et  même implantation quelque soit la di- 
mension de l'espace considéré. Si nous voulons tracer des courbes, il est néanmoins obligatoire 
de travailler en dimension 2. Nous en donnons ici un exemple avec le calcul de I'expression 
du jolium de Descartes sur différents intervalles de temps et le tracé des courbes. 
Sur cet exemple, les opérations (1) à (7) sont des instancia.tions de domaines et paquetage. 

Définition de la courbe par deux fractions rationnelles 
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Défiiiition des équa.tions de la courbe sur [ O ,  11 

Définition des équatioiis de la courbe sur [ O ,  +cm] 

( 1 3 )  
( 1 )  B ~ V )  + (i [U ] )  B:W + [ ]  B:UJ t [PI B; j t )  

(a) .;if, t ( 8 )  B i 1 f )  (f) B: (11  + (f) B ~ U )  
Les vecteurs massiques 

[(i [O]); [b]. [il. (i [O])] 
Les fractions ratioiiiielles 

(15) 
t3 - 2 t2 + t -t3 + t2 

t 2 - t + $  ' t 2 - t + 3  

Définition des équa.tions de la courbe sur ] - CG, +oo[ 

1 

Les vecteurs massiques 
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(17 )  -> br3: :L vm 

1 O 
' l i '  

[(-1 [:])' [-Oi]' (5 [ i l ] ) '  (-, [ -61) '  (-5 [y])' [-O;]. (' [:])] 
Les fra.ctions rationnelles 

Le tracé de ces courbes est donné sur les figures 3.4, 3.5 et. 3.6. 

Figure 3.4 : Folium de Descartes sur [O, 11 

3.5 La simulation par les courbes de Bézier 

3.5.1 Avantages et limites des courbes de  Bézier 

Nous avons choisi la. représenta.tion de Bézier car elle est d'une grande souplesse d'utilisation. 
En effet, les points de contrôle donnent I'alIure générale de la courbe qui, pour nous, est 
l'entrée d'un système dynamique. Cela. permet la modification en temps réel de l'entrée tout 
en devinant sa forme générale (sans en connaitre, à. cette étape, l'expression ma.thématique 
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1.2. 

0.: O 4 0.6 OS 1 O 1 .? 1 4  - X i l )  

Figure 3.5 : Folium de Descart,es sur [O. +m[ 

Figure 3.6 : Folium de Descartes sur ] - oo, +m[ 



104 Le sjmulateur 

exacte). Nous ne possédons pas les fichiers sources de l'interface graphique de Scratchpad 
(écrite en C), ce qui nous empèche de développer des programmes de déformation directe sur 
la courbe. Nous l'effectuons donc par des commandes Scratchpa.d en utilisant des paramètres 
réels à la place de valeurs numériques fixes pour les points de contrôle (voir paragraphe 
suivant ). 

L'implantation d'algorithmes rapides de tracé permet d'obtenir une visualisation rapide des 
courbes, ce qui rend l'utilisation du simula.teur agréable. 

Enfin, le principe de calcul des points par subdivisions de l'intervalle de temps (au lieu d'un 
pas de discrétisation pour l a  représentation canonique) permet de représenter de manière 
efficace la vitesse tout au long de la courbe (voir par exemple les figures 3.10 et 3.11 page 
109 et 111). 

L'utilisation de la paramétrisatjon et des courbes de Bézier rationnelles sous forme (BR) a 
permis la représentation des courbes polynomiales et  rationnelles sur un intervalle de temps 
quelconque. Cela ne permettant pas de tracer des courbes exponentielles ou trigonométriques. 
nous simulons le comportement entrée/sortie de systèmes approchés par des fractions ra- 
tionnelles en utilisant des polynômes exponentiels. Nous avons pour cela développé une 
technique de tracé par subdivision avec expression des poly~iômes dans la base de Bernstein 
(voir 3.3). 

3.5.2 Déplacei~~ent des points de contrôle par utilisation de paramètres 
réels 

Nous simulons dans cette partie le comportement entrée/sortie de systèmes dynamiques 
n'ayant pas de signification physique particulière. Rous moiitrons ici les possibilités de si- 
mulation qu'offrent nos programmes et notamment les avantages offerts par l'utilisation de 
paramètres réels dans I'espressjon des entrées. 

3.5.2.1 Exeinple 1 

Considérons un sytème (C)  défini sur un alphabet à deux lettres 2 = {zl, z2) par deux séries 
généra trices : 

2 
91 = 3-z1z2 - f2z1 + z 2  
g * =  -z;+z2ziz2 

pour l'entrée dépendant du paramètre réel k donnée par la courbe de Bézier : 

c'est. à. dire, en base canonique : 

Nous visualisons l a  courbe représentant cette entrée sur la figure 3.7 (page 107) pour k variant 
de -20 à 20. 
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-4près évaluation de (S ) ,  nous obtenons l'expression symbolique des sorties, déprndaiït ion- 
jours du pararn6lrc k, sous la forme de la courbe de Bézier suivante : 

C'est à dire en base canonique : 

La série est évaluée une fois pour toutes. Nous obtenons alors un résultat symbolique en foiic- 
tion du paramètre k dont dépendent les entrées. Pour obtenir la représentation graphique. 
nous pouvons utiliser ce résultat en instanciant k. Cette méthode est cependant assez lente : 
pour les courbes présentées dans cet exemple, chaque instaiiciation demande environ 2.5 sec- 
ondes. 
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Kne technique beaucoup plus rapide, que nous utilisons ici: consiste à créer sous l'interpréteur 
des fonctions (ou éventuellement des règles de réécriture) qui seront compilées lors de la 
première exécution, ce qui prend environ 10 secondes. Chaque esécution sera ensuite très 
rapide: permettant de tracer de manière agréable les sorties du système en fonction de k .  

Le tabeau ci-dessous nous donne les temps de cdcul sur IBM PC-RT pour obtenir les espres- 
sions symboliques et les points de la courbe en fonction de la méthode utilisée. Le calcul de 
l'expression symbolique générale, dépendant du paramètre réel k, est très long (plus de 70 
secondes pour l'expression de y2) mais n'est pas utile pour le calcul des points de la courbe. 
Son intérêt est cependant loin d'être négligeable : on peut espérer repérer des valeurs par- 
ticulières de k engendrant une expression intéressante de la sortie (diminution du degré ou 
annulation d'un point de contrôle par exemple). 

Sur ce tableau, on remarque d'autre part que l'utilisation de fonctions ou de règles de réécrit- 
ure est particulièrement avantageuse : Le tracé de la courbe de sortie est aIors de 0.9 secondes. 
de l'instanciation de k à la donnée des points de la courbe. La méthode "sans paramètre réel' 
nécessite, après chaque instanciation de k ,  un calcul d'évaluation de (E) (sur notre exemple. 
en\.iron 7 secondes). le temps de calcul des 41 courbes de la figure 3.8 devient alors énorme 
(et peu agréable à utiliser) par rapport à la méthode plus rapide et plus souple d'utilisation 
des ionctions et des règles de réécriture de Scratchpad : le calcul des points des 41 courbes 
de la figure 3.8 a pris 141 secondes, soit environ 3.4 secondes par courbe (ce temps compreild 
également la gestion des listes de points générées ainsi que le temps inévitable de gestion de 
l'espace mémoire du garbage collector). 

Nous donnons sur l a  figure 3.8 une simulation graphique des sorties de (E) pour k variant 
de -20 à 20. Sur l a  figure 3.9, nous donnons une représentation point par point des sorties. 
donnant une idée de la vitesse sur la courbe, pour k = 2,3,4,5. 

3.5.2.2 Exemple 2 

Temps de calcul de la sortie 
du système ( S )  

1 Nous simulons un système défini par des séries sur deus lettres : 

Expression 
symbolique 

YI ( t )  
Expression 
symbolique 

Y2(t> 
points de 
la courbe 

Avec paramétre réel 

57.9 sec 

70.833 sec 

0.9 sec 

Sans paramétre réel 

3.2 sec 

3.6 sec 

0.4 sec 
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Figure 3.7 : représentation graphique de (ul( t) ,  u 2 ( t ) )  pour -20 5 k 5 20 

Figure 3.8 : représentatjo~i graphique de ( y l ( t ) ,  ~ ~ ( 1 ) )  pour -20 - < k < - 20 
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Yi(f) k = 2  k = 3  k = 4 1; = .5 
1 4  . . .. . . . . .. . ' - 5  . .:+ . . 

. .  . .  '. . ; ..' . .  ... ... .. : - . * *. . .-.. : - . . ..::. ?... 
O 1 2 *-3 4 - YZ(~) 

Figure 3.9 : représentation gra,phique de (yl (t), y2(t)) pour 1: = 2,3,4,5.  

Les ent,rées, données sous forme d'une courbe de Bézier ont pour valeur : 

Ce qui donne eii base ca,nonique 

Par modification des paramètres réels kl et k2,011 déplace les deuxièmes et troisièmes points 
de coiitr61e de ].entrée : on "tire'. ici le premier vers le bas et le second vers le haut de manière 
à déformer la courbe, oii observe alors sur la figure 3.10 les répercussioni sur la sortie. 

L'expression symbolique de la sortie est : 

c'est à dire, en base canonique : 
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Figure 3.10 : simulation du comportement du syst,ème (Ci)  



On confirme sur ce tableau les remarques faites sur l'exemple précédent : l'instanciation des 
paramètres réels avant évaluatioil n'est pas avantageuse : les temps cumulés pour le tracé 
de  la sortie donnent 1.833 secondes contre 0.867 secondes lors de l'utilisation de fonctions 
dépendant des paramètres réels. De plus. la relative simplicité des expressioiis des sorties 
nous donne ici des temps de calcul acceptables des expressions symboliques. 

v 

Temps de calcul de l a  sortie 
du système (Cl)  

3.5.2.3 Exemple 3 

Considérons le système à deux entrées et deus sorties défini par deux séries génératrices sur 
deux lettres : 

Sans paramètre réel 

1.2 sec 

0.333 sec 

0.3 sec 

Expression 
symbolique 

 YI(^) 
Expression 
symbolique 

y2G) 
points de 
la courbe 

Noiis modifions ici les deux entrées u1 et u2 par déplacement des poiiits de contrôle dans 
la direction Nord-Est : On observe les déformations de la sortie sur la figure 3.11 lorsque k 
prend les valeurs 3, 4,  5 et 6 avec une représentation graphique point par point qui donne 
une information sur la vitesse de parcours le long de la courbe. 

Avec paramètre réel 

17.6 sec 

1.433 sec 

0.867 sec 

Notre technjque de  simula.tion permet également des variations plus petites du paramètre 
réel : on observe sur les figures 3.12 et  3.13 (page 112) l'évolution des entrées et des sorties 
lorsque le paramètre k varie de 5.1 à 8.1 avec un pas de 0.1. 

Les entrées sont données pa.r la  courbe de Bézier suivante : 

c'est à dire, en base canonique : 

Nous obtenons après évalua.tion des séries gi et  g2 l'expression symbolique de la sortie, donnée 
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Figure 3.11 : simulation du comportement du  système (C2)  
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Figure 3.12 : Entrées d u  systènie Y2 pour k E [5.1,8.1], t E [O; 11 

1 
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par la courbe de Bézier suivante : 

c'est à dire, dans la base ca.iionique : 

Temps de calcul de la. sortie 

I 1 -Avec paramètre réel 1 Sans paramètre réel I 

1 symbolique 1 2.4 sec 1 0.333 sec - 1 

Expressjoli 
symbolique 

3.5.3 Approximation de séries génératrices infinies 

15.7 sec 

YZ(~) 
points de 
la courbe 

Nous utilisons ici le simula.teur pour visualiser la sortie du système décrit par la série généra- 
trice 

0.4 sec 

dans l'exemple 2.2.1 (page 52). 
on note yk 17évalua,tion de la série polynomiale Sk, k > 1 approchant S à l'ordre k. 
Pour l'entrée u1 = 1, on obtient : 

0.5 sec 0.35 sec 
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La repiésentatioil graphique de ces trois sorties est donnée sur la figure 3.14. 
Pour l'entrée 712 = 1712 - 141 + 2, on obtient : 

La représentation graphique de ces trois sorties est donnée sur la figure 3.15. 

Figure :3.14 : approximation de la sortie de y = u + y2. y(0) = O pour I'eiitrée u = 1. 

Figure 3.15 : approximation de la sortie de y = y(0) = O pour l'entrée u = l i t 2 -  14t+2. 

Les tables ci-dessous fournissent les temps d'évaluation et  de tracé sur IBM PC/RT. Notons 
que le temps de tracé comprend le temps (relativement important) de transfert de données 
entre Scratchpad et la fenêtre graphique. 

Y3 

1.3sec 
5.5sec 

u =  1 
Temps d'évaluation 
Temps de tracé 

Y 1 
0.2sec 
5.0sec 

Y2 

O.3sec 
5.0sec 
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On remarque ici l'augmentation extrèmement rapide des teliips de calcul d'évaluation en 
fonction de l'augmentation du degré (et donc de la précisioil) de la série polyiiomiale éva1ui.e. 
En comparaison. les temps de tracé des sorties, qui augmentent linéairement, deviennent 
ra.isonnables pour des approximations significatives des séries génératrices : on voit notain- 
ment sur la figure 3.14 (page 114)  que les courbes yl et y2 sont très éloignées de la courbe 
YB, seule proche (à 1 0 - ~  près du résultat réel qui est e (voir [28]). 

u = 171' - 141 + 2 
Temps d'évaluation 
T e n l ~ s  de tra.cé 

3.5.4 D'autres exenlples 

Nous reprenons ici les exemples traités au chapitre 2 et pour lesquels nous nous étions arrétés 
au niveau du résultat symbolique. Nous observons le comportement du système sur différents 
intervalles de temps et sur divers types d'entrées. 

y] 
0.3séc 
5.0sec 

3.5.4.1 Exemple 1 

La simulation comprend en premier lieu la représentation graphique des différentes ei1tri.e~ 
des systèmes dynamiques. Yous en prenons. sur ce premier exemple, de deus types différents : 

Y 2 

1 . 0 ~ ~ ~  
5 . 6 ~ 6 ~  

1. Entrée polynomiale u, ( i  ) sous forme de courbes de Bézier 

Y3 

12sec 
6 . l s r c  

ul ( t )  = jBO(1) - 30~13(1 )  - 2 0 ~ 2 ( 1 )  + 3 ~ 2 ( 1 )  

Ce qui doilne en base canonique : 

qui est représentée sur la figure 3.16 page 116 

2. Entrée polynomiale-exponentielle. 

On peut également simuler le comportement des approximations polynomiales pour 
des entrées polynomiales exponentielles : Nous prenons ici une entrée u 2 ( t )  : 

Ce qui donne en base canonique : 

u 2 ( t )  = et - 2e-2t - 2i2 + 21 

qui est représentée sur la. figure 3.11 page 116 

Un premier exemple de simulation : 
nous reprenons l'exemple 2.2.2 (page 53 )  du codage de l'équation différentielle 6 = u + y + y2 .  

Nous calculons l'évaluation des approximations polynomiales d'ordre 4,5 et 6 de 
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pour les entrées u l ( t )  et u Z ( t )  citées précédemment. 

Les expressions symboliques obtenues sont : 

1. Approxima.tion polynomiale d'ordre 4. 

(a.) Evaluation pour l'entrée polynomiale u l ( t )  sur [O, $1 

(b)  Evaluation pour I'entrée polynomiale u l ( t )  sur [O, i] 

( c )  Evaluatjon pour l'entrée polynollliale u l ( l )  sur [O, 11 

(d)  Evaluation pour l'entrée polynomiale u l ( l )  sur [O. $1 

(e) Evaluation pour l'entrée polynomiale-exponentielle uz(l  ) sur [O, 11 



4 1 ' i%s b ,  .* + - .  ' , . 4 5 -". . 

* / ,  

2. Approximation pd;tyno&de d'mdrt 5 . - L?+ l 
C 1/ r i i* I ! /  

(a)  Evùuation p41ir l 5 ~ t i 6 .  pcdynomiik bit*) ritr IO: f j ' , . , r l  

, ,P. en ! s  f12b'+$" 18362 
- (4 *,.!.fj;~(i).& ; d A @ ~ ~ f )  - 
YX,P.II' 11 ?$Il 3465 

WW 1643549 10181$9g11 --li#il(t) * -ql(*) t ""37,Bs~ (, ) 
110880 554400 i8&60 

( ) + .  554400 
. .%IO"%@. $1.. * 

, 4 - 9 w B l d x f +  'MW 
( d )  Evduation pour I'entrPe polynmide ul ( f  ) sur la, 3 1 

15 0) =-J3i1(t) - g B i l ( i )  - 
~ l l [0>$ l  22 

411189 148958679 Il 143425953gBI1 + - ~ t ~ t r )  4 -Bi ( f )  *)r8 
15 1696 3942300 15769600 8 0  

113324067g,1 2762257081 8455209 
+ ié8480 ( ' + 15769600 'O( If 45056 I I (  

( e  ) Evalan.tion pour l'entrée pbiinomide-exponentielle ul( t )  sur [ O ,  11, 
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3. Approximation polynomiale d'ordre 6 

( a )  Evaluatioil pour l'entrée polynon~iale u l ( t )  sur [O, $1 

( b )  Evaluation pour l'entrée polynomiale ul(t) sur [O: i] 

(c) Evaluation pour I'entrée polynomiale u l ( t )  sur [O. 11 

(d) Evaluation pour l'entrée polynomiale ul(t) sur [O, ;] 
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( e )  Evaluation pour l'entrée polynomiale-exponentielle u2( t )  sur [O. 11 

4. .4pprosimatioil rationnelle d'ordre 1 

( a )  E\'aluatjoir pour l'entrée polynomiale u l j i )  sur [O, 11 

(b)  Eraluatioii pour l'entrée polynomiale-exponentieue u z ( i )  sur [O, 11 

5.  Approxima.t,ion ra.tionneUe d'ordre 2 

(a,) Evaluation pour l'entrée polynomiale ul( t)  sur [O. 11 
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( b )  Evaluatjon pour 1 'entrée polynomiale-exponentielle u2(1) sur [O, 11 

Nous observons sur la courbe 3.18 une parfaite similitude entre les différentes méthodes 
d'évaluatio~i. Cependant. dès que l'intervalle de temps devient trop important (ici t  > 0.23). 
les différent es méthodes donnent des résultats totalement différents. Sous pouvons ici être 
assurés de l'allure générale de la courbe : lorsque t E [O. 3/21. toutes les simulations donnent 
la même forme de courbe (voir figure 3.21) mais nullement des valeurs réelles de la sortje 
dès que 1 > 0.25. Nous avons égalenlent calculé l'expression symbolique de la sortie pour 
l'approximation rationnelle de  degré 3. mais son expression devient tellement complexe qu'il 
nous est impossible actuellement de la simuler (les accumulations d'erreurs numériques nous 
donnant une courbe incohérente). 

Temps de calcul des courbes pour l'entrée polynoiniale 
u l ( I )  = -32t3  + 13.51' - l O j i  + 5 
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Yi!) 10 

i 

3. 

4, 

S. 

4. 

7 

9. 

14 

11, 

l 
12i l 

13i 
1 

(4 )  ('1 ( 6 )  et simulatiori Figure 3.18 : sortie de = U I  + Y + y2 SU' [O. courbes 
' 4  11- Yi,[o $1- Y i , j o , ~ l  

numérique. 

Figure 3.19 : 
(4) ( 5 )  ( 6 )  et 

sortie de y = u l  + y + y2 sur [O, 11- courbes YlTp ' 2  il, Y l , p , i l -  YI ,p,tl simulation 

numérique. 
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I 

Figure 3.20 
iiumérique. 

Figure 3.21 
numérique. 

simulation 

simulation 
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Figure 3.22 
numérique. 

I 
(4)  ( 5 )  sorti: de i = u2 + y  + y' sur [O; 11. courbes Y ~ , J ~ , ~ ~ ,  ~ ~ , ~ ~ , ~ l ,  ~ i : & , ~ ~  et sin~ulatjon 



3.5. La simulation par  les courbes de Bézier 12.5 

Ce tableau met en évidence les avantages des techniques de simulation des appro>rjmations 
rationnelles par rapport à la  simulation polynomiale : les temps de calcul des expressions 
sgmboljques fournies par l'approximation polynomiale d'ordre 6 et par l'approximation ra- 
tionnelle d'ordre 2 sont presque identiques. Tout calcul d'une approximation polynomiale 
d'ordre supérieur sera plus long et moins précis que celui de l'approximation rationnelle. 

Les temps de calcul des points de la courbe pour les sorties des approximations rationnelles 
sont beaucoup plus grands que les autres ca.r les sorties (voir pages 3.5.4.1 à 3.5.4.1) soiit 
polynomiale-exponentielles, ce qui entraine un plus grand nombre de calculs (voir la teclinique 
décrite en 3 . 3 ) .  

Le tableau suivant (pour l'entrée polynomiale-exponentielle ~ ~ ( 1 ) ) .  confirme nos affirmations : 
de 0.7 secondes de calcul pour l'expression symbolique de la sortie pour l'approximation ra-  
tionnelle. nous passons à 26.7 secondes pour l'approximation polyiiomiale d'ordre 6 .  Cette 
différence de temps s'explique aisément : la technique d'approximation polynomiale revient à 
approcher les expressions exponentielles des résultats exacts par des polynômes. Pour obtenir 
des approximations acceptables qualitativement, il est nécessaire de prendre des polyiiômes 
de degré élevé (c'est le cas de l'approximation polynomiale de degré 6). ce qui génère lors de 
l'évaluation un nombre important d'intégrations (nous utilisons icj une représentation récur- 
sive des polynôines. nous n'effectuons alors pas de convolution). Ceci entraine des temps de 
calculs importants auquels s'ajoutent la gestion de coefficients de plus en plus imposaiits lors 
du calcul exact de la sortie (voir par exemple l'expression de page 120) .  

2,[0.11 

Temps de calculs des courbes pour  
l'entrée polynomiale exponentielle 

w 2 ( f )  = ei - 2 e - 2 i -  2t2 $ 2t 

Approximation 
polynomiale 

d'ordre 4 
Approximation 

polynomiale 
d'ordre 5 

Approximation 
poly nomiale 

d'ordre 6 
Approximation 

rationnelle 
d'ordre 1 

Approximation 
rationnelle 
d'ordre 2 
Méthode 
numérique 

de Runge-Kutta 

Calcul de 
l'expression 
s?-mbolique 

4.0 sec 

18.733 sec 

26.7 sec 

0.1 sec 

0.7 sec 

- 

nombre 
de points 
calculés 

65 

65 

65 

6 5  

65  

65 

Calcul des 
points de 
la courbe 

4.6 sec 

6.4 sec 

18.133 sec 

1.0 sec 

2.167 sec 

0.767 sec 



126 Le simulateur 

3.5.4.2 Exemple 2 

Rous reprenons ici la même série génératrice que dans l'exemple précédent, mais pour l'entrée 
pol~nomiale ~ ~ ( 1 )  = 1 .  

Kous observons sur la courbe 3.23 page 127 le tracé des sorties calculées par évaluation 
des mêmes approximations polynomides que précédemment, par la méthode niinlérique de 
Runge-Kutta et par des évaluations des frations rationnelles Si, Sz et  S3 données en 2.2 .2  
page 5 3 .  L'expression très simple de l'entrée nous permet ici d'obtenir des courbes de sortie 
qui convergent sur un intervalle de temps plus important. 

Nous observons d o r s  sur les figures 3 .24 ,  3.25 et 3.26 pages 127 et  128 les différences re- 
spectivement obtenues entre les approximations polynomides d'ordre 6, les approximations 
rationnelles d'ordre 2 et 3 et le calcul par la méthode numérique de Runge-Kutta.. 

On voit que les valeurs obtenues par simulation numérique et  par approximation rationnelle 
oscillent l'une par rapport à l'autre (courbes 3.25 et 3.26)  sur un intervalle de temps donné 
avant de diverger de manière exponentielle. La forme surprenante de la courbe 3.24 est due à 
la nlétliode de calcul par des polynômes de Bézier : Les points de subdivisioi~ exacts coïncident 
avec la simulation riumérique. tandis que les points approchés des polygones internes génereiit 
un écart qui donne la forme en arc de cercle. 

Les expressions symboliques obtenues par les différentes méthodes sont 

1. Evaluation de I'approsin~ation polynomiale de degré 4 

2 .  Evaluation de I'approsimatioi~ polynomiale de degré 5 

3 .  Evaluation de l'approximation polynomiale de degré 6 

4. Evalua.tion de 1'a.pproxima.tion ratiolinelle d'ordre 1 

= et - B A ( t )  - 2 B : ( t )  Y3 

5. Evaluation de 1'approxima.tion rationnelle d'ordre 2 
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r 

Hl) 10 

t 

l 

l 
61 

5. 

4. 

2 3 
,110 

1 4 5 6 7 D 9 10 

( 4 )  ('1 (6' y:'), yF3). et sirnu~atioii Figure 3.23 : Sortie de y = u 3  + y +  y2. courbes y3 . y3 , y3 , 
numérique. 

Figure 3.24 : Sortie de y = u g  + y + y2. Différence entre l'approximation polynomiale d'ordre 
6 et la  méthode de simulation numérique. 
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y(!).] 0000û 

t 
'1 
'"1 

I 
3 O. 

25.  

20. 

15.~ 

'7  
1 

0 <+ 

l 
OO/--&- 

Figure 3.25 : Sortie de y = UJ + y + Différence entre l'approximatioii rationnelle d'ordre 

2 et la méthode de  simulation numérique. 

Figure 
3 et  la 

I 
3.26 : Sortie de Y = us $ y + Y2. Différence entre I'appro~imat~ion rationnelle 
méthode de simulation numérique. 

d'ordre 
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6. Evaluatjoli de l'approximation rationnelle d'ordre 3 

3.5.4.3 Exemple 3 

Fous repreiions l'exemple 2.2.3 donné page 59 de I'équatioii différentielle y + o ( 1 ) y  = b ( t )  
codée par la fraction rationnelle S = zbza. 

Nous évaluolis ici S pour les trois entrées polyiioniiales-exponentielles suivantes : 

1. Première entrée en base de Bernstein : 

bl = 2 ~ :  ( i ) c3 '  - e2' 

soit en base canonique : 

bl = 21~3'  - €2' 

représentée sur la figure 3.27 

2. Deusièn-ie entrée en base de Bernstein : 

soit en base canonique : 

représentée sur la figure 3.29 

3. Troisième entrée en base de Bernstein : 

soit en base canonique : 

représent,ée sur la figure 3.31 

Les résultats de l'évaluation donnent. les expressions symboliques suivantes : 
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Figure 3 . 2 8  Sortie de Y + y =  bl, y l ( f ) =  (I- i ) e 3 t - e 2 t +  $et ,  t t [ O , l ]  

I 
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Figure 3.30 : Sortie de 6 + y = bz,  y2 = At - &en + ( - 1 + $)e3f  + - me' 90 
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l 

Figure 3.31 : ba = 4ir" + e-", € [O, 11 
l 

Figure 
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1. Evaluatioii de S pour l'entrée bl : 

soit en base canonique : 

représentée sur la figure 3.28 

2. Evaluation de S pour l'entrée L2 : 

soit eii base canoiiique 

représentée sur la figure 3.30 

3. Evaluation de S pour l'entrée b3 

soit en ba.se canoiiique : 

représent'ée sur la figure 3.32 

Sur les simulations des sorties figurent également les simulations numériques obtenues par 
la méthode de Runge-Kutta. Les tableaux des temps de calculs pour ces trois entrées nous 
montrent l'intérêt de la méthode formelle (évaluation exacte de la fraction rationnelle zbzZ) 

l 

par rapport à la simulation numérique : pour des temps de calcul équivalents, la méthode 
formelle nous donne ici, en plus de la courbe, l'expression symbolique exacte de la sortie. ce 

l 
l 

qui est impossible par la méthode numérique. De plus, les figures 3.28, 3.30 et 3.32 nous I 

montrent que la méthode numérique est d'autant moins satisfaisante qu'elle génère une sortie 
qui ne colle pas exactement au résultat, que nous savons exact, fourni par l'évaluation de la 
fraction ra tiolinelle. 
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- - -  

Temps de calculs des courbes 
pour l'entrée polynomiale exponentielle 

O,  ( 1 )  = 2te3i - e21 

Temps de calculs des courbes 
pour l'entrée polynomiale exponentielle 

2 'il - 21e3f. + e2 f  + t-5t b 2 ( t )  = 

Calcul des 
points de 
la courbe 

0.9 sec 

0.667 sec 

- 

Evalua tioii 
de la fraction 

rationnelle 
Méthode 

numérique de 
Runge-Kutta 

Calcul des 
points de 
la courbe 

1.0 sec 

0.9 sec 

Calcul de 
l'expression 
symbolique 

0.1 sec 

Nombre 
de points 
calculés 

63 

6 5 

Evaluation 
de la fraction 

rationnelle 
Méthode 

numérique d e  
Runge-Iiutta 

Nombre 
de points 
calculés 

65 

6 5 

Calcul de 
l'expression 
symbolique 

0.1 sec 
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3.5.4.4 Exemple 4 

Temps de calculs des courbes 
pour 1'ent.rée polynomiale expoiientielle 

b3(i) = S t c ï l  + e-52 

Nous reprenons ici l'équation différentielle de l'esemple précédent : y + a ( i ) y  = b ( f ) .  avec 
a ( f )  = 1, que nous codoils par la série génératrice zbz,* 

Evaluation 
de la fraction 

rationnelle 
Mét,hode 

numérique de 
Runge-Kutta. 

Nous traitons cet exemple pour deus nou~~elles entrées 

Les représentations graphiques des évaluations de zbze pour b4(t) et  b5(t), t E [O, 11 sont 
respectivement données sur les figures 3.33 et 3.34 page 136 pour des méthodes de simulation 
par fractions rationnelles, par approximations polynomiales et par calcul numérique. 011 . 
remarque sur ces figures la confirmation de la convergence uniforme ([22, 23, 24, 64, 271. 
sur un intervalle de temps donné, des approsimations polynomiales successives. Nous nous 
attaclions, pour ces deux entrées, à comparer les performances de rapidité et de précision des 
trois méthodes de simulation utilisées. 

Calcul de 
l'expressjoii 
symbolique 

0.267 sec 

Pour cela, nous donnons ici des tableaux récapitulatifs des valeurs numériques fournies par 
Scratclipad à des intervalles de temps réguliers (voir les tableaux donnés aux pages 137 et 
139) ainsi que des tableaus comparatifs des temps de calculs des points de la courbe (voir le 
tableau en page 138). 

Nombre 
de points 
calculés 

65 

6 5 

Calcul des 
points de 
la. courbe 

0.867 sec 

0.6 sec 



Figure 

~ 1 0  

I 
1 

I 
y<i \  10 

3.33 : Evaluatioii de ;a;.. pour l'entrée b 4 ( f )  = 42t3 - 63t2 + 2 i t  - 3 

I 
Figure 3.34 : Evaluation de i a r :  pour l'entrée bs(f) = -e2' + 1 + 3e-' 
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Sui ce tableau. les valeurs de référence sont données par I'évaluation de la fraction ratiolinelle 
zb-2 : l'expression de la sortie y5 est ici obtenue sans approximation. 

Ta.bleau réca.pit,ulatif des résultats pour les différentes méthodes de 

On remarque alors la précision (sur l'intervalle de temps [ O .  11) des méthodes de  Runge-Iiutta 
et de l'approximation polynomiale de degré 5.  La qualité des approximations polynomiales 
est déjà suffisante pour le tracé, cependant le tableau des temps de calcul nous montre qu'elle 
sont peu rentable : pour un temps de calcul plus élevé que les autres méthodes de simulation 
(due à la non utilisation de la convolution et au degré élevé des polynômes à traiter), nous 
obtenons une expression symbolique approchée, c'est à dire valable uniquement sur l'intervalle 
de temps considéré. Le calcul numérique demeure ici le plus rapide, il ne peut cependant pas 
donner l'expression symbolique exacte de la sortie. La simulation par fractions rationnelles 
avec utilisation du théorème de convolution (voir [28]) est par conséquent la méthode la plus 
intéressante tant au point de vue rapidité de calcul qu'au point de vue fiabilité des résultats. 

t 

1/16  

118 
3 /16  

114 
5 /16  

318 
7 / 1 6  

112 
9 /16  

518 
11/16 

314 
13/16 

718 
15/16 

1 

simula.tion 

Evalua.t.ion de 
la fraction 
ra.tionnelle 

Zb ta 

150et - 42t3 
-63t2 - 153t 
-150 

 YS(^) 
-0.14466858 
- 0.21914673 
- 0.24465942 
- 0.2399292 

- 0.22088623 
- 0.20050049 
-0.18864441 
- 0.19181824 
- 0.21298218 
- 0.2513733 

- 0.30218506 
- 0.356231; 

- 0.39996338 
- 0.414Ï9492 
- 0.37713623 
- 0.2.5775146 

pour l'entrée 

Méthode 
numérique de 
Runge-Kutta. 

? 

~ 6 ( ~ )  

-0.14467883 
- 0.2191383 

- 0.24466181 
- 0.2399375 

- 0.22089088 
- 0.2005065'7 
-0.18863882 
- 0.19180942 
- 0.21299289 
- 0.2513877 
- 0.3021726 

- 0.3.56247.57 
- 0.3999578 

- 0.41479975 
- 0.37710878 
- 0.25Ï72s586 

polyiiomiale b4(1)  = 
Eva1ua.tion de 

l'approxim a.tion 
Polynomiale 
de degré 5 

zb(l + La + 2: 

+z: + z:, 
-t8 160 + l t ï  48 + ut6 80 

+if5 + Tt4  - l i t 3  
+12t2 - 3t  

~ 4 ( ~ )  

- 0.1446788 
- 0.21913826 
- 0.24466164 
- 0.23993674 
- 0.2208881.5 
- 0.20049903 
- 0.18862107 
- 0.19177248 
- 0.21292286 
- 0.2312642 
- 0.3019672 

- 0.35592183 
- 0.399461 

- 0.41406655 
- 0.3'760561 

- 0.25625002 

42 f3  - 63t2 + 271 - 3 
Eva1ua.tion de 

1'a.pproxima.t~ion 
Polynomiale 
de degré 4 

zb(l + z a  + 2, 2 +%a) 
k t 7  + ktô + $t5 
+ y f 4  - l i t 3  
+12t2 - 3t 

~ 3 ( ~ )  

- 0.1446788 
- 0.21913764 
- 0.2446573 

- 0.23992003 
- 0.22084185 
- 0.20039429 

- 0.188415 
- 0.19140625 
- 0.21232006 
- 0.2503293.5 
- 0.30058423 
- 0.35395202 
- 0.39674056 
- 0.41040373 
- 0.3712282 

- 0.25 

Evaluation de 
l'approximation 

Polynomiale 
de degré 3 

rb( l  + zo + ~ 2 )  

&t6 + G i s  20 
+ F t 4  - 17t3 
+12t2 - 3t 

y2(l ) 
- 0.14467709 
- 0.21911335 
- 0.24454775 
- 0.23961183 
- 0.2201719 

- 0.19915639 
- 0.18636808 
- 0.18828125 
- 0.20782402 
- 0.2441453 

- 0.29236752 
- 0.20782402 
- 0.38327587 
- 0.39363116 
- 0.35062431 
- 0.22.jO0001 



Temps de calcul de 129 points de la courbe de sortie 

Pour le trac4 des différentmes sorties. les polynômes sont exprimées dans la base de Bernsteiii : 

polynônle 
de degré 2 

3.2 sec. 

3.85 sec. 

polynôme 
de degré 3 

3.667 sec. 

4.1 sec. 

polynôme 
de degré 4 

4.033 sec. 

5.833 sec. 

Runge-Kutta 

1.0 sec. 

2.6 sec. 

Entrée 

42t3 - 63t2 + 27t - 3 

-e2' + 1 + 3e-t 

Evaluation 
rationnelle 

2.6 sec. 

2.667 sec. 
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3.6. Scra.t.ch ~ a . d  et. le caacul n un] ériaue 1.39 

3.6 Scratchpad et le calcul numérique I 

Points calculés par les différentes méthodes pour l'entrée 

Après avoir développé des méthodes symboliques d'évaluation et  de simulation, il s'avère 
intéressant de les comparer aux méthodes numériques en cours depuis longtemps. Kous 
avons choisi pour cela de simuler le comportement des systèmes dynamiques en utilisant les 
algorithmes d'intégration numérique, toujours très utilisés, de RU&-liutto et Adanzs dont 
la fiabilité des résultats n'est plus à prouver : les erreurs de troncature et de méthode, ainsi 
que les conditions de stabiblité sont parfaitement connues. 

t 

1/16 

118 
3/16 

114 
5/16 

318 
711 6 

112 
9/16 

518 
11/16 

314 
13/16 

718 
15/16 

1 

Ceci nous permet tout d'abord de vérifier la validit.é d'approximations polynomiales, on peut ~ 
pour cela se rapporter aux exemples développés en 3.5.4.1 page 115 et 3.5.4.2 page 126. 
Nous obtenons ainsi le degré de la série pour lequel l'approximation est confondue avec la I 

courbe réelle, sur un intervalle compact donné. Nous pouvons ainsi connaitre une expression 
symbolique représentative de l'expression réelle sur l'intervalle de temps étudié. t 

1 

D'autre part. nous avons vu sur les exemples développé en 3.5.4.3 page 129 et 3.5.4.4 page i 

Eva1uat.ion de 
la fraction 
ra.tionnelle 

Z ~ Z ;  

-$t + 
-1 - ae--t 

2 

Y5(t) 
0.18346262 
0.35824895 
0..52327096 
0.6771667 
0.8182632 
0.9445362 
1 .O535579 
1.1424463 
1.2078004 
1.2436257 
1.2512574 
1.2192616 
1.133332 

1 .O161672 
0.8293352 
0..5Ï.311106 

polynomiale 
Méthode 

numérique de 
Ruiige-Kut,ta 

? 

0.18346258 
0.35824883 
0.52327083 
0.677166.5 
0.11826333 
0.9343361 
1 .O53338 

1.1424468 
1.2078004 
1.24.5626 

1.2.512.572 
1.2192614 
1.1433321 
1.0161681 
0.8293358 
O..jÏ31114 

exponentielle b5(t) = 
Approxima,tion 

Polynomiale 
de degré 4 

z b ( l $ z a + z 2  
tf,3 t 2:) 

-$je2' + -&t.5 
+ s t 4  + Lt3 
89 2 31 + ~ t  + yst 
147 tT - 3e-t 

94 ( t )  
0.18346047 
0.35821843 
0.52312016 
0.67669.36 
0.81712544 
0.9422023 
1.0492842 
1.1352444 
1.1964133 
1.2285113 
1.2265728 
1.1841398 
1.0967631 
0.9.546962 
0.74993937 
0.4 7260332 

-ePt + 1 + 3e-i 
Appro>;ima.tion 

Polynomiale 
de degré 3 

z b ( l + ~ ~ + z :  
+.Q) 

- + '14 24 
+ - t 3  + i t 2  

s s t + ~  59 

~ 3 ( t  
O.  18346238 
0.35824788 
0.523265 

0.67714274 
0.818191.5 

0.94435906 
1.053179 

1.1417148 
1.2064948 
1.243438.5 
1.2477741 
1.213934 
1.1354976 
1.004972 

0.11375504 
0.55192613 

Approxima.tion 
Polynomiale 
de degré 2 

zb(l + Za + 2:) 

-Ze2f + 3 3  + q j 2  8 
+ j t + $  
-3%-' 

Y2(t) 
0.18346047 
0.3.5821843 
0.52312016 
0.6766936 
0.81712.543 
0.9122023 
1 .O492842 
1.1332441 
1.1964133 
1.228.5 1 13 
1.226.5725: 
1.1848.598 
1.0967631 
0.9.546962 
0.7499594 7 
0.37260332 



135. que l'on sait, pour certaines séries, calculer l'expression exacte de la sortie, nous pouvons 
alors vérifier la validité du calcul numérique (voir par exemple les figures 3.21 page 130.3.30 
page 131 et 3.32 page 132). 

On peut alors remarquer que, pour des problèmes de stabilité numérique des algorithmes de 
Runge-Kutta et .4danzs, il est en général nécessaire de calculer beaucoup plus de points que 
n'en esige la représentation graphique. 

Notre implantation en Scratchpad d'algorithmes d'intégration numérique possède un avaii- 
tage indéniable au nivea,u des facilités d'utilisation : on exécute un calcul numérique en util- 
isant la bibliothèque Scratchpad, exactement comme les autres fonctions. Les algorithmes 
que nous développons ainsi restent cependant limités à un très petit nombre de fonctions : 
celles correspondant à nos propres besoins. Avec la commercialisation d'Axiom par A7AG, on 
peut espérer la création d'une interface agréable permettant, en toute simplicité, un échange 
d'informations entre les fonctions numériques de la bibliothèque Fortran et celles de la bib- 
liotliéque Scratchpad. 

La version de Scratchpad dont nous disposons ne permet cependant pas une interaction sirnple 
avec les logiciels performants de calcul numérique. Ceci nous a amené à développer nos 
propres programmes directement en Scratchpad. Le but n'est pas de réécrire les programnles 
esistants, mais de disposer d'un outil permettant la comparaison sur un même graphique 
(dans une seule fenêtre) des solutions algébriques et numériques. 

Ce dernier travail est d'autant plus utile qu'il permet de déterminer un mode d'échailge 
d'informations entre le calcul formel et le calcul numérique, qui peut servir de base ou de 
référence pour la mise eii place d'une interface réellement efficace entre Axioii2 et une biblio- 
thèque de calcul numérique telle que celle développée par hrAG. 
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Les domaines relatifs aux courbes 
de Bézier 

A. l  Les polynômes de Bernstein 

Iabb domain UBP UnivariateBernsteinPolynomial 

UnivariateBernsteinPolynomial(t:Expression,R:Ring): pub == priv where 

NN 1 ==> NonNegativeInteger 
1 ==> Integer 
E ==> Expression 
L ==> List 
C ==> IntegerCombinatoricFunctions 
UP ==> UnivariatePoly (t ,R) 

pub == Join(UnivPo1yCat R,RetractableTo R,DifferentialRing) with 

bdegree : $ ->  NNI 
b : (NN1,NNI) - >  $ 
listCoef : $ - >  L R 
if R has Field then 
elevate : ($,NNII -> $ 
ajust : ($,NNI) -> $ 
integrate : $ -> $ 
listep : ($*II -> L $ 

eval : ($,RI -> R 
listsub : ($,R) - > L L R  
" ~ 0 1 ~  : L R  - >  $ 
coerce : UP -> $ 
coerce : $ ->  UP 
bf orm : (UP,R,R) -> $ 
minf orm : $ -> $ 

priv == add 

-- REPRESENTATION EN MEMOIRE 
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Rep := L R 

I 
1 -- DOMAINES VISIBLES 

import Pf-intableForm 
import OutputForm 

-- FONCTIONS DE BASE 

b ( i , n )  == 
i > n => e r r o r  "does no t  e x i s t "  
n = O => Cl 
[if i = j then 1 e l s e  O f o r  j i n  O .  .n] 

bdegree p == 
n u l l ( p )  => O 
MAXINDEX (p) $Lisp 

coef (p ,n )  == 
n u l l ( p )  => O 

Pen 

Zero == Cl 

One == [1$R] 

(k:R) * (p :$ )  == 
k = O => [] 

[k *$R c f o r  c i n  pl  

( n : I )  * (p :$ )  == 
n = O => Cl 
[n *$R c f o r  c i n  pl 

l i s tCoef  (p) == p:L R 

r e d  p == p .  r e s t  

va r  == t 
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-- EVALUATION EN UN POINT PAR L ALGO DE DE CASTELJAU 

difdiv:($,R) ->  $ 
difdiv(p,k) == 

[(el+e2)*k for el in p for e2 in p.rest1 

decast : ($ ,R) -> R 
decast (p ,k) == 

tp =1 => lc p 
decast ( dif div(p, k) , k) 

eval(p,k) == 
nul1 p => O$R 
k =O =? p. first 
k =  1 => p.last 
decast (p ,k) 

-- ALGORITHME DE SUBDIVISION 

if R has Field then 
listeP(p,nbsub) == 

nbsub = O => [pl 
lptl : =  listsub( pYinv(2::R)$R ) 

poll := [l.first for 1 in lptll : :  $ 
po12 : = Cl. last for 1 in reverse lpt 11 : : $ 
[ :listeP(poll,nbsub-l), :listeP(pol2,nbsub-111 

-- CONVERSION EN EXPRESSION 

coerce(p:$):E == 
null(p) => "O": :E 
n := bdegree(p) 
n = O => p.0 :: E 
11: L E := [k::E for k in p I not(k=O)] 
null(ll)$L(E) => "O": :E 
12 := [outTerm(p. i ,i ,n) for i in O. .n I not (p. i = O)] 
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i formPlus 12 

I 
l 

-- FONCTIONS UTILES POUR LA MANIPULATION DE POLYNOMES DANS LA BASE DE BERNSTEIN 
1 
i if R has Field then 
1 

incremente: $ -> $ 
incremente(p1 == 

n := bdegree p 
append(cons(p.0, 

C((i*p. (i-l)+(n+i-i)*p.i)) / (n+l) : :R for i in 1. .nl), 
Cp .nl) 

elevate (p ,n) == 
nuii(p) => elevate( [O] ,n) 
n = O = > p  
elevate(incremente(p) , (n- 1) : : NNI) 

ajust(p ,n) == 
null (pl => ajust ( 101 ,n) 
elevate (p, (n - bdegree p ) : : NNI) 

-- ARITHMETIQUE 

p:$ + q:$ == 
null(p) => q 
null(q) => p 
n := max(bdegree p,bdegree q) 
pl := ajust(p,n) 
ql := ajust(q,n) 
[el + e2 for el in pl for e2 in ql] 

p:$ - q:$ == 
null p => -q 
null q => p 
n := max(bdegree p ,bdegree q) 
pl := ajust(p,n) 
ql := ajust(q,n) 
[el - e2 for el in pl for e2 in ql] 

p:$ / c:R == 
null p => [l 
[e/c for e in pl 

integ(p:$,base:R,n:R) :$  == 
q:R := base + (p.first / n) 
#p = 1 => Cql 
cons(q,integ(p.rest,q,n)) 
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integrate(p: $1 == 
null p => Cl 
n := bdegree p 
cons(O,integ(p,O$R, (n+l): :RI) 

coefk:($,$,I) -> R 
coefk(p,q,k) == 

m := bdegree p 
n := bdegree q 
r:R := O$R 
for j in max(0 ,k-n) . .min(m,k) repeat 

bl := binomial(m,j)$C ::R 
b2 := binomial(n,k-j)$C : :R 
b3 : = binomial (m+n ,k) $C : : R 
f := (bl*b2)/b3 
r := r + (f * p.(j::NNI) * q.((k-j)::NNI)) 

p:$ * q:$ == 
null p => O 
null q => O 
n := bdegree p 
m := bdegree q 
[coefk(p,q,i) for i in O. .(n+m)] 

der(p:$):$ == 
#p = 2 => Cp.1 - p.O1 
cons(p.1 - p.0, der p.rest) 

deriv p == 
tp < 2 => [l 
( q : =  der p)  = O => [] 
bdegree(p1 * q 

- P z $  == C-c for c in pl 

-- CONVERSION DES POLYNOMES 

-- Fonctions locales 

if R has Field then 

firstco1:UP -> L R 
f irstcol (pol) == 

n := degree pol 
[coef (pol ,k)/binomial(n,k)$C: :R for k in O. .n] 
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delta(1) == [el + e2 for el in 1 for e2 in rest 11 

-- Fonctions exportees 

coerce(po1 :UP) == 
pol = OSUP => Cl 
1l:L L R := allcol firstcol pol 
bpoly Ce .f irst for e in 111 

coerce (p : $1 == 
nul1 p => O$UP 
n := bdegree p 
1 := [coef(p,i): :üP for i in O. .nl 
for j in 1. .n repeat 

for i in O.. (n-j) repeat 
1.i := 1.i * (1-varPolO$UP) + 

1. (i+l) * varPol0SUP 
1.0 

bf on(p , debut, f in) == 
pr :UP := (f in-debut) *varPol O$UP + debut : : UP 
p := eval(p,pr)$UP 
p: :$  

A.2 Les courbes de Bézier 

)abb domain BC BCurve 

BCurve(t :Expression ,F :Field) : pub == priv where 

UBP ==> ~nivariateBernsteinPolynomia1 (t ,FI 
L ==> List 
1 ==> Integer 
NNI ==> NonNegativeInteger 
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E ==> Expression 
UP ==> UnivariatePoly(t,F) 
VM ==> VecteurMassique(F) 

pub == with 

coerce : L L F -> $ 
coerce : $ -> L L F 
coerce : $ -> E 
coerce : L UBP -> $ 
coerce : $ - >  L UBP 
coerce : L UP -> $ 
coerce : $ -> L UP 

priv == add 

Rep := L L F 

import UBP 
import PrintableForm 
import OutputForm 

outTerm(k:L F,i:I,n:I):E == 
e := mkUnary(scripts(form("B1'), [form(i : :E) ,form(n: :E)] ) : :E,t) 
v := matrix [[form(h::E)] for h in k] 
formTimes(v::E,e) 

coerce(c:$) :E == 
n : =  maxIndex c 
12 : =  [outTerm(c.i,i,n) for i in O..n] 
formPlus 12 

coerce(1: L UBP) : $ == 
n := O$NNI 
for p in 1 repeat n := max(n,bdegree p) 
lp := [ajust (p,n) for p in 11 
11 := [listcoef p for p in lp] 
CCl1.i.j for i in O..maxIndex(ll)] for j in O..n] 

coerce(bc: $) :L UBP == 
1:L L F:=[[bc.i.j for i in O..maxIndex(bc)] 

for j in O. .maxIndex (bc .O)] 
[bpoly p for p in 11 

coerce (1 : L UP) : $ == 





Les domaines relatifs aux courbes 
B-Rationnelles 

B.l Les vecteurs massiques 

) abb domain VM VecteurMassique 

VecteurMassique(F:Field) : pub == priv where 

L ==> List 

E ==> Expression 

pub == VectorSpace(F) uith 

pp : (L F,F) ->  $ 
v? : $ - >  Boolean 
p? : $ ->  Boolean 
vect : L F - >  $ 
v m :  L F - > $  
coord : $ -> L F 
poids : $ ->  F 

priv == add 

V : = L F  
PP := Record(cf : V,pds : F) 
Rep := Union(V,PP) 
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pp(l:L F,p:F) == construct (1,~) 

v?(vl) == vl case V 

p?(vl) == vl case PP 

vm(l:L F) == 
poids : = 1. last 
1 := [l.i for i in O. .(rnax~ndex(l)-111 
poids = O => 
vect 1 

pp([e/poids for e in Il ,poids) 

outv(1:V) :E == 
le := [e::E for e in 11 
f orm(f ormMatrix [[ev] for ev in le] ) : :E 

outp(pt :PP) :E == 
poids := fom(pt.pds::E) 
le := Ce: :E for e in pt.cf] 
hconcat (poids ,form(formMatrix [[ev] for ev in le] ) )  : :E 

coerce (V 1) : E == 
v? vl => outv (vi: :V) 
outp (VI : :PP) 

c * v1 == 
p? vl => construct(v1.cf ,vl.pds*c) 
1:V := [c * e for e in (vl::V)] 
autocoerce 1 

adl(pl:PP,p2:PP) :$ == 
1:v 
p := pl-pds + p2.pds 
11 := pl.cf 
12 := p2.cf 
p -= 0 => 

1 := [((pl.pds*el)+(p2.pds*e2))/p for el in 11 for e2 in 123 
construct (1 ,p) 

1 := [(pl.pds*el)+(p2.pds*e2) for el in 11 for e2 in 123 
autocoerce 1 
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ad2(pl:PP,v:V):$ == 
pl.pds -= O => 
l:V := [(pl.pds*pi.cf .i)+(v.i / p1.pds) 

for i in O. .max~ndex(pl.cf)] 
construct(1 ,pl .pds) 

autocoerce v 

ad3(v:V,vv:V):$ == 
l:V := Ce + ee for e in v for ee in vv] 
autocoerce 1 

B .2 Les courbes B-Rat ionnelles 

) abb Domain BRC Rat ionalcurve 

RationalCurve(t:Expression,F:Field) : pub == priv where 

==> VecteurMassique(F) 
==> Expression 
==> UnivariateBernsteinPolynomial(t,F) 
==> UnivariatePoly (t ,F) 
==> QuotientField UP 
==> List 
-- --> Integer 

==> NonNegativeInteger 
==> PrintableForm 
==> OutputForm 
==> BCurve (t ,F) 

pub == with 

coerce : $ -> E 
coerce : L VM -> $ 
coerce : $ ->  L VM 
coerce : $ -> L QF 
coerce : $ -> L U 
coerce : $ -> BC 
coerce : BC ->  $ 
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br : L QF -> $ 

poly? : $ ->  Boolean 

priv == add 

- - Representat ion interne 

V := VM 
Rep := L V 

- - Packages visibles 

import PF 
import OF 
import U 
import L 
import BC 

- - Declaration des variables globales 
lvm : L VM 
brp : $ 

- - Test polynomial 

poly? (brp) == 
b:Boolean := true 
for v in brp repeat if poids (v)$VM = O then b:= f alse 
b 

- - Fonctions de coercition 

transform:VM -> L F 
transform(v) == 
poids(v) = O => coord(v) 
Cpoids(v) * c for c in coord(v)] 

coerce(brp) :L U == 
11 := coord(brp.first)$VM 
n :=  maxIndex(l1) 
1c:L L F := [transform(v) for v in brpl 
1p:L L F := [[poids(v)] for v in brpl 
10:L L F := [append(ec,ep) for ec in lc for ep in lp] 
1l:L L F := [[p.i for p in 101 for i in O. .maxIndex 10.01 
[bpoly(z) $U for z in 111 

coerce(brp):L QF == 
lu := brp : :  L U  
lp := [u::UP for u in lu] 
lq := [p/lp.last for p in lpl 
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reverse rest reverse lq 

coerce(brp):BC == 
poly? brp => error "not polynomial curve" 
lu := brp : :  L U 
(reverse rest reverse lu) :: BC 

coerce(bc:BC):$ == 
[pp(e,l)$~~ for e in bc::L L FI : :  $ 

coerce (lvm) == lm: $ 

- - Transformation en expression : fonctions internes 

outA(1 : L E) :E == 
#1=1 => first 1 
formF'lus 1 

- - Transformation en expression : fonction exportee 

coerce (brp) == 
n := maxIndex(brp) 
pnum := [outTerm(brp.i,i,n) for i in O. .n I p? brp.i] 
vnum := [outTerm(brp.i,i,n) for i in O..n I v? brp.i] 
denom := [outB(brp.i,i,n) for i in O..n I p? brp.i] 
null pnum => outA vnum 
null vnum => formQuotient(outA pnum,outA denom) 
formPlus(formQuotient(outA pnum,outA denom), 

f ormQuotient (outA vnum,outA denom)) 

- - Calcul des vecteurs massiques a partir d'une liste de fractions rationnelles 

- - fonctions internes 

gcdl(1p:L UP):UP == 
n : =maxIndex lp 
n=O => 1p.first 
gcdl [gcd(lp.i,lp.(n-il) for i in O..(n quo 2)] 
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hom(1:L QF) :L UP == 
Id := [denom e for e in 11 
delta :=  gcdl Id 
ldp := [p/delta for p in Id] 
beta := delta * (*/ldp) 
nconc ( [numer (e*beta) for e in 11 , [numer (beta)] ) 

- - Fonction exportee 

br(1:L QF) == 
11 := hom 1 
lbp := [e::U for e in 111 
m:NNI := O$NNI 
for u in lbp repeat m := max(m,bdegree(u)) 
lbp :=  [ajust(u,m) for u in lbpl 
[vm [coef(u,i) for u in lbp] for i in O. .ml: 

B.3 La pararnétrisation des courbes B-Rationnelles 

)abb package PARAM ParametrizationPackage 

ParametrizationPackage(t:Expression,K:Field):pub == priv uhere 

UP ==> UnivariatePoly(t ,K) 
9 F - --> - QuotientField UP 

B C ==> BCurve(t ,K) 
BR - --> - RationalCurve (t ,K) 
UBP ==> ~nivariate~ernstein~olynomial(t,K) 
L ==> List 

pub == uith 

chgvar 
chgvar2 
half space 
allspace 
half space 
allspace 
half space 
allspace 

priv == add 
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c : UP : = leadingcoef (p) $üP : : UP 
ql:QF:= c*q + chgvar(reductum(p)$uP) 

half space (q : QF) == 
chgvar(nuner(q)$QF) / chgvar(denom(q)$QF) 

halfspace(rc:BR) == 
lql : = rc : : L QF 
lq2 :=Chalfspace q for q in lqll 
br(lq2)$BR 

allspace (TC :BR) == 
lql := rc : :  L QF 
lq2:= [allspace q for q in lql] 
br(lq2)$BR 

allspace (bc : BC) == allspace (bc : :BR) 



Les polynômes-exponentiels 

abb domain POLEXP PolynomialExponent ia1 

~ol~nomial~x~onential(t:~,~,POLY,integ): pub == priv where 

integ: POLY -> POLY 
R : Ring 
POLY : Join(UnivPo1yCat R ,RetractableTo R ,DifferentialRing) 

E ==> Expression 
UB == > UnivariateBernsteinPolynomial(t,R) 
FE == > FunctionalExpression R 
SE ==> SortedExpressions 
INTDDM ==> IntegralDomain 

pub == Join(Algebra(P0LY) ,Algebra(R) ,~ifferentialRing with 

if R has Field then 
integrate : $ 

if R has INTDOM then 
coerce : $ 

coerce : POLY 

exP : R 
leadingcoef : $ 

listcoef : $ 
list0fTerm : $ 
leadingMonomial:$ 

maP : ((POLY 
reductum : $ 
1eadingTerm : $ 
cte : $ 
coef : ($,RI 
delete : (R,$) 

priv == add 

- >  FE 
-> $ 
-> $ 
-> POLY 
-> List POLY 
-> List R 
-> $ 

> POLY),$) -> $ 

-> $ 
-> R 
-> R 
-> POLY 
-> $ 

.................................................................. 
- - Representation interne 
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Term := Record(k:R,c:POLY) 
Rep := List Term 

- - Importation de paquetages 
.................................................................. 

import OutputFom 
import PrintableForm 

.................................................................. 
- - Fonctions de manipulation 
.................................................................. 

reductum x == (nul1 x => O; ~ e s t  x) 
leadingcoef x == (null x => O; x.0.c) 
1eadingTerm x == (null x => error "No terms"; x.0.k) 

deleteh , x )  == 
null x => [] 
1eadingTerm x = n => x.rest 
[x.first, :delete(n,x.reçt)l 

leadingMonomial(x) == (null x => error "No terms"; [first XI) 

listOfTerm(px) == [p.k for p in px] 

exp(e : R) == [construct ( e ,  l$POLY)] 

coef (pe ,n) == 
nul1 pe => O$POLY 
1eadingTerm pe = n => leadingcoef pe 
coef (reductum pe ,n) 

-- operations arithmet iques 
.................................................................. 

-x  == [CU.~,-~.cl for u in x] 

if R has OrderedSet then 

x = y = =  
while not null x and not null y repeat 



not x.first.k = y.first.k => return false 
not x.first.c = y.first.c => return false 
x : =x. rest 
y : =y. rest 

null x and null y 

x + y  == 
null x => y 
null y => x 
y.first.k > x.first.k => [y.first,:(x + y.rest)] 
x.first.k > y.first.k => [x.first,:(x.rest + y)] 
r:= x.first.c + y.first.c 
r = O => x.rest + y.rest 
[[x.first.k,rl,:(x.rest + y.rest)l 

x - Y  == 
null x => - y 
null y => x 
y.first.k > x.first.k => [[y.first.k,-y.first.c],:(x - y.rest)l 
x.first.k > y.first.k => [x.first,:(x.rest - y)] 
r:= x.first.c - y.first.c 
r = O => x.rest - y.rest 
[Cx.first.k,rl,:(x.rest - y.rest)l 

else 

x = y = =  
null x and null y => true 
#x -= #y => false 
r:= coef(y,x.first.k) 
r '= x.first.c => false 
x.rest = delete(x.first.k,y) 

x + y  == 

null x => y 
null y => x 
CO:= coef(y,x.first.k) 
CO = O => [x.first,:(x.rest + delete(x.first.k,y))] 
r:= x.first.c + CO 
r = O => x.rest + delete(x.first.k,y) 
[[x.first.k,rl,:(x.rest +delete(x.first.k,y))] 

Zero == [l 
One == [construct (O$R, l$POLY)] 

mult: (Term,$) ->  $ 
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mult(t1,q) == 
Cconstruct(t1.k + q.i.k,tl.c * 9.i.c) 

for i in O. .maxIndex q] 

p:$ * q:$ == 
(p = O) or (q = O) => O 
p = l  => q 
q = l  => p 
r:$ := O 
for tl in p repeat 
r := r + mult(t1,q) 

r 

cte p == 
nul1 p => O$R 
coef (leadingloef p ,O)$POLY + cte reductum p 

n:R * x:$ == 
(n=O) or null(x1 => Cl 
[construct (tl .k,n*tl .cl for tl in XI 

n:Integer * x:$ == 
(n=O) or null(x1 => Cl 
[construct(tl .k,n*tl .cl for tl in XI 

p:POLY * x:$ == 
(p=O> or null(x) => D 
[construct (ti. k,p*tl . c) for tl in XI 

i:NonNegativeInteger * x:$ == 
(i=O> or null(x) => Cl 
[construct(tl.k,i*tl.c) for tl in XI 

.................................................................. 
-- conversion en expression fonctionnelle 
.................................................................. 

if R has INTDOM then 
convert : E -> FE 
convert(t) == t::SE::FE 

pTofe : POLY -> FE 
pTofe(p) == 

(degree p = 0) => Ic(P) : : FE 
-(POLY has canonicalUnitNorma1) => 

error " not canonicalUnitNorma1" 
lc(p)* (convert(t)**degree p) + pTofe(red p) 

coerce (px : $1 :FE == 



px = O => O$FE 
leadingTerm px = O => pTofe(leadingCoef(px)) 
p : =leadingCoef (px) 
pTofe(p)*exp(leadingTenn(px)*convert(t))$FE + reductum(px)::FE 

.................................................................. 
- - conversion en expression 
.................................................................. 

outTerm: Term -> E 
outTerm(p) == 
p.k = O$R => p.c :: E 
if p.k = 1$R 
then term := form(varO$POLY) 
else term := form(p.k : : E) * form(varO$POLY) 

f := s~per(form("%e~~> ,terml 
p.c = 1$POLY => f : :  E 
(form(p .c : :$POLY E) * f )  : : E 

coerce(pe:$):E == 
nul1 pe => (O$POLY) : :  E 
le := CoutTerm(p) for p in pe] 
formPlus le 

.................................................................. 
-- conversion des entiers et des polynomes 
.................................................................. 

coerce (i : Integer) == 
i = 0 => [] 
[construct (O$R, i : : POLY)] 

coerce (p : POLY 1 == 
p = O => [l 
[construct (O$R ,p)] 

- - Derivat ion 8 Integration 
.................................................................. 

tderiv: Term -> Term 
tderiv tl == 
pol := deriv(t1.c) 
tl.k = O => construct(0,pol) 
construct(tl.k,pol + (t1.k * t1.c) 

deriv(p:$) == 
p2 : = [tderiv tl for tl in pl 
[tl for tl in p2 I not(t1.c = O)] 
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i f  R has F i e l d  then 

t i n t e g :  Term - >  Term 
t i n t e g  t l  == 

t1 .C  = O => t l  
t l  .k = O => c o n s t r u c t ( O , i n t e g ( t l  . c l )  
pol  :POLY : = d e r i v ( t 1 .  c)$POLY 
p l  := t i n t e g ( c o n s t r u c t ( t 1  . k , p o l / ( t l  .h>)> 
p2:POLY := ( ( t i . c ) / ( t l . k )  ) - p1 .c  
c o n s t r u c t  ( t  1. k ,p2) 

i n t e g r a t e  p  == 
p2:$ := [ t i n t e g  t l  f o r  t l  i n  p l  
p2 := p2 - ( c t e  p2) : :POLY: : $  
[tl f o r  t l  i n  p2 1 n o t ( t 1 . c  = 011 



Les paquetages pour le tracé des 
courbes 

D . l  Les courbes de Bézier 

)abb package B2D BezierDrau2D 

~ezierDraw2DO: pub == priv vhere 

S F 
1 
Pt 
L 
VIEW2D 
P 
C 
PI 
E 
t:E 
B C 
UBP 
UP 

==> SmallFloat 
==> Integer 
==> Record(xCoord:SF,yCoord:SF) 
==> List 
==> TvoDimensionalVieuport 
==> Palette 
==> Color 
==> PositiveInteger 
==> Expression 

pub == with 

int ernpolygon : 
subdiv : 
resultPolygon: 
bcurve : 
drawB2D : 
drawB2D : 
drawB2D : 
drawB2D : 
dravB2D : 
drawB2D : 

L Pt 
L Pt 
L Pt 
(L Pt,I) 
(L Pt, 1, String) 
(L Pt,I) 
L Pt 
(L BC, 1 ,String) 
(BC,I,String) 
(BC ,String) 
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drauB2D : BC -> VIEW2D 
drauB2D : (L UBP, 1 ,String) -> VIEW2D 
drauB2D : (L UBP ,String) ->  VIEW2D 
drauB2D : L UBP -> VIEW2D 
drauB2D : (L UP,I ,String) ->  VIEW2D 
drauB2D : (L UP,String) -> VIEW2D 
drauB2D : L UP -> VIEW2D 

priv == add 

-- PACKAGES VISIBLES 

ixnport TuoDimensionalVieuport 
import Gr aphImage 
import Color 
import Palette 
import BC 
import UBP 
import UP 
import Pt 

-- FONCTIONS RELATIVES A L'ALGORITHME DE SUBDIVISION 

internPolygon(l1 == 
[[(el.xCoord+e2.xCoord)/2,(el.yCoord+e2.yCo0rd~/~~ 

for el in 1 for e2 in rest 11 

subdiv (1) == 
#1 = 1 => Cl1 
cons(l,subdiv(internPolygon(l))) 

resultPolygon(1) == 
lp := subdiv(1) 
C[p.first for p in lpl , Cp.last for p in reverse lpl] 

bcurve (1 ,n) == 
n = 0 => [il 
p : = resultPolygon(1) 
append(bcurve(p .f irst ,n-i),bcurve(p .last ,n-1) 

-- FONCTIONS DE TRACE EFFECTIF 

-- Trace a partir de listes de points 

drawB2D(l:L Pt,n:I,titre:String) == 
1l:L L Pt := bcurve(1,n) 
1p:L P := [bright (red()) ,bright (yellouo) , 

pastel(green0) ,light (blueo 11 
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if ((nbdup : = (#  11) quo nbCOLORS) > 1) then 
lp := [:[lp.j for i in 1. .nbdup] 

for j in O. .maxIndex(lp)] 
graphl : = makeGraphImage (1 1, Cl , lp , Cl ) 
makeViewport2D(graphl,titre) 

drauB2D(l:L Pt,n:I) == 
drauB2D(l ,n, "Bezier curve") 

drauB2D(l :L Pt) == 
nbsub : Integer := 1 
nbp := (2 * tl) : :  Integer 
while ( (nbsub * nbp) < 96 ) repeat 
nbsub := nbsub+l 
nbp := 2 * nbp 

drawB2D(l,nbsub,"Bezier curve") 

-- Trace a partir d'expressions polynomiales 

-- Fonction locale de conversion 

convert:L üBP -> L Pt 
convert (lu) == 

# lu ^= 2 => error "not 2 dimensional curve" 
pl := 1u.f irst 
p2 : =  1u.last 
if ((nl := bdegree pl) -= (n2 := bdegree p2)) then 

m:= max(n1 ,n2) 
if m > nl then 

pl := ajust(p1 ,m) 
else 

p2 := ajust(p2,m) 
lx := listCoef pl 
ly := listcoef p2 
[construct (lx. i , ly . i) $Pt 

for i in O . .  maxIndex lx] 

-- Fonctions exportees 

drauBZD(1u:L üBP,n:I,titre:String) == 
1l:L Pt := convert lu 
drawB2D(ll,n,titre) 

drawB2D(lu:L UBP,titre:String) == 
1l:L Pt := convert lu 
nbsub : Integer := 1 
nbp := (2 * tll) :: Integer 
while ( (nbsub * nbp) < 96 ) repeat 
nbsub := nbsub +1 
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nbp := 2 * nbp 
drawB2D(ll,nbsub,titre) 

drawB2D (lu : L UBP ) == 
drawB2D(lu,"Bezier curve") 

drawB2D(b:BC,n:I,titre:String) == 
lu : L UBP := b::L UBP 
drawB2D(lu ,n,titre) 

drauB2D(lu:L BC,n:I,titre:String) == 
courbes:L L Pt := [:bcurve(convert u: :L UBP,n) for u in lu] 
drauM2D (courbes, t itre) $Mult iDrau2D 

drawB2D(b:BC,titre:String) == 
lu : L UBP := b::L UBP 
drauB2D(lu,titre) 

drauB2D(b:BC) == 
drauB2D (b , "Bezier curve") 

drawB2D(lp:L UP,n:I,titre:String) == 
1u:L UBP := [e::UBP for e in lpl 
drawB2D(lu ,n ,titre) 

drawB2D(lp:L UP, titre:String) == 
lu : L UBP : = [e : :UBP for e in lp] 
drawB2D(lu,titre) 

drauBLD(1p:L UP) == 
drauB2D (lp , "Bezier curve") 

D.2 Les courbes B-Rationnelles 

)abb package R2D Rationaldrav2D 

Rationaldraw2DO : pub == priv vhere 

: Expression 
==> SmallFloat 
==> ~nivariateBernsteinPolynomia1 (t ,SF) 
==> ~ecord(x~oord:SF,yCoord:SF) 
==> RationalCurve(t , SF) 
==> UnivariatePoly (t ,SF) 
==> QuotientField üP 
==> String 
==> List 
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L 1 ==> L SF 
L 2 ==> L L SF 
L 3 ==> L L L SF 
1 ==> Integer 
VIEW2D ==> TwoDimensionalViewport 
PR ==> ~arametrizationPackage(t,SF) 

pub == with 

internpolygon : 
subdiv 
resultPolygon : 
bcurve 
ratToTrace 
drawR2D 
drawR2D 
drauR2D 

priv == add 

-- PACKAGES VISIBLES 

import UBP 
import RC 
import VIEW2D 
import GraphImage 
import LI 
import L2 
import L3 

point: (SF ,SF ,SF) - >  Pt 
point (x ,y ,p) == 
p = O => construct(x,y)$Pt 
construct(x/p,y/p)$Pt 

coordonnee:L3 ->  L L Pt 
coordonnee(1p) == 
li:L2 := first(lp)$L3 
10:Ll := first(ll)$L2 
n: 1 := maxIndex(lO)$Ll 
m:I := maxIndex(ll)$L2 
i,j : 1 
lpds : L2: = last (lp)$L3 
1x:L2 := first(lp)$L3 
ly:L2 := lp(1) 
[[point (lx. i. j ,ly . i. j ,lpds. i. j for j in O. .n I lpds. i. j -=O] 

for i in O. .ml 

-- FONCTIONS RELATIVES A L'ALGORITHME DE SUBDIVISION 
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internpolygon (1) == 
[( 1.i + l.(i+l) )/2 for i in O. .(maxIndex(l)-l)] 

subdiv(1) == 
t l  = 1 => Cl] 
[l , : subdiv (internPolygon(1) 11 

resultPolygon (1) == 
lp := subdiv(1) 
n := maxIndex(1p) 
[Clp.i.first for i in O..nl,[lp.(n-i).last for i in O..nl] 

bcurve(1 ,n) == 
n = O => [il 
p : = resultPolygon (1) 
append(bcurve(p. f irst ,n-1) , bcurve(p. last ,n-1) 

-- FONCTIONS DE TRACE EFFECTIF 

ratToTrace(rc:RC,n: 1) == 
lu :=  rc:: L UBP 
1p:L L L SF := [bcurve(listCoef (b)SUBP,n) for b in lu] 
coordonnee(1p) 

drawR2D(rc:RC,n:I ,titre:S) == 
lpt := ratToTrace(rc,n) 
graph : = makeGraphImage (lpt , Cl , [] , Cl ) 
makeVieuport2D(graph, titre) 

dravR2DUq:L QF ,n: 1 ,titre: S ,mode :S) == 
mode = "hlt => 
lql := [half space(q)$PR for q in lq] 
drawR2D(lql ,n,titre) 

lql : = [allspace (q) $PR for q in lql 
drawR2D(lql ,n,titre) 

D.3 Les courbes polynomiales-exponentielles 

)abb package PX2D PolxDrau2D 
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PolxDraw2D(integ): pub == priv where 

S F ==> SmallFloat 
E ==> Expression 
t:E 
UBP ==> UnivariateBernsteinPolynomial (t ,SF) 
int eg : UBP ->  UBP 
PX ==> ~ o l ~ n o m i a l ~ x p o n e n t i a l ( t , ~ ~ , ~ ~ ~ , i n t e g )  

==> Integer 
==> Record (xCoord : SF , yCoord : SF) 
==> List 
==> String 
==> TuoDimensionalViewport 
==> Palette 
==> Color 
==> PositiveInteger 
==> BCurve(t,SF) 
==> UnivariatePoly(t ,SF) 

pub == with 

points 
points 
drawX2D 
drawX2D 
drawX2D 
drawX2D 
drawX2D 
drawX2D 

(PX,I) 
PX 

: (PX,I,S) 
(PX,I) 
(PX) 

: (L PX,I,S) 
: (L PX,I) 

(L PX) 

priv == add 

...................................................................... 
-- fonctions locales 
...................................................................... 

-- expression des poly dans la meme base 
ajustement: PX -> PX 

-- liste des temps pour le calcul des exponentielles 
listtime:(I,L SF) -> L SF 

-- calcul de points exacts par subdivision pour une expr Pk.exp(kt) 
exactTerm:(PX,I,L SF) -> L SF 

-- calcul de points exacts par subdivision pour Sum( Pk.exp(kt) ) 
exactpts: (PX,I ,L SF) - >  L SF 

-- PACKAGES VISIBLES 
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import TwoDimensionalViewport 
import GraphImage 
import Color 
import Palette 
import BC 
import UBP 
import UP 
import Pt 

-- trace d'une courbe polynomiale-exponentielle: fonctions locales 
...................................................................... 

ajustement (px) == 
lcf : = (listcoef px) : :BC : :L UBP 
lk := 1istOfTerm px 
ppx:PX :=  O$PX 
for pol in lcf for k in lk repeat 
ppx := ppx + pol*exp(k)$PX 

PPX 

listtime(nbsub,l) == 
nbsub = O => 1 
mid : = (1 .f irst+l . last) /2 
1l:L SF :=  [l.first,midl 
12:L SF := [mid,l.lastl 
removeDuplicates append(listtime(nbsub-1 ,111 ,listtime(nbsub-1,121) 

exactTerm(term ,nbsub , Itpç) == 
lu: L UBP := listeP(1eadingCoef term,nbsub) 
1s:L L SF := [listcoef e for e in lu] 
1x:L SF := [e.first for e in lsl 
lx : = append(1x , [ls . last . last] ) 
k := 1eadingTerm term 
[x * exp(k*tps)$SF for x in lx for tps in ltps] 

exactpts (px ,nbsub, ltps) == 
rd := reductum px 
rd = O => exact~erm(px,nbsub,ltps) 
11: L SF := exact~erm(leading~onomial(px),nbsub,ltps) 
12 : L SF := exactpts(rd,nbsub,ltps) 
[el + e2 for el in 11 for e2 in 121 

points(px:PX,nbsub:I) == 
pxad:PX := ajustement (px) 
ltps : L SF: = listtime (nbsub, [O$SF, 1$SF] ) 
lpt: L SF := exactpts(pxad,nbsub,ltps) 
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[[tps ,ptl $Pt for tps in ltps for pt in lpt] 

points (px :PX) == 
points (px, 6) 

-- FONCTIONS DE TRACE EFFECTIF 
-- Une seule courbe 

drawX2D(px:PX,n:I,titre:S) == 
graphl : = makeGraphImage( [points (px ,n)] , [l , , [l ) 
makeVieuport2D(graphl,titre) 

drawX2D(px:PX,n:I) == 
drawX2D(px,n,"Ex-po curve") 

-- Plusieurs courbes 

drawX2D(lpx:L PX,n:I,titre:S) == 
lp:= [points(px) for px in lpxl 
graphl : = makeGraphImage(lp, [l , [] , [] ) 
makeViewport2D(graphl, titre) 

drawX2D(lpx:L PX,n:I) == 
drawX2D(lpx ,n, "Ex-po curve") 

drawX2D(lpx:L PX) == 
drawX2D (lpx , 6 )  



Les programmes externes pour le 
tracé des courbes 

E . l  Le programme C 

tinclude <stdio.h> 

tdefine NB-COORD 1024 
#define MARGE-X 10 
#def ine MARGE-Y 5 

Display *display ; 

int screen ; 
main(argc,argv) 

int argc ; 
char **argv; 

i 
Window Win; 
unsigned int uidth,height; 
int x =O, y = 0; 
int i; 
unsigned int border-width = 2; 
unsigned int display,width,display-height; 
char *vindow-name ="BEZIERU; 
char *icon,name = "BEZIER"; 

XSizeHints size-hints; 
XEvent report ; 
GC gc; 
XFontStruct *font-info; 

XPoint points [NB-COORDI ; 
int fd, j ; 
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char buf [8*NB,COORDl ,car El] ,nb[4] ; 

unsigned n,k; 

if ( (fd = open(argvC11 ,011 == -1 ) 
printf ("impossible d'ouvrir le fichier %s\n" ,argv[l]) ; 

else { 
printf ("ok \nu) ; 
n=O ; 
read(fd,car, 1) ; 
do { 

n = n * 10 + (carCo] - '0'); 
read(fd,car,l); 

read(fd,buf ,n*8) ; 
for (i=O; i<n ;i++) < 
for (j=O;j<4;j++) nb[j] = buf [8*i+jl; 
sscanf (nb, "%u1' ,&k) ; 
points [il . x = k+MARGE,X; 
for (j=O;j<4;j++) nb[j] = buf [8*i+4+j]; 
sscanf (nb, "%uU ,&k) ; 
points [i ] .y = k+MARGE,Y ; 

if ( (display = XOpenDisplay( NULL ) )  == NULL ) 

{ 
(void) fprintf( stderr , 

" prog. fenetre : connection irnposiiiible avec X-serveur %s\nH, 
XDisplayName( NULL ) ) ;  

exit( -1 ) ;  

3 
screen = DefaultScreen( display 1; 
width = 512+2*MARGE-X; 
height = 512+2*MARGE-Y; 
vin = XCreateSimpleWindow ( display , RootWindow( display, screen 1, 

x , y , width , height , border-width , 
BlackPixel( display , screen 1, 
UhitePixel( display , screen 1) ; 

size,hints.flags = PPosition 1 PSize 1 PMinSize ; 
size-hints.x = x ;  
size-hints.y = Y ;  
size,hints.uidth = width ; 
size,hints.height= height ; 
size,hints.min-width = 350 ; 
size,hints.min-height= 250 ; 
XSetStandardProperties( display , vin , window-name , icon-name , 
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NULL, argv , argc , &size-hints ) ;  
XSelectInput( display , uin , ExposureMask I ButtonPressMask 1 

StructureNotif yMask ) ; 
load-f ont ( &font-info ) ; 
get,GC( vin , bgc , font-info 1; 
XMapWindov( display , vin ) ; 
uhile( 1 ) ( 
XNextEvent( display , %report ) ;  

suitch (report .type) ( 
case Expose : XDrawLines(display,uin,gc,points,n,CoordModeOrigin~; 

break ; case ConfigureNotify:break; 
case ButtonPress:exit(l);break; 
def ault :break; 
1 

3 
3 
load-font(font-info) 
XFontStruct **font-info; 
< 
char *fontname="Roml4.500"; 
if ( (*f ont-inf o=XLoadQueryFont (display ,f ontname) ) ==NULL) 
(printf("ERREUR FONT"); 
exit(-1) ; 

I 
get-GC( vin , gc , font-info , mode ) 

Window win ; 
GC *gc ; 
XFontStruct *font-info ; 
int mode ; 

unsigned long valuemask = O ; 
/ *  ignorer XGCvalues , utiliser les valeurs par defaults * /  

XGCValues values ; 

/* creer le contexte graphique par default */ 

*gc=XCreateGC (display ,vin, valuemask ,&values) ; 

E.2 Le programme PostScript 

Le fichier exécutable PostScrzpt se conlpose d'un entête contenant en particulier une instruc- 
tion troizslult pour cadrer la figure, et une instruction scule pour sa réduction. Ces commandes 
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son fa.cilement modifiables "à la main'' suivant le résultat recherché. 

gsave 
newpath 

1 s e t l i n e j o i n  
100 100 t r a n s l a t e  

gs ave 
0.5 s e t l i n e w i d t h  

0.26 0.26 s c a l e  
O O moveto 

011 trouve ici la liste des points à tracer: ceux-ci étant reliés par des segments de droite. 
Eilfin. 011 trouve I'erisemble du programme permettant l'affichage des échelles et du cadre. 

x----------------------------'-----"-"--------------- ...................................................... 
% Def in i t ion  des  cons tan tes  
....................................................... 
/ longueur-t  aquet 4 def % t i r e t  pour l e s  g radua t ions  
/ f leche-x 14 def % une f l e c h e  s u r  l e s  axes 
/ f leche-y 4 def % 
/margeex 50 def % un o f f s e t  pour l e  cadre  
/marge,y 50 def % 
/width 1024 def % l a  t a i l l e  de l a  f i g u r e  
/he igh t  1024 def % 

....................................................... 
% Def in i t ion  des  f o n t e s  
....................................................... 

/ t e x t f  ont(  
/Times-Roman f  indf ont 12 s c a l e f  o n t  s e t f  on t  )def 

/numf ont( 
/Times-Roman f  indfon t  18 s c a l e f  o n t  s e t f o n t  )def 

....................................................... 
% u i d t h  height  PROC --> r e c t a n g l e  autour  p o i n t  courant  x------------------------------------------------------ ...................................................... 
/cadre( 

/h exch def 
/ w  exch def 
u O r l i n e t o  
O h r l i n e t o  
w neg O r l i n e t o  
c losepath  

)def 



....................................................... 

% nombre-taquet deca lage-en t re - t aque t s  x - l e r -po in t  PROC 
%------------------------------------------------------ ...................................................... 
/taquetenxC 

axe-x-x add 
axe-x-y 
moveto 
/decalage  exch def 
/deca lage- ree l  exch def 
/pas , ree l  exch def 

/ cha ine  8 s t r i n g  def 

O longueur- taquet  rmoveto 
O longueur- taquet  2 mu1 neg 
r l i n e t o  
gsave 

deca lage- ree l  chaine  cvs 
dup s t r i n g w i d t h  pop 2 d iv  neg 
-15 rmoveto 
/deca lage- ree l  deca lage- ree l  p a s - r e e l  add def 
show 

g r e s t o r e  
deca lage  longueur- taquet  rmoveto 

I r e p e a t  
3def 

/ taqueteny(  
axe-y-y add 
axe-y-x exch 
moveto 
/decalage  exch def 
/deca lage- ree l  exch def 
/ p a s - r e e l  exch def 
C 

longueur- taquet  O rmoveto 
longueur- taquet  2 mu1 n e g  O 
r l i n e t o  
gsave 

deca lage- ree l  cha ine  cvs 
dup s t r i n g w i d t h  pop neg 2 rmoveto 
show 
/decalage , ree l  deca lage- ree l  p a s - r e e l  add def 

g r e s t o r e  
longueur- taquet  decalage  rmoveto 

I r e p e a t  
3def 
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% angle-degre PROC - > f l e c h e  n o i r e  au p t  courant  

f l eche-x  neg f leche-y  neg r l i n e t o  
O f leche-y  2 mu1 r l i n e t o  
c losepa th  
O s e t g r a y  
f  il1 

Idef  

....................................................... 

% des  axes  au m i l i e u  de l a  f i g u r e  
%------------------------------------------------------ ...................................................... 
/ a x e - ~ (  

moveto 
O h e i g h t  r l i n e t o  

3def 

/axe,x( 
moveto 
width O r l i n e t o  

Ide f  

%------------------------------------------------------ ...................................................... 
% c e n t r e r  une chaine  
....................................................... 

/ c e n t r e r (  

dup 
s t r ingwid th  

POP 
width exch s u b  
2 d i v  
O rmoveto 
show 

3def 

numf on t  

%--- - - - - - - - - - - -  la courbe ............................. 
/ a x e , ~ - ~  O def 
/axe-x-y exch def 
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/axe,y-x exch def 
/axe-y-y O def 

% - - - - - - - - - - - - - -  les axes  ............................. 
newpath 
O O moveto 

axe-y-x axe-y-y 
axe-y 
axe-x-x axe-x-y 
axe-x 
s t r o k e  

% - - - - - - - - - - - - - -  f l e c h e  v e r t e  .......................... 
newpath 
gsave 

axe-y-x h e i g h t  moveto 
90 

f 1 eche 
g r e s t o r e  
% - - - - - - - - - - - - - -  f l e c h e  hor iz  .......................... 
newpath 
gsave 

width axe-x-y moveto 
O 

f l e c h e  
g r e s t o r e  

% - - - - - - - - - - - - - -  les taquets ........................... 
newpath 
gsave 

t a q u e t  enx 
s t r o k e  
t aque teny  
s t r o k e  

g r e s t o r e  

%-- - - - - - - - - - - - -  le cadre ............................. 
gsave 

newpath 
2 s e t l i n e w i d t h  
marge-x neg marge-y neg 
moveto 
width marge-x 2 mu1 add 
h e i g h t  marge-y 2 mu1 add 
cadre  
s t r o k e  

g r e s t o r e  
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grestore 
% - - - - - - - - - - - - - -  les commentç .......................... 
gsave 

newpath 
O 30 moveto 
textf ont 

grestore 

grestore 
%--- - - - - - - - - - - -  on imprime ............................ 
showpage 




