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INTRODUCTION

La demande industrielle toujours plus grande de modélisation et de réalisation
de formes variées et précises (carrosseries d ‘automobiles, ailes d’avion, aubages
de turbines, pieces mécaniques, objets anatomiques, - - +) a stimulé la recherche
mathématique en géométrie algorithmique.

En amont de toute démarche de C.A.O. visant a fabriquer un objet , se
posent les questions suivantes:

e Comment déterminer les courbes et les surfaces utiles pour construire
le modele mathématique de l'objet? Les caractéristiques géométriques
des courbes et surfaces retenues sont trés importantes. Par exemple, la
régularité du champ des normales aux frontiéres de ’objet est souhaitée
pour des questions d’accostage d’outils en usinage, pour des problemes
de réflexion et de réfraction en synthese d’images, -- -

e Comment représenter ces courbes et surfaces pour leur utilisation in-
formatique en C.F.A.O. 7

e Quel modele englobe le plus grand nombre de courbes et de surfaces
simples , offrant une grande richesse au concepteur?

Face a de tels enjeux , depuis 1950, les travaux mathématiques sur les courbes
et les surfaces n’ont cessé de se développer, en interaction avec les progres de
P'informatique.

Essentiellement fondés sur des formulations polynomiales, a une ou plusieurs
variables , ces travaux ont conduit aux représentations "Bézier” ou "spline”
qui sont présentes dans de nombreux logiciels industriels.




Cependant des courbes et surfaces simples et utiles ( cercle, conique, sphere,
quadrique) échappent a cette représentation et sont seulement approchées
par le modele polynomial.

D’ol I’apparition de travaux sur les courbes et surfaces rationnelles des 1967.
C’est en 1986 que Fiorot et Jeannin ont proposé un modéle de représentation
des courbes et surfaces rationnelles controlées par un ensemble de vecteurs
massiques, un vecteur massique étant un point pondéré ou un vecteur pur de
’espace dans lequel sont plongées les courbes et les surfaces. Dans “Courbes
et surfaces rationnelles. Applications a la CAO” ([34]) , ils montrent I'identité
entre les courbes (respectivement surfaces ) rationnelles et les courbes (BR)
( respectivement les surfaces (SBR) ).

Le travail réalisé se place dans le cadre précédent : c’est une contribution
a I'étude du raccordement G? entre surfaces rationnelles mises sous forme
(SBR).

Dans le chapitre 1 , nous rappelons des définitions et résultats de [34] sur les
surfaces (SBR) rectangulaires et triangulaires.

Le but poursuivi consiste a construire une surface composite réguliere formée
de surfaces (SBR) convenablement raccordées.

Au chapitre 2 , nous proposons une définition du raccord géométrique G*
entre deux surfaces notées S; et S, le long de leur frontiere commune : ces
deux surfaces partagent la méme normale unitaire et la méme quadrique
osculatrice de sorte que la surface composite ne présente pas d’aréte vive.
Les deux invariants géométriques utilisés (normale unitaire et quadrique os-
culatrice ) sont étudiés grace a I’application de Gauss. Nous obtenons des
conditions analytiques exprimées en termes simples sur les paramétrisations
des surfaces S; et S,. Ces résultats , appliqués au cas de surfaces S; et S,
qui sont des IIQ- projetées de surfaces de ’espace “au -dessus”, conduisent
d’une part a une condition nécessaire et suffisante de raccord G! , d’autre
part & une condition nécessaire et suffisante de raccord G.

Dans le chapitre 3, ces deux CNS sont traduites en termes de vecteurs mas-
siques lorsque S; et S, sont des surfaces (SBR) rectangulaires,c’est a dire
des IIQ2- projetées de surfaces polynomiales. Des conditions nécessaires et
suffisantes sont obtenues pour le raccord G?, qui englobent des conditions
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suffisantes connues. Ces résultats sont exploités pour établir entre les vecteurs
massiques des relations qui traduisent le raccord GZ.

Le chapitre 4 est consacré a ’étude complete d’un exemple de raccordement
G? de deux quadriques . I} illustre en détail les résultats du chapitre 3.

Le chapitre 5 reprend I’étude des CNS de raccordement G? d’une part de deux
surfaces polynomiales (SBP) triangulaires , d’autre part de deux surfaces
(SBR) triangulaires.

Le chapitre 6 illustre le raccordement G? entre une surface (SBR) iriangu-
laire et une surface (SBR) rectangulaire.

En conclusion , la traduction des CNS de raccordement G' et G? par des
relations entre les vecteurs massiques dans le cas des surfaces (SBR) , et a
fortiori par des relations entre les points de contréle dans le cas des surfaces
polynomiales , donne un aspect algorithmique au raccordement . A partir
d’une surface donnée , on peut en construire une autre de maniere a ce que
I’ensemble ait de bonnes propriétés de continuité.
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Les courbes (BR) et les surfaces (SBR)

Depuis ’année 1986 , Fiorot et Jeannin ont développé un nouveau modele
de représentatinn des courbes et des surfaces rationnelles controlées par des
vecteurs massiques( {31] , [32] , [33] , [34] , [35] ) . Un vecteur massique
est un point pondéré ou un vecteur de ’espace dans lequel sont plongées les
courbes et les surfaces .Le travail présenté concerne les courbes (BR) et les
surfaces (SBR) qu’ils ont définies et étudiées . Dans ce chapitre, a partir
de I'ouvrage (34] , les notations sont introduites , les définitions des courbes
(BR) et des surfaces (SBR) sont présentées et leurs principales propriétés
rappelées .

1 L’espace des vecteurs massiques

1.1 Rappels
Soit £ (resp F) un espace affine de dimension 3 (resp 4) , £ (resp F )

I’ espace vectoriel associé tels que & (resp € ) soit un hyperplan de F (resp
F ). On désigne par £ , I’espace projectif réel associé a £. On considere un
point ) de F n’appartenant pas a £.

A -
Soit £ = (EXIR)U E Vespace vectoriel des vecteurs massiques.

Fiorot et Jeannin montrent que 'application :

A = N —
A A - = a. . , _
Q: & — F définie par : Q(A’a)d a. QA ; notée (A a)=0A4
Q@) =a
A - A
est une bijection de £ sur F et qu’elle "transporte” sur £ la structure d’espace
vectoriel de F.

A
Pour a et b dans £, et A dans IR ,les opérations @ et * sont définies par :
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A A A -—
€ est alors un espace vectoriel et () un isomorphisme entre £ et F.

x(A,a) =

A
Soit P'application de £ d IR définie : -
pplicati £ dans nie par | x(@) =0

Cette application x est une forme linéaire appelée masse.

Par ailleurs , IT , 1a projection naturelle de :‘,\' \{0} sur £ est définie par:

La projection conique de sommet §) ;notée IIf) , est I'application :

Q0 : F\{Q} — &, définie par
[IQ(7) = m , tel que Qm soit colinéaire a ¥ .

On utilisera souvent la propriété suivante ( [34] , Proposition 1.2.2.3 , page
20) .

Proposition 1.1.1 : La projection naturelle et la projection conique sont
A

reliées par : I1 = 1100 Q

Remarque :
Dans la suite , on pourra identifier ¥ a F en identifiant le point P de F et

le vecteur Q7P.

1.2 Notations employées dans le travail

Un vecteur massique est désigné par une minuscule latine , soit a,r, 1.
Sa masse , x(a),x(r),x(!) est notée par la minuscule grecque correspon-
dante , soit a, p, A.
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Sa Il— projection , point de £ , est notée par la majuscule droite correspondante,

soit A, R, L.

A 3
Son image par l'isomorphisme () est notée par une majuscule ronde , soit
AR, L.

Les relations suivantes résument toutes ces notations.

A A
acé ; N(a)=0
x(a)=a ; QA=0a. QA (sia#0)

x(r)=p 3 QR=p. QR (sip#0)
leg ; QU=0r
x)=X ; QL=X QL (siA#£0)

2 Quelques rappels succincts sur les courbes

(BP) et les courbes (BR)

2.1 Définition d’une courbe (BP)

Les courbes de Bézier polynomiales ont été étudiées par de nombreux auteurs
([7), [8] , [9] ,[18] , [19] , [29] , [30] ) et leur définition est rappelée ici.
Définition 2.1.1 : Soit P = {P;,0 < i < n} un polygone formé de (n + 1)
points d’un espace affine £.

Alors la courbe de Bézier polynomiale de polygone P , dit de contréle , est
décrite par le point

t=n

B(t)=} Bt)P: , te[0,1]

1=0

ou Bl (t) = ( T: > t'(1 — )"~ est le iéme polynéme de Bernstein.
Cette courbe est notée BP[Py, Py, - -+, Py;[0,1]] ou, plus briévement, BP[P; [0, 1]].

12




2.2 Définition d’une courbe (BR).

Définition 2.2.1 :
Soit un ensemble de n + 1 vecteurs massiques non tous nuls :

A
a={a,0<1<n};(@acC¢E)
La courbe B—rationnelle , (BR) en abrégé , de polygone massique de controle
a , est décrite par le point

A(t) = I(BPlag, a1, - - -, an; [0, 1]](2))

Cette courbe est noiée BR|ag,ay,- -+ ,an; [0,1]], o, plus brievement , BR|a; [0,1]].

Le nombre n de c6tés du polygone a est appelé la longueur de la courbe

BR|a;[0,1]].

Pour faciliter certaines écritures , la notation A = BRJ[a;,0 < i < n;{0,1]]
sera aussi utilisée pour désigner la courbe BR|a;[0,1]] .

2.3 Autres formulations

Soit a(t) = BP[ag, a1, +,an;[0,1]](t) , la courbe de Bézier de 2‘ , de polygone
de controle a.

Elle est décrite par le point

a(t) =Y Bt)*a; ,t€[0,1]
Dans ( [34] , 2.2.5 , page 50 ) Fiorot et Jeannin établissent le résultat qui
suit :

Proposition 2.3.1 :
Avec les notations :

Vi € {0,---,71}
x(ai) = a; ;
x(a(t)) = e(t) ;

deur courbes (BP) peuvent étre définies:

(a:) =9—:4«'_

O
Q (a(t)) =NA()
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e ['une dans IR , paramétrée par :

a(t) = BP|a;,0 <1 < n; [0, 1]](2)

e lautre dans F , paramétrée par :
QA(t)= BP[A;,0 < i < n;[0,1])(2)
Soit A = BRlag,a;,---,ay,;[0,1]] Alors :

-

Si a(t) #0 : QA(t)= a(t). QA(2)

i=n

Si a(t)=0 : QAt)= Y Br1). Q

1=0

5 _ { QA(t)e €
ans ce cas : - - .
A(t) = (NA(L)) dans le cas ou QA(t)#0

2.4 Obtention des dérivées d’une courbe (BR).

Dans le cas ol a(t) est différent de 0 , la formule de Leibniz appliquée a la
relation de la proposition précédente permet le calcul de toutes les dérivées de
la fonction A. En particulier notre étude utilisera les deux premieres dérivées
qui s’expriment par :

t

o3(t) 94 = a(ndAlL) _ dall) g 4y,

aX(t) 4 [a(t)dzjt‘ﬁ‘) - Loll) 041 - 22 oAU _ dalt) o )

Les expressions ci-dessus sont intéressantes car les dérivées de courbes (BP)
qui interviennent dans les seconds membres sont faciles a obtenir a partir des
polygones de contrdle de ces courbes (BP) ([30]).

2.5 Algorithme de calcul.

Le calcul de BP[P,, Py,- - -, P.;[0,1]](¢) utilise un algorithme robuste , appelé
I’Algorithme de De Casteljau ( [9] , [19] , [29] , [30] , [46] ) .
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3 Surface Rationnelle définie sur le carré [0, 1]*
a l’aide d’un réseau de vecteurs massiques.

3.1 Surface (SBP) rectangulaire.

m et n sont deux entiers positifs donnés.

Définition 3.1.1 :
Etant donné un réseau E = {E;; ; 0<i<m; 0 <j <n} de points d’un
espace affine £

SBP|E;[0,1)?] est la surface décrite par le point:

i=m j=n
SBP[E;[0,17%](u, ) S~ Br(u)Br(v)E:;.
1=0 j=0

Cette surface est appelée surface de Bézier ( [1] ,[8] , [9] ) polynomiale , en
abrégé , surface (SBP) de réseau E ,définie sur K = [0,1)>.

Dans la définition ci-dessus: BM*(u) = T u'(1 — u)™" est le iéme
polynéme de Bernstein de degré m. La surface rectangulaire (SBP) ainsi
définie est parfois appelée carreau de Bézier et , dans de nombreux logiciels
de CAOQ , elle constitue un outil standard pour la modélisation des surfaces
composites ( (3], [61], [62] ).

3.2 Obtention des dérivées d’un paramétrage d’une

surface (SBP)

Le travail présenté étudie le raccordement géométrique entre deux surfaces ;
la connaissance , sur la frontiére commune , des valeurs des dérivées partielles
des paramétrages représentant ces surfaces sera indispensable.
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3.2.1 Résultat de base : dérivées d’une courbe (BP).

La démonstration de la proposition suivante peut étre trouvée dans ( [30] ,

[46] ).

Aaj = aj;1 — a; désigne la la différence progressive , et A¥ = A(A(--) .
k foi
018

Proposition 3.2.1 :
Soit la courbe B = BP[ag,---,a,;[0,1]] , définie dans un espace affine £ .

vielo,1], B(t)=§B}'(t)aj

3=0

Alors les dérivées de la fonction B sont données par les expressions suivantes:

d*B n! ITnck e
Vk e {0,.---,n}, —gt—r(t) = ——7)7 Z B F(t)ake;
R rd

(n -
d*B

Vk>7‘l, W

(1)=0

3.2.2 Application aux surfaces (SBP).

La définition des dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables , et
la forme tensorielle de la fonction définissant une surface (SBP) conduisent
au résultat suivant:

Proposition 3.2.2 : Soit la surface (SBP) définie dans un espace affine £

par:
t=m j=n

E(u,v) = Z . Z B{"(u)B?(v)E;j

=0 ;=0

Alors les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de la fonction E sont liées au
réseau de contréle E par les relations suivantes:

aE t=m-1j=n . n
‘5;(%1’)=m Y Y B w)B}(v)(Eusn; — Eij).

i=0 ;=0
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62E i=m-2j=n
= (u,v) =m(m—~1) Y 3 B *(u)B}(v)(Ep+2); — 2Ei+1); + Ej)-

BUQ =0 ;=0
62E {f=m-1Jj=n-1
s (we)=mn 3 3 BTN u) BT (0)[(Eernen=Eigi+n) ~(Esn; —Ey)l
=0 1=0

Dans cette proposition les formules sont explicitées . Pour des questions de
concision , la notation suivante est utilisée :

AH‘\EU = AY(ALE;) = AY(ALE)

'indice 1 ( resp 2 ) indiquant que la différence progressive est prise par
rapport au premier (resp second ) indice. Les résultats obtenus ci-dessus
pour les dérivées d'une courbe (BP) conduisent a :

i=m-1Jj=n
aE =m Z Z Bm 1 )AIOE,J
6” i=0 ;=0
2 t=m—-2J=n
aalf(u v) = Z Z B™%(u) B v)AzOE,J
O*E i -1 - 1
Buav(u v) = mn ‘Z—% Z_% B Y(u)B}~ (v)AM Ey;.

En particulier , sur les bords de la surface (SBP) :

BE
5-(0 mJ_ZOB v)(Ey; — Eo;).
OE =
Za (L) =m > B} (v)(Emj — Egm-1;)-
=0
0*E
-6——2‘(0 - -—1 EB” E21—2E]J+on)
u =0
62E jznzl

3u5v = mn Z Bn— El(J-H) - EO(J-H)) (Eqj - on)]-
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j=n
—(1,v) = m(m -1) Z B;(‘U)(Emj — 2E(m_1)j + E(m_g)j).

=0

O*E i
(Lv)=mn 3 B} ' (0){(Em(+1) — Em-1)G+) = (Emj = Em-1;)}-

3=0

3.3 Algorithme de De Casteljau

L’algorithme de DeCasteljau ( {19] , [29] ,[56] ) , déja évoqué pour les courbes
(BP) , permet le calcul de E(u,v).
En effet |, on peut écrire :

j=n

E(uv) = 3 BP) (3 B(0) )

ou encore en posant

() = ¥ B B

i=m

E(u,v) = 3 B"(u) Qi(v)

1=0

Alors E(u,v) se calcule en utilisant (m + 1) fois 1’algorithme de De Casteljau
pour l'obtention des points Q;(v) et une autre fois pour celle de E(u,v)

proprement dit ce qui donne , en outre , un vecteur du plan tangent a la
surface (SBP) au point E(u,v).

De méme , | |
B(u,v) = ’ﬁ;";B;(v) 3 BrwE,)
en posant J 3
Ry(u) = f B (u) B,
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j=n

E(u,v) = )_ B}(v) R;(u)

j=0

Le calcul de E(u,v) utilise alors (n + 1) fois I'algorithme de De Casteljau
pour 'obtention des points R;(u) et une autre fois pour celle de E(u,v)
proprement dit et il donne un autre vecteur du plan tangent a la surface
(SBP) au point E(u,v). ;

Donc , il est possible de déterminer facilement un point de la surface ainsi
que le vecteur normal unitaire en ce point et ceci est d'une grande utilité
pour de nombreuses situations pratiques ( usinage ou traitement d’images)

(13), 4], [61]) .

3.4 Définition d’une surface (SBR) rectangulaire.

Dans [34] , au chapitre 6 , les surfaces rationnelles sont introduites par les
définitions qui sont rappelées ici.

Soient m et n deux entiers donnés , dimensions d’un réseau massique a de
A

£ :
a = {a;;,0<i<m,0<5<n}.
Alors ces vecteurs massiques forment le réseau de controle d’une surface

(SBP) de 2’ donnée par :

t=m Jj=n
SBP[a;[0,1P)(u,v) = Y_ 3 B(u)B}(v) * a;;
1=0 j=0
ou encore , selon les notations adoptées:
a(u,v) = SBP[a;;,0 <1 <m,0 <j <n;0,1%](u,v)
Fiorot et Jeannin ( [34] , paragraphe 6.3 page 163 ) posent :

Définition 3.4.1 :
La surface B-rationnelle , en abrégé (SBR) de réseau massique
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a = {a;;,0 <1 <m,0 <j <n} est décrite par le point
A(u,v) = (SBP| a;[0,17%(u,v)).

Cette surface est dite rectangulaire de longueur m et de largeur n , définie
sur le domaine [0,1]? .

En d’autres termes :

SBR[a;[0,1)))]=ToSBP[a;][0,1]%].

ou bien encore , pour (u,v) élément de [0,1]% :
SBR[G,'J',O < i < m30 S] < n; [Oa 1]2](“’”)
= NI{SBPla;;,0 <i <m,0 <j <n;[0,1]*(u,v)}

cf la figure 1

3.5 Autre formulation.

Soit Q (a;;) =0A;, 0<i<m,0<j<n
{Ai;;, 0<i<m,0<j<n} est donc un réseau de points de F.
Alors :

Proposition 3.5.1 :

En utilisant la propriété I1 = TIQo SA) , la surface (SBR) définie plus haut
s’écrit .encore :

SBR[G,']‘,O S t S m,O S] S n; [0, 1]2]

= Q{SBP[A;,0<i<m,0<j<n[0,1]%]}

En détaillant cette formulation , avec les notations adoptées plus haut , il
vient :

Proposition 3.5.2 :

En posant :

A(u,v) = SBP[A;;,0 <i <m,0 <j < n;[0,1)}(u,v) et
a(u,v) = SBP[a;;,0 <1 <m,0 <j < n;(0,1}%](u,v)
alors ,

V(u,v) € [0,1)* | a(u,v) #0, QA (u,v) = a(u,v). 0A (u,v)
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Chapitre1 - Figure1

m n
auv) =@ @ B[ (UB (V)" g
i=0 j=0

La r=-Projection de la surface a est la SBR [g;:;[0,1 ]2]

Définition d'une surface (SBP) rectangulaire.

Dans I'espace des vecteurs massiques
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3

i=m j=
V(u,v) € 0,1 | a(u,v)=0, Q.A (u,v) = QA,]

|
3

T
(=]
[

-

V(u,v) € [0,1)* | a(u,v) =0, { QA (u,v) €€

Cette proposition sera utilisée pour obtenir les dérivées partielles en un point
a distance finie d’une surface (SBR) , en appliquant la formule de Leibniz
et les résultats rappelés en 3.2 pour les surfaces (SBP).

3.6 Explicitation de la valeur en un point de £ de la

surface (SBR) A.

Fiorot et Jeannin donnent ([34] ,6.3.1.5, page 164) I’expression détaillée de
A(u,v)

Proposition 3.6.1 :

a={a;;,0 <7 <m,0<j<n} estle réseau massique de la surface (SBR).
Soit (u,v) les coordonnées du point courant du domaine des paramétres.

On pose:

I={(z,7) : ai; est un point pondéré}

I ={(i,j): a;; est un vecteur "pur” de f}

a;; = (Aij,0ij) , (A,J,Q,J) € EXR® pour (1,7) € 1

ai; = dj; , a;; € € pour(i,j) € T

a(u,v) = Z Q,‘J’B"m(U)B?(U)

(1,.5)€l

Avec ces notations , la formulation ezplicite de A(u,v) est indiquée ci-dessous.

St a(u,v) # 0 alors

A(u 'U [ 2 Q:JBm ( Au+ Z Bm(u Bn( )aij]

a(“ v) (e el

siA= 3 ai;BMu)BMv)A;+ Y. BM(u)Brv)di; #0
(r0)el (i.5)el
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alors A(u,v) = (A)e

En outre a(u,v) est la masse de SBP]a;|[0,1)*}(u,v).

3.7 Résultat fondamental.

Il y a identité des surfaces rationnelles et des surfaces (SBR) et ,
en particulier :

Théoréeme 3.7.1 : Toute surface rationnelle sur [0,1)? est une surface (SBR)
sur [0,1]? et réciproquement.

Les techniques d’obtention du réseau massique d’une surface rationnelle quel-
conque sur [0,1]? sont détaillées dans [34] (6.3.2 , page 166) . Les vecteurs
du réseau massique sont appelés vecteurs de contrdle. Leur donnée définit
entierement la surface et leur stockage se réduit & quelques scalaires ( par
exemple 16 pour les quadriques entieres ) Les surfaces rectangulaires (SBR)
offrent donc a un utilisateur de CAO , un outil facile & manipuler et tres
riche (sphéres , quadriques ,tore , bande de Moebius ,etc ) ( [34]).

3.8 Cas particulier.

Lorsque I = @ on retrouve les carreaux de Bézier rationnels classiques ( [28],
[25], [53]) En outre une surface (SBP) est une surface (SBR) particuliere ,
avec I = ) et toutes les masses égales a 1.

3.9 Transformée projective d’une surface (SBR).
3.9.1 Rappel

Une transformation linéaire T de F induit une transformation T sur £ (que
’on peut assimiler & ’ensemble des droites vectorielles de F).

Définition 3.9.1 T est appelée transformation projective de £, issue de la
transformation linéaire T de F .

Plus précisément :

sim est un point de £ tel que le vecteur ¥ dirige la droite (2m)

m' = T(m) signifie que le vecteur T(%) dirige la droite (Qm’) .
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Dans [6] et dans [34] , il est rappelé que les transformations affines ( bi-
Jections qui conservent le barycentre ) sont des transformations projectives
particulieres.

Rappelons simplement ici un résultat trés important de [34] (8.1.3 , page
196)

Proposition 3.9.1 La transformée projective d’une surface (SBR) est une
nouvelle surface (SBR).

Plus précisément ,

st A(u,v) = SBR[a;;,0 <i <m;0 < j < n;[0,1]%)(u,v)

alors : T(A(u,v)) = SBRIT (a;;),0 < i <m,0 < j < n,[0,1]%](u,v)

A
ouT estla tranformatzon linéaire de 5 donnée par
-1 A1
A A

T=Q oTo Q appelée transmuée de T par Q

4 [FElévation de longueur et de largeur.

4.1 Cas des courbes (BP).

Le résultat classique qui suit est rappelé sans démonstration :

Proposition 4.1.1 :
Toute courbe (BP) de longueur n peut s’ezprimer comme une courbe (BP)
de longueur (n +1) .

i=n

Si Yu e [0,1], C(u) = BP[E;[0,1])(v) = 3 BI(u)

1=0

t=n+1
alors Yu € [0,1], C(u) = BP[P;[0,1])(v) = Y BM'(u

1=0

et le nouveau réseau de longueur (n+1) , P = {P;,0 <i <n+1} est défini

par:
Vi€ {01, on 1}, P= iy B + MTE
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avec la convention : n—-zl—_IE“l =0st:=0

1"ZE'—O stt=n+1.

et L ot

4.2 Cas des surfaces rectangulaires définies sur [0,1)?

Le résultat précédent permet d’élever la largeur et la longueur du réseau
d’une surface (SBP) et conduit a la

Proposition 4.2.1 :
La surface (SBP), de longueur m et de largeur n , contrélée par le réseau
FE={E;0<i<m,0<j<n}, définie plus haut par :
i=m j=n
SBPIE;[0,1)*)(u,v) = Y_ Y Bl"(u).B}(v)E;;

1=0 ;=0

(E;; éléments d’un espace affine £) , peut s’écrire sous la forme
d’une surface (SBP) de longueur (m + 1) et de largeur n .
Plus précisément:

il existe un réseau F = {F;;,0 <i<m+1,0<j<n} dans&

défini par F;; = —-——IE(, n; + 1 T 2E
tel que:

SBP[E; (0,17 = SBP[F;[0,1}%]

c’est a dire ,

VY(u,v) € [0,1]?

i=m+1j=n
SBP[E;[0,1]? = 3 3 Br(u)Brv)F;

i=0 ;=0

La convention suivante est indispensable a la cohérence de la notation:
e TEG-1; =0 si i=0et mmi—zE =0sii=m+1.
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Preuve:
Il suffit d’utiliser les expressions du paragraphe 3.1 et le résultat sur les
courbes .

La proposition suivante s’ établit de la méme fagon .

Proposition 4.2.2 :
Il eziste un nouveau réseau ,G, de longueur m et de largeur (n +1) ,

G={G;,0<i<m0<j<n+1} dans £

défini par G;; = —'Ll- Eyi-y + L + 1 T Eij
tel que :
SBP[E;[0,1]?] = SBP|G;[0,1]?] , c’est a dire ,

¥(u,v) € [0, 1]2

i=m j=n+1l

SBP[E;[0,1]*)(u,v) = Z >~ B(u)Bit!'(v)Gi

La convention suivante est indispensable & la cohérence de la notation :
—J—I-EJI)—052]~Oetn+1 E,-j=0.sij=n+1.
Ces résultats seront utilisés dans notre travail , dans les chapitres 3 et 5 |

pour ramener les réseaux massiques de controle de deux surfaces S; et S, aux
meémes dimensions m et n .

5 Surfaces (SBP) triangulaires

5.1 Notations

De nombreux auteurs ont étudié les surfaces polynomiales définies sur des
triangles ( [8] , [55] , [46) , [47], [19] , [25] , [26] , [23] ) .

25




Dans [34] , (p 144), Fiorot et Jeannin définissent les surfaces triangulaires
(SBR) et les principaux résultats sont indiqués ici.

Le plan des paramétres P est rapporté a un repére barycentrique (a,b, c)
et 'espace £ , supposé de dimension 3 , est rapporté au repere cartésien
(4,1,7,k). Les coordonnées barycentriques du point courant de P sont
notées u,v,w avec la relation u + v + w = 1. Les coordonnées du point
courant de & sont notées z,y, 2.

On notera A, le "maillage simplicial” donné par :

An={(,5,k) | (3,7, k) € N%i+j+ k =n}

cf la figure 2

5.2 Résultat de base.
Dans [34] , page 154 et 155 , le résultat fondamental qui suit est établi.

Proposition 5.2.1 :

Soit S une application polynomiale de P dans £ , de degré n.

Alors il existe un réseau de points de € , soit E = {E;j, (1,7,k) € A}
tels que :

V(u,v,w) | u+v+w=1, Suv,wy= D  Bl(u,v,w)Ej
(i,5,k)EAR

T
avec Bl (u,v,w) = ﬁmu"zﬂw"

La pratique de I'obtention des E;j; associés a la surface S , application poly-
nomiale quelconque de P dans £ est détaillée dans [34) page 155.

5.3 Remarque.

Les polynomes {B},, (i,j,k) € An} , constituent une base de 'espace vecto-
riel des polynémes de degré n en (u,v,w) .

La dimension de cet espace est (n+ 1)2(n t 2).
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Chapitre 1 - figure 2

Surface triangulaire (SBP) de hauteur 3.
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5.4 Définition d’une surface (SBP) triangulaire de hau-
teur n.

Définition 5.4.1 :

E désigne le réseau de points de £ , {Eijx, (3,7, k) € An}.

Alors la surface (SBP) ,triangulaire de hauteur n ,contrélée par E est décrite

par le point :

S(u>v’w) = Z B?jk(uavaw)Eijk
(i,.k)EAA

Y(u,v,w) | u+v+w=1.

S est notée SBP[E).

SBPIE, D)= ), Bl Eijk

(1.J.k)EAR

désigne la restriction de cette surface au domaine D du plan des parametres.

5.5 Triangle (SBP) de hauteur n.

Lorsque les coordonnées barycentriques (u,v,w) (telles que u + v + w = 1)
vérifient en plus u > 0,v > 0,w > 0, le domaine des parameétres est limité au
triangle (abc) dans P et le point SBP[E](u,v,w) décrit une partie de la sur-
face SBP|[E] qui sera appelée triangle (SBP) controlé par E . Cette surface
triangulaire est contenue dans I’enveloppe convexe des points de contrdle .
Dans le chapitre 5 I’étude du raccordement G? entre deux tels triangles sera
présentée.

5.6 Elévation de la hauteur.
5.6.1 Résultat de base.

Une surface (SBP) triangulaire de hauteur n peut étre représentée comme
une surface (SBP) triangulaire de hauteur (n + 1) et le lien entre les deux
réseaux de controle est donné par la
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Proposition 5.6.1 :
Soit S = SBP(E] avec E = {Ej;,(1,5,k) € A} (ECE ).

Alors S = SBP[D] ot le nouveau réseau de contréle , de hauteur (n +1) ,
D = {Dijx, (1,5,k) € Ban} (D CE).

est déduit du réseau E par les relations:

( V(Z,],k) € A'n+1

. . k
Dij = ﬁIE(i-l)jk + ‘n—'_%_—l'Ei(j—l)k + 51 Eiitke-1)
avec la convention :

' -
Fi—IE(i_l)jk =0 st :=0

A TEiGok =0 si j=0

| By =0 si k=0

Preuve : Il suffit d’écrire :

S(u,v,w) = (u+v+w) » BE(u,v,w)Ei;
(5 k)€ AR

caru+v+w=1.
En utilisant les trois résultats qui suivent la proposition est immédiatement
obtenue par des changements d’indices:

uBY (u,v,w) = %B&ﬁ)jk(u, v, w)

vBj(u,v,w) = J,:_—:B?(}il)k(u, v,w)

wBl(u, v, w) = B (4,0, w)

cf la figure 3
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Elévation de hauteur.
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Cette proposition sera utilisée dans le chapitre 5 , pour ramener a une méme
hauteur deux triangles (SBR) que I'on désire raccorder G?.

5.6.2 Notation.

La notation suivante a été introduite dans [16] .

Le nouveau réseau D obtenu a partir du réseau E par une élévation de
hauteur est noté:

D= (FE — 1), et par conséquent ,

D,’jk = (E — l)gjk y (Z,],k) € An+1-

De méme , (E — 2);s = (D — 1)ik , (4,4,k) € Angyz définit un nouveau
réseau (E — 2), de hauteur (n + 2), contrélant la surface S qui s’exprime
alors comme une (SBP) de hauteur (n + 2).

Et , pout tout entier positif , p , on peut exprimer la surface S comme une
(SBP) de hauteur (n + p) , contrélée par le réseau de points :

(E - p) = {(E - p)ijka(i>j3 k) € An+P}‘
Ce réseau se construit en appliquant p fois la proposition précédente.

5.7 Algorithme de De Casteljau

La relation de récurrence :
th(u»v’ ) - U’B(nz i_‘,k(u v, ’LU) + UB:(J 1)k (u?vﬁw) + wB?j-(-kl—l)(u’vaw)

permet d’ établir I’algorithme suivant( [18], [9] , [26] ,[55]):

Proposition 5.7.1 Algorithme de De Casteljau ([34] page 158 ):
Initialisation:
Pour (l,]. k) € An ) Egk — Ex'jk
Calcul:
Pourl=1an
Pouri=0a n~1
Pour j =0 a n—1—1 faire :
ken-1l—-i-j;

EtIJk — u E(:+l)1k +v. Ea(J-H)k +w. Eu(k+l) ’
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Reésultat:
SPB[E)(u,v,w) = EZ,

Le plan passant par E7g', Egi, Egy® est le plan tangent.
cf la figure 4

5.8 Dérivées d’une surface (SBP) triangulaire.

Toutes les techniques de dérivation seront détaillées dans le chapitre 5. Ici ,
seuls quelques résultats fondamentaux sont donnés.

5.8.1 Calcul des dérivées

S(u,v,w) = Z B:‘jk(u,v,w)E.-jk

(1. k)eAn

S ! o
g_(uvvvw) = Z ‘(7—'7;_)'3"—]‘:'11‘_10]1‘0’: Eijk
(4,5,k) € A, o
12>1
&S n! i
'aF(u» v,w) = Z mu 2piwk Eiji
(i’j3 k) G An, .
12>2
——-—625 n! i1, 51, k
Buoy Y= X Eomgome Y Bk

(1,5,k) € &g
121,521
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Algorithme de De Casteljau.
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5.8.2 Valeurs des dérivées sur le bord (u = 0).

En particulier , sur le bord du triangle (SBP) associé & u = 0 , en observant
qulalorsv+w=1:

5(0,v,w) = BP[Eqj(n-j),0 < j < n;[0,1])(v)

%(O,v,w) =n > ( " J_ 1 )vjw"E]jk

(1.5.k)EAn

0s )
%(0, v,w) = nBP[Ej(n-j-1),0 < j <n -1;]0,1])(v)

2
g—ug(O,v,w)=n(n—l) > (n;2)vjwkE2jk

(25,k)edn
S :
w(o,v, w) = n(n — 1)BP[Esjn-j-2,0 < j <n —2;[0,1])(v)
S n—2 ;
5 (0,0,) = n(n - 1) ( . )vfw*E1(~+1>k
Ou.0v (Q‘j’%;ﬂn j !

0*S .
3u9 0 v w) = n(n — 1)BP[Ey(j41)(n-j-2),0 < j < n = 2;[0,1]](v)

Et des formules analogues s’obtiennent en permutant les trois coordonnées
u,v,w et les trois indices 7, j,k .
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6 Surface (SBR) triangulaire.

Des techniques analogues & celles du cas rectangulaire conduisent a la définition
des surfaces (SBR) triangulaires ([34] ,6.3.1.2, page 163)
Soit un entier n , un repere (a, b, c) du plan des parametres P est donné ainsi

A
qu’ un réseau r de (n+ 1)2(n +2) vecteurs massiques de £ , soit

r= {T‘,‘jk s (’t,],k) c An}

Définition 6.0.1 :
La surface B-rationnelle associée au réseau massique triangulaire r et
définie sur le domaine D du plan P est définie par:

R(u,v,w) = I(SBP[r, D}(u,v,w)) , (u,v,w) € D

ou
SBP|r,D)(u,v,w) = Z B{'jk(u,v,w) * Tijk
('.1j'k)eA"

A
représente la surface de Bézier de £ contrélée par le réseau r.

Cette surface B-rationnelle est notée R = SBR|[r, D] et dite triangulaire de
hauteur n.

La proposition suivante découle immédiatement des définitions de la section
1-1:

On note X(rijt) = pijk et 1 (i) =ARuje

Proposition 6.0.1 :

En posant p(u,v,w) = SBP[pik, (1,7, k) € An; D)(u,v,w)
et R(u,v,w) = SBP[Rijr, (1,7, k) € An; D)(u,v,w)

La définition
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SBR|r,D]) = NQ(SBP[Rijx, (3,7,k) € An; D))
de la surface SBR[r, D] , entraine :

—

V(u,v,w) | p(u,v,w) #0, QR (u,v,w) = p(u,v,w). QR (u,v,w)

V(u,v,w) | p(u,v,w) =0, aOR (w,v,w)= Y Bl (u,v, w)ijk (2_7.?4‘]']‘;
('-!j)k)EAﬂ

f.l_”f{(u,v,w) eé

V(u,v,w) Ip(u?v’w)=0a‘ — — -
R(u,v,v) = (AR (u,v,w)) lorsque QR (u,v,w) # 0

Cette proposition permet de calculer les dérivées en tout point & distance

finie d’une (SBR), & partir des résultats précédemment vus pour les surfaces
triangulaires (SBP).

6.1 Valeur en un point de £ de la SBR|r; D]

Fiorot et Jeannin donnent ([34] , 6.3.1.5 , page 165) la forme explicite de
R(u,v,w) par la :

Proposition 6.1.1 :

Soit r = {ryi, (4,5, k) € An} le réseau massique de la (SBR)
En posant:

I = {(i,7,k) : rijx est un point pondéré}

I ={(,j,k) : ri;x est un vecteur "pur” def})

Tijk = (Rzgkapuk) ( th,pijk) € EX R pour (2 J?k) € I
Tijk = Tijk , Tijk € Epour(z kel

el
plu,v,w) = Y pijk Bl (u,v,w)
(i.5.k)ET

la formulation ezplicite de R(u, v, w) est donnée par les ezpressions ci-dessous
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St p(u,v,w) #0 alors

1

R(u,v,w) = [ X pipBli(u,v,w)Rie + Y Bij(u,v,w)rii]

pu, v, w) ' “Ser (. ikR)el

st plu,v,w) =0 et

SiR= Y piuBli(u,v,w)Rin+ Y Bl(u,v,w)ris #0
(3.5.k)el (i.5.k)ef

alors R(u,v,w) = (E)oo

De plus p(u,v,w) est la masse de SBP][r, D)(u,v, w).

6.2 Triangle (SBR) de hauteur n et de réseau mas-
sique r

Lorsque les coordonnées barycentriques (u,v,w) (telles que u + v + w = 1)

vérifient en plus u > 0,v > 0,w > 0, le point SBR|r, D}(u,v,w) décrit

une portion de la surface SBR[r] qui sera appelée triangle (SBR) de réseau

massique r. Dans le chapitre 5 , le raccordement G? entre deux tels triangles
sera étudié.
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Aspects projectifs du Raccordement G?
entre deux surfaces

Dans ce chapitre, les définitions des raccordements G! et G? sont posées.
Pour deux surfaces de £ définies comme II€ - projetées de ” surfaces de F”,
deux théorémes sont établis :

e 'un donnant une condition nécessaire est suffisante de raccord G?,

e 'autre donnant une condition nécessaire et suffisante de raccord G2.

1 Les définitions géométriques fondamentales.

£ désigne ’espace affine associé a R3.
Soit A un domaine plan polygonal fermé et S une surface réguliére définie
par une paramétrisation F de classe C*, k > 2.

F: A — R
(u,v) -  F(u,v)
Le plan tangent IIp(S) & la surface S au point P = F(u,v), est entierement
déterminé par le point P et le vecteur normal unitaire :

F(u v) A F,(u,v)
= TFulu,v) A Fy(w, 0)[]'

N(u,v)

Le vecteur N(u,v) sera noté N(P). Son support est une droite indépendante
de la paramétrisation choisie pour représenter la surface S.Un changement de
paramétrisation de la surface S peut maintenir le vecteur normal unitaire ou
le transformer en son opposé: des précautions d’orientation sont nécessaires.

(cf la figure 1)
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Chapitre 2- figure 1
Un changement de paramétres

* ﬁ donne F(u,v) = H(s.,t)

N est le vecteur normal
unitaire
F" associé au premier
M(u,v) u paramétrage F(u,v)

Triedre direct

N1 est le vecteur normal
ynitaire :
associé au second
paramétrage H(s,t)

_.)
H
t
M(u,v)
V.o =
H_) N1=-N
S
Le vecteur normal unitaire Le vecteur normal unitaire
est maintenu est changé en son opposé

Effet d'un changement de paramétres sur

le vecteur normal unitaire
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Les définitions de départ de ce chapitre se fondent sur 'application de Gauss
de la surface S ([24]). L’application de Gauss de la surface S associe au point
P le vecteur normal unitaire N(P). C’est une application de S vers la sphere
unité }_ , dont la différentielle au point P , peut étre considérée comme une
application de IIp(S) vers IIp(S).

dN(P) : p(S) — Hp(S)

Nous rappelons que dN(P) est une application linéaire et autoadjointe ([24]).
De plus, les valeurs propres de dN(P) sont les courbures principales de S en P
et les vecteurs propres de dN(P), orthogonaux, sont les directions principales
de courbure de S en P : ces éléments sont aussi des notions géométriques
indépendantes de la paramétrisation choisie pour représenter la surface S.

La valeur de I’application de Gauss de S au point P et celle de sa différentielle
dN(P) jouent un réle majeur dans la définition ci-dessous de la continuité

G2

1.1 Le raccord géométrique G2.

Soit S et S, deux surfaces réguliéres de espace € données par des paramétrisations
de classe C*, k > 2 sur les domaines polygonaux fermés du plan des (u,v) A,
et A, .

L: A — R
(w,v) — L(u,v)
Le vecteur normal associé a cette paramétrisation est alors :

- Lu ) /\L” 2
NY(u,v) = ||Lugz,zg /\ng,:;ll

et R: A, —_— R®
(u,v) ~ R(u,v)
Le vecteur normal associé a cette paramétrisation est alors :

riy v) = () A Ry(u,v)
N'(wv) = TR (o) A R, o))
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De Rose ([22]), Farin ([27]), Gregory ([40], [41]) ,Hahn ([42]) et Peters ([52])
ont, entre autres, donné des définitions de la continuité géométrique entre
deux surfaces et les relations (1), (2) ci-dessous sont courantes.

Définition 1.1.1 : La continuité G?
Soit une paramétrisation réguliére d’un cété T, de A,:

e,:[0,1] — R?

Alors Sy et S, se raccordent avec la continuité G* le long de T' = R(Y,) si :

(1) il eziste une paramétrisation réguliére d’un cété T, de A;:

61 . [0, 1] — Rz

telle que la relation suivante de continuité G° soit vérifide:

Vs €[0,1] , L(©i(s)) = R(O4(s)) (1)

Sous cette condition, la courbe frontiére T' est aussi donnée par I' = L(T))

(i) La relation suivante de continuité G*, avec maintien de l'orientation, est
verifiée :

Vs €[0,1] , N'[L(Ou(s))] = eNT[R(O(s))] (2)
N' et N7 désignant les champs respectifs de vecteurs normauz unitaires sur
S et S,.

(iii) La relation suivante de continuité G* est vérifiée :

Vs €[0,1] , dN'[L(®1(s))] = edN"[R(©,(s))] (3)

le réel ¢ étant égal ¢ 1 (respectivement égal @ (—1)), lorsque l’orientation
induite sur la frontiére de A, par la paramétrisation ©; du coté Y, et celle
induite sur la fontiére de A, par la paramérisation ©, du c6té Y, sont op-
posées (respectivement identiques) .
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Cette précaution d’orientation est destinée a éviter que la courbe frontiere T’
ne soit une aréte vive de la surface composite formée par la réunion de S et
S,.

cf les figures 2,3,4

1.2 Remarque : autre définition.

Gregory ([41] ) donne une définition pour G* ,k € IV, faisant intervenir un
reparamétrage ¢ : V(T,) — R?
ou V(T,) désigne un voisinage de T,.

La G*-continuité est alors donnée par :

Définition 1.2.1 :

Les deuz surfaces S; et S, se raccordent avec la continuité géométrique G* le
long de T = R(Y,) , s’il existe un voisinage V(Y,) de T,, un ouvert V; de
IR? et un difféomorphisme de classe C* , ¢ : V(Y,) — V; tel que :

(i) p 0O, : [0,1] — IR? est un paramétirage d’un coté de A; (et en outre,
envoie les points extérieurs de A, a lintérieur de A} ).

(i) Vi € {0,---,k} , Vse[0,1], &#R(O,(s)) = 6'(L 0 p)(O,(s))

Dans toute la suite c’est la définition 1.1 qui est adoptée. Dans (][20])
et([42]), des résultats similaires & ceux de ce travail sont obtenus a partir de
la définition 1-2. De plus M.L. Mazure ([51]) a traité le probléme du contact
géométrique d’ordre p entre deux surfaces en un point.

2 Conditions analytiques pour un certain choix

des fonctions O, et ©; .

Un choix tres simple des fonctions O, et ©; conduit aux formulations analy-
tiques qui seront utilisées dans la suite du travail.
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Chapitre 2 - figure 2

/AN

Domaines polygonaux des parametres
dans le plan (u,v).
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itre 2- Fiqure 2

Maintien de l'orientation

} - ~
VI 4
A > > A,
l \V/| Vi
() o
O<Uc<1 O<Uc<1

Raccord G? entre deux surfaces.
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Chapitre 2 - figure 3

Changement de l'orientation

g=-1

Domaines des parameétres

ﬁ VI
>

VI

o

0<V<it
>

Raccord G2 entre deux surfaces.
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Chapitre 2 - figure 4

Faire coincider les vecteurs
normaux donne une aréte
vive.

Domaines des parameétres

Raccord G? entre deux surfaces.

39-5




Chapitre 2 - figure 4

Vi
>
VI Ar
o
O<Uc<1
&
\@“
— K
VI
>
Vi A
o
O<Uc<1

Domaines des paramétres

Faire coincider les vecteurs
normaux donne une aréte
vive.

Raccord G? entre deux surfaces.
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2.1 Notations

Dans le plan des parametres , contenant A; et A,, un repere (O,Z,f) est
choisi de sorte que : .
T = {(uo,v),0 <v<1l}etT,={0,v),0 <v <1} up étant un réel fixé.

En d’autres termes , ©,(s) = (0,s) et ©;(s) = (uo,8) : les deux cotés T, et
T, sont verticaux dans le plan des parameétres (u,v). Cette situation n’est
pas la plus générale , mais elle suffit pour notre étude du raccordement
G', i € {0,1,2} entre surfaces (SBR) rectangulaires ou triangulaires .

cf la figure 5

Cela explique la convention simple suivante qui va faciliter les écritures:
lorsque les arguments ne sont pas explicitement indiqués , nous prenons (0, v)
pour la fonction R ainsi que ses dérivées et nous prenons (ug, v) pour la fonc-
tion L ainsi que ses dérivées. Le réel € est déterminé dans {-1,1} par la
définition 1.1.1.

2.2 Raccord GO
2.2.1 Condition de raccord G°

Proposition 2.2.1 :
La condition géométrique (1) est réalisée si :

Yv € [0,1], L(uo,v) = R(0,v) (4)

Le bord commun I' est alors paramétré par la fonction C de [0,1] vers R®
définie par :

Vv € {0,1], C(v) = L(uo,v)

2.2.2 Condition plus générale de raccord G°

La condition (4) est déja trés particuliere. Comme I'ont signalé ([20]) et
([49]), une formulation plus générale du raccord G° s’écrit :
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Y ={(y,v),0sV<s 1}

€ =+1
car les bords des deux domaines ont des orientations opposées.

Situation de I'étude.
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AV
-
1 T 14
>
0 u

Y ={(y,v),0svs1}

£ =-1
car les bords des deux domaines ont des orientations identiques

Situation de I'étude.
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In : [0,1] — [0,1], bijection
vérifiant n(0)=0, p(1) =1 (3)

telle que Vv € [0,1], L(uo,v) = R(0,7(v))

Pour raccorder des surfaces polynomiales entre elles,  est une fonction poly-
nomiale, et si elle est du premier degré, c’est forcément 1’identité ([20]).
Pour raccorder des surfaces rationnelles entre elles, 7 est une fonction ra-
tionnelle, par exemple ([49])

av

nw)=gra=-T1 ) 2€R, ala-1)>0.

Un exemple du chapitre 4 illustrera ce paragraphe.

2.3 Raccord G!

Proposition 2.3.1 Sous l’hypothése que la condition (4) est réalisée, la re-
lation (2) , définissant le raccord G équivaut a ’ezistence de deuz fonctions
réelles arbitraires de classe C:
a:[0,1] — R~
et b:[0,1] — R telles que:
Yv € 0,1}, ea(v) >0
Yo € [0,1], R.(0,v) = a(v)L,(ug,v) + b(v)L,(ug,v) (6)

Preuve:

e La condition (4) entraine une premiere relation entre les dérivées par-
tielles de L et de R sur Y;:

Yv € [0,1] , R,(0,v) = L,(uo,v)

o Condition nécessaire: La condition (2) est supposée vérifiée.
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Le plan tangent a S; au point régulier P = C(v) est engendré par
L,(uo,v) et L,(ug,v). La relation (2) signifie que c’est aussi le plan tan-
genten P 4 S, , dont le vecteur particulier R,(0,v) est, par conséquent,
combinaison linéaire de L,(uq,v) et Ly(ug,v).

Donc il existe bien deux fonctions a : [0,1] — R
et b:[0,1] — IR telles que :

Yv € [0,1], Ry(0,v) = a(v)Ly(uo,v) + b(v)Ly(uo,v)

En outre la condition (2) impose de préserver l'orientation du vecteur
normal unitaire:

] R,(0,v) A R,(0,v) _ L,(ug,v) A Ly(ug,v)
||1R4(0,v) A Ry(0,0)[|  |[Lu(t0,v) A Ly(uo, v)|

Donc ea(v) > 0.

(a(v) est différent de 0 & cause de la régularité de S, et ea(v) > 0 pour
maintenir P'orientation.) En outre les fonctions a et b sont de classe C?
pour que R,(0,v) soit de classe C' (les paramétrisations L et R ont été
supposées de classe C? ).

La condition suffisante se prouve immédiatement en reprenant la définition
du vecteur normal unitaire.

Remarque

Une notation matricielle , faisant intervenir toutes les dérivées partielles
d’ordre 1 des fonctions L et R, traduit les conditions analytiques du rac-
cord G? établies plus haut :

sous I’hypothése que la condition (4) est réalisée, la relation (2) , définissant
le raccord G? équivaut a ’existence de deux fonctions réelles arbitraires de
classe C! :

a:[0,1] — R*

et b:[0,1] — IR telles que:
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Yv € [0,1] , ea(v) >0 et

] =[50 @] | gl ]

2.3.2

Farin ([25], [27]) a donné la condition nécessaire et suffisante de raccord G*:

det(Lu(an ’U), Lv(uo, 'U), Ru(09 v)) =0

qui est utilisée par de nombreux auteurs([23], [49], [59] ).Cette condition ne
cherche pas a maintenir P'orientation du plan tangent.

2.4 Raccord G?
2.4.1 Condition de raccord G?

Proposition 2.4.1 :

Les conditions (4) de raccord G° et (6) de raccord G' étant réalisées, la
relation (3) de raccord G? équivaut d l'ezistence de deuz fonctions arbitraires
de [0,1] dans R,

e; et fr, de classe C° telles que:

Vv e [0,1] ,
Ruu(0,v) = @®(v) Lyu(uo, v) — 2a(v)b(v) Lyy(uo, v) = b3(v) Lyy(uo,v)  (7)

= e;(v)Lu(uo’ ’U) + f;(v)Lu(u07v)

Preuve :

Dans le repere local {L,(uo,v),L,(uo,v)} , la différentielle de 'application
de Gauss de S; au point P = C(v) est représentée par la matrice :

M = [ zn 512 ], appelée Matrice de Weingarten ( [24], [21], [58] )
21 92
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avec:
gu = Eg:eFG’ y g2 = EFC;:FG

F-fFE F-gF

ga = ET_‘%; ) 922 = ‘E%_'gfz

expressions dans lesquelles E, F et G, coefficients de la premiére forme fon-
damentale de S; au point P dans le repere {L,(ug,v), Ly(uo,v)} sont donnés
par:

E =< L,,L, > (Produit scalaire);

F=<L,L, >

G=<1L,L,>

(8)

Les coefficients e, f, et g sont ceux de la seconde forme fondamentale de S;
au point P dans le repere {L,(ug,v), L,(uo,v)} ; ils sont donnés par:

e=< N ,L,,>:

f=<N,L,, >

g=<N' L, >

Le vecteur normal et toutes les dérivées partielles qui apparaissent dans ces
formules sont pris au point P.

De la méme fagon, dans le repere local {R,(0,v), R,(0,v)} la différentielle
de 'application de Gauss de S, au point P = C(v) est représentée par la
matrice

d, d
<NL = 11 12 ,
d21 d22

avec:

_ tFﬂ - e-G- . _ glFt —_ fllGu
dll - W ) d12 - Eth _ (Ft)Z
_ etFt — faEt . _ tFt — -E-
d21 = EG* = (F-)’z ’ d22 = 'é:‘G-—_—%f

expressions dans lesquelles E*, F* et G*,coeflicients de la premiére forme
fondamentale de S, au point P dans le repére { R, (0,v), R,(0,v)} sont donnés
par:

(9)
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E* =< Ry, R, > (Produit scalaire);
F* =< R,, R, >;
G* =< R,,R, >

Les coefficients e*, f*, et ¢* sont ceux de la seconde forme fondamentale de
S, au point P dans le repére {R,(0,v), R,(0,v)} ; ils sont donnés par:
e*=<N",R,., >;

f‘ =< Nr, Ruv >

g"=<N",R,, >

Or la condition ( 6 ) traduite en notation matricielle :

(RO ][0 0] [ Ltewn)]

équivalente & : N' = ¢ N7, donne la matrice de passage entre les deux repéres

locaux {L,(uo,v), Ly(uo,v)} et {R,(0,v), R,(0,v)} au point P , soit :

Tous les éléments sont en place pour traduire la condition (3) de raccord G2,
signifiant que les matrices M, et eM, sont semblables :

_|a(v) O - a(v) 0
eM, = [ bv) 1 ] M, [ b(v) 1 ] (10)

Apres calculs on obtient I'expression suivante pour la matrice ea(v)M, :

a(v)g1 + b(v)g12 912 ]
—a(v)b(v)gn + a*(v)ga — b*(v)g1z + a(v)b(v)gza —b(v)g12 + a(v)g2

La condition (10) équivaut alors aux relations (11), (12), (13) et (14) ci-
dessous.

ea(v)dn = a(v)gn + b(v)g12 (11)
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Ca('U)du = 12 (12)
ea(v)dy = —a(v)b(v)gy; + a*(v)ga1 ~ b*(v)g12 + a(v)b(v)g22 (13)
ea(v)dz; = —b(v)g12 + a(v)gz (14)

De plus , les conditions (4) et ( 6 ) , supposées satisfaites , donnent :
E* = a®F + 2abF + b*G

F* =aF + bG

G*=G

et donc E*G* — (F*)? = a*(EG — F?)

En posant N = N!, vecteur normal unitaire & S; au point P = C(v) , et
en utilisant N = e¢N" , N étant le vecteur normal unitaire a S, au point
P = C(v), il vient:

g-=¢egcar < N R, >=< N,L,, >

(la relation R, (0,v) = L,,(ug,v) découle de (4) )

fr = ela(v)f +b(v)g)

car < N, R,,(0,v) >= a(v) < N, L, (ug,v) > +b(v) < N, L,,(ug,v) >

(la relation R,,(0,v) = a(v)Lyy(uo,v) + 8(v)Lyy(uo,v) + a’(v)Ly(ue,v) +
b'(v)L,(uo,v) découle de (6) et, en outre,

< N,L,>=< N,L,>=0)

Alors les relations (12) et (14) découlent de (4) et (6), et, par conséquent (4),
(6), (11) et (13) constituent une CNS de raccord G? entre les deux surfaces
S; et S, au point P = C(v).

Traitement des égalités (11) et (13)

e Apres multiplication des deux membres par a?[EG — F?] | ’égalité (11)
devient : ¢(f*F* — e"G*) = a*(fF — €G) + ab(gF — fG)

ou encore, en tenant compte des formes obtenues ci-dessus pour f*, F*

et G*: e?(af + bg)(aF + bG) — ee*G = a*(fF — eG) + ab(gF — fG)
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soit , comme €2 =1, (ee* — a’e — 2abf — b%g)G =0

Or G=<1L,, L, > est différent de zéro car le point P = C(v) est
supposé étre un point régulier de la surface 5.

Donc I'égalité (11) équivaut a (ee* — a®e — 2abf — b%g) = 0.

e En ce qui concerne 'égalité (13), une multiplication des deux membres
par a’[EG — F?] amene:
e(e*F* — f*E*) = —a?b(fF - eG) + a®(eF — fE) — ab?*(gF — fG) +

a’b(fF — gE)
ou encore, en tenant compte des formes obicnues ci-dessus pour f*, F*
et G*:

ee*(aF + bG) — €2(af + bg)(a*E + 2abF + b’G)
= —a’b(fF — eG) + a®(eF — fE) — ab*(gF — fG) + a*b(fF — gE).
ce qui conduit & : (ee* — a%e — 2abf — b%g)(aF + bG) =0

e Donc vérifier les deux égalités (11) et (13) équivaut a :

(ee” — a’e — 2abf — b%g) =0

Cette condition s’écrit aussi :
Yo € [0,1] ,ee” = a*(v)e + 2a(v)b(v)f + b*(v)g
et signifie :
< N,R,, — *(v)Lyy —2a(v)b(v)Lyy, — b*(v)Lyy >=0
relation équivalente & (7) car le plan tangent IIp au point P en S et S, est

engendré par les vecteurs L, (up,v) et L,(up,v). De plus comme L et R sont
deux paramétrisations de classe C?, les fonctions €] et f; sont continues.
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2.4.2 Notation matricielle

Sous I’hypothese que les conditions (4) et (6) sont réalisées, la relation (3),
définissant le raccord G2, équivaut & ’existence de deux fonctions e] et f;
de [0,1] dans IR continues telles que

Vv € [0,1],
R,.(0,v) a’(v) 2a(v)b(v) b*(v) L. (ug,v)
R,(0,v) | =10 a(v) b(v) |.| Luv(tio,v)
R..(0,v) 0 0 1 Ly (uo,v) (15)
ei(v) fi(v) Lu(uo,v)
a'(v) V(v . uito, v
+ 0( ) 0() } [Lv(uo,v)}

2.4.3 Cas particulier

Sie=1,a=1etb=0on trouve e* = e c’est a dire

Ruu(Oa ’U) - Luu(UOa U) € HP

Dans ces conditions ,demander le raccord C? entre les surfaces S; et S, est
une condition plus forte que de demander le raccord C? et la vérification de

(7).

2.4.4 Condition plus symétrique

La relation (7) est certes intéressante lorsque, dans une démarche de C.A.O.,
on veut construire la surface S, & partir de la surface S;, en cherchant a
réaliser un raccord G?. Cependant. dans une étude purement géométrique
les surfaces S; et S, jouent le méme role.

En fait, une formulation plus symétrique , équivalente, peut étre obtenue
([20]). En effet (6) entraine :

Yv € [0,1],
R,.(0,v) = a(v)Lyy(uo, v) + 8(v)Lyy(uo,v) + a’'(v) Ly(uo, v) + ' (v)Ly(ug, v)

Le terme b*(v)L,,(uo,v) peut étre remplacé dans (7), par :
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b%(v)Lyy(uo,v) = b(v)Ruu(0,v) — a(v)b(v)Lyy(uo,v) — a’(v)b(v)Ly(uo,v) —
b'(v)b(v)Ly(ug,v)

d’ou le résultat :

Proposition 2.4.2 :

La relation (6) étant réalisée, la condition (7) équivaut a lezistence de deuz
fonctions continues arbitraires,

e;:(0,1] — R et f5:[0,1] — IR telles que

Vv € (0,1} ,
Ry (0,v) = a®(v) Lyy (w0, v) — a(v)b(v) Lyy(uo, v) — b(v) Ryy(0, v) (16)
= €3(v)Lu(uo, v) + f7(v)Ly(uo,v)

3 Application au cas o1 L et R sont des II{2
-projetées de fonctions définies dans F.

3.1 Notations et hypotheéses .

Ici, £ désigne I'espace affine associé a IR3.
Ce paragraphe étudie, de fagon trés générale, le raccordement entre deux
surfaces S; et S,, définies comme IIQ) -projetées de ”surfaces de F ™.
Les deux surfaces S; et S,, supposées régulieres, sont données par des
paramétrisations L et R projetées par II{) de fonctions £ et R, supposées de
classe C*, k > 2.
£ . AI — .7‘-
(u,v) — L(u,v)
et
R:A, — F
(u,v) » R(u,v)

Cette situation se produit, en particulier, lorsque L et R sont des paramétrages
de surfaces (SBR). Dans ce cas £ etR sont des fonctions polynomiales.

Ri = (4, €1, €, €3) désigne un repere de £ et B = (€, €3, €3, 28,;) le repere
"au- dessus” dans F ([34]).
Les notations sont reprises du chapitre 1.
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On pose l(u,v) = 6-1(£(u,v)) et r(u,v) = ﬁ—l(R(u,v)).

La convention adoptée au chapitre 1 (section 1-2) donne:
(H(w,0) = L(w,v) s x(iw,0)) = Awv); & (iu,v)) = 9L(w,v)
I(r(u,v)) = R(w,v); x(r(u,v)) = p(u,v); Q(r(y,v)) = QR(u,v)

3.1.1 Hypotheéses .

Le raccordement est étudié en des points & distance finie , ce qui amene
a poser les hypotheéses suivantes :

Yo € (0,1}, L(ug,v) # N et IN(L(uo,v)) € €
et
Yv € [0,1], R(0,v) # Q et TIN(R(0,v)) € €

Alors, sous ces hypotheses :
Vv € [0,1], A(uo,v) # 0

Yv € [0,1], p(0,v) #0

3.1.2 Rappel des formules de dérivation

Le rappel porte sur le calcul des dérivées d’une fonction A4 : [0,1] — ¢,
définie comme IIQ -projetée d’une fonction de classe C* , k > 2

A:[0,1] — F

et s’étend facilement au calcul des dérivées partielles en (ug, v) de la fonction
L et en (0,v) de la fonction R.

A
a:[0,1] —¢& } est une application de [0, 1] dans 2‘ et
u +— a(v)
A:[0,1] — &
u — A(v)
Alors en désignant par a(u) la masse de a(u), et en supposant a(u) # 0

sa II -projetée.
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A:[0,1] — F

u — Av) } étant une application de [0, 1] dans F.

a et A étant supposées de classe C* , k > 2, les dérivées de A sont liées a
celles de a et de A par:

a?(u)A'(u) = (a(u) A'(u) - o/ (u) A(u))

a*(u)A”(u) = (a(u) A () — a”(u)A(x)) - 2258 (a(u) A () — o'(1) A(w))

a(u)

3.2 Raccord G* entre S etS,.

3.2.1 Condition nécessaire et suffisante.
Proposition 3.2.1 :
La condition (4) équivaut @
Vv € [0,1] , TIR(L(uo,v)) = TIN(R(0,v)) (17)

La courbe T, frontiére commune entre S; et S, est alors paramétrée par
C(v) = IQ(L(uo, v)).

En général, L(uo,v) # R(0,v)

cf la figure 6

3.2.2 Remarque

Dans de nombreux papiers ([49]) le raccord G° est traduit par la condition
suffisante :

Yo € [0,1] , L(ug,v) = R(0,v) (18)

qui est plus restrictive que (17).

3.3 Raccord G! entre §; etS, le long de T

Les conditions (4) et (6) traduisent le raccord G! entre S et S, le long de
I'. Une condition équivalente portant sur les paramétrisations £ et R va
maintenant étre établie:
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Raccordement de deux surfaces

I1Q - Projetées.
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Théoreme 3.3.1 :
Sous I’hypothése que la relation (17) est vérifiée, il y a équivalence entre la
condition (6) et l’ezistence de quatre fonctions de classe C!,

fis1 € {1,2,3,4} de [0,1] dans R vérifiant:

Yo € [0,1],
eA(uo, v)p(0,v) f2(v) fi(v) < 0 et (19)

F@)R(0,0) + f2(v)Lu(uo,v) + f3(v) Lo(uo,v) + fa(v)L(t0, ) = 0

3.3.1 Condition nécessaire

Les formules de dérivation présentées dans la section 3-1 donnent:
A (ug,v)Ly(ug,v) = AMuo,v)Ly(uo,v) — Au(ug, v)L(uo,v)

M (ug,v)L,(ug,v) = Mug,v)Ly(ug,v) — Ay(uo, v)L(ug, v)

p*(0,v) Ru(0,v) = p(0,v)Ru(0,v) — pu(0,v)R(0, v)

Pour tout v élément de [0,1], la relation (6) :
R,(0,v) = a(v)L,(uo,v) + b(v)L,(uo,v)

peut étre multipliée par le réel non nul p*(0,v)A%(uo,v) et devient:

2 (uo, v)[p(0, v)Ru(0,v) = pu(0,v)R(0,v)] = a(v)p*(0,v)[A(uo, v) Lu(uo, v) —
Au (1o, v) L(1o,v)] + b(v)p?(0, v)[A(uo, v) Ly(uo, v) — Ay(to, v)L(uo, v)).

En observant que la condition (17) entraine R(0,v) = Pz?,vv L(ug,v) nous
0y
obtenons :

A% (ug,v)p(0,v)R.(0,v)—a(v)p?(0,v) A(uo, v) Lo (uo, v)—b(v)p?(0, v) A(uo, v) Lo(uo, v)
+[a(v)p?(0,v)Au(uo, v) +b(v)p*(0, v)As (10, v) = Auo, v)p(0, v) pu (0, )] L (o, v)

=07

Donc la relation (6) entraine I’existence de quatre fonctions qui ne s’annulent

pas simultanément :

fi,i € {1,2,3,4} de [0,1] dans R,
f1(v) = A (uo,v)p(0,v)
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f2(v) = —a(v)p*(0, v)A(uo, v)
fs(v) = —b(v)p*(0,v)A(uo, v)

fa(v) = a(v)p*(0,v) Ay (uo, v) + b(v)p?(0,v) Ay (o, v) — A(uo, v)p(0,v)p,(0,v)

telles que:

Vv € [0,1],
(20)
f1(0)Ru(0,v) + f2(v) Lu(to,v) + fa(v) Lo(uo, v) + fu(v)L(ug,v) =0

avec en outre eA(ug,v)p(0,v)f2(v)fi(v) < 0. Comme les fonctions £ et R
sont supposées de classe C? et que les fonctions a et b de (6) sont de classe
C!, les fonctions f;,7 € {1,2,3,4} sont aussi de classe C'.

3.3.2 Condition suffisante et obtention des fonctions a(v) et b(v)
de la condition (6)

Les relations (17) et (19) sont supposées réalisées.

En prenant la quatrieme composante (masse) dans le repere B de la relation
(19) 1l vient:
f1(©)pu(0,v) + fo(v)Au(uo,v) + f3(v)Au(uo,v) + fa(v)Muo,v) =0

Comme les points de I' sont supposés a distance finie :

Vv € [0,1], A(uo,v) # 0

Alors la relation (19) entraine:

Auo, v )[fl v)R.(0,v) + f2(v)Lu(uo,v) + f3(v)Lo(uo,v) + fa(v)L(uo,v)]
—[f1(v)pu(0,v) +f2( )Au(uo, v) + f3(v)Au(to, v) + fa(v) M (w0, v)]L(uo,v) =0

A Ug, V

Apres réorganisation des termes et en observant que £L(ug,v) = 200,

R(0,v),

nous obtenons:
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f1(v) 2502 p2(0, v) Ry (0, 0) + f2(v)A\*(u0, v) Lu(tio, v)

p(0,v)

+f3(v)A*(uo, v) Ly(up,v) = 0

De ce fait,apres division par le réel non nul fi(v)A(uo,v)p(0,v) :

A(Uo, v)f3(v)

Yuv € [0’ 1],Ru(0’v) = _Ml(l’_)Lu(uo,v) - p(O,v)fl(v)

p(0,v)f1(v)

ce qui traduit la condition (6) de raccord G' .
avec les fonctions a et b de classe C' déterminées par:

L,(uo,v)

Vv € {07 1] ’ a(v) = —/\P %iﬁvv f ’Uv

1
(Le produit efy(v)f2(v)M(uo, v)p(0,v) étant négatif, ea(v) est positif.)

et -

En particulier, avec la condition suffisante (18) de raccord G°,
AMug,v) = p(0,v) et on obtient les formes simples :

o) = -2 (21)
o) =~ 25 2

3.3.3 Démarche de C.A.O.

Dans une démarche de C.A.O., la surface S, et les deux domaines de parametres
A, et A, sont donnés et il s’agit de construire S, raccordée G' a S;. Dans
ce cas les fonctions a et b (ou bien encore les fonctions fi, f2, f3, f4) sont
3 considérer comme des parametres de forme laissés a ’appréciation de
'utilisateur.
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3.3.4 Forme des fonctions f; ,i € {1,2,3,4}

La relation (19) peut étre considérée comme un systéme linéaire (4,4), ho-
mogene, aux inconnues f; ,i € {1,2,3,4}, dont les "vecteurs colonnes ”,

R (0,v), L, (ug,v), Ly(ug,v) et L(up,v) sont dans ’espace F.

Comme le montre le traitement de ’annexe 1, si le systéme {L,(uo, v), £,(0,v), L(ug,v)}
est libre,

a un facteur pres, les quatre fonctions fi, f2, f3 et fq sont entiérement déterminées

par la connaissance des deux surfaces S, et S, raccordées G'.

L’étude du raccordement de deux morceaux de paraboloide , traitée au

chapitre 4, donne un exemple de calcul de ces fonctions-coefficients. Le

chapitre 6 donne un autre exemple sur une sphere.

3.4 Raccord G? entre S| et S, le long de T

Ajouter aux conditions (17) et (6) la condition (7) définit le raccord G? entre

Siet S, lelong de T.

3.4.1 Expression des dérivées utiles prises au point (0,v) pour R
et au point (ug,v) pour L.

Revenons a la condition (6) de raccord G! :
R, =alL, + bL, qui est équivalente a:

2
(p*R,) = ‘%Az(aL,, + bL,)

Donc

(PR = 1.R) = Bla(AL, = ML) + BOL, — A,L)]

Exprimons les différents termes de (7) en fonction des paramétrages £ et R

dans F.
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WLy = (ALuw = ML) = 25 (ALu = ML)
A2-Luv = (A['vv - Auwcf) - 2_AX'H'(A['U - Au‘c)

P*Ruy = (pPRuy — puuR) — 2%(;’72“ — puR) ou encore
2
P Ruu = (PRuu = puuR) = 25 55 [a(ALy = ML) + DALy = L))

En calcclant %(z\zLu) = %(x\ﬂu — A L) il vient:
2/\/\vLu + )\ZLuv = (Avﬁu - /\uL‘*v) + (/\L:uv - Auvlc)

ce qui donne

ALy = (ALy = ALy) + (ALuy = A L) = 253(AL, = AL)

3.4.2 Condition nécessaire et suffisante de raccord GZ.

Le théoreme suivant exprime les conditions requises sur les paramétrages £
et R pour obtenir le raccord G? entre les surfaces S; et S, le long de T'.

Théoréme 3.4.1 :

Les relations (17) et (6) étant acquises, la condition (7) de raccord G* entre
S, et S, le long de T équivaut a Uezistence de quatre fonctions de classe C°,
hi,i € {1,2,3,4} , définies de [0,1] dans IR telles que hy(v) # 0, vérifiant :

Yv € [0,1],

hy () A 2 aabr. — B2L0) + ho(v)La + ha(v)Ly + ha(v)L = 0

p(0,v)
(23)

Condition nécessaire Apres multiplication par le réel non nul A? la con-
dition (7) pour un point a distance finie s’écrit :
N[5 Ry, — a*Lyy — 2abLyy — b Loy — €§Ly — f{L,] =0
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Comme IIQY(R(0,v)) = IIQ(L(up, v)), nécessairement R(0,v) = /\(3(: vv L(ug,v)

Apres remplacement des différents termes, la condition (7) s’écrit:
{)\[%mu - azcuu - 2ab£uv - b2£uu + pl(v)cu]
—[%puu - az/\uu - 2ab/\uv - bz)‘vv + pl(v)Au]‘C} (24)

—2ab{A\y Ly — MLy} + p2(V){ALy = A, L} = 0

expression dans laquelle

p1(v) est le coef ficient de (AL, — A, L) donné par :

pi(v) = —Qa% + 2a2-)§:‘ + 2ab-)‘ji — e3(v)

el pa(v) = ~2b5 + 205 — fi(v)

En posant hy(v) = Aug,v) , (hi(v) # 0 car A(ug,v) # 0)
hao(v) = Auo,v)p1(v) — 2a(v)b(v)A,(uo, v)

ha(v) = 2a(v)b(v)Ay(uo, v) + p2(v)A(uo, v) et

ha(v) = _[%(“(f—=v”)1pw %A gy — 20bAue — B Age + p1(0)Ae] = P2(v) e

la relation (24) s’écrit:

Yv € [0,1],
h](v)[Ap(i(t)o,vv Ruu — a2 Lyy — 2abLyy — V2L + ha(v) Ly + ha(v)Ly + ha(v)L =0

De plus, compte-tenu des hypothéses de régularité sur les surfaces S, et S,
les fonctions h; , i € {1,2,3,4} sont continues .
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Condition suffisante
La relation (23) est supposée réalisée avec h;(v) # 0. Cherchons a établir la
relation (7) de raccord G?. La quatriéme composante dans la base B de

hl(v)(ipﬁ(”(;’—’:)lmu @2 Ly — 2abLay — b Lov)
+ha(v) Ly + ha(v) Ly + hy(v)L

est nulle, soit :

hl(v)(%(uvo—t))pw @Ay, — 2abAy, — B2As0)

+ha(v)Ae + ha(v)Ay + he(v)A =0

Alors , le vecteur D(v ) suivant de F est nul pour tout v € [0,1):
D(v) = hy(v)M(ug, v (“0’ — @* Lo — 2abLoy — B2L0)
+ha(v)A(uo, v) Ly + ha(v)A(uo, )L + hy(v)A(uo,v)L
—{h1(v)( %—ui%pw —a®Ayy — 2abAy, — b%)y)
+ha(v) Ay + ha(v) Ay, + ha(v)A}L

. . Alu .
Nous utilisons, une fois encore, L{ug,v) = > 00’ R(0,v) . Dans ’expression
du vecteur D(v) nous ajoutons et retranchons une combinaison linéaire des

vecteurs AL, — A L et AL, — A, L.
En appelant a la fonction continue de [0,1] dans IR telle que :

a(v) = 2ah, (& - ade — b3Ax)

D(v) = h(v)%[(PRuu — PuuR) — 28(pRy = puR)]
—ha()a@?[(Au = AnL) — 23 (AL, = Au0))

—2hy (0)ab(M Ly = ML) + (Mluw = AwL) = 22 (AL, = ALL)]
—hl(v)b2[(/\£uu — ML) = 25 (0L, = A.L)]

+ha(0)[ALy = ML) + ha(v)[ALy ~ AL]

+a(v)[AL, = A L] + 2a(v)[AL, = A, L]

(le terme (AL, — A,L,) a été décomposé sous la forme :
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(Aly = A Ly) = 3Ly = AL — B[AL, — A.L])
Ecrire D(v) = 0 équivaut a :
hy(v)[279? Ruy — €?X\2Lyy — 2abA?Lyy — ALy,
+[ha(v) + a(v)]A2Ly + [ha(v) + 2a(v)]\Ly = 0

Aprés division par le réel non nul h;(v)A?(ug,v), on obtient la relation (7)
avec:

ci(v) = ~2aLEA0) ¢ () = - ehaly) hald)

Le théoréme 3-4-2 estdonc prouvé .

Remarque:
Lorsque c’est la condition (18) qui est réalisée, au lieu de (17),
alors

p(0,v) _

A(uOv 'U) -

3.4.3 Choix particulier pour les fonctions coefficients

Proposition 3.4.1 Le choiz suivant ot a et b sont des fonctions de classe
C! de [0,1]) dans R , vérifiant ea > 0 :

f1=1, f2=_a’f3=—b’ f4=0

h]=1, h2=0, h3=0, h4=0,

correspond au raccord G* entre les "surfaces au dessus”, dans F, données par
les paramétrisations L , définie sur A; et R, définie sur A,. La projection
I conserve ce raccord.

Preuve:
Le raccord G° ” au dessus ” signifie que

Vv € [0,1], R(0,v) = L(uo,v)
et donc, pour les masses:

Vv € [0,1], p(0,v) = A(uo,v)
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1] est évident que la projection IIQ2 conserve ce raccord :

Vv € [0,1], R(0,v) = L(uo,v)

Le raccord G! ” au dessus ” se traduit par ’existence de deux fonctions a et

b de [0, 1] dans IR de classe C! telles que :

Vv € [0,1]
ea(v) >0 (25)
R.(0,v) = a(v)Ly(uo,v) + b(v) Ly (ug,v)

Alors, en prenant la derniére composante dans la base B de la relation (25) :
Vo € [0$ 1] ’ pu(o’v) = a(v)’\u(uo’v) + b(v)’\v(UOav)

donc:

P*(0,v)R,(0,v) = p(0,v)Ry — pu(0,v)R(0,v)
= AM(uog, v)[a(v)Lu(uo, v) + b(v)Ly(uo, v)] — [a(v)Au(uo, v) + b(v)Ay(uo, v)}L(uo, v)
= a(v)[AL, = A L)+ b(v)[AL, — A, L]

la condition (6) de raccord G? dans £ est alors réalisée:

Yo € [0,1], R.(0,v) = a(v)Ly(uo,v) + b(v)Ly(uo,v)

Remarque : la réalisation du raccord G* ” au dessus ” est une forme de

relation (19) avec fi = 1;f2(v) = —a(v) ; fa(v) = —b(v) et fo(v) = 0.
le produit eA(ug, v)p(0,v)f1(v)fa(v) = —=A%(ug,v)ea(v) est bien négatif et le
théoreme 3-3-1 assure que le raccord G! est réalisé ” en dessous ”, dans £.

Le raccord G* ” au dessus ” se traduit par l'existence de deux nouvelles

fonctions continues €} et f; de [0,1] dans IR telles que :

Ruu — 0% (V) Loyy — 2a(0)b(V) Loy — B} (V) Loy = €5(v) Ly + fr (v)L,

cette relation est une forme de relation (23) avec hy = 1; hy = —e}; hg = —f;
et hy = 0 et le théoréme 3-4-2 assure que le raccord G? est aussi réalisé en
dessous, dans €£.
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4 Conclusion

4.1

Les deux théorémes généraux obtenus dans ce chapitre sont des conditions
nécessaires et suffisantes respectivement de raccord G! et G? ; elles vont étre
utilisées dans les chapitres 3 et 5 pour établir des conditions sur les réseaux
massiques des surfaces (SBR) a relier : les conditions trés générales (19) et
(23) seront alors exploitées en tenant compte de la forme polynomiale des
fonctions £ et R.

4.2 Une remarque concernant la reparamétrisation
Supposons qu’il existe deux fonctions ¢ et 6:
o : (0,12 — [0,1]

6 : [0,1* — [0,1]
définissant un C? difféomorphisme @ :

& . (0,1 — [0,1]?
(u,v) — (‘P(u?v)’g(u’v))
®(0,v) = (1,v)

Alors la condition de raccord G° : R(0,v) = L[p(0,v),8(0,v)] , Yv € [0,1]

implique:

Vv € [0,1] ,

Ru(0,0) = S2(0,0)LoJ(0,0),000,0)] + 9o(0,0)Llp(0,0), 000, )]  (26)

4.2.1 Raccord G!:

Le raccord G! entre S; et S, se traduit par D’existence de deux fonctions
arbitraires a , ea > 0 et b de [0,1] dans IR telles que :

Vo € [0,1] , Ry(0,v) = a(v)L,[e(0,v),0(0,v)] + b(v)Lg[e(0,v),8(0,v)] (27)
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Cette condition est plus générale que celle qui exprime ’égalité au point (0, v)
des différentielles des fonctions R(u,v) et L{p(u,v),8(u,v)}, soit :

Vv € [Oa 1] ) BR(O,v) = 3L[4p(0,v),9(0,v)]

En effet cette derniére équation équivaut i (26) (déduite du raccord G°) et
(28) ci-dessous :

R(0,0) = 22(0,0)L,1(0,0), 000,0)] + 5 (0,0)Lilp(0,0), 60, )] (28)

4.2.2 Raccord G%:

Observons maintenant que méme si a(v) = %‘5(0,1}) et b(v) = £2(0,v) , le
raccord G? défini en 1-1 est plus général que celui qui est traduit par I’égalité:

Yo € [0,1], 8*R(0,v) = 8°L[p(0,v),6(0,v)]

Les raccords G° et G' impliquent que :

W € [0,1],
Ruu(0,v) = [5£(0, v)]2Lyy[(0,v), (0, v)] + [§E(0,v)}* Les[0(0, v), 6(0, v)]
230 E0 DLale0,0), 00, 0)
+gv2( )L [ ( )a (O’U)] ,,( L0[‘P(O?v)’9(07v)]
(29)
et aussi :
Yo € [0,1],

R, (0,0) = [a“’(O v)][ (0, v)] wo[£(0,),6(0,0)] + [8Z(0, v)][5E(0,v)] Les[(0, ), 6(0, v)
+[—‘e (0,v)5¢(0,v) + (0 v)52(0, v)]L«:e[so 0,v),6(0,v)]

auav (0,9)L,[(0, v) 0 0, v)] + auau (0,v)Le[(0,v),60(0,v)] (30)
Nous supposons a(v) = g—‘:(O,v) et b(v) = £(0,v)
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Le raccord G? entre S; et S, se traduit par I’existence de deux fonctions
arbitraires €] , et f; de [0,1] dans IR telles que la relation (31) ci-dessous
soit vérifiée:

Yv € [0,1],

Ruw(0,v) = a*(v) Ly, [0(0, v), 6(0,v)] + 2a(v)b(v) Loy (0, v), 6(0,v)]  (31)
+b2(v)L90[<P(O,'U), 0(0, ’U)]
+e1(v)Lo[p(0,v),0(0,0)] + f7 (v)Le[(0,v),6(0, )]

Cette condition est plus riche que celle qui exprime 1’égalité au point (0,v)
des différentielles secondes des fonctions R(u,v) et L{p(u,v),0(u,v)], soit :

Vo € [0,1], 8°R(0,v) = 8*L[¢(0,v),8(0,v)]

en effet cette derniére égalité se traduit par (29) , (30) et (32) définie ci-
dessous:

Vv € [0,1],

Ruu(0,v) = a*(v) Lyy[9(0,v), 0(0,v)] + 2a(v)b(v) Ley[(0, v), (0, v)]
+bi(v)L99[<,o(0,v),0(0,v)]

+5£(0,0) Ly [p(0,0),6(0,v)] + ££(0,0) Lol (0, v), 8(0,v)]

(32)

L’ensemble des conditions (29),(30) et (31) est plus général que (29),(30) et
(32).
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Raccordement G* , ¢ € {0, 1,2} entre deux
surfaces (SBR) rectangulaires

1 Introduction

1.1 Notations et hypothéses

Dans tout ce chapitre &; = [0,1]%, A, = [0,1]%.

E=R,E=Re,

R = (Ql,e'{,e},e';';)_‘désigne un repere de £ et B = (e},e},e},ﬂal) le repere
"au- dessus” dans F ([34]) .

m et n sont deux entiers positifs donnés .

S, est la surface (SBR) de réseau massique {l;;,0 <i<m,0 <j <n};elle
est donnée par le paramétrage :
L(u,v) = SBR[l;;,0 <1 <m,0 <5 <n;[0,1)(u,v) .

S, est la surface (SBR) de réseau massique {r;;,0 <i <m,0 <j <n};elle
est donnée par le paramétrage :
R(u,v) = SBR[r;j,0 <i <m,0 <j <n;[0,1)](u,v) .

Remarque : comme il a été indiqué au chapitre 1, sans perte de généralité,
les deux réseaux massiques

{;;,0 <1 <m,0<j<n}et {r;0 <t <m,0 < j < n} peuvent étre
supposés de mémes dimensions , soit la longueur m et la largeur n. Si tel
n’était pas le cas , des élévations de longueur permettraient de s’y ramener .

Soit () ;) =QZ.-]' et x(li;) = Aij -
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Alors V(u,v) € [0,1]%, L(u,v) = IQ(L(u,v))
avec L(u,v) = SBP|[L;;,0 <i <m,0 < j <n;[0,1)*(u,v)

En outre , si A(u,v) = SBP[);;,0 <i <m,0<j <n;0,1}?)(u,v) n’est pas
nul :

QL (u,v) = AMu,v). QL (u,v) .

De méme pour la surface S, :
. A pnd
soit Q (ri;) =0R;; et x(ry;) = pi; -
Alors V(u,v) € [0,1]%, R(u,v) = IQ(R(u,v))
avec R(u,v) = SBP[R;;,0 < i <m,0 < j < n;[0,1)%)(u,v)

Si p(u,v) = SBP[pi;,0 <i<m,0 <j <n;[0,1]%](u,v) n’est pas nul :
OR (u,v) = p(u,v). QR (u,v)

1.2 Hypothese

Les surfaces S; et S, seront raccordées en des points & distance finie , ce qui
explique les hypotheéses suivantes :

Yv € [0,1],
L(1,v) # Qet TINL(1,v)) € € et

R(0,v) # Q et IN(R(0,v)) € €

1.3 Cadre du travail

Le choix suivant pour les fonctions ©; et ©, du chapitre 2 conduit a une
formulation trés répandue dans 1’étude du raccordement G* , i € {0,1,2}
entre deux surfaces rectangulaires

( [2], [14], [15], [23] ):

O,(v) = (1,v) et ©,(v) = (0,v) ,v € [0,1].

Comme le montre la figure 1 , ce choix donne € = 1 selon la convention de la
définition 1-1 du chapitre 2.

Le raccord G? entre S; et S, le long de I' = R(Y,) se traduit par :
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€ =+1
car les bords des deux domaines ont des orientations opposées

Raccordement entre (SBR) rectanqgulaires
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Vv € [031] 3 L(lav) = R(O’v)

et cette égalité définit un paramétrage de la courbe frontiere T' , soit

C(v) = L(1,v); ve[0,1].

Yv € [0,1], N'(1,v) = N"(0,v)

Yv € [0,1], dN'(1,v) = dN"(0,v)

Alors |, les conditions nécessaires et suffisantes obtenues au chapitre 2 s’écrivent

Proposition 1.3.1 :
Pour le raccord G° :

Vv e [0,1] 3 L(lav) = R(Oav)
Pour le raccord G* :
Yv € [0,1], N(1,v) = N(0,v)
équivalent a l'ezistence de quatre fonctions de classe C?,
{fi,1€{1,2,3,4}} de [0,1] dans IR vérifiant :
Vv € [0,1],
’\(13 v)p(O, v)fl (v)f2(v) <0

J1(0)Ru(0,0) + f2(v) Lu(1,0) + f3(v) Lo(1,0) + fu(v)L(1,v) = 0

Pour le raccord G? :

(1)

Yo € [0,1], dN'(1,v) = N"(0,v)

équivalent @ l’ezistence de quatre fonctions continues hy,1 € {1,2,3,4} définies
de [0,1] dans R telles que
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hi(v) # 0
Yo € [0,1],

Al,v

hl(v)(ém%mu(o, ) = @ Lan(1,0) = 2abLun(1,0) = PLwv(1,0)) (o)

+h2(v)£u(1,v) + h3(v)£v(1?v) + h4(v)£(1’v) =0
avec a(v) = -;\)(é::j ;f(:)) et b(v) = —2((1)::) }cf z

2 Raccord G° entre les surfaces (SBR) S et
Sr

Le raccord se fait le long de I' , frontiere commune entre S; et S, .

et la condition de raccord G° s’exprime par :

Vv € [0,1], L(1,v) = R(0,v) (3)
(cf la figure 2)
Nous avons :

L(1,v) = BR[ln;,0 < j < n;[0,1]}(v)
R(0,v) = BR[ry;,0 < j < n;[0,1])(v)

Nous traduisons la condition G° i.e. I’ égalité des deux courbes (BR) ci-
dessus par la "proportionnalité” de leurs polygones massiques de contréle:

Proposition 2.0.2 Le raccord G° entre les surfaces S; et S, est réalisé s’il
eziste un réel a non nul tel que

Vje{oala"',n} ) Imj=a*r0j (4)

En fait , apres multiplication éventuelle de tous les vecteurs massiques du
réseau {l;;} par le scalaire 1, nous travaillerons avec la condition:

vy € {Oal""vn} s mj =T10j (5)

63




Chapitre 3 - figure2
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Raccord G° entre deux surfaces.
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3 Raccord G! entre S; et S, le long de T

Pour toute la suite du chapitre , la condition (5) est supposée .

En outre , ’hypothese , [IQ(L(1,v) € € assure que

Vv € {0,1], L(1,v) est & distance finie c’est & dire A(1,v) # 0.

Pour des questions de commodité , notons ¢; le vecteur massique ly,; = ro;

et aussi SAI (e;) =@j.

Alors la courbe frontiére I' est paramétrée par C(v)
avec C(v) = BR|c¢;,0 < j <n;{0,1]](v) i.e.
C(v) = INC(v)) od C(v) = BP[C;,0 < j < 73 [0,1])(v)

Il s’agit de traduire en termes de réseaux massiques la condition (1) .
Les définitions des courbes (BR) et des surfaces (SBR) donnent , ici , des
renseignements algébriques supplémentaires sur les fonctions qui intervien-
nent dans cette relation :

L(1,v) = BP(Lj,0 < j < n;[0,1]}(v)

est une courbe de F polynomiale de degré n .

j=n-1
L,(1,v)=C'(v)=n Y B '(v)A'C;

i=0

est une courbe de F polynomiale de degré n — 1.

Jj=n

v)=mY_ B} (v)(Lmj — Lim-1);)

3=0

est une courbe de F polynomiale de degré n .

j=n

sz v)(R1; — Roj)

=0

est une courbe de F polynomiale de degré n .
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3.1 Cas général du raccord G! entre S et S,

Dans cette section , le systéme S suivant, de trois vecteurs de F, est supposé
libre .

S = (L.(1,v), L,(1,v),C(v))

En annexe 1, nous montrons qu’ & une fonction multiplicative non nulle pres,
les fonctions {fi, f2, f3, f4} ont une forme bien déterminée , a savoir :

f1(v) est polynomiale de degré inférieur ou égal a 3n —1

f2(v) est polynomiale de degré inférieur ou égal a 3n —1

f3(v) est polynomiale de degré inférieur ou égal a 3n

f4(v) est polynomiale de degré inférieur ou égal a 3n — 1

Il existe donc des coefficients réels a7 € {1,2,4}; 0 <k < (3n-1),
et az; , 0 <k < 3n tels que:

k=3n-1
voe[0,1] Vi€ {1,2,4}, fi(v) = E aikBin—l(v)
k=0
k=3n
Vv € [0’1] ’ E angk

En décomposant le domaine des indices ,
{(7,k) |0 <j <n,0<k<(3n—1)} en trois zones et en posant k +j = p,
nous obtenons 1’écriture suivante pour le terme fi(v)R.(0,v):

k=3n-1 i=n
fi(v) Z a By (v Z B} (v JAR;
R 10 3
=mY_ 3 o)A Re; B} (v) BT (v)
p=0 ;=0
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p=3n-1j =n

+m 2 Eal(,__,-)AwROjB;‘(v)B?;‘;)(v)

p=n+l ;=0

=4n-1 i=n

tm Y Y ;AR B} v) BT (v)

p=3n j=p-3n+1

G5
En observant que B} (v)B~\(v) = J P—J Bi=1(v):
(p-3) ( 4n — 1 ) P
p
nous obtenons I’écriture suivante pour fi(v)R.(0,v) :

p=4n-1 Jj=Min(p,n) n 3n —1
m 3 avANCONEEDY ( : ) ( _ )al(P—j)AIOROj
p=0 ( ) j=Maz(0,p-3n+1) J pP=7J
p

et de la méme fagon pour le terme fo(v)L,(1,v) :

p=dn-1 j=Min(p,n)

m e n 3n-1
e AT SHN G | Gl PN
p=0 (4n—1) i=Maz(0,p-3n+1) J p—7J

p

et pour le terme f4(v)C(v) :

p=4n-~1 1 j=Min(p,n) 3n —1
B 1(y) ( n > ( . )04 _iCs
;; < 4n -1 ) 7 j:Mcz(%,;:;—&n-}-l) J p—J (=il
p

Le terme f3(v).£,(1,v) s’écrit :

p=4n-1 j=Min(p,(n-1)) n—1 3n
n oy -——B") X ( - ) ( _ )as(,,_,-)Ac,-
p=0 ( ) j=Mazx(0,p-3n) J p—J
p
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Alors la condition ( 1) s’écrit dans la base de Bernstein l
{B;"'; 0<p<(4n-1)} 1
|

=4n-1 1

D —
= (4np—l)

expression dans laquelle

B!~ (v)D, = 0

j=Min(p,n)

n 3n-1
i ) ( iy )[aup—j)mAwRo:'+az(p—j)mA‘°ﬁ(m-1)j+a4(p-f)Cj)]
j=Maz(0,p~3n+1) p

Jj=Min(p,(n-1))
n-—1 3n
tno ) ( i ) ( p—j ) a3(p-5)AC;

j=Maz(0,p-3n)

D’ou le résultat tres général :

Proposition 3.1.1 :

Les surfaces S; et S, sont supposées raccordées G° , par la condition ( 5) .
Une condition nécessaire et suffisante de raccord G' entre ces surfaces est
Dezistence de coefficients réels :

{aikvi € {1’2a4} 3 0 < k < (3n - l)}

et {azx , 0 <k < 3n} tels que

Vpe {0,---,4n -1} ; D, = Or

ce qui se détaille par la relation

j=Min(p,n)
(J p—J

n 3n—-1
: ) ( : )[al(p-:‘)mA“’RoJ'+az<p-j)mA1°£(m—1)j+a4(p—j)cj)]

i=Maz(0,p-3n+1)

j=Min(p,(n-1))

n-—1 3n

+n > ( j ) ( p—j ) a3(p-5)AC; = OF (6)
j=Maz(0,p-3n)
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ou de maniére équivalente , en termes de vecteurs massiques:

j=Min(p,n) (

n 3n -1
' ) ( =J )[al(p”j)mAer"*‘“Z(p-j)mAm’(m-1):'+04(p—j)cj)]
j=Maz(0,p—-3n+1) J p—J

j=Min(p,(n-1))

n-—1 3n

+n z ( . ) ( o )aa(p—j)ch = 02
j=Maz(0,p—-3n) J p—J

3.2 Remarque

Cette condition , comprend beaucoup de "degrés de liberté” .

Iy a (9n) coefficients aix,7 € {1,2,4};0 < k < (3n —1)

et 3n + 1 coefficients a3;,0 < k < 3n arbitraires . En outre la condition
nécessaire et suffisante de la proposition donne un systeme de 4n relations
destinées a calculer les n + 1 vecteurs massiques {r;; , 0 < j < n} .Des
conditions de compatibilité vont s’avérer nécessaires pour mener ce calcul a
son terme. Quelques exemples sont développés maintenant , correspondant

a des choix particuliers des fonctions f; , i € {1,2,3,4} .

3.3 Premiere condition suffisante de raccord G!

Le jeu suivant de fonctions a été choisi pour obtenir un résultat figurant dans

([2]) :

j:: z Z; tels que a(v) = -—gf >0
fa=as
fi=a4

(a;y1 € {1,2,3,4}) étant un quadruplet de réels vérifiant a;a; < 0.

Une simple élévation de longueur sur £,(1,v) améne :
j=n

L,(1,v) =3 B} (®)[(n = j)(Cis1 = C;) +3(C; = Cj1)]

=0
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La relation (1) est alors exprimée dans la base de Bernstein
{B},0 <j <n},et devient :

Vv € [0,1],
j=n
Y {aim(Ry; — Roj) + cam(Lamj = Lim-1);)
3=0

+az{(n = 7)(Cij41 = C;) + 3(Cj — Cj1)] + asC;} B} (v) = 0

Cette égalité équivaut a :

VjE{O,l,"',n},

{e1m(Ry; — Roj) + cam(Lm; — Lim-1);)

+as[(n —j)(Cis1 —Cj) + 3(C; = Cj-1)] + @C;} =0

A1

D’otl le résultat suivant , aprés application de Q

Proposition 3.3.1 :

Pour réaliser la condition (1) de raccord G' entre les surfaces S; et S, le long
de T, il suffit qu’il eziste des constantes a; ,a2 ,a3 ,a4 telles que :

VJ € {O,l,"','fl} )
L Lo (7)
{alm(r“ —roj) + aam(lnm; (m-l)J)
+as(n — j)(cjis1 — ¢;) + je; — ¢jo1)] + aaci} =0
La figure 3 montre quels sont les vecteurs massiques concernés par ce raccord
G!
Remarque : La formule précédente ne perd pas de généralité si I'on suppose
que 'un des coefficients o;,7 € {1,2} est égal a 1 . Elle donne donc 3 degrés

de liberté .
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Vecteurs massiques concernés par la relation (7) du chapitre 3
pour le raccord G1 entre deux carreaux (SBR) .
Les coefficients aménent trois degrés de liberté.
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3.4 Deuxie¢me Condition suffisante de raccord G!

Comme l'ont fait les auteurs de ([23] , [49] , [59] ) , on peut remplacer
I’élévation de longueur de la courbe (BP) L£,(1,v) par la multiplication du
facteur £,(1,v) par un polynéme du premier degré , ce qui donne un degré
de liberté supplémentaire.

Alors , le choix suivant est proposé pour les fonctions f;,i € {1,2,3,4} de
[0,1]) dans R :

[ fi=en }tels que a(v) = —%f >0

fa=ay

i f3=g,%l(1—v)+g,%2v
f4 = Qy4

(ai,i € {1,2,4}) , a3 , a3, étant éléments de IR .

On utilise alors :

(1-v)B}}(v) = 2L Br(v) et vBM "} (v) = LEL B, (v)

Avec ce choix de fonctions coefficients , la relation (1) s’écrit :

Vv € [0,1]
Jj=n
d_{e1m(Ry; = Ro;) + aam(Lomj — Lim-1);) + a4C;
=0
tam——2(Cje1 = C;) + aa,,%(cj ~C;.1)}Brv) =0

Cette relation équivaut a :

Vi € {0,1,---,n},

{a1m(Ry1; = Roj) + cam(Lmj — Lim-1);) + a4C;
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n

+az;

;J (Cis1 —Cj) + a”%(c:‘ =€)} =0

A-1
D’ou le résultat suivant , apres application de Q

Proposition 3.4.1 :

Pour réaliser la condition (1) de raccord G* entre les surfaces S; et S, le long
de T, il suffit qu’il existe des constantes réelles :

(ai,t € {1,2,4}) ,aa1 ,as; telles que

Vj€{071""an}

{eam(ryj — roj) + aam(lpnj — lim-1);) + aac; (8)

+031n_;l(cj+l - Cj) + 032%(0.1' - Cj—l)} =0

cf la figure 4

3.4.1 Remarque

Cette proposition , d’apparence voisine , de la précédente amene quatre
degrés de liberté , donc est plus générale .

3.4.2 Interprétation lorsque tous les vecteurs massiques de S; sont
des points pondérés

Dans ce paragraphe , tous les vecteurs massiques des réseaux de contréle de
S) et S, sont supposés étre des points pondérés , c’est a dire :

vi € {0,1,---,m} , Vj€{0,1,---,n}

Li = (Lij, Aij)

ri; = (Rijy pij)
Dans ce cas le polygone massique de contrdle de I' est aussi formé de points
pondérés :
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Vecteurs massiques concernés par la relation (8) du chapitre 3
pour le raccord G1 entre deux carreaux (SBR) .
Les coefficients donnent quatre degrés de liberté,

76-bis




Vi€ {0,1,---,n}, ¢ = (Cj,;)

Alors , Pexpression analytique de Q) donnée dans ([34] , 1. 2. 2.4 page
21)permet les écritures suivantes :

vi € {0,1,---,m}, Vj € {0,1,---,n}

inj= Aij Ql_iij +Ai; 00,
ORi;= pi; Ri; +pi; Uy
QCj: Y QICJ' +’7j QQl
Proposition 3.4.2 La condition suffisante de raccord G* :

v; € {0,1,---,n}
{a1m(Ry; — Ro;) + azm(Lo; — Lim-1);) + @4C;

+031(—n;—]2(cj+1 -C;) + 032%(01' ~C;1)} =0
se traduit :

e par la relation suivante sur les masses :
{evm(py; = po;) + cam(Amj = Am-1);) + @47,
o . 4
+as; L—ﬁ‘_jl(7j+1 -7+ 032%(‘7_;‘ - 7-1)} =0

o par la relation suivante sur les points :

{almplj(le -Ci)+ Ozm/\(m-l)j(cj - L(m-l)j)
' . (10)
+alen—;—]-l7j+1(Cj+1 — C;) + a5 7(C; = Cij-1)} =0
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Preuve : Soit V le point de F défini par :

V= {alm(.le - Roj) + azm(j’v'mj — L(m-1);) + a4C;

n

+a3; L‘%Q(Cj-n -C;) + 032‘%(@‘ ~Cj-1)}

Ce point V est identifié au vecteur QV de F et

la relation QY= 0; signifie que chacune des composantes dans la base B du

vecteur 1V est nulle .
Soient {vkx ; 1 < k <4} ces quatre composantes . Alors

Qy= Z vk €r +vg 0O

k=1

vg = {aim(pyj — poj) + cam(Amj — Apm-1);) + @47;
n—j ]
+ 031£T12(7j+1 -v;) + 032‘%(%’ - 7-1)}
Donc la relation vy = 0 équivaut a (9) .
La nullité du vecteur Q_’V entraine aussi celle de
k=3 -
E Vi €k
k=1
ce qui se traduit par :
{arm(p1jR1j — pojRoj) + @2m(Am;Lmj = Am-1);Lim-1);) + @47;C;
+031Q}—;—]2(7j+lcj+1 —7;C;) + azd (1;C; —7-1C-1)} =0
Comme Vj € {0,1---,n}, ¢; =rp; et ¢; = ln; ,
V] € {0,1,"’,71}
T = Amj Lnj=C;
Y = Po; Ro; = C;

78




Alors

k=3 k=3
Z vi e,= 0 entraine E vk e —04.C; =0
k=1 k=1

qui se traduit sur les points par :

{armpyj(R1; — C;) + azmA(m-1);(C; = Lim-1);)

tan I (Cian = ) + amdni(C; = Cjo1)} = 0

C’est la relation (10) .
Remarques:

e Nous retrouvons ici des résultats donnés par Liu ([49]).

e Dans le cas ou les deux surfaces S; er S, sont des (SBP) , le choix
a4 = 0 redonne une condition suffisante de raccord G? qui a été utilisée

par Du ([23]).

4 Raccord G? entre S; et S, le long de I’

4.1 Rappel des conditions et traitement du cas général

Il s’agit , maintenant , de traduire en termes de vecteurs massiques la condi-
tion (2) de raccord G%

Selon le résultat rappelé en téte de ce chapitre , et comme 2(0 o) =1,a
b

cause de la condition (5) ,
les surfaces S; et S, sont raccordées G? le long de I si et seulement si il existe
quatre fonctions polynomiales hy, ko, h3, hy de [0,1] dans IR telles que
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Vv € [0’ 1] ) hl(v) # 0

Vv € [0,1],

h1(0)(Ruu(0,v) — a*(v)Luu(1,v) — 2a(v)b(v) Loy(1,v) — b3 (v)Lon(1,v))

+ha(v)Lu(1,v) + ha(v)Lo(1,v) + hy(v)C(v) = 0
(11)
En dérivant une fois de plus les expressions suivantes , obtenues au para-
graphe 2 : '

C(v) = BP(C;,0 £ 5 < n;[0,1]](v)

J=n=1
L,(l,v)=n Z B;"l(v)ACj

J=0

j=n
Lu(1,v) =m > BIv)(Lmj = Lim-1);)
3=0

j=n
Ru(0,v) =m Y B} (v)(R1j — Roj)
=0
1l vient :
j=n—2
Low(l,v) =n(n-1) Z B;_Q(U)AQCJ'
s

(Remarquons que Lq,(1,v) =C"(v) )
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Luu(1,v) = m(m - 1)§Bf(v)A2°C(m—2)j
=0
définit une courbe de F polynomiale de degré n .
Ruu(0,v) = m(m — l)iB?(v)AN%j
=
définit une courbe de F polynomiale de degré n .
j=n-1
Lo(l,v) =mn ) B 1 (0)[AY Lim-1)(+1) — A Lm=1)5)

=0

définit une courbe de F polynomiale de degré n — 1 .
La condition nécessaire et suffisante (6) de raccord G' est supposée réalisée

avec pour i € {1,2,4},:

k=3n-1
fiv)= Y ewBi*'(v)
k=0
et
k=3n
f3('U) = Z O‘3kB}::n(’U).
k=0

Alors , compte-tenu des résultats du chapitre 2 :

Ru(1,0) = a(v)Lu(1,0) + b(v)Ly(1,v)

f2 v . ’i ’ S .
a a{v) = -~ a été supposé positif strictement , et b(v) = — .
vec a(v) = ~J2 qui a été supposé pos ) et b(v) = =22
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La relation (2) multipliée par la fonction non nulle fZ(v) s’écrit :

Yv € [0,1],
h(0)[f£ () Ruu(0,0) = f3(v) Luu(1,0) = 22(0) fa(v) Lun(1,v) = f3(v) Lon(1,v)]
+hy(0) fF(v)Lu(1,v) + ha(v) [ (v) £o(1, ) + ha(v) f(v)C(v) = 0

(12)
Reprenant les notations de I’annexe 1 , nous posons :

Vi = fR(0)Ruu(0,v) = fF(v)Luu(1,0) = 2f2(v) f3(v) Lun(1, ) = fE(v)L0n(1,0)
V; = fH(v)Lu(1,v)
Vi = ff(v)ﬁv(l,v)

Vi = fE(v)C(v)

Les fonctions vectorielles V; , V, , V,; sont polynomiales de degré Tn — 2 et
la fonction vectorielle V3 est polynomiale de degré Tn — 3 , ce qui se traduit
sous la forme :

j=Tn=-2

V;' = z_(:) B;"'z(v)v,‘j 3 1 € {132,4}

et

j=Tn~

3
V3= E B}"’3(v)v3j

=0

Vij , Vaj , Vi, Vs

étant des points de F déterminés a partir des points des réseaux de définition
des surfaces L et R.
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- A
(La convention adoptée dans tout le travail conduit & poser QV;;=0Q (vi;)

A
avec v;; €£ .)
Alors , la relation
g=4

)_:1 he(v)Vy =

détermine les quatre fonctions {h; , hy, h3, h4} & une fonction multiplica-
tive pres , a savoir :

hy, g € {1,2,4} sont des polynémes de degré 21n — 7 et h3 est un polynéme
de degré 21n — 6 .

Il existe donc des coeflicients réels :
{Bi,1 € {1,2,4} ; 0 <k < (2In = T)} et {B3£,0 < k < 21n — 6} tels que :

k=21n-7

Yv € [O~l] ) Vi € {1274} 3 hi(v) = Z :Bt B21n—7 )

k=21n-6

Vo € 0,1] , ha(v) = Z Bak By 6 (v)

En décomposant le domaine des indices
{(4,k) |03 <Tm—=2,0<k <(2ln —T)} en trois zones et en posant
k 4+ j = p, nous obtenons I'écriture suivante pour le terme h;(v).V;:

k=21n-7 =Tn-2
hi(w)Vi= > BuBP(v). Y. BI"(v)Wy
k=0 3=0
p=Tn—-2j=p p=21n-7 j=Tn-2
. 2 Bip-pVuB" )B4 Y Y Bip-p VBt (v) BRI (v)
p=0 ;=0 p=Tn-1 ;=0

p=28n-9 j=7n-2

+ 2 2 BB ) BRI (v)

p=21n—6 j=p-21n+7
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(7n—2 )( 21n—7)
En observant que B}"'Z(v)321""7(v) = J p—J 1338"-9(1,)

(p=3) \V) = ( 28n — 9 ) :
p
le terme hy(v).V, s’crit:

p=28n-9 j=Min(p,7n-2) _ —
z 1 B:Sn—g(v) Z ( ™ . 2 ) ( 21n 7
( 28n — 9 ) J p-J

j=Maz(0,p—21n+7)
p

) Br(p-i) V1

p=0

et de la méme facon pour le terme hy(v).V; :

p=28n-9 j=Min(p,Tn-2)
1 ne ™ -2 21n -7
= WE‘)‘B’EB ) s ( j )< | )"2@-”"”

p=0 j=Maz(0,p-21n+7) p—J

P

et pour le terme hy(v).Vy :

p=28n-9 j=Min(p,7n-2)

1 n— ™m —2 21n -7
¥ T (T (BT s
p=0 ( n - ) j=Maz(0,p=21n+7) J p—J

p

le terme h3(v).V; s’écrit :

=28n~9 j=Min(p,(7Tn-3))
1 e ™m -3 21ln — 6
= '(ET_T)”BZS CINP I (e I Q) LS

p=0 j=Maz(0,p~21n+6) p=J

P

Alors la condition ( 2) de raccord G? s’écrit dans la base de Bernstein
{B®"?,0<p<(28n-9)}:

p=28n-9 1 S
———<B®"H, =0
,,% ( 28n — 9 ) P 4
p
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expression dans laquelle

Jj=Min(p,Tn-2)
n —2 2ln -7
mo= S (TR (B

; oy ) [B(5-5)V1i+Patp-5)Vai+Bu(o- ) Vas)

j=Maz(0,p-21n+7)

j=Min(p,Tn-3)
-3 2ln —6
+ > ( " ) ( : ) Bs(p-1) Vai

Jj=Maz(0,p—21n+6) J pP=J

D’ou le résultat trés général :

Proposition 4.1.1 :

Les surfaces S; et S, sont supposées raccordées G° , par la condition ( 5) et
G" par la condition (6). Une Condition nécessaire et suffisante de raccord
G? entre ces surfaces est I’ existence de coefficients reéls :

et {Bak, 0 < k <21n — 6} tels que

Vp € {0,---,28n — 9} ; H, = Of

ce qui se détaille par la relation

j=Min(p,7n-2)
Tn —2 2n -7
> ( " )( " )[51(p-j)Vlj+52(p-j)sz+ﬂ4(p—j)V4j]

J=Maz{0,p=-21n+7) J p—=

X j=Minz(;f7n—3) ( Tn -3 ) ( 2ln -6

j p— ] ) Ba(p-i)V3; = 0

j=Maz(0,p—21n+6)

ou de maniére équivalente , en termes de vecteurs massiques:
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j=Min(p,7n-2)
Tn —2 21n -7
2 ( s ) ( s )[ﬂl(p—j)vu + Ba(p-j)v2; + Ba(p-)v4;]

j=Maz(0,p—21n+7) J piwg

j=Min(p,7n-3)
™ -3 2ln -6
+ E ( nj ) ( E ) B(p~j)V3; = 02

j=Maz(0,p—21n+6) p=J

4.2 Remarque

Cette condition , comprend de nombreux ”degrés de liberté” .

Il y a 63n — 18 coefficients Bi,: € {1,2,4};0 <k < (2In —7)

et 21n — 5 coefficients B3k, 0 < k < 21n — 6 arbitraires .Mais la proposition
précédente fournit un systeme de (28n — 8) équations destinées a calculer la
seconde rangée de vecteurs massiques {ry; 0 < j < n}. Dans une perspective
de C.A.O. des conditions de compatibilité seront nécessaires.

Des conditions suffisantes peuvent étre trouvées dans les références [2] et [59]

4.3 Utilisation de la condition suffisante de raccord
G'du paragraphe 3-4

La condition suffisante (8) de raccord G est supposée réalisée .
Alors , compte-tenu des remarques du chapitre 2 :

R.(1,v) = a(v)L,(1,v) 4 b(v)Ly(1,v)

avec a(v) = —%% qui a été supposé positif strictement .
az) a
et b(v) = o (1 -v)- J’n.alv

a(v)b(v) = %33-?-}(1 —v)+ %%%}v
et 82(v) = (FaL)*(1 —v)* + 2(97%93;41 —v) + (g2 )*?
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Considérons les calculs intermédiaires suivants qui expriment les différentes
expressions dans la base de Bernstein de degré n.

(1 - v)B}~(v) = 2 B*(v) (nul pour j = n) ,
vB} ™} (v) = L%lB;’“(v) (nul pour j= -1)

(1 -v)?B}™%(v) = (r=g)n-y-1) .B?(v) (nul pour j=netj=n—1)

n(n-1)

v(1 — v)B} % (v) = D=zl pn () (nul pourj=n—letj=—1)

n(n-1)

v?B} 3 (v) = Q:—:}‘@Bﬁz( )(nul pour j = =2 et j = ~1)

Alors , avec de simples changements d’indices, nous obtenons :

]'—71

(1=v)L,.(1,v) mZ(n—J m(j+1)—C(m-l)(j+1))—(cmj—‘C(m-l)j)]B;(”)

ou encore
j=n

(1 =0)Lu(1,0) =m Y (n = H)[(Cis1 = Lim=1)ii+1) = (Ci = Lim=1);)] B} (v)
=0

j=n
vLuu(1,0) = m Y §[(Lmj — Lim-1);) = (Lm(i-1) = Lim=1)5-1))| B} (V)

=0

Oou encore

j=n
vLuu(1,0) = m Y_ 5{(Ci — Lim-1);) = (Cim1 = Lim=1)j-1))]BIv)

7=0

et

2 = : ;
(1 - v) ‘va(Lv) = Z(TL —])(TZ -J- 1)(Cj+2 - 2Cj+1 + CJ)B;(U)
=0
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j=n

o(1 = 0)Loul1,0) = 3 3(n = )(Civs — 26; + i) B} ()

j=0

j=n

v Lyu(1,0) = Zi(i —1)(C; = 2Cj-1 + C;-2) B} (v)

En reprenant les conventions du chapitre 1 pour signifier des différences pro-
gressives , le terme :

(Ruw — a%(v) Loy — 2a(v)b(v) Loy — B*(v) Lyy)

peut s’exprimer dans la base de Bernstein

{B};5 €{0,---,n}} par:

j=n

(Ruw — @%(0) Lo — 20(0)b(v) Loy — B (v) L0) = 3 BR v

=0

avec :

A =m(m— 1)A20R0j - (%%)Qm(m - I)Azoﬁ(m_g)j - 2%32%2mj(Aw£(m_1)j
1

~ACLionyon) = 27BFm(n = )AL monyi4n) = A Lim-1;)

3

—(7ab)*(n ~ j)(n = j = 1)A%C; ~ 2(9,%%%1'(71 — J)AYC;-1 = (5&)%i( - 1A,

4.3.1 Condition suffisante de raccord G*

Les fonctions {hi, h2, hs, hs} sont choisies de la maniere suivante :
h] (U) = 1
ha(v) =
hy(v) =
ha(v) = 531(1 — v) + Bav
({B:i, 1 € {2,4,}, B3, B3, étant des réels .
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Comme il a déja été vu :

j=n

ha(v)Ly(1,v) = E B;'(v)[(n = J)Bs1AC; + j B2 AC 1]

§=0

Alors pour réaliser la condition de raccord G? , il suffit de vérifier :
Vv € [0,1],

j=n
> BIW)[Aj + BomA Lim-1); + BaCi + (n — §)Bs1 AC; + jBa2AC;-1] = 0

=0

d’ou :

Proposition 4.3.1 : Sachant que la condition(5) et la condition (8) sont
réalisées , une condition suffisante de raccord G? entre les deuz surfaces S
et S, le long de T consiste en l’ezistence de quatre scalaires réels

{51' 9 ZE {2a47} ’ ,831 aﬂ32} tCIS que !

Vj e {0’...’72} ,
(13)
Aj + BymA L) + BiCj + (n = §)BnAC; + jB3AC; = 05
ou , de maniére équivalente , en terme de vecteurs massiques :
VjE{O,---,n} 14
a; + BamAP (g 1); + Bac; + (n = j)Bulc; + jBrlcj-1 =0 (14)

£
4.3.2 Remarque : nouveaux degrés de liberté .

Dans les deux conditions suffisantes (13) et (14) les coefficients f;,¢ € {2,3,4,5}
sont de nouveaux degrés de liberté laissés a I'utilisateur .

La figure 5 montre quels sont les vecteurs massiques concernés par les rela-
tions (13) et (14) .
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-chapi

Vecteurs massiques concernés par la relation (13) du
chapitre 3 (condition suffisante de raccord G2 entre

deux carreaux (SBR)).
j= 0 (Le cas j =n est similaire )
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Vecteurs massiques concernés par la relation (13) du
chapitre 3 (condition suffisante de raccord G2 entre
deux carreaux (SBR)).

j=1(Lecas j=n-1est similaire)
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Ciz

1 H C.
(m-1D(j-D -1
——
(m-1)(j+1

St

O e O |

+1

j+2

O

Vecteurs massiques concernés par la relation (13) du chapitre 3
2<j<n-2
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4.3.3 Aspect algorithmique

Il est clair que la condition ( 12) donne un moyen de construire la deuxieme
rangée de vecteurs massiques de S, , soit tous les vecteurs ryj,7 € {0,---,n}
. Les propositions ci-dessus indiquent quels sont les coefficients en jeu .

Tous les résultats obtenus dans ce chapitre vont maintenant étre illustrés par
un exemple complet , dont le développement constitue le chapitre 4.
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Un exemple complet

1 Raccordement de deux morceaux de paraboloide

€ est l'espace affine associé & IR® et £ son complété projectif
Soit le repere affine R, = (©, €1, €2, €3) et un repére "au-dessus”.

B = (a3 asaaﬂal)

Dans cet exemple nous allons considérer deux morceaux du paraboloide

T=3
Sqy=t
z=824t -1

S; est le morceau de S défini sur le quadrangle Q; = {s >0;t >0;s+t<1;2s—t<1};
c’est la restriction du paraboloide a Q.

S, est le morceau de S défini sur le quadrangle Q, = {-1<s<0;0<t<1}; clest la
restriction du paraboloide a Q,.

La frontiere commune I' entre S; et S, est ’arc de parabole paramétré par:

r=s,y=0,z2=s"-1,s€/0,1]

cf la figure 1

92




=00

=00

(%/6-02/1)

- 001-)
6/7-€/1€/2)

a— - i}
e &

-

X

A g
Q\
it

[ 2an3y - p anpdeyn

92 -bis




(117

(—1110)

(-10,0)

Chapitre 4 - figure 1

(172,00) /

(0 o,o;) q \F

I~

/
/

m

[

AV}

AR

AL WL W W W

AW

AMILILA R R TR

NN

N

(0,0,-1

92 - 3

23349

27317300

/_/—
V -

(1/2,0,-3/4)




Nous allons illustrer le chapitre 3 en mettant en évidence les différentes fonctions qui expriment
les raccords G , G! et G? entre deux surfaces (S BR) définies sur [0,1]? .Pour cela , sachant que
S; et S, ont toutes les bonnes propriétés de raccordement le long de leur frontiere commune ,
nous les reparamétrisons de maniére a nous retrouver dans le cadre des hypotheses du chapitre
3 : les deux surfaces doivent étre des (SBR) définies sur [0, 1]* et le raccordement se fait en

(1,v) pour S; et en (0,v) pour S,.
1.1 Réseau massique de S,

Sur {(u,v)/0 <u<1;0<v<1},

S, est donnée par le paramétrage polynomial suivant :
T=-u
y=v
z=ut4+0? -1

S, est alors une surface (SBP) et donc une surface (SBR) contrélée par un réseau massique

formé de points pondérés par des masses égales a 1 .

Sf = SBR{T‘,'J',O S ) S 2,0 _<_] S 2; [0,1]2}

ou les r;; sont indiqués dans le tableau ci-dessous.
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J\i 0 1 2
2} ((0,1,0051) | ((-3:1,0031)) | ((-1,1,1);1)
1 ((0’%"1)a1) (('%v%s'l);l) (('1,%,0),1)
0 ((0,0,-]),1) ( '%’Oa'l);l) (('1,0,0),1)

Preuve:Toutes les masses sont égales 4 1. Mettons sous forme (SBP) la surface polynomiale
donnée par le paramétrage :
z=-u
y=v
z=u?+0v?2 -1
~ Alors la surface S, est paramétrée sur [0,1]° par
1=2 =2
R(u,v) =33 Bl(u)B}(v)R;
=0 ;=0
Cette écriture s’obtient par la technique présentée dans | 34] , 6.1.2.2 , page 148 et , en
observant que:
( —u=—(3B}(u) + B}(u))(B3(v) + B}(v) + B}(v))
v=(B§(v) + B}(u) + Bi(u))(3 B}(v) + B}(v))

u? +v® — 1= Bj(u)(B(v) + B (v) + B}(v)) + (Bj(u) + B} (v) + Bj(u)) Bj(v)

—(B3(w) + Bi(u) + B}(u))(B3(v) + Bi(v) + B}(v))
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1.2 Réseau massique de S

Dans [ 34 ], Proposition 7.4.1 , page 190 , Fiorot et Jeannin déterminent une transformation
projective qui transforme un quadrangle plan convexe en un carré .Suivant leur méthode ,
nous déterminons
-2 0 2
M=}|0 1 0
-2 -1 4

qui amene le carré [0,1]? sur le quadrangle convexe Q; .
cf la figure 2
Alors S; = SBR[l;;,0 <1 2,0 <j <2;[0,1]°] et le réseau massique de la (SBR) S est

donné par le tableau suivant:

1.2.1 Réseau massique de la (SBR) S

i\i 0 1 2

2 (33,-959 | (3.2,-2)3) | ((0,1,0);1)

0 ((%,0,—%);16) (('}’0"1);8) ((0,0,-1);4)
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D(0,1) c (1,1)

hapitre 4-figure 2

A(0,0) B(1,0)

C(0,1)

D(2/3,1/3)

B(0,0) A(1/2,0)

Transformation d'un quadrangle convexe en le carré [0,1]X[0,1]
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Rappelons les notations du chapitre 1 :
L(u,v) = IIYL(u,v)) , ob

L(u,v) = SBP[L;;,0 <1 <2,0 <j<2(0,1)%], les £;; étant donnés par QE.-,:ﬁ (%)
(L(1,v) parameétre la frontiére commune I'.)

1.2.2 Tszhleau des L;;

i\i 0 1 2

2 | (6,3-4,9) |(1,2,23) | (0,1,0,1)

1 (7,2,-8,12) | (2,3,-5,5) | (0,1,-2,2)

0 | (8,0,-12,16) | (2,0,-8,8) | (0,0,-4,4)

1.3 Raccord G°

Géométriquement , les deux surfaces (SBR) S; et S, sont deux morceaux contigis d’un méme
paraboloide donc sont raccordés avec la continuité géométrique G2.( figure 1) (En fait ces deux
surfaces sont raccordées avec la continuité G* , pour tout entier k.)

Les paramétrisations précédentes des (SBR) S; et S, donnent deux représentations de I':
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e En se plagant sur S, , la courbe I' est paramétrée par:

C.(v) = R(0,v) et les résultats établis pour les bords des surfaces

(SBR) donnent:
R(0,v) = BR]ro;,0 £ j <2;{0,1]](v)

j=2

R(0,v) = HQ(Z B}(v)Roj)
i=0
avec : Roo = (0,0,~1,1) , Roy = (0,3, —1,1) et Roz = (0,1,0,1)

R(0,v) = (0,v,-14v%) ,0<v <1

e En se placant sur S; , la courbe I est paramétrée par: Ci(v) = L(1,v)

et

L(1,v) = BR[h;,0 <j < 2;[0,1]}(v)

= [19(0,2v(1 —v)Fv?, —4(1 —v)? —4v(1 —v), 4(1 —v)? +4v(1 —v) +v?)
car , selon le tableau du paragraphe 1.2 .2,

£20 = (0,0, —454) ’ Ly = (0, 1, "2,2) et Lzz = (0, 1,0, 1)

Soit , L(1,v) = IR0, 2v — v?, —4(1 — v), (v = 2)?)

97




et donc L(1,v) = (0, 52, -(é(l ;)12))) .

Le raccord G° se vérifie en mettant en évidence la bijection n de [0,1] sur [0,1] donnée par

v

n(v) = 5—

signalée au chapitre 2 , condition (5) et correspondant & la valeur a = —1.

Nous avons :

Vv € [0,1], L(1,v) = R(0,7(v))
Par un changement de paramétre , nous revenons 2 la condition (3) du chapitre 3 :
Yo € [0,1), L(1,v) = R(0,v)
1.3.1 Reparamétrage de 5
wzg—_’i—véquivautéz):l%.

Des relations

_4BMw) o 2BMw) g Bi(w)
Bg(v)_(1+w)’ » Bl =y Bo )= Trwy
et de :
L(u,v) = 223?@)3}@)&,-
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il vient :
L(u’v) = g.(u’w)
. 1=2 ;=2 ) 2
G*(u,w) = (1+ )z(gf\_:oB (u)BX(w)Gi;) = (1+ ),G(u, w)

Nous obtenons ainsi une nouvelle surface de F , paramétrée par la fonction polynéme G dont
S est la [IQ2-projection. Les G;; sont des points de F obtenus , & partir du tableau des £;; en
gardant la ligne j = 0, en multipliant la ligne j = 1 par 2 et la ligne j = 2 par 4 . Le résultat

est indiqué par le tableau ci-dessous:

1.3.2 Tableau obtenu a partir du tableau des £;; : le tableau des G;

i\i 0 1 2

2 || (24,12,-16,36) | (4,8,-8,12) | (0,4,0,4)

1 | (14,4-16,24) | (3,3,10,10) | (0,2,-4,4)

0 | (80,12,16) | (2,0,8,8) | (0,0,-4,4)

-1 — ) .
Alors , en posant g;; =ﬁ (92G:;),0 <¢ £2,0 £j <2, nous obtenons g;; = 2'l;; , ce que

nous savions pour les courbes ([36),[57]). Voici le tableau des g;; :
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i\i 0 1 2

1| (& 3-2)524) | ((2,3,-1);10) | ((0,3,-1):4)

0 ((%1()’“%)’16) ((%,0,-]);8) ((an”l);4)

La surface S; est identique a la (SBR) de réseau massique {g;;,, 0 <1 <2, 0< 5 <2} de
paramétrage :

G(u,v) = SBR[gi; , 0 <4 <2, 0<5<2;[0,11%)(u,v) ,(u,v) € [0,1)

Le paramétrage associé pour la courbe frontiere I' entre S; et S, est alors Vv € [0,1],Cy(v) =
BRlg2;,0 < j < 2;{0,1]}(v)

= I1Q(0,4v(1 - v) + 4v?%, —4(1 — v)?) — 8v(1 — v),4) = (0,v, =1 + v?)

Donc , avec ce nouveau réseau , la condition (3) du chapitre 3 exprimant le raccord G° est
vérifiée , soit:

Vv € [0,1}, G(1,v) = R(0,v)
Nous avons g;; = 4rp; pour 0 < 7 < 2. En multipliant tous les vecteurs massiques g,; par :—
ce qui donne un nouveau tableau de vecteurs massiques , Ij; = 1g; , nous aurons I'égalité des

polygones de contréle des (BR) qui paramétrent I'.
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Cela permet de revenir a la condition (5) du chapitre 3, de raccord G°.

-t A
Les notations adoptées conduisent a poser : QL3;=0 (If;)

1.3.3 Tableau des £*;; :

i\i 0 1 2

2 (6,3,-4,9) | (1,2,-2,3) | (0,1,0,1)

1 (£,1,-4,6) | (

E I
FNTX)
N jon
wicr
N

(0’%$-1’1)

0 (2,0,-34) | (3,0,-2,2) | (0,0,-1,1)

Ce tableau donne un nouveau réseau de contrdle de la (SBR) S soit

iy

-1
M= {5,0<i<2,0<5<2) (=0 (L)

Voici le tableau des [;:
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i\i 0 1 2

reed
—

2§ (3.1,-8:9 | (B3,-2)3) | ((0,1,0)51)

1 ((%’ %’_%);6) ((130$10a 1)72) (( 12,'1) 1)

O ((l 0 ——) ) ((%’0"1)12) ((O')Oa'l)al)

Sy = SBR|I;,0<i<2,0<j<20,1]

L

Un nouveau paramétrage de la surface S , sur [0,1]? est alors:
L*(u,v) = QL (u,v))

avec
=2 j=2

=Y_ 3" B}v)B}(v)L;;

1=0 3=0

1.4 Raccord G!

Les réseaux massiques de controle sont maintenant :

e a gauche {I1;,0 <7 <2,0 <j <2} pour la surface S

l]’

e a droite {r;;,0 <i <2,0 <j <2} pour la surface S,
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La condition Vj € {0,1,2} , I3, = ry; entraine p(0,v) = A(1,v).

Quelles sont les' fonctions fi, f2, f3 et f4 de [0,1] dans IR vérifiant la relation (1) ci-dessous ,

traduisant le raccord G'?

Vv € [0,1], fi(v)Ru(0,v) + f2(v)L7u(1,0) + f3(v) L74(1, ) + fu(v)C(v) = 0
(1)

En exprimant les composantes de R,(0,v), L£*.(1,v), £°,(1,v) et C(v) dans le repere B
des vecteurs de F | les fonctions fi(v) , f2(v), fa(v) et f4(v) sont solutions d’un systéme
homogene (4,4).

Les représentations paramétriques de R, (0, v), £*.(1,v), £L*,(1,v) et C(v) s’obtiennent a partir
des tableaux 1.1 et 1.3.3 précédents et des résultats de dérivation vus antérieurement.

Rappelons que :

C(v) = (0,v,-1 + v2, 1)

£,(1,v) = (0,1,2v,0)

j=2

Lru(1,v) =2 Bi(v)(L*y; — L")

j=0
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Voici le tableau donnant les valeurs de 2(L*;; — £*y;) :

J | 2(L% = L*y;)

2 (-2,2,4,-4)

1 (-2,-13-3)

0l (-102.2

Alors , dans le repere B de F :

L*y(1,v) = (=(1 = v)? = 8u(1 — v) — 2v%, —v(1 —v) — 202,

2(1 = v)? + 6v(1 — v) + 40%, —=2(1 — v)? — 6v(1 — v) — 40?)

=(-1-v,-v(1 +v),2+ 2v, -2 —20v)

=(1+4+v)(-1,-0,2,-2)

De méme :
§=2
Ru(0,v) =23 B}(v)(R1; — Roj)

s

Voici le tableau donnant les valeurs de 2(Ry; — Ry;) :
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I || 2(Ry; — Roj)

201(¢1,0,0,0)

1{(1,0,0,0)

0f(1,0,0,0)

De ce fait , Ry(0,v) = (-1,0,0,0) et fi, f2, fa et f4 sont solutions du systéme suivant :

(-1 —(1+4v) 0 o0 J[A] [o]
0 —v(l+v) 1 v f2 0
0 2(1+4+v) 2v v*-—-1 fa - 0
0 —2(14v) O 1] fa] | 0]

h —(1+v)

fa | _ 1 f

f3 - —v(1+v) J2

f4 2(1+v)

1.5 Interprétation de ces fonctions coefficients en termes de vecteurs
massiques

Situation générale Supposons connue une surface rectangulaire S;A , (SBR) de réseau
massique {l;; 0 < i < m 0 £ j < n}. Cherchons & construire une nouvelle surface S,
rectangulaire , (SBR) de réseau massique {r;; 0 <i <m0 <j < n}raccordée G* &4 S| ,dans
les mémes conditions qu’au chapitre 3 , avec les fonctions coefficients trouvées ci-dessus dans

la relation de raccord G*.
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Nous utilisons:

fi(v) = =(1+v) = —=Bj(v) - 2B} (v),
fa(v) =1 = By(v) + Bj(v),

fa(v) = =v(1 +v) = —3[B}(v) + 4B} (v)),
fa(v) = 2(1 + v) = 2B}(v) + 4B} (v).

L’égalité :

n g
Br(o)B(v) = ~ 2L\ priacy)
j 9 p+q
J+k
appliquée aux différents termes permet d’exprimer la relation de raccord G!

F(0)Ru(0,0) + f2(v)Lu(1,0) + fa(v) Lu(1,0) + fa(v)L(1,0) =0

dans la base de Bernstein de degré n +1 .

En effet:

..n+1 n+1

fi(v)R, (1v—-mZI

2 n
— JAwRo, .7 AIORo(J 1)]]B +1
=0

F=n+1 n +1
AEL(,v)y=m 3| ’A‘°£<m s +

+1A *Lim-1y-n]| B}
3=0

X 2(n—j+1) 3G =1 pner
(W) L,(1,v) = —= J;) [—(n—rl-)-—-AcJ_x + 4-7;(_71+_].)ACJ-2]Bj+
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2 on+1-3), . 47 ,
. C._,1B™*!
v)Clv ,Z-%[ nrl J+n+1Jl]J

Le raccord G! ,associé aux fonctions-coefficients fy, fa, fs,et f4 se traduit sur les réseaux

massiques des deux surfaces S; et S, par:
VJ € {0)17"'an+ 1} ’

m[%'iAwRﬂi n+1 AIORO(J—I)]

+m[EHZI AL 5y + 2 A L)1)

—(#e=BUAC; , + 28 AC, o] + 2253 + 4250, = 0

Comme le montre la figure 3 , en prenant j = 0 dans cette relation , nous obtenons R,
puis pour j de 1 a n , nous calculons R;; & partir du réseau de S; et du point déja calculé
Ri(j-1). 1l reste alors a vérifier la relation ci-dessus pour la valeur j =n 4+ 1, ce qui impose
une condition de compatibilité sur les points du réseau de ;.

cf la figure 3

Vérification de la condition de compatibilité pour la (SBR)de réseau massique [
Pour notre exemple m = n = 2 et le réseau [* est défini au paragraphe 1.3.3.
Nous allons construire Ry0 , R11 ,et ensuite vérifier que les relations ci-dessus prises pour

j =2 et j =3 donnent la méme valeur pour R;2
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Traitement de la relation(2) pour j = 0:
Rio=TRoo+ L 20 — L 10+ L2

Rlo = ((0707 _17 1) + (-%) 0) 1’ _1) + (Oy 0’ _la 1) = (—%,0, "'1» 1)

Traitement de la relation(2) pour j =1

3Ru = §Ro1 — §[Rio — Roo] + $[L7n — L01] + 2[L20 — L710]
—2[C, - ColdCy + Co):

Ru = (0,3, -1,1) = (~3,0,0,0) + (-5, -4,3,-)
+3(=3,0,1,-1) = 2(0,,0,0) + (0,1, -2,2)

Rl] = ('—%7 %) —17 1)

Traitement de la relation(2) pour j = 2:

—A10R02 - 4A10R01 + AIOL'W + 2Am£‘ll + 3C1 + 2Co =0

Ri2=(0,1,0,1)-4(-1,0,0,0)+(~1,-1,2, —2)+2(-—%,—1—,%,—§-) 3(0,1, -

’27

Rl? = ('—%a 1,0,1)

Traitement de la relation(2) pour j = 3:
—4A%Ro; + 2A1L%; — 4(C2 — C1) +4C; =
Riz2 = Roz + 3[L22 — L712) + G

Riz = (0’1a0a1)+%(_1 -1,2, “2)+(Os 2 al) =("’%,1)0a1)
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Nous retrouvons la valeur calculée plus haut.

Conclusion Cet exemple nous éclaire sur trois aspects du raccord G*:

o Etant données deux surfaces (SBR) , S, et S, ,raccordées G , il existe
des fonctions coefficients fi, fo, fa et fy , liées aux deux surfaces telles

que:
[i(0)R(0,) + f2(v) Lu(1,v) + f3(v)Lu(1,0) + fa(v)L(1,0) = 0.

Si maintenant une nouvelle surface (SBR) ,}_;, est donnée quelconque,
le jeu de fonctions coefficients précédemment déterminées ne convient
pas toujours pour construire une surface 3, (SBR) raccordée G' 3 ¥;.
Des conditions de compatibilité portant sur les vecteurs massiques du

réseau de Y, s’imposent.

Dans une démarche de C.A.O. on peut se donner la surface (SBR),
3, et une famille de fonctions polynomiales, dépendant de parametres
(qui sont les coefficients de ces fonctions).Les relations de compatibilité
signalées au chapitre 3 , paragraphe 3.2,imposent certaines conditions
entre les parameétres. Par exemple si on veut raccorder G* une surface
¥, (SBR) de dimensions m et n ,& une surface 3; donnée, (SBR)

de dimensions m et n , dans les conditions du chapitre 3 , avec pour
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fonctions f1, fi, f3 et fy des polynémes de degrés respectifs 1(2 coeffi-
cients),0 (1 coefficients),2(3 coefficients) et 1(2 coefficients) , la relation
de raccord G! sera exprimée dans la base des Bernstein de degré n + 1
et donc nous obtiendrons n + 2 relations pour déterminer les n + 1
vecteurs massiques {r,; 0 < j < n}. Une relation sera écrite entre les
8 coefficients des polynémes fi, f-, fa et fs. Ainsi nous obtenons des
situations de raccord G! plus générales que celles du paragraphe 3.3 du
chapitre 3 et nous mettons en évidence des dispositions nouvelles entre

les réseaux massiques gauche et droit ( figure 3).

o Des remarques analogues sont possibles sur les fonctions coefficients du

raccord G2.

1.6 Raccord G2

Compte tenu des résultats du chapitre 3 , les fonctions a et b de la relation :
Vv € [0,1], Ry(0,v) = a(v).Li(1,v) + b(v).L2(1,v)

bt : _ _h_ 1 _ h_
s’obtiennent par : a(v) = % = T3 » (ea(v) 2 0) et b(v) = :;‘;‘ = —v
Ces deux fonctions seront utiles pour ’étude du raccord G? entre S; et S,.

Il s’agit maintenant de trouver les fonctions hy, hs, hs et hy de [0,1] dans IR telles que :
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Vv € [0,1],

Ry (v)(Ruu(0,v) = @?(v)Luu(1,v) = 2a(v)b(v) Lo (1,v) — B (v) L7 (1,v))
+ha(v)Lu(1,v) + ha(v)LW(1,v) + hy(v)L*(1,0v) = 0. o)
3
On procéde comme au paragraphe 1-4 pour établir un systéme homogene (4,4) , vérifié par

hl,hz,hs et h4 .

Jj=2
Ruu(0,0) = 23 B (v)APR,; = (0,0,2,0)

3=0

compte-tenu du tableau ci-dessous.

j 2A°Ry;

21 (©,0,2,0)

11(0,0,2,0)

0f©,0,2,0)

=2
Lruu(lv) =2 B} (v)A%° L,

3=0
= (2(1 = v)* + 8v(1 — v) + 80%,0,0,2(1 — v)? + 8v(1 — v) + 8v%)

= (2(1 +v)%,0,0,2(1 + v)?)
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compte -tenu du tableau ci-dessous.

) 2A20£'oj

21 (8,0,0,8)

1(4,0,0,4)

ol 2,0,0,2)

Or , d’apres la section ci-dessus :
Lu(1,v) = (1 +v)(~1,-v,2,-2)
donc £*,,(1,v) = (-1,-1 - 2v,2,-2)

en outre £*,,(1,v) = C”(v) = (0,0,2,0)

Il vient alors :

(Rau(0,v) — a?(v) L7 u(1,v) = 2a(v)b(v) Lo (1,v) = B2(v) L7 (1, V)

_ (=2 —4v —2v(1 +2v) 2 4y =2 —6v
=(FH= T3 -t T )

Les valeurs de £*,(1,v), £*,(1,v) et C(v) ont déja été calculées :
£u(l,v) =1 +v).(-1,-v,2,-2)
C(v) = (0,v,v* = 1,1)

£*y(1,v) = (0,1,2v,0)

Alors les fonctions hy, hy, k3 et hy de la relation (3) sont solutions du systéme (4,4) suivant:
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- 2 4 -
Y 04w 00 ], 1y
—otll i%v ~v(l+v) 1 v ha 0

2—2v2+1—4-+v—v 2(1+v) 2v v* -1 hs 0

he 0
4t 4wy 0 1 P LT

ce qui donne pour v € [0,1],

hy ) ( 1 ) [ (149 )

hy - A, —(2+ 4v)
_ (1+v) by = U__*_’b_v)'f
h3 20 2v(1 +v)?

\h) o) \ —2(1+v)?

2 Construction d’une nouvelle (SBR) raccordée G? a

S

Le but de ce paragraphe est la construction d’une nouvelle (SBR) définie sur
Q= {(u,v)/0 < u <£1;0 < v <1} qui soit raccordée G2 4 S .
Cette (SBR) sera notée , comme dans tout le travail , S, , et définie par le réseau massique

{rz'j)o <1<2,0<; S2}

On pose {2 (ri;) =AR; pour 0 i <2;0< j <2
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Il s’agit de construire le réseau massique de S, a partir de celui de S;.
Les différents [;;,0 <1 <2;0 < j <2 sont donnés par le tableau du paragraphe 1-2-1 .

Les différents £;;,0 <7 <2;0 <j <2 sont donnés par le tableau du paragraphe 1-2-2 .

2.1 Raccord G°

La condition suffisante (3) vue dans le chapitre 4 améne immédiatement:
Vi e {031’2} y Toj = l2j

La premiere rangée du réseau massique de S, est donc déterminée .
2.2 Raccord G!

Dans notre exemple m = 2 et n = 2 et , en reprenant les notations du chapitre III nous allons
utiliser la condition sufisante (6) du chapitre 4 , qui va permettre de construire la deuxieme

rangée du réseau massique de S,.

fi(v) = ;‘%
Le choix (arbitraire ) :ZE:; : gv +1(1-v)
fa(v) =1

conduit a la relation suivante , dans laquelle C; = £,,;

vj € {0,1,2}

Ci +(Ci = Limns) = (Ri = ;) + 25L(Cia1 =€) + %(C; =€) = 0
(4)
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2.2.1 Casouj; =0
On obtient Ryo = 2Co + C; — L(m-1)0

c’est a dire Ry = (0,0, —8,8) + (0,1,-2,2) — (2,0, -8,8)

7F"rlO = (_2a 1, —2a2)
Ti0 = ((—l’ ';" "1)’2)

222 Casouj=1

On obtient Ry = 3C; + %(Cg - Co) - C(m_nl
c’est a dire Ry; = (0,3, —6,6) + (0, %,2, —%) - (%, %, -5,5)
Ru = (—%a2a1’—%)

T = ((3a -4, _2); _%)

2.2.3 Casouj=2

On obtient Ru = 462 - Cl - C(m—l)?
Cest & dire Ry, = (0,4,0,4) —(0,1,-2,2) — (1,2,-2,3)
Ri2 = ("'1a 1,4, —1)

riz = ((1,-1,-4); 1)
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2.3 Raccord G*

La condition suffisante (11) du chapitre 3 va donner la troisieme rangée de vecteurs massiques

”

du réseau de S, Les fonctions coefficients hy,1 < k < 4 sont des ” degrés de liberté

L’exemple traité correspond au choix ( arbitraire ):

hy=1
h, =0
h3=0
hy =0

Enoutrea(v)=—-%=let b(v)=£’—=(1—v)+v

Donc , avec les notations du chapitre 3, pour réaliser le raccord G? il suffit d’imposer

vj € {0,1,2},

m(m = 1)A%*Ro; — m(m — 1) A% Lim-2); = 2mJ(A°Lim-1); = A Lim-1)-1))
=2m(n = j)(A°Lim-1)i4+1) = A Lim-1);)

== = = DA =2 = )N =G =D =0

Pour la situation étudiée dans cet exemple, m = 2 et n = 2 , ce qui amene la relation
vj €{0,1,2},
2{A%Ro; — A Lo; — 2j(ALy; = A Ly(iony) = 2(2 = ) (AP Lagiay — A Lyj))

—(2=3)2 = = 1)A%C; = 2(2 - j)A%Cjoy — §(§ — 1)A%C-2 =0
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2.3.1 Casouj=0

2.(A0Rgo — AP Log — 4.(ALy; — ALy0) — A2Co) = 0

Alors Ry = (—4,2, —4,4) — (4,0, -16,16) + (8,0, 12, 16)
+(-6,-2,12, —12) — (—8,0,16, ~16) + (0, ~1,0,1)

Rao = (2, -1, —4,9)

2.3.2 Casouj=1

AP Ry — AP Loy — 2(A° Ly — A L1g) = 2(ALy5 — ALy) — A2C) = 0

Alors Ry = (—3,4,2,—1) — (3,3, -10,10) + (7,2, —8,12) + (=2, —2,4, —4)
~(—4,0,8,~8) + (0,-1,0,1)

R2] = (3,0,16,6)
a1 = ((%Hoag)aG)

233 Casouj=2

2(AP Ry, ~ ALy, — 4(A Ly, — ALy) — AWC) = 0
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Ra = (-2,2,8,-2) — (2,4, —4,6) + (6,3, —4,9) + (—4,—4,8,—8) — (—6,-2,12, —12) +
(0,-1,0,1)

R = (4,-2,4,6)

ra =((3,-%,%):6)

2.4 Résultat final

La surface (SBR) rectangulaire de longueur 2 et de largeur 2 donnée par le réseau massique

ci-dessous est raccordée G? avec S le long de la frontiére T

i\ 0 1 2

2 ((0’1’0)’1) ((1a'19'4);"1)) ((%7-%7§)a6)

1 ((0,3-1):2) | ((3r4,2)i-3) | ((3,,0,%);6)

0 | ((0,0,1):4) | ((-1,3r1%2) | ((3s—35>—%):9)

cf la figure 4
2.5 Autre surface S, possible
2.5.1 Remarque sur les degrés de liberté

Dans le traitement de cet exemple les fonctions f;,: € {1,2,3,4} et
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hi,i € {1,2,3,4} sont laissés & ’appréciation de I'utilisateur et peuvent étre considérés comme

des parametres de forme dont le choix judicieux permet de réaliser certaines contraintes.

. 2.5.2 Obtention de vecteurs purs dans le réseau massique de S,

Le choix de ces coefficients peut amener des vecteurs massiques purs dans le réseau qui définit

.;lévg = :" } pour que a(v) = 'jLH reste positif
la surface S,. Par exemple , le choix 2\Y 12

fa(v) = ?( -v)

fa(v) = 3

donne d’une part a(v) = —% =letbv)=-L=1-v,

1

b

d’autre part ,

v € {0,1,2}
—(Ra; =C;) + (C; — L1;) + H(Ci4n — C;) + 3C; =0

ou encore Ry; = 2C; — L1; + H4(Ci41 ~ ;)
Rio = 5(0,0,-4,4) — (2,0,-8,8) + (0,1,2,-2)
RIO = ('_2a 150)0)

et Ti0 =(—-2, 1,0)

Ru = 5(0,1,-2,2) - (3,3, -5,5) + 1(0,0,2, 1)

Rll = (—%a 17 11 —%)
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rin = ((3,-2,-2); —%)

Riz = $(0,1,0,1) — (1,2,-2,3) = (-1,1,2,-1
T2 = ((2’ —1’ _4); -%)

Calculons maintenant la seconde rangée de vecteurs massiques de S, en prenant, pour le

raccord G2, les fonctions coefficients :hy =13 hs = hs3=hy =0

La condition suffisante de raccord G? : Ryy — a*Lyy — 2abL,, — b*Ly, = 0r se traduit dans

la base de Bernstein de degré 2 et conduit a :

v; € {0,1,2},
(Ra; — 2R + Roj) — (L5 — 2Ly + Loj)

=2(2 = )((Lagr) — Laga) = (£2; = L)) = L=L=D(C;, — 26,11+ C5) = 0
d’ou , apres calculs , Ry = (-1,0,2,3) et r5 = ((—1,0,2);3)

R?l = (%3%7394) et T = ((ga%1

LY (4]

);4)

Ra2 =(2,0,4,2) et ryp = ((1,0,2); 2)
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2.6 Résultat final

La surface (SBR) rectangulaire de longueur 2 et de largeur 2 donnée par le réseau massique

ci-dessous est raccordée G? avec S; le long de la frontiére T’

j\i 0 1 2

2 ((0,1,0),1) ((2a'1a'4);'%) (ls 0a2>)2)

11 ((0,3,1)32) | ((-3,22)i=3) | ((

0 | ((0,0-1)4)| (-2,1,0) |((-

cf la figure 5
3 Conclusion

Les principaux théorémes obtenus ont été illustrés dans ce chapitre , les conditions nécessaires
de raccordement dans le paragraphe 1 et des conditions suffisantes dans le paragraphe 2 . Un
autre exemple , illustrant le raccord G? entre une surface (SBR) rectangulaire et une surface

(SBR) triangulaire sera présenté au chapitre 6 .

121




Chapitre 4 - figure 5

121 -bis

NEANEA

CONSIRUG.ONIDIUNE
| SER ] Sr BACGIRIEE
G2ALA (SR) S

L1
AN

Zone de contact




CINQUIEME CHAPITRE

Raccordement G, ¢ € {0,1,2} entre deux

surfaces (SBR) triangulaires.

1.Notation

2.Raccord G? entre deux triangles (SBP de hauteur n.

2.1 Choix des paramétrages des bords de raccordement.

2.2 Raccord G°.

2.3 Raccord G*.

2.4 Raccord G2.

2.5 Condition suffisante de raccord G*
entre deux triangles (SBP).

3. Cas de deux triangles (SBR).
3.1 Raccord G°.
3.2 Cas simple de raccord G2.
3.3 Raccord G*: cas général.
3.3.1 Premiere condition suffisante.
3.3.2 Examen critique.
3.3.3 Ecriture de la condition de compatibilité.
3.4 Autre condition suffisante de raccord G*
(Elévation de hauteur).
3.5 Raccord G*.
3.6 Figures illustrant le raccord G2.
3.7 Construction d’un triangle (SBR) de hauteur n + 2
raccordé G? au triangle S,.
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Raccordement G i € {0,1,2} entre
surfaces (SBR) triangulaires

1 Notations

Les principales définitions ont déja été introduites au paragraphe 5 du chapitre
1.

Le plan des parameétres P est rapporté & un repere barycentrique (a,b,c)
et I’espice £ , supposé de dimension 3 , est rapporté au repere cartésien
(Ql ’ ? ’ .7 ’ k )

Les coordonnées barycentriques du point courant de P sont notées u,v,w
(u+v+w=1).

Les coordonnées du point courant de £ sont notées z,y, 2.

n est un entier positif .

On notera A, le "maillage simplicial” déterminé par :

A, ={(,5,k) | (G, 5,k) e N*; i+ j+k=n}.

Dans le plan des parametres P ,nous désignons par D le domaine défini par:
{(uyv,w) Jut+v+w=1,u20,v>0, w20}

2 Raccord G? entre deux triangles (SBP) de
hauteur n

Dans ce paragraphe , le cas polynomial sera traité .Des résultats sur le rac-
cord G? entre deux (SBP) triangulaires seront établis et les techniques de

dérivation mises en oeuvre prépareront I’étude du raccordement entre deux
surfaces (SBR) triangulaires.
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o S; est le triangle (SBP) de hauteur n , défini par le réseau de points
de &, {Lijs,(i,5,k) € Ag} .
En coordonnées barycentriques , cette surface est paramétrée par:
Ly(u,v,w) = SBP[L;j,(i,j,k) € An; D)(u,v,w) (Cf chapitrel , sec-

tion 5)
Ly(u,v,w) = E Bl (u, v, w)Lijx
(ivjvk)EA"
avec |
nl L
Bl (u,v,w) = Wu'v]w

Comme u 4+ v+ w =1 on pose L(u,v) = L;(u,v,l —u — v)
paramétrage de S; défini sur A; = {(u,v) |[u+v < 1,u >0,v >0}

e S, est le triangle (SBP) de hauteur n défini par le réseau de points de
& ) {Rijh(i’ja k) € An} .
En coordonnées barycentriques , il est paramétré par:

Ry(u,v,w) = SBP|R;k, (i,7, k) € Ap; D)(u,v,w).(Cf chapitrel)

Ri(u,v,w)= > Bi(u,v,w)Riji

(itJvk)eAﬂ

Comme u + v+ w =1 on pose R(u,v) = R;(u,v,1 —u —v)

paramétrage de S, défini sur A, = {(u,v) ju+v <1l,u>0,v >0}

Comme il a été indiqué au chapitre 1 , on ne restreint pas la généralité
du probleme en supposant que les deux réseaux de points de controle sont
de méme hauteur n. Des élévations de hauteur permettent toujours de se
ramener a cette situation.

Il s’agit de traduire sur les réseaux de contréle les conditions (4) , (6) et (7)
vues au chapitre 2 .
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2.1 Choix des fonctions Q; et O,

Dans ce chapitre

©i(v) = (0,v) , ©,(v) =(0,v)

Alors , selon les notations du chapitre 2, T; = T, = {(0,v) ,v € [0,1] }.

Les bords des deux domaines de parameétres A; et A, sont alors orientés dans
le méme sens (sens rétrograde ) et , dans ce cas , le parametre ¢ du chapitre
2 est égal a —1.

cf la figure 1

2.2 Raccord G°

La condition de raccord G° est donnée par la relation :

Yv € [0,1], L(0,v) = R(0,v) (1)

Le bord commun T est alors paramétré par :

Yv € [0,1], C(v) = L(0,v)

Nous avons:
L(0,v) = BP[Lojn-5,0 < j < n;{0,1}](v)
R(0,v) = BP[Roj(n-5),0 < j < n;[0,1]](v).

La condition (1) équivaut donc a:

Vi €{0,---,n}, Lojin-j) = Roj(n-j) (2)

Lorsque la condition (2) est vérifiée , C; = Lgjn-j) est la notation retenue
pour désigner les points de controle du bord I .

2.3 Raccord G! entre S et S,

Il s’agit de traduire la condition (4) du chapitre 2 c’est a dire d’exprimer en
termes de points de contréle , ’existence de deux fonctions a : {0,1] — R,
vérifiant Vv € [0,1] , a(v) < 0 (car e = -1),

et b:[0,1] — IR telles que :
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€ =—1
car les bords des deux domaines ont des orientations identiques

Raccordement entre (SBR) triangulaires
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Yo € [0,1], R.(0,v) = a(v)L,(0,v) + b(v)L,(0,v)

Cette condition équivaut a :
Vv € [0,1],

%%1(0,0,1 - v) - %%L(O,v,l - v)

= a(v)[32(0,v,1 ~v) — 8L(0,v,1 — v)] + b(v)[2(0,v,1 —v) —

Or , les regles de dérivation rappelées au chapitre 1 donnent :

6L] n-—1 ;k
—(0,v,w) = Z ( . )Lljkvfw
Ou (l,j,k)EAn J
8.2(0,v,1 = v) = nBP[Lyj(n-j-1),0 < j < n —1;]0,1])(v)
De méme ,
a‘Ll n '—1 k
—0,v,w)=n > ( ) Loj(r41y0’w
Ow (ikean \ 7
§2(0,v,1 —v) = nBP[Lgj(n-;),0 < j < n —1;(0,1]](v)
De méme ,
BLI n-—1 k
—(0,v,w)=n }: ( ) Lo+ kv’ w
v (1,5,k)EAn J

841(0,v,1 = v) = nBP[Lo(j+1)(n~j-1),0 < j < n = 1;[0,1])(v)

Des expressions analogues s’obtiennent sur la fonction R; :
OR -
6ul O,v,w)y=n Y ( " j ! )thv’wk

(lvjvk)eA"

88.(0,v,1 — v) = nBP[Ryj(n-j-1),0 < j < n —1;[0,1])(v)
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De méme :

OR - .
%l'(o,v,w) =n ( nod )ROj(kH)vak

(1Lik)EAn J

8R1.(0,v,1 — v) = nBP[Roj(n-3),0 < j < n —1;[0,1]](v)

Donc la condition de raccord G! entre S; et S, peut étre exprimée dans la
base de Bernstein {Bj™', 0 <j <(n —1)} par:

Proposition 2.3.1 :

La condition (3) de raccord G entre S; et S, le long de T équivaut @ ezistence
de deuz fonctions a et b : a:[0,1]] — R~

et b:[0,1] — IR telles que :

Yo e [0,1] ,

n 3. [Rik— Rojeesn)) B (v)

(1.5,k)ELR

=n 3 {a@)Lijk = Loien] + b(v) Lok = Lojesn)]} 577 (v)
(lljvk)eAn

En tenant compte de la condition (2) et en choisissant pour fonctions a et b
deux constantes a(< 0) et 3, cette proposition devient :

Proposition 2.3.2 :
Lorsque la condition (2) est acquise , une condition suffisante de raccord G
entre S; et S, le long de T s’obtient en réalisant :

V(i k) € N [(1,5,k) € An

4
lek - LOj(k-H) = a[Lljk - LOj(k+1)] + ﬂ[Lo(j+1)k - LOj(k+l)] ( )

Ot a et B sont des constantes réelles avec a < 0.

Le résultat précédent permet de construire la deuxieme rangée des points du
réseau de contréle de la surface S, .
cf la figure 2
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Raccordement G1 entre deux triangles (SBP) (Relation(4) chapitre 5)
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2.4 Raccord G? entre S et S, le long de T

L’existence de deux fonctions €] et f; de [0,1] dans IR vérifiant la relation
(5) ci-dessous exprime le raccord G? entre S; et S, ,le long de T .

Yo €[0,1] ,

(Rua(0, ) = a2(0) Luu(0, v) = 2a(0)b(v) Lun(0, v) — b2(0) Lon(0,0)) )
= e;(v)Lu(Oa v) + fi(v)L(0, v)

La poursuite des calculs du paragraphe 2.3 donne :
L..(0,v) = (8;u2 (0,v,1 —v) — 2§u§ (0,v,1 —v)+ %%%(O,v,l -v) ,.
Ly (0,v) = £41(0,v,1 = v) - ZL(0,v,1 -v) ,

gzé‘w(O,z,l -v)+ %Lz (0,v,1 =v) .
Loo(0,v) = §5(0,v,1 ~v) ~ 22L2(0,v,1 - v) + £L(0,v,1 — v)
Des expressions analogues s’obtiennent pour R :
R..(0,v) = Z51(0,v,1 —v) - 288 (0,0,1 —v) + ZE(0,v,1 —v)

Les techniques de dérivation relatives aux paramétrages des surfaces (SBP)
triangulaires vues au chapitre 1 donnent :

2 —
6L21(va)—n(n-1) > (n Q)Lg,ka k
du (2,5,k)€An J
0°L, . .
—5u—2(0,v,1 —v) =n(n —1)BP[Lyjn_;-2),0 < j <n—2;[0,1]](v)
De méme
62L1 n —
(0 v w) = Tl(TL - 1) ( ) Lo (k+2)v’w
ouw? (2,:%:@., J ’
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2L .
’6721(0’”’1 —v) =n(n = 1)BP[Loj(a-3,0 < j < n — 2;[0,1])(v)

De méme ,
0°’L -2 .
a—;(O,v,w) =n(n —~1) z ( ne ) oii+2)kV’ wk
v (2..k)€An J
0L, .
-B?(O,v,l —v) =n(n ~1)BP|[Loj12)(n-j-2),0 < j <1 — 2; [0,1])(»)
Et aussi ,
62L1 n—2 _
———.(0, v, uj) = n(n —_ 1) Z ( . ) Ll( +l)kv‘7w
Oudv (2.5 k)eAn J ’
0*L,

m(o,v,l -v)=n(n- I)BP[Ll(_H.l)(n_j_g),O <7 <n-2(0,1]](v)

De méme ,
0%L, '
Budw U1 = ”)v= n(n —1)BP[Lyjn-j-1),0 < j < n — 2%[0,1])(v)
Et encore ,
6672%(0’”’“’) =n(n—1) (ZMZ)M" ( § ; 2 ) 0(i+1)(k+1) v’ w*

129




0*L '
avazlu(o’v’l —v) = n(n = 1)BP[Loj41)(n--1),0 £ J < n = [0, 1]}(v)

Des expressions analogues s’obtiennent pour les dérivées partielles de la fonc-
tion R, , d’ou une nouvelle écriture de la condition (5) , en utilisant la base
de Bernstein {B}™? ,0<j<n-—2}:

Lemme 2.4.1 :
L’ezpression :

Ruu(0,v) — a®(v)Luu(0,v) = 2a(v)b(v) Lyu(0,v) — b*(v) Ly (0,v)

s’éerit:
n(n —1) E ijB;—z

(2,5, F)EAn
avec ¥(j,k) € IN? | (2,],k) € A,

Gik = Rayjk — 2Ryj(ke1) + Rojiks2) — @*(v)[L2jk — 2L1jk+1) + Loj(k+2))
~2a(0)b(v)[ L4k = Lijeeen) = Log+n)an) + Lojiean)) = 82 (0) [ Log+2)x
—2LoG+1)k+1) + Loj(k+2))

2.5 Condition suffisante de raccord G? entre les deux
triangles (SBP) S et S, .
Proposition 2.5.1 Une condition suffisante de raccord G* entre les deux

triangles (SBP) S, et S, s’obtient en ajoutant auz conditions (2) et (4) la
relation suivante:

V(5 k) (2,5, k) € An

Rajk — 2Ryj(k+1) + Rojks2) — @*(L2jk — 2L1jk41) + Lojr+2))
=2aB(Ly+1k = Lujtkean) = Log+nyeen) + Loje2)) (6)
—B*(Logj+2)k — 2-LoG+1)(k+1) + Lojk+2)) = 0

ot a et B sont des constanies réelles vérifiant a < 0.
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Raccordement G2 entre deux triangles (SBP) (Relation(6) chapitre S5 )
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Preuve: Il suffit de choisir ej(v) =0 et f;(v) =0 .
Avec d’autres fonctions e} et f; , on obtiendrait de nouvelles conditions
suffisantes.

cf la figure 3 Les figures 2 et 3 montrent quels sont les points de contrdle
concernés par le raccord G?. Le réseau de contréle de la surface S; étant
connu , (2) permet de construire la premiere rangée de points du réseau de
S, , (4) la seconde rangée et (6) la troisieme .

3 Cas de deux triangles (SBR) .

L’ étude est reprise dans cette section avec S; et S, deux surfaces rationnelles.
n est un entier positif donné.
On notera toujours A,, le "maillage simplicial” déterminé par :

e S; est le triangle (SBR) de hauteur n défini par le réseau massique ,

g = {lijx (i,5,k) € A,} et , en coordonnées barycentriques , il est
paramétré par:

Ly(u,v,w) = SBR[k, (1,j,k) € Ap; D)(u,v,w). (Cf chapitrel)

Comme u+v+w =1 on pose L(u,v) = L;(u,v,1 —u —v) paramétrage

de S

défini sur A; = {(u,v) [u+v<1,u>0 ,v >0}

Pour la suite des calculs , nous rappelons la proposition suivante ex-
posée au chapitre 1:

Proposition 3.0.2 :

SBRlg,D] = I(SBP[l;x, (i,5, k) € As; D))

et aussi:

SBR|g,D] = IQ(SBP|[Lijx, (1,7, k) € An; D))

Donc , en posant Aj(u,v,w) = SBP[\, (1,7, k) € A,; D)(u,v,w)
et £;(u,v,w) = SBP|[Lijk, (i, ], k) € An; D)(u,v,w) ,

lorsque A\ (u,v,w) # 0 :

0L, (u,v,w) = A1 (u, v, w). 0L (u,v,w)
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La formule de Leibniz , appliquée & cette derniere écriture , permet de
calculer toutes les dérivées du paramétrage L de la (SBR) S, .

De plus la condition A;(u,v,w) # 0 est réalisée en tous les points de 5|
a distance finie et en particulier sur la frontiére commune I" ou se fera
le raccord , conformément aux hypotheses retenues au chapitre 2 .

Pour la suite des calculs , nous utilisons :
L(u,v) = OQ(L(u,v)),
avec , dans F , L(u,v) = £;(u,v,1 — u — v) de masse

AMu,v) = M(u,v,1 —u —v).

S,y est le triangle (SBR) de hauteur n défini par le réseau massique ,

d = {rij(i,5,k) € A,} et , en coordonnées barycentriques , il est
paramétré par:

Ri(u,v,w) = SBR[k, (7,]. k) € Ay; D)(u, v, w).(Cf chapitre 1)

Comme u+v+w =1 on pose R(u,v) = Ry(u,v,l —u—v) paramétrage

de S, .
défini sur A, = {(u,v) ju+v<1,u>0, v >0}

De la méme facon que pour S :

Proposition 3.0.3 SBR[d, D] = II(SBP[rix, (i,7,k) € An; D))
et aussi:

SBR[d, D] = IQ(SBP[Rik, (i,), k) € An; D))

En posant p;(u,v,w) = SBPpi,(1,7,k) € Ap; D)(u,v,w)

et Ry(u,v,w) = SBP[Rik (i,7,k) € Ay; D) (u, v, w)

lorsque py(u,v,w) # 0 :

Q—}%il (u,v,w) = py(u,v,w). Q-’l‘ﬁl (u,v,w)

Cette proposition , associée a la formule de Leibniz permet de calculer
toutes les dérivées du paramétrage R de la (SBR) S, , le long du bord
commun I' supposé a distance finie.

Pour la suite des calculs , nous utilisons :
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R(u,v) = IR (u,v)) ,
avec , dans F , R(u,v) = Ry(u,v,1 —u —v) , de masse

p(u,v) = pr(u,v,1 —u —v).

Les fonctions O, et ©, sont choisies de la méme maniere qu’au paragraphe 2
et ,donc e = -1 .

3.1 Raccord G°

Les notations ci-dessous seront utilisées dans toute la suite du chapitre:
ll(ua v, w) = SBPU:JM (i’ja l‘a) € An' D](U, v, w)
et l(u,v) = L(u,v,1 ~u—-2v) , (u,v) €

De méme , r;(u,v,w) = SBPIri, (1,7, k) € An; D)(u,v,w)
et r(u,v) =ri(u,v,1 —u—v), (u,v) €A,

La condition générale de raccord G° a été obtenue au chapitre 2 :

Vv € [0,1] . TI(1(0,v)) = TI(r(0,v)) (7)

Nous l'utiliserons sous la forme affaiblie :

Yo € [0,1], [{0,v) =r(0,v) (8)

Pour vérifier (8) , il suffit de réaliser la condition suivante qui sera retenue
dans la suite du chapitre :

V(i k) € IN* | (0,7,k) € An, 1ok = loji (9)

Rappelons la notation ¢; = lgjn-j) -
La condition (9) entraine Yov € [0,1], p(0,v) = A(0,v)

3.2 Cassimple de raccord G? entre les triangles (SBR)
S et S,

La condition (9) est supposée satisfaite . Alors , d’apres la proposition 3.4.1
du chapitre 2 , pour obtenir le raccord G? entre les deux (SBR) S; et S,
le long de leur frontiere commune T, il suffit de réaliser le raccord G* "au
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dessus” , c’est a dire entre les ”surfaces triangulaires (SBP) de F 7 de
paramétrages respectifs £ et R.
Dans ce cas , 1" application des propositions du paragraphe 2 de ce chapitre ,
aux paramétrages polynomiaux £ et R, donne des conditions suffisantes de
raccordement G*, i € {0,1,2}.

3.3 Raccord G!: cas général

Il s’agit de traduire sur les réseaux massiques g et d le résultat du chapitre 2
qui est rappelé ici:

Proposition 3.3.1 :

Si la condition (9) est réalisée et avec la notation 1(0,v) = ¢(v) ,

le raccord G entre les surfaces S; et S, le long de T équivaut a l’eristence de
quatre fonctions

fivi € {1,2,3,4} de [0,1] dans R telles que:

Vv € [0,1] ,
[i(0).Ru(0,v) + f2(v).Lu(0,v) + f3(v).Lo(0,v) + fa(v).C(v) =0
efi(v).f2(v) <0

Des calculs analogues a ceux de la section 2 donnent la forme équivalente
suivante :

vv € (0,1],

fl(v)[éa%l(o,v,l -v) — %(0,1},1 - v)]

(10)
A 0,01 = v) = (00,1 - v)]

+f3(v)'[§a£vl(0’val - 'U) - %’-(O,v,l - ‘U)] + fq(v)£1(0,0,1 - v) =0

Remarquons que:
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L£1(0,v,1 — v) est un polynéme en v de degrén .
et que les trois fonctions :

[Z2(0,v,1 —v) — 8E2(0,v,1 — )],

[85(0,v,1 —v) — 85(0,v,1 — )],

et [22(0,v,1 —v) - 35(0,v,1 — v)]

sont des polynomes en v de degré (n — 1).

3.3.1 Premieére condition suffisante

Une premiére condition de raccord G! entre S; et S, le long de I est établie
dans cette section , en adoptant le choix suivant pour les fonctions coefficients
de la relation (10) :

Vi e {1.2,3}.
AV ) = ¥ _— A 2
Yo e [0,1] , filv) =aiv+ 3(1-v) (eBi) € R

fa(v) = a4 a; € R
La condition fi(v)fa(v) > 0 équivaut a :

a;0,B3(v) + 9—@;—(’4&3'}2(1*) + 3,4, B3 (v) > 0.

Cette condition équivaut a

{0]02>0. ,31,‘32>0

aa2/3,3; > (‘—C"ﬁ7;°25’ )

Remarque technique : vB™}(v) = J;{'T]B;‘H(v)

(1-v)Br(v) = 2L Br(v)




Apres réorganisation des indices ,nous en déduisons , pour tout n-uplet de
réels {u; 0 <j<n—-1})

n(aiv + Bi(1 = v)) —2- u; B (v) = ij(a.»juj-l + Bi(n — j)u;) B} (v)

avec la convention

Juj-1=0si =0 et (n—ju;=0sij=n

Expression de la condition de raccord G! dans la base de Bernstein
La remarque ci-dessus , appliquée sur les trois premiers termes de 1'égalité

(10) de raccord G?! donne :
J1(v)R.(0,v)

Jj=n
= Z [Olj(Rl(j—l)(n—j) —Ro(j—l)(n-—j+1) )+5l (n"j)(le(n—j-l) —ROj(n-j )]B?(U) s
=0

f2(v) L. (0,v)

J=n

= >_[02j(Laii-1)n-1) = Loi-1)(n-i+1)) FB2(n=5 ) (L1jnj-1) = Lojinmi )| B (v)
1=0

f3(v)L£,(0,v)

= Z [@3j(Loj(n-j) — Lo(j-1)(n-s+1)) + Ba(n = 7)(Lo(j+1)(n-j-1) —Loj(n-3)] B} (v)
J=0

Rappelons que : .
j=n
Clv) =) C;B}(v)

7=0
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La condition (10) équivaut a :

Vv € [0,1] ,

1=n

Y [a1j(Rii-1)(n-i) — Roi=1)(n=j+1) + B1(n = 5)(Raj(n-j-1) — Roj(n-3))) B} (V)

=0

j=n

+ Y leej (Lag-1)in-i) = Lo(j=1)(n-j+1)) + B2(n = ) (L1j(n-j-1) = Loj(n-7))1 B} (v)

j=0

j=n

+ Y lasj(Lojin-j) — Logi-1)(n=j+1) + B3(n = ) (LoG+1)(n-j-1) = Loj(n-3))1 B} (V)
j=0

Jj=n
+0, > C;. B} v) = 0.
=0

J:

La condition (9) de raccord G° donne:
V] € {0,’71} ,
C; = Loj(n-j) €t Cj = Roj(n-1) i

0 . . A . Id
Une réorganisation des termes et I’ applicationde ), conduisent au résultat
suivant qui tient compte du raccord G° .

Proposition 3.3.2 :

Sachant que la condition (9) est réalisée , une condition suffisante de raccord
G! entre les surfaces S; et S, est donnée par l'existence de 7 constantes
{a;y1 € {1,2,3,4}} et {Bi,1 € {1,2,3}} telles que :

V] € {0,,71} ’

Glj(r_l(j-l)(n-j) = ¢jo1)+ Bi(n - j)(_"lj(n-j-l) - ¢;) (11)
+eaj (h-1)n-5) = &-1) + Ba(n = 7)(hjn-s-1) — ¢5)]

+lasj(c; — cj-1) + Ba(n — j)(ciy1 — ¢;)] + aac; =0

cf la figure 4 (Il faut veiller a ce que a(v) = —% reste négatif.)
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| r
10(n-1) 10(n-1)
C

Raccordement G*1 entre deux triangles (SBR) (Relation(11) chapitre S
pour j=0),
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Raccordement G°1 entre deux triangles (SBR) (Relation(11) chapitre S
pour 1¢js n-1) .Une condition de compatibilité s'impose
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Fi | - chapi 5
]1(n—1)0 P r'1(n—1)o

Raccordement G"1 entre deux triangles (SBR) (Relation(11) chapitre
pour j =n ) .Une condition de compvatibilité s'impose
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3.3.2 Examen critique de cette proposition

La proposition précédente , d’origine algébrique constitue , en fait un systeme
() de n + 1 équations aux n vecteurs massiques inconnus

{r1jin-j-1) 3 0 £ j £ n -1} . Ce systeme est manifestement surdéterminé
et n’admet de solutions que si une condition de compatibilité est réalisée,
portant sur les vecteurs massiques . Traduite sur les quatre composantes
des vecteurs massiques , cette condition impose quatre relations entre les
constantes {e;,: € {1,2,3,4}} et {Bi,¢ € {1,2,3}} : la condition suffisante
de la proposition 3.3.2 semble peu commode a utiliser.

3.3.3 Ecriture de la condition de compatibilité

Le réseau massique g est supposé connu et il s’agit de déterminer un réseau
massique d assurant le raccordement G' entre les surfaces S; et S, . La
premiére rangée de ce réseau est donnée par la relation (9).

En revenant dans F , et en faisant varier j de 0 & n — 1, la proposition
précédente permet le calcul de Rip(n-1) , puis Riyn-2} 5 *** ,Puis Rin-1)0-
Il reste alors une relation & vérifier , correspondant a la valeur j = n .
Cette relation est compatible avec les n précédentes si et seulement si quatre
déterminants caractéristiques sont nuls ,chacun d’eux étant associé a une
composante dans la base B, soit , plus précisément :

Vk € {1,2,3,4} , det(M;) =0
M étant la matrice (n + 1,n + 1) suivante :

les réels {v;’c , 1 <k<4,0<j < n} désignant les coordonnées dans la
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base B de F , au dessus de (01,7, ;,7;) des (n + 1) vecteurs connus de F |
avec :

Vi = =laaj(Lig-1)n-j) = Ci-1) + Ba(n = §)(Lajin-j-1) = C5)]
+013C(-1) + Bi(n = 5)C;
—[a3j(C; = Cj-1) + Ba(n — 7)(Cis1 — C;)] — 0uC;

Lemme 3.3.1 En développant le déterminant de la matrice M, en util-
isant une méthode de Gauss ,nous montrons que la condition de compatibilité
s’écrit:

kn—lk -—-lkV_ =0
Z( ) n-—k (Bl) n-k
Corollaire

Proposition 3.3.3 La condition de compatibilité trouvée ci-dessus est vérifiée
pour le choir suivant des coefficients:

{ Qg = 0

o o a

A A

ce qut correspond auz fonctions :

{fm»=@@p+u—v»iemﬂﬁ}
fa(v) =0

Preuve:Nous utilisons la propriété :

Vi e {1,2,---,n} , (n—j+1)<jzl>=j<;>

Soit j € {1,2,---,n}:
dans la condition(12) , le coefficient de (£;(j-1)(n-j) — Cj-1) est :

n

(-ay=grtios () -m-s+va( ;7)) ¢
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= (_1)n-j+l(%f)n—j31;j ( ;1 ) [@2f1 —a18;) =0

celui de (C; — Cj-1) est:

(- lies () ~m-sena( ;7))

= (_1)n—j+l(%‘11)n-j31;j ( ? ) [Qaﬂl - alﬁa] =0
celui de C(;-1) est :
n

ogrlion (1) - -iwna (7 ) g0

Alors, la relation de raccord G? :

Yv €{0,1] ,
f1(v)R(0,0) + f2(v) £u(0,0) + f3(v)L(0,v) + fa(v)C(v) =0

peut étre simplifiée par (%llv + (1 —v)) et s’écrit:

BIRU + ﬂZ‘Cu + ,B3£u = 0]-‘

égalité qui exprime le raccord G! dans F entre les surfaces paramétrées par
L et R avec des fonctions coefficients qui sont constantes.Nous retrouvons
les conditions de la proposition 2.3.2.

3.4 Autre condition suffisante de raccord G!

Elle sera obtenue en réalisant une élévation de hauteur sur le réseau g et en
choisissant les fonctions f; ,¢ € {1,2,3,4} constantes : :

Vi € {1,2,3,4}
Vo e (0,1] , § fi(v) =« o € R
{ a;ay >0
La surface S, sera recherchée comme une (SBR) de hauteur n+1 , de réseau
massique :

d={rix , (4,3,k) € Anpr}-
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Rappelons que:

j=n

cv) = ¥ By (o)
J=
En outre ;
6R1 aRl
[—8-2;—(0, ’0,1 _ v) - —a—w—(O,v,l - v)]

ij=n

= (n+1) Y B}v)[Rijin-s) — Rojns1-)] »
3=0

6£1 aAcl
[‘55'(0,”,1 —v) - 7975(0’”’1 - v)]
j=n
=(n+1) Y BMv)(L = Dijinog) = (£ = Dojns1-)] »
=0

aACl 851
5 (00,1 =) = ==(0,v,1 = v)]

I=n

=(n+1)Y BHO)(L — Dogstyn-s) — (£ = ojtns1-5)] -

i=0

Alors , le traitement de la condition:

fl(v)[%l((),v,l -v) — %&(O,v,l - v)]

w

+12(0)[50,0,1 ~ v) = 52(0,v,1 — v)

w

+/3(v)[32(0,v,1 = v) = §2(0,v,1 — v)] + fa(v)C(v) =0

A=l
et 'application de ) , donnent le résultat ci-apres:
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Proposition 3.4.1 :

En supposant réalisée la condition (9), une condition suffisante de raccord
G entre S et S, se traduit par lezistence de quatre constantes

{ai,1 € {1,2,3,4}} telles que :

0102>0
Vje {0,"',71} ’

al[rlj(n—j)"rOj(n+l-j)]+a2[(l - l)u(n_,-);-(l - 1)01(n+1—j)]
+as[(l = Dog+1yn-i) = (I = Lojine1=5)] + 245¢; =0

Comme les points du bord .
Rojnt1-4) = w5y LoGi-1)(n+1-3) T “mgr- Lojin-j) » 0 S j S+ 1,

sont connus par la relation (9) , la proposition permet le calcul de
{Rijn-5) ,0 <5 <n}
cf la figure 5

3.4.1 Nombre de degrés de liberté

Cette proposition donne 3 degrés de liberté car a; = 1 ne restreint pas la
généralité du probléme . En outre il faut veiller a ce que a(v) = —-‘% reste

négatif. On construit une surface S, rationnelle de hauteur (n + 1) et rien
ne peut assurer qu’il est possible de la ramener a une hauteur n.

3.5 Raccord G?

Traduisons sur les réseaux massiques d et g le théoréme général vu au chapitre
2: Dans un premier temps ces deux réseaux sont supposés de hauteur n.

La condition de raccord G? entre S; et S, le long de I' équivaut a I’existence
de quatre fonctions h;,i € {1,2,3,4) définies de [0,1) dans IR, (hy(v) #0)
telles que :




hauteur n+1
hauteur n

Elévation de hauteur & gauche et obtention de la premiére rangée du réseau massique

de la surface triangle(SBR) de droite :(rectangles blancs) 142-bis
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VAV,

//
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hauteur n+1
hauteur n

Obtention de la deuxiéme rangée de vecteurs massiques de la surface
(SBR) Sr , & partir des deux réseaux de la surface Sl. (j=0)
D'aprés la proposition 3.4.1 du chapitre 5




hauteur n+1
hauteur n

Obtention de la deuxiéme rangée de vecteurs massiques de la surface
(SBR) Sr , & partir des deux réseaux de la surface SI. (j quelconque)
D'apreés la proposition 3.4.1 du chapitre 5
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142-5

hauteur n

Obtention de 1a deuxiéme rangée de vecteurs massiques de la surface
(SBR) Sr , 4 partir des deux réseaux de la surface Sl. (j =n)
D'aprés la proposition 3.4.1. du chapitre S




Yv € [0,1],
b1 (v) (352 Rua(0,0) = 2 £44(0,v) = 20bL4,(0,v) — 12 L4y (0,v))
+h2(v)Lu(0,v) + h3(v)L,(0,v) + hy(v)C(v) =0

Ici , a cause de la condition (9) , %g% =1.

De plus on sait que :
Ruu(0,v) — a®(v).L44(0,v) — 2a(v)b(v) L0y (0,v) — b2 (v) L40(0,v)
=n(n—-1) ) GuB}™?,

(2.:k)€BR
avec

V(j, k) € IN? | (2,5,k) € A,

Gik = Rajk — 2Rujk+1) + Rojiesz) — 2 (v)[L2jx — 2L1j(k+1) + Loj(k+2)]
—2a(v)b(0)[Lagank = Lajikrr) = Logi+1)e+1) + Loj(k+2)]
—b*(v)[Log+2yk — 2Log+1)(k+1) + Loj(k+2))

Remarque: Le choix h4(v) = 0 donne le raccord G? entre les deux sur-
faces (SBP) de F ,triangulaires de hauteur n , paramétrées par £ et R .La

proposition 2.5.1 donne une condition suffisante pour réaliser un tel raccord
lorsqu’on choisit en plus hy(v) = 0 et hz(v) = 0.

3.5.1 Premiére condition suffisante de raccord G?

Remarque technique: v?B}™%(v) = Uit g (4))

n{n-1) Jt+2

v(1 — v)BF~?(v) = izl g ()

- n(n-1) J+1

(1 = v)?B}%(v) = L=dlez=ll p(y)

n(n—-1)

Alors , étant donné le triplet de réels {a, 8,v} , des réorganisations d’indices
conduisent a la formule générale suivante , valable pour des coefficients réels
(u;,0 < j < n —2) quelconques:
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j=n-2

n(n —1)] Z u; B} 72(v)][av? + Bo(1 — v) + 7(1 — v)?]

z: (i = Dujoa + B3(n = usor +9(n = §)(m = § = ;] B (0)

avec la convention :

VieIN, kaj=0si k=0.

3.5.2 Raccord G? entre S; et S,

Dans cette section , le choix du paragraphe (3.3.1) est conservé pour les
fonctions coefficients de la relation du raccord G! :

Vi € {1,2,3}
Vo drefulbmoastainBelhomv)-banlls) GRS

fa(v) = a4 as € R

Alors a(v) = -;fg:j et b(v) = _ﬁ z

Les fonctions k; , 1 € {1,2,3,4} sont choisies de la maniere suivante:

[ Vv € [0,1]
hi(v) = fi(v)

! vie {23,
hi(v) = viv + &(1 —v) (v, 6) € R?

ha(v) = 74 14 €R
Le choix de h, est motivé dans un but de simplification .

Il s’agit maintenant de trouver une condition sur les vecteurs massiques pour
que la relation suivante soit satisfaite :
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Vv € [0,1] ,

[e1v + B1(1 = v)]2Ruu(0, v) — [a2v + B2(1 — v))*Luu(0,v)
—2[azv + B2(1 — v)][esv + Bs(1 = v)]Luu(0,v,1 — v)
-—[03'0 + ,33(1 - v)]zcvu(ov 'U) + [72” + 62(1 - v)][,u(O, U)
+[vav + &3(1 = v)]L,(0,v) + 7C(v) =0

En utilisant les relations vues au début du chapitre , tout peut étre exprimé
dans la base de Bernstein {B},j € {0,---,n}} , ce qui donne, apres appli-

-1
cation de )

VJ € {0,,71} ’

[@?7(5 = 1)[rag-2)n-i) — 2r1(-2)(n-j+1) F T0(-2)(n-i+2)]
+2B1015(n = J)[rag-1)(m=s=-1) = 2r1(j-1)(n=3) F Toi=1)(n-j+1)]
+B8i(n = j)(n = j = Dlrzjn-j-2) = 2r1j(n=j-1) + T0j(n-s)

—a3j(j = 1)[12gj—2)(n-j) = 2l (j-2)n-j+1) + lo(i-2)(n-j+2))]
=2B02j(n = j)lla(-1)(n-s-1) = 2i=1)(n=3) + loi=1)(n=j+1)]
=B2(n — 7)(n = j = Dllgjtn=j-2) = 2hjn-j-1) + loj(n-)]]

~2{ea3j(j = Dhi-1)(n-i) = hig-an=i+1) = l=1)m-i+1) + lo-2)(n-5+2)]
+(Ba02 + B203)j(n = j)[lj(n-i-1) = liG=1)(n=3) = loi(a=3) + loti-1)(n=j+1)]
+8285(n = ) (n = j = Dlh+1)n-i-2) = Wjin-i=1) = bog+1)(n=3-1) + loj(n-]}

—a3j(j = Dllojn-) = 2logi-1)n=3+1) + lo-2)(n-i+2)]
~2fa05(n ~ DloG+1)(n=5-1) = 2loj(n=3) + logj-1)(n=s+1)]
—B3(n = 5)(n = j = Dllois2)in-j-2) = 2lo(i+1)(n-i-1) + loj(n-)}

+72.7:[11(j-1)(n—j) — lo=1)in—j+1)] + 52(71‘— Njn=j+1) = lojn-))
+737 [le(n—j) - IO(j—l)(n-j+1)] + 83(n —J)[10(1'+1)(n—j+1) - IOJ(n—j)]
+7Yaloj(n-5) = 0

Les indices qui n’appartiennent pas 4 A, sont des notations de commodité
sans importance dans les calculs car les coefficients des termes ou ils seraient
susceptibles d’intervenir s’annulent.

D’ou le résultat obtenu apreés réorganisation des termes:
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Proposition 3.5.1 :

Sachant que les conditions (9) de raccord G° et (11) de raccord G' sont
réalisées , une condition suffisante de raccord G? entre les deuz surfaces
S, et S, le long de T est acquise par lezistence de 5 constantes arbitraires

{vi,1€{2,3,4}} et {6, 1 € {2,3}} telles que:
01i(j = Dlragi-2)n-i) = 2r1i-2)(n-s41) + To(i-2)(n=5+2)]
+2B1005(n = 7)lra(i-1)(n-i-1) = 2M1G-1)n=3) F T(i=1)(n=j+1)]
+81(n = j)(n = § = Dlrajin-j-2) = 2r1j(n-j=1) + T0j(n-3)]

0337 = Dhj-9)n-3) = 2B20ai(n = 3)lai-1)(n-s-1)
=B3(n —J)(n = = Dlyjn-j-2)

+[2a37(j — 1) + 2a2035(j = D}li(j-2)n-j+1)
+[4B005(n = §) = 202035 (7 — 1) + 2(Bscz + Paaz)j(n — ) + v2illi(i-1)(n-1)

+[282(n = j)(n = j = 1) = 2(Bs0z + Baa3)j(n — J)
+28:83(n — j)(n -5 —1) + 6a(n — j)]llj(n—j—l)

=28;83(n — 7)(n — j — DliG+1)(n-j=2)
+[—a2j(j = 1) = 2az037(7 — 1) — a35(5 — D))loj-2)(n-j+2)

+[-2B82a2j(n — j) + 202035 (j — 1) = 2(Bs0z + Br3)j(n — j)
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+203j(j — 1) + 2B3a3j(n — j) — 72 — Y37 )lo(i-1)(n-j+1)

+[=Bi(n —j)(n—j = 1)+ 2(Bzaz + Bra3)j(n — j) — 2B:P3(n — j)(n —j = 1)
—a3j(j — 1) +4Bsasj(n — j) = B3(n — j)(n—j - 1)
—by(n — ) + ¥3j — b3(n = ) + Ya)lojn-i)

+[63(n —j) +28(n—j)(n-j—-1)
—2B30a3j(n — 3) — 2B203(n — j)(n — j = 1))loGi+1)(n-j+1)

—B3(n — j)(n — j = D)log+2)n-j-2)

=0

3.6 Figure 6

Cette figure montre que la proposition précédente permet le calcul des vecteurs
massiques de la deuxieme rangée soit :

{r2j(n-j-2),0 <7 <n—2} En effet pour § = 0 on obtient le vecteur massique
T20(n-2)

puis , pour j = 1 on obtient le vecteur massique ry;(n-3) dans un calcul
utilisant la valeur de r2o(n_2)

Enfin , pour j > 2 on obtient 73;(n—;-2) dans un calcul faisant intervenir les
deux vecteurs massiques ra(j_1)(n-j-1) €tb Ta(j_2)(n-j) -

Cependant cette condition suffisante est difficile & utiliser car elle constitue ,
en fait un systeme de n+1 équations aux (n —1) vecteurs massiques inconnus
{r2i(n-j-2,0<j <n -2}

Il y a deux conditions de compatibilité a satisfaire ce qui amene huit relations {}
(non linéaires) entre les constantes qui interviennent. |

3.7 Construction d’un triangle (SBR) de hauteur n+2
, raccordé G? au triangle S
Deux élévations de hauteur sont réalisées sur le réseau massique de contréle

du triangle (SBR) S et , alors , on obtient trois réseaux massiques de controle
pour ce triangle (SBR) :
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Figure 6-chapitre 5

Proposition 3.5.1. du chapitre 5

Raccord G2 entre deux triangles (SBR)
Obtention de Iz
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Figure 6 - chapitre 5

2
Raccord G entre deux triangles (SBR)
Obtention de r21(n_3) a partir de la proposition 3.5.1. chapitre 5
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Figure 6 - chapitre 5
Proposition 3.5.1 du chapitre 5

2<j<n-2

Raccord G 2 entre deux triangles SBR
Obtention de T'zjn-j-2)

147-4




Figure 6 - chapitre 5

Proposition 3.5.1 du chapitre 5

Il vy a deux relations de compatibilité :
(=n)

j = (n-1) posent des problemes et exigent une condition de compatibilité.
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{lijk . (i, F) € An)

{(l _— l)sz ) (inja k) € An+1}

{(l R— 2)”": ’ (2a]’k) € A'n+2}
Le passage du premier réseau massique aux deux autres est expliqué au
chapitre 1.
Alors , avec nos notations nous pouvons exprimer de trois fagons £ (u, v, w):
Li(u,v,w) = SBP[L;;, (1,7, k) € A,)(u,v,w) (formulation 0)
Li(u,v,w) = SBP{(L — 1)k, (1,7, k) € Ant1)(u,v, w) (formulation 1)
Li(u,v,w) = SBP{(L — 2)ijk,(i,7,k) € Anta)(u, v, w) (formulation 2)

Dans la relation générale de raccord G? ,
Yo € [0,1],

hl(v)(;A(g—;g.m,,(o, v) — %L, (0,v) — 2abLy,(0,v) — L, (0,v))
+ha(v) L4 (0,v) + h3(v) Ly (0,v) + hy(v)C(v) =0

d'une part , on cherche S, comme une (S BR) de hauteur (n+2) , d’autre part,
on choisit les fonctions coefficients constantes (notées h; , 1 € {1,2,3,4}) et,
la formulation de la fonction £, qui permetl’écriture de chacun des termes
sous forme (BP) de longeur n.

Donc , & partir du réseau {Lijk ,(i,j,k) € A,} on construit le réseau
{Rijk ,(i,7,k) € Antz2} de la facon suivante:

3.7.1 Raccord G°

La condition (9) est réalisée si: Rojr = (L — 2)ojk , V(4, k) |(0,7,k) € Dny2
La premiere rangée du réseau {Rijk ,(i,7,k) € An42} est déterminée.

3.7.2 Raccord G!

Les fonctions {f; ,? € {1,2,3,4}} sont choisies constantes et de fagon simi-
laire & la démonstration de la proposition 3.4.1:
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fHif: >0

V(j,k) € IN* |(1,5,k) € Bnyz

~hiRajk = =fil(L = 2)ojnt2-5)]

+Hl(£ = 2ijme1-5 = (£ = 2)ojns2-5)]

+[(L = 2)orn)mir-i) = (£ = Dojinsz-)] + 75(L — Dojns1-5)

Cette égalité donne la rangée {Ryjin41-5), 0 <J <n+1}.

3.7.3 Raccord G*

Ici les fonctions a et b sont des constantes soit
a= —ff- et b= —% .Les fonctions h; , 7 € {1,2,3,4} sont choisies constantes
avec h; # 0.

Ruu(0,v)—a2 L, (0,v)—2abL,,(0,v)~b*L,,(0, v) calculé avec la formulation 2
de L, est une courbe (BP) de hauteur n .

L£.,(0,v) et £,(0,v) , calculés avec la formulation 1 sont des (BP) de hauteur
n.

C(v) , calculé avec la formulation 0 est une (BP) de hauteur n.

D’ou la proposition suivante permettant de calculer la troisieme rangée de
points du réseau {Rijk ,(i,7,k) € Apya}:

Proposition 3.7.1 La condition de raccord G* entre les triangles (SBR) S
et S, se traduit par les n relations auz n inconnues {Rajn-j) 0 <7 <n}:

V(j, k) € IN* | (0,5, k) € An

hi(n + 2)(n 4 1)[Rajk — 2R1jk+1) + Rojk+2)]

—a*[(L — 2)ojk — 2(L — 2jk+1) + (£ — 2)oj(k+2)]

—2ab[(£L — gk — (£ — i) ~ (£ — 2og+nyker) + (L — 2)oj(k+2)]
=b*[(L — 2)ogi+aik —2(£L — 2)oG4n)k+1) + (£ — 2)oj(k+2)]]

+hy(n+ 1)[(L — )ik — (£ — Dojk+1))]

+hs(n + V(L — Doj+r — (£ — 1ojk+1))]

+h4£0jk = 0
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cf la figure 7

3.7.4 Remarque

La surface S, obtenue est de hauteur (n+2) et , a priori , ne pourra pas étre
ramenée a la hauteur n.

150




hauteur n
a gauche

hauteur
n+1 @
gauche

. hauteur
(n+2)

des deux
cotés

hauteur n+2

hauteur n

Double élévation de hauteur & gauche et obtention de la troisiéme rangée du réseau
massique de la surface triangle(SBR) de droite :(triangles) 150-bis




SIXIEME CHAPITRE

Exemple de triangle (SBR) raccordé G?
a un carreau (SBR).

1.La sphere comme surface (SBR) rectangulaire.
Définition de S,.

2.La sphere comme surface (SBR) triangulaire de hauteur 2.
Définition de S;.

3. Etude du raccord G? entre les surfaces S et S..
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Exemple de triangle (SBR) raccordé G* &
un carreau (SBR)

1 La sphére comme surface (SBR) rectangu-
laire

— P e

L’espace affine associé a IR® , £ , est rapporté au repere (4, 1,7, k)
(X°) est la sphére de centre 2, et de rayon 1.

Fiorot et Jeannin ([34] , paragraphe 6.3.2 page 166) montrent que la sphére
(3) est le support d’une surface (SBR) rectangulaire. Quelques éléments de
leur démonstration sont rappelés ici.

La droite joignant le point C(0,0,1) et un point (u,v) du plan zQ,y coupe
la sphere unité en o(u,v) , de coordonnées:

I = 2u
u? -}-2'02 +1 -
v

Y= TP +1

_ur4vi—1
P=urhE

u

(11 suffit pour le vérifier de déterminer 1’équation paramétrique de la droite
en question

T =Au; y—Av z=1-M)€R

La relatlon 2+ y? + 22 = 1 ameéne aussitét A = 0 ou bien A = w)

Alors (T°) est le support de la surface o , rationnelle , de R? dans & telle que
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X =2U0T

Y =2VT
Z=U*+V2_T?
W=U*4+V?4+T?

Et , en notant S(u,v) le point de F de coordonnées cartésiennes

X =2u

Y =2
Z=u*+0v*-1
W=ul4v+1

on obtient o(u,v) = IQ(S(u,v)) . De ce fait , comme S est une surface
(SBP) de longueur 2 et de largeur 2 dans ’espace F , Fiorot et Jeannin
mettent la surface (})

sous la forme de surface (SBR) rectangulaire dont le réseau massique r est
donné par le tableau suivant:

i\i 0 1 2

2 ((0309'1);1) ((Ovl"l);l)) ((07130)32)

10 ((L0-151) | ((1L,1,:1)51) | ((3:1,0):2)

0 || ((1,0,0;2) | ((1,3,0)2) | ((3,%,2):3)

Pour I’exemple développé , S, désigne le carreau (SBR) défini sur
[0,1]® par le réseau massique r ainsi obtenu -cf la figure 1.

En reprenant les notations du chapitre 1 on obtient le paramétrage R suivant
pour la surface 5,

R(u,v) = I R(u,v))
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Chapitre 6-figure 1
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(0.0.4)
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avec R(u,v) = SBP[R;;,0 <1 <2,0 <j <2(0,1]*(u,v)
les R;; , définis par Q (ry;) R

A

Q1R,; étant donnés par le tableau:

i\i 0 1 2
2 | (0,0,-1,1) | (0,1,-1,1)) | (0,2,0,2)
1§ @011 (1,1,1,1) | (1,2,0,2)
0 | (2,002 | (2,1,02) |(221,3)

2 La sphére unité comme surface (SBR) tri-
angulaire de hauteur 2

Les principaux points de ce paragraphe sont extraits de [34] page 169.

() désigne toujours la sphére unité et on prend le repére barycentrique de
R

(a,b,c) défini par a = (1,0);6 = (0,1) et ¢ =(0,0).

En utilisant les relations A\ = u; py =vetv=1~u—-v, le point de F,
S(u,v) ,défini précédemment , possede les coordonnées cartésiennes:

X =2

Y =2u

Z=XN4u?-1

W=A4+pu?+1

soit encore , en tenant comptede A+ u+v=1:
X =2)24 2 p+ 20y

Y =2u%+ 2 p+ 2pv

Z = —(v¥ 42 u+ 2 v + 2uv)

W o=2X2 4+ 2u? + v% + 2)u + 2Av + 2uv
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Ceci amene la relation :

a(u, 'U) = HQ( Z Bz?jk(#’y’ A)gijk)

(iajvk)eAZ

ou les points de F , £;x sont donnés par:

8020= (000, _1a1)
Eno = (O’Ia_lvl)
8200 = (0’2’072) 8011 = (1703 "131)
5101 - (1,1,—1,1)
8002 = (270»0’2)

Comme la sphere (3°) est symétrique par rapport au plan 0,z , en changeant
toutes les deuxiemes coordonnées en leurs opposés , on obtient un autre
réseau massique triangulaire de hauteur 2 pour la sphére unité.

Soit alors S; le triangle (SBR) défini par le réseau massique obtenu
a partir des points L,ji, (4,7, k) € A, donnés par:

Lozo = (0,0, -1»1)
EllO = (Oa "1’ "19 1)
L2090 = (0,-2,0,2) Lon =(1,0,-1,1)
£101 = (1,—1,—1,1)
Loo2 = (2,0,0,2)

Les notation suivantes sont reprises du chapitre 6:

Ly(u,v,w) = SBP[Lik, (1,7, k) € As)(u, v, w).

Ly(u,v,w) = NQLy(u, v, w)).

Un paramétrage de S; sur A; = {(u,v) |u+v<1,u>0; v>0}
est donné par L(u,v) = Ly(u,v,1 —u —v)
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(0,1) (1,1) (0.1)

0,0) 0,1) (0.0) (0,1)

Les orientations des frontiéres des domaines sont identiques
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3 Etude du raccord entre les surfaces S; et

Sr

Dans ce paragraphe A; = {(u,v) |[u+v<1,u>0; v >0}
et A, = [0,1]?

Le c6té commun des deux domaines de parametres sur lequel le raccord est
étudié est T = {(0,v) v € [0,1]} ; comme le montre la figure 2 , ce coté
induit la méme orientation sur les frontieres des deux domaines A, et A, et
la valeur de € est —1

Les deux surfaces S; et S, admettent pour support la sphere unité et , en
outre , partagent la {rontiere commune I' | quart de cercle défini par:
y=0;224+22=1; ,-1<2<0;0<z<1

Donc , les deux surfaces S; et S, sont raccordées G? le long de T .

3.1 Raccord GY entre S; et S,

Ici comme le montrent les tableaux des vecteurs massiques

Vj € {0,1,2} Lojiz-j) = Ro;

De ce fait , en reprenant nos notations , Ve € [0,1], L(0,v) = R(0,v)
Le raccord G° est manifestement réalisé.

3.2 Raccord G! entre les surfaces 5; et S,
3.2.1 S, et S5, partagent le méme plan tangent le long de I

Il s’agit , dans cette section . de rechercher les quatre fonctions fy, f2, f3 et
fa de [0,1] dans IR vérifiant :

Yv € ]0,1], )
( ) u(Ovv) + f?( )L.(0,v) + fal U) (O,U) + f4(’U)C('U) =0

Dans le repere B:

C(v) = (2(1 = v)* + 2v(1 = v),0,=2v(1 —v) — 03,1+ (1 —v)?)
C(v) = (2(1 = v),0,=v(2 —v),1 + (1 —v)?)

Alors £,(0,v) = (=2,0,-2(1 —v), =2(1 = v)).
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Les résultats vus sur les triangles (SBR) donnent:
L£.(0,v) = 2BP[(L101-5) — Lojz-3)) » 0 < 5 <1;[0,1])(v)
L.(0,v) = 2[(1 = v)(L1o1 = Looz) + v(L110 — Lonr)]
L£.(0,v) = (=2,-2,-2(1 — v), =2(1 — v))

En utilisant les résultats vus sur les (SBR) rectangulaires , on obtient:
Ru(0,v) = 2BP[A"Ro; , 0 < j < 2(0,1])(v)
R.(0,v) = (0,2,0,0)

Alors les fonctions fy, f,, f3 et fy vérifiant la relation (1) , sont solutions du
systeme suivant:

—2f2 —2f3+2(1 —U)f4 =0

2i-2f,=0

2(1=-v)f=-2(1 =v)fs—v(2—=0v)fs =0

21 =v)fa =201 =) fs+ (1 +(1 —v)*)fs=0

S 1
L . . f2 _ 1
D’ou le résultat : = Ja(v).
f3 -1
fa 0

D’apres le chapitre 2,

Vo € [0,1], R,(0,v) = a(v)L,(0,v) + b(v).L,(0,v)

avec

ou encore
a(v) = -1 et b(v)=1

Nous observons que Vv € [0,1] , ea(v) > 0, ce qui est attendu pour le
raccord G'.

3.3 Raccord G? entre S et S, le long de T
L4(0,v) = 2(L110 — L101 — Lot + Looz = (0,0,2,2)
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L,4(0,v) = 2(Lozo — 2Lo11 + Looz = (0,0,
L4u(0,v) = 2(L200 — 2Ly01 + Loo2) = 2

Les résultats connus pour les surfaces rectangulaires donnent:
Ruu(0,v) = 2BP[A®Re;,0 < j < 2;(0,1]](v)
Ruu(0,v) = (0,0,2,2)

On en déduit sans difficulté:

Ruu(0,v) — a?(v) L4 (0,v) = 2a(v)b(v) L4p(0,v) — b*(v) L, (0, v)

= (0,0,2,2) - (0,0,4,4) + 2(0,0,2,2) — (0,0,2,2)

= (0,0,0,0)

Ceci permet de conclure aussitét au raccord G? entre les surfaces S; et S, le
long de T'.

Ici , comme le systéme {£,(0,v), £,(0,v), £(0,v)} est libre, les fonctions de
la relation (23) du chapitre 2 sont:

h1=1,
hy=0;
h3=0;
h4=0
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Chapitre 7 : Annexe I

~

Les notations de cette partie annexe sont celles du premier chapitre. £=R3 .
L’ espace affine £ est muni du repere (2, €1, €2, €3).

Dans .7-' on note B le repére assocxe, soit B = {61,62,63,991}

Soit V = v1.€1 + V2.€3 + U3.€3 + Vs. QQI un vecteur de F.

On désigne par V= v1.€1 + V3.€; + V3.€3 sa projection sur £ parallelement
au vecteur Qf);.

1 Lemmel

Lemme 1 Si {174,1 <t <4} est un systéme de rang 3 , de quatre fonctions
vectorielles polynomiales de [0,1] dans .f', linéairement dépendantes. tel que
le systéme extrait {17,-,2 <1< 4) est libre et que Det(Vs, Vi, V;) # 0,

alors les fonctions {f;,1 < i < 4}, non toutes nulles ,vérifiant la relation :

voel0,1], . .
Silv)Vr + fa(0)Ve + f3(v)Vs + fa(v) Ve = O

sont bien déterminées @ une fonction q(v), facteur multiplicatif pres, non
nulle:

(1)

fi(v) = =q(v).De(V3, V3, Vi)
fz(v) = g(v).Det(V4, V3, Vi)

fa(v) = q(v).Det(V, Wi, Vi)

fa(v) = q(v).Det(V, V3, i)

Preuve: On suppose v fixé quelconque dans [0, 1].
La relation (1) peut étre considérée comme un systéme linéaire de quatre
équations aux quatre inconnues {f;,1 < ¢ < 4}, homogéne et de rang 3 .
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De ce fait , il y a indétermination d’ordre 1 et P’espace des solutions est de
dimension 1.

L’hypothese : le systéme extrait {1-/‘,-,2 < i <4} est libre

conduit a choisir pour inconnues principales les trois inconnues {f;,2 < i < 4}
et a laisser le choix de f;(v) libre.

Alors , comme le déterminant Det(V;, Vs, 17;) # 0 , les formules de Cramer,
appliquées au systéme "principal™: .

f2(v).Va + f3(v).V3 + f.;(v).V; = — f1(v).Vi donnent directement:

— . Det!ﬂ,VsJ?!!
f2(v) - fl(b)Det(Vz, 3, V4)
_ Deth ,\7.V!
fa(v) = "fl(v)‘pet(vz. ;.Vi)

Det(V3, V3 V4
fa(v) = —fx(v>'DZi 72,7‘-'3'3 ,;':)
N — Det(V3. V3 Vy)
fl(l’) - f](v)'Det(Vz,"syvi)

ce qui donne le résultat du théoréme en posant ¢(v) = —__,1;}7-&“{;2 ”3 ;
) 1 ¥4

1.1 Remarque

En raison de ’hypothese :Det(\?;;,\%, \74) #0,
la fonction f; est différente de la fonction nulle.

1.2 Remarque

Supposons que les fonctions vectorielles {1-)‘.-,1 < 1 < 4} soient polynomiales
de degrés respectifs n; , 1 < < 4.

Alors , au facteur multiplicatif pres g(v) , on peut dire que :

f1 est polynomiale de degré in férieur ou égal a ny + nz + ny

f2 est polynomiale de degré inférieur ou égal any + nz + ny

f3 est polynomiale de degré in férieur ou égal @ ny + ny + ny

f4 est polynomiale de degré inférieur ou égal a ny + n3 + n,
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2 Application

Dans le travail présenté, on prendra, comme dans le chapitre 2 :
1_}:1 fonction polynomiale de degré n
lf? = Lu(uo, v)
lﬁj = ﬁu(UO, ’U)
Vi = C(v) ‘
L désignant une fonction polynomiale de degré n par rapport a la variable v:

L:ZA]—)]‘-.

avec les hypotheses :

{(uo,v), v €[0,1] } est un c6té de 4,

C(v) = L(uo,v)

Vo € [0,1] {L.(uo,v), Ly(uo,v)} est libre.

En reprenant le lemme ci-dessus , nous obtenons:

Corollaire 1 Si le systéeme {L,(uo,v), L,(uo,v), L(uo,v)} est libre et que
les quatre fonctions , non toutes nulles , {fi;,1 < i < 4} de [0,1] dans R
vém’_ﬁent:

iV + faLu(uo,v) + falo(uo, vy + fuC(v) =0

alors , a un facteur multiplicatif prés non nul ,

f1 est un polynéme de degré inférieur ou égal ¢ 3n — 1,

f2 est un polynéme de degré inférieur ou égal @ 3n — 1,

fa est un polynéme de degré inférieur ou égal d 3n ,

f4 est un polynéme de degré inférieur ou égal ¢ 3n — 1.

3 Lemme 2

Dans cette section, soit V = v;.e; + v;.€3 + v3.e3 + v4.2§); un vecteur de F
On désigne par Z = v;.e; + v;.e2 sa projection sur le sous-espace vectoriel
engendré par{e;,ez} .

Lemme 2 Si {]2-,1 <t < 4} est un systéme de rang 2, de quatre fonctions
vectorielles polynomiales de [0,1] dans F , linéairement dépendantes,
tel que le systéme extrait {V;,1 <1 < 2} est libre et que Det(Z,,2;) # 0,
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alors il eziste des fonctions, non toutes nulles , vérifiant la relation :

voelo1),
fi(v) V1 + fo(v). V2 + f3(v). Vs + fa(v ) =0g

En outre , les quatre fonctions {fi,1 < i < 4} sont déterminées par la
connaissance de deuz fonctions non nulles , quelconques :

q et r de [0,1] dans IR grice auz relations:

11(v) = 9(v).det(Zs, Z) + r(v).det(Zs, Z)

f2(v) = g(v). det(Zl, Za) +r(v ).det(Zl, Z,)

f3(v) = —q(v). det(ZhZz)

fu(v) = —r(v).det(Z,, 7))

(2)

Preuve: On suppose v fixé quelconque dans [0,1]

La relation (2) peut étre considérée comme un systéme linéaire de quatre
équations aux quatre inconnues {f;,1 < i < 4}, homogene et de rang 2 .
De ce fait il y a indétermination d’ordre 2 et I’espace des solutions est de
dimension 2.

Le systeme extrait {1_7‘;,1 <t < 2} est libre, ce qui conduit & choisir pour
inconnues principales les deux inconnues {f;,1 < ¢ < 2} et a laisser le choix
de fa(v), fa(v) libre.

Alors , comme le déterminant Det(Zl,Zg,) est non nul , les formules de
Cramer apphquees au systeme ”principal”:

fi(v). Z] + fa(v).Za = —f3(v). Zz — fa(v).Z4

donnent dlrectement 2 77
DCNZ ! Det! 4 ’

hv) = —fa(v )Det(Z: Al —f4(v)'Det(Z],Z:)
— _ Det(Z1,2s Det(Z,,Z,

falv) = —fo(0). BEGL _ 1,(v) Bet2)

et(Z,2;)
fa(v) = fs(v)'gei(fig)

— Det Z:,Z-z
fa(v) = f4(v)-3€%(7;721)
ce qui donne le résultat du théoreme en posant g(v) = _D—etf(%,ﬂ?{i

N /1 ) I
et T(v) - Det(‘Zl,Zg)
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3.1 Remarque

Supposons que les fonctions vectorielles {12-,1 < i < 4} soient polynomiales
de degrés respectifs n;, 1 <1 < 4.
Alors ,en choisissant g(v) = 1 et r(v) = 1, on peut réaliser la condition (2)
avec des fonctions {f;,1 <1 < 4} vérifiant:

f1 est polynomiale de degré in férieur ou égal a Sup(ns + ng,ng + n2)

f2 est polynomiale de degré in férieur ou égal a Sup(n, + nz,n1 + n4)

f3 est polynomiale de degré in férieur ou égal a ny + n,

f4 est polynomiale de degré in férieur ou égal a ny + n,

4 Application

Nous reprenons les notations de la section 2 et , & une numérotation pres ,
nous appliquons le lemme ci-dessus.

Supposons que le systeme {V;, £, (ug,v), L,(uo,v), L(ug,v)} soit de rang 2,
le systeme {£,(up,v), L,(uo,v)} étant libre .

Corollaire 2 Les quatre fonctions , non toutes nulles , {fi,1 <1 < 4} de
[0,1] dans R vérifiant :

AV + fa.Lu(uo,v) + f3.L,(uo,v)) + f4C(v) = 0

peuvent étre choisies de la maniére suivante:

f1 est un polynome de degré inférieur ou €gal a 2n — 1,

fa est un polynéme de degré inférieur ou €gal a 2n — 1,

fa est un polynome de degré inférieur ou égal a 2n,

f4 €st un polynome de degré inférieur ou €gal a 2n — 1.

4.1 Remarque

Exemple ou le systeme {L,(uo,v), L,(ug,v), L(Ug,v)} est lié et le systeme

{L.(ug,v), L,(ug,v)} est libre
On choisit la fonction £ suivante et ug = 0.

L(u,v)= (3 —v+v*(u—-1)%-1—u+3v—6uv,; —v+o*(u—1)%,5 -v+
v?(u —1)?)
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LO,v)=(1-v+0v?-1+3v, —v+0? ] —v+0?)

L,(0,v)
L£,(0,v)

(=202, =1 — 6v, —20%, =20?)
(=14 2v,3,-1+ 2v,-1+ 2v)

Alors , Vv € [0,1],
2.L£(0,v) + L£,(0,v) + L£,(0,v) = 0 et de plus {L£.(0,v), L,(0,v)} est libre
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TITRE : Etude du raccordement géométrique G? entre surfaces ra-
tionnelles mises sous forme (SBR). )
Le travail présenté est une contribution a I’étude des raccordements !
géométriques G et G? entre surfaces rationnelles mises sous forme (SBR): il
s’agit de construire une surface composite réguliére formée de surfaces (SBR)
convenablement raccordées.

Une définition des raccords géométriques G* et G? entre deux surfaces est pro-
posée . Les conditions analytiques obtenues conduisent, lorqu’elles sont ap-
pliquées au cas de deux surfaces qui sont des IIQ -projetées , & des condi-
tions nécessaires et suffisantes portant sur les paramétrisations des surfaces “au
dessus” .

Ces CNS sont traduites en termes de vecteurs massiques pour exprimer les
raccords G? et G? entre deux (SBR) rectangulaires ou triangulaires qui , par
définition , sont des IIS2 -projetées de surfaces polynomiales.

Plusieurs exemples illustrent en détail les résultats obtenus : le raccordement
géométrique G? de deux quadriques et le raccordement d’une (SBR) rectangu-
laire a une (SBR) triangulaire.

Les relations obtenues permettent de traduire un probléme continu de géométrie
différentielle par des conditions portant sur les réseaux massiques de controle.

TITLE :Study of the G? geometrical continuity between rational sur-
faces put into (SBR) form .

This work is a contribution to the study of G! and G? geometrical continuity
between rational surfaces put into (SBR) form. The aim is to determine a
smooth piecewise rational surface from (SBR) patches suitably joined.

A definition of the G and G? continuity between two surfaces is proposed. The
analytical conditions obtained lead to , when applied to the case of two surfaces
which are IIQ—projections , necessary and sufficient conditions pertaining on
the parametrizations of the “above” surfaces.

These necessary and sufficient conditions are expressed in terms of massic vec-
tors to express the G! and G? continuity between two (SBR) patches either
rectangular or triangular , which are , by definition , IQ—projections of poly-
nomial surfaces.

Several examples illustrate the results obtained : the G? geometrical join be-
tween two quadrics and the join between a rectangular and a triangular (SBR).

The resulting relations allow the expression of a continuous problem of
differential geometry in terms of conditions pertaining on the controlling massic
nets.




