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INTRODUCTION 

La demande industrielle toujours plus grande de modélisation et de réalisation 
de formes variées et précises (carrosseries d~a;ié~mobiles, ailes d'avion, aubages 
de turbines, pièces mécaniques, objets anatomiques, . -) a stimulé la recherche 
mat hématique en géométrie algorithmique. 

En amont de toute démarche de C.A.O. visant à fabriquer un objet , se 
posent les questions suivantes: 

Comment déterminer les courbes et les surfaces utiles pour construire 
le modèle mathématique de l'objet? Les caractéristiques géométriques 
des courbes et surfaces retenues sont très importantes. Par exemple, la 
régularité du champ des normales aux frontières de l'objet est souhaitée 
pour des questions d'accostage d'outils en usinage, pour des problèmes 
de réflexion et de réfraction en synthèse d'images, - 
Comment représenter ces courbes et surfaces pour leur utilisation in- 
formatique en C.F.A.O. ? 

Quel modèle englobe le plus grand nombre de courbes et de surfaces 
simples , offrant une grande richesse au concepteur? 

Face à de tels enjeux , depuis 1950, les travaux mathématiques sur les courbes 
et  les surfaces n'ont cessé de se développer, en interaction avec les progrès de 
l'informatique. 
Essentiellement fondés sur des formulations polynomiales, à une ou plusieurs 
variables , ces travaux ont conduit aux représentations "Bézier" ou "spline" 
qui sont présentes dans de nombreux logiciels industriels. 



Cependant des courbes et surfaces simples et utiles ( cercle, conique, sphère, 
quadrique) échappent à cette représentation et sont seulement approchées 
par le modèle polynomial. 

D'où l'apparition de travaux sur les courbes et surfaces rationnelles dès 1967. 
C'est en 1986 que Fiorot et Jeannin ont proposé un modèle de représentation 
des courbes et surfaces rationnelles contrôlées par un ensemble de vecteurs 
massiques, un vecteur massique étant un point ponderé ou un vecteur pur de 
l'espace dans lequel sont plongées les courbes et  les surfaces. Dans ''Courbes 
et surfaces mtionnel1e~.Applications à la CAO" ([34]) , ils montrent l'identité 
entre les courbes (respectivement surfaces ) rationnelles et les courbes (BR) 
( respectivement les surfaces (SBR) ). 

Le travail réalid se place dans le cadre pdcedent : c'et  une contribution 
à l'étude du raccordement @ entre surf- rationnelles mises sous forme 
(SBR). 
Dans le chapitre 1 , nous rappelons d4dinition.s et &ult&s $e [34] sur les 
a idam (SJFB) rstaqulajt5j.s ttt. tria.ngulaaipt 
'Le but prttirsuitfi conaiste éL wnstEuirro: une surbee composite r k t i è r e  fomk 
de surfaces (SBR) convenablement raccord&. 

1 ,  

Au chapitre 2 , nous proposons une définition du raccord géométrique G2 
entre deux surfaces n o t b  SI et S, le long de leur frontière commune : ces 
deux surfaces partagent la mlême nomale unitaire et la même quadrique 
osculatrice de sorte que la surface composite ne présente pas d'arête vive. 
Les deux invariants géométriques utilisés (normale unitaire et quadrique os- 
culatrice ) sont étudiés grâce à l'application de Gauss. NOUS obtenons des 
conditions analytiques exprimées en termes simples sur les paramétrisations 
des surfaces SI et S,. Ces résultats , appliques au cas de surfaces Si et S, 
qui sont des na- projet& de surfaces de l'espace 'au -dessusn, conduisent 
d'une part à une condition nécemaire e t  suffisante de raccord G1 , d'autre 
part à une condition nkcssaire et suffisante de raccord @; 

Dans l e  chapitre 3, ces deux (=NS sont tradui' i en tenaes de vecteurs mas- 
siquss ionque Si et S, sont des surf- (Srnl) reetangulajp,c'art i dire 
da nR- p r o j e t h  de s u r f a c e s ~ o l y n o d d ~ .  Dei conditions néccstdres et 
mfBsantes @nt obtenues pour h raccord G1, euj. kglobent des conditions 



suffisantes connues. Ces résultats sont exploités pour établir entre les vecteurs 
massiques des relations qui traduisent le raccord G2. 

Le chapitre 4 est consacré à l'étude complète d'un exemple de raccordement 
G2 de deux quadriques . Il illustre en détail les résultats du chapitre 3. 

Le chapitre 5 reprend l'étude des CNS de raccordement G2 d'une part de deux 
surfaces polynomiales (SBP) triangulaires , d'autre part de deux surfaces 
(SBR)  triangulaires. 

Le chapitre 6 illustre le raccordement G2 entre une surfac? (SBR)  ~riangu- 
laire et une surface (SBR) rectangulaire. 

En conclusion , la traduction des CNS de raccordement G1 et G2 par des 
relations entre les vecteurs massiques dans le cas des surfaces ( S B R )  , et à 
fortiori par des relations entre les points de contrôle dans le cas des surfaces 
polynomiales , donne un aspect algorithmique au raccordement . A partir 
d'une surface donnée , on peut en construire une autre de manière à ce que 
l'ensemble ait de bonnes propriétés de continuité. 
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Les courbes (BR)  et les surfaces (SBR)  

Depuis l'année 1986 , Fiorot et Jeannin ont développé un nouveau modèle 
de représentation des courbes et des surfaces rationnelles contrôlées par des 
vecteurs massiques( [31] , [32] , [33] , [34] , [35] ) . Un vecteur massique 
est un point pondéré ou un vecteur de l'espace dans lequel sont plongées les 
courbes et les surfaces .Le travail présenté concerne les courbes (BR) et les 
surfaces (SBR) qu'ils ont définies et étudiées . Dans ce chapitre, à partir 
de l'ouvrage (341 , les notations sont introduites , les définitions des courbes 
(BR) et des surfaces (SBR) sont présentées et leurs principales propriétés 
rappelées . 

1 L'espace des vecteurs massiques 

1.1 Rappels 

Soit & (resp 7) un espace affine de dimension 3 (resp 4) , É (resp ,? ) 
1' espace vectoriel associé tels que & (resp g) soit un hyperplan de 7 (resp 
f ). On désigne par 2 , l'espace projectif réel associé à E.  On considère un 
point fl de 3 n'appartenant pas à &. 

A 
Soit & = (EXR*) U É l'espace vectoriel des vecteurs massiques. 
Fiorot et Jeannin montrent que l'application : - - 

A -.* A 4 

A A 0 (A, a) = a. RA ; notée $2 (A ,  0) =Rd 
0 : & - ,? définie par : 

d n = .. 
A A 

est une bijection de & sur p e t  qu'elle transporten sur la structure d'espace 
vectoriel de f. 

A 
Pour a et b dans & , et X dans R ,les opérations $ et * sont définies par : 



A - 1  A  

a e b =n (0 (a)+ fi ( b ) )  
A - 1  A 

A * a =O (A. R (a))  

A  A A 4 

& est alors un espace vectoriel et 0 un isomorphisme entre & et 3. 

A ~ ( ~ 7  a) = Cl 
Soit l'application de & dans R définie par : X(a) = O 

Cette application x est une forme linéaire appelée masse. 

A 

Par ailleurs , n , la projection naturelle de & \{O} sur É est définie par: 

n : 2 \{O} -+ É 
II(A, a) = A 
n(a) = (qm 

La projection conique - de sommet R ,notée IIR , est l'application : 

ris2 : 3 \ { R }  --+ & , définie par 
4 

IIfl(2f) = m , tel que R m  soit colinéaire à G . 

On utilisera souvent la propriété suivante ( [34] , Proposition 1.2.2.3 , page 
20) . 

Proposit ion 1.1.1 : La projection naturelle et la projection conique sont 
A  

reliées par : = n R o  0 

Remarque  : 
Dans la suite , on pourra identifier 3 à ? en identifiant le point P de 3 et - 
le vecteur OP. 

1.2 Notations employées dans le travail 

Un vecteur massique est désigné par une minuscule latine , soit a, r, 1 . 
Sa masse , ~ ( a ) ,  ~ ( r ) ,  ~ ( 1 )  est notée par la minuscule grecque correspon- 
dante , soit a,  p ,  A. 



Sa Il- projection , point de & , est notée par la majuscule droite correspondante, 
soit A, R, L. 

A 
Son image par l'isomorphisme 0 est notée par une majuscule ronde , soit 
A , R , L .  
Les relations suivantes résument toutes ces notations. 

- 4 

~ ( r )  = p ; RR= p. OR ( s i p  # 0 )  

1 ~ 2  ; h ( l ) = C L  

X ( I )  = A ; CL= A. CL ( s i  A # O )  

2 Quelques rappels succincts sur les courbes 
(BP) et les courbes (BR) 

2.1 Définitioii d'une courbe (BP) 
Les courbes de Bézier polynorniales ont été étudiées par de nombreux auteurs 
([7], [8] , [9] ,[18] , [19] , 1291 , [30] ) et leur définition est rappelée ici. 

Définition 2.1.1 : Soit P = (Pi,O 5 i 5 n) un polygone formé de ( n  + 1) 
points d'un espace afine &. 
Alors la courbe de  Bézier polynomiale de polygone P , dit de  contrôle , est 
décrite par le point 

i=n 

B ( t )  = C B l ( t ) P ,  , t E [O, 11 
i=O 

O t )  = ( ) ( 1  - t )  est le ième polynôme de Bernstein. 

Cette courbe est notée BPIPo, Pl, . , P,; [O, 111 o u ,  plus brièvement, BP[P; [O, 111. 



2.2 Définition d'une courbe (BR). 

Définition 2.2.1 : 
Soit un ensemble de n $ 1 vecteurs massiques non tous nuls : 

A 
a = { a i , O < i < n ) ;  ( a ~ & )  
La courbe B-rationnelle , (BR)  en abrégé, d e  polygone massique de contrôle 
a , est décrite par le point 

Cette courbe est n o i ; ~  BR[ao,  a l ,  . . . , a,; [O, 111 , ou , plus brièvement , B R [ a ;  [O; 111. l 

Le nombre n d e  côtés du polygone a est appelé la longueur de la courbe 
BR[% [O, 111. 

Pour faciliter certaines écritures , la notation A = B R [ a , ,  O < i < n; [ O ,  111 
sera aussi utilisée pour désigner la courbe B R [ a ;  [ O ,  111 . , 

1 

2.3 Autres forlnulations 
A 

Soit a ( t )  = B P[ao,  a l ,  . - - , a,; [ O ,  l ] ] ( t )  , la courbe de Bézier de & , de polygone 
de contrôle a. 

Elle est décrite par le point 
t=n 

a ( t )  = Btn(t) * a, , t E [ O ,  11 
;=O 

Dans ( [34] , 2.2.5 , page 50 ) Fiorot et Jeannin établissent le résultat qui 
suit : 

Proposition 2.3.1 . 
Avec les notations : 

deux courbes ( B P )  peuvent être définies: 



l'une dans R , paramétrée par : 

a ( t )  = BP[a , ,  O 5 i < n; [O, l]](t) 

l'autre dans 3 , paramétrée par : 

n z ( t ) =  B P [ d , ,  O < i < n; [O, l]](t) 

Soit A = BR[ao, a i ,  . . . , an;  [O, 111 Alors : 

a ce a s  : { ' 4 

A(t) = (nA(t)),  dans le cas où nA( t )#  6 

2.4 Obtention des dérivées d'une courbe (BR). 
Dans le cas où û ( t )  est différent de O , la formule de Leibniz appliquée à la 
relation de la proposition précédente permet le calcul de toutes les dérivées de 
la fonction A. En particulier notre étude utilisera les deux premières dérivées 
qui s'expriment par : 

Les expressions ci-dessus sont intéressantes car les dérivées de courbes (BP) 
qui interviennent dans les seconds membres sont faciles à obtenir à partir des 
polygones de contrôle de ces courbes ( B P )  ([30]). 

2.5 Algorithme de calcul. 

Le calcul de BPIPo, Pl,. . . , P,; [O, l]](t) utilise un algorithme robuste , appelé 
l'Algorithme de De Casteljau ( (91 , [19] , [29] , [30] , [46] ) . 



3 Surface Rationnelle définie sur le carré [O, 112 
à l'aide d'un réseau de vecteurs massiques. 

3.1 Surface (SBP)  rectangulaire. 

m et n sont deux entiers positifs donnés. 

Définition 3.1.1 : 
Etant d o n ~ k  un réseau E = {E i j  ; O 5 i 5 m ; O 5 j 5 n) de points d'un 
espace a f i n e  E , 

S B P [ E ;  [ O ,  112] est la surface décrite par le point: 

i=m j=n 

S B P [ E ;  [ O ,  1I2](u, V )  = BT(u)B:(v)Eij .  
i=O j=O 

Cette surface est appelée surface de Bérier ( [y] ,[8] , [9] ) polynomiale , en 
abrégé, surface ( S B P )  de réseau E ,difinie sur K = [ O ,  112. 

Dans la définition ci-dessus: B:(u) = ( 7 ) ui( l  - u)"-' est le ième 

polynôme de Bernstein de degré m. La surface rectangulaire (SBP) ainsi 
définie est parfois appelée carreau de Bézier et , dans de nombreux logiciels 
de CAO , elle constitue un outil standard pour la modélisation des surfaces 
composites ( [3] , [61] , [62]  ). 

3.2 Obteiition des dérivées d'un paramétrage d'une 
surface (SBP)  

Le travail présenté étudie le raccordement géométrique entre deux surfaces ; 
la connaissance , sur la frontière commune , des valeurs des dérivées partielles 
des paramétrages représentant ces surfaces sera indispensable. 



3.2.1 Résul ta t  d e  base : dérivées d 'une courbe (BP)  . 
La démonstration de la proposition suivante peut être trouvée dans ( 1301 , 
(461 ). 

Ao, = aj+i - oj désigne la la différence progressive , et A' = A(A(. . .)) . - 
k fois 

Proposit ion 3.2.1 : 
Soit la courbe B = BP[oo, . . . , un;  [O, l]] , définie dans un espace afine & . 

vt E [O, 11 , B(t)  = BT(t)uj 

Alors les dérioées d e  la fonction B sont données par les expressions suivantes: 

3.2.2 Application aux surfaces (SBP). 

La définition des dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables , et 
la forme tensorielle de la fonction définissant une surface (SBP)  conduisent 
au résultat suivant: 

Proposit ion 3.2.2 : Soit la surface (SBP)  définie dans un espace afine E 
par: 

i=m j = n  

Alors les dérivées partielles d'ordre 1 et 2 de la fonction E sont liées au 
réseau de contrôle E par les relations suivantes: 



d Z  E i=m-l j=n-1 
-(u, I ! )  = mn C C By-'(u)B;-l (v)[(E(i+ï)(j+ï)-Ei(j+i))-(E(i+l)) -Et) II. dudv ;=O j=o 

Dans cette proposition les formules sont explicitées . Pour des questions de 
concision , la notation suivante est utilisée : 

A"E,~ = A:(h;Eij) = A;(A:E~~) 

l'indice 1 ( resp 2 ) indiquant que la différence progressive est prise par 
rapport au  premier (resp second ) indice. Les résultats obtenus ci-dessus 
pour les dérivées d'une courbe ( B P )  conduisent à : 

d 2  E jzm-l  j=n-1 

-(U, v) = mn C C ~ ~ - ' ( u ) ~ ; - ' ( v ) ~ ' ~ E i j .  
dudv ;=O j=o 

En particulier , sur les bords de la surface ( S B P )  : 



3.3 Algorithme de De Casteljau 

L'algorithme de DeCasteljau ( [19] , [29] ,[56] ) , déjà évoqué pour les courbes 
(B P) , permet le calcul de E(u ,  v) .  
En eifcf , on peut écrire : 

ou encore en posant 
j=n 

Qt(v)  = 1 B;(v) E,j 
j=O 

Alors E ( u ,  v )  se calcule en utilisant ( m  + 1) fois l'algorithme de De Casteljau 
pour l'obtention des points Q;(v)  et une autre fois pour celle de E(u,  21) 

proprement dit ce qui donne , en outre , un vecteur du plan tangent à la 
surface ( S B P )  au point E(u ,  v ) .  

De même , 
j=n i=m 

en posant 
i=m 

R,(u) = C B<(u) Eij 
;=O 



Le calcul de E(u ,  v)  utilise alors ( n  + 1) fois l'algorithme de De Casteljau 
pour l'obtention des points Rj(u) et une autre fois pour celle de E(u ,v )  
proprement dit et il donne un autre vecteur du plan tangent à la surface 
( S B P )  au point E(u ,v) .  
Donc , il est possible de déterminer facilement un point de la  surface ainsi 
que le vecteur normal unitaire en ce point et ceci est d'une grande utilité 
pour de nombreuses situations pratiques ( usinage ou traitement d'images) 

(Pl 141 Pl1 . 

3.4 Définition d'une surface (SBR) rectangulaire. 

Dans [34] , au chapitre 6 , les surfaces rationnelles sont introduites pa.r les . . 

définitions qui sont rappelées ici. 
Soient m et n deux entiers donnés , dimensions d'un réseau mass ique  a de 

;: 

a = {a,,,O < i < m , O s  j I n ) .  
Alors ces vecteurs massiques forment le réseau de contrôle d'une surface 

A 
( S B P )  de & donnée par : 

SBP[ a ; [O, l]2](u, V )  = CC B>(u)B;(v) * a, 
;=O j=O 

ou encore , selon les notations adoptées: 

a(u, V )  = SBP[a i j ,  O 5 i 5 m, O 5 j 5 n; [O, 1I2](u, v) 

Fiorot e t  Jeannin ( [34] , paragraphe 6.3 page 163 ) posent : 

Défini t ion 3.4.1 : 
La surface B-rationnelle , en abrégé ( S B R )  de  r é seau  mass ique  



a = {aij ,  O < i < m ,  O < j < n )  est décrite par le point 

A(u ,  V )  = I I (SBP[  a ; [ O ,  1I2](u, v ) ) .  

Cette surface est dite rectangulaire de longueur m et de largeur n , définie 
sur le domaine [O,  112 . 

En d'autres termes : 
S B R [  a ; [ O ,  I l 2 ]  = Il O S B P [  a ; [O,  I l 2 ] .  

ou bien encore , p c ? ~  ( u , v )  élément de  [O,  112 : 
SBR[a,,,  O < i < m ,  O < j 5 n;  [ O ,  l I2](u,  v )  
= l l{SBP[a,, ,  O _< i < m, O < j < n; [ O ,  1]2](u,  v ) )  

cf la figure 1 

3.5 Autre  forinulation. 
A - 

Soit 0 (a i j )  , O < i < m , O < j 5 n 
, O 5 i 5 m , O ,< j 5 n )  est donc un réseau de points de .F. 

Alors : 

Proposition 3.5.1 : 
A 

En utilisant la propriété Il = I'iRo f) , la surface ( S B R )  définie plus haut 
s'écrit encore : 
SBR[a,,,  O < i < m ,  O 5 j 5 n;  [ O ,  112] 
= ns2{SBP[d, j ,0  < i 5 m,O < j < n; [ O ,  I l2] )  

En détaillant cette formulation , avec les notations adopt,ées plus ha.ut , il 
vient : 

Proposition 3.5.2 : 
En posant : 
A(u, V )  = S B P [ A i j ,  O 5 2 5 m ,  0 5 j < n; [ O ,  112](u, V) et 
a ( u ,  v )  = S B P [ a i j ,  O 5 i < m ,  O < j < n; [ O ,  1I2](u, v )  
alors , - - 

v ( u ,  V )  E [O,  112 1 ~ ( u ,  v )  f O , Q A  ( u ,  v )  = a ( u ,  v ) .  Q A  ( u ,  v )  



1 
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V ( u ,  v )  E [ O ,  112 1 a ( u ,  v )  = O , ( u , v )  E É 
A ( U ,  v )  = (62 (u, v ) ) ~  lorsque ( u ,  v )  # O 

Cette proposition sera utilisée pour obtenir les dérivées partielles en un point 
à distance finie d'une surface (SBR)  , en appliquant la formule de Leibniz 
et les résultats rappelés en 3.2 pour les surfaces (SBP). 

3.6 Explicitation de la valeur en un poiiit de E de la 
surface (SBR) A. 

Fiorot et Jeannin donnent ([34] ,6.3.1.5, page 164) l'expression détaillée de 
a u ,  v )  

Proposi t ion 3.6.1 : 
a = {a i j ,  O 5 i 5 m., O < j < n )  est le réseau massique de la surface ( S B R ) .  
Soit ( u , v )  les coordonnées du point courant du domaine des paramètres. 
On pose: 
I = {(i: j )  : a,, est u n  poin,t pondéré) 

4 

f = { ( i ,  j )  : aij est u n  vecteur "pur" de E )  
a;j = ( A i j ,  0 i j )  , ( A i j ,  ai j)  E I X R *  POUT ( i ,  j )  E I 
; , a, E E p o u r ( i , j )  E Ï a i j  = a ' ' 

Avec ces notations, la formulation explicite de A ( u ,  v )  est indiquée ci-dessous. 
S i  a ( u ,  v )  # O alors 



-, 
alors A(u, 27) = (A), 

En outre a ( u ,  v )  est la masse de S B P [ a ;  [O, 1J2](u ,  v) .  

3.7 Résultat fondamental. 

Il y a identité des surfaces rationnelles et des surfaces (SBR)  et , 
en particulier : 

Théorème 3.7.1 : Toute surface rationnelle sur [ O ,  112 est une a*~rface (SBR) 
sur [O, 112 et réciproquement. 

Les techniques d'obtention du réseau massique d'une surface rationnelle quel- 
conque sur [O, 112 sont détaillées dans [34] (6.3.2 , page 166) . Les vecteurs 
du réseau massique sont appelés vecteurs de contrôle. Leur donnée définit 
entièrement la surface et leur stockage se réduit à quelques scalaires ( par 
exemple 16 pour les quadriques entières ) Les surfaces rectangulaires (SBR) 
offrent donc à un utilisateur de CAO , un outil facile à manipuler et très 
riche (sphères , quadriques ,tore , bande de hloebius ,etc ) ( [34]). 

3.8 Cas particulier. 

Lorsque 7 = 0 on retrouve les carreaux de Bézier rationnels classiques ( [28], 
[25], [53]) En outre une surface (SBP) est une surface (SBR)  particulière , 
avec 7 = 0 et toutes les masses égales à 1. 

3.9 Transformée projective d'une surface (SBR). 
3.9.1 Rappel 

Une transformation linéaire f de .? induit une transformation T sur É (que -, 
l'on peut assimiler à l'ensemble des droites vectorielles de 3). 

Définition 3.9.1 T est appelée tmnsjormotion projective de É , issue de la 
transformation linéaim T de .? . 
Plus précisément : 
si m est un point de É tel que le vecteur 5 dirige la droite (Rm)  
ml = T(m)  signifie que le vecteur f(ü) dirige la droite (Rm') . 



Dans [6] et dans [34] , il est rappelé que les transformations affines ( bi- 
jections qui conservent le barycentre ) sont des transformations projectives 
particulières. 
Rappelons simplement ici un résultat très important de (341 (8.1.3 , page 
196) 

Proposi t ion 3.9.1 La transjormée projective d'une surface ( S B R )  est une 
nouvellc surface ( S B R ) .  
Plus précisément , 
si A(u,  v )  = SBR[ai j ,  O < i 5 m; O < j 5 n; [O,  1I2](u, v )  

A 
alors : T ( A ( u ,  1 7 ) )  = SBR[T  ( a j j ) ,  O 5 i < m, O 5 j 5 n, [ O ,  1I2](u, v) 

A A 
où T est la tranformation linéaire de & donnée par 
A A - l  A A -l 
T=R o T o 0 , appelee transmuée de i? par 0 . 

4 Elévation de longueur et de largeur. 

4.1 Cas des courbes (BP). 

Le résultat classique qui suit est rappelé sans démonstration : 

Proposi t ion 4.1.1 : 

Toute courbe ( B P )  de longueur n peut s'exprimer comme une courbe ( B P )  
d e  longueur ( n  + 1 )  . 

i=n 

s i  vu E [ O ,  11 , C ( u )  = BPIE; [ O ,  l ] ] ( u )  = B?(u)E, 
:=O 

i=n+l 

alors Vu E [ O ,  11 , C ( u )  = BP[P;  [ O ,  l ] ] ( u )  = B:+'(u)P~ , 
:=O 

et le nouveau réseau de longueur ( n  + 1 )  , P = {Pi, O 5 i 5 n + 1 )  est défini 
par: 



i avec la convention : 7 1 E i - 1  = O s i  i = O n  + 

4.2 Cas des surfaces rectangulaires définies sur [O, 112 

Le résultat précédent permet d'élever la largeur et la longueur du réseau 
d'une surface ( S B P )  et conduit à la 

Proposition 4.2.1 : 
La surface ( S B P ) ,  de longueur m et de largeur n  , contrôlée par le réseau 
E = {E;,, O < i < m, O 5 j 5 n )  , définie plus haut par : 

i=m j=n 

S B P [ E ;  [ O ,  l I 2 ] ( u ,  V )  = C C B T ( u ) - B ; ( v ) E i j  
i=O j=O 

(E,j éléments d'un espace a f i n e  E )  , peut s'écrire sous la forme 
d'une surface ( S B P )  de longueur ( m  + 1 )  et de largeur n  . 
Plus précisément: 

il existe un réseau F = { F i j ,  O < i < m + 1,O < j < n )  dans E 

2 m + l  ï i ~ i j  dkjni  par Fi, = nT+IE(i-l)j + , + 
tel que: 

S B P [ E ;  [ O ,  112] = S B P [ F ;  [ O ,  112] 

c'est à dire , 
V(u1 v )  E [ O ,  I l 2  

i=m+l j=n 

SBP[E;  [ O ,  112](u, V )  = C C By f  ' (u )B; (v )F i j  
i=O j = O  

La convention suivante est indispensable à la cohérence de la notation: 



Preuve: 
Il suffit d'utiliser les expressions du paragraphe 3.1 et le résultat sur les 
courbes . 

La proposition suivante s' établit de la même façon . 

Proposition 4.2.2 : 
Il existe un nouveau réseau ,G, de longueur m et de largeur (n + 1 )  , 

n + l  défini par Gij = + n+T1 E;j 
tel que : 
SBP[E; [O, 112] = SBP[G; [O,  I l2 ]  , c'est à dire , 

V(., v) E [O, 112 

La convention suivante est indispensable à la cohérence de la notation : 

Ces résultats seront utilisés dans notre travail , dans les chapitres 3 et 5 , 
pour ramener les réseaux massiques de contrôle de deux surfaces SI et S, aux 
mêmes dimensions m et n . 

5 Surfaces (SBP) triangulaires 

5.1 Notations 

De nombreux auteurs ont étudié les surfaces polynomiales définies sur des 
triangles ( [SI , [551 7 (461 , 1471 [191 , 1251 , [261 , 1231 ) . 



Dans [34] , (p 144), Fiorot et  Jeannin définissent les surfaces triangulaires 
(SBR) et les principaux résultats sont indiqués ici. 
Le plan des paramètres P est rapporté à un repère barycentrique ( a ,  b , c )  
et l'espace E , supposé de dimension 3 , est rapporté au repère cartésien 

- 4  - 
( 2 ,  j k). Les coordonnées barycentriques du point courant de 'P sont 
notées u ,  v, w avec la relation u + v + w = 1. Les coordonnées du point 
courant de  & sont notées x, y ,  z.  
On notera An le "maillage simplicial" donné par : 

cf la figure 2 

5.2 Résultat de base. 

Dans [34] , page 154 et 155 , le résultat fondamental qui suit est établi. 

Proposit ion 5.2.1 : 
Soit S une  application polynomiale de 'P dans E , de degré n.  
Alors il existe u n  réseau d e  points de & , soit E = {Ei jk ,  (i, j ,  k) E A,) 
tels que : 

La pratique de l'obtention des Eijk associés a la surface S , application poly- 
nomiale quelconque de P dans E est détaillée dans [34] page 155. 

5.3 Remarque. 

Les polynômes {B;k, (i, j, k) E A,) , constituent une base de l'espace vecto- 
riel des polynômes de degré n en (u, v, w) . 

n + l  n + 2  La dimension de cet espace est .W. 



Chapitre 1 - fiaure 2 

Surface triangulaire (SBP) de hauteur 3. 



ç h a ~ i t r e  1 - u r e  2 

L e  m a i l l a g e  s i m ~ l i c i a l  a s s o c i é  à n = 5 



5.4 Définition d'une surface ( S B P )  triangulaire de hau- 
teur n. 

Définition 5.4.1 : 
E désigne le réseau de points de E , {Ei jk ,  ( i , j ,  k )  E A,). 
Alors la surface ( S B P )  ,triangulaire de hauteur n ,contrôlée par E est décrite 
par le point : 

S est notée SBP[E] .  

désigne la restriction de cette surface au domaine D du plan des paramètres. 

5.5 Triangle ( S E P )  de hauteur n. 

Lorsque les coordonnées barycentriques (u, v ,  w )  (telles que u + v + w = 1) 
vérifient en plus u 2 0, v > 0, w 2 O , le domaine des paramètres est limité au 
triangle (abc) dans P et le point SBP[E](u ,  v ,  w )  décrit une partie de la sur- 
face SBP[E]  qui sera appelée triangle ( S B P )  contrôlé par E . Cette surface 
triangulaire est contenue dans l'enveloppe convexe des points de contrôle . 
Dans le chapitre 5 l'étude du raccordement G2 entre deux tels triangles sera 
présentée. 

5.6 Elévation de la hauteur. 

5.6.1 Résultat de base. 

Une surface ( S B P )  triangulaire de hauteur n peut être représentée comme 
une surface ( S B P )  triangulaire de hauteur (n + 1) et le lien entre les deux 
réseaux de contrôle est donné par la 



Proposition 5.6.1 : 
Soit S = SBP[E] avec E = {Eijk, (i, j, k)  E An)  ( E  c E ). 

Alors S = SBP[D] où le nouveau réseau de contrôle , de hauteur (n + 1) , 
D = {Dijk, (2, j ,  k) E An+,} ( D C E) .  
est déduit du réseau E par les relations: 

V( i ,  j, k) E An+l 

i k 
Dijk = . m E ( i - l ) j *  + - & ~ i ( j - i ) k  + mEij(k-l) 

avec la conzjention : 

i 
n+lE(i-l)ji = O s i  i = O 

+ ~ i ( j - l ) k  = O  s i  j = O  

k 
-7Eij(k-l) = O sz k = O . n +  

Preuve : Il suffit d'écrire : 

c a r u + v + w = l .  
En utilisant les trois résultats qui suivent la proposition est immédiatement 
obtenue par des changements d'indices: 

cf la figure 3 



Elévation de hauteur. 
28 bis 



Cette proposition sera utilisée dans le chapitre 5 , pour ramener à une même 
hauteur deux triangles (SBR) que l'on désire raccorder G2. 

5.6.2 Nota t ion .  

La notation suivante a été introduite dans [16] . 
Le nouveau réseau D obtenu à partir du réseau E par une élévation de 
hauteur est noté: 
D = (E -+ 1) , et par conséquent , 
Dijk = ( E  -t l)ijk , ( i , j ,  k) E An+l. 

De même , (E + 2);jk = (D 4 l)ijk , (i, j, k) E A,+2 définit un nouveau 
réseau ( E  -+ 2) , de haut.eur (n + 2), contrôlant la surface S qui s'exprime 
alors comme une ( S B P )  de hauteur (n + 2). 

Et , pout tout entier positif , p , on peut exprimer la surface S comme une 
( S B P )  de hauteur (n + p) , contrôlée par le réseau de points : 
(E + P )  = { ( E  + p)ijk, ( i , j ,  k) E An+p). 
Ce réseau se construit en appliquant p fois la proposition précédente. 

5.7 Algorithme de De Casteljau 
La relation de récurrence : 

B$k(u, 21, w) = u B e ~ : ) ~ ~ ( u ,  V, W )  + v B ~ ; ~ ~ ) ~ ( u ,  V ,  w) + w B ~ ~ ~ - ~ ) ( u ,  U ,  w) 

permet d' établir l'algorithme suivant( [ls] , [9] , [26] ,[55]): 

P ropos i t ion  5.7.1 Algorithme de De Casteljau ([34] page 158): 
Initialisat ion: 
Pour ( i , j ,  k) E An , Egk + Eijk 
Calcul: 
Pour 1 = 1 à n 

P o u r i = O  à n - 1  
P o u r j = O  à n - 1 - i  faire: 

k + n - 1 - i - j ;  



Résultat: 
S P B [ E ] ( u ,  v ,  w )  = E&, 
Le plan passant par E,",', El;', E&' est  le  plan tangent .  

cf la figure 4 

5.8 Dérivées d'une surface (SBP) triangulaire. 

Toutes les techniques de dérivation seront détaillées dans le chapitre 5. Ici , 
seuls quelques résultats fondamentaux sont donnés. 

5.8.1 Calcul des dérivées 

d2 S n ! 
-(u,v,w) = .i-i j - i  
du. dv ' ( i  - l ) ! ( j  - l l !k !  V wk Eijk. 

( i , j ,  k) E An 



Alaorithme de De Casteliau. 

30 - bis 



5.8.2 Valeurs des dérivées sur le bord (u = 0). 

En particulier , sur le bord du triangle ( S B P )  associé à u = O , en observant 
qu'alors v  + w = 1 : 

d2 S 
- ( 0 , ~ ,  W )  = n(n  - 1)BP[Ezj(n-j-2), O 5 j 5 n - 2; [O, I ] ] ( v )  du2 

d2 S  
-(O, du. dv v, w) = n(n - l ) B P [ E i ( j + ~ ) ( n - j - ~ ,  O _< j  n  - 2; [ O ,  I ] ] ( v )  

Et des formules analogues s'obtiennent en permutant les trois coordonnées 
u, v, w et les trois indices i, j, k . 



6 Surface (SBR) triangulaire. 

Des techniques analogues à celles du cas rectangulaire conduisent à la définition 
des surfaces ( S B R )  triangulaires ([34] ,6.3.1.2, page 163) 
Soit un entier n , un repère ( a ,  b, c) du plan des paramètres P est donné ainsi 

A 
qu' un réseau r de l w ,  vecteurs massiques de 6 , soit , 

Définition 6.0.1 : 
La surface B-rationnelle associée au réseau massiqae triangulaire r et 
définie sur le domaine V du plan P est définie par: 

A 
repr6sente la surface de  Bézier de contrôlée par le réseau r .  

Cette surface B-raiionnelle est notée R = S B R [ r , D ]  et dite triangulaire de  
hauteur n .  

La proposition suivante découle immédiatement des définitions de la section 
1-1: 

A - 
On note ~ ( r i j k )  = P i j k  et 0 (r ; jk )  = O z j k  

Proposition 6.0.1 : 

En posant p(u, v ,  W )  = SBP[p i j k ,  ( i ,  j, k )  E An; Z)](u, v, w )  

La définition 



de la surface S B R [ r ,  D] , entraîne : 

V ( %  v ,  w )  1 P ( U ,  v ,  w )  = O , { nR ( u , v , w )  E É - -. 
R ( u ,  v ,  v )  = (OR ( u ,  v ,  w ) ) ,  lorsque RR ( u ,  v, w )  f 6 

Cette proposition permet de calculer les dérivées en tout point à distance 
finie d'une ( S B R ) ,  à partir des résultats précédemment vus pour les surfaces 
triangulaires ( S  B P ) .  

6.1 Valeur en uii point de E de la SBR[r;D]  

Fiorot et Jeannin donnent ([34] , 6.3.1.5 , page 165) la forme explicite de 
R(u :  27, W )  par la : 

Proposition 6.1.1 : 
Soit r = {rijk, ( i ,  j, k )  E A,) le réseau massique de la ( S B R )  
En posant: 
1 = { ( i ,  j ,  k )  : rijk est un point pondéré} 
f = { ( i ,  j ,  k) : r;jk est u n  vecteur "purn deÉ} 
r;jk = ( R i j k ,  p i j k )  7 (Rijk ,  p i j k )  E & IR* pour ( i , j ,  k) E 

4 
4 

rijk = r;jk , rGk E & pour(i, j ,  k )  E Ï 
et 

~ ( ~ 7  V ,  w )  = pijkB;k(u, v ,  w )  
(i,j,k)€ I 

la formulation explicite d e  R(u, v ,  W )  est donnée par les expressions ci-dessous 



Si p (u , r ,w )  f O alors 

-. 
alors R ( u ,  v ,  w )  = ( R ) ,  

De plus p(u ,  z*, w )  est la masse de S B P [ r ,  D](u,  v ,  w). 

6.2 Triangle (SBR) de hauteur n et de réseau mas- 
sique r 

Lorsque les coordonnées barycentriques ( u ,  v ,  w) (telles que u + v + w = 1) 
vérifient en plus u 2 O ,  v  > 0 ,  w 2 O , le point S B R [ r ,  D](u, v ,  w )  décrit 
une portion de la surface S B R [ T ]  qui sera appelée triangle ( S B R )  de réseau 
massique r .  Dans le chapitre 5 , le raccordement G2 entre deux tels triangles 
sera étudié. 
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Aspects projectifs du Raccordement G2 
entre deux surfaces 

Dans ce chapitre, les définitions des raccordements G1 et G2 sont posées. 
Pour deux surfaces de E définies comme l l R  - projetées de " surfaces de F, 
deux théorèmes sont établis : 

a l'un donnant une condition nécessaire est suffisante de raccord G', 

a l'a.utre donnant une condition nécessaire et  sufisante de raccord G2. 

1 Les définitions géométriques fondamentales. 

& désigne l'espace affine associé à R3. 
Soit A un domaine plan polygonal fermé et S une surface régulière définie 
par une paramétrisation F de classe Ck, k 2 2. 

F :  A - IR3 
(Y,.) - F ( V )  

Le plan tangent l l p ( S )  à la surface S au point P = F(u ,  v), est entièrement 
déterminé par le point P et le vecteur normal unitaire : 

Le vecteur '(Y, v) sera noté N ( P ) .  Son support est une droite indépendante 
de la paramétrisation choisie pour représenter la surface S.Un changement de 
paramétrisation de la surface S peut maintenir le vecteur normal unitaire ou 
le transformer en son opposé: des précautions d'orientation sont nécessaires. 
(cf la figure 1) 



Cha~itre 2- fiaure 1 
Un changement de paramètres 

donne F(u,v) = H(s,t) 

est le vecteur normal 
pnitaire 
gissocié au premier 
paramétraae F(u, v) 

Trièdre direct 
+ IJ 1 est le vecteur normal 

unitaire 
gwsocié au second 
garamétraae H(s, t) 

H ' s 

Le vecteur normal unitaire Le vecteur normal unitaire 

est maintenu est changé en son opposé 

Effet d'un chanaement de parametres sur 

le vecteur normal unitaire 
36 - bis 



Les définitions de départ de ce chapitre se fondent sur l'application de Gauss 
de la surface S ([24]). L'application de Gauss de la surface S associe au point 
P le vecteur normal unitaire N(P) .  C'est une application de S vers la sphère 
unité C , dont la différentielle au point P , peut être considérée comme une 
application de Iip(S) vers llp(S). 

Nous rappelons que dN(P)  est une application linéaire et autoadjointe ([24]). 
De plus, les valeurs propres de dN(P)  sont les courbures principales de S en P 
et les vecteurs prbyres de dN(P) ,  orthogonaux, sont les directions principales 
de courbure de S en P : ces éléments sont aussi des notions géométriques 
indépendantes de la paramétrisation cl~oisie pour représenter la surface S. 

La valeur de l'application de Gauss de S au point P et celle de sa différentielle 
d X ( P )  jouent un rôle majeur dans la définition ci-dessous de la continuité 
G2. 

1.1 Le raccord géométrique G2. l ~ 
Soit SI et Sr deux surfaces régulières de l'espace t? données par des paramétrisat.ions 
de classe Ck, k 2 2 sur les domaines polygonaux fermés du plan des (u, 2)) Al 
et A, . 

L :  A, R3 . 
(.,VI H L(v,v) 

Le vecteur normal associé à cette paramétrisation est alors 

et R :  A, -+ R3 
(.,.> R(u,v) 

Le vecteur normal associé à cette paramétrisation est alors : 



De Rose ( [ 2 2 ] ) ,  Farin ( [27]) ,  Gregory ( [40] ,  [41]) ,Hahn ( [42] )  et Peters ( [52] )  
ont, entre autres, donné des définitions de la continuité géométrique entre 
deux surfaces et les relations (l), (2) ci-dessous sont courantes. 

Définition 1.1.1 : La continuité G2 
Soit une paramétrisation régulière d'un côté Y ,  de A,: 

O ,  : [ O ,  11 -+ lR2 

Alors S1 et Sr se raccordent avec la continuité G2 le long de ï = R(Y,) si : 

(i) il existe une paramétrisation régulière d7un côté T l  de A l :  

0 1 : [ 0 , 1 ]  -4 R2 

telle que la relation suivante de continuité Go soit vérifiée. 

Sous cette condition, la courbe frontière ï est aussi donnée par I' = L(Y1) 

(ii) La relation suivantc d e  continuité G', avec maintien de 170rientation, est 
vérifiie : 

Vs E [ O ,  1) , ~ ' [ ~ ( @ i ( s ) ) ]  = eNr  [R(O, ( s ) ) ]  ( 2 )  

IV1 et N T  désignant les champs respectifs de vecteurs normaux unitaires sur 
S1 et S r .  

(iii) La relation suivante de continuité G2 est vérifiée : 

V s  E [ O ,  11 , ~ N ' [ L ( @ ~ ( S ) ) ]  = edN' [R(@,(s) )]  (3) 
le réel e étant égal à 1 (respectivement égal à ( - l ) ) ,  lorsque l'orientation 
induite sur la frontière de Al par la paramétrisation el du côté Y I  et celle 
induite sur la jontière de A, par la paramérisation 0, du côté Y ,  sont op- 
posées (respectivement identiques) . 



Cette précaution d'orientation est destinée à éviter que la courbe frontière r 
ne soit une arête vive de la surface composite formée par la réunion de Si et 
sr. 
cf les figures 2,3,4 

1.2 Remarque : autre définition. 

Gregory ([41] ) donne une définition pour Gk , k f N ,  faisant intervenir un 
reparamétrage 9 : V(T,)  + R2 
où V(Y,) désigne un voisinage de Y,. 

La Gk-continuité est alors donnée par : 

Définition 1.2.1 : 
Les deur surfaces Sl et Sr se raccordent avec la continuité géométrique Gk le 
long de r = R(T,)  , s'il existe un  voisinage V(Y,) de Y,, un ouvert VI de 
IR2 et un diflkomorphisme de classe Ck , cp : V(T,)  -+ tel que : 
(i) 9 O O, : [O, 11 -t IR2 est u n  paramétrage d'un côté de Ar (et en outre, 
envoie les points extérieurs de A, à l'intérieur de Ar ). 

(ii) V i  E { O , .  . . , k) , V s  E [O, 11 , d'R(O,(s)) = a i ( L  O cp)(O,(s)) 

Dans t o u t e  la sui te  c'est la définition 1.1 qui est adoptée.  Dans ([20]) 
et([42]), des résultats similaires à ceux de ce travail sont obtenus à partir de 
la définition 1-2. De plus M.L. Mazure ([51]) a traité le problème du contact 
géométrique d'ordre p entre deux surfaces en un point. 

2 Conditioils analytiques pour un certain choix 
des fonctions O, et . 

Un choix très simple des fonctions O, et O1 conduit aux formulations analy- 
tiques qui seront utilisées dans la suite du travail. 
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Domaines polygonaux des paramètres 
dans le plan (u,v). 



Chapitre 2- Fiaure 2 
N Maintien de l'orientation 

Domaines des paramètres 

T"T: VI 

O O 

O I U S I  0 1 U s 1  

Raccord G2 entre deux surfaces. 
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Changement ds l'orientation 

omaines des paramhtres 
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Faire coincider les vecteurs 
normaux donne une arête 
vive. 

Domaines des paramètres 

Raccord G2 entre deux surfaces. 
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Domaines des paramètres 

Raccord G2 entre deux surfaces. 



2.1 Notations 

Dans le plan des paramètres , contenant AI et A,, un repère (0,;,3 est 
choisi de sorte que : 
Tl = {(uo,v),O < v < 1) et TT = {(O,v),O 5 v 5 1). uo étant un réel fixé. 

En d'autres termes , O,(s) = (O, s) et O,($) = (uo, s )  : les deux côtés Tl et 
T, sont verticaux dans le plan des paramètres (u, v). Cette situation n'est 
pas la plus générale , mais elle suffit pour notre étude du raccordement 
G' , i E {O, 1,2} entre surfaces (SBR) rectangulaires ou triangulaires . 

cf la figure 5 

Celà explique la convention simple suivante qui va faciliter les écritures: 
lorsque les arguments ne sont pas explicitement indiqués , nous prenons (O, v) 
pour la fonction R ainsi que ses dérivées et nous prenons (uo, v) pour la fonc- 
tion L ainsi que ses dérivées. Le réel e est déterminé dans {-1,1} par la 
définition 1.1.1 . 

2.2 Raccord Go 

2.2.1 Condition d e  raccord Go 

Proposi t ion 2.2.1 : 
La condition géométrique (1) est réalisée si : 

Vv E [O, 11 , L(u0, v) = R(0, v) (4) 

Le bord commun I' est alors paramétré par la fonction C de [O, 11 vers R3 
définie par : 

v v  E [O, 11 , C(v) = L(u0, v) 

2.2.2 Condition plus générale de raccord GO 

La condition (4) est déjà très particulière. Comme l'ont signalé ([20]) et 
([49]), une formulation plus générale du raccord Go s'écrit : 



Cha~itre 2 - fiaure 5 

E = + l  
car les bords des deux domaines ont des orientations opposbes. 

Situation de l'étude. 



E = - 1  
car les bords des deux domaines ont des orientations identiques 

Situation de l'étude. 



377 : [O, 11 + [O, 11, bijection 

vér i f iant  ~ ( 0 )  = 0 , ~ ( 1 )  = 1 ( 5 )  

telle que V v  E [O,  11 , L(uo, v) = R(0, ~ ( v ) )  

Pour raccorder des surfaces polynomiales entre elles, 7 est une fonction poly- 
nomiale, et si elle est du premier degré, c'est forcément l'identité ([20]). 
Pour raccorder des surfaces rationnelles entre elles, T est une fonction ra- 
tionnelle, par exemple ([49]) 

Un exemple du chapitre 4 illustrera ce paragraphe. 

2.3 Raccord G1 

Proposit ion 2.3.1 Sous l'hypothèse que la condition (4) est réalisée, la re- 
lation (2) , définissant le raccord G' équivaut à l'existence de deux fonctions 
réelles arbitraires de classe Cl: 
a : [O, 11 -+ lR* , 
et b : [O, 11 --t L? telles que: 

V v  E [O, 11 , ea(v) > O 

v v  E [O, 11 , RU(0, v) = a(v)Lu(uo, v) + b(v)Lv(uo, v )  ( 6 )  

Preuve: 

La condition (4) entraîne une première relation entre les dérivées par- 
tielles de L et de R sur TI: 

vv  E [O, 11 , &(O, v )  = Lv(u0, v) 

Condition nécessaire: La condition (2) est supposée vérifiée. 



Le plan tangent à Sl au point régulier P = C(v) est engendré par 
Lu(uo, v) et Lv(uO, v). La relation (2) signifie que c'est aussi le ~ l a n  tan- 
gent en P à S, , dont le vecteur particulier &(O, v) est, par conséquent, 
combinaison linéaire de LU(uO, v) et Lv(uo, v). 

Donc il existe bien deux fonctions a : [O, 11 --+ R 
et b : [O, 11 + R. telles que : 

Vv E [O, 11, Ru((), v) = a(v)Lu(~o ,  v) + b(v)L,(~o, v )  

En outre la condition (2) impose de préserver l'orientation du vecteur 
normal uni taire: 

Donc ca(v) > 0. 

(a(v) est différent de O à cause de la régularité de S, et ca(v) > O pour 
maintenir l'orientation.) En outre les fonctions a et b sont de classe C1 
pour que R,(O, v )  soit de classe C1 (les paramétrisations L et R ont été 
supposées de classe C2 ). 

O La condition suffisante se prouve immédiatement en reprenant la définition 
du vecteur normal unitaire. 

2.3.1 Remarque 

Une notation matricielle , faisant intervenir toutes les dérivées partielles 
d'ordre 1 des fonctions L et R, traduit les conditions analytiques du rac- 
cord G1 établies plus haut : 
sous l'hypothèse que la condition (4) est réalisée, la relation (2) , définissant 
le raccord G1 équivaut à l'existence de deux fonctions réelles arbitraires de 
classe Cl : 
a :  [ O , l ]  --+ R* 
et b : [O, 11 - R telles que: 



2.3.2 

Farin ([25], [27]) a donné la condition nécessaire et suffisante de raccord G': 

qui est utilisée par de nombreux auteurs([23], [49], [59] ).Cette condition ne 
cherche pas à maintenir l'orientation du plan tangent. 

2.4 Raccord G2 
2.4.1 Condition d e  raccord G2 

Proposit ion 2.4.1 : 
Les conditions (4) de raccord Go et (6) de raccord G' étant réalisées, la 
relation (3) de raccord G2 équivaut à l'existence de deux fonctions arbitraires 
de [O, 11 dans R, 
e; et fi', de classe Co telles que: 

Preuve  : 

Dans le repère local {Lu(uo, v), L,(uo, v) ) , la différentielle de l'application 
de Gauss de Si au point P = C(v) est représentée par la matrice : 

r i 

Ml = [ '12 1,  appelée Matrice de Weingarten ( [24], [21], [58] ) 
Q21 Q22 



avec: 

911 = fH2' ; 912 = 
g F -  fG 
E G - F  

e F  - 
821 = ; g22 = 

j F  -g% 
E G - F  

expressions dans lesquelles E ,  F et G, coefficients de la première forme fon- 
damentale de Sl au point P dans le repère {Lu(uo, v), L,(uo, v)} sont donnés 
par: 
E =< Lu, Lu > (Produit scalaire); 
F =< L,, Lu >; 
G =< L,, L, > 

Les coefficients e, f ,  et g sont ceux de la seconde forme fondamentale de SI 
au point P dans le repère {L,(uo, v), L,(uo, v ) )  ; ils sont donnés par: 
e =< NI, Lu, > ; 
f =< NI, Lu, > 
g =< N', L,, > 
Le vecteur normal et toutes les dérivées partielles qui apparaissent dans ces 
formules sont pris au point P. 

De la même façon, dans le repère local {&(O, v), R,(O, v)) la différentielle 
de l'application de Gauss de Sr au point P = C(v) est représentée par la 
mat rice 

MT = [ d;: d;: 1 ,  
avec: 

expressions dans lesquelles E*, F* et G8,coefficients de la première forme 
fondamentale de Sr au point P dans le repère {&(O, v), &(O, v)) sont donnés 
par: 



E* =< R,,, R,, > (Produit scalaire); 
F* =< Ru, Ru >; 
G' =< Ru,& > 

Les coefficients e*, f*,  et g* sont ceux de la seconde forme fondamentale de 
Sr au point P dans le repère {&(O, v), &(O, v)) ; ils sont donnés par: 
e 8 = <  NT,&, > ;  
f*  =< NT,RUV > 
g* =< NT, Ru,, > 

Or la condition ( 6 ) t r d u i t e  en notation matricielle : 

équivalente à : N' = cNr, donne la matrice de passage entre les deux repères 

locaux {Lu(uo, v), Lv(uo, v))  et {Ru(O, v), R,(O, v)) au point P , soit : 

Tous les éléments sont en place pour traduire la condition (3) de raccord G2, 
signifiant que les matrices Ml et chfr sont semblables : 

Après calculs on obtient l'expression suivante pour la matrice ea(v)Mr : 

La condition (10) équivaut alors aux relations ( I l ) ,  (12), (13) et (14) ci- 
dessous. 



De plus , les conditions (4) et ( 6 ) , supposées satisfaites , donnent : 
E* = a 2 E  + 2abF + b2G 
F * = a F + b G  
G* = G 
et donc E*G* - = a2(EG - F2) 

En posant N = NI, vecteur normal unitaire à Sr au point P = C(v) , et 
en utilisant N = €NT , NT étant le vecteur normal unitaire à Sr au point 
P = C(v) , il vient: 
g* = cg car < N ,  R,, >=< N, L,, > 
(la relation &,(O, v) = L,,(uo, v) découle de (4) ) 

f* = +(v)f + b(v)9) 
car < N ,  Ru,(O, v)  >= a(v) < ni., Lu,(uo, v) > +b(v) < N, L,,(uo, v) > 
(la rela.tion R,,(O, v) = a(v)L,,(uo, v) + b(v)L,,(uo, v) + af(v)Lu(uo, v)  + 
b'(v)L,(uo, v) découle de (6) et, en outre, 
< N, Lu >=< N, L, >= O ) 

Alors les relations (12) et (14) découlent de (4) et (6), et, par conséquent (4) ,  
(6), (1 1) et (13) constituent une CNS de raccord G2 entre les deux surfaces 
SI et Sr au point P = C(v). 

Traitement des égalités (11) et (13) 

Après multiplication des deux membres par a2[EG - F2] , l'égalité (1 1) 
devient : c(f*F8 - e*G8) = a2(f F - eG) + ab(gF - j G )  

ou encore, en tenant compte des formes obtenues ci-dessus pour f , F' 
et G': c2(af + bg)(aF+ bG) - ee*G = a 2 ( j F  - eG) + ab(gF - fG)  



soit , comme c2 = 1 , (ce* - a2e - 2abf - b2g)G = O 

Or G =< Lu , Lu > est différent de zéro car le point P = C ( v )  est 
supposé être un point régulier de la surface SI. 

Donc l'égalité (11) équivaut à (ce* - a2e - 2abf - b2g) = 0. 

En ce qui concerne l'égalité ( 1 3 ) ,  une multiplication des  deux membres 
par a 2 [ E G  - F2] amène: 

ou encore, en tenant compte des formes obimues ci-dessus pour f  , F' 
et G*: 

= - a 2 b ( f F  - e G )  + a 3 ( e F  - f E )  - ab2(gF - f G )  + a 2 b ( f F  - g E ) .  

ce qui conduit à : (ce* - a2e - 2abf - b2g) (aF + b G )  = O 

Donc vérifier les deux égalités ( 1 1 )  et ( 1 3 )  équivaut à : 

(ce* - a2e - 2ab f  - b2g) = O 

Cette condition s'écrit aussi : 

V v  E [ O ,  11 , ce* = a 2 ( v ) e  + 2 a ( v )  b ( v )  f  + b2(v)g 

et signifie : 

relation équivalente à ( 7 )  car le plan tangent I I p  au point P en Si et S, est 
engendré par les vecteurs L,(uO, v )  et Lv(uo, v ) .  De plus comme L et R sont 
deux paramétrisations de classe C2,  les fonctions e; et f,' sont continues. 



2.4.2 Notat ion matricielle 

Sous l'hypothèse que les conditions (4) et (6) sont réalisées, la relation (3), 
définissant le raccord G2, équivaut à l'existence de deux fonctions e; et f,' 
de [O, 11 dans IR continues telles que 

a2(v) 2a(v) b(v) b2(v) Luu(uo> V) 
b(v) ] . [ Luv(uo, v) ] 

Rvv (O, v ) 0 1 LVv(uo, v) (15) 

2.4.3 C a s  particulier 

Si c = 1 , a = 1 et b = O on trouve e* = e c'est à dire 
&,(O, v) - Luu(u0, v) E n P  
Dans ces conditions ,demander le raccord C2 entre les surfaces Sl et S, est 
une condition plus forte que de demander le raccord C' et la vérification de 

(7)- 

2.4.4 Condit ion plus symétr ique 

La relation (7) est certes intéressante lorsque, dans une démarche de C.A.O., 
on veut construire la surface S, à partir de la surface SI, en cherchant à 
réaliser un raccord G2. Cependant. dans une étude purement géométrique, 
les surfaces Sl et S, jouent le même rôle. 
En fait, une formulation plus symétrique , équivalente, peut être obtenue 
([20]). En effet (6) entraîne : 

Le terme b2(v) Lvv(uo, v) peut être remplacé dans (7), par : 



b2(~)Lvv(uo,  v) = b(v)LV(O, v) - a(v)b(v)Luv(uo, v) - at(v)b(v)Lu(uo, v) - 
bt(v)b(v)Lv(uo, v) 
d'où le résultat : 

Proposi t ion 2.4.2 : 
La relation (6) étant réalisée, la condition (7) équivaut à l'existence de deux 
fonctions continues arbitraires, 
e; : [O, 11 -+ IR et fi' : [O, 11 - R telles que 

3 Application au cas où L et R sont des IIR 
-projetées de foiîctions définies dans F. 

3.1 Notatioils et hypothèses . 
Ici, E désigne l'espace affine associé à R3. - 

Ce paragraphe étudie, de façon très générale, le raccordement entre deux 
surfaces SI et Sr,  définies comme Ilil -projetées de "surfaces de 3 ". 
Les deux surfaces SI et Sr,  supposées régulières, sont données par des 
paramétrisations L et R projetées par IlR de fonctions L: et  R ,  supposées de 
classe Ck,  k 2 2. 

L : A l + . F  
(., v )  H 0, v) 

et 
R : A r + 3  

(.,v) H R(u,v)  ' 

Cette situation se produit, en particulier, lorsque L et  R sont des paramétrages 
de surfaces (SBR). Dans ce cas L: e t R  sont des fonctions polynomiales. 

@ 

Ri = (Ri ,  e:, 4, e:) désigne un repère de E et i3 = (ef, e:, e<, nal) le repère 
"au- dessus" dans 9 ([34]). 
Les notations sont reprises du chapitre 1. 



h -l A 'l 
On pose l (u , v )  = 52 ( L ( u ,  v ) )  et r (u , v )  = ( R ( u ,  v ) ) .  
La convention adoptée au chapitre 1 (section 1-2) donne: 

A 
n ( r ( u ,  v ) )  = R(u,  v )  ; x(r (u ,  v ) )  = p ( ~ ,  v )  ; R  ( r ( ~ ,  y ) )  = n%(u9 V )  

3.1.1 Hypothèses . 
Le raccordement est étudié en des points à distance finie , ce qui amène 
à poser les hypothèses suivantes : 

et 
Vv E [O,  11 , R ( 0 ,  V )  # 52 et IIfl(R(0, v ) )  E & 

Alors, sous ces hypothèses : 

E [O, 11 , +O, v )  # 0  

vv E [O, 11 , p(O,v) # 0  

3.1.2 Rappel  des  formules d e  dérivation 

Le rappel porte sur le calcul des dérivées d'une fonction A  : [O, 11 + 2, 
définie comme IIR -projetée d'une fonction de classe Ck , k > 2 
A : [ O ,  11 - 3 
et s'étend facilement au calcul des dérivées partielles en (uo, v )  de la fonction 
L et en ( O ,  v )  de la fonction R. 

A 
est une application de [O, 11 dans & et 

u H a(v)  

Alors en désignant par a ( u )  la masse de a(u) ,  et en supposant a ( u )  # 0  

A + 
R  (a (u ) )  = a(u) .RA(u)  OU encore, avec nos conventions de notation : 

(a (u ) )  = ~ l i ~ ( u )  



A : [ O ,  11 + 3 étant une application de [O, 11 dans 3. 
u H d ( v )  

a et A étant supposées de classe Ck , k 2 2, les dérivées de A sont liées à 
celles de û et de A par: 

3.2 Raccord GQntre Si etS,. 

3.2.1 Condition nécessaire et suffisante. 

Proposition 3.2.1 : 
La condition (4) équivaut à 

La courbe r, frontière commune entre Si et Sr est alors paramétrée par 
C ( v )  = I lR(L(uo,  v ) ) .  
En général, L(uo, v )  # R ( 0 ,  v )  
cf la figure 6 

3.2.2 Remarque 

Dans de nombreux papiers ( [49] )  le raccord Go est traduit par la condition 
suffisante : 

Vv E [O,1] , C(UO,V)  = R(O,v)  (18) 

qui est plus restrictive que (17).  

3.3 Raccord G1 entre $1 etS, le long de r 
Les conditions (4) et (6) traduisent le raccord G1 entre SI et Sr le long de 
r. Une condition équivalente portant sur les paramétrisations L et R va 
maintenant être établie: 



çha~i t re  2 - Fiaure 6 
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Plan des paramétres 
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Raccordement de deux surfaces 

HR - Projetées. 



Théorème 3.3.1 : 
Sous l'hypothèse que la relation (17) est vérifiée, il y a équivalence entre la 
condition (6) et l'existence de quatre fonctions de classe Cl, 
f i ,  i E {1,2 ,3 ,4)  d e  [ O ,  11 dans R vérifiant: 

3.3.1 Condition nécessaire 

Les formules de dérivation présentées dans la section 3-1 donnent: 

Pour tout v élément de [ O ,  11, la relation ( 6 )  : 
Ru((), v )  = a(v)Lu(uo, v )  + b(v)Lv(uo, v )  
peut être multipliée par le réel non nul p2(0, v)X2(uo, v )  et devient: 

X2(u0, v)[p(O, v)Ru(O, v )  - pu(O, v )R(O,  v ) ]  = a(v>p2(o ,v ) [A(~0 ,  ~ )L(uo,  - 
Au(uo, v)L(uo,  v ) ]  + b(v)p2(0, v)[X(uo, ~ )L(uo ,  - Av(uo, v)C(uo, v)I. 

En observant que la condition (17) entraîne R ( 0 ,  v )  = O' L(uo,  v )  nous ,dGb 
obtenons : 
A ~ ( U , ,  v ) p ( ~ ,  v)R , (O ,  v ) -a(v)p2(0,  v)A(uo, v)LU(uo,  VI-b(v)p2(0, V ) A ( U O ,  V)L,(UO, 

O ,  V ) X , ( U ~ ,  v)+b(v)p2(0,  v)AU(u0, v )  -A(uo,  ~ ) P ( O , ~ ) P ~ ( O ,  v)IL(uo, v )  +[a(v)p ( 
= OF 
Donc la relation ( 6 )  entraîne l'existence de quatre fonctions qui ne s'annulent 
pas simultanément : 
fi, i E {1,2 ,3 ,4)  de [O,  11 dans R, 



telles que: 

vv  E [ O ,  11 , 
(20) 

f i  (v)RU(O, v )  + f i ( v ) L u ( u ~ ,  v )  + ~ ~ ( v ) L ( u o ,  'u)  + f 4 ( ' ~ ) ~ ( ~ 0 ,  2 ) )  = O 

avec en outre cX(uo, v)p(O, v )  f2 (v)  f l ( v )  < O.  Comme les fonctions L  et R 
sont supposées de classe C2 et que les fonctions a et b  de (6) sont de classe 
Cl, les fonctions f i ,  i E {1,2,3,4} sont aussi de classe C l .  

3.3.2 Condition suffisante et obtention des fonctions a(v )  et b(v) 
de la condition (6) 

Les relations (17) et (19) sont supposées réalisées. 

En prenant la quatrième composante (masse) dans le repère t? de la relation 
( 1 9 )  il vient: 
fl(.)pu(O,v) + f i ( v ) A u ( ~ 0 , v )  + ~ ~ ( v ) ) ( v ( u o , ~ )  + f 4 ( v ) X ( u 0 ,  = 0  
Comme les points de l7 sont supposés à distance finie : 
v v  E [ O ,  l ]  , X(u0, v )  # 0  

Alors la relation (19) entraîne: 

210 v Après réorganisation des termes et en observant que q u o ,  V )  = W R ( 0 ,  v ) ,  
P 0,v 

nous obtenons: 



De ce fait,après division par le réel non nul fl(v)X(uo, v)p(O, v) : 

A(u0, v)f2(v) Lu(UO, v)  - wu07 v)f3(v) 
v)  Vu E [O, 11, Ru(O,v) = - 

~ ( 0 ,  v)f1(v) ~ ( 0 ,  v)f1(v) 

ce qui traduit la condition (6) de raccord G1 . 
avec les fonctions a et b de classe Ci déterminées par: 

Vu E [ O , l ] ,  a(v) = - 
(Le produit t fi (v) f2(v)X(uo, v)p(O, v )  étant négatif, ca(v) est positif.) 

En particulier, avec la condition suffisante (18) de raccord Go , 
X(uo, 2) )  = p(0, v) et on obtient les formes simples : 

3.3.3 Démarche de C.A.O. 

Dans une démarche de C.A.O., la surface SI et les deux domaines de paramètres 
Al et A, sont donnés et il s'agit de construire Sr raccordée G1 à Sl. Dans 
ce cas les fonctions a et b (ou bien encore les fonctions fi, f2, f3, f4)  sont 
à considérer comme des paramètres de forme laissés à l'appréciation de 
l'utilisateur. 



3.3.4 Forine des fonctions fi , i E {1,2,3,4) 

La relation (19) peut être considérée comme un système linéaire (4,4), ho- 
mogène, aux inconnues fi , i  E {1,2,3,4), dont les "vecteurs colonnes ", 

4 

&(O, v), LU(uO, v), L,(uO, v) et L(uo, v) sont dans l'espace F. 

Comme le montre le traitement de l'annexe 1, si le système {&,(uo, v ) ,  &,(O, v) ,  L ( u ~ ,  v) ) 
est libre, 
à un facteur près, les quatre fonctions fi ,  fi, f3 et f4 sont entièrement déterminées 
par la connaissance des deux surfaces SI et S, raccordées G1. 
L'étude du raccordement l e  deux morceaux de paraboloide , traitée au 
chapitre 4 ,  donne un exemple de calcul de ces fonctions-coefficients. Le 
chapitre 6 donne un autre exemple sur une sphère. 

3.4 Raccord G* entre Si et Sr le long de l? 

Ajouter aux conditions (17) et (6) la condition (7) définit le raccord G2 entre 
SI et S, le long de I'. 

3.4.1 Expression des  dérivées utiles prises au point  (0,v) pour  R 
e t  au point (uO,v) pour  L. 

Revenons à la condition (6) de raccord G1 : 
Ru = aL, + - bL, qui est équivalente à: 

Donc 
2 

(PR, - P U R )  = $ [~ (xL ,  - A d )  + b(Af+, - Avf  ) l e  

Exprimons les différents termes de (7) en fonction des paramétrages L et 72 
dans F. 



p2&U = (pzuu - puuR) - 29 (pl&, - puR) ou encore 

ce qui donne 
X2Lu, = (AuLu - Au& ,) + (AL,, - XuvL) - 2+(Xf u - XuL) 

3.4.2 Condition nécessaire et suffisante de raccord G2.  

Le théorème suivant exprime les conditions requises sur les paramétrages L 
et R pour obtenir le raccord G2 entre les surfaces SI et Sr le long de l?. 

Théorème 3.4.1 : 
Les relations (17) et (6) étant acquises, la condition (7) de raccord G2 entre 
Si et S, le long d e  r équivaut à I'existence d e  quatre fonctions de classe Co, 
hi, i E {1,2,3,4) , définies de [O, 1) dans R telles que h l ( v )  # 0, vérifiant : 

Condition nécessaire Après multiplication par le réel non nul X 2  la con- 
dition (7)  pour un point à distance finie s'écrit : 



Comme IIR(R(0, v)) = I iR(t (uo,  v)), nécessairement R(0, v) = 

Après remplacement des différents termes, la condition (7) s'écrit: 

{A[$%, - a2t ,  - 2abtuv - blLvv + pl (v) tu ]  

-2ab{Xvtu - AuL,) + p2(v){XLv - XvL) = 0 

expression dans laquelle 

pl (v) est le coefficient de ( A t ,  - X u t )  donné par : 

et = - 2 b p  + 2b2+ - f;(v) 

En posant hl(v) = X(uo,v) , (hl(v) # 0 car X(uo,v) # 0) 

h2(v) = A(uo, v)pl (v) - 2a(t1)b(v)Xv(~o, v) 

h3(v) = 2a(v)b(v)Au(~o, V )  + p2(v)A(u0, 2)) et 

uo v h4(v) = -[ -pUu - a2Auu - 2abAu, - b2Xvv + pl(v)Au] - p2(v)Av , 
~ ( 0 ,  v) 

la relation (24) s'écrit: 

vv E [O,1], 

De plus, compte-tenu des hypothèses de régularité sur les surfaces Sl et S, 
les fonctions hi , i E { 1 , 2 , 3 , 4 )  sont continues . 



Condition suffisante : 
La relation (23) est supposée réalisée avec hl (v)  # O.  Cherchons à établir la 
relation ( 7 )  de raccord G2. L a  quatrième composante dans la base 23 de 

X(u.,a)u - a2Luu - 2abLuv - b2Lvv) p(0, v )  
+h2(v)Lu + h3(v)Lv + h4(v)L 

est nulle, soit : 
U o ,  Z' Xop,, - a2Xuu - 2abX, - b2Xvv) 

h l ( v ) (  p(0, v )  
+h2(v)Xu + h3(2j)Xv + h4(v)X == 0 

Alors , le vecteur D(v)  suivant de 3 est nul pour tout v E [ O ,  11: 

MRu - a2Luu - 2abLuv - b2Lvv) V ( v )  = h,(v)A(uo, v ) (  p ( O ,  v) 

+ h 2 ( ~ ) A ( u o ,  v)LU + h3(2')X(u0, v)Lv + h d ( v ) X ( ~ ~ ,  v ) L  
A b 0  2 - { h l ( z ; ) ( d - p U u  - a 2 L U  - 2abXuv - Q2AYv)  

+hz(v)Xu + h3(v)Xv + h4(v)X)L: 

Nous utilisons, une fois encore, L(uO, v )  = w ~ ( ~ ,  v )  . Dans l'expression 
P 0 ,v  

du vecteur V ( v )  nous ajoutons et retranchons une combinaison linéaire des 
vecteurs ALu - XuL et AL, - A,& . 

En appelant cr la fonction continue de [ O ,  11 dans IR telle que 

(le terme (XvLu - XuLv) a é té  décomposé sous la forme : 



Ecrire D(v)  = O équivaut à : 

+[h2(v)  + a(v)]X2LU + [h3(v) + ~ O ( V ) ] A ~ L ~  = 0 
Après division par le réel non nul hl(v)X2(uo, u ) ,  on obtient la relation (7)  
avec: 

ah3 v  + bcr v 
- - -- hl v  et f ~ ( ~ )  = -+ ah1 ( v  

Le théorème 3-4-2 estdonc prouvé . 

Remarque: 
Lorsque c'est la condition (18) qui est réalisée, au lieu de (17), 
alors 

~ ( 0 '  v )  
q u o ,  v )  = l  

3.4.3 Choix particulier pour  les fonctions coefficients 

Proposit ion 3.4.1 Le choix suivant où a et b  sont des fonctions de classe 
Cl de [ O ,  11 dans R , vérifiant Ca > O : 

f i = l ,  f i = - a ,  f 3 = - b ,  f 4 = 0  
h l = l ,  h 2 = 0 ,  h J = O ,  h 4 = 0 ,  

correspond au raccord G2 entre les "surfaces au dessus", dans 3, données par 
les paramktrisations L , définie sur Al et R, définie sur A,. La projection 
IIR conserve ce raccord. 

Preuve:  
Le raccord GO " au dessus " signifie que 

Vv E [O,  11 , R(0 ,  v )  = C(uo, v )  

et donc, pour les masses: 

v v  E [ O ,  11 , p(0, v )  = X(u0, V )  



11 est évident que la projection UR conserve ce raccord : 

Vv E [O, 11 , R(0, v) = L(uo, v )  

Le raccord G' " au dessus " se traduit par l'existence de deux fonctions a et 
b de [O, 11 dans R de classe C' telles que : 

v u  E [O, 11 
ca(v) > O (25) 
%(O, v) = a(v)L,(uo, v) + b ( v ) L ( ~ o ,  c! 

Alors, en prenant la dernière composante dans la base 23 de la relation (25) : 

donc: 

la condition (6) de raccord G' dans & est alors réalisée: 

Remarque : la réalisation du raccord G1 " au dessus " est une forme de 
relation (19) avec fi = 1; fi(.) = -a(v) ; f3(v) = -b(v) et f4(v) = O . 
le produit cX(uo, v)p(O, v) fi (v) f2 (v )  = -X2(uo, v)ca(v) est bien négatif et le 
théorème 3-3-1 assure que le raccord G' est réalisé " en dessous ", dans &. 

Le ra.ccord G2 " au dessus " se traduit par l'existence de deux nouvelles 
fonctions continues e; et f,* de [O, 11 dans R telles que : 

cette relation est une forme de relation (23) avec hl = 1 ; h2 = -e; ; h3 = - f,* 
et h4 = O et le théorème 3-4-2 assure que le raccord G2 est aussi réalisé en 
dessous, dans &. 



Les deux théorèmes généraux obtenus dans ce chapitre sont des conditions 
nécessaires et suffisantes respectivement de raccord G1 et G2 ; elles vont être 
utilisées dans les chapitres 3 et 5 pour établir des conditions sur les réseaux 
massiques des surfaces (SBR) à relier : les conditions très générales (19) et 
(23) seront alors exploitées en tenant compte de la forme polynomiale des 
fonctions L et R. 

4.2 Une remarque concernant la reparamétrisatioii 

Supposons qu'il existe deux fonctions 9 et O: 

Y : [O, Il2 -+ [O, 11 
9 : [0,1l2 -+ [0,1] 

définissant un C2 difféomorphisme @ : 

Alors la condition de raccord Go : R(0, v) = L[p(O, v), O(0, v)] , Vv f [O, 11 
implique: 

QI' E [O: 11 , 

4.2.1 Raccord G1: 

Le raccord G1 entre SI et Sr se traduit par l'existence de deux fonctions 
arbi t ra i res  a , Ca > O et b de [O, 11 dans IR telles que : 



Cette condition est plus générale que celle qui exprime l'égalité au point ( O ,  v )  
des différentielles des fonctions R(u, v )  et  L[y(u,  v ) ,  O(u, v ) ] ,  soit : 

v v  E [ O ,  11 , W O ,  v )  = 8L[cp(O, v ) ,  O(0,v)l 

En effet cette dernière équation équivaut à (26) (déduite du raccord Go) et 
(28) ci-dessous : 

4.2.2 Raccord G2: 

Observons maintenant que même si a(v)  = g ( 0 . v )  et b(v) = % ( O ,  v )  , le 
raccord G2 défini en 1-1 est plus général que celui qui est traduit par l'égalité: 

Vv E [ O ,  11 , a2R(0,v)  = d2L[y(0 ,v) ,0(0 ,v) ]  

Les raccords Go et G' impliquent que : 

vv € [ O ,  11 , 

et aussi : 

\ ,  

Nous supposons a(v)  = g ( 0 ,  v )  et b(v) = $ ( O ,  v )  



Le raccord G2 entre S, et S, se traduit par l'existence de deux fonctions 
arbitraires e; , et f,' de [ O ,  11 dans R telles que la relation (31) ci-dessous 
soit vérifiée: 

Cette condition est plus riche que celle qui exprime l'égalité au point (O,  v )  
des différentielles secondes des fonctions R(u ,  v )  et L[p(u ,  v ) ,  6(u ,  v ) ] ,  soit : 

Vv E [ O ,  11 , a 2 ~ ( 0 ,  v )  = d 2 ~ [ ~ ( 0 ,  v ) ,  6(0, v ) ]  

en effet cette dernière égalité se traduit par (29) , (30) et (32) définie ci- 
dessous: 

L'ensemble des conditions (29),(30) et (31) est plus général que (29),(30) et 

(32)-  
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Raccordement G2 , i E { O ,  1,2} entre deux 
surfaces (SB R) rectangulaires 

1 Introduction 

1.1 Notations et hypotl~èses 

Dans tout ce chapitre Al = [O, 112 , Ar = [O, 112 . 
4 

& = R 3 , f = & ,  
* 

Ri = (O1, e;, 4, e:)Pésigne un repère de & et B = (G, e;, e<, ORl) le repère 
"au- dessus" dans 3 ([34]) . 
m et n sont deux entiers positifs donnés . 

Si est la surface (SBR) de réseau massique {lij,O 5 i 5 m,O 5 j < n )  ; elle 
est donnée par le paramétrage : 
L(u, v) = SBR[lij, O < i < nz, O < j < n; [O, 1J2](u, v) . 

Sr est la surface (SBR) de réseau massique {rij,O 5 i < m, O < j < n )  ; elle 
est donnée par le paramétrage : 
R(u, v) = SBR[T;~ ,  O < i 5 m, O < j 5 n; [O, 1I2](u, v)  . 

Remarque : comme il a été indiqué au chapitre 1, sans perte de généralité, 
les deux réseaux massiques 
{lij,O 5 i 5 m,O 5 j 5 n )  et {rij,O 5 i 5 m,O 5 j 5 n} peuvent être 
supposés de mêmes dimensions , soit la longueur m et la largeur n. Si tel 
n'était pas le cas , des élévations de longueur permettraient de s'y ramener . 

A - 
Soit R (lij) =R,Cij et x(lij) = Aij  . 



Alors V(u, v) E [O, Il2, L(u, v) = IICl(L(u, v)) 
avec t ( u ,  v) = SBP[Lij ,  O < i < m, O < j < n; [O, 1I2](u, v) 

En outre , si A(u, V) = SBPIAij,O < i 5 m,O 5 j 5 n; [O, 1I2](u, v) n'est pas 

De même pour la surface S, : 
A d 

soit $2 (rij) = O R j  et x(rij) = pij . 
Alors V(u, v) E [O, Il2, R(u, v) = IIR(R(u, v)) 
avec R(u ,  v) = SBP[zj,  O 5 i < m, O < j < n; [O, 1I2](u,v) 

Si p(u, 27) = SBP[pij ,o < i < m,O < j < n; [O, lI2](u,v) n'est pas nul : 
i, 

072 (u,  2 ) )  = p(u, v). RR (u, v) 

1.2 Hypothèse 
Les surfaces SI et Sr seront raccordées en des points à distance finie , ce qui 
explique les hypothèses suivantes : 
vv E IO, 11 , 

L(1, v) # R et IlO(L(1, v)) E & et 

R(0,  v) # St et nn(R(0, v)) E E 

1.3 Cadre du travail 
Le choix suivant pour les fonctions 0, et O, du chapitre 2 conduit à une 
formulation très répandue dans l'étude du raccordement Gi , i E {O, 1 ,2) 
entre deux surfaces rectangulaires 
( 121, [141, I151, [231 1: 
Oi(v) = (1, v) et O,(v) = (O, v) , v E [O, 11 . 
Comme le montre la figure 1 , ce choix donne 6 = 1 selon la convention de la 
définition 1-1 du chapitre 2. 
Le raccord G2 entre SI et Sr le long de I' = R(T,) se traduit par : 



E =+1 
car les bords des deux domaines ont des orientations opposbes 

Raccordement entre (SBR) rectanaulaires 



Vv  E [ O ,  11 , L ( l ,  v )  = R(0 ,v )  

et cette égalité définit un paramétrage de la courbe frontière l? , soit 
C ( v )  = L(1,  v )  ; v E [ O ,  11 . 

Vv E [O,  1) , ~ ' ( 1 ,  v )  = Nr(O, v )  

Vv E [ O ,  11 , d ~ ' ( 1 ,  v )  = dNr(O, v )  

Alors , les conditions nécessaires et suffisantes obtenues au chapitre 2 s'écrivent 

Proposition 1.3.1 : 
Pour le raccord Go : 

Vu E [ O ,  11 , L(1 , v )  = R(0 , v )  

Pour Zr raccord G' : 

VU E [ O ,  11 , ~ ' ( 1 , v )  = Nr(O,v)  

équivalent à l'existence d e  quatre fonctions d e  classe C l ,  

{ j;, i E { 1 , 2 , 3 , 4 ) }  d e  [ O ,  11 dans R vérifiant : 

vv E [ O ,  11 , 
V I ,  v)p(O, e,)f1(2,)f2(v> < 0 

( 1 )  

j1(v)%(O, v )  + f2(v)Lu( l ,  v )  + f3 (v )Lv( l , v )  + f 4 ( v )L ( l ,  v )  = 0 

Pour le raccord G2 : 

Vv E [ O ,  11 , d ~ ' ( 1 , v )  = dNr(O, v )  

équivalent à l'esistence d e  quatre fonctions continues h,, i E {1 ,2 ,3 ,4 )  définies 
d e  [ O ,  11 dans R telles que 



X l v  hl(v)($l>',u(~, v )  - a 2 t u u ( l ,  v )  - 2abC,( l ,v)  - b2Lvv(l ,  v ) )  
(2) P 0,v 

+h2(v)Lu( l , v )  + h,(v)L,(l ,v)  + h 4 ( v ) t ( l , v )  = O 

avec a ( v )  = - X(l,  v ) f i ( v )  
~ ( 0 ,  v ) f 1 ( v )  

et b(v) = - 

2 Raccord Go entre les surfaces (SBR.) Si et 
ST 

Le raccord se fait le long de r , frontière commune entre SI et Sr . 

et la condition de raccord Go s'exprime par : 

Vv E [ O ,  11 , L(1,  v )  = R(0,  v )  

(cf la figure 2)  

Nous avons : 
L(1,2,) = BR[lmj,O _< j 5 n ; [O , l ] ] ( v )  
R(07 v) = BR[Toj, 0 :' j < n;  [O, l ] ] ( v )  

Nous tra.duisons l a  condition G"' i.e. 1' égalité des deux courbes (BR)  ci- 
dessus par la "proportionnalité" de leurs polygones massiques de contrôle: 

Proposition 2.0.2 Le raccord GO entre les surfaces Sl et Sr est réalisé s'il 
existe un rie1 cr non nul tel que 

En fait , après multiplication éventuelle de tous les vecteurs massiques du 
réseau {l,,) par le scalaire I, nous travaillerons avec la condition: 



Chapitre 3 - figure2 

Domaines des paramètres 

Raccord Go entre deux surfaces. 



3 Raccord G1 entre Si et Sr le long de r 
Pour toute la suite du chapitre , la condition (5) est supposée . 
En outre , l'hypothèse , nn(L(1 ,  v )  E & assure que 
Vv f [O, 11, L( l ,  v) est à distance finie c'est à dire X(1, v )  # O . 
Pour des questions de commodité , notons cj le vecteur massique l m j  = roj 

A ---* 
et  aussi 52 (cj) =Wj. 

Alors la courbe frontière I' est paramétrée par C(v) 
avec C(V) = BR[cj, O 5 j 5 n; [O, l]](v) i.e. 
C(v) = ITR(C(v)) oii C(v) = BP[C,,O 5 j 5 n; [O, l]](v) 

11 s'agit de traduire en termes de réseaux massiques la condition (1) . , 

Les définitions des courbes (BR)  et des surfaces (SBR) donnent , ici , des 
renseignements algébriques supplémentaires sur les fonctions qui intervien- 
nent dans cette relation : 

L(1, v) = BP(Lrnj, O I j 5 n;  [O, l]](v) 
est une courbe de 3 polynomiale de degré n . 

est une courbe de .F polynomiale de degré n - 1 . 

est une courbe de 3 polynomiale de degré n . 

est une courbe de 3 polynomiale de degré n . 



3.1 Cas général du raccord G1 entre SI et Sr 
Dans cette section , le système S suivant, de trois vecteurs de F, est supposé 
libre . 

En annexe 1, nous montrons qu' à une fonction multiplicative non nulle près, 
les fonctions {fi, fi, f3, f 4 )  ont une forme bien déterminée , à savoir : 
fl(v) est polynomiale de degré inférieur ou égal à 3n - 1 
f2(v) est polynomiale de degré inférieur ou égal à 3n - 1 
f3(v) est polynomiale de degré inférieur ou égal à 3n 
f4(v) est polynomiale de degré inférieur ou égal à 3n - 1 

Il existe donc des coefficients réels a i k ,  i E {1,2,4) ; O 5 k 5 (3n - 1) , 
et a g k  , O 5 k 5 3n tels que : 

En décomposant le domaine des indices , 
{(j, k )  / O 5 j < n , O 5 k < (3n - 1)) en trois zones et en posant k + j = p, 
nous obtenons l'écriture suivante pour le terme fl(v)&(O, v): . 



3n- 1 En observant que B;(v)B(,-~)(v) = (v): 4n - 
\ p l  

nous obtenons l'écriture suivante pour fl (v)R,(O, v) : 

et de la même façon pour le terme fi(v)L,(l, v) : 

p=4n-1 m j=hfin(p,n) 

B;"-' (v) E ( 7 ) ( :~j ) ~2(p-j)A 10 L(m-l~j 
j=Maz(O,p-3n+l) 

et pour le terme f4(v)C(v) : 

Le terme f3(v).Lv(l, v) s'écrit : 



Alors la condition ( 1) s'écrit dans la base de Bernstein 
{B,4"-' ; O 5 p 5 (4, - 1))  

expression dans laquelle 

D'où le résultat très général : 

Proposition 3.1.1 : 
Les surfaces Sl et Sr sont supposées raccordées Go , par la condition ( 5) . 
Une condition nécessaire et sufisante de raccord G' entre ces surfaces est 
l'existence de coeficients réels : 
{ c Y ; ~ , ~  f { 1 , 2 , 4 ) ;  O 5 k 5 (3n -1 ) )  
et {agk , O 5 k 5 3 n )  tels que 

ce qui se détaille par la relation 



ou de manière équivalente , en termes de vecteurs massiques: 

3.2 Remarque 

Cette condition , comprend beaucoup de "degrés de liberté" . 
Il y a (9n) coefficients a ; k ,  i E {1,2,4); 0 5 k 5 (3n - 1) 
et 3n + 1 coefficients a 3 k ,  O 5 k < 3n arbitraires . En outre la condition 
nécessaire et suffisante de la proposition donne un système de 4n relations 
destinées à calculer les n + 1 vecteurs massiques {rlj , O 5 j 5 n)  .Des 
conditions de compatibilité vont s'avérer nécessaires pour mener ce calcul à 
son terme. Quelques exemples sont développés maintenant , correspondant 

à des choix particuliers des fonctions f; , i E {1,2,3,4) . 

3.3 Preiliière condition suffisante de raccord G1 
Le jeu suivant de fonctions a été choisi pour obtenir un résultat figurant dans 

(121) : 

I f4 = a 4  

(cr;, i E {1,2,3,4)) étant un quadruplet de réels vérifiant alaz < O . 

Une simple élévation de longueur sur L,(l, v )  amène : 



La relation ( 1 )  est alors exprimée dans la base de Bernstein 
{B;,O < j 5 n} , et devient : 

Cette égalité équivaut à : 

A -l 
D'où le résultat suivant , après application de 0 

Proposit ion 3.3.1 : 
Pour réaliser la condition (1) de raccord G1 entre les surfaces SI et Sr le long 
d e  I', il suf i t  qu 'il existe des constantes a1 , a2 , a3 , a4 telles que : 

{ ~ l m ( r l  j - r ~ j )  + ~2m( l rn j  - l(m-1)j) ( 7 )  

S Q J [ ( ~  - j)(cj+l - c j )  + j ( c j  - c j - I )]  + W c j )  = 0 

La figure 3 montre quels sont les vecteurs massiques concernés par ce raccord 
G1 

Remarque : La formule précédente ne perd pas de généralité si l'on suppose 
que l'un des coefficients cri, i E {1,2)  est égal à 1 . Elle donne donc 3 degrés 
de liberté . 



Vecteurs  massiques concernés par  l a  re la t ion (7) du chapitre 3 
pour l e  raccord  G 1  ent re  deux carreaux (SBR) . 
Les coeff ic ients amènent t ro is  degrés de l iber té .  

I n 
1 
(m- i  ln  

C n  r - 
C 

n-1 
j =n 

C 
j +  1 

1 
( m - l l j  
- 

1 j 

4 

j 

C 
j -1  

r 

1 s j s n  

1 

1 
(m-110 C g  - r 

10 



3.4 Deuxième Condition suffisante de raccord G1 
Comme l'ont fait les auteurs de ([23] , [49] , [59] ) , on peut remplacer 
l'élévation de longueur de la courbe (BP) L,(1, v )  par la multiplication du 
facteur L,(1, v)  par un polynôme du premier degré , ce qui donne un degré 
de liberté supplémentaire. 

Alors , le choix suivant est proposé pour les fonctions f i ,  i E {1 ,2 ,3 ,4)  de 
[O, lj dans R : 
-( f l  = a1 1 tels que a(v) = -2 > O 

f 2  = 0 2  { + = + ( I - V ) + ~ V  

( f 4  = a 4  

(ai, i E {1 ,2 ,4 ) )  , a31 a 3 2  étant éléments de IR . 

On utilise alors : 
( 1  - v ) ~ ? - ' ( v )  = *B;(V> et VB;-~(.) = 

Avec ce choix de fonctions coefficients , la relation ( 1 )  s'écrit : 

v v  E [O, 11 

n - j  j 
+a3i-(Cj+l n - Cj) + a32-(Cj n - Cj-l))B;(~) = O 

Cette relation équivaut à : 

V j  E {O, 1,. - , n), 



n - j  j 
+a31 T(Cj+~ - Cj) + a31n(Cj - Cj-1)) = 0 

A -1 
D'où le résultat suivant , après application de 0 : 

Proposi t ion 3.4.1 : 
Pour réaliser la condition (1) de raccord G1 entre les surfaces Sl et Sr le long 
de I', il suf i t  qu'il existe des constantes réelles : 
ta,, i E {1,2,4)) , a31 ,032 telles que 

cf la figure 4 

3.4.1 Remarque  

Cette proposition , d'apparence voisine , de la précédente amène quatre 
degrés de liberté , donc est plus générale . 

3.4.2 In te rpré ta t ion  lorsque t ous  les vecteurs massiques d e  SI sont  
des  points pondérés  

Dans ce paragraphe , tous les vecteurs massiques des réseaux de contrôle de 
Sl et Sr sont supposés être des points pondérés , c'est à dire : 

Vi E {O, l , . . . ,m)  , V j  f {O,l,.-.,n) 
l,, = (Ljj, A,,) 
r i , = ( & .  1 ,  Pr3 . . )  

Dans ce cas le polygone massique de contrôle de I' est aussi formé de points 
pondérés : 



r e  4 - Chap i t re  3 

V e c t e u r s  massiques concernés p a r  l a  r e l a t i o n  (8) du c h a p i t r e  3 
pour  l e  r a c c o r d  G1 e n t r e  deux ca r reaux  (SBR) . 
Les c o e f f i c i e n t s  donnent qua t re  degrés de l i b e r t é .  



V j  E {O, 1 , .  . . , n} cj = (Cj, Tj) 

A 
Alors , l'expression analytique de 0 donnée dans ([34] , 1. 2. 2.4 page 
2l)permet les écritures suivantes : 

Proposi t ion 3.4.2 La condition sufisante de raccord G1 : 
V j  E {O:l , . . . ,n} 
{ a l m ( R ~ ~  - Rej) + a2m(Lmj - L(rn-l>j) + a-iCj 

se traduit : 

par la relation suivante sur les masses : 

par la relation suivante sur les points : 



Preuve : Soit V le point de .F défini par : 

4 

Ce point V est identifié au vecteur RV de 3 et 
4 

la relation RV= O signifie que chacune des composantes dans la base B du 
4 

vecteur RV est nulle . 
Soient {vk ; 1 5 k 5 4 )  ces quatre composantes . Alors 

Donc la relation 0 4  = O équivaut à (9) . 
4 

La nullité du vecteur R V  entraine aussi celle de 

ce qui se traduit par : 

Comme v j  E {O,l a.-,n) , c j  = roj et cj = Zmj , 
V j  E {O,l,...,n) 
7j = xmj  Lmj = Cj 
7j = P0j h&j = Cj 



Alors , 

qui se traduit sur les points par : 

C'est la relation (10) . 
Remarques: 

Nous retrouvons ici des résultats donnés par Liu ([49]). 

Dans le cas où les deux surfaces SI er S, sont des (SBP) , le choix 
a4 = O redonne une condition suffisante de raccord G1 qui a été utilisée 
par Du ([23]). 

4 Raccord G~ entre SI et Sr le long de r 
4.1 Rappel des coiiditions et traitement du cas général 

Il s'agit , maiilt,enant , de traduire en termes de vecteurs massiques la condi- 
tion (2) de raccord G2: 

Selon le résultat rappelé en tête de ce chapitre , et comme x ! ~ d = ~ , ~  
~ ( 0 ,  v) 

cause de la condition (5) , 
les surfaces Si et Sr sont raccordées G2 le long de  I' si et seulement si il existe 
quatre fonctions polynomiales hl,  h2, h3, hq de [O, 11 dans R telles que 



vv  E [O, 11, 

+h,(v)L,(l, v )  + h,(v)Lv(l ,  v )  + h4(v)C(v) = 0 
(11) 

En dérivant une fois de plus les expressions suivantes , obtenues au para- 
graphe 2 : 

C(v)  = BP(Cj,  O 5 j 5 n; [ O ,  l ] ] ( v )  

il vient : 

(Remarquons que L,,(l, v )  = Cn(v)  ) 



définit une courbe de F polynomiale de degré n . 

définit une courbe de 3 polynomiale de degré n . 

définit une courbe de 3 polynomiale de degré n - 1 . 

La condition nécessaire et suffisante (6) de raccord G1 est supposée réalisée 

avec pour i E {1 ,2 ,4}  , : 

Alors , compte-tenu des résultats du chapitre 2 : 

fi v avec o(v) = -Ttf qui a été supposé positif strictement et b(v) = -jq- 
1 v fi(. - 



La relation (2) multipliée par la fonction non nulle j:(v) s'écrit : 

Reprenant les notations de l'annexe 1 , nous posons : 

Les fonctions vectorielles V I  , V2 , V4 sont polynorniales de degré 7n - 2 et 
la fonction vectorielle V3 est polynomiale de degré 772 - 3 , ce qui se traduit 
sous la forme : 

étant des points de 3 déterminés à partir des points des réseaux de définition 
des surfaces L et R. 



A 
(La convention adoptée dans tout le travail conduit à poser C?Vij=R ( v i j )  

A 
avec v, ,  ff .) 
Alors , la relation 

détermine les quatre fonctions { h l  , h2 , hg , h 4 )  à une fonction multiplica- 
tive près , à savoir : 

hq , q E { 1 , 2 , 4 )  sont des polynômes de degré 21n - 7 et h3 est un polynôme 
de degré 21n - 6 . 

Il existe donc des coefficients réels : 
{ p i k , i  E { 1 , 2 , 4 )  ; 0 < k  < ( ? l n  - 7 ) )  et { P 3 k , 0  5 k 5 21n - 6 )  tels que : 

k=21n-6 
Vv  E [ O ,  11 , h 3 ( ~ )  = C WkB:1n-6 (~)  

En décomposant le domaine des indices , 
{(j, k )  1 O < j < 7 n  - 2  , O < k < (2172 - 7))  en trois zones e t  en posant 
k + j = p , nous obtenons l'écriture suivante pour le terme h l ( v ) . V l :  



7n-2 En observant que Bj (v)~ti:57(v) - ( 7ni ) 2'f ) BF-'(v):  
28n - 9 

le terme hl(v).Vl s'crit: 

et de la même façon pour le terme h2(v).V2 : 

et pour le terme h4(v).V4 : 

le terme h3(v).V3 s'écrit : 

Alors la condition ( 2) de raccord G2 s'écrit dans la base de Bernstein 
{B,28n-g ; O < p < (2811 - 9)} : 



expression dans laquelle 

D'où le résultat très général : 

Proposition 4.1.1 : 
Les surfaces SI et Sr sont supposées raccordées GO , par la condition ( 5) et 
G' par la condition (6). Une Condition nécessaire et sufisante de raccord 
G2 entre ces surfaces est 1' existence de  coeficients reéls : 
{ & , i  E { 1 , 2 , 4 )  ; O < E 5 ( 2 1 n  - 7 ) )  
et {P3k , O < k 5 2172 - 6 )  tels que 

Vp E {O,. ,28n - 9 )  ; 'FI, = O3 

ce qui se détaille par la relation 

ou de manière équivalente , en termes de vecteurs massiques: 



4.2 Remarque 

Cette condition , comprend de nombreux "degrés de liberté" . 
Il y a 63n - 18 coefficients Pik,i  E {1 ,2 ,4 ) ;0  5 k < (21n - 7 )  
et 21n - 5 coefficients &*, O 5 k < 21n - 6 arbitraires .Mais la propos~ion , 

précédente fournit un systàne de (28n - 8) équations destinées à calculer la 
seconde rangée de vecteurs massiques {r2,  O < j ' n} . Dans une perspective 
de C.A.O. des conditions de compatibilité seront nécessaires. 
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Considérons les calculs intermédiaires suivants qui expriment les différentes 
expressions dans la base de Bernstein de degré n. 

(1 - v)B;-'(v) = ?B;(V) (nul pour j = n) , 

VB;-'(~) = 1-B" ,+,(v) (nul pour j= -1) 

n- j  n-1-11 (1 - v)~B;-*(v) = .B;(v) (nul pour j = n et j = n - 1) 

+l n-.-1) 
~ ( 1  - v)B;-~(v) = ' ni!.,-:) B:+](v) (nul pour j = n - 1 et j = -1 ) 

v'B;-~(v) = ~ B ; + , ( v ) ( n u l  pour j = -2 et j = -1 ) 

Alors , avec de  simples changements d'indices, nous obtenons : 

OU encore 

OU encore 



En reprenant les conventions du chapitre 1 pour signifier des différences pro- 
gressives , le terme : 
(Ru, - a2(v)Cuu - 2 a ( v ) b ( v ) f u v  - b 2 ( v ) L v v )  
peut s'exprimer dans la base de Bernstein 
{By; j E {O,. . - , n ) )  par : 

avec : 

4.3.1 Condition suffisante de raccord G2 

Les fonctions { h l ,  h 2 ,  h3,  h 4 )  sont choisies de la manière suivante : 
h1(v)  = 1 
h2(v) = B 2  

h 4 ( ~ )  = B 4  

h3(v) = @31(1 - v )  + B32v 

( { B i  , i E { 2 , 4 ,  ) , @31 , P32  étant des réels . 



Comme il a déjà été vu : 

Alors pour réaliser la condition de raccord G2 , il suffit de vérifier : 
v v  E [ O , l I '  

d'où : 

Proposi t ion 4.3.1 : Sachant que la condition(5) et la condition (8) sont 
réalisées , une condition s u f i a n t e  de raccord G2 entre les deux surfaces SI 
et Sr le long de r consiste en l'existence de quatre scalaires réels 
{Pi E {2 ,4 , )  P31 'P32) que : 

ou , de manière équivalente , en t e rne  de vecteurs massiques : 

4.3.2 Remarque  : nouveaux degrés d e  l iber té  . 
Dans les deux conditions suffisantes (13) et (14) les coefficients pi, i E {2,3,4,5) 
sont de nouveaux degrés de liberté laissés à l'utilisateur . 
La figure 5 montre quels sont les vecteurs massiques concernés par les rela- 
tions (13) et (14) . 



Vecteurs massiques concernés p a r  l a  relation (13) du 
chapitre 3 (condition suffisante de raccord 62 entre 
deux carreaux (SBR)). 
j= O ( Le cas j = n est similaire 



V e c t e u r s  massiques concernés p a r  l a  r e l a t i o n  ( 1  3)  du 
c h a p i t r e  3 (cond i t ion  su f f i san te  de r a c c o r d  G2 e n t r e  
deux c a r r e a u x  (SBR)). 
j = 1 ( Le cas  j = n-1 e s t  s i m i l a i r e )  



eure 5-cha~itre3 

Vecteurs massiques concernés par la relation (13) du chapitre 3 
2 l j ln-2 



4.3.3 Aspect algorithmique 

Il est clair que la condition ( 12) donne un moyen de construire la deuxième 
rangée de vecteurs massiques de Sr , soit tous les vecteurs rzj, j E {O, . . , n) 
. Les propositions ci-dessus indiquent quels sont les coefficients en jeu . 

Tous les résultats obtenus dans ce chapitre vont maintenant être illustrés par 
un exemple complet , dont le développement constitue le chapitre 4. 
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Un exemple complet 

1 Raccordement de deux morceaux de paraboloïde 

E est l'espace affine associé à IR3 et 2 son complété projectif 

- 4 -  

Soit le repère affine RI = (Rl, el, e2, e 3 )  et un repère "au-dessusn. 

Dans cet exemple nous allons considérer deux morceaux du paraboloïde 
x = s  

z = s 2 + t 2 - 1  

SI est le morceau de S défini sur le quadrangle QI = {s 2 O; t 2 0;s + t 5 1 ; 2s - t 5 1) ; 

c'est la restriction du paraboloïde à QI. 

Sr est le morceau de S défini sur le quadrangle Q, = (-1 5 s 5 O ; O 5 t 5 1) ; c'est la 

restriction du paraboloïde à Q,. 

La frontière commune I' entre Si et Sr est l'arc de parabole paramétré par: 

cf la figure 1 





- 

Chapitre 4 - figure 1 



Nous allons illustrer le chapitre 3 en mettant en évidence les différentes fonctions qui expriment 

les raccords @ , G' et G2 entre deux surfaces (SBR) définies sur [O, 112 .Pour celà, sachant que 

SI et Sr ont toutes les bonnes propriétés de raccordement le long de leur frontière commune , 

nous les reparamétrisons de manière à nous retrouver dans le cadre des hypothèses du chapitre 

3 : les deux surfaces doivent être des (SBR) définies sur [O, 112 et le raccordement se fait en 

(1, v )  pour S, et  en (O, v )  pour S,. 

1.1 Réseau massique de Sr 

Sur { ( u , v ) / O  1. ZL < 1; 0 5 v 5 1) , 

Sr est donnée par le paramétrage polynomial suivant : 

S, est alors une surface (SBP) et donc une surface (SBR) contrôlée par un réseau massique 

formé de points pondérés par des masses égales à 1 . 

Sr = SBR{rij, O 5 i 5 2, O 5 j 5 2; [O, 11') 

où les r,, sont indiqués dans le tableau ci-dessous. 



Preuve:Toutes les masses sont égales à 1. Mettons sous forme (SBP)  la surface polynomiale 

donnée par le paramétrage : 

{ : , > + v 2 - 1  

Alors la surface S, est paramétrée sur [O, Il2 par 

Cette écriture s'obtient par la technique présentée dans [ 341 , 6.1.2.2 , page 148 et , en 

observant que: 



1.2 Réseau massique de Sr 

Dans [ 34 ] , Proposition 7.4.1 , page 190 , Fiorot et Jeannin déterminent une transformation 

projective qui transforme un quadrangle plan convexe en un carré .Suivant leur méthode , 

nous déterminons 

-2 O 2 

qui amène le carré [O, il2 sur le quadrangle convexe QI . 

cf la figure 2 

Alors Si = SBR[lij,O < i < 2.0 < j < 2; [O, Il2] et le réseau massique de la (SBR)  Si est 

donné par le tableau suivant: 

1.2.1 Réseau massique d e  la (SBR)  Si 



Chapitre 4-fiaure 2 

Transformation d'un quadrangle convexe en le carre [0,1]X[0,1] 

95-bis 



Rappelons les notations du chapitre 1 : 

L(U, V) = nnLqu, V I )  , où 

4 A 
L(u, U )  = SBP[C;,,O < i 5 2,O 5 j 5 2; [O, 11'1, les Lij étant donnés par flCij=R (Ijj) 

(L(1, v) paramètre la frontière commune I'.) 

1.2.2 Tableau des Lij 

1.3 Raccord GO 

Géométriquement , les deux surfaces (SBR) Si et Sr sont deux morceaux contigüs d'un même 

paraboloide donc sont raccordés avec la continuité géométrique P.( figure 1) (En fait ces deux 

surfaces sont raccordées avec la continuité Gk , pour tout entier k.) 

Les paramétrisations précédentes des (SBR) Sr et S, donnent deux représentations de I': 



En se plaçant sur Sr , la courbe r est paramétrée par: 

Cr(v )  = R(0,v) et les résultats établis pour les bords des surfaces 

(SBR) donnent: 

En se plaçant sur Sl , la courbe I' est paramétrée par: C,(v)  = L ( l ,  v )  

et 

L(1, V )  = BR[12j, 0 L j 1 2; [ O ,  l ] ] ( v )  

= IlR(O,2v(l - v )  + v 2 ,  -4 (1  - v ) ~  -4v(l - v ) ,  4 ( 1 -  v ) ~  +4v( l  - v )  + v 2 )  

car , selon le tableau du paragraphe 1.2 .2 , 

Soit , L ( I ,  V )  = nn(o, 2~ - v2,  -4(1 - u), (V - 2)2)  
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et donc L(1, v )  = (O, q%, w). 
Le raccord Go se vérifie en mettant en évidence la bijection 7 de [O, 11 sur [O, 11 donnée par 

signalée au chapitre 2 , condition (5) et correspondant à la valeur a = -1. 

Nous avons : 

vv E [O, 11 , L(1, v )  = R(0, t7(v)) 

Par un changement de paramètre , nous revenons à la condition (3) du chapitre 3 : 

Vv E [O, 11 , L(l, v) = R(0, v )  

1.3.1 Reparamétrage de SI 

V ' w = equivaut à v = 2w 
I+w' 

Des relations 



il vient : 

avec : 

Nous obtenons ainsi une nouvelle surface de F , paramétrée par la fonction polynôme Ç dont 

SI est la IIR-projection. Les Çjj sont des points de 3 obtenus , à partir du tableau des Lij en 

gardant la ligne j = O , en multipliant la ligne j = 1 par 2 et la ligne j = 2 par 4 . Le résultat 

est indiqué par le tableau ci-dessous: 

1.3.2 Tableau ob t enu  à par t i r  d u  tableau des C;j : le tableau des  Çij 

/,-1 + 
Alors , en posant gi, =a (RÇij),O < i < 2,O < j 5 2 , nous obtenons g;j = 2jlij , ce que 

nous savions pour les courbes ([36],[57]). Voici le tableau des gij : 



La surface Si est identique à la (SBR) de réseau massique {gij , O 5 i 5 2 , O 5 j 5 2) de 

paramétrage : 

G(u,  V )  = SBR[Sij , O < i < 2 , O < j < 2 ;[O, l I 2 ] ( u , ~ )  , ( u ,  V )  E [O, 112 

Le paramétrage associé pour la courbe frontière I' entre Si et  Sr est alors Vv E [O, 11, C,(v) = 

BR[92j, 0 I j L 2; [O, l ] ] (v)  

= nR(O,4v(l  - v) + 4v2, -4(1 - v ) ~ )  - 8v(l  - v), 4) = (O, v ,  -1 + v2) 

Donc , avec ce nouveau réseau , la  condition (3) du chapitre 3 exprimant le raccord Go est 

vérifiée , soit: 

Vv E [O, 11 , G(1, v) = R(O, v) 

Nous avons g,j = 4roj pour O < j < 2 . En multipliant tous les vecteurs massiques g,, par f 

ce qui donne un nouveau tableau de vecteurs massiques , F = fgij , nous aurons l'égalité des 

polygones de contrôle des (BR) qui paramètrent r. 



Celà permet de revenir à la condition (5) du chapitre 3, de raccord p. 
A 

Les notations adoptées conduisent à poser : Qt,rj=Q (l:j) 

1.3.3 Tableau des L*, : 

Ce tableau donne un nouveau réseau de contrôle de la (SBR) S, soit 

Voici le tableau des 1;: 



Si = SBR[lG, O < i < 2, O < j 5 2; [O, 112] 

Un nouveau paramétrage de la surface Si , sur [O, 112 est alors: 

Lo(u, V )  = I'IR(L8 (u, v ) )  

avec 

1.4 Raccord G1 

Les réseaux massiques de contrôle sont maintenant : 

à gauche {li;., 0 5 i 5 2,O 5 j 5 2) pour la surface Si 

à droite {r,,O 5 i 5 2, O 5 j 5 2) pour la surface Sr 



La condition V j  € { O ,  1 ,2 }  , IZj = roj entrdne ~ ( 0 ,  v )  = A ( 1 ,  v ) .  

Quelles sont les fonctions f l ,  f i ,  f3 et f4 de [O, 11 dans R vérifiant la relation (1) ci-dessous , 

traduisant le raccord G1? 

En exprimant les composantes de R,(O,v),  C w u ( l , v ) ,  C w v ( l , v )  et C(v )  dans le repère B 

des vecteurs de 3 , les fonctions j l ( v )  , j2 (v )  , j3(v)  et f4(v)  sont solutions d'un système 

homogène (4,4). 

Les représentations paramétriques de Ru(O, v ) ,  L w u ( l , v ) ,  LDv(1, v )  et C(v)  s'obtiennent à partir 

des tableaux 1 . 1  et 1.3.3 précédents et des résultats de dérivation vus antérieurement. 

Rappelons que : 

C(v)  = ( O ,  v ,  - 1  + v2 ,  1 )  

L* , ( l , v )  = ( O ,  1,2v,O) 



Voici le tableau donnant les valeurs de 2(C2j - tWij) : 

Alors , dans le repére B de F : 

De même : 

Voici le tableau donnant les valeurs de 2(RIj - %j) : 



De ce fait , %(O, v )  = (-1, O, O, O) et fi, fi, f3 et f, sont solutions du système suivant : 

1.5 Interprétation de ces fonctions coefficients en termes de vecteurs 
massiques 

Situation générale Supposons connue une surface rectangulaire Sr , (SBR) de réseau 

massique { l i j  O 5 i 5 m O 5 j 5 n). Cherchons à construire une nouvelle surface Sr 

rectangulaire , (SBR) de réseau massique {ri ,  O 5 i < m O < j 5 n} raccordée G1 à Sr ,dans 

les mêmes conditions qu'au chapitre 3 , avec les fonctions coefficients trouvées ci-dessus dans 

la relation de raccord G1. 



Nous utilisons: 

fi(.) = -(1 + V) = -BA(v) - 2B:(v), 

fi(.) = 1 = BA(v) + Bl (v ) ,  

f3(v) = -v(l + V) = -f[B:(v) + 4B,Z(v)], 

f4(v) = 2(1 t 0) = 2Bi(v)  + 4Bi(v) .  

L'égalité : 

appliquée aux différents termes permet  d'exprimer la relation de  raccord G1 

dans la base de  Bernstein d e  degré n + 1 . 
l 

i En effet: 



Le raccord G1 ,associé aux fonctions-coefficients fi,  f2,  f3,et f4 se traduit sur les réseaux 

massiques des deux surfaces Si et S, par: 

Comme le montre la figure 3 , en prenant j = O dans cette relation , nous obtenons Rio, 

puis pour j de 1 à n , nous calculons R1, à partir du réseau de SI et du point déja calculé 

Rl(j-l). Il reste alors à vérifier la relation ci-dessus pour la valeur j = n + 1 , ce qui impose 

une condition de compatibilité sur les points du réseau de Sl. 

cf la figure 3 

Vérification de la condition de compatibil i té pour  la (SBR)de réseau massique 1' 

Pour notre exemple m = n = 2 et le réseau 1' est défini au paragraphe 1.3.3. 

Nous allons construire Rio , Rll ,et ensuite vérifier que les relations ci-dessus prises pour 

j = 2 et j = 3 donnent la même valeur pour Riz 
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Traitement de la relation(2) pour j = 0: 

Rio = %& + LC*20 - .CDl0 + 
R1o = (@,O, -1,l)  + (-f, 0,1, -1) + (0,0, -1,l) = (-4.0, -1.1) 

Traitement de la relation(2) pour j = 1 

?Ri1 = 5% - ![zlo - 7bo] + 3[&*21 - L * ~ ~ ]  + ;[clo - 

- 9 [Cl - Co] 5 [Cl + Co] : 

3 R11 = (0, f, -1,l)  - (-!,o,o,o) + (-?, -f, z,  -5) 

1 +f(-f,o,1,-1) - r(0,; ,0,0)+(0,f ,-2,2) 

Rll = (-L 29 L 2 ,  -171) 

Traitement de la relation(2) pour j = 2: 

-A10&2 - 4A10%1 + h1Of?l2 + 2A'°C*ll + 3C1 + = O 

Traitement de la relation(2) pour j = 3: 

-4A10%2 + 2A1°1C*12 - 4(C2 - Cl) + 4C2 = 0 

%2 = n o 2  + f [LD22 - &*12] + Ci 
R12 = (O, 1, O, 1) + f (-1, -1,2, -2) + (O, f ,  -1,l) = (-f, 1,0,1) 
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Nous retrouvons la valeur calculée plus haut. 

Conclusion Cet exemple nous éclaire sur trois aspects du raccord G': 

Etant données deux surfaces (SBR) , S et Sr ,raccordées G' , il existe 

des fonctions coefficients fi, fi, f3 et f4 , liées aux deux surfaces telles 

que: 

fi (v)%(O, v) + fi(v)&(l, v )  -k f3(v)CV(1, v) -k fd(v)C(l, V) = o. 

Si maintenant une nouvelle surface (SBR) ,CI, est donnée quelconque, 

le jeu de fonctions coefficients précédemment déterminées ne convient 

pas toujours pour construire une surface Cr (SBR) raccordée G' à Cl .  

Des conditions de compatibilité portant sur les vecteurs massiques du 

réseau de Cl  s'imposent. 

Dans une démarche de C.A.O. on peut se donner la surface (SBR), 

CI et une famille de fonctions polynomiales, dépendant de paramètres 

(qui sont les coefficients de ces fonctions).Les relations de compatibilité 

signalées au chapitre 3 , paragraphe 3.2,imposent certaines conditions 

entre les paramètres. Par exemple si on veut raccorder G' une surface 

Cr ,(SBR) de dimensions m et  n ,à une surface Cl donnée, (SBR) 

de dimensions m et n , dans les conditions du chapitre 3 , avec pour 
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fonctions fi, fi, f3 et f4 des polynômes de degrés respectifs l ( 2  coeffi- 

cients) ,O (1 coefficients),2(3 coefficients) et l(2 coefficients) , la relation 

de raccord G1 sera exprimée dans la base des Bernstein de degré n + 1 

et donc nous obtiendrons n + 2 relations pour déterminer les n + 1 

vecteurs massiques {rlj O < j 5 n). Une relation sera écrite entre les 

8 coefficients des polynômes f i ,  fi, f3 et f4. Ainsi nous obtenons des 

situations de raccord G1 plus générales que celles du paragraphe 3.3 du 

chapitre 3 et nous mettons en évidence des dispositions nouvelles entre 

les réseaux massiques gauche et droit ( figure 3). 

Des remarques analogues sont possibles sur les fonctions coefficients du 

raccord G2. 

1.6 Raccord G2 

Compte tenu des résultats du chapitre 3 , les fonctions a et b de la relation : 

Vv E [O, 11 , &(O,v) = a(v).Lt(l,v) + b(v).L;(l,v) 

s'obtiennent par : a(v) = -f: = r+v l , ( ra(v) > O )  e t  b(v) = - 

Ces deux fonctions seront utiles pour l'étude du raccord G2 entre SI et Sr. 

Il s'agit maintenant de trouver les fonctions hl, h2, h3 et  hl de [O, 11 dans R telles que : 
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On procède comme au paragraphe 1-4 pour établir un système homogène (4,4) , vérifié par 

hl ,  h2,h3 et h4 . 

compte-tenu du tableau ci-dessous. 



compte -tenu du tableau ci-dessous. 

Or , d'après la section ci-dessus : 

L D , ( l ,  v )  = ( 1  + v) ( -1 ,  -v,  2 ,  -2) 

donc L*,,( l ,  v )  = ( - 1 ,  - 1  - 2v, 2 ,  -2) 

en outre L*,,( l ,  v )  = Cn(v )  = (0 ,0 ,2 ,0 )  

Il vient alors : 

(%,(O, v )  - a2(v)L*,,(1, v )  - 2a(v)b(v)LDv,( l ,  v )  - b2(v)L*vv(1,v)) 

Les valeurs de  L D , ( l , v ) ,  LD, ( l ,  v )  et C(v)  ont déjà été calculées : 

L D , ( l , v )  = ( 1  + v) . ( -1 ,  -v ,2 ,  - 2 )  

C (v )  = (O ,  v ,  v2 - 1 , l )  

L D , ( l ,  v )  = ( O ,  1,2v, O )  

Alors les fonctions hl ,  h2, hJ et  hl de la relation (3) sont solutions du système (4,4) suivant: 



ce qui donne pour v E [O, 11 , 

2 Construction d'une nouvelle (SBR) raccordée G2 à 
si 

Le but de ce paragraphe est la construction d'une nouvelle (SBR) définie sur 

Q = {(u,v)/O 5 u < 1; 0 < v < 1) qui soit raccordée G2 à SI . 

Cette (SBR) sera notée , comme dans tout le travail , Sr , et définie par le réseau massique 

{rij,O 5 i < 2;0 < j < 2). 

A -. 
On pose R (rij) = R Z j  pour O 5 i 5 2 ; O < j 5 2 
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I l  s'agit de construire le réseau massique de Sr à partir de celui de  SI. 

Les différents lij, O 5 i 5 2; O 5 j < 2 sont donnés par le tableau du paragraphe 1-2-1 . 

Les différents Lij,O 5 i 5 2; O _< j < 2 sont donnés par le tableau du paragraphe 1-2-2 . 

2.1 Raccord Go 

La condition suffisante (3) vue dans le chapitre 4 amène immédiatement: 

{ 0 , 1 , 2 } ,  roj=Izj  

La première rangée du  réseau massique de Sr est donc déterminée . 

2.2 Raccord G1 

Dans notre exemple m = 2 et n = 2 et , en reprenant les notations du chapitre III nous allons 

utiliser la condition sufisante (6) du chapitre 4 , qui va permettre de construire la deuxième 

rangée du réseau massique de Sr. 
f1(v) = -+ 

Le choix (arbitraire ) /2(v) = i 
f3(v) = S V +  f (1  - v )  
f 4 ( 4  = 1 

conduit à la relation suivante , dans laquelle Cj = Lmj 



2.2.1 Cas où j = O 

On obtient Rlo =  CO + Cl - f,~m-llo 

c'est à dire Rio = (0,0, -8,8) + (0,1, -2,2) - (2 ,0 ,  -8,8) 

Ri0 = (-2,1, -2,2) 

2.2.2 Cas où j = 1 

On obtient Rll = 3Cl + f(C2 - Co) - .L~m-lil 

3 3 3 c'est à dire Rll = (0,3, -6,6) + (0, :,2, -i) - (?, 5, -5 ,5)  

Rll = (-q, 2,1, -4) 

2.2.3 Cas où j = 2 

On obtient R12 = 4C2 - Cl - .C(m-i)? 

c'est à dire R12 = (0,4,0,4) - (0,1, -2,2) - (1,2, -2,3) 

R12 = (-1, 1,4, -1) 

r12 = ((1, -1, -4); -1) 



2.3 Raccord G2 

La condition suffisante ( 1 1 )  du chapitre 3 va donner la troisième rangée de vecteurs massiques 

du réseau de Sr Les fonctions coefficients h k ,  i  5 k 5 4 sont des " degrés de liberté ". 

L'exemple traité correspond au choix ( arbitraire ): 

i 
hl = 1 
h2 = O 
h3 = O 
h4 = O 

En outre a(v)  = -f: = 1 et b(v) = = (1 - v )  + v  

Donc , avec les notations du chapitre 3, pour réaliser le raccord G2 il suffit d'imposer 

Pour la situation étudiée dans cet exemple, m = 2 et n = 2 , ce qui amène la relation 

Vj E {O, 1,2}, 

2{A20'Ra, - A"&,, - 2j(A1OLIj - A1OLl(j- l ))  - 2 ( 2  - j)(A1OLl(j+i) - AIOLlj)) 

- ( 2  - j ) (2  - j  - 1)A2Cj - 2(2  - j)A2Cj-1 - j ( j  - l)A2Cj-2 = O 



2.3.1 Cas où j = O 

2.(A207& - A20& - 4.(A10Lll - A1OLl0) - AsCo) = 0 

Alors Rzo = (-4,2, -4,4) - (4,0, -16,16) + (8,0, -12,16) 

+(-6, -2,12, -12) - (-8,0,16, -16) + (O, -1,O, 1) 

Rzo = (2, -1, -4,9) 

2.3.2 Cas où j = 1 

2(A2O%1 - A2OLo1 - 2(A10L1i - A1OLl0) - 2.(A10L12 - A1oLll) - A2Co) = O 

Alors R2, = (-3,4,2, -1) - (3,3, -10,lO) $ (7,2, -8,12) + (-2, -2,4, -4) 

-(-4, O, 8, -8) + (O, -1, O, 1 )  

R21 = (3,0,16,6) 

2.3.3 Cas où j = 2  

2(A20%2 - A2OLO2 - 4(A10L12 - Al0Cl1) - A2CO) = 0 



Rzz = (-2,2,8,  -2) - (2,4, -4,6) + (6,3, -4,9) + (-4, -4,8, -8) - (-6, -2,129 -12) + 
(0, -1,071) 

R 2 2  = (4, -2 ,4 ,6)  , 

,-22 = (($2 37 2 3 ) ; 6 )  

2.4 Résultat final 

La surface (SBR) rectangulaire de longueur 2 et de largeur 2 donnée par le réseau massique 

ci-dessous est raccordée G2 avec SI le long de la frontière T' 

cf la figure 4 

2.5 Autre surface Sr possible 

2.5.1 Remarque sur les degrés de liberté 

Dans le traitement de cet exemple le. fonctions f i ,  i E {1 ,2 ,3 ,4)  et 



Chapitre 4 - figure 4 

4 Zone de contact l 



hi ,  i E {1,2,3,4) sont laissés à l'appréciation de l'utilisateur et peuvent être considérés comme 

des paramètres de forme dont le choix judicieux permet de réaliser certaines contraintes. 

I 2.5.2 Obtention de vecteurs purs dans le réseau massique de Sr 

Le choix de ces coefficients peut amener des vecteurs massiques purs dans le réseau qui définit 

f = - } o u  u v = -$# reste positif 
la surface S,. Par exemple , le choix f2(v) = $ 

f3(v) = f ( l  - v )  
f 4 ( 4  = 5 

1 donne d'une part a(v) = -j: = 1 et b(v) = -Li j~ = 1 - v ,  

, d'autre part , 

V.i E {0,1,2) 

ou encore Rtj = $C, - Llj + %(c,+, - Cj) 

Rit, = %(O,O,-4,4) -(&O, -8'8) + (0,1,2,-2) 

Rio = (-2,1,0,0) 

a,, = f (o , i , -2 ,2) - ( f , f , -O)+ f (o ,o ,2 , -1)  

. RI1 = (-;,l'l,-;) 



r11 = ((3, -2, -2); - f )  

1 Ri2 = $(O, l,O, 1) - (1,2, -2,3) = (-1,1,2, -5 

r12 = ((2, -1, -4); -$) 

Calculons maintenant la seconde rangée de vecteurs massiques de Sr en prenant, pour le 

raccord G2, les fonctions coefficients :hl = 1 ; h2 = hg = h4 = O 

La condition suffisante de raccord G2 : R,,, - a2Luu - 2abC,, - b2L,, = OF se traduit dans 

la base de Bernstein de degré 2 et conduit à : 

V.i E {0,1 ,2) ,  

(Rzj - 2Rlj + %j) - (Lzj - 2Llj + Coj) 

-2(2 - j )((f  2(j+1) - - (Lzj - Llj))  - -(c,+? 2 - 2Cj+i + Cj) = O 

d'où , après calculs , Rio = (-1,0,2,3) et r20 = ((-f ,  O, $); 3) 

R~~ = (;, :,3,4) et r21 = ( ( 3 ,  a ,  :); 4) 

7222 = (2,0,4,2) et r22 = ((1,0,2);2) 



2.6 Résultat final 

La surface (SBR)  rectangulaire de longueur 2 et de largeur 2 donnée par le réseau massique 

ci-dessous est raccordée G2 avec Sl le long de la frontière I' 

cf la  figure 5 

3 Conclusion 

Les principaux théorèmes obtenus ont été illustrés dans ce chapitre, les conditions nécessaires 

de raccordement dans le paragraphe 1 et des conditions suffisantes dans le paragraphe 2 . Un 

autre exemple , illustrant le raccord entre une surface (SBR) rectangulaire et une surface 

(SBR)  triangulaire sera présenté au chapitre 6 . 
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Raccordement GZ i E {O, 1 ,2)  entre 
surfaces (SB R) triangulaires 

1 Notations 

Les principales définitions ont déjà été introduites au paragraphe 5 du chapitre 
1 .  
Le plan des paramètres P est rapporté à un repère barycentrique ( a ,  b, c) 
et l'espace & , supposé de dimension 3 , est rapporté au repère cartésien 

Les coordonnées barycentriques du point courant de P sont notées u, v,  w 
( u  + v + w = 1). 
Les coordonnées du point courant de & sont notées x, y, z. 
n est un entier positif . 
On notera A, le "maillage simplicial" déterminé par : 
A, = {(i: j, A-) 1 (i, j, k) E fir3 ; i + j + k = n ) .  

Dans le plan des paramètres P ,nous désignons par V le domaine défini par: 
{ ( U , ~ , W )  1 u + 2 ) + w = l ,  2120,  v > O ,  W L O )  

2 Raccord G2 entre deux triangles (SBP) de 
hauteur n 

Dans ce paragraphe , le cas polynomial sera traité .Des résultats sur le rac- 
cord G2 ent,re deux ( S B P )  triangulaires seront établis et les techniques de 
dérivation mises en oeuvre prépareront l'étude du raccordement entre deux 
surfaces ( S B R )  triangulaires. 



SI est le triangle ( S B P )  de hauteur n , défini par le réseau de points 
de & , {Lijk, ( i , j ,  k )  E A n )  . 
En coordonnées barycentriques , cette surface est paramétrée par: 

Ll(u,v,  w) = SBP[Lijk, (i, j, k) E A,; D](u,v, w )  (Cf chapitre1 , sec- 
tion 5) 

avec 

C o m m e u + v + w = l  o n p o s e L ( u , v ) = L l ( u , v , l - u - v )  

paramétrage de Sl défini sur Al = {(u, v) 1 u + v 5 1, u 2 O, v 2 0) 

Sr est le triangle (SBP) de hauteur n défini par le réseau de points de 
E {Rijk, (i, j, Ji) E A,) . 
En coordonnées barycentriques , il est paramétré par: 

RI (IL, v, W )  = SBP[Rjjk,  (i, j, k) f An; D](u, v, w).(Cf chapitrel) 

C o m m e u + v + w =  1 on pose R ( u , v ) =  R1(u,v,l  - u - v )  

paramétrage de S, défini sur A, = {(u, v) 1 u + v 5 1, u 2 O, v > 0) 

Comme il a été indiqué au chapitre 1 , on ne restreint pas la généralité 
du problème en supposant que les deux réseaux de points de contrôle sont 
de même hauteur n. Des élévations de hauteur permettent toujours de se 
ramener à cette situation. 
Il s'agit de traduire sur les réseaux de contrôle les conditions (4)  , (6) et (7) 
vues au chapitre 2 . 



2.1 Choix des fonctions 01 et O,  
Dans ce chapitre 

@1(v) = ( 0 , ~ )  , @,(v) = (O, v) 

Alors , selon les notations du chapitre 2, Tl = Y, = {(O, v )  , v E [O, 11 }. 
Les bords des deux domaines de paramètres Al et A, sont alors orientés dans 
le même sens (sens rétrograde ) et , dans ce cas , le paramètre 6 du chapitre 
2 est égal à -1. 
cf la figure 1 

2.2 Raccord Go 
La condition de raccord Go est donnée par la relation : 

Vu E [O, 11 , L(0, v) = R(0, v) 

Le bord commun r est alors paramétré par : 
v u  E [O, 11 , C(v) = L(O,2)) 

Nous avons: 
L(O,v) = BPILoj(n-j), 0 < j I n; [O, 111(21) 
R(0, v) = BP[Roj(n-j), 0 I j < n; [O, lII(v). 

La condition (1) équivaut donc à: 

V j  E {O, . . n )  Loj(n-j) = &j(n-j) (2) 

Lorsque la condition (2) est vérifiée , Cj = Loj(n-j) est la notation retenue 
pour désigner les points de contrôle du bord I' . 

2.3 Raccord G1 entre Sl et Sr 

Il s'agit de traduire la condition (4) du chapitre 2 c'est à dire d'exprimer en 
termes de points de contrôle , l'existence de deux fonctions a : [O, 11 + BZ , 
vérifiant Vv E [O, 11 , a(v) < O (car 6 = -1), 
et b : [O, 11 --+ ni telles que : 



E =-1 
car les bords des deux domaines ont des orientations identiques 

Raccordement entre (SBR) trianuulaires 



vv E [O, 11 , RU(0, v) = a(v)Lu(O, v) + b(v)L,(O, v) (3)  
Cette condition équivaut à : 

= a(v)[%(o, v, 1 - v) - $(O, v, i - v)] + b(v)[%(o, v, 1 - v) - %(O, V, i - v)] 

Or , les règles de dérivation rappelées au chapitre 1 donnent : 

%(0,c, 1 - V )  = nBPILlj(n-j-l),O < j < n - 1; [O, I]](v) 

De même , 

"(0, V, 1 - v) = nBP[LOj(,-j), O < j < n - 1; [O, I]](v) 

De même , 

%(O, c ,  1 - v) = nBP[Lo(j+i)(n-j-i), O < j < n - 1; [O, I]](v) 

Des expressions analogues s'obtiennent sur la fonction RI : 

%(O, V, 1 - V )  = nBPIRlj(n-j-l),O < j < n - 1; [O, l]](v) 
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De même : 

%(O, v, 1 - v) = nBPIRoj<,-j),O < j < n - 1; [O, l]](v) 

Donc la condition de raccord G1 entre SI et Sr peut être exprimée dans la 
base de Bernstein (8:-' , O 5 j < (n - 1))  par : 

Proposition 2.3.1 : 
La condition (3) de raccord G1 entre SI et Sr le long de r équivaut à l'existence 
de deux jonctions a et b : a : [O,  l] - R-* 
et b : [O,  11 + R telles que : 

v v  E [O,  11 , 

En tenant compte de la condition (2) et  en choisissant pour fonctions a et b 
deux c0nstant.e~ a(< O )  et /? , cette proposition devient : 

Proposition 2.3.2 : 
Lorsque la condition (2) est acquise , une condition sufisante de raccord G1 
entre SI et Sr le long de r s'obtient en réalisant : 

V(j, k) E N2 1 (1, j ,  k) E A, 
Rljk - L0j(k+1) = ~ [ L l j k  - LOj(k+l)] + P[L~(j+l)k - LOj(k+l)] 

(4) 

Où a et p sont des constantes réelles avec a < 0.  

Le résultat précédent permet de construire la deuxième rangée des points du 
réseau de contrôle de la surface S, . 
cf la figure 2 



Raccordement G 1 e n t r e  deux t r i ang les  (SBP) (Relation(4) chap i t re  5 l 



2.4 Raccord G2 entre Si et Sr le long de I' 
L'existence de deux fonctions e; et f,* de [ O ,  l ]  dans l3 vérifiant la relation 
(5) ci-dessous exprime le raccord G2 entre SI et S, , le long de I' . 

La poursuite des calculs du paragraphe 2.3 donne : 

L,,(O, v )  = (*(O, c ,  1 - v )  - 2,(0, v ,  1 - v )  + %(O, v ,  1 - v )  7 %  

a2 L Luv(0,v)  = ,(O,v,l - v )  - ,(0,v,l - 4  , 
-&O, t 9 , l  - v )  + %(O,  v, 1 - v )  . 

- a 2 ~  a2 L LVV(O, v )  - +(O,v, 1 - v )  - 2 avaw ( O ,  v ,  1 - v )  + +(O, v ,  1 - v )  

Des expressions analogues s'obtiennent pour R : 

RuU(O, a )  = % ( O ,  v ,  1 - v )  - 2&(0, v ,  1 - v )  + % ( O ,  v ,  1 - v )  

Les techniques de dérivation relatives aux paramétrages des surfaces (SBP) 
triangulaires vues au chapitre 1 donnent : 

d2 Ll 
=(O,v, 1 - v )  = n ( n  - l)BP[L2j(,-j-2>, O 2 j 5 n - 2; [ O ,  I ] ] ( v )  

De même , 



d2  Ll 
,,,(O, v ,  1 - v )  = n(n - l ) B p [ L ~ j ( ~ - j ) ,  O < j 5 n - 2; [O,  l ] ] ( v )  

De même , 

d2 L I  
- ( O 7 ' ,  dv2  l  - ' )  = n(n  - ~ ) B P [ L o ( ~ + ~ > ( , - ~ - ~ , ~ o  < j < n - 2; [O, 1J] (v )  

Et aussi , 

d2 L1 
-(O, 0 ,  u?) = n(n - d ~ d v  ( ) L]( j+])kdwk  

(2 , j , k )€An  

d2 LI  
- ( O 7  d ~ d v  v ,  l  - v )  = n(n - ~ ) B P [ L I ( ~ + I ) ( ~ - ~ - ~ ) ,  O < j < n - 2; [ O ,  I ] ] ( v )  

De m ê m e ,  

d2 Ll 
-(O, V ,  W )  = n(n  - dudw l )  ( 2 , j , k ) € A n  z ( n ~ 2 ) ~ l j ( k + l ) ~ j ~ k  

d2  LI  
( 0 7  ~ Z L ~ W  0 9 1  - v )  = n(n  - l )BP[Li j (n - j - l ) ,  O < j ( n - 2; [ O ,  l ] ] ( v )  

Et encore , 

a2 L] 
-(O, V ,  w )  = n(n - dvdw 



d2 Ll 
-(O, v ,  1 - v )  = n (n  - l)BPILo(j+l)(n-j-l),  O 5 j 5 n - 2; [ O ,  I ] J ( v )  dvdw 

Des expressions analogues s'obtiennent pour les dérivées partielles de la fonc- 
tion RI  , d'où une nouvelle écriture de la condition (5) , en utilisant la base 
de Bernstein {B7-2 , O  < j  5 n - 2) : 

Lemme 2.4.1 : 
L 'erpression : 

s 'écrit: 

avec V ( j ,  k )  E IV2 1 ( 2 ,  j ,  k )  E An , 

2.5 Conditioil suffisailte de raccord G2 eiitre les deux 
triangles (SBP) Si et S, . 

Proposit ion 2.5.1 Une condition sufisante de raccord G 2  entre les deux 
triangles ( S B P )  SI et S, s'obtient en ajoutant auz conditions (2) et (4)  la 
relation suivante: 

V ( j ,  k) l (2 ,  j ,  k) € An 

R 2 j k  - 2Rlj(k+l) + & j ( k + 2 )  - a2(L2jk - 2Llj(k+l) + Loj(k+2)) 
-2aS(Ll(j+l)k - Lij(k+i) - Lo(j+l)(k+l) + Loj(k+2)) (6) 
-P2(LO(j+2)k - 2.Lo(j+l)(k+l) + Loj(k+2)) = O 

où O. e t  P sont des constantes réelles vérifiant a < 0.  
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Preuve: Il suffit de choisir e;(v) = O et f;(v) = O . 
Avec d'autres fonctions e; et f ;  , on obtiendrait de nouvelles conditions 
suffisantes. 
cf la figure 3 Les figures 2 et 3 montrent quels sont les points de contrôle 
concernés par le raccord G2. Le réseau de contrôle de la surface Sl 6tant 
connu , (2) permet de construire la premièze rangée de points du réseau de 
Sr , (4) la seconde rangée et (6) la troisième . 

3 Cas de deux triangles (SBR) . 
*:. )t 

&Qm L' étude est reprise dans cette section avec SI et Sr deux surfaces rationnelles. 
&, n est un entier positif donné. 

@; On notera toujours An le "maillage simplicial" déterminé par : 
An = { ( i ,  j, k )  1 (i, j ,  k )  E IN3; i + j + k = n) 

a Sl est le triangle ( S B R )  de hauteur n défini par le réseau massique , 
g = ilijk, ( i , j ,  k )  E An) et , en coordonnées barycentriques , il est 
paramétré par: 

LI (u ,  v ,  W )  2 SBR[li jk ,  (i,j, %'*) E An; 'Dj(u, v ,  w): (Cf chapitrel) 

Comme u + v + w = 1 on pose L(u, V )  = L1 ( u ,  v, 1 - u - v )  paramétrage 
de Si 
défini sur Al= { (u , v )  1 u + v S 1  ,2120 ,v 20) 
Pour la suite des calculs , nous rappelons la proposition suivante ex- 
posée au chapitre 1: 

Proposition 3.0.2 : 

SBR[s, D] = n(SBP[lijk, ( 2 ,  j, 1) E An; DI) 
et aussi: 

SBR[g,  D] = nR(SBP[Lijk, (i,j, k )  € A,; VI) 
Donc , en posant X1(u,v, w)  = SBP[Xi,k, ( i , j ,  k )  E An; V ] ( u ,  v, w )  

et Ll (u,  v,  w)  = SBP[Lijk, ( i ,  j, k )  E An; V ] ( u ,  v,  w)  , 
lorsque Xl(u, v, w )  jC O : 



La formule de Leibniz , appliquée à cette dernière écriture , permet de 
calculer toutes les dérivées du paramétrage L de la ( S B R )  Sl . 
De plus la condition X I  ( u ,  v ,  u') # O est réalisée en tous les points de SI 
à distance finie et en particulier sur la frontière commune r où se fera 
le raccord , conformément aux hypothèses retenues au chapitre 2 . 
Pour la suite des calculs , nous utilisons : 

L(u ,  O )  = l l R ( L ( u ,  v) )  , 
avec , dans .F , L ( u ,  v )  = L l ( u ,  v ,  1 - u  - v )  de masse 

X ( U ,  21) = X I  ( u ,  v ,  1 - U - 2 ' ) .  

Sr est le triangle (SBR) de hauteur 71 défini par le réseau massique , 
d = {r;jl;, ( i ,  j, k) E 4,) et , eii coosdoi~nées barycentriques , il est 
parainétré par: 

R ] ( u ,  z:, ul) = S B R [ T , ~ ~ ,  ( i ,  j: k) E 4,; D](u ,  v ,  w).(Cf chapitre 1 )  

Comme u  + v  + w = 1 on pose R(u, v )  = RI ( u ,  v ,  1 - u - u )  paramétrage 
de S,  . 
défini sur A, = { ( u ,  V )  ( u  + v < 1 , u  2 0 , v  2 O }  

De la même facon que pour SI  : 

Propos i t ion  3.0.3 S B R [ d ,  Dl = l l (SBP[T;jk,  ( i ,  j ,  k) E A,; VI) 

et  aussi: 

S B R [ d ,  Dl = l lQ(SBP[R, ,k .  (i. j ,  k) E 3,; VI) 

En posant p , ( . i ~ .  t l ,  w) = S B P [ p , j k ,  (i, j ,  k )  E A,; V ] ( u ,  v ,  w )  

et R i (u , v , u . )  = SBP[R, ,k ,  ( 2 ,  j ,  k) E 4,; D](u , v ,w )  

lorsque pl(u,  v ,  u?) # O : 
+ - 

OR1 ( u ,  V ,  IL')  = P ] ( u ,  z', ZC). OR1 ( u ,  V ,  W )  

Cette proposition , associée à la formule de Leibniz permet de calculer 
toutes les dérivées du paramétrage R de la ( S B R )  Sr , le long du bord 
commun I' supposé à distance finie. 

Pour la suite des calculs , nous iitilisons : 



R b ,  v )  = l -YR(u ,  4 )  , 
avec , dans 3 , R ( u ,  v )  = R1(zl, v ,  1 - u - V )  , de masse 

p(u, v )  = pl(u,  v ,  1 - U - v ) .  

Les fonctions Ol et O, sont choisies de la même manière qu'au paragraphe 2 
et , donc c = -1 . 

3.1 Raccord Go 
Les notations ci-dessous seront utilisées dans toute la suite du chapitre: 
l l (u ,  v ,  w) = SBP[l,,,, (i, j ,  k )  E A,; VI(,, v, w) 
et l ( u , z ~ )  = l1(u ,v ,1  - u  - V )  , ( u , v )  E Al 

De même , r l ( u ,  v , w )  = S B P [ r i j k ,  ( i , j ,  A-)  E 4,; D](u , v ,  w )  
et r (u ,  21) = r l ( u ,  v, 1 - u  - 21) , ( I L ,  2: )  f 4, 

La condition générale de raccord Go a été obtenue au chapitre 2 : 

V U  E [ O :  11 . n(l(o, z , ) )  = n ( ~ ( o ,  v ) )  ( 7 )  

Nous l'utiliserons sous la forme affailjlie : 

V2) E [ O ,  11 , [(O, 2 ) )  = r(O,v) (8) 

Pour vérifier (8) , il suffit d e  réaliser la condition suivante qui sera retenue 
dans la suite du chapitre : 

Q(j ,  X.) E IV2 1 ( O ,  j ,  A- )  E 4, , r0jk = iOjk (9) 

Rappelons la notation c, = lo,(n-j)  . 
La condition (9) entraîne Vu E [ O ,  11 , p(0,v)  = X(0,v) 

3.2 Cas siinple de raccord G2 entre les triangles (SBR) 
Sl et  Sr 

La condition (9) est supposée satisfaite . Alors , d'après la proposition 3.4.1 
du chapitre 2 , pour obtenir Ie raccord G2 entre les deux (SBR) Sr et Sr 
le long de leur frontière commune r , il sufit  de réaliser le raccord G2 "au 



dessusn , c'est à dire entre les "surfaces triangulaires (SBP) de 3 " de 
paramétrages respectifs L: et R. 
Dans ce cas , 1' application des propositions du paragraphe 2 de ce chapitre , 
aux paramétrages polynomiaux & et R, donne des conditions suffisantes de 
raccordement G' , i E { O ,  1 ,2) .  

3.3 Raccord G1: cas général 

Il s'agit de traduire sur les réseaux massiques g et d le résultat du chapitre 2 
qui est rappelé ici: 

Proposi t ion 3.3.1 : 
S i  la condition (9) est réalisée et avec la notation l (0 ,  v )  = c (v )  , 
le raccord G1  entre les surfaces SI et Sr le long de I-' équivaut a l'existence de 
quatre fonctions 
f i ,  i E { 1 , 2 , 3 , 4 )  d e  [ O ,  11 dans IR telles que: 

Des calculs analogues à ceux de la section 2 donnent la forme équivalente 
suivante : 

v v  E [ O , 1 1 ,  

/ I ( ~ ) [ % ( o ,  v ,  1 - v )  - %(O, y ,  1 - y ) ]  

+ fz(v).["(0, v ,  1 - v )  - ~ ( o , v ,  1 - v ) ]  

+f3(v) .[%(0,v9 1 - V )  - %(O, Y ,  1 - Y ) ]  + f 4 ( V ) t l ( O ,  V ,  1 - V )  = 0 

Remarquons que: 



Ll(0, v, 1 - v) est un polj-nôme en v de degré n . 

et que les trois fonctions : 

et [%(O, v, 1 - V )  - %(O,  v, 1 - v)] 

sont des polynômes en v de degré ( 1 2  - 1 )  

3.3.1 Premiè r e  coildition suffisante 

Une première condition de iaccoid G1 entre SI et S, le long de l? est établie 
dans cette section , en adoptant le chois siii~.ant pour les fonctions coefficients 
de la relation (10) : 

Vi  E {1,2.:3} . 
j , (v)  = atzl + 3,(1 - 2.) (a,,$,) E R2 

v v  E [O. 11 , 

La coildition f l ( u ) J ; ( î ) )  > O 6clili~'aut i 

olo2B;(z.) + 0112;ili11 B;( + .j1,j2n;( L.) > O 
Cette condition éqiii\.aiit à 

Remarque  technique : z.B:-'(i.) = +B;+,(V) 

(1 - u )  B;-' (v) = B; (11) 

1 :3.5 



Après réorganisation des indices ,nous en déduisons , pour tout n-uplet de 
réels {uj  O _< j _< n - 1): 

I avec la convention 

Express ion d e  la condi t ion  d e  raccord  G1 d a n s  l a  b a s e  d e  Berns te in  
: La remarque ci-dessus , appliquée sur les trois premiers termes d e  l'égalité 
(10) de raccord G1 donne : 

Rappelons que : 
j=n 

C(v) = 1 C, B;(v) 
j=O 



La condition (10) équivaut à : 

La condition (9) de raccord Go donne: 

V j  E {O,...,n) , 
Cj = &03(n-j) et Cl = 7i>Oj(n-3) 

A -1 
Une réorganisation des termes e t  1' application de 0 , conduisent au résultat - 
suivant qui tient compte du raccord Go . 

Proposition 3.3.2 : 
Sachant que la condition (9) est réaliske , une condition sufisante de raccord 
G1 entre les surfaces Si e t  Sr est donnée par l'existence de 7 constantes 
{a,, i f { 1 , 2 , 3 , 4 ) )  et  { P i ,  i E {1,2,3)) telles que : 

cf la figure 4 (Il faut veiller à ce que a(v) = - reste négatif.) k 



R a c c o r d e m e n t  G - 1  e n t r e  deux t r i a n g l e s  (SBR) (Re la t ion(1  1 )  c h a p i t r e  5 
p o u r  j = O  O 



Raccordement  6.1 e n t r e  deux t r i ang les  (SBR) (Relat ion(1 1)  c h a p i t r e  5 
pou r  1  ijs n-1 .Une cond i t ion  de compa t ib i l i t é  s ' impose 

1 3 7 - 3  



Raccordemen t  GAI e n t r e  deux t r i a n g l e s  (SBR) (Relat ion(1 1 )  c h a p i t r e  
p o u r  j = n  1 .Une cond i t i on  de c o m p a t i b i l i t e  s ' impose 



3.3.2 Examen critique de cette proposition 

La proposition précédente , d'origine algébrique constitue , en fait un système 
(C) de n + 1 équations aux n vecteurs massiques inconnus 
{rlj(n-j-l) ; O 5 j 5 n - 1) . Ce système est manifestement surdéterminé 
et n'admet de solutions que si une condition de compatibilité est réalisée, 
portant sur les vecteurs massiques . Traduite sur les quatre composantes 
des vecteurs massiques , cette condition impose quatre relations entre les 
constantes {cr;, i E {1 ,2 ,3 ,4)}  et {Pi, i E {1,2,3)}  : la condition suffisante 
de la proposition 3.3.2 semble peu commode à utiliser. 

3.3.3 Ecriture de la condition de compatibilité 

Le réseau massique g est supposé connu et il s'agit de déterminer un réseau 
massique d assurant le raccordement G1 entre les surfaces Sl et S, . La 
première rangée de ce réseau est donnée par la relation (9). 
En revenant dans 3 , et en faisant varier j de O à n - 1, la proposition 
précédente permet le calcul de Rlo(n-l) , puis Rll(n-2) , . ,puis Rl(n-l)o.  

Il reste alors une relation à vérifier , correspondant à la valeur j = n . 
Cette relation est compatible avec les n précédentes si et seulement si quatre 
déterminants caractéristiques sont nuls ,chacun d'eux étant associé à une 
composante dans la base B , soit , plus précisément : 

Vk f {1 ,2 ,3 ,4 )  , d e t ( A f k )  = O 
Mk étant la matrice (n + 1, n + 1) suivante : 

les réels {vk , 1 5 k 5 4 , O 5 j 5 n )  désignant les coordonnées dans la 
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4 4 4  

base B de 3 , au dessus de ( R I ,  i , j , k )  des (n  + 1) vecteurs connus de 3 , 
{ V , , O < j < n )  
avec : 

Lemme 3.3.1 E n  développant le déterminant de la matrice Mk en util- 
isant une méthode de Gauss ,nous montrons que la condition de compatibilité 
s'écrit: 

Corollaire 

Proposition 3.3.3 La condition de compatibilité trouvée ci-dessus est vérifiée 
pour le choix suivant des coeficients: 
( a 4 = 0  

ce qui correspond aux fonctions : 
f;(~) = A(?') + (1 - v)) " { l ,  2,3) 

1 

f4(v) = 0 

Preuve:Nous utilisons la propriété : 

Soit j E { 1 , 2 , . . . , n )  : 
dans la condition(l2) , le coefficient de (Ll(j-l)(n-j) - Cj-i) est : 



celui de (Cj - Cj-l) est: 

(-1)n-J+1(2)n-jba3 ( ) - ( - + 1 )  ( ) 21 

celui de C(j-l) est : 

. . 
Alors, la relation de raccord G1 : 

peut être simplifiée par ( a v  + (1 - v)) et s'écrit: 

égalité qui exprime le raccord G1 dans .F entre les surfaces paramétrées par 
L: et 72 avec des fonctions coefficients qui sont constantes.Nous retrouvons 
les conditions de la proposjtion 2.3.2. 

3.4 Autre conditioii suffisante de raccord G1 
Elle sera obtenue en réalisant une élévation de hauteur sur le réseau g et en 
choisissant les fonctions j; , i E {1,2,3,4} constantes : 

1 Vi E  {1,2,3,4) 
VvE[O,1]  , f i ( v ) = ~ i  ai E B2 

alaz > O 
La surface Sr sera recherchée comme une (SBR) de hauteur n + 1 , de réseau 
massique : 
d = {rijk (i, j, k) E A,+1). 



Rappelons que: 

En outre : 

dl1 [-(O, v, 1 - v )  - -(O, v, 1 - v)] au aw 

dl1 dL1 
[%(O, v, 1 - v) - -(O, v, 1 - v)] 

dw 

Alors , le traitement de la condition: 

A - *  
et l'application de 0 , donnent le résultat ci-après: 



Proposit ion 3.4.1 : 
E n  supposant réalisée la condition (9), une condition sufisante de raccord 
G1 entre SI et Sr se traduit par l'existence de quatre constantes 
{a,, i E {1,2,3,4)) telles que : 

Comme les points du bord 
n+l- 

O(,-i)(n+i-j) + d t û j ( n - j )  7 O < j < n + 1 %j(n+l-j) = &t ' 

sont connus par la relation (9) , la proposition permet le calcul de 

{ R ~ j ( n - j )  O L j < n). 
cf la figure 5 

3.4.1 Nombre  d e  degrés de  l iberté 

Cette proposition donne 3 degrés de liberté car al = 1 ne restreint pas la 

généralité du problème . En outre il faut veiller à ce que a(v) = - reste k 
négatif. On construit une surface S, rationnelle de hauteur (n  + 1) et rien 
ne peut assurer qu'il est possible de la ramener à une hauteur n. 

3.5 Raccord G2 
Traduisons sur les réseaux massiques d et g le théorème général vu au chapitre 
2: Dans un premier temps ces deux réseaux sont supposés de hauteur n. 
La condition de raccord G2 entre Si et Sr le long de ï équivaut à l'existence 
de quatre fonctions h;, i E {1,2,3,4) définies de [O, 11 dans R , (hl(v) # O ) 
telles que : 



. 1  

ique 

de la  s u r f a c e  t r iangle(SBR1 de d r o i t e  : ( rectangles blancs) 142-bis 



iu teur n+ 1 

Obtent ion  de l a  deuxième rangée de v e c t e u r s  massiques de l a  s u r f a c e  
(SBR) S r  , à p a r t i r  des deux réseaux de l a  s u r f a c e  S1. (j=O) 
D'après l a  p ropos i t i on  3.4.1 du c h a p i t r e  5 



hauteur n 

u r e  5 - c h a ~ i t r e  5 

i teur 

u 
Obten t i on  de l a  deux ième rangée  de v e c t e u r s  mass iques  de l a  s u r f a c e  
(SBR) S r  , à p a r t i r  des deux réseaux  de l a  s u r f a c e  S1. (j quelconque) 
D 'après l a  p r o p o s i t i o n  3.4.1 du c h a p i t r e  5 



Obtent ion de l a  deuxième rangée de v e c t e u r s  massiques de l a  s u r f a c e  
(SBR) S r  , à p a r t i r  des deux réseaux de l a  su r face  SI .  (j =n) 
D'après l a  p ropos i t i on  3.4.1 . du chap i t re  5 



Ici , à cause de la condition (9) , = 1. 

De plus on sait que : 

avec 

çjk = R 2 j k  - 2 R l j ( k + l )  + G j ( k + 2 )  - ~ ~ ( v ) [ t 2 ~ k  - 2 L l j ( k + l )  Loj(k+2)]  

- 2 a ( v ) b ( ~ ) [ L l ( j + l ) k  - L l j ( k + l )  - L O ( j + l ) ( k + l )  + L O j ( k + 2 ) ]  

- b 2 ( v ) [ L 0 ( j + 2 ) k  - 2 L o ( j + l ) ( k + l )  + C 0 j ( k + 2 ) ]  

Remarque:  Le choix h 4 ( v )  = O donne le raccord G2 entre les deux sur- 
faces (SBP) de 3 ,triangulaires de hauteur n , paramétrées par L et R .La 
proposition 2.5.1 donne une condition suffisante pour réaliser un tel raccord 
lorsqu'on choisit en plus h 2 ( v )  = O et h3(v)  = 0. 

3.5.1 Première  condition suffisante d e  raccord G2 

Remarque  technique: v ~ B ; - ~ ( ~ J )  = m g ?  ( v )  n(n-1)  1+2  

Alors , étant donné le triplet de réels {a, P,  7)  , des réorganisations d'indices 
conduisent à la formule générale suivante , valable pour des coefficients réels 
( u j ,  O < j < n - 2 )  quelconques: 



3.5.2 Raccord G2 entre SI et Sr 

Dans cette section , le choix du paragraphe (3.3.1) est conservé pour les 
fonctions coefficients de la relation du raccord G' : 

Alors a ( v )  = -$*, et b(v) = -# . 
1 v 

I .ecfnnrtinn~ h: i f  {1,2,3,4) sont choisiesdelamanièresuivante: 
, . L 

.,. < .  *-&-,.:.e,-#%*. 
. . .: 7 " 

,;,,&, $,, ; -;;. -!>, . i$'. , :s,p: T2. 
. ;ct: ,,, 7,:..-:.$i*,2&tp~( v u  'v [O, 11 >. , 

- .  - 
h4(u) = 74 7 4  E 

' 
, ; - ; j.' 

Le choix de hl est motivé dans un but de simplification . 

ue la relation suivante soit satisfait 



En utilisant les relations vues au début du chapitre, tout peut être exprimé 
dans la base de Bernstein {B;, j E {O, .  . . , n}} , ce qui donne , après appli- 

A -1 
cation de : 

Les indices qui n'appartiennent pas à A, sont des notations de commodité 
sans importance dans les calculs car les coefficients des termes où ils seraient 
susceptibles d'intervenir s'annulent. 
D'où le résultat obtenu après réorganisation des termes: 



Proposition 3.5.1 : 
Sachant que les conditions (9) de mccord Go et ( I l )  de mccord G1 sont 
réalisées , une condition sufisante de raccord G2 entre les deux surfaces 
SI et  Sr le long de ï est acquise par l'ezistence de 5 constantes arbitraires 
{Y; , i f { 2 , 3 , 4 ) )  et (6 ;  , i E (2,311 telles que: 
V j  E { O , .  . . , n )  



3.6 Figure 6 

Cette figure montre que la proposition précédente permet le calcul des vecteurs 
massiques de la deuxième rangée soit : 
{r23(n-3-2)r O 5 j 5 n - 2)  En effet pour j = O on obtient le vecteur massique 
20(n- 2 )  

puis , pour j = 1 on obtient le vecteur massique r21(n-3) dans un calcul 
utilisant la valeur de r20(n-2) 
Enfin , pour j > 2 on obtient r23(n-j-2) dans un calcul faisant intervenir les 
deux vecteurs massiques r2(j- l ) (n-j- i )  etb r 2 ( j - ~ ) ( ~ - j )  . 
Cependant cette condition suffisante est difficile à utiliser car elle constitue , 
en fait un système de n+ 1 équations aux ( n  - 1) vecteurs massiques inconnus 
{ f 2 3 ( n - 3 - 2 ) 7 0  I j I - 2)  . 
Il y a deux conditions de compatibilité à satisfaire ce qui amène huit relations 
(non linéaires) entre les constantes qui interviennent. 

3.7 Construction d'uii triangle (SBR) de hauteur n+2 
, raccordé G2 au triangle Si 

Deux élévations de hauteur sont réalisées sur le réseau massique de contrôle 
du triangle ( S B R )  Sl et , alors , on obtient trois réseaux massiques de contrôle 
pour ce triangle (SBR) : 



u r e  6 - c h a ~  i t r e  5 

P r o p o s i t i o n  3.5.1 . du c h a p i t r e  5 

Raccord G* entre deux triangles (SBR) 
Obtention de r,,,,.,, 



Fiaure 6 - chapitre 5 

j = 1  
2 

Raccord G entre deux triangles (SBR) 
Obtention de r 

21 (n-3) 
à partir de la proposition 3.5.1. chapitre 5 



Fiaure - 6 - chapitre 5 

Proposition 3.5.1 du chapitre 5 

Raccord G entre deux triangles SBR 
Obtention de r2j(n-j-2) 



Fiaure 6 - chapitre 5 

Proposi t ion 3.5.1 du chapitre 5 

II v a deux relations de com~atibilité : 

(j = n) 

j = (n-1) posent des problèmes et exigent une condition de compatibilité. 



{lijk y ( i , j ,  k) E An) 
{(l -+ 1)Gk , ( 4 j ,  k) E 
((1 -+ 2)ijk , ( i , j ,  k) E An+î) 

Le passage du premier réseau massique aux deux autres est expliqué au 
chapitre 1. 
Alors , avec nos notations nous pouvons exprimer de trois façons Ll(u, v, w): 
L1(u, v, w) = SBP[Lijk, (i, j, k )  E A,](u, V, W )  (formulation O) 
L1 (u ,  V, w) = SBP[(& -4 l)ijk, (i, j, k) E A,+I](u, v, w) (formulation 1) 
Li(u, v, W )  = SBP[(& -+ 2)ijk, (i, j ,  k )  E An+2](u, v, W )  (formulation 2) 

Dans la relation générale de raccord G2 , 
v v  E [O, 11, 

+hz(v)Lu(O, v) + h3(v)Lu(O, V )  + h4(v)C(v) = 0 
d'une part , on cherche Sr comme une (SBR) de hauteur (n+2) , d'autre part, 
on choisit les fonctions coefficients constantes (notées h, , i E (1,2,3,4)) et, 
la formulation de la fonction LI qui permetl'écriture de chacun des termes 
sous forme (BP) de longeur n .  
Donc , à partir du réseau {Lijk , ( i , j , k )  E A,) on construit le réseau 
{Rijk , (i, j ,  k) E An+?) de la façon suivante: 

3.7.1 Raccord G"' 

La condition (9) est réalisée si: Rajk = (L  + 2)ojk , V(j, k) ) ( O , j ,  k) E A,+Z 
La première rangée du réseau {Rijk , (i, j ,  k) E An+2) est déterminée. 

3.7.2 Raccord G1 

Les fonctions {fi , i E {1,2,3,4}} sont choisies constantes et de façon simi- 
laire à la démonstration de la proposition 3.4.1: 



Cette égalité donne la rangée {Rlj(,+l-j) , O s j L n + l ) .  

3.7.3 Raccord G2 

Ici les fonctions a et b sont des constantes soit 
a = -k et b = -* .Les fonctions hi , i E { l ,  2 ,3 ,4)  sont choisies constantes fi 
avec hl $ 0. 

%,(O, v)-a2Cuu(0, v )  -2abCuv(0, v )  -b2Lvv(0, v )  calculé avec la formulation 2 
de Li est une courbe ( B P )  de hauteur n . 

& ( O ,  v) et Cv(O, 21) , calculés avec la formulat.ion 1 sont des (BP) de hauteur 
n. 

C(v) , calculé avec la formulation O est une ( B P )  de hauteur n. 

D'où la proposition suivante permettant de calculer la troisième rangée de 
points du réseau { R i j k  , ( i ,  j ,  k )  E An+2): 

Proposition 3.7.1 La condition de raccord G2 entre les triangles ( S B R )  Sl 
et S ,  se traduit par les n relations aux n inconnues {R2j(n-j) O 5 j 5 n )  : 

V ( j ,  k )  f N 2  1 ( O ,  j ,  k) E A, , 



cf la figure 7 

3.7.4 Remarque 

La surface Sr obtenue est de hauteur (n + 2) et , à priori , ne pourra pas être 
ramenée à la hauteur n. 



h a u t e u r  n  
à gauche 

i ;:Y,t;ur 
gauche  

i Kgur 
d e s  deux 
c ô t é s  

u t e u r  n+2  

Doub le  é l é v a t i o n  de h a u t e u r  à gauche  e t  o b t e n t i o n  de l a  t r o i s i è m e  r a n g é e  du r é s e a u  
m a s s i q u e  de l a  s u r f a c e  t r i a n g l e ( S B R 1  de d r o i t e  : ( t r i a n g l e s )  150-bis 



SIXIEME CHAPITRE 

Exemple de triangle (SBR)  raccordé G2 
à un carreau (SBR).  

1 .La sphère comme surface (SBR) rectangulaire. 
Définition de Sr. 

2.La sphère comme surface ( S B R )  triangulaire de hauteur 2. 
Définition de Sl. 

3. Etude du raccord G2 entre les surfaces Sl et Sr. 

page 152 

page 154 

page 156 



Exemple de triangle (SBR) raccordé G2 à 
un carreau (SBR) 

1 La sphère comine surface (SBR) rectangu- 
laire 

4 4 4  

L'espace affine associé à R3 , E , est rapporté au repère (O1, i , j , k )  
(C)  est la sphère de centre O1 et de rayon 1. 

Fiorot et Jeannin ([34] , paragraphe 6.3.2 page 166) montrent que la sphère 
(C) est le support d'une surface (SBR) rectangulaire. Quelques éIéments de 
leur démonstration sont rappelés ici. 
La droite joignant le point C(O,O, 1)  et un point (u, v )  du plan xOly coupe 
la sphère unité en a ( u ,  v )  , de coordonnées: 

(Il suffit pour le vérifier de déterminer l'équation paramétrique de la  droite 
en question 
x = X ~ ; y = X ~ ; z = l - X ; X E R  
La relation x2 + + z2 = 1 amène aussitôt X  = O ou bien X  = 1 u2 + v 2  t 1 

Alors (x) est le support de la surface o , rationnelle , de fi2 dans telle que 



Et , en notant S ( U ,  v )  le point de 3 de coordonnées cartésiennes 

on obtient ~ ( u ,  'L') = I iO(S(u,  v)) . De ce fait , comme S est une surface 
(SBP) de longueur 2 et de  largeur 2 dans l'espace .F , Fiorot. e t  Jeannin 
mettent la surface (C) 
sous la forme de surface (SBR) rectangulaire dont le réseau massique r est 
donné par le tableau suivant: 

Pour l'exemple développé , Sr désigne le carreau (SBR)  défini sur 
[O, 112 par le réseau massique r ainsi obtenu -cf la figure 1. 

En reprenant les notations du chapitre 1 on obtient le paramétrage R suivant 
pour la surface S, 
R(u, v )  = IIO(R(u, v)) 





avec R ( u ,  v )  = SBP[%Lj, O < i < 2, O < j < 2; [O, 1J2J(u,  v) 
A --* 

les î2,j , définis par fi ( r i j )  =fiRj étant donnés par le tableau: 

2 La sphère unité coinine surface (SBR) tri- 
angulaire s de hauteur 2 

Les principaux points de ce paragraphe sont extraits de [34] page 169. 
(C) désigne toujours la sphère unité et on prend Ie repère barycentrique de 
IR2 
( a , b , c )  défini par a = (1,O);b = ( 0 , l )  e t  c =  (0,O). 
En utilisant les relations X = u ; p = v et v = 1 - u - v , le point de 3 , 
S ( u ,  v )  ,défini précédemment , possède les coordonnées cartésiennes: 
X = 2X 
Y = 2p 
Z = X 2 + p 2 - 1  
W = X 2 + p 2 + 1  

soit encore , en tenant compte de X + p + v = 1 : 
X = 2X2 + 2Xp + 2Xv 
Y = 2p2 + 2 X p + 2 p v  
z = - (v2 + 2Xp + 2Xv + 2 p v )  
W = 2x2 + 2p2 + v2 + 2Xp + 2Xv + 2pv 



Ceci amène la relation : 

où les points de 3 , Eijk sont donnés par: 

Comme la sphère (C)  est symétrique par rapport au plan x f l l r ,  en changeant 
toutes les deuxièmes coordonnées en leurs opposés , on obtient un autre 
réseau massique triangulaire de hauteur 2 pour la sphère unité. 
Soit alors Si le triangle (SBR) défini par le réseau massique obtenu 
à partir des points Ll j k ,  (i ,  j, k) E A2 donnés par: 

Les notation suivantes sont reprises du chapitre 6: 
l l ( u ,  ty, u') = SBP[Lijk,  (i, j, k) E A ~ ] ( u ,  V ,  w ) .  
Ll(21, v ,  w )  = n W l ( u ,  v ,  4). 
Un   ara métrage de Sl sur Al = { ( u ,  v )  1 u + v  < 1 , u > 0 ; v  2 0) 
est donné par L(u ,v)  = Ll(u,v ,  1 - u - v )  



Les orientations des f ron t iè res  des domaines sont identiques 

donc & =-1 



3 Etude du raccord entre les surfaces Si et 

Dans ce paragraphe Al = {(u ,  v) 1 u + v 5 1 , u 2 O ; v 2 O )  
e t  Ar = [O, 112 

Le côté commun des deux domaines de paramètres sur lequel le raccord est 
étudié est Y = ( ( 0 , ~ )  v E [O, 11) ; comme le montre la figure 2 , ce côté 
induit la même orientation sui. les frontières des deux domaines A, et Ai et 
la valeur de c est -1 
Les deux surfaces Si et ST admettent pdur siipport la sphère unité et , en 
outre , partagent la froiltière commiiiie r , quart de cercle défini par: 
y = O ;  r 2 + z 2 = 1 ;  ,-1 < = < O ;  O < x < l  

Donc , les deux surfaces S1 et S, sont raccordées G2 le long de r . 

3.1 Raccord GO entre SI et S,. 

Ici comme le montrent les tableaux des vecteurs massiques 
v j  E {0,1,3)  Loj(2-j) = ROI 
De ce fait , en reprenant nos notations , Vz* f [O, 11 , L(0,u)  = R(0,  v) 
Le raccord Go est manifestement iéalisé. 

3.2 Raccord G1 entre les surfaces Si et Sr 

3.2.1 Sl et Sr p a r t a g e n t  le i11ême plan t a n g e n t  l e  long d e  r 
Il s'agit . dans cette section . de rccliciclier les quatre fonctions f i ,  f i ,  j3 et 
f4 de [O, l ]  dans IfZ \rérifiant : 

V2j E [O, 11 , 
fi(v)R,(O,v) + fi(v)LU(O,2l) + f3(2))Lv(O,v) + f4(v)C(v) = O (1) 

Dans le repère 23: 
C(v) = (2(1 - v)2 + 2v(l - v), O, - 2 4 1  - v) - v2, 1 $ (1 - v)2) 
C(v) = (2(1 - v), O, -v(2 - v) ,  1 + (1 - I I ) = )  

Alors L,(O, v) = (-?,O, -2(1 - v), -2(1 - v>>.  



Les résultats vus sur les triangles ( S B R )  donnent: 
Lu(O, v )  = 2BP[(L l j ( i - j )  - Loi(,-j)) , 0 5 j 5 1 ;  [ O ,  l ] ] ( v )  
LU(0, v )  = 2[(1 - v)(L101 - L002) + v(L110 - &il)]  

& ( O )  v )  = (-2, -2, -2(1 - v ) ,  -2(1 - v ) )  

En utilisant les résultats vus sur les (SBR) rectangulaires , on obtient: 
& ( O ,  V )  = 2 B P [ A 1 0 G j  , O 5 j < 2; [ O ,  I ] ] ( v )  
& ( O ,  v )  = (O, 2, O ,  O )  

*lors les fonctions f i ,  f i ,  f3 et f 4  vérifiant la relation ( 1 )  , sont solutions du 
système suivant: 

-2f2 - 2f3 + 2(1 - v ) f 4  = O 
2j1- 2 f2  = O 
-2(1 - v )  fi - 2(1 - v )  j3 - v(2 - v )  f4 = O 
-2(1 - v) f2  - 2(1 - v )  j3 + ( 1  + ( 1  - v ) ~ )  j, = O 

D'après le chapitre 2 , 

v v  E [ O ,  11 Ru(O,v) = a(v)L,(O,v) + b(v).L,(O,v) 

avec 

OU encore 

Nous observons que Vv E [ O ,  11 , m ( v )  > O , ce qui est attendu pour le 
raccord G1.  

3.3 Raccord G2 entre Sc et Sr le long de r 
LUV(0, v )  = 2(Lll0 - Li01 - Loi1 + Loo2 = ( O ,  O ,  2 ,2)  



Lvv(0,~')  = 2(L020 - 2L0ll + Loo2 = (O, 0 ,2 ,2)  
LUU(0, v) = 2(Lzoo - 2Ll0l + Loo2) = 2(0> O, 2,2) 

Les résultats connus pour les surfaces rectangulaires donnent: 
%,(O, v) = 2BP[Az07;$j, 0 L j 1: 2; [O, lIl(v) 
%,(O, v) = (O, O, 2,2) 

On en déduit sans difficulté: 
%,(O, v) - a2(v)LUu(O, v) - 2a(v)b(v)Cuv(0, v) - b2(v)Cvv(0,v) 
= (0,0,2,2)-(0,0,4,4)+2(0,0,2,2)-(0,0,2,2) 
= (0, O, O,  0 )  
Ceci permet de conclure aussitôt au raccord G2 entre les surfaces Si et S, le 
long de r. 
Ici , comme le système {&(O, v) ,  Lv(O, v), L(O, v)) est libre, les fonctions de 
la relation (23) du chapitre 2 sont: 
h l = l ;  
h 2 = O ;  
h 3 = O ;  
hq = 0. 



Chapitre 7 : Annexe 1 

Les notations de cette partie annexe sont celles du premier chapitre. E=%3 . 
L'espace affine & est muni du repère (01, e l ,  e2, es) .  
Dans P , on note B le repère associé, soit B = { e l ,  e2, -,flhl) 

4 4 

Soit Y = vl.el + v2.e2 + v3.e3 + v4.QQ1 un vecteur de 3. 
4 -. 

On désigne par V = vl.el + v2.e2 + v3.e~ sa projection sur & parallèlement 
au vecteur ah,. 

1 Lemme 1 

Lemme 1 S i  {G,, 1 < i < 4) est un système de rang 3 , de quatre fonctions 
vectorielles polynomiales de [O, 1]  dans 2, Lnéaimment dépendantes, tel que 
le système ertrait {$,,2 < i < 4 )  est libre et que D e t ( g ,  c, l?,) # O, 
alors les jonctions {fi, 1 5 i 5 41, non toutes nulles ,vérifiant la relation : 

sont bien diterminées à une jonction q ( v ) ,  facteur multiplicatif près, non 
nulle: 

Preuve: On suppose v fixé quelconque dans [O, 11. 
La relation ( 1 )  peut être considérée comme un système linéaire de quatre 
équations aux quatre inconnues {fi, 1 5 i 5 41, homogène et de rang 3 . 



De ce fait , il y a indétermination d'ordre 1 et l'espace des solutions est de 
dimension 1. 
L'hypothèse : le système extrait {Y,, 2 < i < 4 )  est libre 
conduit à choisir pour inconnues principales les trois inconnues { f i ,  2 < i < 4 )  
et à laisser le choix de j l ( v )  libre. 
Alors , comme le déterminant ~ e t ( G ,  q3, fl) # O , l a  formules de Cramer, 
appliquées au système "principal": 4 

f2 (v) .G + j3(u) . f3  + f4(v).G4 = - f i  (v).Vl donnent directement: 

ce qui donne le résultat du théorème en posant q ( v )  = -* 
1.1 Remarque 

En raison de l'hypothèse : ~ e t ( Y ? ,  Y,, V4) # O, 
la fonction f l  est différente de la fonction nulle. 

1.2 Remarque 
4 

Supposons que les fonctions vectorielles { V , ,  1 5 i 5 4 )  soient polynomiales 
de degrés respectifs ni , 1 5 i < 4. 
Alors , au facteur multiplicatif près q ( v )  , on peut dire que : 
jl est polynomiale de degré i n  jérieur ou égal à n2 + n3 + n4 
j2 est polynorniale de degré in  jér ieur ou égal à nl + n3 + n4 
f3  est polynomiale de degré in f é r i eur  ou égal à n2 + nl + n4 
jq est polynomiale de degré in f é r i eur  ou égal à n2 + n3 + nl 



2 Application 

Dans le travail présenté, on prendra, comme dans le chapitre 2 : 
fi f ondion polynomiale de degré n 
4 

v2 -. = Lu(u0, v )  
v3 = Lv(u0,v) 
fi = C ( v )  

L désignant une fonction polynomiale de degré n par rapport à la variable v: 
L : A ,  - Y .  

avec les hypothèses : 
{ (uO,  v )  , v E [ O ,  11 ) est un côté de A, 
C(27) = L(u0, v )  
Vu E [ O ,  11 {Lu(uo ,  v ) ,  Cv(uo, v ) )  est libre. 
En reprenant le lemme ci-dessus , nous obtenons: 

Corollaire 1 Si le système {Cu(uO, v ) ,  L,(uO, v ) ,  L(uO,  v ) )  est libre et  que 
les quatre fonctions , non toutes nulles , {f,, 1 < i < 4 )  de [O,  11 dans R 
vérifient: 
f1.G + f 2 r U ( u o ,  V )  + ~ L . ( u o ,  V )  + f 4 c ( v )  = O 
alors , a un facteur multiplicatif près non nul , 
f i  est un polynôme de degré inférieur ou égal à 3n - 1 , 
f 2  est un polynôme de degré inférieur ou égal à 3n - 1, 
f3 est un polynôme de degré inférieur ou égal à 3n , 
f 4  est un polynôme d e  degré infirieur ou Égal à 3n - 1 .  

3 Leinine 2 
4 -. 4 

Dans cette section, soit V = vl .el + vz.e2 + v3.e3 + ~ 4 . 0 0 1  un vecteur de .F 
4 

On désigne par Z = vl.el + v2.e2 sa projection sur le sous-espace vectoriel 
engendré par {e l ,  ez ) . 

Lemme 2 Si {Y,, 1 < i 5 4 )  est un système de rang 2 ,  de quatre fonctions 
vectorielles polynomiales de  [ O ,  1) dans P , linéairement dépendantes, 
tel que le système ertmit {Y,, 1 < i < 2 )  est libre et que ~ e t ( , f l ,  , f 2 )  # O , 



1 alors il existe des fonctions, non toutes nulles , vérifiant la relation : 

En outre , les quatre jonctions {fi, 1 5 i _< 4) sont déterminées par la 
connaissance de deux jonctions non nulles , quelconques : 
q et r de [O, 11 dans R grâce aux relations: 
ji(v) = p(v).det(23, 22) + r(v).det(24, 22) 
f2(v) = q(v).det(Si, S3) + r(v).det (Z1, %) 
j3(v) = -q(v).det(%,22) -, - 
f4(v) = -r(v).det(Zl, Z2) 

Preuve: On suppose v fixé quelconque dans [O, 11 
La relation (2) peut être considérée comme un système linéaire de quatre 
équations aux quatre inconnues {f;, l  <_ i 5 41, homogène et de rang 2 . 
De ce fait il y a indétermination d'ordre 2 et l'espace des solutions est de 
dimension 2. 
Le système extrait {$,, 1 < i < 2)  est libre, ce qui conduit à choisir pour 
inconnues principales les deux inconnues {fi, 1 5 i 5 2) et à laisser le choix 
de f3(v), f4(v) libre. 
Alors , comme le déterminant ~ e t ( , f ~ ,  Z2, ) est non nul , les formules de 
Cramer appliquées au système "principaln: 
fI(v) .zl  + j2(v).z; = -f3(v).23 - f4 (v ) . f  
donnent directement: ~et(5.9 - f4(.). Det(5,<2) 
fl(') = -f3(v)'Det(Zl,Z2) Det(Z1 2'2)  

ce qui donne le résultat du théorème en posant q(v) = -& 



3.1 Remarque 

Supposons que les fonctions vectorielles {G,, 1 < i < 4) soient polynorniales 
de degrés respectifs ni, 1 5 i 5 4. 
Alors ,en choisissant q ( v )  = 1 et r ( v )  = 1 , on peut réaliser la condition ( 2 )  
avec des fonctions { f i ,  1 5 i 5 4 )  vérifiant: 

fi  est polynomiale de degré in fér ieur  ou égal à Sup(n3 + n2, n4 + n2)  
f2 est polynomiale de degré in fér ieur  ou égal à Sup(nl  + n3, nl + n4) 

f3 est polynomiale de degré in fér ieur  ou égal à nl + nz 
f4 est polynomiale de degré in fér ieur  ou égal à nl  + n2 

4 Application 

Nous reprenons les notations de la section 2 et , à une numérotation près , 
nous appliquons le lemme ci-dessus. 
Supposons que le système { V I ,  Lu(uo ,  v ) ,  L V ( u O ,  v ) ,  L(uO,  v ) )  soit de rang 2 , 
le système { L u ( u o ,  v ) ,  L,(uo, v ) }  étant libre . 

Corollaire 2 Les quatre jonctions , non toutes nulles , { f i ,  1 5 i 5 4 )  de 
[ O ,  11 dans R vérifiant : 

fl.91 + f2.Lu(uo, v )  + f3.Lv(uo, v ) )  + f4C(v) = 0 
peuvent être choisies de la manizre suivante: 
fi est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2n - 1 ,  
fi est un polynôme de degré inférieur ou kgal à 2n - 1, 
f3 est un polynôme de degré infirieur ou égal à 2n,  
f4 est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2n  - 1. 

Exemple où le système {L,(uo, I I ) ,  L,(uo, v ) ,  L (uO,  v ) }  est lié et le système 
{Lu (uo ,  v ) ,  L,(uo, v )  ) est libre 

On choisit la fonction L suivante et uo = O. 



Alors , V v  E [O, 11, 
2 4 0 ,  v) + &(O, v) + L,(O, v) = O et de plus {&(O, v), &(O, v)) est libre 
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TITRE : k c u a e  a u  raccordement géométrique tia entre surfaces r 
tionnelies mises sous forme (SBR).  

Le travail présenté est une contribution à l'étude des raccordements 
géométriques G1 et G2 entre surfaces rationnelles mises sous forme ( S B R ) :  il 
s'agit de construire une surface composite régulière formée de surfaces ( S B R ) .  
convenablement raccordées. 

. -- 
Une définition des raccords géométriques G1 et G2 entre deux surfaces est pro- 
posée . Les conditions analytiques obtenues conduisent, lorqu'elles sont a p  
pliquées au cas de deux surfaces qui sont des II0 -projetées , à des condi- 
tions nécessaires et sufiantes portant sur les paramétrisations des surfaces "au 
dessus" . 
Ces CNS sont traduites en termes de vecteurs massiques pour exprimer les 
raccords G1 et G2 entre deux (SBR) rectangulaires ou triangulaires qui , par 
définition , sont des IIR -projetées de surfaces polynomiales. 
Plusieurs exemples illustrent en détail les résultats obtenus : le raccordement 
géométrique G2 de deux quadriques et le raccordement d'une (SBR) rectangu- 
laire à une (SBR)  triangulaire. 
Les relations obtenues permettent de traduire un problème continu de géométrie 
différentielle par des conditions portant sur les réseaux massiques de contrôle. 

, i 

' 
, TITLE :Study .of the G2 geometrical cont&uity betweem ration# sur- 
faces 'put ,into (SBR)  form . 

: This work is a contribution to the study of G1 and Ga geometrid continuity ' 
between rational surfacexi put into (SBR)  form. The aim is to determine a 

I / 

smooth piecewise rational surLace h m  (SBR)  potches suitably joined. 
A definihion of the G1 and @ continuity between two surfaces is propoeed. The 
andytical conditions obtained lead to , when applîed to the case of two surfaces 
which are IiQ-projections , neceesary and suficien4 conditions pertahing on ' 
the par&frisations of the "above" surfaces. . 

' 
Tbese necemary and sufncient conditions are expressed in terms of m w i c  vec- 
tom to express the G' and C? continuity between two (SBR)  patches either 
rectaagular or'trianguli , which are , by definition , IIn-projections of poly- 
nomial eutfaces. . - 

Several' exclmp/es.iUustrate the results obtaineà : the CZ geometrical join be- 
tween two qudrice ,and the job between a reçtangulsr and a t&qulcli (SBR) 
The d t m g  relatiom $low the etpiçsrion of a continyow problem of 
dietendial geometry ib ternie of conditions pertaini& op the'cootrdüng nkeic ,  
nets. 

4 i . '  


