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Introduction 



Le problème de l'estimation du support d'un processus ponctuel ou d'une 
loi de probabilité, étant donné un échantillon, a souvent été traité en suppo- 
sant le support convexe. L'estimateur utilisé est alors l'enveloppe convexe du 
nuage des points de l'échantillon; ce qui associe à ce problème d'estimation 
du support l'étude de cette enveloppe convexe. 

Les premiers travaux relatifs à cette question sont ceux de Geffroy en 
1961, [16], qui étudie le comportement asymptotique du polyèdre d'appui 
d'un échantillon laplacien de Rk. Fisher, [13], en 1965, considère le cas d'une 
loi produit de lois de probabilité sur R ; Renyi et Sulanke, [31], en 1964, 
Raynaud, [30], en 1965, Efron, [12], en 1965 étudient l'espérance mathéma- 
tique du volume, du nombre de faces, d'arêtes oii de sommets de l'enveloppe 
convexe d'un échantillon de R2 OU de R3. En 1973, Guilbart, [21], étudie la 
continuité de l'application qui à une probabilité de R3 associe l'enveloppe 
convexe fermée de son support. 

Des travaux divers ont été réalisés sur le comportement asymptotique 
de l'enveloppe convexe d'un échantillon de R k  : Ripley et Rasson, [32], en 
1977 donnent un estimateur sans biais du support, supposé convexe, d'un 
processus de Poisson homogène; Buchta en 1984, [4], Dwyer en 1988, [IO], 
Barany et Larman en 1988, [l], Van Wel en 1989, 1341, étudient le com- 
portement asymptotique de l'eiiveloppe convexe d'un échantillon de ld loi 
uniforme à support convexe; en 1990, Massé, [27], en généralisant un résul- 
tat de Barany et Larman, [l], obtient deux majorations, indépendantes de la 
loi, de la vitesse de convergence vers 1 de la probabilité d'un dilaté de l'en- 
veloppe convexe d'un échantillon vers l'enveloppe convexe du support ; Eddy 
et Gale en 1981, [ I l ] ,  dans le cas d'une loi à symétrie sphérique, puis Brozius 
et De Haan en 1987, [3], dans un cadre plus général étudient la loi limite 
de la fonction support de l'enveloppe convexe d'un échantillon de R k .  En 
1987, Davis, Mulrow et Resnick, [6] ,  montrent que sous certaines conditions 
de régularité de la fonction de répartition commune de n variables de R 2  
indépendantes et de même loi, l'enveloppe convexe de l'échantillon converge 
en loi vers l'enveloppe convexe d'un processus de Poisson. 

Le cas où le support est non convexe a été aussi envisagé. En 1964, Gef- 
froy, [17], considère un support du type {(x, y )  E R2; O 5 x 5 1; O < y 5 f (z)) 
où f est une fonction continue; Chevallier, [5], en 1976 considère le cas où f 
est de classe C." et  Jacob, [24] en 1984 étudie le cas où f présente des discon- 
tinuités de première espèce. Gensbittel, [lS], reprend en 1979 les études de 
Geffroy et de Chevallier en les adaptant au cas des répartitions ponctuelles 



aléatoires. Enfin, en 1989 Jacob et Abbar, [25], proposent une estimation du 
support d'un processus ponctuel de Cox défini en coordonnées polaires da,ns 
R2 pa.r : {(p, O )  : O 5 O  5 27~; O 5 p 5 @ ( O ) ) .  

Certains auteurs ont travaillé à partir d'ensembles « minimaux » conte-- 
na.rit un échantillon: Silverinan et Titterington en 1990, [33], ont développé 
un algorithme pour trouver l'ellipse de plus petite surface recoiivra.rit uii 
erisenible de points donné dans le plan; Maller en 1990 ['26], propose une 
définition des extrêmes d'un écliantillon de vecteurs de R", basée sur le plus 
petit convexe contenant l'échantillon. 

L'étude qui est présentée ici se sitiie dans la ligne des travaux de Gef- 
froy, [15], [16], sur la localisation asymptotique du polyèdre d'appui d'iiii 
échantillon laplacien et sur la stabilité des extrêmes d'un éc~iaritillo~i de R. 
Il s'agit, Gtant donné iin échantillon 

de RQont la loi de clmque variable est de support non borné, de recherclier 
une suite de borélieiis, non riécessairement convexes. de Rk, croissante avec 11, 

qui contienne l'échantillon u au plus près ». Pour cela, nous avons étudié 
avec P. Jacob, [7], une nouvelle notio~i de valeur inaxiinale d'un écharitillon 
(XI ' . . . , X,) : 

Xn* = (Rn*,  O,'), 

basée sur la représeritatioii u polaire » 

des variables {X,, z = 1 . . . n ) .  
L'étude de la stabilité de cette plus grande valeur Xn* permet d'obte- 

nir deç résultats de localisatio~i asymptotique des extrêmes de l'échantilloil 
autour de courbes appelées isobares, définies à partir de la fonction de répai- 
tition conditionnelle de R étant donné O = O  des variables X, = (R,, O,) .  

Actuellement, la théorie des valeurs extrêmes concerne souvent des va- 
riables ilon identiquement distribuées, [23], [2], ou des variables dépendantes, [22]. 
ou encore des variables multidimensionnelles, [26] ; cependant, de récents ar- 
ticles sur les outliers, [14], [20], [28], [29], donnent un nouvel interêt à la 
notiori déjà ancienne de stabilité, [15], [19]. 



Plus précisément, le plan de ce travail est le suivant : dans le chapitre 1, 
on reprend l'aspect géométrique de la question tel qu'il a été envisagé par 
Geffroy dans [16]. On considère: 

{XI = (Ri,  01)' . . . , Xn = (Rn, 0,))  

un échantillon de la loi normale N (O, IdR2).  Etant donné un deuxième échan- 
tillon de variables positives (Ul,. . . , Un), indépendant du premier, on définit 
pour 1 5 i < n,  la variable: 

011 donne des exemples où cette perturbation de l'échantillon { X I . .  . . . X,} 
permet encore, comme pour la loi normale, [16], de localiser asyniptotique- 
ment l'enveloppe convexe de l'ensemble des points {XJi,  . . . , XJn} et d'obtenir 
des résultats semblables à ceux de Geffroy, [8]. On peut alors étudier le cas 
général où la déformation imposée à l'échantillon initial n'est pas isotrope. 
Aussi, l'objet des chapitres 2 et 3 est de trouver une méthode de localisation 
asymptotique d'un échantillon quelconque de R k .  

Le chapitre 2 est consacré à l'étude de la stabilité de la valeur maximale 
X,* d'un échantillon {Xi = (Rl ,@l) , .  . . ,X, = (Rn,@,)} de R k .  La défini- 
tion que l'on propose pour X,' a pour origine la remarque suivante: étant 
donné {Y,, . . . , Y,} un échantillon de R, dont chaque variable a pour fonction 
de répartition F, si Y,' désigne la valeur maximale de cet échantillon, F(Y,*) 
est alors la valeur maximale de { F ( K ) ,  . . . , F(Y,)}. Ainsi, si Fo est la font- 
tion de répartition conditionnelle de R étant donné 0 = O , nous dkfinissons 
la valeur maximale de l'échantillon comme l'observation Xn* qui maximise 
Fe(R).  L'intérêt de cette définition réside dans le fait qu'elle n'est pas basée 
seulement sur l'éloignement des observations par rapport à l'origine O de  Rk, 
mais sur leur probabilité d'être à une certaine distance de l'origine. On peut 
alors définir une notion de stabilité pour Xn* qui ne dépend que de la loi 
considérée. Bien sûr, toutes les distributions ne vérifient pas les propriétés de 
stabi1it.é. Pour ces distributions nous avons recours à une notion plus faible. 
L'idée est de remplacer chaque observation X = (R, 0) par une variable : 

où p est une fonction convenable, afin d'obtenir les propriétés de stabilité 
pour la variable X,. 



Dans le chapitre 3, nous considérons l'aspect génmétrique de la stabilité 
et étudions la répartition de l'ensemble des points de l'eXheXhantillon dans un 
domaine non convexe limité par des courbes isobares. Ceci permet d'étendre à 
des ensembles non convexes les résultats de Geffroy,'[15], sur le comportement 
asymptotique d'un échantillon de Rk, [9]. 

Dans le chapitre 4, nous utilisons les résultats du chapitre 2 pour défi- 
nir dans Rk , et en donner quelques propriétés, les notions de distributions 
a outlier-resistant » ou a outlier-prone » afin de prolonger les définitions 
données par Green, [14], [20]. 
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Chapitre 1 : Exemples de localisation 
asymptotique du polyèdre d'appui d'un 

échantillon de R2 





1 - INTRODUCTION 

L'étude de l'enveloppe convexe d'un échantillon de Rk a été envisagée sous de 

nombreux aspects. Geffroy (1958, 1961), Raynaud (1965 - [13]), Renyi et Sulanke 

(1964 - [14]), Efron (1965 - [6]), Fisher ([SI), semblent être les premiers à s'être 

intéressés à ce sujet. Plus récemment, Eddy et Gale (1981 - [5]), dans le cas d'une 

loi à symétrie sphérique, puis Brozius et de Haan (1987 - [l]) dans un cadre 

plus général, ont étudié la loi limite de la fonction de support de l'enveloppe 

convexe d'un échantillon de R L .  Nous allons ici reprendre l'aspect géométrique 

de la question tel qu'il a été introduit par Geffro?. En 1961, Geffroy [IO], a 

considéré une distribution normale dans R L  : en notant C, l'ellipsoïde lieu des 

points où la densité est et A,, l'écart maximum entre C, et la frontière H ,  de 

l'enveloppe convexe de l'échantillon ( A ,  = d*(Hn,  C,) = SUpfilEH, {d(iZI, C,)) ) , 
P s il a obtenu A,, --+ O. En particulier en choisissant une loi norinale cle densité 

f ( M )  = nPLl2 exp(-0h/12), il a montré que d*(H,, Sn) O où Sn  est la sphère 

de centre O de rayon -. Nous nous proposons ici d'étendre ces résultats à 

d'autres échantillons, obtenus par perturbation d'un échantillon gaussien, avant 

d'envisager ilne étude plus générale dans les chapitres 2 et 3. Pour cela, quelques 

rappels sur la stabilité d'une suite de variables aléatoires réelles sont nécessaires. 

La référence pour ces résultats est Geffroy, [9]. 



II -STABILITÉ PRESQUE SURE DE LA VALEUR MAXIMALE 

DWN ÉCHANTILLON DE VARIABLES ALÉATOIRES RÉELLES 

Soit (Z:),  une suite de variables aléatoires réelles. O n  dit  que (Z:), es t  stable 

presque sûrement  s i  et seulement  s'il existe u n e  suite déterministe (a,), telle que : 

o u  encore s i  pour tout E > 0, 

ozi se lon les notations d e  i9], Z: < u,, + E tr.uduit : P{Liminf(ZR < a ,  + = 1. 
PS 

Considérons le cas particulier où (ZR), est le maximum de n variables aléa- 

toires réelles indépendantes et de même loi, Zi, - .  . , Zn ; si f désigne la deilsité 

commune des Z,  et si F désigne la fonction de répartition des Z,, une condition 

suffisante pour la stabilité presque sûre de Zn = niaz{Z1,.  . . , Zn) est donnée par 

le théorème 53 de [9] rappelé ci-dessous : 

Si G = 1 - F et f v é r i j e n t  la condition Lim f(2) 
z-.+w G(z)Log ILog G(z)l = +CO > 

(Zn ) ,  est  stable presque sûrement .  

Remarque 1.- On utilisera aussi dans les chapitres suivants la notion de 

stabilité en probabilité et en particulier le théorème de Gnedenko, [9]. 

Reinarque 2.- La notion de stabilité est plus restrictive que les notions qui 

permettent de donner les différentmes lois limites pour le maximum de xi varia.bles 

aléatoires réelles indépendantes. Cependant, en utilisant une notion affaiblie de la 

stabilité, on peut obtenir des propriétés de stabilité pour la plupart des lois usuelles. 

Ce travail est fait dans le chapitre 2 pour des variables multidimensionnelles. 

On utilise aussi la définition suivante : 

Soient  (b,), une  suite réelle, (IL), une  suite de variables aléatoires réelles et 

Fvn la fonction de répartition de V,, pour tout  n . C o m m e  dans [9], o n  dit qve 

(b,), minore presque complètement (V,), si : 

O n  no te  b, < 17,. 
p .CO. 



a) Lemme 1.- Pour tout entier s > O, et pour tout s > O ,  la suite 

a, = [Logn]' vkrifie : 

O& b, est donnC par (10) .  

i On note Pn,a (~ )  la fonction de répartition de 2:. Co-2 dans [IO], on 

obtient : 

n ! 
B ( a , n - a + l ) =  

(72 - a)! (a - l ) !  

Si bien que, pour tout E > 0, 

Sur [O, 11, la fonction h(E) = (1 -t)n-"n(an-l a un maximum atteint en 

tel que pour n assez grand : 

puisque a, = [Log n]'. 

Par ailleurs, d'après (S), pour n suffisamment grand, 

La comparaison de (18). et (19) montre que pour n assez grand, G, > ; h 
étant décroissante sur [G,, 11, il vient : 

Ii suffit à présent de montrer que la série Cqk converge. On évalue pour cela 

LogqL : 

(21) 
Log q: = Log B(a,. n - a, + 1) + (n - a,) Log(1- G,) + (a, - 1 j Log G, 

= A, + A:, + A", . 



D'après la famule de Stirling, 

An - [Log n]*+'. 

Par ailleurs Al - -nGn et A*, - -jIlOg nJ8+l, si bien que : 

A, - -A", . 

De plus, 

A i i ,  
A",, = o(A',). 

Donc, 

Ceci montre que p.: est équivalent au terme général d'une série convergente, et que 

la série Cqn converge. Ceci achève la preuve du lemme 1. ¤ 

Le lemme 1 et (13) permettent d'écrire : 

(22) ~ G - E ~ z I  P < z:QJG-+E. ps 

De plus, si Y, désigne le ngmbre des points de l'échantillon qui appartiennent à la 

couronne Ck, les inhgalités 

impliquent Y, 2 an. La relation (22) foutnit dcrs une minorstion presque sûre de 

v,,. Le lemme suivant s'en déduit facilement : 

Lemme 2.- Le nombre un des points de l'échantillon qui sont contenw dans 

la wuwnne Ck est presque sûrement minoré, pour n assez grand, par [LognId O& 

s u t  trn entier positif arbitraire. 

b) Partageons le cercle Sn de centre O et de rayon bn - r en p, ara de cercles 

u,,,(m = 1 ,.....pn) de m h e  1-m. Soit rn,m la partie de h wuroime C,I 

découpée par les demi-droites d'origine O s'appuyant sur les extrémités de a,,,. 



Lemme 3.- Presque sûrem.ent, pour n sufiamment grand, chaque partie 

rn,,,,(m = 1,. . . , pn) wntaent au moaru un point de I'kchuntillon si pn vérifie : 

(23) Log ~n = O ( h g  Log n) 

Soit Q, l'événement réalisé si chacun des domaines -yn,,(m = 1,. . . , p,) 

contient au moins un point de l'échantillon. On pose : 

On doit montrer que l i m ~ + + ~  P(&N) = 1, sous la condition (23). 

Pour un eritier s > O donné, on définit l'événement : 

(25) XN = n {un > [Logn]"} pour n > N 
n > N  

Par l'inégalité de Boole, 

Pour n > N, il est clair que la réalisation de Qn ne dépend de UN,  UN+^, . . . que 

par I'intermédiaitre de un. Ainsi, 

1 
p(Qn 1 UN, VN+I, -. -) = P(QC, I un) I ~ n ( 1 -  -)"" 

PR 

D'où : 
1 

P(QC, 1 E N )  5 pn(1- -)Log - 
Pn 

On déduit alors de (26) : 

Or, P{EN) > P{&Nn'FIN) = P{'HN) P{&N 1 RN), et d'après le lemme 2, 

KmN+, P{HN} = 1. Ainsi, P{£N) = 1 si et seulement si la série de 

te& général u, = pn(l - *)Log converge. 

On montrerait comme dans [IO] que Xun converge si et seulement si (23) est 

réalisé, ce qui termine la démonstration. 



Remarque 4.- On peut constater dans la démonstration précédente, que 

les hypothèses du lemme 3 sont vérifiées pour tout échaatilion satisfaisant aux 

hypothèses du lemme 2. 

c) Lemme 4.- Les hypothtses du lemme 3 sont vtirifiées pour 

pn = [LognI2. De plus pour cette valeur de p,, la longueur de chaque arc de 

cercle an,,(m = 1,  . . . , p,) tend v e ~ s  O quand n tend vers l'infini. 

6 On vérifie aisément que [Log nI2 satisfait les conditions demandées. 

d) Dans la dernière partie de ce paragraphe, il reste à montrer que le polyèdre 

d'appui HA est presque sûrement compris pour n suffisamr;ient gran-t, entr: deux 

cercles de rayons arbitrairement proches. Soit E > O, on peut, pai- les ~ e r n e s  

argments géométriques que ceux de [IO], montrer que HA est presque sûrelnent 

asymptotiquement compris entre Sh, cercle de centre O de rayou J-6 + E et 

S",, cercle de centre O de rayon J- - 2 E .  Si bien que si Sn désigne le cercle 

de centre O et de rayon J-, 

Lim  HI, 3,) = O .  
n 4 w  

V - CAS OU @(t) = (1 - e ~ p ( - t ~ ) ) l ~ , , ~ ~ ,  ( cu > O).- 

1") Stabilité presque-sûre de (Z:),. 

D'après (3) et ( 5 )  on obtient : 

A h  d'étudier la limite de et d'utiliser le théorème 53 de 

[9], on cherche des équivalents de f et de G. Pour obtenir un équivalent de f au 

voisinage de i ' i h i ,  on utilise !a rnéthode de Laplace(l), ([4], [7] ). 

( i j  cette méthode est rappelée dans l'appendice 1 de la thèse. 



Dans f ( t ) ,  faisons le changement de variable u(<rta)*. On obtient : 

(29) f ( t )  = t{3a-2)l(a+2),4/(a+z) . I ! ~ )  

Dans I(t), on pose : 

Si bien que : 

Les fonctions g et H sont continues, dérivables sur 10, +CO[, H admet un maximum 

en uo = 1. D'après [4] ,  chap. IV.2. ou [7](2),  I ( t )  est équivalent au voisinage de 

l'infini à : 

avec : 

s étant donné par (31). 

D'après (29), (301, et (35) f ( t j  est donc au voisinage de l'infini équivdent à : 

avec 

( 2 )  voir aussi l'appendice 1, Lemme 1. 



On supposera maintenant que a 2 1. Cherchons un équivalent de 

G(t) = L+"" f(u)du, au voisinage de l'infini : f et (39) sont des fonctions de t 

positives continues sur [O, +ml, et l'intégrale sur [O, +ml de (39) est convergente ; 

on en déduit d'aprèa le théorème 111.10.2 de [4](3) qu'au voisinage de l'infini, G(t) 

est équivalent à : 

Posons maintenant j(u) = u~(Q-')/("+~! ~ x ~ [ - C ~ ( C Y ) U ~ ~ ~ ( ~ + ~ ) ] .  D'après le théorè- 

me 111.10.7 de [4](4) G(t) est alors équivalent au voisinage de l'infini à : 

soit à :  

Les expressions (39) et (43) montrent qu'au voisinage de l'infini AI 
est équivalent à : 

C3 étant une wmtante positive ne dépendant que de a. Si a 5 2, (44) tend vers O 

quand t tend vers l'infini et si a > 2, cette même expression tend vers l'infini. On 

en déduit, par le théorème 53 ([9]), que si a > 2'2: est stable presque sûrement et 
p... 

que 2: - G1(n) - O. Dans le cas où cr 5 2 rien ne permet de conclure.D'ou 

le théorème suivant: 

Théorème 1.- Si cu > 2, (Zna), est stable presque sûrement. 

On supposera par la suite que a > 2. De même qu'au paragraphe précédent 

on peut donner une approximation de a, = G-'($) ; comme Li,,+, a, = +oo, 

on peut écrire d'après (43) : 

Log G(an) = Cd(a) + a/(a  + 2) Log a, - cz(a)aPl(a+2) + 0(1), 

(3) voir l'appendice 1 de la thèse. Lemme 2. 
(4) voir aussi l'appendice 1, Lemme 3. 



où C~((Y) est une constante ne dépendant que de a. En posant 

on obtient : 

Si bien qu'en notant r = 2cu/(a + 21, a: - bk est équivalent au voisinage de l'infini 

à C ~ ( ( Y )  hga, (avec Cg(a) > O et 1 < r < 2 puisque a > 2). De plus, 

et, commeO< b, < a , ,  

a i  - b; > a n l ( a n  - b,,). 

D'où : 

(46)  ai -r(ai  - b:) > a ,  - b, > O. 

Le premier membre de (46) étant équivalent à C s ( a ) a r r  Log a , ,  cl, - b,  tend vers 

O ou encore : 

avec 

Ainsi, pour tout E > O, 

(49) b , - ~ : < Z n < b , + c  
PS PS 

OE utilise ensuite les mêmes méthodes qu'au paragraphe IV 

2") Lemme 5.- Avec les mêmes notations qu'au paragraphe IV, on a encore 

avec les mêmes hypothèses : pour tout E > O, 

b n - F  < Zn. 
p.Co. 

bn étant donné par (48j. 
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On peut encore écrire : 

Ici, d'après (43) et (48)' 

2ae 
h g  @, = - Log n + -Cz(cu) (Log n/C2(a)) (a-2)/2a f 2LogLo-(n 1 + o(1).  

a + 2 

Donc, pom n assez grand, Loge, > Log(*). Si bien que : 

Il reste à luon2zer que la série Cqk converge. 

Log q; = A, 4 A; -+ A",, ainsi qu'on l'a noté au paragraphe III. De la même 

fwon qu'au paragraphe précédent, 

Log qk -+ AL = -nG, et 

Ainsi, pour n assez grand, qk est majoré par le terme général d'une série conver- 

gente . La série Cq,  est donc convergente, ce qui achève la démonstration. rn 

Comme on l'a remarqué plus haut (Remarque 4), le lemme 5 étant ohtenu, 

la suite de la démonstration est analogue à celle faite air paragszephe III. Il 

reste à choisir p, pour que les conditions dtl lemme 4 scient verifiées pour 

b ,  = ( ~ o ~ n / ~ ~ ( o l ) ) ( ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ .  On constate que p ,  = [Lognj2 convient encore. La 

démonstration du résultat final est identique : on montre alors que 

3, étant le cercle de centre O et de rayon b, = (Log n/C2(a)) (a+2)/20 



On supposera maintenant que a 2 1. Cherchons un  équivalent de 

G(t) = J:~ f(u)du, au voisinage de l'infini : f et (39) sont des fonctions de t 

positives continues sur [O, +cm], et l'intégrale sur [O, +cm] de (39) est convergente ; 

on en déduit d'après le théorème 111.10.2 de [4](3) qu'au voisinage de l'infini, G(t) 

est équivalent à : 

Posons maintenant j(u) = u2(a-1)l(a+2) e ~ ~ [ - C ~ ( a ) u ~ ~ f ( ~ + ~ ) ] .  D'après le théorè- 

me 111.10.7 de [4](4) G(t) est alors équivalent au voisinage de l'infini à : 

soit à : 

f(t) Les expressions (39) et (43) montrent qu'au voisinage de l'infini G ( ~ ) ~ ~ ~  ,Log G ( t , l  

est équivalent à : 

C3 étant une constante positive ne dépendant que de a .  Si a 5 2, (44) tend vers O 

quand t tend vers l'infini et si a > 2, cette même expression tend vers l'infini. On 

en déduit, par le théorème 53 (191)' que si a > 2, Z: est stable presque sûrement et 
P . S .  

que Zg - G1(:) - O. Dans le cas où a 5 2 rien ne permet de conclure.D'ou 

le théorème suivant: 

Théorème 1.- Si a > 2, (Zn*), est stable presque sûrement. 

On supposera pa.r la suite que a > 2. De même qu'au paragraphe précédent 

on peut donner une approximation de a, = G-'($) ; comme Lim,,+, a, = +cm, 

on peut écrire d'après (43) : 

Log G(a,) = C4(a) + a / ( a  + 2) Log a, - ~ z ( a ) a ? l ( ~ + ~ )  + 0 0 ) '  

(3) voir l'appendice 1 de la thèse, Lemme 2. 
(4) voir aussi l'appendice 1, Lemme 3. 



où C4(cr) est une constante ne dépendant que de a. En posant 

(45) b, = (Log n/C2(cr))(m+2)/2a 

on obtient : 

Si bien clu'eii notant T = 2a/(cr + 2), a: - b; est équivalent au voisinage de l'infini 

à C s ( a )  Log a ,  (avec Cs(@) > O et 1 < T < 2 puisque cr > 2). De plus, 

et, coninle O < b, < a,, 

CL:, - b i  > a F 1 ( a ,  - b,) 

D'où : 

Le premier niellibre de (46) étant équivaleiit à C 5 ( ~ ) a i - r  Log a ,  , a,, - b, tend vers 

O ou encore : 

(47) a,, = b,, +0(1) 

avec 

Ainsi, pour tout E > 0, 

011 utilise ensuite les mêmes méthodes qu'au paragraphe IV. 

2") Leiliiiie 5.- Avec les m ê m e s  nota t ions  qu'au paragraphe IV, o n  a encore 

avec les m ê m e s  hypothèses : pour tout  E > O ,  

b ,  t t n n t  d o n n é  par (48).  
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On peut encore écrire : 

Ici, d'après (43) et (48), 

2ae 
Log G ,  = - Log n + -C2(a) (Log iz/C2(a)) (a-2)/2a 1 

a + 2  
+ ZLogLogn+O(l)  

Donc, pour n assez grand, Log G ,  > LO~(=) .  Si bien que : 

Il reste à montrer que la série Cq:, converge. 

Log qk = A, + -4; + A",, ainsi qu'on l'a noté au paragraphe III. De la même 

façon qu'au paragraphe précédent, 

Ainsi, pour assez grand, qk est majoré par le terme général d'une série conver- 

gente . La série Cq, est donc convergeilte, ce qui achève la démonstration. i 

Comnie on l'a reina.rqué plus haut (Remarque 4), le lemme 5 étant obtenu, 

la suite de la démonstration est analogue à celle faite au paragraphe III. Il 

reste à choisir pn pour que les conditions du lemme 4 soient vérifiées pour 

b,  = ( L O ~  n / ~ ~ ( < r ) ) ( ~ + ~ ) / ~ " .  On constate que p ,  = [Log nI2 convient encore. La 

démonstration du résultat final est identique : on montre alors que 

S ,  étant le cercle de centre O et de rayon b, = (Log n/C2(a)) (a+2)/2a 



VI - CONCLUSION 

Les calculs qui précèdent nous ont permis d'obtenir sur des exemples des 

résultats de localisation asynlptotique du nuage de points défini par un échantillon 

de R2 dans le cas particulier où la déformation imposée à l'échantillon est isotrope. 

On peut dès à présent étendre ces résultats de la façon suivante : si A est Urie 

application linéaire de R" la frontière de l'enveloppe convexe de AiXi ,  . . . , X h )  

n'est autre que la transformée par A de HA. Ainsi, si { X ; ,  . . . , X ; }  satisfait aux 

hypothèses des théorèiiies cités plus haut, il en est de même pour A { X ; ,  . . . , X k } .  

Plus géiiéralenient, on peut imaginer que les cercles Sn obtenus ici se déformeraient 

non uniforménlent dans tout,es les directions si u' était une fonction aléatoire 

de O ; on sera.it alors anleilé à considérer des foriiies noIl convexes. Ce type de 

problème s'apparente à. l'estiiiiatioii du supl>ort d'une loi ([2], [ I l ] ,  [12]). Ceci nous 

conduit à étudier le probli.iiie suivant pour un écliaiitilloii de variables aléatoires 

à valeurs dans Rk et de support non borné : trouver iine enveloppe nlinimale non 

nécessaireriient convexe coritenant le nuage de points défini par l'échantillon. Nous 

avons fait cette étude dails les chapitres 2 et 3, ([3], [3]'). 
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Chapitre 2 : Stabilité de la valeur 
maximale des échantillons 

multidimensionnels 





1. INTRODUCTION 

Actuellement, la théorie des valeurs extrêmes concerne souvent des variables non 

identiquement distribuées, des données non indépendantes, ([Haiman, Puri, 

1990 ],[Haiman, Puri]) ou des données multidimensionnelles, ([Davis, Mulrow, 

Resnick, 19871). Cependant, de récents articles sur les << outliers >> ([Gather, Rauhut, 

19901, [Green, 19761, [Mathar, 19891, [Munoz-Garcia, Moreno-Rebollo, Pascual- 

Acosta, 1990]), donnent un nouvel interêt à la notion déjà ancienne de stabilité ([Geffroy, 

1958,19591, [Geffroy, 19611, [Gnedenko, 19431). Nous proposons ici une nouvelle 

définition pour la valeur maximale d'un écliantillon multidimensionnel et pour la stabilité 

de cette valeur maximale. Il est aussi possible de définir des lois << outlier-resistant >> 
ou <<: outlier-prone >> comme cela a été fait pour des variables aléatoires réelles, 

[Gather, Rauhut, 19901, [Green, 19761 ; dans ce chapitre nous étudions tout d'abord les 

propriétés de stabilité de la valeur maximale d'un échantillon multidimensionnel . Nous 

étudierons dans le chapitre 4 la notion de loi << outlier-resistant >> ou << outlier- 

prone>>. 

Etant donné un écliantillon (Y, ,..., Y,) de R+, où chaque variable a une fonction 
* 

de répartition F continue, si Yn est la valeur maximale de l'échantillon, alors F(Y:) est la 

valeur maximale de ( F(Y,) ,..., F(Y,) ) ; cette remarque est à l'origine de la définition 

donnée ci-dessous. 

On considère dans ce chapitre des variables aléatoires définies sur un espace probabilisé 

(R,aP) et à valeurs dans l'espace euclidien Rk. 

Pour tour x dans Rh(0) on définit un couple (llxll,&) = (r,8) dans R+* x Sk-1, 

où 11.11 est la norme euclidienne. La sphère unité Sk-1 de Rk est munie de la topologie 

induite par celle de fik. 
Pour chaque variable X = (R,O), on suppose que la loi de O, et pour tout 8, 

que la loi de R étant donné O = 8, sont définies par une densité continue. On désigne 
1 par Fe la fonction de répartition conditionnelle de R, étant donné O = 8, et F son 

inverse généralisée. 



Pour tout O < u < 1, on appelle isobare de niveau u - de la loi de R étant 

donné O = 0 - l'application 0 -+ F;(U). ûn suppose que eute application est continue et 

1 strictement positive ; la surface d'equation p = Fe (u) est aussi appelée isobare. 

Soit En = (X1,...,X,,) un échantillon de variables indépendantes de même loi 

que X. Pour tout 1 S k S n il existe presque sûrement une unique isobare de niveau 
uk , de la loi de R étant donné O = 0 qui contient (Rk,Ok). On définit la valeur 

* * 
maximale de En comme le point X: = (Rn,@,,) de l'échantillon qui appartient à 

l'isobare de plus haut niveau , c'est à dire l'isobare dont le niveau est max uk . Bien 
l&<n 

sûr on ne peut en pratique désigner la valeur maximale d'un échantillon de loi inconnue, 

comme il serait possible de le faire s'il s'agissait du point le plus éloigné de l'origine ou 

du point dont les coordonnées cartésiennes sont les maxima des coordonnées des points 

de l'échantillon. Cependant cette valeur extrême et plus gknéralement les valeurs 

extrêmes obtenues en ordonnant l'échantillon selon les niveaux croissants, recèlent 

beaucoup d'information sur la queue des distributions conditionnelles et permettent une 

étude statistique des isobares de ces distributions. De plus, l'interêt de cette définition 

réside dans le fait qu'elle est non seulement basée sur une distance classique de Rk, mais 

sur la probabilité d'être à une certaine distance de l'origine. 

Dans le paragraphe II, nous donnons quelques propriétés de la loi du couple 

(R:,@). Dans les paragraphes III et IV. on définit la notion de stabilité en probabilité et 

de stabilité presque sûre de la valeur maximale. il s'agit en fait de décrire la tendance de 

X: à se situer au voisinage d'une surface donnée. Plus précisément, (x,), est dite 

stable en probabilité (où presque sûrement stable) s'il existe une suite (ï,) de 

surfaces. d' equation p = gn(0) , telle que R: - gn(O:) + O en probabilité (ou presque 

sûrement). Pour une classe de lois que nous allons préciser, ce phénomène se produit et 
(g,) se révèle être une suite d'isobares de la loi de R étant donné O = 0. Cela 

généralise la notion de stabilité étudiée par J. Geffroy , [Geffroy, 1958.19591, à qui 

nous faisons de nombreux emprunts. Quelques exemples sont donnés dans le paragraphe 

V. Dans le paragraphe VI, nous discutons les hypothèses que nous avons faites tout au 

long de ce chapitre, en particulier certaines hypothèses de régularité sur les isobares. 

Bien sûr, beaucoup de lois ne possèdent pas de propriétés de stabilité, aussi nous 
utilisons une notion plus faible. L'idée est de remplacer chaque observation X = @,O) 

par la variable X<p = (<p(R),@) où <p est une fonction convenable, afin d'obtenir des 

propriétés de stabilité pour la variable Xq. Cela consiste à considérer l'ensemble des 



points E: = {(cp(Rl),Ol), ...,(cp( Rn),%)} au lieu de l'échantillon initial. Nous donnons 

dans le paragraphe ViI quelques propriétés de la 9-stabilité, ainsi que des exemples. 

II - PRELIMINAIRES 

Dans ce paragraphe nous donnons quelques propriétés de la loi conditionnelle de 
* * 

Rn étant donné O, = O qui seront utiles par la suite. 

Soit (XI, ..., X,) un échantillon de représentation polaire (R1,OI), ...,( Rn,@,,). Pour 

tout 1 < i < n, on pose : 

1 Pour tout O et pour tout O 5 t -< 1, P(FO(R) I t / O = O) = Fg(Fè (t)) = t, donc 

{FOj(Rj), j = 1, ..., n} est un écliantillon de la loi uniforme sur [O,l]. De plus. la valeur 
* 

maximale de l'éciîantillon est presque sûrement définie comme le point Xn de 

représentation polaire : 
* * 

(Rn.@,,) = ZL1 (Ri,Oi)lEi 

* 
Théorème 1.- a) On et O sont de même loi 

b) Toute isoDui.e de nitleuil u de la loi de R étant doilrlé O est 
* 

aussi isobui-e de niileurr u" dc lu bi de Rn état,< dont16 00 . 

- a) Comme P(FO(R) < t / O = 6) = t, pour tout 1 -< j I n  Oj et FO.(Rj) sont 
J 

indépendantes. On en déduit que {Oj  ; j = l,...,n) et {FO.(Rj) ; j = 1, ..., n}  sont 
J 

indépendants. 
Ainsi, pour tout 1 I j I n, O. et 1 sont indépendantes. Par conséquent, pour J Ej 

tout borélien C de Sk-1 : 



b) Soit p = F:(u) une isobare de niveau u de la loi de R étant donné O = 0 et 

soit B l'événement {Ri  2 F-1 ( )} .  Comme B = n b, {Fei(Ri) < u}, B est 

indépendant de {Oj, j = 1, ..., n}. Ainsi pour tout borélien C de sk-1 , (2) implique : 

Ainsi O: et lg sont indépendantes ; et, 

* * 
Corollaire 1.- Soit Fn,@ la fotictiotl de répartitioti conditiotlrlelle de Rn étant 

dontié On = 0. Poiii. tout 0. F:,~ = F: . 

- Soit S le support de la loi de X. Soit x = (r,0) un point dont la distance à l'isobare 

la plus proche est strictement positive . D'après la continuité des isobares, il existe une 

boule ouverte B(x,E) dont la distance à l'isobare la plus proche est aussi strictement 

positive. Ainsi la loi de X affecte une masse nulle à B(x,E). Mais le support S est 

l'ensemble de tous les points z de R tels que P(V) > O pour chaque ensemble ouvert 

V contenant z ; donc x n'est pas un point de S. Ainsi la distance entre tout point de S 

et une isobare est nulle . Dans la suite de la démonstration, nous considérons comme 

isobare toute limite (uniforme) d'une suite décroissante d'isobares. S est alors l'union de 
toutes les isobares de la loi de R étant donné O = 9. 

Pour tout ensemble ouvert O de Sk-l et pour tout couple (g,h) d'isobares tel que g < h, 

on définit : 

La classe U de ces ensembles est un %-système [Billingsley, 19681. 



De plus, pour tout x dans S et pour tout E > O il existe un ensemble D de fi , de 
O O 

diamètre inférieur à E, tel que x E D C D (D désigne l'intérieur de D pour la 

topologie induite de S). D'après [Billingsley, 19681 page 14, U est une classe 

déterminante pour l'espace métrique séparable S. 
Soit = (R,@ une variable aléatoire de Rk telle que O et 6 soient de même loi 

et telle que la fonction de répartition de fi étant donné 6 = 0 soit F: Afin d'obtenir le 

corollaire 1 il suffit maintenant de montrer que 2 et X* sont de même loi . 
Cela vient immédiatement de (3), de l'équation suivante : 

et du fait que U est une classe déterminante. - 
* 

Les résultats précédents montrent que la loi de R étant donné O et la loi de Rn 

* 
étant donné 0, définissent le même ensemble d'isobares. Dans la suite, nous utiliserons 

uniquement les isobares de la loi de R étant donné 0 et nous les appellerons 

simplement isobares. 

Nous supposons dans la suite de ce chapitre que pour tout 8 l'application Fe est 

strictement croissante et donc bijective. Fixons un point O1 dans Sk-l et munissons la 
4 

droite (001) d'un vecteur unité 001 . Pour tout point point w (on désignera aussi par w 

l'abscisse de ce point) sur le demi-axe positif 08; , il existe une unique isobare contenant 

w, dont le niveau est noté u(w). 
Soit p = g(9,w) l'équation de cette isobare (notons que g(e1,w) = w). L'application 

w + u(w) de R+* dans ]0,1[ est croissante et bijective. La condition (H) ci-dessous 

sera utilisée dans la plupart des théorèmes suivants. 

(Hl Il existe O < al I BI < + 00 tel que pour tout 8 dans Sk-l, 

et pour tout w > O : a < og (0.w) 6 pl . 
1 - aw 

Une conséquence immédiate est donnée par le théorème suivant : 
Propriété 1.- Pour tout E > O, il existe > O, et pout tout w > O ,  il existe 

deux isobares hE(8,w) et fie(8,w) tels que pour tout 8 : 

( 5 )  g(e,wj - E < WB,W) < g(e,w) - TI < g(e,w) + 71 < h y e , ~ )  < g(e,w) + E 

(Notons que TI ne dépend pas de w). 



=D'après le théorème des accroissements finis, on obtient : 

E 
Il suffit de choisir h = - (resp. h = -&/Pl) et de poser : 

Pl 

Remarque 1.-Le niveau u(w + &/PI) (resp. u(w - &/Pl)) de hE(%,w) (resp. 

de liE(0,w)) est une fonction croissante de w ou de u(w). 

Remarque 2.- L'inégalité (5) est une propriété clé Inais (H) est plus facile à 

vérifier. (H) nous a été suggérée par un travail de Geffroy non publié dont certains 

détails peuvent être trouvés dans [Lecoutre, 19821. Geffroy a considéré le cas d'une 

densité unimodale de R2, décroissante dans toute direction. L'échantillon est alors 

ordonné selon les lignes de niveau de la densité bivariée et non pas selon les isobares. Par 

ailleurs , on inontre dans le paragraphe VI que (H) n'est pas nécessaire à la stabilité de la 

valeur maximale. 

Remarque 3.- Pour un échantillon gaussien de R2 de matrice de covariance (0 :) 
l'hypothèse (H) est satisfaite. De plus, les isobares sont aussi dans ce cas 

les lignes de niveau de la densité bivariée. Leur équation polaire est g(9,w) = w(p(9) où 



111 - STABILITE EN PROBABILITE DE X: = (Rn,@:). 

D'après le théorème 1, les lois de (R;,o;) et de (R,O) définissent le même 

ensemble d'isobares. Aussi nous pouvons proposer la définition suivante . 

1. Definition 1.- (x:), est stable en probabilité si et seulement si il existe une 

suite (g,,), d'isobares satisfaisant : 

P 2. Proposition 1.- Supposons (H) satisfaite. Si R i  - g,(O;) -+ O (où 

(gnjn est Urie suite d'isobares), alors pour tout E > O : 

(11) P(R; < g,(O) - E / O*, = O) + O e 

- Soit E > O ; d'après la propriété 1, il existe y > O et deux suites d'isobares (hi), et 

(Ln), tels que pour tout O et pour tout n, 

II vient alors pour tout 6 fixé : 

(Ri <gn(@>+7i) C (R*, <hn(O)). 

P 
Comme R; - g,,(O;) -+ O ,  

(13) Lirn P(R; < hn(O;)) = 1. 
n++- 

De plus si v , ,  est le niveau de hi : 



Et pour tout 0, v,,, = P(R; < hn(0)/0i = 0) < P(R*, < gn(0) + &/On = 0). 

On déduit alors (10) de (13) et de (14). La preuve de (1 1) se traite de la même façon. - 
Cette proposition fournit un critè~e de stabilité en probabilité. 

3. Théorème 2.- 
i) Si (H) est satisfaite et si (Xi), est stable en probabilité, alors pour tout 

O < a < b < l :  

ii) I~iversement, si (15) est réalisée, alors, X; = (Ri,@;) est stable en 

probubilité. 

- Soit &>O. Par I~ypothèse il existe une suite d'isobares (g,), telle que 
P 

R; - g,(O;,) -+ O. D'après la proposition 1, pour n suffisamment grand, 

b< P(R;<~,(B)+E / 0; = 8) pour tout 0. Alors pour tout 0, (F;,-,)-l(b) < gn(0) + E . De 

même (~;,-,)-l(a) > gn(0) - E pour tout 8 ; d'où (lS).Réciproquernent, pour E > 0, 

(F;,-,)-~(~-E) - ( F ~ , ~ ) - ~ ( E )  converge unifortnément vers O . On choisit par une méthode 

diagonale une suite (E,,) qui décroît vers O, telle que : 

<F:,-,)-' (1 - Ell) - (F;,-,)-'(E,,) 

converge vers O uniforménient. 
En posant h,,(O) = (F;,-,)-l(l - E,) et g,(0) = (F;,-,)-~(E,) . il vient : 

P(R; < g,(O) I 0; = 0) = E, pour tout 0 , 

si bien que : 
P(~,(o;) < R; < h,(~;)) > 1 - 2&, 

Ce qui complète la démonstration du théorème 2. 



Le corollaire 1 montre que pour tout O < y < 1 : (F:,~)-'(~) = ~ i ( ~ l / n ) ,  

([Geffroy, 1958,19591, page 70). Ceci permet d'établir le théorème suivant. La 

démonstration est la même que celle du théorème 20 dans [Geffroy, 1958,19591. 

4. Théorème 3.- 
i) Si (H) est satisfaite et si (Xi), est stable en probabilité, alorspour 

tout O < a < B  

(16) Lim sup I ~ e f ( l  - aln) - ~ e ( l  - Pin) I = O. 
n++m oE Sk-l 

ii) Si (16) est satisfaire , alors (xi), est stable en probabilité. 

Remarque 4.- 
a) F t ( l - ~ / n )  et Fi(l-aln) n'ont un sens que si p/n < 1 et aln < 1. 

b)pour tout 0 et pour tout O < t < 1, on pose ~ : ( t )  = ~ i ( 1 - t )  (où G, = 1 -FO). 

On a donc montré que si (xi) ,  est stable en probabilité, on peut choisir dans la 
1 

définition, gn(0) = y,(@) = G:(;), pour n suffisamment grand. 

5. Le théorème de Gnedenko, [Geffroy, 1958,1959],[Gnedenko, 19431) donne, 

dans notre contexte, un critère simple de stabilité en probabilité. 

Théorème 4.- Supposons (H) satisfaite, alors (Xi), est stable en probabilité si 

et seulemerit si il existe tel que : 

G,,(x) 
Lim --- = O , pour tout h > O 

x-++- Gel (x-h) 

(Alors (1 7)  est vraie pour tout 9). 

-Posons W i  l'intersection de 06; et de l'isobare contenant X i  (cf le paragraphe Iï). 

Pour tout w > 0, 

où g est i'isobare d'équation g(6,w). 
Comme g est une isobare, Pm,* 5 g(9,w) l On = 9) ne dépend pas de 6, 

si bien que : 



Soit Wi l'intersection de 007 et de l'isobare contenant Xi = (Ri,Oi), (i=l, ..., n). Pour 

tout w > O, 

La variable aléatoire W i  est donc le maximum de n variables indépendantes de même 

loi, à valeurs dans Rf De plus, les variables WI,..,W, ont pour fonction de répartition 
Fol . D'après le théorème de Gnedenko, (Wi),, est stable en probabilité si et seulement 

Go1(x) 
Lim ---- = O , pour tout h > O 

x++m '0 1 (x-') 

Il suffit de montrer maintenant que (Wi), est stable en probabilité si et seulement si 

(Xn), est stable el1 probabilité. 

Soit E > O, supposons que (Wi), est stable en probabilité ; il existe une suite 
P 

(a,,), telle que W i  - a, + O . Soit 4, l'isobare contenant a, et hn . h i  les isobares 

vérifiant (5) pour tout O : 

(q ne dépend pas de n). 

Alors, 

(20) {IW: - a,l 5 q )  C {h:(O,) SR: 5 hi(@:)} C {IR: -&,(@;)15 E ]  

P 
si bien que : Rn -en(@:) -+ O . 



Réciproquement, s'il existe une suite d'isobares (g,), telle que 
P + 

R: - g,(O;) + O ,  on note a,, l'intersection de 001 avec g,. Pour E > O, il existe 

q  > O et pour tout n, il existe 6; et h i  satisfaisant (19) pour tout 8 ; alors, 

(21) { I R  - ( O )  q }  c {6;(Oi) ER: I h:(O;)} C {Iw: - anl 6 E}, 

ce qui achève la démonstration. - 
Remarque 5.- En fait, la démonstration ci dessus reste vraie si l'on considère un 

ensemble quelconque de courbes (g(8,w) ; w e 08:) tel que w l w' implique 

g(8,w) I g(8,wt), pour tout 8. Si (H) est satisfaite, la stabilité de W i  et la stabilité de X i  

sont équivalentes. Ceci permet d'envisager de nombreux cas, mais tous ne sont pas 
intéressants car il faut pouvoir calculer la loi de W i  : c'est ce qui est fait dans [Lecoutse, 

19821. 

IV - STABILITE PRESQUE-SURE DE (X;), 

1.- Définitions. 

a) Définition 2.- La suite (XZ), estpresque-sûrement stable si et seulenzent si 
il e.xiste une suite d'isobares (g,), telle que : 

* 
D'après le théorème 3, si (X,) est presque sûrement stable, on peut choisir dans 

1 1  (22) gn(f3)=yn(8) = Gg (3 . Ainsi, dans la suite, ~ ( 8 )  désigne l'isobare ci(;) et T, 

l'ensemble des points {(p,8) ; p I y,(@) }, (n 2 2). 

Pour E > O, posons : 



Alors, (Xi), est presque sûrement stable si et seulement si pour tout E > 0, 

P{Liminf E - 1 ~ ~ ) )  = 1 

2.- Comme on l'a fait avec le théorème de Gnedenko, il est possible de prouver 

le théorème suivant, B l'aide des théorèmes 49 et 50 de [Geffroy, 1958,19591. 

Théorème 5.- Si (H) est satisfaite, alors (Xi), est presque sûrement stable si et 

seulement si il existe el tel que : 
Gel(x-h) 

(26) Lirn = + 0 0 ,  pour tout h > O. 
x,, Ge,(x) Log Ge,(x> 

(Si (26) est vraie poitr el, alors (26) est vraiepour tout 0). 

- Comme pour le théorème 4, on note Wn l'intersection de 09: avec l'isobare 

contenant X,* . Si (W:), est presque sûrement stable, alors il existe une suite (a,), 

telle que pour tout E > O : 

Soit en l'isobare contenant a,. Pour tout E > O, il existe (h;), et (fin), deux suites 

d'isobares et 77 > O tels que pour tout 0 (19) soit satisfaite. Les inclusions (20) et (21) 
montrent que sous l'hypothèse (H), (Xi), est presque sûrement stable si et seulement 

si m i ) ,  est presque sûrement stable. De plus, d'après [Geffroy, 1958, 19591 (26) est 

une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de (Wi),, d'où le résultat. 

I 

Remarque 6.- Il est aussi possible de donner une preuve directe de ce résultat 
sans utiliser la suite (Wn), . Cette démonstration est donnée dans l'appendice 2 ; elle est 

plus longue, cependant elle met en évidence les conditons de majoration et de minoration 

presque sûre de la définition (25), [Geffroy, 1958, 19591) . 



Soit fe la densité de Fe 

Corollaire 2.- Si (H) est satisfaite, s'il existe 8, tel que 

alors (Xi), est presque sûrement stable. 

Pour la démonstration, voir [Geffroy, 1958.19591. 

V - EXEMPLES 

Dans ce paragraphe, on suppose que k = 2 et on utilise les coordonnées polaires 

dans R2. 

1. Exemple 1.- Dans ce premier exemple, Fe(x) = (1 - e - a ( e ) ~ ~ )  1 (x > O )  où 

m > O et a est une fonction continue strictement positive sur [0,2a] telle 

que a(0) = a(27r). Alors fe(x) = m a(0) xm-1 e-a(e)xm 1 (x > O}. 

Pour 81 fixé et pour tout w > 0. l'isobare g(8,w) est définie par : 

Si bien que (H) est satisfaite. 

Cependant (27) n'est vraie que pour m > 1 car : 

fe(4 - m a(8)  xm-1 
Ge(x) Log lLog Go(x)l - ~ o g  (a(e).xm) ' 

Ainsi (x>, est presque sûrement stable pour m > 1. 

2. Exemple 2. Supposons que m = 1, donc Fe(x) = (1 - e-a(elx) 1 (x  70) (loi 

exponentielle).Les conditions du théorème 4 ne sont pas satisfaites : (x:), n'est pas 

stable en probabilité et donc n'est pas stable presque sûrement. Cet exemple suggère 
d'étudier une notion plus faible que la stabilité : la 9-stabilité. Avant de développer la 

9-stabilité, nous examinons un peu plus précisément dans le paragraphe suivant la 

condition (H). 



VI - QUELQUES REMARQUES A PROPOS DE (H). 

Tout d'abord, on peut montrer que (H) n'est pas une condition nécessaire pour la 

stabilité de (x:), ; pour cela il suffit de considérer l'exemple suivant : 

1. Exemple 3.- Supposons que (XI, ..., X,) est un échantillon issu de la 

fonction de répartition multidimensionnelle : 

où a est continue sur [0,2n] , a(0) = a(2n) et a(0) > O pour tout 0. 

Les isobares contenant w > O sont définies par : 

a) Il est clair que (H) n'est pas vérifiée dans cet exemple. En fait, même (5) n'est 

pas satisfaite : 
Choisissons a(0) = n + 0 sur [O,nl, alors pour O < 0 2 n, 

Supposons (5) vraie; alors pour tout E > O il existe q > O et pour tout w > O il existe 

v(w) tels que pout tout 0 : 

(30) wnln+e < w n ~ ~ + e  + < (v(w))nln+e < vn~n+e + , . 
En particulier, 

W<V(W)<W+E. 

Donc, 

wR1n+e - (v(w))Rln+e < wzln+e [(l + ;)nln+e - 11 , 



et, pour w suffisamment grand, pour tout 8 > O : 

De (29) on déduit : 

ce qui contredit (30). 

* 
b) Pourtant (X,), est presque sûrement stable. 

Soit P(8) = l/a(B) , supposons que P ait un maximum B(0) = P < 1. L'équation des 
isobares est : 

comme pour tout 8, B(8) 1 p < 1 , 

(32) sup l,P(O)/P_ vP(e)lP( = - ", 
O 

pour w et v suffisamment grands. Par conséquent, 

* * Notons maintenant W,, l'intersection de l'isobare contenant X, et du demi-axe positif 

* 
8 = O ; (W,), est presque sûrement stable puisque (27) est vérifiée. 

Donc, pour tout E > O : 

-1 1 P où a,,= Go (n) = (Log n) . 



Soit E > O, on désigne par l iE(0) (resp. ln(0).  (:(O)) l'isobare contenant an - E 

(resp. a,, , a, + E). Comme et 4; sont des isobares, 

= P { ~ i m  inf [ l n  (0;) < Ri < C (O:)] ) . 

De plus, d'après (33) , 
lim sup l CE(0) - 4,,(0)1 = E , 

n + m  0 

Donc, 
* P.S. 

R: - l n ( en )  + o .  
* 

et (X,),, est presque sûrement stable. 

2.- A partir de cet exemple nous pouvons donner une autre condition suffisante de * 
stabilité pour (X,), . Supposons qu'il existe 8, tel que pour tout w > O et pour tout 

q>o : 

Soit W: l'intersection de I1isobare contenant X: et du demi-aire positif 00; . 

De même que dans l'exemple 3 on peut prouver le théorème suivant. 

* 
Théorème 6. Si (K) est satisfaite et si (W,), est presque sûrement stable, 
* 

alors (X,), est presque sûrenîerit stable. 

3.- Les conditions (H) et (K) sont de nature différente : (H) est une condition 
d'uniformité tandis que (K) utilise I'existence d'une direction BI, qui peut être interprétée 

comme la direction la moins favorable.11 est clair que (H) et (K) ne sont pas équivalentes 
(voir l'exemple 3). Bien sûr si g(0,w) = k(0)w + l(0) , alors (H) implique (K). On peut 

remarquer aussi que le théorème 4 est encore vrai sous la condition (H). 



1.-Soit cp une fonction définie sur R+, positive, de classe Cl, croissante et 

bijective. Dans ce paragraphe on considèxe les variables : 

On note pour tout 0, fe la densité conditionnelle de cp(R) étaat donné 0 = 8 et 

FI = 1 - G: la fonction de répartition conditionnelle de cp(R) étant donné O = 0. 

Pour tout t > 0, 

On désigne par x:* = ((lp(R,,))*.B;) la valeur maximale de (x:, .... x:) ; alors, 

* 
X: = (lp(Rn),@g). 

Il est clair que si (g,), est une suite d'isobares de niveau u pour la loi de (R,O), alors 

(cp(g,)), est une suite d'isobares de niveau u pour la loi de (cp(R),O) et 

réciproquement. 

Cette remarque suggère la definition suivante qui généralise la définition de la 

stabilité relative donnée par Geffroy dans [Geffroy, 1958,19591 et par Gnedenko dans 

[Gnedenko, 19431. 

* 
Définition 3.- La suite (X,), est dite cp-stable en probabilité (presque 

sûrement) s'il existe une suite diisobares (g,), (pour la loi de (R,O)) telle que : 



A 

Remarque 7.- Quand cp(x) = Log (x) = Max(O,Logx), la (p -stabilité n'est autre 

que la stabilité relative, [Geffroy, 1958,19591, [Gnedenko, 19431, [~reen,1976] ; (36) 
peut alors s'écrire : 

2.- Tous les résultats des paragraphes III et IV peuvent être utilisés pour 

l'ensemble des points (X?,X: ,..., x:) : 

a) L'équation de l'isobare contenant le point v > O du demi-axe 00: est : 

A 

b) La condition (H) devient (H)V ; par exemple, si cp = Log, (H)V s'écrit: 

ag(0.w) w- a w al I 
g(0,w) 

" P l .  

c) Les théorèmes 4 et 5 peuvent être utilisés en remplacant G,, f, ,... par 

G; , $ .... 
* 

d) Bien sûr, si (X,), est stable, les propriétés de stabilité subsistent pour 

<P* (Xn )n si cp est une fonction concave, [Gather and Rauhut, 19901. 

3.- Exemples 
a) Exemple 4 : loi de Cauchy 
Supposons que E,, est un échantillon tel que : 

où h est une fonction continue et positive 



Alors, 
2 X 

Fe(x) =-  Arctg (-) 1 (X > O }  . 
X h(0) 

* 
Comme la distribution de Cauchy ne possède pas de moments, (X,), n'est pas stable, 

[Geffroy, 1958, 19591. 
Cependant, pour tout O et pour x suffisamment grand, 

Ainsi les conditions du théorème 4 sont satisfaites par G! si et seulement si : 

(39) 
cp-l(x-h) Lim - - - O, pour tout h > O .  

x++- 9-1(x) 

Il suffit de choisir cp(x) = .\/Logx ou q(x) = Log Log x qui est une fonction plus 

concave que d F x .  De plus, pour ces deux fonctions, (H'P) est vraie pour v * 
suffisamment grand. Ainsi (X,), est q-stable en probabilité. Remarquons que pour 

O < a < 1, la fonction <p(x)= (Log x)" convient également ; cependant (x:), n'est 

pas relativement stable. 

b) Exemple 5 : loi exponentielle 
Supposons que En est un échantillon tel que : 

a est une fonction continue et positive . 
De même, pour une loi exponentielle, la condition sur cp est : 

Lim cp-l(x-h) - q-l(x) = --, pour tout h > 0 . 
X* +O0 

, . 
Les fonctions cp(x) = $ ou cp(x) = Log (x) conviennent et (H)'P est aussi vérifiée. 



c) Exemple 6. 
On considère l'exemple 1 avec O < m I 1. Choisissons q(x) = x1/2m, 

2 'P* alors F ~ ( X )  = (1 - e-~(@' ) 1 (x  > O} et (Xn )n est presque sûrement stable,comme 

on l'a vu dans l'exemple 1. 

d) Exemple 7. 
Supposons que E,, est un échantillon tel que : 

h et a sont des fonctions continues et positives. (Pour a ( 0 )  = 1, on obtient 

asymptotiquement une loi de Cauchy). Choisissons q(x) = 3 E  ; alors , 

CP* 
et l'exemple 1 montre que (X ) est presque sûrement stable. 

n n 

VI11 - CONCLUSION 
Les résultats de ce chapitre nous amènent à considérer l'aspect géométrique de la 

stabilité : dans le chapitre suivant, nous décrivons comment les points de l'échantillon se 
répartissent dans un domaine non convexe limité par les isobares y,. En utilisant la 

notion d'isobares, il est possible d'étudier la localisation asymptotique des points d'un 

échantillon, sans hypothèse de convexité. 
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Chapitre 3 : Localisation 
asymptotique des échantillons 

multidimensionnels 





1. INTRODUCTION 

Dans ce nouveau chapitre, nous poursuivons notre travail en nous attachant à 

décrire avec une certaine précision le comportement asymptotique du nuage formé 

par un échantillon multidimensionnel. Geffroy ([6]) et Fisher ([3]) furent à notre 

connaissance les premiers à traiter ce genre de problème. Comme référence plus 

récente, nous pouvons citer Davis, Mulrow, Resnick ([l]), Van Wel ([ll]). 

En fait, tous ces auteurs ont travaillé essentiellement sur l'enveloppe convexe 

des échantillons. Pour ce qui nous concerne, nous avons tenté de définir et d'étu- 

dier des sortes d'enveloppes non nécessairement convexes. Les résultats obtenus 

dépendent de propriétés que toutes les lois de probabilité multidimensionnelles ne 

possèdent pas. Pour aller plus loin, nous exploitons dors la notion déjà ancienne 

de stabilité relative, en la généralisant ([7], [5],[8],[3]). Nous remplaçons chaque 

observation X par une variable X, de coordonnées polaires ( y (R ) ,  O), oii y est 

une fonction concave bien choisie, et nous voyons ce qu'il advient des propriétés 

de localisation asymptotique du nuage de points ainsi obtenu. 

On rappelle ci-dessous les notations du chapitre 2. On considère des variables 

aléatoires, définies sur un espace probabilisé (R,A, P) à valeurs dans l'espace 

euclidien Rk muni de la norme euclidienne 11.11.  Soit X une telle variable aléatoire ; 

si ( IX(w)((  est non nul, on pose : 

La sphère unité Sk-' de Rk est munie de la topologie induite par celle de Rk. 

Notre étude nécessite un certain nombre d'hypothèses sur la loi du couple 

(R, O), que nous faisons une fois pour toutes: la loi de O est donnée par une densité 

continue j(8). Pour tout O, la loi conditionnelle de R étant donné O = 8 est donnée 

par une densité continue fe(p), ou par la fonction de répartition conditionnelle de 

R étant donné O = 8, Fe(p) = P{R 5 = 9 )  = 1 - Ge(p). On suppose que Fo 
est bijective. Pour tout O < u < 1, on appelle isobare de niveau u, de la loi de R 

étant donné O = 8, l'application 8 + Fi1(u). On suppose que cette application 

est continue et on appelle aussi isobare la surface de R~ d'équation p = Fy1(u). 



Soit En = (Xi , .  . . , X,) un échantillon de variables aléatoires indépendantes 

et de même loi que X. Pour tout 1 5 k 5 n, il existe presque sûrement une unique 

isobare de la loi de R étant donné O = û contenant Xk = (Rk, Os). Comme 

dans le chapitre 2, nous définissons la valeur maximale de En comme le point 

X ;  = (Rn, 0:) de l'échantillon contenu clans l'isobare de plus haut niveau. 

Les lois de (R, O) et de (R:, OR) possèdent le même ensemble d'isobares, ce 

qui a justifié dans le chapitre précédent la définition suivante : la suite d'extrêmes 

(X;), est stable en probabilité (P.S.) s'il existe une suite ( g , )  d'isobares telle que 

(Rn - gn(O;)) converge en probabilité (P.S.) vers zéro. Cela traduit la tendance 

de (X;)n à se rapprocher d'une certaine surface. 

La notioii de localisation asymptotique de Er, permet une description plus 

précise du comportement des extrêmes : nous dirons que En est localisé asymp- 

totiqueiiieiît si, pour tout E > O ,  il existe deux suites ( h i )  et ( L i )  d'isobares 

délimitant des domaines 

et si chacu~l de ces domaines peut être liii-même parta.gé en sous-ensembles 

CFLpi (i = l , . . . , p n )  tels que : 

b)  lin^,,,, sup, X"C:,,) = O (Xqésigne la mesure de lebesgue sur Rk . )  

Cet ensemble de propriétés exprime le fait que, asymptotiquement, les points 

extrêinaux de En remplissent régulièrement les couronnes CE. Il s'agit d'une notion 

plus forte que la stabilité presque sûre, exprimée ici par la seule 

condition c). Evidemment de nombreuses lois de probabilité ne conduisent pas 

à de telles propriétés. L'idée de p-stabilité déjà utilisée dans le chapitre 2 permet 

alors, dans de nombreux cas, de donner quand même une réponse intéressante à 

ce type de question. Il s'agit de remplacer l'échantillon initial En par un nouvel 

ensemble de points Ea  = ((cp(Rl), Ol); .  . . ; (cp(R,), O,)), où cp est une fonction 

définie sur R+, positive, de classe Ci, strictement croissante, de façon que EX 

présente des propriétés de stabilité et de localisation asymtotique. Intuitivement, 

cp doit être "suffisamment concave" pour ramener les extrêmes de En à un tel 



h 

comportement. En fait, pour p(x) = hlax(0, Log x) = Log x, on retrouve ia no- 

tion de stabilité relative introduite par Gnedenko [7], et Geffroy ( [5] , [6] )  pour un 

échantillon uiiidiniensionnel. 

II. PRELPMINAIRES. 

Nous avons utilisé a pliisieurs repiises daiis :e chapitre 2, des Iiypothèses de 

régularité pour les isobares, afin de doniier des conditions suffisantes de stabi- 

lité.Nous ies reprenons dans ce cllapltre 

-3 
a) Fixons Oi dans Y"-' et un vccteur unité OBL cüi la, droite OBI ; pour tout 

point W .  (on designera aussi par to 1'~hçisse (le ce point), siir ZS ti.:,i axe ussii-f 

il exis~e une unique isobare de riiveau z l ( c * i )  -c>ntenali~ ui S..,;i p = g(Q, 1 0 ,  

l'équation de cette isobare. [remarquons que g(hr ,u) , j  -= w). La condilion (H t 

introduite dans le cliaoitre 2 sera parfois utile danr la suite : 

(H) I! existe O < rvl 5 < +co tels que pour tout 0 et pour tc>rit :o > C : 

Il est alors aisé de déduire de (H)  !a propriété suivan~e des isoba~es : 

Pour tc:ut E > O, il existe 77 > O, et pour tout w > O, il existe deux isohareb 

hE(B,  w j  et &'(O,  w) tcis <!.-lia pour tout 8 : 

b) Le théorème suivant, cléinontre dans !e chapitre 2 (!21.[5?1. doline une 

condition suffisante de stabilité presque sûre pour (A-:),. 

Théorème A : Si (ET)  est satis,faite e t  s'il existe 8% tel  que 

est stable pr.:syu.e s,zprc;,!e*ii. 

c) Kous avoris aussi i~iontré dan; le cllapitre 2 que la condition (M)  n'est pas 

nécessaire a ia stabilité de (XR)n (cf. exemple 4). Une autre hypothèse peut assurer 

là stabilité presque sûre de ( X n ) ,  : mus I'appellons la condition (Ki. 



11 existe di tel que pour tout w > O et pour tout 17 > O : 

Soit fi': l'intersection de l'isobare contenant X i  et du demi-axe positif 00;. 

Tliéorèiiie B : Supposons la condition ( K )  vérifiée, si de plus (W:), est 

presque sûrement  stable, alors (Xi), est presque sûrement stable. 

On a déjà remarqué que les conditions (K)  et (H) étaient de nature différente ; 

(H)  étant plutôt une hypothèse d'uniformité alors que (K) privilégie une certaine 

direction. Nous supposons dans la suite du chapitre que (X:), est stable presque 

sûrement. 

III. LOCALISATION ASYMPTOTIQUE DE L'ECHANTILLON 

La suite des valeurs maximales ( X i ) ,  étant stable presque sûrement, pour 

tout E > 0, 

ou ri = { ( p , o )  : p 5 y,,iO) + E )  et  r k e  = ( ( p , 0 )  : p  5 ?,(O) - E ) ,  où, conlme on 

l'a montré dans le cliapitne 2 : 

Les résultats de localisation asymptotique sont basés sur l'étude de la répar- 

tition des points de l'échantillon qui appartiennent au domaine limité par des 

surfaces d'équation ~ ~ ( 0 )  + E et - E (cf. exemples 1'2'3) ou par des isobares 

adéquates (cf. exemple 4). 

Ordonnons l'échantillon selon les niveaux croissants : 

Pour 1 5 a 5 n, on note XE = (RZ,OZ) = X;*a+i ; en particulier : 

x; = x;. 



1) Théorème 1. 

a )  on et O o n t  m ê m e  loi. 

b)  Soit  g une  isobare de niveau u pour la loi de (R ,  O )  : 

Les lois de ( R E ,  On) et de (R, O )  définissent donc le m ê m e  ensemble d'iso- 

bares. 

c )  La fonction de répartition conditionnelle de Rz étant donné  6: = 8 vérifie : 

La démonstration est identique à celle du théorème 1 du chapitre 2. 

Soit (r,), la suite d'isobares de niveau 1 - i, donnée par (4) . On suppose 

que (H) est réalisée. Pour E > O, il existe 7 > O et deux suites d'isobares (Ln), et 

( h i ) ,  tels que pour tout n et pour tout 8 : 

Puisque ( I I : ) ,  est une isobare, (5) montre que F~,,,,(h;(8)) ne dépend pas de 8. 

On note conime dans l'introduction C i  le domaine compris entre &; et h i  et 

uk le nombre de p0int.s de I'écliantillon situés dans Ca. 

Le lemme 1 donne une minoration asymptotique presque sûre de un ; polir 

cela on utilise la définition suivante : 

2 )  Définition 1. Soi t  (D,), une  suite croissante d'ensembles ordonnés par 

inclus ion;  {Xtf . . , X z * }  est presque complètement asymptot iquement  inclus 

dans  DR! ({XZZ,,,, - . . , Xl*} c DR P.C...), s i  

3) Lemme 1. Soi t  E > O.  S'il existe une  suite (a,), telle que 

iirn,,+,cr, = +CG et  telle que CR,, F, ,,",, (hz(0)) converge, alors Y; > a, 
presque sûrement asymptotiquement.  



Comme on l'a déjà remarqué, q, = FB,~, ,,(&:(O)) ne dépend pas de 8, puisque 

est une isobare. Posons f : = {(p, 8) : p 5 Si C,, q, converge alors 

{Xn?an+l, - .  . , X,t} c (f':)' p.co.a. Comme la suite (X , t ) ,  est stable, asympto- 

tiquement il n'y a presque sûrement pas de point de E, en dehors du domaine 

limité par hn ; si bien que vk > an presque sûrement asymptotiquement. 

On suppose de plus que la densité j de O vérifie : 

(8) nz = inf j ( B )  > O 
e ~ s b - i  

On note : M = s ~ p ~ ~ s k - 1  j ( 0 )  

4) Théorèine 2. O n  suppose que les conditions du l e m m e  1 sont  vérifiées. 

Soit  (p,), u n e  suite telle que limn,+,p,, = +CO et telle que Cp,,(l - ' ) O "  
fin 

converge. Alors pour tout  z > O ,  C i  peut être partagé en prL partics telles q,ue 

asymptotique7nent chaque partie coniienne presque sûrement,  a,u mozn.9 u71 poznt 

de En. 

i Soit c > O e t  (P i , . . . , P f in )  unepa r t i t i ~ndeS" - ' enp~ensemb le sde~nême  

aire ( [ 6 ] ) .  

Posons : 

Ci,, = { ( p ,  0 )  E 0 E Pi), i = 1, ... , pn . 

Alors 

c:, = u;:,cn,; . 

Pour t,out i = l , . . .p , ,  

Soit Q, l'événement réalisé si chaque partie CR,i(i  = 1,. . . , pn) contient au moins 

un point de En,  et soit : 

(10) W N  = n n > ~ { u :  > a,}, pour n > N 
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L'inégalité de Boole fournit : 

Il est clair que pour n > N ,  Q, ne dépend de UN, . . qu'à travers un. 

Si bien que 

Donc 

Et, puisque les conditions du lemme 1 sont satisfaites, 

lim P { H N }  = 1 .  
N-+oo 

Ainsi, lim~,+, P(&N) = 1 si la série C p,(1 - k)"n  converge. a 

Une condition suffisante pour que le volume des Civ i  (i = 1,. . . p,) tende vers 

zéro est donnée dans le théorème 3 ; Xk désigne la mesure de Lebesgue dans R k .  

5 )  Théorème 3. Si limn,+, sup@Gsk-l = O ,  i l l o ~ s  POUT L finé, 

lim,,+,Xk(C~,i) = O  p o u r i =  l , S , . . . p  n .  

Comme CE,, = {x = (p,B) : B 6 P, ;~E, (B)  5 p 5 h;(O)), alors 

Xk(cn,,) < Xk{x = (p,@) : 0 E Pz ;yn(@) - E 5 p 5 yn(0) + E ) .  Si on note 

y: = s ~ p ~ ~ s i - t  {y,(@)), il existe c(k) tel que : 

6) Remarque 1. La condition (K) permet aussi d'obtenir les résultats 

précédents. Supposons qu'il existe satisfaisant (10. Posons an  = Gil($) ; 

E étant fixé, on pose : 

hn(6) = g(0, w,) isobare passant par w, = a, + e l 2  

fLn(0) = y($, un) isobare passant par un = an - E/2 

on obtient donc : 



Si bien que le domaine limité par 6: et h: peut s'écrire encore : 

CE = {(p, O) : hn(0) - E < h;(O) < p < hi(0)) 

Si W,, (i = 1,.  . . , n), désigne l'intersection de 00; et de l'isobare contenant X,, 

la variable aléatoire Wn, intersection de 00; et de l'isobare contenant XR, peut 

être considérée comme le maximum de variables indépendantes V;, . . . , Wn de 

fonction de répartition Fe,. Le lemme 1 montre alors que si le nombre de points 

IV, (i = 1,. . . , n) situés entre a , - ~ / 2  et a , + ~ / 2  sur l'axe 00; est presque sûrement 

asymptotiquenient minoré par a,, alors il en est de même pour le nombre de points 

de En situés dans CE. 

On peut alors de la même façon que précédeininent démontrer les théorèmes 

2 et 3. 

IV. EXEMPLES 

1) Exemple 1. 

On suppose que la loi de R étant donné O = 0 est définie dans R2 par : 

où CI est une fonction continue, strictement positive telle que a(Oj = a(27r). 011 a 

montré dans le chapitre 2 que si n-2 > 1 les conditions (Hf  et (2) sont satisfaites, 

si bien que la suite ( X , i ) ,  est stable presque sûrement ; on peut choisir : 

dans la définition ([2] , [5] ) .  

Les conditions du lemme 1 sont satisfaites pour an = [LognIS où s est un 

entier positif arbitraire. La démonstration est semblable à celle du lemme 1 de [6]. 

Soit E > O. Comme Fe,an,n(h:(0)) ne dépend pas de O, on peut supposer O 

fixé. D'après (5), on obtient : 

(14) G, = G~(R;(O)) ne dépend pas de O 



La fonction (1 - [ )n-anJan-l  est continue sur [O, 11 et atteint son maximum 

en 5. Pour comparer G, et =,on compare Log G, et ~ o g ( 5 ) .  

(16) 
a, - 1 

Log- = -Logn +sLogLogn+o(l)  
n-1  

Par ailleurs, puisque (H) est satisfaite, d'après (1) il existe 7 > O te! que pour 

tout n et pour tout 6' : 

avec 

(18) O < 77 < E ( ~ , O )  < €12 ,  pour tout n et pour tout B. 

Ainsi 

Log G, = LO~[G~((*)'/~' - ,=(n, @))] 
4 0 )  

et 

(19) Log C, = - Log n + ine(n,  0)(a(0)) '~"(~og n)l1& + ~ ( ( ~ o g  n ) ' - ' ~ ~ )  

De (16) (1s) et (19) on déduit que pour n assez grand , 

On obtient donc 

Il reste à prouver que Cg; converge.Or, quand n tend vers l'infini, on montre 

que Log 1 LogqLl est équivalent à ma(n,8)(a(8))1~m(~ogn)'-1~m. Comme a est 

bornée sur le compact [O, 2a] par un nombre strictement positif, et d'après (lS), 

q: est majorée par le terme général d'une série convergente. 



De plus, il est clair que les conditions du théorème 2 sont satisfaites pour 

an = [Logn]" et pour Logp, = O(LogLogn), ([6]). Il suffit alors de choisir 

p, = [ L O ~ ~ ] & + ~  (6 > O) pour que les conditions a) b) c) d) définies dans 

l'introduction soient réalisées. 

2) Exemple 2.(Loi exponentielle) 

On suppose ici que Fo(x) = (1 -e-U(e)z)l~,>ol.  On sait, d'après le chapitre 2, 

que pour cette loi, (Xn), n'est pas stable en probabilité, cependant, si l'on 

choisit ~ ( z )  = LTggz = Max(0,Logz) (ou ~ ( x )  = fi), la suite de variables 

aléatoires { X p ) ,  = {(y(Ri),Oi)),  est stable presque sûrement. On choisit par - 
la suite y(x) = Logx ce qui correspond à la stabilité relative presque sûre. Il est 

possible d'obtenir pour Ê, = ( ( ~ ô g ( R ~ ) ,  01) ,  . . . , (LTg(Rn), O,) des propriétés 

de localisation asyniptotique, en utilisant la même méthode que pour l'exemple 
A 

précédent. La fonction de répartition conditionnelle de LogR étant donné O = 8 

est : 

Puisque la suite (X:), est relativement stable presque sûre~nent, 

où : 

s ( 6 )  = ~ ë ' ( l / n )  = Log Log n - Log a(8) . 

On vérifie facilement que les isobares définies à partir de (20) satisfont la 

condition (H)  ; ainsi, pour tout E > O, il existe une suite d'isobares ( h h ) ,  et 7 > O 

tels que pour tout n et pour tout 8. 

où 

0 < 11 < ~ ( n ,  8) < €12 pour tout n et tout 8 . 

On ordonne Ê, selon les niveaux croissants en : 



F ~ , ~ , , ,  désigne la fonction de répartition conditionnelle de R: étant donné = 8. 

Le lemme 1 est encore satisfait pour a, = [Logn]' (s entier arbitraire). En effet, 

comme dans l'exemple 1, 

où dn = Ge(L;(0)) = e-[E(n~O)'LOgn]. Donc L O ~ G ,  = -e-E(nye)Logn et pour n 

assez grand, 
a ,  - 1 

G, > (- 
n - 1  1 .  

si bien que : 

q, < B(a,, 72 - a,, + 1)(1- G , ) ~ - < " ~ G : ~ - ~  - - 4, ' 

On verrait facilement que lorsque n tend vers l'infini, Log 1 Log qkl est Cquiva- 

lent à (1 -e-E(n.O)) Logn, et que la série Cqk converge. En choisissant p, = [Log n], 

les conditions a) b) c) d) de localisation asymptotique sont satisfaites. 

Remarque 2. On pourrait traiter de la même façon le cas où 
e-m(o )zm F8(x) = (1 - )l{,>ol où m < 1 : il suffit de choisir p(x) = x k ,  on 

obtient en effet : 

loi pour laquelle les résultats de localisation asymptotique ont été déjà obtenus 

dans l'exemple 1. 

3) Exeinple 3. (Loi de Ga,uchy). 

On choisit ici dans R2 des variables Xi, de fonction de répartition condition- 

nelle : 

où X et o sont continues, positives sur [0,2n] et vérifient X(0) = X(2r) ainsi que 

a(0)  = a(%). 

En prenant en particulier a(0) r 1, on obtient asymptotiquement la distribu- 

tion d'une loi de Cauchy. 

La loi de Cauchy n'ayant pas de moments, ( X i ) ,  n'est pas stable en probabi- 

lité ( [ 5 ] ) ,  de plus, le théorème de Gnedenko ([2],[5],[7]) a montré dans le chapitre 2 



que (X: ) ,  n'est pas relativement stable. Par contre, si 1,011 choisit 9 telle que : 

- h) 
lim = O, pour tout h > O ,  

z++w 9-1(x) 

alors ( X ; ) ,  est 9 stable. (cf le chapitre 2). 

Par exeinple 4 2 )  = convient ( ~ ( x )  = Log Logx convient aussi). On 

obtient en effet comme nouvelle fonction de répartition conditionnelle de R étant 

donné O = 6 : 

pour laquelle on a déjà obtenu dans le chapitre 2 des résultats de stabilité presque 

sûre ([2]) et dans l'exemple 1 des résultats de localisation asymptotique. 

On suppose dails cet exeinple que les X, sont des variables aléatoires à valeurs 

dans R2 et que la fonction de répartition conditionnelle de R étant donné O = 6 

est : 

où a est une fonction continue sur [O, 2 ~ 1 ,  vérifiant a(0) = ~ ~ ( 2 x 1  et a(@)  > O 

pour tout 8. L'étude faite dans le chapitre 2 a montré que la condition (H) n'est 

pas vérifiée. Cependant, on a constaté que ( X : ) ,  est stable presque sûrement 

pour a(0)  > 1 car les conditions du théorème B rappelé dans l'introduction 

sont satisfaites pour = O. Si 1,011 définit, comme dans la remarque 1, a ,  par 

G ~ l ( i )  = ( ~ o ~ n ) ' / ~ ( ' f  et si pour E > O fixé, on note hk(6) (resp. &;(O)) l'isobare 

passant par w, = a, + &/2 (resp. v, = a, - &/2), le domaine limité par h: et kk  
est de la forme : 

On vérifie facilement que les conditions du lemme 1 sont satisfaites pour 

a, = [LognIS (s entier positif arbitraire.). Le terme q, = Fe,,,, ,,(A:($)) ne dépend 

pas de 6, on peut fixer 6' = el = 0. 

Log G, = - [ ( ~ o g  n)'la(0) - E ]  a(0) 

= -{Log n - < ~ ( o ) ~ ( ~ ~ g n ) l - l / ~ ( O )  + (L 



La comparaison avec (16) montre que G ,  > 5, pour n suffisamment grand. 

Comme dans l'exemple 1, q, est majoré par un terme qL tel que Log 1 Log qkl 
est équivalent à a ( ~ ) ~ ( ~ o g n ) ' - ' / ~ ( ~ )  quand n tend vers l'infini. On en déduit que 

la série CrZlq, est convergente. Pour obtenir la localisation asymptotique de En, 

il suffit de poser p, = [LognI1+* où S > 0. 

V. CONCLUSION. 

Dans les exemples que nous avons traités, il a toujours été possible d'obtenir 

les propriétés de stabilité et de localisation asymptotique par le biais de la 

p-stabilité. Si ces exemples montrent qu'une telle fonction n'est pas toujours 

unique, ils montrent qu'elle existe au moins pour la plupart des lois usuelles. 

De plus, cette étude devrait permettre de définir la notion de fonction de répar- 

tition outlier-prone ou outlier-resistant dans le cas de distributions inultidimen- 

sionnelles, comme cela a été fait pour les lois unidimensionnelles (141 ,[8] ,[9] ,[IO]). 

C'est l'objet du chapitre 4. 
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Chapitre 4 : Distributions 
mult idimensionnelles 

{{outlier-resistant >> et {{outlier-prone >} 



1 Introduction 

Dans ce chapitre, on considère à nouveau les problèmes de stabilité pour 
s'interesser aux distributions multidimensionnelles u outlier-resistant » et 
u outlier-prone » ainsi qu'aux liens existant entre ces notions. 

En 1971, Neyman et Scott, [9], ont introduit une première définition, 
modifiée en 1976 par Green, [7]. Il s'agit de distinguer deux classes de lois: 
les lois pour lesquelles l'existence de valeurs éloignées du groupe principal 
des observations est normale, et les lois pour lesquelles cela est exceptionnel. 
Par exemple, l'idée intuitive de la notion de loi u outlier-resistant » est que 
la probabilité pour qu'il existe des observations isolées et situées loin de la 
plus grande partie des observations est très faible. 

Aussi, en 1976, Green, [7], propose la définition suivante : une distribution 
F est dite absolument « outlier-resistant » si, pour tout E > 0 :  

(1) ,++m lim P(X, , ,  - Xn,,-l > E )  = 0. 

(L'échantillon réel ( X i , .  . . , X, )  est ordonné par : XnVi 5 Xn,z 5 . . . < X,,,.) 
De même, F est dite relativement « outlier-resistant » s'il existe k  > 1 tel 

que : 

(2) 
Xn n lim P(- > k )  = 0. 

n-++m XnVn-l 

De plus, une distribution F est dite absolument u outlier-prone » s'il existe 
E > O , 6 > O et un entier no, tels que pour n 1 no : 

De la même façon, F est dite relativement u outlier-prone » s'il existe 
k > 1, 6 > O et un entier no, tels que pour n 2 no: 

D'autres définitions ont été proposées : par exemple, O'Hagan en 1979, [IO], 
e t  Goldstein en 1982, [6] ont introduit une notion bayesienne basée sur l'in- 
fluence qu'une observation supplémentaire, suffisamment grande, peut avoir 



sur la suite des observations. Gather et Rauhut, [3] donnent et comparent ces 
différentes notions en dimension 1, ainsi que leurs conséquences statistiques. 
Notre but, dans ce chapitre, est d'étendre les notions de valeurs aberrantes, 
telles qu'elles ont été définies par Green, aux lois multidimensionnelles, en 
utilisant la notion d'isobare que l'on a définie au chapitre 2. 

Dans tout ce chapitre, nous faisons les mêmes hypothèses sur la loi du 
couple (R, 0) que dans les chapitres 2 et 3 et conservons les mêmes notations. 



2 Préliminaires 

Avant de proposer des définitions, un résultat supplémentaire sur la sta- 
bilité d'une suite de variables aléatoires multidimensionnelles est nécessaire. 
Comme dans les deux chapitres précedents, on considère un échantillon En 
de R k ,  défini en coordonnées polaires par: 

{(Ri, O,),. . . , (R,c,On)). 

On rappelle que pour tout 1 5 <Y 5 71, l'échantillon a été ordonné selon les 
niveaux croissants en : 

Pour plus de commodité, on notera 

ainsi l'échantillon En est ordonné selon les niveaux croissants par: 

Nous allons montrer que la stabilité en probabilité de (X,,,), est équivalente à 
la stabilité en probabilité de (Xn,n-cr+i)n, pour tout 1 5 (Y 5 n. Les théorèmes 
3, 4 et 5 de Geffroy, [4], permettent de montrer le théorème suivant, si l'on 
suppose de plus que la condition de régularité (H) du chapitre 2 est satisfaite. 

Théorème 1 Supposons (H) satisfaite. Pour 1 5 cr 5 n, la suite (Xn,n-,+l), 
est stable en, probabilité si et seulement si la suite ( X i ) ,  est stable en proba- 
bilité. 

Démonstration : Soit Oi une direction arbitraire de Sk-'. On note W,' 
l'intersection de l'isobare passant par Xn et du demi-axe positif OB:. Dans 
le chapitre 2, on a montré que sous la condition (H), (X;), est stable en 
probabilité si et seulement si (W;), est stable en probabilité; de plus, les 
théorèmes 3, 4, 5 de [4] montrent que la suite de variables aléatoires réelles 
(W;), est stable si et seulement si la suite (Wn,,_,+1), est stable; mais ceci 
est aussi équivalent à la stabilité de (X,,,-,+I),. D'où le résultat. 1 

Les définitions de [7], pour les lois réelles « outlier-resistant » et * outlier- 
prone » se basent sur le comportement de X,,, - Xn,n-l. On procède de même 



dans Rk. Rappelons qu'étant donné un point X i  = (Ri, O;) de l'échantillon, 
il existe presque sûrement une unique isobare contenant ce point. On notera 
par la suite g,,,, l'isobare passant par X,,, et gn,,-1 l'isobare passant par 
Xn,n-i 

3 Lois A. O. R. 
Définition 1 La loi de (R,O)  est dite u absolutely outlier-resistant », (on 
note A. O. R. ), si et seulement si pour tout 8 : 

Rappelons que pour tout O , Fo désigne la fonction de répartition, supposér 
bijective, de R étant donné O = 8, et que l'on note Go = 1 - Fo. Reprenons 
les mêmes notations que dans le chapitre 2 : si 81 est une direction arbitraire, 
on sait que = gn,,(d1) peut être considéré comme le maximum de n va- 
riables aléatoires réelles indépendantes Wi,. . . , Wn de fonction de répartition 
commune Fol. Plus précisément, pour tout 1 5 z _< n, W, est l'intersection 
de l'isobare passant par (R,,O,) et du demi-axe positif 08:. On ordonne 
Wl, . . . , Wn comme on a ordonné Xi,  . . . , Xn selon les niveaux croissants en : 

Ainsi, la relation ( 5 )  de la définition exprime que pour tout O,  la loi réelle 
Fs est A. O .  R. En dimension 1, on peut montrer, [4], [ 5 ] ,  que la stabilité 
en probabilité de (Xn,n)n équivaut à la convergence en probabilité vers O de 
Xn,, - Xn,,-,. Le théorème suivant établit des résultats analogues. 

Théorème 2 Supposoizs (H) satisfaite. Les assertions suivantes sont équé 
valentes : 
(i) La loi de (R,O) est A. O. R. 
(ii) (Xn)n est stable en probabilité. 
(iii) Pour tout 1 < a 5 n, (Xn,n-rr+l), est stable en probabilité. 

(tu) Il existe 6'1 tel que limz++, 2;;:) = O ,  pour tout h > 0. 

(v) Pour tout O ,  limz4+, a = O ,  pour tout h > 0 .  



P 
(vi) MT; - wn,n-l - o. 
(vii)  (kV;), est stable en probabilité. 
(viii) Pour tov t  8 ,  la loi FB est A. O. R. 
(ix) Il existe el tel que la loi Fs, soit A. O. R. 

Démonstratioil : Le théorème 1 montre que (ii) et (iii) sont équivalents. 
Le théorème 4 du chapitre 2 montre l'équivalence de (ii), (iv), (v), (vii). 

Par ailleurs, (vii) et (vi) sont équivalents : c'est un résultat qui est prouvé 
dans les théorèmes 26 et 27 de [4]. 

Montrons que (i) implique (ii) : par hypothèse, pour tout 8 :  

P 
En particulier, yn,,(O1) - y,,n-l(O1) - 0, c'est à dire 

Par conséquent, d'après l'équivalence de (vi) et de (vii), (W,'), est stable en 
probabilité et d'après la démonstration du théorème 4 du chapitre 2, (X;)n 
est stable eil probabilité. 

Réciproquement, si (Xi )n  est stable en probabilité, (W,*)n l'est aussi, et 
P P 

donc, Wn - tVTL,,-i - O. Par conséquent, gn,,(OI) - gn3,-l(01) - O ; 

mais, O1 étant arbitraire, on obtient (i). 
L'équivalence de ces propriétés avec (viii) et  (ix) est alors claire. Rl 

Remarque 1 Dans le cas où l'hypothèse (K), introduite au  chapitre 2 est 
vérifiée, il existe O1 tel que pour tout w > O et pour tout q > 0 : 

(On rappelle que g(O,u) désigne l'isobare passant par le point d'abscisse 
u > O du demi-axe positif OO:.) Dans ce cas, on a même l'équivalence entre 
les assertions (ii) et : 



Remarque  2 L'hypothèse (H) est inutile pour la démonstration de l'équi- 
valence de (vi) et de (vii), de même que l'hypothèse (K). 

En dimension 1, il est possible, [3], de donner d'autres caractérisations des 
lois A. O. R., en utilisant la fonction d'espérance de survie, (u mean residual 
life function » ou encore mrlf), définie pour une variable réelle X par: 

e(x) = E(X - x/X > x). 

Posons pour i = 1 , . . -  ,n - 1, pour x > O, y > O  et n > 2 :  

Si O est fixé, O = 01, M;,,(x, y, O) s'écrit : 

On peut alors en utilisant [3] et le théorème précédent démontrer le théorème 
suivant : 

Théorème 3 Supposons (H) satisfaite. La loi de [R, 0)  est A.  O. R. s i  et 
seulement s'il existe dl tel que pour tout y > 0 : 

lim M;,n(r,y,O1) = 0, 
x-+cc 

pour un indice 1 5 i 2 n 

Démonstra t ion : D'après le théorème précédent, la loi de (R, 0) est A. O. R. 
si et seulement s'il existe O1 tel que la loi réelle Fe, soit A. O. R.. Or,d'après 
[3], (8) est une condition nécessaire et suffisante pour que Fol soit A. O. R.. 
En effet, la statistique d'ordre Wn,i,.. .  , Wn,, forme une chaîne de Markov, 
[l], ainsi : 

n-i 

~ i , n ( x , ~ , ~ i )  = P{W~V.,+: > 2 +Y/w,, = = (l  ;TF:(-+;)) . 

D'où le résultat, en utilisant l'assertion (iv) du théorème précédent. 1 

Remarque  3 On peut aussi démontrer ce théorème sans utliser les variables 
Wnqi en remarquant que pour tout i et pour tout O, gnj(8) = Fs-l(Un,i) où 



(Un,i)n est la statistique d'ordre des niveaux des isobares gn,i, et utiliser la 
propriété de chaîne de Markov de la suite réelle (Un,;),, statistique d'ordre 
d'un échantillon de la loi unifornie sur [O, 11 ; on a en effet remarqué dans 
le chapitre 2 que {&,(Ri) = [Ji, i = 1,. .. , n) est un échantillon de la loi 
uniforme sur [O, 11 . 

Remarque 4 Dans la définition 1, la taille de l'échantillon devient de plus en 
plus grande ; par contre, dans le théorème précédent, la taille de l'échantillon 
est fixée. L'énoncé de ce théorème se rapproche plus de l'idée intuitive qur  
l'on peut avoir d'un s outlier » :  plus A',,, est grand, plus la probabilité pour 
que la différence Xn,,+l - X,,, dépasse un nombre positif arbitraire est faible. 
Le théorème suivant rend compte de ce phé~ionlène en moyenne. 

Posons maintenant pour tout 6 et pour tout z = 1, .  . . , n : 

Quand O est fixé, O = 01, &,,(x, O) s'écrit : 

Théorème 4 Supposons (H) satisfaite. Supposons que pour tout O ,  x dFB < +W. 

Alors, la loi de (R ,  0 )  est A. O. R. si et seulement s'il existe O1 tel que pou7 
tout n 2 3 : 

lim AXn-1,n(x3 $1) = 0. 
x-+K 

Démonstration : [3] On considère la rxlf  définie pour tout O, par: 

où y désigne une isobare de la loi de (R, 8). En particulier,pour 0 = Ci fixé : 

e(x,Ol) = E(W - x / W  > x). 

D'après le théorème 2, la loi de (R, 0) est A. O. R. si et seulement si la loi 
réelle Fs l'est. Or, d'après (31 : 



par conséquent : 

Par ailleurs, un résultat de De Haan, [2], montre que si (Wi,. . . , W,) est 
un échantillon de variables réelles, (W,,,), est stable en probabilité si et  
seulement si la mrlf e ( x )  = E ( W  - x / W  > x)  vérifie: 

lim e ( x )  = 0. 
x-f m 

Ainsi, s'il existe 01, tel que pour tout n > 3, limx-foo ~ ~ - ~ , , ( x , f l ~ )  = 0, 
la suite (I/V;),, intersection de g,,, et de 081', est stable en probabilité et 
d'après le théorème 2, Fo, est A. O. R.. On montre de même la r é ~ i p r o ~ u e . 1  

4 Lois A. O. P. 

On reprend dans ce paragraphe les mêmes notations que dans le para- 
graphe précédent. 

Définition 2 La loi de (R ,  8 )  est dite u absolument outlier-prone » (on note 
A. O. P.), si et seulement si pour tout 8 il existe a > O, 6 > O ,  et ne entier 
naturel, tels que pour tout 8 et pour tout n 2 no: 

C'est à dire que pour tout 8, la loi de Fs est A. O. P. 

On utilise dans le théorème 6 un résultat de Green, [7] 

Théorème 5 Soit F une fonction de répartition réelle vérifiant F ( + m )  = 1 
et F(x)  < 1 pour tout x réel. La loi F est A. O. P. si et seulement s'il existe 
a >  O et O >  O tels que pour tout x: 



Ce théorème permet de montrer le théorème suivant : 

Théorème 6 Supposons (H) satisfaite. Les assertions suivantes sont équi- 
valentes : 
( i )  La loi de ( R ,  O )  est A. O. P. 
(ii) Pour tout 0, il existe a > O et /3 > O tels que pour tout x réel: 

(iii) Il existe LYO > O et Do > O et Bo tels que: 

(iv) II existe Bo t e l  que Fa, soit A. O. P.. 

Démonstration : Montrons que (i) et (ii) sont équivalents. Pour O fixé, (10) 
exprime que la distribution réelle Fa est A. O. P.. Or, d'après le théorème de 
Green cité ci-dessus, ceci est équivalent, pour 0 fixé, à (11). 
Il est clair que (ii) implique (iii). 
Montrons que (iii) implique (ii) sous la condition (H).  Considérons BI distinct 
de Bo. Pour tout x > O, il existe presque sûrement une isobare g(0, x) passant 
par le point d'abcisse x du demi-axe positif 00:, telle que g(01, x )  = x ; notons 
u(x) le niveau de cette isobare. Puisque (H) est satisfaite, il existe g > O et 
une isobare h@o(B, x)  tels que pour tout x et pour tout B :  

Notons uh(x) le niveau de hPO(O, x). On peut écrire, puisque Go, = 1 - Fs, 
est décroissante : 

Gol(x + 7) = Go, (g(01, 2)  + 7) > Goi(hP0(61, 2 ) )  = 1 - uoo(x). 

De plus : 
1 - ua(x) = ~ o ~ ( h ' ~ ( e o , ~ ) )  > GeO(g(eolx) + Bo). 



D'où : 

Par conséquent, si GBO(z+Po' 2 a0 pour tout z réel, alors pour tout distinct 
Geo ( 2 )  

de $0, il existe ,Ol = 71 > O et crl = a,, > O tels que pour tout x :  

d'où (ii). 
De plus, (iv) est clairement équivalente aux autres assertions. 1 

Remarque 5 De inême que pour le théorème 2, si l'hypothèse (10 est sa- 
tisfaite pour BI,  et si O1 vérifie (12), l'assertion (iii) est alors équivalente à 
(i') : 

P(suPs{s~,~(O) - Sn,n-i(0)) > E )  > 6. 

Il est possible aussi de donner un théorème faisant intervenir la probabilité 
conditionnelle Mj,,(x, y,  O) donnée par (7). 

Tliéorème 7 On suppose ( H )  satisfaite. La loi de ( R ,  O) est A. O. P.  si et 
seule7nent si pour tout y > O ,  il existe 00, a 0  et xo, tels que pour tout x 2 xo : 

pour u n  i7~dice 1 5 i < n - 1. 

Démonstratioii : La démonstration est immédiate, il suffit de reprendre le 
calcul fait lors de la démonstration du théorème 3 et d'utiliser le théorème 6.1 

On peut donner à l'aide de (9) une condition nécessaire pour que la loi 
de (R, O) soit A. O. P., mais elle n'est pas suffisante. 

Théorème 8 Supposons la loi de ( R ,  O )  A. O. P., alors il existe 60, xo, et 
do tels que pour x > xo et pour tout n > 3 : 



Démonstration : Supposons que la loi de (R, O) soit A. O. P.. D'après le 
théorème 6, il existe cuo, Po et do tels que pour tout x : 

1 - Fe,(. + Po) 
2 Qo. 

1 - Fe0(x) 

Posons : 60 = aoPo Le calcul fait dans la démonstration du théorème 4 montre 
que : 

l - F e o ( x + ~ o )  > a  > &  
Mn-~ ,n (~ ,do)  2 Y O -  O -  O. 

1 - Fe, (2) 

Remarque 6 La réciproque du théorème 8 est fausse : il suffit de considérer 
comme Gather et Rauhut, [3], l'exemple suivant dans R :  
Soit zo = O,xn = zn-l + 2n(n-') et F une fonction de répartition telle que : 
F ( 0 )  = O 
1 - F ( x )  est continue, décroissante, 
1 - F ( x )  = 2-n2 pour xn + 2-n2 < x < xn+p 
Alors, pour tout y > 0, 5 > O et pour tout z > O, il existe 2 = xn, (avec 
2-n2 < y ;  xn < x et 2-2n+1 < 6)' tel que: 

Si bien que F n'est pas A. O. P.. Cependant, si l'on choisit So = et z* = z2 ,  
pour x 2 x*, pour tout n 2 3 et pour x n - ~  < x < xn : 

Les lois réelles pour lesquelles Mn-l,,(x) > S pour 6 > O et  pour x 2 xo sont 
appelées u mean absolutely outlier-prone » [I l] .  



5 Géneralisation 

On pourrait de même que l'on a défini dans le chapitre 2 la 9-stabilité, 
définir les lois multidimensionnelles « cp-outlier-resistant » ou « p-outlier- 
prone »:  il suffit pour cela de considérer la loi de (p(R) ,  O) au lieu de la loi 
de (R, O) , p étant une fonction telle qu'on l'a définie au chapitre 2. On peut 
alors exprimer autrement les propriétés de p-stabilité que l'on a obtenues 
dans ce chapitre. Par exemple, si la loi de (R, O) est A. O. R. et si p est une 
fonction définie sur R + ,  positive de classe Cl, croissante, bijective et concave, 
alors la loi de (p(R),  0) est encore A. O. R.. 

On peut résunler sur un shéma, comme cela a bté fait dans [3], les relations 
entre ces diverses notions (les expressions « relatively outlier- resistant» et 
* relatively outlier-prone » sont abrégées par R. O. R. et R. O. P. ; il s'agit 
du cas où ~ ( x )  = m a x ( 0 ,  Log x)). 
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Les exemples étudiés dans le chapitre 2 montrent que : 
1 Les lois pour lesquelles la fonction de répartition conditionnelle de R étant 
donné O est : 

Fe(x) = (1 - e-*(e)xm)l~x>o) , 

où m > 1 et a est une fonction strictement positive, sont A. O. R. , (exemple 1) 



II On pourrait montrer que les lois de Poisson sont R. O. R. mais ni 
A . O . R . n i A . 0 . P . .  
III Les lois de type exponentiel, où 

sont R. O. R. et A. O. P. , (exemple 5 ). 
IV Les distributions de Cauchy, dont la densité conditionnelle de R étant 

sont R. O. P., mais sont y-O. R. pour y(x)  = LogLogx, (exemple 4). 
V Si l'on considère une loi de densité conditionnelle : 

avec rn = k + [10]"g2' - 2'092~ et k entier naturel, 
cette loi n'est ni R. O. R. ni R.  O. P., [3]. 
VI Enfin, dans le cas où O < m 5 1, pour une loi de fonction de répartition 
conditionnelle donnée par : 

la loi de ( R , 0 )  est 9 - 0 .  R., avec y(x) = x k ,  (exemple 6). 

6 Conclusion 

Les définitions proposées par Green en dimension 1 se généralisent donc 
en dimension finie quelconque. Comme dans le chapitre 2, l'utilisation des 
isobares permet de ramener un problème multidimensionnel à un problème 
unidimensionnel. Certes, cela suppose que soient vérifiées les hypothèses (H) 
ou (K),  mais, comme on a pu le constater sur les divers exemples étudiés, 
elles le sont pour la plupart des lois usuelles. 
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Conclusion 





A ce point de notre recherche sur les problèmes de valeurs extrêmes mul- 
tidimensionnelles, plusieurs perspectives de travail peuvent être envisagées. 

Premièrement, dans une utilisation statistique des résultats des chapitres 
3 et 4, il devrait être possible de donner, pour B fixé, une estimation des 
isobares g,(B) = Ge1(;), en combinant des méthodes de régression (ROSCQ 
D. et LECOUTRE J. P. (1987) - Théorie de l'estimation fonctionnelle, Eco- 
nomica.), et des méthodes d'approximation forte par les quantiles (CSORGO 
M. (1983) - Quantile processes with statistical applications, S. I. A. iVI.. et, 
SHORACK G. R. and WELLNER J. A. (1986) - Empirical processes with 
applications to statistics, Wzley.). 

La deuxième perspective qui s'ouvre aussi est la généralisation des résul- 
tats obtenus ici pour des échantillons multidinlensionnels au nuage des points 
d'une répartition ponctuelle aléatoire de Rk. 
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Appendice 1 

( voir le paragraphe V du chapitre 1) 

Lemme 1 : rnéthode de Laplace (DIEUDONNE J. Calcul injinitésimal, chap. IV. 2. 
Hermann) 
Supposons que dans l'intervalle ouvert (a ,  b) (borné ou non), les fonctions g 

b et h soient deuz fois contin,ûment dérivables, que l'intégrale Sa 1 g ( x )  1 eh(") dx 
soit définie et que h' ne change de signe qu'en un seul point c tel que a < c < b, 
où de plus h atteint un maximum et g(c) # O ,  hl'(c) < O .  Alors quand t tend 
vers 4-03 : 

r 

Lem~ne 2 (DIEUDONNE J. Calcul injnitésimal,chap.IlI, 10. 2. Hermann) 
Soient f et g deux fonctions complexes continues par morceaux dans [a, +cm) 
et supposons que g(x) > O dans cet intervalle. Supposons que l'intégrale 
Sa+" g ( t )  dt soit convergente. 

Alors, au voisinage de +cal la relation f g entratne Sz+" f ( t )  dt Jx+Co g ( t )  dt .  

Lemme 3 (DIEUDONNE J. Calcul infinitésimal,chap.II, 10. 7. Hermannj 
Soit j une fonction positive définie et continûment dérivable sur [O,+cm). 
S i  au voisinage de +cm : 
1 -  

Lw[' ; - O 1 j (z)  

est continûment dérivable, 
j l ( x )  

($)'(XI = 0(1)1 
j ( x )  < O, 
l'intégrale J:~ j ( u )  du est convergente et au voisinage de +col Iz+" j ( u )  du 

est équivalente à W. 
Ii1(x)I 



On utilise ce lemme pour donner un équivalent de J+" j ( u )  du avec : 

En effet : 

j' est donc négative au voisinage de +oo, puisque C 2 ( a )  > 0. 
Des calculs précédents, on déduit que : 

Par ailleurs, (>;) ' (u)  = 1 - -1; et, comme au voisinage de +a: 

on vérifie bien que : 
j 

(,)'(x) = o(1). 
3 

Les conditions du Lemme 3 sont donc réalisées, on en déduit que Jt+" j ( u )  du 
est équivalente à : 



Appendice 2 
(voir la remarque 6 du chapitre 2 page 40) 

- STABILITE PRESQUE SURE DE (Xz),.- 

Soit (D,), une suite croissante d'ensembles (ordonnés pour l'inclusion) et 

(Zn), une suite de variables aléatoires (en fait, Z, = X, où X;). On utilise les 

définitions suivantes . 

Définition 1.- La variable Z, appartient presque sûrement asymptotiquement 

à D,, (2 ,  E D,p.s.a.), si P(Liminf(2, E D,)) = 1. 

Définition 2.- La suite (Z,), appartient presque sûrement asymptotique- 

ment à D,, ((Zn) C D, p.s.a.1, si P(Liminf((Z1,. . . , Zn) C D,)) = 1. 

On a vu dans le chapitre 2 que (Xz), est P.S. stable si et seulement si les 

conditions suivantes C+ et C- sont satisfaites. 

C+ Pour tout E > O,  (X,) C r i  P.S.~.. 

C- Pour tout E > O,  X; E (r;'jC p.s.a., 

où r: = {(p,6) : p I y,(B) + E ) ,  r;' = {(p,6) : p 5 ?,(O) - E ) ,  et 

Y,(@) = Ge-'(lin). 

Nous utiliserons les lemmes suivants. 

2 -La condition C+. 

a) Lemme 1.- Soit (D,), une suite croissante d'ensembles telle que 

R~ = UnDa; Xn E Dn p.s.a. si et seulement si (X,) C D, p.s.a.. 



Supposons que X, E D, p.s.a.. Soit E > O. Par hypothèse, il existe NE tel 

que : 

et il existe m tel que : 

On suppose que m > N,. 

Si les deux événements sont réalisés, on a : Xi E Dm ; . . . ; XN,-l E Dm ; 

XN, E DN, ; . . . Xrn E Dm, Xrn+1 E Dm+i ; . . ..Ainsi {Xi , .  . . , X m j  c Dm ; 

{ X I , .  . . , Xrn+lj C Dm+1 ; . . .. Si bien que : 

b) Pour x > 1, il existe une unique isobare de niveau (1- $), y,(O) = g(0, w,). 

Soit E > O ; (H) étant satisfaite, il existe q > O et une isobare de niveau U(E, x), 

h',(O) = g(0, w, + €/pl)  tels que : 

pour tout O et tout x > 1. 

Pour x > 1 . on peut écrire : 

On définit aussi hi(0) pour O 5 x 5 1 : comme yl(0) = O, on pose wl = O et 

hf(0) = g(e ,~ /P i ) .  Pour O 5 x < 1, on pose hZ(0) = g(O,xs/Pl). Alors, pour 

O 5 x 5 1, hZ(0) = g(0,x&/P1). Ainsi, pour a: 2 O, hZ est une isobare telle que 

hg(0) = O pour tout O. Pour x 2 0, le niveau V(E, x) est V(E, x) = Fo(hi(6)). Posons 

Vo,n  = v ( E , ~ )  = Fo(h',(B)) pour n 2 O ;  v,,, ne dépend pas de 0 car h', est une 

isobare. 



Lemme 2.- Pour E > O ,  sa la série CGe(hi (8) )  = z ( 1  - u,,,) converge, 

alors (Xn) c F; p.s.a.. 

i Soit e > O. Posons LE,, = {(P, O): p 5 hi(@)). Comme les variables aléatoires 

Xi = (Ri, Q i )  sont indépendantes, 

D'après le lemme de Borel-Cantelli, X, E L,,, p.s.a. et d'après le lemme 1, 

(X,) c LE,, p.s.a.. i 

c )  Le lemme 3 donne une condition nécessaire et suffisante pour la convergence 

de la série x ( 1  - ,u,,,). Soit E > O ; pour 8 dans Sk- ' ,  et pour x 2 0, posons : 

B i  est une fonction strictement croissante de x, 0 étant fixé. De plus B i  est 

positive, continue et Bè(0) = O. 

Lemme 3.- Soit  E > O fixé. 

i )  JE = J:m(~é)-l(x)d~B(x) ne dépend pas de 8. 

i i )  C Ge(h',(8)) converge s i  et seulement si J, converge. 

i Soit E > O. C G~(hn(8))  = x ( 1  - v ~ , ~ )  est une série de terme général 

positif et décroissant ; par conséqiient, elle converge si et seulement si l'intégrale 

IE = ~:~Go(B$(.z))dx = JOtoo(l - v(~ ,x) )dx  converge. (1, ne dépend pas de 

@).On montre que pour tout 8, Jotoo(~i)-'(z)dFe(x) = 1,, ([Geffroy (1958-1959)l 

page 52) et cette intégrale ne dépend pas de 8. D'où (i) et(ii). i 

d) Tiiéorème 1.- 

i) Pour  E > O ,  s i  J, = J ~ ~ ( B ~ ) - ~ ( X ) ~ F ~ ( Z )  converge, 

alors j(8, E )  =cm* converge pour tout  8. 

i i )  Si pour un et pour tout  7 > 0, j(80,77) converge, alors pour tout  E > O,  JE 

converge. De plus, j(8, E) converge pour tout  (8, E). 

Soit E > 0,s > s u p ~ ( B ~ ) ( l )  et Xe = (Bi)-'(s) > 1.Cornme pour tout 8 et 

pour tout x > 1, O < 77 < E(X, 8) < E ,  (1) et (2) donnent : 



Si bien que pour tout O et pour tout s > supe(Bg)(l), 

Ainsi, si Je converge, alors pour tout O, g(0, E) converge ; d'où (i) . 

De même d'après (3), si, pour tout 17 > 0, j ( 0 0 , ~ )  converge, alors, pour tout 

E > O, Je converge. 

., 
Corollaire 1.- S'il existe Bo tel que, pour tout  E > O ,J(Oo, E)  converge, alors 

pour tout  E > O ,  (X,) c ï k  p.s.a. et C+ est réalisée. 

e) Comme dans [Geffroy (1958-1959)], on introduit IC l'ensemble des fonctions 

de répartition vérifiant pour tout E > 0, 
G(x - E)  

Liin - - -00 .  
x-+m G(x) Log G(x) 

ou, en posant W(x) = - Log G(x), 

(5) X-+W Lim (W(x)  - W(x - E) - Log W(x)) = +cc 

Remarque 1.- Si (H)  est sa.tisfaite et +pour un Bo, Fe, est dans Ii, alors Fe 

est dans IC pour tout O. 

Théorème 2.- Si,  pour u n  Bo, Fe, est dans Ii, alors C+ est réalisée. 

i Si Feoest dans IC, alors ([Geffroy (1958-1959)] page 112) pour tout E > O et 

pour xo suffisamment grand, 
1 - 1 

(6) LogGe,(x) LogGe,(xo) 

Le deuxième terme de (6) est borné, donc Lirnx-+, Sx: ~ o ~ ~ ~ ~ j )  < m. Ainsi Ct 
est réalisée d'après le corollaire 1. i 

3 -La condition C- . 
On utilise ici des lemmes de minoration presque complète. 

a) Défiilitioii 3.- Ordonnons l'échantillon En  selon les niveaux croissants : 

Xr*,  Xr*, . . ., XE* = X:.Soit 1 5 oi 5 n, et soit (D,), une  suite croissante 

d'ensembles ordonnés par inclusion. {XE: a+l, .  . . , Xz*} est presque complètement  

asymptot iquement  dans DE , ({XE*,+,, . . . ,XE*) C DE p.co.a.), s i  



b) Proposition 1.- Soit  (j,), u n e  suite d'isobares de niveau un. P o u r  tou t  

1 < a < n, {XnZ,+,, . . . ,X:*} c {(pl$): p 5 jn(8)}c p.co.a. s i  e t  seulement  s i  

Lim n(1 - un) = +m. i, n-+m 

ii) C(un)"(n(1 - un)),-' converge. 

( E n  particulier, X; E { ( p ,  6): p 5 j,(6))' p.co.a. s i  et seulement s i  C un converge). 

Pour la démonstration, voir [Geffroy (1958-1959)] page 57. 

Nous utilisons la même méthode que pour la condition C+ . Pour z > 1 il 

existe une unique isobare de niveau (1 - i ) ,  y,($). Pour tout E > O, il existe 71 > O 

et une isobare de niveau a(&, z), ?1:(6)tels que pour tout 6 dans SIC-1 et pour tout 

x > 1 :  

On peut écrire : 

Ft (k i (6 ) )  ne dépend pas de 6 car hn est une isobare. La condition C- est 

plus faible que la condition "X;t E (I'nE)' p.co.a.". Il suffit donc d'obtenir une 

condition pour que (7)  soit satisfaite avec a = 1, et D, = {(P, O): p < h k ( ~ ) } .  

c )  Lemme 4.- Soit  t > O ;  X:  E ( r i E ) '  p.co.a. si ~ê(hi(O)) converge. - 

La dénlonstration est immédiate en utilisant la proposition 1. 

Soit e > O ;  pour 6 dans SIC-', et pour x > 1, posons 

Pour 0 fixé, B; est une fonction croissante de x. Soit C(E) = supoEs*-~ {&}, 

alors F;(B;(z)) est définie pour x 2 c (E) .  Pour tout réel x, [x] désigne la partie 

entière de x. 

d) Lemme 5.- Soit  E > 0. 

i,) & = ~ ~ y ~ y  F;(B;(Z))~Z n e  dépend par de 19. 

i i )  Cn2[c(,)l+1 F ~ ( h i ( 6 ) )  converge s i  e t  seulement si KE converge. 



i Soit a > O fixé. Posons v, = J:+' F;(B;(X))~Z pour n 2 [c(E)] + 1. Pour 

x > da ) ,  F~(B;(X)) = V(E, x), ainsi ~ : ~ y  F;(B;(x))~x ne dépend pas de 6. 

De plus Cn2[c(E)l+l un converge si et seulement si KE converge. La suite de la 

démonstration est dans [Geffroy (1958-1959)] page 96. i 

e) Théorème 3.- 
I 

i) Pour E > O ,  si IC, = ~ : ~ y  ~ ; ( ~ ; ( r ) ) d r  converge, alors pour tout O ,  
+m k ( 0 , ~ )  = L(,, F,"(G~'($) - &)da converge. 

i i )  S i  pour u n  (60, E) k(6",  E) converge, alors Ii, converge 

et X i  E (l?;')Cp.co.a. ; de plus k(6 ,  E) converge pour tout 6. 

Soit E > O ;  il existe 17 > O tel que (9) soit vraie. Pour x > C(E) et pour tout 6 

dans Sb-', (9) et (10) montrent que : 

f )  Tliéorèilie 4.- Supposons qu'il existe Bo tel que pour E > 0, l'intégrale 
Ge ( z - ~ )  

L ( 6 ~ , E )  = ~ ; l ( ~ )   ex^(- )dFoo(x) converge ; alors, 
X ;  E p.co.a.. 

i Soit E > O. Posons z = -1- dans I;'(o~,E). On obtient : 
Ge0(t)  

De plus pour t suffisamment grand, 

Donc, si L(o0, a) converge, alors (11) et (12) montrent que ~ ( 0 0 ,  E )  converge. D'où 

le résultat en utilisant le théorème précédent. i 

Ces résultats permettent d'obtenir le théorème 5 

g) Théorème 5.- Si, pour u n  00, Fe, appartient à Ic, alors C- est satifaite. 

i Si Fe, est dans Ii', alors pour tout a > O et pour x suffisamment grand, 



-G"(x - - 2 Log Geo(x) < O ,  
Geo (XI 

et, pour x suffisamment grand, 

Ainsi L(OO, E )  < CO ; et d'après le théorème précédent C-est réalisée. 

h) Finalement, d'après les théorèmes 2 et 5, si (H) est satisfaite et si Feoest 

dans K pour un Bo, alors ( X n ) ,  est presque sûrement stable. Ce qui démontre le 

théorème 5 du chapitre 2. 
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RESUME 

Notre travail concerne la 1ocaJisation asymptotique presque-sûre d'un 
khantillon rnulti&mensionnel. Nous étendons ainsi fies travaux de Geffroy 
sur la StabilitE. de la valeur maximale d'un échantillon de variables réeiks. 

Dans le preder chapitre, nous considérons un écharitillon de va.riables , 

normales auquel nous irnposoas des déformations isotropes. 
Dans le deitxiéme chapitie', nous introduisons une notion nouvelle de va- 

leur maximale pour un kchantillon multidiinensionliel; nous ç n  donnoos les 
propriétés de stabilitk presque-sbre et en probabilité. 

Dans le troisième chapitre, nous dtudions la répartition asymptotique des 
extrêmes dahs des domaines non convexes délimités par des isobares. Sou 
introduisons ensuite une notion affaihlie de stabilité dont la stabilité relativ 
est un e s  particulier. 

Riotis reveiionu darip le quatrième chapitre sur la nijtion de stabilité des 
valesirs ~xtrenies d'un échantillon multidimensionnel pour 18 comparer avec 
la notioii dc '-: --..ltidimensionnelie « outlier-resistant » ou « ciutlier-proue N. 
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