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Introduction



Le probléme de ’estimation du support d’un processus ponctuel ou d’une
loi de probabilité, étant donné un échantillon, a souvent été traité en suppo-
sant le support convexe. L’estimateur utilisé est alors I’enveloppe convexe du
nuage des points de I'échantillon ; ce qui associe & ce probleme d’estimation
du support ’étude de cette enveloppe convexe.

Les premiers travaux relatifs a cette question sont ceux de Geffroy en
1961, [16], qui étudie le comportement asymptotique du polyédre d’appui
d’un échantilion laplacien de R*. Fisher, [13], en 1965, consideére le cas d’une
loi produit de lois de probabilité sur R ; Renyi et Sulanke, [31], en 1964,
Raynaud, [30], en 1965, Efron, [12], en 1965 étudient I’espérance mathéma-
tique du volume, du nombre de faces, d’arétes ou de sommets de I’enveloppe
convexe d’un échantillon de R? ou de R3. En 1973, Guilbart, [21], étudie la
continuité de 1'application qui & une probabilité de R3 associe I'enveloppe
convexe fermée de son support.

Des travaux divers ont été réalisés sur le comportement asymptotique
de Penveloppe convexe d’un échantillon de R*: Ripley et Rasson, [32], en
1977 donnent un estimateur sans biais du support, supposé convexe, d’un
processus de Poisson homogéne; Buchta en 1984, [4], Dwyer en 1988, [10],
Barany et Larman en 1988, [1], Van Wel en 1989, [34], étudient le com-
portement asymptotique de Venveloppe convexe d’un échantilon de la loi
uniforme & support convexe; en 1990, Massé, [27], en généralisant un résul-
tat de Barany et Larman, [1}, obtient deux majorations, indépendantes de la
loi, de la vitesse de convergence vers | de la probabilité d’un dilaté de 1’en-
veloppe convexe d’un échantillon vers ’enveloppe convexe du support ; Eddy
et Gale en 1981, [11], dans le cas d’une loi & symétrie sphérique, puis Brozius
et De Haan en 1987, [3], dans un cadre plus général étudient la loi limite
de la fonction support de Penveloppe convexe d'un échantillon de RF. En
1987, Davis, Mulrow et Resnick, [6], montrent que sous certaines conditions
de régularité de la fonction de répartition commune de n variables de R?
indépendantes et de méme loi, Penveloppe convexe de 1’échantillon converge
en loi vers I’enveloppe convexe d’un processus de Poisson.

Le cas ou le support est non convexe a été aussi envisagé. En 1964, Gef-
froy, [17], considére un support du type {(z,y) € R%0<z < 1;0 <y < f(z)}
ou f est une fonction continue; Chevallier, [5], en 1976 considere le cas ol f
est de classe C1 et Jacob, [24] en 1984 étudie le cas o f présente des discon-
tinuités de premiere espéce. Gensbittel, [18], reprend en 1979 les études de
Geffroy et de Chevallier en les adaptant au cas des répartitions ponctuelles



aléatoires. Enfin, en 1989 Jacob et Abbar, [25], proposent une estimation du
support d’un processus ponctuel de Cox défini en coordonnées polaires dans
R? par: {(p,0):0 <6 < 21,0 < p < ®(F)}.

Certains auteurs ont travaillé a partir d’ensembles « minimaux » conte-
nant un échantillon: Silverman et Titterington en 1990, {33], ont développé
un algorithme pour trouver ellipse de plus petite surface recouvrant un
enserble de points donné dans le plan; Maller en 1990 [26], propose une
définition des extrémes d’un échantillon de vecteurs de R¥, basée sur le plus
petit convexe contenant I’échantillon.

L’étude qui est présentée ici se situe dans la ligne des travaux de Get-
froy, [15], [16], sur la localisation asymptotique du polyedre d’appui d’un
échantillon laplacien et sur la stabilité des extrémes d’un échantillon de R.
1l s’agit, étant donné un échantillon

{Xi,.... X}

de R* dont la loi de chague variable est de support non borné, de rechercher
une suite de boréliens, non nécessairement convexes, de R¥, croissante avec n,
qui contienne l’échantillon « au plus pres ». Pour cela, nous avons étudié
avec P. Jacob, [7], une nouvelle notion de valeur maximale d’un échantillon
()(17 e ﬂXn) :

X, = (Rn*,@n'),

basée sur la représentation « polaire »
(Rlyé)l)a RS (Rn7 @n)

des variables {X;,7=1...n}.

L’é¢tude de la stabilité de cette plus grande valeur X,,” permet d’obte-
nir des résultats de localisation asymptotique des extrémes de I’échantillon
autour de courbes appelées isobares, définies & partir de la fonction de répar-
tition conditionnelle de R étant donné © = # des variables X; = (R;, ©;).

Actuellement, la théorie des valeurs extrémes concerne souvent des va-
riables non identiquement distribuées, [23], [2], ou des variables dépendantes, [22],
ou encore des variables multidimensionnelles, {26]; cependant, de récents ar-
ticles sur les outliers, {14], [20], [28], [29], donnent un nouvel interét & la
notion déja ancienne de stabilité, [15], [19].



Plus précisément, le plan de ce travail est le suivant : dans le chapitre 1,
on reprend laspect géométrique de la question tel qu’il a été envisagé par
Geffroy dans {16]. On considére:

{X1 = (R1,61),...,Xn = (Bn,0,)}

un échantillon de la loi normale N(O, Idg2). Etant donné un deuxiéme échan-
tillon de variables positives (Uy,...,U,), indépendant du premier, on définit
pour 1 €7 < n, la variable:

X’,‘ = UiX,

On donne des exemples ol cette perturbation de I’échantillon {X;...., X, }
permet encore, comme pour la loi normale, [16], de localiser asymptotique-
ment 'enveloppe convexe de ’ensemble des points { X'y, ..., X'} et d’obtenir
des résultats semblables & ceux de Geffroy, [8]. On peut alors étudier le cas
général ou la déformation imposée & 1’échantillon initial n’est pas isotrope.
Aussi, l'objet des chapitres 2 et 3 est de trouver une méthode de localisation
asymptotique d'un échantillon quelconque de R*.

Le chapitre 2 est consacré & ’étude de la stabilité de la valeur maximale
X,,* d’un échantillon {X; = (R;,©4),..., X, = (Rn,0,)} de R*. La défini-
tion que Pon propose pour X,* a pour origine la remarque suivante: étant
donné {1, ...,Y,} un échantillon de R, dont chaque variable a pour fonction
de répartition F, si Y,,* désigne la valeur maximale de cet échantillon, F(Y,*)
est alors la valeur maximale de {F(Y1),...,F(Y,)}. Ainsi, si Fy est la fonc-
tion de répartition conditionnelle de R étant donné © = # | nous définissons
la valeur maximale de I’échantillon comme Pobservation X,,* qui maximise
Fo(R). L'intérét de cette définition réside dans le fait qu’elle n’est pas basée
seulement sur 1’éloignement des observations par rapport a 'origine O de R¥,
mais sur leur probabilité d’étre & une certaine distance de 1’origine. On peut
alors définir une notion de stabilité pour X,* qui ne dépend que de la loi
considérée. Bien siir, toutes les distributions ne vérifient pas les propriétés de
stabilité. Pour ces distributions nous avons recours & une notion plus faible.
L’idée est de remplacer chaque observation X = (R, 0) par une variable:

Xe = (¢(R),0),

ol ¢ est une fonction convenable, afin d’obtenir les propriétés de stabilité
pour la variable X,,.



Dans le chapitre 3, nous considérons I’aspect génmétrique de la stabilité
et étudions la répartition de ’ensemble des points de ’échantillon dans un
domaine non convexe limité par des courbes isobares. Ceci permet d’étendre a
des cnsembles non convexes les résultats de Geffroy, [15], sur le comportement
asymptotique d’un échantillon de R*, [9].

Dans le chapitre 4, nous utilisons les résultats du chapitre 2 pour défi-
nir dans R* , et en donner quelques propriétés, les notions de distributions
« outlier-resistant » ou « outlier-prone » afin de prolonger les définitions
données par Green, [14], [20].
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Chapitre 1 : Exemples de localisation
asymptotique du polyédre d’appui d’un
échantillon de R?






I- INTRODUCTION

L’étude de Penveloppe convexe d’un échantillon de R* a été envisagée sous de
nombreux aspects. Geffroy (1958, 1961), Raynaud (1965 - [13]), Renyi et Sulanke
{1964 - [14]), Efron (1965 - [6]), Fisher ([8]), semblent &tre les premiers & s’étre
intéressés & ce sujet. Plus récemment, Eddy et Gale (1981 - [5]), dans le cas d’une
loi & symétrie sphérique, puis Brozius et de Haan (1987 - [1]) dans un cadre
plus général, ont étudié¢ la loi limite de la fonction de support de l'enveloppe
convexe d’un échantillon de RF. Nous allons ici reprendre Uaspect géométrique
de la question tel qu'il a été introduit par Geffroy. En 1961, Geffroy [10], a
considéré une distribution normale dans R* : en notant ¥, Pellipsoide lieu des
points ol la densité est ;ll— et A, ’écart maximum entre T,, et la frontiere H, de
'enveloppe convexe de Péchantillon (A, = d*(Hn, En) = sup pyrep, {d(M,2,)} ),
il a obtenu A, P2 0. En particulier en choisissant une loi normale de densité
f(M) = n=*/? exp(—0M?), il a montré que d*(H,, S,) 230 ot S, est la sphere
de centre 0 de rayon /Logn. Nous nous proposons ici d’étendre ces résultats &
d’autres échantillons, obtenus par perturbation d’un échantillon gaussien, avant
d’envisager une étude plus générale dans les chapitres 2 et 3. Pour cela, quelques
rappels sur la stabilité d’une suite de variables aléatoires réelles sont nécessaires.

La référence pour ces résultats est Geffroy, [9].
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II -STABILITE PRESQUE SURE DE LA VALEUR MAXIMALE
D’UN ECHANTILLON DE VARIABLES ALEATOIRES REELLES

Soit (Z}). une suite de variables aléatoires réelles.On dit que (Z}), est stable

presque strement si et seulement s’il existe une suste déterministe (a,)y telle que :
Z¥—a, 50,
ou encore st pour tout € > 0,
Z,’:ﬁa,ﬁ;-a et an—sﬁz,’:,

ot selon les notations de [9), Z) < a, + ¢ tradwit - P{Liminf{Z} < a,+€}} =1.
ps

Considérons le cas particulier ou (Z}), est le maximum de n variables aléa-
toires réelles indépendantes et de méme loi, Zy,---,2,; si f désigne la densité
commune des Z; et si F désigne la fonction de répartition des Z;, une condition
suffisante pour la stabilité presque stire de Z} = maxz{Z,,---,Z,} est donnée par

le théoreme 53 de [9] rappelé ci-dessous :

Si G =1~ F et f vérifient la condition nylwmﬁli—a—a—)-l = +o0,

(Z})n est stable presque sirement.
Remarque 1.- On utilisera aussi dans les chapitres suivants la notion de

stabilité en probabilité et en particulier le théoréme de Gnedenko, [9].

Remarque 2.- La notion de stabilité est plus restrictive que les notions qui
permettent de donner les différentes lois limites pour le maximum de n variables
aléatoires réelles indépendantes. Cependant, en utilisant une notion affaiblie de la
stabilité, on peut obtenir des propriétés de stabilité pour la plupart des lois usuelles.

Ce travail est fait dans le chapitre 2 pour des variables multidimensionnelles.
On utilise aussi la définition suivante :

Soient (by), une suite réelle, (V,), une suite de variables aléatoires réelles et
Fy, la fonction de répartition de V,,, pour tout n . Comme dans [9], on dit que

(bn)n minore presque complétement (Vi) 81 :
ZFV,.(bn) < +o0.
n

On note b, <€ V,.

p-co.
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a) Lemme 1.- Pour tout entier s > 0, et pour tout ¢ > 0, la suite
ap = [Logn}]® vérific :
—-— 7
(15) by ep§<o .Z,,

ot b, est donné par (10).

®  On note Fy,(z) la fonction de répartition de Z2. Comm: dans [10], on

obtient : ‘
' G(2)
(16) Fro(z)=1~B(a;n—a+1) / (1-gregerde,
+oo
ou
n!

Blayn—a+1)= (n—a)l{a—-1)

Si bien que, pour tout ¢ > 0,
1
(1) gu=PAZE Sha=e} = Blamn=an+1) [ (1-grnemidg,
Gn

ou G, = G(b, - ¢).

Sur [0,1}, Ia fonction A(£) = (1—-£)"~°~£°»~! a un maximum atteint en %.:11

tel que pour n assez grand :

a, -1
n—1

(18) Log( )= —Logn + sLogLogn + 0(1),

puisque a, = [Logn]*.
Par ailleurs, d’apres (8), pour n suffisamment grand,
(19) LogGn = ~Logn + ev/2Logn — LogLogn + O(1).

La comparaison de (18) et (19) montre que pour n assez grand, G, > %=l 4
étant décroissante sur |G, 1], il vient :

(20) gn < Blag,n—a,+1)-h(Gn) = qj,.

I} suffit & présent de montrer que la série Lg}, converge. On évalue pour cela
Logqy :

(21)
Logg;, = Log B(an,n — ap + 1)+ (n — a,) Log(l — G,) + (a, - 1) Log G,

=Ap+ AL+ A",.
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D’apres la formule de Stirling,
An ~ [Log n]**1.

Par ailleurs 4], ~ —nG, et A", ~ —[Logn|**!, si bien que :

An e —'—4”11 .
De plus,
Log|A,|l ~ey/2Logn . et
Log|A”a| ~ (s + 1) Leg([Logn]) .
Aipsi,
A = O(A'n) ’
Donc,
Loggn ~ Ap = —nGa,
et

Log | Log gn| ~ £4/2Logn .

Ceci montre que ¢!, est équivalent au terme général d’une série convergente, et que

la série Tgq, converge. Ceci achéve la preuve du lemme 1. =

Le lemame 1 et (13) permettent d’écrire :
(22) V20Logn —e < 28~ < Z) < y/2Logn +¢.
ps ps

De plus, si v,, désigne le nombre des points de ’échantillon qui appartiennent a la

couronne C},, les inégalités
V2Logn—e <22 < Z) < \/2Logn +¢

impliquent v, > an. La relation (22) fournit alors une minoration presque sire de

Vp. Le lemme suivant s’en déduit facilement :

Leme 2.- Le nombre v, des points de I’échantillon gui sont contenus dans
la couronne C!, est presque sirement minoré, pour n assez grand, par [Logn]® ou

s est un entier positif arbitraire.

b) Partageons le cercle S, de centre O et de rayon b, — ¢ en u, arcs de cercles
Onm(m = 1,..., ) de méme longueur. Soit n,m la partie de la couronne C]

découpée par les demi-droites d’origine O s’appuyant sur les extrémités de op .
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Lemme 3.- Presque sirement, pour n suffisamment grand, chaque pariie

Tam(m=1,...,1,) contient au moins un point de I’échantillon si u, vérifie :
(23) Log un = O(LogLogn).
®  Soit Q, ’événement réalisé si chacun des domaines Yo m(m = 1,...,4,)

contient au moins un point de ’échantillon. On pose :
(24) En=1{) @n-
n>N
On doit montrer que Bmpy_. 40 P(EN) = 1, sous la condition {23).
Pour un entier s > 0 donné, on définit I’événement :
(25) Hy = ﬂ {vn > [Logn}*} pourn> N.
n>N
Par l'inégalité de Boole,
(26) P{en |HN} > 1= ) P{QL|Hn}.
n>N

Pour n > N, il est clair que la réalisation de @, ne dépend de vy, vnN41,- .. que

par I'intermédiaitre de v,. Ainsi,

1
P(Q5 | vnyvnsas--) = PQ [ v) S a1 = S)*".
Dot : .
P(Q; | Hn) S pa(l - L_)lbos )
On déduit alors de (26) :
1 ’
P{EN|HN} > 1= ) pa(l — —)fLosml",
n>N Hn

Or, P{En} > P{EnHN} = P{HnN} - P{En | Hn}, et d’apreés le lemme 2,
Bmpy oo P{HN} = 1. Alnsi, imny_oo P{n} = 1 si et seulement si la série de

terme général u,, = pn(l — -"l—ﬂ)[L°5 " converge.

On montrerait comme dans [10] que Tu, converge si et seulement si (23) est

réalisé, ce qui termine la démonstration. ™
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Remarque 4.- On peut constater dans la démonstration précédente, que
les hypothéses du lemme 3 sont vérifiées pour tout échantilion satisfaisant aux

hypothéses du lemme 2.

c) Lemme 4.- Les hypothéses du lemme 3 sont wvérifies pour
un = [Logn)?. De plus pour cette valeur de pn, la longueur de chaque arc de

cercle opm(m =1,...,p1,) tend vers 0 quand n tend vers Uinfini.
@ On vérifie aisément que [Log n)? satisfait les conditions demandées. u

d) Dans le derniére partie de ce paragraphe, il reste & montrer que le polyedre
d’appui H!, est presque sirement compris pour n suffisamment grand, entrs deux
cercles de rayons arbitrairement proches. Soit € > 0, on peut, par les mémes
arguments géométriques que ceux de {10}, montrer que H), est presque siirement
asymptotiquement compris entre S’, cercle de centre O de rayon /2Logn + ¢ et
57, cercle de centre O de rayon /2 Logn — 2¢. Si bien que si 5, désigne le cercle
de centre O et de rayon /2 Log r,

Lim d*(H.,§8,)=0.
i+ 00

V - CAS OU ¥(¢) = (1 — exp(—t*))1s>0), ( @ > 0).-
1°) Stabilité presque-siire de (Z}),.

D’apres {3} et (5) on obtient :
pres |

- +o0 X
(27) G(t) =1- F(t) = ./o ex?(—(t/r)a)re—r /2(17‘
et

+o0
(28) f(t) = at>7! / ri= exP(-(t/ﬂ')"‘)e"zﬂdr.
0

Afin d’étudier la limite de G_(tTlTo'gthl:g—G(t)[ et d'utiliser le théoréme 53 de
[9], on cherche des équivalents de f et de G. Pour obtenir un équivalent de f au
voisinage de l'infini, on utilise la méthode de Laplace(1), ([4], [7] ).

(1) cette méthode est rappelée dans 'appendice 1 de la thése.
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Dans f(t), faisons le changement de variable u(at“)?}ﬁ. On obtient :
(29) f(t) = t(3a—2)/(a+2)a4/(a+2) . I(t)
ol
+oo

, _
(30) I(¥) = fo u'"exp -t2“/<"+2>(a-"/<°'+”u““+a2/<"+2>-u2/2)]du.

Dans I{t), on pose :

(31) s = g2e/(e+D)
(32) o(u) = ui=e
(33) H(u) —_ [_a—a/(c+2)u—a — g?f/le+2) u2/gj .

Si bien que :

+o0
(34) I(t) = f g(u)e*HWdy
[

Les fonctions ¢ et H sont continues, dérivables sur ]0, +cof, H admet un maximum
en up = 1. D’aprés [4], chap. IV.2. ou [7](2), I(t) est équivalent au voisinage de
Uinfini & :

(35) 9(ug)e*H(H0) (27 /s H™ (ug)]'/?
avec
(386) glue) =1

2/{a42)
(37) H{ug) = —a—o/te+d) _ 2 s— <0
(38) H?(up) = —a***D(a +2) <0,

s étant donné par (31).

D’aprés (29), (30), et (35) f(t) est donc au voisinage de 'infini équivalent & :

(39) Ci (a2 e D/(e+D) gypl_ Co(a)t?/ (@+2)
avec
(40) Ci(a) = a*/+D(2r/H"(ug))/? > 0.

{2) voir aussi Pappendice 1, Lemme 1.
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(41 Ca(a) = —H(ug) > 0.

On supposera maintenant que a > 1. Cherchons un équivalent de
G() = t+°° f(u)du, au voisinage de Pinfini : f et (39) sont des fonctions de ¢
positives continues sur [0, +00], et I'intégrale sur [0, +oco] de (39) est convergente ;
on en déduit d’aprés le théoréme I11.10.2 de [4](3) qu’au voisinage de infini, G(t)

est équivalent & :
+o0 ,
(42) Cl(a)/ y2(e=1/(at2) exp{-Cz(a)uz"/(“*'z)]du.

Posons maintenant j(u) = u?(@~D/(e¥2} explCy(a)u?e/{e+2)]. Dapres le théors-

me I11.10.7 de [4](4) G(t) est alors équivalent au voisinage de l'infini a :

(7(8))?
0]
soit a :
(43) {Ci(a)(a + 2)/2a - C(a)}t*/(@?) exp[-Cy(a)t?e/(a+D)]

t

Les expressions (39) et (43) montrent qu’au voisinage de l'infini srmTTi00

est équivalent & :
(44) Cs(a)t@=D/ @+ og g20/(a+D) -1

C; étant une constante positive ne dépendant que de a. Si a < 2, (44) tend vers 0
quand ¢ tend vers l'infini et si @ > 2, cette méme expression tend vers l'infini. On
en déduit, par le théoréme 53 ([9]), que si @ > 2, Z, est stable presque siirement et
que Z; - G'(1) % 0. Dans le cas ot @ < 2 rien ne permet de conclure.D’ou

le théoréme suivant:
Théoréme 1.- Si a > 2, (Z,"),, est stable presque siirement.

On supposera par la suite que @ > 2. De méme qu’au paragraphe précédent
on peut donner une approximation de a, = G~'(2); comme Lim, . 4o Gp = +00,

on peut écrire d’apres (43) :

Log G(as) = Ci(a) + a/(a + 2) Log a, — Ca(a)a2/(**D 4 0(1),

(3) voir 'appendice 1 de la thése, Lemme 2.
{(4) voir aussi 'appendice 1, Lemme 3.
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ot Cy(a) est une constante ne dépendant que de a. En posant
(45)  bp = (Logn/Cy(a))etd/2= |
on obtient :
a2 /(o) _ g23/(e4D) = (Cy(a) + a/(a +2) Log an + O(1))/Cafa).

Si bien qu’en notant r = 2a/(a + 2), a], — b, est équivalent au voisinage de infini
a Cs{a)Loga, (avec Cs{a) > 0 et 1 < r < 2 puisque a > 2). De plus,

an — by = ap "N (a. — bray ™),
et, comme 0 < b, < a,,
al, — b7, >al Y a, —bs).
Do :
(46) al~"(al, ~ ) > an - by > 0.

Le premier membre de (46) étant équivalent & Cs(a)al™" Logay ,a, — b, tend vers

0 ou encore :

(47) an = b, + 0(1)
avec
(48) bn = (Log n/Cy(a))tetDi2e

Ainsi, pour tout € > 0,

(49) bp -2 Lbat+e
ps ps

On utilise ensuite les mémes méthodes qu’au paragraphe IV.

2°) Lemme 5.- Avec les mémes notations qu’au paragrephe IV, on a encore

avec les mémes hypothéses : pour tout € > 0,
bn -t K Z_:"
p<o.
b, étant donné par (8.
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®  On peut encore écrire :
1
tn=Blamn—an+1) [ (1-grmongmide,
Gn

Ici, d’aprés (43) et {48),

20
a+2

a=2)/2a | 1
Log G, = —Logn + Cy(a)(Log n/Cg(a))( Dty 3 LogLogn + O(1).
Donc, pour n assez grand, Log G, > Log(2a=1). Si bien que :

gn < Blann — an + 1)(1 = G)* oGt = gl .

Ii reste & monsrer que la série Xg), converge.

Logg!, = An + A}, + A7, ainsi qu'on I'a noté au paragraphe III. De la méme

fagon qu’au paragraphe précédent,

Logql, ~ Al = —nG,, et

(a=2)/2a
Log Log | ~ 220202) (ZE5) T

a+2 Ca(a)
Ainsi, pour n assez grand, ¢;, est majoré par le terme général d’une série conver-

gente . La série Lq, est donc convergente, ce qui achéve la démonstration. B

Comme on l’a remarqué plus haut (Remarque 4), le lemme 5 étant obtenu,
la suite de la démonstration est analogue & celle faite au paragraphe III Il
reste & choisir p, pour que les conditions du lemme 4 scient vérifies pour
b, = (Logn/C:(a)){*+?/2@ On constate que g, = [Logn]? convient encore. La

démonstration du résultat final est identique : on montre alors que
limd*(H,,S,) =0,

Sy étant le cercle de centre O et de rayon b, = (Log n/Cg(a))(‘H'?)/za.
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(41) Cy(a) = —H(ug) > 0.

“On supposera maintenant que « > 1. "Cherchons un ‘équivalent -de
G(t) = l+°° f(u)du, au voisinage de l'infini : f et (39) sont des fonctions de ¢
positives continues sur [0, +00], et I'intégrale sur [0, +o00] de (39) est convergente;
on en déduit d’apres le théoréme I11.10.2 de {4](3) qu’au voisinage de U'infini, G(¢)

est équivalent a :
oo

(42) Cl(a)/ w2~ D/ D) oxpl Ch(a)u?e/ (@D dy
t

Posons maintenant j(u) = u¥@~D/(e+2) exp[— Cy(a)u2®/(@+2)]. D’aprés le théore-

me I11.10.7 de [4](4) G(t) est alors équivalent au voisinage de l'infini 4 :

Gi)?
O]

soit a :
(43) {Ci(aXa +2)/2a - Cz(a)}t“/("“) exp[—CZ(a)tzo’/(""'?)] .

Les expressions (39) et (43) montrent qu’au voisinage de P'infini ST gf (i)og 0]

est équivalent & :
(44) Cs(a)t(a—2)/(a+2)[Logt2a/(a+2)]—-1 ,

(3 étant une constante positive ne dépendant que de . Si a < 2, (44) tend vers 0
quand ¢ tend vers 'infini et si & > 2, cette méme expression tend vers 'infini. On
en déduit, par le théoréme 53 ([9]), que si @ > 2, Z% est stable presque siirement et
que Z; — G'(%) SN 0. Dans le cas ol a < 2 rien ne permet de conclure.D’ou

le théoreéme suivant:
Théoreme 1.- St o > 2, (Z,%), est stable presque sirement.

On supposera par la suite que a > 2. De méme qu’au paragraphe précédent
on peut donner une approximation de a, = G_l(%) ; comme Lim,, 4o ap = +00,

on peut écrire d’aprés (43) :

Log G(an) = Cy(a) + a/(a + 2) Log ap — Ca(a)a2®/(*+2) 4 0(1),

{3) voir l'appendice 1 de la thése, Lemme 2.
(4) voir aussi 'appendice 1, Lemme 3.
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ot Cy(a) est une constante ne dépendant que de a. En posant
(45) b, = (Logn/Cy(a))(e+2)/2a
on obtient :
apr/e¥B) _ prel (04D = (Cy(a) + /(o + 2) Logan + O(1))/Ca(a) .

Si bien qu'en notant r = 2a/(a + 2), al, — b7, est équivalent au voisinage de 1'infini

a Cs(a)Loga, (avec Cs5(a) > 0 et 1 < r < 2 puisque a > 2). De plus,
ap, = b, = ay " an — bpa, ™),
et, comme 0 < b, < a,,

T T r—1
a, — by >a; " (a, —by,).

D’otr :
(46) al (@ — by > ap — by > 0.

Le premier membre de (46) étant équivalent a Cs(a)al™" Loga, ,a, — b, tend vers

0 ou encore :

(47) ap = bn + 0(1)
avec
(48) by = (Logn/Cy(a)){at?/2e

Ainsi, pour tout ¢ > 0,

(49) bp— e Z, Kb+ ¢
ps ps

On utilise ensuite les mémes méthodes qu’au paragraphe IV.

2°) Lemme 5.- Avec les mémes notations qu’ay paragraphe IV, on a encore

avec les mémes hypothéses : pour tout € > 0,

by—e € Zon

p.co.

b, étant donné par (48).
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m  On peut encore écrire :

rl
4o = Blan,n — an + 1) L (1—g)nongamld |

Ici, d’aprés (43) et (48),

2a¢
o+ 2

LogG, = —Logn + Ca(a) (Log 11/02((1))(“_2)/2“ + % LogLogn + O(1).
Donc, pour n assez grand, Log G, > Log(gnn:’—ll). Si bien que :

gn < Blay,n —a, +1)(1 - G,,)"_""‘Gg"—l =ql.

Il reste & montrer que la série Lgq!, converge.

Logql, = A, + AL, + A", ainsi qu'on I’a noté au paragraphe III. De la méme
& dn

fagon qu’au paragraphe précédent,

Logql, ~ Al, = —nG, et

(a~2)/2a
Log | Log d'.| ~ 2aeC(a) (Logn)

a+2 Ca(a)
Ainsi, pour n assez grand, ¢, est majoré par le terme général d’une série conver-

gente . La série Xgq, est donc convergente, ce qui achéve la démonstration. n

Cormné on I’a remarqué plus haut (Remarque 4), le lemme 5 étant obtenu,
la suite de la démonstration est analogue & celle faite au paragraphe III. 1l
reste a choisir u, pour que les conditions du lemme 4 solent vérifides pour
b, = (Logn/Cy(a))(**+?/22 On constate que u,, = [Logn]? convient encore. La

démonstration du résultat final est identique : on montre alors que
limd*(H,,5,) =0,

S, étant le cercle de centre O et de rayon b, = (Logn/Ca(a)) *T?/2,
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VI - CONCLUSION

Les calculs qui précédent nous ont permis d’obtenir sur des exemples des
résultats de localisation asymptotique du nuage de points défini par un échantillon
de R? dans le cas particulier ol la déformation imposée & I’échantillon est isotrope.
On peut dés a présent étendre ces résultats de la fagon suivante : si A est une
application linéaire de R2, la frontiére de ’enveloppe convexe de 4{X},---, X}
n’est autre que la transformée par A de H}. Ainsi, si {X{, -, X} satisfait aux
hypothéses des théorémes cités plus haut, il en est de méme pour 4{X],---, X} }.
Plus généralement, on peut imaginer que les cercles S, obtenus ici se déformeraient
non uniformément dans toutes les directions si U était une fonction aléatoire
de 6 ; on serait alors amené a considérer des formes non convexes. Ce type de
probléme s’apparente & I’estimation du support d'une loi ([2], [11], [12]). Ceci nous
conduit & étudier le probléme suivant pour un échantillon de variables aléatoires
4 valeurs dans R et de support non horné : trouver une enveloppe minimale non
nécessairement convexe contenant le nuage de points défini par ’échantillon. Nous

avons fait cette étude dans les chapitres 2 et 3, ({3], [3]’).
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Chapitre 2 : Stabilité de la valeur
maximale des échantillons
multidimensionnels






I. INTRODUCTION

Actuellement, la théorie des valeurs extrémes concerne souvent des variables non
identiquement distribuées, des données non indépendantes, ([Haiman, Puri,
1990},{Haiman, Puri]) ou des données multidimensionnelles, ([Davis, Mulrow,
Resnick, 1987]). Cependant, de récents articles sur les << outliers >> ([Gather, Rauhut,
1990], [Green, 1976], [Mathar, 1989], [Munoz-Garcia, Moreno-Rebollo, Pascual-
Acosta, 1990]), donnent un nouvel interét a la notion déja ancienne de stabilité ([Geffroy,
1958,1959], [Geffroy, 1961], {Gnedenko, 1943]). Nous proposons ici une nouvelle
définition pour la valeur maximale d'un échantillon multidimensionnel et pour la stabilité
de cette valeur maximale. Il est aussi possible de définir des lois << outlier-resistant >>
ou << outlier-prone >> comme cela a été fait pour des variables aléatoires réelles,
[Gather, Rauhut, 1990], [Green, 1976] ; dans ce chapitre nous €tudions tout d'abord les
propriétés de stabilité de la valeur maximale d'un échantillon multidimensionnel . Nous
étudierons dans le chapitre 4 1a notion de loi << outlier-resistant >> ou << outlier-
prone>>.

Etant donné un €chantillon (Yy,...,Y,) de R+, ot chaque variable a une fonction

.. . . * . 12 . *
de répartition F continue, si Yn est la valeur maximale de 'échantillon, alors F(Yn) est la

valeur maximale de ( F(Y,),....F(Y,) ) ; cette remarque est & l'origine de la définition

donnée ci-dessous.

On considere dans ce chapitre des variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(2,4,P) et a valeurs dans l'espace euclidien Rk,
X

Pour tout x dans RKX\{0} on définit un couple (Hxll,m) =(r,9) dans R*+* x Sk-1,

ot ILIf est la norme euclidienne. La sphere unité Sk-1 de Rk est munie de la topologie
induite par celle de Rk,

Pour chaque variable X = (R,0), on suppose que la loi de O, et pour tout 6,
que la loi de R étant donné © = 0, sont définies par une densité continue. On désigne

par Fy la fonction de répartition conditionnelle de R, étant donné ©=0,et Fbl son

inverse généralisée.
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Pour tout 0 <u <1, on appelle isobare de niveau u - de la loi de R étant
donné © =0 - I'application 6 ~— F;(u)‘ On suppose que cette application est continue et

strictement positive ; la surface d'equation p = Fbl (u) est aussi appelée isobare.

Soit E, =(X,...X,) un échantillon de variables indépendantes de méme loi
que X. Pourtout 1 <k <n il existe presque siirement une unique isobare de niveau
uy, delaloide R étant donné © =0 qui contient (Ry,0,). On définit la valeur
maximale de £, comme le point X; = (R:,@Z) de l'échantillon qui appartient a
l'isobare de plus haut niveau , c'est  dire I'isobare dont le niveau est max u; . Bien

1<k<n

slir on ne peut en pratique désigner la valeur maximale d'un échantillon de loi inconnue,
comme il serait possible de le faire s'il s'agissait du point le plus €loigné de l'origine ou
du point dont les coordonnées cartésiennes sont les maxima des coordonnées des points
de 1'échantillon. Cependant cette valeur extréme et plus généralement les valeurs
extrémes obtenues en ordonnant 1'échantillon selon les niveaux croissants, recelent
beaucoup d'information sur la queue des distributions conditionnelles et permettent une
étude statistique des isobares de ces distributions. De plus, l'interét de cette définition
réside dans le fait qu'elle est non seulement basée sur une distance classique de R, mais
sur la probabilité d'étre 2 une certaine distance de I'origine.

Dans le paragraphe II, nous donnons quelques propriétés de la loi du couple

(R:,@:). Dans les paragraphes III et IV, on définit la notion de stabilité en probabilité et

de stabilité presque siire de la valeur maximale. Il s'agit en fait de décrire la tendance de
* . ] ' z o .
X, 2 se situer au voisinage d'une surface donnée. Plus précisément, (X;)n est dite

stable en probabilité (ol presque sirement stable) sil existe une suite (") de

surfaces, d' equation p = g,(0) , telle que R: = gn(O:;) — 0 en probabilité (ou presque

stirement). Pour une classe de lois que nous allons préciser, ce phénomene se produit et
(g,) se révele étre une suite d'isobares de la loi de R étant donné © = 6. Cela
généralise la notion de stabilité étudiée par J. Geffroy , [Geffroy, 1958,1959], a qui
nous faisons de nombreux emprunts. Quelques exemples sont donnés dans le paragraphe
V. Dans le paragraphe VI, nous discutons les hypothéses que nous avons faites tout au
long de ce chapitre, en particulier certaines hypothéses de régularité sur les isobares.
Bien siir, beaucoup de lois ne possédent pas de propriétés de stabilité, aussi nous
utilisons une notion plus faible. L'idée est de remplacer chaque observation X = (R,0)
par la variable X9 = (¢(R),0) ol ¢ est une fonction convenable, afin d'obtenir des
propriétés de stabilité pour la variable X¢. Cela consiste a considérer 1'ensemble des
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points E:': = {(@(R):0)).-.(p(R,).0,)} au lieu de 1'échantillon initial. Nous donnons

dans le paragraphe VII quelques propriétés de la @-stabilité, ainsi que des exemples.
II - PRELIMINAIRES

Dans ce paragraphe nous donnons quelques propriétés de la loi conditionnelle de
* * . . .
R, étant donné © = 6 qui seront utiles par la suite.

Soit (X.....X,) un échantillon de représentation polaire (Rl,GI),...,(Rn,Qn). Pour

tout 1 <i<n, onpose:
n

¢ E; = {F@i(Ri) = mzilx F@j(Rj)}.
J:

Pour tout 8 et pour tout 0 <t < 1, P(Fg(R) St/ O =6) = Fg(F(1) =, donc
{F@j(Rj),j =1,...,n} est un échantillon de la loi uniforme sur [0,1]. De plus, la valeur
maximale de U'échantilion est presque siirement définie comme le point X; de

représentation polaire :

* * n
R®R0)=2_ ROl .

*
Théoreme 1.- a) @n et © sont de méme loi

b) Toute isobare de niveau u de la loi de R étant donné © est

- - © * 7 z *
aussi isobare de niveau uMde la loi de Rn étant donné G)n .

- a) Comme P(Fg(R) £ t/©=0)=t, pourtout 1<j<n Oj et F@j(Rj) sont
indépendantes. On en déduit que {@j ;j=1..,n} et {FGj(Rj) ;j=1,..,n} sont

indépendants.
Ainsi, pourtout 1<j<n, Gj et 1Ej sont indépendantes. Par conséquent, pour

tout borélien C de Sk-1:

n n
@ PO, € O) P(Zl Olg € C) = Zl P(@;e C;E)
1= 1=

n
Zl PO, O)P(E)=P© ¢ C).
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b) Soit p = Fél(u) une isobare de niveau u de laloide R étant donné @ =0 et
soit B I'événement (R < F(:)lr*‘(u)}. Comme B= M {Fg(R)<Su}, B est

indépendant de {Gj, j=1,..,n}. Ainsi pour tout borélien C de Sk-1 | (2) implique :

PO, € C;B)

n n
2 P@©,e C;E;;B) = Elp((aie ) P(E;B)
i=1 i=

P(©, € C) P(B)

*
Ainsi © et 1p sont indépendantes ; et,

1
3 PR, <F.w/0, =6)=P(®) = g P(Fo,R)Sw)=u" . =

*
n

. - * . ’ “, . o, * ’
Corollaire 1.- Soit F| 4 la fonction de répartition conditionnelle de R étant

s At . *  _n
donné Gn =0. Pour tout 6, Fn,e = Fe .

== Soit S le supportde laloide X. Soit x = (r,0) un point dont la distance a I'isobare
la plus proche est strictement positive . D'aprés la continuité des isobares, il existe une
boule ouverte B(x,e) dont la distance a 1'isobare la plus proche est aussi strictement
positive. Ainsi la loi de X affecte une masse nulle & B(x,g). Mais le support S est
l'ensemble de tous les points z de R K tels que P(V)>0 pour chaque ensemble ouvert
V contenant z ; donc x n'est pas un point de S. Ainsi la distance entre tout point de §
et une isobare est nulle . Dans la suite de la démonstration, nous considérons comme
isobare toute limite (uniforme) d'une suite décroissante d'isobares. S est alors I'union de
toutes les isobares de 1a loi de R étant donné © =6.

Pour tout ensemble ouvert 0 de Sk-1et pour tout couple (g,h) d'isobares tel que g<h,
on définit :

D(0,gh)={x=(@0)e S:0e 0, g®) <r<h(®)}.

Laclasse U de ces ensembles est un z-systéme [Billingsley, 1968].
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» De plus, pour tout x dans S et pourtout €> 0 il existe un ensemble D de U, de
diametre inférieur 2 €, tel que x € Dc D (Io) désigne l'intérieur de D pour la
topologie induite de S). D'aprés [Billingsley, 1968] page 14, U est une classe

déterminante pour l'espace métrique séparable S.
Soit X = (R,0) une variable aléatoire de Rk telle que © et © soient de méme loi

et telle que la fonction de répartition de R étant donné © =0 soit Fg Afin d'obtenir le

corollaire 1 il suffit maintenant de montrer que X et X* sont de méme loi .
Cela vient immédiatement de (3), de 1'équation suivante :

(4 PR < g(©)/© = 6) = Fy(g(8) = u" ,

et du fait que Uest une classe déterminante. -

. *
Les résultats précédents montrent que laloi de R étantdonné © etlaloide R
* . . A 1o « oy
étant donné @n définissent le méme ensemble d'isobares. Dans la suite, nous utiliserons

uniquement les isobares de la loi de R étant donné © et nous les appellerons

simplement isobares.

Nous supposons dans la suite de ce chapitre que pour tout 8 'application Fg est
strictement croissante et dong bijective. Fixons un point 6; dans Sk-! et munissons la

-
droite (08;) d'un vecteur unit€ 00, . Pour tout point point w (on désignera aussi par w

I'abscisse de ce point) sur le demi-axe positif 091+ , il existe une unique isobare contenant

w, dont le niveau est noté u(w).

Soit p = g(8,w) I'‘équation de cette isobare (notons que g(8,,w) = w). L'application
w~> u(w) de R** dans ]0,1[ est croissante et bijective. La condition (H) ci-dessous
sera utilisée dans la plupart des théorémes suivants.

(H) I existe 0 < a; <Py <+ oo tel que pour tout  dans Sk-1,

etpourtoutw>0: 0y < g&(e,w) <By.

Une conséquence immédiate est donnée par le théoréme suivant :
Propriété 1.- Pour tout € >0, il existe N >0, et pout tout w >0, il existe
deux isobares h&(B,w) et h&8,w) tels que pour tout 0 :

(5) g6,w)-e< h&@,w) < g®,w)-n <gO,w) + 1 <he@,w) < g(B,w) + ¢
(Notons que T ne dépend pas de w).
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= D'apres le théoréme des accroissements finis, on obtient :

g@®w)+Aa; < g@OwW+A) < gOw) + AP, siA>0
et gO,w) +AB; < g®.wW+L) < gBw) + Aoy si A< 0

I suffit de choisir A = g— (resp. A = -¢/B;) et de poser:
1

(6 n=ea; /B,
@) he@,w) = g(O,w +¢/B))
@® he®,w) = g(0,w — &/B)).

Remarque 1.-Le niveau u(w +¢&/B,) (resp. u(w —¢&/B;)) de h&(®,w) (resp.

de he(O,w)) est une fonction croissante de w ou de u(w).

Remarque 2.- L'inégalité (5) est une propriété clé mais (H) est plus facile 3
vérifier. (H) nous a été suggérée par un travail de Geffroy non publié dont certains
détails peuvent étre trouvés dans [Lecoutre, 1982]. Geffroy a considéré le cas d'une
densité unimodale de R2, décroissante dans toute direction. L'échantillon est alors
ordonné selon les lignes de niveau de la densité bivariée et non pas selon les isobares. Par
ailleurs , on montre dans le paragraphe VI que (H) n'est pas nécessaire a la stabilité de la
valeur maximale.

Remarque 3.- Pour un échantillon gaussien de R? de matrice de covaﬁance(g 0 )
T

I'hypothése (H) est satisfaite. De plus, les isobares sont aussi dans ce cas
les lignes de niveau de la densité bivariée. Leur équation polaire est g(8,w) = w@(6) on

_ 1 rcos?0 | sin28 Y172
“’(9)'@6( 202 T 212 ) '
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III - STABILITE EN PROBABILITE DE X = (R},0}).

D'aprés le théoréme 1, les lois de (R:;,G);';) etde (R,0) définissent le méme

ensemble d'isobares. Aussi nous pouvons proposer la définition suivante .

1. Definition 1.- (X:‘])n est stable en probabilité si et seulement si il existe une
suite (g,), dlisobares satisfaisant :

. P
© R:-g, (00 50.

P
2. Proposition 1.- Supposons (H) satisfaite. Si R; - gn(®:) — 0 (ou
(g,), est une suite d'isobares), alors pour tout €>0:

10) min PR} < g,@)+e/0} = 8) > 1.
0

(11) max PRy < g(6)—¢e/©) = 6)>0.
7]

= Soit € > 0 ; d'aprés la propri€té 1, il existe M >0 et deux suites d'isobares (hf), et
(h%), tels que pour tout & et pour tout n,

(12)  g,0) -€ < h2®) < g,(8)-n <g,®) +n < hi®) < g,(0) +¢,

11 vient alors pour tout 6 fixé :
R} <g,®+m) C (R} <h¥®)).

P
Comme R - g,(©}) =0,

(13) Lim PR; < hg(@:)) = 1.

n—>+oo

De plus si v |

, est le niveau de hfl :

(14) PR} < h&©Op) = fsk_l PR, < h{(6)/0] = 6) P .(d6)

n
= fsk_l Ven P@:(d9)=ve,n ,
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% *
Et pour tout 8, v, , =P(R < hE©)/0}, = 8) < PR} < g,(6) + g/0} = 0).
On déduit alors (10) de (13) et de (14). La preuve de (11) se traite de la méme fagon. ==

Cette proposition fournit un critere de stabilité en probabilité.

3. Théoréme 2.-
1) Si (H) est satisfaite et si (X;)n est stable en probabilité, alors pour tout

O0<a<b<l:
(15) lim  sup ~[(F grl(b) - (B g @] =0

e ge gk-

ii) Inversement, si (15) est réalisée, alors, X: = (R:,(-):) est stable en
probabilité.

= Soit £€>0. Par hypothése il existe une suite d'isobares (g,), telle que

n
R: - g,(@ ) z> 0. D'apres la proposition 1, pour n suffisamment grand,
b< P(Rj<g,(B)+¢/ ©; =) pour tout 8. Alors pour tout 8, (F; 0)"1(b) < g,(6) +& . De
méme (F;’e)'l(a) > g,(8) — € pour tout 8 ; d'olt (15).Réciproquement, pour & > 0,
(F:’e)'l(l——e) - (F;’e)'l(e) converge uniformément vers 0 . On choisit par une méthode

diagonale une suite (€,,) qui décroit vers 0, telle que :

(Fp ! (1-g)) - (Fp orlee,)
converge vers 0 uniformément.
En posant h,(8) = (F; o/l —¢) et g (0) = (F; o7 l(ey) , il vient :
P(RT < h(6)10;=0) = 1-¢, et
* *
PR} < g,(0)10 =6) = ¢

. pourtout®,

si bien que :
P(g,(®) <R} < h (@) > 1-2¢ .

Ce qui complete la démonstration du théoréme 2. -
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Le corollaire 1 montre que pour tout 0 <y < 1: (F:,e)'l(y) = F'el(yl/“),

([Geffroy, 1958,1959], page 70). Ceci permet d'établir le théoréme suivant. La
démonstration est la méme que celle du théoréme 20 dans [Geffroy, 1958, 1959].

4. Théoréme 3.-
1) Si (H) est satisfaite et si (X;:)rl est stable en probabilité, alors pour

tout O<o<P:
(16) Lim sup |Fl(l-a/m) —Fl(1-B/m! = 0.
N—+4o0 eesk-l

ii) 8i (16) est satisfaite , alors (X:)n est stable en probabilité.

Remarque 4.-

a) Fél(l-B/n) et Fél( 1-a/n) n'ontunsensquesi B/n<leta/m< 1.

b)pour tout 6 et pour tout 0 <t< 1, on pose Gél(t) = F“el(l—t) (o0 Gg =1 -Fy).
On a donc montré que si (X:;)n est stable en probabilité, on peut choisir dans la

définition, g,(8) = v,(0) = G'el(;ll-), pour n suffisamment grand.

5. Le théoreme de Gnedenko, [Geffroy, 1958,1959],[Gnedenko, 1943]) donne,
dans notre contexte, un critere simple de stabilité en probabilité.

Théoreme 4.- Supposons (H) satisfaite, alors (X¥), est stable en probabilité si
et seulement si il existe 9y tel que :

17 Lim %
( ) Ggl(x“h) = , pour tout h > 0

X—3+oo
(Alors (17) est vraie pour tout 6).

=Posons W# [lintersection de 09’1L et de l'isobare contenant X (cf le paragraphe II).

Pour tout w > 0,
P(Wy < w) = PR} < g(©F,w)),
ou g estlisobare d'équation g(B,w).

Comme g estune isobare, PR} < g(0,w)/©} = 6) ne dépend pas de 6,

si bien que :
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P(W¥<w) = PR} < g(0,w)/0%=8))
=PR}< w/ OF=0)
=Fgl(w).

Soit W; l'intersection de OGT et de l'isobare contenant X; = (R;,0,), (i=1,...,n). Pour

tout w > 0,
(18) P(W;<w) = P(RiSw/®i=61)=F9x(w) .

La variable al€atoire W est donc le maximum de n variables indépendantes de méme

loi, & valeurs dans R+ De plus, les variables Wi...,W,, ont pour fonction de répartition
Fy L Drapres le théoréme de Gnedenko, (W), est stable en probabilité si et seulemnent

St :

Lim Gel(x) 0 Lo
X500 Gel(x'h) =0 , pour touth >

11 suffit de montrer maintenant que (W)~ est stable en probabilité si et seulement si
(X#), est stable en probabilité.
Soit € > 0, supposons que (W), est stable en probabilité ; il existe une suite

P . R - .
(ay), telleque Wi ~a, — 0 . Soit (n l'isobare contenant a, et hf; R hfl les isobares

vérifiant (5) pour tout 0 :
19) £, @ -¢ < b0) < L@ -n<{®) <{ @ +n<hi®) <{,(®) +¢

(n ne dépend pasde n).
Alors,
Q0 (Wr-aj<n}c {R5©) <R: < @) C {RE-{ (©¥I<e)

P
si bien que : R:-{,(©% -0 .
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Réciproquement, s'il existe une suite  d'isobares (g,), telle que
P
RE —g,(©F) — 0, on note a, l'intersection de 091r avec g,. Pour £>0, il existe

M >0 et pour tout n, il existe ﬁfl et hf1 satisfaisant (19) pour tout 0 ; alors,
* ~
e {Ri-g@)Isn} c (RO <R} < hi©@H} C {IWx-al<e},

ce qui acheve la démonstration. -
Remarque 5.- En fait, la démonstration ci dessus reste vraie si 'on considére un
ensemble quelconque de courbes {g@,w); we OOT} tel que w<w' implique

g(0,w) < g(8,w"), pour tout 6. Si (H) est satisfaite, la stabilité de Wi et la stabilité de X

sont équivalentes. Ceci permet d'envisager de nombreux cas, mais tous ne sont pas
intéressants car il faut pouvoir calculer la loi de Wik : c'est ce qui est fait dans [Lecoutre,

1982].
1V - STABILITE PRESQUE-SURE DE (X;‘:)n .
1.- Définitions.

a) Définition 2.- La suite (X, est presque-siirement stable si et seulement si
il existe une suite d'isobares (g,), telle que :

%\ DS
(22) R; -2,©) > 0.
* .
D'apres le théoréme 3, si (X)) est presque siirement stable, on peut choisir dans

2) gn(6)='yn(9)=Gg(%).Ainsi, dans la suite, v,(6) désigne l'isobare G;,l(%) et T,

I'ensemble des points {(p,0); p <v,(0)}, (n=2).

Pour € > 0, posons :

(23) 5 ={(p.0): p<7,(0) +¢}

24) 5= {(p.0):p<v,(0)-¢)
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Alors, (X),, est presque siirement stable si et seulement si pour tout € >0,
(25) P{Liminf X} e T} -T,%} =1

2.- Comme on I'a fait avec le théoréme de Gnedenko, il est possible de prouver
le théoréme suivant, a l'aide des théoremes 49 et 50 de [Geffroy, 1958,1959].

Théoreme 5.- Si (H) est satisfaite, alors (X}), est presque siirement stable si et
seulement si il existe 6, tel que :

” - Gel(x-h)
26) xme G, () Log Gy, (x)

=+ oo, pour tout h > 0.

(Si (26) est vraie pour 6, alors (26) est vraie pour tout 0).

= Comme pour le théoréme 4, on note W# lintersection de 06)1 avec l'isobare

contenant X* . Si (W}k) = est presque slirement stable, alors il existe une suite (a,),

telle que pour tout £€>0:
P{Liminf(a, —€ < W¥ <a +g)} =1.

Soit Zn l'isobare contenant a,. Pour tout & > 0, il existe (hﬁ) et (ﬁﬁ)n deux suites

n

d'isobares et M > 0 tels que pour tout 8 (19) soit satisfaite. Les inclusions (20) et (21)
montrent que sous I'hypothése (H), (X}¥), est presque sirement stable si et seulement
si (W), est presque slirement stable. De plus, d'apres [Geffroy, 1958, 1959] (26) est
une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de (W), d'ol le résultat.

Remarque 6.- 11 est aussi possible de donner une preuve directe de ce résultat
sans utiliser la suite (W;l")n . Cette démonstration est donnée dans I'appendice 2 ; elle est

plus longue, cependant elle met en évidence les conditons de majoration et de minoration
presque siire de la définition (25), [Geffroy, 1958, 1959]) .
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Soit fy ladensité de Fy.

Corollaire 2.- Si (H) est satisfaite, s'il existe 0 tel que :

@7 Lim foy ) -
M G Log ILog Go; (0

o0 N

alors (X}), est presque siirement stable.

Pour la démonstration, voir [Geffroy, 1958,1959].

V - EXEMPLES

Dans ce paragraphe, on suppose que k=2 et on utilise les coordonnées polaires
dans R2.

1. Exemple 1.- Dans ce premier exemple, Fg(x) = (1 — e®®x™) 1 {x > 0} ob
m>0 et o est une fonction continue strictement positive sur [0,2n] telle
que a(0) = a(2w). Alors fa(x) = m () x™1 e 0®x™ 1 {x >0}.

Pour 6, fixé et pour tout w > 0, I'isobare g(8,w) est définie par:

a(0,)\I/m
o,w) =|—2-
g(®.w) (a(e)) w

Sibien que (H) est satisfaite.
Cependant (27) n'est vraie que pour m>1 car:

fo(x) _ m a(8) xm-1
Gg(x) Log ILog Gg()1 ~ Log (cu@).xm) °

*
Ainsi (X ), est presque siirement stable pour m > 1.

2. Exemple 2. Supposons que m = 1, donc Fg(x) = (1 - e®®)) 1 {x >0} (loi
exponentielle).Les conditions du théoréme 4 ne sont pas satisfaites : (X’;)n n'est pas
stable en probabilité et donc n'est pas stable presque strement. Cet exemple suggere
d'étudier une notion plus faible que la stabilité : la @-stabilité. Avant de développer la
@-stabilité, nous examinons un peu plus précisément dans le paragraphe suivant la
condition (H).
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VI - QUELQUES REMARQUES A PROPOS DE (H).

Tout d'abord, on peut montrer que (H) n'est pas une condition nécessaire pour la
stabilité de (X:)n ; pour cela il suffit de considérer 'exemple suivant :
1. Exemple 3.- Supposons que (X;,....,X;) est un échantillon issu de la

fonction de répartition multidimensionnelle :
(28) Fgo0 = (1- ex®®y1 (x>0},

ol o est continue sur [0,2n] , a(0) = a(2r) et o(®) > 0 pour tout 6.
Les isobares contenant w > 0 sont définies par :

«{0)
g(0,w) = w O |

a) Il est clair que (H) n'est pas vérifiée dans cet exemple. En fait, méme (5) n'est
pas satisfaite :
Choisissons a(8) = + 0 sur [0,7], alors pour 0 <8 <,

T
< —xl1

29
29) T+0

| —

Supposons (5) vraie; alors pour tout € >0 il existe 1 >0 et pour tout w >0 il existe
v(w) tels que pout tout 0 :

(30) wWte < w0 1 < (v(w) T8 < vTmee tg
En particulier,
w<v(w)<w+E.

Donc,

W — (yw) e < W8 [ +§/.)"/1t+6 -1],
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et, pour w suffisamment grand, pour tout >0 :
/40 _ /40 g (& T 1
w v(w < w +0
(v(w)) (w P (w))

De (29) on déduit :

Lim (w8 — (v(w))"m+0) = 0 |
n— o0

ce qui contredit (30).

b) Pourtant (X:)n est presque siirement stable.

Soit B(6) = 1/a(8) , supposons que P ait un maximum B(0) = < I. L'¢quation des
isobares est :

1

(31) g(e,w) - WB(G)/B .
comme pour tout 8, @) <P<1,

(32) sup WwPOB _ BB _
0

pour w et v suffisamment grands. Par conséquent,

(33) Slép lg(@,w) - g(0,v)] =lg(0,w) - g(O,v)!

. * . . . * . o .
Notons maintenant W, l'intersection de 1'isobare contenant X, et du demi-axe positif
* . PIRT V4
0=0;,(W o)n stpresque sirement stable puisque (27) est vérifie.

Donc, pour tout € >0 :

P{Liminf[a,-e<W, <a,+e]} =1,

ob 2,=Gy' () = (Log )P
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Soit € > 0, on désigne par Z;f(e) (resp. tn(e), lfl(e)) l'isobare contenant a

-e e .
(resp. a,, a, +&). Comme in et ln sont des isobares,

1=P {Liminf[an-e<WZ <a, +¢€]}
=P (Liminf [ ©) <R <{E @)} .

De plus, d'apres (33) ,
lim ~sup 1£50)-4,0)) = ¢,

n— oo

et
lim sup IE5®)- £, ©®)l =¢.
n-—>oco 0

Donc,

% % psS.
R,-4,©) = 0,
£
et (Xn)l1 est presque sirement stable.

2.- A partir de cet exemple nous pouvons donner une autre condition suffisante de
*
stabilité pour (Xn)n . Supposons qu'il existe 6, tel que pour tout w >0 et pour tout

n>0:

(K) sgp (g(8,w+n) - g(®,w-n)) = g(6;,w+M) — g(61,w-7) .

* * . ..
Soit W, lintersection de l'isobare contenant X et du demi-axe positif OGI' .

De méme que dans I'exemple 3 on peut prouver le théoréme suivant.

*
Théoreme 6. Si (K) est satisfaite et si (Wn)n est presque siirement stable,

E3
alors (Xn)n est presque silrement stable.

3.- Les conditions (H) et (K) sont de nature différente : (H) est une condition
d'uniformité tandis que (K) utilise l'existence d'une direction 8, qui peut étre interprétée
comme la direction la moins favorable.li est clair que (H) et (K) ne sont pas équivalentes
(voir l'exemple 3). Bien sir si g(0,w) = k(0)w + 1(8) , alors (H) implique (K). On peut
remarquer aussi que le théoréme 4 est encore vrai sous la condition (H).



VII - ¢-STABILITE

1.-Soit ¢ une fonction définie sur R+, positive, de classe Cl, croissante et

bijective. Dans ce paragraphe on considére les variables :

X¥ = @R.0... XE = (@R.0,).
On note pour tout 6, fg’ la densité conditionnelle de ¢(R) étant donné © =0 et
F‘g =1- G‘g la fonction de répartition conditionnelle de ¢(R) étant donné © = 9.

Pour tout t >0,

(G4 F§ () = Fo(or'(®)
(35) 0 = (@1O) . fo(@ ).

*
On désigne par x‘g = (@R ))*.0%) la valeur maximale de (X?,....X?) ; alors,

X% = (o(RE),0%).
Il est clair que si (g,), estune suite d'isobares de niveau u pour la loi de (R,0), alors
(@(gy)), est une suite d'isobares de niveau u pour la loi de (¢(R),0) et
réciproquement.

Cette remarque suggere la definition suivante qui généralise la définition de la

stabilité relative donnée par Geffroy dans [Geffroy, 1958,1959] et par Gnedenko dans
[Gnedenko, 1943].

*
Définition 3.- La suite (Xn)n est dite @-stable en probabilité (presque

siirement} s'il existe une suite d'isobares (g,), (pour la loi de (R,0)) telle que :

(36) R¥ - g, (O%) = 0.
p.s.

45



Remarque 7.- Quand ¢(x) = Log (x) = Max(0,Logx), 1a ¢ -stabilité n'est autre
que la stabilité relative, [Geffroy, 1958,1959], [Gnedenko, 1943], [Green,1976]w; (36)
peut alors s'écrire :

R} By
£,©7) ps.

(37

2.- Tous les résultats des paragraphes III et IV peuvent étre utilis€s pour

.....

a) L'équation de l'isobare contenant le point v >0 du demi-axe 09:’ est :

(38) £°0.) = 0(g®,97 1)) .

b) La condition (H) devient (H)® ; par exemple, si ¢ = ng, H)? s'écrit:

2g(0,w)
(ﬁ) a <w_iv_v_ < B
PTogewy !

c) Les théorémes 4 et 5 peuvent &tre utilisés en remplacant Gg, fy ,... par
0 .
G .1 ...
ES
d) Bien sir, si (Xn)n est stable, les propriétés de stabilité subsistent pour

(X:*)n si @ est une fonction concave, [Gather and Raubut, 1990].

3.- Exemples

a) Exemple 4 : loi de Cauchy
Supposons que E, est un échantillon tel que :

_2_MO) .
fe(x)—n 2+ 220) 1{x>0};

ol A est une fonction continue et positive .



Alors,
2 X
F, == Ar — 1 .
9 ®) L Arce (7»(6)) {x>0}

Comme la distribution de Cauchy ne posséde pas de moments, (X::)n n'est pas stable,

[Geffroy, 1958, 1959].
Cependant, pour tout 6 et pour x suffisamment grand,

2 40

Fod) ~ 1-2 =

Ainsi les conditions du théoréme 4 sont satisfaites par Gg si et seulement si :

¢-1(x-h)
x4 LG

(39) = 0, pourtouth>0.

1l suffit de choisir ¢(x) = VLogx ou @(x) = Log Log x qui est une fonction plus

concave que VLog x. De plus, pour ces deux fonctions, (H®) est vraie pour v
*

suffisamment grand. Ainsi (X ), est @¢-stable en probabilité. Remarquons que pour

*
0<a<1,la fonction @(x)= (Log x)% convient également ; cependant (Xn)n n'est

pas relativement stable.

b) Exemple S : loi exponentielle
Supposons que E, est un échantillon tel que :

Fo(x) = (1 - &%) 1 {x >0} ;

o est une fonction continue et positive .
De méme, pour une loi exponentielle, la condition sur ¢ est:

(40) Lim ¢ l(x-h) — ¢-}(x) = -c0, pourtouth>0.
X— +oo

Les fonctions ¢(x) = Vx ou ¢(x) =Log (x) conviennent et (H)? est aussi vérifie.
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c) Exemple 6.
On considere l'exemple 1 avec 0 <m < 1. Choisissons @(x) = x1/2m,

alors Fg(x) = (1 —e-a(e)x2)1 {x'> 0} et (X:*)n est presque siirement stable,comme

on I'a vu dans I'exemple 1.

d) Exemple 7.
Supposons que E,, est un échantillon tel que :

A(©6)
Fo(x) = (1 - @y 1{(x>0};

A et a sont des fonctions continues et positives. (Pour «(8) = 1, on obtient
asymptotiquemnent une loi de Cauchy). Choisissons @(x) = VLog x ; alors ,

Fo) = (1 -1(0) @@ 1 (x>0},
et l'exemple 1 montre que (X:’*)n est presque sfirement stable.

VIII - CONCLUSION
Les résultats de ce chapitre nous ameénent & considérer I'aspect géométrique de la

stabilité : dans le chapitre suivant, nous décrivons comment les points de I'échantillon se
répartissent dans un domaine non convexe limité par les isobares v,. En utilisant Ia

notion d'isobares, il est possible d'étudier la localisation asymptotique des points d'un
échantillon, sans hypothése de convexité.

48



BIBIOGRAPHIE

Billingsley, P., (1968), Convergence of Probability Measures. Wiley.
Fisher, L., (1966), The convex hull of a sample, Bull. Am. Math. Soc. 72, 555-558 .

Gather, U. and Rauhut, B., (1990), The outlier behaviour of probability
distributions, Jounal of statistical planning and Inference 26, 237-252.

Geffroy, J., (1958,1959), Contribution & la théorie des valeurs extr€mes, Pub. Inst.
Stat. Univ. Paris, 1958 (fasc. 4) et 1959 (fasc. 1).

Geffroy, J., (1961), Localisation asymptotique du polyedre d'appui d'un échantillon
laplacien a k dimension, Publ. Inst. Stat. Univ. Paris, 1961, n°59.

Gnedenko, B.V., (1943), Sur la distribution limite du terme maximum d'une série
aléatoire. Ann. Math. 44, 423-453.

Green, R.F., (1976), Outlier-prone and outlier-resistant distributions, J. Amer. Statist.
Assoc. 71, 502-505.

Haiman, G., Puri, M., (1990), A strong invariance principle concerning the J-uper
order statistics for stationary m-dependent sequences, Journal of Statistical Planning
and inference.

Haiman, G., Puri, M., A strong invariance principle concerning the J-upper ordre
of statistics for stationary gaussian sequences” (2 paraitre dans Annals of Probability).

Mathar, R., (1989), The outlier-behaviour of distributions and the decay power of
optimal tests at decreasing level. Statistics 20 (2), 247-254.

Muioz-Garcia, J., Moreno-Rebollo, J.L. and Pascual-Acosta, A., (1990),
Outliers : A formal approach. International Statistical Review, 58, 3, 215-226.

Lecoutre, J.P., (1982), Contribution 2 l'estimation non-paramétrique de la régression.
These , Université Pierre et Marie Curie, Paris.

Davis, R., Mulrow, E., Resnick, S., (1987), The convex hull of a random
sample in R2. Comm. statist. - stochastic models ; 3(1), 1-27.

49






Chapitre 3 : Localisation
asymptotique des échantillons
multidimensionnels






I. INTRODUCTION

Dans ce nouveau chapitre, nous poursuivons notre travail en nous attachant a
décrire avec une certaine précision le comportement asymptotique du nuage formé
par un échantillon multidimensionnel. Geffroy ([6]) et Fisher ({3]) furent & notre
connaissance les premiers & traiter ce genre de probléme. Comme référence plus

récente, nous pouvons citer Davis, Mulrow, Resnick ([1]), Van Wel ([11]).

En fait, tous ces auteurs ont travaillé essentiellement sur I’enveloppe convexe
des échantillons. Pour ce qui nous concerne, nous avons tenté de définir et d’étu-
dier des sortes d’enveloppes non nécessairement convexes. Les résultats obtenus
dépendent de propriétés que toutes les lois de probabilité multidimensionnelles ne
possédent pas. Pour aller plus loin, nous exploitons alors la notion déja ancienne
de stabilité relative, en la généralisant ([7], [5],[8],[2]). Nous remplacons chaque
observation X par une variable X, de coordonnées polaires (¢(R), @), oit ¢ est
une fonction concave bien choisie, et nous voyons ce qu’il advient des propriétés

de localisation asymptotique du nuage de points ainsi obtenu.

On rappelle ci-dessous les notations du chapitre 2. On considére des variables
aléatoires, définies sur un espace probabilisé (2,4, P) & valeurs dans l’espace
euclidien R* muni de la norme euclidienne |[-]|. Soit X une telle variable aléatoire ;

si || X (w)]l est non nul, on pose :

(1) R(w) = | X(w)]
LX)
2) o) = x@

La sphére unité $*~1 de R* est munie de la topologie induite par celle de R¥.

Notre étude nécessite un certain nombre d’hypothéses sur la loi du couple
(R, ©), que nous faisons une fois pour toutes: la loi de O est donnée par une densité
continue j(#). Pour tout 8, la loi conditionnelle de R étant donné © = @ est donnée
par une densité continue fg(p), ou par la fonction de répartition conditionnelle de
R étant donné O =6, Fy(p) = P{R < p|® = 8} = 1 — G4(p). On suppose que F
est bijective. Pour tout 0 < u < 1, on appelle isobare de niveau u, de la loi de R
étant donné @ = 6, 'application § — F,;'(u). On suppose que cette application

est continue et on appelle aussi isobare la surface de R¥ d’équation p = Fy Y(u).
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Soit E,, = (X4,---,X,) un échantillon de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi que X. Pour tout 1 < k < n, il existe presque siirement une unique
isobare de la loi de R étant donné @ = 8 contenant X; = (R, 0,). Comme
dans le chapitre 2, nous définissons la valeur maximale de E, comme le point

X?* = (R}, O%) de ’échantillon contenu dans l'isobare de plus haut niveau.

Les lois de (R, 0) et de (R}, 0;}) possédent le méme ensemble d’isobares, ce
qui a justifié dans le chapitre précédent la définition suivante : la suite d’extrémes
{X)n est stable en probabilité (p.s.) s’il existe une suite (g, ) d’isobares telle que
(R — g.(©7F)) converge en probabilité (p.s.) vers zéro. Cela traduit la tendance

de (X}), & se rapprocher d'une certaine surface.

La notion de localisation asymptotique de E,, permet une description plus
précise du comportement des extrémes : nous dirons que E,, est localisé asymp-
totiquement si, pour tout € > 0, il existe deux suites (h%) et (h%) d’isobares

délimitant des domaines
Cs = {(p,0): ho(8) — ¢ < B5,(6) < p < h(6)}

et si chacun de ces domaines peut étre lui-méme partagé en sous-ensembles
C:, (1=1,--,un) tels que :

a) fln — 00

b) lHmy,— oo sup; )\k(Cfu-) = 0 (A* désigne la mesure de lebesgue sur R¥.)
) P(UZ, L, {X e Cr}) =1

d) P(UZ, N3, N2 {E. NCL #0}) =1

Cet ensemble de propriétés exprime le fait que, asymptotiquement, les points
extrémaux de E,, remplissent réguliérement les couronnes C¢. Il s’agit d'une notion
plus forte que la stabilité presque sfire, exprimée ici par la seule
condition c). Evidemment de nombreuses lois de probabilité ne conduisent pas
4 de telles propriétés. L’idée de @-stabilité déja utilisée dans le chapitre 2 permet
alors, dans de nombreux cas, de donner quand méme une réponse intéressante a
ce type de question. Il s’agit de remplacer I’échantillon initial E, par un nouvel
ensemble de points E¢ = ((¢(R1),01);--;(p(Ry),04)), oll ¢ est une fonction
définie sur R*, positive, de classe (), strictement croissante, de fagon que E¢
présente des propriétés de stabilité et de localisation asymtotique. Intuitivement,

@ doit étre “suffisamment concave” pour ramener les extrémes de E, & un tel
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comportement. En fait, pour ¢{z) = Max(0,Logz) = I:o\g z, on retrouve la no-
tion de stabilité relative introduite par Gnedenko {7], et Geffroy ([5},[6]) pour un

échantillon unidimensionnel.

II. PRELIMINAIRES.

Nous avons utilisé & plusieurs reprises dans le chapitre 2, des hypothéses de
régularité pour les isobares, afin de denner des conditions suffisantes de stabi-

lité.Nous les reprenons dans ce chapitre.

s )
a) Fixons 6; dans G5! et un vecteur unité 08, cur la droite 06; ; pour tout

point w, {on désignera aussi par w l'abcisse de ce point), sur le demi axe positif

06,%, il existe une unique isobare de niveau u(w) contenant w. Soit g = g(6,w)
Péquation de cette isobare. {remarguons que ¢(8;,w) = w). La condition (H)

/

introduite dans le chaoitre 2 sera parfois utile dans la suite :

(H) Il existe 0 < oy < B3 < +00 tels que pour tout 8 et pour tout w > 0 :

15]
ay < 5?;(&1@ < B,

Il est alors aisé de déduire de (H) la propriété suivante des isobares :

Pour teut ¢ > 0, il existe n > 0, et pour tout w > 0, il existe deux isobares
he(8,w) et he(8,w) tels que pour tout 8 :

(1) g(6,w)~c< ?5,5(9, wY < g(0,wi—n <¢lfw)+n<h®(8,w) < glfw)+

i
\

o

b) Le théoréme suivant, démontré dans le chapitre 2 ({21,[5]), donne une

condition suffisante de stabilité presque siire pour (X}),.
Théoréme A : Si (H) est satisfoite ¢t sl existe 6, tel que

oy

(2) lim fole)
{ z=Yoo Gy, (2) Log | Log Gg, ()]

= +oc, alers (X))n

est stable presque sdrement.

c) Nous avons aussi montré dans le chapitre 2 que la condition (H) n'est pas
nécessaire & ia stabilité de (X}), (cf. exemple 4). Une autre hypothése peut assurer

la. stabilité presque siire de (X}, : nous I'appellons la condition (K).
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Il existe 8, tel que pour tout w > 0 et pour tout n > 0:

(K) sgp(g((?,w +1)—g(8,w—n)) = g(61,w+7n)—g(b1,w—17).

Soit W* Pintersection de lisobare contenant X* et du demi-axe positif 067 .
n n P 1

Théoréme B : Supposons le condition (K) vérifie, si de plus {(W}), est

presque strement stable, alors (X*), est presque sirement stable.

On a déja remarqué que les conditions (K) et (H) étaient de nature différente;
(H) étant plutot une hypothese d’uniformité alors que (K) privilégie une certaine
direction. Nous supposons dans la suite du chapitre que (X}, est stable presque

stirement.

III. LOCALISATION ASYMPTOTIQUE DE I’ECHANTILLON.

La suite des valeurs maximales (X ), étant stable presque slirement, pour

tout € > 0,

(3) P{liminf(X} € T, —T;)} =1

ot T5 = {(p,8) : p < a(8) + ¢} et T3 = {(p,6) : p < 7a(6) — £}, o, comme on

V’a montré dans le chapitre 2 :

1
(4) Tn{0) = Ge_l(;) pour n>2.

Les résultats de localisation asymptotique sont basés sur ’étude de la répar-
tition des points de ’échantillon qui appartiennent au domaine limité par des
surfaces d’équation v,(8) + = et y,(8) — € (cf. exemples 1,2,3) ou par des isobares

adéquates (cf. exemple 4).

Ordonnons 1’échantillon selon les niveaux croissants :
Fnx YNk Sk *
1 A2 77 An - Xn .

Pour 1 € a < n, on note X& = (R%,0%) = X2*,,,; en particulier :
Xr=X

*
ne
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1) Théoréme 1.
a) OF et O ont méme lot.
b) Soit ¢ une isobare de niveau u pour la lot de (R, Q) :
a—1
P(R < g(02)) =Y Chum*(1 ~w)*.
k=0

Les lois de (R2,09) et de (R,0) définissent donc le méme ensemble d’iso-

bares.

¢) La fonction de répartition conditionnelle de R étant donné ©2 = 6 vérifie :

(5) dFg an(zy = TFy (2N~ Fo(2)) 'dFy(, .

(n—a)l(a-1)

La démonstration est identique & celle du théoréme 1 du chapitre 2.

Soit (v,). la suite d’isobares de niveau 1 — %, donnée par (4) . On suppose
que (H) est réalisée. Pour ¢ > 0, il existe 7 > 0 et deux suites d’isobares (h¢), et

(h%)n tels que pour tout n et pour tout 8 :
(6) n(8) — /2 < h5(8) < 7a(8) — 71 < ¥(8) < 70(6) + 7 < hL(8) < Yn(B) + /2

Puisque (k). est une iscbare, (5) montre que Fy o o(h%(8)) ne dépend pas de 6.

On note comme dans l'introduction Cf le domaine compris entre hé et he et

vi le nombre de points de 'échantillon situés dans C¢.

Le lemme 1 donne une minoration asymptotique presque stre de v%; pour

cela on utilise la définition suivante :

2) Définition 1. Soit (D,), une suite croissante d’ensembles ordonnés par
inclusion; {XJ* 11, -+, X}*} est presque complétement asymptotiquement inclus
dans DS, ({X2* 11, XP*} C DE p.co.a), si

™. S P[(X2 s X2} ¢ D3] < o0
n=1

3) Lemme 1. Soit ¢ > 0. S§% existe une suite (a,), telle que
lim,joo@n = +0o et telle que 3 o0, Fp o, o(R5(8)) converge, alors vE > a,

presque surement asymptotiqguement.
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® Comme on I'a déja remarqué, g, = Fg o, n(75(8)) ne dépend pas de 6, puisque
he est une isobare. Posons ['¢ = {(p,0) : p < fz;(o)}. Si 3 oo ;qn converge alors
(X2t 410, X2} C (T2)° p.co.a. Comme la suite (X), est stable, asympto-
tiquement il n’y a presque siirement pas de point de E, en dehors du domaine

limité par hf ; si bien que v > a, presque sfirement asymptotiquement. ]

On suppose de plus que la densité j de @ vérifie :

= inf j(6
(8) m= inof j(6)>0

On note : M = supyegr-1 j(6) .

4) Théoreme 2. On suppose que les conditions du lemme I sont vérifides.
Soit (fin)n une suite telle que limp oo, = +oo et telle que Tp,(1 — -ﬂ—l-)""
converge. Alors pour tout ¢ > 0, C; peut étre partagé en u, partics telles que

asymptotiqguement chaque partic coniienne presque sirement, au moins un point

de E,.

® Soit ¢ > 0 et (Py,---, Py, ) une partition de Skt en Itn ensembles de méme
aire ({6]).
Posons :

C';,zz{(pﬁe)ec’iioepl}a i=1»"'»ﬂn~
Alors
Cr=U,C;

n,e

Pour tout 1 = 1,--- iy,

m M
SPXeC|XeC))< :
n ’ Min
Soit Qn I'événement réalisé si chaque partie O} (: = 1,---, ut,) contient au moins
un point de E,, et soit :
(9) gN = r]n>NQn,
(10) Hy =Npsni{v;, > an}, pour n>N,
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L’inégalité de Boole fournit :

(11) P{ENIHN} > 1~ ) P{Q:IHn}.
n>N

Il est clair que pour n > N, @, ne dépend de vi, vy, - qu'a travers vg.

Si bien que
P(Q5Ivi Vivaas ) = P(Qalvs) < pa(l = =)
nlVN VN1 = nlVn) = Bn Mu,
Donc
P(QaIMN) < p(1 — —)°"
nl TN = finld = My, )

Et, puisque les conditions du lemme 1 sont satisfaites,

Ainsi, impy 4 oo P(En) = 1 si la série Y pn(1 — -;1-;)""' converge. ]

Une condition suffisante pour que le volume des Cy, ; (¢ = 1,- - - iy, ) tende vers

zéro est donnée dans le théoréme 3; A* désigne la mesure de Lebesgue dans R¥.

(1 (0)* 7"

. ) = 0, alors pour ¢ fizé,

5) Théoréme 3. Si lim, . o Supgesk-l(
limy, oo /\k(C'fl’i) =0 pouri=1,2, i,

m Comme C;, = {z = (p,0) : § € Pihe(8) < p < h&(8)}, alors
AMCe ) < M{e = (p,8) : 8 € Pi;va(6) =2 < p < ya(8) + £}. Si on note
Y = Supgest-1{7a(8)}, il existe c(k) tel que ;
k
Moz ) < Xz ot
, fin
[ |
6) Remarque 1. La condition (K) permet aussi d’obtenir les résultats

précédents. Supposons qu'il existe &, satisfaisant (K). Posons a, = Go"ll(;l;);

¢ étant fixé, on pose :
hi(9) = ¢(8,w,) isobare passant par wy, = an +£/2
he(8) = g(8,v,) isobare passant par v, = an — /2

on obtient donc :
sup [h(6) - RE(8)] = g(61,wn) — g(81,0,) =€ .
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Si bien que le domaine limité par hS et k% peut s'écrire encore :
Cr. = {(p,0) : ho(8) — ¢ < hi(8) < p < h3(6)} -

Si Wi, (i = 1,---,n), désigne Pintersection de 067 et de Iisobare contenant X;,
la variable aléatoire W, intersection de OG;L et de l'isobare contenant X, peut
étre considérée comme le maximum de variables indépendantes Wy, -, W, de
fonction de répartition Fy,. Le lemme 1 montre alors que si le nombre de points
Wi (i =1,---,n)situés entre a,—¢/2 et ap+¢/2 sur 'axe 09;‘ est presque sQirement
asymptotiquement minoré par a,, alors il en est de méme pour le nombre de points

de E, situés dans C7.

On peut alors de la méme fagon que précédemment démontrer les théoremes
2 et 3.

IV. EXEMPLES

1) Exemple 1.

On suppose que la loi de R étant donné © = § est définie dans R? par :
(12) Fo(z) = (1—e "™ )11,50

ol a est une fonction continue, strictement positive telle que a(0) = a(27). On a
montré dans le chapitre 2 que si m > 1 les conditions (H) et (2) sont satisfaites,

si bien que la suite (X}), est stable presque slirement ; on peut choisir :

Logn)l/m

i) =65 = «(6)

dans la définition ([2],[5]).

Les conditions du lemme 1 sont satisfaites pour a, = [Logn]® ol s est un

entier positif arbitraire. La démonstration est semblable 4 celle du lemme 1 de [6].

Soit ¢ > 0. Comme Fjy o, o(h%(8)) ne dépend pas de 6, on peut supposer 6
fixé. D’apres (5), on obtient :

1
(13) 4o = Foun(F40) = Blamn—an+1) [ (1= grengerrdg
Gn
ol
(14) G = Go(h%(6)) ne dépend pas de 8
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et ol

n!

(15) B{ap,n—an+1)= o= an)!('an I

La fonction (1 — ¢)*~2»¢*»~1 est continue sur [0,1] et atteint son maximum
en %l”f—l]- Pour comparer G, et 9‘#_;11,011 compare Log G, et Log(%l’_;ll).

&

1
(16) Log T = —Logn 4 sLogLogn + o(1)

-
n —
Par ailleurs, puisque (H) est satisfaite, d’apres (1) il existe 7 > 0 tel que pour

tout n et pour tout 8 :

(17) h5(8) = 1n(8) = £(n.6)
avec
(18) 0<n<e(n,8)<ef2, pourtout n et pour tout 6.
Ainsi
Log G, = LoglGi((-55)!/" — <(n.9))]
et

(19) LogG, = —Logn+ ms(n,9)(a(9))1/m(Logn)1"r% + O<(Log n‘)l"z/m) .

De (16) (18) et (19) on déduit que pour n assez grand ,

Gn>a"—1

n—-1"
On obtient donc :

qn < ¢ = Blap,n —an + 1)(1 - Gp)" %G1

1l reste a prouver que g, converge.Or, quand n tend vers l'infini, on montre
que Log|Loggl| est équivalent & me(n,8)(a(8))!/™(Logn)~/™. Comme o est
bornée sur le compact [0,27] par un nombre strictement positif, et d’apres (18),

¢y, est majorée par le terme général d’une série convergente.
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De plus, il est clair que les conditions du théoréme 2 sont satisfaites pour
a, = [Logn]® et pour Logpu, = O(LogLogn), ([6]). Il suffit alors de choisir
pin = [Logn]=+¢ (§ > 0) pour que les conditions a) b) ¢) d) définies dans
I'introduction soient réalisées.

2) Exemple 2.(Lo: ezponentielle)

On suppose ici que Fy(z) = (1 ~—e""(9)z)1{z>0}. On sait, d’apres le chapitre 2,
que pour cette loi, (X}), n’est pas stable en probabilité, cependant, si l'on
choisit p(z) = I/,o\gw = Max(0,Logz) (ou ¢(z) = /), la suite de variables
aléatoires {X %}, = {(p(R}),©%)}, est stable presque sirement. On choisit par
la suite ¢(z) = IT(%;E ce qui correspond & la stabilité relative presque siire. 1l est
possible d’obtenir pour E, = ((I;)\g(Rl),Gl),---,(ITO\g(Rn),@n) des propriétés
de localisation asymptotique, en utilisant la méme méthode que pour I'exemple
précédent. La fonction de répartition conditionnelle de ITo\gR étant donné © =4

est :
(20) F0(5ﬂ) =(1- em(O )1{z>0}
Puisque la suite (X ), est relativement stable presque sfirement,

LogRY — 4.(0%) =3

Fal(8) = G’;l(l/n) = LogLogn — Log a(8) .

I\

On vérifie facilement que les isobares définies & partir de (20) satisfont la
condition (H); ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe une suite d’isobares (A%), et n > 0

tels que pour tout n et pour tout 4.

n(6) = 3a(6) — €(n, 0)

0<n<e(n,b)<e/2 pourtout n ettout 6.

On ordonne E,, selon les niveaux croissants en :

- n o n _ Ya ono__ o,
Xl””’ n—a+1_Xn""aXn =X 3

n
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ﬁé’,amn désigne la fonction de répartition conditionnelle de i_iz étant donné ©2 = 4.
Le lemme 1 est encore satisfait pour a, = [Logn]® (s entier arbitraire). En effet,

comme dans I'exemple 1,
~ = L
In = Foan n(B5(0) = Blamn—an+1) [ (1-gm-ongmide,
Gn

ot G, = Go(hs(8)) = el Lognl Done Log G, = —e~<(m® Logn et pour n
assez grand,

a, —1

n—1

Gn>(

).

st bien que :

dn < Blap,n — ay +1)(1 = Gp)" "o G-t = ¢! .

On verrait facilement que lorsque n tend vers 'infini, Log | Log ¢/,| est équiva-
lent & (1—e~*"#) Log n, et que la série ¢, converge. En choisissant u, = [Logn],

les conditions a) b) c) d) de localisation asymptotique sont satisfaites.

Remarque 2. On pourrait traiter de la méme facon le cas o
Fp(z) = (1 - e“”‘(mzm)l{zw} oi m < 1 :1il suffit de choisir p(z) = z7w, on

obtient en effet :

Ff(z) = P{p(R) < 2|0 =6} = (1- ") 11,50,
loi pour laquelle les résultats de localisation asymptotique ont été déja obtenus
dans l'exemple 1.

3) Exemple 3. (Lot de Cauchy).

On choisit ici dans R? des variables X;, de fonction de répartition condition-
nelle : A6)
Fo(z) =1~ —yHz>1y
ol A et & sont continues, positives sur [0, 2x] et vérifient A(0) = A(27) ainsi que

a(0) = a(27).

En prenant en particulier a(6) = 1, on obtient asymptotiquement la distribu-

tion d’une loi de Cauchy.

La loi de Cauchy n’ayant pas de moments, (X ), n’est pas stable en probabi-
lité ([5]), de plus, le théoréme de Gnedenko ([2},[5],[7]) a montré dans le chapitre 2
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que (X})n n’est pas relativement stable. Par contre, si 'on choisit ¢ telle que :
=0, pourtout h>0,

alors (X ), est ¢ stable. (cf le chapitre 2).

Par exemple ¢(z) = /Logz convient (¢(z) = Log Log & convient aussi). On
obtient en effet comme nouvelle fonction de répartition conditionnelle de R étant
donné © =@ :

Ff(z) = P{p(R) < 2|0 = 8} = (1= \(8) - e D" )1,y .

pour laquelle on a déja obtenu dans le chapitre 2 des résultats de stabilité presque

stire ([2]) et dans exemple 1 des résultats de localisation asymptotique.
4) Exemple 4.

On suppose dans cet exemple que les X; sont des variables aléatoires a valeurs
dans R? et que la fonction de répartition conditionnelle de R étant donné © = 8

est :

. _p(8)
(24), Fo(z) = (1 - """ )10

ol « est une fonction continue sur [0,27], vérifiant a(0) = a(27) et «(8) > 0
pour tout 8. L’étude faite dans le chapitre 2 a montré que la condition (H) n’est
pas vérifiée. Cependant, on a constaté que (X)), est stable presque sfirement
pour a(0) > 1 car les conditions du théoréme B rappelé dans lintroduction
sont satisfaites pour 8; = 0. Si l'on définit, comme dans la remarque 1, a, par
G (%) = (Log n)1/2(®) et si pour € > 0 fixé, on note hZ(8) (resp. h%(6)) I'isobare
passant par w, = dn + £/2 (resp. v, = a, — £/2), le domaine limité par hS et hS

est de la forme :

O = {(p,8) : h5(8) — ¢ < 5(8) < p < hE(H)).

On vérifie facilement que les conditions du lemme 1 sont satisfaites pour
an = [Logn]® (s entier positif arbitraire.). Le terme g, = Fg o, 2(75(8)) ne dépend
pas de 6, on peut fixer § =6, =0.

Log G, = —|(Log n)l/"’(o) - e]"(o)

— _{Logn — a(0)e(Logn)!~/%® 4 (Log n)o(m) ).
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La comparaison avec (16) montre que G, > gn"__—l’, pour n suffisamment grand.

Comme dans 'exemple 1, ¢, est majoré par un terme g¢j, tel que Log | Log g/, |
est équivalent & a(0)e(Logn)! =1/ quand n tend vers 'infini. On en déduit que
la série £22 ,¢n est convergente. Pour obtenir la localisation asymptotique de E,,,

il suffit de poser p, = [Logn]!*? ot § > 0.
V. CONCLUSION.

Dans les exemples que nous avons traités, il a toujours été possible d’obtenir
les propriétés de stabilité et de localisation asymptotique par le biais de la
p-stabilité. Si ces exemples montrent qu'une telle fonction n’est pas toujours

unique, ils montrent qu’elle existe au moins pour la plupart des lois usuelles.

De plus, cette étude devrait permettre de définir la notion de fonction de répar-
tition outlier-prone ou outlier-resistant dans le cas de distributions multidimen-
sionnelles, comme cela a été fait pour les lois unidimensionnelles ({4],{8],[9],{10}).
C’est I'objet du chapitre 4.
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Chapitre 4 : Distributions
multidimensionnelles
«outlier-resistant » et «outlier-prone »



1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere & nouveau les problemes de stabilité pour
s’interesser aux distributions multidimensionnelles « outlier-resistant » et
« outlier-prone » ainsi qu’aux liens existant entre ces notions.

En 1971, Neyman et Scott, [9], ont introduit une premiére définition,
modifiée en 1976 par Green, [7]. Il s’agit de distinguer deux classes de lois:
les lois pour lesquelles I’existence de valeurs éloignées du groupe principal
des observations est normale, et les lois pour lesquelles cela est exceptionnel.
Par exemple, 'idée intuitive de la notion de loi « outlier-resistant » est que
la probabilité pour qu'il existe des observations isolées et situées loin de la
plus grande partie des observations est tres faible.

Aussi, en 1976, Green, [7], propose la définition suivante : une distribution
F est dite absolument « outlier-resistant » si, pour tout € > 0:

(1) lim P(Xpn— Xon-1 > €)= 0.

n—+40c

(L’échantillon réel (X;,---,X,) est ordonné par: X, 1 < Xp2 <+ < X))
De méme, F est dite relativement « outlier-resistant » s’il existe £ > 1 tel
que:

(@) lim P(2n s by =0

n—+oco nn~-1

De plus, une distribution F' est dite absolument « outlier-prone » s’il existe
€ > 0,6 >0 et un entier ng, tels que pour n > ng:

(3) P(Xn,n - nn—1 > 5) 2 (5

De la méme fagon, F' est dite relativement « outlier-prone » s’ii existe
k > 1, 6 > 0 et un entier ny, tels que pour n > ng:

(4) P(-;& > k) > 6.

n,n-1

D’autres définitions ont été proposées: par exemple, O’Hagan en 1979, [10],
et Goldstein en 1982, [6] ont introduit une notion bayesienne basée sur I’in-
fluence qu’une observation supplémentaire, suffisamment grande, peut avoir
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sur la suite des observations. Gather et Rauhut, [3] donnent et comparent ces
différentes notions en dimension 1, ainsi que leurs conséquences statistiques.
Notre but, dans ce chapitre, est d’étendre les notions de valeurs aberrantes,
telles qu’elles ont été définies par Green, aux lois multidimensionnelles, en
utilisant la notion d’isobare que I’'on a définie au chapitre 2.

Dans tout ce chapitre, nous faisons les mémes hypothéses sur la loi du
couple (R, ©) que dans les chapitres 2 et 3 et conservons les mémes notations.

70



2 Préliminaires

Avant de proposer des définitions, un résultat supplémentaire sur la sta-
bilité d’une suite de variables aléatoires multidimensionnelles est nécessaire.
Comme dans les deux chapitres précedents, on considére un échantillon E,
de R*, défini en coordonnées polaires par:

{(R1,81),-, (R, 0n)}.

On rappelle que pour tout 1 < o < n, P’échantillon a été ordonné selon les
niveaux croissants en:

X X g X0 = X1
Pour plus de commodité, on notera:
Xr‘;'—"a-i-l = Xn,n—‘a-i-l 3
ainsi I’échantillon E, est ordonné selon les niveaux croissants par:
Xn,l; ety Xn,n~a+1; M ;Xn,n - X;:-

Nous allons montrer que la stabilité en probabilité de (X, ,),, est équivalente &
la stabilité en probabilité de (X, —a+1),,, pour tout 1 < o < n. Les théoremes
3, 4 et 5 de Geflroy, [4], permettent de montrer le théoréme suivant, si 'on
suppose de plus que la condition de régularité (H) du chapitre 2 est satisfaite.

Théoréme 1 Supposons (H) satisfaite. Pourl < a < n, la suite (X, 1—as1)n
est stable en probabilité si et seulement si le suite (X)), est stable en proba-
balité.

Démonstration : Soit 6; une direction arbitraire de S*~!. On note W
Pintersection de ’isobare passant par X* et du demi-axe positif 00 . Dans
le chapitre 2, on a montré que sous la condition (H), (X7), est stable en
probabilité si et seulement si (W), est stable en probabilité; de plus, les
théoremes 3, 4, 5 de {4] montrent que la suite de variables aléatoires réelles
(Wr), est stable si et seulement si la suite (Wi n—a41)n est stable; mais ceci
est aussi équivalent 3 la stabilité de (X, n—a+1)n. D ol le résultat.

Les définitions de [7], pour les lois réelles « outlier-resistant » et « outlier-
prone » se basent sur le comportement de X, , — X5, »-1. On procéde de méme
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dans R*. Rappelons qu’étant donné un point X; = (R;, ©;) de ’échantillon,
il existe presque slirement une unique isobare contenant ce point. On notera
par la suite gn, l'isobare passant par X, , et g,.-1 l'isobare passant par
Xn,n—l-

3 Lois A. O. R.

Définition 1 La loi de (R,0) est dite « absolutely outlier-resistant », (on
note A. O. R. ), si et seulement si pour tout 0 :

) P
(5). Inn(0) — gn,n—l(g) —90

Rappelons que pour tout § , Fy; désigne la fonction de répartition, supposée
bijective, de R étant donné © = 6, et que ’'on note Gy = 1 — Fy. Reprenons
les mémes notations que dans le chapitre 2: si 8, est une direction arbitraire,
on sait que Wi = g,..(01) peut étre considéré comme le maximum de n va-
riables aléatoires réelles indépendantes Wy, - - -, W,, de fonction de répartition
commune Fy, . Plus précisément, pour tout 1 < ¢ < n, W; est Pintersection
de Disobare passant par (R;,®;) et du demi-axe positif 06f. On ordonne
Wi, .-+, W, comme on a ordonné Xy, --, X, selon les niveaux croissants en :

Wats o Wan =W,

Ainsi, la relation (5) de la définition exprime que pour tout 6, la loi réelle
Fg est A. O. R. En dimension 1, on peut montrer, [4], [5], que la stabilité
en probabilité de (X, ), équivaut & la convergence en probabilité vers 0 de
Xnn — Xnn-1- Le théoreme suivant établit des résultats analogues.

Théoréme 2 Supposons (H) satisfaite. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) La loi de (R,0) est A. O. R.

(ii) (X;). est stable en probabilité.

(tii) Pour tout 1 < a < n, (Xnn-at1), est stable en probabilité.
Go, (=)
Co, (=—h)

(v) Pour tout 6, limy. ;0 %&@h—) =0, pour tout h > 0.

(iv) Il existe 0, tel que limg o0 =0, pour tout h > 0.

72



P
(vi) Wy — Wy —— 0.
(vii) (W), est stable en probabilité.

(viii) Pour tout 8, la loi Fy est A. O. R.
(1z) Il existe 6 tel que la loi Fy, soit A. O. R.

Démonstration : Le théoréme 1 montre que (ii) et (iii} sont équivalents.
Le théoreme 4 du chapitre 2 montre I’équivalence de (i), (iv}, (v), (vii).
Par ailleurs, (vii) et {vi) sont équivalents: c’est un résultat qui est prouvé
dans les théorémes 26 et 27 de [4].
Montrons que (i) implique (ii): par hypothése, pour tout 6:

P
gnn(0) = gnn-1(0) — 0.

En particulier, ¢,,.(61) = gn.n_1{01) —— 0, C’est & dire:

P
W* - Wn,n—l — (.

L

Par conséquent, d’apres ’équivalence de (vi) et de (vii), (W), est stable en

®

probabilité et d’apres la démonstration du théoréme 4 du chapitre 2, (X7)
est stable en probabilité.

Réciproquement, si (X)), est stable en probabilité, (W) Dest aussi, et
donc, W — W, ..y —— 0. Par conséquent, g, .(0)) — gnn-1(r) — 0;

mais, §; étant arbitraire, on obtient (i).
L’équivalence de ces propriétés avec (viii) et (ix) est alors claire. E

Remarque 1 Dans le cas ot 'hypothése (K), introduite au chapitre 2 est
vérifiée, il existe 6 tel que pour tout w > 0 et pour tout n > 0:

(K) supg{g(0,w +n) — g(0,w —n)} = g(01,w + ) — g(61,w — 7).

(On rappelle que g(6,u) désigne l'isobare passant par le point d’abscisse
u > 0 du demi-axe positif 067.) Dans ce cas, on a méme 1’équivalence entre
les assertions (ii) et:

Q) 5ups {gnn(0) = gamos (6)} ——s 0.

73



Remarque 2 L’hypotheése (H) est inutile pour la démonstration de ’équi-
valence de (vi) et de (vii), de méme que I’hypothese (K).

En dimension 1, il est possible, [3], de donner d’autres caractérisations des
lois A. O. R., en utilisant la fonction d’espérance de survie, (« mean residual
life function » ou encore mrlf), définie pour une variable réelle X par:

e(r) = E(X —z/X > z).
Posons pouri=1,--,n—L,pourz >0,y >0etn>2:
(6) M;n(2,y,0) = P{gnis1(0) = 9n.:(0) > y/gn:(8) = =)}.
Si 0 est fixé, § = 0y, M, ,(z,y,0) s’écrit:
(7) Min(z,y,0:) = P{Wo 1 — Wi > y/W,; = z}.

On peut alors en utilisant [3] et le théoréme précédent démontrer le théoréeme
suivant :

Théoréme 3 Supposons (H) satisfaite. La loi de (R,0) est A. O. R. s1 et
seulement sl existe 8, tel que pour touty > 0:

(8) 1i1+n M; . (z,y,01) =0,

pour un indice L <i>n .

Démonstration : D’apres le théoréme précédent, la loi de (R, 0) est A. O. R.
si et seulement s’il existe 6, tel que la loi réelle Fy, soit A. O. R.. Or,d’apres
[3], (8) est une condition nécessaire et suffisante pour que Fy, soit A. O. R..
En effet, la statistique d’ordre W, 1,-- -, W, , forme une chaine de Markov,
[1], ainst:

1— Fp (z+ i
Mi,n(:l"v:% 01) = P{Wn.i-H >z +y/Wn,i = .’L‘} = (_TTH%(OTx)y‘)> .
1

D’ou le résultat, en utilisant Vassertion (iv) du théoréme précédent. |

Remarque 3 On peut aussi démontrer ce théoréme sans utliser les variables
W,,; en remarquant que pour tout i et pour tout 8, g, ;(6) = Fy~'(Uy,) ot
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(Un;i),, est la statistique d’ordre des niveaux des isobares g, ;, et utiliser la
propriété de chaine de Markov de la suite réelle (U,;),, statistique d’ordre
d’un échantillon de la loi uniforme sur [0,1]; on a en effet remarqué dans
le chapitre 2 que {Fg,(R;) = U;,i = 1,---,n} est un échantillon de la loi
uniforme sur [0, 1] .

Remarque 4 Dans la définition 1, la taille de ’échantillon devient de plus en
plus grande ; par contre, dans le théoréme précédent, la taille de I’échantillon
est fixée. L’énoncé de ce théoréme se rapproche plus de l'idée intuitive que
I'on peut avoir d’un « outlier »: plus X, ; est grand, plus la probabilité pour
que la différence X, ;41 — X, ; dépasse un nombre positif arbitraire est faible.
Le théoréme suivant rend compte de ce phénomene en moyenne.

Posons maintenant pour tout 6 et pour tout : = 1,---,n:

(9) Min(z,0) = E(gni41(0) — gni(0)/9n,:(0) = ).
Quand 0 est fixé, § = 6;, M, ,(z,0) s'écrit :
Mip(2,01) = EWp i1 — Wy i/ Wi = )

Théordme 4 Supposons (H) satisfaite. Supposons que pour tout 8, [z dFy < +oo.
Alors, la loi de (R,0) est A. O. R. si et seulement s’ existe 0y tel que pour
tout n > 3 :

lim M,_;n(z,6,) =0.

o—too
Démonstration : [3] On considére la 1arlf définie pour tout #, par:
e(2,0) = E(g(0) - 2/g(0) > @),
ol g désigne une isobare de la loi de (R, Q). En particulier,pour § = ¢, fixé:
e(z,0,) = E(W — /W > z).

D’aprés le théoreme 2, la loi de (R, ©) est A. O. R. si et seulement st la loi
réelle Fy 1est. Or, d’aprés [3]:

Tl —Fly) , [T 1-Fy(z+y)
e(”“‘/x 1—Fel(z>dy“/o = Fn@ U
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par conséquent :
+o0 .
e(x,0,) = / P{W,,.>z+y/Wpno1 =a}dy = Mu_y.(z,0).
0

Par ailleurs, un résultat de De Haan, [2], montre que si (Wy,---,W,,) est
un échantillon de variables réelles, (W, ), est stable en probabilité si et
seulement si la mrlf e{x) = E(W — 2/W > z) vérifie:

z‘-!-lvr-il-loo e(z) =0.

Ainsi, §’1l existe 6, tel que pour tout n > 3, limy—yoo Mn_1.(z,6;) = 0,
la suite (W), intersection de g, et de 06,7, est stable en probabilité et
d’aprés le théoréme 2, Fy, est A. O. R.. On montre de méme la réciproque ll

4 Lois A. O. P.

On reprend dans ce paragraphe les mémes notations que dans le para-
graphe précédent.

Définition 2 La loi de (R, 8) est dite « absolument outlier-prone » (on note
A. O. P.), si et seulement si pour tout 0 il existe ¢ > 0, § > 0, et ngy entier
naturel, tels que pour tout § et pour tout n > ny:

(10) Plgnn(0) = gun-1(0) > &) > 8.
C’est ¢ dire que pour tout 0, la loi de Fy est A. O. P.
On utilise dans le théoréme 6 un résultat de Green, [7]:

Théoreme 5 Soit I une fonction de répartition réelle vérifiant F(+o00) = 1
et F(z) < 1 pour tout z réel. La loi F est A. O. P. si et seulement s’il existe
a>0 et B> 0 tels que pour tout z:

1-F(z+B8)
“Fa) =°
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Ce théoréme permet de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 6 Supposons (H) satisfaite. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) La loi de (R,0) est A. O. P.

(ii) Pour tout 8, il existe « > 0 et B> 0 lels que pour tout x réel:

(11)

(ii1) Il existe ag > 0 et By > 0 et Oy tels que:

1"'F00($+ﬂ0)

Qg.
1_F90(z) =0

(12)

(iv) Il existe by tel que Fy, soit A. O. P..

Démonstration : Montrons que (i) et (i) sont équivalents. Pour 8 fixé, (10)
exprime que la distribution réelle Fy est A. Q. P.. Or, d’aprés le théoréme de
Green cité ci-dessus, ceci est équivalent, pour 4 fixé, & (11).

11 est clair que (ii) implique (iii).

Montrons que (iii) implique (ii) sous la condition (H). Considérons 0; distinct
de 8,. Pour tout z > 0, il existe presque slirement une isobare g(#, r) passant
par le point d'abcisse z du demi-axe positif 047, telle que g(6;,z) = z; notons
u(z) le niveau de cette isobare. Puisque (H) est satisfaite, il existe 7 > 0 et
une isobare #% (8, z) tels que pour tout z et pour tout 8:

9(0,2) + 1 < h™(8,2) < g(0,2) + fo.

Notons ug,(z) le niveau de £% (8, ). On peut écrire, puisque Gy, = 1 — Fjp,
est décroissante :

Go, (z) = Go,(9(01,2)) = 1 — u(z) = Go,(9(bo, 7)),
et,
Gol(x + 77) = G91 (9(917$) + 77) > Gﬁx(hﬁo(ohw)) =1- uﬁo<m)'

De plus:
1 — ug,(z) = Goy (™ (80,2)) > Gao(9(8o, z) + Bo)-
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D’out:

Ganlol0,2) + B0) _ G o +)

G9o(g(00al')) Gel(‘l‘)
Par conséquent, si ge—giz—:ﬁﬂ > ag pour tout x réel, alors pour tout §; distinct
(]

de 8y, il existe 5; =n > 0 et a; = o > 0 tels que pour tout z:

Galz+6) |

—_— 2

G, () ’

d’ou (it).
De plus, (iv) est clairement équivalente aux autres assertions. i

Remarque 5 De méme que pour le théoreme 2, si 'hypothése (K) est sa-
tisfaite pour 6y, et si 6, vérifie (12), I'assertion (iii) est alors équivalente a
(i):

P(supg{gnn(0) — gnn-1(0)} > ) > 6.

11 est possible aussi de donner un théoréme faisant intervenir la probabilité
conditionnelle M; ,(z,y,8) donnée par (7).

Théoreéme 7 On suppose (H) satisfaite. La loi de (R,0) est A. O. P. st et
seulement si pour tout y > 0, il existe 85, oo €l 20, tels que pour tout © > xp :

j\/‘{iyn(xayveo) —>- Qg ,
pour un indice 1 <¢<n-—1.

Démonstration : La démonstration est immédiate, il suffit de reprendre le
calcul fait lors de la démonstration du théoréme 3 et d'utiliser le théoreme 6.1

On peut donner a I’aide de (9) une condition nécessaire pour que la loi
de (R, 0) soit A. O. P., mais elle n’est pas suffisante.

Théoréme 8 Supposons la loi de (R,0) A. O. P., alors il existe &, xq, et
8o tels que pour x > zo et pour tout n > 3:

Mn—l,n(‘ra 00) 2 60~
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Démonstration : Supposons que la loi de (R, ©) soit A. O. P.. D’apres le
théoréme 6, il existe ag, B et Oy tels que pour tout x:

1 — Fy,(z + fo)
—_——l >
1——F90(I) = o

Posons: 6y = apfy. Le calcul fait dans la démonstration du théoréme 4 montre
que:

- 1 = Fyy(z+y) /ﬁ"l—Fa(rer)
Mz, 05) = e dy > — 2 g
b (T 0) /(; 1—F90($) - 0 1_F9o(m)

- 1 — Fy,(z + o)
S ———— 7
Mn_l,n(l',ao) = 1 ” Feo(;p)

et:
Yo = g 2> .

Remarque 6 La réciproque du théoréme 8 est fausse: il suffit de considérer
comme Gather et Rauhut, [3], Pexemple suivant dans R :

Soit zg = 0,2, = 2,1 + on(n=1) et F une fonction de répartition telle que:
F0)y=0

1 — F(xz) est continue, décroissante,

1— F(z)=2" pour z, + 27 <z < Tups

Alors, pour tout y > 0, § > 0 et pour tout z > 0, il existe & = z,, (avec
27" <y oz, < T et 27 < §), tel que:

1= Fé+y) 1= F(zan)

- - 2—1122(71—1)2 s
1 - F() 1 — F(z,) <

Si bien que F n’est pas A. O. P.. Cependant, si'on choisit é = % et ox = z3,
pour ¢ > z*, pour tout n > 3 et pour z,_; <z < Ty,

~ too 1-— F(y) I 2 2 1.2
> T AN > (n—2)29—k 2k ~k > 8.
M-1a(2) 2 /x T—Flan) ¥ 2 22 2 %o

k=n

Les lois réelles pour lesquelles M,_; ,(z) > & pour § > 0 et pour z > z, sont
appelées « mean absolutely outlier-prone » [11].
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5 Géneralisation

On pourrait de méme que l'on a défini dans le chapitre 2 la p-stabilité,
définir les lois multidimensionnelles « @-outlier-resistant » ou « -outlier-
prone »: il suffit pour cela de considérer la loi de (¢(R),O) au lieu de la loi
de (R, ®) , ¢ étant une fonction telle qu’on I’a définie au chapitre 2. On peut
alors exprimer autrement les propriétés de ¢-stabilité que 'on a obtenues
dans ce chapitre. Par exemple, si la loi de (R, ©) est A. O. R. et si ¢ est une
fonction définie sur Rt, positive de classe C!, croissante, bijective et concave,
alors la loi de (¢(R), ©) est encore A. O. R..

On peut résumer sur un shéma, comme cela a été fait dans [3], les relations
entre ces diverses notions (les expressions « relatively outlier- resistant» et
« relatively outlier-prone » sont abrégées par R. O. R. et R. O. P.; il s’agit
du cas ol p(x) = maz(0, Log z)).

7

Les exemples étudiés dans le chapitre 2 montrent que:
I Les lois pour lesquelles la fonction de répartition conditionnelle de R étant
donné O est:
Fy(z) = (1 = e )14,

oltm > 1 et v est une fonction strictement positive, sont A. O. R. , (exemple 1).
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II On pourrait montrer que les lois de Poisson sont R. O. R. mais ni
A.O.R.ni A. O.P.
III Les lois de type exponentiel, ot

Fy(z) = (1 - e D)1,

sont R. O. R. et A. O. P., (exemple 3 ).
IV Les distributions de Cauchy, dont la densité conditionnelle de R étant
donné O est:

2 A9)

r) = ———"——=1150},
folz) =~ )Y
sont R. O. P.. mais sont ¢©-O. R. pour ¢(z) = LogLog z, (exemple 4).
V Si I’on considére une loi de densité conditionnelle:

o-(=1) m—ll—0 <z<m

fla) = { 0 sinon

avec mm = k + [10]/°92k — 2loa2k et [ entier naturel,

cette loi n'est ni R. O. R. ni R. O. P., [3].

VI Enfin, dans le cas oit 0 < m < 1, pour une loi de fonction de répartition
conditionnelle donnée par:

Fe(w) = (1 — e—a((?)z:"‘)l{x>0} s

la loi de (R, ©) est ¢-O. R., avec p(z) = 27, (exemple 6).

6 Conclusion

Les définitions proposées par Green en dimension 1 se généralisent donc
en dimension finie quelconque. Comme dans le chapitre 2, I'utilisation des
isobares permet de ramener un probléme multidimensionnel & un probléeme
unidimensionnel. Certes, cela suppose que soient vérifiées les hypotheses (H)
ou (K), mais, comme on a pu le constater sur les divers exemples étudiés,
elles le sont pour la plupart des lois usuelles.
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Conclusion






A ce point de notre recherche sur les problemes de valeurs extrémes mul-
tidimensionnelles, plusieurs perspectives de travail peuvent étre envisagées.

Premiérement, dans une utilisation statistique des résultats des chapitres
3 et 4, il devrait étre possible de donner, pour 4 fixé, une estimation des
isobares ¢,(8) = G7'(%), en combinant des méthodes de régression (BOSCQ
D. et LECOUTRE J. P. (1987) - Théorie de ’estimation fonctionnelle, Eco-
nomica.), et des méthodes d’approximation forte par les quantiles (CSORGO
M. (1983) - Quantile processes with statistical applications, 5. 1. A. M.. et,
SHORACK G. R. and WELLNER J. A. (1986) - Empirical processes with
applications to statistics, Wiley.).

La deuxieme perspective qui s’ouvre aussi est la généralisation des résul-
tats obtenus ici pour des échantillons multidimensionnels au nuage des points
d’une répartition ponctuelle aléatoire de RE.
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Appendice 1

( voir le paragraphe V du chapitre 1)

Lemme 1 : méthode de Laplace (DIEUDONNE J. Calcul infinitésimal, chap. IV. 2.
Hermann)

Supposons que dans lintervalle ouvert (a,b) (borné ou non), les fonctions g

et h sotent deux fois contindment dérivables, que l'intégrale f: | g(z) | M=) dg

sott définie et que b’ ne change de signe qu’en un seul point ¢ tel que a < ¢ < b,

ot de plus h atteint un mazimum et g(c) # 0, h'"'(c) < 0. Alors quand t tend

vers +00
b
/ 2
1 _h(z) ~ th(c)
/; l g(l’) je dz ﬁg(c)e _th,,(c)'

Lemme 2 (DIEUDONNE J. Calcul infinitésimal,chap.I1l, 10. 2. Hermann)
Soient f et g deuz fonctions compleres continues par morceauwr dans [a,+00)
et supposons que g(z) > 0 dans cet intervalle. Supposons que lintégrale
L7 g(t) dt soit convergente.

Alors, au voisinage de +00, la relation f ~ g entraine f+°° f®) f+°o g(t) dt.

Lemme 3 (DIEUDONNE J. Calcul infinitésimal,chap.IIl, 10. 7. Hermann)
Soit j une fonction positive définie et continiment dérivable sur [0, +00).
St au voisinage de +oo :

=0l fg I,

z

4(% est contindment dérivable,
(F) () = o(1),

’(z) <0,

Uintégrale f J(u)du est convergente et au voisinage de +oo, f+ (u) du

est équivalente d L$(—1)L|
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+oo

On utilise ce lemme pour donner un équivalent de )

J(u) du avec:
Jj(u) = uz%exp{—cg(a)uf:_&ﬂ.

En effet:

. 2{a—~1) a-s 20 za-s 20
i'(w) = {(7+—2—)U°+3 — Cafa) = 2uaw‘} exp{~CyauTT},

J' est donc négative au voisinage de +oo, puisque Cy(a) > 0.
Des calculs précédents, on déduit que:

PN {Cg(oz) 2a }_lu'ai%—)

uj'(u)

ce qui montre que:

Par ailleurs, (ﬁ)’(u) =1- mj‘%g}m, et, comme au voisinage de +oo:

a-—1 o
J(u) ~ u2%°_+2%ezp{—cg(a)u(<37"’)}
(u) ~ C3a)(Z5) S eap{~2C,(a)uTin ),
§"(u) ~ C3H(a)(Z5) 07 exp{—Cy(a)uTim},

a+2

on vérifie bien que:

Les conditions du Lemme 3 sont donc réalisées, on en déduit que ft+°° J(u)du
est équivalente & :

(¢ +2) .o 20
—_— . {{547) — @2y},
2aC3(a) exp{—C3(a)t?+? )
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Appendice 2

(voir la remarque 6 du chapitre 2 page 40)

- STABILITE PRESQUE SURE DE (X}),.-
1 - Définitions.-

Soit {D,), une suite croissante d’ensembles (ordonnés pour l'inclusion) et
(Zn)n une suite de variables aléatoires (en fait, Z, = X, ot X). On utilise les

définitions suivantes .

Définition 1.- La variable Z,, appartient presque sirement asymptotiquement

& D, (Z, € D,ps.a), st P[Liminf(Z, € D,)} =1.

Définition 2.- La suite (Z,), appartient presque sirement asymptotique-
ment & Dy, ((Zn) C Dy p.s.a.), st P{Liminf({Z,,...,Z,} C D,)} = 1.

On a vu dans le chapitre 2 que (X}), est p.s. stable si et seulement si les
conditions suivantes C* et C~ sont satisfaites.
C* Pour tout € > 0, (X,) C T p.s.a..
C~ Pour tout € > 0, X € (I';%)° p.s.a.,

ou Iy = {(p0) : p < 7a(0) + e}, T7° = {(n6) : p < valB) — ¢}, et
7a(8) = G~} (1/n).

Nous utiliserons les lemmes suivants.

2 -La condition C*.

a) Lemme 1.- Soit (D,), une suite croissante d’ensembles telle que

R*=U,D,; X, € D, ps.a. s et seulement si (Xn)C Dy, psa..
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@ Supposons que X,, € D, p.s.a.. Soit ¢ > 0. Par hypothése, il existe N, tel
que :
oo
P( () (Xn€Dn)>1-¢/2,
n=N,
et il existe m tel que :

Ne—1
P( () (Xn€Dw)>1-¢/2.

n=]

On suppose que m > N..

Si les deux événements sont réalisés, on a : X3 € Dp; -5 Xn. -1 € Dy
XN, < DN, Joeee Xm € Dm, Xm+1 € Dm+1; ....Ainst {Xl,...,Xm} C Dm;
{X1,---»Xm+1} C Dumy1; .... Si bien que :

P(ﬁ{XI,...,Xn}CDn)>1—e.

n=m

b) Pour z > 1, il existe une unique isobare de niveau (1—2), v2(6) = g(6, w).
Soit ¢ > 0; (H) étant satisfaite, il existe n > 0 et une isobare de niveau v(e, z),
hE(0) = g(8,w, +¢/051) tels que :

ve(0) + 1 < hi(8) < v.(0)+ ¢,

pour tout 8 et tout z > 1.

Pour z > 1, on peut écrire :

h(8) = 72(8) + &(2, 6)

ol
(1) 0<n<e(z,f) <e.

On définit aussi h5(6) pour 0 < z < 1 : comme 41(8) = 0, on pose w; = 0 et
h5(8) = g(6,e/B1). Pour 0 < = < 1, on pose hi(6) = ¢(6,zc/B;). Alors, pour
0 <z <1, hi(8) = g(0,ze/B1). Ainsi, pour z > 0, kS est une isobare telle que
h§(0) = 0 pour tout 6. Pour z > 0, le niveau v(e, z) est v(e,z) = Fp(he(6)). Posons
Ven = v(g,n) = Fg(h%(8)) pour n > 0; v, n ne dépend pas de & car h% est une

isobare.
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Lemme 2.- Pour ¢ > 0, si la série 3. Go(hS(6)) = S(1 — v. n) converge,
alors (X)) C T¢ p.s.a..

m  Soit € > 0. Posons L. , = {{(p,6): p < h5(6)}. Comme les variables aléatoires
X = (Ri, ©;) sont indépendantes,

P(Xn ¢ Len) = /0 " PR > h(6)/© = 8)Po(d8) = 1 ve.n.

D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, X, € L., p.s.a. et d’aprés le lemme 1,

(Xp)C L. psa.. [}

¢) Le lemme 3 donne une condition nécessaire et suffisante pour la convergence

de la série S2(1 — ve ). Soit ¢ > 0; pour 8 dans S*¥~!, et pour = > 0, posons :
(2) §() = h5(8) = Fy ' (v(e, z)).

B est une fonction strictement croissante de x, € étant fixé. De plus Bj est

positive, continue et Bg(0) = 0.
Lemme 3.- Sott ¢ > 0 fizé.
i) Jo = [,7(Bg)"Nx)dFy(z) ne dépend pas de 6.
i5) > Ge(h(8)) converge si et seulement si J. converge.
B Soit ¢ > 0. Y. Ge(h%(8)) = >(1 — ven) est une série de terme général
positif et décroissant ; par conséquent, elle converge si et seulement si I'intégrale
I, = 0+°° Go(Bg(z))dz = 0+°°(1 — v{e, z))dz converge. (I ne dépend pas de
8).0n montre que pour tout 8, f0+°°(B§)‘1(:c)dF9(x) = I, (|Geffroy (1958-1959)]
page 52) et cette intégrale ne dépend pas de 6. D’ou (i) et(ii). ]
d) Théoré¢me 1.-
i) Poure >0, si J€=f0+°°(B5)_1(x)dF,9(z) converge,

alors j(9,5)=f:°°6d% converge pour tout 6.

#) Si pour un 6 et pour tout n > 0, J(6o,n) converge, alors pour tout e > 0, J,

converge. De plus, j(e,e) converge pour tout (6,¢).

m  Soit € > 0,5 > supe(B5)(1) et x4 = (Bs)~'(s) > 1.Comme pour tout 6 et
pour tout = > 1, 0 < 5 < &(x,0) < ¢, (1) et (2) donnent :

-1, 1 .
s—e<Gol(x—o)=Bo(xo)—e(z9,9)<s-n.
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Si bien que pour tout 6 et pour tout s > supe(Bg)(1),

1 i pev—1 1
(3) 'G—G(T:E—) <$0—(B0) (S)< _———GO(S—-T]) .

Ainsi, si J, converge, alors pour tout §, J(8,¢) converge ; d’ott (i) .

De méme d’aprés (3), si, pour tout 7 > 0, j(Go,n) converge, alors, pour tout

€ > 0, J, converge.
]

Corollaire 1.- §’l existe 8y tel que, pour toutc > 0 ,j(€o,5) converge, alors

pour tout € > 0, (X,,) CT¢ p.s.a. et C est réalisée.

e) Comme dans [Geffroy (1958-1959)], on introduit /i’ I’ensemble des fonctions

de répartition vérifiant pour tout € > 0,

. Gz —¢)
“" L Gl Log 6)
ou, en posant W{z) = — Log G{z),
(5) inl-rrnoo(W(I) —W(z —¢)—-LogW(z)) = +oo.

Remarque 1.- Si (H) est satisfaite et si,pour un 8y, Fy, est dans I{, alors Fy

est dans K pour tout 6.
Théoréme 2.- Si, pour un 8y, Fy, est dans K, alors C est réalisée.

m  Si Fyest dans K, alors ([Geffroy (1958-1959)] page 112) pour tout € > 0 et

pour z, suffisamment grand,

(6) * dFg,(t) < 1 B 1 .

w0 Goo(t —€)  LogGa,(z) LogGey(zo)
Le deuxieme terme de (6) est borné, donc Lim,— 100 f; %%;—'—(_% < 00. Ainsi Ct
est réalisée d’apres le corollaire 1. n

3 -La condition C~ .
On utilise ici des lemmes de minoration presque compléte.

a) Définition 3.- Ordonnons l’échantillon E, selon les niveaus croissants :
X X3, o, Xt o= X5.80it 1 < o < n, et soit (Dy)n une suite croissante
d’ensembles ordonnés par inclusion. {X2* . 1,..., X"} est presque complétement

asymptotiquement dans D, ({X3* 411, -, X2*} C Dy, p.co.a.), si
™ Y PUX ayrre - X07) € DY) < 00
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b) Proposition 1.- Soit (j,), une suite d’isobares de niveaun u,. Pour tout
1<a<n {X32 hns - XY C{(p0):p < 7n(8)}€ pco.a. si et seulement si
i) nl_f_r'_noo n(l — up) = +oo.
1) Yo (ug)(n(l —up))*~t  converge.
(En particulier, X% € {(p,0): p < 7n(8)}° p.co.a. st et seulement s1 ) ul converge).
Pour la démonstration, voir [Geffroy (1958-1959)] page 57.

Nous utilisons la méme méthode que pour la condition Ct . Pour z > 1 il
existe une unique isobare de niveau (1 — %), ~:(8). Pour tout ¢ > 0, il existe > 0
et une isobare de niveau (¢, z), h%(6)tels que pour tout 8 dans S*~! et pour tout

r>1:
(8) v2(0) — e < h5(8) < 7:(8) — 1.

On peut écrire :
(9) hi(8) = 7.(8) — &(z,9)

ol 0 < np<é(e,d)<e.

F}(h%(6)) ne dépend pas de 6 car A est une isobare. La condition €~ est
plus faible que la condition "X} € (I'7%)¢ p.co.a.”. Il suffit donc d’obtenir une
condition pour que (7) soit satisfaite avec a = 1, et D,, = {(p,8): p < h5(6)}.

¢) Lemme 4.- Soite > 0; X} € (T,°)° p.co.a. si ), ~, Fp(he(6)) converge.
La démonstration est immédiate en utilisant la proposition 1.

Soit £ > 0; pour 8 dans S*¥~!, et pour = > 1, posons

(10) B5(x) = hi(6).

Pour 6 fixé, B est une fonction croissante de z. Soit ¢(¢) = supgegr- {691—(57}1
alors F#(Bj(z)) est définie pour z > ¢(¢). Pour tout réel z, [z] désigne la partie

entiere de .

d) Lemme 5.- Soite > 0.
i) K. = f;;)o F#(Bg(x))dz ne dépend pas de 6.

1) EnZ[c(e)]+1 Fp(he(8)) converge si et seulement si K. converge.
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m  Soit ¢ > 0 fixé. Posons v, = f"“ F§(Bg(x))dz pour n > [c(¢)] + 1. Pour
z > c€), Fyp(Bs(z)) = (e, z), ainsi f(e) F§(Bg(x))dz ne dépend pas de 6.
De plus EnZ[ o(e)]+1 Vn COnVEIgE si et seulement si K, converge. La suite de la
démonstration est dans [Geflroy (1958-1959)] page 96. ]

e) Théoréme 3.- /

i) Poure >0, si K, = [~

Ci

K(9’€) = fc(e} Fg (Ggl( )—E)dl‘ CONVETYE.

) F§ (Bj(z))dz converge, alors pour tout §,

i) Si pour un (6g,€) K(8o,¢) converge, alors K, converge

et Xxe(I'7%) p.co.a.; de plus K(6,¢) converge pour tout 6.

m Soit ¢ > 0; il existe 7 > 0 tel que (9) soit vraie. Pour > ¢(¢) et pour tout 6
dans S*¥~1, (9) et (10) montrent que :

1 fes 1 : 1
Gyl (=) —e < Bjlx) = G7'(2) —&(2,6) < Gg'(-) = .

f) Théoréme 4.- Supposons qu’il eziste 8 tel que pour € > 0, Uintégrale
+o0 1 Gy, {r—¢) .
L(6o,¢) = |, Emexp(—éggo(—r))dﬂ;o(x) converge; alors,

Xy e[, ®) peoa..

m  Soit € > 0. Posons z = &

) dans K (6, <). On obtient :

+o0o
. Log Fy,(t — &), dFy, (2t
(11) K(8o,¢) :/ exp( gGeo( )) G20 (t)
Gy lzty) 6,(1) 80 (1)
De plus pour ¢ suffisamment grand,
(12) Log Fo,(t — ) = Log(1 — G (t —€)) < =Gl (t —¢).

Donc, si L(fy,¢) converge, alors (11) et (12) montrent que K (8, ¢) converge. D’out

le résultat en utilisant le théoréme précédent. u
Ces résultats permettent d’obtenir le théoréme 5
g) Théoréme 5.- Si, pour un 6y, Fy, appartient 4 K, alors C~ est satifaite.

8 Si Fy est dans K, alors pour tout € > 0 et pour z suffisamment grand,

Gao(.z‘ bl 6)
Gy(x) Log G, ()
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D’ou
-—Gao(.’t - 6)

Gao(fﬂ)

et, pour ¢ suffisamment grand,

—2Log Ggy(z) < 0,

v (14) exp(wG‘%(ac —¢) !

‘ Goue) ) T 1

Ainsi L(fy,¢) < oo ; et d’apres le théoréme précédent C ~est réalisée. ]

h) Finalement, d’aprés les théorémes 2 et §, si (H) est satisfaite et si Fy,est
dans K pour un 8, alors (X ), -est presque sirement stable. Ce qui démontre le
théoréme 5 du chapitre 2.
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RESUME

Notre travail concerne la localisation asymptotique presque-siive d’un
échantillon multidimensionnel. Nous étendons ainsi les travaux de Geffroy
sur la stabilité de la valeur maximale d’un échantillon de variables réelles.

Dans le premier chapitre, nous considérons un échantillon de variables
normales auquel nous imposons des déformations isotropes.

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons une notion nouvelle de va-
leur maximale pour un échantillon multidimensionnel ; nous en donnons les
propriétés de stabilité presque-siire et en probabilité.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions la répartition asymptotique des
extrémes dans des domaines non convexes délimités par des isobares. Nous
introduisens ensuite une notion affaiblie de stabilité dont la stabilité relative
est un cas particulier.

H1

Nous revenons dans le quatrieme chapitre sur la notion de stabilité des
valeurs extrémes d'un échantillon multidimensionnel pour la comparer avec
la notion de loi multidimensionnelle « outlier-resistant » ou « outlier-prone ».

Mots-clés : échantillon, valeur extréme, stabilité, stabilité relative, localisa-
tion asymptotique, statistique d’ordre, outlier.






