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INTRODUCTION



I’étude des modeéles de durée a pour but d’analyser des variables aléa-
toires réelles, interprétant des phénomeénes de durées. Dans la pratique ces
variables représentent, la durée passée dans un état donné (durée de chdmage,
durée d’activité, durée de survie, durée de fonctionnement sans panne, etc...)

Les applications de ces modéles sont assez variées, ils interviennent le plus
souvent dans le domaine biomédical, en économie, en théorie de la fiabilité et
dans d’autres domaines aussi. La caractéristique fondamentale des modeéles
de durée, est la présence de "données incompletes”, c’est & dire que certaines
observations de I’échantillon ne prennent pas leurs valeurs exactes. On parle
alors de modéle censuré. Comme exemple, on peut observer la durée de survie
X° chez n individus traités pour une certaine maladie, dont m seront décédés
par d’autres causes ou perdues de vue aux dates (C,Cs,...,Cy). La variable
aléatoire observée est en fait

X{Zinf(X?,C;)-:X?/\C;, 1=1,...,n.

Plus précisément, on adoptera le modéle I’EFRON (1967), ol on suppose
que les X? sont des variables aléatoires positives, i.i.d, de méme que les
C;, que les X; et les C; sont indépendantes entre elles, et que le statis-
ticien sait si I'observation est censurée ou non (il connait les valeurs de
b = 1ixoco)s i =1,...,n). Les lois des variables aléatoires X° de durée,
sont caractérisées essentiellement par les fonctions, taux de hasard & et den-
sité f (b = 1—4_%, ol F est la fonction de répartition de X°). Il est donc naturel
que Panalyse des modeéles de durée se base sur ’estimation de ces parameétres
fonctionnels. Les réponses possibles a ce probléme sont les suivantes :

La premiére est ’approche paramétrique qui a fait 'objet de trés nom-
breux travaux, dont on peut citer ceux de J. D. Kalbfleish et R. L. Pren-
tice (1980), D. R. Cox et D. Oakes (1984). Dans I’étude de ces modeéles
paramétriques, on suppose que la loi de la variable X°, appartient 4 la classe
Po = {Ps, 8 € ©, © C R?}, et donc on sait qu'elle dépend d’un certain



nombre de parametres qu’on peut estimer "facilement” & partir de données
observées. Mais 'inconvénient majeur de cette méthode reste la distorsion qui
peut exister entre le modele vrai du phénomeéne étudié et le modele retenu.

La deuxieme réponse est ’approche non paramétrique qui est suscep-
tible de vaincre cette difficulté, puisqu’on suppose que la loi de X° est quel-
conque. Cette méthode a été aussi, utilisée par de nombreux auteurs, comme
A. Féldes, L. Rejto et B. B. Winter (1981), A. Tanner et Wing Hung Wong
(1983), J. Mielniczuk (1985), K. E. Gneyou (1991) et G. Gregoire (1991).
Dans la quasi totalité de ces travaux, on s’intéressait & ’estimation du taux
de hasard A et de la densité f, qui se base en premier lien sur Pestima-
tion de la fonction de répartition F'. Vu la présence de censures dans les
modeles de durées étudiés, deux méthodes sont donc possibles: la premiere
consiste & construire un estimateur de F' & partir de 1’échantillon réduit
et dans ce cas, non seulement on aura une perte d’information mais aussi,
les procédures statistiques usuelles seront considérablement compliquées. La
deuxieme démarche, est celle qui a été choisie par E. Kaplan et P. Meier
(1958), ils ont défini estimateur produit limite de la fonction de répartition
a partir de toutes les observations de ’échantillon, et ont montré I'intérét de
cet estimateur par rapport & celui qu'on pourrait construir & partir de ’échan-
tillon réduit, c’est & dire sans tenir compte des observations censurées. Cet
estimateur produit limite, est effectivement la base de trés nombreux travaux
concernant les modeles de durée. On peut citer ceux des auteurs ci-dessus,
qui pour la plupart ont construit des estimateurs du taux de hasard h et de
la densité f par la méthode du noyau. On a vu que cette approche non pa-
ramétrique présente I’avantage de ne présupposer aucune forme particuliere
du taux de hasard et de la densité, mais en contre partie, il est nécessaire de
disposer d’un nombre important d’observations, puisqu’il s’agit d’estimation
de parametres fonctionnels appartenant 3 un espace de dimension infinie.

Une troisieme approche qu’on peut situer entre les deux précédentes,
consiste en la modélisation semi-paramétrique, si la loi vraie de la v.a. X©,
appartient & la classe de loi définie par:

P:{IG,C;oeeaeeE}

ol O est ’espace des parametres et G une collection de fonctions. Ce type
de modeles a été introduit dés 1978 par J. Kalbfleisch, et en suite utilisé par
J. Begun, W. Hall et J. Wellner (1983) et bien d’autres.



Dans ce travail on propose la méthode des fonctions orthogonales, qu’on
peut situer dans le cadre d’une approche semi-paramétrique, pour estimer la
densité et le taux de hasard. Apres une introduction de cette méthode et une
syntheése des résultats déjd obtenus, dans le premier chapitre, on présente
dans le deuxi¢me, une étude d’estimation du taux de hasard par projection
dans un espace L%. Enfin, dans le troisieme chapitre, on estime la densité
par la méme méthode et on en déduit un deuxiéme estimateur du taux de
hasard.






CHAPITRE I






Estimateur de Kaplan-Meier
et synthése des résultats
de convergence

1 Estimateur de Kaplan-Meier de la fonction
de survie

1.1 Définition

Selon la modélisation d’Efron (1967}, on consideére deux suites de v.a. ,
i.3.d. , positives et mutuellement indépendantes. Les X?, ¢ > 1, représentent
les durées de vie étudiées, et les C;, i > 1, symbolisent les censures (droites)
éventuellement apportées aux XP. On appelle f la densité des X?, supposée
continue et F' leur fonction de répartition. Les mémes fonctions correspon-
dantes aux C; seront notées g et G. On a vu que pour ce modele, I’échantillon
observé par le statisticien, est ’ensemble des n couples (X;,6;), 1 <7 < n,
ot X; =inf(X?,C)etd; = 1ixocey On appellera [ la densité des v.a. X; et
L leur fonction de répartition vérifiant, 1 — L = (1 — F)(1 — G).
L’estimateur de la fonction de survie § = 1 — F', introduit par E. Kaplan
et P. Meier (1958), est défini par:

R Hl/‘((l)<t n— 1+1)6(‘) Si t S X(n)
Sn(t) =
0 sit> X(n)

(X)) <icn» €t I'échantillon (X;), ;, ordonné et §;;) représente la valeur
de 6 pour X(, Un estimateur naturel de la fonction de répartition F, sera
donc F, =1 - §,.

L’idée de construction de cet estimateur produit limite est la suivante:
la fonction de survie étant définie par S(t) = P(X® > t), peut s’écrire aussi
sous forme d’un produit de probabilités, tel que:
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Px°>t)= [ P(X°>Xu/Xx° >X(, )

l/X( )<t

avec X = 0.

Chaque probabilité conditionnelle est estimée ensuite & partir du rap-
port du nombre d’observations aprés X(;) par le nombre d’observations apres
X(iony. Cest & dire on estime P(X° > X(;/X° 2 X(i_y)) par (Z255)" =

. . i 36 .
~25» si Pobservation X(;) n’est pas une censure et par (A 0 = 1, si

’observation X(;) est une censure, d’oti 'écriture de S,.

On définit aussi, la fonction A appelée taux de hasard cumulé, par A(t) =
—log S(t). Cette fonction joue un réle tres important dans 1’étude d’esti-
mation du taux de hasard, puisque ce dernier n’est autre que la dérivée de
A qu'on peut estimer facilement par A,(t) = —log S,(t). Clest & dire, en
remplagant S par 'estimateur de Kaplan-Meier S,

1.2 Courbes d’influence

D’aprés Pexpression de Peterson (1977), on peut exprimer la fonction
de survie S, par rapport aux deux fonctions de subsurvie H° et H!, définies
par

H(t) = P(X; > t,6; =1) avec t©=0,1.
tel que:

t dHl

S(t) = exp T HO)

(s*) + H(sT)
X eXpélogTHO()

le premier terme correspond i une integration sur les intervalles de conti-
nuité de H?, le second terme est une sommation sur les points de discontinuité
de H'.

En estimant les deux fonctions de subsurvie par:

. 1< )
H'(t) = ;Z 1ix,5t,5;=y avec i=0,1.
=1

12



A. V. Peterson (1977), montre que l'estimateur de Kaplan-Meier, s’exprime
aussi de la maniére suivante:

3 = eX t dH ex 0O, '——Hl +'_)+H0( )
500 =o9 [ G P2 B R+ )

En appliquant la fonction logarithme & S et S, on peut écrire le taux de
hasard cumulé A et son estimateur A,, tel que:

[t dH'(s H'(s*) + H°(sT)
Al = /(H‘+H0 Zl Hls Hi(s) + HO()

et

A ¢ dH(s H,(s*) + Hi(s*)
A1) = /(H1+H0 Zl S Hi(s) + HO(s)

N. Reid (1981), a utilisé ces deux expressions, pour faire une étude détaillée
de Destimateur de Kaplan-Meier, permettant de regrouper et d’améliorer
les différents résultats de convergence déja montrés. L'idée est la suivante,
considérer la fonction de survie et son estimateur comme fonctionnelle de
(H, H®) et (HL, HY), ensuite utiliser le dévelpement de Von-Mises (1947).
Ceci a été d’abord appliqué au tanx de hasard cumulé afin de simplifier les
calculs.

On peut donc écrire, A(t) = T(H', H%,t) et A,(t) = T(HL, H°t), ot T
est une fonctionnelle de B x B dans R, avec B, I'espace des mesures positives
bornées. Le dévelopement de Von-Mises de cette fonctionnelle donne:

[\n(t) - A(f’) T(H;.7H2$t) - T(H]’HO t)

/ 1Cy(T, HY, 1Y )(8)d(H} — H)(s)

/ ICy(T, H', HY s)(£)d(H? — HO)(s)
+Ra(t)

13



R, est un reste, qu’on appelle terme d’ordre supérieur, IC; et IC; sont
les courbes d’influence du taux de hasard cumulé définies par:

DT 4 o(2 — HY), HO 4 MHE — H) |ocgrco

il

/ ICy(T, H', H s)d(H: — H")(s)

et

ST+ <(HY — HY),HO -+ AHS = %) Lorco

/ICg(T, H', H s)(t)d(H? — H°)(s)

N. Reid (1981), a montré que ces deux courbes d’influence de An, s'ex-
priment sous la forme:

IC{(T,H' H s)(t) = /05 lf(zgu)d"*ll—{sf&)
et

I ™

sAt
ICH (T, H' H% s)(t) = /
0

(s At = min(s,t}), on notera par la suite ces deux fonctions par k;(¢, s)
et kz(t, S)‘

Les courbes d’influence de l'estimateur de Kaplan-Meier, sont définies de
la méme maniere, mais cette fois ci on considere Sn(t) comme fonctionnelle
TO(H!, H2,t) = exp—T(HL, Ht) (puisque S,(t) = exp —A,(t)). On en
déduit alors que:

IC(T°, H', H% s)(t)

il

S(t)(/os T f(qu)d“ + 11_{82&))

S()( /0 " 1 f(zzu)du)

et

ICg(TO, H', H®, s)(t)

14



1.3 Définitions de A, (t) — A(t) et F,(t) — F(t)
D’apreés le lemme 1 (cf. M. Delecroix et O. Yazourh (1992)) An(t) — A(2)

s’exprime aussi de la maniére suivante:

. 1 <
1 An(®) = A(t) = = 3" Zi+ Ru(t) = Pa(t) + Ry(t
(1) () - A(®) Z + Ra(t) = Pa(t) + Ru(t)
avec
Xint h(u) 1 '
Z; =[; T L(u)du 1z 750 Lsi=nnixicyy » L <1< n.

Concernant le reste R, on peut se contenter ici, de citer le résultat de
majoration suivant, qui joue un réle important dans notre travail

2) sup [ Ra(0) [ O 11, = [+ 1)

ou
HF |l =sup | F(z) |
x>0

Cette majoration est valable, dés que I’hypothése suivante, est vérifiée
(Ha) P(X;>b4;=1t)>0, 1=0,1.

(cf. lemme 2.1. J. Mielniczuk (1985), pour un développement et mise en forme
des résultats de N. Reid).
En appliquant maintenant le lemme 2 (cf. chapitre 11T} on peut écrire:

) 50— () = Y20+ By = PO + RO

15



avec

o Xint h(u) b Xire  p() S(t)
2= [ st [ T et

Et on montre que le reste RC, se majore de la méme maniere que R,.
Lemme 1 Si b vérifie lhypothése (Hy), alors:
: 1
i iq12
(4) sup | Ro(t) [= OY || H; = H' |l + =)
t€f0b] i=0 "
Preuve:

Sa(t) - S(1)

exp(—An (1)) — exp(—All
(Aa(®) = A1) exp(—A()
(Raft) = A exp(=Alt) - 8,(A(0) ~ A1)

)
)

avec 0%, € 10,1[. On peut aussi écrire:
S0 =50 = (ha(t) = A0S0
5 (Ra(t) = MBS (1) exp(=0,(An(t) = A1)
= 80 [ bt (T} - H')(0)
+5(t) / ko(t, s)d(HY — HO)(s) + S(t) Ra(t)
HE(Ra(t) — A (E) exp(~0 (Ralt) — A(D)

Donc, les courbes d’influence de S, sont bien S(t)k;(t,s) et S(t)ka(t, s),
et le reste RS s’écrit

Ra(t) = S(H)Ra(8) + %(f\n(t) ~ A(1))*S(t) exp(=6,(Aa(t) — A(1))

16



Or, si b vérifie ’hypothese (Hy), alors:
su | Ra(t) = A(t) |—— 0

(méme démonstration que le théoréme 2, ci dessous).
Donc, Ja > 0/ sup,epo s exp(—6; (A (t) — A1) <

On en déduit alors, que
| R0 1< | Ralt) | +5(he(t) — A8 ()
Cherchons ensuite une majoration de (A,(t) — A(£))2S(2).
(Rnlt) = A@PS(@) = SOL[ bt )l = H)s) +
[ att )2 = 1))+ B0
SS(t)[/ ki(t,s)d(H: — HY)(s)]* +

35(1)] / Ea(t, s)d(H — HO)(s)]?
+3S(t)R2(t)?

IN

Le premier terme, peut étre majoré de la maniére suivante:

sl ¢ / h(“

+1—1{’+“(’—)>d(H; - )(s)]
SO - 100

L/(s)
/ 25 T L))
(i H‘)(s)dsr

S / ka(t, $)d(H? — HY)(s)]?

{Cette égalité est obtenue en utilisant une integration par partie). On
peut donc majorer ce dernier terme par:

17



Cy
(1 - L(s))?

(Cy est une constante positive ), puisque:

/ot( h(S)(S)) R G(t)/ f(s 3))2

| Hy = HY IS

et
O
[ R !
donc,
b h(s) . 1
[t s m
ainsi que,

s 1 1
/0 O R P T e e At
De la méme maniére, on montre que:
0 0/ .\12 0 0 %
SO tat, (S - HOY <1 B2 = 1 [ s

(C, est une constante positive )
En utilisant, maintenant la majoration (2) de R,, on obtient:

1
. . 1
sup | R2(t) |S C'o{ Y I Hy = H' [Io, + )

t€f0,5]

(Sous ’hypothese (Hp), C’; est une constante qui dépend de b)

1.4 Convergence de Pestimateur de Kaplan-Meier.

1.4.1 Convergence uniforme p.s.

Parmi les nombreux auteurs qui se sont interessés & I’étude de consistance
de ’estimateur de Kaplan-Meier, on peut citer, N. Breslow et J. Crowley
(1974), V. Susarla et J. Van Rysin (1979), A. Foldes, L. Rejto et B. B.
Winter (1980), A. Foldes et L. Rejto (1981) et N. Reid (1981). Nous allons

18



alors, rappeler certains résultats de ces auteurs et donner quelques théoremes
déduits des travaux de N. Reid (1981) et la décomposition (3).

A. Féldes, L. Rejté et B. B. Winter (1980), ont montré I'inégalité sui-
vante:

Théoreme 1 I existe des constantes positives a, b, ¢ indépendantes de F,
G, e, T, ) et m, tel que siT >0 et L(T™) < 1, alors pour tout € > 0, pour
tout n et A, 0 <A< 1—L(T"), on a:

P(sup | S,(t) — S(2) |> ) < ade™2exp(—n(Ae)*b) + c(Ae) (1 — L)

0<t<T

Un résultai du méme genre qu’on montre a partir de la décomposition
(3), et qu’on utilise dans notre travail, est le suivant :

Théoreme 2 Si b vérifie Uhypothése (Hy), alors
Vex>0,e<,

P(sup | 5,(t) = S(t) |> ) < Cnexp(—-)
0<t<h C

ou C et (7, sont deux constantes positives.

Preuve:
sup | Sa(t) — S(t) |< sup | P(t) | + sup | R3(t)|
tefo,b) te[o,b) tefo,b)

et on montre que,

1
sup | (1) [< Ci() || Hy = H' )
tef0,8] =0
avec C} une constante positive. (Majoration qui s’obtient de la méme
maniére que celles dans la démonstration du Lemme 1). En utilisant le Lemme
1, on peut donc écrire:

1 1
& i 1 i 1 1
Sup | 5.() = S@) IS QN Hy = H D+ GO N Hy — HY P +-)
’ =0 1=0

19



C, est une constante positive. On a donc:

P(tsem [ S.(t) ~ S(t) [>e) < P(Cl(_Z W H,—H ) > %)

FP(C(S NI~ P +2) > 5)

PE=Y]
ne
< —_—
< Cnexp( C’)
On utilise I'inégalité suivante:
(5) Ve >0, P(||H:—H ||>e¢) 58(n+1)exp(—%€2—)

(cf. P. Polard{1984))

Un autre résultat du type loi du logarithme itéré, établi par A. Foldes et
J. Rejtd (1981), est donné dans le théoreme ci dessous. On définit d’abord,
pour toute fonction de répartition F:

Tr = sup{t, F(t) < 1}

Théoréme 3 St F et G, sont deux f. d. v. continues et telles que
Tr < T < 400, alors

log logn

sup | $u(t) - S(t) |= O(( )F) ps.

0<t<oo n
Corollaire 1 Si F et G, sont deux f. d. r. continues et si G(T) < 1, alors

sup | 8u(0) — S(1) [= O((EE)3) ps

0<t<T*
ouT*=TATF



Remarques

1} En utilisant la majoration (4) et 'égalité:

. . loglogn 1 .
Vall - H = 0(Z20)) | =01

{cf. N. Reid (1981)), on a pour tout b vérifiant (Hp) (ce qui est vérifié si
F(b) < let G(b) < 1)

5 log log n

sup | 3,(1) = (1) |= O((=5 2=

)3) p.s.
t€[0,b) n

2) Pour que Pestimateur S, converge presque siirement sur R*, on a vu
théoréme 3, que I'hypotheése: Tp < oo doit étre vérifide, ce qui s’explique
par I'absence d’observations apres I'instant Tr. Malheureusement ceci ne ca-
ractérise pas les lois usuelles dans les modeles de durées. La difficulté de
montrer ce résultat pour TF = 400, vient du fait qu’on ne peut pas contrdler
écart entre S,(t) et S(t), pour de grandes valeurs de t. D’ou D'idée de choi-
sir une suite b, qui tend vers linfini et de montrer que le sup sur [0, b,]
de | S,(t) — S(t) | tend vers zéro, en utilisant la décomposition (3) et en
cherchant une majoration du reste R® sur {0, 5,] du type (4).

1.4.2 Variance de ’estimateur de Kaplan-Meier

A partir de la décomposition (3), on peut aussi déterminer I’équivalent
asymptotique de la variance de S'n(t). Dans le Lemme 2 (cf. chapitre I11), on
calcul la variance de tout estimateur qui s’écrit sous la forme: f(f m(u)dF,(u).
Comme cas particulier, on peut prendre b = ¢ et la fonction m égale a la
constante 1. On en déduit alors:

Théoreme 4 Si t vérifie Uhypothése (Hp), alors:

hs) ds + o(l)

VIS0) = £50° [ TPt ol

En utilisant ensuite le Lemme 1 (cf. M. Delecroix et O. Yazourh (1992))
on montre, de la méme maniere, le résultat suivant :

Théoreme 5 Si t vérifie Uhypothése (Hy), alors :
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V(A1) = l/0 T%ds+o(;ll—)

n

1.4.3 Normalité asymptotique

N. Breslow et J. Crowley (1974), ont étudié le comportement asympto-
tique du processus /n(S, — S). Ils ont, montré le résultat suivant:

Théoreéme 6 Si la survie XO et la censure C sont indépendantes et si F et
G nont aucune discontinuité commune, alors:

VS, = §) —— Z

n—00
ot Z est un processus gaussien centré, de fonction de covariance:
h(s)

Cou(2(1),2(02) = S(S(0) [ = s

Un autre résultat, concernant la normalité asymptotique, qu’on peut
déduire de la décomposition (3), est la loi limite de la quantité J,, définie
par:

V(Su(@) = B(Sa(2)))
By

ou

On montre alors:

Théoréeme 7 si x vérifie [’hypothése (Hy), alors:

T, — N(0, 1)

n=+00
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La démonstration de ce résultat se déduit facilement de celle du théoréme
3 (cf. chapitre I).

Si on définit maintenant, A, telle que:

ol
© h{s)
2 _
B; —/0 l—L(s)ds

alors on montre

Théoréme 8 Si x vérifie 'hypothése Hy, alors :
c
A, — N(0,1)

L3 aussi, la démonstration se déduit facilement de celle du théoréme 2
(cf. M. Delecroix et O. Yazourh (1992))

2 Synthése des résultats obtenus en nonpa-
ramétrique

2.1 Estimateur de la densité f

La technique classique de l'estimation fonctionnelle, consiste si on veut
estimer la densité d d’une mesure 7, & se donner une suite de fonctions
K,(.,.) de R? dans R, telle que:

d(@) = lim / Ka(x, t)d(t)dt

Dans le cas usuel de données non censurées, on approxime 7 par la me-
sure empirique T,,, et comme [ K, (x,t)d(t)dt est égale & [ K, (z,t)dT,(t), on
estime d{z) par:

3

d@) = [ KaleMT(0 = 2 3 Kol X)

i=1
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(cf. D. Bosq et J. P. Lecoutre (1987), "Théorie de P’estimation fonction-
nelle”)

Si on note maintenant, i la mesure dont la fonction de répartition est F,
alors l'estimateur donné par Kaplan-Meier est la mesure discrete

n
fon = ZP:‘AX,'
=1

avec

0 si §;,=0
pi = R

1 PR NG S

n—R;+1 Hj/X;SX,_, (n—-R,H) 78t b =1

On peut donc définir des estimateurs de la densité par:

fue) = [ Kalasda(t) = Y- pio (2. X)

Dans la quasi totalité des travaux déja effectués, dans ce cadre, on utilisait
la méthode du noyau, ot les fonctions K, sont définies par:

, 1 z—y
Knlw,y) = =K (—=—=)
h, est un nombre réel positif dépendant de n, et K est par exemple la
densité gaussienne.
De la méthode du noyau, découle aussi la méthode de I'histogramime
classique, qui dans un premier temps a été utilisée par A. I'éldes, L. Rejtd
et B. B. Winter (1981).

Définition 1 On considére l'intervalle [0,T), T < oo, pour tout entier N
positif, soit

0<th)<t§,N)<...<t,,§éy)=T

Une partition de [0,T] en vy subintervalles AfN), définis par:
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N N s 1< <oy

i—19%

AW =
[t(N) T] si i=vy

vN-1?
Lestimateur de la densité f du type histogramme, correspondant & cette
partition est défini par:

\ Fn(™ = Ey(ei™
fnl(z) = w ;(NZ t(x)( 1) st € AEN)

Estimateur de la probabilité de tomber dans Uintervalle ]t,(-N), t,(i)] sur la
largeur de cet intervalle.

Les principaux résultats de convergence de fy vers f, sont donnés au
théoreme suivant, que montrent A. Féldes, L. Rejtd et B. B. Winter (1981).
Ils supposent d’abord que T' € R*, que F'(z) existe pour chaque z € [0, 7]
et que f = F' sur [0,T].

Théoreme 9 On suppose que f est continue sur [0, T} et L(T™) < 1

(I) si max{|A™M | 1<i< v} — 0
et s1 (log%)% min{| AEN) It 1 <i<wy} — o0, quandN — oo dlors
sup | fu(@) = fz) |— 0 pas.
0<Lz<T
(I1) si f a une dérivée bornée sur [0,T), et

——-lv%-ma,x{l AM L 1<i<uy}—0
(log N)™%

et inf{(%\z’)% min{| A™ |: 1<i<uy}} -— 0 alors

®p=

(—IogLN)——Ogup | Fx) = f(z) |— 0 ps

Les auteurs ci-dessus, étudient ensuite 'estimateur f, de la densité, construit
par la méthode du noyau, tel que:

D)dE(y)
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Ils montrent alors, que si F'(z) existe pour chaque ¢ € R et f = F” sur
R, alors on a le théoréme suivant :

Théoreéme 10 On suppose que f est bornée, G(Tz) < 1, K est continue &
drotte et @ variation bornée sur R et

h, — 0 avec hn(E%{)é — 00 quand n— 00
(I) Sif est conlinue au point x alors falz) — f(z) pes.

(II) Si—o0 <a<b<ooetf estuniformement continue sur (a,b),
alors pour chaque ¢ > 0

sup | falz) = f(2) |— 0 pas.
r€(atc,a—c)
(III) Si-oo<a<b< oo et f aune dérivée bornée sur (a,b), alors:

sup | fn(z) — flz) |- 0 ps.
z€(a.b)

Plus récemment S. H. Lo, Y. P. Mack et J. L. Wong (1989), ont étudié
un estimateur de la densité, construit a partir d’une version modifiée T',, de
Pestimateur F,, de Kaplan-Meier, telle que:

—+1 6i 3
1- ni/x(i)sx noips) @ six < X

(6) I'n(x)=
Fn(X(n)) 81X > X(n)

(On suppose que la plus grande observation est non censurée)

Dans leur analyse, les auteurs ci-dessus, se basent sur une décomposition
de F, — F (cf. S. H. Lo et K. Singh (1986)), du méme genre que (3). Ils
supposent d’abord que la densité f est continue au point z, f(z) > 0, G est
continue en z et L(z) < 1. L’estimateur de la densité proposé, est construit
par la méthode du noyau, tel que:

T

i) = - [ KT
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Les suppositions suivantes, concernant le noyau K, seront utilisées dans
Vétude de f,.

(k1) K est une fonction de densité symétrique.

(k2) K est a support compact [—c,c].

{k3) K est continue.

(k4) K est & variation bornée.

S. H. Lo, Y. P. Mack et J. L. Wong (1989), montrent que 'estimateur f,
vérifie les résultats suivants:

Théoréme 11 On suppose que K satisfait (ki),...,(ks), hy est telle que,
h, — 0 et logn®/nh, — 0 quand n — oo et f est deuz fois differentiable
en x, alors:

Bl = 1) + 5 [+ o
__L [ PYNN. 1
var(fu(z)) = —\/ﬁ(_l———_G(_wj) / K*(v)dv + o(m)

Corollaire 2 (¢) On suppose que K satisfait (ki),...,(ks), b, est telle que,
h, — 0 et log n*/nh, — 0 quand n — oo, alors

+ h2)

nh,

(nho)Hfa(2) = E(fofa))] == N (0,0*)
avee 0% = (f(z)/1 - G(z)) [ K*(u)du.

(32) Si en plus, on suppose que f est deux fois continument différentiable
en 2, et h, satisfait h, = o(n~Y%), dlors

(nha) [fa(2) — F(2)] —— N(0,0%)

N=—00

2.2 Estimation du taux de hasard

Dans une approche non paramétrique, on cherche a estimer la fonction
h(t) = f(t)/(1 — F(t)), sans hypotheses "apriori” sur ensemble de lois & la

quelle appartient la loi des X?, & partir de Péchantillon observé.

27



En pratique plusieurs estimateurs de A, ont été proposés. Cette multipli-
cité se justifie, d’une part par la diversité des techniques d’estimation fonc-
tionnelle, d’autre part par 'utilisation des trois définitions différentes de A
que nous rappelons ci-dessous.

- La premiere définition que nous avons déja vu, est h(t) = f(¢)/(1 — F(¢)).
On est donc amené a chercher des estimateurs de f et de F.

- On peut aussi écrire

bl

fHa-G6e)
(1-F®)(1=G@)  1-L()

It est la densité de la mesure v définie par:

h(t) =

v(A) = P[(X? € A)n (s = 1)]

puisque
P(X?<t)n(&=1)] = PX?<t)n(X] <)
= /0 f(w){/ 9(y)dy}dax
= /: Iz)dx
- Enfin on a:

‘ " f(=)
/(; h(z)dz = A mdm = —log(l — F(t)) =T(t)

h est donc la dérivée du taux de hasard cumulé, on peut alors, ’estimer
a partir de An.

Ces troix définitions, ont été utilisées par de nombreux auteurs, afin de
construir des estimateurs de k. A partir de la premiere écriture, A. Fdldes, L.
Rejté et B. B. Winter (1981) ont construit estimateur f,/(1 — F), + L), ot
fn est un estimateur de la densité, £, est l'estimateur de Kaplan-Meier et le
terme ;1; au dénominateur permet d’éviter une division par zéro. Deux esti-
mateurs de la densité ont été utilisés, celui du type histogramme et celui du
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type noyau. Dans le premier cas, les auteurs ci-dessus montrent le théoréme
suivant :

Théoreme 12 Soit b = f,/(1 — F, + 1), Si on suppose que f est continue
et que L(T) < 1, alors les assertions (I) et (I1I) du théoréme 9, restent
vérifiées si on remplace | fn(z) — f(z) | par | An(z) — h(z) |

Dans le cas, ot la densité f est estimée par la méthode du noyau, c’est
A dire que fo(2) = [ EK(=)dF,(t), A. Foldes, L. Rejtd et B. B. Winter
(1981), établissent les résultats suivants:

Théoréme 13 Soit iz?l = fu/(1—F + 1). Si on suppose que f est bornée,
G(T7) <1, K est continue d droite et ¢ variation bornée sur R, et by, — 0

avece, hn(n/logn)% — 00
(I) stz < T et | est continue au point x alors hn(z) — h(z) p.s.

(I1) si f est continue sur [0,Tr] alors, pour toutes constantes positives c

et d:

sup | hy(z) — h(z) |— 0 p.s.
z€le,Tr—d)
(II11) Si f est d variation bornée sur (0,Tr) alors, pour toute constante
positive ¢

sup | ho(z) — h{z) |— 0 p.s.
2€(0,Tr —¢]
L utilisation de la deuxieme définition de h a été initiée par J. Blum et

V. Susarla {1980). L’estimateur construit & partir de la formulation: & =
/(1 — L) est

;Ls — l:»(t)
Tl — La(1)
ou L, est la fonction de répartition empirique de ’échantillon (X1,..., X,)
et I> est un estimateur de la densité des (Xi,6; =1). J. Blum et V. Susarla
(1980), ont étudié le comportement asymptotique de Yestimateur 71?1, gquand
I} est I'estimateur de la densité {* construit par la méthode du noyau:
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L’estimateur du taux de hasard ainsi construit, converge presque siire-
ment et vérifie la normalité asymptotique.

En 1983, H. Ramlau-Hansen a étudié le méme estimateur de h, défini
ci-dessus, 1l a montré que si h est continue alors:

E(R3(t)) —> h(t) pour tout t €)0,1[ et G(t7) <1 et

1

et f(é)(t) exp { /0 h(w)du) / Is’2(u)du+o(n}11n)

Var(k3(t)) =

Dans la troisieme définition, h représente la dérivée du taux de hasard
cumulé A. Donc, on peut utiliser les méthodes d’estimation fonctionnelle pour
construire des estimateurs de h a partir de ceux de A. En effet, A. Tanner et
W. H. Wong(1983), ont introduit Pestimateur de k défini par:

i@ = o [KET
_ ~ b K( z — X
- h Zn—z+1 hy, )

et obtenu, en régularisant dA, par convolution avec un noyau K, ou A,
est ’estimateur empirique du taux de hasard integré, tel que:

%)
An(z) = Z -
Xls n—1+1
Cet estimateur est au fait une approximation de A,(z) = —log $,(z) =

EX(:')SI é(iylog(1 — =i7), puisqu’il suffit de remplacer log(1 — —47) par
—1/(n — ¢ + 1), pour obtenir A,(z). L'estimateur A, a été étudié, notamment
par W. Nelson (1969,1972) et O. Aalen (1983). A. Tanner et W. H. Wong

(1983), ont étudié le comportement asymptotique de h4 et ont montré les
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résultats résumés dans le théoreme ci-dessous. On donne d’abord la définition
suivante:

Définition 2 Le noyau K est dit compatible avec F, si pour tout M > 0, il
existe h,, suffisament petit, tel que —-K(m)/(l — F(y)) soit uniformément
borné pour |y —z |> M.
Théoréme 14 Sin — oo, h, — 0, et nh,, — oo, alors:

a) Si K est compatible avec F, E(hi(z)) — h(z).

b) Si K est compatible avec F et G, alors:

5 1 h(z) . 1
4 2
Var(hi(z)) = TR T F(7) /[& {t)dt + O(nhn

)
1 —F(z 1.3 £
et (mha) (2L b (4 (0) — b)) ——s A0, 1)

A partir de Pestimateur de la densité f,, défini par S. H. Lo, Y. P. Mack
et J. L. Wong (1989), ces auteurs ont construit Pestimateur Al du taux de
hasard, du type hl, tel que:

;14 — fn
"o1-T,
avec ', Pestimateur de F' défini en (6). Ils montrent alors, que iL: vérifie
les propriétés asymptotiques suivantes :

Théoréme 15 Sous les hypothéses du théoreme 11, on a:

Ellhs(e) - B = Wilgrms
n; h(w T / K*(v)dv} + o(h? +

Théoréme 16 On pose 7 = %f]@ (v)dv

(1) Sous les hypothéses du corollaire 2, (i), quand n — oo

v K (v)dv}?

)

n

(nha)[h(z) — B(hi(2))] —— N(0,7%)

(1) Sous les hypothéses du corollaire 2, (ii), quand n ~— oo

(nho)2h4(2) — h(2))] —— A(0,72)

n=—00
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3 Meéthode proposée et commentaire

3.1 La méthode des fonctions orthogonales

Dans les travaux cités précédemment, nous avons vu que la méthode
d’estimation fonctionnelle utilisée, est celle du noyau. Seul D. K. Kimura
(1972) et N. L. Hjort (1985), & notre connaissace ont proposé la méthode
alternative des "fonctions orthogonales”. Il s’agit au fait d’une approche semi
paramétrique, puisqu'on se raméne dans cette méthode a 'estimation d™un
nombre fini de parametres de maniere globale, c’est a dire on utilise toutes les
observations de l’echantillon pour estimer chaque parametre. Cette méthode
semble donc plus robuste de ce point de vue par rapport & celle du noyau,
on évite les problemes de localisation, en particulier dans les zones ol peu
d’observations non censurées apparaissent. Notre travail, sera donc consacré a
Petude de Pestimation de la densité et du taux de hasard, par la méthode des
fonctions orthogonales. Dans la premiére partie, on construit un estimateur
du taux de hasard a partir de A, 'estimateur du taux cumulé A, et on étudie
les convergences L? et ponctuelles. Dans la deuxieme partie, on construit de
la méme maniere un estimateur de la densité & partir de [, Pestimateur
de Kaplan—Meiel On en déduit ensuite un estimateur du taux de hasard:
fu)(1 = FE, 4 1), Les résultats de convergences établis pour I'estimateur de
la densité f, et Pestimateur £, permettent enfin, d’étudier le comportement
asymptotique de cet estimateur du taux de hasard.

En conclusion, on peut dire que la méthode des fonctions orthogonales,
donne des estimateurs comparables a ceux construits par la méthode du
noyau et dont 'efficacité peut &tre trés satisfaisante si on arrive & choisir
la base la mieux adaptée au parametre fonctionnel & estimer, probléeme qui
devrait faire I'objet de travaux ultérieurs.

3.2 Commentaire général

Pour étudier les estimateurs construits par la méthode des "fonctions
orthogonales”, on utilise essentiellement la décomposition (9) (cf. M. Dele-
croix et Q. Yazourh (1992)), et la décomposition (15), (cf. chapitre III) des
quantités:
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[misina - [mwane)

et

/ m(t)dE,(t) — / m(t)dF(t)

olt [m(t)dA,(t) et [ m(t)dF,(t), sont des estimateurs de k et de f. En
remplagant la fonction m par un noyau K et en utilisant les mémes tech-
niques, on peut étudier les estimateurs construits par la méthode du noyau
et retrouver les résultats de convergence déja montrés. Cette étude peut donc
étre étendue au cas général, cest a dire aux estimateurs construits par la
méthode du noyau généralisé {cf. D. Bosq et J .P. Lecoutre (1987)).

Un autre estimateur du type izi proposé par J. Blum et V. Susarla (1980),
peut étre construit, en estimant la densité des v.a. (X;,8; = 1) par la méthode
des fonctions orthogonales, sans utiliser 'estimateur de Kaplan-Meier. 11 se-
rait donc intéressant de comparer ces deux estimateurs du taux de hasard a
ceux dont la construction est basée sur I'estimateur de Kaplan-Meier.

Enfin pour faciliter le choix de l'estimateur en fonction du parametre
fonctionnel a estimer, il est nécessaire de compléter par la suite ce travail par
une étude pratique basée sur des simulations.
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I - INTRODUCTION

L'estimation fonctionnelle dans les modéles de durée a désormais une longue
histoire : on peut dater de Kaplan-Meier (1958) la premiére étude sur le sujet. La
spécificité des problémes statistiques & résoudre dans ce cadre provient évidemment de la
présence des "censures” apportées aux observations de la variable d'intérét par les
conditions de l'expérience. Divers choix de modeles, dépendant de la nature des
censures, sont possibles & ce niveau : nous adopterons dans ce travail celui d'Efron
(1967). "

Appelons X ?, i2 1, les variables aléatoires représentatives des durées de vie que

I'on veut étudier (temps de chomage, de survie, de non-défaillance, etc... ). Elles sont &
valeurs dans R, i.i.d, on appelle f leur densité, supposée continue, F leur fonction de
répartition. Le statisticien ne peut alors observer que des variables X;, i 2 1, ol
X; =1inf {X?, Ci}, les C; symbolisant les censures (droites) apportées aux durées de vie

d'intérét (dates d'échantillonnage etc...). On suppose que les C; forment une suite de
variables réelles i.i.d, a valeurs dans R*, de densité g, de fonction de répartition G, et
indépendantes des X ?. On appellera enfin £ la densité des X , L leur fonction de

répartition (1 - L = (1 - F)(1 - G)). Comme le statisticien sait néanmoins si l'observation
X; dont il dispose est censurée ou non, I'échantillon est finalement constitué de n couples

X;,dpou d=1I (D; est I'indicateur de non censure).

xd<ciy

Dans le cadre de ce modéle ont été étudiés des estimateurs de F, du "taux de
hasard cumulé” A (A =- Log (I - F)), de la densité f des X?, enfin de leur taux de

hasard h (h = f/(1 - F) = A"). On peut citer, sans souci d'exhaustivité, des travaux récents
comme ceux de K. E. Gneyou (1990) ou G. Gregoire (1991), et renvoyer a Droesbeke et
al (1990) chapitre 4, pour une synthése de résultats obtenus sur le sujet avant 1988,

Dans les travaux concernant f et h, la méthode d'estimation fonctionnelle usuelle
est celle du noyau. Quelques auteurs ont néanmoins déja utilisé la méthode alternative des
"fonctions orthogonales". Kimura (1972) semble étre le pionner en ce domaine, mais
sans aborder le probléme du devenir asymptotique de l'estimateur. Hjort (1985, 1991)
propose un estimateur de h déduit du classique estimateur de Nelson Aalen (Nelson
(1972), Aalen (1978)), sans en étudier systématiquement les propriétés de convergence.
Enfin Mc Keagne (1986), sous le nom d"™estimateur sieves", propose aussi de projeter
un estimateur empirique sur une famille de fonctions orthogonales.
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Dans la lignée de ces travaux nous étudions, dans ce papier, les propriétés de
convergence, L2 et ponctuelle, d'un estimateur hy de h défini par la méthode des
fonctions orthogonales a partir d'un estimateur classique Ap de A. Ces convergences
établies, nous concluerons l'article en comparant les performances de hy avec celles des
estimateurs non paramétriques qu'on avait jusque 13 proposés, afin de justifier I'emploi
de hy dans des situations pratiques. -

Le second paragraphe sera consacré & la définition de hy et & I'exposé des
principaux résultats de convergence. Nous discuterons les propriétés obtenues dans le
troisi¢éme paragraphe, le quatri¢éme contiendra les démonstrations, le cinquie¢me la
bibliographie.

IT - RESULTATS DE CONVERGENCE

2.1} La fonction h n'étant pas de carré intégrable sur R* pour les lois de survie
usuelle (la loi exponentielle par exemple), nous construirons un estimateur de la
restriction de h & un intervalle [o,b], 1a continuité de h (donc celle de f) suffisant & obtenir
son appartenance 3 L2([o,b]). Ce point n'implique pas de restriction pratique : on peut
toujours, pour réaliser l'estimation, choisir b supérieur au plus grand des X; non
censurés qu'on observe et méme beaucoup plus grand, ce qui permet d'estimer h sur un
intervalle "utile" suffisant au praticien.

b étant désormais fixé, nous supposerons d'autre part vérifiée I'hypothése usuelle :
HO) : P[X;>b,0;=01>0 etP[X;>b,8=1]>0.

HO) assure simplement que 'on puisse obtenir des observations, censurées ou non, a
droite de la valeur b, c'est-a-dire en pratique que ni la loi des X, ni celle des censures C;
ne sont concentrées sur un intervalle fini, ce qui est le cas usuel du modele d'Efron.

2.2) Sans distinguer plus avant h et sa restriction a [0,b], supposons donc que
h € L2([o,b]) et que (e;) ,i > 1 constitue une base orthonormale de cet ensemble. Alors

[ore)
h s'écrit 2 a; e ; avec
1

b b
.= . h dx = .d A
3= [emnma= [

o0 A est la mesure de densité h (i. e. de fonction de répartition A) sur {0,b].
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L'estimateur h est alors défini , q(n) étant une suite croissante d'entiers, par :

q@
h =E a e

n 1

1
b
J:)ei.d( A

P
1l

ou 7\n est une mesure empirique approximant A ; c'est la mesure de fonction de
Tépartition A, égale a-Log(l- F)), o0 F est I'estimateur de Kaplan-Meier de F (voir

Droesbeke et al (1988) pour une synthése). Pratiquement 7\n met en chaque X, non

1

censuré la masse - Log (1 - ATRFT

) ou R, est le rang de X, dans I'échantillon
ordonné. Dés lors

5= X

i/xi<b

1
E)i.ej(Xi).Log{l TR 1]

q@
En posant K (x,1) = z &;(x) ¢;(t) ,onadonc:

1=

b
- 1
hy (x) = J;Kn x0d A=~ % 3 K, (%;.%) . Log[1 H_Rl_+—1:l

On notera que Tanner et Wong (1983) ont étudié le méme type d'estimateur,

s'écrivant J‘ K: x,t)d /\: (t), K: correspondant cette fois a la méthode du noyau et

A: dérivant de l'estimateur de Nelson-Aalen (Nelson (1972), Aalen (1978)) de A,
asymptotiquement équivalenta A 0

2.3) Comme l'appartenance de h 2 L2 [0,b] est la condition sine qua non de
construction de hp, nous étudierons d'abord la convergence de hy vers h au sens de la

1
norme de cet espace, notée désormais : H ”LZ[O,b]- Cette convergence sera obtenue

sous I'nypothése générale suivante, vérifiée par les bases classiques de 12{0,b] :
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Hj) Les éléments (&;) , 12 1, de la base choisie sont des fonctions continfiment

différentiables et uniformément bornées par un nombre M sur l'intervalle [0,b].
En posant alors, pour toute fonction réelle m dérivable :

b
(1) N@mp) = [{m(®)] + jo{m'a)ldt]

nous pouvons définir 1a quantité Dy, caractéristique de la base (e;), par :
q(®) q@m)

b, 2
) D=y N le.)! {tfdt]
@ Y N Z{e(b) J'ofi()I
et énoncer :

Théoréme I : Soit b un réel positif tel que Ho soit vérifiée J(e;) une base de

12 {0,b] telle que H; le soit.

Sil'on suppose que q(n) Too, lim q(n)/n=0 etenfin lim [ Dn(log n)“/n2 ] =9,

n—owe n—x

=0.
Zio,bl)

Si maintenant q(n) 1o, de telle sorte que pour tous ¥ €t ¥, strictement positifs les séries

5
. ! <

nous aurons : lim E( i .

n—oo k

exp[ xzn/\]q(n N(el,b)]} convergent,

q@m)
de termes généraux q(n) exp{- y,n /q(n)} et n{
=1

2
on aura lim p.s.[ “hn - h!(Lz[Ob]]= 0.

n—o

2.4) Une base classique de Lz[o,b] est constituée par les fonctions
trigonométriques, définies parey (f) = 1/vbet (k21,t € [o,b] ) :

(3) ey =\/%. sin[z%—7T (t - g)], Eypeq (D = \/%cos[zlg 1 ( i _12)_)}

Pour ces fonctions les hypotheses du théoréme 1 sont vérifiées, le majorant M étant égal &
\/2/b, et de surcroiton a :
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. b |
N(e,b)= O { _[O e'i(t)‘i dt } =0 @)
I

{
1

On peut alors énoncer le corollaire suivant, dont la démonstration découle
directement du théoréme, 1 et de ['égalité précédente :

Corollaire  : Si la base (e;) est celle des fonctions trigonométriques, la
2
convergence vers 0 de ’Ih g - h H est assurée
IL?[0,b]
* en moyenne si q(n) too, q(n) / n — 0, (q(n))? (Logn)*/n2 — 0
* pss. siVy,y>0, Y nqn) exp{- ¥ n / (qm)32}<oo
I

(et en particulier, dans les deux cas, si q(n) est la partie entiére de
n2/3 / (Logn)4/3+a , o> 0)

2.5) Pour un x quelconque de ]0,b[ posons alors :
@ A, =vn (b, -E(h,(x)) /By

b
w2 _ 2 h(t)
ouBn— fo Kn(x,t) LD dt

Pour obtenir la normalité asymptotique de Ag, nous devons imposer 2 la suite q(n)
et a la base (e;) 1a condition suivante :

H2) : q(n) /0B, =0o(1) et N(Kqb) (Logn)2 / Bp. V0 = o(1), lorsque n — oc .

Ici, x étant fixé,K_ représente la fonction : t =Kn(x,t)
n

On obtient alors :
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Théoréme 2

Sous les conditions Hg), Hy) et Hy)on a: AL —2-> N (0,1), lorsque n — oc,
2.6) Remarques

Si Ia quantité q(n) reste bornée, H2) est automatiquement vérifiée (N (I—(n,b)) etB,

sont constantes , donc A, — H°(0,1). Il n'y a d'ailleurs dans ce cas qu'a utiliser le

théoréme central limite standard en lieu de la démonstration du §TV . L'intérét du résultat
o0

reste limité puisqu'alors la quantité 71: (x)-hy x) = (% ali &; (x) ne tend pas vers O ...
q(n)+

Dans le cas général, q(n) 1 o, mais il est difficile dobtenir la loi
%
limite de A, = (h,(x) - h(x)) / o(h,(x)). Il est facile (voir4, § IV) de montrer que

sous Hp) V(hn(x)) est équivalent a Blzl/ n mais vn (Tn—(x) - h(x)) /Bp qui est

o
0O {\/ﬁ ( E ai]/ B, ]dépend enti¢rement de la série des coefficients a; : sans

qlm+1 J '
hypothese précise sur celle-ci, on ne peut obtenir la convergence 3 0 de ce terme, donc la
loi limite cherchée.

Si la base choisie est celle des fonctions trigonométriques on peut montrer (voir 5,
§ IV) qu'existe une constante A, A > 0, telle que Bg 2 A.g(n), pour n grand. Comme N

(I_(n,b) =0 [(q(n))z], H2) est vérifée en ce cas dés que q(n)32[Log(n)]%/ Vn
tend vers zéro.

2.7) Dans les résultats qui précédent, la convergence de hy vers h résulte
évidemment de la convergence uniforme de Ap vers A (Breslow - Crowley 1974),

T'essentiel des démonstrations concernant le comportement asymptotique de quantités du
b

type: [a(Od(A (0-AW)

Elles se basent pratiquement sur le lemme 1 ci-dessous, qui montre que ces
quantités s'écrivent sous forme d'une somme de variables indépendantes, & un reste
asymptotiquement négligeable prés, 2 partir d'une évaluation de Ay(t)-A(t) introduite par
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N.Reid (1981).En utilisant la notion de "courbes d'influence”, cet auteur a montré
exactement que :

G) Y4 t20A ®-A®=P, ®+R ()

ou
(6) nP(t)—Z {I p K (LX) + T O}Z(tX)}
i=1
avec
SAt I
- h(u) {sst}
k9= | o 4T
SAt
ko (t, 8) = f lh(fz )du

(s A t=min (t, 5),k; et k, sont les "courbes d'influence” de A). Le reste R se majore

uniformément sur tout intervalle [0, T] . I existe ainsi un réel Ct (variable avec T) tel que

1
(7) sup an(t)iSCT{[Z Iy 2+%}
[0,T} 2 |

—Hi%]

n
N ; . i 1 .
ol H‘(t):P(XjSt,6j=1) et H;(t)=H ; I{XjSt,5j=i} ,pour i = 0,1 et

! |F| l = sup F(x). La majoration est valable dés que I'on a :
0<x<T

P(X,>T, 6 =0)>0 et PX>T,d =1)> 0
(cf. Mielniczuk (1983) pour une synthése et mise en forme des résultats de Reid), d'olt
I'hypothése HO) introduite.
Soit alors m une application de R* dans R*, supposée continuement
différentiable, b un réel positif tel que L(b)<1.

Si nous posons :

b b
C(m,b) = J'om(t) dA_(® - fom(t) dA)
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XiAdb
_ h(t) m(X;)
®  Z= .[0 MO L % o= X0 T- LX)

nous obtenons :
Lemme |
Les Z, sont des variables centrées, de variance égale & J m2(t) T h(B ) dt, et
0 C

on peut écrire

n
© Cmb=1Y 7z +R]
1

E

| %l |
10 Ry <Nmb.{ sp R (0}
- te[o,b]

Dés lors on aura :

2
E(C(m,0)) = 0 (N (mpyEOEL" )
vcmp) =1vzy+o (1)

La démonstration de ce lemme, comme celle des théorémes qui précédent, est
fournie au paragraphe IV. On notera que Lo et Singh (1986) avaient déja introduit une
décomposition du méme type, pour Fu(t) - F(1), et I'avaient utilisée pour étudier la
convergence d'un estimateur de h basé¢ sur la méthode du noyau (Lo, Mack et Wang
(1989)).

I -QUELQUES COMMENTAIRES

1) Outre les convergences ponctuelles et L2, on a déja obtenu des théorémes de
convergence uniforme p.s. pour un estimateur s'écrivant fy /(1 -F ¢ %) (fn est un
estimateur de f construit par 1a méthode du noyau, F I'estimateur de Kaplan Meier, le
résultat est dans Foldes et al. (1981)) et pour I'estimateur de Tanner-Wong, évoqué au
§2 (le résultat est dans Gneyou (1991)). Les convergences obtenues ont lieu sur un
intervalle borné [0,T].

47



q@)
Ce type de résultats est immédiat pour h_: sous réserve que la série Z a e
1

converge uniformément vers h sur [0,b], il est clair que pour obtenir :

sup [hy(x) -h(x)| = o
osx<b pS.
: lq(n) ‘
il suffira de prouver que sup | (4 - a) ei(x)l -
0sx<b | | p-S-

qm)
soit: V €>0, Z { ; P (iﬁi'ai]>5/qm))} < oo
n

et cette condition est vérifiée (cf. (14)) si pour tous ¥; >0, ¥ > 0, les séries

o a(n) 0
Yo )1'_" exp {-xl n/q(n) N (ei,b)} et 21‘, q(n) exp { ¥,0/ qz(n)}
1

convergent, c'est-a-dire dans le cas des fonctions trigonométriques, en choisissant
q(n) =+vn / logn par exemple.

2) Les résultats évoqués ci-dessus ne permettent pas de comparer les efficacités
des divers estimateurs existant de h, avec hy, du point de vue des convergences
fonctionnelles. On peut par contre établir une comparaison a partir des M.S.E et des
M.LS.E des estimateurs existant.

* Pour les convergences ponctuelles Grégoire (1991) et Mielniczuk (1983) ont
montré que les estimateurs a noyau de la densité f et du taux de hasard h des X; avaient

4/5

un M.S.E asymptotique optimal en n -, la décomposition biais-variance obtenue

s'écrivant, aux constantes prés, comme dans le cas de données non censurées.Tanner et

Wong (1983) ont, eux montré que, sous certaines conditions, on pouvait écrire la
*

variance asymptotique de leur estimateur h , sous la forme

o) 25 e (o)
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avec 8(n) — 0, nd(n)— oo, [ B(n) est la "fenétre” au choix du statisticien, A1 dépend
du choix du "noyau" ]. Nous pouvons ici écrire, quand la base (e;) est celle des fonctions

' trigonomeétriques et q(n) chotsi tel que H1) et Hp) soient vérifiées :

2

5 |
)V (b)) ~ = ~ am I—Q(I’f—)(ﬁ Az

(voir 4) et 5), au § IV). La similitude est frappante.

hy sera donc aussi performant que les estimateurs 3 noyau pour estimer les
oo

fonctions h telles que le biais ai ei(x) converge assez rapidement vers O (par ex. en
q(n)+1

.2 . .. :
(q{n))"" -, ce qui correspond au biais usuel que donne un estimateur du noyau avec

5m) =(@qm) ! ).

* Pour les convergences dans L2[0,b], on obtient aussi pour le MISE une vitesse
optimale en n"4/5 avec les estimateurs & noyau de h (cf. Grégoire (1991), Singpurwalla et
Wong (1983)). La vitesse de convergence de hy, parait, a priori, moins rapide. Dans le cas

des fonctions trigonométriques, a partir de (12), en choisissant g(n) impair de la forme
q(n)y=2 q(n) + 1, on peut écrire :

9@ Py b
~ o711 9@ +1 h(t) ——13 (logm)*
;E[(ai'ai)]‘ﬁ n o 1-L(® dt +O((qm))3 2 )

—_— g 2

— b
e . 1 am +1 h(t) . iy
quantité équivalente & 5 5 o T-LO dt , pourvu que l'on choisisse

q(n) tel que qg(n) {(Logn)2/ v tende vers 0 (ce qui n'est pas nécessaire 4 la

convergence du MISE).

Comme de surcroit (cf. Szegd (1959)) onaici: Vi, &, + a5, = O (ﬁ) ,le

MISE asymptotique s'écrit alors :

— b
_1 9 + 1 h() e
AMISE= { —— J; g +0 (11 q®)

et devient donc équivalentd O (1/ g(n) ), sous la contrainte imposée 3 q(n) .
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Le résultat précédent est valable sans conditions particulieres sur f, mais
I'écart optimal obtenu apparait plus grand que dans le cas de la méthode du noyau. Il

[e0]
dépend ici encore éuoitement du reste de la série }; a;2, et de la base (¢;) choisie.
q(+1

De fagon générale, I'efficacité de hy dépendra donc; comme dans le cas des
échantillons non censurés, du choix d'une base (e;) "la plus adaptée possible” & h, et
d'un q(n) optimal. Hjért (1985) propose d'utiliser une méthode de validation croisée
classique en ce domaine, mais n'en justifie pas l'usage, d'un point de vue théorique.
Notre étude reste donc & compléter sur ce-point, tout comme dans celui d'une mise en
oeuvre pratique (par simulation), qui devrait faire l'objet de travaux ultérieurs.

IV - DEMONSTRATIONS

1) Théoréme 1

1) I s'agit d'abord de montrer que lim M =0 ,00 M, est le "M.LS.E." usuel,

000

. ! !2
clest-a-dire My, = E (flhn i h’ 1L2{0,0] ) '

Les (e) formant une base orthonormale de L2 [0,b],ona:

q(@)
M=) ElG-ae Y o
=1 q(m+l
. b
Or a -a-= f e, d A, - f e; d A, donc, d'apres le lemme (1) (formules (26,
0 0
(28):
1 > h(t) (1 4
a 2y _ 2 t . 2 (logn
E((3-3)) =1 joei () 2Pt O { (N(eio))? . (B2 |

1/2 2
+0 N(Cl,b) [ J. e (t)l hg)(t) ] (.gg;;T)
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soit, les & étant uniformément bornés :

@ q@ y
1) ¥ E(y-y) 1f(}: P ) s o{Dux_g__lo;)}

hy

qm) 2
+0 {2 <N<e1,b>)} —‘%%
=1

. Le premier terme est O (q(n) / n). S'il tend vers 0, comme le second, le carré du
troisiéme terme qui est O {q(n).D, (logn)4/ n3] tendra aussi vers o. Enfin, comme

b

oo

q(n) Too, Z 324 0: c'est le reste d'une série convergente égale a f n? (1) dt.
q(o)y+1

La premiére partie du théoréme est démontrée.
2) Pour la seconde partie, en utilisant les propriétés des e; et le fait que q(n) oo, on est

qm)
ramené & montrer que Y ( a;- a.)? — 0, soit a fortiori :
T 1 ¥ ps

n 1

qm) R
Ve € >0, ZPZ( ai-ai)2>s < 00
Oou encore

(13) VYege>o, Z[qg) P(iéi-aii>\/;/VQ(_M)}<°°

n 1

Mais d'apres le lemme 1, on peut écrire, pour tout @ >0:

PN In .
P({ ai-ai{>(x)SP(l§:1 Z} >%n.)+qu
IF
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avec
Xj/\b

i h() e,(Xy)
Zj= f"‘(‘)l L4 L= n Sb)}l-—l—L(X)

et (cf (7) et (10)), il existe un réel Cy, tel que :

) 1/2
Pour n assez grand on peut minorer [/ 2 Cp N (g;,b) - n -1

par (/9 Cp N (g;,b))1/2. On en conclut (cf. (24)) :
t I . . {
x|« | ill 12
P(ERi’n! > 7) s%" PH\H; -H H > (a/9 Cp.N(ej,b)) }

<l6(n+1) exp{- na / 288.Cb.N(ei,b)}

En appliquant I'inégalité de Bernstein (Pollard (1984), p 193), on a aussi :

EN
P(ij; ZJE >—)<2exp[ a2 n?/ 8K]
| |
b N

od K<nM2J'1h(t) dt+%M( BO g+ 1 J““

- L(1) o I-L(® I-L(®)} 2
(M majore les (e;), en valeur absolue, d'aprés H1)).

Finalement, en remplacant a par \/;: /\q(n), on obtient :

(14) P(i a?l.-aii > \e /\/Eﬁn‘))=o {n exp [ a; n /\/—q(_n)N(ei,b)]}

+0 {exp [- a,n/ q(n)]}

avec az > 0, &1 > 0. Les conditions du théoréme assurent donc la convergence souhaitée.

Q.E.D. ]
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2) Démonstration du théoréme 2

_ q(m)
1) Posons d'abord hn (x) = Z a e (x).
1

b b
Comme hy(x) = foKn(x,t) d A_(1) et que B (x) = J'OKn(x,t) dA® on
aura (lemme 1) :
— 1 1 *
h,(x) - b (x) == 21; ZntRp(®

X;Aab

) - B g1 iee .
ot Z,, = fo Ka(x) 7o 41 (G0 n (i< b}

Kn (Xy)
1- LX)

o * U
Donc A, =vn {% 21; Z, y* Ry (x) - E (hn(x) - hn(x))}/Bn

D'autre part on a (cf. lemme 1)

_ . )
*VB.E (h, (x) - Fo(0) /B, =0 {VH {N(Kn,b) . @%‘323 }/ By
= 0 (1) sous Hp)

* *
*/n R} (x) / B, — 0 en probabilité, puisque (voir la majoration de R, dans la

preuve du théoréme 1) :

P[\/ﬁ R, (x)/ B, > s]

o {n . €Xp {- X(E\/—inn) n./ N(I—(n,b) } }

o {n . eXp {-xl\fﬁ B,/N (I_in,b):,}

et, sous H2, cette expression, O {n . exXp {- x*(Logn)z} }, tend vers 0.
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n
La limite en loi de A, est donc celle de vn \:(l/n) Z Z; n] !/ By, soit celle de
1 ¥

L] *

Z ot Zin=2%, /Vn.B,

- =

: 2 ’ s
2) On sait que E(Z, ,n) =0et V(Zi.n) =B,. Doncles Z in sont centrées,

n b

. n .
de variances égalesé% et, Sfl = zl" V(Z ;) = 1. Pour montrer que 21: Zig—

HN°(0,1), il suffira de prouver (théoréme. de Liapounov : Billingsley (1968) p 44) qu'il
existed, d>o0telque:

n k]
an ¥ (17,2 =0 sn-e
= (17

Or les v.a. Z; , sont toutes majorées en valeur absolue par (e; bornées) O (q(n)),

donc E (‘ Zi,nE2+5 =0 [(q(n))f’. Bi] et

%E ( [ Z;,n] 28) =n . E (]Zi,nlz"a)/(‘/ﬁ . Bn)z+a

=0 {(q(n)a) / nd2 . Bi}

qui tend vers 0 sous la condition Hp) Q.E.D.

3) DEMONSTRATION DU LEMME 1

1) Le théorgme d'intégration par parties permet d'écrire que C(m,b) vaut :

b b
(18) {m(b) Ag(b) - J'O/\n(t) m'(t) dt}— {m(b) A(b) - J-Om’(t) AG) dt}

A, et A étant les fonctions de répartition de Apet A. En décomposant A - A selon

(5), on obtient :
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. b
(19) C(m,b)={m(b) P (b) - _[opn(t) m'(t) dt} + R,

avec
" b
(20) R =m(®) R (b)- foRn (t) m'() dt

. ) . * z . s M by
La majoration de R donnée dans le lemme est immédiate. Reste & montrer que le

premier terme constituant C(m,b) s'écrit % Z
1

2) D'aprés (6) ,ona:

t

XiA n
= _his) _ 1
@) nPy(n= Z f i © L T Hoison @= 1)

=1
soit
t
(22) nP ()= u(s) ds - p (Jo,t] )
0= J
en posant :
- ® h(t)
u(t) = 1);1 (n-i+1) I[Xa-l),Xa)l' L . X,
et

n
_ 1
“‘1;1 U=y ToLotp - OX

(X, i = 1,..., n, représente comme d'habitude I'échantillon ordonng, avec Xy =0).

On obtient alors directement d'apres (22) :

b b b
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Xinb
=n.m (b) P, (b) Z { f m(s) 1 hi)(s) }

n 1
{@=h n (X; <1y}
PV ey ve ey

i=1

en remplacant u et u par leurs expressions.

n
Donc C(m,b)=% Zl Z, + R, les Z; étant définis en (8).

3) Les variables X, i.i.d, ont la densité 2, égale a f(1 - G) + g(1 - F),

puisqu'elles ont la f.dr. 1 - (1 - F) (1 - G). D'autre part, la mesure v définie par

O(A) =

P(X; € A,d;=1) admet la densité f(1 - G). Des lors :

(o] o0

1-L(p L(s)

sAD
E(Z)= J’O( J'O m(t) —XD dt}g(s) ds - J‘O m(s)~—{§<i’}— fs) (1 - G(s)) ds

b
Le premier des deux termes, valant : f [ J. 2(s) ds} m(t) T h(B(t) dt
(théoréme de Fubini) annule le second, donc les Z; sont centrées.
3
De méme E (Z f‘) =Y A, avec
=1
o0 sAb hy 2
t
A = m(t) dt| &(s) ds
=0 [ 1m0 e
o sAb bt
=. L _{_}__ -
Ap=-2 fo ( _[0 m(t) i dt}. (m(s) 3G )) £(s) (1 - G(s)) ds
> m(s) 1 2 ’ h(s)
— mis s<b - = —-—————-S'
Az= fo (T—i{(—s—)—l)f(s) (1 - G(s)) ds j0m2(s) i 4
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On veut montrer que V(Zi) = A3. Reste donc i prouver que Aj = - Aj. Il suffit

d'intégrer par parties Aj : - (1 - L) étant primitive de £ ; on aura bien :

sAb 2 s =
Ar=| - { fo m(t) . 1 f’(i)(t) dt} (1-1L(s))

s=0

0 sAb ‘
. h(t) fm(s) h(s)
+ 2 f0(1 L(s)){ fo m(t) 2P dt} RS I{Sﬂ,}}ds
=0- A

3) Comme E(Z;) = 0, E(C(m,b)) = E (R: ), et donc, d'aprés (20) et (7),

il existe un réel positif Cy, tel que :

‘ 1 o )
23) {Ec<m,b>ssN<m,b>.cb{%+ ;O E[”HHi H
I I t

Une étude attentive de Pollard (1984), p 13-16, montre que, bien que les HI‘1 et
H' ne soient pas des f.d.r. "standard" on peut écrire :

H, - HY

Q4 v s>0,P(l > 5)58(n+1)exp(-n52/32)

i .
- Hi
Hn H

i i
Hn-H{

En "coupant” alors

E(i

|

puisque | | H;I-Hi { | se majore par 2.

} , on obtient :

|

i

2
Parl{ '>L0gn/‘\/;1
|

D
H, - H!

Z)S (LQBHELZ +32(n+ 1) exp ( - (logn)2 / 32)

On aurait de méme :
|
5

Alors (23) permet d'écrire :

.

4)S(1—9-g§)—4 +64 (n+1)exp(-ng2/32)
n
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(25) |E(Cmb))|=0 { N(m.b) . Cp @gn“—ﬂ}
En utilisant encore (9), on a aussi :
1 L3 * o
(26) E {[(Cmb)PP} = V(Z) +E [(Rn) }+ 2E [Rn L= (2 Z*H

avec

@0 B[ ®y)]=0 [mimp) . oo 10205

et donc (inégalité de Schwarz)

n b 172
<28>%E(RZ (E ZiD:O {{N(m,m Co} x (l08R)2 {% fomZmIf‘(Q(t)dt} }
1

Le lemme s'ensuit ... |

4) Calcul du biais et de la variance de hn(x)

1) On peut écrire :

V (@) = B { (0400 - Fy®) - E (80 - F0) }:

avec :
b b
h () - B (x) = foKn %, d Ay - foK“ x, O dA ()

D'apres (25), on a donc
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E(Hn(x)-hn(x)) =0 {N( Kn,b ).(log n)2 / n}

Sousla conditioﬁ Hp) (2eme partie) cette quantité est négligeable devant B p/ v/n ,
alors que E [ (hn(x) - Hn(x))Z] est elle-méme équivalente & cette quantité (cf.26-
2
Bn
27). Finalement V (h(x)) = - (1+0(1)).

2)E(hn(x) - h(x)) = E (hn(x) . H;l(x)) + E a e (X

q(n)+1

Les e, étant bornés, d'apres ce qui précéde, on obtient le biais de h,(x) égal a

0 ( Z %aifJ +0 (N(I_(n,b) . (Logn)zln}

q(n)+1

5) Equivalent asymptotique de Bfl (base des fonctions trigongmérrigues ).

Lorsque les (e;) sont les fonctions définies en (3), et si q(n) est impair, un calcul

classique donne :

q(@)
K, xt) = E g;(x) ei(t)=tl—,. sin{ q(n) Z)—T (x - t) }/sin {g(x - t)}.
1

quotient défini sans ambigiiité pour tout x,0 <x <b : pour tout t € [0,b] le dénominateur
ne s'annule que pour x = b, auquel cas on prolonge le quotient 4 q(n), par continuité.

En effectuant le changement de variables u = g(n) . bﬁ (x - t), on obtient

2
Bp=a@. [ g () a

~

od
bu
h(x-—>2)
g w=11 (u) {L sin u }2 mg(n)
n 7b b x 9@ sin(u/qm)) | 1. L (x - _bu_
{Q(ﬂ) 3" q(n) b Tf} 7q(n)
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X - bl
b

Soita = sup(

, % ) Pour gn(u) # 0, nous aurons - an < u/fq(n) < an

et comme a < 1, sin u/ sin (u/ q(n)), ici encore défini sans ambigiiité, est tel que :

@9 {sin(u/a@)/@/qmn} e[ 922 4]

Alors ;

. ’ ) 2 h(x) sin u\2
pour tout réel a, lim gn() nnb (1 - L(x) ) ( u )

n —co
(g(n) 1 o0, h et L sont continues).

* (sin Wy 2 ¢ sup  py -
pour n assez grand g (u) SKk 5 ) AN ( )) /(1 - L(b))

(cf. 29)).

Dongc, le théoréme de Lebesgue s‘appliquant, on peut écrire :

- 2 _hx) sin u\?
J e e o [-L® [R( u ) du

et Bi est équivalent 3 A . q(n), A >0, pour n grand Q.ED.
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ESTIMATION FONCTIONNELLE DANS LES MODELES
DE DUREE: METHODE DES FONCTIONS ORTHOGONALES.

M. DELECROIX * et O. YAZOURH **

RESUME

(=]
On définit un estimateur non paramétrique de la densité de variables aléatoires Xi

soumises a des censures droites. On démontre la convergence de cet estimateur, construit
par la méthode des fonctions orthogonales en divers sens stochastiques, notamment au sens
du MISE. On en déduit des résultats de convergence relatifs a2 un estimateur du taux de

hasard des variables X?.
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I - Introduction

Le but de ce travail est 1'étude de la convergence d'estimation de la densité et du taux
de hasard de variables aléatoires X; positives soumises a des censures "droites”: il s'agit de

I'hypothese classique des modeles de durées. Plus exactement, nous adopterons dans ce
travail le modele d'EFRON (1967).

Appelons Xz, i>1, les variables aléatoires représentent des durées de vie que 1'on

veut étudier (durée de chomage, durée de survie, durée de fonctionnement sans panne,
etc...). Elles sont a valeurs dans R, i.i.d, on appelle f leur densité, supposée continue, F
leur fonction de répartition. Le statisticien ne peut alors observer que des variables Xj,
i>1, ot Xi=inf{X;,Ci}, les C; symbolisant les censures apportées aux durées de vie
d'intérét (dates d'échantillonnages etc...). On suppose que les C; forment une suite de

variables réelles, i.i.d, a valeurs dans R¥, de densité g, de fonction de répartition G, et
indépendantes des X;. On appellera enfin { la densité des X;, L leur fonction de répartition

(1-L=(1-F)(1-G)). Comme le statisticien sait néanmoins si 1'observation X; dont il dispose
est censurée ou non, l'échantillon est finalement constitué de n couples (X;,3;) ot

6i=1{x‘i’ <c) (51 est 'indicateur de non censure).

L'estimation non paramétrique de f, de h, de F et du taux de hasard cumulé A , a été
récemment abordée par de nombreux auteurs parmi lesquels ont peut citer, K.E.Gneyou
(1991) et G.Gregoire (1991) pour des travaux récents, en renvoyant a3 Droesbeke et al
(1990) chapitre 4, pour une synthése de résultats obtenus avant 1988.

Dans la quasi totalité de ces travaux, on utilise 1a méthode du noyau pour estimer le
parametre fonctionnel d'intérét. Kimura (1972) et Hjort (1985) ont cependant suggéré
d'utiliser la méthode des "fonctions orthogonales”, de facon alternative, sans développer les
résultats de convergence des estimateurs obtenus. Tout récemment M.Delecroix et
0. Yazourh (1992) ont étudié le comportement asymptotique d'un estimateur h* de h déduit
directement des observations, sans estimation préalable de la densité f, en montrant que h*,
construit par la méthode des fonctions orthogonales, obtient sous certaines conditions des
performances comparables 2 celles des estimateurs construits par 1a méthode du noyau.

Dans ce papier on se propose essentiellement d'estimer de la méme fagon la densité f
des v.a. Xio, en démontrant la convergence de 1'estimateur f, obtenu, localement et dans L%
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Dans la construction de cet estimateur, on se restreint 2 un intervalle {0,b] pour éviter les
difficultés posées par le controle de 1'écart entre Fy(t) et F(t), pour de grandes valeurs de t.

Ceci n'implique pas de restriction pratique, puisqu'on peut choisir b supérieur au plus grand
des X; non censurés qu'on observe et méme beaucoup plus grand. On pourra aussi, choisir

une suite (bp)p >0, telle que by —> oo, et construire I'estimateur fy sur [0,by] par la

méthode des fonctions orthogonales, en utilisant une base orthonormale de Lz([o’bn]).

L'intérét de la méthode des fonctions orthogonales, semble résider dans le caractire
global de I'estimateur construit. Pour peu que le développement de f par rapport a une base
orthonormale de Lz([o,b]) converge rapidement, en ramenant 1'estimation de f a celle des

premiers coefficient de ce développement, on obtiendra, comme nous le verrons, une
approximation globale de f qui reste satisfaisante méme dans les zones ol sont apparues peu
d'observations, puisqu'on estime les coefficients du développement de f par 1'ensemble de
~ I'échantillon.

Le premier paragraphe sera consacré 3 la définition des estimateurs utilisés et
1'énoncé des principaux théoremes de convergence. Les démonstrations seront exposées
dans le second paragraphe. Le troisiéme, consacré 2 quelques commentaires, sera suivi d'un
appendice contenant les preuves de quelques lemmes techniques.

II - Notations, hypotheses et résultats

1) Notations et hypotheses

On suppose une fois pour toutes que la densité f des v.a. X; est un élément de

Lz(loyb]). Alors, si nous appelons (e;),i>1, une base orthogonale de cet espace Lz([O,b])v on

P 2
peut écrire au sens de L™:

3j ¢

-

en.
I
Sk

b b
avec, a = f &(x) f(x) dx = f &;(x) dF(x)
0 0

Un estimateur de f construit par la méthode des fonctions orthogonales peut donc s'écrire:
q(n)
fh = Z 4 ¢

i=1

68



b
ol 4 = J'ei(x) dFp(x) .
0
et (q(n)),12 1, est une suite d'entiers qui tend vers 'infini. Fp est ici le classique estimateur

de Kaplan-Meier (1958) de F. On sait que Fy, est la fonction de répartition d'une mesure

qui met la masse:
1 8
N S ]
n-Ri4+1 J/X <Xi. ( nR+1)

en chaque X; non censuré. R; représente le rang dans 1'échantillon observé. Dés lors

1 8
Z 8k &i(Xy) (@;—1) X <Xy 1(n R; +1) :

k/Xk <b
L'estimateur du taux de hasard h_lfF , sera défini par:
fn
(1) hn = 1
Pour énoncer les théorémes de convergence de fy, et hy, nous utiliserons les quantités
suivantes:
) Hi(t)=P(X; >, 8 =)

i 1 & .
e H(®== Y Lixise, s=i) » pouri=0,1.
j=1
Pour toute application m de R+ dans Rt supposée continiment différentiable on

pose:

b
® N(m,b) = [|m@)|+ [ [m'@®|ad].
0
On peut alors définir, & partir de la base (ei) i>1,
q(n)
@ Dr= LNew =T [eol+ j i
i=1
q(n)
) Whix,t) = Z ei(x) g(t) , pour tout x et t réels.
_ = qfn)
© fn00 = j Wa(x,0 dF®) = ¥ 2 eix)

i=1
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Nous pouvons maintenant énoncer quelques hypotheses nécessaires a la convergence
de fj et hy.
Hg): Hi(b)>0, i=0,1, pour tout b>0.
Hi): Les éléments (e;), i>1, de la base choisie sont des fonctions continiment
différentiables et uniformément bornées par un nombre M sur l'intervalle [0,b].
Hpj): La densité f est bornée sur tout compact [0,b].

Hp) traduit simplement le fait que les distributions des Xj et C; n'ont pas un intervalle
borné comme support. Hy) est liée & la base (e;) choisie et vérifiée, nous le verrons dans le
cas des fonctions trigonométriques, par exemple. Hp) est une condition usuelle de la

régularité pour la densité f. Nous pouvons alors énoncer les théorémes de convergence.

2) Résultats de convergence de 1'estimateur de la densité:

Dans tout ce travail, ou supposera que b vérifie Hg).

Théoréme 1: On considere (e;),i > 1, une base de L’0.0}, telle H 1) soit vérifiée.

Si 'on suppose que g(n) —> oo , lim am _ 0  ainsi que,
n -—> o0 n

Dn(log n)*

lim [———

n—> oo

]=0,

NOUS aurons: tim E(|[fy- f] IZLZ[O,b]) =0.

1—> o
Si maintenant q(n)—> oo, de telle sorte que pour tous y; et y, strictement positifs les

q(n)
-2
séries de termes généraux q(n) exp{ } et n{ Z ex p[ ]} convergent,
q() \/a(n) N(ej,b)

onaura lim p.s[, | -1 'sz[O,b]] = 0.
n—> oo
Remargue 1: Les convergences recherchées sont obtenues si "grosso modo"” les fonctions ej

ne varient pas trop brutalement sur {0,b] et si g(n) croit lentement vers !'infini: c'est un
"vieux" principe de la méthode des fonctions orthogonales qui, en pratique limite Ia
variance de 1'estimateur (mais hélas en augmente le biais!).

Un exemple d'application standard est celui de la base des fonctions trigonométriques

de Lz[o’b], (e7),i=1, est définie par e(t) = :}—g et (k>1,1€[0,b]):
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D ex® =\[§ sin [ 22 -], 0 =\[§ cos [ 2T (t-3)]

On obtient:

Corollaire 1: Si la base (g;),i> 1, est celle des fonctions trigonométriques, la convergence |

vers zéro de ] | fo-f] l 2L2[0,b] est assurée

3 4
* en moyenne  si q(n) —> oo, ginr—l) —>0 et (- dog m* —0.

2
n

}<

On montrera aussi le résultat suivant, concernant la convergence uniforme p.s.

* P.S si vy, yv>0, Z n q(n) exp {
n=1

q(n ))3/2

Théoreme 2: Si sup | ?n(x)-f(x)l —>0, lorsque n —> oo, Hj) est vérifiée,
x € [0,b]
et si pour tout yj et v} strictement positifs les séries de termes généraux:

nq(n) ex { i } et (n) ex {-—72-2-} convergent, alors:
P Uq(n) N(ej,b) d P q(n)2 sent ’

n=1

sup |fp(x)-f(x)| —>0 p.s, quandn —> oo
x€10,b]

Corollaire 2;: Dans le cas de la base trigonométrique (7), si sup | _fn(x)-f(x)| —>0
x€[0,b]

[]
quand n ——> oo alors si, vy>0, Z n q(n) exp {—-1—11- < oo, ON &,

q(n)?

n=1

sup |fh(x) - f(x)] —>0p.s, quand n—> oo
x €[0,b]

Enfin, on cherchera la limite de J,, définie par:

Vo (fy 0 - E ()
(8) n = Bn

b
ot x est un élément fixe de 10,b[, B; = [Hz(x,s) %% ds.
0
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b
et Hp(x,8) = S(8) Wn(x,8)+ | $'() Wp(x,) dt.

s

Alors, en posant Wn: t —> Wn(x,t), on obtient:

N W,b log n)’ :
Théoréme 3: si g _ o(l) et (WD) (log 1) = ¢ (1), alors
% By \n Bp
In ¢ N(@©,1), lorsque n —>' oo.

Ici encore, un exemple d'application nous est fourni par la base trigonométrique, on
obtient alors:

3 4
Corollaire 3: Si les (;), i> 1, sont définies en (7) et si 91"%133—9— —>0,
z

lorsque n —> oo, alors  Jy NG, 1).
>

La démonstration de ce résultat, se base essentiellement sur le lemme suivant (cf.

appendice).

Lemme 1: Sila base (g;), i>1, est celle des fonctions trigonométriques, alors:

B, > qn) A avec, A>0.

3) Application de l'estimation de la densité & celle du taux de hasard:

Un estimateur naturel du taux de hasard h, déja utilisé¢ dans le cadre de la
méthode du noyau par Foldes et Réjtd (1981) ainsi que Lo, Mark et Wang (1989), sera
fn

1

, ol f est l'estimateur de la densité construit par la méthode des fonctions

orthogonales, étudié ci dessus, et Fy est 1'estimateur de Kaplan-Meier de F. On montrera
alors que 1'estimateur hy, ainsi construit, posséde les propriétés de convergence suivantes.



Théoreme 4: Si sup | fn(x) - f(x)] —=>0, lorsque n —> oo et les hypotheses Hj) et
x €[0,b]
Hjp) sont vérifiées, alors si pour tout y; et y, strictement positifs les séries de termes

q(n)

généraux n ex { i } et q(n)ex {22'-2} convergent, alors , on a
P Vg NG&; b) VP g2 B EE

n=1

sup |hp(x) - h(x)] —>0 p.s, lorsque n —> oo
X€[0,b)

En prenant 1a aussi, comme exemple, la base trigonométrique pour construire fp, on

obtient:

Corollaire 4: Si sup | ;‘n(x) - f(x)| —>0, lorsque n —> oo, et si f vérifie Hp), alors
x €[0,b]

[=+]
si vy>0, E n q(n) exp{ o )2}< o , Ona
n=1

sup |hp(x)-h(x)} —>0 p.s, lorsquen —> o
x€{0,b]

Un autre résultat, concernant la variance de 1'estimateur hy, est donné par:
Théoréme 5. vx € [0,b], ona: Var(hy(x)) = 0 (Var(fy(x)))+0 (q(n)® var (Sn(x))).

En choisissant une autre fois la base des fonctions trigonométriques, on obtient:

Corollaire 5: Si la base (e;),i>1, est celle des fonctions trigonométriques définies sur
[0,b], alors:

vx € [0,b], Var(iy(0) = 0 (Var(y(0) +q(n)’ Var (Sp0)) = 0 (D),

III - Etude des convergences
1) Principe général

Pour étudier la convergence de f,, vers f, on utilisera une décomposition de Fy-F sous

1 @& . . . .
la forme Y E Z;+Rp, ol les Zi sont indépendantes, et Ry tend asymptotiquement vers
i=1
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zéro. Cette technique a été récemment utilisée par Lo, Mark et Wang (1989), dans un autre

cadre. Notre décomposition se basera, elle, essentiellement sur les résultats de N.Reid,
permettant de développer Fp(t)-F(t) en fonction des "courbes d'influence” de Fp. N.Reid a

montré exactement que:

©) W, t20, Fo()-F(©) = Pp(t)+Rp(t), ob
(10) nPn(t)= 2“: 1{61=1) Kl(t,Xi) + 1{6i=0) Kz(t,Xi) .
i=1
avec: ’
SAt i
Ki(t,9)=S®) I T_}%du 0 1—%3
0

1n SAt

Ko(t,s) = S(© [ -I—LL()—)d

0

{K1 et Ky sont les "courbes d'influence” de F, sAt = min (s,t) ) .
Le reste Ry est uniformément majoré sur tout intervalle [0,b] de la fagon suivante:

(12) sup |Rp(®] < Cp { 2 HH -Hi|* + 1}

t€{0,b]

ol Cy, est une constante (variable avec b).
Cette majoration est valable dés que 1'hypothése Ho) est vérifiée.

(Ce résultat se déduit du lemme 2.1, Mielniczuk (1985) ).
La décomposition de Fp(t)-F(t) en fonction de Pp(t) et Rpy(t), permet d'évaluer

asymptotiquement les quantités du type suivant:

b b
(13) C(m,b) = [m() dEn(®) - [m() dF ()
0 0

b
= Im(t) d(Pp(t)+Rp(1)).
0

Afin de simplifier les calculs imposés par le développement de ces quantités, on
introduit d'abord les variables Z; définies par:

X;Ab i
7= IS(t) mO T+ | SO m(t)( jl_hi@(%d ) a
0
0
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b

Lixi
- 8 S(X{) m(X) T%% - 5 [ SV m() 1-L1(Xi) dt.

X

Les principales propriétés de ces variables et des quantités C(m,b), sont résumées
dans le lemme suivant, qu'on va utiliser dans la plupart des démonstrations des théorémes

déja énoncés, et qui en constitue en quelque sorte Ia clé.

Lemme 2: Les Z; sont des variables aléatoires centrées, de variance égale &:
N -

: .
. , 2 _h(s)
J (S(s) m(s) + { S'(®) m() dt ) 1-L(s) ds

0
et on peut écrire:

1 & * N
15) C(m,b):;{z Zi + Rn’ oll

i=1
(16) | R"| < Nem,b) { sup [Ry(®]}.
n t€ [0,b]
Des lors on aura:
2
E(C(m,b)) = 0 { N(m,b) Qggn—“L}

an
V(C(m,b)) = %V(Zi) (1 + o(1)).

2) Démonstration du théoreme 1

1°) On commence d'abord par montrer que lim Mp =0
N—=> 00

ot Mp = E (| fnf ||*Le0,0))-
Les (e;) forment une base orthonormale de Lzlo’b], on a:

q(n) x
M, = Z E[(3-3;)°] + E a;.
i=1 i=q@+1
b b
Or 42 = j e; dFy, _ j e; dF = C(e;,b).
0 0

et d'aprés le lemme 1 (formules (23), (24) et (25)), on a:
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b

b
El@i2)’] = %' (G e + [ S'® e 4o’ —Q—thS(S) ds

s

0
' log n)* log n)? 1
+0 {[ove o) Li;—L]} +0{ Ny LED [ Lyzypint,
L'hypothese Hl) est supposée vérifiée, donc les (e;) sonf uniformément bornés et par

suite, on peut écrire:

b
q{m) q(n)
A 1 h
(18) i;E(ai-ai)z = ;[ ; (S(9) ei(s) + j S'(®) ej(v) dt )Z—IJL%&
0
4@
+0 (Dy@E) 40 (T Ny SBE)

i=1

. n . e .
Le premier terme est un 0 ( ﬂﬁn_l ), s'il tend vers zéro ainsi que le second , le carré

q(n) Dy (log n)*

du troisi¢me terme qui est un 0 ( 3 ) tendra aussi vers zéro.
n

La démonstration de la deuxi¢me partie du théoréme, est la méme que celle du
théoréme 1 (cf. M. Delecroix et O. Yazourh (1992)), il suffit de remplacer les Z; par:

. .

XjAb XAb
i_ .y DO . _h@w)
z = [S(t)el(t)lL(t) dt + | S'® e ( JI_L(U) du) dt
¢} 0
1]
b
Lai=n nxi<ny Ligi=n o i<ty
- SOXp) ei(X)) =T A - [sm SO~y
0

3) Preuve du corollaire 1
Dans le cas de la base trigonométrique, vi, i>1, aj = 0 ( llz) (cf. Sansone p. 106),

o0
donc Z =0(—— q ( ) ) qui tend vers zéro quand n tend vers 1'infini, et

i=qn)+1
N(e;,b) = 0 (i) ainsi que, D = 0 (g(n)3), en appliquant alors le théoréme 1, on obtient les
deux convergences souhaitées pour 'estimateur f;,, construit a partir de cette base.
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4) Preuve du théoreme 2

Il suffit de prouver que sup |fp(x) - f(x)| —>0 p.s, quand n —> oo, €t
x€[0,b]
q(n)
donc  sup | E (131 - a) ei(x)l —> 0 p.s.
x€[0,b] =1

g(n)

Soit:  ve> 0, Z{ Ep(a1 2))> (n))}<oo,

cette condition est vérifiée (cf. (14), M. Delecroix et O. Yazourh (1992)), si pour tous

q(ny

v1>0 et v >0 les séries de termes généraux: n Z €xp {q(n) N(e;, b)} o

n=1

q(n)exp { } sont convergentes.

5) preuve du corollaire 2

Dans le cas ob les (e;),sont les fonctions de la base trigonométrigue,
vi>1, N(g,b) =0 (i) etdonc, N(ej,b) =0 (gn)).

6) Preuve du théoreme 3

Voir preuve du théoréme 2 (cf. M. Delecroix et O. Yazourh (1992)), on remplacera h
par f, hy par f etles Z; p par

X;Ab p XiAb
Zin = J S Wn(t)T—ét(%dt + 1 S® Wit ( [l—él(—lz)—du ) dt
Y 0
0
b
-S(X)  WalXy) —{Lﬁ%—n J S'(t) Wq(t) Wdt'
0

7) Preuve du corollaire 3
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1 1
‘apre - < — A > 0. Les d hypotheses d
D'apres le lemme 1, B, (qm A2 avec s deux hypo! u

. e . gn q(m? (log n)*
théoreme 3, sont donc vérifides si 9%1 —>0 et " , lorsque n —= oo,

puisque N(Wp,b) = 0 (q(n)z), dans le cas de la base des fonctions trigonométriques.

8) Preuve du théoréme 4

1
f fn Fhap+ g f-fn
h-hy = T:F - 1 =f I + I
I-Fp+ - (1-F) (1-Fp+) I-Fp+

Le premier terme se majore par:

1 I { sup [f®O] ( sup |FO-Fr®] + %) }
(1-F(®d)) (1~Fn(b)+ -n—) t€[0,b] t€[0.b]

b vérifie Hp), donc F(b) <1, et comme f vérifie Hp), on a:

sp [FO-Fp®)] + = + sup [E0-Ea(0)]

{ t€e[0,b] t€[0,b]
sup |h(®)-hp(®] =0 { 1 }

D'autre part, F(b) < 1: Je¢> 0/F() < 1-¢,et F —>F p.s, quand
n—>0, doncve >0, 31/ vn>n, 1-Fy >1-F-¢ p.s.

1 €
, ona, l-Fn(b)+n> 3 p-s.

En choisissant, ¢ = >
2
£

1
1
-Fa®) +

IA N m

c.a.d p.s. On en déduit finalement que:

1
sup () -hy®| =0 { sup |F®-Fa®] +—+ sup [f0 - fa(®)|}.
t€ [0,b] t€[0,b} tE€[0,b]

Donc, il suffit que les hypotheses du théoréme 2, soient vérifiées pour avoir:

sup |f(t) - fy(t)|—=>0 p.s. Et comme b vérifie Hg) : sup |F(t) - Fn()] —> 0
t €{0,b] t€ [0,b]

p.s, on obtient donc Ia convergence souhaitée.
9) Preuve du corollaire 4

Voir preuve du corollaire 2.
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10) Preuve du théoréme 5

E{[ hy(®) - E(hy()) 1}

fa 0 )
= E{[ T ——L—— [ (0 (S() - ESp(0))] - Ery®)] }
E(Sn(0) +3 E(Sn®) +

n
fa(® - E(fa(t) E(fa(1)

[£ T+ (T +Ehy)
E(Sa®) +7  EGnm)+

L (8 (®) (S0 - E(sn(t))))lz}

E(Sp(h) + Iy

fr( - E(f E(f, 2
< 35[( n(® (n(t;) )2] i3 [ (Fn(®) . (t))]b
EGSa®) + ESp®) +

+3 [‘—I‘T {ha(® (Sn(® - E<Sn<0>)}]2~
E@Sn®) + 7

Cherchons alors une majoration de chacun de ces trois termes, qu'on notera respectivement
Bi, By et Bj.
By 1
3 = 1 ElG® - EGoNT.
(ESam) + 2)
E(Sq(t) +;11- ~——> S(1), quand n — oo, donc pour tout t fixé, tel que S(t)>0:
B1=0 (Var(fh(v).

By fn(t) fa(t) 2
37 [E( ) Pl

EGSn®) +>  ESy) +1

Sn()-E(Sa(t))
- ——L o [ TSR |
(G +3) Sn® +

1 2 ,
< (S(H) -€)* E(fp*(®)) E[(Sp(®) - E(Sp®))°].

avec £>0 tel que E(Sp(H) + -Il; > 8(t)- e et Sy + ;11- > S(t) - € p.s, pourn>n>0.
Donc, By = 0 (q(n)? Var (Sy(1))), puisque fp(t) = 0 (q(n)).

Concemnant le dernier terme, on a:



B
_331 = _‘I—“—I {hn(®) (Sp(®) - E(Sn(t)))}]z-

E(Sq(®) + 5

2
Xq@ Var (Sp(t))  avec K>0,

= (S®-o*
puisque, hp(t) = 0 (g?ég_% ), finalement on obtient:
B3

3 0 ( q(n)® Var (Sp(1)), et par suite

Var (hy(8) = 0 (Var(fa()) + 0 (q(m)* Var(Sp(t))).
11) Preuve du corollaire 5

En appliquant le lemme 2, on trouve:
t
h 1
Var (Sy(0) = = S’ J T+ oG
[¢]
Il suffit d'écrire:  Sy(t) - E(Sp(t) = Sp(t) - SO + S(1) - ESp()

t t t t
= (J dF(w) - [dFp@) +E ([dFpew - [dF@).

et utiliser (17), en remplagant la fonction m par la fonction constante 1 et b par t.
De la méme maniere, si on remplace m(.) par Wy(x,.), on obtieni:

b
b lon 2
Var () = %l (S Wa(,9) + [ $6) Wo(x) d*5 s + 0 (12
5 8
2

IV - Commentaires

En utilisant les convergences uniformes p.s., ponctuelle et L?, 'estimateur fn peut

*
étre comparer a fn’ estimateur construit par la méthode du noyau et étudié par Foldes et Al

(1981), Mielniczuk (1983) et Lo, Mack et Wang (1989).

» Dans le cas de 'estimateur fj;, on a vu que la convergence uniforme p.s., dépend

*
surtout de la série qui doit étre uniformément convergente, alors que pour fn ,Foldes et Al
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(1981) ont obtenu cette convergence, en imposant plus de conditions sur les distributions
L=}
des X, et G;.

* Mielniczuk (1985) et Lo, Mack et Wang (1989), ont étudié les convergences

ponctuelles des estimateurs a noyau de la densité. IIs ont montré que le MSE asymptotique
optimal est en n"#/5, Les résultats obtenus permettent d'exprimer la variance asymptotique

*
de f sous la forme:
n

* _ALf(x)
V&) = IG(x)+O( )

avec hy —— 0 etnhy —> oo (hy est la "fenétre” et Ay est une constante qui
dépend du "noyau"). Dans le cas de 1'estimateur f,, si (e;) est la base trigonométrique, on
montre que:

2
V(fp(x)) - Q%L 1_-(fG§(xL) Ay (voir 11) § 11 ). 11 suffit donc, de choisir hy = q(n)2 ,

pour avoir la mé&me vitesse de convergence des deux variances.

o0
Si en plus la densité f telle que E aj ej(x)  converge assez rapidement vers zéro (par

q(@+1
exemple en (g(n))*, ce qui correspond au biais usuel que donne le noyau avec hy=q(n)2),

N ’ . *
alors le MSE correspondant a fj, est en n*#3, donc f; est aussi performant que fn de ce

point de vue.

= Concernant la convergence Lz[o,b] dans le cas de la base trigonométrique par
exemple, on montre d'apres (18), en choisissant q(n) impair de la forme
qm)=2 q(nyt+1, que
b

o 2 @ f 2ir ;. by, Y
SElG; -2)"] = = 5 [SZ(s) S(s) S() + ([S'(t) sin (57 (t-D)ar)

i=1 i=1
S

0
b 2

+ (lS'(t) cos (Zé’r t-%)) dt):!%% ds + 0 ( gy —‘g—L)ﬂ‘O(q(n) £1_0%/_12}L)
S
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c;(n) ) et les deux derniers sont des 0 ( c:‘(n)

Le premier terme est un 0 ), pourvu que 1'on

—_— [P 2
choisisse q(n) tel que q(n) QQ‘—QPL tende vers zéro. Donc le MISE asymptotique
' n

s'écrit:
AMISE = (32 + 0 (1)
n p—
: ‘ q(n)
q(n) o 5
puisque le MISE est égale a: E E[ (3§ - )] + Z a,
i=1 i=q@)+1
et d'aprés Sansone p. 106 , on montre que:
2 1 — 2 1
vk, a.zzk+a2k+1 =0(E;), donc Zai =0(——).
i=qm+1 q(n)

1

Finalement, on a le MISE asymptotique qui équivaut 2 un 0 (—— ), sous la
q(n)
contrainte imposée a a(?f . L'écart optimal est donc plus grand que dans le cas de

[o0o]
'estimateur & noyau et dépend étroitement du reste de la série E a; , et de la base
i=q(n)+1
(ep) choisie.

L'estimateur du taux de hasard proposé ici est construit de la méme maniere que les

deux estimateurs hT et h: étudiés par Foldes et Al (1981) et Lo, Mack et Wang (1989) et
construits a partir des estimateurs i noyau de la densité. Dans les deux méthodes on
remarque que les résultats de convergence dépendent de ceux des estimateurs de la densité,
donc & priori, pour comparer les performances de ces estimateurs, il suffit de comparer
celles des estimateurs de la densité.

En conclusion, on peut dire que 'efficacité de f; et de hn est liée au choix de q(n) et

de la base qui devrait étre "la plus adaptée possible" 2 la densité f, probleme qui nécessite
une étude détaillée basée sur des simulations.
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. 'V - Appendice -
1) Preuve du lemme |
On suppose que les (), i>1, sont les fonctions trigonométriques, et que q(n) est

impair. Dans ce cas un calcul classique donne:

. sin{q(n)-g (x-9)}
Wh(x,t) = Qi) ej(x) ej(t =% .

= sin{g (x-t)}
Dans le cas oli x==t, on prolonge par continuité le quotient a q(n).
b
b .
(S(s) Wp(x,s) + [8'® Wnx,) dt)? —(—Ll 1%
s
0
b
, sin{a@)p-s)} nt sm{qm)g(x-o}  hs)
= (E S(S)“_‘"“—r '5 I T 1-L ds.
sin{g(x-s)} 0 sin{g(x—t)} s
0

En effectuant le changement de variable, u= (n)X (x-s), on obtient:
Wy

2
B, = q(n) |gn(wdu.

R
N [ sin u
ou, gn(u) l{q(n) 5 7! Q(D) 7"} S( q(n)w
a) sin(z )
b
sin q(n)%(x-t) . h(x - q?nl;r)
q(n) $'0 sin X (x-t) dt 1-L( bu )
b X gy
_bu
@

Si on considere a réel, tel que, 0<a<1, on peut minorer gn(u) par la fonction suivante:

g, (u) ——1 (u) [S(x ) sin u
[-am,0} q(n) sm(q(n))
b
. T
1 ‘ sin q(n)-t;(x-t) 5 h(x - . (n) )
+ m S'(@®) o Zr-(x 5 dt .
1 - -
b 1L q(n) 5
~bu_
Tq) T
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On va calculer ensuite, lim I g, Or, on peut écrire la majoration suivante:
n —3 oo

2
g1< ___1 . [lsmu _am_ +C9-L2ff(t)dt] sup _h()

ool sm ar q(n ) c<tertalILEx+2)
.. . _-*u
(C est une constante positive), car si, -ar<u <0, alors TS < 0,

<x+a —P—-sx+a.

qu(n) sin a bu
T
. €l o 1] et x < x- e sy

q(n)
On utilise aussi pour cette majoration, le fait que:

sin q(n)(x - 9 .
. =P iqfei(x) ei®| < Caqm).
smg{x-t) =1

. 1 . L .
La fonction g, est donc majorée par une fonction integrable. Calculons maintenant sa

b
sin q(n)g- (x-1
limite. On commence d'abord par calculer:  Lim S'(v) _~———~—-——-dt
1— oo g(n) sin -~ b (x -t)
_bu_
q(n) g

Or, on a vu que la fonction sous le signe intégrale est majorée en valeur absolue par C f qui

est intégrable. Et en appliquant le théoreme de Lebesgue, on trouve:
b

sin q(n)-;)£ (x-t) % (x-t)

lim S'(t) - — dt = 0, finalement, on obtient:
1—> oo q(m 5 -  sing (x-H
e bu
qm =
sin u

lim gh@ =1 @ (S0t AL

1-L(x)

n—s> oo [-a7r,0]

Jg (w) dun-:;-—> -—S( )Z%J(smu) >0

-an

(On utilise le théoreme de Lebesgue).

Donc, By =q() [ enW du > q@) I grl,(u) du,
R R
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et par suite, 3 A>0/ B:l > q(n) A.

2) Preuve du lemme 2

1) En faisant une intégration par parties, on a:

b -
C(m,b) = m(b) (Fp(b)-F(b)) - jm'(t) (Fa()-F()) dt.
0

b *
= m(b) Py(b) - f m'(t) Pp(t) dt + R
0
(voir décomposition (9) de Fp-F), avec

b
*
(19) R = m®) Ry() - j m'(t) Rp(t) dt.
0
D'oll la majoration de R: donnée dans le lemme. Montrons ensuite que

* . 1 & .
C(m,b) - Rn’, s'écrit sous la forme: — Z Z;.

i=1

2) D'apres (10) et (11) on a:

XiAt
& h S(t .
(20) ﬂPn(t) = .EIS(t) I T-LLS()S—)dS - 2 I-JL(—%S 1((Xi <HNEGi=1) - so1t
0 i=1

t
@1 nPp() = S (Ju(s)ds - pG0,D).
0

L t h(t)
En posant, U(t) = { Z (n‘1+1) I[X(i-l(),%((i)[ }

= 1-L(ty’
et b= zn: Ligi=1} _'1—_5Xi- On obtient, d'aprés (21):
& =D LR
b b b
n[Py() m'() dt = [ () m) - 5 m®) w at - [ (st0) m(v) - 5 m( du®
0 0 0
b
S'(t) m(®) Py()
-n [——————-—S(t) dt
0

?S'(t) m(t)(x?th(s) ds - Yot ongi=n) dt
0 o LG 1-L(Xy)

= nm®) Py®) + §

i=1
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XAt

gl{ [s0 me) {ias } + ): Se¢) mexy ~LELAC<)

On en déduit alors le résultat cherché.
3) Les v. a. Xj, i.i.d ont la densité | égale 2 f(1-G) + g(1-F), puisque leur f.d.r est

1-(1-F)(1-G) = L. D'autre part la mesure » définie par »(A) = P(Xj €A, 5;=1) admet la
densité f(1-G). Donc,

SAb T
E(Z) = {( f S(t) m(t)l—}_l(it(% dt) 5(5) ds - }S(s) m(s)—i-%tl)}- f(s) (1-G(s)) ds
0 ’ 0
[ s m)( JT}I% du) dt } I(s) ds
0 0
0

b
J( [ s m(r)T{iL%dt)f(s) (1-G(s)) ds.

(=]

On peut écrire le premier terme sous la forme:
b

( j@(s) ds) S(t) m(t) Th—l% dt  (Théoreme de Fuibini).
t

0

il annule donc le second terme. En integrant par parties le troisiéme, on trouve:

b
J IS'(t) m(t) 1<y h(s) dt ds, ce qui annule le dernier et donc les Z; sont bien centrés.
0
0
Pour calculer E(Z;), on pose: Zj = Aj + Bj, avec

XiAb xiAt
A=~ [0 mOT gy ot J J 50 mo J l—hL%du) at.

b -
et By =SC%) m(Xl)—{@‘—l%r(“%‘—"»+ [ s'0 me 5‘1‘_1&09 dt.
0

done, E(Z)) = E(A]) + 2 E(A; B) + E(B).
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oo

*E(Al) = [( G m(t)1 L(t) t )2 {(s) ds

]

(=]

b

sA
+2 ]{ f 50 mo: 0] ho 43 £ f $'(t) m(y) J'—lm—lLdu dt} k) ds
0

1-L(u)
0

o0

+ { f S'(t) m(t)( J'—K—Ldu) dt}2 {(s) ds.

1-L(

sAb

*E@A;B) =- [( [s@® m(t,lh&)t)dt)(
. 0

o —
3

S(s) m(s) 15y
1-L(s)

) f(s) (1-G(s)) ds
0

[ sAb

( j S(t) m(t)1 L(t) t)( f S'(t) m(t)ﬁs(% dt) £(s) (1-G(s)) ds

0
o0

[ b
{ J 510 mo I%‘—Eﬁd ) dt} {s(s) m(s)ﬁj(—b)k} £(s) (1-G(s)) ds

0
s

[ /b
. h s
g { J 510 mo h—&%ﬂ yad{] s m(t)fLi(‘)l dt} £(s) (1-G(s)) ds.

0

oo

* E(Bf) = J(S(s) m(s) —1{%(")1 * £(s) (1-G(s)) ds

0

2 | (s@s) m(s)T{% ( j $'® m(ty—‘s—s—El dt) £(s) (1-G(s)) ds

8
o'—-——.g

+ I(?s (s) m(s) T‘Sf(—% dt)* £(s) (1-G(s)) ds.
0

0
I . . 2
Une intégration par partie de tous les termes de E(A;), nous permet de conclure que,

E(A;) = -2 E( A; Bj), d'ol le résultat, puisque:
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b
b
2 2 , h(s
E(Z}) = EB;) = [(S(s) m(s) + [S'(t) m(t) dt)zl—Ji—(SL)ds.
S
0 .
Pour la suite de la démonstration, on se réfere 4, ( M.Delecroix et O.Yazourh (1992),
lemme 1). On obtient finalement:

@ [ECmby| =0 {Nam,p) LB}
* *1 O
@) E{CmbI} = v + El®Y] + 2B K1Y 7]
1
avec

ey [ERP] =0 { Newpy B}
n
1 * [ 1 2
(25) S E [Rn Yz ] =0 {N(m,b) g_ogn_nL (ﬁ V(Z;)112 }
1

D'ou la conclusion.
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