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INTRODUCTION



L’importance du phénomene de ségrégation d’impuretés aux joints de grains dans les
matériaux polycristallins apparait nettement dans de nombreux domaines technologiques ayant
trait a la science des matériaux.

Ainsi en métallurgie, il est essentiel, afin d’obtenir des matériaux de haute qualité, de
pouvoir contrdler et limiter la ségrégation d’impuretés.

Par exemple, des impuretés telles que le phosphore [ 1 ] ou les métalloides soufre, sélénium
et tellure [ 2,3,4 ] en ségrégant aux joints de grains dans le fer, alterent grandement la
résistance mécanique des aciers.

Dans d’autres cas, la ségrégation permet d’améliorer les propriétés physiques d’un matériau.
Ainsi, la ségrégation d’atomes de bore aux joints de grains du composé intermétallique Ni;Al
( matériau d’intérét technologique car résistant aux hautes températures mais trés fragile sous
sa forme polycristalline ) rend celui-ci plus ductile et son utilisation plus aisée [ 5,6,7 1.
Ces deux exemples nous permettent de constater que le phénomene chimique de ségrégation
d’impuretés aux joints de grains joue un réle clé dans la plupart des propriétés physiques des
matériaux polycristallins. C’est pourquoi, il constitue depuis quelques dizaines d’années, un

vaste domaine d’investigation tant théorique qu’expérimentale.



Le développement de techniques expérimentales performantes de haute résolution a permis
de mettre en évidence ’importance de la structure du joint de grains dans la ségrégation
d’impuretés. Citons pour exemples, les travaux de G.H.Bishop et al. [ 8 ] sur la ségrégation
d’impuretés aux joints de grains dans le zinc ol I’influence des impuretés sur la structure en
facettes des joints de grains a été étudiée. S.Suzuki et al. [ 1 ] ont aussi révélé le fait que la
ségrégation du phosphore dans le fer dépendait tres fortement de 1’orientation du plan du
joint de grains. D.Bouchet et al. [ 9 ] ont prouvé que 1’espace entre plans atomiques dans le
joint de grains est le parametre fondamental décrivant la propension a la ségrégation
d’impuretés aux joints de grains dans le systeme Ni-S. K.E.Sickafus et al. [ 10 ] ont étudié
la ségrégation d’atomes d’or aux joints de grains dans des alliages Fe-Au riches en fer et ont
montré que la ségrégation d’or aux joints de grains modifie trés fortement 1’arrangement des
dislocations dans les joints de grains du fer pur. Tous ces exemples nous prouvent clairement
que ségrégation d’impuretés et structure des joints de grains sont fortement corrélés.

Afin de mieux comprendre ce fait expérimental, il a donc fallu élaborer des modeles de la
structure des joints de grains.

La cristallographie des joints de grains est définie par 9 parametres géométriques ou degrés
de liberté. Considérons un joint de grains, comme étant une zone de contact entre deux
grains adjacents. ( On entend par grain, un cristal parfait ).

- 3 variables angulaires décrivent la rotation rigide de deux grains adjacents. Deux
d’entre elles définissent les axes de rotation, la troisieme, 1’angle de rotation. L’ensemble de
ces 3 parametres est noté R.

- 3 parametres décrivent la translation rigide de deux grains adjacents : t ( Chacune
des 3 composantes du vecteur de translation t constitue un paramdtre géométrique ).

- Dans le cas des joints de grains plans, 2 variables angulaires spécifient 1’orientation
de la normale fi au plan du joint de grains ; fi étant un vecteur unitaire porté par cette
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normale. Un parametre supplémentaire définit la position du joint le long de cette normale.
L’ensemble de ces 3 parametres est noté i [ 11,12 ].

La figure (1) est une représentation schématique a deux dimensions de cette construction.
Deux réseaux carrés identiques (faces centrées ) d’atomes semblables sont superposés. Un
des réseaux est constitué d’atomes blancs (A), ’autre d’atomes noirs (B). On impose alors
au réseau (A) une rotation puis une translation par rapport au réseau (B). Le "super-réseau”
ainsi créé est appellé réseau dichromatique. Pour certaines dés;orientations particulieres, il
existe des sites ou les atomes blancs et noirs se superposent parfaitement. Ces sites sont
nommés sites coincidents. Pour définir I’interface entre les deux cristaux, une surface plane
est insérée dans le réseau dichromatique, perpendiculairement au plan de la figure. Enfin,
dans la derniere étape de cette construction, on supprime les atomes blancs d’un c6té du plan
et les atomes noirs, de 1’autre cOté.

Sachant que les propriétés physiques des interfaces dépendent de leurs caractéristiques
géométriques [ 13 ], il a été observé, notamment, que 1’énergie libre d’exces des joints de
grains est fonction des 9 parametres géométriques [ 12 ]. La description d’un joint de grains
par 9 parametres géométriques est générale. Néanmoins, on a été amené 2 classifier les joints
de grains en catégories ne faisant intervenir qu’un nombre limité de ces parametres. On
distingue, ainsi, 2 types de joints de grains selon ’orientation des grains adjacents :

* Les joints de grains a faible désorientation qu’on modélise par un réseau de
dislocations [ 14,15 ]. Ces joints de grains sont bien appréhendés par la théorie de 1’élasticité
continue. IIs correspondent a une désorientation inférieure & 15°. Ce type de joint de grains
a fait I’objet de nombreuses études [ 16,17 ]. 1l n’entrera donc pas dans le cadre de celle-ci.

* Les joints de grains a forte désorientation pour lesquels il est plus difficile d’établir
un modele structural. Dans ce cas, plusieurs représentations différentes peuvent étre

proposées.
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. Figure (1): Construction d’un joint de grains 2 deux dimensions:

(a) 2 réseaux sont superposés, 1’un constitué d’atomes blancs (A), ’autre d’atomes
noirs (B).

(b) Rotation du réseau (A) par rapport au réseau (B).

(c) Translation du réseau (A) par rapport au réseau (B).

(d) Une surface ( pointillés ) est insérée perpendiculairement au plan de la figure.

(e) Les atomes noirs sont supprimés d’un coté de la surface, les atomes blancs de
’autre cdté de la surface.



D’un point de vue macroscopique, on peut considérer un joint de grains a forte désorientation
cofnme étant une région de "mauvais matériau" c’est a dire de densité atomique moindre et
de faible épaisseur insérée entre deux cristaux parfaits [ 18 ].

D’autres modeles dérivant du réseau dichromatique permettent de représenter a 1’échelle
atomique la structure des joints de grains A forte désorientation. Ainsi comme il a été
mentionné précédemment, le super-réseau dichromatique posséde pour certaines
désorientations particulieres, des sites coincidents formant un super-réseau périodique. Un
joint de grains est souvent caractérisé par le rapport du nombre de ces sites coincidents au
nombre total de sites atomiques. L’inverse de ce rapport est noté .

La figure (2-a) représente un réseau dichromatique formé par deux cristaux cubiques a faces
centrées. Un des réseaux a subi une rotation de 36,9° par rapport A 1’autre autour de 1’axe
cristallographique [001]. La figure (2-b) met en évidence les sites coincidents. On observe
qu’il existe un site coincident pour cinq sites atomiques. Ceci est un exemple de
désorientation £=35.

Cette facon de représenter les joints de grains n’est pas & proprement parler un modéle mais
permet une classification systématique des désorientations périodiques. On la dénomme
"Réseau des sites coincidents” par extension du nom de ’ensemble des sites coincidents

[ 19,201].

Un autre modele géométrique dit "Modeéle de 1’unité structurale” a été formulé, tout d’abord
par G.H.Bishop et B.Chalmers [ 21 ]. A.P.Sutton et V.Vitek [ 22 ] ’ont amélioré par la
suite a 1’aide de simulations numériques de joints de grains périodiques dans les métaux. La
base de ce modele est que tout joint de grains a grande période peut étre construit A partir
d’une séquence adéquate d’unités structurales de joints de grains 2 plus petite période. Les
joints de grains a courte période représentent la désorientation locale. A.P.Sutton et V.Vitek
[ 22 ] ont aussi élaboré des reégles de séquengage des unités structurales du joint de grains.
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(2-a)

(2-b)

. Figure (2) : Exemple de désorientation £ = 5 :

(2-a) Réseau dichromatique formé par deux cristaux cubiques a faces centrées.
Un des réseaux a subi une rotation de 36.9° par rapport a 1’autre autour
de 1’axe cristallographique [001]

(2-b) Réseau des sites coincidents : 1 site atomique sur 5 est en coincidence.



La figure (3) représente 1'unité structurale du joint de grains périodique £ = 5 dans un
bicristal d’aluminium. Remarquons, tout d’abord, que le parametre du réseau cristallin de
I’aluminium étant égal 2 4,05 A, la distance qs séparant deux unités structurales est de

P’ordre de 9 A.

Le modele de ’unité structurale présente 1’avantage de pouvoir étre appliqué a des joints der

grains dits quasipériodiques. Le concept de quasipériodicité aux interfaces a été introduit
initialement par N.Rivier [ 23 ]. Définissons alors le terme de joints de grains
quasipériodique.

On peut construire un tel joint de grains, a partir d’un réseau dichromatique périodique (
fini ) si la pente de la droite gs ( cf figure (3) ) est irrationnelle. Ce résultat a été établi par
A.P.Sutton [ 24 ]. Un réseau dichromatique quasipériodique correspond 2 un super-réseau
dichromatique pour lequel le cosinus de I’angle de la rotation R ( cf figure (1) ) est
irrationnel ( ¥ infini ). De plus, si dans un volume de rayon e petit et positif autour d’un site
atomique du réseau (A), il existe un site atomique du réseau (B), alors le joint de grains
obtenu a partir du réseau dichromatique quasipériodique est quasipériodique [ 25 ]. La
validité du modele de ’unité structurale a été vérifiée expérimentalement par P.A.Deymier
et al. sur des joints de grains quasipériodiques dans 1’aluminium [ 26,27 ]. L’étude des
propriétés des joints de grains quasipériodiques connait un certain développement a 1’heure
actuelle.

L’usage veut aussi que I’on nomme certains joints de grains périodiques a courte période,
joints de grains spéciaux et tous les autres joints de grains, joints de grains généraux; ces
derniers incluant les joints de grains périodiques a longue période et les joints de grains
quasipériodiques.

11 existe d’autres représentations géométriques des joints de grains. Citons notamment, le
réseau-0 ou ’on construit un super-réseau a partir de 1’ensemble des points coi'ncidents du

10
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. Figure (3) : Représentation de 1’unité structurale d’un joint de grains périodique £ = 5
( Aluminium )

(3-a): Réseau dichromatique
(3-b) : Unité structurale
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réseau dichromatique ( un point peut ne pas étre un site atomique ) ainsi que le réseau
D.S.C. ( Displacement Shift Complete ) qui prend en compte I’ensemble des vecteurs de
translation t conduisant au méme réseau dichromatique [ 28 ].

Le réseau-0 ne s’appliquant essentiellement qu’aux joints de grains a faible désorientation et
le réseau D.S.C. n’étant particulierement utile qu’a la caractérisation des dislocations
secondaires dans les joints de grains, nous ne développerons pas plus ces représentations.
Apres cette revue des différentes nomenclatures permettant de représenter la structure d’un
joint de grains, intéressons nous maintenant au phénomene de ségrégation proprement dit.
De nombreux travaux aussi bien expérimentaux que théoriques ont permis depuis plusieurs
dizaines d’années d’appréhender ce phénomene chimique.

Sur le plan expérimental, I’amélioration des techniques de microscopie telles que la
microscopie Auger, la microscopie électronique a transmission ainsi que la microscopie a
haute résolution a permis d’observer le phénomene de ségrégation a une échelle atomique.
Le profil de distribution des impuretés au voisinage des joints de grains a ainsi pu étre
mesuré dans des alliages métalliques 2 1’aide de la microscopie Auger. Il en ressort que la
ségrégation est limitée A des distances proches du joint de grains. La figure (4) représente
la concentration normalisée d’impuretés en fonction de la distance au coeur du joint de grains
[ 29 ]. On constate que la ségrégation d’impuretés est limitée a une distance d’environ 15 a
20 A du centre du joint de grains. Cette courbe doit étre analysée en prenant en compte le
fait que le faisceau d’électrons utilisé en microscopie Auger n’offre pas une résolution
spat‘iale suffisante de la structure atomique. On obtient, en conséquence, une concentration
moyenne de ségrégant sur le volume sondé. Ceci est un des problémes majeurs des études
expérimentales de la ségrégation et conduit & des profils de ségrégation de portée
artificiellement allongée [ 30 ].

Récemment, 1’amélioration de la résolution des techniques de microscopie électronique a

12
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. Figure (4) : Concentration normalisée d’impuretés en fonction de la distance au coeur
du joint de grains ( d’apreés Marcus et al. [ 29 ])
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permis de mettre en évidence le fait que la ségrégation du rhénium dans le tungstene est
localisée dans un seul plan atomique parallele au plan du joint de grains [ 31 ].

En fait, on peut affirmer que la région de forte concentration en ségrégant aux joints de
grains est limitée a quelques distances atomiques a partir du coeur du joint de grains.
D’autre part, E.D.Hondros et M.P.Seah [ 2,32 ] ont prouvé qu’il existe une corrélation entre
le facteur d’enrichissement 8 du joint de grains, défini comme étant le rapport entre les
concentrations d’impuretés au joint de grains et en volume, et la solubilité solide maximale
des impuretés. Le facteur d’enrichissement est inversement proportionnel a la solubilité
solide. Ce résultat est illustré par la figure (5) ou le facteur 3 est représenté en fonction de
la solubilité solide. On constate qu’une relation linéaire lie les logarithmes népériens
respectifs de 8 et de la solubilité; la pente de la droite étant de 1’ordre de -1. Ce résultat
signifie que moins une impureté est soluble, plus sa tendance a se concentrer aux joints de
grains est forte.

R.W.Balluffi [ 18 ] résume bien 1’état des connaissances expérimentales et énonce plusieurs
faits :

* Sous les mémes conditions thermodynamiques, la ségrégation est plus faible aux
joints de grains qu’aux surfaces libres. Ceci étant di au fait qu’une surface libre est une
perturbation plus importante dans la structure du réseau cristallin qu’un joint de grains.
Ainsi, M.P.Seah [ 33 ] considére que dans tous les alliages binaires, le degré de ségrégation
est 2 2 3 fois plus fort aux surfaces libres qu’aux joints de grains.

* Le degré de ségrégation varie énormément d’un joint de grains & I’autre et dépend
fortement de la structure du joint de grains. Ainsi, il est, en général, plus faible au joints de
grains spéciaux qu’aux joints de grains généraux. D’ailleurs, H.Gleiter [ 34 ] a prouvé en
étudiant la ségrégation du cuivre aux joints de grains a forte désorientation dans le plomb,
que le cuivre ségrége dans le plomb de préférence aux joints de faible coincidence c’est a

14
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dire de I élevé.

Sur le plan théorique, des modeles de ségrégation ont été élaborés. IIs reposent sur la théorie
de I’adsorption de solutés aux interfaces. Cette théorie a été développée initialement par
J.W.Gibbs [ 13 ]. Gibbs consideére I’interface, ici le joint de grains, comme étant une phase
bidimensionnelle contenant la totalité des atomes adsorbés. Le volume extérieur a 1’interface
constitue une autre phase de composition constante. A 1’aide de ces hypotheses, Gibbs
détermine la variation de 1’énergie superficielle de I’interface en fonction des potentiels

chimiques et de la composition. Il vient :

dy = —Z Tdy,

ol y; est le potentiel chimique du i** composant, T; , I’exces du i*™ composant 4 I’interface
du systeme; v étant la tension superficielle de 1’interface.

La principale difficulté dans !’utilisation de cette équation est que la tension superficielle
d’équilibre v doit étre représentée par une fonction de la composition dans le volume afin de
pouvoir déterminer les parametres I';. Cette relation est rarement définie dans les systémes
métalliques.

Un autre traitement théorique de la ségrégation aux joints de grains a été développé par
D.McLean [ 35 ], A partir des travaux de Gibbs. McLean détermine la concentration
d’équilibre de soluté au joint de grains de la fagon suivante. Il suppose qu’il existe P atomes
de soluté répartis sur les N sites du réseau cristallin du solvant et p atomes de soluté répartis

sur les n sites atomiques de ’interface. L’énergie libre du systéme s’écrit alors :
F = pe + PE - RTLnQ

ou E est 1’énergie d’un atome de soluté sur un des N sites du réseau, e, 1’énergie d’un atome

de soluté sur un des n sites de 1’interface; RLnQ étant I’entropie de configuration que 1’on

16



exprime par :

nlN

RLrQ = RLn
(n-p)pl( N - P)IP!

En minimisant 1’énergie libre F par rapport a2 n et en considérant n et p trés inférieurs

respectivement a N et P, il vient :

P _ P
n-p N-P

Soit:

(=)
= €. —
X, - X, 1 -x *PCRT

ol x, est la concentration molaire de soluté au joint de grains, Xy la concentration molaire
de soluté au joint de grains a la saturation ; x, étant la solubilité du soluté dans le solvant.
E, est alors 1’énergie libre d’adsorption au joint de grains ( ou énergie de ségrégation ).
Pour étre applicable, cette équation nécessite le calcul de 1’énergie E,. Ceci est la difficulté
principale de ’utilisation de cette relation.

Afin de contourner cette difficulté, des méthodes d’approximation de E, ont été proposées
mais elles requiérent la connaissance d’un nombre croissant de variables [ 36 ]. De plus, ce
modele ne donne en aucun cas, la variation théorique de la concentration en soluté dans une
direction perpendiculaire au joint de grains. Ce modele décrit la ségrégation dite d’équilibre
afin d’étre distinguée de la ségrégation sous refroidissement qui n’est pas un processus
d’équilibre thermodynamique.

D’autres études théoriques de la ségrégation utilisent des méthodes numériques de simulation
ou la méthode Monte-Carlo. Ainsi H.K.Chang et al. appliquent la méthode Monte-Carlo pour

étudier la ségrégation d’équilibre d’atomes de bismuth au joint de grains de désorientation

17



L=5 dans le cuivre a haute température. Les résultats montrent que la ségrégation est
localisée au voisinage du plan du joint de grains; 1’extension de la ségrégation augmentant
lorsque la température diminue [ 37 ]. W.L.Alba et al. proposent une théorie de champ
moyen de la ségrégation aux joints de grains et 1’appliquent aussi au cas de la ségrégation
du bismuth dans le cuivre [ 38 ]. IIs obtiennent les mémes résultats que Chang et al. en ce
qui concerne la variation de la ségrégation avec la température et montrent que 1’existence
de ségrégation aux joints de grains peut induire des changements de phase dans le réseau
cristallin.

Ces modeles numériques de ségrégation sont généraux mais leur mise en oeuvre est tres
difficile. Ils ne permettent donc pas une étude systématique de la ségrégation d’impuretés a
une grande variété de joints de grains.

Toutes ces approches aussi bien expérimentales que théoriques de la ségrégation d’impuretés
aux joints de grains a forte désorientation mettent clairement en évidence ’existence d’une
relation entre structure du joint de grains et ségrégation. Cette relation bien que complexe
nécessite d’étre étudier plus particulieérement ainsi que le suggére R.W.Balluffi [ 18 ].
C’est pourquoi nous nous proposons, ici, a partir de modeles théoriques simples, de mieux
appréhender les mécanismes de la ségrégation d’équilibre ainsi que d’étudier 1’influence des
parametres structuraux des joints de grains sur le degré de ségrégation. Contrairement aux
modeles de simulation numérique, nous nous attachons a une étude générale des joints de
grains a forte désorientation.

Cette étude consiste donc en une approche théorique de la ségrégation d’équilibre d’impuretés
aux joints de grains a forte désorientation dans les métaux.

Comme 1’a suggéré J.Friedel [ 39 ], le phénomene de ségrégation résulte des interactions
entre impuretés .et joints de grains. Dans les métaux simples, ces interactions sont
essentiellement de natures élastique et électronique au contraire des céramiques pour

18



lesquelles les interactions dipolaires peuvent jouer un grand réle. Nous limitons donc cette
étude au cas des métaux simples.

Dans une premicre partie, nous proposons un modele macroscopique de joint de grains a
forte désorientation permettant d’étudier les interactions élastique et électronique entre
impuretés et joints de grains dans les métaux simples. L’énergie élastique d’interaction entre
impureté et joint de grains est calculée dans 1’approximation de 1’élasticité linéaire. Le calcul
non-autocohérent des densités électroniques aux voisinages des interfaces nous permet de
déterminer 1’énergie électronique d’interaction d’un défaut ponctuel avec un joint de grains.
Dans une seconde partie, 1’influence de 1’ordre dans la structure du joint de grains sur la
ségrégation d’impuretés est analysée a partir d’'un modele de joint de grains a forte
désorientation prenant en compte sa structure microscopique.

Les méthodes de calcul utilisées sont d’une part le formalisme des fonctions de Green ou
"Théorie des réponses d’interfaces” [ 40,41,42 ] appliquée successivement a 1’élasticité
continue des milieux isotropes et A 1’électronique dans 1’approximation des électrons libres,

et d’autre part, la "Thermodynamique des solutions solides sous contraintes” [ 43,44 1.
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PREMIERE PARTIE

INTERACTIONS ELASTIQUE ET ELECTRONIQUE
ENTRE IMPURETE ET JOINT DE GRAINS
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Comme nous 1’avons vu précédemment, le phénomene de ségrégation d’impuretés aux
joints de grains dans les métaux simples résulte des interactions entre impuretés et joints de
grains ; ces interactions étant de nature soit €lastique, soit électronique.

L’objet de cette premiere partie est d’étudier ces deux types d’interactions en calculant les
énergies élastique et électronique d’interaction entre impuretés et joint de grains.

La démarche employée est la suivante :

Dans un premier temps, un modele géométrique de joint de grains 2 forte désorientation est
proposé. Ce modele se base sur les données obtenues lors d’études expérimentales de ces
joints de grains. Ensuite une approche thermodynamique du probléme de la concentration
d’impuretés au voisinage d’un joint de grains nous permet de relier les concentrations en
impuretés au voisinage du joint de grains et en volume c’est A dire a longue distance, a une
énergie d’interaction entre impureté et joint de grains. Les contributions élastique et

électronique a cette énergie seront alors déterminées et discutées.
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I Modetle géométrique d’un joint de grains & forte désorientation
Balluffi [ 18 ] considere un joint de grains a forte désorientation dans un métal pur comme
étant une région plane de "mauvais” matériau insérée entre deux cristaux presque parfaits.
On entend par mauvais matériau, un matériau ol la structure atomique est fortement
désorganisée c’est a dire que les relations entre plus proches voisins et les distances
interatomiques y sont altérées. En conséquence, le modele géométrique, suivant, de joint de

grains a forte désorientation peut étre pr&posé :

Figure (6) : Modele géométrique d’un joint de grains 2 forte désorientation

ol B est un défaut plan ( supposé libre de contraintes ) d’épaisseur 2a inséré entre deux
milieﬁx semi-infinis ( cristaux parfaits ) A. Le milieu B est centré en x; = 0 ou x; est la
direction perpendiculaire au défaut plan.

Par la suite, un tel systéme "composite” sera appellé "systéme sandwich symétrique”.
D’autre part, il a été prouvé expérimentalement qu’un joint de grains a forte désorientation
est, en général, une région trés étroite et de densité atomique plus faible que la densité du
cristal parfait adjacent.

22




Ainsi, des observations par microscopies ionique et électronique ont montré que 1’épaisseur
d’un joint de grains 2 forte désorientation est de 1’ordre de 5 A [ 45,46,47,48].

De plus, des calculs de dynamique moléculaire utilisant des modeles de potentiel de paires
ainsi que des mesures expérimentales ont révélé€ que la densité atomique des joints de grains
a forte de’sorieﬁtation dans les métaux purs Al, Cu, Ni et Au est 5 2 15 % plus faible que
la densité du cristal parfait [ 49,50,51,52,53 ].

Ces deux parametres macroscopiques, épaisseur et densité atomique définiront par la suite

les caractéristiques physiques des joints de grains a forte désorientation typiques.

I Profil de concentration théorique

A partir du modele géometrique de joint de grains a forte désorientation défini
précédemment, nous déterminons ici un profil théorique de concentration d’impuretés dans
la direction x; perpendiculaire au plan du joint de grains.
Pour ce faire, on divise le milieu semi-infini A occupant le demi-espace x; = +a en une
infinité de régions planes paralleles au défaut plan B. La position de chacune de ces régions
planes est caractérisée par le parametre entier 1.
L’énergie d’interaction avec le défaut plan, des impuretés présentes dans le milieu semi-infini

A s’écrit :

E =NY p(1).E(1) , 1
1

o p(l) est la concentration en impuretés dans le plan d’indice 1, E (1) , I’énergie
d’interaction d’une impureté avec le défaut plan ; N étant le nombre de sites atomiques dans
chaque région parallele au défaut plan.

D’autre part, on prend en compte un terme d’entropie de configuration s(1) dans chaque
région 1, sachant que Np (1) sites atomiques, parmi les N sites existant, sont occupés.
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Soit ;

N
1) = k,Ln 2
s(h) = Ky (Np)I[N(1-p)]!

ol kg est la constante de Boltzmann.
En supposant p(1) <1 c’est a dire N grand et en appliquant I’approximation de Stirling

( LnN! = NLaN - N ), I’équation (2) conduit a :

S =Y s(1) = -ksNY[pLnp +(1-p)La(1-p) 3
1 1

ou S est ’entropie totale de configuration.

L’état d’équilibre thermodynamique est obtenu en minimisant 1’énergie libre d’Helmoltz,
F=E-TS, par rapport 2 p(l) sous la condition E p (1) = constante ; ce qui revient a
rechercher I’extremum de ’expression E -TS - Al N [; p(D) - constante] ol A est un

multiplicateur de Lagrange. Il vient alors :

E/(1) + k,TLn-l-E- -A=0 . “
-p

Le multiplicateur de Lagrange A peut étre calculé en considérant qu’a grande distance du

défaut plan (1 tend vers l’infini ), 1’énergie d’interaction s’annulle. On obtient :

A = kTl P &)

ol p, est la concentration d’impuretés en volume c’est a dire loin du joint de grains.

En substituant 1’équation (5) dans 1’équation (4), il vient :

1-
E(1) + kyTIn 2 —F5 - o ©)
: P, 1-p

E, étant une énergie qui dépend de la position x;, 1’équation (6) peut se réécrire sous la
forme suivante :
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PpeXp( -E,(x,)/kyT) )
1 - Py * pbexp( 'El(xg)/kBT) .

p(x;) =

Constatons tout d’abord que cette équation est tout a fait semblable a celle obtenue par
McLean ( Cf Introduction ) pour une valeur donnée de 1’énergie indépendante de la position.
Dans la limite de faible concentration p, ( p, « 1) , limite pour laquelle les interactions

entre impuretés peuvent étre négligées, 1’équation (7) devient :
p(xg) = pbexp( —El(xg)/kBT) . ®

Intéressons nous alors a la contribution élastique a 1’énergie d’interaction.

III Contribution élastique a ’énergie d’interaction entre impureté et joint de
grains
III-1 : Position du probléme
Dans son approche thermodynamique du phénomene de ségrégation d’équilibre

d’impuretés aux joints de grains, McLean [ 35 ] considere le probléme de la concentration

en soluté au voisinage des joints de grains en termes d’énergie de distorsion du réseau
cristallin du solvant autour des atomes de soluté. Dans cette approche, la différence de taille
entre atome de soluté et site atomique dans le solvant est importante. C’est pourquoi,
McLean assimile 1’énergie de ségrégation ( Cf Introduction ) & 1’énergie de distorsion
élastique produite en plagant un atome de soluté supposé sphérique dans une cavité du réseau
cristallin de plus petit rayon. Cette énergie a été calculée dans le cadre de 1’élasticité linéaire,

initialement, par Pines [ 54 ] sous la forme :

- 241:KGr3(,'2 (9)
3K + 4G

Ee’l
ou K est le module de compressibilité de la sphere ( soluté ), G, le module de cisaillement
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de la matrice ( solvant ) ; r étant le rayon de 1’atome de soluté dans le réseau cristallin de

la matrice. Le parametre sans dimension { est défini par la relation :

¢ - (10)

ou r, est le rayon de I’atome de soluté isolé et r,, le rayon du site atomique dans la matrice.
En fait, E.D.Hondros [ 30 ] a établi que cette approche n’est pas réaliste. En effet, la
difficulté dans cette procédure est de connaitre la taille réelle d’un atome présent dans la
matrice comme soluté. D’autre part, la différence relative de taille { entre atome de solvant
et atome de soluté intervenant au carré dans I’equation (9), toute erreur dans la détermination
de ce parametre est amplifiée.

De plus, cette énergie de distorsion ne prend pas en compte les défauts de structure de la
matrice cristalline. Or, nous savons que le champ de contraintes dii 2 une impureté est
fortement modifié par la présence de surface libre ou de joints de grains [ 55 ].

Nous nous proposons ici de déterminer la contribution élastique a 1’énergie d’interaction entre
impureté et joint de grains définie par 1’équation (7). Une impureté sera ici considérée
comme étant un défaut ponctuel ; le joint de grains A forte désorientation étant représenté a

I’aide du modele établi précédemment.

-2_Energie élasti ’interaction en n défaut ponctuel et un défaut plan

Un certain nombre de travaux ont été consacré i I’étude de 1’interaction élastique
d’un défaut ponctuel avec une surface libre [ 55,56,57 ] ou soumise 2 une contrainte [ 58 ]
ou encore avec une interface [ 59 ] . Ainsi, un défaut ponctuel situé dans un milieu élastique
et isotrope est attiré vers la surface libre, son énergie variant selon une loi en x3'3 oll X3 est
la distance du défaut 2 la surface [ 55,56,57 ]. En présence d’une interface [ 59 ], la loi en
x{s reste valable mais le défaut peut étre attiré vers l’interfgce ou repoussé par elle.
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Dans les références 57, 58 et 59, I’énergie élastique d’interaction a été calculée a 1’aide des
fonctions de Green des différents systémes considérés.

Nous rappellons, ici, brievement la démarche employée dans cette méthode de calcul puis
nous 1’appliquons afin de déterminer 1’énergie élastique d’interaction entre un défaut ponctuel
et un défaut plan.

Tout d’abord, une impureté ( un atome en solution, par exemple ) est décrite a I’aide du
modele dipolaire de Leibfried [ 60 ], ou un défaut ponctuel de symétrie sphérique est
représenté par la superposition de trois double forces perpendiculaires et sans moment,
centrées a 1’endroit du défaut défini par le vecteur X, dans un repere trirectangle

(0,x,,x,,x3) . lCette distribution de forces est écrite au point ¥ sous la forme :

F(%) = —Aogi—b(f—fo) ., i=1,2,3 1)

i
ou A, est une constante positive ayant la dimension d’une force par une longueur.

Dans ce cas, le défaut ponctuel se comporte comme un centre de dilatation.

L’impureté ainsi décrite, il est aisé de déterminer 1’énergie €élastique d’interaction entre un
défaut ponctuel et un défaut plan. En effet, comme il I’a été démontré pour une surface libre
[ 57 ], cette énergie peut s’écrire sous la forme suivante :

U, = .;.5; f d*% [ &% F,(%)g,)(%,%')F/(£') (12)

ou giJ'.( %,%') représente la contribution des interfaces 2 la fonction de Green du systéme
composite ; ce systéme étant ici le systtme sandwich symétrique A-B-A.

X; étant la direction perpendiculaire au défaut plan et en raison de la symétrie de translation
parallele au défaut plan, on peut effectuer une transformation de Fourier de la fonction de
Green §' du systtme sandwich A-B-A dans le plan (x,,0,x,).

D’autre part, on suppose les milieux A et B élastiques et isotropes de constantes élastiques
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Lo

respectives (C,,,C,,) et (C,I 1,C4/4 ). Les surfaces x; = +a étant alors isotropes dans la
limite €lastique, on peut opérer une rotation pour amener le vecteur d’onde E” introduit par
la transformation de Fourier, en coincidence avec la direction x, du repere (O, Xx,,X,,X;)
L’obtention des éléments g,-j-(i‘,fc’ ) de la fonction de Green devient alors équivalente a
1’obtention de fonctions du type g,-j( E;llx3,x3’) . Le calcul de ces fonctions est explicité dans
le chapitre A-3 de I’annexe A dans le cas ou le défaut ponctuel est inséré dans le milieu A
occupant le demi-espace x; = +a.

Les mémes transformations peuvent étre appliquées aux composantes F,(X) de la force

exercée par le défaut ponctuel sur le milieu hote. On obtient alors :

Fy(kylxy) = iAok, (x, ~ %o, ).exp(ili;l.,\‘:',ﬁo))

F,(k,lx3) = 0 (13)
- d .

F;(k/llx3) = —A()d_x:3 6(x3 - x03 )exp( lk//'x/jm)

A

ou i’,fo) = (xo,’xo,) et %o, caractérisent la position du défaut ponctuel respectivement dans
le plan (x,0x,) perpendiculaire a x; et selon la direction x;.
En substituant les expressions (13) dans 1’équation (12), on obtient 1’énergie élastique

d’interaction sous la forme suivante :

= — k k. lx X, ik ~— k.\x . _
175 (21) 1811 ( Kyl 0, o,) ”d ,313( n 03x3)|x.,/-xo,
ix B I gd d d 1,7 /
- ol . k X -
lk// dx3 g3l(k//l'x3’x03 )Ix’=x°9+ de d /g33( Illx3 x3) x.,/ %o, (14)

%3 =5

Nous nous restreignons ici au cas ou Xo, 2 *a

N.B.: Cette méthode de calcul de 1'énergie élastique d’interaction entre un défaut ponctuel
et une surface est générale. Ici, les milieux considérés sont supposés cristallographiquement
isotropes dans un souci de simplification. Mais la démarche employée peut étre appliquée a
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des cristaux de symétrie moindre tels que les cristaux hexagonaux [ 61 ].
En substituant les termes glll, g,'3, g;l et g3'3 ( Cf Annexe A - Equations A-3-74 ) dans

I’équation (14), on obtient :

Ag [ d%E, , ~2k(x%,-a) (15)
U, = — Ky e @ (k)
2 ) @2n)
ou ;
8v? 1 .
®(k,) = Ja + =(A+2B+D) . (16)
N (1 +V)2 [ 2 ]

Les termes «, A, B et D sont définis dans 1’ Annexe A.
L’équation (15) peut se réécrire sous la forme :
2 pky —2k”(x03-a)

4o 2
8nJ,

o (k) } , a7
kp étant le module du vecteur d’onde de Debye. Cette valeur de "coupure” est choisie pour
le calcul des énergies d’interaction [ 57 ] afin que les expressions obtenues pour 1’énergie ne
divergent pas lorsque le défaut ponctuel atteint le trés proche voisinage du défaut plan c’est
a dire quand x, tend vers +a.

Dans la limite des défauts plans de trés faible épaisseur c’est a dire pour ak, <1, I’énergie

d’interaction s’obtient analytiquement sous la forme [ 62 ] :

A2 / h /
U, = o Vv _a 4.{1___12_1.1”) }13(5) (18)
161'I:Cu (1+v) (xo’—a) h44 l+v
ou
C (o} c! c,
v :...ii s v’:._4/_4 R hll = _}.}. et h4’4 = _ﬁ (19)
Ci C 11 Cus
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et:

LI 4
I(E) = fo z3e dz avec E=2kD|x03—a| . 20)

Cette expression nous montre que 1’énergie d’interaction est proportionnelle, dans ce cas
limite, a A02 ainsi qu’a 1’épaisseur du défaut plan. Cette énergie varie comme ’inverse de
la distance du défaut ponctuel au centre du défaut plan a la puissance quatre.

La méme variation de 1’énergie avec la distance peut étre obtenue en prenant en compte les
effets des phénomenes de capillarité sur les propriétés élastiques des cristaux ainsi que 1’a
démontré Yu.A.Kosevich [ 63 ]. -

De plus, cette énergie est positive ou négative selon les valeurs des rapp_drts des constantes
élastiques des milieux isotropes A et B. En particulier, un défaut ponctuel est ici attiré ou
repoussé par le défaut plan selon que C,, < C,, ou Cyy> C.s , respectivement.

Dans le cas général des défauts plans d’épaisseur beaucoup plus importante, 1’intégration de
1’équation (16) peut étre réalisée numériquement, en considérant la constante A, comme une
quantité inconnue positive. D’autre part, cette résolution numérique nécessite de connaitre
les valeurs des différents parametres a, C,,, C,,, Cii Ciy et k.

L’épaisseur 2a du défaut plan est prise égale 3 5 A comme épaisseur caractéristique d’un
joint de grains 2 forte désorientation ( Cf Chapitre I ). 13
Le module du vecteur d’onde de Debye, kj, , est donné par la relation k;, = -225(2};:—) /

[ 64 ] ol a, estla parametre de réseau cristallin du métal A. 0

Sachant qu’un joint de grains a forte désorientation est une région de densité atomique plus
faible que celle des cristaux parfaits, la densité atomique dg dans le défaut plan B est prise
10% plus faible que la densité d, du milieu A.

Les constantes élastiques CI/ et C,f4 du joint de grains sont déterminées comme des
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fonctions de la densité a partir de relations linéaires entre les constantes élastiques et la
densité en volume pour différentes températures [ 65 ].
On considere, ici, le cas du Tungsttne, métal de transition pour lequel I’hypothese
d’isotropicité est justifiée ainsi que le cas de 1’ Aluminium qui est un métal simple anisotrope.
Les figures (7) et (8) nous montrent la variation des constantes élastiques C,, et C,, ainsi
que celle du rapport » en fonction de la densité pour ces deux métaux. Dans chacun des
cas, C;, et C,, sont bien des fonctions linéaires de la densité. D’autre part, on constate que
le rapport » ne varie que tres peu avec la masse volumique.
Aussi bien pour le Tungsténe que pour I’Aluminium, par extrapolation des courbes C,, ,
C,, en fonction de la densité, on peut considérer qu’une variation de densité de 10 % induit
une variation de constante élastique de 60 %. D’autre part, on admet en premiére
approximation, que les rapports » et »’ sont égaux.
La Tableau (1) présente les valeurs numériques utilisées dans le calcul de I’énergie élastique
d’interaction entre un défaut ponctuel et un défaut plan.
Considérer les constantes élastiques comme étant uniquement fonctions de la densité atomique
n’est probablement qu’approximatif. Il est clair, en effet, que les caractéristiques
cristallographiques des joints de grains influent fortement sur les propriétés élastiques.
Il serait intéressant de déterminer plus précisément les constantes élastiques des joints de
grains par des simulations numériques telles que 1’ont déja réalisé D.Wolf et al. [ 66 ]. Cette
dernigre étude a mis en évidence le fait que les constantes élastiques des joints de grains dans
le Cuivre et I'Or , en particulier, sont. bien inférieures aux constantes élastiques des cristaux

parfaits.
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a Cu , kp
' dg/ d, v
(A) ( 10" N/m?) (A) | (10°m?)
w 2.5 0.9 5.12 0.30 3.11 0.96
Al 2.5 0.9 1.05 0.26 4.05 1.23

Tableau 1 : Valeurs numériques des différents parametres intervenant dans le calcul de

I’énergie élastique d’interaction d’un défaut ponctuel avec un défaut plan.

L’intégration de 1’équation (16) a été réalisée numériquement en prenant en compte les
hypothéses faites précédemment. La variation du rapport de 1’énergie d’interaction avec la
constante A: en fonction de la distance du défaut ponctuel au coeur du défaut plan est
représentée sur les figures (9) et (10) pour le Tungsténe et 1I’Aluminium. On constate que
I’énergie d’interaction varie trés rapidement avec la distance. De plus, le signe de ’énergie
d’interaction d’un défaut ponctuel avec un défaut plan indique qu’un joint de grains a forte
désorientation ainsi modélisé attire les impuretés et donne lieu a ségrégation.

La constante A, caractéristique du défaut ponctuel étant inconnue, il nous est impossible de
déduire du calcul de ’énergie d’interaction, un profil de concentration théorique. Par contre,
ce modele élastique nous permet de calculer un facteur d’enrichissement théorique du joint

de grains.

II1-3 : Facteur d’enrichissement du joint
Comme nous l’avons déja vu précédemment ( Cf Introduction ), le facteur
d’enrichissement en impuretés des joints de grains, défini comme étant le rapport entre les

concentrations d’impuretés au joint de grains et en volume, caractérise la propension a la
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ségrégation. L’objet de ce paragraphe est de déterminer la contribution €lastique a ce
parametre.

L’équation (8) nous a permis de relier les concentrations en impuretés dans une région
parallele au joint de grains et en volume 2 une énergie d’interaction entre impureté et joint
de grains dans la limite des impuretés de faible concentration.

Nous considérons ici 1’énergie élastique d’interaction en Xy, = *a comme représentative de
P(x,,)

Py

I’énergie de ségrégation. En conséquence, le rapport nous donne une estimation
théorique du facteur d’enrichissement (.
~ Le facteur d’enrichissement théorique 8 s’écrit alors sous la forme :

- _UI(”‘)) 21
B exp( LT . (21)

Une meilleure évaluation de ce rapport consisterait a prendre aussi en compte 1’énergie
d’interaction des impuretés situées a ’intérieur du joint de grains. Mais comme 1’ont déja
prouvé Maradudin et al. [ 57 ] en se basant sur les travaux d’Eshelby [ 67 ], une théorie
d’élasticité linéaire telle que celle que nous utilisons ici ne permet pas de rendre compte des
phénomeénes 2 une échelle atomique et donc dans un volume aussi réduit que 1’espace
intragranulaire. Une théorie d’élasticité cristalline serait peut étre plus réaliste mais accroitrait
fortement la difficulté du calcul.

D’autre part, M.P.Seah [ 68 ] 2 partir des résultats expérimentaux de Hondros [ 30 ] évalue
la solubilité solide d’un soluté en termes de solubilité limite en volume avant précipitation.
De plus, M.P.Seah [ 68 ] montre que la concentration en soluté a la précipitation dans le

solide dans le cas d’impuretés de faible solubilité peut s’écrire sous la forme :

X =exp( E ) (22)



ol E_ est ’énergie de dissolution du soluté dans le solvant c’est a dire la matrice cristalline.
Dans notre approche théorique, nous assimilons cette énergie de dissolution, a 1’énergie
élastique U, d’un défaut ponctuel de symétrie sphérique, représenté par le modele de
Leibfried, inséré dans un milieu infini élastique et isotrope de constantes élastiques
C,, et C,,. Cette énergie se calcule aisément & I’aide des fonctions de Green d’un tel milieu.
En combinant les résultats établis par D.J.Bacon [ 55 ] et A.A.Maradudin [ 57 ], on

démontre que cette énergie est donnée par 1’équation suivante :
1 - - - Wy o =t
U, = _EE fd3x d’%'F(%).Gj(%,%).F (%) (23)
ij

ol les termes F,(X¥) sont définis par 1’équation (11). Cette énergie se calcule en utilisant
la méme démarche que celle employée lors du calcul de 1’énergie d’interaction. Les
expressions de la fonction de Green G~(%,%’) du milieu élastique infini et isotrope, dans
I’espace de Fourier sont données dans 1’Annexe A ( Equations A-3-15).

Apres calculs, on obtient cette énergie sous la forme suivante :

U, = _‘522.5{3’__ . (24)
127%C,

Finalement, en éliminant la constante A,, caractérisant le défaut ponctuel, entre les équations
(16) et (24), on obtient une relation linéaire entre les logarithmes népériens respectifs du
facteur d’enrichissement 3 et de la solubilité limite X,. N’interviennent dans cette relation que
les caractéristiques physiques du joint de grains ( épaisseur et constantes élastiques ) et des ,
cristaux parfaits ( k; et constantes élastiques ).

Intéressons nous alors a l’influence de ces caractéristiques physiques sur le rapport

LnB=U1

LnX, U

Sur les figures (11) et (12), la variation de ce rapport avec la demi-épaisseur a du joint de
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grains est reportée dans le cas du Tungstene et de I’ Aluminium. Les valeurs des parametres

kp, C,;» C

447 C,’ , et C,f4 sont identiques a celles utilisées lors de I'intégration numérique

11’
de 1’équation (16).

On observe dans chacun des cas, que le rapport R varie trés fortement avec 1’épaisseur du
joint de grains pour des épaisseurs inférieures 3 3 A. Ce rapport prend une valeur
pratiquement constante pour des épaisseurs plus importantes. Dans ce dernier domaine
correspondant a des joints de grains a forte désorientation typiques, le rapport R atteint une
valeur approchant la pente expérimentale de -1 obtenue par Hondros lors de son étude de la
corrélation entre facteur d’enrichissement et solubilité solide ( Cf Figure (4) ). Ce résultat
est aussi en accord avec une théorie d’adsorption aux interfaces solide-solide développée par
Seah et Hondros [ 2 ] a partir des travaux de Brunauer et al. [ 69 ] sur ’adsorption des gaz
aux surfaces solides. ,

La faible dépendance de R avec des épaisseurs supérieures a2 3 A peut étre analysée en
prenant en compte le fait que dans ce cas, une des deux interfaces entre défaut plan et milieu
semi-infini contribue moins fortement 3 1’énergie d’interaction entre défaut ponctuel et joint
de grains.

Dans la limite non-réaliste d’épaisseurs de joints de grains infiniment larges, le probleme se
réduit a I’interaction d’un défaut ponctuel avec une interface entre deux milieux semi-infinis
élastiques et isotropes [ 59 ]. Dans ce cas, I’interaction élastique varie comme l’inverse au
cube de la distance entre défaut ponctuel et interface. D’ailleurs, P.Guyot et al. [ 70 ], ont
étudi€ les interactions élastiques entre défaut ponctuel et joint de grains  forte désorientation
en modélisant le joint de grains par une simple interface entre deux milieux semi-infinis. En
considérant que dans un cristal anisotrope, un atome-soluté "voit" le demi-cristal dans lequel
il n’est pas situé, avec des constantes élastiques moyennes différentes de celles du demi-

cristal hote, Guyot et al. obtiennent que I’énergie d’interaction varie comme 1’inverse du cube
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de la distance. L’inconvénient majeur de ce modele d’interface entre deux milieux semi-
infinis est qu’il ne prend pas en compte le joint de grains comme étant une entité matérielle
bien distincte avec ses propres caractéristiques physiques.

La densité atomique du joint de grains affecte le rapport R par I’intermédiaire des variations

de constantes élastiques. Sur les figures (13) et (14), les variations de R en fonction du

/

rapport A, = —éll sont représentées pour 1’Aluminium et le Tungsténe.

11

Une valeur fixe de 1’épaisseur du joint de grains égale 2 5 A a été choisie et il a été
/

considéré que le rapport h,, = —C—:-:— variait de la méme fagon que A, .

On observe tout d’abord que I’allure de la courbe R en fonction de A, est semblable pour
chacun des deux métaux.

Cette courbe présente deux points remarquables. Le premier correspond a une valeur de
h,, égale a 1 et un rapport R nul. Il s’agit du cas d’un cristal parfait ne présentant aucun
site favorable a la ségrégation. Le second point de coordonnées h,, = 0 et R de I’ordre de
-2.5 correspond 2 la surface libre. Cette valeur de R de I’ordre de -2.5 indique une plus forte
tendance a la ségrégation aux surfaces. Notons qu’expérimentalement, T.Muschik et al.

[ 71 ] ont montré, a ’aide d’une nouvelle technique de spectroscopie Auger permettant
d’étudier la ségrégation aux surfaces et aux joints de grains de mémes caractéristiques
cristallographiques et géométriques, que la ségrégation de I’Indium dans le Nickel est 2 fois
plus forte aux surfaces libres qu’aux joints de grains. Cette étude expérimentale et nos
résultats théoriques sont en accord avec les conclusions tirées par M.P.Seah [ 33 ] ( Cf
Introduction ).

Pour des valeurs typiques des densités atomiques de joint de grains a forte désorientation
(5215 % plus faible qu’en volume ) h,, prend ses valeurs entre 0.3 et 0.4. Ceci
correspond a des rapports R variant entre -0.8 et -1.1, c’est & dire approximativement la

pente expérimentale obtenue par Hondros [ 30 1.
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Il est intéressant de noter le fait que le rapport R ne semble pas étre sensible aux
caractéristiques physiques des joints de grains 2 forte désorientation typiques, telles que
I’épaisseur. En outre, ce rapport est indépendant du type de soluté. En effet, le modele de
Leibfried employé ici afin de décrire le défaut ponctuel, fait intervenir la constante A,
caractérisant la force exercée par 1’atome-soluté sur le solvant ; or le rapport R est
indépendant de cette constante. Ceci peut expliquer, la remarquable corrélation expérimentale
existant entre le facteur d’enrichissement du joint de grains et la solubilité obtenue par
Hondros [ 30 ] pour un trés grand nombre d’alliages métalliques binaires.

On observe aussi que 1’énergie élastique d’interaction est indirectement reliée a la densité
atomique du joint de grains a travers les constantes élastiques. La quantité importante est ici
le rapport h,,. En considérant une variation linéaire des constantes élastiques avec la
densité, nous pouvons é&crire la relation suivante :

(dg-d,) .

h, =38
11 Cll

1 (25)

ou dy et d, sont les densités atomiques respectives du joint de grains et des Cristaux parfaits
adjacents. S représente la variation des constantes élastiques avec la densité. C’est une
quantité qui détermine la contribution élastique 2 la ségrégation.

Considérons le méme type de joint de grains c’est A dire de méme angle de désorientation
et d’indices cristallographiques identiques dans deux métaux simples M, et M,. Soient S, et
S, les variations des constantes élastiques avec la densité des deux métaux M; et M,,
respectivement.

Supposons S; plus grand que S, et que la densité atomique du joint de grains differe
seulement légeérement de sa vﬂeur en volume.

La contribution élastique 2 la ségrégation sera alo;s plus importante pour le métal M, que
pour le métal M,. En effet, une petite variation de densité dans le joint de grains donne une
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valeur significativement plus faible du rapport A, dans le cas du métal M, que dans le cas
du métal M,. Une plus faible valeur de h,, conduit a un plus grand facteur d’enrichissement
du joint de grains comme !’indiquent les figures (13) et (14).

Ce résultat peut s’analyser en termes d’énergie du joint de grains. En effet, D.Wolf [ 72 ]
a montré a ’aide de simulations numériques, que des joints de grains de haute densité
atomique correspondent a des interfaces de faible énergie.

De plus, J.G.Hu et\ al. [ 31 ] ont montré récemment que le Rhénium ségrége fortement aux
joints de grains de faible énergie dans le Tungsténe. Cette étude a, en fait, plus ou moins
remis en cause I’idée que la tendance 2a la ségrégation est d’autant plus limitée que 1’énergie
du joint de grains est plus faible [ 73,74 ].

Ces observations et notre modele élastique nous permettent de penser que la ségrégation
d’impuretés peut avoir lieu a des joints de grains de faible énergie. Ceci suggere aussi que
si une faible densité atomique du joint de grains est suffisante pour qu’il y est ségrégation,
ce n’est pas une condition nécessaire.

Nous pouvons maintenant étudier la contribution électronique a 1’énergie d’interaction entre

impureté et joint de grains.

IV Contribution électronique a P’énergie d’interaction entre impureté et
joint de grains
IV-1 Position du probléeme

L’objet de ce chapitre est d’étudier la contribution des mécanismes

électroniques 2a la ségrégation d’impuretés aux joints de grains dans les métaux simples. Il
est bien établi [ 39 ] que les défauts de structure telles que les gurfaces, les dislocations et
les joints de grains de méme que les impuretés introduisent des perturbations locales dans la
structure électronique d’un cristal réel. Les interactions entre les impuretés et les défauts de
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structure résultent des interférences entre ces perturbations. Un grand nombre de travaux ont
été réalisés afin de mieux appréhender ce type d’interactions.

Ainsi des calculs atomistiques basés sur le modele des potentiels de paires et 1’approximation
des liaisons fortes ont été effectués afin de déterminer 1’énergie électronique d’exces
d’atomes-soluté au voisinage des surfaces [ 75,76,77 ] ou des joints de grains [ 78 ].
L’énergie électronique d’exces d’une impureté hétérovalente prés d’un joint de grains dans
un cristal de métal simple a été calculée numériquement en utilisant les interactions de paires
déduites des pseudo-potentiels [ 70 ]. Cette interaction décroit comme 1’inverse du carré de
la distance en présentant un profil oscillatoire. Le formalisme des fonctionnelles de densité
a aussi été appliqué afin d’obtenir la densité électronique prés d’un défaut plan ainsi que
I’énergie d’un joint de grains [ 79 ].

Nous nous proposons ici de calculer a I’aide d’un modele simple 1’énergie électronique
d’exces d’un défaut ponctuel prés d’un joint de grains modélisé par le systéme sandwich

symétrique A-B-A.

IV-2 Procédure de calcul de I’énergie électronique d’interaction d’un
défaut ponctuel avec un défaut plan
Les calculs sont menés dans 1’approximation des électrons libres ( les métaux
A et B étant supposés simples ) en considérant des barrieres de potentiel rectangulaires aux
interfaces. La méthode de calcul est basée sur le formalisme des fonctions de Green.
On représente tout d’abord un atome-soluté situé au point ¥, comme étant un potentiel

perturbateur de la forme [ 80 ] :
V(X) = C8(X-X,) (26)

ou 8(X) est la fonction de Dirac et C, une constante caractérisant l’intensité de la
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perturbation. Le choix d’un potentiel § exprime le fait que la perturbation induite par
I’impureté est localisée a son trés proche voisinage. Nous nous limitons au cas d’une faible
perturbation.

En conséquence, la correction 2 un niveau d’énergie électronique non dégénérée du systeme,
résultant de ce potentiel peut s’écrire au premier ordre de la perturbation V(X) sous la

forme [ 81 ] :

E(%,,E) =<y |V|y> 27
ou |y > estun vecteur propre associé a I’énergie E du systeme non perturbé.
En introduisant I’équation (26) dans I’équation (27), il vient :

€(%),E) = Cny(%,,E) (28)

ol ny(%,,E) estla densité d’états locale au point X%,. C’est la contribution des électrons
d’énergie E 2 la densité électronique au point %, du systtme sandwich non perturbé.

La densité d’états locale ny(X,,E) peut étre facilement déterminée a 1’aide de la partie
imaginaire de la fonction de Green €lectronique g(%,,%;,E) du syst®me non perturbé par

la relation [ 40 ] :
n(%,E) = -Limg(%,%,E) . 29)
T

L’énergie électronique totale du défaut ponctuel dans le systtme sandwich symétrique A-B-A
est obtenue a 0°K en sommant € (X,,E) sur I’ensemble des états électroniques contenus

a intérieur de la surface de Fermi. On obtient alors :

€(%,) = Cn(%,) (30)

ol n(%,) estla densité électronique au point ¥, définie par la relation :
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E
n(%) = —:lt-lmf "dE.g(%,%,E) 31)

Ep étant I’énergie de Fermi du syst¢éme métallique A-B-A.
Le calcul de la fonction de Green est tout d’abord effectué dans un espace a deux dimensions
parallele aux interfaces en utilisant la théorie des réponses d’interfaces. Cette approche est

semblable a celle employée en élasticité. La fonction de Green s’écrit alors g( I?,/}x%,xoz,E )

P

ou k, est un vecteur d’onde paralléle aux interfaces et x, , la position du défaut ponctuel
3

dans la direction x; perpendiculaire aux interfaces. Les expressions de cette fonction de

Green sont données dans 1’Annexe A ( Equations A-2-27).

Finalement, la densité électronique n(X,) est obtenue sous la forme suivante :

1 Er k-
n(x) = -—Im f dE f g(k,|x, ,x, ,E) . (32)
0 T (21!)2 111705270,

Dans nos calculs, le défaut plan B et les cristaux parfaits A sont caractérisés par leurs
niveaux de plus basse énergie E, et E, et leurs masses effectives m, et m,. Dans le modele
des électrons libres, ces parametres sont reliés a la densité électronique n; dans le métal i par

la relation :

2/3

w2 [ 3n . (33)
EF—E‘=-2—';‘-8—1; ’ l=1,2 .

Par simplification, nous choisissons la masse effective de 1’électron identique dans chacun
des métaux A et B ( m.l = m, = m ) c’est & dire que le paramétre B, = -2—7;—2-; apparaissant
dans les expressions des fonctions de Green électroniques du syst¢me sandwich symétrique
A-B-A ( Cf Annexe A ) sont égaux ( B, = B, = B).

La densité atomique dans le métal B étant inférieure a celle du métal A, il en va de méme
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en ce qui concemne la densité €lectronique. Ceci entraine que le niveau E,; de plus basse
énergie dans le métal A est inférieur au niveau E, dans le métal B.

En prenant en compte ces diverses hypotheses, 1’intégrale double de 1’équation (32) peut se

E-E
simplifier. En effet, faisons le changement de variables 2 = —-E——'- - k,f et

_E-E,

k? et inversons l’ordre d’intégration sur u et k. Une fois, ces transformations

effectuées, 1’intégrale double de 1’équation (32) devient une intégrale simple permettant

d’exprimer la densité électronique "(xo,) sous la forme :

. ;
"(xo,) = ——1— ’(k;-uz)lmg(u,xoa)udu (34)
21'C2 0

oll k; est le module du vecteur d’onde de Fermi du systtme sandwich symétrique A-B-A

Eg

défini par la relation kg = 3

Les termes g( u,xoz) s’obtiennent 4 partir des expressions des fonctions de Green

électroniques du systtme A-B-A données dans I’Annexe A ( Equations A-2-27 ), en

.y / 2 (E-E) .
considérant X3 =x3=x, , B =B,=B et a =,k - 3 = -iu
On obtient alors [ 82 ] :
* A lintérieur du milieu A : %, < -a :
o “2iu(x, +a) (@, - iuth2a,a) “2iu(xy, +a)
gl(u’xog)"‘z—u—é- 1-e - .e

B[(a§ -u?)th2e,a - 2iu “2]
(35-a)
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* ‘intérieur du milieu B : -asxoss+a

-2a,a
[ ch2 X%y, "€ ]

gz(uaxos) = - 1 { 1-

2a23 ) sh2 a,a

- 1 { [—iuth2aza+a2].[chZazxoa.chZaza-1}

Bsh*2a,a [ (ar~u?)th2a,a-2iu az}

ch2a, x
+a2[1-—-——2-3’- }
ch2a,a
(35-b)
* Alintérieur du milieu A: X, 2 +a
23y, ) = - i [l_e:’.iu(xo,-a) ) (x, - iuth2 a,a) eZi“(xo,’a)
3\ #5%, 2uB B[(ag-uz)chaza-ziuaz]
(35-¢)
ou :
3 .
w = -u? si usk . 36)
2
-if ul-k s w2k
et :

-E
k,,=,|_€z.§.1. . G7)

I est clair, au vu des expressions des différents termes g( u,x(,,) que la détermination de
I’énergie électronique d’interaction a I’aide de cette procédure de calcul ne peut se faire que
numériquement.

Nous ’avons appliqué au cas d’un joint de grains dans I’aluminium.
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IV-3 Energie électronique d’interaction entre un défaut 1 et un joint d in
r inium et facteur d’enrichissemen joint de grains
L’énergie électronique d’interaction E’ entre un défaut ponctuel et un défaut
plan peut étre définie comme étant la différence entre 1’énergie électronique totale E du
défaut ponctuel dans le systtme sandwich symétrique A-B-A et I’énergie électronique E_ du
défaut ponctuel dans un cristal parfait.

Posons :
E'=E-E, . (38)

Les énergies E et E_ étant proportionnelles a la constante C définie par 1’équation (26),
1’énergie électronique d’interaction E' du défaut ponctuel avec le défaut plan est donnée par
I’équation :

El = C[n(xo,)—no] (39
ol n, est la densité électronique d’un métal infini dont on démontre facilement qu’elle est

3

égale 3 kr [83]
gale a —— .
32

Soit en normalisant cette expression a I’énergie E_ :

Ei [n(x(),)-no] (40)

E n,

D’autre part, comme nous I’avons vu au chapitre I, un joint de grains 2 forte désorientation
dans un métal simple peut étre caractérisé par deux parametres macroscopiques, 1’épaisseur
et la densité atomique. De plus, nous savons qu’un tel joint de grains a, en général, une
épaisseur de I’ordre de 5 A et que sa densité atomique est 5 A 15 % plus faible que celle des
cristaux parfaits adjacents. |

En conséquence, notre procédure de calcul de I’énergie électronique d’interaction a été
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appliquée au cas d’un défaut plan dans ’aluminium en prenant en compte un rapport dg/d,
de densités atomiques successivement égal a 0.8 ( cas limite ) et 2 0.9 pour des épaisseurs
du défaut plan égales & 3, 5 et 7 A et une valeur de k. égale 2 1.75 A1 [ 84 ]

Les figures (15) et (16) représentent le comportement de 1’énergie électronique d’interaction

3
EY(Z) normalisée 2 I’énergie E_=C —E_ en fonction de la quantité sans dimension

3n?

Z= 2/:1,.1:03 . Cette énergie présente de part et d’autre des interfaces un profil oscillatoire

de pseudo-période de ’ordre de -;—t- , caractéristique des oscillations de Friedel [ 85 ]. Cette
F

énergie varie trés fortement au voisinage des interfaces puis s’annulle assez rapidement dans
les milieux semi-infinis. Ceci indique que les interactions électroniques sont treés localisées
et de tres courte portée.
Dans notre modele, 1’énergie électronique se comporte comme la densité électronique au
voisinage du défaut plan.
Nos calculs bien que non auto-cohérents reproduisent assez fidelement le comportement de
la densité électronique au voisinage d’un joint de grains dans 1’aluminium obtenu par un
traitement auto-cohérent du formalisme de fonctionnelle de densité [ 79 ]. L’amplitude des
oscillations est simplement accentuée dans notre approche.
Nous pouvons interpréter maintenant 1’influence des mécanismes électroniques sur le
phénomene de ségrégation d’impuretés aux joints de grains dans les métaux.
En dehors du défaut plan, 1’énergie électronique d’exces présente un profil oscillatoire et
change de signe a chaque fraction de distance interatomique. L’interaction électronique est
donc successivement répulsive puis attractive et ne peut donc induire une forte ségrégation
d’impuretés qu’au trés proche voisinage du joint de grains.
Nous pouvons évaluer la contribution électronique au facteur d’enrichissement du joint de
grains.
En premieére approximation et en raison de la trés faible amplitude des oscillations de
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I’énergie électronique d’interaction, nous pouvons évaluer cette contribution a
C(ng-n,)
k,T
sensible 2 1’épaisseur du joint pour des épaisseurs de 1’ordre de 5 A correspondant 2 des

exp[ - ] . On constate alors que I’enrichissement du joint de grains n’est pas

joints de grains a forte désorientation typiques. D’autre part, la contribution électronique 2
- Cn

la solubilité limite d’un défaut ponctuel pourrait étre approximée par exp[ - 7(—-;-,
B

La contribution électronique au rapport R entre les logarithmes népériens du facteur

. n,-n
d’enrichissement et de la solubilité limite est alors égalea — soit une valeur de -0.1
n
d A
pour un rapport de densité atomique —Z"— = (0.9. Cette valeur est tres différente de la valeur

A
expérimentale -1 obtenue par Hondros [ 30 ].

Ce résultat pourrait aussi expliquer le fait que la contribution électronique au phénomene de
ségrégation semble étre minoritaire.

Pourtant plusieurs réserves doivent étre apportées. En effet, en élasticité, une expression de
la solubilité limite a été donnée en termes d’énergie du défaut ponctuel dans un milieu infini
isotrope. Cependant, cette expression n’est valable que dans la limite de soluté de faible
solubilité [ 36,68 ]. |

Dans un milieu infini, une impureté introduit une perturbation locale dans la structure
électronique d’un cristal. Dans le cas d’un soluté de faible solubilité interagissant fortement
avec le réseau cristallin, cette perturbation est probablement trop importante pour étre traitée
dans une théorie de perturbation au premier ordre. |

L’équation (22) ne permet pas d’obtenir une estimation théorique satisfaisante de la
contribution électronique 2 la solubilité limite. En conséquence, le modele électronique ne
permet pas d’étudier la contribution électronique au rapport R. Néanmoins ce modele nous
a permis d’analyser l’influence des parameétres physiques du joint de grains sur son
enrichissement en impuretés .

Contrairement 2 I’énergie élastique d’interaction qui est indirectement reliée a la densité
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atomique du joint de grains par les constantes élastiques, 1’énergie électronique d’interaction

est directement proportionnelle a cette densité.

En conclusion, dans cette premiére partie,nous avons étudié I’effet de 1’épaisseur et
de la densité atomique sur la ségrégation d’impuretés aux joints de grains a forte
désorientation dans les métaux simples. A I'aide de modeles simples, nous avons pu
déterminer les contributions élastique et électronique a 1’énergie de ségrégation.

La tendance a la ségrégation aux joints de grains est caractérisée par 1’énergie d’interaction
entre impureté et joint de grains.
Le modele élastique nous a permis de calculer une corrélation entre 1’enrichissement du joint
de grains et la solubilité solide pour des impuretés de faible solubilité. Cette corrélation est
en assez bon accord avec les observations expérimentales de la ségrégation dans divers
alliages métalliques. L’enrichissement du joint de grains ne semble pas varier
significativement avec son épaisseur pour des épaisseurs typiques des joints de grains 2 forte
désorientation et ce, indépendamment de la nature de !’interaction entre impuretés et joints
de grains.
D’autre part, la densité atomique des joints de grains joue un réle important dans la
ségrégation d’impuretés. Nous avons montré qu’il peut y avoir ségrégation a des joints de
grains de forte densité atomique.
De plus, on note qu’un joint de grains a forte désorientation ayant une densité atomique peu
différente de la densité des cristaux parfaits adjacents présentera une faible énergie
électronique de ségrégation mais une importante énergie élastique de ségrégation si ses
constantes élastiques varient fortement avec la densité.

Sur un plan général, et comme suggéré par Friedel [ 85 ] on peut penser que la
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ségrégation résulte en grande partie des interactions élastiques pour des solutions de métaux
isovalents ; I’interaction électronique pouvant étre dominante pour des solutions de métaux

hétérovalents.
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DEUXIEME PARTIE

INFLUENCE DE L’ ORDRE DANS LE JOINT DE GRAINS
SUR LA SEGREGATION D/ IMPURETES
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Dans la premire partie de cette étude, un modele géométrique de joint de grains a
forte désorientation a été proposé. Ce modele caractérise un joint de grains par des données
macroscopiques telles que 1’épaisseur ou 1a densité atomique. L’inconvénient de ce genre de
représentation est qu’elle ne prend pas en compte la structure du joint de grains a 1’échelle
atomique ; structure dont il est communément admis qu’elle influence fortement le
phénomene de ségrégation d’impuretés [ 18 ].

Comme nous 1’avons vu précédemment ( Cf Introduction ), 1’usage veut que 1’on sépare les
joints de grains en deux catégories :

* les joints de grains "spéciaux" présentant un degré d’ordre structural physiquement
significatif,

* les joints de grains "généraux" ne présentant pas d’ordre structural physiquement
significatif.
De plus, il a été prouvé que dans la plupart des métaux polycristallins, la grande majorité
des joints de grains sont spéciaux [ 86,87 ] car ceux-ci correspondent a des structures
énergétiquement favorables.
D’autre part, de trés nombreux résultats expérimentaux ont permis de mettre en évidence le
fait que plus un joint de grains ( A forte désorientation ) est général, plus la tendance 2 la
ségrégation d’impuretés y est forte. Ainsi, la ségrégation de I’ Argent dans le Plomb est plus
importante aux joints de grains généraux qu’aux joints de grains spéciaux tels que le joint de
coincidence £=3 [ 88 ]. De méme, Howell et al. [ 89,90 ] en étudiant la ségrégation
d’atomes de Chrome dans le Tungsténe a 1’aide de techniques de microscopie ionique, ont
montré que plus un joint de grains est spécial, moins la ségrégation y est importante. Par
exemple, un joint de grains de coincidence =33 ségrége 2 fois moins qu’un joint Z=357.

En d’autres mots, la ségrégation est moins importante aux joints de grains de forte

60



coincidence qu’aux joints de faible coincidence. Ce résultat est aussi en accord avec celui
énoncé par Gleiter [ 34 ] ( Cf Introduction ). Ceci nous montre bien que la ségrégation
d’impuretés est trés sensible au degré d’ordre structural du joint de grains.

Cette seconde partie a pour objet, d’étudier les effets de 1’ordre dans le joint de grains sur
la ségrégation d’impuretés. Tout d’abbrd, un modele simple de joint de grains a forte
désorientation sous forme de réseau plan de sources ponctuelles de compression est proposé;
’ordre structural dans le joint pouvant étre modifié€ en déplagant les sources de compression.
Puis la thermodynamique des solutions solides sous contraintes ( Cf Annexe B ) est utilisée
afin de relier les contraintes élastiques induites par le joint de grains a la concentration en
impuretés a son voisinage. Finalement, le profil de ségrégation en fonction de 1’ordre dans

le joint de grains est étudié€ puis discuté.

I Modele de joint de grains a forte désorientation

Comme nous 1’avons déja vu dans la premiere partie, un joint de grains a forte
désorientation dans un métal peut étre considéré comme étant une région plane de faible
épaisseur et de densité atomique inférieure au reste du solide. On construit alors un joint de
grains a forte désorientation A partir d’un cristal isotrope en déplagant un certain nombre
d’atomes d’une région de faible épaisseur 2 la surface du cristal. Les relaxations du réseau,
afin de minimiser 1’augmentation de volume résultant de cette "manipulation”, donnent lieu
a des forces de compression a ’endroit des vides ainsi créés dans la structure cristalline.
On suppose de plus, que ces forces de compression n’agissent que selon la direction
perpendiculaire a la région de moindre densité atomique. On admet, en fait, qu’elles se
compensent dans le plan parallele a cette région.
Appellons x; la direction perpendiculaire au joint de grains. Chacune de ces forces de

compression peut alors s’écrire en un point 7 de I’espace rapporté a un repere trirectangle
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(0,x,,x,,x;) sous la forme :
F,(7) =A5§—6(?—?i) (¢))
X3

ol F; définit la position de la force de compression ; & étant la fonction de Dirac usuelle.
A est une constante positive caractérisant 1’intensité de la compression et ayant la dimension
d’une force par une longueur.

Dans un premier temps, un joint de grains a forte désorientation est modélisé par un réseau
discret de forces de compression de ce type. En changeant, les positions 7, , nous modifions
I’ordre dans le joint de grains. Ainsi un réseau périodique de forces de compression
correspond 2 un joint de grains parfaitement ordonné. L’ordre dans le joint de grains sera
modifié en désordonnant ce réseau périodique.

On peut tout d’abord calculer le champ de contraintes élastiques exercé par un tel modele de
joint de grains a forte désorientation. On se limite en fait au calcul de la trace du tenseur des

contraintes.

II Champ de contraintes :

Dans un premier temps, nous calculons le champ de contraintes autour d’une unique
force de compression placée a 1’origine du repere  (O,x,,x,,X;) . En se placant dans
1’approximation de 1’élasticité linéaire, on détermine tout d’abord le champ de déplacements
créé par cette force.

Nous savons qu’une distribution continue de forces F,;(7) cause au point 7 d’un milieu

élastique infini, les déplacements u,(7) définis par la relation :
u,(F) = fu,.j(?-?’).Fj(F')d3?’ L ij=1,2,3 @

ou les termes u;(7) sont les éléments du tenseur des fonctions de Green du milieu
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élastique infini. Ces éléments sont donnés, pour un milieu isotrope, sous la forme [ 91 ] :

€)

1 [3%_( x+p) &r

u(r) = — .
ij() 8xpul r A+2p ax,.axj

ol r est le module du vecteur position 7 et r = ,/ xf +x1,2 +x33 . A et p sont les

coefficients élastiques de Lamé du milieu élastique isotrope et & le symbdle de

ij
Kronecker. Considérons tout d’abord une unique force de compression située a 1’origine du

repere. Celle-ci s’écrit sous la forme :

Fy(F) =A59-a(r*) . )

X3
En introduisant I’équation (4) dans 1’équation (2), on obtient :

a
u.(r =A.

us(r) . )

X3

Les expressions des termes u#,;(r), u,,(7) et u,;(r) s’obtiennent grice a I’équation (3).
Les termes u,(r), u,(r) et u;(r) se déduisent alors de 1’équation (5).

D’autre part, les composantes E; du tenseur des déformations E sont déterminées dans

la limite des petites déformations a 1’aide de la relation usuelle de 1’élasticité linéaire :

Ei=l(_‘3_“_'+3ﬁ) ‘ (6)
) axj ox,

Or, nous savons que la trace du tenseur des contraintes ¢ est reliée 2 la trace du tenseur des

déformations E , dans les milieux isotropes par la relation :

trt = (3A +2u).00E . v

On obtient, finalement, 1’expression de la trace du tenseur des contraintes exercées par une

seule force de compression sous la forme :
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- i

tr

_ _AGA+2p) { 1 _3"3] ®)
] . .

dn(A+2p) s

r

Dans un deuxiéme temps, nous considérons un réseau périodique de forces de compression.
Ces forces sont localisées aux intersections d’un maillage carré. Ce modele de joint de grains
a forte désorientation peut se comparer avec le modele de ’unité structurale. En effet, la
figure (3) ( Cf Introduction ) donne une représentation 2 2 dimensions d’un joint de grains
spécial de coincidence Z=5 dans I’ Aluminium. Les sites de compression dans notre modele
de joint de grains correspondent aux cavités dans chacune des unités structurales. D’autre
part, la distance séparant chacune des unités structurales est de 1’ordre de 10 A. En
conséquence, la période D du réseau des forces de compression est prise égale 2 10 A.

Le champ des cont;aintes résultant du réseau des forces de compression est simplement égal
a la superposition des champs de contraintes exercés par chacune des forces. La trace du
tenseur des contraintes total est alors obtenue en faisant une sommation discrete sur tous les
sites de la grille carrée. On considére les paramétres entiers m et n définissant la position
de chaque force sur la grille. Soit: 7, = (mD,nD,0) .

La trace du tenseur des contraintes exercées par le réseau périodique de forces de

compression en tout point F(x,,x,,%;) s’écrit alors :

_A<3A+2u).zz{ 1
4r(de2p) L5 [(x-mDY + (x-nDY + 22|

T =

2
[(xl_mD)2+(x2_nD)2+x32]5l2 }
)

Connaissant ce champ de contraintes, nous pouvons en déduire le profil de concentration en
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impuretés au voisinage du joint de grains ainsi modélisé.

III Profil de concentration

Nous considérons un joint de grains a forte désorientation ( modélisé par un réseau
de forces de compression ) dans une solution solide binaire isotrope. Loin du joint dg grains,
les contraintes élastiques sont nulles et la composition est ¢,. Le joint de grainl est en
équilibre thermodynamique avec un réservoir chimique d’atomes en solution.
La ségrégation d’impuretés a ce joint de grains peut alors étre étudiée a 1’aide de la
"Thermodynamique des solutions solides sous contraintes” ( Cf Annexe B ).
Supposons que les constantes élastiques de la solution solide sont indépendantes de la
composition. Le champ de composition résultant du champ de contraintes exercé par le joint

de grains est donné, dans la limite de faibles concentrations en impuretés, par la relation :

(10)

=3l

Ac = yntr

Le parametre x est défini dans ’annexe B. n est la dérivée premiere du tenseur des
déformations par rapport a la composition a contraintes nulles, évaluée a la composition ¢,.
En substituant 1’équation (9) dans 1’équation (10), on obtient la variation de la composition

au voisinage du joint de grains sous la forme :

(34 +2p) 1
4n(A +2p) ;Z{ [(xl_mD)z+(x2_nD)2+x32]3f2

Ac=-Axn

3x;

[(xl_mD)Z +(x2—nD)2 +x32]5/2

(11)

( La méme expression du champ de composition peut étre obtenue a 1’aide du formalisme des

fonctions de Green, comme nous le démontrerons plus loin. Cf Appendice ).
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Cette expression montre que le champ de composition ne dépend pas seulement de la distance
au joint de grains mais aussi de la position parallélement au joint de grains. De plus, la
composition dans un plan parallele au joint de grains est périodique et de période D.
D’autre part, la plupart des techniques expérimentales employées dans les études de
ségrégation d’impuretés utilisent des faisceaux de particules dont la résolution spatiale ne
permet pas de déterminer des variations de composition parallelement au joint de grains a une
échelle inférieure A 10 A [ 31,92 ]. En conséquence et afin de pouvoir comparer valablement
nos résultats théoriques avec les résultats expérimentaux, nous moyennons le profil de
concentration donné par 1’équation (11) en !’intégrant sur une surface DxD dans le plan
(x, Ox,). Ainsi, la variation de la composition ne sera plus fonction que de la position selon
la direction x; perpendiculaire au plan du joint de grains. Le champ de composition moyen
a une distance x; du joint de grains prend alors la forme suivante :

<Ac> = Ayn. (3A+2p) .LEE{I + +K +L }, (12)
4n(A +2|"’) D3 m,n m.n m,n m,n

ou
(1-m)(1-m) (T-mP+(1-nP 1] {1+ X }
"o laempexy] [aempex?] U [(-mPe(1-n) e X
(13-3)
;. _(-mm .‘/m2+(1-n)2+X32.{1+ X3 } (13-b)
" [(-npex?] (m2exE) [m?+(1-np2+x3] ]
n(1~m).J(1_m)2*‘"2*X32.{1+ X32 } (13-c)
" (wrexd) [(1-my+x? [(-mpen?+x?])
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2 2 2 2
L - nm . me+n +X3 '{1+ X3 } (13"d)

Cette valeur moyenne est nulle. Ce résultat était prévisible car 1’expression donnée dans
1’équation (8) pour la trace du tenseur des contraintes exercées par une force de compression

est proportionnelle & un polynome de Legendre d’ordre 2. En effet :

2

Pz(ff)=%(3%-l) (14)
et:
wt = AGA*20) p(i‘z) . (15)
2r(a+2p)r®  2\r

Une intégrale sur une période d’une telle expression est nulle en raison de 1’orthogox§"alité des
polyndmes de Legendre [ 93 ]. De plus, la contribution d’une force de compression a la
composition moyenne est inversement proportionnelle & la distance de la force au centre de
l’élémen_t de surface DxD. La convergence de la double sommation dans 1’équation (12)
résulte du fait que les contributions respectives des forces de compression diamétralement
opposées sur la grille s’annullent deux a deux.

Ce modele périodique de réseau de forces de compression pouvant étre assimilé a un joint
de grains fortement spécial, ne donne pas lieu 2 la ségrégation d’impuretés.

Nous pouvons maintenant considérer le cas des joints de grains plus généraux et notamment
le cas des joints apériodiques. De tels joints ( Cf Introduction ) peuvent étre obtenus a partir

du réseau périodique de forces de compression, en déplagant aléatoirement ces forces de leur
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position initiale. On controle le désordre induit de cette facon en imposant des limitations sur
la valeur des déplacements aléatoires.
La procédure de calcul du profil de concentration moyen est la suivante :

- Les parametres m et n intervenant dans 1’équation (12) sont remplacés respectivement
par m’ =m € et n'=nsx € ol € et € sontdesnombres aléatoires. Ceux-ci sont
obtenus numériquement & I’aide d’un générateur de nombres aléatoires et prennent leur valeur
dans un intervalle [0,«] od a détermine le degré de désordre structural.

- les forces situées aux coins de 1’élément de surface DxD ne sont pas déplacées de telle
sorte que le profil de composition moyen soit calculé sur une période du réseau périodique
initial.

La double sommation dans 1’équation (12) ne converge alors que tres lentement. En effet,
les contributions des forces diamétralement opposées sur le maillage carré qui s’annullaient
dans le réseau périodique ne s’annullent plus dans le cas présent.

Pour des raisons numériques, les sommations sont limitées 3 un nombre grand mais fini de
forces de compression. En faisant varier m et n dans un intervalle [ -2000, +2000], la
convergence de la sommation est observée pour différentes séries de nombres aléatoires.
On étudie 3 cas : « = 0.05D, 0.1D, 0.15D c’est & dire qu’au maximum les forces de
compression sont déplacées de + 15% de leur position initiale.

Dans chaque cas, 20 séquences de nombres aléatoires sont générées c’est a dire que 20
structures différentes de joint de grains généraux sont étudiées.

De plus, la variation de concentration moyenne <Ac> = <c-¢,> est normalisée 2 une
variation de concentration de référence <Ac>, = <¢, -¢,> ol ¢, est la concentration 2
la distance x, =2.5 A du centre du joint de grains. Le choix de cette distance est fait afin
de représenter la concentration d’impur‘etés a la surface d’un joint de grains a forte

désorientation typique ( Cf 1*™ Partie ). De cette fagon, les profils de ségrégation sont
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déterminés dans 1’approximation de 1’élasticité continue a une échelle ol cette approximation
est la plus réaliste.

Sur la figure (17), ’enveloppe des profils de concentration normalisée obtenus dans les 3 cas
est reportée. On observe que ces profils sont a courte portée; portée que 1’on peut évaluer
a approximativement 20 A ; en bon accord avec la portée des profils de ségrégation
expérimentaux obtenus par H.L.Marcus et al. ( Cf Figure (4) ). D’autre part, on constate que
I’enrichissement en impuretés du joint de grains mesuré ici par < ¢ - ¢, > augmente avec le
degré de désordre structural. Ceci démontre qu’il existe une corrélation entre 1’ordre dans
le joint de grains et la ségrégation d’impuretés. La ségrégation d’impuretés est improbable
aux joints de grains spéciaux de structure trés ordonnée alors qu’elle est importante aux joints
généraux treés désordonnés.

Afin de quantifier le désordre induit par le déplacement aléatoire des forces de compression
et afin d’étudier la relation entre I’ordre dans le joint de grains et la ségrégation, nous

définissons un facteur de structure S (q ) du joint de grains par la relation :
S(2) = L X cos(3.7) (16)
m,n

ol g et 7, sont des vecteurs bidimensionnels de composantes respectives 3—5—( 1,1)

et D(m’,n’); N étant le nombre total de forces de compression ( N=4mn ) .

Ce facteur de structure est égal 2 1 dans le cas d’un réseau périodique de forces de
compression et tend vers 0 lorsque le désordre structural augmente.

Sur la figure (18), la variation de concentration normalisée en 4 points différents dans la
direction x; perpendiculaire au plan du joint de grains est représentée en fonction du facteur
de structure S(g) ; les valeurs des concentrations ayant été extraites de la fronﬁére
supérieure des enveloppes des profils de concentration ( Cf figure (17) ). |

Cette figure montre clairement que le désordre structural influence fortement la ségrégation
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au proche voisinage du joint de grains ; cet effet étant moins prononcé a plus longue
distance.

Notre modele simple de joint de grains a forte désorientation sous forme de réseau de forces
de compression, nous a permis de montrer que ’ordre structural du joint de grains joue un
role déterminant dans la ségrégation d’impuretés. Notamment, un joint de grains périodique
a courte période ne donne pas lieu A ségrégation ; ce résultat étant en accord avec certaines
études expérimentales [ 89 ]. De plus, plus le joint de grains est général c’est a dire plus le
facteur de structure tengl vers 0, dans notre modele de joint de grains, plus la ségrégation
d’impuretés y est importante.

Ce modele simple de joint de grains pouvant étre comparé au modele de ’unité structurale,
nous donne des résultats théoriques en accord avec la plupart des conclusions tirées des

études expérimentales de ségrégation.
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Dans cette étude théorique du phénomene de ségrégation d’impuretés, nous avons
utilisé deux formalismes :

* la théorie des réponses d’interface

* la thermodynamique des solutions solides sous contraintes.
L’objet de cet appendice est de montrer que dans le cas simple ol les constantes élastiques
d’une solution solide isotrope ne dépendent pas de la composition, ces deux approches sont
équivalentes et reviennent 3 étudier les interactions élastiques entre impuretés et joint de
grains. Nous montrons ici, notamment, que dans la limite d’impuretés de faible
concentration, la méme expression de la variation de la composition au voisinage du joint de

grains peut étre obtenue a I’aide de ces deux théories.

En effet, dans la premitre partie de ce travail, nous avions montré que les
concentrations en impuretés au voisinage et 2 grande distance du joint de grains sont reliées

par une expression de la forme :

c = coexp(————' ) (Ap.1)

ol U, est ’énergie d’interaction entre une impureté et le joint de grains.

Calculons alors ’énergie d’interaction entre une impureté représentée par le modele de
Leibfried et une force de compression située a I’origine du repére (0,x,,x,,x;) dans un
milieu élastique isotrope.

Soient F O (z]8M) et FP(£]x®) , les distributions de force exercées respectivement par
la force de compression placée en ¥V (£ =0) et le défaut ponctuel placé en ¥,
L’énergie d’interaction est alors donnée sous la forme [ 57 ] :
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ur = %g [@z[d2' FP(213D) G5 (2,#) FP(212®)  (ApD)
i,

ot G”(%,%') est la fonction de Green du milieu infini élastique et isotrope.
En appliquant la méme démarche que celle employée dans la premiere partie et connaissant
la fonction de Green du milieu infini ( Cf Annexe A - Equations (A-3-15) ), I’énergie

d’interaction s’obtient sous la forme :

; 2
U = _iﬁ_(i __:if’_) (Ap.3)

ol r=yx]+x2+x] est le module du vecteur ¥® et A’ désigne la constante
caractérisant le défaut ponctuel dans le modele de Leibfried ; C,, étant égala A +2p .

Or, la trace du tenseur des contraintes exercées par une force de compression s’écrit ( Cf

2™ Partie ) :
. 3x2
pi - AGRe2u) (1 3B (Ap.4)
4n(r+2p) \p3 3
On en déduit :
/ =
A — (Ap.5)
3% +2p

En conséquence, 1’énergie d’interaction d’un défaut ponctuel avec un joint de grain modélisé

par un réseau de forces de compression s’écrit :

Al

i , (Ap.6)
31 +2p

r

=31l

o), =

T étant donnée par 1’équation (9) de la deuxieéme partie.
D’autre part, il a été démontré par Eshelby [ 67 ] que la constante A’ est reliée au module
de compressibilité X du milieu élastique infini isotrope et & la variation de volume AV de
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ce milieu résultant de la présence du défaut ponctuel par la relation :

A = K.AV (Ap.7)

’

or le module de compressibilité s’exprime en fonction des coefficients de Lamé par la

relation:

K=l+-§p. : (Ap.8)

En insérant les équations (Ap.7) et (Ap.8) dans I’équation (Ap.5), on obtient :

AVtr

a8y Ap.9
3 (Ap.9)

=3l

(U‘)ﬁot ==

De plus, I’équation (Ap.1) peut étre linéarisée en considérant une énergie d’interaction tres

inférieure 2 RO . Un développement limité au premier ordre du terme exponentiel nous

donne :
AV =
Ac =c-c¢, = Cg.—.trT (Ap.10)
°© " 3Re
L’équation (Ap.10) peut alors étre comparée a 1’équation :
Ac = xntr? (Ap.11)
avec :
/
1 PoR8 1+( aL"*l) (Ap.12)
y4 Co dLlnc /.,
et :
dE
n= ( c) . (Ap.13)
de /...,

Dans la limite des solutions diluées, le coefficient d’activité y, est constant. En conséquence,

le parametre x s’écrit sous la forme :
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Co

PoRO

y (Ap.14)

Une comparaison de 1’équation (Ap.10) avec 1’équation (Ap.9) en considérant la relation
(Ap.12), conduit a la valeur de n suivante :

/4t
N,ped" AV (Ap.15)

n =
(3h+2p) 3y

N, étant le nombre d’Avogadro ( A’ est une quantité atomique et non molaire ).
Cette expression de n est bien similaire a celles données par Larché et al. [ 44 ] pour des

solutions solides binaires substitutionnelles et intersticielles.

En résumé, nous avons montré que dans le cas des impuretés de faible concentration, cas ol
les constantes élastiques des solutions solides isotropes peuvent étre considérées
indépendantes de la composition, le formalisme des fonctions de Green et la
thermodynamique des solutions solides sous contraintes conduisent 2 la méme variation du
champ de composition de la solution.

Dans le cas, ol les constantes élastiques dépendent fortement de la composition, la
thermodynamique des solutions solides sous contraintes permet d’étudier ’influence de la
concentration en impuretés sur les interactions entre défauts et joint de grains ce que le

formalisme des fonctions de Green ne permet pas de faire.
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Dans cette approche théorique du phénomene de ségrégation d’équilibre d’impuretés
aux joints de grains a forte désorientation dans les métaux simples, 1’influence des parametres
structuraux du joint de grains sur la ségrégation a été étudiée.

En considérant, tout d’abord, le joint de grains comme étant un défaut plan inséré entre deux
cristaux parfaits, nous avons pu évaluer les contributions élastique et électronique a 1’énergie
d’interaction entre impureté et joint de grains. Dans la limite d’impuretés de faible
concentration, les résultats obtenus montrent que 1’enrichissement du joint de grains ne
semble pas dépendre de I’épaisseur du joint et ce, indépendamment de la nature de
I’interaction. De plus, si l’interaction électronique peut étre importante au trés proche
voisinage du joint de grains, elle ne peut pas induire de ségrégation a plus longue distance
en raison de son caractere oscillatoire. Ce modele de joint de grains a forte désorientation
a aussi permis de révéler le role déterminant joué par la densité atomique du joint de grains
dans la ségrégation d’impuretés [ 94 ].

Malheureusement, cette représentation du joint de grains ne permet pas d’étudier I’influence
de la structure atomique du joint sur la ségrégation.

Afin de remédier 2 cette lacune, un nouveau modeéle de joint de grains a forte désorientation
pouvant se comparer au modele de 1’unité structural a été construit. Ainsi un réseau discret
de forces de compression a permis de montrer qu’en régle générale, la ségrégation
d’impuretés est trés sensible a ’ordre dans le joint de grains ; la ségrégation étant d’autant
plus forte que le joint est plus général [ 95 ].

Les deux modeles de joint de grains A forte désorientation proposés ici, bien que simples, ont
permis d’obtenir des résultats théoriques en assez bon accord avec leg connaissances
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expérimentéles du phénomene de ségrégation d’équilibre d’impuretés aux joints de grains
dans les métaux.

Cette approche a permis de montrer que la ségrégation d’impuretés peut étre importante a
des joints de grains de faible énergie. Ceci nous permet de penser qu’interpréter le
phénomene de ségrégation uniquement en termes d’énergie du joint de grains ne constitue
probablement pas 1’analyse la plus fructueuse.

De plus, nous avons montré que la ségrégation d’impuretés est un phénomene chimique qui
semble résulter essentiellement de mécanismes élastiques surtout dans le cas de ség%régation
a longue distance c’est a dire a plus longue distance que 1’épaisseur du joint de grains.

Or, les valeurs expérimentales des énergies de joint de grains a forte désorientation dans les
métaux sont de I’ordre de quelques centaines de mJoules par metre carré [ 96,97,98,99 ]. Le
méme ordre de grandeur a été obtenu a 1’aide de modeles numériques ou 1’énergie d’un joint
de grains a été considérée sur la base de la théorie de la cohésion métallique qui postule que
cette énergie est la somme de 1’énergie cinétique, d’un terme d’énergie d’échange et de
corrélation des électrons et d’une énergie électrostatique.

Citons notamment J.R.Smith et al. { 79 ] qui ont obtenus de cette fagon des énergies de joints
de grains dans I’aluminium tout a fait comparables 2 des mesures expérimentales réalisées
par L.E.Murr et G.F.Bolling [ 98,99 ].

Le fait que I’énergie d’un joint de grains ne dépend essentiellement que de sa structure
électronique a aussi été révélé par K.L.Merkle et al. [ 100 ].

Ces différentes constatations corroborent notre remarque précédente et tend a prouver que
tenter de corréler énergie du joint de grains et ségrégation n’est pas satisfaisant.

D’autre part, notre approche théorique du phénomene de ségrégation d’équilibre pourrait étre
améliorer en prenant, notamment, en compte les interactions entre impuretés de telle sorte
que les modeles utilisés puissent étre appliqués a des solutions non-idéales.
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11 serait aussi intéressant d’analyser I’influence des interactions entre impuretés de natures
différentes dans le cadre d’une approche théorique du phénomene de coségrégation.
De plus, il est envisagable d’étudier la ségrégation a des joints de grains non-plans c’est a

dire ayant un rayon de courbure non-infini ou présentant des adsorbats.

81



82

ANNEXE A



THEORIE UNIVERSELLE
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Les sciences utilisent un langage mathématique soit continu, soit discret. Par continu et
discret, nous entendons que les variables utilisées sont respectivement continues et discrétes.
Elles sont, par exemple, continues dans une équation différentielle ou intégrale et discrete
dans une équation matricielle. Pour illustrer cette dualité trés générale, citons par exemple,
en physique, la théorie de 1’élasticité et la dynamique des cristaux.

Ainsi la théorie de I’élasticité utilise des équations différentielles alors que la dynamique des
cristaux repose sur 1’algeébre matricielle. Remarquons que dans la limite ol les longueurs
d’onde des phonons sont treés supérieures aux distances interatomiques, les résultats de la
théorie dynamique des cristaux redonnent ceux de la théorie de 1’élasticité.

Un autre exemple trés connu de cette dualité discret-continu peut tre emprunté 2 la théorie
de la structure électronique des cristaux. Cette théorie découle de 1’équation de Schrodinger
ou les variables d’espace sont continues. Dans le modele des électrons libres, on utilise une
description continue alors que 1’approximation des liaisons fortes requiert une description
matricielle donc discrete.

Les sciences des matériaux et notamment la physique des surfaces font trés souvent
références a ces descriptions discréte et continue de la matiere.

Dans ce domaine, un des outils mathématiques les plus puissants d’investigation théorique
des phénomenes de surface est le formalisme des fonctions de Green, encore appellées
fonctions de réponse ou résolvantes dans la littérature scientifique.

La "Théorie universelle des réponses d’interfaces”, tout d’abord formulée pour des
descriptions discretes [ 40 ] puis généralisée a des descriptions continues [ 42 ] permet de
déterminer les fonctions de Green de tout systtme composite.

Nous nous proposons dans cette annexe de présenter cette théorie et de l’appliquer a
différents systemes composites dans le cadre du modele des électrons libres puis dans
P’approximation de 1’élasticité linéaire des milieux continus.
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A-1 : THEORIE UNIVERSELLE DES REPONSES D’INTERFACE
A-1-1 : Systémes composites discrets

Considérons un systéme composite contenu dans un espace fini D et formé de N sous-
syst¢émes définis respectivement dans leur espace d’existence D; ( 1<i<N ). Ces sous-
systémes sont assemblés par des domaines d’interface M; € D;.
Chaque sous-systéme i est, en général, en interaction avec J autres sous-systémes. Donc
I’espace de ’interface M; est, en général, composé de J sous-interfaces M; , 1 <j=<J.
Pour un systéme infini i, on définit un opérateur ﬁo, de forme matricielle. La fonction de

réponse G, associée & H, est définie par :

(A-1-1)

w ?

H,.G, =1, dans D

ou I est la matrice unité et D,,, I’espace infini.

On définit un opérateur i}o, dit de clivage, qui découpe le systtme homogene infini i en sous-

systémes ou "briques élémentaires" nécessaires a la construction du systeéme composite. Soit
hy = H, +V,, dansD_ (A-1-2)

4 1

La fonction de réponse g’o, associée a ﬁo, est définie par :
Fofo =T, damsD. . (A-1-3)
On peut alors établir une relation entre §0‘ et 501, en utilisant les trois équations ci-dessus.
Soit :
g (1+V,.G,)=G,, dasD, . (A-1-4)

( Equation de Dyson)
L’opérateur de réponse de surface idéale .;fs‘ est construit, par définition, a 1’aide des

éléments de matrice dans D, de ’opérateur :
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A, =V,.G, , dansD_, . (A-1-5)
On définit alors 1’opérateur de réponse de surface A s pour le systtme composite par une
matrice formée des blocs diagonaux des ;fs‘, 1<i<N, des sous-systémes considérés.
De la méme maniere, on définit I’opérateur fis pour le syst¢éme composite par des blocs
indépendants l'{s‘, 1<i<N, des sous systtmes considérés. La fonction de réponse &;
associée 2 f est définie par :

hog =1, damsD , (A-1-6)

avec D, espace de définition du systtme composite considéré.
On montre ainsi que :

g.(I +4,)=G;, , dasD , (A-1-7)
ou é; est la fonction de réponse de référence formée des parties tronquées des fonctions de
réponse des systtmes homogenes infinis.

Le systtme composite est obtenu en assemblant les N sous-systtmes élémentaireé
indépendants par un opérateur de couplage 17, qui, ajouté a l’opérateur h g donne
’opérateur % du systéme composite :

F=F +V, dmsD . (A-1-8)
La fonction de réponse & associée A ce systéme composite est définie par :
Kg=1, damsD . (A-1-9)
A partir des équations ci-dessus, on obtient facilement :
g(I+V.g)=§ , dmsD . (A-1-10)

En multipliant cette équation par ( I + A s ), on obtient I’équation universelle de la théorie

des réponses d’interfaces:
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g(IT+4)=G , damsD (A-1-11)
oi: A =A;+V.G;, damsD (A-1-12)

et:Gg=G , dmsD . (A-1-13)
L’opérateur de réponse d’interface A posséde des éléments non nuls seulement entre des
points de ’espace d’interface M forfné par I’ensemble des espaces d’interfaces M; et des
points de I’espace D.
Définissons une matrice rectangulaire, avec la notation suivante, A(MD) . ( Par la suite on
prendra des notations semblables pour tous les autres opérateurs. )
L’éqﬁation (A-1-11) peut étre réécrite comme suit :

g(DD) + §(DM)A(MD) = G(DD) , dansD . (A-1-14)

Une forme particuliere de 1’équation (A-1-14) est :

§DM).A(MM) = G(DM) , damsD , (A-1-15)
oi : A(MM) = I(MM) + AMM) , dansM (A-1-16)

et on obtient aussi :
F(MM).A(MM) = G(MM) , dansM . (A-1-17)

L’équation (A-1-15) peut aussi s’écrire sous la forme :

#DM) = G(DM).A'(MM) , dansD . (A-1-18)

Alors les éléments de g(DD) sont donnés par :

E(DD) = G(DD) - G(DM).A(MM)A(MD) , dansD . (A-1-19)
Le calcul de tout élément de la fonction de réponse d’un systéme composite discret, a partir
de I’équation (A-1-19), ne requiert que la connaissance de 1’inverse de la matﬁceK (MM)
dans ’espace de l'interface M, de I’opérateur de réponse d’interface A(MD) et de la
fonction de réponse de référence @(DD) .
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A-1-2 : Systemes composites continus

Lorsque les opérateurs considérés sont des opérateurs différentiels et que les variables
d’espace sont continues, 1’équation (A-1-1) devient :
H,(D.G,(%,%) = Lax-%) (A-1-20)
od I estla matrice identité et 4, la fonction de Dirac usuelle.
L’opérateur de clivage défini par I’équation (A-1-2) est un opérateur différentiel f"ol(fc') et
I’opérateur de réponse de surface ( pour X/, ¥/ € D,et ¥ € M,) est donné par :
Ag (E7) = V, (F).Go (X" HNgrog - (A-1-21)
La fonction de réponse de surface g‘s, peut alors étre calculée a 1’aide de 1’équation (A-1-11)
qui devient ici, dans 1’espace M;, une équation intégrale. Il est toujours possible de
transformer cette équation intégrale en une équation matricielle en choisissant un nombre
discret de valeurs pour X et ¥’ € M.

Alors I'inverse de la matrice &g (M;M,) est donnée par :

g (MM) = A(MM).GT (MM) (A-1-22)

ou : A(MM) = [(MM) + A(MM) (A-1-23)

et G est la fonction de réponse de référence.
Alors £7'(MM) peut étre construit par une superposition des différents &~ (M,;M,;;).

Ainsi, il vient :

FNMM,) =0, My eM (A-1-24-a)

EN MMy = BT (MM) L S (A-1-24-b)
§-1(MM) = Z § -l(M-/-IM-/-/) M, =M. . A-1-24-

ij iy ~ 8,1 i1 4 i’y ij ( C)

Apres inversion de la matrice § '(MM), on peut calculer tous les éléments de la fonction
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de réponse & 2a ’aide de la relation générale suivante [ 42 ] :

g(DD) = G(DD) - G(DM).G ' (MM).G(MD)
+ G(OM).GT MM EMM).G T (MM).G(MD) .  (A-1-25)

A-2 : FONCTIONS DE REPONSE ELECTRONIQUES
Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie universelle des réponses d’interfaces dans
le cadre du modele des électrons libres afin d’obtenir la fonction de réponse d’un métal

simple infini et la fonction de réponse d’un systtme sandwich symétrique.

A-2-1 : Fonction de réponse d’un métal simple infini

On considére un métal simple occupant un espace infini continu D,,.Dans I’approximation

de la masse effective, I’hamiltonien d’un métal simple infini i est donné par :

p.¥, +E , dansD_ . (A-2-1)

1

-1
Hi(f)_2

e d

ol p, = m,V, est!’impulsion d’un électron de masse effective m;, ¥,

. sa vitesse, E; son

énergie potentielle, X sa position dans I’espace D,,.
En mécanique quantique, I’hamiltonien correspondant a 1’équation de Schrddinger est :

2
H(®) = -——A +E , damsD, . (A-2-2)
2m,

ol A est la constante de Planck et A, le laplacien. Les valeurs propres correspondant a cet

hamiltonien sont :

212
E(®) = 2K v g | (A-2-3)
2m

i

i
ol k2 = kZ+k}+k? dans un repere cartésien orthonormé ( O, X;, X,, X;.).
Cette approximation de la masse effective décrit juste la courbure d’une bande métallique au
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centre de la zone de Brillouin.
La fonction de réponse G,(%,%’) associée au métal infini i est définie par :
[ E - H(D1G,(%X) = 8(X-%') dansD_ (A-2-4)
ou E est 1’énergie et 4, la fonction de Dirac.
La transformée de Fourier réciproque de G,(X,X ') est définie par :

d*k ik,(%,-%))
N TR e A I
G‘(f,f) = f—(—2—n-)—2.G‘.(k”,x3,x3).e (A-Z-S)
o kX, = kx, kX, .
A partir de ’équation (A-2-2), on obtient :
2 2
E - H(D = _L{A + —-ﬁ(E—Ei)} . (A-2-6)
2m, »2

En considérant la transformée de Fourier de 1’équation (A-2-4), il vient :

Bi.[iz-z- - a?}Gi(IE;,;xB,x;) = 8(x%,-%) (A-2-7)
ox,
3:B =X (A-2-8)
ou . ;= —2’—n-"
2m E-E
R A i - 2 i -2-
et . (!‘ - k/l - ‘?(E"Ei) = k” - T . (A 2 9)

i

On peut démontrer que 1’équation (A-2-7) admet pour solution :

/
_aglxs -XGI

. e
G, (k,,;x3,x3’ ) = '-——2-;;—— (A-2-10)

si I’énergie potentielle E; est indépendante de la variable x,.
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A-2-2 'AF nction de réponse du systéme sandwich symétrique

Le syst¢éme composite considéré ici est constitué de 3 sous-systemes dont I’un est une

lame mince d’épaisseur 2a insérée entre deux milieux semi-infinis identiques.

Nous appellerons milieux A, B et A les domaines tels que respectivement x;<-a, -

N\
-a 0 +a

Figure A-1 : Systéme sandwich symétrique A-B-A

-a<x;<a, x;=a. Comme indiqué au paragraphe A-1-3, le calcul des éléments de la fonction
de réponse & requiert la connaissance de la fonction de réponse d’interface §(MM) . Les

expressions (A-1-24) nous permettent d’écrire :

-1 -1 -1
, 8s,” (-a,-a)+g; " (-a,~a) gs, (+a,-a)
g U MM) = : . ; ) (A-2-11)
gs, (-a,+a) gs~ (+a,+a)+g; " (+a,+a)
avec : £"'(MM) = A (MM).G;™ (MM) (A-2-12)
ou : A(MM) = I(MM) + Ag (MM) (A-2-13)
. N _ d "ot
et : Ag (x;,%;) = Bl;x-z, G,(x :xs)lx,”sx,eu y (A-2-14)

La matrice g’sz"(MM) inverse de g’sz(MM) s’écrit :

g (MM) = Kz(MM).Gsz'I(MM) . (A-2-15)
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La matrice représentant 1’opérateur de réponse de surface Zs,(MM) est de la forme :

A, (-a,-a) A, (+a,-a)
Ay (MM) = ® % (A-2-16)
Asz(—a,+a) ASZ(+a,+a)
1 1 exp(-2a,a)
21 exp 2a,0) ) (A-2-17)
- 1 1 -exp(-2a,a)
En conséquence : A,(MM) = —. -
eq 2 (MM) 2| -exp(-2a,0) { (A-2-18)
La matrice éz(MM) s’écrit :
. G,(-a,-a) G,(+a,-a)
G,(MM) = , -
2(MM) G,(-a,+a) G,(+a,+a) (A-2-19)
et se réduit au moyen de 1’équation (A-2-10) a :
. 1 1 exp(-2a,a)
G,(MM) = ~——. A-2-20
2 20,8, | exp(-2a,0) 1 (4-2-20)
On en déduit GZ'I(MM) :
" -a,B exp2a,a -1
G, H(MM) = 2 2-
2 (MM) sh2a,a ( -1 exp2a,a (A-2-21)
Par conséquent :
g, (MM) = Kz(MM).c‘isz"(MM)
asz _Chzaza 1
" sh2e,a’ 1 ~ch2a.a (A-2-22)

Les termes gsl'l(—a, -a) et gsl"(a,a) relatifs aux surfaces libres situées respectivement
“en X;=-a et Xx;=a sont donnés par les équations (A-1-28) et (A-1-30). On démontre alors
facilement qu’ils sont tous deux égaux a (-o,B;).
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gs'(-a,-0) = g;'(a,0) = -a,B; . (A-2-23)

Finalement, il vient :

o
-o,B - «,B,coth2e,a = L’Z:Za
2
g (MM) = «B (A-2-24)
2 ~a,B, -a,B,coth2e,a
sh2a.a
et:
,B,
«,B, +a,B,coth2a.a Ty
- 1 2
gMM) = ~———. » (A-2-25)
W(k,E) @,B,

«.B, +a,B,coth2ua.a
sh2aa 191 T &0, 2

avec : W(E,E) = detZ™'(MM) = («,B,)* +(a,B,)" +2a,B,a,Bycoth2a,a . (A-2-26)

Les éléments de la fonction de réponse du systeme sandwich symétrique A-B-A sont calculés
a I’aide de I’équation (A-1-25). On se limite aux cas ol les 2 points x; et x’; appartiennent
au méme milieu.

Tous calculs effectués, on obtient :

* A Dintérieur du milieu A : x; , X’; <-a;

8,(k3x5,%3) = G,(%3,%) + G,(%;,-0).G; (-a,-a).g(-a,-a).G; (-a,-a).G,(-a,x3)
- G,(x,,-0).G; ' (-a,-a).G,(-a,x;)

‘“1|x3’x3/| @, (%, +x3/+2a) “1(x3+x3/*‘2‘1)
-e e e
= + - (a.B, +a,B,coth2a.a).
2a,B, 2a,B, W(k,E) (e ’

(A-2-27-2)
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* A lintérieur du milieu B : -a< x; , X;’<+a :

Ona:
G,(DM) = ( Gy(x;,-0);G,(x;,a8) )
. G,(-a,x!
G,(MD) = (- xg/)
G,(+a,x;)
et:
-yl x, - X
g(l? 3 X x/) = ¢ 2 + 1 {cha( + ')—e—zazacha (x. —x/)}
2733 2a,B, 2a282.5'h2a2a. 25 TH L
1 { / /
- (a,B, +a, B,coth2a a).[cha (%, +x3)ch2a,a -cha,(x, —x3)
W(E, E)sh*2a,a 181 ¥ @0, 2 2(%; 2 2\ X3 ]

+ e [cha (x4 —x,;)chZa a-cho,(x +x3/)
sh2a,a 2 z L

} ‘ (A-2-27-b)

* A Pintérieur du milieu A : x; >+a :

83(K3x3,%3) = Gy(%;,%3) + Gy(x;,+a).G; (+a, +a)g(+a, +a).G; (+a,+a).Gy(+a,13)
-Gy(x;, +a).G3'1 (+a,+a).Gy( +a,x3’)

—ayxmxl e (K tx-2a) e (%, +x -2a)
el 4 e 4

= + - (a.B, +a.B,coth2a.a) .

20,B, 20,B, W(E,E) (B %5, )

(A-2-27-c)
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A-3 : FONCTIONS DE REPONSE ELASTIQUES
La théorie universelle des réponses d’interfaces présentée au chapitre A-1 s’applique tres
facilement dans le cadre de 1’élasticité linéaire des milieux continus [ 101 ]. Nous donnons
ici les expressions des fonctions de réponse statiques d’un milieu élastique, isotrope et infini

et d’un systetme sandwich symétrique.

Considérons un milieu élastique, isotrope et infini caractérisé par les constantes
élastiques C,;,, indépendantes de la position. La relation fondamentale de la dynamique, en

statique, s’écrit dans un repere orthonormé direct ( O,x,,X,,X; )

i

EE-TE =0 |, (A-3-1)
i a‘xj

ou les T;; sont les éléments du tenseur des contraintes T ,lesquels sont reliés aux

éléments du tenseur des déformations E par la loi de Hooke, en élasticité linéaire :

T; = :Z,l Ciukn - (A-3-2)
du ou

avec : E, = -1-(—5 + — , (A-3-3)
2 % ox,

ou u, représente le déplacement statique dans la direction k.
En remarquant qu’il y a sommation sur k et | et que les C,;, sont indépendantes de la

position, 1’équation (A-3-1) devient :

Fu,

Coppat =0 . (A-3-4)
jgl ijkl axjaxl

Définissons alors 1’opérateur H°(®) par :
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H° = C.,— 3.
ik(f) ]ZJ ijkl ax]axl (A 3 5)

Le milieu étant isotrope, les constantes élastiques C,;,, sont données par la relation :
Ciikr = C128,;8;; + Cy(8,8,, + 8,8,) . (A-3-6)

La connaissance de H (%) nous permet de déterminer la fonction de réponse @(f,f Y du

milieu infini isotrope, définie par 1’équation :

BH®.Gxsh = s@-#Hl . (A-3-7)
Soit : } Hy(%).Gy(£.%)) = 8,,8(x-%) . (A-3-8)
k

L’équation (A-3-8) conduit 2 un systetme d’équations différentielles qu’il est nécessaire de
simplifier afin d’en faciliter la résolution.

Pour ce faire, supposons tout d’abord que 1’axe Ox; soit un axe horizontal. En raison de
I’invariance, du milieu infini, par translation dans le plan perpendiculaire a I’axe Ox;, on
peut effectuer une transformation de Fourier de la fonction de réponse G(%,%’) dans le plan

' (x,0x,). 1 vient :

d%E, ikEF)
Gy (%,2) = f —Le " T Gl k) (A-3-9)

@ry

ol %, et E,, sont des vecteurs bidimensionnels de composantes respectives (x;,X,,0) et
(k;,k,,0) dans le repere (O,x,,X,,Xs).

Apres transformation de Fourier, 1’équation (A-3-7) devient :

A(E|x,).G'(E lxy,x)) = 8(xy-x)T . (A-3-10)

En raison de l’isotropie du milieu infini, on peut remarquer que la rotation § (IE;,) qui

transforme le vecteur (k;,k,,0) en un autre, de composantes (k”,0,0) , laisse le milieu
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infini invariant. Cette rotation ameéne le vecteur d’onde IE;, introduit par la transformation de
Fourier, en coincidence avec la direction x, du repere orthonormé (O,x,,X,,x,). Cette

rotation est définie par la matrice carrée :

k, k 0
§(IE;,) =| -k k © oi: k, =kk ,a=12 et : kP=k?+ k> . (A-3-11)
0 01

Par cette opération, la fonction de réponse G’ se transforme en G~ telle que :
G~ =§G'§" (A-3-12)

et I’équation (A-3-10) s’écrit sous la forme matricielle :

d? : d
Cu e -Cyk}? 0 i(Cpy+ C“)k”a;;
” Gy Gu G 100
0 C«(d—x’;-k,f) 0 | Gp Gp Gp | =8(x,-x3)| 000 ]
. e - 001
. d d? 2 Gz G G
i(Cyy + u)k//j‘;; 0 Cu—; ~Cuky
(A-3-13)
Une fois résolue, 1’équation (A-3-13) conduit aux résultats suivants [ 57 ] :
G (k\x;,%3) = Gk lx;,x3) =0 , i=1,3 (A-3-14-3)
.z 1 Rixs Xl
Cra(kixy. %) = ~om—e ’ (A-3-14-b)
I~ 44 3
k| %y %3
-, "
Gy (Klx;,%3) = - J(L+v) =k (1-v)|x;-x3] e , 214
4 C,, | " } (A-3-14-c)
. / . / i o THyl%s —xa
Gi3(kylxs,%3) = Gy (kylxy,%3) = 4k”C“(1—v)kll(x3 “X)e > (A-3-14-d)
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-k, 1x, - x,]
s 3
[ +v) +k(1-v)iz,-x5) e : (A-3-14-¢)

G;;(Eixg ’xsl) ==
4k,C,,

avec [y = CM/C“ .
* Les termes C,;, C,, et C,, = C;; - 2C,, [ 102 ] sont les constantes élastiques du cristal

isotrope écrites avec la convention de Voigt. La condition de stabilité d’un tel cristal est
0<v<075[1031].

* Les termes Gy,, G 3, G5;,Gy3 sont appellés éléments sagittaux de la fonction de
réponse tandis que le terme G,, est dit central ( ou transverse ).

* A.A.Maradudin et al. [ 57 ] ont montré que ces termes peuvent s’écrire sous forme

d’intégrales de Fourier. Les fonctions de Green s’expriment alors de la fagon suivante :

ik, % - 3]
-, d k3+vk
G11(k”|x3,JC3/) = "E,—- 2::3 _(-k—_k:!-;; ’ (A-3-15-3)
"

k1%5,%) » (A-3-15-b)

iks|x; - x|
- - - d k
G13(k”‘x3’x3/) = (v l)f % ‘—_5—"— GBI(

C“_ 21! (k” +k3)2

ikyix, x3|
G;;(E;leyx;) ‘—C',—' —2% —(;—k% ’ (A-3-15-¢)
v i+
L dk3 ikl -]
Gya(kylxs,%3) = ‘—E—' o€ m , (A-3-15-d)
i

ol k; est la composante du vecteur d’onde k selon la direction xs.
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Rappellons tout d’abord la définition du systéme sandwich symétrique. I1 s’agit d’un

A-3-2 : Fonction de réponse du §y§téme sandwich _symétrique

systéme composite constitué de 3 sous-systemes dont I’est une lame mince B d’épaisseur 2a
insérée entre 2 milieux semi-infinis A. Dans le cas présent, les milieux A et B sont supposés
élastiques et isotropes et sont caractérisés respectivement par les constantes élastiques C,; ,
CyetCyy, Cu

Comme nous ’avons déja vu au paragraphe A-2-2, le calcul des éléments de la fonction de
réponse nécessite la connaissance de la fonction de réponse de surface §(MM) du systeme
sandwich symétrique.

La matrice inverse de g&(MM) s’écrit conformément a 1’équation (A-1-33) :

5 Vg -+ 5 V(-q - 5 -1 -
51 MM = 8 (-4,-a)+2," (-a,-9) g, (+a,-a) (A-3-16)

g‘z—l(_a’+a) gl_l( a, a) +§2-1( a, a

Les termes g’;‘( -a,-a) et g‘l'l(a,a) sont les inverses des fonctions de réponse de surface
des milieux semi-infinis occupant, respectivement, les demi-espaces x; < -aetx; = +a. Les
autres termes ,é’z'l, constituent la fonction de réponse de surface de la lame mince.

Nous nous proposons maintenant de déterminer ces différentes fonctions de réponse de

surface en élasticité.

On considere un milieu semi-infini élastique et isotrope limité par le plan d’équation
x3= 0 et occupant le demi-espace x; = 0.

Les constantes €lastiques sont ici fonctions de la position x; et peuvent s’écrire sous la forme
Cijkl(xS) = e(x3)'c,'jk1 ’ (A‘3-17)

olt 0(x,) désigne la fonction de Heavyside, définie comme suit :
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1 si x,zO A-3-18
8(x) = { 0six,<0 ( )

L’équation d’équilibre s’écrit alors, en statique :

by %{e(:@)qjﬂ%“x—f} -0 . (A-3-19)
Sachant que : %[0(%)] = 8(x,) pour x,20 , (A-3-20)
I’équation (A-3-19) devient :
E {E tjklax + 5(x3)zci3klé% }“k =0 . (A-3-21)
7 T

Le premier terme du premier membre de cette équation est I’opérateur H°(%) défini par
1’équation (A-3-5). Le second terme est opérateur V(%) dit de clivage dont les éléments

sont tels que :

d

A-3-22
i3k o, ( )

V() = & (xg)z

L’opérateur V°(%) devient, apres transformation de Fourier et rotation § (IE;I) , I’opérateur

V(E;le3) défini par la matrice suivante :

d

8(x;)C, . — 0 iiS(Jcs)It:”C4
1 44 dx3 4 ]
| 0 3x)CL o (A-3-23)
44 dx3 .
, d
id(x,)k,C 0 8(x,)C,, —
38 %12 3/%11 dx, /

Connaissant les éléments de ’opérateur de clivage V(E},]x3) , 1l est possible de déterminer
les éléments de 1’opérateur de réponse de surface A (IE‘,,lx3,x3’ ) défini par 1’équation (A-1-21).
Soit :  A(Klx;,%3) = V(K 1x3).G"(k,\xs',x3)| e, (A-3-24)
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cesta dire : 4,(K1x5,%) = ¥ Vi (B1x).Ga(k 1z x)L o,
k

(A-3-25)
A T’aide des équations (A-3-14) et (A-3-23), on obtient :
1 0 iv
A(E 10,0) - —%. 010 (A-3-26-a)
-iv 0 1 220

Dans le cas ou le milieu semi-infini occuperait le demi-espace x; <0, on obtiendrait :

1 0 -iv
AE0,0)=-21 0 1 0 (A-3-26-b)
iv 0 1 e
En conséquence, I’opérateur A = A + I s’écrit sous la forme :
1 0 -iv
B(El0.0)= 2 0 1 0 : (A-3-27-a)
v 0 1 ) .
1 0 iv
K(/E;,|o,0)=%. 010 . (A-3-27-b)
-iv 01 )

Les équations (A-3-14) nous donnent les expressions de é”(lE‘”l0,0) et 5“'1(E IIO,O) ,

par inversion. On en déduit la matrice §'(k,]0,0) = K(IE;IIO,O).G'I(EIIO,O) . Soit :

_25Cu 0. i 2k Cysv
1+v 1+v
g7 (k10,0 = o  -kC, O C (A3-28)
2 ZCuw® o _25C
\ 1+v 1+v

N.B. : Lorsqu’un terme dans cette matrice est précédé de 2 signes superposés, le signe

supérieur ( resp. inférieur ) correspond au cas ol x; = 0 (resp. x; < 0)

101



A-3-2-2 : Fonction de réponse de surface de la lame mince

On considére que la lame mince a une épaisseur 2a et qu’elle est limitée par les plans
d’équations x; = -a et x; = +a. Comme énoncé par ailleurs, la lame mince ( milieu B du
systeme sandwich symétrique ) est supposée élastique et isotrope.

La méthode de calcul est identique 2 celle appliquée précédemment. On définit le tenseur des

constantes €lastiques par la relation suivante :

Cou(xy) = 0(a-2)0(a+x)Cpyy (A-3-29)
On introduit alors cette équation dans 1’équation d’équilibre (A-3-4). En considérant des
valeurs de x; comprises entre -a et +a, on retrouve 1’opérateur H °(X) et un nouvel
opérateur de clivage ¥* (%) . Apres transformation de Fourier et rotation §(k,) , opérateur V° (%)

devient 1’opérateur V(IE'”IxS) défini par la matrice suivante :

CLI8(a+xy)-8(a —x,)]:i%; 0 ik, CL,[8(a+x,)-8(a-x)]
0 014[6(a+x,)-a(a-x3)]£; 0
ik Cy[8(a+x) -8 (a-x;)] 0 C/\[8(a+1)-8(a-2)] -
3
(A-3-30)

La lame mince B comprenant les plans d’équations x; = -a et x; = +a, on détermine les
opérateurs }fsz(li;ll -a,x;) et ffsz(li;ﬂ +a,x;). Chacun de ces 2 opérateurs est représenté par
une matrice carrée 3x3 comportant 5 €léments que 1’on peut séparer en une partie centrale
( les termes indicés 22 ) et une partie saggitale "s" ( les termes indicés 11, 13, 31 et 33 ).

11 en est de méme pour 1’opérateur AS2 = As2 + I. En conséquence, on peut écrire :

“ |
gzz‘l(MM ) = 8, (MM).G,, (MM) . (A-3-31-a)

102



g7 (MM) = B (MM).G (MM) (A-3-31-b)
Calculons tout d’abord g;, (MM).
Le domaine d’interface étant constitué des plans x; = -a et x; = +a, il vient :

-1
G,,(-a,-a) G,,(+a,-a)

U 23
G (MM) = " - , (A-3-32)
v Gyy(-a,+a) G,,(+a,+a)
/
e‘klll"a - %31
avec :  Gpy(%y,%;) = — V(x,%) (A-3-33)
~2ak,
. o 1 '2"//C4/4 Zk//C4l4e !
soit : Gy (MM) = = ok , (A-3-34)
1-e | 2k, Cie™  -2kCy,
D’autre part, la détermination de Kzz(MM ) conduit au résultat suivant :
-2ak, ‘ '
- 1 -e 7 -
Bmmy = L) : (4-3-35)
2{ ¢ 1
On en déduit alors :
/ -
o o KiCu | 7RG (A-3-36)
822 ( ) . .
sh2ak” 1 -ch2ak”

On a ainsi déterminé ’inverse de la partie centrale de la fonction de réponse de surface de
la lame mince. Il nous faut maintenant calculer I’inverse de la partie sagittale &,(MM) de
cette fonction de réponse de surface; inverse donné par 1’équation (A-3-31-b).

Le domaine d’interface étant constitué des deux surfaces x; = -a et x; = +a, on en déduit
que les différentes matrices é’s‘l(MM), KS(MM) et é;'-l(MM) sont des matrices carrées

4x4. Par exemple, G, " (MM) sécrit sous la forme :
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w1 ! o1 |
Gll ( "a,"a) G13 ( "a,"a) Gl] ( +a,-a) G13 (+a,_a)

ot G;i (-a,-a) Gy (-a,-a) Gy, (+a,-a) Gy (+a,-a)
&lonn = g gy . (A-3-37)
Gl 1 ( —a, +a) Gl 3 ( —a, +a) Gl 1 ( +a, +a) Gl 3 (+a, +a)

G (~a+a) Gy (-a+a) Giy (+a,+a) Gy (+a,+a)

La détermination de § (M M) nécessite donc d’inverser la matrice carrée 4x4, g‘,'l(M M) .
Mais en considérant le fait que le plan x; = 0, médiateur de la lame mince, est un plan de
symétrie, on peut se ramener 2 ’inversion de 2 matrices carrées 2x2 [ 104 ].

En effet, dans 1’espace de Fourier ou sont définis I’ensemble de ces opérateurs de surface,
un déplacement est caractérisé par la donnée d’une direction ( ici, x; ou x, ) et d’une position
(ici, x3 = #+a).

Soient u,(a), u,(a), u,(a) etu,(a), les vecteurs unitaires selon les déplacements dans
les directions x, et x; en + a.

Les matrices 4x4 &, '(MM), A (MM) et G “(MM) sont écrites dans la base
(u,(2),uy(a),u,(a),u,(a)) .

La symétrie de la lame mince permet de définir des modes symétriques et des modes

antisymétriques du déplacement. Ainsi :

1

S, = —[u,(a)+u(a)]

' \/li ' 1 (A-3-38)
S, = —[uy(a)-u,(a)]

2 WV 3 Uy

constituent des modes symétriques. Alors que : |
1 -

AS, = —[u,(a)-u,(a)]

Y . (A-3-39)
AS, = -15[u3(5)+u3(a)]

constituent des modes antisymétriques.
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On démontre alors qu’écrites dans la base (S,,S,,4S5,,45,), les différentes matrices 4x4
définies précédemment deviennent des matrices superdiagonales constituées de deux matrices
2x2.

Soit M la matrice de passage de la base (%,(3),u;(3),u,(a),u;(a)) 2 la base

(§,,8,,45,,AS,) . Cette matrice carrée 4x4 s’écrit :

1 0 1 0
go 10t ol (A-3-40)
ﬁ 1 0 -1 O
: 0 -1 0 1
Par ce changement de base, les matrices A et G deviennent alors :
s
iata-| 4 ° , (A-3-41)
o A*
% o
MG M = G 0 (A-3-42)
o G
ot A%, A* G et G sont des matrices 2x2 telles que :
S(A) A S(A)
AS@ Au” Ao (A-3-43)
S(A) ,S(A ?
Azg ’ A22 ) )
G_S(A) w3 (A
GSw | v , (A-3-44)
S{A) aS(A)
Gy G

/

Connaissant les éléments de matrice des opérateurs A ( +a,x3/ ) et A( —a,x; ) dans la base de
départ, on peut déterminer les matrices 2x2 ASetA* . De méme, les matrices G- et G
s’obtiennent 2 partir des expressions (A-3-14). On en déduit par inversion de 2 matrices 2x2,

- 5-! o Al ) . - wA-
les matrices G=° et G** . On détermine ensuite les matrices &5 (MM) etg*” (MM)
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telles que :

g5 (MM) = ES(MM).G"‘:(MM) ’ (A-3-45)
g2 (MM) = RAMM).G (MM)

Tous calculs effectués, on obtient :

g’ (MM) = CSshak,
-1 / _‘
| 8% (MM) = iCS[(1-v)ak,~sh2ak)] = ~g;; (MM) (A-3-46)

-1
822 (MM) = CSchak,

gh (MM) = CAch’ak,
-1 v/ I
3 gl'; (MM) = -iCA[(l‘v’)ak”+-\é-sh2ak”] = -gz"; (MM) (A-3-47)
-1
| & (MM) = CAshiak,
/
ol : f Cu , (A-3-48)
CSW) = ~4Cuky
(1 +v')sh2ak, 2ak (1-v")

Ceci nous donne I’inverse de la partie sagittale de la fonction de réponse de surface dans la
base des états symétrisés. L’obtenir dans la base de départ, se fait treés facilement a I’aide de
la relation :

gl
glommy - ir| € (MM) 0 M (A-3-49)

0 g2 (MM)

Nous pouvons maintenant déterminer la fonction de réponse de surface du systeme sandwich

symétrique A-B-A.
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A-3-2-3 ; Fonction de ré de surface du systeme sandwich symétrique
L’inverse de la fonction de réponse de surface du systéme sandwich symétrique §(MM)
est donnée par 1’équation (A-3-16). On peut en déterminer la partie saggitale a ’aide des
résultats obtenus aux paragraphes A-3-2-1 et A-3-2-2.
L’équation (A-3-28) nous permet d’écrire :
_Zk”C“ _ 2k, Cyyv

gl '1(—a,—a) - 1+v l+v - [ u v ) ’ (A-3-50)
: Wy 2k,C,v 2k,C,, -iv u
1+v 1+v
_2k”C“ o 2k”C“v
s U +a, +a) = 1+v 1+v _ ( u -iv J . (A-3-51)
: S 2k, C,y v _2,C,, iv u
1+v 1+v

Construisons alors la matrice carrée 4x4, £ ‘1_,(MM ) , définie par :

o-1
& (-a,-a) 0
g’-lﬁ (MM) = L (A'3'52)
: 0 g7, (+a, +a)
I1 vient alors :
u iv 0 0
g"l (MM) - -tv 1 0 0 . (A_3_53)
s 0 0 u -iv
0 0 iv u

Cette matrice écrite dans la base (u,(2),4;(a),u,(a),u,(a)), peut s’écrire dans la base

($,,5,,A8,,AS,).
u iv 0 O
e PR - siv.u 0 0 (A-3-54)
Soit : g~ _(MM) =M §_(MM).M = . .
: ’ 0 0 u v
0 0 -iv u

Considérons maintenant la matrice 4x4, & ‘12 (MM) |, définie par :
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£, (-a,-a)

g-lzi(MM) =

g7, (-a,+a)

g—lz’(+a,_a)

g-lz‘("'a,"'a)

(A-3-55)

Or nous savons que dans la base (S,,5,,45,,48,) , cette matrice s’écrit sous la forme :

-1 s-l

8181 &12 0 0

‘8182-1 8282-l 0 0 _

0 0 glAl-l 81{‘ )
\ 0 Y "81“;-l 82‘;.l /

o,
-iv,
0
0

+v,
W,
0
0

0 0

0 0

W, v,
-iv, W,

(A-3-56)

Finalement, ’inverse de la partie sagittale de la fonction de réponse de surface du systéme

sandwich symétrique, exprimée dans la base (S,,5,,45,,45,) s’écrit :

u+u,  i(v+v)) 0 0
. Si(v+v)  u+w, 0 0
g*, (MM) = ,
0 0 u+w, i(v+v,)
0 0 -i(v+v,) u+w,
ol
2k, C 2k,v
u= 174 - -C,,C” avec:C" = —n
1+v 1+v
2k,C,,v
o _Pyasay -
v EEpTa C,.C
[ u, = C3sh’ak,
/
! v, = cs[(l—v')ak,,--‘é-shzak,,]
w, = CSchak,
[, = CAch%ak,
/
{ v, =-CA[(1-v’)ak”+-‘;—sh2ak”]
w, = C*sh’ak,
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0

O ]
A" (MM)

(A-3-57)

(A-3-58)
(A-3-59)

(A-3-60)




On en déduit alors la partie sagittale de la fonction de réponse de surface du systeme
sandwich symétrique, §,(MM) par inversion de g*, (MM puis transformation de

&+ ,(MM) dans la base de départ. &,(MM) est alors donnée sous la forme suivante :

A -iB A’ iB/
- g‘s(—a’—a) gs(+a’—a) iB D iB/ D/
§,(MM) =

(A-3-61)
g,(-a,+a) g .(+a,+a) A’ -iB’ A B
-iB’ -D’ -iB D
avece .
-C=C,,+CSch%ak, -C=C,, +CAshak
AD = l 11 I 11 1 ’ g
2 [ Det S * DetAS (A-3-62-2)
B(/) = _];[ Y B s
21 DetS DetAs (A-3-62-b)
o) - _];[ -C~C“+Cssh2ak” -C~C11+CAch2ak” A2
2 DetS DetAS ’ (A-3-62-c)
ol :
/
Y = -C"C,, + C3[ (1-v')ak, - -‘é—shZak”] , (A-3-63-a)
/
B = -C°C,y - CAL (1-v)ak, + -\;—shZak”] , (A-3-63-b)
Ders = (cc, .y -| €2 ‘2 cmc.c* SV 2 (A-3-63-c)
etS = (C°C,,)" - - -y*-C°C,,C ch2ak”+ 5 ch 2ak”,

D e 2 [CAY an e A cAY 2 (A-3-63-d)
etAS = (C°C,,)* - TR - p*-C~C,,CAch2ak, + 5 ch*2ak, .

Connaissant la fonction de réponse de surface du systeéme sandwich symétrique A-B-A, nous

pouvons, maintenant, construire la fonction de réponse de ce systéme.
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-3-2-4 ; Fonction de réponse du systém dwich symétrique

Nous savons que la fonction de réponse &(%,%’), calculée en deux points ¥ et ¥’ du
systéme composite D est donnée par la relation :

g(DD) = G(DD) - G(DM)G ™' (MM)G(MD)

+ G(DM)G ™ (MM)§(MM)G(MM)G(MD) (A-3-64)

ou M correspond au domaine d’interface.
@(DD) désigne la fonction de réponse d’un milieu infini et §(MM) , la fonction de réponse
de surface du systéme composite.
Ici,le systtme composite étudié est le systetme sandwich symétrique A-B-A et on considére
que les points ¥ et X’ appartiennent au milieu semi-infini x; = +a. De plus, on se limite

au calcul de la partie sagittale de la fonction de réponse.

Posons :
g,/(DD) = g,(DD) - G."(DD) , - (A-3-65-2)
B (DbMm) = Gr(DMYGT (MM) (A-3-65-b)
B(MD) = G (MG (MDY . (A-3-65-¢)

L’équation (A-3-64) devient alors :
g.(DD) = -B (DM)G(MD) + B(DM)§ (MM)B (MD) . (A-3-66)

Ecrite en fonction de x; et x;°, cette derniere équation devient alors :

8l (E)|xy,x3) = -B (x;,+a)G] (+a,x;) + B (x;,+a)§,(+a,+a)B (+a,x;) , (A3-67)
o - oo U |

ol - B (x;,+a) = G, £x3,+a)G, (+a,+a) (A-3-68)
B,(+a,x}) = G (+a,+a)G (+a,x;)

+* o o u-" 3> 00 .
Les matrices 2x2 G, (x,;,+a) ,G, (+a,+a) et G,(+a,x3') s’obtiennent en prenant en
compte les termes sagittaux de 1’expression (A-3-14) et en considérant x, et X, supérieurs

ou égaux 2 +a. La matrice 2x2 £ (+a,+a) se déduit de la matrice 4x4 £ (MM) définie
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par I’équation (A-3-61). Soit :

A iB
g.(+a,+a) = ( B ID ) (A-3-69)
4!
o ] —ek”(a x3) (1+v)+k”(1—v)(a"x3/) -i(1-v)k,(a -%;)
2 (+a,x3) = ——————.
4k,C,, -i(1-v)ky(a-x3)  (1+v)-k,(1-v)(a-x3)
(A-3-70)
) -k, (x;-a) (1+9)-k,(1-v)(x;-a) -i(1-v)k,(x,-a)
B , + S —
o5, +a) (1+v) -i(1-v)k,(x;-a) (1+v) +ky(1-v)(x3-a)
(A-3-71)
_/
B ) ekll(a %) (1+v)+k,(1-v)(a-x;) —i(l—v)k,,(a-xa’)
(ta,x) = ——————.
(1+v) -i(1-v)k,(a-x;) (1+v) -k, (1-v)(a-x;)
(A-3-72)
8111(’2;/“‘3”‘3/) g1’3(12;/|x3,x3/) (A-3-73)

gl (K |xy, %)) =

831 (B \x5,%3)  833(K,1%;,%5)

Apres calculs, on obtient :

k,(2a-x, -%3)

- . e (1+v)*(A+a) +k,(1-v?)(2a-x,-%;) (A +B +a)
gu(k//lx;;:xa) = . I

(1+v)? +kF(1-v)2(x;-a)(x; -a)(A+2B+D+2a)
(A-3-74-a)
_, Ky (2a-x -x3) ~B(1+v)?
g (E lx,x]) =— —— {+ky(1=v*)[4(a-x) +(B+ ) (x;-23) + D(x;-a)]
(1+v) +k,f(1—v)2(x3 —a)(xgl—a)(A+ZB+D+2a)

(A-3-74-b)
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Ky (2a-3,-x;) B(1+v)

g311(E,,|x3,x3/)= — 2 Sk (1-v)[A(x;-a) +(B +a)(x, -x3) +D(a~x3)]
(1+v) -E2(1-v)*(x,-a)(xs-a)(A+2B+D+a)
(A-3-T4-c)

k,(2a-x, -%3)

2 - —y2 v —v\(R+
g (B, 1x,,30) = = .{(l+v) (D+a)-k,(1-v?)(2a-x,-x;) (B Dw)}

(1+v)? +k2(1-v)*(x,-a)(x; -a) (A+2B+D +2¢)
(A-3-74-d)
4k,C
oun: o = —174 (A-3-75)

] 1+v

Les termes A, B et D sont définis par les expressions (A-3-61).
Les termes g,-;(x3 ,x3/ ) sont la contribution des interfaces a la partie sagittale du tenseur des
fonctions de Green du systéme sandwich symétrique A-B-A lorsque les deux points ¥ et X’

appartiennent au milieu semi-infini occupant le demi-espace x; = +a.
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THERMODYNAMIQUE DES SOLUTIONS SOLIDES
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I Variables et notation

II Variables élastiques

IIT Quantités thermodynamiques

IV Champ de composition
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Nous savons que de nombreux solides & composants multiples peuvent étre représentés
par un modele continu. A partir de cette hypotheése, F.Larché et J.W.Cahn [ 43,44 ] ont
développé une théorie thermodynamique des solides a2 composants multiples soumis a des
contraintes élastiques.

La base de cette théorie est de déterminer les conditions d’équilibre thermodynamique d’un
matériau composé de plusieurs phases solides séparées par des interfaces.

Nous nous proposons ici de présenter sommairement cette théorie en nous restreignant au cas
d’une solution binaire. On suppose que celle-ci se comporte comme un matériau purement
élastique pouvant étre décrit a 1’aide de ’élasticité linéaire.

On définit dans un premier temps, les variables d’état permettant d’étudier 1’équilibre
thermodynamique de cette solution solide. Puis on démontre qu’a 1’équilibre
thermodynamique, la composition du syst¢me ne dépend que de son état de contraintes. On
en déduit alors le champ de composition dans la solution en fonction du champ de

contraintes.
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I Variables d’état et notation
Dans I’approximation de 1’élasticité linéaire, les déformations sont supposées petites.
2/

Ainsi si un point £ du solide est déplacé de @ , alors la déformation E; est donnée par

1a relation :

_(_a_“.z +f“_1) , (B-1)

D’autre part, on appelle € et s, les densités respectives d’énergie et d’entropie par unité
de volume dans le solide. La densité du composant I dans le solide est notée p, .

Un état de référence de la déformation est choisi arbitrairement.

Toutes les quantités thermodynamiques définies dans 1’état de référence sont notées avec un
symbole prime ’. Par opposition, ces mémes quantités apreés déformation sont notées sans

prime. On peut alors écrire les relations suivantes entre les quantités avec et sans prime :

/ / / 1%
_8__=_S_.=.g£=_p.2=“.=__2=1+Ekk (B‘2)

ol p, estla densité molaire de sites cristallins de la solution solide et ¥, = 1 ; E, étant
0

la trace du tenseur des déformations écrite avec la convention d’Einstein. De plus, on pose

/
¢ = Br_ B ; ¢ étant la fraction molaire du composé 1.

/
po  Po
On suppose que les déformations ne dépendent que du changement de composition et des
contraintes. Définissons alors les différentes variables permettant de définir 1’état élastique

du solide.

116



iI Variables élastiques

L’état de référence ainsi que 1’état apres déformation sont caractérisés par la donnée
d’une composition et la connaissance des contraintes existantes dans le solide.
Passer de 1’état de référence a 1’état aprés déformation, peut se faire en considérant le chemin
suivant :

* Un changement de composition & contraintes nulles suivi d’un changement de
contraintes 2 composition constante.
En conséquence, la déformation E;; est la somme d’une contribution die au changement de
composition a contraintes nulles E,f et d’une autre, E;; résultant du changement de

contraintes a composition constante. Soit :

E ,=E;+E; . (B-3)

ij ij

Dans le cas d’un solide isotrope, E,-f- peut s’écrire sous la forme :

ES=kd B-4)

i ij
ou k ne dépend que de la composition. De méme, Ei; est alors donnée par 1’expression

suivante :

E.‘.:L‘f_‘_’_T

Y

g
VT T, 8, B-3)

ol T, est la trace du tenseur des contraintes écrite avec la convention d’Einstein. E et o
sont respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du solide isotrope.
L’équation (B-5) est, en fait, la relation bien connue entre déformations et contraintes dans

un solide isotrope. Finalement, on a :

Ey= (k-2 Ty)8, + —l—é—"—r (B-6)

ij ij
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La dilatation E,, est donnée par :

1-20
E

E,=( )T + 3k . B-7)

En substituant 1’équation (B-7) dans 1’équation (B-2), on obtient :

Vo _ Po

—-—=u(

Vi Po

1-2¢0

| Ty + 3k . (B-8)

Dans une solution binaire, la dérivée premiére de E,-f par rapport a la composition ¢ peut

s’écrire :

n 2B B-9)
U dc
Dans le cas d’un solide isotrope, il vient :
dk
nu=(——).6‘.j=n5” . (B-10)

dc

Nous pouvons maintenant définir 1’état d’équilibre de cette solution binaire isotrope en

définissant certaines quantités thermodynamiques.

III Quantités thermodynamiques

Définissons tout d’abord la différentielle de la densité d’énergie libre d’Helmoltz df’:

df' =T,dE, -5'd® + piM,,dc (B-11)

ol 8 est la température absolue, ¢ =¢, et:

M, =—1-(91/) : ®-12)

/
Po dc 8.E,
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Le coefficient M, , est appellé "potentiel de diffusion” et dépend des potentiels chimiques p, et u,
des composants (1) et (2) de la solution solide binaire.
De méme que la température, il est constant partout a I’intérieur du systeme.

Soit la fonction ¢’ définie par la transformation de Legendre :

o' =f -T,E, . (B-13)

ij =ij
La différentielle de ¢’ s’écrit :

d¢’ = -E,dT,;-s'd0 + poM,,dc . (B-14)

Nous en déduisons la relation de Maxwell suivante :

oM ) (aE)
_ At 12 = | "y . -15
p°( o1, )~ \ac )y B1)

D’autre part, la loi de Hooke a2 composition constante s’écrit :
Tij = Cijkl( E,, - E;) (B-16)
ou bien :

E;=E;+S8;yTy (B-17)
ou les termes C,;, sont les modules d’élasticité et les S,;,, les compliances. Ces différents

termes sont fonctions de la composition et de la température.

On obtient alors :

(ﬂ) - ( aEU ) . ( aSijkl) 'Tkl . (B-18)
oc /r,, dc /g dc /g,

On suppose maintenant que les potentiels chimiques sont connus 2 la pression hydrostatique

P et 2 la composition c. Soit :
M,(P,c) = p,(P,c)-p,(P,c) . (B-19)
De plus, on définit des potentiels chimiques standards p, et des coefficients d’activité vy,
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tels que :
k,(P,c) = p2(P)+ROLny,c, . (B-20)

Ces expressions des potentiels chimiques ainsi que 1’équation (B-18) sont introduites dans
I’équation (B-15). Celle-ci est alors intégrée a composition constante par rapport aux
contraintes T;. De plus, si on considere que le solide est isotrope et que les coefficients
élastiques o et E ne dépendent pas de la composition, on obtient alors :

Y€

v B-21
1o Vin(T, +3P) . (B-21)

M, (T,

j’

¢) = p,°(P) -, (P) +ROLn

L’équation (B-21) ne s’applique qu’au cas des solutions solides binaires substitutionnelles.

Pour des solutions intersticielles, elle devient :

Ml2(1~ii’c) = plo(P) +R6LnYIC -V(;rl(Tkk"'gP) . (B-22)

L’équilibre thermodynamique a lieu & potentiel de diffusion constant. En conséquence, a
1’équilibre, la composition du systéme ne dépend que de son état de contraintes.

Ainsi pour une solution binaire substitutionnelle isotrope, la composition est telle que :

£ L constante.exp[ ( Termes Elastiques) (B-23)
Yz(l -c) RO
ou
constante = exp[ M- (Rp(‘; " ¥y ] . (B-24)

Nous pouvons alors en déduire le champ de composition dans la solution solide binaire.
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IV Champ de composition
Considérons le cas d’une solution solide binaire isotrope intersticielle pour laquelle
les coefficients élastiques ne dépendent pas de la composition. Le potentiel de diffusion est
alors donné par I’équation (B-22).

En différenciant 1’équation (B-22) et en considérant M,,, P et 6 constants, on obtient :

e . yar, (B-25)
X
ou
1 (aMu) (B-26)
0. .
X dc 7,=0
On démontre facilement que :
/
1. pRY Oy (B-27)
X c dLnc

L’intégration de 1’équation (B-25) conduit alors a :
¢ =cy+xnTy (B-28)

ol ¢, est une constante d’intégration. C’est, en fait, la composition a contraintes nulles.

Soit en posant :

Ac=c-¢ , (B-29)
on obtient :

Ac = xnT, . (B-30)

Pour une solution solide binaire isotrope substitutionnelle, 1’équation (B-30) est toujours

valable mais le parametre y est alors défini par la relation :
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/
_1_ _ poRO (1. .\ aLnYl ) . (B-31)
X c(l-¢) dLnc

La relation (B-30) montre que la connaissance du champ de contraintes nous donne la
composition de la solution solide.

La thermodynamique des solutions solides sous contraintes peut se généraliser a des solutions
solides non-isotropes et peut aussi s’appliquer a I’étude des solutions dont les coefficients

élastiques dépendent de la composition [ 43,44 ].
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RESUME

Dans cette approche théorique du phénomene de ségrégation d’impuretés aux joints
de grains a forte désorientation dans les métaux, les interactions élastique et électronique
entre impureté et joint de grains ainsi que ’influence de 1’ordre dans le joint de grains sur
la ségrégation ont été étudiées.

En modélisant un joint de grains 2 forte désorientation dans un métal simple par un défaut
plan inséré entre 2 cristaux parfaits et en assimilant une impureté a un défaut ponctuel, les
énergies élastique et électronique d’interaction entre impureté et joint de grains ont été
calculées. L’énergie élastique dépend de 1’épaisseur du joint ainsi que des constantes
€élastiques des différents milieux en présence. L’énergie électronique est A tr&s courte portée
et présente un profil oscillatoire caractéristique des oscillations de charge dans le métal. A
longue distance, 1’interaction électronique ne peut induire de ségrégation d’impuretés en
raison de son caractere oscillatoire.

Dans la limite d’impuretés de faible solubilité, I’enrichissement des joints de grains a forte
désorientation typiques ne dépend pas de 1’épaisseur du joint mais est trés sensible a la
densité atomique du joint de grains. L’existence d’une corrélation entre enrichissement et
solubilité des impuretés est observée.

Par ailleurs, un modele discret de joint de grains a forte désorientation, sous forme de réseau
de forces de compression a permis de révéler que la ségrégation d’impuretés est trés sensible

a ’ordre dans le joint de grains. Ainsi, un joint de grains périodique ne donne pas lieu a

_ ségrégation. De plus, on observe que la tendance a la ségrégation est d’autant plus forte que

le joint est pllis désordonné.
Les résultats théoriques obtenus 2 1’aide de modles simples sont en bon accord avec les
connaissances expérimentales du phénomene de ségrégation d’impuretés aux joints de grains

dans les métaux.
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Facteur d’enrichissement - Solubilité - Ordre




