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0.1 Introduction 

En arithmétique exacte, l'ensemble m des nombres réels est infini, non dénombrable. 
Par contre si on note F le sous-ensemble fini de m des réels représentés sur une machine 
donnée (précision finie), F est fini. Considérons un ordinateur effectuant ses calculs en 
numération binaire, représentant les réels selon le mode de virgule flottante normalisé 
codée sur n bits de mantisse. D'une façon générale nou~ désignons par m la mantisse et 
e l'exposant. On peut écrire alors un nombre-machine x de F par: 

X= ±m · 2e. 

Notons x 1
, x 2 les deux nombres machine immédiatement supérieur et inférieur à x. Par 

exemple dans le cas de la représentation des nombres par troncature on a: 

(1) Si x n'est pas une puissance de 2, alors: 

et 

(2) Si x est une puissance de 2, on a deux cas : 

1er cas : si x > 0 alors, 

et 

2ème cas : si x < 0 alors, 

et 

x 1 et x 2 s'obtiennent en retranchant ou en ajoutant un 1 en dernière position de la 
mantisse et en normalisant le résultat. 

Le nombre machine x est le représentant sur ordinateur de tous les réels appartenant 
à l'intervalle semi-ouvert X = [x, x2 [. Pour qu'on puisse travailler avec des intervalles 
fermés, si on pose x= x 2 - ë (ë positif très petit devant la longeur l = x 2

- x de X), et si 
on prend à la place de X l'intervalle fermé X = [x, x], alors à tout les nombres machine 

1 



:r on fait correspondre un intervalle fermé X, dont tout les éléments sont représentés par 
:r sur ordinateur. 

Dans ce travail, nous étudions dans quelle mesure les concepts ( et méthodes ) 
d'accélération de convergence définis pour les suites de nombres réels, peuvent s'étendre 
à des suites d'intervalles. Le point de départ est une constatation simple et bien connue : 
la notion de limite, celle d'accélération peuvent se définir en théorie, mais ne correspondent 
pas aux conditions pratiques de mise en oeuvre sur ordinateur, où le nombre d'itérations 
est nécessairement fini et où chaque terme sn d'une suite est lui même approché par 
un nombre-machine ayant un nombre fini de digits. L'idée naturelle est alors la suiv-_ 
ante : associer à un nombre-machine un intervalle. Ce qui nous conduit à un lien entre 
suite de nombres-machine et suite d'intervalles. Maintenant si on part d'une suite réelle 
(sn) de limites, en représentant cette suite sur ordinateur, on obtient une suite finie de 
nombres-machine (s~)n<N, où N est l'indice à partir duquel (sn) est représentée par le 
nombre-machine s* représentant s ( c'est le cas idéal ). N sera appelé indice de station
narité de la suite (sn) et s• sera considéré comme "la limite" de la suite de nombres
machine (s~)n<N· A cette suite de nombres-machine (s~)n<N, on fait correspondre une 
suite d'intervalles (Sn) ( par exemple par le lien qu'on a défini au début de cette intro
duction ) de limite S, à laquelle on associe le même indice de stationnarité N, indice à 
partir duquel on a Sn n S ;l0. ll ne s'agit pas pour nous dans ce travail d'étudier d 'une 
façon précise l'accélération de la convergence de suites de nombres-machines, mais on a 
trouvé là une motivation pour généraliser la théorie d'accélération de la convergence aux 
suites d'intervalles qui dans la plupart des cas ( sauf si on restreint le problème en im
posant à la suite de rapports d'accélération (Rn) de converger au sens de Hausdorff vers 
l'intervalle-point 0, dans ce cas on a accélération de la convergence ) est vu comme une 
"amélioration" ou une "contraction" du comportement de la suite d'intervalles (Sn). De 
même qu'en accélération de convergence de suites réelles on est obligé d'imposer sn =/; s, 
en accélération de convergence de suites d'intervalles on impose Sn n S =0pour n < N. 
Par ailleurs, on s'est intéressé aussi aux suites d'intervalles d'indice de stationnarité infini, 
ce cas nous a paru utile dans le sens où il généralise certain résultats d'accélération de 
convergence et de contraction de suites réelles aux suites d'intervalles. 

PLAN: 

Au chapitre 1, on rappelle les notions d'arithmétique d'intervalles nécessaires 
telles qu'elles figurent dans le livre de MOORE et celui de SENDOV; on définit une 
distance sur l'ensemble des intervalles finis S(Ul), on définit alors la convergence de sûites 
d'intervalles et la notion de segment-limite. On montre aussi des propriétés importantes 
pour la suite du travail. 

Au chapitre II, on étudie l'amélioration du comportement de suites d'intervalles. On 
définit l'indjce de stationnarité d'une suite d'intervalles (Sn) de segment-limiteS E S(Ul), 
on définit les transformations de suites d'intervalles. On étudie les suites d'indice de sta
tionnarité fini, on définit dans ce cas là la linéarité et on donne un théorème d'amélioration 
du comportement pour une suite d'intervalles par le procédé ~2-AITKEN suivi d'exemples 
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numenques. On étudie aussi les suites d'indice de stationnarité infini; on donne dans ce 
cas la définition de la linéarité et on donne un théorème contraction pour le procédé ~ 2-

AITKEN suivi d'exemples numériques. On définit aussi la convergence logarithmique et 
la notions d'intervalles plus fines et plus larges. 

Au chapitre III, on étudie une généralisation aux suites d'intervalles des deux procédés 
standards n2.1 et n2.2 de GERMAIN-BONNE. On retrouve ainsi le ~2-AITKEN à par
tir du procédé standard n2.2 avec un théorème de contraction équivalent à celui obtenu 
par calcul direct au chapitre Il. On donne aussi un théorème de contraction pour le 0 2-

Algorithme à partir du procédé standard n2.2 suivi d'exemples numériques où on compare 
le ~2-AITKEN avec le E>rAlgorithme. 
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Chapter 1 

ANALYSE DES INTERVALLES 

1.1 Arithmétique des intervalles 

Ce paragraphe reprend les notions classiques sur l'arithmétique d'intervalles 
définis dans [11] et [12]. 

Soit IR l'ensemble des nombres réels, IR=]- oo, +oo[. Et soit IR l'ensemble des nom
bres réels obtenu en joignant -oo et +oo, 1R = [-oo, +oo]. 

Notation: 

Soient a1 , a 2 E IR; on note : 

• L'intervalle [a1 , a2
]: L'ensemble {xE IR: a1 $x$ a2

} 

• S(IR) : L'ensemble de tous ces intervalles 

• S(IR) : L'ensemble des intervalles finis (i.e., a1
, a2 E IR). 

Attention ! il faut distinguer dans ce travail, la notation x2 qui représente l'extrémité 
droite d'un intervalle avec celle du carré d'un nombre x noté (x)2 . La notation x1 

représente l'extrémité gauche d'un intervalle. 

Lorsque la longeur 1 = a2 
- a1 de l'intervalle [a1

, a2
] est strictement positive, celui-ci 

sera appelé intervalle propre. L'intervalle [a, a] noté a est appelé intervalle dégénéré. 
Lorsque a2 < a 1 alors [a1 , a2]=0. 

Remarque: 

. On remarque que : 

IR c S(IR) c S(IR). 
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1.1.1 Opérations sur les intervalles 

Nous rappelons ici l'arithmétique sur S(JR) bien que dans la suite du travail 
on n'utilisera que S(JR). 

Soit *une des opérations arithmétiques ( +, -, ., /). Et soit A, BE S(JR). 
On pose A= [a1 ,a2] et B = [bl,b2] où ai, bi E 1R i = 1,2 avec a1 < a2 et b1 $ b2 • 

Alors on définit par A* B l'ensemble: 

{xE JR, x= a* /3 avec a E A et f3 E B}. 

A* B est un élément de S(JR). Par convention :s'il existe a dans A, /3 dans B tels 
que a*/3 est indéfini dans lR alors A*B = [-oo, +oo]. Par exemple: si B contient 0, alors 
A/ B = [-oo, +oo], si A et B contiennent tout les deux +oo, alors A-B= [-oo, +oo]. 

Si A, B E S(R) ( i.e., A et B des intervalles finis ), alors pour détérminer explicite
ment l'intervalle C =A* B, on utilise l'application f définie par : 

f : /RxJR--+ lR 

f est continue sur son domaine de définition DJ· Lorsque A x B C D1 on a 
C =A* B = f(A x B). 

Soient (ai, bi )i i=t,2 les quatre sommets du rectangle A x B; alors on peut voir facile
ment que C =A* B = [c1 ,c2] où: 

Ainsi on a: 

Et 
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(-oo, +oo] si 0 E B 
A 

-
B 

[ 
. ai ai l mm - max -· ·-12L.J, .. -12L.J 1,)- • V' t.J- • V' 

smon. 

Exemples: 

• (1,2] + (3,5] = (4, 7] 

• (1,2]-(3,5]=(-4,-1] 

• (1,2].(3,5] = [3,10] 

• M = [! ~]. 
(3 , 5] 5' 3 

Remarque: 

Lorsque 0 ft B = (b1
, b2

] on a : 

A (a\ a
2

] [ 1 2] [ 1 1 ] 
B = (bi, b2] = a 'a . b2' bl 

On peut voir facilement que l'addition et la multiplication sont commutatives et as
sociatives sur S(IR) . Si A, B, etC sont dans S(IR) alors on a: 

A+B=B+A 

A.B= B.A 

A+ (B + C) = (A+ B) + C 

A.(B.C) = (A.B).C 

0 et 1 sont les éléments neutres respectivement pour l'addition et la multiplication. 

et 
l.A = A.1 =A. 
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Par contre la distributivité de la multiplication parrapport à l'addition n'est pas tou
jours assurée. 

Contre-exemple : 

[1,2).([1,2)- [1,2]) = [1,2).[-1,1] = [-2,2) 

par contre, 

[1, 2).[1, 2)- [1, 2).[1, 2) = [1, 4)- [1, 4) = [-3, 3). 

Propriété 1.1.1 

Soient A, B et C des éléments de S(IR). Alors on a : 

A.(B + C) Ç A.B + A.C 

et on a égalité seulement si A est un intervalle dégénéré. 

Preuve. 

A.(B + C) = {a.(b + c) tel que (a, b,c) E A x B xC} 

= {a.b+a.ctel que (a,b,c) E A x B xC} 
et 

A.B + A.C = {a.b + a'.c tel que (a,a',b,c) E A x A x B xC}. 

D'où l'inclusion voulue. Il est clair qu'on n'aura égalité que si A= [a, a]= a E IR . 

• 

On peut voir aussi que l'opposé et l'inverse d'un intervalle n 'existent que s'il 
est dégénéré. 

et 
[1,2)- [1,2) = [-1,1] # 0 

M = [~ 2] :~ 1. 
[1,2] 2' 

On peut voir aussi facilement la propriété suivante : 

Propriété 1.1.2 
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Soient A, B, C et D des éléments de S(JR) tel que A Ç C et B Ç D. Alors 
on a: 

A+BÇC+D A-BÇC-D 

A.B Ç C.D et ~ Ç ~ ( siO ~ D) 

1.1.2 ·Distance sur S(Dl) 

. Soient A, B E 8(/R), A = [al, a2] et B = [bl, b2]. On pose : 

d(A, B) =max {1 a1
- b1 1,1 a2

- b2 1}. 

C'est la distance de Hausdorff entre deux fermés de IR. 

d(A, B) =max {max {mïn(l x- y D},max {mïn(l x- y D}}. 
zEA t~EB t1EB zEA 

(S(IR),d) est un espace métrique complet [12). 

1.1.3 Ordre sur S(JR) 

Soient A, BE S(IR). On va dire que A~ B si a~ b pour tout a E A et bE B. 
Cet ordre n'est pas total; en effet soient A,B E S(IR) tel que l'intersection AnB est un 
intervalle propre, alors on a ni A ~ B ni B ~ A. 

Remarque: 

Si A= [a\a2
], B = [bl,b2

] alors on a: 

1.2 Suites d'intervalles 

Dans cette partie nous définissons des notions et nous montrons des propriétés 
nécessaires pour la suite du travail. 

Les suites d'intervalles sont une généralisation naturelle des 5uites scalaires, eons tru
ites par la donnée d'une application c.p qui à chaque entier naturel n fait correspondre un 
intervalle Sn E S( IR), 
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cp : IN-+ S(m) 

n ~-----+ Sn· 

On note par Sn l'intervalle [s~, s!] où s~, s! E m avec s~ ~ s!. Finalement une suite 
d'intervalles (Sn) est la donnée de deux suites scalaires (s~) et (s!) vérifiant, Vn E IN: 
s~ ~ s! (Sn = [s~, s!]). 

Attention ! Dans tous ce travail, on ne considèrera que des suites d'intervalles (Sn) 
dont chaque terme Sn est un intervalle fini ( i. e. s~, s! E m ). 

1.2.1 Convergence de suites d'intervalles 

Définition 1.2.1 

Soit (Sn) une suite d 'intervalles et S E S(m). Par définition, on dit que la 
suite d'intervalles (Sn) converge vers l'intervalleS au sens de la distance de Hausdorff, 
si lim d(Sn, S) =O. 

n-oo 

Proposition 1.2.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles. (Sn) est convergente au sens de Hausdorff 
si et seulement si les deux suites réelles (s~J et (s!) sont convergentes. 

Preuve. 

On sait que d(Sn, S) = max {1 s~- s1 1,1 s!- s2 1} où Sn 
D'où l'équivalence suivante : 

( lim d(Sn, S) = o) <=:=:} ( lim (s~) = s1 et lim (s~) = s2
) • 

n~oo n-+oo n-+oo 

C'est ce qu'il faut démontrer. 

Remarque: 

• 

Si la suite d'intervalles (Sn) est convergente au sens de la distance de Haus
dorff, alors on a : 

lim (Sn)= [ lim (s~), lim (s~)] . 
n-+oo n-+oo n-+oo 
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Proposition 1.2.2 

Soit (Sn) une suite d'intervalles vérifiant : 

Vn E IN, Sn+t C Sn 

(Sn) est une suite d'intervalles décroissante au sens de l'inclusion. Alors (Sn) est con
vergente au sens de Hausdorff et on a : 

(X) 

lim (Sn) = n Sn. 
n-oo 

n=l 

Preuve. 

On pose Sn = [s~, s~] avec s~ ~ s~. On a : 

Ce qui signifie que la suite (s~) est croissante majorée et (s~J décroissante minorée; 
donc elles sont toutes les deux convergentes. On pose lim (s~) = s1 et lim (s!) = s2

; on 
n-+oo n-+oo 

a alors: 

00 

lim (Sn) = S = [s\ s2
] = n Sn. 

n-oo 
n=l 

C'est ce qu'il faut démontrer. 

• 

1.2.2 Le segment-limite 

Soit (Sn) une suite d'intervalles. On appelle segment-limite de (Sn) noté 
Slim(Sn), l'intersection de tous les intervalles Wn définis par : 

Vn E IN, W.= 2. S, = n{s E S(Dl), tel que ,9. S, Ç s}. 
00 

Wn = V Sp est le plus petit intervalle contenant tous les Sp à partir de p = n et 
p=n 

jusqu'à l'infini. 

Slim(S.) = .0
1 
Œ S,). 

10 



Remarque: 

On se retrouve avec deux notions différentes de limite de suite d'intervalles : 
1 ). la limite au sens de Hausdorff qui est équivalente à la convergence de deux 

suites de nombres réels. · 
2). le segment-limite qui est une intersection infinie de termes d'une suite d'intervalles 

décroissante au sens de l'inclusion, qui comme nous allons le voir est une notion plus 
générale. 

Définition 1.2.2 

Une suite d'intervalles (Sn) sera dite bornée, s'il existe un intervalle 1 tel que 
pour tout n E IN, Sn Ç 1 

n s'ensuit une proposition évidente : 

Proposition 1.2.3 

Une suite d'intervalles (Sn) est bornée, si et seulement si les deux suites 
réelles (s~) et (s!) sont bornées. 

Propriété 1.2.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles. Le segment-limite S = Slim(Sn) est un 
intervalle fini (i.e., S = Slim(Sn) E S(Ul) ) si et seulement si (Sn) est bornée. 

Preuve. 

00 

On a Slim(Sn) = n Wn où (Wn) est la suite d'intervalles décroissante au sens de 
n=l 

l'inclusion définie par : 

On pose Wn = [w!, w!], on a alors: 

Or (Sn) est bornée est équivalent à (Wn) bornée. Ce qui est aussi équivalent à lim (w!) 
n-oo 

et lim (w~) existent (la suite (w!) est croissante et la suite (w!) est décroissante ). 
n-oo 
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• 
Lemme 1.2.1 

Soient (Xn) et (Yn) deux suites d'intervalles vérifiant Vn E IN, Xn ç;; Yn. 
Alors on a Slim(Xn) C Slim(Yn)· 

Preuve. 

00 00 00 00 

On a Slim(Xn) = n Un et Slim(Yn) = n Vn où Un = V X, et Vn = V Y,. 
n=l n=l p=n p=n 

Or on a Vp E IN, X, Ç Y, donc Vn E IN, Un Ç Vn. D'où Slim(Xn) Ç Slim(Yn)· 

• 

Soit (Sn) = (sn) (Sn = [sn,sn] = Sn E IR) une suite d'intervalles dégénérés. 
On définit deux suites réelles (zn) et (Yn) par : 

Vn E IN, Xn = min{s,,p 2:: n} et Yn = max{s,,p 2:: n}. 

Lorsque la suite réelle (sn) est bornée on a; (zn) est une suite croissante majorée et 
(Yn) est une suite décroissante minorée. On appelle limite inférieure ( respectivement 
limite supérieure ) de la suite (s,J, la limite de (zn) qu'on note par lzm(sn) ( respec
tivement la limite de (Yn) qu'on note par lzm(sn) ) . 

Lemme 1.2.2 

Soit (Sn) une suite d'interoalles dégénérés (Sn) = (sn) E IR 
IN, Sn = [sn, Sn] =SnE IR}, 
alors on a : 

Preuve. 

Soit (Zn) la suite d'intervalles définie par : 

(i.e., Vn E 

On a Vn E IN, Sn E Zn donc Sn Ç Zn. D'après le lemme précédent on aura 
Slim(Sn) ç;; Slim(Zn)· Or on a : 
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Donc Slim(Sn) Ç [lzm(sn), lzm(sn)]. 

Montrons maintenant l'inclusion dans le sens inverse : 

==> 'Vn E IN, o E Zn 

00 

==> 'Vn E IN, o E V S11 
p=n 

=* Q E Slim(S.) = l5. Œ. s.). 
D'où l'égalité voulue. 

• 
Remarque: 

Slim(sn) = [hm( sn), lzm(sn)] est le plus petit intervalle contenant toutes les valeurs 
d'adhérence de (sn)· 

Proposition 1.2.4 

Soit (Sn) une suite d'intervalles bornée, Sn = [s!, s~] où (s!) et (s~) sont 
deux suites réelles bornées telles que 'Vn E IN, s~ ~ s!. Alors on a : 

Preuve. 

Soient x:1 = min{s!,p ~ n} et x~ = max{s;,p ~ n}. Il est clair qu'on a 'Vn E 
IN, x!< x~. On pose Xn =[x!, x~]; on a bien 'Vn E IN, Sn Ç Xn. Donc d'après le lemme 
1.2.1, on a Slim(Sn) Ç Slim(Xn)· 

Reciproquement : 

D'après le lemme 1.2.2, on a: 
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et 
Slim(s!) = [ltm(s!), ltm(s!)] Ç Slim(Sn)· 

Or Slim(Xn) = lim (Xn) = [ lim (x!), lim (x!)] = (ltm(s!), lïffi(s!)], 
n-+oo n-+oo n-+oo 

donc on a Slim(Xn) Ç Slim(Sn)· 

D'où le résultat : Slim(Sn) = Slim(Xn) = [Itm(s~), ltm(s~)]. 
• 

Remarque 

Le segment-limite qui vient d'une définition ensembliste, possède une caractérisation 
analogue à la limite au sens de Hausdorff, mais il ne s'agit plus de limite de deux suites 
de nombres réels, mais seulement d'une limite inférieure et d'une limite supérieure. Il en 
découle de la propriété ci-dessus, que la limite au sens de Hausdorff est un cas particulier 
du segment-limite. 

Théorème 1.2.1 

Soit (Sn) une suite d'interoalles qui converge au sens de la distance de Haus
dorff, alors on a : 

Preuve. 

On a Slim(Sn) = [ltm(s~), ltm(s!)J. La suite (Sn) est convergente équivaut à ce que 
les suites réelles (s~) et (s!) convergent, donc hm(s~) = lim (s~) et ltm(s!) = lim (s~). 

n~oo n-+oo 

Or lim (Sn)= [ lim (s!), lim (s~)], donc Slim(Sn) = lim (Sn)· 
n-+oo n-+oo n-+oo n~oo 

• 
Théorème 1.2.2 

Soient (Xn) et (Yn) deux suites d'interoalles, et soit * une des opérations 
arithmétiques. On suppose que pour tout nE IN, Xn * Yn existe. Alors on a : 

Slim(Xn * Yn) Ç Slim(Xn) * Slim(Yn) 

et on a égalité si l'une au moins des deux suites d'interoalles (Xn) ou (Yn) converge. 
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Preuve. 

En effet, si on pose Xn = [x~, x!] et Yn = [y~, y~], on a : 

Xn * Yn = [.IPin {x~* y!}, .qlax {x~ *y~}] . 
IJ=l,2 IJ=l,2 

Posons Zn= [z!, z~] = Xn*Yn. Les valeurs d'adhérence de la suite réelle z~i,i) =x~ *Y~ 
sont toutes de la forme w(i.i) = ui *vi (on est dans le cas de suites bornées) où ui est une 
valeur d'adhérence de (x~) et vi une valeur d'adhérence de (y~). On a, ui E Slim(Xn) et 
vi E Siim(Yn) ( en effet Slim(Xn) est le plus petit intervalle contenant toutes les valeurs 
d'adhérences des deux suites réelles (x~) et (x~) ), donc w<iJ) = ui *vi E Slim(Xn) * 
Slim(Yn)· D'où Slim(Zn) Ç Slim(Xn) * Slim(Yn)· 

Lorsque la suite d'intervalles (Xn) converge au sens de la distance de Hausdorff, on 
aura tout simplement ui = lim (x~) pour i = 1, 2 et donc, w<ï.i) = lim (x~)* lzm(y!) sera 

n-oo n-oo 
une valeur d'adhérence de la suite réelle z~i,i) =x~* y~ et aussi ûj(i,i) = lim (x~)* lzm (y~) 

n-oo 
sera une valeur d'adhérence de la même suite. Or dans ce cas on a : 

D'où lorsque (Xn) converge ( ou bien (Yn) converge ) on a : 

Slim(Xn * Yn) = Slim(Xn) * Slim(Yn) · 

Ce qui finie la démonstration du théorème. 

• 

On a comme conséquence de ce théorème le corollaire suivant : 

Corollaire 1.2.1 

Soient (Sn) une suite d'interoalles et I un interoalle vérifiant pour to'lft n, 
I * Sn existe. Alors on a : 

Slim(I *Sn) = I * Slim(Sn)· 

Remarque: 
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Les deux théorèmes 1.2.1 et 1.2.2 sont donnés dans le livre de SENDOV [12], avec des 
démonstrations différentes de celles données ici. 

Conclusion : Parmi les propositions et théorèmes cités dans ce chapitre, nous sembles 
importantes pour la suite du travail : la proposition 1.2.4, les deux théorèmes 1.2.1 et 
1.2.2 ainsi que le corollaire 1.2.1. 
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Chapter 2 

TRANSFORMATIONS DE 
SUITES D'INTERVALLES EN , , 
VUE DE L'ACCELERATION DE 
LA CONVERGENCE 

2.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous proposons une définition du comportement linéaire et 
de contraction pour une suite d'intervalles (Sn) de segment-limite S ( pour rester dans le 
cas le plus général, nous avons voulu dans ce travail utiliser le segment-limite au lieu de 
la limite au sens de Hausdorff, sauf dans le cas où les deux notions coïncident ). 

Rappelons que le concept de contraction pour les suites de nombres réels a été défini 
parC. BREZINSKI en 1989 dans [5]. 

Une première idée est de faire passer les formules habituelles pour les suites de réels ( . 
Sn+I - S Sn+2- Sn+I . , 

~n = pour le rapport d'erreurs, bn = pour le rapport de differences 
Sn- S Sn+I -Sn 

et rn = tn - t pour le rapport d'accélération ) au cas de suites d'intervalles ( c'est à dire, 
Sn- S 

Sn+l - S l d' Dn __ Sn+2 - Sn+I en terme d'intervalles : En = S S pour e rapport erreurs, S 
n- n+I- Sn 

pour le rapport de différences et Rn = ~: = ~ pour le rapport d'accélération ). Mais on 

se rend compte tout de suite que l'on se heurte aux problèmes suivants : 
Lorsque le segment-limiteS de la suite d'intervalles (Sn) est propre, un élément ~n de 

E '' · Sn+l - S ' S S t 1 S t ·1 ' · n, s ecnt ~n = , ou Sn+l E n+l, SnE ne s,s E , e I n y a aucune raison 
Sn- S 

d' · f D A '1' c d D ', · c Sn+2 - Sn+I ( -'- 1 ) avmr s = s . e meme un e ement on e n' s ecnt on = 1 Sn+I -r sn+l , 
Sn+l- Sn 

T(sn, ... )-s( 1 -'- ') et pour rn E Rn :rn = 1 Sn# sn et s-r s . Dans ce cas là on n'aura plus 
sn- s' 
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de relations entre (en), (c5n) et (rn), des relations du genre : 

c 1- lJn+I 
Vn = lJn· 1 - lJn 

ou 

Lorsque le segment-limiteS de la suite d'intervalles (Sn) est dégénéré ( S =sE IR), 
si on pose Sn= [s~, s!], Tn = [t~, t!] et T =tE IR, alors on a: 

Rn = Tn - t = tn - t, tn ~ t = min tn - t ' max t~ - t . [ 
1 2 ] [ { i } { i }] 

Sn - s [s~ - s, s! - s] iJ=l,2 s~ - s sJ=l,2 s~ - s 

Si on prend comme définition de l'accélération de convergence : la suite d'intervalles 
(Rn) converge au sens de Hausdorff vers l'intervalle-point O. Cela est équivalent à ce que 

les suites réelles (r~·j)) définies par r~iJ) = t; -t ( pour i,j = 1, 2 ) convergent vers 0, 
Sn- S 

ce qui signifie que les suites réelles (t~) et (t!) convergent simultanément plus vite que 
(s~) et (s!). Cela ramène notre problème à celui d'accélération de convergence de suites 
réelles, ce qui n'est pas notre objectif. 

Remarquons qu'on peut envisager d'adopter aussi la définition rn= ~~~:: ~~ converge 

vers 0 ( d est la distance de Hausdorff), mais cette définition nous ramène aussi au cas 
de suites de nombres réels. 

Par ailleurs, nous avons été amené, lorsque le segment-limite S de la suite d'intervalles 
(Sn) est propre, à remplacer la notion habituelle de limite par une notion non asympto
tique : c'est l'indice de stationnarité ( que nous définissons dans le paragraphe 2.2 ) qui 
remplace l'infini théorique. 

2.2 Indice de stationnarité N 

Soit (Sn) E S(IR) une suite d'intervalles admettant un segment-limite fini 
SE S(JR), Slim(Sn) =S. 

On pose, Sn = [s~, s!] et 

s~ = min {x E Sn} s1 = min {x E S} 

s! = max {x E Sn} s2 = max {x E S} 

Remarque: 

Slim(Sn) = S est un intervalle fini (si, s2 E IR) si et seulement si la suite d'intervalles 
(Sn) est bornée. 
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Définition 2.2.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles admettant un segment-limite fini S. On ap
pelle indice de stationnarité N de (Sn), le plus petit entier naturel (s'il existe) vérifiant: 

Lorsque \1 M E IN, 3n ~ M tel que Sn n S = fà, alors par définition l'indice de sta
tionnarité de (Sn) est infini. 

Remarque: 

Cette définition nous assure de l'existence d'un indice de stationnarité N (fini ou non 
) pour toute suite d'intervalles (Sn) admettant un segment-limite fini. 

Hypothèse: 

Dans tout ce qui suit, on suppose que la suite d'intervalles (Sn) de segment-limite fini 
S et d'indice de stationnarité N vérifie l'hypothèse H suivante : 

H : n < N ==> Sn n S = 0 (pour N fini ou non). 

Remarque: 

L'hypothèse H ci-dessus est nécessaire pour pouvoir éviter les divisions par zéro 
dans le rapport d'erreurs (En) et le rapport d'accélération (Rn) qui vont être définis 
ultérieurement. 

Une propriété importante des suites d'intervalles (Sn) qui convergent au sens de Haus
dorff ( cas particulier du segment-limite ) vers un intervalle propre S est la suivante : 
Propriété 2.2.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles convergente au sens de la distance de Haus
dorff. Si lim Sn = S où S est un intervalle propre, alors (Sn) admet un indice de sta-

n-oo 
tionnarité N fini. 

Preuve. 

On pose Sn = [s~, s~] et S = [si, s2
]. 

( lim Sn = S) {::::::} ( lim s~ = s1 et lim s~ = s2
). 

n~oo n-..oo n-+oo 
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S est un intervalle propre, donc 1 = s2 - s1 >O. Pour e = 1, il existe '7 E IN tel que : 

Si on suppose que Sn n S = 0 et si ls~ - s1 1 < e, al~rs Sn < S (i.e., s~ ~ s! < s1 < 
s2 ) et donc on a: 

Or s1
- s! > 0 donc ls!- s21 > e. Ceci est contradictoire avec(*). Donc Sn n S # 0 

pour n ~-'1, ce qui prouve que N $ '7· 

• 
Remarque: 

Dans la propriété précédente, l'hypothèse (Sn) convergente au sens de Hausdorff est 
nécessaire. En effet, si on suppose seulement que (Sn) possède un segment-limiteS inter
valle propre, alors la propriété ne sera plus valable. 

Exemple: 

Soit (Sn) définie par : 

S2n = [ 1 + 2n ~ 1 ' 1 + 21n] et S2n+t = [ -1 - 2n ~ 1 ' -1 - 2n ~ 2] . 

On a Slim(Sn) = S = [-1,+1] est un intervalle propre et pourtant l'indice de sta
tionnarité de cette suite est infini: Vn E /N,Snn[-1,+1] = 0. 

2.3 Transformation de suites d'intervalles 

Pour éviter d'alourdir et les notations et le texte, on va confondre la notation 
de la transformation de suites d'intervalles avec celle de la fonction qui la représente. 
Attention! à ne pas confondre la notation T d'une transformation avec le segment-liÏnite 
T d'une suite d'intervalles (Tn)· 

Définition 2.3.1 

Soit (Sn) une suite d'interoalles et soit (Z~h~i~q q suites d'interoalles aux
iliaires qui seront précisées selon les cas. Etant donné (p > 0), on note IPn,p le pavé 
Sn x Sn+t x ... x Sn+p de JR'P+l et Ltn,q le pavé Z~ x Z~ x ... x Z~ de JR:I. 

20 



On note Sn,p = (sn, ... , Sn+p) un élément de IPn,p et Zn,q = (z!, ... , z~) un élément de 
YLn,q• 

On appelle transformation de la suite (Sn), le passage permettant d'obtenir une suite 
d'intervalles (Tn) à partir de (Sn) par une fonction 

---+ IR 

(sn,p' Zn,q) E IPn,p X 7Ln,q 1----+ tn = T(sn,p, Zn,q) 

telle queT est continue sur IPn,p x 7Ln,q 1 Vn E IN. 
La suite d'intervalles (Tn) obtenue par Tn = T(IPn,p x YLn,q) est appelée suite trans

formée de (Sn) par la transformation T. 

Remarque: 

Tn = T(IPn,p x 7Ln,q) est bien un intervalle, car c'est l'image par une application con
tinue d'un pavé de JRP+q+I. 

Définition 2.3.2 

Une transformation T sera dite régulière pour (Sn) si la suite transformée 
(Tn) vérifie : 

Slim(Tn) = Slim(Sn)· 

2.4 Suites d'indice de stationnarité fini 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini Set d'indice de station
narité fini N. 

Hypothèse: 

Dans tout ce qui suit on suppose que la suite d'intervalles (Sn) vérifie l'hypothèse H' 
suivante: 

H' : Vn < N,Snnsn+i =0 pour i = 1,2. 

Rappelons qu'on suppose l'hypothèse H : Vn < N, Sn n S =0. 

Remarque: 
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L'hypothèse H' ci-dessus nous est nécessaire pour éviter les divisions par zéro dans le 
calcul du rapport de différences (Dn) de (Sn) qu'on va définir dans ce chapitre, et pour 
arriver à écrire explicitement (En) et (Dn) comme c'est le cas dans la proposition 2.4.1. 

2.4.1 Comportement linéaire 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini Set d'indice de station
narité fini N, vérifiant les hypothèses H etH'. 

On pose : Sn = [s~, s~] et S = [s\ s 2
] . 

Soit f la fonction définie par : 

f mxmxm--+ 
(x,y,z) 

m 
x-y 
z-y 

Le domaine de définition de fest : D1 ={(x, y , z) E IIf / z #y}. 
f est de classe C 1 sur son domaine D 1. 

Remarque: 

On a Vn < N: 
Sn+ 1 x S x Sn c D 1 et Sn+2 x Sn+I x Sn c D 1. 

En effet , les deux hypothèses H et H' nous donnent : 

Pour tout n <Non a: snnsn+I =0 et 

Notations et définitions : 

On note dans tout ce qui suit, En l'intervalle de rapport d'erreurs et Dn 
l'intervalle de rapport de différences définis par : 

Dn =-J(Sn+2 X Sn+I X Sn) 

-- {en E Dl/ en= Sn+2- Sn+I_' ( ) S S S } 0 0 Sn+2 , Sn+b Sn E n+2 X n+l X n . 
Sn+1 -Sn 
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Pour i,j, k = 1, 2 on pose: 

si est l'une des deux extrémités de l'intervalle S1 où 1 E IN, selon que i = 1 oui= 2. 

et 

La proposition suivante donne la forme explicite de En et Dn, pour n < N. 

Proposition 2.4.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite S et d'indice de station
narité N vérifiant les hypothèses "'-tH'. Alors pour n < N, le minimum et le maximum 
de f sur Sn+1 x S x Sn et sur Sn+2 x Sn+l x Sn sont atteints respectivement sur l'un des 
huit sommets de chaque pavé. C'est à dire, on a : 

En = [ . ~n {e~·j,k)} 
t,J,k=1,2 ' 

. J;Ilax {e~·j,k)} 
I,J,k=1,2 

Dn = [ . ~n { hiiJ,k)} 
t,J,k=1,2 ' 

. J;Ilax { hii,j,k)} 
I,J,k=1,2 

1 . 

Preuve 

x-y 
Pour f(x,y,z) =--on a, 

z-y 
8! 1 
-=--
8x z- y 

8! x-z 
8y = (z- y)2 

8! y-x 
8z = (z-y) 2 • 

Sous les hypothèses H etH' on a Snns =0 et Snnsn+i =0( pour i = 1,2 ), pour 

N 1 d , . , . '11 d f 81 81 81 ' 1 . s s s . n < es erivees partie es e 8x ' 8y et 8z ne s annu ent m sur n+I x x n m 

sur Sn+2 x Sn+I x Sn. Donc, si v~·j,k) : ( s~+l, si, s!)iJ,k=1,2 représentent les huit sommets 
de Sn+l X S X Sn on a : 

inf {f(x,y,z)} =. ~n {f(v~J,k))} 
(z,JI,z)ESn+l xSxSn t,J,k=1,2 

et 
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sup {f(x,y,z)} = .J;Uax {f(v~J,k))}, 
(r,y,z)eS,.+t xsxs,. ,..,,k=1,2 

i j 

f(vi'·i,kl) n'est que le rapport d'erreur u~·;,k) = sntt- ~ . On trouve ainsi En sous la 
sn- s' 

forme explicite donnée ci-dessus. Même chose pour Sn+2 x Sn+I x Sn pour trouver Dn . 

• 
Définition 2.4.1 

Soit (Sn) une suite d'interoalles de segment-limite fini S et d'indice de sta
tionnarité N fini. On dit que (Sn) est à comportement linéaire à partir d'un indice 
M :$ N- 1, si En et Dn sont inclus dans [-1, +1[ pour M < n ~ N- 1. 

Remarque: 

Pour n ~ N - 2, 0 fi En. En effet, pour n ~ N - 2 0 fi En équivaut à Sn+t n S =0, 
ce qui est vrai d'après l'hypothèse H. 

Proposition 2.4.2 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini S et d'indice de sta
tionnarité N fini vérifiant les hypothèses H et H'. Supposons qu'il existe M ~ N - 2 tel 
que, pour tout M :5 n :5 N- 1 on a En C [-1, 1[ alors on a : 

( Dn C [-1, 1[ pour M ~ n :5 N- 2) si et seulement si 

tn(i,j,j) n(j,j,k)- 2n(j,j,k) + 1 > 0 pour i J. k = 1 2 et M < n < N- 2 } 
l~n+l ~n ~n ' ' ' - - • 

et 

Preuve. 

On peut voir facilement que : 

1 - (i,j,j) 
é{i,j,k) _ n(j,j,k) Un+t 

n - ~n 
1 

(j,j,k) • 
-Un 

Pour M :5 n < N -2, on a En et En+l sont inclus dans [-1, 1[. Donc pour i,j, k = 1, 2, 
u~·j,k) et e~tt> appartiennent à [-1, 1[. On veut montrer que Dn C [-1, 1[ si et seulement 
si n(i,j,j) n(j,j,k) - 2n(j,j,k) + 1 > 0 pour i }. k = 1 2 

~n+l ~n ~n ' ' ' · 

On sait que Dn =[.~in {hii,j,k)},. J;UaX {h~i,j,k)}], on montre facilement que: 
,,,,k=1,2 ,,,,k=1,2 
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(6iiJ,k);::: -1) {:::=} (u~J,k>.u~tt> =51). 

Or n(j,i,k) et n(iJ1J) appartiennent à [-1 1[ donc on a bien n(jJ,k) n(iJ,j) < 1 et ceci 
c:-n c:-n+ ' ' l::'n "l::'n+l -

Pour tout M :$ n :$ N- 2 et i,j,k = 1,2. 
D faut voir maintenant quand on a: 6~J,k) < 1 pour M < n < N- 2 et i,j,k = 1,2. 
On a: 

1- (iJ,j) 
6(iJ,k) < 1 <==> u<iJ,k) Un+t < 1 

n n 1 _ 1!W,j,k) 

{:::=} l!(i.j.j) l!(jJ,k) - 2{!(jJ,k) + 1 > 0 
n+l • n n 

D'où la démonstration de la proposition. 

• 
Propriété 2.4.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini S, d'indice de station
narité N fini et de suite d'intervalles de rapport de différences (Dn)· Alors on a : 

Preuve. 
, x-y 

Dn =- f(Sn+2 x Sn+t x Sn) ou f(x, y, z) = -
z-y 

Propriété 2.4.2 

• 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite finiS, d'indice de station
narité N fini et de suite d'intervalles de rapport de différences (Dn)· Si 1 ~ Dn alors on a: 

(l!~tt> uW·i,k)- 21!WJ,k) + 1 > 0 pour i,j, k = 1, 2) si et seulement si 
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Preuve. 

On pose g(x, y, z, t) =(x- 2.y + z).(z- t). On a: 

Or 0 ft (Sn- S) (car SnnS =0) et 0 ft Sn+2- 2.Sn+I +Sn (car 1 ft Dn ) donc 
0 ft (Sn+2-2.Sn+I +Sn).( Sn -S) qui est un intervalle. Or un intervalle fermé ne contenant 
pas 0 est soit négatif soit positif, donc g(Sn+2 x Sn+l x Sn x S) garde un même signe. 
(positif ou négatif). Donc s'il existe (sn+2, Sn+h sn, s) dans Sn+2 x Sn+l x Sn x S vérifiant 
g(sn+2,sn+bsn,s) = A2sn.(Sn- s) > 0, alors g(Sn+2 X Sn+l X Sn X S) >O. 

g(sn+2,sn+l,sn,s) > 0 <==::> (sn+2- 2.sn+l + sn).(sn- s) > 0 

<==:::} Sn+2 - Sn+t > O 
Sn+l- Sn 

<==:::} Sn+2- S. Sn+t- S _ 2. Sn+l- S + 1 > O 
Sn+l - S Sn - S Sn - S 

• 
Les propriétés 2.4.2 et 2.4.~ ~~nnent des interprétations simples, la première à 1 ft Dn, 

la deuxième à la condition (n(t,J,J){!(j,j,k) - 2e(j,j,k) + 1 > 0 pour i J. k = 1 2) 
~n+l n n ' ' ' · 

Théorème 2.4.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini S, d'indice de sta
tionnarité fini N vérifiant les hypothèses H etH', telle que DN-t C [-1, 1[ et il existe 
M ~ N- 2 vérifiant pour M ~ n ~ N -1 on a En C [-1, 1[. Alors (Sn) est à comporte
ment linéaire si et seulement si pour tout M ~ n ~ N - 2 on a : 

f!~~f> .f!~,j,k) - 2.(!~,j,k) + 1 > 0 pour i, j, k = 1, 2. 

Preuve. 

La démonstration du théorème est évidente d'après la définition de la linéarité et la 
proposition 2.4.2 . 

• 
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2.4.2 Le procédé ô 2-Aitken 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini Set d'indice de station
narité fini N. Le procédé ~2-Aitken est donné par la transformation T représentée par : 

m 
SnSn+2- {sn+t)2 

Sn+2 - 2sn+l + Sn 

Remarquons que pour la transformation T, p = 2 et q =O. En effet IPn,p = 1Pn,2 = 
Sn x Sn+l x Sn+2 et on n'utilise pas de suites d'intervalles auxiliaires (Z!)t~;~9 (voir 
paragraphe 2 de ce chapitre). 

Le domaine de T, DT= /If\ {(x,y,z): z- 2y +x= 0}. La suite (Tn) transformée 
de la suite (Sn) par le ~2-Aitken est donnée par : 

Rappelons la définition de (En) et (Dn) respectivement la suite d'intervalles rapport 
d'erreurs et rapport de différences de (Sn) de segment-limite S : 

Propriété 2.4.2 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite finiS, d'indice de station
narité fini N et de suite d'intervalles rapport de différences (Dn)· Alors on a : 

Pour tout n < N, (Sn X Sn+l X Sn+2 C DT)<==> {ll/. Dn)· 

Preuve. 

Sn X Sn+l X Sn+2 C DT<==> 0 l/. Sn+2- 2Sn+l + Sn• 
D'après la propriété 2.4.1, on a : 

0 l/. Sn+2- 2Sn+l +Sn <==> 1 l/. Dn. D'où la démonstration de la propriété. 
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• 
Remarque: 

La condition 1 ft En est équivalente à Sn n Sn+I =0, ce qui est supposé vérifié 
dans ce travail d'après l'hypothèse H'. 

U Sn+I-8 
En effet; En = S . 

•ES n- S 

Sn+l- S 
1 E En <=> 3s E S telque : 1 E Sn --: 

8 

3( ) S S S 1 1 = Sn+l - S <=> Sn+I, Sn, S E n+l X n X te que: 
Sn- S 

Remarque: 

Soit 1 un intervalle ne contenant pas zéro. On dit que 1 est de signe positif, s'il est 
du côté positif de la droite réelle, sinon on dira que 1 est de signe négatif. 

Propriété 2.4.3 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini S, d'indice de station
narité fini N et de suite d'intervalles rapport d'erreurs et rapport de différences (En) et 

(Dn)· 
Pour n < N, si 0 ft En, alors les intervalles En et Dn ont même signe. 

Preuve. 

. 1 - en+l , Sn+2 - Sn+l Sn+2 - S Sn+l - S 
On Sait que hn = en 1 ou hn = ' en+l = et en = 

- en Sn+l - Sn Sn+l - S Sn - S 
avec ( Sn+2' Sn+l, sn, s) appartenant à Sn+2 X Sn+l X Sn X S. 

1 d E d 1 E . ' 1 - en+t • ~ n one - n a un s1gne constant, par consequent est stnctement 
1- en 

positif. Donc hn a le même signe que en· Or lorsque 0 ft En, en garde un même signe 
donc hn aussi. 

• 
Proposition 2.4.3 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite finiS, d'indice de station
narité fini N, de suite d'intervalles rapport de différences (Dn)· Et soit (Tn) la transformée 
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de (Sn) par le procédé .62-Aitken. Supposons que pour n < N, 1 ft Dn. Alors on a : 

Tn = [. ~n t~.j,k), . ~ax t~.j,k)] 
IJ,k:l,2 I,J,k=l,2 

i k j 2 

Ou' t(i.j,k) = T(si sj sk ) = snsn+2- (sn+l) .. k 2 
n n' n+l' n+2 k 2 J + i I,J, = 1, · 

Sn+2 - Sn+l Sn 

vii,j,k) : (s~, s~+l, s!+2)iJ,k=t,2 représentent les huit sommets de Sn x Sn+l x Sn+2· 

Preuve.· 

Calculons les trois dérivées partielles de la fonction représentant le procédé .62-Aitken, 
xz- y2 

T(x,y,z)= 
2 

.Ona: 
z- y+x 
ôT (y- z)2 

ôx = (z- 2y + x)2 
ôT 2(x- y)(z- y) 
ôy = ( z - 2y + x )2 
ôT _ (x- y)2 

ô z - ( z - 2y + x )2. 
ôTâT ôT , 

Pour n < N on a, ôx, Ôy et ôz ne s annulent pas sur Sn x Sn+l x Sn+2• Donc T 

atteint son maximum et son minimum sur l'un des huit sommets de Sn x Sn+l x Sn+2· 
C'est à dire, 

inf {T(x,y,z)} =. ~n {T(v~·j,k))} 
(x,y,z )ESn xSn+l x Sn+2 I,J,k=l ,2 

et 
sup {T(x,y,z)} = .J;IlaX {T(v~·j,k))} 

(x,y,z)ESn XSn+l X Sn+2 I,J,k=1,2 

Ce qui termine la démonstration. 

• 

2.4.3 Rapport d'accélération 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini S et d'indice de sta
tionnarité N. Pour n < N, on définit l'intervalle rapport d'accélération de la suite (Sn) 
transformée par le procédé .62-Aitken par : 
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Remarque: 

On a voulu garder le nom "intervalle rapport d'accélération" de Rn, pour rappeler le 
sens des éléments rn de Rn. 

Définition 2.4.2 

La transformation T améliore le comportement de (Sn), s'il existe un en
tier M $ N -1 vérifiant pour M $ n < N -1, Rn c]- 1, 1(. 

Proposition 2.4.4 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite fini S et d'indice de sta
tionnarité N. Et soit (Tn) la transformée de (Sn) par le procédé .6.2-Aitken. On pose pour 

S R( ) 
_ U T({sn} X Sn+l X Sn+2)- S 

SnE n1 Sn - · 
eES Sn- 8 

Pour n :5 N - 1, R(sn) est un interoalle pour tout Sn E Sn, et on a : R(sn) -
(r1(sn), r 2(sn)] où 

r 1(sn) = . plin {r(i,j,k)(sn)} et r 2(sn) = . J;IlaX {r(i,j,k)(sn)} 
,,,,k=1,2 ,,,,k=1,2 

j k i 
r(i,j,k)(sn) = T(sn,sn+l,sn-:+"2)- s i,j,k = 1,2 

Sn- S' 
avec 

Preuve. 

x-y 
On pose T(sn) = T({sn} x Sn+l X Sn+2) et F(x,y) = . Lorsque 

Sn- Y 
n < N, T(sn) x S C DF, Fest continue sur son domaine de définition, donc R(sn) = 
F(T(sn) x S) est un intervalle. On pose R(sn) = (r1(sn), r2(sn)]. 

R(sn) = U T{ {sn} X Sn+l X Sn+2)- S. 

•ES Sn- S 

T(sn)- s 
On pose R(sn,s) = , (sn,s) E Sn x S. D'après la proposition 2.3.3 on peut 

Sn- 8 
écrire: 

T(sn) = Lmin {T(v(.,j,k)(sn))}, .max {T(v(.,j,k)(sn))}] 
,k=1,2 ,,k=1,2 

où v<-J,k)(sn) : (sn,s~+1 ,s!+2 )j,k=1,2 représentent les quatre sommets de {sn} x Sn+l x 
Sn+2· Donc R(sn,s) = (r1(sn,s),r2(sn,s)] où, 
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r1(sn,s) - .min t(s.,J,.+I,s!+2)- s} 
J,k=l,2 Sn - S 

1 ( .. -s) - ( ·~+! - s )'] 
• n+2 (sn- s) 

- .mm k 1 J,k=1,2 Sn+2 - 2sn+l + Sn 

et 

r 2(sn,s) { T(s., J,.+I, •!+2)- s} - max 
j,k=1,2 Sn - S t• -s)- (J,.+I- s)'] n+2 (sn- s) 

- .max k 1 J,k=1,2 Sn+2 - 2.sn+l + Sn 

(a-x)- (b-x)2 

On Pose g(x' Y) = (y - x) ou' a - sk et b- si On a - n+2 - n+I• a- 2b+ y 

Ôg -(y- b)2 

ôx = (a - 2b + y )(y - x )2 

âg _ ((b- y)(ab- 2b2
- (2a- 3b)x + ay- xy)) 

Ôy- (2b-a-y)2(y-x)2 
Ôg 

Pour n < N, âx ne s'annule pas surS x Sn, donc: 

r 1 (sn) = ~n{r1 (sn,si)} 
•=1,2 

et 

On pose: 

i,j,k=1,2. 

Alors on a, 
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et 

Ce qui termine la démonstration de la proposition. 

On pose pour Sn E Sn p~·'··>(sn) 
i i 

Sn+l - S t (k,i,i) 
- · e Pn+I -

Sn- s' 
i,j,k=1,2. 

Théorème 2.4.2 

• 
k i 

sn+2- s __;.;....:...:;;.... __ où 
i . 

Sn+l- S' 

Soit (Sn) une suite d'interoalles de segment-limite finiS et d'indice de sta
tionnarité fini N. Et soit M un entier vérifiant M ~ N- 2. Si (Sn) est à comportement 
linéaire à partir de M alors, le procédé ~2-Aitken améliore le comportement de (Sn) si et 
seulement si : 

Preuve. 

si _si k i 
Avec p(j,i,.)(sn) = n+l . t (k,i,j) sn+2 - s ' · · k 1 2 

n Sn- s' e Pn+l = j i ou z,J, = ' . 
sn+l- s 

n est facile de vérifier les égalités[suivan~~: (k,i,j) ] 

r(i,j,k)(sn) = p(j,i,.)(sn) 1 - P~+l 
n 1 - hlk,J,.) (Sn) (1) 

et 
1 - (k,i,j) 

h(k,j,.)(sn) = p(j,i,.)(sn) ~~+1 
n n 1 (J,t,.)( ) 

- Pn Sn 
(2) 

où 

A partir de (1) et (2) on peut voir que 

[ 

(k i ,·) ( . . ) ] '' - ,,,,. s 
r(i,j,k)(sn) = p(j,i,.)(sn) . . Pn+l .. Pn ~. n) 

n (J,&,.)( ) (k,t,J) _ 2 (J,t,.)( ) + 
1 Pn Sn Pn+l Pn Sn 
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Or (Sn) est à convergence linéaire, donc p~·i,.)(sn)P~~if)-2p~·i,.)(sn)+1 > 0 pour i,j, k = 
1, 2 et ceci pour tout Sn E Sn. 

Or R(sn) = [. plin {r(i,j,k)(sn)}, .~ax {r(i,.i,k)(sn)}], donc: 
I,J,k:1,2 I,J,k=1,2 

R(sn) c]- 1, 1[ <===> Pour i,j, k = 1,2: -1 < r<ïJ,k>(sn) < 1 

On a d'une part, 

r 1(sn) < 1 <===> (p~·i,.)(sn) -1)
2 

>O. 
Ce qui est vrai car En C [-1, 1[. D'autre part, 

r1(sn) > -1 <===> pour i,j, k = 1, 2: r(i,.i,k)(sn) > -1 

• 
Remarque 1: 

n est facile de voir que 0 E R(sN-d et ceci pour tout SN-1 E SN-1 ; il suffit pour cela 
de remarquer que 0 E EN-1· 

Remarque 2: 

S'il existe Sn E Sn et i,j, k = 1, 2 tel que, p~·i,.)(sn)P~~iii)- 2p~·i,.)(sn) + 1 < 0, alors 
r(i,j,k)(sn) > 1 et donc Rn ne sera pas inclus dans ]-1, 1[ (i.e., pas d'amélioration possible 
pour (Sn) par le A 2-Aitken ). 

Constatation : 

La complexité des calculs nous a empêché d'aller plus loin dans le cadre de suites 
d'intervalles d'indice de stationnarité fini. D'alleurs on a fait une tentative dans ce sens 
pour le 0 2-Algorithme, mais on était bloqué du fait qu'on n'a pas pu arriver à un résultat 
du même genre que la proposition 2.4.4. 

2.4.4 Exemples Numériques 

Pour les exemples suivants, on construit la suite d'intervalles (Sn) par la donnée 
d'une suite réelle (sn) qui converge vers set d'une précision e >O. Sn= [s~, s~] est calculé 
par: 
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ê ê 
S,. = (s,.- 2 * ls,.l,s,. + 2 * ls,.l]. 

La. suite d'intervalles (S,.) converge vers S =(s-i* lsl,s + i * lsl]. 

Dans nos programmes R,. = U R(x) sera approché parR,.= R(s!)UR(s,.)UR(s~). 
~es,. 

Exemple 2.4.1 

Pour St = 0.9 et s,. = 1 + 0.1 * (s,_1 -1)2 + 0.9 *(sn-1-1). Pour e = 10-9 on a 
N = 117 et (S,.) converge linéairement vers S. Cet exemple montre que le A2-Aitken 
améliore le comportement de la suite d'intervalles (S,.-). 

Les courbes suivantes représentent (E,.) et (D,.) respectivement la suite d'intervalles 
de rapport d'erreurs et celle de rapport de différences 

.) 

Column 1 

• Column 2 

Column 3 

Column 4 

La courbe suivante représentent (R,.), rapport d'accélération de (S,.) par rap-
port au A2-Aitken. · 
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0,4 

fR 

0,2 

0,0 

-0,2 

-0,4 

-0,6 

Column 5 

Column 6 

-0,8~ __ _. ____ ._ __ _. ____ ._ __ ~ ____ ._ __ _. ____ ._ __ ~~--~--~~--~ 

0 20 40 60 80 lOO 

Exemple 2.4.2 

Pour s1 = 0.9 et Sn = 1 + 0.1 * (sn-1- 1)2 + 0.4 * (sn-1 - 1). Si ê = I0-9 alors on 
a N = 15 et (Sn) converge linéairement vers S. Cet exemple montre que le ~2-Aitken 
améliore le comportement de la suite d'intervalles (Sn)· 

120 

Les courbes suivantes représentent (En) et (Dn) respectivement la suite d'intervalles 
de rapport d'erreurs et celle de rapport de différences 
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0,41 

0,40 

0,39 

• 

~A ,.. 

Column 1 

Column 2 

Co1umn 3 

Column 4 

0,36 ~------------~--------------._----------------------------~ 
0 10 DJ 

La courbe suivante représentent (Rn), rapport d'accélération de (Sn) par rap
port au ~2-Aitken. 
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0,008 

tR 
0,006 

0,004 

0,002 

0,000 

-0,002 

-0,004 

• Column 5 

Column 6 

-0,006~------------_. ____________________________ ~--------------~ 

0 10 tN 20 

Exemple 2.4.3 

Pour Sn= 1 + !· Sie= 4 * 10-3 alors on a N = 15. La suite d'intervalles (Sn) con
verge vers S d'une façon non linéaire. Cet exemple montre que le ~2-Aitken n'améliore 
pas le comportement de la suite d'intervalles (Sn)· 

Les courbes suivantes représentent (En) et (Dn) respectivement la suite d'intervalles 
de rapport d'erreurs et celle de rapport de différences 
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1,0 

fR 

o,e 

0,6 

• Column 1 

Column 2 
0,4 Column 3 

Column 4 

0,2 

0,0 

La courbe suivante représentent (R,.), rapport d'accélération de (Sn) par rap
port au ~2-Aitken. 
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2 

0 

-1 

-2 

Column 5 

Column 6 

-3~-------------L ______________ ._ ____________________________ _ 
0 10 

Conclusion : 

Lorsque l'indice de stationnarité N d'une suite d'intervalles est fini, il est inu
tile de travailler au delà de celui-ci, car on risquerait par exemple de faire des divisions 
par zéro ou de trouver des résultats non significatifs. 

2.5 Suites d'indice de stationnarité infini 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E Dl et 
d'indice de stationnarité N = +oo. 

Remarque: 

Dans le cas de dégénérésence du segment-limiteS de (Sn), la limite au sens de Haus
dorff et le segment-limite de (Sn) coinsident. 
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On pose Sn= [s~, s!] avec s~ ~ s!, on a: 

lim s1 = lim s2 = s. 
n-oo n n-oo n 

Pour les mêmes raisons que dans la première partie de ce chapitre, on suppose que 
(Sn) vérifie les hypothèses H etH' qui deviennent dans le cas d'indice de stationnarité N 
infini : 
Hypothèses : 

H: Vn E IN, Snns =0( i.e., s ft Sn). 

H'·.vnEIN., sns -0 v n n+i- pour i = 1,2. 

Propriété 2.5.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéréS= sE IR. Pour 
toute suite de nombres réels (sn) définie par Vn E IN, Sn E Sn, on a : (sn) est convergente 
et lim Sn= s. 

n-oo 

Preuve. 

En effet, pour tout nE IN on a: 

Or lim s~ = lim s! = s, donc (sn) est convergente et lim (sn)= s. 
n-+oo n~oo n-+oo 

• 

2.5.1 Convergence linéaire 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéréS= sE IR ( donc 
convergente au sens de Hausdorff). 

On pose: 

f: JR3 ---+ IR 

x-y 
(x,y,z) 

z-y 
D1 = {(x,y,z) E IIf telque y=/:- z} 
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Rappelons qu'on a l'hypothèse H {\ln E IN, SnnS =0) et l'hypothèse H' (\ln E 
IN, SnnSn+i =0 pour i = 1,2 ). Donc \ln E IN, Sn+I x S x Sn c D1 et Sn+2 x Sn+I x 
Sn c D1. 

On construit ainsi deux suites d'intervalles (En) et (Dn) définies par : 

En et Dn représentent respectivement le rapport d'erreurs et le rapport de différences 
de {Sn)· 

Définition 2.5.1 

Soit (Sn) une suite d'interoalles de segment-limite dégénéréS= sE m. (Sn) 
sera dite à convergence linéaire si : 

0 f/. Slim(En) C [-1, 1[ et Slim(Dn) C [-1, 1[. 

Notation: 

On note LIN, l'ensemble des suites d'intervalles de segment-limite dégénéré 
et d'indice de stationnarité infini, à convergence linéaire. 

La propriété suivante que nous allons voir, permet d'approcher une généralisation 
du résultat connu dans le cas des suites réels : si la suite de rapport d'erreurs converge 
vers un point différent de 1, alors la suite de rapport de différences converge vers le même 
point. 
Propriété 2.5.2 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéréS = s E m. Et 
soient En et Dn respectivement le rapport d'erreurs et le rapport de différences de (Sn). 
Si Slim(En) C [0, 1[, alors on a: 

Slim(En) Ç Slim(Dn)· 

Preuve. 

U '1 ' c: d D t ' ' · c: 
1 - l'n+I ne ement vn e n peu s ecrire, vn = en· 
1 

. 
-en 

Supposons que Slim(En) = E =[et, e2
] c [0, 1[. On sait que e1 et e2 sont des valeurs 

d'adhérence respectivement de (e~) et (e!) donc il existe cp et .,P tels que : 
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61 1 1 - U~(n)+1 
cp(n) = U~(n)· 1 _ n1 

c::cp(n) 
et 
62 2 1 - U~(n)+l 

t/l(n) = U.p(n)• 1 - U~(n) 

admettent respectivement, 

comme valeurs d'adhérence, où u11 et u12 sont deux valeurs d'adhérence respectivement 
de (U~(nH1 ) et (U~(n)+l). 

u11 et u12 appartiennent à [u1, u2], donc 61 ~ u1 et 62 ~ u2• Or 61 et 6 2 appartiènnent à 
Slim(Dn) donc Slim(En) Ç Slim(Dn)· 

• 
En se basant sur une démonstration analogue a celle ci-dessus, on peut voir l'équivalent 

dans le cas de suites d'intervalles du résultat connu ( dans le cas de suites de nombres 
réels ) cité juste avant la propriété ci-dessus. 
Résultat : 

On peut voir que lorsque 0, 1 tf. Slim(En), alors on a : 

Slim(En) n Slim(Dn) # 0. 

Remarque: 

Toutes les suites d'intervalles appartenant à l'ensemble LIN, vérifient le résultat ci
dessus. 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E IR et 
d'indice de stationnarité infini vérifiant les hypothèses H etH'. En et Dn respectivement 
le rapport d'erreurs et le rapport de différences de (Sn)· On pose : 

i ; si - s; 
(i,j) _ Sn+2 - S (J. k) Sn+1 - S et c(i,3·,k) __ n+. 2 n+1 

Un+1 - ; Un' = k Vn J k 
Sn+I - S Sn - S Sn+1 - Sn 

On a alors la proposition suivante: 
Proposition 2.5.1 

S'il existe M tel que, Vn ~ M, En C [-1, 1[. Alors on a pour n ~ M : 
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i j 
' (i,j) sn+2- S et n(j,k) - Sn+I - s 

ou ~n+1 = j c:-n - sk - s 
Sn+1- S n 

Preuve. 

i j 
On sait que D = [ min {6'(i,j,k)} max {6'(i,j,k)}] où 6'(i,j,k) = snT2 - Sn+I. 

n · ·k 12 n '· ·k 2 n n J k I.J, = ' '"• =1, Sn+l - Sn 
. . . 1 - ~(i,j) 

Or on peut écrire, 6i'"•k) = ~~·k). (0.~. Où on a, 
1- ~,!· 

i s; s 
(i,j) _ Sn+2 - S et 

11
(j,k) = n+I - • 

~n+1 - j c:-n sk - s 
· Sn+1- S n 

(Dn C [-1, 1[) Ç=} (c5ii,j,k) E [-1, 1[ pour i,j, k = 1, 2). 

A partir de cette équivalence et en utilisant l'hypothèse En C [-1, 1[, on montre la 
proposition. 

Lemme 2.5.1 

(Slim(En) c]- 1, 1[) ==> (3M tel que : Vn 2::: M, En c]- 1, tU. 

Preuve. 

On suppose En = [~~'~~],on sait que Slim(En) = [l.!.m(~~), Zzm(~~)]. 

ltm(~~) > -1 ==> 3M1 tel que: 'Vn 2::: Ml!~~ > -1 
et 
/,rn(~~) < 1 ==> 3M2 tel que : 'Vn?: M2, ~~ < 1. 

On pose M = max(Mt, M2 ), on a 'Vn 2::: M, En C]- 1, 1[. 

• 

• 
Reprenant les notations définies juste avant la proposition 2.5.1, on a alors la 

proposition suivante : 
Proposition 2.5.2 

Si Slim(En) C [-1, 1[, alors : 

Slim(Dn) C [-1, 1[ si et seulement si toutes les valeurs d'adhérence de la suite 
(V~i,j,k)) ~éfinie par : 

v~i,j,k) = (~~ti~~·k>- 2~~·k> + 1) 
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sont strictement positives et ceci pour tout i,j, k = 1, 2 ( i.e.,Slim(V~iJ,k)) > 0 ). 

Preuve. 

On sait que Dn = [. ~n {c5ii,j,k)}, .~x {c5ii,j,k)} ]. 
I,J,k:1,2 IJ,k:l,2 

( Slim(Dn) C [-1, 1[) <==> ( Slim{c5~J,k)} C (-1, 1[ pour i,j, k = 1,2) 

(i,j) 

Or c5_(i,j,k) = ,.(i,k).
1 - t!n:+-1 donc toute valeur d'adhérence cS(i,j,k) de la suite (cS(i,j,k)) 

n c:"n 1 (J,k) ' n - {!n 
peut s'écrire : 

( · · k) < · k) 1 - e< '·i> < · ·> < · k) 
c5. '·'· = {! '' • . où {! '·' et {! '' sont des valeurs d'adhérence respectivement 1 - {!(J,k) 

des suites (e~·i>) et (e~·k>). Avec l'hypothèse Slim(En) C [-1, 1[ on a: 

( cS(i,j,k) E [ -1' 10 <==> ( e<'J> eU,k> - 2e<i.k) + 1 > o). 

Or toute valeur d'adhérence de la suite (V~iJ,k)) est de la forme V(i,j,k) = {!(i,i) {!(i,k) -
2e(i,k) + 1, d'où la démonstration de la proposition. 

• 
1 j i i 

Posons nn(i+,jl) = sn+2 - s nn(i,k) = Sn+I - s et c(i,j,k) = sn+2 - Sn+I D' ' 1 
c: i c: sk - s on j k apres a 

Sn+l - S n Sn+l - Sn 
définition 2.5.1 de la convergence linéaire et la proposition 2.5.2, on a le théorème suivant 

Théorème 2.5.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E IR et 
d'indice de stationnarité infini vérifiant les hypothèses H et H'. Si la suite d'intervalles 
(En) de rapport d'erreurs de (Sn) vérifie 0 (/. Slim(En) C [-1, 1[, alors (Sn) est à conver
gence linéaire si et seulement si toutes les valeurs d'adhérence de la suite (V~i,i,k)) définie 
par: 

V~'J,k) = ( e~t~ e~·k> - 2e~·k> + 1) 
sont strictement positives et ceci pour tout i,j, k = 1, 2 ( i.e.,Slim(V~i,j,k)) > 0 ). 

2.5.2 Transformation de suites d'intervalles 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E IR et 
d'indice de stationnarité infini. On suppose qu'on est dans le cas de transformations de 
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suites d'intervalles T, n'utilisant pas de suites auxiliaires (Z~h<i<q (q = 0) et utilisant 
p + 1 termes successifs de (Sn)· --

(voir paragraphe II de ce chapitre). T fonction continue sur son domaine de définition DT. 

Le lemme et la proposition qui suivent, nous donnent des résultats dans le 
cas où T( s, s, ... , s) existe. 
Lemme 2.5.2 

Supposons que T( s, s, ... , s) existe, T continue en ce point et Vn E IN, Sn x 
Sn+l x ... X Sn+p C DT. Alors pour toute suite de vecteurs (rn) définie par: 

(rn) est convergente et lim T(rn) = T(s,s, ... ,s). 
n-+oo 

Preuve. 

On a lim (rn)= r = (s,s, ... ,s), donc d'après la continuité de T, on a: 
n-+oo 

lim T( rn) = T(s, s, ... , s ). 
n-+oo 

• 
Proposition 2.5.3 

Supposons que T( s, s, ... , s) existe, T continue en ce point et Vn E IN, Sn x 
Sn+l x ... x Sn+p C DT. On considère la suite d'intervalles (Tn) Transformée de la suite 
(Sn) par T, Tn = T(Sn X Sn+l X ••• X Sn+p)· Alors le segment-limite de (Tn) est est 
dégénéré et Slim(Tn) = lim (Tn) = t = T(s,s, ... ,s) E IR. 

n-+oo 

Preuve. 

P T. _ [tt t2] , ti _ T( i) · _ 1 2 i _ ( i i i ) E osons n - n' n OU n- rn pour Z- , , avec rn- So,n' s1,n, ... , Sp,n 
Sn x Sn+l x ... x Sn+p· D'après le lemme précédent on a: 

lim T(r!) = T(s,s, ... ,s) pour i = 1,2. 
n-+oo 

Par conséquent lim (Tn) = t = T(s,s, ... ,s). 
· n-+oo 

• 
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Autre démonstration : 

On donne la démonstration pour p = 1. Soit Tn - [t~, t~] avec t~ - T(on, f3n), 
t! = T("yn, On) où On, f3n E Sn and "rn, On E Sn+l 

< ls! - s~l + ls~ -si 

~ ls! -si + ls - s~l + ls~ - si 
. e 

Soit e > 0, 3M(e) tel que Vn > M(e), ls~- si <.3 pour i = 1,2. 

Alors on a lon- si< e donc limOn= s•. 
n-+oo 

De la même façon on montre que : 

D'après le lemme 2.5.2 lim t~ = t = T(s,s) pour i - 1,2 . C'est ce qu'il faut 
n-+oo 

démontrer. 

• 
Rappel: 

On rappele la définition de la régularité telle qu'elle a été définie dans le paragraphe 2.3 
de ce chapitre ( définition 2.3.2 ) : T sera dite régulière pour (Sn) si la suite d'intervalles 
(Tn) transformée de (Sn) parT vérifie Slim(Tn) = Slim(Sn)· 

Remarque: 

Dans ce paragraphe on travaille avec des suites d'intervalles (Sn) de segment-limite 
dégénéréS= s E IR, donc la régularité d'une transformation T pour (Sn) revient à dire 
que la suite d'intervalles (Tn) transformée de (Sn) parT est convergente au sens de Haus
dorff et sa limite c'est s. 

Définition 2.5.2 

Soit (Sn) une suite d'interoalles de segment-limite dégénéré S = s E IR et 
d'indice de stationnarité infini. On dit que la transformation T de (Sn) est contractante, 
si la suite d'intervalles (Rn) définie par : 

·{ T(sn, Sn+b ... , Sn+p)- S S . } , ;/; Rn= rn = ' Sn+i E n+i t = 0, ... ,p verzJ.e : 
Sn- S 
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Slim(Rn) c]- 1, +1[. 

2.5.3 Procédé ~2-Aitken 

Le procédé .62-Aitken est la transformation représentée par la fonction : 

(x,y,z) 1--+ 

IR 
x.z- (y)2 

z- 2.y+x 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E IR et 
d'indice de stationnarité infini vérifiant les hypothèses H etH'. Dn le rapport de différence 
de (Sn)· Alors on a la propriété suivante : 
Propriété 2.5.3 

Si 1 ~ Slim(Dn), alors la suite d'intervalles (Tn) définie par Tn = T(Sn x 
Sn+I x Sn+2) admet un segment-limite dégénéré et Slim(Tn) = lim (Tn) =s. 

n-oo 

Preuve. 

On a: 

x.z- (y)2 x- y 
T(x,y,z) = =x----"--

z- 2.y +x z- y --+1 
x-y 

Donc, 

T. {T( ) Sn- Sn+l S . } 
n = Sn, Sn+b Sn+2 =Sn - 1 - 1nt2-Bntl ' Sn+i E n+i 0 ~ ~ ~ 2 

'n±J-Bn 

{ 
Sn- Sn+l · } 

Tn = Sn -
1 

_ bn , Sn+i E Sn+i 0 ~ t ~ 2 . 

0 Sn- Sn+l , . T. S Sn- Sn+I 
n a tn = Sn -

1 
_ bn on peut ecnre que, n Ç n -

1 
_ Dn . 

segment-limite on a, 

s-s 
Slim(Tn) Ç s- 1- Slim(Dn). 

En passant au 

Or d'après les hypothèses 1 ~ Slim(Dn) donc Slim(Tn) = lim (Tn) =s. 
n-oo 

• 
Comme conséquence immédiate de cette propriété, on a le résultat suivant : 
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Proposition 2.5.4 

Soit (Sn) une suite d'interoalles de segment-limite dégénéré S = s E Dl et 
d'indice de stationnarité infini vérifiant les hypothèses H et H'. (Dn) suite de rapport 
de différences de (Sn)· Si 1 (j Slim(Dn), alors la transformation ~2-Aitken est régulière 
pour (Sn)· 

Théorème 2.5.2 

Soit (Sn) une suite d'interoalles de segment-limite dégénéré S = s E Dl et 
d'indice de stationnarité infini vérifiant les hypothèses H et H'. Si (Sn) est à convergence 
linéaire, alors on a : 

Le procédé ~2-Aitken est une contraction pour la suite d'interoalles (Sn) si et seule
ment si, pour toute suite réelle (sn) E (Sn), la suite réelle (W(iJ)(sn)) (où i,j = 1, 2} 
définie par : 

w<i,j)(sn) = 2!1~·->(sn) [!>~··>(sn)- !>~tn - (!>~··>(sn)- 1 r 
ne possède que des valeurs d'adhérence strictement négatives (i.e., Slim{W(i,i)(sn)} < 

0). 

où 
j 

( . ) Sn+l - S !1 J,. (sn) = __:...;.____ 
n Sn- S 

et 
i (i,j) sn+2 - S 

l>n+l = j 
Sn+l- S 

Preuve 

{ 
T(sn, Sn+b Sn+2)- S • } 

On pose Rn = rn = ' Sn+i E Sn+i z = 0, 1' 2 . 
Sn- S 

Pour Sn E Sn on a : 

= [r 1(sn), r 2 (sn)] 

où r 1(sn) = _qiln {r(i,j)(sn)} et r 2(sn) = max {r(i,j)(sn)} avec: 
I,J:1,2 I,J=l,2 

j 
, (. ) ) Sn+l - S 

ou !J 3•· (sn = et n Sn- S 

i (i,j) - sn+2 - s 
!Jn+I - j 

Sn+l- S 
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On a Rn= U R(sn), donc on a: 
•nESn 

Rn c]- 1, 1[ {:::::} 'Vsn E Sn, R(sn) c]- 1, 1[ 

{:::::} 'Vsn E Sn, -1 < r(iJ)(sn) < 1 pour i,j = 1,2. 

Et par conséquence on a : 

Slim(Rn) c]- 1, 1[ {:::::} 'Vsn E Sn, Slim(R(sn)) c]- 1, 1[ 

{:::::} 'V snE Sn, Slim{r<ïJl(sn)} c]- 1, 1[ pour i,j = 1, 2. 

Soit (sn) suite réelle telle que 'Vn E IN, Sn E Sn et soient i,j = 1, 2. Slim{r(i,j)(sn)} C 
] - 1, 1[ équivaut à: toute valeur d'adhérence de la suite (r(i,j)(sn)) est dans]- 1, 1[. Or 
toute valeur d'adhérence de (r(iJ)(sn)) est de la forme : 

(. ") (. ) ll(i,j) - ll(j,.) 
r ,.., = Il J,. 

'eU··>.e<ïJ)- 2.eu .. > + 1 

où f!(j,.) et f!(iJ) sont des valeurs d'adhérence respectivement des suites réelles (e!f··>(sn)) 
et (1!~~1). Or d'après la linéarité de (Sn) on a f!(j •. ).fl(iJ)- 2.f!(j,.) + 1 >O. Donc on a, 

r(i,j) < 1 {:::::} [ fl(j,.)] 
2 

- 2.f}(j,.) + 1 = ( fl(j,.) - 1) 2 > 0 

ce qui est toujours vrai car IJ(j,.) E [-1, 1[. 

r(i,j) > -1 {:::::} w<i,j) = 2.f}(j .. ). [e(j,.) -e(i,j)]- (e(j,.) -1) 2 < 0 

ceci équivaut à Slim{ w(i,j)(sn)} < O. 

Proposition 2.5.5 

• 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E IR et 
d'indice de stationnarité infini vérifiant les hypothèses H etH'. Si (Sn) est à convergence 
linéaire alors le rapport d'accélération (Rn) de la suite d'intervalles (Sn) par rapport au 
procédé .6.2-Aitken vérifie : 0 E Slim(Rn) 

Preuve. 

{ 
T(sn,Sn+t,Sn+2)- S S . } 

On pose Rn = rn = ' Sn+i E n+i ' = 0, 1' 2 . 
Sn- S 

Pour Sn E Sn on a : 
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= [r1(sn), r 2(sn)] 

où r 1 (sn) = .IJÙn {r(i,j)(sn)} et r 2(sn) = .IPax {r(i,j)(sn)} avec: 
IJ=l~ IJ=l~ 

j i 
, (. ) ( ) Sn+l - s (i,j) __ sn:;...+l-.:2~--s 

OU l]j_•· Sn = et l!n+I - j 
Sn- S Sn+l- S 

On a Rn= U R(sn)· Or toute valeur d'adhérence de (r(i,j)(sn)) est de la forme: 

(. ") (") fl(i,j)- fl(j,.) r a,J = fl J,. 
"l!(j •. ).fl(i,j)- 2.1](j,.) + 1 

où fl(i,.) et fl(iJ) sont des valeurs d'adhérence respectivement des suites réelles (flW··>(sn)) 
et (fl~~~). Or d'après la linéarité de (Sn) on a 0 fi Slim(En) (supposons par exemple 
que Slim(En) > 0) donc fl(j,.) > O. D'autre part fl(j,.) .fl(i,j) - 2.f](j,.) + 1 > 0 et (fl(i,i) -
fl(i,.)) change de signe suivant qu'on choisit par exemple (i,j) tel que fl(i,j) = fl1 ou bien 
l!(iJ) = f}2 , où f}1 et f}2 sont respectivement la borne inférieure et supérieure de Slim(En)· 
Slim(En) = [111 , 112], (u1 - l!(j,.)) ::; 0 et (g2 - l!(i,.)) ~O. Donc 0 E Slim(Rn)· 

• 
Exemples Numériques : 

Pour les exemples suivants, on construit la suite d'intervalles (Sn) par la 
donnée d'une suite réelle (sn) qui converge vers s et d'une précision 0 < ê < !· Sn = 
[s~, s~] est calculé par: 

La suite d'intervalles (Sn) converge vers S = s E m. Par construction l'indice de 
stationnarité N est infini. 

Dans nos programmes Rn= U R(x) sera approché par Rn= R(s~)UR(sn)UR(s!). 
zESn 

Exemple 2.5.1 

1 . 
On prend St = 0.9, Sn= 1 + 0.1 * (sn-l- 1)2 + 0.2 * (sn-l- 1) et ê =a· La suite 

d'intervalles (Sn) converge linéairement vers S = s = 1. Cet exemple montre que le 
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~2-Aitken est une contraction pour la suite d'intervalles (Sn)· 

Il interval 1 a b Il 

st 0.8730000000000000D + 00 0.9270000000000000D + 00 
Tt 0.9960380896895040D + 00 0.1013706244190672D + 01 
Et 0.1096165354330720D + 00 0.3298452054 794533D + 00 
Dt 0.8094558128005640D - 01 0.4357811198416050D + 00 
Rt -.1877567697352404D + 00 0.4232806363004883D - 01 

Sto 0.9999999391180790D + 00 0.9999999647525720D + 00 
Tto 0.9999999969500190D + 00 0.1000000009022860D + 01 
Eto 0.1157894706897204D + 00 0.3454545356042660D + 00 
Dto· 0.8571428170739900D- 01 0.4666666461346460D + 00 
RIO -.2559863435816530D + 00 0.6345577446483250D- 01 

Su 0.9999999878236160D + 00 0.9999999929505143D + 00 
Tu 0.1000000000000000D + 01 0.1000000000000000D + 01 
Eu 0.1157894740681200D + 00 0.3454545569083591D + 00 
Du 0.8571429278526254D- 01 0.4666667115804650D + 00 
Rn O.OOOOOOOOOOOOOOOOD + 00 O.OOOOOOOOOOOOOOOOD + 00 

Exemple 2.5.2 

Pour sn= e-n ete=~' on a (Sn) converge linéairement vers S = s =O. 

Cet exemple montre que le ~2-Aitken est une contraction pour la suite d'intervalles 
{Sn)· 

Il interval 1 a b Il 
St 0.3213706095844 763D + 00 0.4143882727584082D + 00 
Tt -.1544373329966300D + 00 0.3957874948861140D- 01 
E1 0.2853016072966660D + 00 0.4743586428375320D + 00 
D1 0.2098316235087752D + 00 0.6449708627019840D + 00 
Rt - .4805583596966533D + 00 0.9645968202006841D - 01 

Stoo 0.3249768675051440D- 43 0.4190383276990232D - 43 
T10o -.1561703503876283D - 43 0.4002288213352861D- 44 
Etoo 0.2853016072966660D + 00 0.4743586428375320D + 00 
Dtoo 0.2098316235087752D + 00 0.6449708627019840D + 00 
Rtoo -.4805583596966530D + 00 0.9645968202006844D- 01 

8190 0.2662864554842041D - 82 0.343360534 7101670D - 82 
Tt90 -.1279661822569250D - 82 0.3279480014506180D- 83 
E190 0.2853016072966660D + 00 0.4 7 43586428375320D + 00 
Dt90 0.2098316235087753D + 00 0.6449708627019840D + 00 
Rtoo - .4805583596966530D + 00 0.9645968202006840D- 01 
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Exemple 2.5.3 

1 
On prend St = 1, Sn = Sn-t - 0.005 * (sn-t)2 et e = 3' La suite d'intervalles (Sn) 

converge vers s d'une façon non linéaire. Cet exemple montre que le ~2-Aitken n'est pas 
une contraction pour la suite d'intervalles (Sn). En effet Vn E IN 1 E Rn. 

U interval 1 a b Il 
St o. 99833333333333340+00 0.10016666666666700+01 
Tt 0.4979204 7643530930+00 0.1 0094891450438700+01 
Et 0.99169712978369400+00 0.99831389816360600+00 
Dt 0.20036998712682300+00 0.48915059828092500+01 
Rt 0.49873930978153210+00 0.10078094626061910+01 

S2s 0.89107 523693584620+00 0.893 72984458503200+00 
T2s 0.44454484892730100+00 0.89993111094379400+00 
E2s 0.99258758035654800+00 0.99849718381107700+00 
D2s 0.20033304329697600+00 0.49030366705071300+01 
R2s 0.49887 597706915400+00 0.10069386363187200+01 

Sso 0.801428796078027 40+00 0.80357549505682840+00 
Tso 0.39991135588055520+00 0.80857118697068130+00 
Eso 0.99333211240453700+00 0.99864997880511600+00 
Dso 0.2003016485244613D+00 0.49126970267871810+01 
Rso 0.49898997841511410+00 0.1 0062168295879900+01 

2.5.4 Suites à convergence logarithmique 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite S = s E Hl et d'indice de 
stationnarité infini. Et soit (En) la suite d'intervalles de rapports d'erreurs de (Sn)· 

Définition 2.5.3 

x-y 
En= f(Sn+l X S X Sn) où f(x,y,z) = --. 

z-y 

Soit (Sn) une suite d 'interoalles de segment-limite S = s E m et d'indice de 
stationnarité infini. En le rapport d'erreurs de (Sn)· On dit que (Sn) est à convergence 
logarithmique si la suite d'interoalles (En) vérifie Slim(En) = 1. 

Remarque: 

On a voulu donner ici une définition de la convergence logarithmique de suites d'intervalles, 
généralisant celle de suites de nombres réelles. On se rend vite compte de la difficulté 
d'obtenir des propriétés théoriques, du fait que 1 peut appartenir à En. 
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Exemple: 

Considérons un ouvert 0 de Hl, un réelle s appartenant à cet ouvert, un 
intervalle So = [sà, s~] (sà < s~) inclus dans 0, une application f : 0 c m --. m de 
classe CP (lep qu'il faut ). 

On suppose que f vérifie : 

1: f(s)=s 

2: f'(s) = 1 

3 : J' ne s'annule pas dans 0 

4 : /' admet un minimum local en s 

( (3) et ( 4) ) ==:::} ( f est strictement croissante sur l'ouvert O. ) 

( (2) et ( 4) ) ==:::} ( J' < 1 sur un côté de s dans O. et J' > 1 de l'autre côté ). 

( On veut dire par un côté de s dans O. l'un des deux ouverts suivants : 0 1 = {x E 
0 tel que x < s} ; 0 2 = {x E 0 tel que x > s} ). 

On va choisir S0 inclus dans le côté des où J' < 1. On va supposer en plus que les 
extrémités de l'intervalle S0 = [sà, s~] vérifient s~ < f(sà). 

Construisons maintenant la suite d'intervalles, (Sn) définie par : 

So = [s~, s~] 
Sn+l = J(Sn) 

On suppose que f et S0 vérifient les hypothèses précédents. f croissante, donc . 
Sn+I = f(Sn) = f([s~, s!]) = [f(s~), f(s!)] (s~+I = f(s~) et s!+I = f(s!)). 

L'hypothèses~ < J(sà) = s~ nous permêt d'avoir Sn n Sn+t =0et s f/. Sn. On a alors 
(s~) et (s!) convergent logarithmiquement vers s [9], Slim(Sn) = lim (Sn) = S = s E Hl 

n-+oo 
et on peut énoncer le lemme suivant: 

Lemme 2.5.3 

Slim(En) = [1, 1] = 1. 

Preuve. 

f est croissante et s~ < f(s~) = s~ donc f(s~) = s~ < f(sD = s~ et par 
reccurence on a, Vn E IN s~ < s!+I, c'est à dire Sn < Sn+I. 
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En = [.IPin { l'~,j) }, ,qtax { e~,j) }] 
1 1J=1,2 I,J=1,2 

On a: 

s2 
- s ()(1,2) = ntl 

n s1- s 
n 

( s - s~ > s - s!) 

Donc on a: 

et 

min {e<ï,;)} = min {e<1,2) l'~2,2)} = l'~1,2) 
i,j=1,2 n n ' 

max {e(i,j)} =max {e<t,1) l'~2,1)} = l'~2,t). 
i,j=1,2 n n ' 

Donc E = [n<1•
2> n<2

•1>] n c:-n 't:'n · 

Montrons que Slim(En) = 1 : 

Pour cela il faut montrer que : 

Slim {e<1•2>} = lim (e<1•2)) = 1 n n-oo n 

et 

Slim {e<2.1>} = lim (e<2•1>) = 1. n n-oo n 

2 
(1 2) sn+1- s 

l'n' -
s1 - s n 

s!tl - s s!- s s!_1 - s 
- s 2 - s · s2 

1 - s · s1 - s n n- n 

La suite (s!) est à convergence logarithmique donc : 

s2 s s2 - s lim n+I - - lim n = 1. 
n-oo s2 - s n-oo s2 1 - s n n-

2 

On pose, v~1 •2 > = 8n;t- 8 
pour n?: 1, on a alors Slim(e~1 •2>) = Slim(v~1 •2>). 

sn- s 

54 



s2 -s 
\:ln E IN, (><1•2> = n+l < 1 ==> Slim(L><n1•2>) =5 1 n s1- s 

n 
et 

s2 - s 
\:ln E IN, v<1•2> = n-1 > 1 ==> Slim(vi1•2>) ~ 1. n s1- s 

n 

D'où Slim(L>~1 •2>) = 1. 

D'autres parts : 

1 
(21) 8 n+1 - 8 

l>n' - s 2 - s n 

1 2 - sn+1 - s sn+1 - s 
- 2 • 2 • 

Sn+1- S Sn- S 
1 

Posons u<2•1> = sn+1 -
8 

on a n<2•1> = u<2•1> n<2•2> Or lim (n<2•2>) = 1 donc Slim(n<2•1>) = n s2 - s, c::n n •c::n . n-oo c::n , C::n 
n+1 

Slim(u!;·1>). 

s1 
- s 

\:ln E IN, (><2•1) = n+I < 1 ==> Slim(l>(n2•1>) =5 1 
n s2- s 

n 
et 

s1 
- s 

\:ln E IN, u~2 •1 > = ;+l ~ 1 ==> Slim(u~2 • 1 >) ~ 1. 
Sn+1- S 

Donc S/im(L>~2 • 1 >) = 1. On en conclus que Slim(En) = lim (En) = 1. 
n-oo 

• 
Comme conséquence directe de ce lemme, on énonce la proposition suivante: 

Proposition 2.5.6 

La suite d'intervalles construite par Sn+I = J(Sn) et S0 E S(ffl) ( f et S0 

vérifiant les hypothèses précédents) est à convergence logarithmique. 

2.5.5 Suites d'intervalles plus fines et plus larges 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite S = s E met d'indice de 
stationnarité infini. 

Définitions 2.5.4 

1: On dit qu'une suite (Tn) E S(ffl) est plus fine que (Sn) si on a : \:ln E 
IN, Tn c Sn. 
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2: Une suite (Tn) E S(IR) sera dite plus large que (Sn) sz on a Vn E 
IN, Sn c Tn. 

Proposition 2.5. 7 

Une suite (Tn) E S(IR) plus fine que (Sn) est elle même convergente et 
lim (Tn) = lim (Sn)= s. 
n~oo n~oo 

Preuve . . 

Vn E IN, Tn Ç Sn => Slim(Tn) Ç Slim(Sn) = lim (Sn)= s 
n-oo 

• 
Remarque: 

Si l'indice de stationnarité de (Sn) est infini, alors l'indice de stationnarité de toute 
suite plus fine est infini. 

Proposition 2.5.8 

Supposons que (Sn) soit à convergence linéaire, alors toute suite (Tn) plus fine 
est elle même à convergence linéaire. 

Preuve. 

Soient En et E~ les rapports d'erreur respectivement de (Sn) et (Tn)· On a alors : 

Vn E IN, Tn Ç Sn => Vn E IN, E~ Ç En 

Donc Slim(E~) Ç Slim(En)· De la même façon, si on considère Dn et D~ les rapports 
de diffèrence respectivement de (Sn) et (Tn), on a Slim(D~) Ç Slim(Dn)· (Sn) est à 
convergence linéaire, donc 0 f/ Slim(En) Ç [-1, 1[ et Slim(Dn) Ç [-1, 1[, ce qui sera 
aussi vrai pour (E~) et (D~). Donc (Tn) est elle même à convergence linéaire. 

• 
Proposition 2.5.9 

Soit T une transformation de suites d'intervalles. Si T est une contraction 
pour une suite plus large que (Sn), alors T est une contraction pour (Sn)· 

Preuve. 
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Soit (Sn) une suite plus large que (Sn), (Rn) son rapport d'accélération par rapport 
à T, On a: 

=::::} Vn E IN, Slim(Rn) Ç Slim(Rn)· 

Supposons queT est une contraction pour (Sn), alors on a Slim(Rn) C] -1, 1[. Donc 
on en déduit que Slim(Rn) Ç]- 1, 1[. 

• 
Proposition 2.5.10 

Soit T une transformation de suites d'intervalles telle que T est une contrac
tion pour (Sn)· Alors il existe une suite d'intervalles (Sn) plus large que (Sn) telle que T 
est une contraction pour (Sn)· 

Preuve. 

T: (Sn x Sn+t x ... x Sn+,) x (Z~ x z: x ... x Z!) c (JRP+1 x JKl) --+ m 
1Pn,11 =Sn x Sn+t x ... x Sn+p et 7Zn,q = Z~ x Z~ x ... x Z~. 

Considérons la fonction r définie par : 

r : /P. x 7L. c m_p+I x mq --+ m n,p n,q 

( ) 
T(sn,p' Zn,q)- S 

1----+ r Sn.,, Zn q = · 
,. ' Sn- S 

La suite (Rn) représentant le rapport d'accélération de (Sn) est donnée par : 
r(ff>n,p X 7Zn,q)· 

Tune contraction pour (Sn) donc Slim(Rn) C]-1, 1 [,ce qui est équivalent à l'existence 
d'un rang M tel que, pour tout n ;::: M Rn c]- 1, 1[. 

Pour n ;::: M on a : 

Rn= r(ff>n,p x 7Zn,q) C] -1, 1[. Donc si on note par 0 C JRP+q+1 l'ouvert r-1 (] -1, 1[), 
on a. ff>n,p x 7Zn,q est un compact inclus dans O. 0 est ouvert donc il existe (Sn) telle que 

La suite (Sn) est plus large que (Sn) et vérifie : 
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l 

Rn= r(IPn,p X ~n,q) C Rn= r(IPn,p X ~n,q) Cr( 0) Ç)- 1, 1[. 

Donc Slim(Rn) Ç Slim(Rn) c]- 1, 1[. Donc Test bien une contraction pour (Sn)· 

• 
Conclusion : 

Si on impose dans la théorie de contraction de suites d'intervalles de segment
limite dégénéré et d'indice de stationnarité infini donnée dans ce chapitre à la suite 
d'intervalles (Rn) de rapport d'accélération de converger au lieu d'admettre seulement 
un segment-limite, alors on obtient une généralisation de l'accélération de convergence 
de suites scalaires ( [3) et [4) ) au cas de suites d'intervalles. Mais dans ce cas là la 
généralisation est limitée car on restreint le problème en imposant à (Rn) de converger. 

D'un autre côté on peut voir cette théorie comme une généralisation au cas de suites 
d'intervalles du concept de contraction défini par C. BREZINSKI en 1989 dans [5). 

Les résulats donnés pour la notion de suites plus fines et de suites plus larges, nous 
permettent de remarquer que le concept de contraction est quelquefois plus pratique à 
appliquer pour une suite plus fine. 
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Chapter 3 
# # 

PROCEDES STANDARD 
# # 

D'ACCELERATION DE LA 
CONVERGENCE 

Dans ce chapitre on donne une généralisation des procédés standards n°1 et 
n°2 de GERMAIN-BONNE, voir [7]. 

Dans tous les résultats de ce chapitre, on prend (Sn) une suite d'intervalles de segment
limite dégénéré S = s E m et d'indice de stationnarité infini. 

Pour les mêmes raisons que dans le chapitre précédent, dans ce chapitre on suppose 
que (Sn) vérifie les hypothèses H et H' suivantes : 
Hypothèses : 

H : 'Vn E IN, Sn n S =0( i.e., s f/. Sn ). 

H '.· vn E IN, S n S -0 V n n+i- pour i = 1, 2. 

3.1 Généralisation des procédés standards n°1 et 
n°2 

3.1.1 Notations et définitions 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E m et 
d'indice de stationnarité infini. Soit T une transformation de la suite d'intervalles (Sn), 
représentée par (on reprend les notations du paragraphe 3 du chapitre précédent) : 

T: IPn,p x Zln,q c g+q+t --+ m (continue) 
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_ _, 

telle que la suite (Tn) transformée de (Sn) par la transformation T et définie par : 

T sera dite régulière si t = s (c'est la même définition que celle du chapitre précèdent 
). 

Définissons : 

où Sn,J>+I E IPn,p+I =Sn x Sn+l x ... x Sn+p x Sn+p+l et Zn,q E En,q = z~ x z~ x ... x z~. 
Sn+l,p E IPn+l ,p et Sn,p E IPn,p sont donnés par la relation : 

= (sn, Sn+I,p) E Sn X IPn+l,p• 

On pose, Cn = c(IPn,p x En,q) et Bn = b(IPn,p+I x En,q x En+I,9 ). On construit ainsi 
deux suites d'intervalles ( Cn) et ( Bn) . c, a et b sont associés à la transformation T qui les 
défini. 

Remarque: 

Cn = R;;1 = { Cn = r;;1 
; rn E Rn} où Rn est l'intervalle rapport d'accélération 

défini dans le chapitre précédent. 

Définition 3.1.1 

1 : La transformation Test une contraction pour la suite d 'intervalles (Sn) 
sz Slim(Rn) c]- 1, +1[. 

2 : La transformation T garde la convergence de la suite d 'intervalles (Sn) 
st Slim(Cn) =CE S(IR) et 0 ft C. 
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3 : La transformation T garde la vitesse de convergence de la suite d'intervalles 
(Sn) si T garde la convergence de (Sn) et de plus Slim(Bn) =BE S(JR) avec 1 E B. 

Notations : 

On note 7l't{(Sn)}, l'ensemble des transformations T qui gardent la conver
gence de (Sn)· Et 71'2{(Sn)}, l'ensemble des transformations T qui gardent la vitesse de 
convergence de (Sn)· 

3.1.2 .Procédé standard n°1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E Dl et 
d'indice de stationnarité infini. Et soit T : IPn,~ x ZZn,q c JR?+q+l --+ m u~e transfor
mation de (Sn) telle que la suite d'intervalles (Tn) transformée de (Sn) par T admet un 
segment-limite dégénéré lE Dl. Définissons : 

Sn- S 
- -=------:: 

T(sn,JI' Zn,q) -l 

- T( Sn+I,JI' Zn+I,q) - T( Sn,p' Zn,q) 

b-( ) _ a( Sn,p+b Zn,q, Zn+l,q) Sn ,J>+}, Zn,q, Zn+ 1 ,q - ---'-_..;.:..-:-----'"'---:-'-....:..:..;.. 
c( Sn,p' Zn,q) 

On pose, Cn = c(IPn,p '!- ZZn,q) ~t Ên = b(IPn,p+I x ZZn,q x Zn+I,q)· On construit ainsi 
deux suites d'intervalles (Cn) et (Bn)· 

On suppose queTE 7l't{(Sn)}. C'est à dire, Slim(Cn) = C = [cl,c2] ~O. On pose: 

c' = ICI= [c'\ c12
]. 

Soit T la Transformation de (Sn) définie par : 

T : IP x 7L x zq+I c JR?+9+2 --+ m n,p n,q n 
(sn,,, Zn,q, z:+l) 1---+ tn =Sn- z:+1(T(sn,p, Zn,q)- i) 

où 'Vn E IN, Z!+l = C et l = Slim(Tn) = lim (Tn) E m. 
n-+oo 

Proposition 3.1.1 (Procédé standard n°1 ) 

La transformation T définie ci-dessus est régulière pour (Sn) et on a : 

T est une contraction pour (Sn) si et seulement si c12 - C'1 < c11 (i.e., la longueur de 
1 'intervalle C' est inférieure à la distance qui le sépare de 1 'origine ) . De plus 0 appartient 
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au segment-limite de la suite d'intenJalles rapport d'accélération (i.e., 0 E Slim(Rn) ). 

Preuve. 

Régularité de T : 

On T {t S Zq+1(T-(s ~- ) t-) · (s z ) E ID x 177 et z9+1 E Z9+1 = C-} a = n = n - n n,p, -n,q - ' n,p, n,f ~ n,p LLJn,q n n 

donc: 

En passant au segment-limite on a: 

Slim(Tn) C Slim(Sn)- C.(Slim('Î'n)- Ï) = {s}. 

Donc Slim(Tn) = t = s, d'ou la régularité de T. 

Contraction : 

Soit (Rn) la suite d'intervalles de rapports d'accélération de (Sn) par rapport à la 
transformation T : 

D-{ _T(sn,p,Zn,q,z~+l)-s '( +1) lP '77 c-} 
.ll.n - rn - ou Sn,pl Zn,ql z~ E n,p x LLJn,q x 

Sn- S 
avec Sn= p1(sn,11 ) où Pt est la première projection (P1(xo,Xt, ... ,x,)= xo). 

1 - -T(snn,Znq,z~+ )-s q+1T(snp,Znq)-t d . 
On a rn= ,,.. ' = 1- zn ' ' , one en passant aux m-

Sn- S Sn- S 
tervalles on a : 

Rn = 1- z~+1 .Rn 

= 1- c.ïln 

c - 1 
= 1 - -=- ( car Rn = -=-). 

Cn Cn 
En passant au segment-limite on aura: 

c 
Slim(Rn) = 1 - -

Slim(Cn) 

c 
= 1- -=· c 
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j 

On peut diviser par (On) au moins à partir d'un certain rang, car 0 ft Slim(On) = 0 
et donc 0 ft On à partir d'un certain rang. 

Slim(Rn) 
0 = 1--= c 

= 1 - :g: ( car 0 ~ ë). 

Donc on a: 

= [(fi- ë
12 ët2- (!Il 

cil ' ël2 • 

ll est évident que 0 E Slim(Jln). D'autres parts on a: 

ët2 - cil ~,1 o . . c-, o ë'2 < 1 <==> -c < , ce qm est vrai car > . 

~n ët2 
c ; > -1 <==> cl2- ë'l < cn. 

Donc (Slim(Rn) c]- 1, 1[) <==> (ë12 - ë11 < ë11 ). C'est ce qu'il faut démontrer . 

• 

3.1.3 Procédé standard n°2 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E IR et 
d'indice de stationnarité infini. Et soit 'Ï' une transformation de (Sn) telle que 'Ï' E 
1l'2{{Sn)}. C'est à dire : 

'Ï' : 1Pn,p x 7Ln,q C JRP+q+I ---+ IR avec Slim(On) - 0 = [el, ë2] ~ 0 et il existe 
a, /3 E m+ tels que Slim(Ên) = B = [1- a, 1 + {3]. 

Soit T la transformation de (Sn) définie par : 

T : 1Pn,p+1 X 7Ln,q X 7Ln+l,q C IRP+2q+2 
---+ IR 
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Proposition 3.1.2 (Procédé standard n°2 ) 

La transformation T définie ci-dessus est régulière pour (Sn) et on a : 

T est une contraction pour (Sn) si et seulement si o., fJ < 1. De plus 0 appartient au 
segment-limite de la suite d'intervalles rapport d'accélération (i.e., 0 E Slim(Rn.) ). 

Preuve. 

Régularité de T : 

Donc T(sn,P+b Zn,q' Zn+t,q) = Sn - (sn+l - sn).b(sn,p+l' Zn,q, Zn+t,q)· D'où en passant 
aux intervalles on a : 

Tn C Sn- (Sn+l- s).Bn, et en passant au segment-limite on a: 

Slim(Tn) C Slim(Sn)- (Slim(Sn)- s) .Slim(Bn)· 

Or Slim(Sn) = lim (Sn) =sE IR et Slim(Bn) =BE S(JR) (i.e., B est un intervalle 
n-oo 

fini ), donc Slim(Tn) = lim (Tn) = t =s. D'où la régularité de T. 
n-oo 

Contraction : 

T(sn,p+t,Zn,q,Zn+l,q)- S _ 1 _ b-( ) 
Sn _ 

8 
- Sn,p+l' Zn,q' Zn+l,q · 

Donc (Rn.), la suite d'intervalles de rapports d'accélération de (Sn) par rapport à 
la transformation T, peut s'écrire : Rn = 1 - En. En passant au segment-limite on a 
Slim(Rn.) = 1 - Slim(Ën)· Or Slim(Bn) = [1 -o., 1 + ,8], o., fJ e JR+, donc Slim(Rn) = 
1 - [1 -o., 1 + {J] = [-,8, o.]. Donc on a contraction si et seulement si o., ,8 < 1. 

• 
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3.2 Le procédé ~2-Aitken 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite S = s E IR et d'indice de 
stationnarité infini. Et soit T la transformation de (Sn) d~finie par : 

T : Sn x Sn+t c IR2 
---+ IR 

(sn, Sn+l) ~ln= Âsn = Sn+l- Sn 

Remarque: 

Pour la transformation T, p = 1 et q =O. C'est à dire on utilise deux termes successifs 
de la suite (Sn) sans suites auxiliaires. 

Propriété 3.2.1 

La suite d'intervalles (Tn) définie par Tn = T(Sn x Sn+l) est convergente et 
lim (Tn) = l = O. 

n-oo 

Preuve. 

Tn = T(Sn X Sn+l) = Sn+l -Sn. En passant au segment-limite on a, Slim(Tn) = 
Slim(Sn+l) - Slim(Sn)· Or Slim(Sn+l) = Slim(Sn) = lim (Sn) = s E IR, donc 

n-oo 

Slim(Tn) = lim Cfn) = l =O. 
n-oo 

• 
Remarque: 

La suite d'intervalles (Tn) possède un indice de stationnarité infini ( i.e., Vn E IN, t = 
0 ~ Tn ). . 

En effet, d'après l'hypothèse H' on a : Vn E IN, Sn n Sn+t =0. Donc Tn = Sn+t -Sn 
ne contient pas zéro et ceci pour tout nE IN. 

Proposition 3.2.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite S = s E IR et d'indice 
de stationnarité infini. Si la suite d'intervalles (Sn) est à convergence linéaire, alors la 
transformation T est dans 1l'2{(Sn)}. 

Preuve. 

Pour la transformation T on a : 
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c(sn,Sn+I) 
Sn- S 

-
T(sn, Sn+I)- 0 

Sn- S 
-

Sn+l- Sn 

êi(sn, Sn+b Sn+2) 
Sn+l -Sn 

-
T( Sn+l, Sn+2) - T( Sn, Sn+l) 

1 
-

Âsn+l 
-1 

Âsn 

b(sn, Sn+b Sn+2) 
â(sn, Sn+l' Sn+2) 

c(sn, Sn+I) 

en -1 
-

Ôn -1 

- (1- en) 2 

- enen+l - 2en + 1. 

Les suites d'intervalles (ën) et (Bn) sont données par, ën = c(Sn x Sn+d et Bn = 
b(Sn X Sn+l X Sn+2)• 

Pour montrer queTE 1f2 {(Sn)}, il faut et il suffit de voir que Slim(ën) = ë E S(ffl) 
et Slim(Bn) = B E S(ffl) avec 0 ft ë et 1 E B. 

1: Montrons que Slim(ën) existe et ne contient pas 0: 

et 
- 1 . - - 1 
Cn =En_ 1 ==? Slzm(Cn) = C = Slim(En) _ 1 (1ft Slim(En)). 

D'après la convergence linéaire de la suite d'intervalles (Sn), on a 1 ft Slim(En) donc 

Slim( ën) = ë = Slim(~n) _ 
1 

est un intervalle fini, et il est clair que 0 ft ë. 

2 : Montrons que Slim(Bn) = B existe et 1 E B : 

- en- 1 - En -1 
b(sn,Sn+1,Sn+2) = Ôn _ 1 ==} Bn Ç Dn _ 1 

Donc en passant au segment-limite on a : 
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sr (B ) = iJ c Slim(En)- 1 
tm n - Slim(Dn) - 1 · 

Or 1 ft Slim(Dn), donc Slim(Bn) = iJ est un intervalle fini. 

Montrons maintenant que 1 E Slim(Bn) : 

0 b
- (1 - en)2 

, Sn+J - S Sn+2 - S 
n a n = ou en = et en+t = ---

enen+t - 2en + 1 Sn- S Sn+J - S 

1 -b. en(en+t -en) D' ' 1 1" ' "t' d (S ) 2 1 0 - n = 
2 1

. apres a mean e e n , Vn = enen+l - en+ > 
enen+t - en + 

et Slim(vn) > 0, on a aussi 0 ft Slim(En) donc à partir d'un certain rang (en) garde 
un même signe. Or la suite (Un) définie par Un = en+t - Un admet u' = e' - e1 et 
u" = e" - e2 comme valeurs d'adhérence (Slim(En) = [e1 , g2]), où e' et e" sont deux 
valeurs d~adhérence de (en+tJ ( e' e~ e" E [e1 , e2] ), donc u' ~ 0 et u" $ O. Par conséquent 
0 E 1 -B. Donc 1 E Slim(Bn) =B. 

• 
Remarque: 

1 E Slim(Bn) = iJ, donc il existe a, (3 E m+ tels que Slim(Bn) = iJ = [1 -a, 1 + ,B]. 

Théorème 3.2.1 

Soit (Sn) une suite d'interoalles de segment-limite S = s E Dl et d'indice 
de stationnarité infini. Posons w(sn,Sn+t,Sn+2) = 2en.(en- en+t)- (en- 1)2 où en = 

Sn+J - s et en+t - Sn+2
- s, (Wn) est la suite d'interoalles définie par Wn = w(Sn x 

Sn- S Sn+l- S 
Sn+l X Sn+2)· 

Si la suite d'interoalles (Sn) est à convergence linéaire, Alors le ~2-Aitken est une con
traction pour (Sn) si et seulement si Slim(Wn) = W <O. De plus 0 E Slim(Rn). 

Preuve. 

(Sn) E LIN, donc la transformation T : (Sn, Sn+J) t---+ ~sn = Sn+J - Sn ap
partient à 1f2{(Sn)}, ceci d'après la proposition précédente. D'après le procédé standard 
n°2 on a; 
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où ~Sn= Sn+l- Sn et ~2sn =~(~sn)= Sn+2- 2sn+l +Sn (T n'est que le ~2-Aitken), 
est une contraction pour (Sn) si et seulement si Slim(Ên) = Ê = [1 - o, 1 + ,8] avec 
o, ,8 < 1 . On pose : 

!'n!'n+l - 2!'n + 1 
Sn+t-S Sn+2-s 

où !'n = et !'n+l = _;____ 
Sn- S Sn+I- S 

On pose Ên = b(Sn X Sn+I X Sn+2)· TE 1/'2{(Sn)}, donc 1 E Slim(Ên) = Ê, il existe 
alors o, ,8 E m:+ tels que Slim(Ën) = Ë = [1- a, 1 + ,8]. Test une contraction pour (Sn) 
si et seulement si a, ,8 < 1. 

- !'n ( !'n+l - l?n) 
1 - b(sn, Sn+J, Sn+2) = 

2 
. 

l?n l?n+l - l?n + 1 

D'après la linéarité de (Sn), Slim( Vn) > 0 où Vn = l?nl?n+t- 2l?n + 1. 

l?n(l?n+I-l?n) <1....._.__....(nn-1)2 >0 . tt. . SI ' (E) ~ e: ce qm es OUJOurs vrai car tm n C . 
!'n!'n+l - 2!'n + 1 

[-1, 1[. 

l?n(l?n+I - l?n) 2 ( ) ( )2 
2 1 

> -1 <:::=> l?n· l?n- !'n+l - l?n- 1 <O. 
!'n!'n+l - l?n + 
0 ( ) ( ) ( )2 , Sn+I - S 

n pose W Sn, Sn+l' Sn+2 = 2!'n· l?n- !'n+l - l?n- 1 OU l?n = et l?n+l = 
Sn- S 

Sn+ 2
- s. Soit (Wn) la suite d'intervalles définie par : Wn = w(Sn x Sn+I x Sn+2)· Alors 

Sn+l- S 
on a, 

( 1 - Slim(Ên) = [-,8, a] c]- 1, 1 [) <===> (Slim(Wn) = W < 0) 

• 
Remarque: 
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On retrouve à partir du procédé standard n°2, le théorème (3.2.1) de contrac
tion pour le ~2-Aitken, équivalent à celui obtenu par la méthode directe au chapitre II 
(théorème 2.5.2). 

3.3 Le 82-algorithme 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E Hl et 
d'indice de stationnarité infini. On suppose que (Sn) vérifie les hypothèses H et H' 
définies au début de ce chapitre. On note 'Î' la tranSformation représentant le procédé 
Â 2-Aitken définie par : 

Soit Z la transformation qui donne le 0 2-Algorithme représentée par : 

( ) 
Sn- 'Î'(sn, Sn+b Sn+2) 

Sn' Sn+ 1 ' Sn+ 2' Sn+3 t----t Zn = Sn + -::~.,.-------_;,_--::~,....:-..;____.:_....:.,_ ____ ' 
T(sn+J,Sn+2,Sn+3)- T(sn,Sn+J,Sn+2) _

1 
Sn+l- Sn 

Le 0 2-Algorithme du initialement à LUBKIN [10), a été redécouvert et étudié 
par de nombreux auteurs: BREZINSKI [3), CORDELLIER [6), GERMAIN-BONNE [7) ... 
Ce procédé à la particularité d'accélérer les suites de nombres réels à convergence linéaire 
et en outre certaines suites de nombres réels à convergence logarithmique. 

On pose: 

Sn- S 

Sn+l- Sn 'Î'(sn,Sn+bSn+2)- S 

- 'Î'(sn+t,Sn+2 1 Sn+3)- 'Î'(sn,Sn+J,Sn+2) Sn- S 

On co~struit deux suites d'intervalles ( ên) et ( Ên) définies par : "Vn E IN, 
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Bn = b(Sn X Sn+l X Sn+2 X Sn+3)· 

Soient les hypothèses Hb H 2 et H3 définies par : 

• H1: Slim(ên) = ê ~ 0 

• H2 : Slim(Ên) = Ê 3 1 et 0 rf_ Ê 

--1 -• H3: c nn =0. 

Remarque: 

L'hypothèse H1 est 1 'équivalent dans le cas scalaire de lim (Sn - s) = c =f O. L'hypothèse 
n-+oo tn-t 

H 2 est l'équivalent dans le cas scalaire de lim (Sn - s) = lim (n+l -Sn) = c # O. Et en 
n-+oo in - t n-+oo tn+l - in 

fin l'hypothèse H 3 est l'équivalent dans le cas scalaire de lim (n+t -Sn) =a '=f 1, voir [7] 
n-+oo tn+l - in 

( attention! dans cette remarque c et a sont deux nombres réels et n 'ont rien à voir avec 
le cet le a correspondant à une transformation T donnée, définis au début de ce chapitre). 

D'après la définition de 1!'2 { (Sn)} au début de ce chapitre on a la proposition 
suivante: 
Proposition 3.3.1 

D'après les définitions de ê et de b ci-dessus on a : 
Proposition 3.3.2 

Proposition 3.3.3 

Preuve. 

~ ~ ~ 1 
En effet si (Sn) E LIN alors 0 E Slim(Rn) =RE S(Ul), et donc C ..:... -= = [-oo, oo] rf. 

. R 
S(Ul). D'où la contradiction avec l'hypothèse H1 • 

• 
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Proposition 3.3.4 

{(Sn) vérifie H1 } ===> ( 'Î' est régulière pour (Sn) ). 

Preuve. 

On suppose que (Sn) vérifie Hh alors on a: 

.. Sn- S ..... Sn- S 
c(sn,Sn+t,Sn+2) = T( ) ===> T(sn,Sn+J,Sn+2)- s = .. ( )' .· 

Sn, Sn+l, Sn+2 - S C Sn, Sn+l, Sn+2 

Remarquons qu'on peut diviser par ê(sn,sn+l,sn+2) au moins à partir d'un certain 
..... ..... Sn -s 

rang car d'après H 17 0 ~ Slim(Cn)· Donc on a, (Tn- s) Ç Ôn . Ce qui donne en 

passant au segment-limite: 

(Slim(f: ) - s) C Slim(Sn)- s = {0}. 
n - Slim(Cn) 

D'où Slim('Î'n) = lim ('Î'n) = i = s, c'est à dire que 'Î' est régulière pour (Sn)· 
n ..... oo 

( ) 
, Sn+l - S 

Posons V Sn, Sn+b Sn+2 = ~n~n+I- 2~n + 1 ou ~n = . 
Sn- S 

suite d'intervallès (Vn) par : Vn = v(Sn X Sn+I X Sn+2)· 
On a alors la proposition suivante : 

Proposition 3.3.5 

Supposons que 0 tt Slim(En)· Alors on a : 
{(Sn) vérifie l'hypothèse HI)===> (0 E Slim(Vn)). 

Preuve. 

Vn E IN, 
Vn = v(Sn x Sn+I x Sn+2)· 

• 

On définit la 

La condition 0 tt Slim(En) nous donne 0 E Slim(Un), en effet u(sn,sn+t,Sn+2) -
~n(~n+I-~n) où (~n) garde un même signe à partir d'un certain rang, par contre (!:ln+I-~n) 
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change de signe à l'infini. Or si on suppose que 0 rf. Slim(Vn), on aura 0 E Slim(Ôn)· Ce 
qui est contradictoire avec H1 • 

La proposition ci-dessus nous permet de montrer le résultat suivant : 
Proposition 3.3.6 

Supposons que 0 rf. Slim(En)· Alors on a : 
{(Sn) vérifie l'hypothèse HI) =9 (1 E (Slim(En) U Slim(Dn)]). 

Preuve. 

{ 
Sn+2 - Sn+l ) } Dn = f!n = tel que (sn, Sn+b Sn+2 E Sn X Sn+I X Sn+2 . 
Sn+l- Sn 

On peut écrire 6n = f!n· f!n+I -
1
1

. Supposons que 1 rf. (Slim(En) U Slim(Dn)] : 
f!n-

• 

1 rf. Slim(Dn) ===> (6n- 1) garde un même signe à l'infini suivant que Slim(Dn) > 1 
ou Slim(Dn) < 1. 

6n _ 1 = f!n·f!n+I - 2.f!n + 1 
f!n- 1 

Or 1 rf. Slim(En), donc (en- 1) garde lui aussi un même signe à partir d'un certain 
rang. On peut conclure donc v( sn, Sn+b Sn+2) = f!nf!n+I - 2.f!n + 1 garde un même signe 
à partir d'un certain rang (i.e., 0 rf. Slim(Vn) ). Ceci contredit la proposition précédente 
qui affirme qu'au contraire on a 0 E Slim(Vn)· 

• 

Remarque: 

La proposition 3.3.6 nous permet de voir un résultat plus général que celui donné par 
la proposition 3.3.3. 

Considérons la transformation T définie par : 

T : Sn x Sn+I x Sn+2 c Hf --+ IR 
t--+ tn =Sn- T(sn, Sn+b Sn+2)· 
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Proposition 3.3. 7 

H1 ===? (Tn) est convergente et lim (Tn) = t = O. 
n-oo 

Preuve. 

Tn ={sn- T(sn,Sn+hSn+2) tel que (sn,Sn+J,Sn+2) E Sn X Sn+l X Sn+2} Ç Sn- Tn 

donc Slim(Tn) Ç Slim(Sn)- Slim(Tn) = 0, car d'après la régularité de T ( proposition 
3.3.4 ) Slim(Sn) = Slim(Tn)· D'où Slim(Tn) = lim (Tn) = t =O. 

n-oo 

Propriété 3.3.1 

Si (Sn) vérifie l'hypothèse H11 alors on a : 

1 : L'indice de stationnarité de (Tn) est infini. 
2 : L'indice de stationnarité de (Tn) est infini. 

Preuve. 

Il suffit de montrer (1), car (1) ===? (2) (en effet Tn Ç Sn- Tn)· 

Montrons ( 1) : 

• 

Supposons que l'indice de stationnarité N de (Tn) est fini, alors Vn 2:: N, s E Tn. Donc 
pour chaque n 2:: N, 3(sn,sn+bsn+2) E Sn X Sn+l X Sn+2 tel que T(sn,sn+bsn+2) = s, 
donc Sn- s = ê(sn,Sn+t,Sn+2)· (T(sn,Sn+bsn+2)- s) =O. Donc on aurait l'indice de 
stationnarité de (Sn) est fini, ce qui contredit les hypothèses de ce chapitre. 

• 
Proposition 3.3.8 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s E IR et 
d'indice de stationnarité infini. Si (Sn) vérifie H 17 H2 et H3 , alors la transformation T 
définie par : 

T : Sn x Sn+t x Sn+2 c F --+ IR 
1----+ tn =Sn- T(sn, Sn+b Sn+2)· 

garde la vitesse de convergence de (Sn) (i.e., TE 1f2{(Sn)}). 

Preuve. 
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Posons: 

et 

On considère les suites d'intervalles (Cn) et (Bn) définies par: 

Pour montrer queTE 71'2{(Sn)}, il faut et il suffit de montrer que: 

{ 
1: Sl~m(Cn) = C ~ 0 
2: Slzm(Bn) = B 3 1 

1 : Montrons que Slim( Cn) = C ~ 0 : 

1 

-
1

_ T(sn,Sn+I,sn+2)- S 
Sn- S 

1 

= 1- ê-1(sn,sn+bsn+2)" 

En passant aux intervalles on aura, Vn E IN : 

Cn = 1 ~ -
1 ~ où Rn = ê;1 est le rapport d'accélération de (Sn) par 

1- C;1 1- Rn 
raport à la transformation T ( Cn existe car d'après les hypothèses Hb H2 et H3 {0, 1} ft 
Slim(ên) = ê donc à partir d'un certain rang {0, 1} ft ên ). 

En passant au segment-limite on a : 

1 1 ~ ~ ~ ~ 
C = Slim(Cn) = ~ = --~ où R = Slim(Rn) = Slim(C-1) = c-1 • De 

1- Slim(Rn) 1- R n 

même ici C = Slim(Cn) est un intervalle fini car d'après les hypothèses HbH2 et H3 

{0, 1} ft Slim(ên) = ê, de plus il est clair que 0 ft C = Slim(Cn)· 

2: Montrons maintenant que Slim(Bn) = B 3 1 : 
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Sn+l -Sn Sn- 'Î'(sn, Sn+b Sn+2) 

- (sn+l- Sn)- ('Î'(sn+t,Sn+2,Sn+3)- 'Î'(sn,Sn+t,Sn+2)) Sn- S 

1 
_ T(sn,Sn+t,Sn+2)- S 

Sn- S 

-
1 

_ T(sn+l,Sn+2,Sn+3)- T(sn,Sn+t,Sn+2) 

Sn+l- Sn 

Donc en passant aux intervalles on a : 

1- ê-I 
(*) ==:::} Bn C _n 

- 1- D-1 
n 

D'autre part : 

B c 1 - ê;;t ==:::} Slim(B ) c 1 - Slim( ê;:t) 
n- 1- D;:;I n - 1- Slim(D;:;1 ) 

Or on a: 
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1- Slim(ê;1 ) 

1 - Slim(D;;1 ) 

1- [slim(ên)r
1 

= 1- [Slim(Dn)]-
1 

1- ê-1 

- 1- jj"-1 
~-1 

et Slim(D;1 ) c GÊ ~ 1 ( car d'après H3 ê-1 n Ê =0), donc B = Slim(Bn) est bien 

un intervalle fini. 

Montrons maintenant que 1 E Slim(Bn) : 

Posons 

D'autre part 1 E Slim(Ên) = Ê = [b1 , b2] donc on a aussi 1 E j}-I = [(b2)-1 , (b1 )-1] et 
par conséquent on a ((b1t 1 -1). ((b2t 1 -1) =s; O. Donc le produit (b1 -1).(b2 -1) =s; 

O. Or b1 , b2 E Slim(Bn) = B il s'en suit donc que 1 E Slim(Bn) =B. 

• 

On pose Slim(Bn) = B = [1- a, 1 + ,8] avec a, ,8 E m+. 

Soit y(sn,Sn+bSn+2,Sn+3) = ê(sn,Sn+J,Sn+2)- 2.b-1(sn,Sn+J,Sn+2,Sn+3) + 1, (Yn) la 
suite d'intervalles définie par : 

'tin E IN, Yn = y(Sn x Sn+I x Sn+2 x Sn+3)· 

L'hypothèse H3 , ê-1 niJ =0( oubien êniJ-1 =0) nous donne deux cas possibles: 
ê > iJ-1 ou bien ê < iJ-1• On a alors la proposition suivante : 

Proposition 3.3.9 

• Si ê > Ê-1 alors, a, ,8 < 1 si et seulement si Slim(Yn) =Y> O. 

• Si ê < Ê-1 alors, a, ,8 < 1 si et seulement si Slim(Yn) =Y< O. 

Preuve. 
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a, {3 < 1 *==> 1- Slim(Bn) = Slim(1- Bn) = [-/3, a] c]- 1, 1( 

*==> Slim(Bn) -1 = Slim(Bn -1) = (-a,/3] c] -1, 1[. 

On peut écrire un élément de Bn - 1 sous la forme, 

On a d'une part : 

) 
1- b-1(sn,Sn+1,Sn+2,Sn+3) 

-1 < b(sn, Sn+1' Sn+2' Sn+3 - 1 <==> 1 >-----___;~;..,A,..-:...;,_;__:....;..;.~..:...;;..:;__ __ 
ê(sn, Sn+b Sn+2)- b-1(sn, Sn+b Sn+2, Sn+3) 

*==> ê(sn,Sn+J,Sn+2)- b-1(sn,Sn+bSn+2,sn+3) > 1- b-1(sn,Sn+J,Sn+2,sn+3) 

ce qui est vrai au moins à partir d'un certain rang, car ê > Ê-1 et 1 E Ê. 

D'autre part : 

A-1 

( ) 
b (sn, Sn+b Sn+2' Sn+3) - 1 

b Sn, Sn+b Sn+2, Sn+3 - 1 < 1 <==> A A _ 1 < 1 
c(sn,Sn+bSn+2)- b (sn,Sn+bSn+2,Sn+3) 

*==> ê(sn,Sn+t,Sn+2)- 2b-1(sn,Sn+J,Sn+2,Sn+3) + 1 > 0 

Donc dans ce cas, Slim(Bn -1) C]- 1, 1[ si et seulement si Slim(Yn) =Y> O. 

2eme cas : ê < Ê-1 : 

On peut montrer de la même façon que le 1er cas que : 
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Donc dans ce cas là, Slim(Bn- 1) c]- 1, 1[ si et seulement si Slim(Yn) = Y < O. 
D'où la démonstration de la proposition. 

• 
D'après cette proposition on a le théorème suivant: 

Théorème 3.3.1 

Soit (Sn) une suite d'intervalles de segment-limite S = s E Dl et d'indice de 
stationnarité infini. Si (Sn) vérifie H~, H2 et Ha, alors le 82-algorithme est une contrac
tion pour (Sn) si et seulement si Slim(Yn) = Y > 0 ou bien Slim(Yn) = Y < 0 suivant 
que ê > .Ê-1 ou ê < ÊJ-1. De plus 0 est dans le segment-limite de la suite d'intervalles 
de rapport d'accélération. 

Preuve. 

La proposition 3.3.8 affirme que T est dans 1IH(Sn)}, donc d'après la proposition 
3.1.2 du paragraphe 1 de ce chapitre, la transformation Z de (Sn) définie par : 

Sn - 'Î'(sn, Sn+b Sn+2) 
Zn = Sn+ -::~::-------.....;_-~--;.......;.----, 

T(sn+l, Sn+2' Sn+3)- T(sn, Sn+J, Sn+2) _ 
1 

Sn+1- Sn 

est une contraction pour (Sn) si et seulement si Slim(Bn) = B = [1 - o, 1 + .8] 
avec 0 ~ o, ,8 < 1. D'après la proposition precédente, o, ,8 < 1 si et seulement si 
Slim(Yn) =Y > 0 oubien Slim(Yn) =Y< 0 suivant que ê > Ê-1 ou ê < Ê-1. 

Sn+1- Sn 

où 'Î' est la transformation représentant le ~2-Aitken. Z est bien la transformation qui 
représente le 9 2-Algorithme. D'où la démonstration du théorème. 

• 
Remarque: 

La complexité des calculs nous a empéché de donner un théorème de con
traction pour le 9 2-Algorithme en procédant d'une façon directe, comme ce qu'on a fait 
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dans le chapitre II pour le procédé ~2-Aitken. Par contre, en utilisant le procédé standard 
n°2, l'intermediaire ~2-Aitken nous a permis d'une façon indirecte de montrer ce résultat. 

3.4 Exemples Numériques 

Pour les exemples numériques qui suivent, on construit la suite d'intervalles (Sn) de 
telle façon qu'elle converge vers S = s = 0 et qu'elle admette un indice de stationnarité 
infini. On calcule successivement, la suite d'intervalles. (Tn) transformée par le ~2-Aitken, 
la suite d 1intervalles (Zn) transformée par le 9 2-Algorithme, le rapport d'erreurs (En) de 
(Sn), le rapport de différences (Dn) de (Sn), la condition de contraction par le ~2-Aitken 
(xn) < 0 où (xn) est donnée par Xn = Max{x(i,j)(sn);sn E Sn et i,j = 1,2},(x(iJ)(sn)) 
est définie par, 

X(i,j)(sn) = 2pW··>(sn) [PW··>(sn)- P~tl} - (pW··>(sn)- 1 )
2 

2 i j j j i sn + 2sn ( sn+2 - Sn+l - s) + Sn+l ( 4s - Sn+l) - 2sn+2s 
=- (sn- s)2 

et finalement Îln, Rn les rapports d'accélération respectivement par rapport au ~2-Aitken 
et au 9 2- Algorithme . 

Exemple 3.4.1 

Soit (Sn) la suite d'intervalles définie par, S2n = [
2 

1 
/3' 

2 
1 

] et S2n+1 = 
an+ an+ ï 

[ -
1 

, -
1 

/3] où a, f3 et ï des réels positifs vérifiant f3 > 1 (dans cet 
2an + a + 1 2an + a + 

exemple on prend a = 0.1, /3 = 0.2 et 1 = 0.15). Dans ce cas la suite d'intervalles (Sn) 
converge linéairement vers S = s = O. Cet exemple montre que le ~ 2- Aitken et le 
9 2-Algorithme donnent la même contraction pour la suite d'intervalles (Sn)· 

sl + s2 
Par exemple, pour Sn = n 

2 
n E Sn on a 

(2,1)( ) __ 8631 + 19416n + 17107(n)2 + 7370(n)3 + 1552(n)4 + 128(n)5 
• • 

x Sn - ( n + 3)2 ( 2n + 7)( 4n + 7) qUI est stpcte-
ment négatif. 

On remarque que 0 E Rn~ Rn C]- 1, +1[. 

. Les courbes suivantes représentent (En) et (Dn) respectivement la suite d'intervalles 
de rapport d'erreurs et celle de rapport de différences 
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) 

• 
Column 1 

Column 2 

Column 3 

Column 4 

-1,0~--~----._ __ _. ____ ._ ________ ~ __ _. ____ ~--~~--~--~~--~ 
0 10 20 30 40 

Les courbes suivantes représentent (Rn) et (Rn), respectivement rapport d'accélératio~ 
de (Sn) par rapport au .6.2-Aitken et le E>2-Algorithme. 
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• Column 5 

• Column 6 

Column 7 

Column 6 

-0,06----------~----~--------~--------~--------------~--------~ 
0 10 20 30 40 50 

Exemple 3.4.2 

Soient Sn = 1 + ~' En = ;!r et (Sn) la suite d'intervalles définie par : Sn = [sn -
En, sn+ En] . Dans ce cas la suite d'intervalles (Sn) converge linéairement vers S = s = O. 
Cet éxemple montre que le ~2- Aitken n'est pas une contraction pour (Sn), par contre le 
62-Algorithme l'est. 

60 

. Les courbes suivantes représentent (En) et (Dn) respectivement la suite d'intervalles 
de rapport d'erreurs et celle de rapport de différences 
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1,0 

o,e 

0,6 

0,4 

) 

Column 1 

Column 2 

Column 3 

Column 4 

0,2~ ________ ._ ____________ ~------------------~----~--~-----
0 20 40 60 eo 100 h-J 120 

. Les courbes suivantes représentent (Rn) et (Rn), respectivement rapport d'accélératio~ 
de (Sn) par rapport au Â 2-Aitken et le 9 2-Algorithme. 

82 



1 
0,6 

" 
0,4 

0,2 

0,0 

40 60 

Exemple 3.4.3 

R :: ( rt.!. , n';. J ,. 

60 

• 
Column 5 

Column 6 

Column 7 

Column 6 

1oo IN 120 

Soit Sn = 2-n. On construit (Sn) par, Sn= [s~, s~] = [s2n+I, S2n]· Cet exemple montre 
que ni le ~2-Aitken ni le 8 2-Algorithme ne sont des contractions pour (Sn)· Effectivement 
ni la condition du théorème 3.2.1 ni les hypothèses Ht, H2 et H3 ne sont vérifiées. 

1 
Par exemple, pour Sn = s~ E Sn on a x<1•2)(sn) = S >O. 

Les courbes suivantes représentent (En) et (Dn) respectivement la suite d'intervalles 
de rapport d'erreurs et celle de rapport de différences 
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1,0 P"' 

o,e ~ 

0,6 ~ 

0,4 

0,2 1-

0,0 
0 

' 1 

S! 
e a a e • e a e 1 e a 0 • 0 0 0 0 0 0 0 •• 0 0 4 0. 0 • 0 0 e u sa 0 e e a • e e a • • a e e a 

~: 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

• Column 1 
~ Column 2 

- Column 3 

Column 4 

~:. 
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
• • • • • ••• • • • • • • • 1 ••• • • • • 1 ••• • • • • 1 ••• • • • • 0 • •• • 1 •• • •• 

1 1 
$! 

_l_ _l_ 1 

10 20 30 40 50 60 

Les courbes suivantes représentent (Rn) et (.Rn), respectivement rapport d'accélération 
de (Sn) par rapport au A 2-Aitken et le 9 2-Algorithme. 
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e ~' • • • 

6 

·4 

1 

a a a a e e a s es u a eu o a a a o aue u au u u e a a u au s a au a a u a a a ua 

n.• ... 

2 1-

•-..... •- Column 5 
Column 6 

Column 7 
Column e 

0 •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

-2 ~ e o s e e e e o s e a s o e a e u s s a s s a e e e e e e a a e e e e e s a o e a a e e e e u u a e 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
-4~----~--------~----~----~----~----~--~·----~-----~·----~--~ 0 10 20 30 40 50 

Conclusion : 

Les résultats d'amélioration du comportement d'une suite d'intervalles d'indice 
de stationnarité fini [1] traités au chapitre II de ce travail, peuvent avoir une application ( 
dans un cadre bien particulier ) aux suites de nombres-machine [8) et ceci en identifiant un 
nombre-machine donné avec un intervalle fermé dont tout les éléments sont représentés 
sur ordinateur par ce même nombre-machine. D'un autre côté, dans tous les résultats 
de contractions qu'on a donné pour les suites d'intervalles de segment-limite dégénéré et 
d'indice de stationnarité infini [2), on a en plus la propriété : 0 appartient au segment
limite de la suite d'intervalles de rapport d'accélération. Ceci nous permet de voir ces 
résultats, lorsqu'on impose à la suite d'intervalles de rapport d'accélération de converger 
au sens de Hausdorff ( cas particulier du segment-limite ), comme une généralisation au 
cas des suites d'intervalles des même résultats connus dans le cadre de l'accélération de 
la convergence de suites de nombres réels ( [3) et [4) ), si non ils peuvent être interpretés 
comme une généralisation au suites d'intervalles du concept de contraction [5). 
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