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0.1 Introduction

En arithmétique exacte, ’ensemble IR des nombres réels est infini, non dénombrable.
Par contre si on note F le sous-ensemble fini de IR des réels représentés sur une machine
donnée (précision finie), F est fini. Considérons un ordinateur effectuant ses calculs en
numération binaire, représentant les réels selon le mode de virgule flottante normalisé
codée sur n bits de mantisse. D’une fagon générale nous désignons par m la mantisse et
e 'exposant. On peut écrire alors un nombre-machine z de F' par :

z=2m- 2%

Notons z!, z? les deux nombres machine immédiatement supérieur et inférieur a z. Par
exemple dans le cas de la représentation des nombres par troncature on a :

(1) Si z n’est pas une puissance de 2, alors :

g = z—=2"

et
2 = 42"

(2) Si z est une puissance de 2, on a deux cas :

1" cas: siz > 0 alors,
.’tl = r— 2e—n—1
et
z2 = z + 2e—n
2¢me cas :  siz < 0 alors,
gl = z-2*"
et
2 = g7

z! et z? s'obtiennent en retranchant ou en ajoutant un 1 en derniére position de la
mantisse et en normalisant le résultat.

Le nombre machine z est le représentant sur ordinateur de tous les réels appartenant
3 lintervalle semi-ouvert X = [z,z?[. Pour qu’on puisse travailler avec des intervalles
fermés, si on pose Z = z? — ¢ (& positif trés petit devant la longeur I = 2 — z de X)), et si
on prend 2 la place de X l'intervalle fermé X = [z, z], alors a tout les nombres machine



z on fait correspondre un intervalle fermé X, dont tout les éléments sont représentés par
z sur ordinateur.

Dans ce travail, nous étudions dans quelle mesure les concepts ( et méthodes )
d’accélération de convergence définis pour les suites de nombres réels, peuvent s’étendre
a des suites d’intervalles. Le point de départ est une constatation simple et bien connue :
la notion de limite, celle d’accélération peuvent se définir en théorie, mais ne correspondent
pas aux conditions pratiques de mise en oeuvre sur ordinateur, ou le nombre d’itérations
est nécessairement fini et ou chaque terme s, d’une suite est lui méme approché par
un nombre-machine ayant un nombre fini de digits. L’idée naturelle est alors la suiv-.
ante : associer a un nombre-machine un intervalle. Ce qui nous conduit a un lien entre
suite de nombres-machine et suite d’intervalles. Maintenant si on part d’une suite réelle
(sn) de limite s, en représentant cette suite sur ordinateur, on obtient une suite finie de
nombres-machine (s} ).<n, ou N est 'indice a partir duquel (s,) est représentée par le
nombre-machine s* représentant s ( c’est le cas idéal ). N sera appelé indice de station-
narité de la suite (s,) et s* sera considéré comme "la limite” de la suite de nombres-
machine (s}).<n. A cette suite de nombres-machine (s})n.<n, on fait correspondre une
suite d’intervalles (S,) ( par exemple par le lien qu’on a défini au début de cette intro-
duction ) de limite S, a laquelle on associe le méme indice de stationnarité N, indice a
partir duquel on a S, NS #O. Il ne s’agit pas pour nous dans ce travail d’étudier d’une
facon précise 'accélération de la convergence de suites de nombres-machines, mais on a
trouvé la une motivation pour généraliser la théorie d’accélération de la convergence aux
suites d’intervalles qui dans la plupart des cas ( sauf si on restreint le probleme en im-
posant a la suite de rapports d’accélération (R,) de converger au sens de Hausdorff vers
I'intervalle-point 0, dans ce cas on a accélération de la convergence ) est vu comme une
”amélioration” ou une ”contraction” du comportement de la suite d’intervalles (S,). De
méme qu’en accélération de convergence de suites réelles on est obligé d’imposer s, # s,
en accélération de convergence de suites d’intervalles on impose S, S =0@pour n < N.
Par ailleurs, on s’est intéressé aussi aux suites d’intervalles d’indice de stationnarité infini,
ce cas nous a paru utile dans le sens ou il généralise certain résultats d’accélération de
convergence et de contraction de suites réelles aux suites d’intervalles.

PLAN :

Au chapitre I, on rappelle les notions d’arithmétique d’intervalles nécessaires
telles qu’elles figurent dans le livie de MOORE et celui de SENDOV; on définit une
distance sur ’ensemble des intervalles finis S(IR), on définit alors la convergence de suites
d’intervalles et la notion de segment-limite. On montre aussi des propriétés importantes
pour la suite du travail.

Au chapitre II, on étudie ’amélioration du comportement de suites d’intervalles. On
définit 'indice de stationnarité d’une suite d’intervalles (S, ) de segment-limite S € S(IR),
on définit les transformations de suites d’intervalles. On étudie les suites d’indice de sta-
tionnarité fini, on définit dans ce cas la la linéarité et on donne un théoréme d’amélioration
du comportement pour une suite d’intervalles par le procédé A%-AITKEN suivi d’exemples
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numériques. On étudie aussi les suites d’indice de stationnarité infini; on donne dans ce
cas la définition de la linéarité et on donne un théoréme contraction pour le procédé A2-
AITKEN suivi d’exemples numériques. On définit aussi la convergence logarithmique et
la notions d’intervalles plus fines et plus larges.

Au chapitre III, on étudie une généralisation aux suites d’intervalles des deux procédés
standards n2l et n22 de GERMAIN-BONNE. On retrouve ainsi le A2-AITKEN & par-
tir du procédé standard n22 avec un théoreme de contraction équivalent a celui obtenu
par calcul direct au chapitre II. On donne aussi un théoreme de contraction pour le ©,-

Algorithme & partir du procédé standard n22 suivi d’exemples numériques ou on compare
le A2-AITKEN avec le ©,-Algorithme.



Chapter 1
ANALYSE DES INTERVALLES

1.1 Arithmétique des intervalles
Ce paragraphe reprend les notions classiques sur ’arithmétique d’intervalles
définis dans [11] et [12].
Soit IR I’ensemble des nombres réels, IR =] — 0o, +0o[. Et soit IR I’ensemble des nom-
bres réels obtenu en joignant —oco et +o00, IR = [—00,400].

Notation :

Soient a',a? € IR; on note :

e L’intervalle [a',a?] : L’ensemble {z € IR: a' < r < a?}
e S(R) : L’ensemble de tous ces intervalles

e S(IR) : L’ensemble des intervalles finis (i.e., a’, a® € IR).

Attention ! il faut distinguer dans ce travail, la notation z2? qui représente ’extrémité

droite d’un intervalle avec celle du carré d’un nombre z noté (z)?. La notation z’

représente l’extrémité gauche d’un intervalle.

Lorsque la longeur | = a® — a! de I'intervalle [a’, a?] est strictement positive, celui-ci
sera appelé intervalle propre. L’intervalle [a,a] noté a est appelé intervalle dégénéré.
Lorsque a? < a! alors [a', a*]=0.

Remarque :
. On remarque que :

R c S(R) c S(RR).
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1.1.1 Opérations sur les intervalles

Nous rappelons ici I’arithmétique sur S(IR) bien que dans la suite du travail
on n'utilisera que S(IR).

Soit * une des opérations arithmétiques (+,—,., /). Et soit A, B € S(IR).
On pose A = [a',a®*| et B = [b',b*]ou d’, b € IR i=1,2 avec a' < a® et b' < b2
Alors on définit par A * B I’ensemble:

{zeR,x=ax*Paveca€ Aet § € B}.

Ax B est un élément de S(IR). Par convention : s'il existe o dans A, 8 dans B tels
que a* 3 est indéfini dans IR alors Ax B = [—00,+00)]. Par exemple : si B contient 0, alors
A/B = [—00,4+00], si A et B contiennent tout les deux +oo, alors A — B = [—00, +00].

Si A, B € S(R) (1i.e., A et B des intervalles finis ), alors pour détérminer explicite-
ment 'intervalle C = A x B, on utilise ’application f définie par :

f: RxR — R

(a,8) — ax*pf

f est continue sur son domaine de définition D;. Lorsque A x B C Ds on a

C=AxB=f(AxB).

Soient (a', b'); j=1,2 les quatre sommets du rectangle A x B; alors on peut voir facile-
ment que C = A* B = [c!,c?] o1 :

¢' = min {f(a',’)} et ® = ir;1=ai><2{f(a‘,bi)}.

,1=1,2
Alnsi on a :
A+ B =|[a'+b,a%+ V]

A—B =[a' - a? - b

t=1,

AB = [ minz{a‘.b’}, if?:%)fz{a"b’}]
Et



[-o00,+00] si 0 € B

&
|

%
min {‘—1—

a’ )
ij=1,2 bi}’a’}‘;ﬁ’fz{ﬁ}] LR

Exemples :

o [1a2] + [3’5] = [4’7]
e [1,2] - [3,5] = [-4,-1]
o [1,2].3,5] = [3,10]

1,2] 12
'ﬁ‘[§§

Remarque :
Lorsque 0 ¢ B = [b',b*]on a :

A d, a?]

B~ e [a', %) [;_2%]

On peut voir facilement que 1’addition et la multiplication sont commutatives et as-
sociatives sur S(IR). Si A, B, et C sont dans S(IR) alors on a :

A+B=B+A
AB=B.A
A+ (B+C)=(A+B)+C
A(B.C)=(A.B).C
0 et 1 sont les éléments neutres respectivement pour 1’addition et la multiplication.

0+A=A+0=A
et
1.A= Al = A.



Par contre la distributivité de la multiplication parrapport a ’addition n’est pas tou-
jours assurée.

Contre-exemple :

[1,2)-(11,2] - [1,2)) = [1,2}-1,1] = [2,2]
par contre,

[1,2].01,2] — [1,2].1,2] = [1,4] — [1,4] = [-3,3].
Propriété 1.1.1 |

Soient A, B et C des éléments de S(IR). Alors on a :

A(B+C)C AB+AC

et on a €galité seulement si A est un intervalle dégénéré.

Preuve.
A(B+C) = {a.(b+c) tel que (a,b,c) € Ax BxC}

= {a.b+ a.c tel que (a,b,c) € A x B x C}
et

AB+ A.C = {a.b+d'.ctel que (a,a',b,c) e Ax Ax BxC}.

D’ou l'inclusion voulue. Il est clair qu’on n’aura égalité que si A = [a,a] = a € RR.
]

On peut voir aussi que 'opposé et I'inverse d’un intervalle n’existent que s’il
est dégénéré.
[132] - [132] = [—1’1] # 0

On peut voir aussi facilement la propriété suivante :

Propriété 1.1.2



Lt

Sotent A,B,C et D des éléments de S(IR) tel que AC C et B C D. Alors

on a.

A+BCC+D ; BCcC-D

A-

A
.BCC.D t =C
ABCC e 5 €

bIQ

(si0g D)

1.1.2 Distance sur S(IR)
Soient A, B € S(IR), A = [a',a?] et B = [b,}?]. On pose :
d(A,B) =maz{|a' - b |,|a® -V |}.

C’est la distance de Hausdorff entre deux fermés de IR.

d(A, B) = maz {max {rmn(l z—y |)} max {rmn(| z—y I)}} .

z€A | yeB yEB

(S(IR),d) est un espace métrique complet [12].

1.1.3 Ordre sur S(IR)
Soient A, B € S(IR). On va dire que A < Bsia < bpourtouta € Aet b€ B.
Cet ordre n’est pas total; en effet soient A, B € S(IR) tel que I'intersection A} B est un
intervalle propre, alors on a ni A < B ni B < A.
Remarque :
Si A=[a',a?], B=[b,b"] alorsona:

A< B a® <M.

1.2 Suites d’intervalles

Dans cette partie nous définissons des notions et nous montrons des propriétés
nécessaires pour la suite du travail.

Les suites d’intervalles sont une- géﬁéfalisation naturelle des suites scalaires, constru-
ites par la donnée d’une application ¢ qui a chaque entier naturel n fait correspondre un

intervalle S, € S(IR),




¢: IN— S(IR)

n+— S,.

On note par S, l'intervalle [s], s2] ol sl,s2 € IR avec s} < s2. Finalement une suite
d’intervalles (S,) est la donnée de deux suites scalaires (s.) et (s2) vérifiant, Vn € IN :
sp < sh (Sn=I[sp, 7))

Attention ! Dans tous ce travail, on ne considérera que des suites d’intervalles (S,,)

dont chaque terme S,, est un intervalle fini (i. e. sl,s2 € IR ).

1.2.1 Convergence de suites d’intervalles
Définition 1.2.1

Soit (S,) une suite d’intervalles et S € S(IR). Par définition, on dit que la
suite d’intervalles (S,) converge vers l'intervalle S au sens de la distance de Hausdorff,
st lim d(S,,5) = 0.

Proposition 1.2.1

Soit (S,) une suite d’intervalles. (S,) est convergente au sens de Hausdorff
si et seulement si les deux suites réelles (s}) et (s2) sont convergentes.

Preuve.

On sait que d(S,,S) = maz {| s} —s'|,| s2 —s? |} ou S, = [s],s2] et S = [s,s?].
D’ou I’équivalence suivante :

(nli_{god(sn,S) = o) == (hm (s1) = ' et lim (s2) = 32).

n—0oo n—oo

C’est ce qu’il faut démontrer.

Remarque :

Si la suite d’intervalles (S,) est convergente au sens de la distance de Haus-
dorff, alors on a :

lim (S,) = [lim (s}, lim (32)] .

n—oo n—oo' */'n—oot M



Proposition 1.2.2
Soit (Sy) une suite d’intervalles vérifiant :

Vn € IN, Sp41 C Sn

(Sn) est une suite d’intervalles décroissante au sens de linclusion. Alors (S,) est con-
vergente au sens de Hausdorff et on a :

lim (5 = ) Su
n=1

Preuve.
On pose S, = [s},s%] avec s}, < s2. On a:

(Sn4a € 8y) = (.s}t Labet 8l S sﬁ) .

Ce qui signifie que la suite (s!) est croissante majorée et (s2) décroissante minorée;

donc elles sont toutes les deux convergentes. On pose nhnolo (s}) = s' et Jim (s2) = 5% on

a alors :
Jim (S,) =S = [6",8%] =[] B
n=1

C’est ce qu’il faut démontrer.

1.2.2 Le segment-limite

Soit (S,) une suite d’intervalles. On appelle segment-limite de (S,) noté
Slim(S,), l'intersection de tous les intervalles W,, définis par :

Vne N, W, = \/ szﬂ{BES(R), tel que | J S,,QB}.

p=n p=n

(o o]
W, = \/ S, est le plus petit intervalle contenant tous les S, & partir de p = n et
p=n
jusqu’a linfini.



Remarque :

On se retrouve avec deux notions différentes de limite de suite d’intervalles :
1). la limite au sens de Hausdorff qui est équivalente a la convergence de deux
suites de nombres réels.

2). le segment-limite qui est une intersection infinie de termes d’une suite d’intervalles

décroissante au sens de I'inclusion, qui comme nous allons le voir est une notion plus
générale.

Définition 1.2.2

Une suite d’intervalles (S,) sera dite bornée, s’il existe un tntervalle I tel que
pour toutn € IN, S, C I

11 s’ensuit une proposition évidente :
Proposition 1.2.3

Une suite d’intervalles (S,) est bornée, si et seulement si les deuxr suites
réelles (s!) et (s2) sont bornées.

Propriété 1.2.1

Soit (S,) une suite d’intervalles. Le segment-limite S = Slim(S,) est un
intervalle fini (i.e., S = Slim(S,) € S(IR) ) st et seulement si (S,) est bornée.

Preuve.

00
On a Slim(S,) = (| W, ot (W,) est la suite d’intervalles décroissante au sens de
n=1
I'inclusion définie par :

On pose W, = [wl,w?], on a alors :

§ = Stim(8,) = () Wa = Jim(W,) = [Jim (u}), Jim (uf)].

n=1
Or (S,) est bornée est équivalent a (W,,) bornée. Ce qui est aussi équivalent & lim (w})

et lim (w?) existent ( la suite (w]) est croissante et la suite (w?) est décroissante ).

11



Lemme 1.2.1

Soient (X,) et (Y,) deuz suiles d’intervalles vérifiant Vn € IN, X, C Y,.
Alors on a Slim(X,) C Slim(Y,).

E reuve.

On a Slim(X,)= (| Un et Slim(Y,)= [ Voo U, =\ X, et V, = \/ Y.
n=1 n=1 p=n p=n

Oron aVpe IN, X, CY, donc Vn € IN, U, C V,.. D’on Slim(X,) C Slim(Y,).
[

Soit (S,) = (sr) (Sn = [Sn,8n] = sn € IR) une suite d’intervalles dégénérés.
On définit deux suites réelles (z,) et (y,) par :

Vn € N, z,=min{s,,p>n} et y,=maz{s,,p>n}.
Lorsque la suite réelle (s,) est bornée on a; (z,) est une suite croissante majorée et
(y») est une suite décroissante minorée. On appelle limite inférieure ( respectivement

limite supérieure ) de la suite (s,), la limite de (z,) qu’on note par lzm(s,) ( respec-
tivement la limite de (y») qu’on note par lim(s,) ) .

Lemme 1.2.2
Soit (S,) une suite d’intervalles dégénérés (S,) = (s,) € R (i.e., Vn €
W, Sn = [smsn] =8, € R ):

alors on a :

Stim(S,) = [lim(s,), tm(s,)].

Preuve,

Soit (Z,) la suite d’intervalles définie par :

Vne N, Z, = [z,,¥:) (o < yn) ol 2, =min{s,,p>n}ety, =maz{s,,p>n}.

On a Vn € IN,s, € Z, donc S, C Z,. D’aprés le lemme précédent on aura
Stim(S,) C Slim(Z,). Oron a:

12




Stim(Z,) = Jim (Za) = [ lim (za), Jim ()] = (em(sa), Bra(s.)].
Donc Slim(S,) € [lum(s,), tm(s,)).
Montrons maintenant l’inclusion dans le sens inverse

@ € Jum(sn), ()| = € | lim (2n), Jim, (va)|

=>Vne N, a€lz,,y,]

=>Vn€w, ann

=Vnel, ae\/ 5,

p=n

— a € Stim(S,) = (f} 5,).

n=1 \p=n
D’ou ’égalité voulue.
Remarque :

Slim(s,) = [lum(s,), Tm(s,)] est le plus petit intervalle contenant toutes les valeurs
d’adhérence de (s,).

Proposition 1.2.4

Soit (S,) une suite d’intervalles bornée, S, = [s},s2] ou (sl) et (s2) sont
deuzx suites réelles bornées telles que ¥n € IV, sl < s2. Alors on a :

Stim(S,) = llum(s}), tm(s2)]

Preuve.

Soient z) = min{s),p > n} et 22 = maz{s2,p > n}. 1l est clair qu'on a Vn €
IN, 7} < z2. On pose X,, = [z},z%]; on a bien Vn € IV, S, C X,,. Donc d’apreés le lemme
1.2.1, on a Slim(S,) C Slim(X..).

Reciproquement :

D’apres le lemme 1.2.2, 0n a :

13



Stim(sy) = [lam(sy), tm(sy,)] € Stim(S,)
et

Slim(s2) = [lum(s2),lim(s2)] C Slim(S,,).
Or Stim(X) = lim (Xa) = | lim (a}), Jim (a2)] = [tm(sh), tm(s2)],
donc on a Slim(X,) C Slim(S,).

D’ot le résultat : Slim(S,) = Slim(X,) = [m(s}), im(s2)].

n

Remarque

Le segment-limite qui vient d’une définition ensembliste, possede une caractérisation
analogue a la limite au sens de Hausdorff, mais il ne s’agit plus de limite de deux suites
de nombres réels, mais seulement d’une limite inférieure et d’une limite supérieure. Il en
découle de la propriété ci-dessus, que la limite au sens de Hausdorff est un cas particulier
du segment-limite.

Théoréme 1.2.1

Soit (S,) une suite d’intervalles qui converge au sens de la distance de Haus-
dorff, alors on a :

Sltim(8,) = lim ().

Preuve.

On a Slim(S,) = [lun(s}),7m(s2)]. La suite (S,) est convergente équivaut a ce que
les suites réelles (sl) et (s2) convergent, donc lim(s}) = nango(s;) et im(s?) = ,}Lr&(si)

Or T}ggo(sn) = [’}ergo(s}l),JLr&(sﬁ)] , donc Slim(S,) = ﬂli_.r{.lg(.fo’ﬂ).
Théoréme 1.2.2

Soient (X,) et (Y,) deuz suites d’intervalles, et soit * une des opérations
arithmétiques. On suppose que pour tout n € IN, X, Y, ezxiste. Alors on a :

Stim(X, * Y,) C Slim(X,) * Sim(Y,)

et on a €galité si ['une au moins des deuz suites d’intervalles (X,) ou (Y,) converge.
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Preuve.

En effet, si on pose X, = [z),22] et Y, = [y},32],on a :

_ . i j i ]
Xnx Yo = ngﬂz{z" * y"}’igiai).(z{z" * y,,}] ’

Posons Z,, = [z}, 23] = X, *Y,. Les valeurs d’adhérence de la suite réelle z(/) = z% xyJ
sont toutes de la forme w("9) = u* * v’ (on est dans le cas de suites bornées) ou ' est une
valeur d’adhérence de (z}) et v’ une valeur d’adhérence de (y). On a , u* € Slim(X,,) et
v/ € Slim(Y,) (en effet Slim(X,,) est le plus petit intervalle contenant toutes les valeurs
d’adhérences des deux suites réelles (1) et (z2) ), donc w(™) = u' x v? € Slim(X,,) *
Slim(Y,). D’ou Slim(Z,) C Slim(X,) * Slim(Y,,).

Lorsque la suite d’intervalles (X,) converge au sens de la distance de Hausdorff, on
aura tout simplement u' = Jim (%) pour ¢ = 1,2 et donc, w(*) = Jlim (z1)* lum(y?) sera
une valeur d’adhérence de la suite réelle 2(") = z! *yJ et aussi W) = Jim (z2) * lzm(yl)
sera une valeur d’adhérence de la méme suite. Or dans ce cas on a :

Slim(X.) + Slim(Y,) = | min {lim (e ) Bl '}Lr{.xo(z;)*lm(yi)}

'vj=112 n—=co

; max { lim (z!) * Iﬂ(yi)’nlﬂ?o(z::) * ITnﬁ(yi)}] -

1,7=1,2 | n—oo

D’ou lorsque (X,) converge ( ou bien (Y,) converge ) on a :
Slim(Xn * Y,) = Slim(X,,) * Slim(Y,).

Ce qui finie la démonstration du théoreme.

On a comme conséquence de ce théoreme le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.1

Soient (S,) une suite d’intervalles et I un intervalle vérifiant pour tout n,
I xS, existe. Alors on a :

Stim(I * S,) = I * Slim(S,,).

Remarque :
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Les deux théoremes 1.2.1 et 1.2.2 sont donnés dans le livre de SENDOV [12], avec des
démonstrations différentes de celles données ici.

Conclusion : Parmi les propositions et théoremes cités dans ce chapitre, nous sembles

importantes pour la suite du travail : la proposition 1.2.4, les deux théorémes 1.2.1 et
1.2.2 ainsi que le corollaire 1.2.1.
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Chapter 2

TRANSFORMATIONS DE
SUITES D’INTERVALLES EN
VUE DE L’ACCELERATION DE
LA CONVERGENCE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous proposons une définition du comportement linéaire et
de contraction pour une suite d’intervalles (S, ) de segment-limite S ( pour rester dans le
cas le plus général, nous avons voulu dans ce travail utiliser le segment-limite au lieu de
la limite au sens de Hausdorff, sauf dans le cas ou les deux notions coincident ).

Rappelons que le concept de contraction pour les suites de nombres réels a été défini
par C. BREZINSKI en 1989 dans [5].
Une premiere idée est de faire passer les formules habituelles pour les suites de réels (
B = SuEl T8 pour le rapport d’erreurs, é, = Sukd T Pt
Sp — S§ Sn41 — Sn
et r, = b = i pour le rapport d’accélération ) au cas de suites d’intervalles ( c’est a dire,

pour le rapport de différences

Sn+1 - S
Sn—S
n

Sp—S

se rend compte tout de suite que 1’on se heurte aux problemes suivants :

Lorsque le segment-limite S de la suite d’intervalles (S,) est propre, un élément p,, de
Sn+1 — S

Sn+2 i Sn+1
Sn+1 - Sn

pour le rapport d’accélération ). Mais on

en terme d’intervalles : E, = pour le rapport d’erreurs, D, =

pour le rapport de différences et R, =

E,, s’écrit p, = — OU Sp41 € Spt1, Sn € Sp et 5,8’ € S, et il n’y a aucune raison
-
3 A oy 5 e Sn42 — Sn+1 ’
d’avoir s = s'. De méme un élément 6, de D, s'écrit §, = ———"T1 (5., # AT
Spnt1 — Sn
T(8py...)— S '
etpour r, € Ry : 1, = _% ( sn # s, et s # s’ ). Dans ce cas la on n’aura plus
S, — S

n
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de relations entre (g,), (6,) et (ry), des relations du genre :

1—0npn1 On41 — On
6 - o S——— ou Ty = . .
n = On 1— o, n = On o One1 — 2.00 + 1

Lorsque le segment-limite S de la suite d’intervalles (S,,) est dégénéré (S =s€ IR),
si on pose S, = [s},s2], T,, = [t},t3] et T =t € IR, alors on a:

T,—t  [tL—t12—t . ft—t t—1t
o= Bt lazblot [, [Bot] g (Bt
Sn—8 [sL—s,82—3s] [|is=12]|sh—g) ii=12 |8~
Si on prend comme définition de P'accélération de convergence : la suite d’intervalles
(R.) converge au sens de Hausdorff vers l'intervalle-point 0. Cela est équivalent & ce que

t;, —

les suites réelles (r()) définies par r{+) = ( pour ¢,j = 1,2 ) convergent vers 0,

-5
ce qui signifie que les suites réelles (t}) et (t'i) convergent simultanément plus vite que
(s}) et (s2). Cela raméne notre probléme & celui d’accélération de convergence de suites
réelles, ce qui n’est pas notre objectif.

d(T,,T)
d(S., S)
vers 0 ( d est la distance de Hausdorff ), mais cette définition nous rameéne aussi au cas
de suites de nombres réels.

Remarquons qu’on peut envisager d’adopter aussi la définition r,, = converge
q

Par ailleurs, nous avons été amené, lorsque le segment-limite S de la suite d’intervalles
(S,) est propre, a remplacer la notion habituelle de limite par une notion non asympto-
tique : c’est I'indice de stationnarité ( que nous définissons dans le paragraphe 2.2 ) qui
remplace 'infini théorique.

2.2 Indice de stationnarité N

Soit (S,) € S(IR) une suite d’intervalles admettant un segment-limite fini

S € S(R), Slim(S,) = S.

On pose, S, = [s}, 2] et S=[ss? on
s! = min {z € S,.} 8! = min {z € §}
s? = max {z € S,.} s? = max {z € §}
Remarque :

Slim(S,) = S est un intervalle fini (s*, s? € IR) si et seulement si la suite d’intervalles
(S») est bornée.
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Définition 2.2.1

Soit (S,) une suite d’intervalles admettant un segment-limite fini S. On ap-
pelle indice de stationnarité N de (S,), le plus petit entier naturel (s’il eziste) vérifiant:

n>N=S5.NS#0.

Lorsque VM € IN,3n > M tel que S, N S = @, alors par définition l'indice de sta-
tionnarité de (S,) est infini.

Remarque :

Cette définition nous assure de I’existence d’un indice de stationnarité N (fini ou non
) pour toute suite d’intervalles (S, ) admettant un segment-limite fini.

Hypothese :

Dans tout ce qui suit, on suppose que la suite d’intervalles (S,,) de segment-limite fini
S et d’indice de stationnarité N vérifie 'hypothese H suivante :

H: n<N=5,nNS=0 (pour N fini ou non).
Remarque :

L’hypothese H ci-dessus est nécessaire pour pouvoir éviter les divisions par zéro
dans le rapport d’erreurs (E,) et le rapport d’accélération (R,) qui vont étre définis
ultérieurement.

Une propriété importante des suites d’intervalles (S,,) qui convergent au sens de Haus-
dorff ( cas particulier du segment-limite ) vers un intervalle propre S est la suivante :
Propriété 2.2.1

Soit (Sy,) une suite d’intervalles convergente au sens de la distance de Haus-
dorff. Si nlin;o S, =S ou S est un intervalle propre, alors (S,) admet un indice de sta-
tionnarité N fini.

Preuve.

On pose S, = [s},s2] et S = [s',s%].

(lim S, = S) <= (lim s} = s’ et lim s = s?).
n—oo n—oo Nn—00
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S est un intervalle propre, donc I = s2 — s! > 0. Pour ¢ = [, il existe n € IN tel que :

n 2 n = max(|s, — s'|,|s7 — 5*|) <& (*).

Si on suppose que S, NS =0 et si s} — s!| <, alors S, < S (ie., s} <82 < sl <

s?) et donc on a :
68 = 2= o7 = o = (67— 1) (1 = o) = + (o1 = o).
Or s! — s2 > 0 donc |s2 — s?| > ¢. Ceci est contradictoire avec (*). Donc S,NS # @

pour n > .7, ce qui prouve que N <.
=

Remarque :
Dans la propriété précédente, I’hypothese (S,) convergente au sens de Hausdorff est
nécessaire. En effet, si on suppose seulement que (S,,) posséde un segment-limite S inter-
valle propre, alors la propriété ne sera plus valable.

Exemple :

Soit (S,,) définie par :

1 1 1 1
Sam = [1+2n+1’1+.2_n-] et Sans1 = [_1_2n+1’—-1—2n+2]'

On a Slim(S,)) = S = [-1,+1] est un intervalle propre et pourtant I'indice de sta-
tionnarité de cette suite est infini : Vn € IN, S, N[-1,+1] = Q.

2.3 Transformation de suites d’intervalles

Pour éviter d’alourdir et les notations et le texte, on va confondre la potation
de la transformation de suites d’intervalles avec celle de la fonction qui la représente.
Attention ! & ne pas confondre la notation T’ d’une transformation avec le segment-limite
T d’une suite d’intervalles (T5,).

Définition 2.3.1
Soit (S,) une suite d’intervalles et soit (Z})1<i<q q suites d’intervalles auz-
tliaires qui seront précisées selon les cas. Etant donné (p 2> 0), on note IP,, le pavé

Sn X Sp41 X eeo X Spyp de IRPY et Z, 4 le pavé Z) x Z% x ... x Z3 de IR°.
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On note Spp = (Spy--y Snsp) un €lément de Py, €t 2,4 = (2},...,22) un élément de
Ly g+

On appelle transformation de la suite (S,), le passage permettant d’obtenir une suite
d’intervalles (T,,) a partir de (S,) par une fonction

T: IRPHIt! — R

(sniP’ zﬂ.?) € Pﬂlp X Zﬂvq L t" = T(S“'P’zﬂﬂ)
telle que T est continue sur IP,, X Z, 4, Vn € IN.
La suite d’intervalles (T,,) obtenue par T, = T(IP,p, X Z.,,) est appelée suite trans-
formée de (S,) par la transformation T.

Remarque :

T, = T(IPnp X Z,,) est bien un intervalle, car c’est I'image par une application con-
tinue d’un pavé de IRP*!,

Définition 2.3.2

Une transformation T sera dite réguliére pour (S,) si la suite transformée

(T) vérifie :

Stim(T,) = Slim(S,).

2.4 Suites d’indice de stationnarité fini

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S et d’indice de station-
narité fini N.

Hypothese :

Dans tout ce qui suit on suppose que la suite d’intervalles (S, ) vérifie I’hypothése H'
suivante :

H : ¥n< N,5:NS4w:=8 pouri=1;2
Rappelons qu’on suppose ’hypothese H : ¥n < N, 5, N S =0.

Remarque :
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L’hypothese H' ci-dessus nous est nécessaire pour éviter les divisions par zéro dans le
calcul du rapport de différences (D,) de (S,) qu’on va définir dans ce chapitre, et pour
arriver a écrire explicitement (E,) et (D,) comme c’est le cas dans la proposition 2.4.1.

2.4.1 Comportement linéaire

Soit (S,,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S et d’indice de station-
narité fini N, vérifiant les hypotheses H et H'.

On pose : S, = [s],s2] et S =[5!, s%].
Soit f la fonction définie par :
f : RxIRxIR — IR

-y
z2-Yy

(z,y,2) +—

Le domaine de définition de f est : Dy = {(z,y,2) € R*/z # y}.

f est de classe C? sur son domaine Dy.
Remarque :

OnaVn< N :
Sn+] XSXSnCDj et S,H.QXS,H,] XSnCDj.

En effet, les deux hypothéses H et H' nous donnent :
Pourtoutn < Nona: §,NSp+1=0 et S,NS=0.
Notations et définitions :

On note dans tout ce qui suit, F, l'intervalle de rapport d’erreurs et D,
I'intervalle de rapport de différences définis par :

En =f(Sﬂ+1 X 5 X Sn)

S -8
= {Qn € m/ On = _:ﬂ_—:s—'a (3n+153,3n) = Sn+1 x S x Sn}
n

Dn = _f(5n+2 X Sn+1 X Sn)

S -8
= {5n IS IR/ 8, = "%2—:’1_, (3n+2a 3n+1a3n) € Sny2 X Spy1 X Sn} .
n+l1 = ©n
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Pour ¢,7,k = 1,2 on pose :

s} est I'une des deux extrémités de I'intervalle S; ot I € IN, selon que i = 1 ou ¢ = 2.

( k) k 3‘ 1 - sJ

1,7.k) — 1 ] P

) = f(Sp4108%585) = PR
sF—s

et

H J
iv ‘7k -_— H j k —— sﬂ+2 - 3n+l
61(1 3ik) - f(3n+2?3n+1’3n) - y .

3'-1=+1 - Sy

La proposition suivante donne la forme explicite de E, et D,,, pour n < N.
Proposition 2.4.1

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite S et d’indice de station-
narité N vérifiant les hypothéses ddmet H'. Alors pour n < N, le minimum et le mazimum
de f sur Sp41 X S X Sy, et sur Spya X Spy1 X S, sont atteints respectivement sur l'un des
huit sommets de chaque pavé. C’est & dire, on a :

= (t,],k) (4,5.k)
E. =[ min {ex"”} ,  max {e-""} ]

n =[ min {6{*} | max {§6#¥} ],
1,7,k=1,2

1,7,k=1,2
Preuve
A
Pour f(z,y,2) = P on a,
of 1
9z z-—y
_@i _z—z
9y (z-y)?
of _ y-=z
0z (z-y)*
Sous les hypothéses H et H' on a S,N1S =0 et 5, Sn+i =O( pour i =1,2), pour

of of . of

n < N les dérivées partiélles de f —— 3 5 et a— ne s’annulent ni sur S,;; X S x S, ni

SUT Spyz X Sng1 X Sy. Donc, si v ¢ (i, ,,87,s5); 412 représentent les huit sommets
de Sp41 XS xS, ona:

{f(z,9,2)} = min RECSA)

(3,%2)65"-{»1 XSxSp
et
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sup {f(za yaz)} = _f_nix {f(v,(f'j’k))},
(3vy,2)65n+1 XSxSp 1,5,k=1,2

. S, o
F(v3%)) n’est que le rapport d’erreur p{iv*) = —1'%-1——-;-— On trouve ainsi E,, sous la
sk—s
forme explicite donnée ci-dessus. Méme chose pour Sp42 X Sp41 X Sy, pour trouver D,.

Définition 2.4.1

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S et d’indice de sta-

tionnarité N fini. On dit que (S,) est ¢ comportement linéaire & partir d’un indice
M < N-1, si E, et D, sont inclus dans [-1,+1[ pour M <n < N —1.

Remarque :

Pourn < N—-2,0¢ E,. En effet, pour n < N -2 0 ¢ E, équivaut a S,;1 NS =9,
ce qui est vrai d’apres ’hypothese H.

Proposition 2.4.2

Soit (Sn) une suite d’intervalles de segment-limite fini S et d’indice de sta-
tionnarité N fini vérifiant les hypothéses H et H'. Supposons qu’il existe M < N — 2 tel
que, pour tout M <n< N-1onaFE, C[-1,1 alorson a :

( D, C[-1,1] pour M < n < N —2 ) si et seulement si

(8700 — 20U3M) 4+ 1> 0 pouri,j k=12 et MSn<N—2 ).

i j I gl
v (0dd) _ Snt2 — 8 k) _ Snt1— S
Oi g3y’ = 54— et ol )—‘g;j;j—-
Spt1 — 8 n
I reuve.

On peut voir facilement que :

1 — plisii)
6£1,J,k) = gsgt]vk) —-——g—,}.—.t,'lk—'.
1— gSi"J' )

Pour M <n < N-2,0na E, et E, ,, sont inclus dans [-1,1[. Donc pouri,j,k = 1,2,
043 et pl77) appartiennent & [~1,1[. On veut montrer que D, C [1,1{si et seulement
si ef.’;’{’)eﬁ.""‘"‘) — 20U*) 41> 0 pour i,5,k =1,2.

On sait que D, = [ IIkllI} 2{6,9"'"‘)}, .r,r,:a)f?{&,(f'j’k) }], on montre facilement que :
LIWE=1, k=1,
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(5(*:1.’6) S 1) — (B(J.J,k) g('.w) < 1).

Or oU#*) et g7 appartiennent a [-1,1[ , donc on a blen oU9k) (99) < 1 et ceci
PourtoutM<n<N 2eti,j,k=1,2.
1l faut voir maintenant quand on a : 6("*) < 1 pour M <n < N —2et 1,5,k = 1,2.
Ona:
(4.3,9)

.. v 1 — 0.
(5.4,K) (k) - Entl
SN <1 &= pv 1_953'1”‘)<1

e oldd) gliik) _ 9glidk) 41> 0

D’ou la démonstration de la proposition.

Propriété 2.4.1

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S, d’indice de station-
narité N fini et de suite d’intervalles de rapport de différences (D,). Alors on a :

1 ¢ Dn <=0 ¢ Sn+2 - 2.Sn+1 -+ Sn.

Preuve.

Do = =[(Suta X Swis % 5,) 0 f(@,3,2) = T2

le -Dn = 3(5,,4_2, Sn+1s Sn) € Sn+2 X Sn+l X S‘n :

Sn42 = Sn41 1
Snt1 — Sn

— 3(Sn-l-% 3n+173n) € Sn+2 X Sn+l X Sn < Sp42 — 2~~3n+1 + 8p = 0

< 0¢€ Sn+2 - 2.Sﬂ+1 + Sn.

Propriété 2.4.2

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S, d’indice de station-

narité N fini et de suite d’intervalles de rapport de différences (D,). Sil € D,, alors on a :

(ggf;j)gg'j'k) —2009%) +1 > 0 pour i, j k= 1,2) si et seulement si
(3(3n+29 3n+l’sna3) € Sn+2 X Sn+l X Sn X S tel que Azsn'(sn - 3) > 0)

ott A28, = Spp2 — 28p41 + Sp-
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Preuve.
On pose g(z,y,2,t)=(z — 2.y + 2).(2—1t). On a:
9(Snt2 X Sn1 X Sp X 8) € (Sny2 — 2.Snt1 + 5a)-(Sn — S).

Or0 ¢ (Sn—S) (car S,NS =0) et 0 & Sp+2 — 2.5n41 + Sn (car 1 € D, ) donc
0 & (Sp+2—2.5n41+54).(Sn— S) qui est un intervalle. Or un intervalle fermé ne contenant
pas 0 est soit négatif soit positif, donc g(Sp42 X Sp41 X Sn x S) garde un méme signe.
(positif ou négatif). Donc s'il existe (Sp42, Snt1, Sn, 8) dans Spyz X Spig X S, X § vérifiant
9(Sn+2sSn41,8n,8) = As,.(sp, — 8) > 0, alors g(Sps2 X Spp1 X Sp x S) > 0.

g(sn+2asn+la3na3) >0 (3n+2 - 2-3n+1 + Sﬂ)‘(sn - 3) >0

Sn42 = Sn41
> .lt__'l'.!'_>()
Sp41 — Sy
Sn42 — S Spyy — S Spp1 — S
= = s —92nt +1>0
Sp41 —8 Sy — S 8y — 8

< On41.0n — 2911 +1>0.

Les propriétés 2.4.2 et 2.4.2 donnent des interprétations simples, la premiere a 1 ¢ D,,,
la deuxieéme a la condition (gff_’,ff)g,(f"'k) —20U3%) 41> 0 pour ¢,j, k=1, 2).

Théoréme 2.4.1
Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S, d’indice de sta-
tionnarit€ fini N vérifiant les hypothéses H et H', telle que Dy_y C [—1,1] et il existe

M < N -2 vérifiant ppur M Sn < N—-1onaE, C[-1,1]. Alors(S,) est & comporte-
ment linéaire si et seulement si pour tout M <n<N-2o0na:

gff.fij).gg'j"‘) - 2.95335"‘) +1>0 poursi,j,k=1,2.

Preuve.
La démonstration du théoreme est évidente d’apres la définition de la linéarité et la

proposition 2.4.2 .
n
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2.4.2 Le procédé A2%-Aitken

Soit (Sy) une suite d’intervalles de segment-limite fini S et d’indice de station-
narité fini N. Le procédé A?-Aitken est donné par la transformation T représentée par :

SpSn42 — (3n+1)2
Sn42 = 23n+1 + 3,

(sn 1 Sn+1, 3n+2)

Remarquons que pour la transformation T, p = 2 et ¢ = 0. En effet IP,, = IP,; =
Spn X Sp41 X Sp42 et on n’utilise pas de suites d’intervalles auxiliaires (Z,';)ls,-sq (voir
paragraphe 2 de ce chapitre).

Le domaine de T, Dr = IR*\ {(z,y,2) : z— 2y + = 0}. La suite (7},) transformée
de la suite (S,) par le A%-Aitken est donnée par :

Tn = T(Sn X Sn+l X Sn+2)

2
SpSn42 — (sn+l)
Sn42 — 23n+l + Sn

= {tn = T(Sn, Sn+1,8n42) = y (SnySn+1,8n42) € Sp X Spa X 5n+2} .

Rappelons la définition de (F,) et (D,) respectivement la suite d’intervalles rapport
d’erreurs et rapport de différences de (S,) de segment-limite S :

Spa1 — S
Eﬂ = {gn € m/ On = "'_""_s+l_ P N (3n+1,3,3n) € Sn+1 X 5 x Sn}
n

Sp42 — 8y,

Dn = {6,, € HZ/ 6n = ““s'i?—-si'l‘, (sn+2a sn+l,sn) € Sn+2 X Sn+1 X Sn} .
n+l = 9n

Propriété 2.4.2

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S, d’indice de station-
narité fini N et de suite d’intervalles rapport de différences (D,,). Alors on a :

Pour tout n < N, (Sp X Spny1 X Sp42 C Dr) <= (1 &€ D,,).
Preuve.

Sn X Sn+1 X Sn+2 CDr<==20 g Sn+2 - 2Sn+1 + Sn.
D’apres la propriété 2.4.1, on a :

0¢& Snyz2 —25,41 + Sn <= 1 € D,. D'ou la démonstration de la propriété.
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Remarque :

La condition 1 ¢ E, est équivalente a S, Sp+1 =D, ce qui est supposé vérifié
dans ce travail d’apres I’hypothese H'.

En effet; E, = U Snp1—8 S,

8€S "
1€ E, <& 3dse€ S telque: 16-‘5'—"—4'—1-:-_-f
. Su'-s
Sn41 — S
= 3(3,.4.1, Sn,y 8) € Sn+1 X Sn xS telque 1 1= —:s———;—
n—

< SnﬂSnH;é Q.

Remarque :

Soit I un intervalle ne contenant pas zéro. On dit que I est de signe positif, s’il est
du c6té positif de la droite réelle, sinon on dira que I est de signe négatif.

Propriété 2.4.3

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S, d’indice de station-
narité€ fini N et de suite d’intervalles rapport d’erreurs et rapport de différences (E,) et
(Dn).

Pourn < N, si 0 € E,, alors les intervalles E,, et D, ont méme signe.

Preuve.
. 1—9 1. Snt2 — Sn4l Sny2 — 8 Sp41 — S
On sait que 6, = 0ny oo b, = =22 M i = =2 et g, = =X
- Spn4+1 — Sn Spn41 — 8 Sp — S
avec (Sn42,8n41s Sny S) appartenant a Spy2 X Spg1 X S, % S.
1 — ont1 .
1 ¢ E, donc 1 — E, a un signe constant, par conséquent —l—-gﬂ'— est strictement

n
positif. Donc 6§, a le méme signe que g,. Or lorsque 0 ¢ E,, p, garde un méme signe
donc é,, aussi.
=

Proposition 2.4.3

" Soit (Sn) une suite d’intervalles de segment-limite fini S, d’indice de station-
narité fini N, de suite d’intervalles rapport de différences (D). Et soit (T,) la transformée
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de (S,.) par le procédé A?-Aitken. Supposons que pourn < N, 1 ¢ D,,. Alors on a :

T, = | min t03%) may $liik)
P ligk=12" Cigk=12"

Pk ()2 -
3n8n+2 (s'n+l) i,j,k = 1,2

s g(i5.k) i o k —_
ou tsld ) - T(sn93n+l9sn+2) -k 2 3 i
Sp42 — 4Sp4a + Sq

olF) : (88,80 11,85 5)i k=12 représentent les huit sommets de Sy X Sps1 X Spez.
Preuve.

Calculons les trois dérivées partielles de la fonction représentant le procédé A%-Aitken,

2
T(z,y,2) = z—’”:"'-éﬁ—m Ona:
or _ _ (y—2)°
Bz (z-2y +1z)?
T _2(z—y)(z—y)
oy (2-2y+2z)
oT (z—y)?
9z (z-2y+2)*
Pour n < N on a, %.:c]:’ %Z/: et g—f ne s’annulent pas sur S, X Sp41 X Spy2. Donc T

atteint son maximum et son minimum sur I'un des huit sommets de S,, X Sp41 X Spi2.
C’est a dire,

{T(2,y,)} = min {T(s{#)}

n
(-‘L‘m.z)GSn Xsn+1 X Sn+2

sup {T(:L‘, Y, z)} = i,ﬂg)l(ﬂ{T(v,(f'j’k))}

(zvyvz)esn XS..+1 X S"+2

et

Ce qui termine la démonstration.

2.4.3 Rapport d’accélération

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S et d’indice de sta-
tionnarité N. Pour n < N, on définit I'intervalle rapport d’accélération de la suite (.S,,)
transformée par le procédé AZ-Aitken par :

T(sn,3n+la 3n+2) -8 N
Rn = {rn = y Ou (sn+2asn+lssn’s) € Sn+2 X Sn+1 X Sn xS

Sp— S
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Remarque :

On a voulu garder le nom "intervalle rapport d’accélération” de R,, pour rappeler le
sens des éléments r,, de R,.

Définition 2.4.2

La transformation T améliore le comportement de (S,,), s’il eziste un en-
tier M < N — 1 vérifiant ppur M <n< N-1, R, C]-1,1].

Proposition 2.4.4

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S et d’indice de sta-
tionnarité N. Et soit (T,,) la transformée de (S,) par le procédé A?-Aitken. On pose pour
Sn € Sy, R(s,) = U T({Sn} X Sp+1 X Sp42) — s'

aes Sn—s

Pour n < N — 1, R(s,) est un intervalle pour tout s, € S,, et on a : R(s,) =
[r1(ss), r%(sn)] oti

rl _ p(i:F) 2 = r(63K)
(on) = min, {r9D(su)} et r(sn) = max {r*¥(en)}

T(s,,8 1,85, .)—s . .
( nyYn+ly n-'{-Z) z,],k —_ 1,2
Sy — St

ik _
avee ¥ (s)) =
Preuve.

On pose T(s,) = T({sn} X Sp41 X Spy42) €t F(z,y) = -—% Lorsque

n < N, T(s,) x S C Dr, F est continue sur son domaine de defimtlonr: donc R(s,) =
F(T(s) x S) est un intervalle. On pose R(s,) = [r!(s,), r*(ss)]-

T({sn} X Sp41 X Sn42) —

Sp— S

R(sn) = U

8€S

T(sn)

n

On pose R(s,,s) = (sn,s) € S, x S. D’apres la proposition 2.3.3 on peut

écrire :

T(su) = [min (T(459(s0))}, ga (T (o59)(s,)))]

olt v (s,.) ¢ (8ny 85415 0)jk=1,2 Teprésentent les quatre sommets de {s,} X Spy1 X
Sn+2. Donc R(sy,s) = [r1(sn, 8),7%(sn, s)] ol,
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et

et

rl(sp,s) = min

S, — S

T(Sn; Sn41: She2) = 3}

—s)— (3i+1 —s)?

(80— 3)

r%(ss,8) = max T(Sns Sn41: Shya) = 8
" Jok=1,2 sn —_
(33;+1 —s)?
(sk,,—s)—mil 2]
= max ) ‘ (8n — 8)
)2
(a—z)— ((b z))
-z) . .
a 2b-ig-/y ola=si,etb=s,, Ona
99 —(y—b)?
0z (a—2b+y)(y—z)?

Og _ ((b—y)(ab— 2b* — (2a — 3b)z + ay — zy))

Oy

oz

rl(s,) = .m}r%{rl
=1,

(26— a—y)*(y — z)?

0
Pour n < N, 29 1e s’annule pas sur S x S,,, donc :

(smsi)}

r2(sy) = im=zlx')§{r2(sms'.)}.

On pose :

Alors on a,

(st,, — 5i) = Lo =8V
Gk (s ) = 4 (85 — 8)
r (sn) = - 3
Spy2 — 28541+ Sp
1 — i (i.3:%) }
rlon) =, pin, {0 o)
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r?(sn) = H}‘E’l‘z{r(i,j,k)(sn)} .

Ce qui termine la démonstration de la proposition.

-
.. sj -— ki ) k - Si

On pose pour s, € S, pli)(s,) = -Eﬂ—-— et plEy —;‘-5'2——— ol
n = Sa+1 — st

i,5,k=1,2.
Théoréme 2.4.2

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite fini S et d’indice de sta-
tionnarité fini N. Et soit M un entier vérifiant M < N —2. Si (S,) est ¢ comportement
linéaire a partir de M alors, le procédé A?-Aitken améliore le comportement de (S,) si et
seulement si :

VM<n<N-1,Vs, €8, 2p0")(s,) [p(J" Wsn) — p(k"’)] < ( Gi)(s,) — 1) .

Preuve.

N sj (k’ - s, — s
Avec pUiv)(s,) = L—-——— et pyiy’ —;‘i’——— oui,j,k=1,2.
Sp — §' Sp41 — '

Il est facile de vérifier les égalités suivantes :

_ 1 — ki)
r638)(s,) = plite)(s,) 1 = —— Pt

169 (s,) (1)

et
(ki) (5,) = plie)(s,) Pois (2)
5 WJre S _pJ,t n____:_‘_.__
p(J v)( n)
ou

S |
§(kin)(g,) = n2 ™ Snd1
Sh41— Sn 5
A partir de (1) et (2) on peut voir que

(kﬁy]) ( "i'.
r(b38)(s,) = P34 (s0) | =5 pn+(1k 9 i ()(‘-S';) }
p N5 )P — 2057 (s,) + 1
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Or (S,) est & convergence linéaire, donc pfl""’")(s,,)pgf;"l’j ) pU)(s,)+1 > 0 pour ¢, 5,k =
1,2 et ceci pour tout s, € S,.
— (%.3,k) (5.d:k)
Or R(s,) = [ min T (8n )} ‘Jk_”{r (8n )}] donc :

R(s,) C]-1,1] <= Pouri,jk=1,2: -—1 < rlidk)(s,) < 1

On a d’une part,

ri(s,) <1 <= (pl)(s,) - 1)2 > 0.
Ce qui est vrai car E, C [-1,1]. D’autre part,

ri(sp,) > =1 <= pouri,j k=1,2: rik(s,) > -1

™ ™ ks, i 2
= 2054 (sa) [ (sn) = H7] < (0§ (sn) — 1)

Remarque 1:

1 Il est facile de voir que 0 € R(sn-1) et ceci pour tout sy—1 € Sy ; il suffit pour cela
! de remarquer que 0 € En_;.

Remarque 2:

S'il existe s, € S, et 4,5,k = 1,2 tel que, p¥)(s,)pns (k"”) 200%)(s,) + 1 < 0, alors
| r(43%)(s,.) > 1 et donc R, ne sera pas inclus dans ] —1, 1] ( i.e., pas d’amélioration possible
pour (S,) par le A% Aitken ).

Constatation :

La complexité des calculs nous a empéché d’aller plus loin dans le cadre de suites
d’intervalles d’indice de stationnarité fini. D’alleurs on a fait une tentative dans ce sens
pour le ©,-Algorithme, mais on était bloqué du fait qu'on n’a pas pu arriver a un résultat
du meéme genre que la proposition 2.4.4.

2.4.4 Exemples Numériques

Pour les exemples suivants, on construit la suite d’intervalles (S,) par la donnée
d’une suite réelle (s, ) qui converge vers s et d’une précision € > 0. S, = [s], s?] est calculé
par:

33



€ [
Sn = [sp — 3 * |8y, 8 + 3 * |s.]].

La suite d’intervalles (S,) converge vers S = [s — % *|s|,s + -;— * |s|].

Dans nos programmes R, = | J R(z) sera approché par R, = R(s})U R(s,)U R(s?).
€S,

Exemple 2.4.1

Pour s; =09 et s, =1+ 0.1 % (8,-1 —1)2 4+ 0.9 *(sp,-1 —1). Pour £ = 10~° on a
N = 117 et (S,) converge linéairement vers S. Cet exemple montre que le A2-Aitken
améliore le comportement de la suite d’intervalles (Sy).

Les courbes suivantes représentent ( E,) et (D,,) respectivement la suite d’intervalles
de rapport d’erreurs et celle de rapport de différences

E<[R.8) L o.-[8 8]

0,94

0,92

0,90

= Column 1
.88 ——&—  Column 2
= Column3
| g Column 4 8‘.
° 86 . 1 2 1 —rh i " i3 e [] g ]
o 20 40 60 80 100 w120

La courbe suivante représentent (R, ), rapport d’accélération de (S,) par rap-
port au A2-Aitken.
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) “-:‘X

33

04r Ra= [

02

0,0 :\\’.o...._‘

-0,2F
-0,4F
et COlUMN S
-0.6 I === Column 6
-08 N 1 " 1 " 1 A i A I |
o 20 40 60 80 100 N 120

Exemple 2.4.2

Pour s; = 0.9 et s, =1+ 0.1 %(8,-1 —1)2+0.4 % (s,-1 — 1). Si e = 1079 alors on
a N =15 et (S,) converge linéairement vers S. Cet exemple montre que le AZ-Aitken
améliore le comportement de la suite d’intervalles (S,).

Les courbes suivantes représentent (E,,) et (D,,) respectivement la suite d’intervalles
de rapport d’erreurs et celle de rapport de différences
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041 3 ‘tQ‘..'Q:J y fl).-.:[-s../&]

~
&
Q!
-
0,40 \ gman \ 4
Q4
)
SA
™
0,39 r
s Column |
——<o— (Column 2
m—COlUMN 3
~——e— Column 4
0,38 2 1 " i |

La courbe suivante représentent (R, ), rapport d’accélération de (S,,) par rap-
port au AZ-Aitken.
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0,008

Rn lﬂ:3

1
()
)P>

0,006

0,004

0,002

0,000

=0,002

-t ColumnS$S

——  Column 6

=-0,004

-0,006 A 1 . j
0

Exemple 2.4.3

Pours,=1+21. Sie=4%10"3alorson a N =15. La suite d'intervalles (S,) con-
verge vers S d’une facon non linéaire. Cet exemple montre que le A%-Aitken n’améliore
pas le comportement de la suite d’intervalles (S,).

Les courbes suivantes représentent (E,) et (D,,) respectivement la suite d’intervalles
de rapport d’erreurs et celle de rapport de différences
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2
1,0 R
’ Q‘
R | -
08
06
s SA o~ SL =0 Column i
m VS |=—m— Column 2
04r = Column 3
——  Column 4
0,21
0,0F
-0,2 4
(o] 20

La courbe suivante représentent (R, ), rapport d’accélération de (S,) par rap-

port au A2-Aitken.
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‘ o
o =3
g Column S
- Column b
-‘ o
-2 -
-3 |
0 20

Conclusion :
Lorsque I'indice de stationnarité N d’une suite d’intervalles est fini, il est inu-

tile de travailler au dela de celui-ci, car on risquerait par exemple de faire des divisions
par zéro ou de trouver des résultats non significatifs.

2.5 Suites d’indice de stationnarité infini

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité N = +o0.

Remarque :

Dans le cas de dégénérésence du segment-limite S de (S,), la limite au sens de Haus-
dorfl et le segment-limite de (S,) coinsident.
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On pose S, = [s],s2] avec s} < sZ,ona:

s e o2 —
o = Jim s =
Pour les mémes raisons que dans la premiére partie de ce chapitre, on suppose que
(S,) vérifie les hypothéses H et H' qui deviennent dans le cas d’indice de stationnarité N
infinj :
Hypothéses :

H:VnelN, 5,NS=0(ie,sgS,).

H:VneN, S,NSp4i=0 pouri=12.

Propriété 2.5.1

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR. Pour
toute suite de nombres réels (s,) définie par Vn € IN, s, € S,,, on a : (s,) est convergente
et lim s, = s.

n-—00
Preuve.

En effet, pour tout n € INon a :

$n < 8 < 85 = lim (s7) < lim (s,) < lim (s7).

Or lim s} = lim s = s, donc (s,,) est convergente et lim (s,) = s.
n—oo " n—oco " N0

2.5.1 Convergence linéaire

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR ( donc
convergente au sens de Hausdorff ).

On pose :
f: R — IR

Tr—Yy
z2—y
D/ = {(m,y,z) € IR® telque y ;é z}

(z,y,2) +—
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Rappelons qu’on a ’hypothéese H ( Vn € IV, S, S =0) et 'hypothése H' ( Vn €
N, S;NSn+i=0 pouri=1,2). DoncVn € IN, S,41 xS xS, CDjet SppaXSpy1 X
S,.cD 1

On construit ainsi deux suites d’intervalles (E,) et (D,) définies par :

Vn€ N, E, = f(Sp41 XS xS,) et Dy, = f(Sp42 X Sp41 X Sn)-

E, et D, représentent respectivement le rapport d’erreurs et le rapport de différences

de (S,). -
Définition 2.5.1

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR. (S,)
sera dite a convergence linéaire si :

0 ¢ Slim(E,) C [-1,1] et Stim(D,) C [-1,1].
Notation :

On note LIN, I’ensemble des suites d’intervalles de segment-limite dégénéré
et d’indice de stationnarité infini, a convergence linéaire.

La propriété suivante que nous allons voir, permet d’approcher une généralisation

du résultat connu dans le cas des suites réels : si la suite de rapport d’erreurs converge
vers un point différent de 1, alors la suite de rapport de différences converge vers le méme
point.

Propriété 2.5.2

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR. Et

soient E, et D, respectivement le rapport d’erreurs et le rapport de différences de (Sy,).
Si Slim(E,) C [0,1], alors on a :

Slim(E,) C Stim(D,).
Preuve.
Un élément 6, de D, peut s’écrire, &, = p,.

Supposons que Slim(E,) = E = [o', ¢?] C [0,1[. On sait que o' et p? sont des valeurs
d’adhérence respectivement de (o)) et (2) donc il existe ¢ et ¥ tels que :

lim (pr(n)) = o' et lim (pr(n)) =p’

n—oo 00
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1-p!
1 R | ¢(n)+1
botn) = Colmy T —

1 = gym)
et .
1-¢
2 _ .2 Y(n)+1
bym) = Oon) T 7 B

admettent respectivement,

l_gll 1_90
N=pl—— et &=/
¢ 1-p! e 1-p?

comme valeurs d’adhérence, ot " et p” sont deux valeurs d’adhérence respectivement
de (glzp(n)+l) et (gi(n)-i-l)

o et p? appartiennent a [o, g%], donc 6! < ! et 62 > p?%. Or &' et 62 appartiénnent &
Slim(D,,) donc Slim(E,) C Slim(D,).
.

En se basant sur une démonstration analogue a celle ci-dessus, on peut voir ’équivalent
dans le cas de suites d’intervalles du résultat connu ( dans le cas de suites de nombres
réels ) cité juste avant la propriété ci-dessus.

Résultat :
On peut voir que lorsque 0,1 & Slim(E,,), alors on a :
Stim(E,)N Slim(D,) # O.
Remarque :

Toutes les suites d’intervalles appartenant a ’ensemble LIN, vérifient le résultat ci-
dessus.

Soit (Sy,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini vérifiant les hypotheses H et H'. E, et D, respectivement
le rapport d’erreurs et le rapport de différences de (S,). On pose :

.. i i _ [ |
plif) = Znt2 T2 k) = Il T2 o giik) = Sng2 T Tt
J —_ J k
Spt1 — S Sp—$ Sn+1 — Sp

On a alors la proposition suivante:
Proposition 2.5.1

S’ existe M tel que, Vn > M, E, C [-1,1[. Alors on a pourn> M :
( D, C [-1,1]) <= (037)G®) — 2014 4+ 1 > 0 Pouri,5,k = 1,2),
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Jj
(4,5) n+2 -8 Gk) _ Sn41 — 8
ou 242 et pUk) = 21—
eﬂ+l 3;11+1 —s 0 35; —s
Preuve.
On sait que D, = [ min {6{¥*)}, ,max {6(""")}] ot 6(k) = M.
6,5,k=1,2 J k
3n+1 S
. . 1 - e(‘ﬂ)
Or on peut écrire, §{"*) = gﬁ,"").-l————z‘-% Oil on a,
o) = ——"“ et ol = —-———:Z‘ :

n+1 - S
(D, C [-1,1]) <= (6+® € [~1,1] pour i,j,k = 1,2).

A partir de cette équivalence et en utilisant ’hypotheése E,, C [—1,1[, on montre la
proposition.

n
Lemme 2.5.1
(Stim(E,) C]-1,1]) = (3M tel que : Vn > M, E, C] - 1,1]).
Preuve.
On suppose E, = [g}, 03], on sait que Slim(E,) = [lum(e},), limi(03))-
lim(pl) > —1 = 3IM, tel que : Vn > My, 0l > -1
e;Tr'n'(gﬁ) < 1= 3M; tel que: Vn > M;,p2 < 1.
On pose M = maz(M,,M;),onaVn > M, E, C]-1,1].

.

Reprenant les notations définies juste avant la proposition 2.5.1, on a alors la
proposition suivante :
Proposition 2.5.2

Si Slim(E,) C [-1,1], alors :

Stim(D,) C [-1,1] si et seulement si toutes les valeurs d’adhérence de la suite
(VHk)) définie par :

VGik) = ( (4,4) ) k) — 20k 4 1)
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sont strictement positives et ceci pour tout 1,5,k =1,2 ( i.e.,Slim(VidF) >0 ).
_Preuve.

On sait que D, = [iﬁg 2{53.:‘.1:)},‘ max, {860},

(Slim(D,) C [-1,1]) <= ( Slim{6(:®} C [-1,1] pour 1,5,k = 1,2)
(3.4)

g L 1— g , g
Or 6(id4) = gﬁ"").-l-—%, donc toute valeur d’adhérence §¢#F) de la suite (6(F))
— gn’
peut s’écrire : '
1— gl

S0k = glik) ou p) et p(*) sont des valeurs d’adhérence respectivement

1- g(jvk)
des suites (p()) et (ol*)). Avec I'hypothese Slim(E,) C [~1,1{on a:

(5(i.j.k) € [-1, 1[) — (Q(m‘) o) — 20Uk 41 > 0).

Or toute valeur d’adhérence de la suite (V,9*)) est de la forme V(i) = plid) glik) —
20U%) 4 1, d’ot1 la démonstration de la proposition.
=
(i) st.,—s . Sy —8 i s} ‘-Sjl
Posons g, = ~2. = pUk) = “ntl _ ot §ligk) = n¥2  Tatl
" Sp41— S " s—s " Shy1 — Sk
définition 2.5.1 de la convergence linéaire et la proposition 2.5.2, on a le théoréme suivant

D’apres la

Théoréme 2.5.1

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini vérifiant les hypothéses H et H'. Si la suite d’intervalles
(E,) de rapport d’erreurs de (S,,) vérifie 0 € Slim(E,) C [-1,1], alors (S,) est & conver-
gence linéaire si et seulement si toutes les valeurs d’adhérence de la suite (V("9F)) définie
par :

V) = (gl o™ — 2054 + 1)
sont strictement positives et cect pour tout 1,5,k = 1,2 ( i.e.,Sim(V(4¥)) > ¢ ).

2.5.2 Transformation de suites d’intervalles

Soit (Sp) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini. On suppose qu’on est dans le cas de transformations de
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suites d’intervalles T, n’utilisant pas de suites auxiliaires (Z})1<i<q (¢ = 0) et utilisant
p + 1 termes successifs de (S, ).

T: SnXSn+1X...XSn+pCRp+1 — R

Snp = (s"’ ""s"ﬂ’) — i, = T(snm)

(voir paragraphe Il de ce chapitre). T fonction continue sur son domaine de définition Dy

Le lemme et la proposition qui suivent, nous donnent des résultats dans le
cas ou T'(s,s, ..., 8) existe.
Lemme 2.5.2

Supposons que T'(s,s,...,s) ezxiste, T continue en ce point et V¥n € IN, S, X
Snt1 X «o. X Spyp C Dr. Alors pour toute suite de vecteurs (7,) définie par :

Vn € IN, 7, € Sp X Sp41 X oo X Sntp,
(™n) est convergente et Jim T(m) =T(s,8,...,8).
Preuve.
On a ,}ergo(rn) =71 =(s,8,...,8), donc d’apreés la continuité de T, on a :

Jim T(r,) =T(s,s,...,8).

Proposition 2.5.3

Supposons que T(s,s,...,s) eziste, T continue en ce point et ¥n € IN, S, X
Snt1 X oo X Spyp C Dr. On considére la suite d’intervalles (T,)) Transformée de la suite
(Sp) par T, T, = T(Sn X Sut1 X ... X Spyp). Alors le segment-limite de (T,) est est
dégénéré et Slim(T,) = '}Lngo(Tn) =t=1T(s,s,...,8) € R.

Preuve.

Posons T,, = [t},t2] ot t}, = T(r;) pours = 1,2, avec 7, = (8§, 8} ns--rr b ) €
Sn X Sp41 X «.. X Sptp. D’apres le lemme précédent on a :

nangO T(ri) = T(s,s,...,s) pour i = 1,2.

Par conséquent lim (T,) =t =T (s, s,..., s).

45



Autre démonstration ;

On donne la démonstration pour p = 1. Soit T, = [t},#2] avec &1 = T(an, Br),
t?; = T(7na6n) ou Qy, ﬂn € Sn and Tns 6n € Sn+1

lan =8| < Jon—sp| + lsn— sl

< lsi—sl + lsn—sl

S lsi—sl 4 ls—sal + lsn—s|
Soit £ > 0, 3M(¢) tel que Vn > M(¢), |si — s] <.§ pour ¢ = 1,2.

Alors on a |a, — s| < € donc lim a, = s".
n—00
De la méme fagon on montre que :

fim fo=s Jmow=s et Jlimé =
D’apres le lemme 2.5.2 ﬂli_'rxolot','l =1t = T(s,s) pour t = 1,2 . Clest ce qu'il faut
démontrer.
.

Rappel :

On rappele la définition de la régularité telle qu’elle a été définie dans le paragraphe 2.3
de ce chapitre ( définition 2.3.2 ) : T sera dite réguliere pour (S,) si la suite d’intervalles

(T,)) transformée de (S,) par T vérifie Slim(T,) = Slim(S,).
Remarque :

Dans ce paragraphe on travaille avec des suites d’intervalles (S,) de segment-limite
dégénéré S = s € IR, donc la régularité d’une transformation T pour (S,) revient a dire
que la suite d’intervalles (T,,) transformée de (S,) par T est convergente au sens de Haus-
dorff et sa limite c’est s.

Définition 2.5.2

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini. On dit que la transformation T de (S,.) est contractante,
st la suite d’intervalles (R,) définie par :

T(SnySnt1s-ees Sngp) — S

R, =.{Tn = y Snti € Snpi 1 =0, ...,P} verife

Sn_s
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Slim(R,) C] —1,+1].

2.5.3 Procédé A2-Aitken

Le procédé A?-Aitken est la transformation représentée par la fonction :

T: R — R
z.z — (y)?
@wa) — 2
Soit (S;) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini vérifiant les hypotheéses H et H'. D,, le rapport de différence
de (S,). Alors on a la propriété suivante :
Propriété 2.5.3

Si 1 g Slim(D,,), alors la suite d’intervalles (T,) définie par T,, = T(S, X

Sn+1 X Spy2) admet un segment-limite dégénéré et Slim(T,) = nlirgg(T,,) =s.
Preuve.
Ona:
r.z — (y)? T—y
T(x,y,z):————-——-:x___.______ .
z2—=2.y+z -y +1
rT—y
Donc,
Sn — S )
I, = {T(3n3sn+lvsn+2) b Ralear everrvey ,2_:3,’ Sn4i € Spyi 050 < 2}
Sn4l1—8n
T, = {s,, - sn—_fﬂ, Sn4i € Sn4i 0 < < 2}-
l - 6n
— 9n ’ . S - S
Onat, =s,— f—’-'-l—_—sfl on peut écrire que, T, C S, — —'{—_—D"—'H En passant au
n n

{ segment-limite on a,
i

§— S

Slzm(T,,) Q S — Tm.

|

| Or d’aprés les hypothéses 1 ¢ Slim(D,,) donc Slim(T,) = lim (T;) = s.
! n—00

‘ =

Comme conséquence immédiate de cette propriété, on a le résultat suivant :
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Proposition 2.5.4

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini vérifiant les hypothéses H et H'. (D,) suite de rapport
de différences de (S,). Si 1 & Slim(D,), alors la transformation A2-Aitken est réguliére

pour (Sy,).
Théoréme 2.5.2

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini vérifiant les hypothéses H et H'. Si(S,) est ¢ convergence
linéaire, alors on a :

Le procédé A*-Aitken est une contraction pour la suite d’intervalles (S,) si et seule-
ment si, pour toute suite réelle (s,) € (S,), la suite réelle (W(9)(s,)) (ot i,j = 1,2)
définie par :

W6 (5,) = 205 (sa) [09)(50) ~ 3] = (€9(s4) — 1)
ne posséde que des valeurs d’adhérence strictement négatives (i.e., Sim{W09)(s,)} <

0.

J ‘
. : Sn41 — S () _ Sny2 — S
o o= TS o o Sm e
Sn - 8 3ﬂ+1 - S

Preuve

T ns°n »yon — 8 .
On pose R, = {rn = (s ss+1 ss+2) , Sn4i € Sppit =0, 1,2}.

Pour s, € S, ona:

T(Sn’ Sn+41, sn+2) — S8
P s 9 sn+l € Sn+la Sn42 € Sn+2
.

T({Sn} X Sn+l X Sn+2) - 8

Sp— 8

= [r'(sa),r?(50)]

ol r1(s,) = min {r®(s,)} et r¥(s,) = max {r(s,)} avec :
tg=1,2 £,7=1,2

Ao = {0 =

R(s,) =

Qs-iz - szj’.)(sn) l

(8n).—= — :
09 (s0)-053) = 2.9 (s,) + 1

r("j)(sn) = 9511

i
() _ Sne2— S
et op=5—-
Sp— S8 5ﬂ+1 -8

i
ot g (s,) = Sn417 S
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Ona R, = |J R(sn),doncona:
3,ESn
R, C]-1,1] & Vs, €8, R(s,) C]-1,1]
< Vs, € Sy, —1 < rl)(s,) <1 pouri,j=1,2.

Et par conséquence on a :
Stim(R,) C] - 1,1 <= Vs, €S, Slim(R(s,)) C]-1,1]

&= Vs, €8, Slim{r(9(s,)} c]-1,1] pour i,j = 1,2.

Soit (s,) suite réelle telle que Vn € IV, s, € S, et soient 1, = 1,2. Slim{r((s,)} C
] —1,1] équivaut & : toute valeur d’adhérence de la suite (r((s,)) est dans ] — 1,1[. Or
toute valeur d’adhérence de (r(*9)(s,)) est de la forme :

g(i,j) — U+

() = i)
T T TG g6 — 2,960 11

ol pU") et pl4) sont des valeurs d’adhérence respectivement des suites réelles (o{/)(s,))
et (gf,'_,f%) Or d’aprés la linéarité de (S,) on a gU).p(") —2,p0+) +1 > 0. Donc on a,

. .12 : . 2
rld) ¢ 1 = [0(1,-)] —2.00") 1= (g(h) - 1) >0
ce qui est toujours vrai car oU) € [-1,1].
P > _1 e W) = 2,00, [g) — gl6)] — (o) — 1)2 <0

ceci équivaut & Slim{w()(s,)} < 0.

Proposition 2.5.5

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarit€ infini vérifiant les hypothéses H et H'. Si (S,) est d convergence
linéaire alors le rapport d’accélération (R,) de la suite d’intervalles (S,) par rapport au

procédé A’-Aitken vérifie : 0 € Slim(R,,)

Preuve.

Sn— S8

On pose R, = {rn = T(8n) Sn41, 8nt2) = s’ Spti € Spyit =0, 1,2}.

Pour s, € S, on a:
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T({s} x S X Su) =
= [ (50), 7¥(sa)]

ol rl(s,) = ig;i{n’z{r("j)(sn)} et r3(s,) = Jnax, {r®9)(s,)} avec :

T(8n,8n41y8n+2) — S
R(sn) = {T(Sn) = ( ‘ el +2) ’ 3n+1 € Sn+1a Sn42 € Sn+2}

R(s,) =

{(i.4) — ali)
r(w)(s )= Q(J')( n)- (,,)( ;’v:(-‘ld) oy ((f ))(s o
n n+1 n

- iy -
ol gf)(sn) = et i) = —-—;‘“ -
Sn— 8 Sp41 — S
Ona R, = |J R(sn)- Or toute valeur d’adhérence de (r{")(s,)) est de la forme :
3, €Sn
plid) = i) ___ 0% = %

) g(jv-) g(i'j) - 2. g(jv-) +1

ot ") et ¢t sont des valeurs d’adhérence respectivement des suites réelles (pl")(s,))
et (gf,'_,fl)) Or d’apres la linéarité de (S,) on a 0 ¢ Slim(E,) (supposons par exemple
que Slim(E,) > 0) donc gt > 0. D’autre part gUr). p(+) —2,00) 41 > 0 et (o) —
p)) change de signe suivant qu’on choisit par exemple (3, ;) tel que o)) = p! ou bien
o) = g% ou p! et o? sont respectivement la borne inférieure et supérieure de Slim(E,).
Slim(E,) = [, 0%, (¢' — 0¥)) < 0 et (p? — p¥)) > 0. Donc 0 € Skim(R,).

Exemples Numériques :

Pour les exemples suivants, on construit la suite d’intervalles (S,) par la
donnée d’une suite réelle (s,) qui converge vers s et d’une précision 0 < ¢ < 3. S, =
[sl, s2] est calculé par:

Sp = [8p — € * min(|sn — Sns1l,|Sn — 8]), 8n + € *min(|s, — Snt1ls |50 — s])).

La suite d’intervalles (S,) converge vers S = s € IR. Par construction l’mdlce de
stationnarité N est infini. '

Dans nos programmes R, = | R(z) sera approché par R, = R(s})UR(s,) U R(s2).
Z€ESn

Exemple 2.5.1

On prend s; = 0.9, s, = 1 +0.1 % (s, —1)24+ 0.2 (s,_; — 1) et € = =. La suite

d’intervalles (S,) converge linéairement vers S = s = 1. Cet exemple montre que le

W]
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AZ-Aitken est une contraction pour la suite d’intervalles (S,,).

interval | _a N | B b __ f
S, | 0.8730000000000000D + 00 | 0.9270000000000000D + 00
T, 0.9960380896895040D + 00 | 0.1013706244190672D + 01
E, 0.1096165354330720D + 00 | 0.3298452054794533D + 00
D, 0.8094558128005640D — 01 | 0.4357811198416050D + 00
R, | —.1877567697352404D + 00 | 0.4232806363004883D — 01 |
S0 | 0.9999999391180790D + 00 | 0.9999999647525720D + 00
Tio | 0.9999999969500190D + 00 | 0.1000000009022860.D + 01
Eio | 0.1157894706897204D + 00 | 0.3454545356042660D + 00
Dyo - | 0.8571428170739900D — 01 | 0.4666666461346460D + 00
R | —.2559863435816530D + 00 | 0.6345577446483250D — 01
S| 0.9999999878236160D + 00 | 0.9999999929505143D + 00
Tu | 0.1000000000000000D + 01 | 0.1000000000000000D + 01
E;; | 0.1157894740681200D + 00 | 0.3454545569083591.D + 00
Dy; | 0.8571429278526254D — 01 | 0.4666667115804650.D + 00
R;; | 0.0000000000000000D + 00 | 0.0000000000000000.D + 00

Exemple 2.5.2

1 .
Pour s, =e " et e = zrona (S,.) converge linéairement vers S = s = 0.

Cet exemple montre que le A?-Aitken est une contraction pour la suite d’intervalles

(Sa).
interval | a | b [I

Si 0.3213706095844763D + 00 0.4143882727584082D + 00

T —.1544373329966300D + 00 | 0.3957874948861140D — 01

E, 0.2853016072966660D + 00 | 0.4743586428375320D + 00

D, 0.2098316235087752D + 00 | 0.6449708627019840D + 00

| Ry —.4805583596966533.D + 00 | 0.9645968202006841.D — 01
B Si100 0.3249768675051440D — 43 | 0.4190383276990232D — 43
Tioo —.1561703503876283D — 43 | 0.4002288213352861.D — 44
Eioo 0.2853016072966660D + 00 | 0.4743586428375320D + 00
Dioo 0.2098316235087752D + 00 | 0.6449708627019840D + 00
Rino —.4805583596966530D + 00 0.9645968202006%41) -01
Sies | 0.2662864554842041D — 82 [ 0.3433605347101670D — 82
Tieo | —.1279661822569250D — 82 | 0.3279480014506180D — 83
Eio | 0.2853016072066660D + 00 | 0.4743586428375320D + 00
Do ~| 0.2098316235087753D + 00 | 0.6449708627019840D + 00
Ruo | —.4805583596966530D + 00 | 0.9645968202006840D — 01
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Exemple 2.5.3

On prend s; = 1, 85 = 8a1 — 0.005 * (s,—1)? et € = %— La suite d’intervalles (S,)

converge vers s d’une facon non linéaire. Cet exemple montre que le A%-Aitken n’est pas
une contraction pour la suite d’intervalles (S,). En effet Vn € IV 1 € R,..

ﬂinterval| a b |]
s 0.9983333333333334D+00 | 0.1001666666666670D+01
Ty 0.4979204764353093D+00 | 0.1009489145043870D+01
E, | 0.9916971297836940D+00 | 0.9983138981636060D+00
D, | 0.2003699871268230D+00 | 0.4891505982809250D+01
R: 10.4987393097815321D+00 | 0.1007809462606191D+01
S2s | 0.8910752369358462D+00 | 0.8937298445850320D+00
Tos | 0.4445448489273010D+00 | 0.8999311109437940D+00
E,s | 0.9925875803565480D+00 | 0.9984971838110770D+00
Dys | 0.2003330432969760D+00 | 0.4903036670507130D+01
Rys | 0.4988759770691540D+00 | 0.1006938636318720D+01
Sso | 0.8014287960780274D+00 | 0.8035754950568284D+00
Tso | 0.3999113558805552D+00 | 0.8085711869706813D-+00
Es | 0.9933321124045370D+00 | 0.9986499788051160D+00
Dso | 0.2003016485244613D+00 | 0.4912697026787181D+01
Rso | 0.4989899784151141D+00 | 0.1006216829587990D+01

2.5.4 Suites & convergence logarithmique

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite S = s € IR et d’indice de
stationnarité infini. Et soit (E,) la suite d’intervalles de rapports d’erreurs de (S,).

T

En=f(5n+l X stﬂ) ou f(z’y’z)=

z—y
Définition 2.5.3

Soit (Sy,) une suite d’intervalles de segment-limite S = s € IR et d’indice de
stationnarité infini. E, le rapport d’erreurs de (S,). On dit que (S,) est ¢ convergence
logarithmique si la suite d’intervalles (E,) vérifie Slim(E,) = 1.

Remarque :
On a voulu donner ici une définition de la convergence logarithmique de suites d’intervalles,

généralisant celle de suites de nombres réelles. On se rend vite compte de la difficulté
d’obtenir des propriétés théoriques, du fait que 1 peut appartenir a E,,.
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Exemple :

Considérons un ouvert O de IR, un réelle s appartenant a cet ouvert, un
intervalle So = [s}, s3] (s} < s2) inclus dans O, une apphcatlon f:OCRR — Rde
classe C? (le p qu’il faut ).

On suppose que f vérifie :

1: f(s)=s
2: fli(s)=1
3: f’ ne s’annule pas dans O

4: f' admet un minimum local en s

((3) et (4) ) => ( f est strictement croissante sur l'ouvert 0. )
((2) et (4) ) = ( f' <1 sur un c6té de s dans O. et f' > 1 de ’autre coté ).

( On veut dire par un c6té de s dans 0. I'un des deux ouverts suivants : O; = {z €
O tel que z < s} ;0; = {z € O tel que = > s}).

On va choisir Sp inclus dans le co6té de s ou f' < 1. On va supposer en plus que les
extrémités de l'intervalle Sy = [s}, s3] vérifient s? < f(s}).
Construisons maintenant la suite d’intervalles, (S,) définie par :

So = [3(1)’ 3(2)]

Sn+l = f(Sn)

On suppose que f et So vérifient les hypothéses précédents f croissante, donc .

ﬂ+l f(S ) = f([sn’sn]) - {f ) f(sn)] ( n+1 = f(s ) et sn+l - f( n))

L’hypotheése s2 < f(s}) = s] nous permét d’avoir S, Sn41 =0et s € S,.. On a alors
(sL) et (s%) convergent logarithmiquement vers s [9], Slim(S,) = lim(S,)=5=s€R
et on peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.5.3
Stim(E,) =[1,1] = 1.

Preuve.

f est croissante et s < f(sy) = s} donc f(s2) = s? < f(s]) = s} et par
reccurence on a, Vn € IN s2 < s}, c’est & dire S, < Sp41.
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= | min {g ")} max {gff'j)}] ou p{) = %I—_Ei.

1,7=1,2 19=1,2
On a:
sl . —s s, . —s
doh = e T2 g - S
sl —s sl —s
1 _ 2 _
@1) — Sn41 738 (22) _ Sht1 — S
n 2 _ n - 2 _ .
s2—s st —s

(s— sy >8—sa) = () > oD et o) > o22))

(s—sk>s—3s2) = (o3 > oMV et o2 > (1)),
Doncon a:

min g(m)} mm{g(“’) o2} = p12)

4,J=1,2
et

i ) = man (o9, ) = )

Donc E, = [0}, g2V).

Montrons que Slim(E,) =1:
Pour cela il faut montrer que :

Slim {gsll’z)} = nli_{&(gf}'”) =1

et
Stim {g®V} = lim (oY) = 1.
12 = Spe1 =8

1 _
sl —s

2 2 2
S,41—8 8,—8 S,_1—38

EPRL B a
82 —5 s5_1—8 8L—3s

La suite (s2) est & convergence logarithmique donc :

2 )
Snor 72 pour n > 1, on a alors Slim(p(}'?)) = Slim(v{?).

1,2) —
On pose, vil?) = :
s} —s
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2 —
Vne I, =0 01— Slim(e) < 1
e

et
S48 .
Vn € IN, v = —ZT_—';’ >1 = Slim(v{1?) > 1.
1_
D’ou Slim(p{}?) = 1.

D’autres parts :

1
@21) — Snt1 7S
Qn -

1 2
_Sp41— 8 Sy — S

s2,1—8 s2—s
1
s —
Posons ul®!) = L, ona o) = uf21).p. Or lim (%) = 1, donc Stim(e") =
n+t1
Slim(u®Y).

1 —
Vn € IV, o®V) = %f—l—ss <1 = Slim(p®V) <1
n

et

l —
Vne IV, udV =221 7% 51—y Slim(u@V) > 1.
Sn+1 — S8

Donc Slim(p{*!) = 1. On en conclus que Slim(E,) = lim (E,) = 1.

n=-=+00

=
Comme conséquence directe de ce lemme, on énonce la proposition suivante :
Proposition 2.5.6

La suite d’intervalles construite par Sp,41 = f(S,) et So € S(IR) ( f et So
vérifiant les hypothéses précédents ) est a convergence logarithmique.

2.5.5 Suites d’intervalles plus fines et plus larges

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite S = s € IR et d’indice de
stationnarité infini.

Définitions 2.5.4

1: On dit qu’une suite (T,) € S(IR) est plus fine que (S,) st on a : Vn €
IN, T, C S,.
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2: Une suite (T,) € S(IR) sera dite plus large que (S,) si on a : Vn €
N, S, CT.,.

Proposition 2.5.7

Une suite (T,) € S(IR) plus fine que (S,) est elle méme convergente et
Jirg (T) = Hm (Sh) = .

Preuve.

Vne N, T, C S, => Slim(T,)C Slim(S,) = lim (S,) = s

n—00

=% Shwn(T,)= lim(T,)=s.

n—oo

Remarque :

Si I'indice de stationnarité de (S,) est infini, alors I'indice de stationnarité de toute
suite plus fine est infini.

Proposition 2.5.8

Supposons que (S,,) soit a convergence linéaire, alors toute suite (T,,) plus fine
est elle méme a convergence lin€aire.

Preuve.

Soient E, et E! les rapports d’erreur respectivement de (S,) et (7},). On a alors :

Vne N, T, C S, = Vne N, E. CE,

Donc Slim(E)) C Slim(E,). De la méme fagon, si on considere D,, et D!, les rapports
de difference respectivement de (S,) et (T), on a Slim(D}) C Slim(D,). (S,) est a
convergence linéaire, donc 0 ¢ Slim(E,) C [-1,1[ et Slim(D,) C [-1,1[, ce qui sera
aussi vrai pour (E!) et (D.). Donc (T,,) est elle méme a convergence linéaire.
]

Proposition 2.5.9

Soit T une transformation de suites d’intervalles. Si T est une contraction
pour une suite plus large que (S;), alors T est une contraction pour (S,).

Preuve.
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Soit (S,) une suite plus large que (S,), (R,) son rapport d’accélération par rapport
aT,Ona:

VnelN, S, CS, = VnelN, R,CR,

= Vn € IN, Slim(R,) C Slim(R.,).

Supposons que T est une contraction pour (S,), alors on a Slim(R,) ] —1,1[. Donc
on en déduit que Slim(R,) C] —1,1].
=

Proposition 2.5.10

Soit T une transformation de suites d’intervalles telle que T est une contrac-
tion pour (S,). Alors il eziste une suite d’intervalles (S.) plus large que (S,) telle que T
est une contraction pour (S,).

euve.

T :(Sn X Sng1 X oo X Spap) X (ZEx 22 x .. xZ) C (R x R) — R
Pop= S5, X841 X . XSpypet Zny=2x22x..x2Z1.

Considérons la fonction r définie par :

r: PopxZn,CIRPY' xR — R

T(Snps2n,) =8
Sn— 8 '

La suite (R,) représentant le rapport d’accélération de (S,) est donnée par : R, =
T(Prp X Zn,g)-

(sﬂ,P’ zﬂ.Q) — r(snvp’ zn.‘]) =

R, CR,=1(Prpx Zn,) ot Prp=5, X Spy1 X oe X Spyp

T une contraction pour (S, ) donc Slim(R,) C]-1, 1], ce qui est équivalent a I’existence
d’un rang M tel que, pour tout n > M R, C] - 1,1].

Pourn > Mona:

R, =r(IP,, x Z,,) C]—1,1]. Donc si on note par O C IRF***! I'ouvert r~*(} -1, 1]),
on a IP, , X Z,, est un compact inclus dans O. O est ouvert donc il existe (S,) telle que

Py X Zpyg CIPrp X Zing CO OWIP,, =5, X Spy1 X oo X Sppp

La suite (S,) est plus large que (S,) et vérifie :
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Ry, =r(IPnp X Zyny) C Ry = r(Ppp X Zyn,) C r(0) C] —1,1].

Donc Slim(R,) C Slim(R,) C] —1,1[. Donc T est bien une contraction pour (S,).
.

Conclusion :

Si on impose dans la théorie de contraction de suites d’intervalles de segment-
limite dégénéré et d’indice de stationnarité infini donnée dans ce chapitre a la suite
d’intervalles (R,) de rapport d’accélération de converger au lieu d’admettre seulement
un segment-limite, alors on obtient une généralisation de I'accélération de convergence
de suites scalaires ( [3] et [4] ) au cas de suites d’intervalles. Mais dans ce cas la la
généralisation est limitée car on restreint le probleme en imposant a (R,,) de converger.

D’un autre c6té on peut voir cette théorie comme une généralisation au cas de suites
d’intervalles du concept de contraction défini par C. BREZINSKI en 1989 dans [5].

Les résulats donnés pour la notion de suites plus fines et de suites plus larges, nous
permettent de remarquer que le concept de contraction est quelquefois plus pratique a
appliquer pour une suite plus fine.
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Chapter 3

PROCE})E’;S STANDARD
D’ACCELERATION DE LA
CONVERGENCE

Dans ce chapitre on donne une généralisation des procédés standards n°1 et
n°2 de GERMAIN-BONNE, voir [7].
Dans tous les résultats de ce chapitre, on prend (S, ) une suite d’intervalles de segment-
limite dégénéré S = s € IR et d’indice de stationnarité infini.
Pour les mémes raisons que dans le chapitre précédent, dans ce chapitre on suppose
que (S,) vérifie les hypothéeses H et H' suivantes :
Hypotheses :

H:VnelN, S,NS=0(ie.,sgS,).

H:Vne N, S,NSn4i =0 pouri=1,2.

3.1 Généralisation des procédés standards n’1 et
n%2

3.1.1 Notations et définitions

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini. Soit T une transformation de la suite d’intervalles (S,),
représentée par (on reprend les notations du paragraphe 3 du chapitre précédent) :

T: P, x Z,,C IRP*"*' — IR (continue)
(Sn,ps Znq) = T(Sn,p2n,q)
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telle que la suite (7,) transformée de (S,) par la transformation T et définie par :
Vn € IN, T,, = T(IP,p X Z,,) vérifie, Slim(T,) = nango(Tn) =t€ R.

T sera dite réguliére si t = s ( c’est la méme définition que celle du chapitre précedent

Définissons :

_ Sp— S
T{6apsZng) =1

C(sn.w zn,q)

Sn41 — Sn
3n+l,pa zn+1,q) - T(sn,pa Zn,q)

a(sn.P-Ha Zn,qs zn+1:9) = T(

— a(sﬂyp"'l’ zﬂ,q, zﬂ+1'9)
¢(Sn,ps 2n,g)
: = — 71y 72
OUu Sy pt1 € Pﬂ,p+l = Sn X Sn+1 X .o X Sn-{—p X Sn+p+l et Zn,q € Zn,q = Zn X Zn X wes X Zg
Sn+1,p € Pny1,p €t spp € IP, , sont donnés par la relation :

b(sn,p+l y2n,q9 2n+ly¢1)

Snp+1 = (SnySnt1seeey Sndps Sntp+1) € Prpia
= (Snp) Sntpt1) € Prp X Snyp

= (sna5n+l,p) =2 Sn X P'n+1,p-
On pose, C,, = c(IPpp X Zpny) €t By, = b(IPy, p41 X Zpng X Zyt1,4). On construit ainsi
deux suites d’intervalles (C,) et (B,). ¢, a et b sont associés a la transformation 7" qui les
défini.

Remarque :

C,=R;'={c, =r;'; rn € R,} ol R, est I'intervalle rapport d’accélération
défini dans le chapitre précédent.

Définition 3.1.1

1 : La transformation Test une contraction pour la suite d’intervalles (S,,)

si  Slim(R,) C]—1,+1][.

2 : La transformation T garde la convergence de la suite d’intervalles (S,,)

si  Slim(C,)=C€S(R) et0¢C.
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8 : La transformation T garde la vitesse de convergence de la suite d’intervalles

(5,) st T garde la convergence de (S,) et de plus Slim(B,,) = B € S(IR) avec 1 € B.

On note T1{(S.)}, 'ensemble des transformations T qui gardent la conver-
gence de (S;). Et T,{(S,)}, 'ensemble des transformations T qui gardent la vitesse de
convergence de (S,).

3.1.2 Procédé standard n°1

Soit (S,) une suite d'intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini. Et soit T': IP,, X Z,, C P+l R une transfor-
mation de (S,) telle que la suite d’intervalles (T,,) transformée de (S,) par T admet un
segment-limite dégénéré ¢ € IR. Définissons :

_ Sp— 8
T(Sn,pa zn,q) -1

é(sﬂ.p’ zn,q)

Sn41 — Sn
T(3n+l,p’ zn+1,q) — T(sn,p, zn,q)

@(Sn,p+1yZngr Zntlyg) =

a(Snp+1s Zngs Zntlg)

&(Sn,ps Zn,g)

On pose, C, = E(Pryp X Zn,) et B, = i)(an'pH X Zpg X Zny1,4)- On construit ainsi
deux suites d’intervalles (C,) et (Bx).

Z(sn,p-{-I ) zﬂ,Q’ 2n+1,9)

On suppose que T € T,{(S,)}. C’est & dire, Slim(C,) = C = [&*,&] # 0. On pose :

C'=|C|=[&",&.
Soit T la Transformation de (S,) définie par :

T: PoapXZngxZI'Cc PP — R

(Sn,ps Zn,g» ZZ‘H) — Iy =8, — zg‘*l(f’(s,,,p, Zng) — {)

oit Vn € IN, Zg*' = C et { = Slim(T,)) = lim (T,) € RR.
Proposition 3.1.1 ( Procédé standard n°1 )
La transformation T définie ci-dessus est réguliére pour (S,) et on a :

T est une contraction pour (S,) si et seulement si &% — &' < &' ( i.e., la longueur de
Uintervalle C' est inférieure a la distance qui le sépare de l'origine ). De plus 0 appartient
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au segment-limite de la suite d’intervalles rapport d’accélération ( i.c., 0 € Slim(R,) ).

Preuve.

Régularité de T :

OnaT = {tn = 8 — zgﬂ(j;(sn.pa Zng) = 1) 5 (Snps2ng) € Prp X Znyg €t 254 € Z5¥) = é}
donc :

T. C S, —C(T, - 1).
En passant au segment-limite on a :

Slim(T,) C Stim(S,) — C.(Slim(T,) = 1) = {s}.

Donc Slim(T,) =t = s, d’ou la régularité de T.

ontraction :

Soit (R,) la suite d’intervalles de rapports d’accélération de (S,) par rapport a la
transformation T :

T(SnpyZng, 23t —s | -
R11 = {Tn = ( 7,07 “Nn,q3 “n ) ou (smp’zn'q’zg+l) € P'n,p X Zn,q % C}

Sp— S
avec 85, = pi(Spp) OU p; est la premiere projection (py(zo,Z1, ..., Zp) = Zo).

T(8n,ps Zn.gs zgﬂ) -8 _ 1 — 29+ T(sn,pa Zng) = i
- n

Onar, = , donc en passant aux in-
Sp— 8 Sp— 8
tervalles on a :
— +1 D
R, =1-2Z*.R,
=1-C.R,

=1—_C% (ca.rﬁ’,.:%;).

En passant au segment-limite on aura :

-~

C

=1-

) O
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On peut diviser par (C,) au moins & partir d’un certain rang, car 0 ¢ Slim(C,) = C
et donc 0 ¢ C,, a partir d’un certain rang.

C
Slim =1l-=
(Rn) z
1| ~
Gl e 0¢0)
Doncona:
. _ [¢1,e?
Slim(R,) =1 @, &
- -
T T T
Il est évident que 0 € Slim(R,). D’autres parts on a :
&r- ~
i < 1 <= —&" < 0, ce qui est vrai car C' > 0.
&t —-¢ 1 =12 I]
e ~l<¢ <&

Donc (Slim(R,) C] — 1,1]) & (¢? — & < &!). C’est ce qu’il faut démontrer.

3.1.3 Procédé standard n%2

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini. Et soit T une transformation de (S,) telle que T €
T2{(S.)}. Clest a dire:

T : Pup X Zng C RPHH! — IR avec Stim(C,) = C = [&,&] # 0 et il existe
a,B € IR tels queSlzm(B )=B —[l—a 1+ 4.

Soit T la transformation de (S,) définie par :

T: Pn’p+1 X Zn,q X Zn+1,q C Hi”“”z — IR

f’(s,, pyZng) — ]
s Zngy 2 — t, =8, — (8 Sn)= : L
( n_'p-H, e ﬂH’q) " " ( e n)T(3n+l,p’zn+l,q) —T(sn,pazn,q)’
= lim (T,) € R.
n—00
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Proposition 3.1.2 ( Procédé standard n°2 )
La transformation T définie ci-dessus est réguliére pour (S,) et on a :

T est une contraction pour (S,) si et seulement si o, < 1. De plus 0 appartient au
segment-limite de la suite d’intervalles rapport d’accélération ( i.e., 0 € Slim(R,) ).

E reuve.

Régularité de T :

T(Sn.pv Zng) — i

T(3ﬂ+lmv Znt1,9) — T(sn.w Zn,g)

T(sn,p+1a Zn,gs 2n+1.q) = 8p = (Sn+1 — Sn)

T(sﬂm’ zn,q) -1 Sn41 — Sp

Sp— 8 'T(3n+1m’ Znl,g) — T(Sn,p’ Zn,g) .

= 8p — (Sn41 — sn)-

Donc T(3n,p+1, Zn,g» 2n+1,q) = Sp — (8041 — 3n)'b(sn,p+la Zn,gy zu+l,q)' D’ou en passant
aux intervalles on a :

T, C Sp—(Sns1— s).é,,, et en passant au segment-limite on a :
Slim(T,) C Slim(S,) — (Slim(S,) — s) .Slim(B,).

Or Slim(S,) = lim (5,) = s € IR et Slim(B,) = B € S(IR) ( i.e., B est un intervalle
fini ), donc Slim(T,) = lim (T;) =t = s. D’ot la régularité de T. ‘

Contraction :

On a, T(sn,p+l, zn,qv zn+l,q) =8, — (sn+1 - sn)-z(sn,p+1a zn,q, zn+1,q)-

T(Sn.p+l,zn,qv zn+l,q) — S

5 p =1 = b(snp+1 Zn,gs Zn4l,g)-
. —

Donc (R,), la suite d’intervalles de rapports d’accélération de (S,) par rapport a
la transformation T, peut s’écrire : R, = 1 — B,,. En passant au segment-limite on a

Slim(R,) = 1— Slim(B,). Or Slim(B,)=[1 — a,1+ ], a,B € R*, donc Slim(R,) =
1-[1-a,1+ B]=[-PB,a]. Donc on a contraction si et seulement si o, § < 1.
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3.2 Le procédé A%-Aitken

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite S = s € IR et d’indice de
stationnarité infini. Et soit T' la transformation de (S,) définie par :

T :S.xSanCclR? — R
(3m 3n+1) — i, = Asn = Sp+1 = 8y
Remarque :

Pour la transformation f‘, p=1et g =0. Clest a dire on utilise deux termes successifs
de la suite (S,) sans suites auxiliaires.

Propriété 3.2.1

5 La suite d’intervalles (T,,) définie par T, = T(S, X Sn41) est convergente et
lim (T,,) == 0.

n=—0oo

Preuve.

T, = T(Sp X Sn41) = Su41 — Sa. En passant au segment-limite on a, Stim(T,) =
Slim(8n41) — Slim(S,).  Or Slim(Spyq) = Slim(S,) = lim(S,) = s € IR, donc

Stim(T,,) = lim (T.) ={=0.
]

Remarque :

La suite d’intervalles (7,) posséde un indice de stationnarité infini (i.e,Vne N, t = ,

0¢gT,).

En effet, d’apres ’hypothese H on a : Vn € IV, S, Sn+1 =0. Donc T, = n+1 — On
ne contient pas zéro et ceci pour tout n € IN.

Proposition 3.2.1
Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite S = s € IR et d’indice
de stationnarité infini. Si la suite d’intervalles (S,) est a4 convergence linéaire, alors la

transformation T est dans T3{(S,)}.

Preuve. ,

Pour la transformation T on a :

65



= Sp— S8
c(sn’3n+l) - = "

T(Sna 3n+1) -0

8, — S

Sn41 — Sn

Sn41 — Sn
T(sn+l ) 3n+2) - T(sna 3n+l)

a(sn, Sn+1y 3n+2) =

1
= Bsap1
—H g
As,

a(sna Sn+l, sn+2)

b(sn’ Sn+1s 3n+2) =

E(sna5n+l)
_ On — 1
b1
(1- Qn)2

- OnPn+1 — 2Qn + 1

_ Les suites d’intervalles (C,) et (B,) sont données par, Cp, = &S, X Spy1) et B, =
b(Sn X Sn+1 X Sn+2).

Pour montrer que Te I>{(S,)}, il faut et il suffit de voir que Stim(C,) = C € S(IR)
et Slim(B,) = B € S(IR) avec 0 ¢ C et 1 € B.

1 : Montrons que Slim(C,) existe et ne contient pas 0 :

1 ~ 1
= (5 =

C(sﬂ3sﬂ+1) = gn _ 1 En _ 1

= 1

1
C"_En—l

= Slim(C,)=C

(1 ¢ Slim(E,.)).

D’apreés la convergence linéaire de la suite d’intervalles (S,,), on a 1 & Slim(E, ) donc

~

Stim(C,)=C

est un intervalle fini, et il est clair que 0 ¢ C.

= Slim(E,) - 1
2 : Montrons que Slim(B,) = B existe et 1 € B:
7 on — 1 = ~ En—1
b(sna3n+173n+2) = 611 1 E Bn g e 1

Donc en passant au segment-limite on a :
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= = _ Slm(E,) -1
l =B C )
Stim(Ba)= B S g By —1

Or 1 ¢ Slim(D,)), donc Slim(B,) = B est un intervalle fini.

Montrons maintenant que 1 € Slim(B,) :

7 1 - p,)? Sn41— 8 Sp42— S
Onal, = —L=@n ol g, = =t " et =24 -
" OnOn+1 -29n+1 On Sp — S fnt1 Spn41 — S

9n(9n+l - Qn)
OnOns1 —20n+ 1
et Slim(v,) > 0, on a aussi 0 ¢ Slim(E,) donc & partir d’un certain rang (g,) garde
un méme signe. Or la suite (u,) définie par u, = gn41 — g admet u' = o' — p! et
u” = p" — g comme valeurs d’adhérence (Slim(E,) = [0, 0?]), ol o' et p" sont deux
valeurs d’adhérence de (gn+1) ( @' et 0" € [0, 0?] ), donc v’ > 0 et u” < 0. Par conséquent
0€1 - B. Donc 1€ Slim(B,) = B.

1-b. = D’aprés la linéarité de (Sp), v = Gnons1 — 200 +1 > 0

Remarque :
1 € Slim(B,) = B, donc il existe o, 8 € IR* tels que Slim(B,) = B = l-a1+4]
Théoreme 3.2.1

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite S = s € IR et d’indice
de stationnarité infini. Posons w(Sp,Sn+1,8n+2) = 20n-(0n — Ont+1) — (00 — 1)? 0t o, =

Snt1 75 o Ont1 = M, (W,.) est la suite d’intervalles définie par W, = w(S, x
Sp— 8 Sp41— S

Snt1 X Sn+2)-

Si la suite d’intervalles (S,) est d& convergence linéaire, Alors le A*-Aitken est une con-
traction pour (S,) si et seulement si Slim(W,) =W < 0. De plus 0 € Slim(R,).

Preuve.

(S,) € LIN, donc la transformation T : (s, 8p41) — ASp = Spy1 — Sp ap-
partient & T,{(S,)}, ceci d’apreés la proposition précédente. D’apres le procédé standard
n®2 on a:
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T: SaXSp41XSn2CIR2 — R

T(sna sn+1) - t~
T(Sn+lasn+2) - T(sn, 3n+1)

(sm sn+lasn+2) — i, = S, — (3n+1 - sn)

2
— t, = s, — (2:") (ici t= 0)

(sny sn+l ) 5n+2)

ou As, = Sp41 — S €t AZs, = A(Asn) = Sp42 — 25n41 + S (T D’est que le A2-Aitken),
est une contraction pour (S,) si et seulement si Slim(B,) = B = [1 — a,1 + f] avec

a,f <1. On pose :

Z _ T(sn,an) -1 Sn41 — Sn
(snasn+lasn+2) =2 L 2
By — 4 T(sn+158n+2) — T(Sns Snt1)
2
(1-on)
OnOn41 — 200 +1
N Sn+1 — S Sn42 — S
ol g, = ——— et pp4; = ——.
Sp— 8 Sp41 — 8

On pose B, = b(Sn X Sp41 X Snt2).
alors o, f € IR* tels que Slzm(B ) = B

si et seulement si o, < 1.

T € T,{(S,)}, donc 1 € Slim(B,) = B, il existe
= [l—a,1+ B]. T est une contraction pour (S,)

= On(On41 — Qn)
1 — b(8n,S8n41,Sn+2) = .
( A +2) OnOnt1 — 2911 + 1

D’apres la linéarité de (S,.), Slim(v,) > 0 ol v, = 00,41 — 20, + 1.

Qn(9n+1 — Qn) 9 : . : .
<1l1<«=(pp,—1)*>0 ce quiest toujours vrai car Slim(FE,) C .
gn9n+l - 2971 + 1 ( ) 4 ! ( )

[_131[

gn(gn+l - gn) g
> —1 <= 20,.(pn — On41) — (0 — 1) < 0.
OnOn+1 — 200 + 1 on-(n — ont1) — (0 )

. Sp41 — S
On pose w(snasn+133n+2) = 2gn'(9n - 9n+1) - (gﬂ - 1)2 9B s = :H— S o fnt1 =
s . . s 3
——s"+2 i Soit (W) la suite d’intervalles définie par : W, = w(S, X Sp41 X Sn42). Alors
n+l =
on a,

(1= Stim(B,) = [-B,0] C] - 1,1[) <= (Slim(W,) = W < 0)

Remarque :

68



On retrouve a partir du procédé standard n°2, le théoréme (3.2.1) de contrac-
tion pour le A% Aitken, équivalent a celui obtenu par la méthode directe au chapitre 11
(théoréeme 2.5.2).

3.3 Le Oj-algorithme

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini. On suppose que (S,) vérifie les hypotheses H et H'
définies au début de ce chapitre. On note T la transformation représentant le procédé
AZ-Aitken définie par :

T: SpXSn41 XSuy2 CIR® — R
: (Asn)’

(SnySn+1sSnt2) — 1, = 8 — “Alg
n

(As,,)2 — Spn.Sp42 — (Sn+1)2
A?s, Sp42 — 2.5n41 + Sn

T(Sna Sn+1s 3n+2) = 8p —
Soit Z la transformation qui donne le ©,-Algorithme représentée par :

Z: SnXSn+1XSn+2XSn+3CR4——’m

Sp — ’f’ Spn, S s
(sn’ 3n+1’3n+255n+3) — 2, = 8y + = “ ( - 2+1’ n+2)
T(5n+1’8n+2,3n+3) - T(sn,8n+1,3n+2) -1

Sn41 — Sn
Le ©,-Algorithme du initialement 8 LUBKIN [10], a été redécouvert et étudié
par de nombreux auteurs : BREZINSKI [3], CORDELLIER [6), GERMAIN-BONNE ([7]...
Ce procédé a la particularité d’accélérer les suites de nombres réels a convergence linéaire
et en outre certaines suites de nombres réels & convergence logarithmique.

’

On pose :

Sp — S

T(sn, Sn41, sn+2) =S

é(sna Sn+1s 3n+2)

~

Sn41 — Sy T(sn, Sn+1, 3n+2) — S
T(3n+1,5n+2,8u+3) - T(Sm Sn41, 8n+2) 4 Sn — S

i’(sn’ Sn41ySn+2, Sn+3) =
On construit deux suites d’intervalles (Cp) et (ﬁn) définies par : Vn € IN,
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én = é(Sn X Sp41 X Sn+2)

En = B(Sn X Sn+l X Sn+2 X Sn+3)-
Soient les hypotheses H,, H, et H3 définies par :

o Hy:Sim(C,)=C #0
e Hy:Slim(B,)=B>1et0¢ B
e Hy:C'NB =0.

Remarque :
sﬂ
tn

H, est ’équivalent dans le cas scalaire de lim (8" — 8) = lim (u) =c#0. Eten
R=og tn -1 R0 tn+l - t'n

g . . . Snp1— S )

fin Phypothése Hj est I'équivalent dans le cas scalaire de lim (—'&t—") =a # 1, voir [7]
= n+l = in

( attention! dans cette remarque c et a sont deux nombres réels et n’ont rien a voir avec

le c et le a correspondant a une transformation T donnée, définis au début de ce chapitre ).

L’hypothese H; est ’équivalent dans le cas scalaire de "li_‘r{.lo ( - :) = ¢ # 0. L’hypothese

D’apres la définition de T,{(S,)} au début de ce chapitre on a la proposition
suivante :
Proposition 3.3.1

(Hy, H; et Hy) <= (T € T{(S.)} avec0 ¢ B et C-'NB =0).

D’apres les définitions de ¢ et de b ci-dessus on a :
Proposition 3.3.2

(Hy Hy )= (1¢C ).
Proposition 3.3.3

H, = (S.) € LIN.

Preuve.
En effet si (S,) € LIN alors 0 € Slim(R,) = R € S(IR), et donc C = % = [~o0,00] &
S(IR). D’ott la contradiction avec hypothése Hj.
.
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Proposition 3.3.4

( (S,) vérifie Hy ) = (T est réguliére pour (S,) ).

Preuve.
On suppose que (S,) vérifie H;, alors on a :
~ 8y — 8 -~ Sy — 8
C(Sm Sn+1, 3n+2) == = = T(Sm Sn+1y 3u+2) — 8= - .
T(SnySn41,8n42) — 8 €(8nsSn+1,5n+2)

Remarquons qu’on peut diviser par ¢(sp,Sn41,8n42) au moins a partir d’un certain
rang car d’aprés Hy, 0 ¢ Slim(C,). Donc on a, (T, —s) C "é— %, Ce qui donne en

n

passant au segment-limite :

Slim(S,) — s

(Stim(T,) —s) € Stim(C,)

= {0}.

Dot Stim(T,) = nanolo(Tn) ={=s, c’est & dire que T est régulitre pour (S,).

Spiy] — 8 .
Posons v(sp, Snt1,8n42) = OnOns1 — 20, + 1 00 o, = ol 7 On définit la

Spn— 8
suite d’intervalles (V,) par : V, = v(Sp X Sn41 X Sp42)-
On a alors la proposition suivante :
Proposition 3.3.5

Supposons que 0 ¢ Slim(E,). Alors on a :
((S,) vérifie Uhypothése Hy) => (0 € Slim(V,)).

Preuve.

OD pose 'U(Sn, 3n+l,3n+2) = OnOnt1 — 2971 + let u(s'm sn+1’3n+2) = Qn(gn-{»l - Qn) ou

3n+1 - 8 N v(sfn sn+lasn+2
on = ————. Alors on a é(Sn, Spi1, Sn42) = .
Sp— 8 U(Sn, Sn41s 3n+2)

d’intervalles (U,,) et (V) par :

On construit deux suites

U, = u(Sp X Sp41 X Spy2)
Vn € IN,
Vn = v(S,, X Sn+1 X Sﬂ+2).

La condition 0 ¢ Slim(E,) nous donne 0 € Slim(U,), en effet u(sn, Snt1,8n+2) =
0n(0n+1—0n) 01 (0n) garde un méme signe a partir d’un certain rang, par contre (9,41 —0n)
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S

change de signe & I'infini. Or si on suppose que 0 ¢ Slim(V,,), on aura 0 € Stim(C,,). Ce
qui est contradictoire avec Hj.
=

La proposition ci-dessus nous permet de montrer le résultat suivant :
Proposition 3.3.6

Supposons que 0 € Slim(E,). Alors on a :
((Sn) vérifie U'hypothése Hy) => (1 € [Slim(E,) Slim(D,)]).

Preuve,
S -
E, = {gn = —;""—1_—;— tel que (s,.,s,,+1) € Sn X Sn+l}
n
S -8
D, = {g" = Tnt2 7 Tt que (SnySp+1,Sn42) € Sp X Spy1 X S,,.,.z}.
Sn41 — Sn

On peut écrire 6, = gn.%ﬂ::l—l. Supposons que 1 & [Slim(E,)U Slim(D,)] :

1 ¢ Slim(D,) => (6, — 1) garde un méme signe a l’infini suivant que Slim(D,) > 1
ou Slim(D,) < 1.

6n —1= On-On41 — 2~9n + 1
Qn—'l

Or 1 ¢ Slim(E,), donc (p, — 1) garde lui aussi un méme signe & partir d’un certain
rang. On peut conclure donc v(sp, Sp41, Sns2) = OnOns1 — 2.0n + 1 garde un méme signe
a partir d’un certain rang (i.e., 0 € Slim(V,,) ). Ceci contredit la proposition précédente
qui affirme qu’au contraire on a 0 € Slim(V},).

=

Remarque :

La proposition 3.3.6 nous permet de voir un résultat plus général que celui donné par
la proposition 3.3.3.

Considérons la transformation T définie par :

T: SnxS,.“xS,,.,.zCRa — IR

(sna sn+1’ sn+2) b tn = 8p — T(Sna Sn41y 3n+2)'

Tn = T(Sn X S'H'l X Sn+2).
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Proposition 3.3.7
H, = (T,) est convergente et ﬂl_.lmw(T,.) =t=0.
Preuve.
Tn = {sn - T(snv Sn+1, 3n+2) tel que (3m Sn+1,y 3n+2) € Sn X Sn+1 X Sn+2} g Sn - Tn
donc Stim(T,) C Stim(S,) — Slim(T,) = 0, car d’aprés la régularité de T ( proposition
3.3.4 ) Sltim(S,) = Slim(T,). D’ou Slim(T,) = "li_.rgo(T,,) =t=0.

.
Propriété 3.3.1
St (S,) vérifie Uhypothése Hy, alors on a :

1: L’indice de stationnarité de (T,) est infini.
2 : L’indice de stationnarité de (T,) est infini.

Preuve.
1l suffit de montrer (1), car (1) => (2) (en effet T, C S, — T,).

Montrons (1) :

Supposons que 'indice de stationnarité N de (T,,) est fini, alorsVn > N, s € T... Donc
pour Chaque n Z Na a(smsn-ﬂa 3n+2) € Sn X Sn+l X Sn+2 tel que T(sn’sn+lasn+2) =S8,
donc s, — 8 = €é(Sn,Sn+1, Snt2)- (T(sn,sn+1,sn+2) - s) = 0. Donc on aurait 'indice de
stationnarité de (S,) est fini, ce qui contredit les hypotheses de ce chapitre.

]

Proposition 3.3.8

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite dégénéré S = s € IR et
d’indice de stationnarité infini. Si (S,) vérifie Hy, H, et Hj, alors la transformation T
définie par :

T: S,,XS,,+1xS,.+2CR3 — IR

(8,,, 3n+1’3n+2) — I, =8, — T(sm Sn+1, 3n+2)-

garde la vitesse de convergence de (S,) (i.e., T € T2{(Sn)}).

l reuve.
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Posons :

c( ) 8, — 8
Sn, S S =
nySn+lySn42 T(Sm3n+la3ﬂ+2) -0
el
Sn+1 = Sn T(Sns8n41,8n42) — 0
SnsSntls Snd2,Sn43) = )
b( 1 Sntls Sntds Snt ) T(3n+1,3n+2a 3u+3) - T(sm Sn+1, 3n+2) Spn =S

On consideére les suites d’intervalles (C,) et (B,) définies par :
Cn = C(Sn X Sn+l X Sn+2) et Bn = b(.S',, X Sn-H X Sn+2 X S”+3).

Pour montrer que T € T>{(S,)}, il faut et il suffit de montrer que :

1: Stim(C,)=C3F0
2: Slim(B,)=B>1

1: Montrons que Slim(C,)=C #0:

Sp— 8 8y — 8

C| Sy, S Sn+2 = = =
(SnySn+1s Snt2) T(SnySn+1>5n42) —0 s, —T(SpySnt1sSn42)

1
1-— T(sn73n+lvsn+2) — 38
Sn -8
1

- 1- é-l(sna Sn+1, 5n+2).

En passant aux intervalles on aura, Vn € IN :

1 ~ ~
~— = =— ou R, = C;! est le rapport d’accélération de (S,) par
o 1-L PP (S») P

raport a la transformation T ( C, existe car d’aprés les hypothéses H;, H; et Hz {0,1} ¢
Slim(C,) = C donc a partir d’un certain rang {0,1} ¢ C,, ).
En passant au segment-limite on a :

ﬂ=

C = Slim(C,) =

1 1 " " A L
=— = = ou R = Sli = Slim(C;')=C-'. D

1—Skm(R,) 1-R . im(Hn) = Stim(C.) y
méme ici C = Slim(C,) est un intervalle fini car d’apres les hypotheses H,,H; et H;
{0,1} € Slim(C,) = C, de plus il est clair que 0 g C = Slim(C,,).

2 : Montrons maintenant que Slim(B,)=B>31:
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Sn41 — Sn T(sns Sn41, 5n+2) -0

b(sn, Sn41sSn+2s 3n+3) =

T(3n+1, Sn+2 3n+3) - T(sn, Sn+1, 3n+2) Sp — 8
= Sn4+1 — Sy - Sn — T(sn, Sn41, 5n+2)
(Sn41 = Sn) = (T(Sn41,Sn+2,n43) — T(Sn, Sn41,8n42)) Sn =8

_ T(5ny Snt1y8n42) — 8

1
_ Sp — 8
1 _ T(3n+l’ 3n+2, sn+3) - T(sn, sn+1,3n+2)
Sntl — Sn

1- &-l(sn, Sn41, s'n+2)

1- d-l(sn, Sn+41ySn+2 3n+3)

1- é—l SnyS S
b(s"’ Sn+1ySn+2, Sn+3) = 7 ( nyon+tls n+2) (*)
1- d (sn, Sn+1sSn+2; sn+3)
i Sn41 — Sn

Ou d(sn,sn+1 Sn+2,8 +3) = = = .
’ o T(5n+1,5n+2a3n+3) - T(Sn, Sn+1y sn+2)

On a aUSSi . d(sn) Sn+1ySn+2y Sn+3) = b('sm Sn41, 3n+27 3n+3)-é(sn7 Sn+1, 3n+2) (**)-

Donc en passant aux intervalles on a :

_ -1
(x) = B, c 1=
1D

= Slim(D:!) C Stim(B;Y).Slim(C;Y) = [szz'm(1§,.)]'1 . [Sum((?n)]',1 .

D’autre part :

_ -1 QL (-1
B, c =% ., Slim(B,) ¢ 1=9Hm(G)
1-D;! 1 - Stim(D;?!)
Or on .a :
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1-Stim(@7?) _ 1-[Stim(@.)]”
1-Stim(D;Y) 1 [Skim(D,)]”

1-C?
= e—————
1-D-1

-1
et Slim(D;!) C -C-E— # 1 ( car d’aprés H; C-'(\ B =B), donc B = Slim(B,) est bien
un intervalle fini.

Montrons maintenant que 1 € Slim(B,) :

b? (srn Sn41ySn42, sn+3) -1

On a b(Sn, Sn41,9n42, Sn43) — 1 = = < . Posons
C(Sn, Sn+1s €n+2) - b-l (sn, Sn41, 3n+2’:9n+3)
-1 — B¥ylt-1
Stim(B,) = B = [b",#*] 5 1, alors b' — 1 = f—)——r-—l- et ¥ —1= ‘.(—‘_)—*_—" sont
& — (bt)-1 & — (b?)-1
deux valeurs d’adhérences de (b(Sn» Sn+1y Snt2,Sn43) — 1), ol &', ¢ € C. Dapres

H, CﬂB‘ =@( B~1 = [($*)~1,(b')™?] car d’aprés H, 0 ¢ B ) donc,
(& -@E)).(2-E) >o.

D’autre part 1 € Slim(B,) = [b1 $%] donc on a aussi 1 € B~ = [($2)~1, (b*)~"] et
par conséquent on a ((bl)' ) . ((bz) - 1) < 0. Donc le produit (b* —1).(b? —1) <
0. Or b, b? € Slim(B,) = B il s’en suit donc que 1 € Slim(B,) = B

.

On pose Slim(B,) = B=[1-e,1 + 8] avec a, B € R*.

. — A “_1
Soit y(smsn+lasn+2s 3n+3) - C(Sn, 3n+1,sn+2) -2.b (sn, Snt1ySni2s 3n+3) + la (Yn) la
suite d’intervalles définie par :

Vn € .W Y = y(S X Sn+1 X Sn+2 X Sn+3)

L’hypothese Hj, -1 B =0( oubien € B~! =0) nous donne deux cas possibles :
C > B! ou bien € < B~. On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.3.9

e SiC > B! alors, a, B <1 si et seulement si Slim(Y,) =Y > 0.
e SiC < B! alors, a, B <1 si et seulement si Slim(Y,) =Y < 0.

Preuve.
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a,f<1 <= 1- Slim(B,) = Slim(1 - B,) = [-B,¢] C] - 1,1]

s Slim(B,) - 1 = Slim(B, - 1) = [-a, 8] C] = 1,1].

On peut écrire un élément de B, — 1 sous la forme,

b7 (Sny Snt1ySn42y Sn43) — 1
é(sm Sn+l1, 3n+2) - b—l(sm Sn41ySn42, 3n+3)

b(Sn, Snt+1ySn42, 3u+3) -1=
1 cas: € > B!
On a d’une part :

-1
1-b (Sn, Sn+1sSn42, 8n+3)

€(Sn, Snt1ySns2) — 07 1(Sn, Snt1, Snt2, Sn+3)

—1 < b(Sn, Sn+1ySnt+2,Sn43) — 1 <= 1>

= é(sm Sn+41; 3n+2) - i)—l(sm Snt+1;Sn42, sn+3) >1- I;—l(smsn+173n+2, sﬂ+3)

&> &(Sny Snt1sSn42) > 1

= C,>1

ce qui est vrai au moins a partir d’un certain rang, car C>BletleB
D’autre part :

7-1
b (3n33n+17 3n+2,3ﬂ+3) -1 <1

b(Sny Snt1,Sn42,8n43) — 1 < 1 &= - —
C(S,,, sn+1’3n+2) - b— (smsn+l’3n+2’3n+3)
<> &(Sn, Sn+1sSn+2) — 2?)“(sn,sn+1,sn+2,sn+3) +1>0
= y(sn’ Sn+1, 3n+2’ sn+3) > 0
< Y,.>0

Donc dans ce cas, Slim(B, —1) C] — 1,1] si et seulement si Slim(¥,) =Y > 0.
geme ¢as . C < B :

On peut montrer de la méme fagon que le 1°" cas que :

-1« b(sn,sn+1,sn+2, Sn+3) -l<l < i}n < 0.
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Donc dans ce cas la, Slim(B, — 1) C] — 1,1] si et seulement si Skim(Y,) =Y < 0.
D’otl la démonstration de la proposition.

D’aprés cette proposition on a le théoréme suivant :
Théoréme 3.3.1

Soit (S,) une suite d’intervalles de segment-limite S = s € IR et d’indice de
stationnarité infini. Si(S,) vérifie Hy, H; et Hs, alors le ©;-algorithme est une contrac-
tion pour (S,) si et seulement si Slim(Y,) =Y > 0 ou bien Slim(Y,) = Y < 0 suivant
que C > B! ou C < B~'. De plus 0 est dans le segment-limite de la suite d’intervalles
de rapport d’accélération.

Preuve.

La proposition 3.3.8 affirme que T est dans T3{(S,)}, donc d’aprés la proposition
3.1.2 du paragraphe I de ce chapitre, la transformation Z de (S,) définie par :

Z: SnXSn+1XSn+2XSn+3CR4—-)B

) T(sm Sn41, 3n+2) -

Sy S S L] —_ 2, = 8; — |8
( nyOn4lyon+2y n+3) n n ( n4+l1 = T(3n+1,3n+2,3n+3) (sn,3n+l,3n+2)

_ Sp — T(sns Sn+41s sn+2)
Zn = 8y + =< <
T(3n+1, Sn+2, 8n+3) - T(Sm Sn+1, Sn+2)
Sn+1 — Sn

)

-1

est une contraction pour (S,) si et seulement si Slim(B,) = B = [1 — a,1 + f]
avec 0 < a,8 < 1. D’apres la proposition precédente, a, B < 1 si et seulement si
Stim(Y,) =Y > 0 oubien Slim(Y,) =Y < 0 suivant que C > B~ ou C < B~1.

8y — T8y, Spns1, S
Z(sn, sn+1)3n+2) 3n+3) = 8y + = - ( = 2+1’ n+2)
T(Sn+1sSn42>Sn+3) — T (80, Sn41, Snt2)

Sn+1 — Sn
ot T est la transformation représentant le A2-Aitken. Z est bien la transformation qui
représente le ©,-Algorithme. D’ou la démonstration du théoreme.

-1

Remarque :

La complexité des calculs nous a empéché de donner un théoreme de con-
traction pour le ©,-Algorithme en procédant d’une facon directe, comme ce qu’on a fait
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dans le chapitre II pour le procédé A?-Aitken. Par contre, en utilisant le procédé standard
n%2, V'intermediaire A2-Aitken nous a permis d’une facon indirecte de montrer ce résultat.

3.4 Exemples Numériques

Pour les exemples numériques qui suivent, on construit la suite d’intervalles (S,) de
telle facon qu’elle converge vers S = s = 0 et qu’elle admette un indice de stationnarité
infini. On calcule successivement, la suite d’intervalles (T, ) transformée par le A?-Aitken,
la suite d’intervalles (Z,) transformée par le ©,-Algorithme , le rapport d’erreurs (E,) de
(S4), le rapport de différences (D,) de (S,), la condition de contraction par le A2-Aitken
() < 0 ol (z,) est donnée par z, = Maz{z(9)(s,);s, € S, et 1,5 = 1,2},(z()(s,,))
est définie par,

.. . . "' : . 2
6 ar) = 20 o) o8]~ () 1)
- _3121 + 28n(Sp42 = Sn41 = 8) + Snq1(48 = sn41) — 257458
(on —3)?
et finalement R,, R, les rapports d’accélération respectivement par rapport au A%-Aitken
et au ©;-Algorithme .

Exemple 3.4.1

1
2an + B’ 2an + v
] ot @,B et 4 des réels positifs vérifiant § > v (dans cet

Soit (S.) la suite d’intervalles définie par, Sy, = |
-1 -1

[2an+a+7’2an+a+ﬂ
exemple on prend a = 0.1,5 = 0.2 et ¥ = 0.15). Dans ce cas la suite d’intervalles (S,)
converge linéairement vers § = s = 0. Cet exemple montre que le A% Aitken et le
©,-Algorithme donnent la méme contraction pour la suite d’intervalles (S,).

] et S2n+l =

14 o2
Par exemple, pour s, = 2n ; ® e Spona
8631 + 19416n + 17107(n)? + 7370(n)® + 1552(n)* + 128(n)° ,
(2.1) = — .
x (sn) (n+3)2(2n + 7)(dn + 7) qui est stricte

ment négatif.
On remarque que 0 € R, ~ R, C] —1,+1].

Les courbes suivantes représentent (E,) et (D,,) respectivement la suite d’intervalles
de rapport d’erreurs et celle de rapport de différences
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s E-[0,0) » Do [, 8]

Column 1
Column 2
Column 3
Column 4

W 60

Les courbes suivantes représentent (ﬁn) et (R,), respectivement rapport d’accélératior
de (S,) par rapport au A?-Aitken et le ©,-Algorithme.
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r?:‘ / Qi} d R‘\z ["(:\ I“i]

R =

0,06
0,04
0,02
0,00
4 o 4
-0,02F -
w———= ColumnS
L ——— Column 6
== Column 7
-0,041 ncmngeocee COIUIMN 8
-0,06 ] o 1 2 1 2 [ Y [ ] 2 i |
o] 10 20 30 40 S0 'N 60
Exemple 3.4.2

Soient s, = 1 + -,1;, €n = 2 et (S,) la suite d’intervalles définie par : S, = [s, —
EnySp + €,) - Dans ce cas la suite d’intervalles (S, ) converge linéairement vers S = s =
Cet éxemple montre que le A2- Aitken n’est pas une contraction pour (S,), par contre le
©,-Algorithme est.

_ Les courbes suivantes représentent ( E,) et (D,,) respectivement la suite d’intervalles
de rapport d’erreurs et celle de rapport de différences

81



Column 1
Column 2
Column 3
Column 4

0.4 H

0’2 v 1 - s A L —h 1 i 1 e ]

0 20 40 60 80 100 N 120

_ Les courbes suivantes représentent (R.) et (R,), respectivement rapport d’accélératiol
de (S,) par rapport au A?-Aitken et le ©;-Algorithme.
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Res[8, At ) Re= Ll

"l‘
~ e~  Column S
mg—  Column 6
-0,2F
e Column?
g Column 8
_o 4 e 1 2 4 2 [ 2 1 2 1 " [
"o 20 40 60 80 100 | 120

Exemple 3.4.3

Soit s, = 2™™. On construit (S,) par, S, = [s}, 2] = [s2n+1, S2). Cet exemple montre
que ni le AZ-Aitken ni le ©;-Algorithme ne sont des contractions pour (S,,). Effectivement
ni la condition du théoreme 3.2.1 ni les hypotheses H,;, H; et H3 ne sont vérifiées.

1
Par exemple, pour s, = s} € S, on a z((s,) = §> 0.

Les courbes suivantes représentent (E,) et (D,,) respectivement la suite d’intervalles
de rapport d’erreurs et celle de rapport de différences
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Les courbes suivantes représentent (R,) et (R,,), respectivement rapport d’accélération
de (S,) par rapport au A?-Aitken et le ©,-Algorithme.
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Conclusion :

Les résultats d’amélioration du comportement d’une suite d’intervalles d’indice
de stationnarité fini [1] traités au chapitre II de ce travail, peuvent avoir une application (
dans un cadre bien particulier ) aux suites de nombres-machine (8] et ceci en identifiant un
nombre-machine donné avec un intervalle fermé dont tout les éléments sont représentés
sur ordinateur par ce méme nombre-machine. D’un autre c6té, dans tous les résultats
de contractions qu’on a donné pour les suites d’intervalles de segment-limite dégénéré et
d’indice de stationnarité infini [2], on a en plus la propriété : 0 appartient au segment-
limite de la suite d’intervalles de rapport d’accélération. Ceci nous permet de voir ces
résultats, lorsqu’on impose a la suite d’intervalles de rapport d’accélération de converger
au sens de Hausdorff ( cas particulier du segment-limite ), comme une généralisation au
cas des suites d’intervalles des méme résultats connus dans le cadre de ’accélération de
la convergence de suites de nombres réels ( [3] et [4] ), si non ils peuvent étre interpretés
comme une généralisation au suites d’intervalles du concept de contraction [5].
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