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Introduction

Les travaux présentés dans cette these constituent une étude des relations
existant entre diverses classes de codes et les factorisations de mots infinis.
Dans cette introduction, le terme de « mot infini » est utilisé comme un terme
générique représentant a la fois les mots infinis & droite (suites de lettres
indicées par I'ensemble IN des entiers naturels), les Z-mots (suites de lettres
indicées par ’ensemble Z des entiers relatifs) et les mots bi-infinis (classes
d’équivalence de Z-mots pour la relation de décalage).

La théorie des codes s’est développée dans plusieurs directions, & partir
des années 50, & la suite des résultats de Shannon (1948) sur le codage des
messages en vue de leur transmission [60]. L’une d’entre elles a mené i la
théorie des codes correcteurs d’erreurs, théorie fructueuse qui a fait ’objet de
nombreux travaux (pour une étude approfondie sur ces questions, on pourra
se reporter & [48] et & sa bibliographie); mais ceci n’est pas l'objet de notre
propos.

Le travail présenté ici est lié a la théorie des codes & longueur variable
introduite par Schutzenberger en 1955 [58]. Un code (& longueur variable)
est un langage de mots finis qui assure 'unicité du décodage des mots finis.
L’étude des codes a été essentiellement menée dans 'optique du décodage des
mots finis. On peut trouver dans [8] une partie des résultats de cette théorie.
Nous nous intéressons ici au comportement des codes vis-a-vis des mots infinis.

L’évolution des états d’un systéme dynamique pendant un intervalle
de temps discret I peut étre représentée par une suite d’états indicée par I.
L’histoire du systéme dynamique constitue donc un mot sur Palphabet des
états, mot fini, infini ou bi-infini suivant la nature de I. L’ensemble des histoires
possibles d’un systéme dynamique constitue donc un langage sur I’alphabet
des états. Dans ce travail, on s’intéressera surtout aux langages infinitaires,
c’est-a-dire aux langages constitués de mots infinis de méme genre.

Parmi les systémes les plus simples, ceux qui sont modélisés par un au-
tomate fini intéressent plus particulierement les informaticiens. Cela a donné
naissance a la notion de langage reconnaissable.
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La classe des langages rationnels finitaires est la plus petite famille de
langages de mots finis stable par union finie, concaténation et étoile, et conte-
nant tous les langages finis. La classe des langages reconnaissables finitaires
coincide avec celle des langages rationnels finitaires, c’est le théoréme de Kleene
(1954).

En ce qui concerne les mots infinis, Biichi (dans une préoccupation qui
relevait de la logique) s’est le premier intéressé & leur reconnaissance par des
automates finis [12]. D’autres travaux ont suivi, en particulier ceux de Mac
Naughton [49], qui établissent que les langages de mots infinis reconnaissables
(au sens de Bichi, ou au sens de Muller) sont aussi les langages rationnels:
ce sont les unions finies de langages de la forme B;CY ou les B; et les C; sont
des langages rationnels de mots finis. Parmi de nombreux autres travaux, ceux
de Landweber sont de nature topologique et situent les langages reconnais-
sables dans une hiérarchie de familles d’ensembles mesurables [33]. Un apercu
des résultats concernant les langages reconnaissables de mots infinis peut étre
trouvé dans [52].

La notion de mot bi-infini constitue une extension trés naturelle de celle
de mot infini . M. Nivat et D. Perrin [50], puis D. Beauquier [4] ont proposé
des modes de reconnaissance des langages de mots bi-infinis (biautomates,
automates de Biichi, automates de Muller). Ces modes de reconnaissance sont
équivalents et ménent a la méme caractérisation: les langages reconnaissables
sont les ensembles rationnels en ce sens que ce sont les unions finies de langages
“A;B;C¥ ou les A;, B;,C; sont des langages rationnels de mots finis.

Pour obtenir un mot infini, il suffit de concaténer les éléments d’une suite
de mots finis de longueur non nulle; si la concaténation se fait dans I’ordre,
nous dirons que la suite de mots finis utilisée constitue une factorisation du
mot infini obtenu. Si ’on exige que les mots utilisés appartiennent & un méme
langage G, on a une G-factorisation. Dans notre travail, nous nous intéres-
sons essentiellement au nombre de G-factorisations des mots infinis quand le
langage G est un code. Nos résultats seront relatifs aux codes quelconques,
mais nous verrons comment s’améliorent les résultats obtenus quand les codes
considérés sont rationnels.

Les propriétés des codes vis-a-vis des mots infinis ne semblent pas avoir
été beaucoup étudiées. En fait, il s’avére seulement que de nombreux auteurs
s’intéressant aux mots bi-infinis ([2] [9] [10] [56]). ont surtout pris en considéra-
tion les codes circulaires (définis par J. L. Lassez [34]), mais ceci sans définir
une quelconque notion de code ou de factorisation pour les mots bi-infinis. Il se
trouve qu’en réalité les codes circulaires, quand ils sont rationnels, factorisent
de fagon unique les mots bi-infinis. On peut d’autre part remarquer que certains
codes, introduits dans d’autres buts, se réveélent d’un grand intérét vis-a-vis des



mots infinis. C’est le cas par exemple des codes faiblement préfixes (définis
par R. M. Cappocelli [17]) qui, lorsqu’ils sont rationnels, assurent 'unicité du
décodage des mots infinis & droite. C’est le cas a fortior: des codes a délai de
déchiffrage borné, introduits par Gilbert et Moore en 1959, en particulier des
codes préfixes, et des codes & délai de synchronisation borné, introduits par
Golomb et Gordon en 1965, qui assurent en plus un décodage facile [39], [46].
En fait, on verra que certaines notions de code « collent » vraiment aux mots
infinis en ce sens qu’elles peuvent étre caractérisées en termes de mots infinis.
Méme la notion usuelle de code peut étre caractérisée — et de plusieurs facons
- en termes de mots infinis.

Etant donné un alphabet A, tout langage de mots finis G inclus dans A*,
engendre (par concaténation infinie de mots de G) un langage L de mots infinis
que nous noterons G* s’il s’agit de mots infinis a droite, “G* §’il s’agit de mots
bi-infinis. Plusieurs sortes de questions se posent alors:

- quelles sont les propriétés des factorisations sur G des mots de L?

- que dire du nombre de factorisations sur G des mots de L?

- L possede-t’il des générateurs G intéressants, en particulier selon les points
de vue des questions précédentes?

Cette theése a pour but d’essayer de répondre aux deux premieres questions.
Le dernier chapitre est, dans le cadre bi-infinitaire, une ébauche d’étude de la
troisieme question.

Voyons maintenant ce qu’apporte chacune des parties de ce travail.

L’objet du premier chapitre est de caractériser les codes usuels en termes

de mots infinis. Trois points de vue nous intéressent :

- étudier I’ ensemble des mots infinis qui se factorisent de fagon unique en mots
du code;

- étudier, pour des mots infinis particuliers (par exemple pour les mots pério-
diques ou ultimement périodiques), la forme des factorisations en mots du
code;

- étudier, pour des mots infinis particuliers, le nombre de leurs factorisations
-en mots du code.

Cela permet d’obtenir des caractérisations pour les codes. Le premier point
de vue ne donnera de résultat que pour les mots infinis d’un seul c6té. L’en-
semble des mots infinis 3 droite qui se factorisent de facon unique en mots
d’un code C contient tous les mots de la forme u* ol u € C*. Cela donne
une premiére caractérisation. Ici réside la différence essentielle entre les mots
infinis d’un co6té et les mots bi-infinis: il n’y a pas de résultat de ce type pour
les mots bi-infinis.



Le second point de vue donne un résultat qui peut se résumer ainsi: toute
factorisation sur un code d’un mot infini ultimement périodique est ultimement
périodique. Cela donne une seconde caractérisation. Ici encore une différence
entre les mots infinis a droite et les mots bi-infinis : les factorisations sur un code
d’un mot bi-infini périodique sont périodiques, celles d'un mot infini a droite
périodique sont ultimement périodiques, et peuvent ne pas étre périodiques.

L’étude des codes selon le troisieme point de vue montre que tous les mots
infinis rationnels (c’est-a-dire les mots ultimement périodiques) n’ont qu’un
nombre fini de factorisations sur un code donné. Cela donne la troisieme ca-
ractérisation des codes.

Ces diverses caractérisations seront largement utilisées dans la suite du
travail.

Les deux sections suivantes sont consacrées & la définition et & 1’étude de
notions de codes pour les mots bi-infinis. Pour le codage des mots infinis, un
choix s’avére nécessaire entre d’une part un code finitaire (et par conséquent
des factorisations infinies), et d’autre part un code infinitaire (et des factori-
sations finies ou des factorisations infinies). Certains auteurs ont fait le choix
des codes infinitaires. Nous ne ferons pas ce choix, en partie parce que nous
voulons que les codes pour mots infinis soient aussi des codes au sens usuel.
Une notion de code finitaire pour les mots infinis & droite a été introduite et
étudiée par L. Staiger [61] sous le nom de « ifl-codes »: un code pour les mots
infinis & droite est un langage de mots finis qui assure I'unicité du décodage
des mots infinis & droite. Nous appellerons w-codes ces ifl-codes car ce sont
vraiment, & notre avis, les codes pour les mots infinis & droite.

C’est cette méme optique que nous prendrons pour définir des notions de
codes pour les mots bi-infinis. Une remarque, simple en apparence, nous a
fait mettre le doigt sur une particularité des mots bi-infinis périodiques: cer-
tains mots bi-infinis périodiques peuvent admettre une seule factorisation, et
cependant étre décomposés par cette factorisation de plusieurs fagons.

En réalité, cette remarque ne s’exprime bien qu’en termes de Z-mots, pour
lesquels nous distinguerons factorisations et décompositions. Une factorisation
d’un Z-mot w sera une suite de mots finis, indicée par Z, qui, concaténée
dans 'ordre, donne w. Une décomposition d’un Z-mot w sera une suite stric-
tement croissante d’indices, indicée par Z. Une décomposition d'un Z-mot w
représente un découpage de w, définissant une factorisation de w. A une facto-
risation peut correspondre plusieurs décompositions. Ce fait peut étre illustré
par Pexemple — trés simple - suivant :  la factorisation (aa),ez de a? corres-
pond deux décompositions:

...01090304050¢... = ...A102.04304.050¢... = ...A1.0203.0405.0¢g...

(ol a; = a pour tout 1).



Ceci va nous mener a définir deux notions de codes pour les mots bi-infinis:
celle de biw-code, relative aux mots bi-infinis proprement dits, qui assurera
I'unicité de la factorisation d’un mot bi-infini en mots du code, et celle de
Z-code, relative aux Z-mots, qui assurera 'unicité de la décomposition d’un
Z-mot en mots du code.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions les codes circulaires et les
codes précirculaires. Nous démontrons que les codes qui assurent I’uni-
cité de la décomposition des mots périodiques sont les codes circulaires. Par
conséquent, les Z-codes sont des codes circulaires.

Nous définissons et étudions une classe de codes un peu plus large que
celle des codes circulaires: celle des codes précirculaires. Leur définition, en
termes de mots finis, exige que les mots (finis) écrits sur un cercle ait au
plus une factorisation (celle des codes circulaires exige que les mots écrits sur
un cercle ait au plus un découpage; un mot écrit sur un cercle peut avoir
une seule factorisation mais plusieurs découpages). Nous obtenons plusieurs
caractérisations des codes précirculaires, en particulier une caractérisation en
termes de morphisme de codage et une caractérisation par rapport aux codes
presque circulaires introduits par M. Leconte [36], [37]. Mais la principale
propriété des codes précirculaires, et c’est la raison pour laquelle nous les
avons introduits, est la caractérisation tres intéressante suivante: les codes
qui assurent 'unicité de la factorisation des mots périodiques sont les codes
précirculaires.

Dans le troisieme chapitre, nous définissons et caractérisons les w-codes,
les biw-codes et les Z-codes. Le résultat intéressant sur les Z-codes dit que
ceux-ci sont les biw-codes purs, de méme que les codes circulaires étaient les
codes précirculaires purs.

Les biw-codes sont, comme les codes usuels et les w-codes, caractérisés par
une propriété d’injectivité des morphismes de codage. Cela nous mene & penser
que la notion de biw-code est la bonne notion de code pour les mots bi- infinis.
Les biw-codes sont a la fois des codes précirculaires et des w-codes; mais les
w-codes précirculaires ne sont pas toujours des biw-codes. Nous donnons des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un code précirculaire soit un biw-
code.

Les trois points de vue précédemment définis pour étudier les codes usuels
permettent, non seulement d’obtenir des caractérisations pour les codes, mais
aussi de caractériser d’autres familles de codes, souvent déja définies et étudiées
sous d’autres points de vue. C’est le cas par exemple des codes faiblement
préfixes, des codes suffixes et des codes circulaires.

L’objet du quatriéme chapitre est de donner ces caractérisations et de défi-
nir en termes de mots finis d’autres familles de codes qui ont de belles propriétés




vis-a-vis des mots infinis.

Nous nous intéressons d’abord aux langages permettant de factoriser (ou
de décomposer) de fagon unique certains types de mots infinis. Si 'on exige
Punicité de la factorisation des mots infinis & droite ultimement périodiques,
on obtient la famille déja définie des codes faiblement préfixes. Si on exige
I’unicité de la factorisation des mots infinis a droite périodiques, on obtient la
famille des IT-codes. Si on exige 'unicité de la factorisation des mots bi-infinis
ultimement périodiques, on obtient la famille des codes fortement précircu-
laires. Ces notions sont caractérisées en termes de mots finis.

Si ’on s’intéresse a la forme des factorisations, on peut se poser la question
suivante : « quels sont les langages tels que toute factorisation d’'un mot infini &
droite périodique soit périodique? ». La réponse est un joli résultat inattendu:
ces langages sont les codes suffixes.

En conclusion de la quatrieme partie, des tableaux résument les résultats
quantitatifs. Ils donnent, en fonction de la nature du code considéré, le nombre
maximal de factorisations (ou de décompositions dans le cas des Z-mots) d’un
mot de nature donnée (mot périodique, mot ultimement périodique ou mot
quelconque). Des exemples permettent de voir qu’un mot peut avoir une in-
finité non dénombrable de factorisations, méme si ’on factorise sur un code
intéressant (un code faiblement préfixe ou un code fortement précirculaire par
exemple).

Pour terminer cette partie, un organigramme présente les relations existant
entre les différentes classes de codes considérées.

Le cinquieme chapitre est consacré & ’étude du cas rationnel. On a vu
qu’on peut trouver des codes C et des mots infinis qui ont une infinité non
dénombrable de C-factorisations. Ce n’est plus possible si ’on s’intéresse aux
codes rationnels. Mieux encore: tout mot infini a un nombre fini de factorisa-
tions sur un code rationnel.

Dans le cas général, nous n’avions pas de caractérisation en termes de
mots finis pour les notions de code pour les mots infinis (w-code, biw-code,
Z-code). Dans le cas rationnel, nous obtenons de telles caractérisations. En
effet, I’ensemble des mots ayant plusieurs factorisations est alors rationnel;
cela permet de démontrer que les codes rationnels faiblement préfixes sont des
w-codes, les codes rationnels fortement précirculaires des biw-codes, les codes
circulaires rationnels des Z-codes. Ces résultats sont en accord avec le fait que
I’ensemble des mots ultimement périodiques d’un langage rationnel spécifie
complétement ce langage [12].

Nous démontrons la décidabilité de ’appartenance d’un langage rationnel
3 'une quelconque des classes de codes étudiées.

Pour terminer nous donnons une caractérisation des biw-codes dans le cas
rationnel.




Le sixieme chapitre de ce travail est consacré a ’étude des codes a délai
de déchiffrage fini.

Il est intéressant de coder les mots infinis par un w-code puisque le décodage
est alors unique. Il est plus intéressant encore que ce décodage puisse se réaliser
concrétement. En d’autres termes, peut-on étre assuré qu’un mot infini, codé
3 l’aide d’un code C, peut étre décodé a la lecture (& partir du début du mot
et vers la droite), avec retard éventuellement. Pour cela, il vaut mieux que C
soit & délai de déchiffrage fini (ou mieux: borné). En effet, la factorisation du
début d’un mot infini en (m + 1) mots d’un code & délai m nous assure que le
premier mot de cette factorisation est bon.

Le cas rationnel est étudié plus particulierement. Nous présentons des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un w-code rationnel soit & délai
borné. L’une de ces conditions est nouvelle et semble réellement intéressante.
De cette condition, on peut déduire qu’un langage C“ engendré par un code a
délai fini C (méme non rationnel) est un langage de type Gs. En particulier, si
C est un code a délai fini rationnel, C“ est un langage rationnel déterministe.

De méme, il est intéressant de coder les mots bi-infinis par un biw-code
puisque le décodage est alors unique. Si ’on considére un mot bi-infini (ou un
mot quelconque dont on ne posséde qu’un facteur) codé et que l’on veuille le
décoder & la lecture (& partir d’un certain point, vers la droite ou (et) vers la
gauche), il vaut mieux que le code soit a délai de synchronisation borné.

Le septiéme chapitre de ce travail est consacré a ’étude des codes a délai
de synchronisation borné. De tels codes sont circulaires. Des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’un code circulaire rationnel ait un délai de
synchronisation borné sont rappelées ou démontrées. L'une d’entre elles est
nouvelle et permet d’obtenir des propriétés de “C¥ quand C a un délai de
synchronisation borné. Par exemple, “C“ est une bilimite. De plus, quand
l’alphabet est fini, “C“ ne peut étre une biadhérence que si C est fini.

L’objet du huitieéme chapitre est de rappeler les résultats obtenus dans le
cas des codes finis, et d’étudier ce qu’apporte I’hypothese supplémentaire que
le code a trois ou deux éléments. Pour chaque famille etudlee, nous caractéri-
sons les codes & deux éléments qui en font partie.

Quelques compléments sont présentés dans le neuviéme chapitre.

Nous étudions d’abord le type des codes obtenus par composition de codes
appartenant & 'une des familles étudiées.

Ensuite, nous rappelons ou démontrons des résultats concernant le plonge-
ment d’un code donné d’une certaine famille dans un code maximal dans cette
famille, ou dans un code de cette famille, maximal en tant que code.
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Le dixieme chapitre est une ouverture sur 1’étude des générateurs d’un
langage bi-infinitaire L donné. Le mot « générateur » signifie ici « langage
G C A* tel que “GY = L ». Peu de résultats existent dans ce domaine. Nous
rappelons d’abord que P’on sait décider si un langage bi-infinitaire rationnel
L donné a des générateurs. Si c’est le cas, L a des générateurs maximaux, et
ceux-ci sont rationnels, constructibles et en nombre fini.

Nous nous intéressons ensuite aux générateurs minimaux.

Les mots périodiques se factorisent de fagon unique sur un code précircu-
laire. A l'aide de cette propriété, nous montrons que les codes précirculaires
sont des générateurs minimaux.

Nous ne savons pas si tous les codes sont des générateurs minimaux. Mais
nous prouvons que tous les codes rationnels sont des générateurs minimaux.

Afin d’approfondir le lien avec les générateurs des langages infinitaires, nous
définissons la notion de bissection générative. Une bissection générative est
un couple (“G,G¥) ou G est un générateur de L. Mais, pour l'instant, cette
notion ne parait pas débloquer les problemes. C’est le cas, en particulier, dans
la recherche de générateurs finis.

Pour rechercher des générateurs finis, nous sommes donc amenés & travailler
directement sur le langage bi-infinitaire donné. Finalement, nous montrons que
P’on peut décider si un langage bi-infinitaire rationnel L donné a des générateurs
finis.

Cette partie comporte donc deux résultats intéressants : le fait que les codes
rationnels sont des générateurs minimaux, et la décidabilité de P'existence de
générateurs finis. Par ailleurs, le travail réalis€ montre & quel point le cas bi-
infinitaire se révele tres différent du cas infinitaire.

Une bonne partie du contenu de cette these a déja été écrite ailleurs et se
retrouve publiée [23], [24], ou & paraitre [21], [20], ou fait 'objet de publications
internes [22], [19].



Préliminaires

0.1 Définitions et notations

Précisons les notations utilisées dans ce travail. Si A désigne un alphabet
dénombrable (fini ou non), A* représente ’ensemble des mots finis sur A, €
désigne le mot vide et At le langage A* — €. La longueur d’un mot u est |u| .
Le symbole < (resp. <) représente la relation « étre un facteur gauche (resp.
facteur gauche strict) de ». Deux mots z et 2’ sont dits conjugués s’il existe
u et v tels que 2 = uv et 2’ = vu. Un mot z € A' est primitif si z = u”
seulement pour n = 1, imprimitif dans le cas contraire. Tout mot z € A*
posséde une unique racine notée \/z qui est le mot primitif vérifiant \/z" = 2.

L’ensemble des entiers relatifs (resp. naturels; resp. naturels non nuls) est
noté Z (resp. N ; resp. N*). AZ (resp. A¥; resp. “A ) est ’ensemble des Z-
mots (resp. mots infinis (a droite) ; resp. mots infinis & gauche), c’est-a-dire
des suites de lettres de A indicées par Z (resp. N ; resp. —IN). Pour un Z-mot
w = (wp)nez on notera wip, (p + k)| le facteur wywpyq... Wppn—1, wy le mot
infini (wn)nen € w_ le mot infini & gauche (wy,)ne-n+. Les mots bi-infinis
[4] [50] sur A sont les classes d’équivalence pour la relation sur AZ :

(wn)neZ ~ (vn)nEZ Aad 31) €EZVn€e€Zw,= Untp

Le mot bi-infini défini par (w,)necz sera noté ..w._ wow;... . L’ensemble des
mots bi-infinis sur A est noté “A“. Nous noterons & la projection canonique
de AZ sur “A“ et o la fonction de décalage de AZ sur lui-méme: o(w,)nez =
(wn+1)n€Z .

Etant donné un langage C C A*, le sous-monoide engendré par C est le lan-
gage obtenu par concaténation finie de mots de C:
C* = {vi.v, | n 20 v; € Cpourl < i < n} et C¥ (resp. “C%) est
P’ensemble des mots infinis (resp. bi-infinis) obtenus par concaténation d’une
infinité de mots de C':

C¥ = {vovyvy... | v; € C pour ¢ > 0},“C¥ = {..v_1vov10;... | v; € C,i € Z}.

Un mot infini w est dit ultimement périodique s’il existe des mots finis
u et v tels que w = uwv*. Il est périodique si u peut étre choisi égal & . Un
mot bi-infini w est dit ultimement périodique & droite s’il existe un mot

11
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infini & gauche u et un mot fini v tels que w = uv“. Il est périodique s’il peut
s’écrire w = “v“ ol v est un mot fini. Un Z-mot est ultimement périodique
a droite (resp. périodique) si le mot bi-infini correspondant est ultimement
périodique a droite (resp. périodique). On définit de facon analogue les mots
ultimement périodiques & gauche. Un Z-mot (resp. mot bi-infini) ultimement
périodique est un Z-mot (resp. mot bi-infini) qui est & la fois ultimement
périodique a droite et & gauche. Le qualificatif « rationnel » sera parfois utilisé
a la place de « ultimement périodique » du fait que, parmi les singletons, seuls
ceux formés d’un mot ultimement périodique sont rationnels [50].

Etant donnés deux langages Uet V (U C A* et V C A*, U C “A et
VC¥AouV C A* et U C A¥), le quotient & gauche de U par V:
{w € A* | 3u € U v € V u = vw} est noté V-U. On définit de méme le
quotient a droite.

0.2 Factorisations et décompositions

Une C-factorisation d'un mot v € C* est une suite finie de mots de
C: (v1,...,0,) telle que v = v;...v,. Une C-factorisation d’un mot v € C¥
est une suite infinie de mots de C: (v, v;,v,...) telle que v = vovyv,... .
Une C-factorisation d’un mot v € “C“ est une classe d’équivalence, pour
la relation de décalage définie ci-dessous, d’une suite (v;);cz de mots de C,
vérifiant v = ...v_ 9V, 0;... . La relation de décalage est définie sur CZ par:

('U,'),'ez ~ (u,'),'ez & IJpeZVieZ v = Uitp -

Une C-factorisation d’un Z-mot v est une C-factorisation de la classe de v
dans “AY,

Etant donné un langage C C A*, un morphisme de codage pour C
est un morphisme ¢ : X* — C* (méme non injectif), extension & X* d’une
bijection ¢ entre un alphabet X et C. On peut aussi considérer les extensions:
¢ : X¥ — C¥ définie par ¢(202;...) = ¢(20)¢(21)... et p : “X¥ — “C¥ définie
par ¢(...z_12021...) = ...p(2-1)¢(20)¥(z1).... Ces extensions sont compatibles
avec la composition des fonctions. Il existe une bijection naturelle entre X*
(resp. X¥, resp. “X“) et ensemble des C-factorisations de mots de C* (resp.
C¥, resp. “C“). On représentera donc une C-factorisation d’un mot de C*
(resp. C¥, resp “C*) par un élément de X* (resp. X“, resp. “X¥).

Une C-factorisation représentée par un mot u € X“ ouu € YX¥ sera dite
périodique (resp. ultimement périodique) si u D’est.

Une C-décomposition d’un Z-mot u = (u;);cz est une suite strictement
croissante d’entiers relatifs (d,)nez telle que dy > 0,d-; < 0 et pour tout
ke Z u[dk,dk+1[€ C.

Soit u un Z-mot et w la classe de u dans “A“. On appelle 7, ’application
qui & une C-décomposition (dy,)ncz de u fait correspondre la C-factorisation
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de w de représentant (u[dn,dn+1[)nez. Par définition, il est clair qu’une C-
factorisation de w provient d’une C-décomposition de u, donc 7, est surjective.
Par contre, 7, n’est pas toujours injective. Par exemple, si C = {aa}, le mot
“q“ a une seule C-factorisation: “a* = “(aa)“. Mais & cette C-factorisation
correspond deux C-décompositions de aZ :

...a1090304050¢6... = ...A102.0304.050¢... = ...A1.0203.0405.0¢...
(ol a; = a pour tout i).

Si ¢ désigne I'unique C-factorisation de “a“, 77;'(c) a deux éléments: (2n),cz
et (2n + 1)pez.

On dira qu’une C-factorisation ¢ d’'un mot bi-infini w est chevauchante
si il existe un représentant u de w pour lequel 77(c) a plus d’un élément.

Remarquons que les propriétés des factorisations: « étre périodique » et
« étre chevauchante » sont incomparables. Par exemple, si ¢ désigne un mor-
phisme de codage, les factorisations notées: “z* et “(zy)“ ou ¢(z) = ab et
¢(y) = a sont périodiques et non chevauchantes. Les factorisations notées:
“z¥ et “(zy)” ol p(z) = aa, p(z) = aba et p(y) = b sont périodiques et
chevauchantes.

La factorisation non périodique de “a* de représentant: (al"*1),cz est
chevauchante .

On a les résultats suivants:

Lemme 0.2.1 - Soient u et u' deur Z-mots représentant le méme mot bi-
infini w, et ¢ une C-factorisation de w. Il y a une bijection canonique entre
71 (c) et Y (c).

- Si le Z-mot u n’est pas périodique, I’application 7, est bijective.

Preuve

- Si u et u' sont deux Z-mots représentant w, fixons p tel que v’y = wu;y,
pour tout ¢. Soit d une C-décomposition de u. Il existe un unique k tel que
di-1 < p < di. Posons d', = dp 4 — p pour tout n de Z. d’ est une C-décompo-
sition de u’, de plus, 7,(d) = 7,/(d'). Si Pon pose f(d) = d', f est une bijection.
- Soit ¢ une C-factorisation d’un mot bi-infini w de représentant u. Si 7, 1(c) a
au moins deux éléments d et d', il existe g tel que u[dk, dk+1{= u[d g1k, & g1 r41]
pour tout k. On a alors ug,Udy41Udg+2++ = Udr,Ud!g+1Ud!g+2-+- €b

e Udy—3Udy—2Udg—1 T Ul —3Ugr—2Uadr,-1- 1 do < d'g, u est périodique de
période u[dy,d',[. Si dy > d'y, u est périodique de période u[d'y,do[. On ne
peut avoir dy = d'y, car alorsg=0et d=4d'. o
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0.3 Langages rationnels, langages reconnais-
sables

Dans cette partie, A est un alphabet fini, tous les langages sont constitués
de mots sur l’alphabet A, tous les automates sont définis sur ’alphabet A.

0.3.1 Reconnaissance

En ce qui concerne les langages infinitaires, nous nous limitons ici & la
reconnaissance au sens de Biichi. Pour une étude détaillée des divers modes de

reconnaissance, on peut se référer pour les mots infinis & [52] et pour les mots
bi-infinis & [50] et [4].

Un automate fini est un quadruplet (Q, I, F,R) ou @ (I’ensemble des
états) est un ensemble fini , I (I’ensemble des états initiaux) et F' (I’ensemble
des états finaux) sont des parties de @, R (qui caractérise les transitions) est
une application de Q x A dans 29. L’application R se prolonge & Q x A* de
la facon suivante: pour tout ¢ € @, R(q,€) = ¢, R(g,au) = Ugepr(ea)R(¢,u) si
a€ Aetue A
L’automate est dit déterministe si R est & valeurs dans {0} U {{¢}|q € @}.

Un mot fini u = wuuy...up est reconnu par lautomate (Q, I, F, R) si et
seulement si il existe une suite d’états (gn)icn<p+1 tels que: ¢ € I, Vn €
{17""17} dn+1 € R(Qnyun) et 9p+1 €F.

On dira alors que la suite (gn, Un, @n41)1<n<p €St une lecture réussie de u.
Un langage L C A* est dit reconnaissable s’il est ’ensemble des mots finis
reconnus par un automate fini.

Un mot infini v = upu;... est reconnu (au sens de Biichi) par I’automate
(@, I, F, R) si et seulement si il existe une suite d’états (¢, )nen tels que: go € I,
Vn € N gn41 € R(gn,u,) et Card{n >0/ ¢, € F} est infini.

On dira alors que la suite (g, Un, gns1)nen €st une lecture réussie de u .
Un langage L C A“ est dit reconnaissable s’il est 'ensemble des mots infinis
reconnus (au sens de Biichi) par un automate fini.

Un mot bi-infini u est reconnu (au sens de Biichi) par l'automate
(Q,1,F,R) si et seulement si il existe un représentant ...ugu;... de u et une
suite d’états (gn)nez tels que: Vn € Z gny1 € R(gn,un), Card{n <0 | ¢, € I}
et Card{n > 0| ¢, € F} sont infinis.

On dira alors que la suite (gn, Un, ¢nt1)nez est une lecture réussie de u .
Un langage L C “AY est dit reconnaissable s’il est I’ensemble des mots bi-
infinis reconnus (au sens de Biichi) par un automate fini.
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0.3.2 Rationalité

Les parties rationnelles de A* sont les éléments de la plus petite famille
de sous-ensembles de A* close par union finie, concaténation finie et étoile, et
contenant tous les sous-ensembles finis de A*.

Le théoréme de Kleene dit que, sur un alphabet fini A, ’ensemble des lan-
gages inclus dans A* et reconnaissables coincide avec ensemble des langages
rationnels inclus dans A*.

Les parties rationnelles de A“ sont les unions finies de langages de la
forme BC¥ ou B et C sont des parties rationnelles non vides de At.

Les théoréemes de Biichi et de Mac Naughton établissent que 1’ensemble
des langages inclus dans A“ et reconnaissables coincide avec ’ensemble des
langages rationnels inclus dans A“, et que c’est la cléture booléenne (dans A)
de I’ensemble des langages reconnus (au sens de Biichi) par des automates finis
déterministes.

Les parties rationnelles de “ A sont les unions finies de langages de la
forme “DBC“ ol D, B et C sont des parties rationnelles non vides de A*.

Les travaux de M. Nivat, D. Perrin et D. Beauquier montrent qu’ici encore
P’ensemble des langages inclus dans “A“ et reconnaissables coincide avec ’en-
semble des langages rationnels inclus dans “ A“. 1l est fermé pour I'union finie,
Pintersection finie et le passage au complémentaire.

0.3.3 Automates ad hoc

Soit C inclus dans A* un langage rationnel, considérons un automate fini
déterministe reconnaissant C'. A partir de cet automate, on peut construire un
automate fini reconnaissant C, Q¢ = (Qo, g0, ¢F, Ro), ayant un seul état initial
go, un seul état final g, tel qu’aucune fleche ne parte de ¢r et aucune fleche
ne rentre dans ¢o. On peut faire en sorte que cet automate 2y soit émondé
(c’est-a-dire que, pour tout état g, il existe un chemin menant de go & ¢ et
un chemin menant de ¢ & gr) et non ambigu (c’est-a-dire que les mots de C
ont une seule lecture réussie). Un automate o qui a ces propriétés sera appelé
dans la suite automate ad hoc pour C. A partir d’un automate ad hoc pour C,
on peut considérer I’automate Q = (@, go, go, R) obtenu par identification de
go et gr. Cet automate sera désigné par la suite comme automate dérivé de
. Le langage de mots finis reconnu par cet automate 2 est C*; le langage de
mots infinis reconnu (au sens de Biichi ) par Pautomate Q est C¥; le langage
de mots bi-infinis reconnu (au sens de Biichi ) par 'automate § est “C¥.

Si C est un code, ’automate 2 est non ambigu pour la reconnaissance des

mots de C* [8].

Proposition 0.3.1 Pour tout mot w de A¥, il y a une bijection entre l’en-
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semble des lectures réussies de w sur 1 et ’ensemble des C- factorisations de
w. Pour tout mot w de AZ, il y a une bijection entre ensemble des lectures
réussies de w sur Q) et l'ensemble des C-décompositions de w.

Preuve: La bijection f peut étre définie de la fagon suivante:

- Pour w appartenant a A“ et | = (g;(;), Wi, gjii+1))izo une lecture réussie de
w sur §, il suffit de définir f(I) comme la suite des mots de C définis par
les passages successifs par go: f(I) = (w[h(2), k(¢ + 1)[)i>o ol h est la suite
strictement croissante d’entiers naturels vérifiant A(N) = {¢ € N | ¢;;) = go}-
- Pour w appartenant 3 A%, et | = (gj()> Wi» gj(i+1))iez une lecture réussie de
w sur €, il suffit de définir f(I) comme la suite strictement croissante d’entiers
relatifs d satisfaisant & dp > 0,d_, <0et d(Z) ={i € Z | ¢j;y = @o}. ®

0.4 Langages infinitaires

0.4.1 Langages infinitaires particuliers

On note:
- F(G) Pensemble des facteurs finis de G, si G est un langage inclus dans A*,
A%, “A ou YAY,
- Fg(G) Pensemble des facteurs gauches finis de G, si G est inclus dans A*
ou A¥,
- Fd(G) l'ensemble des facteurs droits finis de G, si G est inclus dans A" ou
“A.

La limite d’un langage G (C A*): Ltm(QG) est ’ensemble des mots infinis
ayant une infinité de facteurs gauches dans G. Landweber a démontré que les
langages limites sont exactement les intersections dénombrables de langages
de la forme WA ou W C A* [33].

L’adhérence d’un langage G (C A*): Adh(G) est ’ensemble des mots
infinis w tels que tout facteur gauche de w soit facteur gauche d’un mot de G':
Adh(G) = {w € A¥ | Fg(w) C Fg(Q)}.

La topologie usuelle sur A“ est la topologie produit des topologies discré-
tes sur chaque facteur A. A“ est ainsi un espace métrique (compact si A est
fini). On peut choisir comme distance la fonction d suivante:

d(w,w') = 27 nlun#w'n} 5 4y £ W,

Les ouverts sont les sous-ensembles de la forme £ = WA“ ou W C A*, et
les fermés sont les adhérences [11]. Nous utiliserons aussi les classes suivantes de
la hiérarchie borélienne. Un F,-langage est une union dénombrable de fermés
et un Gs-langage une intersection dénombrable d’ouverts. Les langages limites
sont les Gs-langages [33]. Rappelons que, dans un espace métrique, les fermés
sont des Gs-langages.
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Les langages limites et rationnels sont les limites des langages rationnels
finitaires ; ce sont aussi les langages rationnels déterministes.

Les adhérences rationnelles sont les adhérences des langages rationnels fi-
nitaires [11].

On peut trouver les propriétés de ces langages infinitaires particuliers dans
[52],[11], par exemple.

De méme qu’on a défini la limite Lim(G) et 'adhérence Adh(G) d’un lan-
gage G inclus dans A*, on en définit la limite gauche et I’adhérence gauche:
- Llim(G) est 'ensemble des mots infinis & gauche ayant une infinité de fac-
teurs droits dans G,

- Ladh(G) est Pensemble des mots infinis & gauche dont tous les facteurs
droits sont facteurs droits de G: Ladh(G) = {w € “A | Fd(w) C Fd(G)}.

0.4.2 Langages bi-infinitaires particuliers

Nous dirons qu’une suite de mots finis (ux )n>0 est strictement croissante
s1:
Vn >0 Ju,,v', € At upyy = vuv', [4].

Un mot w de A est une bilimite de la suite strictement croissante (un)n30
si il existe une suite strictement croissante (pn)n.>0 et une suite strictement
décroissante (¢»)n>0 d’entiers relatifs telles que, pour tout n, u, = w(gn, ps[.
Un mot bi-infini w est une bilimite de la suite strictement croissante (u,)n>0
s’il a un représentant qui est bilimite de cette suite, ou encore si tous ses
représentants sont bilimites de cette suite.

La bilimite dans AZ d’un langage finitaire G: Bilim(G) est ’ensemble
des Z-mots bilimites des suites strictement croissantes de mots de G. Sa bi-
limite dans “A“ (notée de la méme facon) est ’ensemble des mots bi-infinis
bilimites des suites strictement croissantes de mots de G, c’est aussi le quotient
de la bilimite dans AZ par la relation de décalage [4].

La biadhérence d’un langage finitaire G est la bilimite de F(G):
Biadh(G)= {w € “A* | F(w) C F(G)} [31]. L’ensemble des Z-mots repré-
“sentant les mots bi-infinis de Biadh(G) sera appelé biadhérence de G dans A?
et noté aussi Biadh(G).
Nous utiliserons certains résultats sur les bilimites et sur les biadhérences.
Ces résultats, de D. Beauquier [4], de I. Litovsky [42] ou de J. Devolder et
I. Litovsky [23], seront rappelés au moment de leur utilisation. Rappelons
cependant certains faits principaux:
- un langage L est une biadhérence si et seulement si c’est la biadhérence de
F(L),

- un langage de la forme “G“ est une biadhérence si et seulement si c’est la
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biadhérence de G*,

- quand D’alphabet est fini, Biadh(G) est vide si et seulement si G est fini,

- i G est fini, “G¥ est la biadhérence de G*,

- les biadhérences rationnelles sont les biadhérences des langages rationnels
finitaires,

-les bilimites des langages rationnels finitaires sont des rationnels déterministes
particuliers : ce sont ceux qui sont reconnus par un biautomate déterministe

[4].

Nous utiliserons aussi les sous-ensembles de “ A¥ de la forme:
K(G) = Ladh(G).G*.Adh(G)|J“G.Adh(G) ] Ladh(G).G* | Biadh(G), ol
G est un sous-ensemble de A*. Le langage K(G) intervient dans le calcul

de Biadh(G*): Biadh(G*) = “G* U K(G)

La topologie usuelle sur AZ est la topologie produit des topologies discre-
tes sur chaque facteur A. AZ est ainsi un espace métrique (compact si A est
fini). On peut choisir comme distance la fonction d suivante:

d(w,w') — 2—inf(inf{nzolwn;ﬁw'"},—aup{n(O]wn¢w',.}) si w 7& w'.

Notons N* I'ensemble des entiers strictement positifs. Considérons l’ap-
plication p de A% dans AN" x AN qui & w = (wi)icz associe (W_,w,) on
W- = (w-i)ien+ €t wy = (w;)ien. De cette fagon, on peut considérer la to-
pologie de AZ comme la topologie produit des topologies usuelles sur AN et
AN,

Etant donné des sous-ensembles G, et G, de AN" et AN, nous noterons

G1#G, le sous-ensemble de AZ: p~1(G, x G,).

Nous utiliserons les F,-langages et les Gs-langages de AZ ainsi que les
fermés suivants:

Proposition 0.4.1 Si G est un langage de A*, ’adhérence de G dans A? est
un fermé de A? o-invariant. Si Fy est un fermé de AN" et Fy un fermé de
AN F#F, est un fermé de AZ.

On peut munir “A“ de la topologie quotient: U C “A“ est un ouvert si
et seulement si 77*(U) est un ouvert de AZ. La projection canonique 7 de A%
sur “ A“ est alors ouverte et continue. Mais il existe des singletons non fermés.
Par exemple, si u est un mot bi-infini tel que F(u) = A*, la fermeture de {u}
est “A“ et donc:
- Pespace “ A“ n’est pas séparé,
- 'image par = d’un fermé de AZ n’est pas toujours fermée,
- lensemble F(u) des facteurs d’un mot u ne caractérise pas toujours u.

Les fermés de “A“ sont les biadhérences. Les ouverts sont les sous-ensem-

bles de la forme YAW A“ ou W C A*.
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Il s’ensuit que les seuls ensembles 4 la fois ouverts et fermés sont @ et “A“,
et donc I’espace “A“ est connexe.

Les fermés (resp. ouverts) o-invariants de AZ sont les images réciproques
par 7 des biadhérences (resp. des ouverts de “ A¥).

Nous donnerons au chapitre 7 un exemple d’une bilimite d’un langage ra-
tionnel qui est un Gs-langage de AZ et dont I'image par 7 n’est pas un Gj-
langage de “A“. Cela montre qu’il n’y a pas coincidence entre la classe des
bilimites de “A“ et celle des Gs-langages de “ A, méme dans le cas rationnel.

Dans le cas infinitaire, Landweber a montré que tous les langages rationnels
sont & la fois des intersections dénombrables de F,-langages et des unions
dénombrables de Gs-langages. Dans le cas bi-infinitaire, la situation est tres
différente : tout langage (rationnel ou non) contenant un mot w tel que F(w) =
A" et faisant partie de la hiérarchie borélienne définie & partir des fermés,
est égal & “A“. Et pourtant, il existe des langages rationnels, (par exemple
“A¥ — wg¥), différents de “A“ contenant un mot w tel que F(w) = A*.

Preuve : Si R = ();J; Fi; contient un mot w tel que F(w) = A*, on a:
Vi 35(:) w € Fi;u). Siles Fy; sont des fermés, on a alors, pour tout i,
F;ji = “A”. Donc R = “A“. Pour un langage R faisant partie de la hiérarchie
borélienne définie a partir des fermés, on démontre le résultat par récurrence
sur le nombre de couples (), J). ¢

La topologie de “ A¥ étant peu agréable, nous n’y aurons pas recours, sauf
par commodité de langage.
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Chapitre 1

Caractérisations des codes

Un code est un langage C de mots finis tel que tout mot de C* a une seule
C-factorisation. Le but de cette section est d’obtenir en termes de mots infinis
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un langage C de mots finis
soit un code.

L'une des caractérisations (proposition 1.1.2) est relative a I'unicité de la
C-factorisation de certains mots infinis (les mots infinis & droite de la forme u
pour u € Ct), les autres concernent les mots infinis rationnels et sont relatives
a la forme et au nombre de C-factorisations de ces mots.

On obtient tres facilement des conditions suffisantes pour qu’un langage
soit un code. En effet, si C C At n’est pas un code, il existe un élément
u de C* ayant deux C-factorisations distinctes. Si I'on code ces deux facto-
risations par 0 et par 1, I’ensemble des C-factorisations de u“ (et de “u“)
a la puissance de {0,1}", et u¥ (ainsi que “u“) a des C-factorisations non
ultimement périodiques. Les conditions nécessaires sont moins évidentes, et fi-
nalement font la différence entre mots infinis et mots bi-infinis. C’est ainsi que
les mots infinis d’un seul c6té, plus contraignants, donnent une caractérisation
des codes tres intéressante (les mots de la forme u* pour u € C* ont une seule
C-factorisation) dont 1’équivalent n’existe pas pour les mots bi-infinis.

Les diverses caractérisations des codes seront illustrées dans les prochaines
sections, par exemple dans la recherche de caractérisations des codes précir-
culaires ou des codes a délai borné, ou dans ’étude des biw-codes rationnels.
D’autres applications de la proposition 1.1.2 peuvent étre trouvées dans [42]
et dans [22] .

La notion usuelle de code admet des caractérisations bien connues [8].

Définition 1.0.1 Soit C C At et ¢ : X — C une bijection. On dit que C est
un code s’il vérifie 'une des propriétés (équivalentes) suivantes :
- pour tous u, v de C on a:

uC*NvC*#0=>u=v,

21



22 CHAPITRE 1. CARACTERISATIONS DES CODES

- tout mot de Ct a une seule C-factorisation,
- : X* = C* est injective,

- C* est un monoide libre de base C,

- C* est un monoide stable de base C.

1.1 Codes et factorisation unique

Le lemme suivant permet d’avoir des conditions, exprimées en termes de
mots infinis, suffisantes pour avoir un code.

Lemme 1.1.1 Si C C A% n’est pas un code, il existe u € Ct tel que:

- Densemble des C-factorisations de u” (et de “u“) a la puissance du
continu,

- u¥ ainst que “u“ ont des C-factorisations non ultimement périodiques.

Preuve: Soit ¢ : X* — C* un morphisme de codage pour C. Si C n’est pas
un code, il existe u € C*, y,z € X*, y # 2z, tels que p(y) = ¢(2) =
Sans perte de généralité, on peut supposer que les premiéres lettres de y et z
different. Les éléments de {y, z}“ sont des C-factorisations distinctes de u“. Le
mot u appartient & Ct et u“ ainsi que “u“ ont une infinité non dénombrable
de C-factorisations. Les mots non ultimement périodiques de {y, z}* sont des
C-factorisations non ultimement périodiques de u*. De méme “u“ a des C-
factorisations non ultimement périodiques. o

Théoréme 1.1.2 [{2] Si C est inclus dans A, on a équivalence entre les
propriétés :

- C est un code,

- pour tout u € Ct, u* a une seule C- factorisation.

Preuve: La condition suffisante est donnée par le lemme 1.1.1.

Pour démontrer la condition nécessaire, considérons v € Ct,
v = v10;...0, (ou Vi v; € C) tel que v* ait deux C-factorisations différentes:
v = (1102...0,)Y = UUz...p... (00 Vi u; € C). Sans perte de généralité, on
peut supposer que v, ;é u;. v étant de longueur finie, il existe un facteur gauche
wdeveti,jkm>1 tels que k < m, uy..up = v'w et uy...u, = v"tw. Le
mot v'Hw = uy..uy = (v10;...0,)u;...u; a deux C-factorisations distinctes
donc C n’est pas un code. o

Cette proposition n’a pas d’équivalent dans le cas bi-infini: par exemple,
pour le code C = {ab,ba}, “(abba)” n’ a qu’une seule C-factorisation alors que
“(ab)” en a deux.
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1.2 Forme des factorisations des mots ration-
nels

Les trois lemmes suivants se basent sur le méme raisonnement que la
démonstration précédente.

Lemme 1.2.1 Soient u € At primitif, u' € A%, v,v' € A* ou“A (resp. A¥).
Si vu® = v'u'’ (resp.“uv = “u'v’ ) alors u’ est une puissance d’un conjugué
de u.

Preuve: Une infinité de u sont coupés par les u'. Or u ne peut étre coupé
qu’en un nombre fini d’endroits, donc il existe deux u’ coupant u au méme
endroit. Il existe donc une puissance de u’ qui est une puissance d’un conjugué
de u. On peut conclure car u est primitif. e

Lemme 1.2.2 Soit G C A*. Tout mot ultimement périodique de G* ou de
“G“ (resp. périodique de “G“) admet une G-factorisation ultimement pério-
dique (resp. périodique).

Autrement dit, st vu¥ € G¥ (resp. “wvu® € “GY; resp. “u¥ € “GY¥), il

1, 1¥

eziste v’ et v € Gt (resp. W',V v € Gt resp. ' € G1) tels que vu¥ = v'u

(resp. “wovu? = “w'v'u’; resp. Yu¥ = “u'v).

Preuve: Une infinité de u sont coupés par les mots de G. u ne peut étre
coupé qu’en un nombre fini d’endroits. Il existe donc v',u’ € G* tels que

vu? = v'u'“. e

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme 1.2.2.

Lemme 1.2.3 Soient G C At , ¢ : X* — G* un morphisme de codage pour G
et z € X tel que p(z) soit ultimement périodique. Il eziste y,z € X*,t € X¥
tels que = = yzt et p(t) = p(2)*.

Preuve: Si ¢(z) = vu“, comme dans la preuve du lemme 1.2.2, on peut
trouver y, z,t tels que z = yzt, p(t) = ¢(z)* et ¢(z) est une puissance d’un
conjugué de u. o

Lemme 1.2.4 Soient C C AY un code et ¢ : X* — C* un morphisme de
codage pour C. Pour tout u € A*,utNC* est vide ou de la forme (u™)*. Dans
¢~ Yu?) seul le mot z = ¢~ (u") peut étre primitif et on a: ¢~ (ut) =zt. Si
u est primitif, z est primitif.
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Preuve:

- Si ut N C* n’est pas vide, appelons n le plus petit entier tel que u™ € C*.
Considérons u? € Ct et h,0 < h < n, h = p (mod. n). Comme C est un code,
les C-factorisations (u?)" et (u™)? de uP™ coincident. Donc u?~" appartient a
C*, et par induction u* aussi. Donc h = 0.

- Si p(z) = u™ et p(y) = uP, p est un multiple de n et, puisque C est un code,
y un multiple de z. y n’est primitif que si p = n,y = z et z est primitif.

- Siz = yP, on a u™ = ¢(y)”. Si u est primitif, p(y) est dans u* N C*, donc
y € z+ et par conséquent p = 1. Donc z est primitif. o

Dans les caractérisations suivantes, on remarquera la différence entre le cas
infini et le cas bi-infini, ainsi que la plus grande difficulté de la preuve dans le
cas des mots bi-infinis périodiques.

Théoréme 1.2.5 Si C est inclus dans A*, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

- C est un code,

- toute C-factorisation d’un mot infini ultimement périodique est ultime-
ment périodique,

- toute C-factorisation d’un mot infini périodique est ultimement pério-
dique,

- toute C-factorisation d’un mot bi-infini ultimement périodique & droite
est ultimement périodique a droite,

- toute C-factorisation d’un mot bi-infini ultimement périodique est ultime-
ment périodique,

- toute C'-factorisation d’un mot bi-infini périodique est périodique.

Preuve: Les conditions sont suffisantes d’apres le lemme 1.1.1.

Réciproquement, considérons un code C et ¢ : X* — C* un morphisme de
codage pour C.

Soit z € X“ tel que ¢(z) soit ultimement périodique. Il existe y,z € X*,t €
X“ tels que ¢ = yzt et p(t) = p(2)” (lemme 1.2.3). C étant un code, comme
@(z) est dans C*, d’apres la proposition 1.1.2, t = 2% et z est ultimement
périodique.

Le cas des mots bi-infinis ultimement périodiques d’un c6té ou ultimement.
périodiques se résout de la méme fagon.

Il reste a étudier le cas des mots bi-infinis périodiques. Soit £ € “X% tel
que ¢(z) soit périodique. Comme on vient de le démontrer z est ultimement
périodique. Posons z = “zyz'“. On peut prendre z et 2’ primitifs. Soient v et
w primitifs tels que p(z) = v™ et p(2') = w?P. p(z) = “vp(y)w” est périodique
donc v et w sont conjugués et v = vvy, w = vovy et <p(y) = viv; car v est
primitif. On a: ¢(2Py) = v""*%; = p(yz'™), donc zPy = yz'" (¢ est injectif),
2P et 2" sont conjugués, z et 2z’ étant primitifs le sont aussi. Donc z est de
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la forme z = “2y'2¥. p(z) = “vp(y’')v* est périodique et v primitif donc
¢(y') appartient & v*; d’aprés le lemme 1.2.4, z étant primitif également, y’
appartient a 2t et z = “z%, Les C-factorisations des mots bi-infinis périodiques
sont périodiques. o

Méme si C est un code, il se peut qu’un mot infini périodique ait une C-
factorisation non périodique. Par exemple, le mot périodique (ab)” possede une
factorisation non périodique: (a, ba,ba,...) sur le code {a,ba}.

1.3 Nombre de factorisations des mots ration-
nels

Théoréeme 1.3.1 Si C est inclus dans A%, les propriétés suivantes sont €équi-
valentes :

- C est un code,

- tout mot infini ultimement périodique a un nombre fini de C-factorisations,
- tout mot infini périodique a un nombre fini de C-factorisations,

- tout mot bi-infini ultimement périodique a un nombre fini de C-factorisations,
- tout mot bi-infini périodique a un nombre fini de C-factorisations.

Preuve: Les conditions sont suffisantes d’apres le lemme 1.1.1.

Regardons la condition nécessaire dans le cas des mots bi-infinis. Soit C
un code et ¢ : X* — C* un morphisme de codage pour C. Considérons un
mot ultimement périodique w = “u'vu* de “C“. On peut supposer que u
et u’ sont primitifs. Par la proposition 1.2.5, toutes les C-factorisations de w
sont de la forme “z'yz* ou, si z et z' sont choisis primitifs, p(z) = v" et
¢(z') = v'® pour certains entiers n et p et des conjugués v de u et v’ de v’
(lemme 1.1.1). Fixons de tels z et z’, et considérons F; s 'ensemble des C-
factorisations de w de la forme “z'yz“. Considérons deux éléments “z’'yz* et
“z'y'z¥ de Fy . Fixons wp un représentant de w, et des C-décompositions de
wy associées a “z'yz* et & “z'y’'z¥. Quitte a allonger y’, on peut supposer que
¢(y) coincide avec un facteur de ¢(y') dans ces décompositions de wg. On a
alors p(y") = v'*p(y)vP puisque v et v’ sont primitifs. Si @ = 0 (mod. p) et
B = 0 (mod. n), ¢(y') € p(z""yz*); C étant un code, y' € z"yz* et donc
wxlylxw — wxlyxw'

Le nombre d’éléments de F; .+ est par conséquent majoré (strictement) par
le produit n - p. Pour u primitif, posons

U, = {v conjugué de u | 3n > 0 3z € X*, z primitif, p(z) = v"}.

Pour v appartenant a U,,, 'unicité du mot primitif ¢ € X* vérifiant p(z) = v
est assurée par le lemme 1.2.4. Cet = sera noté z,, la puissance n correspon-



26 CHAPITRE 1. CARACTERISATIONS DES CODES

dante sera notée n,. Les ensembles U, et U, sont finis. L’ensemble F' des
C-factorisations de w est donc fini.

Dans le cas des mots infinis, on peut reprendre la démonstration précédente
en la simplifiant, ou encore considérer que a toute C-factorisation d’un mot
vu“ on peut faire correspondre au moins une C-factorisation du mot “uvu®, a
condition d’avoir pris u dans C*, ce qui est possible d’apres le lemme 1.2.2 . o

Le lemme suivant permet d’obtenir une majoration moins forte du cardinal
de F. Cette majoration servira dans la preuve de la proposition 4.4.2. Les
notations sont celles de la démonstration précédente. On définit sur U, et sur
Uy x U, les relations d’équivalence suivantes:
pour v,w € U, , v,w' € Uy:

v w & r, et z, sont conjugués.
! ~ ! ! [
(Viv) 2 (w,w) ©® vew etv ~uw' .

Lemme 1.3.2 Le nombre de factorisations sur un code C

- d’un mot u"u de C* est majoré par ¥ n,, ot l'on somme sur les ~-classes
d’équivalence de U,,

- d’un mot “v'u"u* de “C¥ est majoré par Y n, - n,, ot l'on somme sur les
=-classes d’équivalence de Uy x U,,,

- d’un mot “u*” de “C“ est égal au nombre de ~-classes d’équivalence de U,.

Preuve: On a: (v,v) & (v, w) si et seulement si { Yz, yz,* |y € X*} =
{ “cyy’z.,” | ¥ € X*}. On en déduit que le cardinal de F' est majoré par
Y ny - ny, ou 'on peut sommer uniquement sur les =-classes d’équivalence
de couples (v',v). Dans le cas d’un mot périodique “u*, toute C-factorisation
étant périodique (proposition 1.2.5), le cardinal de F est égal au nombre de
~-classes d’équivalence. o

Grace au lemme suivant, la proposition 1.3.1 a un corollaire immédiat en
termes de Z-mots.

Lemme 1.3.3 Si un Z-mot w a une C-factorisation périodique c, w est pério-
dique et 7,;%(c) est fini.

Preuve: Soient ¢, ¢y, ...,¢, € C tels que “(cic3...¢,)* soit un représentant de
c. Appelons u la racine primitive de ¢;c;...cx; on a ¢;¢;...¢, = uP. Le Z-mot
w est un représentant de “u“, il est donc périodique. Puisque u est primitif,
la seule fagon de positionner ¢;c,...c, sur w est de faire coincider les débuts
de ¢;¢;...c, et de u. D’aprés le lemme 0.2.1, on peut supposer que les lettres
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wo et ug coincident. On voit alors facilement que les divers positionnements de
€1C2..-Cn, sur w donnent au plus p décompositions de w.

Corollaire 1.3.4 Si C est inclus dans A, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

- C est un code,

- tout Z-mot ultimement périodique a un nombre fini de C-décompositions,

- tout Z-mot périodique a un nombre fini de C-décompositions.

Preuve: Si w est un Z-mot non périodique, la correspondance naturelle 7,
entre ses C-décompositions et ses C-factorisations est bijective. D’ou le résultat
pour les mots ultimement périodiques non périodiques.

Si w est un Z-mot périodique représentant un mot bi-infini “u“, d’apres
le lemme précédent, a chaque C-factorisation périodique de “u“ correspond
un nombre fini de C-décompositions de uZ. Or si C est un code, toutes les
C-factorisations d’un mot périodique sont périodiques. Tout Z-mot périodique
a donc un nombre fini de C-décompositions. e

On pourrait croire que, si C est un code, tout mot infini a « peu » de C-
factorisations. Les exemples suivants prouvent qu’il n’en est rien en général.
Nous verrons au chapitre 6 que, dans le cas des codes rationnels, tous les mots
infinis ont un nombre fini de factorisations.

Proposition 1.3.5 Le nombre de factorisations d’un mot infini sur un code
peut étre fini, infint dénombrable ou infini non dénombrable.

Exemple: Posons C = C; U C, ou C; = {aba’b?a3F>...a"b"a"*! | n > 0} et
Cy = {VPa% | ¢ 2 2,0 < p < ¢q}. Le langage C est un code (suffixe).

Le mot infini we = aba?b?...a"b"a™*t1b"t1... a une infinité dénombrable de
C-factorisations. Ce sont les C-factorisations de la forme:
(ab“.an—lbn—lan)(bnan+lbn)(ban+2b)".(bn+han+2h+lbn+h)(bh+1an+2h+2bh+1)'“
oun>1.e

Exemple: Soit A = {a,b} et C = {uab™ | |u] = n,n > 0} . Le langage C
est un code (suffixe). Nous allons montrer que le mot: wo = ab®ab™...ab*...,
ou o = 0,793 = 1,242 = tn41 + tn + 1 pour tout n > 0, a une infinité non
dénombrable de C-factorisations. Nous montrons pour cela que, pour tout
découpage de wy : wy = uv, u est dans C* et v a au moins deux C-factorisations.
Soit u un facteur gauche de wy. Clairement, si |u| < 6, u est dans C*. On
continue par induction. Supposons que pour tout n < N et tout p, 0 < p < 1,,,
le mot ab'oab’...ab»~1ab® appartienne a C*. Alors le mot u = ab®ab...ab'Vab?
vérifie :
-5i 0 < g < iy, u = (ababr...ab'¥-1ab?) - (b%ab?) ou p = iy — q vérifie:
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0< p< iN,
- 8 iy < ¢ < ing1, u = (abPab’...ab'¥-2abP) - (b ab¥abl) ol r =g —in — 1 et
p = in-y —r vérifie 0 < p < in_;. Le mot u appartient donc a C*.
Considérons un découpage de wy : wy = uv. Montrons qu’il existe deux mots
de C différents z(v) et y(v) tels que v appartienne & z(v)C* Ny(v)C*. Posons
v = babirabinti... ol 0 < jp < in-y. Alors v = (boab) (b abh)...(brab™)...
OU Jh41 = tnth — Jh €t ji vérifie 0 < jj, < 1,45 pour tout A > 0; on peut poser
z(v) = bab®. Le mot v a aussi la C-factorisation:
v = (Poababko)(b* abr)...(bFrab*)... olt kg = jo+in+1, khyr = tns14n—kn et
ky, vérifie 0 < ki < 4144 pour tout k > 0; on peut poser y(v) = bPoabinabre.
On peut alors définir une application injective § de {0,1}" dans I’ensemble
des C-factorisations de wy de la fagon suivante: soit § = (8,), € {0,1}V,
on pose 8(f) = (z,)s Ol 2o = z(wo) si Bo = 0 et 2o = y(wp) si Bo = 1,
zn = T((2021..-2n~1)"1wp) si B, = 0 et 2z, = y((2021..-2n—1) " 1wp) si B, = 1. Le
mot wq a une infinité non dénombrable de C-factorisations.



Chapitre 2

Codes précirculaires

Les codes circulaires (ou encore codes trés purs) ont été introduits par
J. L. Lassez, A. Restivo et d’autres vers 1976 [34] [46]. Dans cette section,
nous verrons que les codes circulaires sont intéressants du point de vue des
mots bi-infinis. En effet, les Z-mots périodiques ont au plus une décomposition
sur ces codes; de plus, ce fait est caractéristique des codes circulaires. Cette
propriété ne s’étend hélas pas aux Z-mots quelconques, sauf dans le cas des
codes rationnels, ce que nous verrons dans la sixiéme partie.

Dans cette section, nous introduisons la notion de code précirculaire, un
peu plus générale que celle de code circulaire. Les codes précirculaires sont aux
factorisations ce que les codes circulaires sont aux décompositions. Cela signifie
que les codes précirculaires sont caractérisés par 'unicité des factorisations des
mots bi-infinis périodiques.

Une autre notion généralise celle de code circulaire : c’est la notion de code
presque circulaire introduite par M. Leconte [36], [37]. Dans la derniére
partie de cette section, nous montrons qu’un code précirculaire est presque
circulaire et nous obtenons une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
code presque circulaire soit un code précirculaire.

Nous aurons besoin dans cette partie de la notion d’interprétation. Soit C
un langage inclus dans A*. On définit :
A C={r€e A |FweC Fve At w=vz},
CA-={z€A*|FweC Ive At w=2zv}.
On dit que la suite (v',vy,...,0s,v") est une C-interprétation de u si:
n > 0,u = Vv, v € ATC, v € CA™ et pour tout 7, 1 < 7 < n,
v; € C [8]. Une C-interprétation est dite cyclique si v'v' € C U {€}. Pour
toute C-factorisation (vy,...,v,) de u, (g,v1,...,vn,€) est une C-interpréta-
tion cyclique de u, et réciproquement. Une C-interprétation (vg, V1, ..., Un, Un+1)
et une C'-interprétation (uq,uy, ..., Up,Up41) d’un méme mot sont dites adja-
centes s’il existe k,0 < k < net h,0 < h < ptels que vov1...vp = Uguy...up.
Une C-factorisation (vy,...,v,) et une C’-interprétation (ug,us,...,Up,Ups1)

29
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du méme mot sont dites adjacentes si les interprétations (g,vy,...,v,,€) €t
(tos U1y .oy Up, Upy1) le sont.

Donnons quelques exemples quand le langage C est: {ab, ba,a}.
Les suites (¢, ba, ba, b) et (b, ab, ab,€) sont des C-interprétations non cycliques
et non adjacentes du mot babab.
La suite (b, ab, a) est une C-interprétation cyclique du mot baba.
Les suites (e, ba, ab, €) et (b, a,a,b) sont deux C-interprétations adjacentes du
mot baab, la premieére est cyclique, la seconde ne ’est pas.

2.1 Notion de code précirculaire

La définition des langages précirculaires s’inspire de la définition des codes
circulaires. Nous verrons plus loin que les langages précirculaires sont aussi des
codes.

Définition 2.1.1 Soit C C A* . C est un langage précirculaire st et seule-
ment si

Vn,p>1Vug,...;8n0-1,00,...,0p1 € C Vit,s € A" tels que vy = ts
(Yo Un_y = V1051t => n=p et b Vi u; = V(ith) mod p ) -

Autrement dit: pour tout u € C*, pour toute C-factorisation (ug, ..., un-1)
et toute C-interprétation cyclique (s,vy,...,vp—1,t) de u, si ’on pose vy = ts,
on an = pet (vg,...,vp-1) est une permutation circulaire de (ug, ..., up-1). Ou
encore, tout mot de C* écrit sur un cercle a seulement une C-factorisation
(mais peut-étre plusieurs découpages suivant cette factorisation).

Pour simplifier les notations, dans la suite nous écrirons v; (resp. u;) au
lieu de v; mod p (resp. U; mod n)-

Tout sous-ensemble d’un langage précirculaire est précirculaire; un single-
ton {u} est un langage précirculaire si u # ¢; {a,bad}, {ba3,ba%ba, a®ba’},
{6} U ab(a?b)* sont des langages précirculaires; nous verrons plus loin que
les codes circulaires sont des langages précirculaires. Si deux mots distincts
ont des puissances conjuguées, ils ne peuvent faire partie d’'un méme langage
précirculaire.

La notion de langage précirculaire peut s’exprimer en termes de morphisme
de codage. Cela permettra de voir qu’un langage précirculaire est un code, ce
qui justifie Pappellation « code précirculaire ».

Proposition 2.1.1 Soit C C At et ¢ : X* — C* un morphisme de codage
pour C. C est un langage précirculaire si et seulement si

Vz,o'eXt ( ¢(z) et p(z') conjugués = z et ' conjugués ) .
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Preuve: Considérons p,g > 1,z €e X (0<i<p-1),y; € X (0 <5 <q-1).
Posons = = Zg...Tp—1 , ¥ = Yo.--Yg-1 , % = () (0 < i <p—-1), v; = p(y;)
0<j<g-1).

La proposition découle des remarques suivantes:

¢(z) et ©(y) sont conjugués & Ik ug...up_1 = SV14k...Vg—14kt €t t5 = v}
z et y sont conjugués < g =pet JhViu; = vy .0
Corollaire 2.1.2 : Un langage précirculaire est un code.

Preuve: Soit ¢ : X* — C* un morphisme de codage pour le langage précir-
culaire C. Soient z,y € X* tels que ¢(z) = ¢(y). ¢(zz) = p(zy) , donc ¢(zz)
et o(zy) sont conjugués ainsi que zz et zy. D’ou z = y. Le morphisme ¢ est
injectif et donc C est un code.

Mais tous les codes ne sont pas précirculaires: le code {ab, ba} ne l’est pas.

2.2 Codes précirculaires et mots bi-infinis

On peut remarquer qu’un mot bi-infini périodique peut avoir plusieurs C-
factorisations, méme si C est un code. Par exemple, {ab, ba} est un code, et
cependant on a: “(ab)” = “(ba)¥. C’est dans le but d’exclure cette possibilité
que nous avons introduit la notion de code précirculaire. En fait, cela donne
une caractérisation : nous démontrons que les langages qui factorisent de fagcon
unique les mots bi-infinis périodiques sont les codes précirculaires. La seconde
caractérisation des codes intervient dans la preuve de ce résultat.

Lemme 2.2.1 Soit C un code précirculaire inclus dans At et ¢ : X* — C*
un morphisme de codage pour C. Si 2z (z € “X, z € X*) est une C-
factorisation d’un mot de “Av¥ (v € A*), on a: o~} (YAv¥) = “Xz¥.

Preuve: Il s’agit de montrer que toute C-factorisation d’un mot de “Av¥
appartient a “Xz*. Soit wv*(w € “A,v € A't) 'image de zz¥ par ¢, et
considérons une C-factorisation d’un mot w'v¥ de “ Av“. Sans perte de généra-
lité on peut supposer que v et z sont primitifs. D’apres la proposition 1.2.5,
puisque C est un code, cette C-factorisation est de la forme #'2'“(¢' € “X,2' €
X*,2 primitif). Pour obtenir le résultat, il suffit de prouver que z et 2’
sont conjugués. Soient u et u’' les racines primitives de ¢(z) et ¢(2’). On
a p(z")p(z)¥ = w'v* donc v’ et v sont conjugués (lemme 1.2.1). De méme
¢(z)p(2)“ = wv* donc u et v sont conjugués, et donc u et u' sont conjugués.
Posons ¢(z) = u™ et ¢(z') = u'?; p(z)? et p(2’')" sont conjugués. Le code C
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étant précirculaire, 2” et 2™ sont conjugués (proposition 2.1.1) et donc z et 2’
sont conjugués. e

Théoréme 2.2.2 Un langage,C inclus dans At est un code précirculaire si et
seulement si tout mot bi-infini périodique a au plus une C-factorisation.

Preuve : Supposons que tout mot périodique de “A“ a au plus une C-facto-
risation. Pour tous n,p > 1 ug,...,Up_1,01,...,05-1 € C t,8,u € A* tels que
vo =13 € C et u = up...up_1 = 8v1...0p_1t , le mot périodique “u“ a les
C-factorisations (u; mod n)icz € (Vi mod p)icz . Par hypothése il existe donc
¢ tel que: (Up,...,Un-1) = (V(i4+1) mod ps -+ V(i+n) mod p) - D’aprés I'égalité des
longueurs:

|uo...tno1| = [Vo...Vp—1] = |V(i41) mod p--V(i+p) mod pls O @ p = n et C est un
code précirculaire.

Réciproquement, considérons un code précirculaire C et ¢ : X* — C*
un morphisme de codage pour C. Soit “u* un mot périodique quelconque et
deux C-factorisations de “u“. Ces factorisations sont périodiques puisque C
est un code (proposition 1.1.2) : notons-les “z* et “z’“ ou z et 2z’ sont des mots
primitifs de X*. D’apres le lemme 2.2.1, la factorisation “2’ appartient en
fait 3 “2X™2* et donc, puisqu’ils sont primitifs, z et 2z’ sont conjugués. Donc
wz¥ = Y2 et “u¥ n’a qu’une seule C- factorisation. e

Dans cette caractérisation, on ne peut pas remplacer le terme « périodique»
par le terme « ultimement périodique », méme dans le cas d’un code fini. Par
exemple, le code C = {a?, ab, b%} est précirculaire mais le mot “ab” a deux C-
factorisations. Cependant, des codes plus particuliers ont cette propriété, c’est
le cas des codes circulaires que nous étudions maintenant.

2.3 Codes circulaires et Z-mots

Les codes circulaires (ou encore codes trés purs) ont été introduits vers
Pannée 1976. Ces codes ont été caractérisés de diverses maniéres [46], [8].
Rappelons d’abord quelques définitions.

Définitions 2.3.1 Soit C C At .
- C est un code pur st et seulement si c’est un code vérifiant :

Vue AtWn>1(w"eC* = ueC?).

- C est un code circulaire s: et seulement si

Vn,p>1 Vug,...,up_1,%,...,05-1 € C
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Vt € A* Vs € At tels que vo = ts

(vg--tin1 = 8V1..p_1t = n=p, t=cetViu=v).

Les codes purs et les codes circulaires peuvent étre caractérisés en termes
de morphisme de codage.

Proposition 2.3.1 [8] Soit C C A* et ¢ : X* — C* un morphisme de codage
pour C. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

- C est un code circulaire,

- C est la base d’un monoide trés pur, c’est-a-dire que C* vérifie:

Vu,v € A* (uwv,vu € C* = u,v € C*),

- C est un code pur et ¢ vérifie:
Vz,z' € Xt (p(z) et p(z') conjugués = z et ' conjugués ) .

Proposition 2.3.2 Soit ¢ : X* — C* un morphisme de codage pour un code
C. Le code C est pur st et seulement si

Vy € Xty primitif = ¢(y) primitif .

Preuve: Considérons y € X+ tel que ¢(y) soit imprimitif: ¢(y) = u™ ou
n > 1. Si C est un code pur, comme u" appartient a C*, u appartient & C*
et il existe z dans Xt tel que u = ¢(z). Puisque C est un code, ’égalité
¢(z") = ¢(y) donne y = z". Donc y n’est pas primitif.

Inversement, si u® € C*, il existe y dans X+ tel que u™ = ¢(y). Soit z
la racine primitive de y: y = 2P, p > 1. D’aprés I’hypothese, le mot ¢(z)
est primitif. On a: ¢(z)? = u™ , donc u est une puissance de ¢(z). Or ¢(z)
appartient a C* donc u aussi. Le code C est pur. o

La relation existant entre les notions de code circulaire et celle de code
précirculaire se déduit aisément des propositions 2.1.1 et 2.3.1:

Proposition 2.3.83 Un langage est un code circulaire si et seulement si c’est
un code précirculaire pur.

Les deux conditions « pur» et « précirculaire » sont indispensables: le code
pur {ab, ba} n’est pas précirculaire, le code précirculaire {a, bab} n’est pas pur.

Etudions maintenant les liens reliant les codes circulaires et la décomposi-
tion des Z-mots. L’analogie entre le théoreme suivant et le théoréeme 2.2.2 est
remarquable.
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Théoréme 2.3.4 Soit C un langage inclus dans A*. Les propriétés suivantes
sont équivalentes:

1 - C est un code circulaire,

2 - tout Z-mot périodique a au plus une C-décomposition,

3 - tout Z-mot ultimement périodique a au plus une C-décomposition.

Preuve: 3 = 2: Evident. 2 = 1: La négation de la définition des codes
circulaires assure de P’existence d’un mot u de C* tel que les Z-mots représen-
tant “u“ ont deux C-décompositions distinctes. 1 = 3: Soit C un code cir-
culaire. Considérons “uwv* et deux C-décompositions d’un représentant de
ce mot. Puisque C est un code, les C-factorisations associées sont ultime-
ment périodiques (proposition 1.2.5). Soit ¢ : X* — C* un morphisme de
codage pour C, et “zyz“(z,2 primitifs) 'une de ces factorisations. Comme
C est précirculaire, I'autre factorisation peut s’écrire “zy;2* (lemme 2.2.1).
Puisque C est un code pur, ¢(z) est primitif et ne peut pas se chevaucher (
¢(2)? = sp(2)t = s=¢(z) ous=c);il en est de méme pour ¢(z). Donc
les C-décompositions coincident a droite et & gauche. On peut donc choisir y
et y; tels que p(y) = ¢(y1). On a alors y = y; puisque C est un code. Les deux
factorisations et aussi les deux décompositions sont identiques.

Malheureusement, le théoréme précédent ne s’étend pas aux mots bi-infinis
quelconques. Par exemple, le code C = {ab”ab™?! | n > 1} U {ab} est un code
circulaire, mais les représentants du mot “(ab)ab’ab®ab?... admettent deux C-
décompositions.

2.4 Codes presque circulaires et codes précir-
culaires

De méme que les codes précirculaires, les codes presque circulaires définis
par M. Leconte [36] généralisent les codes circulairés. Nous allons ici comparer
les codes précirculaires et les codes presque circulaires.

Rappelons qu’un semi-groupe est dit monogéne s’il est de la forme u*,
pour un mot u de A*.

Définition 2.4.1 Un langage C C A%t est un code presque circulaire si
c’est un code vérifiant: Vs,t # ¢

(ts€ C et sC*tNC*#0 = sC*tNC* est un semi-groupe monogéne ) .

Lemme 2.4.1 Soit C un code précirculaire, s # €, t # € tels que ts € C. Le
semi-groupe sC*t N C* est vide ou tous ses éléments sont imprimitifs.
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Preuve: Soit z € sC*t N C* et (ug, ..., un-1) la C-factorisation de z. Posons
y = s”lzs. Sa C-factorisation est (u;,...,%;4n—1) pour un certain i.
-sit=1,onposeu=tetv=uct?
-sit# 1, o0npose u = up...u;—ot et v =zu"l
Puisque dans chaque cas uv = vu = z, il existe p et ¢ tels que u = (/)P
et v = (1/z)?. Donc z est imprimitif. e

Cependant la condition précédente ne suffit pas pour avoir un code précir-
culaire. Par exemple, le code C = {abab,ba} vérifie sC*t N C* = (baba)* ou
(abab)*pour tous s,t # ¢ tels que ts € C, mais C n’est pas un code précircu-
laire.

Lemme 2.4.2 Soit C un code. Si sC*t N C* (avec t,s # € ,ts € C) et
sS'C*tNC* (avect,s' # ¢ , ts' € C) sont monogénes, alors s = s'.

Preuve: Soit sC*tN C* = wt et SC*tNC* = w't. On a: ww”™ C w*,
w'w* C w™ et donc w'* C w* et w* C w”. Par conséquent w = w'. Puisque C
est un code twt~! a une seule C- factorisation, donc ts =ts' et s =s'. o

Lemme 2.4.3 Soit C un code. Si les mots t,s,u # € vérifient ts € C et
0 #sC*tN C* Cut, alors sC*t N C* est monogéne.

Preuve: Considérons u? € sC*t N C*. Soit p = inf{q | u? € sC*t N C*} et
h=qmod p,0 < h < p. Il suffit de prouver que A = 0. Supposons le contraire.
Puisque C est un code, les C-factorisations of uP? obtenues a partir de celles
de u” et u? sont identiques. Nous obtenons ainsi une C-factorisation de u*. u?
et u? sont dans sC*t donc nous avons deux C-factorisations de s~1uP?~!. Ces
C- factorisations sont nécessairement les mémes donc u® appartient a sC*t.
Ceci contredit la minimalité de p. o

Proposition 2.4.4 Tout code précirculaire est presque circulaire.

Preuve : Considérons s,t # ¢ tels que ts € C et G = sC*tNC* # §. Soient z et
y appartenant & G, ils sont imprimitifs (lemme 2.4.1): z = (Vz)? , y = (\/¥)?
- avec p et ¢ > 2. De méme zy appartient & G et donc zy = (,/Zy)* avec k > 2.
Légalité (v/z)"(,/¥)? = (,/zy)* implique que \/z = \/y = /Ty car ces mots
sont primitifs [47] [45]. Donc G est inclus dans (4/z)*. D’aprés le lemme 2.4.3,
G is monogene. ¢

La réciproque de la proposition précédente est fausse. Par exemple, C =
{ab, ba} est un code presque circulaire (car 8C*aN C* = (ba)* et aC*bNC* =
(ab)* ) mais C n’est pas précirculaire.
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Théoréme 2.4.5 Un code presque circulaire C C At est un code précirculaire
si et seulement si il vérifie : pour tous s,t,u # € tels que sC*tNC* = ut etv; =
ts € C, si (uy,...,u,) est la C-factorisation de u, unique C-interprétation
cyclique de u qui commence par s et se termine part (s,vs,...,vx,t) vérifie:

k=n et3hViu.-=v,-+;.

Preuve: Clairement la condition est nécessaire.

Inversement, considérons z € C* et une C-interprétation cyclique de z:
(8,v2, .y Uk, t). On note v; = ts. Puisque C est un code presque circulaire, il
existe u tel que sC*t N C* = ut, donc z = u™ pour un certain n. Si (uy, ..., up)
est la C-factorisation de u, celle de z(= u") est (wy,...,wnp) = (U1, ..., Up)". Si
on pose: (8, Vg,...,Vk,t) =

(S, U2y -vey Vkys tlsla Uky 429 00y Uky t232’ veey t‘n—lsn-—la Vkp142y +=+y Uk t) ol

U = SV2..0k 11 = 81Uk 42..-Ukt2 = ... = Sp_1Uk,_,+2..-Vit. Puisque C est un
code presque circulaire, sC*tNC* et les s;C*tN C* sont monogenes. D’apres le
lemme 2.4.2,onadoncs =s; = ... =s,_1;de méme, t =t; = ... = t,,_;. Alors
V3. Vk1 = Uk142-+Vk2 = ooe = Ug(n=1)42---Vk, €t dONC 3 = V4 40 = ... = U, _ 42,
V3 = Vg, 43 = oo = Vk,_1 43500y Uk = Uk, = ... = Ui puisque C est un code. Par
hypothese faite sur C, k; = p et il existe h,1 < h < k; tel que u; = V(i4h) mod p
pour 1 < i < p, et donc k = np et h vérifie u; = v(1h) moa k Pour 1 < < k.
Le code C est précirculaire. o

Nous verrons dans dans la cinquiéme partie que ce dernier théoreme donne
une méthode pour décider si un langage rationnel donné est un code précircu-
laire.



Chapitre 3

Codes pour les mots infinis

Pour coder les mots infinis, certains auteurs, en particulier Do Long Van
([26], [25], [28]) ont choisi de considérer des codes constitués de mots finis et
infinis. Le fait d’avoir des mots infinis dans le code permet d’avoir des factori-
sations finies de mots infinis. En revanche, un tel « code » ne sera pas un code
au sens usuel. De plus, il faut décider si ’on ne considére que les factorisations
finies, ou si 'on exige qu’un mot donné ait au plus une factorisation, finie ou
infinie, ce qui donne deux notions de « code » différentes. Ces notions ont été
étudiées dans les articles cités plus haut.

Nous avons, pour notre part, fait le choix de coder les mots infinis par
des codes finitaires. La notion de code (finitaire) pour les mots infinis a droite
a été introduite par L. Staiger [61]: c’est celle d’« ifl-code », codes que nous
appelons ici « w-codes ». Nous venons de voir en deuxieme section que, pour
parler de « décoder de facon unique » les mots bi-infinis périodiques, il faut
préciser ce que 'on entend par I’« unicité du décodage ». Si I’on parle d’unicité
de décomposition, il faut que le code soit circulaire. Si ’on parle d’unicité de
factorisation, il faut que le code soit précirculaire. Les notions de code cir-
culaire et de code précirculaire different, et aucune des deux n’assure 'unicité
du décodage des mots bi-infinis quelconques.

L’unicité du décodage des mots bi-infinis & I’ aide d’un langage finitaire
nous mene donc a définir deux notions différentes de code (finitaire) pour les
mots bi-infinis selon que I’on considere les décompositions ou les factorisations.
Nous appelons ces codes « Z-codes » et « biw-codes ».

La notion de biw-code, moins restrictive, est mieux appropriée aux mots
bi-infinis. On peut en effet la caractériser en termes d’injectivité des mor-
phismes de codage de la méme fagon que les codes usuels et les w-codes. Rap-
pelons qu’un morphisme de codage ¢ : X* — C* peut étre étendu a X“ et &
“X«, Cela permet de représenter les C-factorisations par les mots de X“ ou
de “X%“. Le langage C est un code si et seulement si ¢ : X* — C* est injectif;

37
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Le langage C est un w-code si et seulement si ¢ : X“ — C¥ est injectif; Le
langage C est un biw-code si et seulement si p : “X“ — “C¥ est injectif.

Les Z-codes sont quant a eux mieux adaptés au codage des Z-mots. Ca-
ractériser les Z-codes se ramene a caractériser les biw-codes, car , de méme
que les codes circulaires sont les codes précirculaires purs, nous montrons que
les Z-codes sont les biw-codes purs.

Les biw-codes sont des codes précirculaires particuliers. Nous donnons des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un code précirculaire C soit un
biw-code. Ces conditions exigent que certains langages infinitaires soient mo-
nogenes.

3.1 Notions de w-code, de biw-code et de Z-
code

Définition 3.1.1 [61] Soit C C At et ¢ : X* — C* un morphisme de codage
pour C. On dit que C est un w-code s’il vérifie l'une des propriétés (équiva-
lentes) suivantes:

- pour tous u,v de C on a:

uC’NvCY#0 = u=v ,

- tout mot de C* a une seule C-factorisation,
- : X¥ — C¥ est injective,

- CTIC N CU(C?) T = {e).

Tout sous-ensemble d’un w-code est un w-code; un singleton {u} est un
w-code si u # ¢€; tout code préfixe est un w-code; ab(a?b)*, ab*c U {a, b} sont
des w-codes; {a,ab,b?} n’est pas un w-code .

La définition que nous avons donné aux C-factorisations des mots bi-infinis
nous mene a la notion suivante de biw-code:

Définition 3.1.2 [24] Soit C C At et ¢ : X* — C* un morphisme de codage
pour C. On dit que C est un biw-code s’l vérifie l’'une des propriétés (équi-
valentes) suivantes:

- tout mot de “C“ a une seule C- factorisation,

- YXY ¥ CY¥ est injective.

Tout sous-ensemble d’un biw-code est un biw-code ; un singleton {u} est un
biw-code si u # €; {a, bab}, {ba®, baba,a®ba®}, {b*} U ab(a?b)* sont des biw-
codes. Si deux mots distincts ont des puissances conjuguées, ils ne peuvent
faire partie d’'un méme biw-code. Par exemple, le code {ab, ba} n’est pas un
biw-code.
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D’apres le théoreme 2.2.2 relatif aux factorisations des mots bi-infinis pério-
diques sur un code précirculaire, on a:

Proposition 3.1.1 Tout biw-code est un code précirculaire.

La réciproque est fausse. Par exemple, le code C = {a?, ab, ¥*} est précir-
culaire mais ce n’est pas un biw-code: le mot “ab” a deux C- factorisations.

La notion de C-décomposition d’'un Z-mot nous mene a la notion suivante
de Z-code:

Définition 3.1.3 [2/] [25] Soit C C At. On dit que C est un Z-code st tout
Z-mot a au plus une C-décomposition.

D’apres le lemme 0.2.1, C est un Z-code si et seulement si tout mot bi-infini
a un représentant qui possede au plus une C-décomposition.

La définition des Z-codes ne peut pas étre immédiatement traduite en
termes de morphismes de codage. Cela sera fait un peu plus loin (corollaire

3.2.5).

Tout sous-ensemble d’un Z-code est un Z-code; tout élément d’un Z-code
est primitif; un singleton {u} est un Z-code si u est un mot primitif; deux
mots primitifs conjugués ne peuvent faire partie d’'un méme Z-code; les codes
{a, bab}, {ba®, ba*ba, a®ba’} ne sont pas des Z-codes (il suffit de considérer des
représentants de “(ab)” et “(ba®ba?)*); {b"} U ab(a?b)* est un Z-code si et
seulement si n = 1.

D’apres le théoreme 2.3.4 concernant les codes circulaires, on a:
Proposition 3.1.2 Tout Z-code est un code circulaire.

La réciproque est fausse. Par exemple, le code C = {ab"ab**! | n > 1} U
{ab} est un code circulaire, mais ce n’est pas un Z-code: les représentants du
mot “(ab)ab’ab®ab’... admettent deux C-décompositions. ‘

Ces différentes notions de codes peuvent étre comparées:

Proposition 3.1.3 : Considérons un langage C C A% et les propriétés: (a):
le langage C est un Z-code, (b) : le langage C est un biw-code, (c): le langage C
est un w-code, (d): le langage C est un code. On a: (a) = (b)) = (¢) = (d)
et les implications contraires sont fausses.



40 CHAPITRE 3. CODES POUR LES MOTS INFINIS

Preuve: (a) = (b): Immédiat d’apres les définitions.
(¢) = (d): Soit C un w-code et u,v € C vérifiant uC* N vC* # Q. Alors
uC*NvC*#Pet u=wv.
(6) = (¢): Soit C un biw-code.
- Si C est un singleton, c’est un w-code.
- Si C est un code & deux éléments, c’est un w-code (voir une preuve dans le
chapitre 7).
- Si C a deux éléments: C = {u,v} et n’est pas un code, uv = vu et le mot
“Yuv® = “uvuv” a deux C-factorisations.
- 8i C n’est pas un w-code et a au moins trois éléments, considérons uo, u;,
Uz, ..., Vg, U1, Va... € C tels que up # v et upu;u;... = YUy v,... et choisissons w
dans C — {ug,v0}. Le mot “wuquius...(= “wvovyv;...) a deux C-factorisations
distinctes, donc C n’est pas un biw-code. o

Les exemples suivants montrent que ces notions de codes sont distinctes.
- Le singleton {aa} est un biw-code mais pas un Z-code.
- Le langage {ab,ba} est un w-code mais pas un biw-code.
- Le langage {a,ab, b’} est un code mais pas un w-code.

3.2 Caractérisations des Z-codes

Nous donnons d’abord une caractérisation simple des Z-codes, qui aura
comme conséquence immédiate la décidabilité dans le cas rationnel.

Proposition 3.2.1 Soit C un langage C A*, C est un Z-code si et seulement
st

(“C)1(“C) N AN).((C)C) ' NAY)NC =10 .

Dans la suite, nous précisons la relation existant entre les notions de biw-
code et de Z-code. Dans ce but, rappelons que nous avons défini pour tout
mot w € AZ une application surjective 7,, qui associe & une C-décomposition
d de w la C-factorisation représentée par (w[dy,, dn41[)nez. Clairement, un biw-
code est un Z-code si et seulement si pour tout mot w € A%, 7, est injective,
c’est-a-dire qu’aucune C-factorisation n’est chevauchante.

Rappelons qu’une factorisation chevauchante factorise toujours un mot (bi-
infini) périodique (lemme 0.2.1) et donc qu’une C-factorisation chevauchante
est périodique quand C est un code (proposition 1.2.5). Le lemme suivant
précise la structure des factorisations périodiques chevauchantes, et peut servir
4 démontrer le théoréme 3.2.4. '

Lemme 3.2.2 : Considérons un langage C, ¢ : X* — C* un morphisme
de codage pour C, un mot primitif y de X* et la C-factorisation périodique
¢ = “yY € “X“. La factorisation c est chevauchante si et seulement si p(y)
est imprimitif.
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Preuve: Considérons une C-factorisation ¢ = “y“ chevauchante et w un
représentant de “p(y)“. Le Z-mot w a deux C-décompositions distinctes d
et d’ appartenant & 77(c). Il existe ¢ tel que u[dy, diy1[= u[d'j4k, d' g4 i+1[ pour
tout k, et u est périodique de période u[dy, d',| (si dp < d',, ce qui peut toujours
étre réalisé en échangeant éventuellement d et d').

Puisque ¢ est périodique de période y, le découpage de w par d’ est pério-
dique de période ¢(y). On peut donc supposer que do < d'; < do + |p(y)!.
D’autre part d’, # dy sinon d = d'. Alors w, qui a ¢(y) pour période, a aussi
la période w(dy, d',[ de longueur strictement plus petite que |p(y)|. Donc ¢(y)
est imprimitif.

Inversement, supposons que ¢(y) = u” (n > 1 et u € A*). Alors ¢ =y
factorise tout représentant w de “u“. Considérons une C-décomposition d’un
représentant w de “u“: d, associée a c. Posons y = yoy;..-yx, OU les y; ap-
partiennent a X. On peut choisir w tel que la C-décomposition d vérifie
¢(y;) = w[did;y1] pour tout i de 0 & k. A partir des n suites strictement
croissantes: (d; + plul)iez (p = 0,...,n — 1), on peut considérer n C-décom-
positions de w, associées & c¢. Si ¢ n’est pas chevauchante, ces décompositions
coincident. Donc u € C* et il existe z appartenant & X* tel que ¢(z) = u,
de plus y = z™ car, par translation, la C-factorisation des u successifs est la
méme (méme si C n’est pas un code). Alors n = 1 puisque y est primitif. o

W

Proposition 3.2.3 Soit C un code pur. L’ensemble Y des mots bi-infinis dont
les représentants ont plusieurs C-décompositions et une seule C-factorisation
est vide.

Preuve: Soit C un code tel que Y ne soit pas vide. Les éléments de Y sont
périodiques (lemme 0.2.1), et leur factorisation aussi (proposition 1.2.5). Cette
factorisation étant chevauchante, d’apres le lemme 3.2.2, on voit, en utilisant
un morphisme de codage pour C que le code C n’est pas pur. e

La réciproque de la proposition précédente est fausse. Malgré cela, nous
pourrons quand méme démontrer le théoréeme suivant.

Exemple: Considérons le code C = {abca, bc, cab}. Seuls les représentants
" du mot “(abé)* ont plusieurs C-décompositions. Mais ce mot a deux C-factori-
sations, donc Y est vide. Le code C n’est pas pur car (abc)? € C*, alors que

abc & C*.

La caractérisation des Z-codes que nous donnons maintenant est plutot
algébrique et peut s’exprimer en termes de morphismes de codage , ce qui la

rend d’utilisation commode (par exemple dans I’étude de la composition des
Z-codes).
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Théoréme 3.2.4 Soit C un langage inclus dans At, C est un Z-code si et
seulement si C est un bw-code pur.

Preuve: Un Z-code est un biw-code et aussi un code circulaire, donc un biw-
code pur. Inversement, considérons un biw-code pur C, il s’agit de montrer
qu’aucune C-factorisation n’est chevauchante. D’apres le lemme 0.2.1, il suffit
de considérer les mots bi-infinis périodiques. C est un code pur et précirculaire
donc un code circulaire (proposition 2.3.3) ; donc tout mot bi-infini périodique
n’a qu’une seule C-décomposition (théoreme 2.3.4). o

Corollaire 3.2.5 Soit C C At et p : X* — C* un morphisme de codage pour
C. C est un Z-code si et seulement si p : “XY — “C% est injective et vérifie:

Vy € X* (y primitif = p(y) primitif) .

3.3 Caractérisations des biw-codes

Dans cette section nous donnons des caractérisations des biw-codes, en liai-
son avec certaines propriétés déja obtenues des biw-codes. Tout biw-code C est
un w-code précirculaire, et le miroir de C: C est aussi un w-code (nous dirons
que C est un &-code). Malheureusement, ces conditions ne sont pas suffisantes
pour avoir un biw—code, méme dans le cas simple d’un code bipréfixe fini. Par
exemple, le langage C' = {aa,ab, bb} est un code bipréfixe fini, mais le mot
“ab” a deux C-factorisations.

Remarquons que la classe des codes précirculaires, celle des w-codes et celle
des &-codes ne sont pas comparables:

- le langage {ab,ba} est un w-code (bipréfixe) et un &-code, mais il n’est pas
précirculaire .
- le langage {c, b%, cb} est un &-code précirculaire, mais n’est pas un w-code.

Dans les caractérisations qui suivent nous utiliserons la notion de langage
infinitaire monogéne: un langage infinitaire (ou bi-infinitaire) est dit mo-
nogéne s’il est de la forme u, “u ou “u*, pour un mot u de A*.

Théoréme 3.3.1 Soit C un code précirculaire inclus dans At. C est un biw-
code si et seulement si C vérifie:

(2) Vs, te At
st € C et (“CN“Cs)(CNtC¥) # 0 = Fu € AY (“CN“Cs)(CNICY) = “u” .

Notation : Par commodité, dans la suite , nous noterons: M, = “CN¥“Cs et
M', = C¥NsC¥ (pour s € AY).
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Preuve: Si C est un biw-code, c’est un code précirculaire. Considérons v €
M, et w € M'; ou st € C. Les représentants du mot bi-infini vw ont deux
C-décompositions distinctes. Si C est un biw-code, ces décompositions ont
une méme factorisation associée (chevauchante) et le mot vw est périodique.
Il existe donc u tel que v = “u et w = u“. Pour tout v' € M, , v'w est
périodique et donc v' = “u. Par conséquent, M, = “u, et de méme M’y = u“.
Réciproquement, si un Z-mot représentant d’'un mot bi-infini z a deux C-
décompositions distinctes, il existe s et t € At tels que z € M,.M'; et st € C.
Par la propriété (2), z est périodique. Si C est un code précirculaire,  n’a
qu’une C-factorisation (théoréme 2.2.2). Donc tout mot a au plus une C-
factorisation. e

Dans cette caractérisation:
- on ne peut omettre la condition (2). Par exemple, le code C = {a?, abd, b*}
est précirculaire mais n’est pas un biw-code. On a M, = “a et M’y = b*.
- on ne peut remplacer la condition « code précirculaire » par la condition
moins forte « code presque circulaire ». En effet, le langage C = {ab, c, bca} est
un code presque circulaire non précirculaire (donc C n’est pas un biw-code).
Cependant, on a: M, = “(bca) et M’y = (bca)* , My, = “(abc) et M', = (abc)¥,
M, = “(cab) et M',, = (cab)“.

Pour affaiblir la condition (2) de la caractérisation précédente, nous utili-

serons la notion de code presque circulaire qui a déja été utilisée en section
24.

Lemme 3.3.2 : Un code C vérifiant la propriété :

(2) Vs,te At (ste€C et M, M'y # 0 = M, et M'; sont monogénes )

est un code presque circulaire et vérifie la propriété (2).

Preuve: Remarquons d’abord que la propriété (2’) nous assure que:
tC*sNC*#0, s,t € At, ste C = M,.M'; est monogene .

En effet, considérons w € tC*s N C* (ou s,t € A et st € C). Le mot “w
appartient & M, . Mais M, = “u , ou l'on peut supposer que u est primitif.
Alors w appartient & u*. De méme, w appartient a& v* si M’y = v ou v est
primitif. Ainsi u = v et M,.M'; = “u“. De plus, tC*s N C* C u*, et donc, si
C est un code, tC*s N C* est monogene (lemme 2.4.3). Donc un code vérifiant
(2’) est un code presque circulaire.

Montrons maintenant la propriété (2). Considérons s,t,u,v € A% tels que
ste C, M, =“u, M'; = v, u et v primitifs. Il s’agit de prouver que u = v. Soit
¢ : X* = C* un morphisme de codage pour C. Considérons z (resp 2')€ X¥
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une C-factorisation de v (resp t~1v¥). Puisque C est un code, d’aprés la
proposition 1.2.5, z et 2’ sont ultimement périodiques ( z = 2;2¥,2' = 2/12'7).
Il existe une portion droite du mot v* sur laquelle z et 2’ réalisent un découpage
périodique. D’apres les lemmes de la section 1.2, il existe des conjugués de v:
v; et vy tels que p(22) = v?,p(2'3) = v} pour certains n et n'. Il existe donc
p>0,t € At ' € A* tels que s't' € C et v} € t'C*s' N C*. On démontre
de méme qu’il existe un conjugué u; de u, ¢ > 0, t” € A+, s € A* tels que
't e Cetuj €t'C*s"NC™.

Plusieurs cas se présentent :
- 8’ # €. Le mot “uv* appartient & M,..M'y, langage qui est monogene d’apres
la remarque préliminaire. Donc M,.M'; est monogéne et u = v.
- 8" # e. De méme que précédemment le langage M,.M’; est monogene et
u=nv.
- &' = 8" = €. On est dans le cas ou z = 2325, 2’ = 232¥ et p(z3) = ty(z's).
De méme, si 3" et t" ont été construits & partir de deux C-factorisations y et
yoona:y="yysy = “yy’s ol ¢(ys) = p(y'3)s. Si C est un code, on a une
contradiction puisque st appartient a C. Ce cas ne se présente pas. @

Remarques:

- Il existe des codes presque circulaires qui ne vérifient pas (2’). Par exemple
le code précirculaire C = {aa, ab, bb} est tel que M’, = a*b* + a*“.

- Les conditions (2) et (2’) ne suffisent pas pour avoir un code. Par exemple,
C = {a?a®} n’est pas un code (et C* n’est pas libre) et cependant M, =
Mgz=%, M,=M_,=a".

On déduit aisément de la proposition 3.3.1 et du lemme 3.3.2 la caractéri-
sation suivante:

Théoréme 3.3.3 Un code précirculaire C C At est un biw-code st et seule-
ment si C vérifie la propriété :

(2) Vs,te At (st€C et My M'y # 0 => M, et M’y sont monogénes ) .
Lemme 3.3.4 Tout code C qui vérifie la propriété (2°), vérifie aussi la pro-
priéteé :

(8) Vs, t,t' € At (steC,st e C, M M et My #0 = t=1t).
Preuve: Considérons s,t,t' € At telsque st € C,st' € C,M,,M'; et M'y # 0.
Le code C, vérifiant la propriété (2’) vérifie la propriété (2). Il existe donc
u € A* tel que M, =“uet M’y = M'y = u*. Soit p : X* — C* un morphisme

de codage pour C. Considérons z € “X, y,y’ € X“ tels que M, = ¢(2)s et
M'; = to(y) = M'y = t'o(y'). Puisque C est un code, les deux C-factorisations
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zp~Y(st)y et zp~(st')y’ de “u“ sont périodiques. Elles commencent toutes
deux par le méme mot z, elles sont donc égales et st =st’ et t =1 o

Corollaire 3.3.5 Tout biw-code vérifie la propriété (3).
La propriété (2’) entraine la propriété suivante:
(4) Vs,t€ At (steCet M, M, #0 = M, et M'; singletons) .

Mais la condition (2’) du théoréme 3.3.3 ne peut étre remplacée ni par la
condition (3) ni par la condition (4). Par exemple, le langage C = {acab} U
{ac™*ac™ | n > 1} U {ab®ab™! | n > 1} est un w-code circulaire mais n’est
pas un biw-code. Le mot ...ac'acaclacabab’abab... est le seul mot qui a deux
C- factorisations. Tout (M,, M’;) tel que st € C, M, et M’; # @ est formé de
deux singletons. Ce code C vérifie les propriétés (3) et (4).
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Chapitre 4

Classification des codes et
factorisations des mots infinis

Nous venons d’étudier les codes qui assurent 'unicité du décodage des mots
infinis : les w-codes, les biw-codes et les Z-codes. D’autre part, nous avons vu
que les codes usuels sont intéressants des points de vue suivants:

- certains mots infinis se factorisent de fagon unique en mots du code;

- la forme des factorisations en mots du code de certains mots infinis ( les
mots périodiques ou ultimement périodiques) est particuliere (périodique ou
ultimement périodique).

Cela a permis de caractériser les codes en termes de mots infinis. Ces ca-
ractérisations seront beaucoup utilisées dans cette partie ol nous regardons
les questions précédentes d’une autre fagon. Nous déterminons les codes qui
assurent I'unicité du décodage des mots d’un type particulier (périodique ou
ultimement périodique), et ceux qui donnent aux factorisations des mots pério-
diques la forme périodique.

Nous avons déja résolu en partie le premier probléme en étudiant les codes
circulaires et en introduisant les codes précirculaires. Nous achevons ici ce
travail en étudiant d’autres codes.

Si 'on exige I'unicité de la factorisation des mots infinis ultimement pério-
diques, on obtient une caractérisation en termes de mots finis qui n’est autre
que la définition de codes déja étudiés: les codes faiblement préfixes. Si on
" exige I'unicité de la factorisation des mots infinis ultimement périodiques, on
définit de nouveaux codes: les wr-codes. Il en est de méme si on exige P'unicité
de la factorisation des mots bi-infinis ultimement périodiques, on définit alors
les codes fortement précirculaires.

Dans la présentation, nous définissons d’abord ces codes en termes de mots
finis, puis en termes de morphismes de codage, enfin nous les caractérisons en
termes de mots infinis.

En ce qui concerne la forme des factorisations des mots ultimement pério-
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diques, nous savons déja qu’elle est ultimement périodique si ’on factorise sur
un code. Dans les mémes conditions, elle est périodique pour les mots bi-infinis
périodiques. Si on exige que les factorisations des mots infinis périodiques soient
périodiques, le code doit étre suffixe; en fait, cette propriété caractérise les
codes suffixes.

Les divers résultats concernant les codes étudiés et le nombre de facto-
risations des mots infinis sont exprimés dans des tableaux récapitulatifs. Un
exemple de code circulaire montre qu’il peut exister des mots infinis ayant
une infinité non dénombrable de factorisations, méme si il y a unicité de la
factorisation pour tous les mots ultimement périodiques.

Entre ces différentes familles de codes existent des relations d’inclusion.
Nous les étudions et présentons un schéma résumant les résultats.

4.1 Deéfinitions de codes particuliers

Les codes particuliers qui interviennent dans cette section sont introduits et
étudiés parce qu’ils peuvent étre caractérisés en termes de mots infinis. Certains
viennent d’étre étudiés, ce sont les codes circulaires et les codes précirculaires ;
d’autres ont été définis et étudiés par ailleurs, ce sont les codes faiblement
préfixes définis par Capocelli [17]; afin de distinguer les autres nous leur don-
nons un nom inspiré par leurs propriétés.

Définition 4.1.1 Soit C C A*. C est un langage faiblement préfixe [17]
si et seulement st C est la base du monoide C* vérifiant :

Vuv,we€ A" (w,wu,uv,ou € C* = ueC).

Proposition 4.1.1 [17] Les langages faiblement préfizes sont des codes. Les
codes préfixes et les codes circulaires sont des codes faiblement préfizes.

Preuve: Soit C' un langage faiblement préfixe, C' est un code car on peut
montrer que C* est stable [8]. En effet, si w, wu,uv’,v’ appartiennent a C*, les
mots w, wu, uv'w, v'wu appartiennent aussi a C*. Si C est faiblement préfixe,
u appartient a C*.

Si un code C est préfixe, un mot u appartient & C* dés que w et wu
appartiennent a C* donc tout code préfixe est faiblement préfixe.

Si un code C est circulaire, C* est trés pur, autrement dit :

Yu,v € A (uv,vu € C* = u,v € C”).

Donc C est faiblement préfixe. o
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Les implications inverses sont fausses. Par exemple, {ab,ba} est un code
préfixe (donc faiblement préfixe) non circulaire; {a,ab} est un code circulaire
(donc faiblement préfixe) non préfixe.

Définitions 4.1.2 Soit C C A*.
- C est un w-code [22] si et seulement si C est un code vérifiant :

YV u,v,w,f € A" tels que wuvu < 8 et |u| > |8

(w, wu,uv,vu € C* = u € C*).

- C est un code fortement précirculaire si et seulement si C est un code
précirculaire qui vérifie:

pour tous mots primitifs u et u’' de AY, pour tous mots v et v' de C*, pour
tousn et p > 0 tels que ut N C*H = (u*)* et w'* NC* = (u'P)*, on a:

(v'=vvu' = Fjo€p-N Jigen-N v =uPvy),

Dans la définition des 7-codes, il est clair qu’on peut se restreindre a des §
primitifs. Par contre, on ne peut supprimer la condition « étre un code ». Par
exemple, le langage C' = {ba, b, abc, bc} n’est pas un code mais ’autre condition
est satisfaite.

D’aprés les définitions, on a:
Proposition 4.1.2 Tout code faiblement préfize est un w-code.

Nous verrons en fin de section 4.3 que la réciproque est fausse et qu’il existe
des codes qui ne sont pas des w-codes.

Nous verrons en section 4.2 qu’on ne peut pas supprimer la condition « étre
un code précirculaire » dans la définition des codes fortement précirculaires.

4.2 Caractérisations en termes de morphismes
de codage

Les codes définis précédemment peuvent étre caractérisés en termes de
morphismes de codage. Ces caractérisations peuvent n’étre qu’une traduction
des définitions, c’est alors peu intéressant. C’est le cas des codes faiblement
préfixes et des w-codes. C’est aussi le cas des codes fortement précirculaires,
mais pour ceux-ci nous énongons le résultat car cela servira dans la suite. Pour
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les codes précirculaires, nous avons déja donné cette caractérisation en section
2.1.

Proposition 4.2.1 (Rappel 2.1.1) Soit C C At et p : X* — C* un mor-
phisme de codage pour C. Le langage C est un code précirculaire st et seulement
st

Vz,2' € X (p(z) et p(z') conjugués = z et =’ conjugués ) .

Lemme 4.2.2 Soit C un code inclus dans A* et ¢ : X* — C* un morphisme
de codage pour C. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) : pour tous mots primitifs ¢ et ' de X+, pour tous motsy et y' de X*, on

| o) = VE@) V(@@ = ¥ €2y .

(2): pour tous mots primitifs u et u' de A, pour tous mots v et v’ de C¥,
pour tous n et p > 0 tels que ut NC* = (u™)t et u'* NCt = (u'P)¥, on a:

(v =vvu' = Fjo€p-N Jige€n-N v =uPpu®).

Preuve:

- si la propriété (1) est vérifiée, considérons u,u’ € At primitifs, v,v’ € C*,
n,p > 0 tels que ut NC* = (u™)t et v'* NCY = (u'?)*. 1l existe y,y’ € X,
z,2’ € X7* primitifs tels que v’ = @(y'),v = p(y),u’”? = p(z'),v” = ¢(z). Si
v = uyut, d’apres (1), ¥’ € ""yz". Donc ¢(y') € ¢(z'"yz*). Donc v’ est de la
forme u°vui ot jo € p- N, i €n- N.

- si la propriété (2) est vérifiée, considérons z,z’ € X+ primitifs, y,y' € X+
tels que p(y") = v/(p()) ¢(y)/(#(2)) - Posons v’ = ¢(¥'), v = ¢(y), v’ =
V(p(x'), u = /(¢(z)). On a: v = uvu’ et, d’aprés (2), v’ = u'Pvu® ou
Jo €p-N etig €n-N.Donc o(y) € p(z"yz*) et, puisque C est un code,
y' € z""yz*. o

On déduit aisément de ce lemme que:

Proposition 4.2.3 Soit C C A* et ¢ : X* — C* un morphisme de codage
pour C. Le langage C est un code fortement précirculaire si et seulement si C
est un code précirculaire qui vérifie:

(1) : pour tous mots primitifs z et ' de X, pour tous mots y et y' de X*, on

' o) = V@) eV @@ = ¥ € 2"ya .

On peut remarquer que la propriété (1) requise dans la proposition précé-
dente ne suffit pas pour qu’un code soit précirculaire. Il existe en effet des
codes purs non précirculaires (le code {ab,ba} par exemple), et la propriété
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(1) est vérifiée par tout code pur . En effet si ¢ est un morphisme de codage
d’un code pur, p(z) est primitif dés que z est primitif, donc la propriété (1)
s’exprime:

e(¥') = e(z'Y o(y)e(z)' = y' € z"yz*

ce qui est vérifié puisque ¢ est injectif.
Dans la définition des codes fortement précirculaires on ne peut donc pas
supprimer la condition « étre un code précirculaire ».

4.3 Caractérisations en termes de mots infinis

La proposition suivante caractérise les codes faiblement préfixes en termes
de mots infinis.

Proposition 4.3.1 Soit C un langage inclus dans A*. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1) le langage C est un code faiblement préfize,

2) pour tous u,v € Ct, uv” a une C-factorisation unique,

3) tout mot infini ultimement périodique a au plus une C-factorisation.

Preuve:

1 = 2: Supposons que u,u’,v,v’ appartenant & C* vérifient uv¥ = u'v'” et
lu] < |u’|. Si les deux C-factorisations sont distinctes, on peut supposer que
U = up..u, et v = v, ol uy # vy, Si v = uw ot w € C*, C n’est pas
un code. On peut donc supposer que v’ = uw ot w & C*. En prenant des
puissances appropriées de v et v’, on peut supposer que |v| = |v'| > |w]|. Alors
v = ww' et v/ = w'w pour un certain mot w'. Nous avons : u, uw, ww', w'w € C*
mais w € C*, ce qui contredit le fait que C soit faiblement préfixe.

2 = 1:Si C n’est pas faiblement préfixe, il existe u, v, w tels que u € C*, w, wu,
uv,vu € C*. Alors le mot w(uv)“ a deux C-factorisations distinctes.

3 = 2: Clair.

2 = 3: Clair d’apres le lemme 1.2.2. ¢

On en déduit le corollaire :
Corollaire 4.3.2 Tout w-code est un code faiblement préfize.

La réciproque est fausse. Le code {ab} U {ab”ab™t! | n > 1} est circulaire,
donc faiblement préfixe, mais n’est pas un w-code.
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Etudions de méme les 7-codes.

Proposition 4.3.83 Soit C un langage inclus dans AY. C est un w-code si et
seulement si tout mot infini périodique a au plus une C-factorisation.

Preuve: Soit C un w-code, et f“ un mot périodique ayant deux C-factori-
sations distinctes: (wy,ws,...) et (w';,w’;,...). On peut supposer que w; #
w'y. Pour tout i, considérons (quand il existe) p; tel que w;...w,,_; < B! <
wy...wp, < B'. Il existe un mot « et une infinité de i tels que w;...w,, = B a.
Les indices m et n seront de tels indices p;. De méme, il existe un mot o' et une
infinité de i pour lesquels un indice qi vérifie w';...w';—1 < 7! < w's..w'y, <
Bt et w'y..w'y, = B’ Les indices m' et n’ seront de tels indices g;.

Choisissons m,m’,n,n’ tels que:
wy..w, < wi.w, < w..w, < wi.w,. Posons w = wy..w,,wu =
W'y Wy, WUY = Wy... Wy, Wuyz = w'h...w'n. On peut choisir m' tel que |u| >
|B]. On a: uy = B € Ct et yz = §" € C*, ou B et B sont des conjugués de
. Posons v = y(uy)?~?. On a: uv € C* et vu = (y2)? € C*. Comme C est un
w-code et w, wu,uv,vu appartiennent a C*, u appartient a C*. Cela contredit
le fait que C est un code et que w; # w';y.

Inversement, considérons u, v, w, 8 tels que wuvu < 8%, |u| > |8] et w,wu,
uv,vu € C*. On peut supposer que 3 est primitif, alors u a une seule in-
terprétation sur B: u = B'8'B" pour un certain i > 0, B’ (resp: #”') un facteur
droit (resp: gauche) de B. Alors uv = /878" et vu = """’ B" pour un
certain j. Il s’ensuit que 8“ = w(uv)* = wu(vu)“. Si tout mot infini périodique
a au plus une C-factorisation, u appartient a C*, donc C est un 7-code. o

Nous savons que tout code faiblement préfixe est un 7-code. La proposition
inverse est fausse. Le code C = {ab, aba, ba?} est un 7-code qui n’est pas fai-
blement préfixe : seul le mot ab(aba)” a deux C-factorisations ne commencant
pas par le méme mot. Notons que ce code est un code suffixe.

I1 existe des codes qui ne sont pas des w-codes. Par exemple, le code C =
{a,a?ba,aba?ba} n’est pas un w-code car le mot (aab)” a deux C-factorisations.

4.4 Caractérisations en termes de mots bi-
infinis
La majoration du nombre de C-factorisations des mots bi-infinis ultime-

ment périodiques donnée dans la preuve du corollaire 1.3.2 permet de retrou-
ver une caractérisation des codes précirculaires et de caractériser les codes
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fortement précirculaires.

Proposition 4.4.1 (Rappel 2.2.2) Un langage C C At est un code précircu-
latre si et seulement st tout mot bi-infini périodique a au plus une C-factori-
sation.

Preuve: Les notations sont celles de la preuve du théoréme 1.3.1 .

Pour tout u primitif de A* , “u“ a au plus une C-factorisation si et seulement
si il existe au plus une ~-classe dans U, ; c’est-a-dire si tous les mots primitifs
z et ' dont les images par ¢ ont des racines conjuguées sont eux-mémes
conjugués. On en déduit que pour tout u, “u* a au plus une C-factorisation si
et seulement si

Vz,2' € Xt ( p(z) et p(z') conjugués = z et z’ conjugués ),
ce qui caractérise les codes précirculaires. o

Proposition 4.4.2 Un langage C C A' est un code fortement précirculaire
si et seulement st tout mot bi-infini ultimement périodique a au plus une C-
factorisation.

Preuve: Les notations sont celles de la preuve du théoréme 1.3.1. Soit C un
code fortement précirculaire, w un mot bi-infini ultimement périodique, wp un
de ses représentants, deux C-factorisations de w et deux C-décompositions de
wp associées a ces factorisations. Le code C étant précirculaire, les ~-classes
sont uniques et donc les C-factorisations considérées peuvent s’écrire “z'yz* et
“z'y'z¥ avec x et =’ primitifs. Posons ¢(z) = u™ et p(z') = u'¥, ol u et u’ sont
primitifs. On a w = “U'o(y)u” = “u'p(y')u, ¢(y) et ¢(y') sont des facteurs
de wp. Quitte a allonger y’ par des z ou (et) des z', o(y) peut étre considéré
comme un facteur de ¢(y’) dans wy, et donc on a p(y') = u" p(y)u’ puisque u et
u’ sont primitifs. D’aprés 'hypothese, y' € z"*yz*, et donc “z'y'z¥ = “z'yz*.
Le mot w n’a qu’une seule C-factorisation.
Réciproquement, soit C un langage tel que tout mot bi-infini ultimement pério-
dique a au plus une C-factorisation. D’aprés la proposition précédente, C est
.un code précirculaire. Soient u et u’ appartenant a A% et primitifs, soient z
et z’ primitifs appartenant & X+ tels que ¢(z) = u™ et p(z') = u'®, soient
y et y' appartenant a X% et soient ¢ et j entiers positifs. Supposons que
¢(y') = u’p(y)u’. Considérons le représentant wy de w = “u'p(y)u” de
partie positive w; = p(y)u¥ , et sa C-décomposition coincidant sur w, avec la
C-factorisation yz* et sur w_ avec la C-factorisation “z'. Il existe d’autre part
une C-décomposition de wy coincidant sur u”’w, avec la C-factorisation y'z*
et sur w_(u"”)"! avec la C-factorisation “z'. §i w = p(“z'yz¥) = (“z'y'z")
est périodique, puisque C est précirculaire on a “z'yz* = “z'y'z¥ = “z*, donc
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z et =’ sont conjugués: z’ = st,z =tset y,y’ € sz* et puisque |p(y')| = lo(y)l,
y' € yz* = z"yz*. Si le mot w ultimement périodique n’est pas périodique,
d’aprés ’hypothése sur C, wo n’a qu’une seule C-décomposition, donc u” ap-
partient & C* et d’aprés le lemme 0.2.1, u” € (z'*); de méme u' € p(z*) et
par suite, ¢(y') € p(zyz*) et puisque p est injective, y' € z"*yz*. o

On en déduit le corollaire;

Corollaire 4.4.3 Tout biw-code est un code fortement précirculaire. Tout code
circulaire est un code fortement précirculaire.

Les réciproques sont fausses. Le code C = {ab}U{ab”ab™*! | n > 0} est for-
tement précirculaire, mais ce n’est pas un biw-code : le mot “(ab)abab’ab®ad’...
a deux C-factorisations. Le code {a, bab} est fortement précirculaire (c’est un
biw-code) mais n’est pas circulaire.

Un code fortement précirculaire est précirculaire, mais le contraire n’est pas
vrai: le code précirculaire C' = {c, abab, cab} n’est pas fortement précirculaire,
car le mot c(ab)* a deux C-factorisations.

4.5 Codes suffixes

En ce qui concerne la forme des factorisations, la seule question non encore
étudiée est la suivante : quels sont les langages C tels que toute C-factorisation
d’un mot infini périodique soit périodique? D’apreés le théoréme (1.2.5), ces
langages ne peuvent étre que des codes. On a la jolie propriété suivante:

Proposition 4.5.1 Si C est inclus dans A*, on a équivalence entre les pro-
priétés:

- C est un code suffize,

- toute C-factorisation d’un mot infini périodique est périodique.

Preuve: Si C n’est pas un code suffixe, il existe u,v € C, v’ € At tels que
v = v'u. Le mot périodique (uv')” = uv* a une C-factorisation non périodique.

Inversement, considérons ¢ : X* — C* un morphisme de codage d’un code
suffixe C, u un mot primitif tel que u* appartienne a C* et une C-factorisation
de u“. D’apres le théoreme 1.2.5, cette factorisation peut s’écrire yz*. De plus,
il existe un conjugué u’ de u tel que ¢(z) € u't (lemme 1.2.1). Le mot u
s’écrit aussi vu'” ol v < u, donc ¢(y) appartient a vu't. Le mot ¢(y) est un
facteur droit de u'*, et donc y est un facteur droit de zt, puisque le code est
suffixe. La factorisation considérée est donc périodique. o
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Cette caractérisation des codes suffixes a une conséquence intéressante :
Corollaire 4.5.2 Tout code suffize est un x-code.

Preuve: Avec les notations de la preuve précédente, il existe un mot w de C*
tel que u¥ = w¥, et donc, d’apres le théoréme 1.1.2, la C-factorisation de u*
est unique. o

Remarques:

- La réciproque de ce corollaire est fausse: C = {a,ba} est un code préfixe,
donc un 7-code, mais ce n’est pas un code suffixe.

- Les codes suffixes peuvent ne pas étre faiblement préfixes. C’est le cas du
code {c, ca,aba, ba?}.

- On pourrait penser que les codes a délai de déchiffrage vers la gauche borné
(cette notion est rappelée en section 6.1) sont aussi des w-codes, il n’en est
rien. Le code C = {a,ab,cab,bca} est de délai 1, mais le mot (abc)” a deux
C-factorisations.

4.6 Tableaux récapitulatifs

Les tableaux de cette sous-section sont relatifs au cardinal de I’ensemble
des C-factorisations d’un mot donné. L’ exemple suivant montre qu’un cardinal
non dénombrable (noté o) est possible. Dans cet exemple, le code est circulaire
donc a la fois fortement précirculaire et faiblement préfixe, cela nous permet de
remplir avec le symbole 0o toutes les cases des tableaux non encore remplies.

Proposition 4.6.1 Il eziste un code circulaire C sur un alphabet a deuz lettres
et un mot ayant un ensemble non dénombrable de C-factorisations.

Exemple: Soit A = {u; | i > 1} et
C = {un..ugn-1 | n 2 1} U {un...ug, | n > 1}

On voit facilement que les mots wy = ujus...u,... et “u;wy ont une infinité
non dénombrable de C-factorizations. Nous allons montrer que C est un code
circulaire.

Considérons ny,my,nz,me,p,q¢ € N tels que n; < p < my, Uy, ...Up,,
Uny .o Um, € Uty € C et u,...u, soit facteur de up,...Um, Uy, ...Un,. On peut
démontrer qu’alors n; = m; + 1 et que ny; < g < m,. Tout Z-mot qui admet
deux C-décompositions est donc de la forme v.(uju;...u, )~ 1wg et n’est donc pas
périodique. Le langage C est donc circulaire. En utilisant la composition des
codes circulaires, il est facile d’obtenir sur un alphabet fini un exemple de code
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ayant les mémes propriétés. Considérons I’alphabet B = {a,b} et ¢ : A — B*
defini par: ¢(u;) = a'b. Le language D = ¢(A) est un code circulaire. Le lan-
guage C' = ¢(C) est un code circulaire sur ’alphabet B tel que les mots ¢(w,)
et ¢(“ujwp) ont une infinité non dénombrable de C’-factorizations. e

Les tableaux de la proposition suivante résultent des définitions et des
résultats démontrés dans cette section ou dans les précédentes.

La différence entre les mots infinis et les mots bi-infinis tient a I’absence
d’une proposition analogue au théoréme (1.1.2) dans le cas des mots bi-infinis.
La différence entre les mots bi-infinis et les Z-mots réside dans le fait que:

- pour les mots non périodiques, cela revient au méme d’exiger une seule
C-factorisation ou d’exiger une seule C-décomposition,

- par contre, pour les mots périodiques, on exige beaucoup plus en deman-
dant une seule C-décomposition plutét qu’une seule C-factorisation; en fait
on exige en plus la pureté du code.

Théoréme 4.6.2 Les tableauz suivants donnent, en fonction de la nature du
code C, le nombre mazimal de C-factorisations (ou de C-décompositions dans
le cas des Z-mots) d’un mot de la famille considérée. Un astérisque * indigue
que la propriété caractérise les codes particuliers considérés. Le symbole oo
désigne le cardinal du continu.

mots infinis
{Td u* uv® | quelconques
(u€e Ct)
codes
w-code 1 1 1 1+
faiblement préfixe 1 1 1=x 00
w-code 1 1x fini 00
code 1% fini * | fini * 00
mots bi-infinis
“u¥ | Yu'vu® | quelconques
codes
biw-code 1 1 1%
fortement précirculaire 1 1 00
précirculaire 1=* fini 00
code fini * | fini % 00
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Z-mots
périodiques | ultimement | quelconques
périodiques
codes
Z-code " 1 1 1%
circulaire || 1 * 1* 00
code [ fini * fini * 00

Un code circulaire est faiblement préfixe et fortement précirculaire (Mais
la réciproque est fausse: le code préfixe {a, bab} est un biw-code non pur). Un
biw-code est un w-code. Cela suggere 1’idée du résultat suivant :

Proposition 4.6.3 Tout code fortement précirculaire est faiblement préfize.

Preuve: Soit C un code fortement précirculaire. Si C n’a qu’un élément, C
est un biw-code donc le résultat est évident. Sinon, soient w,wu,uv,vu des
mots de C*. Il s’agit de montrer que u appartient & C*. Soient a et 3 des mots
de C. Par hypothése, le mot ultimement périodique “Bwu(vu)” =* Bw(uv)”
n’a qu’une seule C-factorisation. S’il n’est pas périodique, il n’a qu’une seule
C-décomposition, donc u appartient a C*. S’il est périodique, on prend «
au lieu de B. Si les deux sont périodiques, les racines de uv, a et S sont
conjuguées. Mais alors, a et 8 ont des puissances conjuguées et C ne peut étre
précirculaire. o

La réciproque est fausse: le code préfixe (donc faiblement préfixe) {ab,ba}
n’est pas fortement précirculaire: le mot “(ab)“ a deux factorisations.

Le résultat de la proposition précédente ne peut étre amélioré: un code
précirculaire peut ne pas étre faiblement préfixe. Le code {a,bab,abab} est
précirculaire mais n’est pas un w-code.

Un code circulaire est faiblement préfixe et fortement précirculaire. Un code
est circulaire si et seulement si il est précirculaire et pur (proposition 2.3.3). Il
est naturel de regarder s’il existe d’autres relations entre les notions de code pur
(resp: précirculaire) et de code faiblement préfixe ou fortement précirculaire.
Il n’y en a pas. En effet, on peut considérer:
- le code bipréfixe et pur {ab,ba} non précirculaire,
- le code biw-code bipréfixe {a, bab} non pur,
- le code pur {a,ab,cab,bca} non faiblement préfixe (car ce n’est pas un =-
code: le mot (abc)” a deux factorisations), et non précirculaire,
- le code précirculaire {a,a’ba, aba?ba} non faiblement préfixe (car ce n’est pas
un 7-code: le mot (a?b)” a deux factorisations).

De plus, il existe des codes circulaires qui ne sont pas des w-codes: le code

C = {ab} U {ab™ab™* | n > 0} en est un.
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Les exemples donnés jusqu’ici et certaines propositions permettent d’énon-
cer le théoreme suivant qui résume les inclusions entre les différentes classes
de codes étudiées.

Théoréme 4.6.4 Dans le schéma suivant, les implications sont strictes et il
n’y a pas d’autres implications que celles indiquées :

Z-code = code circulaire = code pur
4 4
biw-code = code fortement précirculaire => code précirculaire
4 Y
w-code = code faiblement préfize = w-code
ft fr
code préfizte <« code bipréfize = code suffize




Chapitre 5

Etude du cas rationnel

Dans cette partie, nous examinons comment se modifient les résultats ob-
tenus quand les codes utilisés pour coder les mots infinis sont des codes ration-
nels. Ces modifications sont en relation avec le fait qu’un langage rationnel
infinitaire est completement spécifié par ’ensemble de ses mots ultimement
périodiques [12].

Les résultats s’appuient sur le fait que les ensembles suivants:

- Pensemble des mots infinis ayant plusieurs factorisations sur un langage ra-
tionnel donné,

- ’ensemble des mots bi-infinis dont les représentants ont plusieurs décompo-
sitions sur un langage rationnel donné,

sont rationnels.

A ce propos, il est d’ailleurs étonnant de constater que I’ensemble des mots
bi-infinis ayant plusieurs factorisations sur un langage rationnel donné peut ne
pas étre rationnel.

La premiere modification apportée par la rationalité du code porte sur le
nombre de factorisations d’un mot infini: sur un code rationnel, tout mot
infini a un nombre fini de factorisations.

La seconde modification est relative aux classes de codes étudiées. Les in-
tersections de certaines de ces classes aves la classe des codes rationnels sont

. confondues: la classe des w-codes rationnels avec celle des codes faiblement
préfixes rationnels, celle des biw-codes rationnels avec celle des codes forte-
ment précirculaires rationnels, celle des Z-codes rationnels avec celle des codes
circulaires rationnels. Cela donne donc, dans le cas rationnel, des caractérisa-
tions des w-codes, biw-codes et Z-codes en termes de mots finis.

Ces modifications sont résumées par un tableau en section 3.

La sous-section suivante est consacrée aux résultats de décidabilité. Nous
donnons ici, pour chaque classe de codes étudiée, une preuve que ’apparte-
nance d’un langage rationnel donné a cette classe est décidable. Nous nous
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sommes limités a des méthodes découlant directement des théoréemes démon-
trés, sans nous attarder a chercher d’autres algorithmes plus performants et
sans étudier ou comparer leur complexité a celle d’algorithmes existant. En
particulier, nous ne les comparons pas aux algorithmes inspirés de celui de
Sardinas et Patterson décrits par Do Long Van pour décider qu’un langage
rationnel est un w-code) [26] ou pour décider qu'un langage rationnel est un
Z-code [27].

Nous donnons finalement une derniére caractérisation des biw-codes, ca-
ractérisation qui est pour nous historique. Tout biw-code est un w-code, un
w-code et un code précirculaire ; nous pensions que, au moins dans le cas ra-
tionnel, ces trois conditions suffiraient pour avoir un biw-code. Il n’en est rien,
il a fallu ajouter une quatriéme condition pour obtenir une réciproque.

5.1 Codes rationnels et mots infinis

Dans le cas rationnel, il est intéressant d’étudier I’ensemble des mots ayant
plusieurs C-factorisations:

Proposition 5.1.1 : Soit C un langage rationnel inclus dans A*. L’ensemble
des mots finis qui ont plusieurs C-factorisations, l'ensemble des mots infi-
nis qui ont plusieurs C-factorisations, l’ensemble des mots bi-infinis dont les
représentants ont plusieurs C-décompositions sont rationnels.

Preuve: Soit Oy = (Qo, 9, ¢F, Ro), un automate ad hoc pour C et =
(@, 90, 9o, R) automate dérivé de Qy. Etant donné des états ¢ et ¢’ de @, notons
Ay o 'ensemble des mots lus sur {2 de ¢ a ¢', et B, 'ensemble A, 4. Ag, o'

Soit D I’ensemble des mots finis qui ont plusieurs C-factorisations. On sait
que D est rationnel (substraction lemma) [29] [8].
On peut remarquer que 'on a:

D= U (CHNAp)(Age NCY) .

9% 90

Considérons les langages rationnels suivants: X; = “CDC¥ ,

Xo= U “BrwNCH(BygNCH).(BygNCH,

(9:9')€Q%—(q0.90)

D'=DC*U(|J(C* N Agy)-(By,sNCH)*) .
¥

Clairement, tout représentant w d’un mot de X; a plusieurs C-décom-
positions. Tout représentant w d’un mot de X, a deux lectures réussies sur
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Q) puisque (¢,9") # (go,90), donc w a au moins deux C-décompositions. De
méme, tout mot de I’ a au moins deux C-factorisations.

Inversement, si w € AZ a deux C-décompositions distinctes, w a deux
lectures réussies sur  (gj(), i, gi+1))iez €t (gr), Wis Gr(i+1))icz- Considérons
la suite maximale (i,),ez d’indices ¢ tels que ¢ = go. On regarde les états
traversés aux instants i, dans la seconde lecture. Puisque @ est fini, il existe
q (resp. ¢') € Q tel que ¢ (resp. ¢') soit traversé dans la seconde lecture, a
une infinité d’instants ¢, ot p > 0(resp. < 0). La seconde lecture étant réussie,
on peut ne retenir que les passages par ¢ (resp ¢') entre lesquels existe un
passage par go. Si ¢ # go ou ¢’ # go, w est dans X,. Si ¢ = ¢’ = qo, puisque les
C-décompositions sont distinctes, w est dans Xj.

Le langage D" = X; U X, est donc ’ensemble des mots bi-infinis dont les
représentants ont plusieurs C-décompositions.

On démontre de la méme fagon que D’ est ’ensemble des mots infinis qui
ont plusieurs C-factorisations. e
Autre preuve dans le cas des mots infinis [42]: Si C est rationnel, la
semi-congruence définie par :

u~v & ulC=vIC

est d’index fini. Si’on note par [u] la classe d’un mot u, 'ensemble des mots
infinis qui ont plusieurs C-factorisations peut s’écrire:

U ¢l c“n (™ *C - {ehe*) .

[«]jcC

Cet ensemble est rationnel. o

Proposition 5.1.2 : Soit C un langage rationnel inclus dans A*. L’ensemble
Y; des mots bi-infinis ayant plusieurs C-factorisations et l'ensemble Y, des
mots bi-infinis dont les représentants ont plusieurs C-décompositions et une
seule C-factorisation peuvent ne pas étre rationnels, méme si C est un code
fini. Les ensembles Y; et Yz sont rationnels en méme temps, et ils le sont si et
seulement si 'Y, est fini.

Preuve: Y et Y; sont disjoints, leur union D" est ’ensemble des mot bi-infinis
dont les représentants ont plusieurs C-décompositions et D" est rationnel.
D’autre part, Y5 est constitué de mots périodiques. Y; et Y2 sont donc rationnels
en méme temps, et le sont si et seulement si Y; est fini. Dans ’exemple suivant
Y, est infini. e

Exemple: Considérons le code bipréfixe fini C = {ab, ba, aa}. Tout représen-
tant d’un mot de la forme “(a™b)“ ou n est pair a deux C-décompositions mais
une seule C-factorisation. L’ensemble Y; est infini.
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Corollaire 5.1.3 Soit C un code pur rationnel. L’ensemble Y; des mots bi-
infinis ayant plusieurs C-factorisations est rationnel.

Preuve: D’apres la proposition 3.2.3, ’ensemble Y; des mots bi-infinis dont
les représentants ont plusieurs C-décompositions et une seule C-factorisation
est vide.

Rappelons que la réciproque est fausse : Y, peut étre vide sans que le langage
C soit un code pur.

Si on s’intéresse au nombre de C-factorisations d’un mot donné w, on sait
déja que ce nombre est fini dans le cas ou C est un code et w un mot rationnel
(théoréme 1.3.1). Mais, méme si C est un code, cela peut étre faux quand le
mot n’est pas rationnel : on peut méme avoir une infinité non dénombrable de
C-factorisations (proposition 1.3.5). Dans le cas rationnel, cela change et on a
le théoreme suivant :

Théoréme 5.1.4 : Soit C un langage rationnel inclus dans A*. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) C est un code,

2) tout mot infini a un nombre fini de C-factorisations,

3) il eziste p tel que tout mot infini ait au plus p C-factorisations,

4) tout Z-mot a un nombre fini de C-décompositions,

5) il existe q tel que tout Z-mot ait au plus q C-décompositions,

6) tout mot bi-infini a un nombre fini de C-factorisations,

7) il eziste q tel que tout mot bi-infini ait au plus q C-factorisations.

Preuve: 3 = 2,5 = 4,5= 7,7 = 6: évident.

2=1,4= 1,6 = 1: immédiat d’apres le théoreme 1.3.1.

1 = 3: Soit C un code rationnel, Qo = (Qo, g0, gr, Ro), un automate ad
hoc pour C et @ = (@, qgo, g0, R) 'automate dérivé de y. L’automate 2
est non ambigu pour C*. Considérons w € C“ et t > 1. Nous appellerons
découpage de (w,t) toute suite (ny,...,n,_,) telle qu’il existe n, vérifiant :

(1) ng=0<n; <..<n,_; <t<ny,, p>2et wniy,nfe C
pourz=1,...,p.

Nous montrons d’abord que, pour tout ¢, (w,t) a au plus Card(Q) découpages.
Considérons deux suites (ni,...,n,) et (n'y,...,n’s) vérifiant (1). Soit ¢ (resp.
¢') 'état atteint aprés avoir lu w0, [ dans 'unique lecture réussie (sur ) de
w[0, n,[ (resp. w[0,n'k[). Si ¢ = ¢, w[0,n,[ a une autre lecture réussie: celle
qui suit le chemin relatif a la lecture de w[0, n';[ jusque ¢, puis le chemin relatif
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a w[0,n,[. Alors p = k et (ny,...,np-1) = (n'1,....,0"k-1) puisque Q est non

ambigu. Il s’ensuit que (w,?) a au plus Card(Q) découpages, quel que soit ¢.
On en déduit que w a au plus Card(Q) C-factorisations.

1 = 5: On reprend la démonstration précédente avec un mot w de AZ. Nous

appelons maintenant découpage de (w,t) toute suite (ny,....,n,—1) telle qu’il

existe ng, n, vérifiant :

(2) np<—t<n; <..<np1<t<ny,, p>2et wniy,n;[€C
pourt=1,..,p.

Pour montrer que w a au plus Card(Q)? C-décompositions, nous montrons
que, pour tout ¢, (w,t) a au plus (Card(Q))? découpages. Considérons deux
suites (nog, ...,n,) €t (n'p, ..., n't) vérifiant (2). Soient g et ¢; (resp. ¢’ et ¢';) les
états atteints apres avoir lu wlng, —t[ et wino, t[ (resp. wn'o, —t[ et win'e,t[ )
dans I'unique lecture réussie (sur ) de winog, n,[ (resp. wn'g,ns[ ). Sig=¢
et ¢; = ¢'1, comme précédemment, w{ng, n,[ aurait deux lectures réussies. En
fait, ces deux lectures sont identiques et (ny,...,np_1) = (n'1,...,n's_1). @

5.2 w-codes, biw-codes et Z-codes dans le cas
rationnel

De la proposition 5.1.1 on peut déduire que certaines classes de codes ra-
tionnels sont confondues. Cela donne, dans le cas rationnel, des définitions des
w-codes, biw-codes et Z-codes en termes de mots finis. Nous avons déja re-
marqué que ces résultats sont faux dans le cas non rationnel (voir sections 3
et 4).

Dans le cas des mots infinis, ce résultat est un résultat de L. Staiger [61].
Dans celui des Z-mots, ce résultat est un résultat de M. P. Beal [2].

Corollaire 5.2.1 Soit C un langage rationnel inclus dans AY. On a:
- C est un w-code si et seulement si C est un code faiblement préfize,
- C est un biw-code si et seulement si C est un code fortement précirculaire,
- C est un Z-code st et seulement si C est un code circulaire.

Preuve: L’ ensemble des mots infinis ayant plusieurs C-factorisations étant
rationnel, il peut étre vide et alors C est un w-code, ou bien il n’est pas vide
et il contient des mots ultimement périodiques, et dans ce cas C n’est pas
faiblement préfixe.

De méme pour les C-décompositions des Z-mots: ou C est un Z-code, ou
’ensemble des mots bi-infinis dont les représentants ont plusieurs C-décompo-
sitions contient un mot rationnel et C n’est pas un code circulaire.
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Dans le cas des mots bi-infinis, considérons ’ensemble D" des mots bi-
infinis dont les représentants ont plusieurs C-décompositions (défini dans la
preuve de la proposition 5.1.1). Soit Y¥; ensemble des mots ayant au moins
deux C-factorisations distinctes et Y; I’ensemble des mots périodiques ayant
une seule C-factorisation et dont la C-factorisation est chevauchante. Claire-
ment Y; et Y; sont disjoints et D" = Y; UY,. Puisque D" est rationnel, c’est
une union finie d’ensembles “A; B;C¥. Si “ A; B;C¥ n’est pas réduit a un unique
mot périodique, il existe un mot rationnel non périodique dans D" et donc un
mot rationnel dans Y;. Par conséquent, si C est un code fortement précircu-
laire, tout mot rationnel ayant au plus une C-factorisation, D" est de la forme
U“uy (union finie), D" =Y; et Y; est vide. Donc C est un biw-code. o

De cette démonstration on déduit le corollaire:

Corollaire 5.2.2 Soit C un biw-code rationnel, l’ensemble des mots bi-infinis
dont les représentants ont plusieurs C-décompositions est un ensemble fini de
mots périodiques.

Nous avons déja vu que I’ensemble Y; pouvait étre infini, méme si le langage
C est un code fini.

Le résultat du corollaire précédent est faux aussi pour un biw-code non
rationnel. Soit C = {ab"ab" | n > 0} ; ’ensemble infini {“(abd®)* | n > 0} est
I’ensemble des mots bi-infinis dont les représentants ont plusieurs C-décompo-
sitions.

Une autre conséquence de la proposition 5.1.1 est le corollaire:

Corollaire 5.2.3 Un langage rationnel C C At est un w-code (resp. Z-code,
resp. biw-code) si et seulement si tous ses sous-ensembles finis sont des codes
faiblement préfizes (resp. codes circulaires, resp. codes fortement précircu-
laires).

Preuve:

- Si C n’est pas un code, il existe un sous-ensemble fini de C qui n’est pas un
code.

- Si C est un code rationnel mais pas un w-code, il existe un mot ultime-
ment périodique w qui a au moins deux C-factorisations. Ces factorisations
sont ultimement périodiques (théoréme 1.2.5). Ainsi w = wv* = u'v"” ol
u,v,u’,v’ € C*. L’ensemble (fini) des mots de C intervenant dans les C-
factorisations de u, v,u’ et v’ n’est pas un w-code.

- Si C est un code rationnel mais pas un biw-code, le raisonnement est iden-
tique.

- Si C est un biw-code mais pas un Z-code, il existe un mot périodique “u*
( ol u € C*) ayant une C-décomposition chevauchante. L’ensemble (fini) des
mots de C intervenant dans la C-factorisation de u n’est pas circulaire.
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Ce résultat n’est pas vrai pour les codes non rationnels. Par exemple, tout
sous-ensemble fini de C = {ab} U {ab*ab™*! | n > 0} est un w-code circulaire;
mais I’ensemble des mots infinis ayant plusieurs C-factorisations n’est pas ra-
tionnel, c’est C*wq ou wo = abab’ab®abt.... Le code C n’est pas un w-code.

5.3 Tableaux récapitulatifs

Les tableaux de cette sous-section sont relatifs au cardinal de ’ensemble des
C-factorisations d’un mot donné, quand le code C est rationnel. Ils résultent
des définitions et des résultats démontrés dans ce qui précede .

Théoreme 5.3.1 Les tableauz suivants donnent, en fonction de la nature du
code rationnel C, le nombre mazimal de C-factorisations (ou de C-décomposi-
tions dans le cas des Z-mots) d’un mot de la famille considérée. Un astérisque
* tndique que la propriété caractérise les codes particuliers considérés.

mots infinis
u* u® uv¥ | quelconques
(u € CY)
codes rationnels
w-code 1 1 1 1%
faiblement préfixe 1 1 1=x 1%
7-code 1 1% | fini fini
code 1% fini * | fini * fini *
mots bi-infinis
“u* | “u’vu” | quelconques
codes rationnels
biw-code : 1 1=* 1%
fortement précirculaire 1 1=« 1%
précirculaire 1= fini fini
code fin1 * | fini % fini *
Z-mots
périodiques | ultimement | quelconques
périodiques

codes rationnels

Z-code hL 1 1% 1*
|

circulaire 1% 1% 1 %
code fini % fini * fini *
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Le théoréme suivant résume les inclusions entre les différentes classes de
codes rationnels étudiées.

Théoréme 5.3.2 Le schéma sutvant concerne les codes rationnels, les im-
plications y sont strictes et il n’y a pas d’autres implications que celles in-
diquées :

Pour les codes rationnels:

Z-code & code circulaire = code pur
Y Y
biw-code & code fortement précirculaire => code précirculaire
Y 4
w-code & code faiblement préfize = n-code
ft f
code préfirze <« code bipréfize = code suffize

5.4 Décidabilité

Dans cette section on montre que 'appartenance d’un langage donné aux
classes de codes étudiées est décidable.

Lemme 5.4.1 : On peut décider si un langage rationnel de A¥ contient un
mot périodique.

Preuve: Considérons un automate 2 = (Q, go, F, R) reconnaissant (au sens
de Biichi) un langage rationnel infinitaire L. Notons A, . ’ensemble des mots
qui peuvent étre lus sur §2 de ¢ a ¢’, et par D,y 'ensemble des mots qui
peuvent étre lus sur §) de ¢ a ¢, en passant par un état final.

La congruence de Biichi sur A* définie par:

u~v & Vg, €Q (€A g veEA y)et (u€ Dyy & vE Dyy)
est d’index fini d. Clairement on a:
Yuv € A* u~v = (WelL & vWelL).

Il est donc suffisant d’étudier un mot par ~-classe, donc un nombre fini de
mots. e

Corollaire 5.4.2 : On peut décider si un langage rationnel est un w-code (i.e.
un code faiblement préfize). On peut décider si un langage rationnel est un «-

code.
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Preuve: Pour décider si C est un w-code (resp. w-code), il suffit de tester si
Pensemble rationnel des mots infinis qui ont plusieurs C-factorisations est vide
(resp. ne contient pas de mot périodique). o

Corollaire 5.4.3 On peut décider si un langage rationnel est un Z-code (i.e.
un code circulaire).

Preuve: Il suffit de tester si I’ ensemble rationnel des mots bi-infinis dont les
représentants ont plusieurs C-décompositions est vide.

Autre preuve: Soit C C At un langage rationnel. D’aprés la proposition
3.2.1, il suffit de tester si le langage: ((“C)~(“C)NA*).((C¥)(C¥)'nA)NC
est vide ou non. Or ce langage est rationnel quand C est rationnel; en effet,
d’une part, C“ et “C sont des langages rationnels, d’autre part, si U et V sont
des langages rationnels de A (resp. “A), UV~! (resp. U"'V) est un langage
(finitaire) rationnel. o

Notation: Etant donné un automate Qo = (Qo, 9o, gr, Ro), on note (dans le
lemme suivant et ses applications) A, I’ensemble des mots qui sont lus de ¢
a g et B, 'ensemble des mots qui sont lus de g a ¢F.

Lemme 5.4.4 Soit C un code rationnel et Qo = (Qo, g0, gF, Ro) un automate
ad hoc pour C. Le code C est presque circulaire (resp. circulaire) si et seulement
si pour tout état ¢ de Qo — {qo,qr}, B,C*A,NC* est vide ou monogéne (resp.
vide).

Preuve: Posons Q' = Qo — {q0,9r}.
Supposons que C soit un code presque circulaire. On a: Vg € Q'

Vu,u' € A, Yu,v' € B, (vC*uNC* et V'C*v'NC*#£0 = vC*u' NC* # D)

puisqu’alors uv’ est dans C. Comme u'v € C on a v = v’ (lemme 2.4.2) et donc
u = u'. Alors B;C*A, N C* = vC*u N C* est monogene.

Inversement, pour tous u,v # € tels que uv € C et vC*uNC* # B , il existe
g € Q' tel que (u,v) € A; x B, et donc vC*uN C*, inclus dans un semigroupe
monogene, est monogeéne (lemme 2.4.3). o

Proposition 5.4.5 On peut décider si un langage rationnel est un code pres-
que circulaire (resp. circulaire).

Preuve: Soit C un langage rationnel. On peut d’abord décider si C est un
code. ‘
Sur un automate Q¢ = (Qo, 9o, gF, Ro) ad hoc pour C, on peut tester pour
tout ¢ de Qo — {qo,qr} si le langage rationnel B,C*A, N C* est vide ou non
(les notations sont celles du lemme précédent). Si ce n’est pas le cas, on peut
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rechercher un mot u, appartenant a B,C*A, N C* et de longueur minimale, et
tester si B,C*A,NC* =u}. e

Proposition 5.4.6 On peut décider si un langage rationnel est précirculaire.

Preuve: Soit C un langage rationnel et un automate Qy = (Qo, 90, 95, Ro)
ad hoc pour C. A I'aide de 0, on peut tester si C est presque circulaire. Si
c’est le cas, d’aprés la caractérisation 2.4.5 des codes précirculaires, il suffit
de rechercher, pour tout ¢ de Qo — {qo, gr}, la C-factorisation de u, et sa
C-interprétation cyclique dans B,C* A, N C* puis de tester la propriété néces-
saire. ®

De méme que pour les codes presque circulaires, nous allons donner, en
utilisant un automate, une caractérisation des biw-codes dans le cas rationnel.
Cette caractérisation s’appuie sur le théoréme 3.3.3.

Notation: Soit 2o = (Qo, 9o, ¢r, Ro), un automate ad hoc pour C et =
(@, 90, g0, R) Pautomate dérivé de . On note C,  'ensemble des mots pou-
vant étre lus sur (g de ¢ & ¢, M, ’ensemble “CN“C.C,, , et M',, I'ensemble
CNC,,.C¥.

Théoréme 5.4.7 Soit C un code rationnel précirculaire inclus dans At et
Qo = (Qo, 90, qF, Ro) un automate ad hoc pour C. Le code précirculaire C est
un biw-code si et seulement si pour tout ¢ € Qo — {go,qr} tel que M. M', # 0,
M, et M', sont monogénes.

Preuve: D’apres la caractérisation 3.3.3 la condition est suffisante.

Inversement, considérons sg,8 € Cy 4, t € Cyqp tels que M, M, et M’y #
0. D’apres la caractérisation 3.3.1, M,, = “u, M'; = u* et donc M, = “u.
Alors My =“uet M'; =u". o

Corollaire 5.4.8 : On peut décider si un langage rationnel est un biw-code
(i.e. un code fortement précirculaire).

Preuve: On sait décider si un langage rationnel est un code précirculaire.
11 suffit alors de décider si certains langages rationnels infinitaires (en nombre
fini: les M, et M';) sont monogenes. Pour cela on considére un mot ultimement
périodique uv* d’un tel langage, on regarde si uv” est périodique et on teste
si le langage est réduit a uv”. e
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5.5 Une autre caractérisation des biw-codes
rationnels

Le prochain lemme permet d’obtenir, dans le cas rationnel, une autre ca-
ractérisation des biw-codes.

Lemme 5.5.1 Un biw-code C C At vérifie la propriété :
(4): Vs, t,8',t',8", V" € AT tels que st,s't',st" et s"t' € C, C* N tC*s,
C*Nt'C*s" et C*NUC*s' # 0, onat'" = t,s" = s et il existe p > 0,

un mot primitif u, un conjugué v de u (v = u"v',u = v'u") tels que

C*NtC*s = (uP)t , C*Nt"C*s" C u*d' et C*NYC*s' = (vP)* .

Preuve: Un biw-code C est presque circulaire et il existe des mots u et v
primitifs et des entiers p et n tels que C* NtC*s = (u?)t et C* NT'C*s' =
(v*)*. Considérons w € C* N t"C*s". Les représentants de “uwv* ont deux
C-décompositions distinctes. C' étant un biw-code, “uwv® est périodique et a
une C-factorisation chevauchante, donc v = u"v’, u = u'u” et w € u*u’. On
a aussi n = p car C est un code précirculaire. La C-factorisation de “u“ est
unique. Posons t~1ut = ¢;...¢, ol ¢, = st et ¢; appartient & C pour tout <. La
C-factorisation de “u“ est “(cy,...,c,)* et appartient a
Y€1y 0003 Cp)y €1y weny Epm1, (8T")C*(8"t')C¥, donc st = ¢, = st et t = t". De méme

s'=3"9

Un biw-code doit factoriser de facon unique les mots bi-infinis périodiques,
les mots infinis a droite, les mots infinis & gauche, mais aussi les mots bi-infinis
ultimement périodiques. Dans le cas rationnel, cette derniére condition suffit,
tandis que la condition (4) ne suffit pas a elle seule. Dans le théoréme suivant
toutes ces conditions interviennent.

Théoreme 5.5.2 : Un langage rationnel est un biw-code st et seulement si il
satisfait auzr quatre conditions :

c’est un code précirculaire

c’est un w-code

c¢’est un &-code

il vérifie la propriété:

(4°): Vs, t,8',t',8",t" € At tels que st,s't',st” et s'"t' € C, C* N tC"s,
C*Nt'C*s" et C*NC*s' # B, il existe p,n > 0, un mot primitif u, un

conjugué v de u (v = u'"u',u = u'u") tels que

C*NtC*s = (uP)r, C*Nt"C*s" cu*v' et C*NYC*s' = (v)* .
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Preuve: Nous avons déja vu que les conditions sont nécessaires. Pour prou-
ver la suffisance, nous montrons que tout mot rationnel a au plus une C-
factorisation. Supposons qu’un représentant r du mot “vwv* (u et v primitifs)
ait deux C-décompositions d, et d, et considérons ¢ : X* — C* un morphisme
de codage pour C. L’application 7, associe aux deux décompositions deux C-
factorisations f; et f;. Puisque C est un code, il existe z € X* et des mots
primitifs y, z € X* tels que f; = “yzz*. Puisque C est un code précirculaire,
il existe ' € X* tel que f, = “yz'2* (lemme 2.2.1).

Observons les décompositions d; et d;. Deux cas se présentent :
- les décompositions d; et d2 coupent le mot r en (au moins) un méme point

(di(Z) N dy(Z2) # B), alors d; = d; puisque C est un &-code et un w-code.

- les décompositions d, et d; ne coincident nulle part. Puisque f; = “yzz*
et f = “yz'z¥, on peut trouver s,t,8',t' € At tels que st € C et p(y) €

C* NtC*s, (s,t # € puisque d; et d; ne coincident nulle part), s't’ € C et
e(z) € C* N¥'C*s'. Or d; et d; décomposent le méme mot, on peut donc
trouver s”,t" € A* tels que st” € C, t"s' € C,C*Nt""C*s" # B et le mot “uwo*
appartient a “(C*NtC*s)(C*Nt"C*s")(C*Nt'C*s')“. D’apres la condition (4)
le mot “uwv* est périodique, et, puisque C est précirculaire, “uwv*(= “u*) a
une seule C-factorisation. e

Dans le théoreme précédent, aucune condition ne peut étre supprimeée,
meéme dans le cas fini. De plus, ce théoréme est faux pour un langage non
rationnel. En effet :

- C = {abab} U {ab™ab™! | n > 0} est un w-code suffixe et précirculaire,
mais non rationnel, qui satisfait & (4). Pour tous s,t,s',t',s",t" € A* tels
que st,s't! st "t € C, C* NtC*s,C* Nt'C*s" et C*N'C*s' # 0, on a:
s=8=8§"=t=1t =1" = abet C*NtC*s = (abab)*. Mais le mot
“(ab)ab®ab®ab’... a deux C-factorisations.

- C = {a?,ab, b’} est un code fini précirculaire et bipréfixe, mais “ab® a deux
C-factorisations.

- C = {a,ab,b’} est un &-code fini et précirculaire qui satisfait & (4), mais
“ab” a deux C-factorisations.

- C = {ab, ba} est un code fini bipréfixe qui satisfait & (4), mais “(abd)” a deux
C-factorisations.

D’autre part, dans le théoreme précédent, la propriété (4’) (ou la propriété
(4) ) ne peut pas étre remplacée par la propriété (5):
(5): Vs, t,s',t',8",t" € At tels que st,s't',st" et s"t' € C
C*NtC*s,C*Nt"C*s",C*Nt'C*s'#0 = t'=tets" =5

En effet, le langage C = {a, aba®b, a%bc, ¢*} est un w-code précirculaire et suffixe
qui ne vérifie pas la propriété (4’): “(a?b)c” a deux C-factorisations mais C
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vérifie la propriété (5) puisque:
-C*NtC*s#£Bet st € C = (s,t) € {(c,¢),(ab,a®b),(aba,ad)},
-ste C et s € {c,ab,aba} = (s,t) € {(c,c),(ab,a?b),(aba,ab)}.

Par contre, on peut modifier la condition (4) en considérant un automate
Qo = (Qo, 90, 9r, Ro) ad hoc pour C et Q = (Q, o, g0, R) Pautomate dérivé de
. Notons alors C, ¢ ’ensemble des mots pouvant étre lus sur Qy de ¢ & ¢
et Tg o, I'ensemble Ct N Cyq,.C*.Cy, o+ Dans le théoréme précédent, on peut

{4

remplacer la condition (4) par la suivante:
(4”): Yq,q' € Qo — {q0,qr} tels que ¢ # ¢, i T 4, Ty o €t Ty o sont non vides,

il existe n,p > 0, un mot primitif u, un conjugué v de u (v = v"v’/,u = u'u")

tels que Ty o = (uP)t , Ty o Cuv' et Ty p = (v™)*.
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Chapitre 6

Codes a délai de déchiffrage fini

Le décodage des mots infinis, unique si le code choisi est un w-code, est
facilité si le code est a délai de déchiffrage fini.

Dans cette partie nous étudions les codes & délai de déchiffrage fini, et
plus particulierement ceux qui sont rationnels.

On peut définir diverses notions de langage a délai de déchiffrage fini. Nous
ne retiendrons ici que celles ot 'on compte le nombre de mots. Ces notions sont
moins restrictives que celles ou 'on compte le nombre de lettres, et cependant
elles sont encore suffisamment intéressantes pour faciliter le décodage [13].

Dans un premier temps, nous énongons quatre propriétés, notées P, P,,
Q., Q. en relation avec une possibilité de décodage avec délai fini. Pour un
code, il s’avere que ces propriétés sont équivalentes. Un code vérifiant ces
propriétés est par définition un code a délai (de déchiffrage) fini. Un code de
délai m est un langage C tel que, des que ’on a reconnu, au début d’un mot
fini ou infini a droite, (m + 1) mots de C consécutifs, on est sir du premier de
ces mots.

Nous démontrons que, pour un code C' a délai fini, le langage C“ est un
langage limite qui n’est généralement pas une adhérence. Quand l’alphabet est
fini, c’est une adhérence si et seulement si C est fini.

Les codes a délai borné sont a priori plus intéressants que les codes a
délai fini. En fait ces notions coincident pour les langages rationnels [61]. Nous
présentons et comparons deux conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
w-code rationnel C soit & délai borné. L’une d’elles est de Capocelli [17] ; autre
est nouvelle et requiert que C¥ N C*Adh(C) soit vide.

En conséquence de ces résultats, on peut décider si un code rationnel C est
a délai de déchiffrage borné et quand c’est le cas, C* est un langage rationnel
déterministe.

73
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6.1 Codes a délai fini

Définitions 6.1.1 On définit de la fagon suivante les propriétés P, P., Q.,
Q. d’un langage G tnclus dans At :

P,:Yv€G 3Im(v) 20 YW € G (vG™MA“NVG“#0 = v=1'),
P.:YveG Im(v) >0 YW € G (vG™MA* NVG* #0 = v=1") [17] [8],
Q.:Yv € G Im(v) >0 vG™MA*NG* C vG*,

Q. :Yv € G Im(v) 20 vG™MA“NG¥ C vG¥ [61].

Les nombres m(v) qui interviennent dans les définitions précédentes seront
appelés délais pour v (pour la propriété P, P., @, ou Q. considérée). Pour
chaque propriété, le plus petit m(v) possible sera appelé le délai de v. Si un
mot v n’admet pas de délai pour une certaine propriété (par exemple pour Q,:
si Am > 0 vG™A* N G* C vG* ), on dira que son délai (ici pour Q.) est
infini.

On voit facilement que:

- P, et P, sont équivalentes,
- P, implique Q,,
- @, implique Q..

Cependant @, et Q). ne sont pas équivalentes. Par exemple, le langage
G = {a,bb,ba,ab} vérifie @, : m(v) = 0 pour tout v, car G¥ = A“. Mais G
ne vérifie pas @, ; en effet, pour savoir s’il existe une factorisation de ab"™ qui
commence par a, il faut connaitre la parité de n.

Un langage C vérifiant P, est intéressant dans la mesure ou la factorisation
du début d’un mot infini v en un nombre suffisant de mots de C nous assure
que le premier mot de cette factorisation est le bon. Les propriétés @, et Q.
n’en sont pas négligeables pour autant. En effet, méme si le langage G n’est
pas un w-code, on est quand méme assurés d’obtenir de la méme fagon une
factorisation du mot considéré.

Rappelons qu’un langage qui vérifie P, est un code [8]. Ce n’est pas toujours
le cas pour un langage qui vérifie @, ou @Q., et donc les propriétés Q. et P,
ne sont pas équivalentes. Par exemple le langage G = {a?, a®} vérifie Q. (avec
- m(v) = 1 pour tout v) et ce n’est pas un code (de plus, ici, G* n’est pas libre).
On voit aussi clairement qu’un code qui vérifie @), vérifie P,. En fait, on a:

Proposition 6.1.1 Pour un code, les propriétés P, P,, Q. et Q, sont équi-
valentes.

Preuve: Il s’agit de montrer qu’un code qui vérifie Q,, vérifie aussi P,.
Soit C un code vérifiant Q.. Montrons que c’est un w-code. Soient v,v’ € C
tels que vC¥ NV'C¥ # 0. Pour n > maz(m(v),m(v')) et w € vC¥ NV'C¥, il
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existe u,u’ € C™ tels que vu et v'u’ soient facteurs gauches de w. Si vu est un
facteur gauche de v'u/, (v'u')* € vC™"A“ N C¥, donc (v'u')¥ € vC¥. Puisque
v'u’ appartient au monoide libre C*, d’aprés le théoreme 1.1.2, v = v’. Donc
C est un w-code.

Considérons maintenant v et v' € C tels que vC™™MA* NV'C* # P et w €
vC™¥) A* N v'C*. Le mot wv* appartient & vC™¥ A N C¥ et donc appartient
a vC¥ et & v'C¥, et donc v = v’ puisque C est un w-code. Le code C vérifie
donc la propriété P,,. e

Définition 6.1.2 Un langage C inclus dans At est dit code & délai de
déchiffrage fini ou plus simplement code a délai fini s’il vérifie P, ou P,
ou encore st c’est un code qui a les propriétés @, ou Q..

La proposition suivante utilise la notion d’adhérence. Rappelons qu’un mot
infini w appartient & 'adhérence Adh(C) d’un langage C (C A?), si et seule-
ment si tout facteur gauche de w est facteur gauche d’un mot de C.

Proposition 6.1.2 Tout code a délai fini C inclus dans At est un w-code et
vérifie: C*NC*Adh(C) =0 .

Preuve: D’apres la propriété FP,, il est clair qu’un code a délai fini est un
w-code.

Soit C un langage et w appartenant & C* N C*Adh(C) (supposé non vide).
Sans perte de généralité, on peut supposer que w = ujuguz.... = u'ju'z... v/ pw’
ou u;,u’; € C pour tout i , w' € Adh(C), et u'; # u; ou p = 0. Puisque
w' € Adh(C), pour tout d > 0 il existe v € C tel que uy...u441 < v1u'7...0/p0.
Comme u'; # u; ou p = 0, le mot u; n’est pas de délai d, ceci pour tout d.
Donc C ne vérifie pas la propriété P.. Ce n’est pas un code a délai fini. o

La réciproque de la proposition 6.1.2 est fausse:

Exemple: Le langage C = {a} U b*c U {ab"c"d | n > 0} est un w-code (non
rationnel). Aucune puissance de b n’est dans C et Adh(C) = b U ab” donc
C“ N C*Adh(C) = 0. Cependant, le délai de a est infini.

De la proposition 6.1.2 on peut déduire une nouvelle preuve d’un résultat
de Staiger [61]:

Corollaire 6.1.3 SiC est un code a délai fini, le langage C“ est un Gs-langage
(et donc la limite d’un langage finitaire).

Preuve: Puisque Adh(C*) = C¥ U C*Adh(C) [40], si C* N C*Adh(C) =, le
langage C“ est la différence entre le fermé Adh(C*) et le F,-langage C* Adh(C),
donc C* est un Gs-langage. o
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Cette propriété n’est pas vérifiée par les w-codes. Staiger en donne I’exemple
suivant: C = a + ba + (ab + ac)*aca [61].

Staiger a remarqué aussi que cette propriété ne signifie pas que C¥ =
Ni>1C*A“. L’exemple qu’il donne est le suivant.

Exemple : Posons w; = b, wiy; = (w;)'a‘'bpourtouti > let C = {w; | i > 1}.
Le langage C est un code a délai fini (mais non borné) : pour tout ¢, le délai
de w; est '—(';—l)- + 1. L’unique mot # appartenant & Lim(C) est dans ﬂ;ZIC‘Aw
mais n’est pas dans C“.

Corollaire 6.1.4 Si C est un code a délai fini, C“ est une adhérence si et
seulement si Adh(C) = 0. Si de plus A est fini, C“ est une adhérence si et
seulement C est fini.

Preuve: D’apres [11], C“ est une adhérence si et seulement si C* est 'adhé-
rence de C*. Or Adh(C*) = C¥ U C*Adh(C), et dans le cas présent C¥ N
C*Adh(C) = @, donc C¥ est une adhérence si et seulement si C*Adh(C) = 0
ou encore Adh(C) = 0. Si Palphabet est fini, 'adhérence de C est vide si et
seulement si C est fini. o

6.2 Codes a délai borné

Le dernier exemple cité montre qu’un code a délai fini n’est pas forcément
a délai borné. Les codes a délai borné sont plus souvent utilisés que les codes a
délai fini. Pour définir des notions de langage a délai borné il suffit simplement
de borner la fonction délai, c’est-a-dire de remplacer dans les définitions « Vv €
G 3Im(v) > 0 » par « 3Im > 0 Yv € G ».

Définitions 6.2.1 On définit de la fagon suivante les propriétés P',, P',,
Q'., @'« d’un langage G inclus dans A* :

Py: Im>20 YweG W eG(vGm"A“NVG“#0 = v=1),

P,: 3Im>0 WeG W eG(vGmA*NVG* #0 = v=1) [17[8],
Q.: Im>0 Yve G vG™"A*NG* C vG*,

Q.: Im>0 Yve G vG™A* NG C vG¥ [61].

Il est clair qu’un langage & délai borné pour ’une des propriétés considérées
est a délai fini: P’, implique P., P', implique P,, @'. implique Q. et @',
implique Q..

Les réciproques sont clairement vraies dans le cas d’un langage fini, mais
fausses en général. Un contre-exemple sera donné par la suite.
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Les relations existant entre les propriétés P/, P'., @', et @'« sont les
mémes que pour les propriétés P, P, Q, et Q.:
- P, et P', sont équivalentes (avec le méme m),
- P', implique @',
- Q'* implique Q’wa
- @', et Q' ne sont pas équivalentes (on peut prendre I’exemple donné pour
Qw et Q*))
- un langage qui vérifie P’, est un code,
- un langage qui vérifie Q’, ou @', n’est pas toujours un code, et donc les
propriétés Q'. et P', ne sont pas équivalentes (on peut prendre ’exemple donné
pour Q.),
- un code qui vérifie ', vérifie P/,
- pour un code, les propriétés P',, P',, @', et @', sont équivalentes.

On peut donc donner la définition suivante:

Définition 6.2.2 Un langage C inclus dans A* est dit code a délai borné
s’il vérifie P', ou P', ou encore si c’est un code qui a les propriétés @', ou

Q.

L’exemple de Staiger d’un code & délai fini et non borné (fin de sous-section
6.1.1) montre aussi qu’il n’y a pas équivalence entre les propriétés Q. et Q.
ni entre les propriétés Q. et Q’,, puisque, pour un code , les propriétés P’, et
@', sont équivalentes.

Nous avons vu que C¥ est un Gs-langage quand C est un code a délai fini.
Staiger a démontré que, pour un code C & délai borné, ce Gs-langage C¥
vérifie de plus C¥ = O;ZIC‘A“’ [61].

6.3 Etude du cas rationnel

Une propriété treés intéressante des codes rationnels a délai de déchiffrage
borné est obtenue comme corollaire de la proposition 6.1.3:

Théoréme 6.3.1 Si C est un code rationnel a délai de déchiffrage borné, C¥
est un langage rationnel déterministe.

Il est intéressant d’avoir des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
langage soit un code a délai borné. C’est dans le cas rationnel qu’il y a des
résultats.

Nous avons vu que la réciproque de la proposition 6.1.2 est fausse en
général : un w-code C vérifiant C* N C*Adh(C) = 0 peut ne pas étre a délai
fini. Dans le cas rationnel, la condition C*NC*Adh(C) = @ ne suffit pas pour
qu’un code C soit a délai borné: le code fini {a, ab, bb} n’est pas un w-code.



78 CHAPITRE 6. CODES A DELAI DE DECHIFFRAGE FINI

De méme, un w-code, méme rationnel, peut ne pas étre a délai fini: si
C = ab*d + a+ b, le délai de a est infini.

On a cependant la caractérisation:

Proposition 6.3.2 Un langage rationnel C inclus dans A* est un code & délai
borné si et seulement si c’est un w-code qui vérifie C¥ N C*Adh(C) = 0.

Preuve: Nous avons déja montré qu’un code a délai borné C est un w-code
qui vérifie: C¥N C*Adh(C) = .

Etudions la réciproque. Soit C un langage rationnel et Q = (Q, g0, g0, R)
l’automate dérivé d’un automate ad hoc pour C. Soit d le nombre de ses
états. Supposons que C ne soit pas un code de délai d. Il existe n > 0,
UQy --ny Ugy Upy .oy i/ € C, 2 € A* tels que up...ugz = v'y...t',, et vy # up.

On peut trouver un chemin de label u'y...u', de g & ¢o. Dans ce che-
min, notons ¢;; ’état atteint apres avoir lu uou;...u;. Il existe j et 7' > j
tels que ¢;; = ¢i. Notons alors: y = ug...u; = vo.. ' m17’ ol ' < Uy,
T = Ujp1..u5, 2'rz” = Wp. ' mgn, o 2" est un facteur droit de upys,
Ujip1.-UgZ = U g ppgr -ty

Si h =0, z’z"z" appartient & C pour tout n et par conséquent yz“ appar-
tient & C*Adh(C) N C¥. Cet ensemble n’est donc pas vide.

Sih > 1, yz¥ a deux C-factorisations distinctes: ug, ..., uj, (jt1, ..., u;")“ et
oy vy W1, (Wmy ooy Wmpno1,v)¥ OU v = (u’m.,,hx""l).(z'_lu’m), C n’est donc
pas un w-code. o

Remarquons que ’on vient de démontrer que le délai du code est au plus
le nombre d’états de Pautomate § considéré.

De cette proposition on déduit le résultat suivant, résultat déja démontré
par Levenshtejn [39], Capocelli [17] et Blanchard [9].

Corollaire 6.3.3 Tout w-code fini est a délai borné.
Preuve: Adh(C) est vide quand C est fini. o
De la proposition 6.3.2, on déduit facilement le résultat de Cori:

Corollaire 6.3.4 [18] On peut décider si un langage rationnel est un code d
délai borné, et donner un majorant de ce délai.

Preuve: On sait décider si un langage rationnel C est un w-code et si le
langage rationnel infinitaire C“NC*Adh(C) est vide ou non. Si C est un code
a délai borné, le nombre d’états de I’automate dérivé d’un automate pour C
majore le délai de C. o
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Le théoréme suivant énonce des caractérisations des codes a délai borné
dans le cas rationnel. L’équivalence (0) < (1) est de Staiger, ’équivalence (0)
< (2) de Capocelli, et nous venons de démontrer ’équivalence: (0) < (3).

Théoréme 6.3.5 Soit C un langage rationnel inclus dans A*. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(0) - C est un code a délai borné,

(1) - C est un code a délai fini,

(2) - C est un w-code vérifiant: Jp >0 Vu € A*

(uCPA*NC#0 = CtunC*=0 ),
(8) - C est un w-code vérifiant: C*NC*Adh(C) =10 .

Dans ce théoreme, puisqu’il s’agit de langages rationnels, on peut remplacer
le terme « w-code » par le terme « faiblement préfixe ».
Dans le cas d’un w-code fini, toutes les conditions sont trivialement vérifiées.

Comparons les caractérisations (2) et (3) du théoréeme 6.3.5.
- I'expression de la caractérisation (3) est plus simple et sans quantificateur,
- P'implication: (2) = (3) se démontre aisément par contraposition,
- Pimplication: (3) = (2) ne semble pas simple & démontrer. Le moyen le plus
économique semble étre: (3) = (0) et (0) = (2) ,
- Vimplication: (3) = (2) nécessite ’hypothese de rationnalité (voir le premier
exemple présenté ci-apres),
- la condition (2) est vérifiée par un code a délai borné (il suffit de prendre
p = m), mais elle peut ne pas I’étre par un code a délai fini (voir le second
exemple présenté ci-apres),
- la condition (2) est donc plus astreignante que la condition (3).

Comme condition suffisante, la propriété (3) est donc plus intéressante que
la propriété (2).

Exemple: Le langage C = {a} Ub*cU {ab*c"d | n > 0} est un w-code non
rationnel, ne vérifiant pas (2) (on peut prendre u = a pour tout p). Cependant,
il vérifie (3) puisque Adh(C) = b* U ab” et aucune puissance de b n’est dans
C. Donc 'implication: (3) = (2) nécessite ’hypothese de rationnalité.

Exemple : Reprenons ’exemple de la sous-section 6.1 : w; = b, wiy; = (w;)'a’d
pour tout 1 > 1 et C = {w; | ¢ 2 1}. Le langage C est un code a délai fini
(non borné) qui ne vérifie pas la propriété (2). En effet, pour tout p, posons
U =Wy, 00 a: Wpyo € uCPA*NCetueC.

Ces exemples montrent aussi que le théoréme précédent n’est plus vrai
quand on supprime I’hypothese de rationnalité.
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Cependant, on a le lemme suivant dont le résultat aurait pu servir & démon-
trer le théoréme 6.3.5.

Lemme 6.3.6 Soit G un langage rationnel inclus dans A*. Les conditions
sutvantes sont équivalentes:

(2°) - G vérifie: Ip>0 Vue A*
(uGPA* NG #0 = GtunGt =0 ),
(%) - G vérifie: G*NG*Adh(G) =0 .

Preuve : (2’) = (3’) se démontre aisément par contraposition, méme si G
n’est pas rationnel.
(3’) = (2’) se démontre aussi par contraposition :

Soit G' un langage rationnel et Q = (Q, go, go, R) ’automate dérivé d’un
automate ad hoc pour G. Soit d le nombre de ses états. Si (2’) n’est pas
vérifiée, pour tout p > 0, il existe r, € A*, v1,...,vp,up € G, w, € G tels
que w,rp, € GF, rpv;1...v, € Fg(uyp); notons: u, = rpv;...v,8,. Considérons une
lecture réussie des mots wy, up, Wprp, vy, ..., Vp sur 1.

On peut toujours choisir les mots v; de longueur inférieure ou égale a d°.
En effet, si ce n’était pas le cas, le mot v; pourrait s’écrire t,¢,t3 oii les états
atteints apres avoir lu rpv;...v;_1t; et ryv1...v;_1t1¢; dans la lecture réussie du
mot u, sont égaux, et ou les états atteints apres avoir lu t; et ¢;¢; dans la
lecture réussie du mot v; sont égaux; on pourrait alors remplacer v; par t;¢s.
De la méme fagon, on peut choisir les mots w, et r, de longueur inférieure ou
égale & d°.

Le nombre de r,, vy, ..., vp, up, w, possibles est donc fini. Il existe une infinité
de p ayant le méme couple (wp,7p). On choisit un tel couple (wp,r,) (que 'on
note (w,) dans la suite) et on désigne par I, I’ensemble des p correspondants.
Il existe une infinité de p € I, ayant le méme v;. On choisit un tel v; et on
désigne par I; ’ensemble des p correspondants. Par récurrence, on obtient une
suite de mots v; € G et une suite d’ensembles infinis J;. Clairement, le mot
wrv v,...v;... appartient a G¥. D’autre part, pour tout j, pour tout p de I;,
on a rvivs..v; € Fg(u,) et u, € G, donc le mot wrv,v;...v;... appartient a

- G*Adh(G). Donc GYNG*Adh(G) #£0 . e



Chapitre 7

Codes a délai de
synchronisation borné

Le décodage des mots bi-infinis, unique si le code choisi est un biw-code,
est facilité si le code est & délai de synchronisation borné.

Considérons un mot bi-infini codé sur un langage G, ou un mot quelconque,
codé, dont on ne possede qu’un facteur. Si ’on veut pouvoir décoder ce mot ou
ce facteur & la lecture (3 partir d’un certain point, vers la droite ou (et) vers la
gauche), il faut que le langage G préserve une possibilité de synchronisation.
On ne peut plus ici considérer de propriétés analogues a P,,P,,Q. ou @,
intéressantes en elles-mémes: il faudra imposer que G soit un code.

Comme pour le délai de déchiffrage, on peut, pour la synchronisation, défi-
nir un délai fini. La propriété analogue & R, pourrait étre par exemple:
R.:VYu € G Im(u) > 0 3Im'(u) > 0 Vf, f € A* WYv € G™®) W' € G™'®)

fvuv’f’ €EG* = fv,vlfl e Gt

Nous ne présentons ici que le cas des codes a délai de synchronisation
borné. La plupart des propositions qui suivent peuvent se démontrer pour les
codes 3 délai de synchronisation fini. Les différences entre les deux notions sont
analogues aux différences entre les notions de codes a délai de déchiffrage borné
et fini. En particulier, nous le remarquerons a propos des propriétés (2) et (3)
du théoréme 7.3.2, non équivalentes dans le cas non rationnel: les codes a délai
de synchronisation borné vérifient (2), les codes a délai de synchronisation fini
vérifient (3) mais pas nécessairement (2).

Les codes que nous étudions sont donc les codes & délai de synchronisation
borné usuels [8]. Un tel code est un Z-code.

Nous nous intéressons aux caractérisations des codes rationnels a délai de
synchronisation borné. Nous rappelons la caractérisation connue: les codes
circulaires rationnels vérifiant F(C) N C? = @ pour un certain p sont les
codes rationnels a délai de synchronisation borné. Nous démontrons une autre
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caractérisation: un code circulaire rationnel C a un délai de synchronisation
borné si et seulement si “C* N K(C) = @, ou K(C) représente le langage:
Ladh(C).C*.Adh(C)|J“C.AdR(C)|J Ladh(C).C* | Biadh(C).

Cette derniére propriété, valable pour tout code a délai de synchronisation
borné (méme non rationnel), permet d’obtenir des propriétés de “C“ quand C
a un délai de synchronisation borné. En particulier, “C“ est une bilimite mais
n’est généralement pas une biadhérence. Quand l’alphabet est fini, c’est une
biadhérence si et seulement si C est fini.

Comme conséquence des résultats énoncés, on montre qu’on peut décider
si un code rationnel est a délai de synchronisation borné.

7.1 Définitions

Définissons les deux propriétés suivantes liées & une possibilité de synchro-
nisation :

Définitions 7.1.1 On définit de la fagon suivante les propriétés R,, et R, d’un
langage G inclus dans A* :
R,: 3m>0Vfe “AVf € AY Vv,v' € G™

(fvvlfle wGw = f’UEwG, vlfler)
R,:3m >0 Vf,f € A* Yo,o' € G™ ( fuv'f' € G* = fv,v'f € G*).

On voit facilement que R, implique R,,. Cependant R, et R, ne sont pas
équivalentes. Par exemple, le langage G = {a, ab, ba, bb} vérifie R, (pour m =
1, car “G = YA et G¥ = A*) mais pas R, (pour tout m, b(b*)?™b € G*, mais
(*)™b ¢ GT).

Un langage qui vérifie R, ou R, peut ne pas étre un code. Par exemple le
langage G = {a?,a®} vérifie R, et R, (pour m = 1) mais n’est pas un code (et
méme G* n’est pas libre).

Si 'on veut obtenir un décodage unique des mots de “A¥, il faut au moins
que G soit un biw-code. Méme en ajoutant cette hypothése, les propriétés R, et
R, ne deviennent pas équivalentes (on peut considérer par exemple G = {bb}).

Dans le cas des biw-codes, la différence entre les propriétés R, et R, releve
de la notion de pureté. En effet, le résultat suivant fait intervenir les Z-codes
qui sont en fait les biw-codes purs.

Proposition 7.1.1 [27] Un code vérifiant la propriété R, est un Z-code.

Preuve: Soit C un code vérifiant R.. Considérons deux C-décompositions d
et d' d’un mot w de AZ. Montrons que, pour tout i € Z, d'; appartient & d(Z).
Il existe j, k, h tels que:

d; <dip; dp < d'i <dpyr; diym < dy .
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D’aprés R., wld;,d';[ et w[d';,di[ appartiennent & C*. Or C est un code et
tous les mots de la forme w(d,, dn41[ sont dans C, donc &’; est I'un des d,.. De
méme, tout d, appartient a d'(Z). Donc d = d’ et C est un Z-code. o

Cette proposition justifie la définition suivante:

Définition 7.1.2 On appelle code & délai de synchronisation borné tout
code vérifiant la propriété R,.

Nous verrons qu’un code a délai de synchronisation borné m est a délai de
déchiffrage borné m, vers la droite et vers la gauche, et a donc les propriétés de
ces codes pour le décodage des mots finis, infinis & droite et infinis & gauche. De
plus, un code a délai de synchronisation borné m permet de décoder concréte-
ment les facteurs de mots quelconques (finis, infinis ou bi-infinis), en ce sens
que si ’on a su reconnaitre dans un facteur d’un mot w un mot de C?™+h:
V1V2...U2m+h, ON est sir que le facteur vy, 41Vm42...U;mn fait bien partie de la
décomposition unique de w. Ces codes sont donc les codes intéressants quand
une partie du message codé n’est pas disponible.

Proposition 7.1.2 Considérons un langage C inclus dans At . Les conditions
sutvantes sont équivalentes :
- C est un code a délai de synchronisation borné m,

-Vn2>0Vp >0V, Cmy1yees Oy €150 'ny bay o, b, € C Vv € A
UC1... €1l 1t = b1 by = T ucy.cn = byl b
Cll...C’m'U,I = b,'+n+1...bp et Vh € {1,2,...,n} C"h = b,’+h .

La proposition qui suit donne une caractérisation des codes a délai de
synchronisation borné ne faisant intervenir que des mots infinis et bi-infinis.

Proposition 7.1.3 Un langage inclus dans At est un code ¢ délai de syn-
chronisation borné si et seulement si c’est un Z-code vérifiant la propriété R, .

Preuve: Soit C un Z-code vérifiant la propriété R,,. Soient f, f' € A*, v,v' €
-C™ tels que -fou'f' € C*. Le mot “vfvy'f'v¥ appartient & “C“. D’apres
R,, V' f'v¥ appartient & C¥ et “vfv a “C. Comme “vfvv'f'v“ a une seule
C-décomposition, il s’ensuit que fv et v'f’ sont dans C*. Donc le code C vérifie
la propriété R,. e

Nous ne savons si 'on peut remplacer dans cette derniere proposition le
terme « Z-code » par le terme « code pur ». Nous verrons que c’est possible
dans le cas d’un code & deux éléments.
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7.2 Propriétés des langages engendrés

Rappelons quelques définitions et notations. Soit G' un langage inclus dans
At A¥ “A ou “A¥ (suivant le cas), on note:
- F(G) P'ensemble des facteurs finis de G,
- Fg(@G) l'ensemble des facteurs gauches finis de G,
- Fd(G) l'ensemble des facteurs droits finis de G.
Si G est inclus dans A*, on note:
- Adh(G) = {w € A¥ | Fg(w) C Fg(G)} I'adhérence droite de G,
- Ladh(G) = {w € “A | Fd(w) C Fd(G)} 'adhérence gauche de G,
- Biadh(G) = {w € “A¥ | F(w) C F(G)} la biadhérence de G,
- K(G) = Ladh(G).G*.Adh(G) | J“G.Adh(G)J Ladh(G).G* | Biadh(G).

Proposition 7.2.1 Soit C un code d délai de synchronisation borné m. Le
code C est a délai de déchiffrage borné m, vers la droite et vers la gauche, et

Uensemble F(C)N C*™ est vide.

Preuve : Démontrons la propriété P',. Soient f € A*,u € C*,v,v1,..., U,V €
C tels que: vvy...v,, f = v'u. Alors v™vy..v, f = v™ W'y € C. Posons u’' =
v1...0, f, d’apreés R,, u’ € C*. Or C est un code et vu’ = v'u, donc v = v'. Le
code C est a délai de déchiffrage (& droite) borné m. De méme & gauche.

Si F(C)NC? n’est pas vide, il est clair qu’un langage qui vérifie R, pour
m ne peut étre un code. Donc, pour un code C a délai de synchronisation
borné m, 'ensemble F(C)N C*™ est vide. o

Les conditions données dans la proposition précédente ne suffisent pour que
le code considéré ait un délai de synchronisation borné. L’exemple suivant est

de A. Restivo.

Exemple: [53] Le code C = {z?"~1y? | n > 0} U {y¥"z¥*! | n > 0} vérifie:
Vp > 1 F(C)NCP = P. Cest un Z-code bipréfixe non rationnel, et 'on a:
zylrlyt. . y1t? € C*, y?2yt.. .22t € O, ylatig2at3  g49+1 € O et cependant
zy?z3yl.. .2t ¢ C.

Le corollaire suivant nous permettra d’étudier la nature du langage “C*.
Rappelons que l'on a [23]:
Biadh(C*) =“C“ U K(C),
K(C) = Biadh(C) U Ladh(C).Adh(C*) U Ladh(C*).Adh(C),
Ladh(C*).Adh(C) = Ladh(C).C*.Adh(C)U“C.Adh(C),
Ladh(C).Adh(C*) = Ladh(C).C*.Adh(C) U Ladk(C).C¥ .
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Corollaire 7.2.2 Si C est un code a délai de synchronisation borné, on a:
“C“(K(C)=0
“C.Adh(C) [ Ladh(C).C* = §
Ladh(C).C* () Biadh(C) = §
“C.Adh(C) () Biadh(C) = 0
Ladh(C).C*.Adk(C) () “C.AdK(C) =
Ladh(C).C*.Adh(C) (") Ladh(C).C* = 0.

D’autre part, si Ladh(C).C™.Adh(C) () Biadh(C) est non vide, n est stricte-

ment inférieur a 2 fois le délai de synchronisation de C.

Preuve: Soit w € “C¥, w = ...v_1vgv;... ol v; € C pour tout i. Si w appartient
a K(C), d’apres les définitions des adhérences, pour tout m > 0, il existe un
facteur viy1...Vi42m de w qui est facteur d’un mot de C. Cela contredit le fait
que F(C)nC™ = 0.

On raisonne de la méme fagon pour démontrer qu’il n’existe pas d’éléments
dans les autres ensembles considérés. e

Cette derniére proposition permet d’énoncer les corollaires qui suivent, et
de schématiser la biadhérence de C*.

Corollaire 7.2.83 Soit C un code & délai de synchronisation borné, “C“ est
une biadhérence (c’est-d-dire un fermé de “ A”) si et seulement si

Adh(C) = Ladh(C) = Biadh(C) =10 .
Si de plus A est fini, “C¥ est une biadhérence si et seulement si C est fini.

Preuve: D’aprés [23], “C“ est une biadhérence si et seulement si “C*“ est la
biadhérence de C*. Or Biadh(C*) =“C“U K(C) et “C*NK(C) =0, donc
“C¥ est une biadhérence si et seulement si K(C) est vide. Si C est fini, cette
condition est trivialement vérifiée. Si’alphabet est fini, on démontre que K(C)
n’est vide que si C est fini [23]. ®

Remarquons que les conditions Adh(C) = 0, Ladh(C) = @ et Biadh(C) =0
sont indépendantes quand ’alphabet est infini :

Exemples:

-Si A= {b. | n >0}, w=bbybs...et C = Fg(w),on a:
Adh(C) = {w}, Ladh(C) = Biadh(C) = 0.
-SiA={a}u{b,|n>0}et C={ba"|n >0} 0na:
Adh(C) = 0, Ladh(C) = “a, Biadh(C) = “a*.
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wa

Ladh(C).C<*™.Adh(C)
“C.Adh(C)
Ladh(C).C2*™.Adk(C)
Ladh(C).C¥

FIG. 7.1 - Représentation de Biadh(C*)

Corollaire 7.2.4 Si C est un code a délai de synchronisation borné, on a:
“C*¥ = Biadh(C")— (Biadh(C) U Ladh(C).AdR(C") U Ladh(C*).Adh(C) )
et 7=1(“C%) est un Gs-langage de AZ.

Preuve: De larelation : Biadh(C*) = “C* |J K(C), ot la réunion est disjointe,
on déduit la formule annoncée.
On en déduit aussi que, dans AZ, on a: Biadh(C*) = =~1(*C¥)|J K'(C),

ol la réunion est disjointe et ot K'(C) =

| 0" (Zadh(C)#Adh(C*)) | ] o™ (Ladh(C*)#Adh(C))| | Biadh(C) .

neZ nez

K'(C) est une réunion dénombrable de fermés. Le langage de AZ: n~1(“C¥)
est donc la différence entre le fermé Biadh(C*) et son F,-sous-ensemble K'(C),
c’est donc un Gs-langage. o

La formule donnée ne permet pas d’affirmer que “C% est un Gs-langage
de “Av“. Il se peut méme en fait que “C* n’en soit pas un, et donc que “C¥

differe de ((“AC'A%.

Exemple: Le code C = a*b est a délai de synchronisation 1. Clairement “ab”
appartient a [|“AC'A“ mais pas & “C".

Si “C% était un Gs-langage, K(C) = “abA“ + “ Aba” + “a* serait un F,-
langage: K(C) = UF;. Le mot “a(ba)* appartiendrait & un fermé F;. Le mot
“(ba)“ appartiendrait aussi a F;, donc a K(C), ce qui n’est pas le cas.
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Dans cet exemple, “C* est une bilimite : “C* = Bilim(b(a*b)*). La question
suivante vient alors naturellement : si C est un code a délai de synchronisation
borné, le langage “C* est-il une bilimite? Le résultat suivant renforce ’analogie
avec les codes a délai de déchiffrage borné.

Théoréeme 7.2.5 Si C est un code a délai de synchronisation borné, “C*“ est
une bilimite. Plus précisément, si m est un délai de synchronisation de C),
pour tout i > m, posons P, = C' — C'At, S; = C' — AYC*, G; = S;P; et
G = Ui>mGi, on a: “C* = Bilim(G).

Preuve : Montrons d’abord Pinclusion: “C¥ C Bilim(G). Soit (¢s)nez une
suite de mots de C, et considérons le Z-mot w défini par wy = coerc;... €t
w_ = ...c_aC_;. Pour tout 1 > m, cyc;...c;_; est de la forme u;z ou u; € P,
z € A* et |u;| > i. De méme, c;...c_2c_; = yv; ol v; € S; y € A* et |vy| > .
Clairement w appartient a la bilimite de G. :

Pour montrer Pinclusion: Bilim(G) C “C¥, nous remarquons d’abord le
fait suivant :
Fait: Si un élément de C"* est facteur gauche strict d’un élément de P,, alors
1 < n.
Soit w un Z-mot bilimite d’une suite strictement croissante (r,),en d’éléments
de G. Pour tout n, il existe 7,, et une factorisation de r, tels que r, = v, u,,
v, € S, et u, € P, ; il existe aussi une suite strictement croissante (p,)nen
et une suite strictement décroissante (g,)nen telles que wlg,pn[= r. pour
tout n. Considérons trois indices successifs n,n + 1,n + 2, et les découpages
induits sur w par r,, Tn41, Thy2; posons en particulier: w(g,41,q.]= z et
W[Pn, Prs1[= y- On a soit v, < vn4q, s0it v,y < zv, . Pour des raisons
de symétrie, nous n’étudierons que ce dernier cas. Puisque le délai de synchro-
nisation de C est m et d’apres la proposition 7.1.2, les découpages sur C de
W[Gn+1, Pr+1[ €t de w[gn, pn[ coincident au moins pour les 2(i,, — m) facteurs
CentrauX: C_; 4myeees €15 €0y +eey Cin—m—1 d€ Vypt,. De méme, les découpages sur
C de w[gn+2, Pry2| €t de W[gn41, Pri1| coincident au moins pour les 2(z,41 —m)
facteurs centraux: ¢/_;, . 4my-s€-1,C0500y Cipy1om—1 d€ Unprtinyr. Il existe
h tel que: cojqm = ChyeersCot = Chtinem=1,60 = Chtin—my ey Cipmma1 =
¢ h42(3in-m)-1- Nous allons montrer que i,43 > i, et que h vérifie —ip 1 +m < b
et h4+2(i,—m)—1 < 2,41 —m—1. Ceci signifie que, pour les facteurs reconnus,
il y a un gain de 1 facteur au moins a droite et & gauche, quand on passe de
I'indice n a 'indice n + 1.
Dans le cas considéré, il est clair que:
- soit h > 0 et, d’apreés le fait remarqué, i,y > b+ (i, —m)+1i,, donc tnyq > iy,
et h vérifie la propriété annoncée;
- soit —i, + m < h < 0 et, d’apres le fait remarqué, 1,49 > i, + (i, — m) + A,
donc ¢,41 > i, et donc h vérifie la propriété annoncée.
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Il nous reste a montrer que w représente un élément de “C*. Sans perte
de généralité, on peut supposer que ug est facteur gauche de w; et vy facteur
droit de w_. En considérant I'indice 1 et puisque le code est a délai de synchro-
nisation borné, on voit que, si w représente un élément de “C¥, alors w, € C¥
et w_ € “C.

D’apres la démonstration précédente, a chaque pas on obtient un facteur
gauche de w, : d,, € C", et d,4y € d,C; il s’ensuit que wy = Lim(d,) appar-
tient a C*. De méme, on voit que w_ € “C. Donc w représente un élément de

“C«. o

7.3 Etude du cas rationnel

Nous avons vu qu’un code C a délai de synchronisation borné m est un
Z-code qui vérifie F(C)N C?*™ = . Dans le cas rationnel, Lassez, Restivo et
Do Long Van ont démontré la réciproque [53] [34] [27]. Nous rappelons cette
caractérisation :

Proposition 7.3.1 Soit C un langage rationnel inclus dans A*. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) - C est un code a délai de synchronisation borné
(2) - C est un code circulaire vérifiant: 3p >0 F(C)NC?P =0.

L’objet de la proposition suivante est de donner une caractérisation en
termes de mots infinis.

Nous avons vu qu’un code a délai de synchronisation borné vérifie la condi-
tion: “C*NK(C) = 0. Cette condition ne suffit pas pour qu’un code rationnel
C soit a délai de synchronisation borné: le code fini {a,ab,bb} n’est pas un
Z-code.

Un code a délai de synchronisation borné est un Z-code. Mais un Z-code,
meéme rationnel, peut ne pas étre a délai de synchronisation borné. Si C =
ab*d 4+ a + b, le délai ( de déchiffrage) de a est infini.

Dans le cas non rationnel, un Z-code vérifiant la condition: “C*NK(C) =
@ peut ne pas étre & délai de synchronisation borné (ni méme fini):

Exemple: Le langage C = {a} U c*b U {a(c"b)"d | n > 0} est un Z-code,
non rationnel, vérifiant la condition: “C“ N K(C) = @ . En effet, Ladh(C) =
“eb U “cbd, Adh(C) = ¢“ U ac®, Biadh(C) = “c* et aucune puissance de ¢
n’est dans C. Cependant, le délai de a est infini.

Cependant, on a:
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Proposition 7.3.2 Soit C un langage rationnel inclus dans A*. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

(1) - C est un code a délai de synchronisation borné
(3) - C est un code circulaire vérifiant: “C*NK(C) =0 .

Preuve :

- (1) = (3): Si C est un code (rationnel ou non) & délai de synchronisation m,
c’est un Z-code donc un code circulaire (propositions 7.1.1 et 4.6.2). De plus,
on vient d’établir & la proposition précédente que “C*NK(C)=10.

- (3) = (1) Considérons un code circulaire rationnel C, un automate §o ad
hoc pour C et son automate dérivé Q = (@, 9o, g0, R). L’automate € reconnait
“(C%. Soit m son nombre d’états.

Supposons que C ne soit pas & délai de synchronisation m. Nous allons
montrer que “C*NK(C)#0.

Il existe f, f' € A*, v1,vq,..., V21 € C tels que fvy..v9,, f' € CY, fv;...0,, &
C* ou vpy1...v2m f' € C*. Sur lautomate il existe une lecture de go & o du
mot w = fv1...vsm f'. Dans cette lecture, notons ¢;, (resp. ¢;;) I'état atteint
apres la lecture de f (resp. fv...v;). Il existe des entiers j,j',k, k' tels que
0<j<j/<m<k<k <2metgqg =q, ¢ = ¢, Posons z =
Vjt1..Vj 5, Z = Vjrg1..0k €6 Y = Vgyy...0p. Le mot w de C* a une unique
C-factorisation: w = wug...u, ou u; appartient a C pour tout i. Dans cette
factorisation, on note u,...u, (resp. uy...u,) le plus court mot qui recouvre
(resp. y). Selon les positions respectives de p, ¢, p', ¢’, on a des schémas différents
et le mot “zzy“ qui appartient a “C* appartiendra aussi & K(C). En effet:
-sip=gq=p =¢,“zzy" appartient & Biadh(C),

-sip=¢q<p <q,“zzy” appartient & Ladh(C).C",

-sip=gq<p =¢,“zzy” appartient a Ladh(C).C*Adh(C),

-sip< g <p =¢q,“zzy” appartient & “C.Adh(C),

-le cas p < ¢ < p' < ¢ ne se produit pas. En effet, si p < ¢ < p' < ¢,
“zzy“ a deux C-décompositions; C étant circulaire, ces décompositions sont
confondues et ¢;; = ¢;, = ¢o. On en déduit que fv;...v; appartient & C* et
donc fvi...v, aussi. De méme, vpmqy...02 f' appartient 3 Ct. Cela contredit
les hypotheses. o

Remarquons que I’on vient de démontrer que le délai du code est au plus
le nombre d’états de I’automate ) considéré.

Ici encore, comme dans le cas des codes a délai borné, nous avons des
corollaires immédiats.

Corollaire 7.3.3 Tout code circulaire fini est a délai de synchronisation
borné.

Preuve: K(C) est vide quand C est fini. o
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Corollaire 7.3.4 On peut décider st un langage rationnel est un code a délai
de synchronisation borné, et donner un majorant de ce délai.

Preuve: On sait décider si un langage rationnel C est un code circulaire et si
le langage rationnel bi-infinitaire “C¥ N K(C') est vide ou non.

Si C est un code a délai de synchronisation borné, le nombre d’états de
l’automate dérivé d’un automate pour C majore le délai de synchronisation de

C.o

A propos des caractérisations 7.3.1 et 7.3.2, on peut se demander si la
seconde ne se déduit pas facilement de la premiére, d’autant plus que les
preuves des conditions nécessaires sont simples, et celles des conditions suffi-
santes nettement plus compliquées. Nous verrons qu’en fait, cela peut se faire,
mais ce n'est pas immédiat.

Remarquons cependant que la seconde caractérisation, d’une autre nature
que la premiére (puisqu’elle fait intervenir les mots bi-infinis) est, en un certain
sens, plus intéressante que celle-ci. En effet :

- ces caractérisations different par le nombre de quantificateurs,

- I'implication: (2) = (3) se démontre aisément par contraposition,

- Pimplication: (3) = (2) ne semble pas simple & démontrer. Le moyen le plus
économique semble étre: (3) = (1) et (1) = (2),

- Pimplication: (3) = (2) nécessite ’hypothése de rationnalité (voir ’exemple
ci-apres),

- la condition (2) est vérifiée par un code a délai de synchronisation borné (il
suffit de prendre p = 2m), mais elle peut ne pas I’étre par un code a délai de
synchronisation fini (voir I’exemple ci-apres).

Comme condition suffisante, la propriété (3) est donc plus intéressante que
la propriété (2).

Exemple: Le langage C = ¢*b U {a(c"b)*d | n > 0} est un Z-code, donc
un code circulaire, non rationnel, ne vérifiant pas (2). Cependant, il vérifie
(3) puisque Ladh(C) = “cbU “cbd, Adh(C) = ¢* U ac’, Biadh(C) = “c* et
aucune puissance de ¢ n’est dans C. Donc 'implication: (3) = (2) nécessite
I’hypotheése de rationnalité. D’autre part, C est a délai de synchronisation fini
(au sens R'.: m(a(c"b)*d) = p(a(c*b)"d) = 0, m(c"b) =1, m'(c*b) = n —1).

Cependant, on a le lemme suivant dont le résultat aurait pu servir a4 démon-
trer la proposition 7.3.2.

Lemme 7.3.5 Soit G un langage rationnel inclus dans A*. Les conditions
suivantes sont €quivalentes :

(2°) - G vérifie: Ip>0 F(G)NGP =10

(3’) - G vérifie: “G*NK(G) =40,

(4} - G vérifie: “G“ N Biadh(G) =0 .
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Preuve : (3’) = (4’) est évident.

(2’) = (3’) se démontre par contraposition, exactement comme le corollaire
7.2.2 (méme si G n’est pas rationnel).

(4’) = (2’) se démontre aussi par contraposition :

Soit G un langage rationnel et @ = (@, go, g0, R) I'automate dérivé d’un
automate ad hoc pour G. Soit d le nombre de ses états. Si (2’) n’est pas
vérifiée, pour tout p > 0, il existe v_p,...,v_1,01,...,0p,t4, € G tels que w, =
V_p...V_1V1...0, € F(u,); notons: u, = ryw,s,. Considérons une lecture réussie
des mots v_p, ..., v_1, V1,..., 0, €t u, sur .

On peut toujours choisir les mots v; de longueur plus petite que d*. En effet,
si ce n’était pas le cas, le mot v; pourrait s’écrire ¢12,¢3 ol les états atteints
apres avoir lu rpv_p...vj_1t; et rpv_p..v;_1t1ts dans la lecture considérée du
mot u, sont égaux, et ou les états atteints apres avoir lu ¢, et #,¢, dans la
lecture considérée du mot v; sont égaux; on pourrait alors remplacer v; par
t,ts.

Le nombre de v, et de v_; possibles est donc fini. Il existe une infinité de p
ayant le méme couple (v_1,v;). On choisit un tel couple (v-1,v:) et on note J;
I’ensemble infini des p qui lui correspondent. Par récurrence, on peut choisir
un couple (v_,,v,) tel que 'ensemble J, des p € J,,_; qui correspondent a ce
couple soit infini. On construit ainsi un mot bi-infini w = ...v_jyv_;v;v,... de

“G“, dont tous les facteurs v_y,...v_1v;...v, appartiennent & F(G). Ce mot w
est dans Biadh(G). On a donc: “G* N Biadh(G) #0 . e

On obtient donc le théoréeme suivant :

Théoréme 7.3.6 Soit C un langage rationnel inclus dans A*. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

- C est un code a délai de synchronisation borné

- C est un code circulaire vérifiant: Ip>0 F(C)NCP =0

- C est un code circulaire vérifiant: “C*¥ N Biadh(C) =0 .
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Chapitre 8

Etude du cas fini

Nous avons vu, au chapitre 4, que les familles de codes étudiées sont dis-
tinctes. Dans le chapitre 5, nous avons étudié les familles de codes rationnels
correspondantes. Quand c’était possible, nous avons donné des exemples de
codes finis pour les distinguer. Cela est possible sauf dans deux cas; en effet:
- les w-codes finis sont & délai borné,

- les Z-codes finis sont a délai de synchronisation borné.

Par contre, la famille des biw-codes finis se distingue bien des autres fa-
milles. Cela est sans doute en relation avec les faits (déplorables) suivants:

- Pensemble des mots bi-infinis qui ont plusieurs factorisations sur un langage
fini donné n’est pas toujours rationnel,

- ’ensemble des mots bi-infinis qui ont plusieurs décompositions mais une seule
factorisation sur un langage fini donné n’est pas toujours fini.

Dans la plupart des cas, pour deux familles de codes finis distinctes, nous
donnons un exemple de code & trois éléments pouvant les distinguer. Dans ’'un
des cas, nous n’avons pas d’exemple; ceci nous meéne & émettre la conjecture
suivante: tout code pur a trois éléments est un 7-code.

Nous étudions ensuite les codes & deux éléments. Sur la base de résultats de
A. Lentin, M. P. Schutzenberger [38], de E. Barbin Le Rest et M. Le Rest [1],
nous caractérisons les diverses familles de codes a deux éléments et nous dé-
nombrons les décompositions des mots bi-infinis sur les codes a deux éléments.

8.1 Codes finis et codes a trois éléments

Nous rappelons les inclusions existant entre les différentes classes de codes
finis étudiées.

Théoreme 8.1.1 Le schéma suivant concerne les codes finis, les implica-
tions y sont strictes et il n’y a pas d’autres implications que celles indiquées :
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Pour les codes finis:

c. d. syn. borné

0

Z-code & code circulaire = code pur
Y Y

biw-code & code fortement précirculaire = code précirculaire
Y Y

w-code & code faiblement préfize = w-code

g

c. délat borné

ft fr

code préfize <« code bipréfize = code suffize

Les exemples qui ont permis d’énoncer ces résultats ont été choisis de car-
dinal inférieur ou égal & 3, sauf pour I'un d’entre eux. Nous les rappelons ici.

Exemples:

- le code préfixe C = {a, ba} n’est pas suffixe,

- le code bipréfixe et pur {ab, ba} n’est pas précirculaire,

- le biw-code bipréfixe {a, bab} n’est pas pur,

- le code précirculaire, de délai gauche 1 {a,a%ba,aba?ba} n’est ni un 7-code ,
ni pur,

- le code suffixe C = {ab, aba, ba’} n’est pas faiblement préfixe,

- le code précirculaire et bipréfixe C = {a?, ab, b*} n’est pas un biw-code,

- le w-code précirculaire C = {a, ba, b?} n’est pas un biw-code,

- le code suffixe précirculaire C = {c,abab,cab} n’est ni pur, ni fortement
précirculaire,

- le code pur {a,ab, cab, bca}, de délai gauche 1, n’est ni un 7-code, ni précir-
culaire,

Rappelons que ’ensemble des mots bi-infinis qui ont plusieurs factorisations
sur un langage fini donné n’est pas toujours rationnel, méme dans le cas d’un
code & trois éléments (par exemple pour le code C = {ab,ba,aa}. Du point
de vue qui nous intéresse, il semble donc que les codes a trois éléments ne se
différencient des codes finis que par la propriété suivante (démontrée par J.
Karhumaki) et éventuellement par la conjecture que nous proposons :

Proposition 8.1.2 [82] Tout code a trois éléments est ¢ délai de déchiffrage
borné vers la droite ou vers la gauche.

Conjecture 1 Tout code pur a trois éléments est un w-code.
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8.2 Codes a deux éléments

8.2.1 Codes et w-codes

Rappelons quelques caractérisations de certains codes a deux éléments.

Proposition 8.2.1 [{5] Soit C C A" un langage d deuz éléments u et v, les
conditions suivantes sont équivalentes:

- C n’est pas un code,

- uv = vu,

- Il eziste une puissance de u qui est une puissance de v,

- les racines primitives de u et de v sont égales.

Proposition 8.2.2 Tout code d deuz éléments est un code a délai borné.

Preuve: 1l suffit de démontrer qu’un code & deux éléments est un w-code.

Considérons C = {u,v} ol u et v sont primitifs et distincts. C est un
code. Si C n’est pas un w-code, on peut supposer que |u| > |v|. Soit n > 0 le
plus grand entier tel que v" < u. Posons u = v"™u’. Il existe un mot w de C¥
ayant une C-factorisation commencant par u et une autre commencant par v.
Si w = v¥, v est clairement un facteur gauche de v. Sinon, w = u... = vPu...
ou p > 0, donc w = v"u'... = vP*"u/... donc u’ est un facteur gauche de v, et
n > 0. On a alors w = v"u'v... = v**"/..., v étant primitif, ce n’est possible
que si v/ = €. D’ou u = v™, il y a contradiction.

Considérons C' = {u/,v'} ol v/, ou v, n’est pas primitif. Soient u et v les
racines primitives de u’ et v’. Si C’ est un code,on a: u # v, C = {u,v} est un
code a deux éléments, et donc C est un w-code. Si C' n’était pas un w-code,
C = {u,v} ne pourrait étre un w-code que si u = v. Donc C’ est un w-code. ¢

Remarquons que le délai d’un code & deux éléments peut étre quelconque.

Exemple: Le code C = {ab, (ab)"ba} est de délai n.

| 8.2.2 Biw-codes

Les travaux de A. Lentin et M. P. Schutzenberger, et ceux de E. Barbin
Le Rest et de M. Le Rest vont nous permettre d’étudier les biw-codes & deux
éléments. Voici une partie de leurs résultats:

Proposition 8.2.3 [88] Soit C C At un code d deuz éléments u et v, C est
un code pur si et seulement si u*v U v*u ne posséde pas d’élément imprimitif.
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Proposition 8.2.4 [38] Soit C C A* un code d deuz éléments u et v primitifs.
Dans utvUvtu il y a au plus un élément imprimitif . Il n’y en a pas si u et
v sont conjugués.

Proposition 8.2.5 [1] Soit C = {u,v}, ot u et v sont deuzr mots primitifs
non conjugués tels que |u| > |v|. S%l eziste un mot a de C*, de longueur
supérieure ou égale d 2|u| + 2|v|, qui a une C-interprétation non adjacente da
sa C-factorisation t alors:

- (u,u,u) n’apparait pas dans t,

- st (u,u) apparait dans t, a € (¢ + u + v?)v(v?v)*(c + u + u?) et u?v est
imprimitif,

- st (u,u) n’apparait pas dans t et si (u,v,...,v,u) y apparait (avec j fois v),
uv’ est imprimitif et a € v*(uv? ) uv*,

- 5t a = v"uv?, il eziste j tel que uv’ soit imprimitif, (v*)'a € Fg((uv’)?) et
a(v?)™! € Fd((viu)').

Lemme 8.2.6 Soient u et v deuz mots primitifs non conjugués. Le langage
C = {u,v} est un biw-code. Au plus un mot bi-infini a des représentants ayant
plusieurs C-décompositions.

Preuve: Soit w un Z-mot ayant plusieurs C-décompositions. Le langage C
est un code, donc un w-code et un &-code, donc ces décompositions ne sont
pas adjacentes (i. e. elles n’ont pas de point commun). Regardons I'une de ces
décompositions et la factorisation associée. Supposons que |u| > |v|. D’apres
la proposition précédente, (u,u,u) n’y apparait pas.

Si (u,u) y apparait, u’v est imprimitif, et tout facteur de w, apparte-
nant a C* et apparaissant dans la décomposition considérée est de la forme
(€ + u + u?)v(uv)*(e + u + u?). La factorisation considérée ne peut étre que
“(u, u,v)“ et alors w est un représentant de “(u?v)®.

Si (u,u) n’apparait pas, et que (u,v,...,v,u) apparaisse (avec j fois v),
uv’ est imprimitif, et tout facteur de w, appartenant a C* et apparaissant
dans la décomposition considérée est de la forme v*(uv’)*uv*. La factorisa-
tion considérée ne peut étre que “(u,(v)?)“ et alors w est un représentant de
“(uv?)¥. '

Si la factorisation considérée était “(v),u, (v)¥, il existerait j tel que uv? soit
imprimitif, et tout facteur de w, assez long, appartenant a C* et apparaissant
dans la décomposition considérée ferait apparaitre deux u. Ce cas ne se présente
donc pas.

Comme il ne peut y avoir qu’un élément imprimitif dans utv U uvt, les
cas considérés sont exclusifs, c’est-a-dire que toutes les décompositions de w
relevent du meme cas. Il s’ensuit que le mot bi-infini de représentant w est
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unique, et qu’il n’a qu’une seule C-factorisation. e

Corollaire 8.2.7 Soient u et v deuzr mots primitifs non conjugués. Le langage
C = {u",v?} est un biw-code. Au plus trois mots bi-infinis ont des représen-
tants ayant plusieurs C-décompositions.

Preuve: D’apres le lemme précédent, Co = {u,v} est un biw-code. Le langage
C est composé de ce code par le biw-code sur Palphabet {a,b}: {a",b"}. C est
donc un biw-code et tout mot a au plus une C-factorisation.

Supposons que |u| > |v|. Soit w un Z-mot ayant plusieurs C-décomposi-
tions. Le langage C est un w-code et un &-code, donc ces décompositions ne
sont pas adjacentes. Si il existe un u" et un v? dans la C-factorisation de w,
d’apres la proposition 8.2.5 et la démonstration du lemme précédent, ce n’est
possible que dans les cas (exclusifs) suivants:

-n =2,p = 1,u’v est imprimitif, la C-factorisation est “(u,u,v)” et w est un
représentant de “(u?v)¥,

- n = 1,uv® est imprimitif, la C-factorisation est “(u,v,...,v)* (ou v apparait
p fois) et w est un représentant de “(uv?)“.

Si u™ n’apparait pas dans la C-factorisation de w, w est un représentant de
“u“ qui differe du mot précédent, et w a n C-décompositions associées a son
unique C-factorisation “(u™).

De méme si vP n’apparait pas dans la C-factorisation de w, w est un
représentant de “v“ qui differe des mots précédents et w a p C-décomposi-
tions. e

Théoréme 8.2.8 Soit C C A* un langage a deuz éléments u et v, les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

1 - C est un code précirculaire,

2 - C est un biw-code,

3 - les racines primitives de u et de v ne sont pas conjugudes,

4 - pour tout i, pour tout §, u* et v’ ne sont pas conjugués,

5 - pour tout conjugué u' de u, ensemble {u',v} est un code d deuz éléments,
6 - pour tout conjugué u' de u, Uensemble {u',v} est un biw-code @ deuz
eléments.

Preuve: 6 = 5 et 2 = 1 sont immédiats.

L’équivalence: 3 < 4 se déduit aisément de la proposition 8.2.3.

5 => 3: Si {v/,v} est un code, les racines de u’ et v sont différentes.

1 = 5:Si {v/,v} n’est pas un code, il existe i et j # 0 tels que u”" = v?. Alors
u’ et v7 sont des factorisations différentes de mots conjugués, donc {u, v} n’est
pas un code précirculaire.

3 = 2: C’est le lemme précédent.

5=>6parcequed =>3et5H=20
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Corollaire 8.2.9 Un code pur a deuz éléments qui vérifie la propriété R, est
a délai de synchronisation borné.

Preuve: Il suffit de démontrer qu’un code pur: C = {u,v} ou u et v sont
conjugués ne peut vérifier une condition R,. Posons u = zy et v = yz. Pour
tout m > 0, le mot “uv?™*y¥ = “uyu?™zu* appartient 3 “C* mais le mot
“uyu™ n’appartient pas & “C, donc m n’est pas un délai de synchronisation
pour C. e

8.2.3 Z-codes

De ’étude des biw-code, on peut déduire une caractérisation des codes
circulaires a deux éléments.

Proposition 8.2.10 Soit C C At un langage ¢ deuz éléments u et v, C est
un code circulaire (ou un Z-code, ou un code & délai de synchronisation borné)
st et seulement si les deuz propriétés suivantes sont vérifiées:

- u*v Uv*u ne posséde pas d’élément tmprimitif,

- u et v ne sont pas conjugueés.

Preuve: Un code circulaire, c’est un code précirculaire pur. Il suffit d’utiliser
les résultats des propositions 8.2.1, 8.2.3 et 8.2.8. o

Do Long Van, Nguyen Huong Lam et Phan Trung Huy ont montré ce
résultat sous la forme plus précise. Cet énoncé peut aussi étre obtenu a partir
de la proposition 8.2.5.

Théoréme 8.2.11 [27] Soit C C At un langage d deuz €léments u et v ot
lu] < |v|, C est un Z-code si et seulement si aucune des propriétés suivantes
n’est vérifice :

- u ou v est imprimitif,

- v2u est un carre,

- vu' est imprimitif pour un ¢ < IIZJI +1,

- u et v sont conjugués.

8.2.4 Dénombrement

On a dénombré les mots bi-infinis ayant plusieurs décompositions sur un
biw-code & deux éléments, on peut aussi dénombrer les mots bi-infinis ayant
plusieurs factorisations sur un langage a deux éléments.

Proposition 8.2.12 [1] Soit C = {u,v}, ot u et v sont deuz mots primitifs
conjugués. Le mot uv n’a qu’une seule C-interprétation, celle qui se déduit de
sa C-factorisation.
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Proposition 8.2.13 Considérons le code C = {u®,vP} ot u et v sont deuz
€léments primitifs conjugués distincts. Seul le mot “u“ a des représentants
ayant plusieurs C-décompositions; ce mot a ezactement deuz C-factorisations
et ses représentants ont (n + p) C-décompositions.

Preuve: Le mot “u“ coincide avec “v“ et a donc au moins deux C-factorisa-
tions et (n+p) C-décompositions.

Considérons un Z-mot ayant une ou plusieurs C-décompositions. Si u” et
vP apparaissent dans ’'une des C-factorisations associées, (u", v?) ou (v?,u") y
sont des facteurs. D’apreés la proposition précédente, et puisque |u| = |v], les
C-décompositions coincident. Donc seul les représentants du mot “u“ peuvent
avoir plusieurs C-décompositions, et ses seules C-factorisations sont “(u)* et
“(v)“. A la premiere sont associées exactement n C-décompositions et a la
seconde p C-décompositions. e

8.2.5 Résultats

Les tableaux suivants résument les résultats.
Proposition 8.2.14 Le schéma sutvant concerne les codes & deux éléments,
les implications y sont strictes et il n’y a pas d’autres implications que celles

indiquées :

Pour les codes & deux éléments:

c. d. syn. borné

g

Z-code & code circulaire = code pur
Y Y |

biw-code & code fortement précirculaire & code précirculaire
2 Y

w-code & code faiblement préfize & 7-code & code

i

c. délai borné

ft ft

code préfize <& code bipréfize = code suffize

Théoréeme 8.2.15 Le tableau suivant concerne les codes & deux éléments,
C = {u™, v’} ot u et v sont primitifs. La premiére colonne donne les mots



100 CHAPITRE 8. ETUDE DU CAS FINI

ayant plusieurs C-factorisations, la deuziéme le nombre de leurs C-factorisa-
tions, la troisiéme les mots dont les représentants ont plusieurs C-décomposi-
tions et la quatrieme le nombre de ces C-décompositions. Si utvUuvt a un
élément smprimitif, celui-ci est noté u'v’, et q est tel que u'v’ = Vuivi . Si
utv U uvt n'a que des éléments primitifs, la ligne correspondante du tableau
disparait.

Z-code
il Tt n
biw-code non Z-code “v P
') ] g
code non biw-code | “u“ | 2 Wy n+p
non code m#p) |“u“ ] oo| “u* oo




Chapitre 9
Composition ; Maximalité

Ce chapitre est un catalogue des propriétés que I’on peut obtenir, pour les
codes que nous étudions, dans le domaine de la composition et de la maxima-
lité, & partir de démonstrations exemplaires. Il n’y a donc ici pas beaucoup
d’innovation.

En ce qui concerne la composition des codes, nous avons repéré les familles
de codes pour lesquelles la composition de codes composables est une opération
interne. Curieusement, une seule famille étudiée n’a pas cette propriété: celle
des 7-codes.

Soit P une propriété et C un code vérifiant la propriété P. Peu de résultats
sont acquis en ce qui concerne la détermination d’un code maximal parmi les
codes vérifiant P et contenant C. L’utilisation du lemme de Zorn ne donne
qu’un théoreme d’existence, et ne marche pas pour toutes les propriétés. Le
probléme est cependant résolu pour certaines familles de codes (pour les codes
préfixes et les codes a délai borné [14]). Pour d’autres familles, le probléme est
résolu, au moins dans le cas des codes minces, par la construction de Ehren-
feucht et Rozenberg d’un code complet contenant un code donné. Ceci n’est
pas nouveau, et a déja été remarqué, pour les codes rationnels par exemple,
les codes circulaires [8], précirculaires [21], les w-codes (communication privée
de L. Staiger) . Nous avons ici rapporté les résultats qui s’obtiennent de cette
fagon. '

Parmi les familles de codes étudiées, si on se limite aux codes rationnels,
il n’y a que deux familles (celle des codes bipréfixes et celle des codes & délai
de synchronisation borné) pour lesquelles il n’y a pas actuellement de réponse
satisfaisante. Pour cette derniere famille, par analogie avec celle des codes a
délai borné, on peut espérer qu’on pourra (méme si le probléme parait difficile
pour l’instant) construire un code, maximal parmi les codes de la famille,
contenant un code de la famille (méme non rationnel) donné.

101
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Pour simplifier les notations, nous donnons la définition suivante:

Définition 9.0.1 Soit P une propriété qui peut étre vérifiée par certains lan-
gages de mots finis. Nous dirons qu’un code C est un P-code si C vérifie la
propriété P.

9.1 Composition des codes

Une méthode intéressante de construction de codes est la composition. En
fait, la composition permet d’obtenir des codes de plus en plus compliqués. Le
travail inverse de décomposition des codes est aussi important, mais nous ne
I’étudierons pas ici.

Définition 9.1.1 Soit C un langage inclus dans A* et ¢ : A* — B* un
morphisme de codage pour un langage D inclus dans B*. Le langage ¢(C) est
appelé composé de C par ¢ et noté C oy D

Notons A’ Palphabet de C. La condition d’existence d’un langage de la
forme C o4 D est qu’il existe une injection ¢ de A’ dans D. Seule la partie
de D constituée des mots de ¢(A’) est utile dans la construction de ¢(C). On
pourra donc supposer (si besoin) que le morphisme de codage de D est défini
sur 'alphabet de C.

Proposition 9.1.1 Soit C un langage tnclus dans At et ¢ : A — B* un
morphisme de codage pour un langage D. Pour les propriétés P suivantes:

- étre un code,

- étre un code préfize,

- étre un code suffize,

- élre un code bipréfize,

- étre un biw-code,

- étre un w-code,

- étre un code précirculaire,

- étre un code pur,

- étre un code circulaire,

- étre un Z-code,

- étre un code faiblement préfize,

- étre un code fortement précirculaire,

- étre un code & délai de déchiffrage borné,

- élre un code a délai de synchronisation borné,

si C et D sont des P-codes, ¢(C) est un P-code.

Preuve: Considérons un morphisme de codage ¢ : X* — A* pour C. L’appli-
cation composée ¢ 01 est un morphisme de codage pour ¢(C). La propriété P
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se traduit dans chaque cas par une propriété Q des morphismes de codage. Ces
propriétés @) ont été établies lors des chapitres précédents, ou sont immeédiates.

Le résultat découle alors de la stabilité des propriétés Q par composition.
Cette stabilité est assez claire dans la plupart des cas (par exemple, elle est
immédiate quand @ est une propriété d’injectivité). Nous ne la démontrerons
ici que dans les cas plus délicats des codes a délai de déchiffrage borné et des
codes & délai de synchronisation borné. Pour ceux-ci, si ¢ est un délai pour C
et d un délai pour D, (c+ d) est un délai pour ¢(C). ®

Lemme 9.1.2 Soit ¢ : A* — B* un morphisme de codage pour un langage D.
D est un code & délai borné d st et seulement si

Vh > 0 Va,ay,...,aq4,a’,d'y,...,a', € A
aa...ay) < ¢(d'd'y..d'y)) = a=d .
¢(aa;...a4) 1

Composition des codes & délai de déchiffrage borné: Considérons un
code C a délai de déchiffrage c, ¥ : X* — A* un morphisme de codage pour C,
¢ : A — B* un morphisme de codage pour un code D & délai de déchiffrage
d. Montrons que ¢(C) a pour délai ¢+ d.

Soient z,z;, ..., Zd4c, ', 2'1, ..., ') € X tels que:

¢Y(zzy...Taqe) < PP(z'z’y..2's) .

Posons: ¥(zz1...244c) = a1...0; €t

Y(2'z’y...2'y) = d'y...d,, ol les a;,a’; appartiennent a A.

Comme D a pour délai d, on a a; = a'; pour j € {1,2,...,t —d + 1}. Donc
Y(zz;...z;) < Y(z'z’y...2")), et C ayant pour délai ¢, z = z'. Donc ¢(C) a pour
délaic+d. o

Lemme 9.1.3 Soit ¢ : A* — B* un morphisme de codage pour un code D.
Les conditions suivantes sonl équivalentes:

- D est un code a délai de synchronisation borné d,
-Vp>1Va,a,..,a4,a",0'y,...,a'¢,by,....b, € A Vu,u’ € B*

uqS(al...qda'l...a'd)u’ = ¢(b;...b,) =

Ji u¢(al...ad) = ¢(b1...b,'), ¢(a’1...a'd)u' = ¢(b,‘+1...bp) N

-Vn > 0Vp > 1Va,a,..,a4,a’,d'y,...,d'4,a"1,...a"p, by, ..., b, € AVu,u’ € B*
ud(ay...aqa"1...a"a'1...a'q)u’' = @(by..by) = i ug(ay...a5) = ¢(b;...;) ,

é(a'y...a')u' = ¢(biynsr...by) €t Vh € {1,2,...,n} a" = by .
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Composition des codes & délai de synchronisation borné: Considérons
un code C a délai de synchronisation ¢, ¢ : X* — A® un morphisme de codage
pour C, ¢ : A* — B* un morphisme de codage pour un code D a délai de
synchronisation d. Montrons que ¢(C) a pour délai ¢ + d.

Soient u,u’ € B*, ¢ > 0, T1y.eeyTdpesT'1500y Tdtes Y15 -, Yg € X tels que:

UY(T1.. - TapeT' 1T ac) 4 = SP(Y1.-.9,)

et posons:
n "
Y(z1...24) = ay...a4a";...a",
" ”
l/)($d+1...$d+c) =a t41.-:0
[ n "
Y(z'1..2';) = a"p41...0",
’ n ’ 14
Y(Z' 412 c4d) = @"rg1...0" 0 d's...d'a,
Y(y1..¥g) = by...by, ol les aj,a’;j,a";,b; appartiennent a A.
Le code D ayant pour délai d, on a:

3t ud(ay...aq) = ¢(by...b;), ¢(a'y...a'a)v’ = ¢(bipns1---bp)

et pour tout h de {1,2,...,n} @} = biyn -

Donc ¥(y1...y) = bi...bia"1...a" pbitnt1...bp. Comme $(z441...2d44.2'1...2'c) =
a’i41...d", ¢ étant un délai pour C, on a by...bia"...a" 1 Y(z441-..Tasc) € C*
et Y(z'y...2')a" v 41...0" nbiyny1...b, € C*. Par conséquent, b,...b,a"...a", € C*
et a'y41...0" b yngr..b, € C*. Or u.dp(zy...244.) = u.¢(ay...a4)¢(a"y...a",) =
&(b1...b;)¢(a"1...a",), et donc u.gy(z1...z4+.) appartient & ¢(C)*. De méme, on
démontre que ¢p(z'y...z'44.).u’ appartient & ¢(C)*, et donc ¢(C) a pour délai
d+c. e

Rappelons aussi que si C est un code rationnel (resp. fini) et D un code,
#(C) est un code rationnel (resp. fini).

Curieusement, le code composé de deux w-codes composables peut ne pas
étre un 7-code:

Exemple: Considérons le #-code C = {c,ca,aba,baa} et le morphisme ¢

défini par: ¢(a) = ac, ¢(b) = b, ¢(c) = c. Le code D = {ac,b,c} est préfixe,

donc c’est un 7-code. Mais ¢(C) = {c, cac, acbac,bacac} n’est pas un 7-code

puisque le mot (cacba)” a deux C-factorisations. Remarquons que C n’est pas

faiblement préfixe puisque le mot c(aba)* a deux C-factorisations.
Cependant, on a:

Proposition 9.1.4 Soient C C A* un code faiblement préfize et ¢ : A* — B*
un morphisme de codage pour un x-code D C A*. Le langage ¢(C) est un «-
code.
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Preuve: Considérons un morphisme de codage ¢ : X* — A* pour C, et deux
mots 2z et z' de X“ tels que ¢y(z) égale ¢p(2') et soit périodique. Puisque D
est un 7-code, ¥(z) = ¥(2’). Puisque D est un code, d’apres la proposition
1.2.5, ¢(z) est ultimement périodique. Le code C étant faiblement préfixe, on
aalors z=12". 9

Proposition 9.1.5 Soit C un langage inclus dans A* et ¢ : A* — B* un
morphisme de codage pour un langage D.

Pour les propriétés P suivantes:
- étre un code,
- étre un code préfize,
- étre un code suffize,
- étre un code bipréfize,
- étre un w-code,
- étre un code faiblement preéfize,
- étre un w-code,
- étre un code fortement précirculaire,
- étre un code précirculaire,
- étre un code pur,
- étre un code circulaire,
- étre un Z-code,
- étre un bw-code,
- étre un code de délai de déchiffrage d,
- étre un code de délai de synchromsatzon d,

st ¢(C) un P-code, C' est un P-code.

Preuve: Considérons un morphisme de codage ¢ : X* — A* pour C. Pour
chacune des propriétés considérées, le résultat s’énonce aussi: si ¢ o 1) vérifie
certaine propriété @) alors 1 vérifie Q. Et dans chaque cas, ce fait se vérifie
(presque) facilement. o

Pour toutes les propriétés considérées, on peut faire la remarque suivante:
méme si D n’est pas un code, (ou un P-code), ¢(C) peut étre un P-code.

Exemple: Le langage D = {a,ba,ab} n’est pas un code. Considérons C =
{aaba,c} et posons ¢(a) = a, ¢(b) = ba et ¢(c) = ab. Le langage ¢(C) =
{aabaa,ab} est un code bipréfixe, c’est aussi un Z-code fini donc un code &
délai de synchronisation borné.
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9.2 Maximalité

9.2.1 Plongement dans un code P-maximal

Définitions 9.2.1 Nous dirons qu’un P-code C inclus dans A* est un code
P-maximal si C est mazimal (pour la relation d’inclusion) dans l’ensemble
des P-codes inclus dans AY. Un code P-mazrimal est dit maximal gquand P
est la condition vide.

De fagon claire, tout P-code maximal est P-maximal. De méme, si la pro-
priété P' implique la propriété P, tout P’-code P-maximal est P-maximal. Les
réciproques semblent a priori fausses, mais la question reste ouverte dans la
plupart des cas. Par exemple, on ne connait pas de code circulaire-maximal (ou
précirculaire-maximal) non maximal [54]. Voici cependant un exemple mon-
trant que la réciproque est fausse pour certaines propriétés P et P’.

Exemple [8]: Posons A = {a,b},C = {wba!"! | w € A*}, Co = C — CA*. Le
code bipréfixe C, est préfixe-maximal, donc aussi bipréfixe-maximal, mais est
inclus strictement dans le code suffixe C, donc Cp n’est ni maximal, ni méme
suffixe-maximal.

La proposition suivante regroupe des faits résultant de 'utilisation du
lemme de Zorn.

Proposition 9.2.1 L’ensemble P(A) des P-codes inclus dans A* a des mazi-
mauz pour l'inclusion et tout élément de P(A) est inclus dans un P-code P-
mazimal dés que P est 'une des propriétés sutvantes:

- étre un code,

- élre un code préfize,

- étre un code bipréfize,

- étre un code suffize,

- étre un code circulaire,

- étre un code faiblement preéfize,

- étre un mw-code,

- étre un code fortement précirculaire,

- étre un code précirculaire,

- étre un code pur,

- étre un code de délai de déchiffrage d,

- étre un code de délai de synchronisation d.

Preuve: La preuve est basée sur le fait suivant: pour chaque propriété P
considérée, on peut exprimer qu’un langage C est un P-code par une formule
ne faisant intervenir qu’un nombre fini de mots de C.
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Par exemple, les mots de C intervenant dans la formule qui exprime que C
est un code: Vn > 0 Vp > 0 Vuy,uy, ..., tp, ¥1,02,...,Up € C

U Uz...Up = VV2...0p = U =¥,

sont les mots uy, Uy, ..., Un, V1, V2, ..cy Up.

Plus précisément, pour un langage C, le fait d’étre un P-code s’exprime
par une conjonction de formules du type suivant :
Vni,na,.,np >0 Vug, vg,...,u, € A* Vu,vs,..,0, €EC

Q(N1y e Tipy Uty ey Uy s Uty ey Uy ) = Q'(R1, elipy Uny ey Ungy, U1y eeey Uny )

ou @ est une conjonction d’égalités et Q' une propriété pouvant faire intervenir
des quantificateurs, des égalités et ’appartenance a C ou a C*.

Cette fagon d’exprimer la propriété P est claire quand P est 'une des

propriétés suivantes:

- étre un code,

- étre un code préfixe,

- étre un code bipréfixe,

- étre un code suffixe,

- étre un code précirculaire,
- étre un code circulaire.

C’est moins clair quand la définition des P-codes utilise des mots de C*,
mais c’est encore vrai puisqu’un mot de C* se factorise en un nombre fini de
mots de C. Par exemple, si ’'on exprime que C est un code pur: C est un code
(expression déja vue) qui vérifie:

Vu € A* Vn > 0Vp > 0 Vuy,uy,...,u, € C (u" = uguz..u, = ueCh).

Les mots de C intervenant dans cette derniére formule sont les mots u,, us, ...,
Up.
Cela donne le résultat quand P est 'une des propriétés suivantes:
- étre un code pur,
- étre un code faiblement préfixe,
- étre un 7-code,
- étre un code fortement précirculaire,
- étre un code de délai de déchiffrage d,
- étre un code de délai de synchronisation d.

Venons-en a la démonstration proprement dite. Considérons une chaine
(E:)ier croissante d’éléments de P(A). Nous allons montrer que la réunion E
des éléments de la chaine est un P-code. Pour chacune des formules consti-
tuant la définition des P-codes, considérons les mots de E intervenant dans
cette formule: v;,vy,...,v4. Pour tout j € {1,2,...,d}, il existe i; tel que v;
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appartienne a E;;, et donc {vy,vs,...,va} C Eunpi;li=12,.d)- S1 (v1,v2, ..., V4)
vérifie la propriété Q, comme E,p(i;|j=1,2,....d) €5t un P-code, (v, va, ..., vq) Véri-
fie la propriété @'. On en déduit que E est un P-code.

On conclut en utilisant le lemme de Zorn.

Les propriétés des codes qui n’ont pu étre étudiées de cette fagon sont les
suivantes:
- étre un Z-code,
- étre un biw-code,
- étre un w-code,
- étre un code a délai de déchiffrage borné,
- étre un code a délai de synchronisation borné,
- étre un code fini,
- étre un code rationnel,
- étre un P’-code rationnel (pour une propriété P’ de la liste des propriétés
étudiées).
Dans chacun de ces cas, la réunion E des éléments d’une chaine (E;)es
croissante d’éléments de P(A) peut ne pas étre un P-code. Les exemples sui-
vants permettent de s’en convaincre.

Exemples:

- Posons Cp, = {ab} U{ab"ab™*! | 0 < n < p} pour tout p > 0. La suite (C,)p>0
forme une chaine croissante. Pour tout p, C, est un code circulaire fini, donc
un code a délai de synchronisation borné. Mais le code C = | JC, n’est ni
rationnel, ni un w-code: le mot abab?ab®ab®... a deux C-factorisations.

- Posons Cp = {a™b" | 0 < n < p} pour tout p > 0. La suite (Cp)p>0 forme
une chaine croissante. Pour tout p, C, est un code bipréfixe fini, mais le code
C = |JC, n’est pas rationnel.

La proposition 9.2.1 de ce paragraphe n’est qu’un théoréeme d’existence.
De plus, elle n’est pas valable pour toutes les propriétés étudiées. Il serait plus
intéressant de savoir déterminer un P-code P-maximal contenant un P-code
donné. Ce probléme n’est en général pas résolu. Cela est fait cependant dans
certains cas:

Proposition 9.2.2 [8], [14], [16]. Pour tout P-code, ot P signifie : préfize,
resp. suffize, resp. a délai de déchiffrage d, on satt déterminer explicitement
un P-code P-mazimal qui le contient.

9.2.2 Plongement dans un code complet
Définition 9.2.2 Un code C inclus dans A* est dit complet si A* = F(C*).
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Savoir déterminer un P-code P-maximal contenant un P-code donné n’est
en général pas résolu. La recherche d’un code complet contenant un P-code
donné permet d’avancer dans ce probleme. Cependant, si tout code maximal
est complet (voir la proposition qui suit) [58] , la réciproque est fausse, et
méme un P-code complet peut ne pas étre P-maximal. Il suffit de considérer,
pour des propriétés P et P’ telles que P’ implique P, un P’-code P’-maximal,
non P-maximal. Nous en avons vu un exemple au début de la sous-section
précédente. Voici un autre exemple:

Exemple: Considérons le code D'y appelé semi-Dyck sur Palphabet A =
{a,b}. Le code C = D'y U{a} est circulaire; le code C = D', U{a?} est précir-
culaire ; donc D'y, qui est complet, n’est ni maximal, ni précirculaire-maximal,
ni circulaire-maximal.

Les résultats qui peuvent se déduire de la construction de Ehrenfeucht et
Rozenberg d’un code complet contenant un code donné sont regroupés dans
I’énoncé suivant. Remarquons que De Luca et Restivo ont démontré qu’un
code circulaire-maximal est complet [46] et que Capocelli a prouvé qu'un code
faiblement-préfixe-maximal est complet [17].

Proposition 9.2.3 Tout code P-mazimal est complet et pour tout P-code on
sait déterminer ezxplicitement un P-code complet qui le contient, dés que P est
une propriété de la liste suivante:

- étre un code [30],

- étre un code rationnel [30],

- étre un w-code,

- étre un code faiblement préfize,

- élre un w-code,

- étre un Z-code,

- étre un code circulaire,

- étre un biw-code,

- étre un code fortement précirculaire,

- étre un code précirculaire,

- étre un code pur,

- étre un P'-code rationnel (pour une propriété P’ de la liste des propriétés
“ précédentes),

Preuve: Dans le cas d’un alphabet & une lettre, les résultats sont immédiats:
si A = {a}, tout code est de la forme {a”} et est maximal et complet.

Dans le cas ou A a au moins deux lettres, la preuve découle de celle de A.
Ehrenfeucht et G. Rozenberg, pour toutes les propriétés P considérées.

En effet, si A a au moins deux lettres et qu’un P-code C n’est pas complet,
il existe un mot w ¢ F(C*). On peut choisir w sans bord, c’est-a-dire tel que:

Fg(w) N Fd(w) = {w,e}.
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Posons U = A* - C* — A'wA* et C' = C Uw(Uw)* et montrons que le
langage C' = C U w(Uw)* est un P-code complet. On sait déja que c’est un
code complet [30]. 11 reste & démontrer que C’ est un P-code.

Pour la propriété « étre rationnel », c’est immédiat.

Pour toutes les autres propriétés sauf « étre pur », on s’intéresse a 'unicité
de la C’-factorisation de certains mots (par exemple des mots infinis pério-
diques quand on étudie les 7-codes).

Remarquons que 'on a:

Yu,u’' € A* Va € w(Uw)* Vv,,v,,...,v, € C’

vau' = v1v5..0, = J a € F(v;), v1...v5- € Fg(u), viyy..v, € Fd(v') .

Donc dans toutes les C'-factorisations d’un mot donné (fini, infini ou bi-infini)
et dans toutes les C'-décompositions d’un Z-mot donné, les mots de w(Uw)*
sont fixés. Il ne reste plus alors qu’a factoriser sur C certains mots finis, infinis
ou bi-infinis, mots pour lesquels 'unicité de la C-factorisation est vérifiée car
C est un P-code.

Il nous reste la propriété « étre pur ». Considérons un élément u™ de C'*
et supposons n > 1; si u® € C+, u € C car le code C est pur. Si u” ¢ C*,
les mots de w(Uw)* qui interviennent dans sa C’-factorisation sont fixés, et se
retrouvent dans cette C'-factorisation a intervalles réguliers (apres translations
de longueur |ul), et ne peuvent donc étre & cheval sur plusieurs u consécutifs.
On peut donc décomposer u™ sous la forme: u® = ujaua’uz ou u; € C*,
u; € C'", a et o' € w(Uw)*, et uz € C*. Les positions de a et o’ sont fixées,
donc u s’écrit u;au’ya’uz ou ujoug, ou u'y € C'*. Donc u est dans C'*. o

Pour les autres propriétés, la construction précédente ne marche pas. C’est
évident pour les codes préfixes, suffixes ou bipréfixes, et V. Bruyére 1’a démon-
tré pour les codes a délai de déchiffrage borné [14]. Cependant, ’énoncé de la
proposition 9.2.3 reste vrai dans le cas des codes préfixes, suffixes et des codes
a délai de déchiffrage d. cela résulte des démonstrations de la proposition 9.2.2.

Pour les codes bipréfixes, seul un résultat partiel a été démontré: tout code
fini bipréfixe est inclus dans un code rationnel, maximal et bipréfixe [51]. Mais
le cas général n’est pas résolu [15].

Dans le cas des propriétés P suivantes:
- étre un code a délai de synchronisation borné,
- étre un code de délai de synchronisation d,
les questions étudiées a la proposition précédente restent ouvertes. On peut
remarquer que la construction d’Ehrenfeucht et Rozenberg ne marche pas en
général. Ce fait est une conséquence du travail de V. Bruyére sur les codes a
délai de déchiffrage borné. Si le code C' construit par Ehrenfeucht et Ro-
zenberg était a délai de synchronisation borné, il vérifierait la propriété:
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dp > 0 F(C')N C'" = @. Pour démontrer le contraire, il suffit donc d’exhi-
ber pour tout p un élément u de U tel que F(u) N C' # B. Ceci est fait dans
[14] pour la plupart des codes finis.

La propriété: « étre un code fini » n’a pas été étudiée ici. Clairement, un
code fini-maximal est un code maximal, donc un code complet. Mais le second
résultat de la proposition précédente est faux pour la propriété « étre un code
fini ». L’exemple suivant est de A. Restivo [54].

Exemple: Posons C = {a®, b, ab, ba’}. Tout code maximal contenant le code
C est infini, tout code complet contenant C est infini. On ne sait pas s’il existe
des codes a trois éléments vérifiant la méme propriéteé.

Rappelons que la décidabilité de ’existence d’un code fini et maximal conte-
nant un code fini donné reste une question ouverte [15).

9.2.3 Plongement dans un code maximal
Définition 9.2.3 Un code C inclus dans A* est dit mince si F(C) # A*.

Le plongement d’un P-code dans un P-code maximal est résolu par la
proposition 9.2.3 dans le cas des codes rationnels et des codes minces. En effet,
nous avons:

Proposition 9.2.4 Tout code rationnel est mince.
Pour un code mince, les propriétés « étre un code mazimal » et « étre complet »
sont équivalentes [58].

On déduit de la proposition 9.2.3 les deux résultats suivants.

Proposition 9.2.5 Pour un P-code mince C, quand P est ’une des propriétés
étudiées a la proposition 9.2.3, les propriétés suivantes sont équivalentes:

- C est un code marimal,

- C est P-mazimal,

- C est complet.

Théoréme 9.2.6 Pour les propriétés P étudiées a la proposition 9.2.8, tout
P-code mince (resp. rationnel) est (effectivement) inclus dans un P-code mince
(resp. rationnel), mazimal en tant que code.

Quand les codes considérés ne sont pas minces, un P-code P-maximal (qui
est donc complet) peut a priori ne pas étre maximal. Nous en avons vu un
exemple dans le cas des codes préfixes et bipréfixes. Mais la question reste
ouverte pour d’autres propriétés (dans le cas des codes circulaires et précircu-
laires, par exemple).
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Chapitre 10

Générateurs de langages
bi-infinitaires

L’objet de ce chapitre est d’ébaucher une étude de la famille des ensembles
générateurs d’un langage de mots bi-infinis donné.

Il s’agit d’abord de savoir ce que 'on entend par générateur d’un langage
de mots bi-infinis L. Plusieurs facons de voir les choses coexistent.
1) un générateur de L peut étre un langage G de mots finis, infinis ou bi-infinis
tel que L = *G® NYAY, ou G désigne 'ensemble des mots obtenus par
concaténation (finie ou non) de mots de G;
2) un générateur de L peut étre un langage G de mots finis, infinis ou bi-
infinis tel que L = G* N“ A%, ou G* désigne ’ensemble des mots obtenus par
concaténation finie de mots de G ;
3) un générateur de L peut étre un langage G de mots finis tel que L soit la
fermeture de “G¥;
4) un générateur de L peut étre un langage G de mots finis tel que L = “G“.

Les deux premiéres notions ne semblent pas avoir été étudiées. La premiére
est cependant liée a la notion de « code bi-infinitaire strict » et la seconde a
celle de « code bi-infinitaire », notions définies et étudiées par Do Long Van et
coll. [26], [25], [28]. Un « code bi-infinitaire strict » (resp. « code bi-infinitaire »)
est en effet un ensemble C' de mots finis, infinis ou bi-infinis tel que tout mot
de ® A% a au plus une C-factorisation (resp. C-factorisation finie).

Les notions de générateurs qui s’apparentent aux deux premiéres notions,
et qui ont été étudiées sont celles de générateurs, au sens des monoides, de
langages L inclus dans ® A* ou A®, c’est-a-dire de langages G tels que L = G*.
On peut citer & ce sujet les travaux de I. Litovsky [43] et Do Long Van et coll.
[28].

La troisieme notion releve de la dynamique symbolique, et ne s’intéresse
qu’a la génération de langages fermés.

113
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L’objet de la dynamique symbolique est ’étude de systemes abstraits, ap-
pelés systémes dynamiques symboliques, qui sont en fait les sous-ensembles
S de AZ fermés et stables par décalage, c’est-a-dire tels que o(S) = S. Ce
sont les langages que nous avons appelé jusqu’a présent biadhérences de AZ.
IIs sont caractérisés par ’ensemble de leurs facteurs finis: S = Biadh(F(S)).
Les systemes sofiques sont les systémes dynamiques symboliques reconnus par
un automate fini. Ce sont les biadhérences rationnelles de AZ. Les systémes
de type fini sont des systémes sofiques S particuliers: F(S) est de la forme
A* — A*HA* ou H est un ensemble fini.

Etudier les générateurs du troisiéme type d’un langage de mots bi-infinis
L fermé revient a étudier les langages G de mots finis tels que F(G*) = F(L),
c’est-a-dire tels que F(G*) = F(S) ou S est le systeme dynamique symbolique
7n~1(L). Si L est rationnel, S est un systéme sofique et F(S) est rationnel.

Un langage U de la forme F(G*) est factoriel (u € F(U) = u € U) et
transitif (u,v € U = 3z € A* uzv € U). Si U est un langage factoriel et
transitif, la biadhérence dans AZ de U est un systéme dynamique symbolique
S tel que F(S) = F(U). Si U est rationnel, S est un systéme sofique.

Etudier les générateurs du troisieme type d’une biadhérence rationnelle re-
vient donc a étudier les langages G C A* vérifiant F(G*) = U, ou U C A* est
rationnel, factoriel et transitif. F. Blanchard et G. Hansel {10] ont démontré
I’existence, pour tout U rationnel, factoriel et transitif, d’'un code préfixe G
vérifiant F(G*) = U. Ce résultat a été renforcé par M. P. Béal et D. Perrin
[3] qui ont prouvé qu’on pouvait trouver un code préfixe et circulaire véri-
fiant la méme propriété. D. Beauquier {7] a démontré Pexistence, pour tout U
rationnel, factoriel et transitif, d’un automate (@, I, T, R) déterministe, forte-
ment connexe tel que I = T = @ reconnaissant U et minimal en un certain
sens. Cet automate se révéle un outil trés intéressant pour étudier le probleme
posé. Finalement, A. Restivo [55], [57], a montré que 'existence, pour U ra-
tionnel, factoriel et transitif donné, d’un langage fini G vérifiant F(G*) = U
est décidable.

Les troisieme et quatrieme notions de générateur ne coincident pas:

Exemple : Soit G = a*b, “G¥ = “(a*b)*, F(“G*) = A* et la fermeture de
“GY est “A“. G est un générateur du troisieme type, mais pas du quatrieme
type pour “A“.

Cependant, pour un langage L fermé, un generateur G du quatriéme type
est du troisieme type: “G¥ = L = L = “G¥ (U désigne la fermeture d’un lan-
gage U C “A“). D’autre part, un générateur G du troisiéme type, tel que “G¥
est fermé, est du quatrieme type. C’est vrai en particulier pour les générateurs

finis.
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Pour notre part, nous nous intéresserons a la quatriéme notion de généra-
teur.

Dans le cadre des mots infinis, cette notion de générateur a été essen-
tiellement étudiée par I. Litovsky [42], [41]. Nous avons examiné dans le cas
bi-infinitaire les résultats valables dans le cas infinitaire. Le bilan n’est pas tres
encourageant. Certaines méthodes s’adaptent, mais la plupart ne s’adaptent
pas. Des résultats simples ne se conservent pas. Comme pour ’étude des codes
pour mots infinis, il semble que les résultats puissent étre tres différents, et
que d’autres techniques de démonstration doivent étre envisagées.

Dans le cas d’un langage infinitaire L, le langage {u € A* | uL C L},
appelé stabilisateur de L, joue un grand réle dans ’étude des générateurs de
L. Dans le cas bi-infinitaire, nous n’avons pas trouvé d’ensembles qui jouent
le méme rdle, (sauf peut-étre les stabilisateurs des états de certains automates
reconnaissant L, dans le cas ol L est une biadhérence). C’est ce qui explique
le peu de résultats.

Dans un premier temps, nous rappelons les résultats concernant l’exis-
tence de générateurs et celle de générateurs maximaux pour les langages bi-
infinitaires rationnels. Puis nous nous intéressons aux générateurs minimaux.
Nous ne savons pas grand’chose de leur existence. Mais clairement, un langage
finiment engendré a au moins un générateur (fini) minimal.

Nos résultats sur les générateurs minimaux sont relatifs aux codes. L’unicité
de la factorisation des mots bi-infinis périodiques sur un code précirculaire
montre que ceux-ci sont des générateurs minimaux. Nous montrons aussi qu’un
code C tres mince, est un générateur minimal de “C“. Nous ne savons pas si
cela reste vrai pour un code quelconque.

Nous avons essayé d’approfondir la liaison existant entre le cas infinitaire
et le cas bi-infinitaire, en définissant une notion de « bissection générative »
d’un langage bi-infinitaire. Une bissection générative de L est un couple de la
forme (“G, G*) ou G vérifie: “G* = L. Cette notion aurait pu étre intéressante
si le nombre de bissections génératives rationnelles d’un langage bi-infinitaire
. rationnel donné était fini. Hélas, ceci est faux, méme dans le cas de langages
bi-infinitaires finiment engendrés. '

Cela fait le deuil de I'idée de simplifier I’étude des générateurs d’un langage
bi-infinitaire rationnel a ’aide de celle des générateurs des langages infinitaires
rationnels.

Cette idée nous semblait pourtant assez adaptée a la recherche de généra-
teurs finis: on sait en effet décider si des langages G¥ ou “G sont finiment
engendrés [44] [35], et donc décider si une bissection générative rationnelle est
finiment engendrée. Mais cela est insuffisant pour pouvoir conclure.
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Pour étudier existence de générateurs finis, nous sommes donc amenés a
étudier directement le langage bi-infinitaire donné. Nous montrons finalement
que l'existence de générateurs finis est décidable quand le langage est rationnel.
Ce résultat est équivalent & celui de A. Restivo [55].

10.1 Générateurs d’un langage bi-infinitaire

La question que I'on étudie est la suivante : étant donné un langage rationnel
de mots bi-infinis L, existe-t-il des générateurs de L du quatriéme type, et si
oui, que dire de la famille de ces générateurs?

Définition 10.1.1 Soit L un langage de mots bi-infinis. Un générateur de
L est un langage G de mots finis tel que L = “G¥.

Notations : Nous notons [L] ’ensemble des générateurs d’un langage de mots
bi-infinis L donné:

[L]={GcA |“G"=1L},
ainsi que, pour L' C“Aet L' C A¥:

W[l'l={GC A" |*G=L"},

[L".={GcA|G"=L"}.

Nous notons L la fermeture d’un langage L C “A¥).

Comme dans le cas infinitaire, on peut tout de suite remarquer les faits
suivants:
- si G € [L] alors pour tout i > 0, G € [L] et G* € [L], donc s’il existe des
éléments maximaux dans [L], ce seront des monoides,
-81G,G' € [L]etsiGC RCG', alors R € [L],
- si G € [L] alors Prem(G) = G — GG* € [L],
- en général, [L] n’est stable ni par union ni par produit : par exemple, G = {ab}
et G' = {ba} engendrent L = “(ab)” et ni GUG’,ni GNG’, ni GG’ n’engendrent
L.

- [L] n’est jamais stable par intersection:
G € [L] = Prem(G) € [L],(Prem(G))? € [L]), Prem(G)N(Prem(G))?>=9.

Nous nous intéressons plus particulierement aux langages L C “AY ra-
tionnels. Remarquons qu’un langage rationnel peut avoir des générateurs non
rationnels.
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Exemple : Le langage G = U, premier(ab + ba)? engendre le langage rationnel
“(ab+ ba)“, cependant, G n’est pas rationnel.

Etant donné un automate de Bichi (Q,],T, R) (non nécessairement fini),
on peut considérer la congruence de Biichi associée. Notons:

RI(Qau) = {q, €Q|FelvweAL u=vw, i€ R(qav)’ g€ R(z9w)}

Rr(q,u)={d €Q|3HeT Ivwe Al u=vw, t € R(q,v), ¢ € R(t,w)}

La congruence de Biichi associée a I’automate est définie pour u et v € A* par:
uSv &

Vq € Q R(qau) = R(q’v) RT(q,u) = RT(Qa v) R[(q,U) = RI(Qav) .

Cette congruence est d’index fini quand I’automate est fini, c’est-a-dire pour
un langage L rationnel.

Rappelons que, pour une relation d’équivalence donnée, on appelle saturé
d’un langage G C A* I'ensemble des mots de A* congrus a un mot de G.

Lemme 10.1.1 Considérons un automate de Bichi (non nécessairement fini)
et le langage de mots bi-infinis reconnu L. Si [L] n’est pas vide, pour tout G de
[L), le saturé de G pour la congruence de Biichi associée ¢ l’automate : Sat(G)
appartient a [L).

Preuve : Considérons un mot bi-infini de “Sat(G)*: w = ...w_;wow, w;... ol
w; € Sat(G) pour tout i, et des mots u; de G congrus aux w;: u; = w; pour
tout :. Le mot de L: ...u_ upu u,... a une lecture réussie sur 'automate, et
donc le mot w aussi. Le mot w appartient 3 L. o

Proposition 10.1.2 [{2] Si L C “A“ est rationnel, on peut décider si [L] est
vide ou non. Si [L] n’est pas vide, [L] a un nombre fini, calculable d’éléments
mazimauz pour Uinclusion. Ces générateurs mazimauz sont rationnels et cons-
tructibles, et tout générateur est inclus dans un générateur mazimal.

Preuve : Considérons un automate de Biichi fini (@, I, T, R) reconnaissant L
et la congruence de Biichi associée. D’apres le lemme précédent, I’étude des
langages saturés (en nombre fini) permet de décider si [L] est vide. Si [L]
n’est pas vide, les générateurs maximaux existent, et sont & rechercher parmi
les langages saturés. Il suffit donc de tester si les langages saturés sont des
générateurs, puis de déterminer ceux qui sont maximaux. e
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Examinons 1'existence d’un plus grand générateur. Comme dans le cas in-
finitaire, on a:

Corollaire 10.1.3 Soit L C “A“ un langage rationnel tel que [L] n’est pas
vide. Les conditions suivantes sont équivalentes:

- L a un plus grand générateur,

- [L] est stable par union,

- lensemble des éléments de [L] qui contiennent € est stable par produit.

Preuve : S’il existe au moins deux générateurs maximaux M; et M,, on a:
M; C My UM, C M; M, (car ce sont des monoides) et M; # M; U M,. Donc
[L] ne peut étre stable ni par union, ni par produit.

Si L a un plus grand générateur M, tout générateur est inclus dans M et
donc toute union de générateurs contient un générateur et est incluse dans le
générateur M, et est donc un générateur. Donc [L] est stable par union.

Tout générateur est inclus dans M et M est un monoide, donc tout produit
fini de générateurs est inclus dans M. Si un générateur G contient €, tout
produit GG’ ou G'G contient G', et est donc générateur. o

Dans le cas infinitaire,
- si L a un plus grand générateur, [L] est stable par produit ;
- si L est une adhérence rationnelle, L a un seul générateur maximal.
Dans le cas bi-infinitaire cela change:

Proposition 10.1.4 La famille des générateurs d’un langage ayant un plus
grand générateur peut ne pas étre stable par produit. Une biadhérence ration-
nelle, méme finiment engendrée, peut avoir un ou plusieurs générateurs mazi-
mauz.

Exemple : Le langage L = “(a*h)* a un plus grand générateur A*bA*. Les
langages a*b et ba* sont des générateurs, mais ni leurs produits a*bba™ et ba*b,
ni méme la réunion de leurs produits, n’engendrent L.

Exemple : Le langage L = “(ab)” a pour générateurs maximaux les langages

(ab)* et (ba)*.
Exemple : Le monoide (ab+ ba)* est le plus grand générateur de “(ab + ba)”“.
Le premier des exemples précédents montre que, comme dans le cas infi-

nitaire, un langage rationnel bi-infinitaire non fermé peut avoir un plus grand
générateur.
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10.2 Générateurs minimaux; Cas particulier
des codes

Si L C “A“ ades générateurs, certains d’entre eux peuvent étre plus intéres-
sants que d’autres.

Bien entendu, ceux qui sont rationnels le sont, puisqu’il suffit d’un automate
fini pour les mémoriser. L’existence de générateurs rationnels implique que L
soit aussi rationnel.

Les générateurs minimaux sont aussi appréciables, dans la mesure ou ils
ne possedent que 'information strictement nécessaire pour pouvoir engendrer
L. Hélas, comme dans le cas des langages L infinitaires, nous savons peu de
choses sur les générateurs minimaux. Nous ne savons pas s'il en existe, ni si leur
existence est décidable, ni a fortiori si tout générateur contient un générateur
minimal.

Dans le cas infinitaire, on sait décider si un générateur rationnel donné
est minimal. Dans le cas bi-infinitaire, nous ne savons pas si on peut le déci-
der. Dans les cas concrets étudiés, il suffit de trouver pour chaque mot u du
générateur un mot bi-infini dont toutes les C-factorisations utilisent u. A titre
d’exemple, nous démontrons la propriété suivante:

Proposition 10.2.1 Tout code C ¢ deuz éléments est un générateur minimal

de “C¥.

Preuve : Considérons u et v primitifs distincts et le code C = {u",v?}. Si u
et v ne sont pas conjugués, le code est précirculaire. Si u et v sont conjugués,
seul le mot “u“ a deux C-factorisations, le mot “uv?u® n’en a qu’une seule et
donc u" et v® ne sont pas superflus. o

Certains générateurs: les biw-codes et en particulier les Z-codes, codes
circulaires, codes a délai de synchronisation borné, sont intéressants parce qu’ils
permettent un décodage unique des mots de L. Plus ils sont particuliers et plus
ils seront intéressants, les codes a délai de synchronisation borné permettant
quant a eux un décodage concret. La proposition suivante montre que ces
générateurs sont minimaux.

Proposition 10.2.2 Tout code précirculaire C est un générateur minimal de
wCw,

Preuve : Soit C un code précirculaire. Pour tout u de C, le mot périodique “u*
a une C-factorisation unique: (u),ez. Donc “u“ n’appartient pas & “(C — u)“,
et donc (C — u) n’engendre pas “C“. o
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Cette propriété correspond a la propriété suivante vérifiée dans le cas infi-
nitaire: les codes sont des générateurs minimaux pour les w-langages.

Nous ne savons pas si tout code est générateur minimal. Cela est di au
fait que nous n’avons pas de caractérisation des codes en termes d’unicité du
décodage de certains mots bi-infinis. Cependant, nous avons quelques résultats
intéressants :

Proposition 10.2.3 Tout code C mince et mazimal est un générateur mini-
mal de “C¥.

Preuve : Soit C un code mince et maximal et posons L = “C¥. C est complet
donc F(C*) = A*. Pour tout u € C, le code mince B, = C — {u} n’est pas
maximal, donc n’est pas complet. Il existe un mot v de A*, n’appartenant pas
a F(B,"). C étant complet, on peut prolonger v en un mot de L. Ce mot de
L ne se factorise pas sur B,, donc B, n’engendre pas L. o

Remarquons qu’un code maximal, non mince, peut aussi étre un générateur
minimal. Prenons comme exemple le code de Dyck D, sur A = {a,b}, base du
monoide des mots ayant autant de a que de b. Ce code n’est pas mince, car
tout mot v est facteur du mot al*lavb*ls qui appartient & D;.

Pour tout mot v € D tel que |v|, > |v|,, le mot vb(*=Il)y a plusieurs
(D1 + v)-factorisations. Le code D, est donc maximal.

Tout mot u de D, s’écrit au’b ou bu'a ; en considérant le mot “(ab)u(aub)(ab)”
de “D;*, on voit que u ne peut étre supprimé. Donc D; est un générateur
minimal de “D,".

Définition 10.2.1 Soit C un code et deuz mots z et y de C*. Nous dirons
que (z,y) est une paire synchronisante pour C si et seulement si

Vuve A (uryv€C* & uz,yv€C* ) .

Proposition 10.2.4 Tout code C possédant une paire synchronisante est un
. générateur minimal de “C".

Preuve : Considérons un code C possédant une paire synchronisante (z,y).
Pour tout v € C, on peut considérer le mot w, = “vz(yv)” de “C¥. D’apreés
I’hypothese, toute C-décomposition d’un représentant de w, coupe ce mot
entre z et y. Or le mot yv appartient a C* et puisque C est un code, (yv)* a
une seule C-factorisation. Cette C-factorisation utilise le mot v, donc C —{v}
n’engendre pas “C".

Le code C est donc un générateur minimal. o
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Nous avons montré que les codes

- précirculaires,

- minces et maximaux,

- ayant une paire synchronisante,
sont des générateurs minimaux.

La classe P des codes précirculaires, la classe M des codes minces et maxi-
maux, la classe S des codes ayant une paire synchronisante sont incomparables:
- le code semi-Dyck sur quatre lettres D’; est un Z-code mince, non maximal,
mais il n’a pas de paire synchronisante;

- le code {ab, ba} est mince, mais il n’est ni précirculaire, ni maximal; il posséde
une paire synchronisante (ab, ba) ;

- le code A? pour A = {a,b} est un code mince, maximal; il n’est pas précir-
culaire et n’a pas de paire synchronisante.

Les codes minces et maximaux et les codes possédant une paire synchro-
nisante ont en commun la propriété d’étre tres minces. Cela nous conduit a
rechercher si les codes tres minces sont des générateurs minimaux.

Définition 10.2.2 Un code C est trés mince st C* n’est pas inclus dans
F(C).

Lemme 10.2.5 Un code trés mince est mince. Un code rationnel est trés
mince. Un code mince et mazimal est trés mince. Un code possédant une paire
synchronisante est trés mince.

Preuve : Le premier fait est évident. Les deux résultats suivants sont connus
[8]. Le dernier fait se démontre par contraposition :

Si un code C a une paire synchronisante, il a une paire synchronisante
constituée de mots de C*. Si un code C n’est pas trés mince, pour tout couple
(z,y) de mots de C*, zy appartient & F(C), et le couple (z,y) ne peut étre
une paire synchronisante. e.

Lemme 10.2.6 Soient B et C deuz codes tels que B C C et F(B*) = F(C*).
8t C est trés mince, B est trés mince.

Preuve : Si B n’est pas trés mince, B* est inclus dans F(B). On a alors:
C* C F(C*) = F(B*) C F(B) C F(C), et donc C n’est pas trés mince. o

La proposition suivante nous assure qu’un code trés mince B est maximal
parmi les codes C' vérifiant F(C") C F(B*).

Proposition 10.2.7 Soient B et C deuz codes tels que B C C. Si B ou C
est trés mince et si F(B*) = F(C*), alors B =C.
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Preuve : D’aprés le lemme précédent, le code B est tres mince.

Si le code B est mince et complet, il est maximal et donc B = C.

Nous supposons maintenant que B n’est pas complet. A partir d’un auto-
mate (non nécessairement fini) émondé non ambigu reconnaissant B, on peut
construire un automate émondé, non ambigu, de la forme (Q,1,1, R) recon-
naissant B*, et considérer le morphisme de représentation ¢ associé: pour
a € A, p(a) est la matrice m de {0,1}9%9 telle que m,, = 1 si et seulement
si ¢ € R(p,a). Le stabilisateur Stab(q) d’un état g est I'image par ¢ de 'en-
semble des mots finis qui admettent une lecture de q & . Puisque B est un code
trés mince non complet, M = p(A*) est un monoide transitif, non ambigu, de
rang minimal r(M) fini, contenant la matrice nulle [8]. Il existe dans Stab(1)
un idempotent e de rang r(M) et e = ¢(z) ou z € B*. S§i B # C, il existe
y € C — B. Le mot zyz appartient & F(C*) = F(B*) donc ¢(zyz) n’est pas
nul. p(zyz) = ep(y)e est dans le groupe des unités de eMe. Ce groupe est fini
([8]), donc il existe n > 0 tel que (ep(y)e)™ = e. Donc p((zyz)") = € et le mot
(zyz)™ est dans B*. Donc B U {y}, et, a fortiori, C ne sont pas des codes. ¢

Théoreme 10.2.8 Tout code C trés mince est un générateur minimal de “C*“.

Preuve : Soit C un code trés mince. Posons L =“C“. On a F(L) = F(C*).

Pour tout u € C, le code B, = C — {u} C C ne peut vérifier F(B,*) =
F(C*) puisque C est trés mince, et B, # C. Donc il existe un mot v de F(L)
n’appartenant pas & F(B,"*). On peut prolonger v en un mot de L. Ce mot de
L ne se factorise pas sur B,, donc B, n’engendre pas L. Le code C est donc
un générateur minimal de L. o

On obtient en corollaire du théoréme précédent le résultat trés important
suivant :

Théoreme 10.2.9 Tout code C rationnel est un générateur minimal de “C*.

Nous avons montré que les codes

- précirculaires,
- tres minces
sont des générateurs minimaux.

Cela ne recouvre cependant pas tous les cas. L’exemple déja cité du code de
Dyck D; sur A = {a, b} montre qu’un code peut étre un générateur minimal,
alors méme qu’aucune de ces conditions n’est réalisée (Le code D; n’est ni
mince, ni précirculaire).

Désignons par 7 la classe des codes trés minces. Il n’y a pas d’inclusion
entre les différentes classes P, T, M et S sauf celles déja indiquées. De plus,
les éléments de la partition définie & partir des classes P et 7 sont non vides,
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et ceux de la partition de 7 définie a partir des classes M, S et T [P le sont
aussi. En effet:

- en ajoutant une lettre & ’alphabet, un code de P, 7, S, (ou de leurs
complémentaires) ne change pas de classe; par contre, un code maximal cesse
de l'étre;

- {a} est précirculaire, trés mince, a une paire synchronisante, et est maximal
quand Palphabet est {a};

- {a®} est précirculaire, trés mince, n’a pas de paire synchronisante, et est
maximal quand 'alphabet est {a};

- {a?,b%,ab, ba, ¢, ac, bc} n’est pas précirculaire, est trés mince, a une paire syn-
chronisante (¢, c), et est maximal quand ’alphabet est {a,b,c};

- le code Dy + ¢, ot D, est le code de Dyck sur {a, b}, n’est pas précirculaire,
ni extrémement mince, ni maximal, mais a une paire synchronisante (c, c).

- si D', désigne le code semi-Dyck sur {a,a’, b, b/} ou les couples de parentheéses
sont (a,a’) et (b,¥), le code D’y + ab/ est un Z-code qui n’est ni trés mince, ni
maximal mais qui posséde une paire synchronisante (e, ab’).

Nous avons vu que 1'étude réalisée ne recouvre cependant pas tous les cas.
Cela nous mene a la conjecture suivante:

Conjecture 2 Tout code C est générateur minimal de “C¥.

Remarquons qu’il peut exister des générateurs minimaux qui ne sont pas
des codes, méme quand il existe un code générateur.

Exemple : Posons A = {a, b}. A est un code fini générateur de “A“. Le langage
G = {a,aba,bab,b?,b°} n’est pas un code. C’est pourtant un générateur de
“ A%, En effet, dans un mot de “ A“, seuls les b isolés pourraient poser probleme,
et il n’en est rien, car: aba, a.bab.a, aba.bab.a,... appartiennent & G*.

Le langage G est un générateur minimal de “A¥:

- a ne peut étre 6té, car “a“ appartient a “A;

- aba ne peut étre 0té, car “aba” appartient & “A¥;

- bab ne peut étre 6té, car “ababa“ appartient a “A¥;

- 1? ne peut étre 6té, car “ab?a“ appartient a “A¥;

- b® ne peut étre 6té, car “ab®a” appartient a “A¥.

10.3 Bissections d’un langage bi-infinitaire

Dans le cas infinitaire, s’il existe des générateurs finis, certains problemes
sont plus simples a résoudre. En particulier, on sait trouver des générateurs
minimaux finis. Cela nous meéne a rechercher s’il existe des générateurs finis.
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Dans cette section, nous verrons qu'’il n’est pas facile d’appliquer les résultats
connus dans le cas infinitaire.

Comme les exemples suivants le montrent, I’étude des générateurs dans le
cas bi-infinitaire ne se raméne pas immédiatement & celle des générateurs dans
le cas infinitaire. On va cependant essayer d’établir des liens entre ces deux
études.

Bien siir, si R = R“ et “R = “R’, on a “R¥ = “R". Cependant, la
réciproque est fausse. Par exemple, si R = abet R’ = ba,on a “R¥ = “R"
mais R # R'“ et “R # “R/'.

De plus, I’ hypothése « R“ = R™ » ne suffit pas pour que “R* = “R'“. Par
exemple, si R = {a,ab,ba} et R’ = a+(ab)*ba. On a R* = R™ mais “(ab)(ba)”

appartient & “R“ et non a “R™™.

10.3.1 Bissections

Définitions 10.3.1 Un couple (L', L") de langages L' C “A et L" C A“ est
appelé bissection d’un langage L €¥ A¥ si on a: L = L'.L". Une bissection
(L'yL") est dite rationnelle si les langages L' et L" sont rationnels. Une
bissection (L', L") est dite fermée si L' est une adhérence gauche et L une
adhérence droite. Une bissection (L', L") est dite générative s’il eziste G C A
tel que L' =“G et L" = G¥, G est alors appelé générateur de (L', L").

Le langage L =* ab” +“ ba” n’a pas de bissection.
Le langage L = “a“ a une seule bissection: (“a,a). Cette bissection est
générative, fermée, rationnelle.

L’ensemble des bissections d’un langage L sera noté B(L). On le munit de
I’ordre partiel défini par I’inclusion des composantes:

(L,, L”) C (L,laLl,l) & LI C LI1 et LII C LII1 .
L’ensemble des bissections génératives de L sera noté [[L]].
Nous allons étudier les maximaux de B(L) quand L est rationnel.

Etant donné un automate de Bichi = (Q,I,T, R) (non nécessairement
fini), pour ¢ € Q, nous notons 2,1 (resp. 2, 1) 'ensemble des mots infinis
a droite (resp. & gauche) qui ont une lecture sur §, partant de (resp. arrivant
en) g et passant une infinité de fois par un état de T (resp. I).

On peut considérer les relations d’équivalence suivantes:
-pouruet v€E AY: u~gv & YgeQ (UENT & vEDT),

-pouruet vE€E“A: u~v & VgEQ (UEN, 1 & vEN ).
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Quand Pautomate est fini, ces relations d’équivalence ont un nombre fini de
classes (indexé par 29), et les classes sont des langages rationnels.

Soit L' C“A et L" C A“, nous noterons Sat,(L’) le saturé de L' pour ~,
et Sat;(L") le saturé de L" pour ~y.

Lemme 10.3.1 Considérons un automate de Biuchi (non nécessairement fini)
et le langage de mots bi-infinis reconnu L. Si B(L) n’est pas vide, pour tout
(L', L") de B(L), le couple défini précédemment (Sat,(L’), Sats(L")) appar-
tient a B(L).

Preuve : 1l est clair que L = L'.L" C Sat,(L').Satqs(L").

Réciproquement, si u' € L' et u” € L”, on a une lecture réussie de u’u’’ sur
Pautomate Q. Si u’ ~, v et u” ~4 v, on en déduit une lecture réussie de v'v"”
sur 'automate §Q, et v'v” appartient & L. o

Proposition 10.3.2 Si L C “A“ est rationnel, on peut décider si B(L) est
vide ou non. Si B(L) n’est pas vide, B(L) a un nombre fini, calculable d’¢lé-
ments marimaur. Ces mazimauzr sont des bissections rationnelles construc-
tibles. Toute bissection de L est incluse dans une bissection mazimale.

Preuve : Considérons un automate de Biichi (@, I,T, R) reconnaissant L et
les relations ~; et ~4. D’apres le lemme précédent, si B(L) n’est pas vide, ses
éléments maximaux existent, et sont a rechercher parmi les couples de la forme
(UC,IUC";) ou les C’; sont des classes pour ~, et les C"; des classes pour
~q . Il suffit donc de tester si ces couples (en nombre fini) sont des bissections
de L, puis de déterminer ceux qui sont maximaux. e

Si B(L) n’est pas vide, il peut y avoir une ou plusieurs bissections maxi-
males. Par exemple, le langage L = “(ab)“ a deux bissections: (“(ab), (ab)¥)
et
(“(ba), (ba)“). Ces bissections sont maximales, rationnelles et génératives.

La proposition suivante montre que la situation n’est pas simple.

Proposition 10.3.3 11 eziste des langages bi-infinitaires rationnels ayant une
infinit€ de bissections rationnelles emboitées et des bissections non rationnelles.

Exemple : En considérant ’automate ad hoc construit & partir de 'automate

minimal reconnaissant {ab, ba}, on obtient trois bissections maximales (ration-

nelles) du langage L = “(ab+ ba)“:

(“(ab+ ba), (ab+ ba)“), (“(ab+ ba)a, b(ab+ ba)”) et (“(ab+ ba)b,a(ab+ ba)).
Posons L'y = “(ab + ba) et L'y = (ab + ba)“, on obtient une infinité de

bissections rationnelles emboitées (L'g,L";) en posant L”; = L";_; — {w;}
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ot w; = ab(ab(ba)’)“. En effet, tout mot bi-infini de la forme uw; s’écrit
uab.(ab(ba)')* ol uab € L' et (ab(ba)')* € L";, pour tout j.

Les langages L' et L” suivants ne sont pas rationnels:
L' = L'y —{...ab(ba)3ab(ba)?ab(ba)'ab}, L" = L"o — {ab(ba)'ab(ba)?*ab(ba)?...},
mais le couple (L', L") est une bissection de L. o

10.3.2 Bissections génératives
La proposition suivante nous amene & étudier les bissections génératives.

Proposition 10.3.4 Soit L un langage de mots bi-infinis, on a:

L= U L.

(L',.L)ellL])

Preuve : Si G appartient & [L], (“G,G“) est une bissection de L, et G ap-
partient & ,[“G] N [G“].. Inversement, si G appartient & ,[L] N [L"]., et si
L'L"=L,ona“G“=1L.e

L’ensemble [[L]] peut étre vide, méme si B(L) n’est pas vide. Par exemple,
le langage L = “ab“ a une infinité de bissections: (“ab™,b”), mais aucune
bissection générative.

Lemme 10.3.5 On peut tester si une bissection rationnelle d’un langage (ra-
tionnel) donné est une bissection générative. Si c’est le cas, elle a un nombre
fini, calculable de générateurs mazrimauz. Ces mazimauz sont rationnels et
constructibles et tout générateur de cette bissection est tnclus dans un généra-
teur mazimal. On peut aussi tester si elle admet un générateur fini.

Preuve : Soit (L', L") une bissection rationnelle d’un langage donné L. Si
G est un générateur de (L',L"), G appartient a ,[L'] N [L"],; il existe un
générateur maximal M’ de L’ et un générateur maximal M de L” tels que
GcCc MnM'. MnM"est donc un générateur commun a L' et L”. Les
générateurs maximaux de (L', L") sont donc de la forme M’' N M", et sont
rationnels et constructibles. Il suffit donc de tester si ,[L’] et [L”], sont non
- vides, et si les M’ N M" sont des générateurs de (L', L").

Pour savoir si une bissection rationnelle générative (L', L") est finiment
engendrée, il suffit de tester si I’un de ses générateurs maximaux M (en nombre
fini) contient un générateur fini. Posons M, = {v € M | |v| < |u|}. D’aprés
{42]), M contient un générateur fini de M“ si et seulement si:
M_={ueM|uM*¢g M,M“} est fini. De fagon symétrique, posons :
M={ue M|“Mu ¢ “MM,}. On obtient finalement: M contient un
générateur fini de (L', L") si et seulement si _M U M_ (qui est un générateur

de (L', L")) est fini. o
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Le probléeme est alors d’étudier toutes les bissections rationnelles généra-
tives d’un langage donné. Remarquons qu’une bissection rationnelle, méme
maximale, n’est pas toujours générative.

Exemple : La bissection maximale (rationnelle) (“(ab + ba)a, b(ab + ba)*) du
langage L =* (ab+ ba)“ n’est pas générative. En effet, si nous supposons que
le langage b(ab + ba)“ est de la forme G¥:

- pour tout n, (b(ba)"b)” & G“ et b(ba)” € G¥, donc il existe n tel que b(ba)" €
G,

- pour tout m, b(ab)™ € G puisque ¥ ab)™b(ba)* & G,

- or b(ab)“ € G“, donc il existe m tel que b(ab)™a € G,

- il s’ensuit que b(ba)"b(ab)™a(b(ba)")* € G¥, ce qui est faux.

Le langage b(ab + ba)“ ne peut étre de la forme G¥. o

Nous dirons qu’une bissection générative est générative-maximale si elle
est maximale en tant que bissection générative.

Proposition 10.3.6 Si L est un langage rationnel de mots bi-infinis tel que
[[L]] n’est pas vide, toute bissection générative est incluse dans une bissection
générative-mazimale. Ces bissections génératives-mazimales sont rationnelles,
constructibles et en nombre fint.

Preuve : Considérons un automate de Biichi (@, I,T, R) reconnaissant L et
la congruence de Biichi associée. Si (L', L") est une bissection générative de
générateur G, on a vu que Sat(G) appartient & [L]. Or Sat(G) engendre une
bissection générative rationnelle, contenant (L', L"”). Les bissections généra-
tives maximales existent donc et sont a rechercher parmi les bissections en-

gendrées par les unions de classes (en nombre fini) pour la congruence de
Biichi. e

Il peut exister une ou plusieurs bissections génératives-maximales. Nous en
avons vu des exemples.

La proposition suivante montre que la situation ne se simplifie pas en ne
~ considérant que les bissections génératives.

Proposition 10.3.7 Il eziste des langages rationnels de mots bi-infinis ayant
une infinité de bissections génératives rationnelles emboitées et des bissections
génératives non rationnelles.

Exemple : Posons Gy = a*b, M = (a*b)*a* et, pour tout n > 0, G, =
Gpo1+atba". Ona: “Gy¥ =“MY =¥ G,* et Go* = G, = M¥“, pour tout n.
On a aussi: “G,-; C“G, C“M et “G,y #“Gn #“M.
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Posons G =, ,,emier a10a? JGo. On a: “G¥ = “M¥.

Le langage U = |J, , emier {97} U{€} n’est pas rationnel.
Si “G était rationnel, (“Go)~}(“G) = Go*U le serait aussi, ainsi que U car
U = Go*U Na*. On en déduit que (“G,G") est une bissection non rationnelle
générative de “G“.

10.3.3 Bissections des biadhérences

Pour essayer d’obtenir des résultats moins négatifs, nous pouvons tenter
de restreindre notre étude. Si notre but est d’étudier les générateurs finis,
nous pouvons nous limiter & I’étude des bissections génératives fermées des
biadhérences. Nous allons voir que la situation ne s’améliore pas, méme dans
le cas d’une biadhérence finiment engendrée.

Remarquons tout de suite qu’il existe des langages rationnels, qui ne sont
pas des biadhérences, qui ont cependant des bissections fermées.

Exemple : Soit U = a*bc*. On a: Adh(U) = a*bc” + a“ et Ladh(U) =
“c+“abc”. Le langage rationnel L = Ladh(U).Adh(U) a une bissection fermée
(rationnelle). Le mot “a“ n’appartient pas & L, mais il appartient & sa ferme-
ture, donc L n’est pas fermé.

Il existe aussi des langages, qui ne sont pas des biadhérences, ayant cepen-
dant des bissections génératives fermées.

Exemple : Posons G = {a"b"a™ | n > 0} U {a}. Le langage “G“ n’est pas
une biadhérence car il ne contient pas le mot “b“. Par contre, G est une
adhérence car Adh(G) = a“ C G“. De méme, “G est une adhérence gauche.
Donc le langage “G* a une bissection générative fermée.

Il existe aussi des biadhérences (finiment engendrées) possédant des bissec-
tions génératives non fermées.

Exemple : [42] Le langage G = a+aba+b*a*b* est un générateur de “(a + b)*,
mais G¥ n’est pas une adhérence, ni “G une adhérence gauche.

On a cependant les propriétés suivantes:

Théoreme 10.3.8 Soit G inclus dans A® tel que G¥ soit une adhérence et “G
une adhérence gauche. On a:

- “GY est une biadhérence si et seulement si Biadh(G) est inclus dans “G¥,
- Si G est rationnel, “G“ est une biadhérence.
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Preuve : On a:
“G” = Biadh(G*) =“G*| J*G.G°| | Biadh(G) .

Si G¥ et “G sont fermés, on a: “G¥ = “G¥ | Biadh(G), d’ou ’équivalence
annonceée.

Etudions maintenant le cas rationnel. Considérons I’automate déterministe
minimal = (Q, g, T,R) d’un langage G rationnel. Soit w un Z-mot de
Biadh(G). Pour tout n, il existe des mots u,, et v, tels que u,w[—n,njv, € G.
Ces mots ont une lecture réussie (unique) sur 'automate. Dans ces lectures,
juste avant de lire wp, on se trouve dans un état g,. Comme @ est fini, il existe
un état ¢ tel que ¢ = ¢, pour une infinité de n (disons pour n € I). Soit «
un mot, le plus court possible, que ’on peut lire de go & ¢. Le mot aw, a une
infinité de facteurs gauches dans G et donc appartient & Adh(G), donc a G¥
qui est fermé. Il existe donc B < w, tel que B € G* et (8) 1w, soit dans G¥.
Si B est le plus court possible, af8 appartient a G, et B est lu sur I’automate
de ¢ a un état final ¢.

Pour prouver que w est dans “GY, il suffit de prouver que w_.# appartient
a “G. Comme cet ensemble est fermé, il suffit d’avoir w_.8 € Ladh(G). Or les
mots u,w[—n,0[.8, pour n € I, sont lus de go & ¢, donc on a bien w_.3 €

Ladh(G). e

Proposition 10.3.9 Soit L une biadhérence. Toute bissection générative est
tncluse dans une bissection fermée. Les bissections mazimales et génératives
sont fermées.

Preuve : Soit G un générateur d’une biadhérence L. On a: L = “GY =
Biadh(G*) et aussi:

“G¥ ¢ 5G.G° = (“G U Ladh(G)G").(G* U G* Adh(G)) C Biadh(G") .

Donc (“G,G*) est une bissection (fermée) de L, contenant la bissection
(“G,G*). Une bissection générative (“G,G") ne peut étre maximale que si
elle est égale & (“G,G¥), c’est-a-dire si elle est fermée. o

Remarquons qu’une bissection maximale fermée n’est pas toujours généra-
tive. Par exemple, la bissection maximale fermée (“(ab + ba)a, b(ab + ba)“) du
langage L =“ (ab+ ba)” n’est pas générative.

Les fermetures des bissections génératives d’une biadhérence ne sont pas
toujours génératives:
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Exemple : Considérons le code infini C = a + b + ab(b?)*a + ab(b?*)*ad. Le
langage C engendre en fait “A“ ou A = {a,b}. En effet, dans un mot de “A“,
seuls les b***! pourraient poser probléme, et il n’en est rien, car: ab***'a.b?”.a
et ab?>"*+'ab.b?.a appartiennent a C*.

Donc “C“ est une biadhérence. Puisque Adh(C) = ab”, C“ est une adhé-
rence. Par contre, “C = “C + “babC*. Le couple (“C,C") est une bissection
fermée de “A“. Nous allons montrer qu’elle n’est pas générative.

Supposons qu’un langage G engendre cette bissection. Puisque “bab € “G,
un des mots suivants appartient & G: b, ab ou b”ab pour un certain n. Nous
allons exclure tous ces cas.

Il existe dans G une puissance de a. Les faits suivants:

-bav g C¥ donc b ¢ G,
- b*aba* ¢ C¥, donc b"ab ¢ G,
-“ab g “C, donc ab & G,

montrent la contradiction.

La proposition suivante montre que la situation est vraiment catastro-
phique.

Proposition 10.3.10 Il eziste des langages de mots bi-infinis finiment en-
gendrés, et ayant une infinité de bissections génératives finiment engendrées
emboilées.

Exemple : Considérons A = {a,b} et la biadhérence finiment engendrée
“A“. Posons Gy = {a,ab, bb} et, pour tout n > 0, G, = G,_y + ba™b.

Montrons que le langage Gy est un générateur de “A“. Clairement, on a:
“Go = “A et atbt C C*. Tout mot de “A¥ est dans “Aa“, ou YAb*, ou
“A(a*b*)”, donc appartient & “C¥.

Les langages G, et A* étant générateurs de “A“, tous les G, le sont aussi,
et ils engendrent des bissections génératives finiment engendrées emboitées.
Ces bissections sont toutes distinctes car, pour tout n > 0, ba™b“ appartient a
G¥ mais pas a G¥_,.

Ce dernier exemple montre aussi qu'une bissection générative fermée n’est
pas toujours maximale.

10.4 Existence de générateurs finis

Pour étudier 'existence de générateurs finis, il ne semble pas qu’on puisse
se ramener aisément au cas infinitaire. Nous allons donc étudier le cas bi-
infinitaire directement.
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Pour décider s’il existe un générateur fini, il suffit de savoir décider si 'un
des générateurs maximaux contient un générateur fini. On peut réduire le
probléme de la facon suivante:

Proposition 10.4.1 [{2] Soit R un langage rationnel de A*. “ R a un généra-
teur fini si et seulement si les propriétés suivantes sont vérifiées :
- “RY est une biadhérence,

- il eziste un ensemble fini G tel que F(G*) = F(R*).

Preuve : Si G est un générateur fini de “R*, “R¥ = “G“ est une biadhérence,
et F(G*) = F(“G*) = F(“R“) = F(R*).

Réciproquement, si “R“ est une biadhérence, “ R = Biadh(F(R*)). Si de
plus F(G*) = F(R*), “R* = Biadh(F(G*)) = “G“ quand G est fini. ®

On peut montrer qu’aucune des deux conditions indiquées n’est superflue:

Exemples: Pour G =a+bet R = ba*, on a: F(G*) = F(R") et cependant
“R“ n’est pas une biadhérence.

Si l’on considére G = a + b + ¢ + ab(b?)*c, “G“ est une biadhérence non
finiment engendrée [23).

Notation: Pour m > 0 et R C A*, notons R, = {u € R| |u| £ m}.

Pour démontrer le résultat essentiel de cette section, nous utilisons le résul-
tat suivant de A. Restivo:

Proposition 10.4.2 [55] Soit R un langage rationnel de A*. On peut décider
sl eziste un sous-ensemble fini G de R tel que F(G*) = F(R*).

Preuve : (La preuve est de A. Restivo; nous en présentons ici une version
simplifiée.) .

Montrons que, si il existe un sous-ensemble fini G de R tel que F(G*) =
F(R*), on peut trouver m > 0 tel que F((R»)*) = F(R"). Cela suffit pour
obtenir la proposition annoncée.

Considérons la congruence syntaxique associée a R*: pour u et v dans A*,

u~v & Vz,y€ A*(zuy € R & zvyeR*).

Cette congruence est d’index fini k quand R est rationnel. Posons d = k? + 2.
D’apres [55], tout mot z de longueur d peut s’écrire z = zvy ou, pour tout n,
z~zv"ety~vTy.

Soit u un élément de F(R*) et w un mot de R* prolongeant u et suffi-
samment long: w = v'uu” ou |u'| et |u”| > 2d. Découpons w en facteurs de
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longueur d: w = 2p21...2¢2' ot |z| = d, |2| £ d. Pour tout i, il existe un
découpage z; = z,v;y; tel que z; ~ z,u;" et y; ~ v;,"y; pour tout n.

Soit n la longueur maximale des éléments de G. Posons z'; = z;(v;)"y; et
w' = 252'1...2"42'. Le mot w', congru & w est dans R*, donc dans F(G*) et
a donc une G-interprétation. Une telle G-interprétation a au moins un indice
de découpage a l'intérieur de chacun des (v;)". Cela donne des mots de G*,
donc de R*, de la forme v';(v;)*y;Zi41(vig1)*v"i41 (0l v'; est un suffixe de v;
et v";41 un préfixe de vi41). Pour tout ¢, v'i(v;)*yizis1(vig1)*v"i41 est congru
a v';yi%i+1v"i41, donc ces derniers mots appartiennent & R*. Leur longueur est
plus petite que m = 2d, donc ils appartiennent & R,,*. Finalement u est un

facteur de R,,". o

Théoréeme 10.4.3 Soit L C “A“ un langage rationnel. On peut décider si L
est finiment engendré et si c’est le cas, construire au moins un générateur fini.

Preuve : On peut tester si L est une biadhérence et décider si [L] n’est pas
vide. Si c’est le cas, on peut construire les générateurs maximaux M (en nombre
fini) et tester s’ils ont un sous-ensemble fini G tel que F(G*) = F(M*).

Pour chaque M, on peut calculer un nombre m(M) tel que, si M contient
un générateur fini, M,, soit un générateur fini. o

La proposition suivante peut se déduire aisément des preuves des résultats
précédemment énoncés. Nous en réécrivons cependant une preuve (reprenant
les preuves précédentes) qui permet de voir ou intervient le fait que “G“ est
une biadhérence quand G est fini.

Corollaire 10.4.4 Soit R un langage rationnel inclus dans A*. Si il existe un
sous-ensemble fini G de R tel que “G¥ = “R™, alors il existe m > 0 calculable
tel que “R,,“ =“R".

Preuve : Soit k I'index de la congruence syntaxique de R*. Posons d = k%+2.
D’apres [55], tout mot z de longueur d peut s’écrire z = zvy ou z ~ zv" et
y ~ v"y pour tout n.

Soit w un Z-mot représentant un élément de “ R et découpons w en fac-
teurs de longueur d: w = ...z_1202122... o |z;| = d. Pour tout : € Z, il existe
un découpage z; = z;v;y; tel que z; ~ z;v;" et y; ~ v;"y; pour tout n.

Soit n la longueur maximale des éléments de G. Posons 2'; = z;(v;)"y;
et w' = ..2'_1202'12';.... Pour tout i, il existe un facteur de w, prolongeant
z_;....z; et appartenant a R*: a;z_;...2;f;. Le mot a;2’'_;...2";f;, congru au
précédent, appartient aussi a R*. Donc 2'_;...2'; appartient & F(R*). Le mot
w' appartient a Bilim(F(R*)). Puisque “R“ est finiment engendré, c’est une
biadhérence et “R“ = Biadh(R*) = Bilim(F(R*). Le mot w' est donc dans
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“R¥ = “GY, et a par conséquent une G-décomposition. Une telle G-décom-
position a au moins un indice de découpage a 'intérieur de chacun des (v;)".
Cela donne des mots de la forme v';(v;)*y;Z;4+1(vis1)?v"i41 (01 v'; est un suf-
fixe de v; et v";y; un préfixe de v;;;) qui sont dans G*, donc dans R*. Pour
tout 4, v';(v;)* yizir1(vig1)?v"i41 est congru & v'iy;zi41v"i41, donc ce mot ap-
partient & R*. Sa longueur est plus petite que m = 2d, donc il appartient a
R..". Finalement w représente un élément de “R,,“. @

Il est clair que tout générateur fini F de L contient un générateur minimal,
et que 'on peut construire tous les générateurs minimaux contenus dans F': il
suffit de tester pour tout sous-ensemble de F s’il engendre L.

On peut décider si un générateur donné contient un générateur fini, donc
aussi décider s’il contient un générateur minimal fini.

La taille d’un ensemble fini est la somme des longueurs de ses éléments. On
peut trouver tous les générateurs de plus petite taille d’un langage finiment
engendré. Il suffit de trouver un générateur fini, de calculer sa taille T, de
déterminer les ensembles de taille inférieure ou égale a T qui sont générateurs,
et de les comparer.

Comme dans le cas infinitaire, on peut montrer que:

Proposition 10.4.5 Si L C “AY est finiment engendré, L a une infinité de
générateurs finis minimauz deuz a deuz disjoints.

Preuve : La preuve est la méme que dans le cas infinitaire [42]. On construit, &
partir d’un générateur fini minimal Gy, une suite de générateurs finis minimaux
G;. 1l suffit de prendre pour G;; un générateur fini minimal inclus dans le
générateur (G;)™. Si n; > Maz{|u| | u € G;}, les générateurs construits sont
disjoints. e '

 Proposition 10.4.6 Un langage finiment engendré peut avoir des générateurs
minimauz infinis. '

Exemple : Posons A = {a,b}. A est un code fini générateur de “A“. Nous
avons déja vu (section 10.3.3) que le code infini C = a+b%+ab(b?)*a+ab(b?)*ab
est un générateur de L.

Le langage C est un générateur minimal de L: aucun mot ne peut étre 6té si

on veut pouvoir engendrer les mots: “a¥, “b“ ou ceux de “aab(b?)*aa® ou de
“aab(b?*)*aba®. e
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Dans cet exemple, le langage considéré est “A“, engendré par I'alphabet
fini {a, b}, et il a donc des générateurs minimaux qui sont des codes infinis. Le
code considéré ici est maximal.

Tout code maximal qui engendre une biadhérence (en particulier, tout code
maximal fini, mais il en existe aussi d’autres) engendre ¥ A“. En effet, si “C“ est
une biadhérence, comme C est complet, “C* = Biadh(F(C*)) = Biadh(A*) =
vAY,

Il existe cependant des codes maximaux qui n’engendrent pas “A“. Par
exemple, le code de Dyck D;, ou encore le code b + ab®a qui n’engendrent pas
le mot “bad”.

Nous ne savons pas s’il existe aussi des codes non maximaux qui engendrent
“A“. Si la conjecture 2 est vraie, tout code engendrant “A“ sera maximal.

Pour terminer, rappelons les faits suivants, & propos du langage “A“ (ou A
est P’alphabet fini {a, b}):
- “A“¥ a des générateurs minimaux finis qui ne sont pas des codes,
- “A“ a des générateurs minimaux finis qui sont des codes,
- “A¥ a des générateurs minimaux infinis qui sont des codes.

Cet exemple montre encore que le cas bi-infinitaire est tres différent du
cas infinitaire, ou tous les générateurs minimaux du langage engendré par un
alphabet fini sont des codes finis (préfixes et maximaux) [42].



Conclusion

Les travaux réalisés dans cette thése ont été motivés par I’étude des généra-
teurs des langages infinitaires et celle des générateurs des langages bi-infini-
taires.

Dans le cas des langages infinitaires, les probléemes intéressants sont relatifs
a D’existence de générateurs particuliers. Parmi ces générateurs, on peut citer:
- les codes, qui sont des générateurs minimaux,
- les w-codes, qui assurent un décodage unique des mots du langage donné,
- les codes & délai de déchiffrage borné (et parmi eux, les codes préfixes), qui
permettent concrétement le décodage des mots du langage donné.

Seul le cas des générateurs préfixes des langages rationnels est pour l'instant
résolu [44]. Nous avons pour notre part essayé de contribuer a I’étude des liens
existant entre codes et factorisations des mots infinis.

Dans le cas des langages bi-infinitaires, I’étude de ’existence de générateurs
particuliers intéressants semble, on ’a vu au dernier chapitre, plus difficile
encore. D’ailleurs, peu d’auteurs s’y sont intéressés. Des problemes, résolus
dans le cas infinitaire, ne le sont pas dans le cas bi-infinitaire. Citons, par
exemple:

- peut-on décider si un générateur donné est minimal?
- les codes sont-ils des générateurs minimaux?

Comme dans le cas infinitaire, se pose, dans le cas bi-infinitaire, la question
de Dexistence de générateurs qui assurent un décodage unique des éléments du
langage donné. Nous avons vu, dans cette these, que deux notions de « code
pour les mots bi-infinis » pouvaient étre considérées. L’objet de ce travail a été
d’éclaicir ce phénomene.

La notion de code précirculaire est apparue de fagon naturelle. Elle est ap-
parue d’une part comme une généralisation des codes circulaires, par 'unicité
de la factorisation des mots périodiques. D’autre part, un code C étant généra-
teur minimal du langage infinitaire C* et un code précirculaire C générateur
minimal du langage bi-infinitaire “C%, la notion de code précirculaire est ap-
parue, dans ce contexte, comme notion analogue & celle de code.
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Dans le but d’étudier, pour un langage rationnel donné, ’existence de codes
a délai (de déchiffrage, ou de synchronisation) borné générateurs, nous avons
étudié les propriétés des langages engendrés par de tels codes. Cette étude
a donné des résultats intéressants, en particulier que le langage “C“ est une
bilimite quand C est un code a délai de synchronisation borné.

Cette étude n’a cependant pas suffi pour résoudre le probléme de I’existence
de codes & délai borné générateurs. Nous n’avons pas ici relaté les faits qui
permettent d’avancer dans 1’étude du probléeme, cependant une avancée tres
nette vers une solution serait réalisée si I’on savait étudier la famille des sous-
monoides libres d’un sous-monoide donné.

Finalement, nous avons étudié de fagon plus précise la famille des généra-
teurs d’un langage rationnel bi-infinitaire donné. Cela nous a permis de prouver
que beaucoup de codes sont des générateurs minimaux (en particulier les codes
rationnels), et de montrer la décidabilité de ’existence de générateurs finis.

Nous avons mené (presque) parallélement ’étude du cas infinitaire et celle
du cas bi-infinitaire. Cela nous a permis d’établir a quel point ces deux cas sont
différents en ce qui concerne les factorisations des mots (infinis et bi-infinis) et
les propriétés des familles de générateurs.
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Abstract

Codes can be characterized by their way of acting on infinite or
biinfinite words. A classification of codes based on the number of fac-
torizations for different kinds of infinite words is set up. The obtained
classes are studied and compared each other. In this classification ap-
pear particular codes which can be considered as “ codes for infinite
words ” and other ones which can be considered as “ codes for biinfinite
words ”. We study also properties of the infinitary languages generated
by codes with bounded deciphering delay and properties of the biinfini-
tary languages generated by codes with bounded synchronization delay.
Complementary results are presented in the rational case.

Several facts about finitary generators of biinfinitary languages are
studied. For example, very thin codes are shown to be minimal gen-
erators. Finally, we prove that one can decide whether a biinfinitary
rational language has generators, and whether it is finitely generated.

Résumé

La factorisation des mots infinis ou bi-infinis permet de caractériser
les codes parmi les langages de mots finis. Elle permet aussi de classifier
les codes selon le nombre de factorisations de certains types de mots
infinis ou bi-infinis (les mots périodiques, par exemple), et de définir
une notion de « code pour mots infinis » et deux notions de « code
pour mots bi-infinis ». Les diverses classes obtenues sont étudiées et
comparées, dans le cas général et dans le cas rationnel.

Les codes a délai de déchiffrage borné sont des « codes pour mots
infinis » particuliers. De facon analogue, les codes a délai de synchro-
nisation borné sont des « codes pour mots bi-infinis ». On étudie les
propriétés des langages infinitaires engendrés par des codes a délai de
déchiffrage borné et celles des langages bi-infinitaires engendrés par des
codes a délai de synchronisation borné. Par exemple, on démontre que
ces derniers sont des bilimites. On caractérise les codes a délai borné
dans le cas rationnel.

Finalement, on étudie les générateurs des langages bi-infinitaires. On
montre, en particulier, que les codes trés minces sont des générateurs
minimaux. On montre aussi que I’on sait décider si la famille des généra-
teurs d’un langage bi-infinitaire rationnel donné est vide ou non, et si
elle contient un langage fini.

Mots-clés: Automate, Code, Mot bi-infini, Mot infini, Langage rationnel,
Code a délai de déchiffrage borné, Code a délai de synchronisation borné,
Biw-générateur.




