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1 INTRODUCTION 1 

Le but de ce travail est de démontrer l'irrationalité des sommes de certaines 
séries de nombres rationnels, en utilisant des approximations diophantiennes ex
plicites de ces sommes. 

+oc 
En d'autre termes, soit x = Lan, an E Q, et soit à démontrer que x tf. Q. 

n=O 

Nous chercherons à construire explicitement une suite qn = rn, rn E Z, Sn E 
Sn 

Z- {0}, convergeant "rapidement" vers x ; le résultat le plus simple à ce sujet est 
le suivant : 

(R) Si 0 < !snx- rn! ::::; ên, avec lim ên = 0, alors x est irrationnel. 
n-+oo 

Ce critère résulte immédiatement du fait qu'une suite d'entiers naturels non 
nuls ne peut tendre vers zéro. Et sa réciproque est vraie [74]. 

(R') Si x est irrationnel, il existe une suite (rn, sn) E Zn x (Zn- {0}) telle 
que jsnx- rn! ::j:. 0 et lim lsnx- rn! =O. 

n-+oo 

On remarquera que (R) reste vrai si on remplace Q par K = Q[iv'd] et Z 
par l'anneau A des entiers de K, car il est bien connu que A est discret pour la 
topologie induite par la valeur absolue ordinaire dans C. 

Une légère modification de ce raisonnement permet de conclure à l'irrationalité 
de la somme de certaines séries de rationnels convergeant dans QP, le corps des 
nombres p-adiques. 

Le fait qu'une suite d'entiers non nuls ne puisse tendre vers zéro est un des outils 
essentiels en théorie des nombres [73], et nous en ferons un usage systématique. 
Même les remarquables démonstrations de J .P. Bézivin, qui semble ouvrir une 
voie nouvelle en obtenant des résultats d'irrationalité par une autre technique que 
celle de l'approximation diophantienne ([9], [10]), reposent sur l'usage de cet outil, 
par l'intermédiaire de critères pour la rationalité de la somme d'une série _for~elle 
(critère de Borel-Dwork, par exemple [2]). 

On peut distinguer, grosso modo, cinq méthodes pour construire des approxi
mations diophantiennes explicites de la somme d'une série ; dans cette thèse, nous 
utiliserons la première et la troisième. 

+oc 
a) Le plus simple consiste à approcher x = Lan (an E Q) par ses sommes 

n=O 
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n 

partielles Sn = L ak. La classique démonstration de l'irrationnalité de e est un 
k=O 

exemple d'utilisation de cette technique, qui permet de prouver aussi l'irrationalité 
+oo 

deL q-n
2

, q E Z, jqj ~ 2, comme J. Liouville l'a signalé [54]. Ces deux exemples 
n=O 

sont d'ailleurs des cas particuliers de séries de Engel ([60], [36]). 

b) On peut essayer d'approximer x par des fractions continues ; l'exemple le 
plus célèbre d'utilisation de cette méthode est la démonstration de l'irrationalité 

+oo 
de ((3) = Ln -J parR. Apéry [26]. 

n=l 

+oo 
c) Lorsque x = f(z) = L fnzn, fn E Q, on peut essayer de déterminer des 

n=O 
approximants de Padé de f ( z) (qui conduisent d'ailleurs à des fractions continues 
[59] ; voir [16] pour l'aspect historique de la question), ou des approximants de 
types Padé ([15], [I7]). Hermite a démontré la transcendance de e en utilisant 
des approximants de Padé simultanés des séries exp( a 1 z ), exp( a2z ), ... , exp( anz) 
([66], par exemple). Plus récemment, les approximants de Padé ont été remis à 
l'honneur en théorie des nombres par G.V. Chudnovsky ([24], [25]), et utilisés par 
P. Borwein [13], M. Huttner ([47], [48], [49]), et T. Stihl [69], parmi beaucoup 
d'autres. Il est à noter que G.V. Chudnovsky et M. Huttner utilisent les équations 
différentielles vérifiées par certaines fonctions pour obtenir leurs approximants de 
Padé. 

+oo 
d) Encore dans le cas où f(z) = L fnzn, fn E Q, z E Q*, on peut chercher 

n=O 
une approximation de f(z) par une série de polynômes de Newton, c'est à dire : 

+oo Il 

f(z) = L Av Pv(z), avec Pv(z) = II (z- Zk), Av E C, 
k=l v=O 

où les Zv sont des nombres complexes à choisir. 

Cette méthode a été utilisée par P. Bunchschuh ([18], [19], [20]) pour obtenir 
·des résultats d'irratiomûité su~ la fonction .q-hypergéométrique : 

+oo n 

f(z) =~(a+ b)(aq + ~) ... (aqn + b)" 

e) Une dernière méthode, utilisée entre autres par F. Beukers [7], G. Rhin ([62], 
[63]), M. Hata [44], P. Borwein [14], consiste à se donner, a priori, un én sous forme 
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d'intégrale, de façon à ce que : 

C étant un chemin convenablement choisi dans le plan complexe. Le choix de f n 

et de C est, naturellement, loin d'être évident ! L'intégrale sur un contour peut 
être remplacée par une intégrale double, ou triple. 

Dans cette thèse, nous démontrerons un certain nombre de nouveaux résultats 
d'irrationalité, concernant principalement des valeurs de q-fonctions, c'est à dire 
de cas particuliers de fonctions q-hypergéométriques [37]. 

Elle se compose de trois parties. 

Dans la première partie, nous approximons des séries par leurs sommes partielles 
pour démontrer les résultats suivants : 

+oo 
Résultat n° 1 : Soit Xq = L q-n

2

' q E Z, lql > 2. Alors Xq n'est pas 
n=O 

quadratique : V( A, B, C) E Z 3 
: 

(A, B, C) =/= (0, 0, 0) => Ax~ + Bxp + C =/=O. 

+oo 
Résultat n° 2: Soit la série p-adique: Yp = L anpmn

2 

avec mE N-{0}, an E 
n=O 

Z- {0}, iani ~M. Alors Yp n'est pas quadratique: V( A, B, C) E Z3
. 

(A, B, C) =/= (0, 0, 0) => Ay; + Byp + C =/=O. 

La deuxième partie est purement algébrique : nous y introduisons la notion 
de U-dérivation (déjà considérée par M. Ward [76]), qui généralise à la fois la 
dérivation ordinaire et la q-dérivation [34]. Nous étudions quelques unes de ses 
propriétés (U-formule de Taylor, U-racines d'ordre k d'un polynôme), puis nous 
les utilisons pour calculer explicitement la diagonale de la table de Padé des séries 

J: - 11 ~ xn t ~ xn ' 1 ; ( ) "th , . , , . 10rme es : .L...t - e ~ , ou a smte Un est an metlco-geometnque. 
n=l Un n=l UI U2 •.. Un . . . 

Dans la troisième partie, nous utilisons la U -dérivation et les approximants de 
Padé étudiés dans la deuxième partie pour obtenir des résultats d'irrationalité. 
Par exemple : 

+oo n 

Résultat n° 3 : Si q E Z, lql ~ 2 et r E Z, 0 < r 2 ~ lql, alors L nr rf. Q. 
. n=l q - r 
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Résultat U
0 4 : Soit Pt,P2, ... ,pn, ... la suite des nombres premiers dans N, 

soit z E Q*, et q E Z, lql ~ 2. Alors 

+oo zn 
f(z) = L ~ rt Q. 

n=O PtP2 · · ·Pn q 2 

Chacun des chapitres de cette thèse est constitué d'un article légèrement re
manié : deux d'entre eux sont acceptés pour publication (le chapitre 1, Partie I, 
dans Acta Arithmetica ; le chapitre 3, Partie II, dans Les Annales de la. Faculté 
des Sciences de Toulouse). Les autres sont tous soumis pour examen dans diverses 
revues. 



PREMIERE PARTIE 

EXEMPLES D'APPROXIMATIONS 
DIOP~TIENNES 

PAR LES SOMMES PARTIELLES 
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CHAPITRE 1 

PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES D'UNE 
SÉRIE LIÉE AUX FONCTIONS THÊTA 

1 - Introduction 

(1) 

Soit q E Z, lql 2:: 2. Nous définissons 

+oo 
~ -n2 

Xq = Lq 
n=O 

il est clair que Xq est un nombre irrationnel, puisque son développement q
adique est formé d'une suite non périodique de 0 et de 1. 

J. Liouville a démontré l'irrationalité de Xq en l'approximant par les sommes 
partielles de la série qui le définit [54]. 

L'étude des propriétés arithmétiques de Xq s'est poursuivie grâce à l'introduc
tion de la fonction 

(2) 
n=O 

On peut citer, sur ce sujet, les travaux de L. Tschakaloff [71], de P. Bund
schuh [20], de P. Bundschuh et M. Waldschmidt [22]. Pour une bibliographie plus 
complète sur ce sujet, on pourra consulter [21]. 

En particulier, P. Bundschuh dans [20] a démontré que Xq n'est pas· un nombre 
de Liouville. 

Très récemment, P. Borwein a prouvé.dans [14] que ~ ( - 1
)n tf. Q, sir E Q, 

L qn+r 
. n=l 

r =/= -qn. On en déduit que x~ - xq est irrationnel ([43], Th. 312, p. 258). 

Les nombres Xq se trouvent liés de manière très simple à la fonction fh de Jacobi, 
puisque l'on a ([23], p. 65) : 

(3) ( 
log q) 

2xq = 1 + 83 0, --;_;:-

Dans ce chapitre, nous démontrons le résultat suivant : 
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Théorème 1. Soit q E Z, lql ~ 2. Alors : 

+oo 
'""' -n2 Xq= ~q 

n=O 

est non quadratique. 

P. Erdos conjecture par ailleurs dans [33] que, si nk est une suite d'entiers 
+oo 

vérifiant nk > ck2 , alors L q-n~c est non quadratique. Cette conjecture pourrait 
k=l 

peut-être se démontrer par une méthode analogue à celle utilisée ici, bien que cela 
paraisse, a priori, beaucoup plus difficile. · 

Pour démontrer le théorème 1, nous utiliserons le critère d'irrationalité suivant: 

Théorème 2. Soit q E z, lq 1 ~ 2. Soit (a( n) )nEN une suite dans zN vérifiant 
les propriétés suivantes : 

a) a(n) # 0 pour une infinité de valeurs den. 
b) Pour n assez grand, 1 a( n) 1 :::; r( n), avec 

bi) r(n) > 0 

. r(n+l) 
b2) limsup r(n) < lql. 

c) il existe une infinité d'entiers k E N, et des entiers nk EN, tels que : 

ci) a(nk + 1) = a(nk + 2) = · · · = a(nk + k) = 0 

. r(nk+k+1) 
c2) limk-++oo lq l k _ = 0 

Soit x=~ a(:) Alors si x = ~ E IQ, on a pour k assez grand : 
n=O q 

n~c 

(4) aqnk - j3 L a(n)qn~c-n = 0 
n=O 

La démonstration du théorème 2 sera donnée au paragraphe 2. Remarquons 
seulement que ce critère est basé tout simplement sur l'approximation de x par ses 
sommes partielles et nous n'introduisons, par conséquent, aucun outil nouveau. 

+oo 
Il existe d'autres résultats d'irrationalité pour les séries x = L a(:) compor

n=O q 
tant beaucoup de termes nuls. On peut citer les deux théorèmes suivants : 
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Théorème 3. [39) Si a( n) E N pour tout n 2: 1, et si a( n) est non nul pour 
une infinité de valeurs de n, avec : 

n 

(5) L a(k) = o(n), 
k=l 

+oo ( ) an . . . 
alors L -n- est 1rrat10nnel pour tout ent1er q 2: 2. 

n=l q 

Théorème 4. (32] Soit a(l) < a(2) < · · · une suite d'entiers satisfaisant 
+oo 

limn-+oo[a(n + 1)- a(n)] = +oo. Alors L a(n)q-a(n) est irrat_ionnel pour tout 
n=l 

entier q 2: 2. 

Aucun de ces deux théorèmes ne peut s'appliquer au cas qui nous occupe, même 
pour q 2: 2. Supposons, en effet, que Xq soit quadratique, c'est à dire qu'il existe 
A, B, CE Z, A=/= 0, tels que : 

(6) Ax~ + Bxq + C = 0 

Ecrivons: Xq = f l(~) avec l(n) = 1 sin est le carré d'un entier naturel, l(n) = 0 
n=O q . · 

sm on. 

(7) 

+oo n 

Alors x~ = L L l(k)l(n- k)q-n. 
n=Ok=O 

Des considérations bien connues ([43), p. 258 ; [34), p. 219) montrent que : 

x2 = ~ p(n) 
q L-t n 

n=O q 

où p( n) désigne le nombre de décompositions de n en somme des carrés de deux 
entiers positifs. 

(8) 

Alors ( 6) devient : 

+oo L A p( n) : B l( n) + C = 0 
n=O q 

.. +oo 
On se ramène donc à prouver l'irrationalité de L a(:), avec a( n) = Ap( n) + 

n=O q 
B l( n ). Puisque a( n) peut changer de signe, ni le théorème 3 ni le théorème 4 ne 
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peuvent être utilisés. Ils ne peuvent même pas permettre de démontrer que x~ est 
irrationnel. C'est clair pour le théorème 4 ; en ce qui concerne le théorème 3, on 
sait que ((43], p. 270, th. 339) 

(9) lim p(1) + p(2) + · · · + p(n) = ~. 
n-+oo n 4 

La condition (5) n'est donc pas vérifiée. 

Il nous faudra, pour appliquer le théorème 2, un lemme assez fin sur la répar
tition des zéros de la fonction p(n). Ce lemme sera énoncé et démontré au para
graphe 4. Sa démonstration utilise de manière essentielle le résultat suivant, dû à 
Y. Linnik (53] : 

Théorème 5. Soit Un = (n +x, avec(, X E N , (et X premiers entre eux, et 
0 <x < (. Soit p((, x) le plus petit nombre premier de la suite arithmétique Un. 

Il existe une constante absolue L (constante de Linnick) telle que : 

(10) 

pour ( assez grand. 

La constante L est effectivement calculable. On sait par exemple que L :::; 20 
(41]. Mais nous n'aurons pas besoin de cette estimation. 

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans le paragraphe 2, nous démontrons 
le théorème 2. Dans le paragraphe 3, nous donnons un exemple pédagogique 
d'application du théorème 2. Cet exemple nous permettra de motiver la forme 
générale du lemme technique sur les zéros de p( n). L'énoncé et la longue démons
tration de ce lemme occuperont le paragraphe 4. Dans le paragraphe 5 enfin, nous 
démontrerons le théorème 1. 

2- Démonstration du théorème 2 

Si j3x - a = 0, avec a, j3 E Z, alors : 

D'où, en vertu de ( c1 ) : 

(11) 
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Utilisant b), nous obtenons : 

, r(n + 1) 
D'après l'hypothese b2), on peut trouver TJ E]O, lql (tel que r(n) :::; TJ pour 

n assez grand. Mais nk tend vers l'infini avec k en vertu de a), donc pour k assez 
grand: 

n.~: +oo 

aqn,. - ,8 L a(n)qn,.-n :::; I,BIIqln,. L 
n=O n=n~e+k+l 

r(nk + k + l)TJn-(n~e+k+l) 
lqln 

Pour k assez grand, l'hypothèse c2) et le fait que le membre de gauche de cette 
inégalité est entier entraînent que : 

n.~: 

aqn,. - ,8 L a(n)qn,.-n = 0, C.Q.F.D. 
n=O 

Remarque. Dans le cas où tous les termes de la série sont positifs, c'est à dire 
q ~ 2 et a(n) ~ 0, Vn E N, on peut conclure que x est irrationnel (il suffit de 
reporter le résultat obtenu dans l'égalité (11)). Mais dans le cas général, on ne 
peut espérer qu'une contradiction de type arithmétique, faisant intervenir la notion 
de divisibilité. C'est ce qui apparaîtra nettement dans l'exemple simple que nous 
étudions maintenant. 

3- Un exemple pédagogique 

Théorème 6. Soit (Pn)~EM* la suite des nombres premiers de N. Soit q E 
Z, lql ~ 2. Alors : 

+oo 

X= LP!lq-Pn est irrationnel. 
n=l 

Démonstration. Avant de démontrer ce théorème, remarquons qu'il ne peut se 
déduire du théorème 4, puisque l'on ne connaît pas liminf(Pn+l - Pn) (voir par 
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exemple (64], p. 191 et suivantes). Il ne peut non plus se déduire du théorème 3, 
même si q > 0, car si nous posons 

x= fa(~) 
n=O q 

avec a( n) = n si n est premier et a( n) = 0 si n est composé nous avons 

Démontrons maintenant le théorème 6. Nous_prenons r(n) =net nous utilisons 
le résultat élémentaire suivant (61] : 

Lemme 1. Pour une infinité d'entiers n, on a: 

Pn+I - Pn ;::: 1. 7log Pn· 

Il résulte immédiatement de ce lemme qu'il existe une suite de nombres premiers 
n k telle que : 

a(nk + 1) = a(nk + 2) = · · · = a(nk + k) = 0 

On a donc nk $exp (~k) 
=o. 

. 2 1 , et pmsque exp -
3 

< 2, on a im 
k---++oo 

a 
Donc si x = f3 E Q, on a pour k assez grand, en vertu du théorème 2 : 

n~c 

aqnk - f3 L a(n)qn~c-n =O. 
n=O 

Posons f3 = q -y /3', où q ne divise par /3'. Alors 

n~c 

aqnk --y - /3' La( n )qnk -n = O. 
n=O 

On en déduit que q divise f3'a(nk) = f3'nk. Puisque nk est premier, q divise /3', 
et cette contradiction démontre le théorème 6. 
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4 - Un lemme sur les zéros de la suite p( n) 

Lemme 2. Soit 8 EN*, et soit a E]O, 1[. On désigne par Pl < P2 < · · · < Pn < 
· · · la suite des nombres premiers deN qui sont congrus à 3 modulo 4, Pl étant 
choisi de façon que 

(12) 
+oo 1 
"""-<~ ~ 2-2. 
n=l Pn 

Alors il existe un entier mo = mo (a, 8) et une constante L (constante de Linnick, 
voir théorème 5 ci-dessus) tels que, pour tout k = PlP2 ... Pm, m ~ mo, il existe 
nk E N tel que : 

a) p(nk- 8) = · · · = p(nk- 1) = p(nk + 1) = · · · = p(nk + k) = 0 
b) p(nk) = 2 
c) l(nk- 8) = · · · = l(nk) = · · · = l(nk + k) = 0 
d) nk ~ 4L exp( 4L P2(akj)· 

Démonstration. Pour tout xE Z, et tout nombre premier p, nous notons vp(x) 
la valuation p-adique de x. 

Pour h E N*, soit Ph = {pl,P2 ... ,ph}. 

Pour mEN*, notons k = k(m) = PlP2 .. ·Pm· 

Première étape 

a) Soit Mm= {nE {1,2, ... ,k}j3p E 'Pm/vp(n) > 0}. En vertu de la formule 
du crible ([65], p. 22 ; [43], th. 261, p. 234) : 

card Mm = L [~]- L [~] + ... + ( -1)m+l [ k ] 
. Pz ·~. PzPJ PlP2 · ··Pm 
z Ir) 

Or vp(k) > O,Vp E Pm, donc: 

(13) 

b) Soit Hm= {nE {1,2, ... ,k}j3p E 'Pm/vp(n) ~ 2}. 

On a : card Hm :S [~ ] + [~ ] + · · · + [p: l· 
En utilisant (12), on obtient : card (Hm) :S k L~1 -.;. ~ ~2 k. 

. Pi 



15 

c) Soit 1Im ={nE {1,2, ... ,k}j3p E Pm/vp(n) = 1}. On a card 1Im = 

card Mm - card Hm. Donc : card (llm) ~ k ( 1- ~- TI~1 ( 1- :i)). Mais 

le produit infini fi (1 -~) diverge vers 0 car la série f ~ diverge. Donc il 
i=l p, i=l p, 

existe un entier m1 = m1 (a) tel que : 

(14) 

d) Il en résulte que, pour m ~ m 1 , tous les éléments de {1, 2, ... , k} sont 
divisibles par un facteur p E Pm avec un exposant 1 exactement (et ne sont donc 
pas des sommes de deux carrés, [43], p. 299, th. 366), sauf N = N(m) d'entre eux 
que nous noterons u1 < u2 <···<uN, et on a en vertu de (14) : 

(15) 

Deuxième étape 

a) Nous construisons maintenant k = k(m) nombres entiers consécutifs 
em + 1,em + 2, .. .. ,em + k tels que: 

(16) 
Vm EN*, m ~ m1 =>ViE {1,2, ... ,k},3p E Pm+N, 

tel que vp( em + i) = 1. 

On procède de la façon suivante : soit d'abord r 1 EN, tel que 

(17) 

Puis soit rh(1 ~ h ~ N) défini par récurrence par : 

{ 

0 ~rh< 2Pm+h 

(18) VPm+h [rh(PlP2 · · ·Pm+h-!)
2 

+ :h-l(PlP2 · · ·Pm+h-2)
2 

+ · · · 

+r1(P1P2 ·.·Pm) + uh] = 1 ' · 

Nous posons : 

(19) 
em =rN (PlP2 · · · Pm+N-!)

2 + rN-1 (PlP2 · · · Pm+N-2)
2 

+ · · · 

+ r1 (PlP2 · · · Pm)
2 

Soit i E {1,2,.~. ,k}. 
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Il est clair par construction que, si j E {1, 2, ... , m }, em + i = i [P]]. Donc si 
i E lim, .3p E lP m, tel que vp( em + i) = 1. Si i tt lim, il existe h E {1, 2, ... , N} tel 
que i = u h ; on a alors : 

donc vPm+h ( em + i) = 1 en vertu de (18). 

Par conséquent, le nombre em défini par (19) vérifie bien (16). 

b) On peut majorer em, puisque rh< 2Pm+h,Vh E {1,2, ... ,N}: 

em ~ 2Pm+N(PIP2 · · ·Pm+N-!)
2 + 2Pm+N-I(PIP2 · · ·Pm+N-2)

2 + · · · 
+ 2Pm+I (PIP2 · · ·Pm )

2 

2[ 1 1 1 ] em ~ 2(PIP2 · · · Pm+N) + 2 + ... + 2 2 
Pm+N Pm+N -lPm+N Pm+1Pm+2 · · · Pm+N 

2 (1 1 1 ) em ~ 2(PIP2 · · ·Pm+N) 3 + 3 . 32 + ... + 3. 32N-2 

Donc 

(20) 

Troisième étape 

Soit maintenant 

.:Um = {j EN/ViE {1, 2, ... , k }, .3p E lP m+N tel que vp(j + i) = 1} . 

.:Um est non vide puisqu'il contient em. Soit qm le plus petit élément de .:Um· On 
a alors : 

(21) 

Quatrième étape 

a) Notons v1 < v2 < · · · < VM les éléments de {1, 2, ... , 5} tels que : Vj E 
{1, 2, ... , M}, Vp E 1Pm+N, Vp(qm- Vj) #- 1. 

On a donc : 1 M ~ 81 
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De même que dans l'étape 2, nous construisons la suite r~ par les relations 
suivantes: 

(22) 
{ 

0 ~ r~ < 2Pm+N+1 

VPm+N+l [r~(P1P2 · · ·Pm+N)
2 

+ qm- v1] = 1 

Puis par récurrence, pour 1 ~ h ~ M - 1, nous posons : 

{ 

0 ~ r~ < 2Pm+N+h 

(23) VPm+N+h (r~(P1P2 · · ·Pm+N+h-1)
2 

+ r~-1(P1P2 · · ·Pm+N+h-2)
2 

+ · · · 

. +r~(P1P2 · · ·Pm+N)2 + qm- vh) = 1 

Nous imposons à r~ des conditions supplémentaires pour cela, nous notons 
lLm+N ={pEP m+N /vp(qm) = 2}. 

Soit T vérifiant le système de congruences : 

T(P1P2 · · ·Pm+N+M-1)
2 

+ r~-1(P1P2 · · ·Pm+N+M-2? + · · · 

+ r~(P1P2 · · ·Pm+N? + qm- VM = 0 fFm+N+M} (24) 

T(Pm+N+1Pm+N+2 .. ·Pm+N+M-1)
2 

+ r~-1(Pm+N+1 ... Pm+N+M-2)
2 

+ ... 

+ r~ = 0 fp] si p E lLm+N (25) 

T(Pm+N+1Pm+N+2 .. ·Pm+N+M-1? + r~-1(Pm+N+1 ... Pm+N+M-2)
2 + ... 

+r~ = 1 fp] si p E P m+N "'- lLm+N (26) 

On sait ([43], th. 121, p. 95), que l'on peut prendre T solution de ce système, et 
vérifiant : 

0 ~ T ~ P1P2 · · ·Pm+NPm+N+M· 

Soit H - T(PIP2 · · ·Pm+N+M-!)
2 

+ r~-1(P1P2 · · ·Pm+N+M-2? + · · · + 
r~ (P1P2 .. ·Pm+N )2 + qm- VM (voir congruence (24)). 

Nous posons r~ = T si H ·n'est pas un multiple de p~+N+M' et r~ = T + 
P1P2 .. ·Pm+NPm+N+M si H est un multiple de P~+N+M· 

··Il est clair ·alors que r~ vérifie les conditions suivantes (27) : 

0 ~ r~ $ 2(P1P2 · · ·Pm+NPm+N+M) 

VPm+N+M(r~(PIP2 · · ·P~+N+M-d2 
+ r~-1(P1P2 · · ·Pm+N+M-2)

2 
+ · · · 

+ r~(P1P2 · · ·Pm+N)
2 

+ qm- VM) = 1 

Vp [r~(Pm+N+IPm+N+2 .. ·Pm+N+M:-!)
2 

+ r~-1(Pm+N+1 .. ·Pm+N+M-2)
2 

+··· +r~] ~ 1 sip E lLm+N 

Vp [r~(Pm+N+1Pm+N+2 · · ·Pm+N+M-1)
2 

+ r~-1(Pm-J:-N+1· · ·Pm+N+M-2)
2 

+ · · · + r~] = 0 si pEP m+N "'- lLm+N 
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b) Posons maintenant 

(28) 
tm= r~(P1P2 · · ·Pm+N+M-1)

2 
+ r~-1(P1P2 · · ·Pm+N+M-2)

2 

+ · · · + r~(P1P2 · · ·Pm+N)
2 

+ qm 

Par construction : 

(29) 
ViE {-8,-8+1, ... ,-1,1,2, ... ,k},3pE1Fm+N+M, 

tel que : vp(tm + i) = 1. 

c) Par ailleurs, en vertu de l'avant-dernière condition de (27) : Vp E lLm+N, 
vp(tm) = 2, car on a alors vp(qm) = 2 et vp(tm- qm) ~ 3. 

Si p E lP m+N "lLm+N, deux cas peuvent se produire car vp( qm) =f 1 grâce à 
(21) : 

a) vp(qm) = 0, auquel cas vp(tm) =O. 
/3) vp(qm) ~ 3; alors vp(tm) = 2 à cause de la dernière condition de (27) qui 

implique vp(tm- qm) = 2. 

On a donc Vp E 1Fm+N, vp(tm) = 0 ou 2. 

De plus, Vm ~ 8, ViE {m + N + 1, ... ,m + N + M}, Vp 1(tm) = 0 car il existe 
un entier j, 1 :5 j :5 M, tel que Vp; (tm - Vj) = 1. 

Finalement, nous avons donc : 

(30) Pour massez grand: Vp E 1Fm+N+M, vp(tm) = 0 ou 2. 

d) Nous majorons maintenant tm à partir de (21), (22), (23), (27) : 

Donc : 

... (31) 

tm :5 2(P1P2 · · ·Pm+NPm+N+M )(P1P2 · · ·Pm+N+M-1)
2 

+ 2Pm+N+M-1(P1P2 · · ·Pm+N+M-2)
2 

+ · · · 

+ 2Pm+N+1(P1P2 · · ·Pm+N)
2 

+ (P1P2 · · ·Pm+N)
2 

Cinquième étape 

a) Soit maintenant "7 = ry(m) E {0, 1, 2, 3}, tel que 

(32) [4] 
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Pour sEN, considérons : 

On a d'abord (34) : Vs EN, W 8 = 1 [4]. De plus, en vertu de (29) : 

(35) 
VsEN,ViE{-8,-8+1, ... ,-1,1,2, ... ,k},:lpElPm+N+M, 

tel que : vp( W 8 + i) = 1. 

b) Soit D le plus grand diviseur commun à 4(PIP2 ... Pm+N+M )4 et 
TJ(PIP2 .. ·Pm+N+M)4 +tm.. En utilisant (30) et (32), on voit que, pour m as
sez grand: 

m+N+M 
(36) D= II P~i 

' ' 
avec ai = 0 ou 2. 

i=l 

c) Posons W 8 = D((s +x), avec ((,x) EN x N. En vertu de (31), puisque 
TJ E {0, 1, 2, 3}, on a x < (pour m assez grand. On peut alors utiliser le théorème 
5: il existe un nombre premier p((, x) et un entier naturel a tels que 

(37) _ D. (i ) < D [4(PIP2 · · ·Pm+N+M)
4

] L 
Wu- p .,,X - D 

Nous posons (38) : nk = nk(m) = W17 • Nous avons donc, puisque L .:2: 1 : 

Par ailleurs, D = 1 [4] d'après (36), et nk = 1 [4] d'après (34) et (38). Ainsi 
p( (,x) = 1 [4], d'où l'on déduit que p( (,x) est une somme de deux carrés. De 
plus, puisque la décomposition de D ne contient que des facteurs premiers qui ne 
sont pas somme de deux carrés (voir (36)), on a: 

(40) p(nk) = p[p((,x)] = 2 

(voir [43J, formule (16.9.5) et th. 278, p. 242). 

Si nous regroupons (35) et (40), nous obtenons les conclusions a), b) et c) du 
lemme 2. Il reste à démontrer la majoration d). 
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Sixième (et dernière) étape 

a) En utilisant le théorème des nombres premiers dans les suites arithmétiques 
([38], p. 70), on obtient : 

(41) m + N + M !"V .!. Pm+N+M lorsque m ---+ +oo. 
2log Pm+N+M 

Donc 

(42) m+N+M < Pm+N+M > pour m _ mz. 
-log Pm+N+M 

Utilisant (39) et ( 42), nous obtenons : 

b) Mais on a aussi : k = P1P2 ... Pm 2: Pi', donc 

(44) m < log k 
- log Pl 

Et puisque M:::; 8, utilisant (15) et (44), nous obtenons m+N +M:::; llog k + 
og PI 

ak + 8, si bien que, pour m 2: m3 : 

(45) m + N + M :::; 2[ak] 

Reportons ce résultat dans ( 43), nous obtenons : 

ce qui achève la démonstration du lemme 2. 

5 - Démonstration du théorème 1 

Supposons qu'il existe A, B, C E Z, A=/= 0, tels que Ax~ + Bxq + C +O. 

Nous allons utiliser le théorème 2 avec a(n) = Ap(n) + Bl(n), et montrer que 
nous aboutissons à une contradiction. 

a) Puisque A =/= 0, nous pouvons choisir 8 tel que q8 ne divise pas· 2A. Nous 
choisissons de plus a E]O, 1[ tel que 

(46) 32L- log lql <O. 
8a 
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b) Majorons maintenant: ja(n)l :5 IAip(n) + IBI. On. sait que: 

(47) p( n) :5 d( n) :5 exp [ 1 lof n ] 
og og n 

pour n assez grand ([43), p. 262, th. 317 et §18-7, p. 270). 

Nous pouvons donc écrire ja(n)l :5 r(n), Vn :2: n 0 avec 

(48) ( 
2log n ) r(n) =exp 

1 1 og og n 

c) Nous appliquons le lemme 2, a et b étant définis ci-dessus. On a : 

(49) nk + k + 1 :5 4L exp(4LP2(akJ) + k + 1. 

Or, en utilisant le théorème des nombres premiers dans les suites arithmétiques, 
on a pour k assez grand : 

(50) 1 P2[ak] < 2ak < P2[ak] 

4 log P2[ak] - - log P2[ak) 

Pour k assez grand, ( 49) entraîne donc 

nk + k + 1 :s; exp(8LP2[akJ)· 

L f . log x , . e b · a onction x ~----+ 
1 1 

etant crmssante pour x :2: e , on o tient : 
og ogx 

2 log( nk + k + 1) 
logr(nk+k+1)= 1 1 ( k ) 

og og nk + + 1 

16LP2[akJ < . 
- log 8L +log P2[ak] 

Donc pour k assez grand : 

(51) ·. r( nk + k + 1) :5 exp (32L f P
2

[akJ ) 
og P2[ak] 

d) Posons x = 
1 

P2(ak] . Alors x tend vers l'infini avec k. En utilisant 
og P2[ak] 

(50) (5 ) b . r(nk + k + 1) < exp(32Lx) d' , r(nk + k +.1) < 
et 1 , on o tient : k _ ..=.. , ou k · 
. jqj . jqj 8 " jqj 

exp ( (32L- lo:~ql) x) et puisque a vérifie (46), limk-oo r(nk ~~: + l) =O. 
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)Il 1 . "11 1" r(n+l) C ( ) e est c rur par ru eurs que Imk-oo r( n) = 1. omme a nk + 1 = 

a(nk + 2) = · · · = a(nk + k) en vertu du lemme 2, le théorème 2 s'applique, et on 
obtient, pour k = k(m) assez grand 

n,. 
Cqn"- L a(n)qn~o-n =o. 

n=O 

Utilisant les a), b) etc) du lemme 2, on obtient 

n~o-8-1 

Cqn"- 2A- L a(n)qn,.-n =O. 
n=O 

On en conclut que q8+1 divise 2A, ce qui contredit le choix de b. Le théorème 
1 est donc démontré. 
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CHAPITRE 2: 

UNE PROPRIÉTÉ ARITHMÉTIQUE 
DU NOMBRE p-ADIQUE 2:::~:0 a(n)pmn

2 

1 - Enoncé des résultats 

Soit p E N, p premier. On conjecture [21] que le nombre p-adique 
Xp = 2:::~:0 pn

2 
est transcendant. Dans ce chapitre, nous démontrons un théorème 

qui permet de conclure que Xp est non quadratique. La méthode utilisée est celle 
de [29] (voir chapitre 1), c'est à dire exploite le fait que la suite.p(n) comptant 
le nombre de décompositions de n en somme des carrés de deux entiers positifs 
contient "beaucoup de zéros" (voir le lemme ci-dessous). On ne peut donc espérer 
démontrer la transcendance de x P par ce moyen. 

Nous démontrons le résultat suivant : 

Théorème. Soit pEN, p premier. Soit mEN- {0}. Soit {a(n)}neN E zN, 
avec: 

a) a(n) =/:- 0, Vn EN 
b) !a(n)l $ M, Vn EN. 

+= 
Soit y= L a(n)pmn

2 
E Qp. 

n=O 
Alors VP E Q[X], deg P $ 2, P =/:- 0, on a: P(y) =/:- 0 

Démonstration. Posons q =pm, et écrivons : 

+= 

(1) 
y = L f( n )qn avec f( n) = a( k) si n = k2

, k E N 
n=O 

f(n) = 0 smon. 

Alors : 

+= 
(2) Y2 = L Pa(n)qn. 

n=O 

avec: 
n 

Pa(n) = Lf(k)f(n- k). 
k=O 
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Il résulte de l'hypothèse b) du théorème que IPa(n)l ~ M 2p(n), où p(n) désigne le 
nombre de décompositions n = œ2 + j32 , avec ( œ, /3) E N2 . Le lemme suivant est 
tout fait analogue au lemme 2 de [29] (voir chapitre 1 ), et nous le démontrerons 
dans le paragraphe 3 : 

Lemme. Soit b E N- {0}, et soit h E]O, 1[. On désigne par Pl < P2 < ... < 
Pn < ... la suite des nombres premiers deN congrus à 3 modulo 4, consécutifs, Pl 
étant choisi de façon que : 

(3) 

Alors il existe un entier mo = mo ( h, 8) et une constante L (constante de Linnik 
[41]) tels que, pour tout k = k( m) = PlP2 ... Pm, m ~ mo, il existe ( nk, n!.) E N2 

vérifiant : 

a) p( n k + i) = 0, Vi E { 1, 2, . . . , n k + b + 1} " { n k + 1}. 
b) p(nk +nA:+ 1) = 2. 
c) R(nk+i)=O, ViE{1,2 ... ,nA:+b+1}. 
d) nk ~ 4Lexp(4LP2(hkJ)· 
e) k ~nA:. 

2- Démonstration du théorème 

Démontrons maintenant que y est non quadratique. Supposons qu'il existe 
A, B, CE Z, avec A =f:. 0, tels que Ay2 + By + C =O. Alors : 

+oo 
(4) L)Apa(n) + BR(n))qn + C =O. 

n=O 

Dans le lemme, nous choisissons h E]O, 1[ tel que : 

(5) 64L h < logq, 

et 8 EN- {0} tel que V(u,v) E N2, qH1 ne divise pas 2Aa(u)a(v) dans Z (ceci 
est possible en vertu des hypothèses a) et b) du théorème). 

Si nous introduisons la suite nk dans ( 4), nous obtenons grâce à a) du lemme : 

n~o +oo 
(6) L)Apa(n) + Bf(n))qn + C =- L (Apa(n) + Bf(n))qn. 

n=O 

On a: 

{7) Vp [- n=n~~ }Ap.(n) + Bf(n))qn] ? m(nk+ k+ 1). 
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n1e 

Par ailleurs, soit 9k = l:)A(pa(n) + Bf(n))qn + C; alors 9k E Z, et on peut 
n=O 

le majorer en valeur absolue : 

n1e 

l9kl::; L)IAIM2p(n) + IBIM)qn +ICI 
n=O 

Or on sait ([43] p. 262, th. 317, et §18-7, p. 270) que 

logn 
p(n)::; exp

1 1 
, donc : 

og ogn 

Donc il existe K E]O, +oo[ tel que, pour k assez grand : 

(8) 

Supposons 9k i= O. On déduit de (8) que : 

(9) 

Mais si nous utilisons le théorème des nombres premiers dans la suite arithmétique 
4n + 3, nous obtenons pour k assez grand: 

(10) ~ P2[hk] < 2hk < P2[hk] 

4logp2[hk] - - logp2(hk] 

et par suite, en vertu de d) du lemme : 

log nk < log 4L + 4LP2[hk] < 
64

Lhk 

loglognk- log(log4L +4LP2[hkj)-
pour k assez grand. 

En reportant ce résultat dans (9), on obtient : 

Grâce au choix de h, cette inégalité contredit (6) et (7) pour k assez grand. Donc 
.gk = 9k(m) = 0 pour m assez grand, et on obtient alors : 

nk(m+l) 

0 = 9k(m+l)- 9k(m) = L (Apa(n) + Bf(n))qn =O. 
n=nk(m)+l 
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En utilisant a), b), c) du lemme, il vient, pour un entier r compris entre 1 et 
nk + n~: 

2Aa(r)a(nk+n~+1-r)+ 

Donc q•5+l divise 2A a( r )a( nk + n~ + 1-r ), ce qui contredit le choix de 8, et achève 
la démonstration. 

3 - Démonstration du lemme 

Nous effectuons la démonstration du lemme avec la notation "a" à la place de 
"h". 

Pour tout x E Z, et tout nombre premier p, nous notons vp( x) la valuation 
p-adique de x. 

Pour hE N*, soit li:\ = {PI,P2 ... ,ph}· 

Pour mEN*, notons k = k(m) = P1P2 .. ·Pm· 

Première étape 

a) Soit Mm= {nE {1,2, ... ,k}j3p E Pmfvp(n) > 0}. En vertu de la formule 
du crible ([43], th. 261, p. 234) : 

card Mm= 2:: [~] -2:: [~] + ... + ( -1)m+l [ k ] 
. Pz ·-~.. PzPJ P1P2 ···Pm 
l l-r} 

Or vp(k) > 0, Vp E Pm, donc: 

(13) 

b) Soit Hm= {n.E {1,2, ... ,k}j3p E Pm/vp(n) 2: 2}. 

On a : card Hm ~ [~ ] + [p~ ] + · · · + [p~ ] .. 
~n 1 a 

. Donc : card (Hm)~ k L..-i=l 2 :::; -
2 

k. 
Pi 

c) Soit lim ={nE {1,2, ... ,k}j3p E Pmfvp(n) = 1}. On a card lim = 

card Mm - card lBrm .. Donc : card (lim) 2: k ( 1- ~- I1~1 ( 1- :J). Mais 
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le produit infini II 1 - ~ diverge vers 0 car la série L ~ +oo ( ) +oo 

i=l p. i=l p. 
diverge. Donc il 

existe un entier m1 = m1 (a) tel que : 

(14) 

d) Il en résulte que, pour m ~ m1, tous les éléments de {1,2, ... ,k} sont 
divisibles par un facteur p E lP' m avec un exposant 1 exactement (et ne sont donc 
pas des sommes de deux carrés, [43], p. 299, th. 366), sauf N = N(m) d'entre eux 
que nous noterons u1 < u2 <···<UN, et on a en vertu de (14) : 

(15) 

Deuxième étape 

a) Nous construisons maintenant k 
em + 1, em + 2, ... , em + k tels que : 

k( m) nombres entiers consécutifs 

(16) 
'Vm EN*, m :2:: m1 :::::} 'ViE {1,2, ... ,k},3p E lPm+N, 

tel que vp( em + i) = 1. 

On procède de la façon suivante : soit d'abord r 1 E N, tel que 

(17) { 
0 ::=; Ïl < 2Pm+l 

Vp,..+ 1 [rl (PlP2 · · · Pm)
2 

+ u1] = 1 

Puis soit rh(1 :::; h :::; N) défini par récurrence par : 

{ 

0 ::=; Th < 2Pm+h 

(18) VPm+h [rh(PlP2 · · ·Pm+h-d
2 + :h-l(PlP2 · · ·Pm+h-2)

2 + · · · 
. +r1(P1P2 .. ·Pm) + uh] = 1 

Nous posons : 

(19) 
( 

2 2 
em = ïN PlP2 · · · Pm+N-I) + ïN-1 (PlP2 · · · Pm+N-2) + 0 

• • 

+ r1 (PIP2 · · · Pm)
2 

Soit i E { 1, 2, . o 0 , k}. 
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Il est clair par construction que, si j E {1, 2, ... , m }, em + i = i [PJ]. Donc si 
i E llm,::lp E 1Fm, tel que vp(em + i) = 1. Si i ~ llm, il existe hE {1,2, ... ,N} tel 
que i = u h ; on a alors : 

. 2 2 2 
em + Z =rh (PIP2 · · ·Pm+h-1) + · · · + r1 (PIP2 ···Pm) + Uh [pm+h] 

donc vPm+h (em + i) = 1 en vertu de (18). 

Par conséquent, le nombre em défini par (19) vérifie bien (16). 

b) On peut majorer em, puisque rh < 2Pm+h, Vh E {1, 2, ... , N} : 

em::; 2Pm+N(PIP2 · · ·Pm+N-1)
2 + 2Pm+N-I(PIP2 · · ·Pm+N-2)

2 + · · · 
+ 2Pm+I(PIP2 · · ·Pm)

2 

2[ 1 1 1 ] em ::; 2(PIP2 · · ·Pm+ N) + 2 + · · · + 2 2 
Pm+N Pm+N-1Pm+N Pm+IPm+2 · · · Pm+N 

2 (1 1 1 ) em::; 2(PIP2 · · ·Pm+N) 3 + 3 . 32 + ... + 3. 32N-2 

Donc 

(20) 

Troisième étape 

On note qm = em + n~ + 1 le plus petit élément de 

.lfm = {i E Nji ~ em + k + 1/Yp E 1Fm+N, Vp(i) -=j:. 1}. 

Par construction, on a n~ ~ k et : 

(21) Yj E {1,2, ... , n~}, 3p E 1Fm+N, vp(em + j) = 1. 

Quatrième étape 

-a) Notons VI < vz < · · · < VM les éléments de {1, 2, ... , 8} tels que Vj E 

{1, 2, ... , M}, Vp E lF m+N, Vp( qm + Vj) =f 1. 

On a donc : 1 M ::; 81 
De même que dans l'étape 2, nous construisons la suite ri par les relations 

suivantes : 

(22) { 
0 ::; r~ < 2Pm+N+l 

VPm+N+ 1 [r~ (PIP2 · · ·Pm+N )
2 

+qm +v!] = 1 
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Puis par récurrence, pour 1 :s; h :s; lv! - 1, nous posons : 

{ 

0 :s; r~ < 2Pm+N+h 

(23) VPm+N+h (r~(P1P2 · · ·Pm+N+h-1)
2 + r~-1(P1P2 · · ·Pm+N+h-2)

2 + · · · 
+r~(P1P2 · · ·Pm+N )

2 + qm + Vh) = 1 

Nous imposons à rM des conditions supplémentaires pour cela, nous notons 
lLm+N = {p E lP m+N /vp(qm) = 2}. 

Soit T vérifiant le système de congruences : 

T(P1P2 · · ·Pm+N+M-d
2 + rM-1(P1P2 · · ·Pm+N+M-2)

2 + · · · 
+r~(P1P2···Pm+N)2 +qm+vM=0 (pm+N+M] (24) 

T(Pm+N+1Pm+N+2 .. ·Pm+N+M-d
2 + rM-1(Pm+N+1". "Pm+N+M-2)

2 + ... 
+ r~ = 0 (p] si p E lLm+N (25) 

T(Pm+N+1Pm+N+2 .. ·Pm+N+M-1? + rM-1(Pm+N+1 ... Pm+N+M-2)
2 + ... 

+r~ = 1 (p] si p E lP m+N '- lLm+N (26) 

On sait ([43], th. 121, p. 95), que l'on peut prendre T solution de ce système, et 
vérifiant : 

0 :s; T :s; P1P2 ···Pm+NPm+N+M·· 

Soit H = T(P1P2 .. ·Pm+N+M-d2 + rM-1(P1P2 .. ·Pm+N+M-2)2 + ... + 
r~ (P1P2 .. ·Pm+N )2 + qm + VM (voir congruence (24)). 

Nous posons rM = T si H n'est pas un multiple de p~+N+M' et rlw- = T + 
P1P2 .. ·Pm+NPm+N+M si H est un multiple de p~+N+M· 

Il est clair alors que rM vérifie les conditions suivantes (27) : 

0:::; rM :s; 2(P1P2 · · ·Pm+NPm+N+M) 

VPm+N+M(rM(P1P2 .. ·Pm+N+M-d
2 + r~-1(P1P2 .. ·Pm+N+M-2)

2 + ... 
+ r~(PIP2 · · ·Pm+N)

2 + qm + VM) = 1 

Vp [r~(Pm+N+1Pm+N+2 · · ·Pm+N+M-1)
2 + r~-I(Pm+N+I · · ·Pm+N+M-2)

2 

+ · · · + r~] 2: 1 si p E lLm+N 

Vp [r~(Pm+N+1Pm+N+2 · · ·Pm+N+M-!)2' + r~-I(Pm+N+I · · ·Pm+N+M-2)
2 

+ · · · + r~] = 0 si p E 1Pm+N'- lLm+N 

b) Posons maintenant 

(28) 
tm= rM(P1P2 · · ·Pm+N+M-1)

2 + r~_I(PIP2 .. ·Pm+N+M-2)
2 

+ · · · + r~ (PIP2 · · · Pm+N )
2 + em 
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Par construction ; 

(29) 
ViE {1,2, ... ,n~,n~ + 2, ... ,n~ + 8 + 1}, 3p E Pm+N+M, 

tel que : vp(tm + i) = 1. 

(*) Et tm+ n~ + 1 = r~(P1P2 · · ·Pm+N+M-1? + r~-l(P1P2 · · ·Pm+N+M-2? + 
· · · + rUP1P2 · · · Pm+N )

2 + qm. 

c) En vertu de l'avant-dernière condition de (27): Vp E lLm+N, vp(tm +n~+1) = 
2, car on a alors vp(qm) = 2 et vp(tm + n~ + 1- qm) 2:: 3. 

Si p E lP m+ N ' lLm+ N, deux cas peuvent se produire car Vp ( qm) =/= 1 par 
définition de qm : 

a) vp(qm) = 0, auquel cas vp(tm + n~ + 1) =O. 
j3) vp(qm) 2:: 3; alors vp(tm + n~ + 1) = 2 à cause de la dernière condition de 

(27) qui implique vp(tm + n~ + 1- qm) = 2. 

On a donc Vp E Pm+N, vp(tm + n~ + 1) = 0 ou 2. 

De plus, Vm 2:: 8, ViE {m + N + 1, ... , m + N + M}, Vp;(tm + n~ + 1) = 0 car 
il existe un entier j, 1:::; j:::; M, tel que Vp;(tm + n~ + 1 + Vj) = 1. 

Finalement, nous avons donc : 

(30) Pour massez grand: Vp E lFm+N+M, vp(tm + n~ + 1) = 0 ou 2. 

d) Nous majorons maintenant tm à partir de (20), (22), (23), (27) : 

Donc : 

(31) 

tm :::; 2(PIP2 · · ·Pm+NPm+N+M )(PIP2 · · ·Pm+N+M-1)
2 

+ 2Pm+N+M-I(P1P2 · · ·Pm+N+M-2)
2 + · · · 

+ 2Pm+N+l(P1P2 · · ·Pm+N)
2 + (PIP2 · · ·Pm+N)

2 

Cinquième étape 

a) Soit maintenant "1 = "l('f!t) E {0,1,2,3}, tel que 

(32) "l(PIP2 · · · Pm+N+M )
4 

+tm+ n~ + 1 =: 1 [4] 

Pour sEN, considérons : 
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On a d'abord (34) : Vs EN, Ws + n~ + 1 = 1 (4]. De plus, en vertu de (29) : 

Vs EN, ViE {1,2, ... ,n~,n~ + 2, ... ,n~ + 8 + 1},3p E 1Fm+N+M, 
(35) 

tel que: vp(ws +i) = 1. 

b) Soit D le plus grand diviseur commun à 4(PIP2 .. ·Pm+N+M)4 et 
1J(PlP2 ... Pm+N+M )4 +tm + n~ + 1. En utilisant (30) et (32), on voit que, pour 
m assez grand : 

m+N+M 
(36) D= II 

i=l 

a; 
Pi , avec Cti = 0 ou 2. 

c) Posons w 8 +nA:+ 1 = D((s +x), avec ((,x) E N x N. En vertu de (31), 
puisque 1J E {0, 1, 2, 3}, on a x < ( pour m assez grand. On peut alors utiliser le 
théorème de Linnik (41] : il existe un nombre premier p((, x) et un entier naturel 
a tels que 

Nous posons (38) : nk = nk(m) =Wu. Nous avons donc, puisque L ~ 1 : 

Par ailleurs, D = 1 (4] d'après (36), et nk +nA:+ 1 = 1 (4] d'après (34) et (38). 
Ainsi p( (,x) = 1 [4], d'où l'on déduit que p( (,x) est une somme de deux carrés. 
De plus, puisque la décomposition de D ne contient que des facteurs premiers qui 
ne sont pas somme de deux carrés (voir (36)), on a: 

(40) p( n k + n k + 1) = p [p( (, X)] = 2 

(voir [43], formule (16~9.5) et th. 278, p. 242). 

Si nous regroupons (35) et (.40), nous obte'nohs les conclusions a), b) etc) du 
lemme. 2. Il reste à démontrer la majoration d). 
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Sixième (et dernière) étape 

a) En utilisant le théorème des nombres premiers dans les suites arithmétiques 
([9], p. 70), on obtient : 

(41) m + N + M"' ! Pm+N+M lorsque m ----7 +oo. 
2log Pm+N+M 

Donc 

(42) m + N + M < Pm+N+M pour m 2: m2. 
-log Pm+N+M 

Utilisant (39) et ( 42), nous obtenons : 

b) Mais on a aussi : k = PlP2 ... Pm 2: Pi, donc 

(44) 
log k m<-::::...,_-

- log Pl 

Et puisque M :::; 8, utilisant ( 15) et ( 44), nous obtenons m + N + M :::; llog k + 
og Pl 

ak + 8, si bien que, pour m 2: m3 : 

(45) m + N + M :::; 2[ak] 

Reportons ce résultat dans ( 43), nous obtenons : 

nk:::; 4L exp(4L P2[akj), 

ce qui achève la démonstration du lemme. 



DEUXIEME PARTIE 

ETUDE ALGEBRIQUE 
DE LAU-DERIVATION 
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CHAPITRE 3: 

U-DERIVATION 

1 - Introduction. 

La célèbre démonstration de la transcendance de e par C. Hermite, ainsi que 
plusieurs de celles qui l'ont suivie, notamment celle de P. Gordan [40], utilisent de 
manière essentielle le polynôme : 

{1) H.(X) = xn-1 ([!(X- z;)) n 

L'intérêt de ce polynôme est qu'il admet z1, z2 •.. , Zk conrme racines, chacune 
avec l'ordre de multiplicité n ; ce qui implique, en vertu de la formule de Taylor , 
que Hn(X + Zi) est de valuation n. 

En vue d'adapter la démonstration de P. Gordan à d'autres séries que celle 
de l'exponentielle, nous cherchons à généraliser cette propriété de Hn ; pour ce 
faire, nous nous plaçons dans l'algèbre K[[X]] des séries formelles à coefficients 
dans un corps commutatif arbitraire K, et nous commençons par définir ce qu'est 
la U -dérivation dans K[[X]] et étudier quelques-unes de ses propriétés. Il est à 
noter que cette notion n'est vraiment nouvelle : elle a été introduite par M. Ward 
dans [76] avec d'autres notations. Tous les résultats du paragraphe II se trouvent 
également dans [76]. Cependant, il ne semble pas que l'étude des U -racines d'ordre 
k d'un polynôme (voir paragraphe 3) ait été développée jusqu'à présent. 

Définition 1. Soit U = { u1, u2 ... , un, . .. } une suite d'éléments non nuls de 
+oo 

K. Soit f E K[[X]], avec f(X) L anXn. La U-dérivée de f est la série 
n=O 

formelle définie par : 
+oo 

âu f(X) = L anunxn-l 
n=l 

Exemple 1. Si Un = n, alors âu = d~, opérateur ·de dérivation sur l'anneau 

différentiel K[[X]] ([51]). L'hypothèse Un -=/= 0 exige ici que la caractéristique de K 
soit nulle. 
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. qn -1 
Exemple 2. Soit q E K, avec qn =f:. 1, \:ln EN- {0}. Smt Un= Alors 

q-1 

âuf(X) = f(qX)- j(X). 
X(q- 1) 

Dans le cas où la série fest à coefficients dans C, de rayon de convergence non 
nul, on reconnaît un cas particulier de l'opérateur de q-dérivation ([50] ; (34], p. 
37). La dérivation ordinaire en est un cas limite, pour q = 1. 

Définition 2. Soit U = { u1, u2 ... , un, ... } une suite d'éléments non nuls de 
K. La série formelle 

+oo xn 
expuX=~L..t un 

n=O 

avec U 0 = 1 et Un = U1 U2 ••• Un pour n ~ 1, s'appelle Ja série U -exponentielle. 

Exemple 3. Si Un = qn -
1 

(voir exemple 2), on pose classiquement : 
q-1 

[n]q! = un. On obtient la série q-exponentielle, bien connue ([34], [37]). Cer
taines de ses propriétés arithmétiques s'obtiennent à partir de sa table de Padé 
([75], [12]). 

Il est immédiat que, pour toute suite U d'éléments de K*, expuX est le seul 
invariant de âu. 

2 - La formule de Taylor. 

a) Nous définissons d'abord leU -binôme de Newton; soit U = { u1 , u 2 ... , un, ... } 

une suite d'éléments non nuls de K. On pose : 

(2) 0 ~p ~ n. 

Exemple 4. Lor~que un. = n, on obtient les coefficients. binomiaux : UP 
n 

(n) L qn - 1 b · 1 ffi · b" · . orsque Un = , on o tient es coe c1ents q- 1normaux : 
p q-1 

ijP = [p] = nq! . = (qn _ 1)(qn-l _ 1) ... (qn-p+l _ 1) 

n n q pql(n- p)q! (qP- 1)(qp-1- 1) ... (q- 1) 
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Définition 3. Le U -binôme de Newton d'ordre n est le polynôme de 
K[X, Y] défini par 

n 

(X œ Y)ü = L u~xpyn-p 
p=O 

On peut substituer facilement (X EB Y)u à X dans une série formelle de K[[X]], 
pour obtenir une série formelle de K[[X, Y]] ; on procède ainsi : si f(X) = 
+oo 
L anXn, on pose : 
n=O 

+oo +oo n 

(3) J(X œ Y)u = L an(X œ Y)ü = L L anU~xpyn-p 
n=O n=Op=O 

La série génératrice de (X EB Y)ü est alors donnée par la 

Proposition 1. X, Y, Z étant des indéterminées : 

+oo (X EB Y)n zn 
expu[tXœY)uZ]= L un u =expu(XZ)expu(YZ) 

n=O 

Démonstration. 

expu(XZ) · expu(YZ) = ~ (t, ~; ~:=:) Z" 

"'"' """' xpyn-p 
+oo ( n un ) zn 

= ~ f;:o upun-p un 

_ +oo (X EB Y)üZn 
- .2::: un , c.q.f.d. 

n=O 

Plus généralement, nous définissons, pour j ~ 2 : 

(4) 

On vérifie que : 
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D'où l'on déduit aisément : 

j 

(6) II expu(XkZ) = expu[(Xl EB x2 EB ..• EB Xj)uZ] . 
k=l 

b) On a, pour la U -dérivation, la généralisation suivante de la formule de Taylor 
[76] : 

Proposition 2. Soient X et Y deux indéterminées, et soit fE K[[X]]. Alors : 

J(X EB Y)u = f âü~~Y) xn 
n=O 

Démonstration. Par linéarité, il suffit de démontrer cette formule lorsque 
J(X) = Xk, kEN. Dans ce cas: 

Donc: 

-- ~ âü J(Y) xn fd 
~ un ' cq . 
n=O 

3- U-racines d'ordre k d'un polynôme. 

Définition 4. Soit P E K[X], et soit a E K. On dit que a est une U -racine 
d'ordre de multiplicité n du polynôme P si : 

1 P(a) = âuP(a) = · · · = â~- 1 P(a) = 0 et âûP(a) =/= 01 

Nous cherchons à résoudre le problème suivant : 
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(P) La suite U étant donnée, z1, z2 ... , Zk E K, n1, n2 ... , nk EN- {0} étant 
donnés, construire P E K[X], admettant z 1,z2 . .. ,zk comme U-racines, avec les 
ordres de multiplicité respectifs n 1 , n 2 ••• , nk. 

Ce problème peut s'étudier en résolvant un système linéaire dont les inconnues 
sont les coefficients de Pet dont les équations sont les relations P(zi) = âuP(zi) = 
· · · = â~;-l P(zi) = O. Bien que cette méthode puisse conduire à des résultats 
arithmétiques, nous l'écartons ici car nous cherchons des propriétés plus profondes 
de la U -dérivation. 

Nous n'obtiendrons cependant des résultats intéressants que dans le cas où U 
vérifie une relation de récurrence linéaire. 

a) La première idée que l'on peut avoir est la suivante : le fait que z 1 , z2 ... , Zk 

soient des racines d'ordre de multiplicité n du polynôme Hn définie en (1) résulte 
immédiatement de la formule donnant la dérivée d'un produit. Nous allons mon
trer que, malheureusement, une formule de ce type n'existe pas, en général, pour 
la U -dérivation. 

Définition 5. Soit L un anneau intègre. On dit que~: L-+ Lest une pseudo
dérivée de L si ~( ~ +y) = ~(x) + ~(y), V x, y E L, et s'il existe cp : L -+ L, cp =f. 0, 
telle que 

Vx, y, EL, ~(xy) =~x· y+ cp( x)· ~y. 

Théorème 1. Les seules U -dérivées de K[[X)] qru sont des pseudo-dérivées 
sont obtenues pour les suites : 

(i) Un =an (a E K*) et alors cpf(X) = J(X), 
qn -1 

(ii) Un= a (a E K*) et alors cpf(X) = f(qX), 
q-1 

(iii) Un= a (a E K*) et alors cpf(X) = f(O). 

Démonstration. Soit âu une U -dérivée qui soit une pseudo-dérivée. Alors on a 
la relation : 

Si Un est non constante, il existe no E .N* tel que Uno+I =/= u1 . Alors en utilisant 
(7) on obtient : 

( Uno+I - ui)Xno = Un 0 cp(X)Xno-l, si bien que cp( X) = qX, q E K*. Repor
tant dans (7) nous obtenons : 'ï/n E .N, Un+I = u1 + qun, d'où : Un =an+ j3 (cas 
où q = 1) ou bienun = aqn + (3 (q =/= 1). . 
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Dans le cas où Un = an+ f3, reportant dans ( 7), on obtient : (an+ a+ f3)Xn = 
(a+ f3)Xn +(an+ f3)Xn. Donc f3 = 0 et Un= an. 

Dans le cas où Un = aqn + {3, un calcul analogue montre que f3 =-a. 

D · Ô t d d 1 
• 

1 al qn - 1 
one SI u es une pseu o- envee, ors Un =an ou Un = a , ou Un = 

q-1 
a,a E K*. 

La réciproque (et le calcul de c.p dans les 3 cas) ne présente pas de difficulté, et 
le théorème 1 est démontré. 

L'argument utilisé pour justifier le fait que z1, z2 .•. , Zk sont racines d'ordre n 

de Hn ne peut donc s'utiliser, pour résoudre le problème (P), que dans le cas de 
la q-dérivation. On sait alors (et c'est d'ailleurs facile à vérifier) que le polynôme : 

(8) 

vérifie : 6q(X- z ); = qn -
1
1 (X- z );-!, 

q-
et par suite z est U-racine d'ordre n de (X- z);. Dans ce cas, en posant n = 
Max nk: 

est la généralisation naturelle deHn défini en (1) et résout le problème (P). 

b) Nous procédons autrement, et résolvons maintenant le problème (P) dans 
le cas où U vérifie une relation de récurrence linéaire à coefficients dans K. Alors 

N 

Un= l:Pi(n)qf, où les qi sont des éléments de la clôture algébrique K de K, 
i=l 

deux à deux distincts et Pi E K[X], pour i = 1, 2, ... , N, avec di= deg Pi. 

+oo 
Soit f(X) = 2:::: anXn E K[[X]]. On suppose que fest de valuation supérieure 

n=O 

·OU· égale à k. Calculons' âu J, â[;J, ... 'at~! J, en tenant compte du fait que 'au = 
a1 = · · · == ak-1 = 0 : 

N +oo 
âuf(X) = 2:::: 2:::: anPiJn)q~xn-I 

N N +oo 
â[;J(X) = 2:::: 2:::: 2:::: anPi1 (n)Pï 2 (n- 1)q~ qG-Ixn-2 

i1=l i2=l n=O 
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et, plus généralement, pour 1 s; j s; k- 1 : 

N N +oo 

â{;J(X) = L ··· L LanPi1 (n) ... Pii(n -j + 1)q~ ... q~-j+lxn-i. 
i1 =1 ii =1 n=O 

Introduisons maintenant la base des polynômes factoriels Fo(X) = 1; F 1 (X) = 
X; Fz(X) =X( X- 1); ... Fn(X) = X(X- 1) ... (X- n + 1). 

Alors Pi 1 ( n) ... Pii ( n- j + 1) est un polynôme en n de degré di1 + di 2 + · · · + dii , 
si bien qu'il existe des éléments f3h(j,i 1 , ... ,ij) de K tels que 

â{;J(X) = 

Ïj =1 n=O h=O 

Mais on a Fh(n) = 0 pour n = 0, ... , h- 1, (si h ~ 1), donc: 

â{;J(X) = 

N N d;l +d;2+···+d;i +oo 

L ... L L L anf3h(j, il, ... ' ij)Fh(n)q~ ... q~-j+l xn-j 
it=l Ïj=l h=O n=h 

et par conséquent : 

ô{;J(X) = 

N N d;l +d;2+···+d;i 

:L ... :L :L ah(j,il,··· ,ij)t(h)(qil ... qijx)xh-j 
i1 =1 ii =1 . h=O 

où ah(j,il,··· ,ij) E K, et f(h) désigne la dérivée (ordinaire) d'ordre h de f. 
Pour que a soit une U-racine d'ordre k de J, il suflit donc d'annuler tous les 
f(h)(qi 1 •••• qii X) pour X= a et h = 0, 1, ... , di 1 +···+di!. 

Nous concluons donc : 

Théorème 2. Supposons que U vérifie une relation de récurrence linéaire à 
N 

coefficients dans K, avec Un = L Pi(n)qf, qi E K, Pi E K[X], degPi = di. 
i=l 

Soit i1, iz ... , ij une combinaison (avec répétitions possibles) de j éléments de 
{1, 2, ... , N} ; soit rk l'ensemble de ces combinaisons pour j = 1, 2, ... , k - 1. 
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Soient z1, ... , Zm des éléments de K, et k1, ... , km des entiers naturels non nuls. 
Soit Ek; la famille de polynômes définie, pour i = 1, 2, ... , m, par : 

Ek; ={(X- zi)} u {(X- qi1 Zi)d; 1 +
1 /i1 E r2} u ... 

u {(x- qit .. . qi,.;-tzi)d;l+ ... +d;,.,_ 1 + 1/(il,i2 ... ,ik,-1) E rk,}. 

Alors le polynôme : 

P(X) = xk-l PPCM(Q(X)] 
QEE~e 1 u ... uE,.m 

admet z1 , z2 ... , Zm pour U -racines, avec les ordres de multiplicité respectifs k; k2, 

... ,km. 

Exemple 5. Dans le cas où Un est arithmético-géométrique, c'est à dire vérifie 
une relation de récurrence du type 

(10) (q E K*), 

il est facile de voir que le polynôme Hn1 ,n2 ... ,n,.,q défini en (9) résout le problème 
(P). 

Exemple 6. Considérons une suite U de la forme : 

2 d 
Un = ao,n + a1,n · n + a2,nn + · · · + ad,nn , 

où les suites Ai = { ai,o; ai,l; ... ; ai, n; ... } sont périodiques dans K. Une telle suite 
est appelée polynôme arithmétique parE. Ehrhart, qui en donne comme exemple 
les entiers d'Euler a1, a2 ... , an, ... définis par 

+oo +oo 
II (1- Xk) = L êkXa" 
k=l k=O 

··où ·ek. est la suite 1, -1, -1, +1, +1, périodique de période 4 à part~r du rang 1 
((30]). 

Notons T le plus petit commun multiple des périodes des Ai (0 ~ z ~ d), et 
supposons d ~ 1. On appelle d le degré de U, et T sa période . 

Puisque ai,n+T = ai,n,il existe des éléments Œi,l; ai,2; ... ; Œi,T de K tels que : 

ain = Œi lWln + Œi 2W2n + ... + Œi TWTn' 
' ' ' ' 



42 

où nr = {wt,W2 ... ,WT} désigne le groupe des racines n-ièmes de 1 dans K. Par 
suite : 

Un= Rt(n)wf + R2(n)w!j + · · · + Rr(n)w!j. 

où Ri E K[X] et l'un au moins des Ri est de degré d. 

Pour que z1 , z2 ••• , ZN soient des U-racines d'ordre k du polynôme P, il suf
fit donc que p(h)(wzi) = 0 pour tout i = 1, ... , N, tout w E ilr et tout h = 
0, 1, ... , d( k - 1) (car f!r est stable par multiplication). Donc on peut prendre : 

Pk( X) = xk [(X- Wtzt) ... (X- WTZt)(X- WtZ2) .. . 

(X- WTZ2) ... (X- WtZN) ... (X- WTZN )]d(k-l)+l 

Finalement, on peut conclure: 

Proposition 3. Soit U un polynôme arithmétique de degré d, de période T. 
Alors: 

admet, pour tout h 2: 0, zt, z2 ... , ZN comme U-racines, avec des ordres de multi
plicité égaux à k. 

4 - U -dérivation et produit de Hadamard. 

Dans ce paragraphe, nous donnons une autre démonstration du théorème 2. 

a) Nous introduisons leU-opérateur d'Euler dans K[[X]] 

(11) 

Cet opérateur s'interprête très simplement comme un produit de Hadamard dans 
K[[X]]. Rappelons que le produit de Hagamard f 8 g de f et g est défini par 

+co 
(J ,0 g )(X) = 2: anbnXn, 

(12) n=O 

+co +co 
SI f(X) = 2: anXn et g(X) = L bnXn. 

n=O n=O 

(pour une étude algébrique du produit de Hadamard, voir [6] et [8] pour une 
étude analytique, [11], p. 20). 
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Posons U(X) = L unXn. 

n=l 

On obtient immédiatement : 
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(13) 1 Bu J(X) = (U 0 !)(X) 1 

b) Prolongeons la suite U sur z-, en posant 

(14) \:ln E z-' Un = o. 

Posons également 

+oo 
(15) Vk E Z: (U + k) = L Un+kxn. 

n=O 

(par suite U(X) = (U + O)(X)). 

Puis considérons m,p E N, et fE K((X]]. Alors 

BïJ(XP f(X)) = U 0 U 0 U · · · 0 U8 (~ a.x•+P) 
m fois n-O 

+oo 
= L an(Un+p)m xn+p 

n=O 

+oo 
= XP L an(Un+p)m xn. 

n=O 

En utilisant (15), nous obtenons : 

(16) 

Donc: 

(17) VP E K[X]: 

Cette relation est bien connue dans le cas Un = n (dérivation ordinaire) et 

Un = qn-
1 

(q-dérivation)·. Elle s'utilise par exemple pour trouver l'équation aux 
q-1 

q-différences vérifiée par la série q-hypergéométrique ((50], §2 et 5). 
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+oo 
c) Pour terminer, soit f(X) = 2:: anXn. Alors: 

n=O 

+oo 
8~f(X) = 2:: anUnUn-1· .. Un-k+1xn-k. 

n=k 

Il en résulte 
+oo 

Xk8~f(X) = 2:: anUnUn-1 ... Un-k+1Xn. 

D'où, grâce à (15) : 

(18) Vk EN: 

n=k 

XkBtf(X) = U 8 (U -1) 8 · · · 8 (U- k + 1) 8 f(X) 

= BuBu-1 ... Bu-k+1f(X). 

Exemple 7. Si la suite U vérifie une relation de récurrence linéaire, alors 
(U- j)(X) est une fraction rationnelle, qui se décompose dans K[X] sous la forme 

N 

(19) (U- j)(X) = Ej(X) + L (X ~ij ·)di 
i=1 qt 

(avec les notations du paragraphe 3)). Le polynôme Ej est de degré inférieur ou 
égal à j. Il n'intervient donc pas dans le produit de Hadamard de la formule 
(18), dès lors que la valuation de f est supérieure ou égale à k. Comme il est 
bien connu que le produit de Hadamard de deux fractions rationnelles est une 
fraction rationnelle dont les pôles sont les produits des pôles, on obtient une autre 
démonstration du théorème 2, et on comprend pourquoi les suites qui vérifient 
une relation de récurrence linéaire jouent un rôle privilégié : leur série génératrice 
U(X) est une fraction rationnelle. 

Pour terminer, un point de terminologie : on peut penser que le terme "U
dérivation" prête à confusion, dans la mesure où une dérivation devrait toujours 
posséder une formule de Leibnitz ([27], p. 41). 

On a vu que ce n'est presque jamais le cas poùr laU-dérivation (théorème 1). 
Cependant, le terme de· "U -dérivation" s'impose à ca1.1se de la formule de Taylor e.t 
de la théorie des U -racines multiples. On sait que l'on peut, par exemp~e, introduire 
les dérivées successives d'un polynôme P grâce au développement de P(X +a) 
([72], p. 63 ; [45], p.5). Comme le terme "U-dérivation" contient le préfixe "U -" 
et ne peut donc être confondu avec une autre dérivation, il me paraît devoir être 
conser~é : on prendra seulement garde qu'il n'existe pas, en général, de formule 
pour laU-dérivée d'un produit. 
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APPROXIMANTS DE 
PADE ET U-DERIVATION 

a) Le but de ce chapitre est de montrer comment obtenir explicitement la 
diagonal~ de la table de Padé de certaines séries formelles. La méthode proposée 
se base sur la notion de U -dérivation, développée dans le chapitre précédent, et elle 
est purement algébrique ; nous cherchons, en effet, à résoudre le problème suivant 

Soit K un corps commutatif, et soit f E K[[X]]. Trouver P, Q E K[X], avec 
deg P ~ n, deg Q ~ n et R E K[[X]], tels que : 

Q(X)f(X)- P(X) = X 2
n+I R(X). 

b) Nous introduisons les notations suivantes ( [28], ou chapitre précédent) : 

Soit U = { u1 , u2 .•. , un, ... } une suite d'éléments de K*. Nous posons : 

(1) 
si nEN-{0} 

Nous notons U = {Uo,Ul ... ,Un, ... }. 

Cas particulier : Soit q E K*, et soit : 

(2) Un = 1 + q + ... + qn-l 

Alors un se note généralement [n]q!. En particulier : [n]d = n!. 

Revenant au cas général, nous posons également : U~ = un 
. UPUn-p 

Dans le cas où Un = 1 + q + ... + qn-l' u~ "se note généralement [ n] 
p q. 

Ainsi : [;]. 
[pn]

1

=(n)· Bien entendu : \p 
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Nous utiliserons la formule du binôme de Cauchy ([34], [37]) sous la forme 
suivante: 

Alors: 

(3) 

Soit Hn(X) =(X- 1)(X- q) ... (X- qn-l) Sl nE N- {0} 

Ho(X) = 1. 

Hn(X) = Î) -1)P [n] q~ xn-p 
p=O p q 

c) Considérons la série U -logarithme et la série U -exponentielle, définies, pour 
toute suite U d'éléments de K*, par : 

+oo xn 
Lu(X) = L::-

n=l Un 
(4) 

(5) 
+oo X"n 

expu(X) = L ~n. 
n=O 

On observe que : 

(6) expu(x) = 1 + Lu(X). 

Nous obtiendrons les approximants de Padé de Lu(X)et expu(X) dans le cas 
où la suite U est arithmético-géométrique, c'est à dire vérifie une relation de 
récurrence de la forme : 

(7) Vn E N, Un+! = qun + r, (q,r) E K* x K 

{ 
c = a si Un = an + b 

Nous poserons : 
c = b( 1 - q) si un = aq n + b, q =/= 1 

La méthode utilisée consiste à construire une suite de polynômes orthogonaux 
formels pour une forme linéaire (sur K[X] ; elle se situe donc dans un cadre bien 
connu ([15], [17]). Nous la développerons cependant de maJ?.ière completement 
autonome, en suivant la démarche adoptée par K. Alladi et M.L. Robinson pour 
obtenir les approximants de Padé de log(1 + z) [1]. 

Les approximants de Padé obtenus dans les théorèmes 4 et 6 ci-après sont connus 
dans certains cas particuliers : en ce qui concerne le U -logarithme, dans les cas 

qn -1 
Un =an+ b ([58], (55] chap. XIII) et Un = (q E C- {1}, (12]). Pour la 

q-1 
U-exponentielle, dans les cas Un =an+ b ([55], chapitre XIV), Un = qn- 1 ([75],. 
[12]), Un = qn [12]. 
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Pour des applications en théorie des nombres, voir [1], [13], [75]. 

d) Le plan du chapitre est le suivant : dans le paragraphe 2, nous ferons un 
bref rappel sur les notions de U -dérivation et de U -racine d'ordre k d'un polynôme 
(pour plus de détails, voir [28] ou le chapitre précédent). Dans le paragraphe 3, 
nous introduirons les U -intégrales et reprendrons la démarche de K. Alladi et M.L. 
Robinson pour associer une suite de polynômes orthogonaux formels aux approxi
mants de Padé. Nous déterminerons ensuite explicitement cette suite de polynômes 
dans le cas où Un est arithmético-géométrique et en déduirons les approximants 
de Padé de Lu(X) dans ce cas (paragraphe 4). Dans le paragraphe 5, nous ef
fectuerons le lien entre U-racines d'ordre k et approximants de Padé de expu(X), 
ce qui nous permettra de déterminer explicitement ces approximants quand U est 
arithmético-géométrique. Pour terminer, nous nous placerons (paragraphe 6) dans 
un corps valué (K, 1 1), et montrerons comment exprimer les U-intégrales sous 
forme de séries lorsque Un = aqn + b, q =/= 1 ; nous en déduirons, à titre d'exemple, 
un majorant du reste des approximants de Padé calculés au paragraphe 4. 

2 - U -dérivation. 

a) Soit U = { u1, u2 ... , Un, ... } une suite d'éléments de K*. La U -dérivée de 
fE K[[X]] est définie par : · 

+= += 
(8) Si f(X) = LanXn, alors 8uf(x) = Lanunxn-l. 

n=O n=l 

Un cas particulier important est celui où U vérifie (2). Dans ce cas, nous 
noterons 8u = 8q. En particulier, 81 est la dérivation ordinaire. 

8q est la q-dérivation. Voir [34]. 

b) Soit P E K[X], et soit a E K. On dit que a est une U-racine d'ordre k de 
Psi: 

{ 
P(a) = 8uP(a) = · · · = a~- 1 P(a) = 0 

atP(a) =/=O. 

Nous aurons essentiellement besoin, dans ce qui suit, du résultat suivant, qui est 
un cas particulier du théorème 2 de [28] (voir chapitre précédent): 

Proposition 1. Soit U vérifiant (7), et soit, pour nE N- {0} : 

Gn(X) = Xn(X- 1)(X- q) ... (X- qn-1
) = xn Hn(X). 

Alors Gn admet 1 comme U-racine d'ordre n, et de plus : 
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Démonstration. Posons Gn(X) = 2:;:,n akXk, et supposons q =/= 1. Alors, pour 
O~j~n: 

2n 

âbGn(X) = 2:: akUkUk-1 ... Uk-i+1xk-i 
k=n 

2n 

âbGn(X) = . ~ 2:: ak(al + b)(aqk +bq) ... (aqk + bqj-1)Xk. 
XJq 2 k=n 

Puisque Hn(1) = Hn(q) = · · · = Hn(qn-1) = 0, on a: 

aiGn(1) = 0 pour j = 0, 1, ... , n- 1. 

Et : âûGn ( ~) = qn L:i::n akbn q
1
k = (bq)nGn ( ~), d'où le résultat. 

La démonstration est analogue si q = 1. On observe dans ce cas que : 

2n 

aiGn(X) = 2:: ak(ak + b)(a(k- 1) + b) ... (a(k- j + 1) + b)Xk-j 
k=n 

et âbGn(1) = 0 pour j = 0, 1, ... , n -1, car Hn(1) = H~(1) = · · · = Hin-1\1) = 
0; de plus: 

C.Q.F.D. 

3 - Approximants de Padé du U -analogue du logarithme. 

a) Soit U = {u1,u2 ... ,un} une suite d'éléments de K*. 

Soit HE K[X] une U-primitive du polynôme P (c'est à dire que âuH = P). 
On pose pour a, (3 E K : 

(9) 
{J 

SP(z)duz = [H(z)J! = H((3)- H(a) 
Cl! 

On définit une forme bilinéaire symétrique sur K[X] en posant : 

1 
(10) (P,Q)u =.~P(z)Q(~)duz 

On suppose dans ce qui suit qu'il existe une base { q,n}nEN de polynômes or
thogonaux formels pour ( , ) u, plus précisément (voir [17]) : 

(11) 
{ 

Vn EN, 

V(n,p) EN x N, 

n 

f.Pn,n =/= O. 
m=O 
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+oo 
Soit enfin f(z,X) = L Fn(z)Xn E K[z][[X]]. On pose: 

n=O 

(12) 
1 +oo (1 ) 
~f(z,X)duz = ~ ~Fn(z)duz xn 

n est clair à partir de (12) que : 

(13) 1 Lu(X) =X~ 1 _
1
zXduz 1 

b) Soit mEN- {0}. Calculons en suivant [1] : 

(14) xm+1 S zm duz =X S duz -X S 1 - (zX)m duz 
o 1 - zX o 1 - zX o 1 - zX 

=Lu( X)-~ (f zk-1 xk) duz 
k=1 

m xk 
=Lu(X)- 'L-

k=1 Uk 

Soit maintenant P(X) = l::=oamXm. Avec la convention 2:~= 1 = 0, on 
obtient après multiplication de (14) par am et sommation : 

(15) 
1 P( )d ( n ) m m xn+k m 

xn+1 S z uz = xn "'"' am Lu(X)- '"""'am"'"' -
0 1 - zX ~ xm L..t ~ Uk 

m=O n=O k=1 

En remplaçant P par <Pn défini par (11), on déduit de (15) la diagonale de la 
table de Padé de Lu(X) : 

Théorème 1. Vn E N, on a : 

avec: 

(16) 

Qn(X)Lu(X)- Pn(X) = X 2n+1 Rn( X), 

n m xn+k-m 
Pn(X) = L 'Pm,n L --

. m=O k=l Uk 

Rn(X) = _1_ S <Pn(z)duz 
xn o 1- zX 
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Démonstration. Ceci résulte directement de (15) et (12), et du fait que 
(XP,~n)u = 0 pour 0 ~p < n. 

4 - Cas des suites arithmético-géométriques. 

On dispose alors d'une formule d'intégration par parties pour la U -dérivation : 

Théorème 2. Supposons que U vérifie (7), et soient j, g E K[X], avec 
g(O) =O. Alors V( a, /3) E K 2 

: 

f3 f3 

S f(qz)ôug(z)duz = [f(z)g(z)J!- c · S hqf(z)g(z)duz 
01 01 

avec c =a si Un =an+ b; c = b(1- q) si Un = aqn + b, q =/= 1. 

Démonstration. a) Nous supposons d'abord que q =/= 1. 

Soit h(X) = L:::~=l hnXn. On vérifie facilement que : 

(17) 

Par conséquent Vk EN: 

(18) 

ôuh(X) = ah(qX) + bh(X) 
x 

Mais d'après (17), on a aussi: ah(qX) = Xôuh(X)-bh(X). D'où en reportant 
dans (18) : 

ôu(Xkh(X)) = (qX)kôuh(X) + b(1-l)xk-1h(X). 

Et par linéarité : 

(19) ôu [f(X)g(X)] = f(qX)ôug(X) + c8qf(X) · g(X) 

b) Si q = 1, alors : 

(20) ôuh(X) = ah'(X) + b he:), 

?Ù h' désigne la dérivée. usuelle de h. Donc : 

(21) 

Puisque ah'(X) = ôuh(X)- b he:), on obtient en procédant comme au a) : 

(22) ôu [f(X)g(X)] = f(X)ôug(X) + c81j(X) · g(X) 

c) La formule d'intégration par parties résulte immédiatement de (19) et (22). 
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Théorème 3. Si la suite U vérifie (7), alors : 

<Pn(X) = ôû [Xn Hn(X)] = ôû [Xn(X- 1)(X- q) ... (X- qn-1 )] 

vérifie (11). 

Démonstration. Il suffit de prouver : 

(23) 
1 k 
SX <Pn(X)duX = 0 
0 

pour k = 0, 1, ... , n- 1. 

Posons Gn(X) = xn Hn(X). En vertu de la proposition 1, on a: 

{ 
Gn(1) = ôuGn(1) = · · · = ô~-1 Gn(1) = 0 

Gn(O) = ôuGn(O) = · · · = ô~-1 Gn(O) =O. 

1 
(23) s'obtient alors facilement en U-intégrant SXkôûGn(X)duX, k fois par par

o 
ties, et le théorème 5 est démontré. 

Nous avons donc obtenu la diagonale de la table de Padé de Lu(X) dans le cas 
où U est arithmético-géométrique : 

Théorème 4. Soit U vérifiant (7). Alors : 

Qn(X)Lu(X) - Pn(X) = X 2n+1 Rn( X), 

avec: 

n [ l n ili.::2l 
Qn(X) = l:C -1)Pu2n-pU2n-p-1 ... Un-p+1 · q 2 XP 

p=O p q 

n 

Pn(X) = 2: ( -1t-mun+mUn+m-1 · · · Um+1 [:J 
m=O q 

m xn+k-m 
q(n-m)(~-m-1) L ---

k=1 Uk 

Rn(X) = cn[n] !S zn(l- z)(q- z). · .(qn-
1

- z) duz 
q o(1-zX)(q-zX) ... (qn-zX) 

(24) 

(25) 

(26) 

Démonstration. Pour obtenir (24) et (25), on remarque que, en vertu de (3) : 

(27) <l>n(X) . tc -1)Pu2n-pU2n-p-1 ... Un-p+1 [n] q~ xn-p 
p=O . p q 
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et on applique le théorème 1. 

En ce qui concerne (26), on observe qu'une récurrence élémentaire conduit à : 
Yq E K*: 

(29) 8k ( 1 ) - [k]q!Xk 
q 1- zX - (1- zX)(1- qzX) ... (1- qkzX) 

la q-dérivée étant prise par rapport à z. 

En utilisant l'expression de Rn(X) donnée par le théorème 1 : 

R (X)= - 1- S <Pn(z) d 
n xn o 1- zX uz, 

et la formule d'intégration par parties, on obtient : 

1 1 <Pn(z) 
Rn(qX) = ( X) S ( )Xduz q n 0 1- qz 

1 (-c)S a~-1(znHn(z)) Xduz 
( qX)n-1 o (1- zX)(1- qzX) 
-c 

= -Vn(X) qn 

Nous recommençons la même opération sur Vn(X), et (26) s'ensuit par récur
rence, en utilisant (29). 

Remarque 1. Le théorème 6 donne également la diagonale de la table de Padé 
de Lu(X) si Un= awn +bryn, puisque dans ce cas: 

(30) 
+oo 1 (X)n 

Lu(X) = L b -
n=1 aqn + 'fJ 

avec 
w 

q --- . 
'fJ 

Remarque 2. Si on travaille dans C, on peut remarquer que les polynômes <Pn 
sont des polynômes de Jacobi pour q = 1, ou leur q-analogue pour q =/= 1 [37]. 
L'e~ression de <Pn dans le théorème 3 équivaut évidemment à la formule de Ro
driguès. 

+oo n . 

Remarque 9. Les approximants de Padé de L q (x) = """" x · ob te-
. ~ 1 +q+ . .. + qn 

n=1 

nus par P. Borwein ([12], théorème 3) peuvent se déduire de l'expression de <Pn 
donnée au théorème 5 ci-dessus, et de la formule de Leibniz pour 8q [34] : 

n 

(31) 8; [f(x)g(x)] = L [~] q-n(n-k)(8;-k J)(lx)(8;g)(x). 
k=O q . . 
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Remarque 4. S'il existe k E N - {0, 1} tel que qk = 1, il est immédiat que 
[n]q! = 0 pour n ?:.. k, donc Rn = 0 en vertu de (26) et Lu(X) est une fraction 
rationnelle. Dans le cas contraire, on a : 

Proposition 2. Soit q E K* avec qk =/= 1, Vk E N- {0, 1}. Alors la table de 
Padé de Lu est normale, c'est à dire : 

Vn EN- {0}, Rn(O) =/= O. 

Démonstration. En utilisant (26), on obtient avec les notations de la proposition 
1 : 

Nous notons Zn laU -primitive de Gn qui s'annule pour X = 0, et nous voulons 
démontrer que Zn(1) =/=O. 

(i) Supposons d'abord q =/= 1. Alors Gn(X) = aZn(qX); bZn(X) en vertu 

de (17). 

Si Zn(1) = 0, on en déduit Zn(q) = 0 car Gn(1) =O. Puis Zn(q2
) = 0 

car Gn(q) = 0 et par récurrence Zn(qk) = 0 pour k = 0, 1, ... , n. On a 
donc Zn(X) = xn+la II~=o(X- qk), ce qui est impossible car deg Zn = 
2n + 1. Donc Zn(1) =/=O. 

(ii) Supposons maintenant q = 1. Alors on a (voir (20)) : 

, Zn(X) 
âuZn(X) = Gn(X) = aZn(X) + b X . 

Si Zn(1) = 0, on obtient Z~(1) = 0 car Gn(1) = 0 et en U-dérivant 
encore: Z~(1) = · · · = z~n>(1) =O. Ainsi: Zn(X) = xn+1a(X -1)n+t, 
ce qui amène encore une contradiction avec le degré de Zn. Donc 
Zn(1) =/= 0 dans ce cas, et la proposition 2 est démontrée. 

Remarque 5. Il résulte immédiatement de la normalité de la: table de Padé de 
Lu que les q?n vérifient une relation de·rééurrence du type : 

(32) 

où An, Bn, Cn peuvent s'expliciter faéilement ([17], Théorème 4.1). 
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5 - Approximants de Padé de la série U -exponentielle. 

Pour obtenir le dénominateur du [n/n] approximant de Padé de expu X, il suffit 
de construire une suite 'lin de polynômes orthogonaux pour< , >u. Le théorème 
suivant relie les U -racines à cette suite de polynômes orthogonaux : 

Théorème 5. Si 1 est U-racine d'ordre n de 
n 

Pn(X) = xn l:a(n,k)Xk, avec a( n, n) =1= 0, 
k=O 

n . 

alors w n(X) = 2:: un+k a( n, k )Xk est une suite de polynômes orthogonaux formels 
k=O 

pour < , >u, et réciproquement. 

Démonstration. Pour 0 ~ m < n, calculons : 

n 

= 2:: Un+kUn+k-1 ... Um+k+2a( n, k) 
k=O 

(le produit des n- m -1 termes consécutifs figurant dans cette somme étant égal 
à 1 si m = n - 1 ). 

Donc 

(33) 

Le théorème 5 résulte diredement de cette relation. 

Le problème des U -racines étant bien résolu dans le cas où U est arithmético
géométrique . (proposition 1 ), on obtient sous forme explicite la diago,nale de la 
table de Padé de la série U -exponentielle dans ce cas : 

Théorème 6. Si U vérifie (7), et qk =/=-1, Vk EN- {0, 1} , on a : 

Qn(X)expu X- Pn(X) = X 2 n+ 1 Rn(X), av~c: 
. (34) . 

Qn(X) = t( -1)P [nl q~U2n-p XP 
p=O p q 

n m 
""" """ n-m [ n] (n-m)(n-m-1) n+k-m . Pn(X) = ~ ~( -1) m q 2 Un+mUn+m-1 ... Uk+1X 
m=O k=O q . 

Rn(X) = [u]n 
1 
X 2 n+1 S zn(z- 1)(z- q) ... (z- qn-1 )( 8; expu) (z:) duz 

n q· o q 
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De plus, la table de Padé de expu X est normale. 

Démonstration. En vertu du théorème 5, de la proposition 1 et de la formule 
du q-binôme de Cauchy (3), on a: 

Wn(X) = t( -1)P [n] q~U2n-p xn-p 
p=O p q 

ce qui amène Q n et P n grâce au théorème 1. 

1 
Pourobtenirl'expression de Rn, on calcule Sn(X) = xn+1 S <Pn(z) expu(zX)duz 

0 

grâce à des intégrations par parties successives. On observe d'abord que 
Sn(X) = lnX2n+1 + · · · avec ln =/= 0, en vertu de l'orthogonalité des <Pn et 
de la proposition 2. 

Appliquons la formule d'intégration par parties (Théorème 2) avec : g(z) = 
expu(zX) -1; f(z) = <Pn (~)· On obtient: 

xn+1 ~<Pn(z)expu(zX)duz = Xn<Pn (~) (expuX -1) 

- .:xns(8q<Pn) (:..) (expu(zX) -1)duz 
q 0 q 

On recommence en posant : 

zX 
g( z) = expu zX - - - 1 

u1 

En répétant l'opération (n + 1) fois, la U-intégrale finit par s'annuler, puisque 
deg <Pn = n. On obtient : 

1 
An(X)expu X- Bn(X) = xn+1 S <Pn(z) expu(zX)duz 

0 

où An et Bn sont des polynômes de degré n, avec : 

An(X) = q>~ (~) f[n + ... 

Puisque Sn(O) =/= 0, il y a unicité (à un facteur près) de l'approximant de Padé : 
on obtient donc, en utilisant la proposition 1 et en identifiant les termes de plus 
haut degré dans An et Qn : 

2 +1 ( 1) n n(n+l) u~ +1 1 
X n Rn(X) = -- q 2 -( 

1
-,xn S<Pn(z)expu(zX)duz 

c n q· o 



56 

Procédons alors comme dans le théorème 4. 

1 1 
Posons Tn(X) = xn ~ <Pn(z) expu(zX)duz. 

En vertu de la formule d'intégration par parties : 

1 1 
Tn(qX) = (qX)n ~ <Pn(z) expu qzXduz 

= ~~ · X;_1 ~a~-1 (znHn(z))(8qexpu)(zX)duz 

On recommence avec Vn(X) - X~-1 ~a~- 1 (znHn(z))(8qexpu)_(zX)duz et on 

obtient Rn(X) par récurrence. 

Remarque 6. On retrouve la formule obtenue par R. Walliser pour Rn [75] dans 
le cas où Un = 1 + q + · · · + qn-1 si, dans (35), on effectue des intégrations par 
parties successives suivant la formule : 

1 - 1 1 
S8qf(z)g(z)dqz = [f(z)g(z)] 0 - Sf(qz)8qg(z)dqz, 
0 0 

en prenant g( z) = expq z, et en utilisant le fait_ que 

(avec T/q/(z) = f(qz)). 

6 - Majoration des U -intégrales dans le cas où U est arithmético
géométrique. 

En vue des applications en théorie des nombres, nous montrons comment ma
jorer S~f(x,z)duz lorsque fE K[z][[x]],(K,I 1) étant un corps valué (en pra
tique, K =Cou K = Qp,p premier), dans le cas où Un = aqn + b, lql # 1. 

Pour RE JR.+ et q E K, lql # 1, on note Co(R) l'ensemble des fonctions f définie~ 
dans B(O,R) = {z E Kflzl < R}, à valeurs dans K, continues en O. 

LaU-dérivée de f EC0(R) est définie sur B(O,Riql-1
)- {0} par: 

(36) âuf(z) = af(qz) + bf(z)- (a+ b)f(O) 
z 

Lorsque fest analytique dans B(O, R), il y a bien sûr coïncidence entre (36) et 
(8). 
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Théorème 7. On suppose jqj > 1 et ~~~ :2:: 1. Alors, pour tout fE Co(R), il 

existe une unique fonction FE Co(R jql) vérifiant : 

(a) F(O) = 0 
(b) Vz E B(O, R)- {0}: 8uF(z) = f(z) 

Et on a: 

(37) F(z) =~~(-..!!_)nf (-z ) 
aq ~ aq qn+l 

Démonstration. a) Démontrons d'abord l'unicité. Soient F et G deux éléments 
de Co(R jql) vérifiant (a) et (b). On a alors en vertu de (36): Vz E B(O, R)- {0} 

aF(qz) + bF(z) = aG(qz) + bG(z) 

Posons H = F- G; alors Vz E B(O, R)- {0} : 

aH(qz) = -bH(z) 

Par suite : Vz E B(O, R jqi) - {0}, Vn EN : 

Lorsque n tend vers +oo, puisque ~-~~n :::; 1 et limn~+= qzn = 0, on obtient 

H(z) = 0, C.Q.F.D. 

(3) Montrons maintenant que la fonction F définie par (37) est bien dans 
Co( R jqi) et vérifie (a) et (b ). Soit z E B(O, R jqi). 

Puisque fE Co(R), il existe M(z) ER+ tel que: 

Vn EN, If (qn:l) 1 $ M(z) et lim M(z) =O. 
z-o 

Fest donc définie sur B(O, R jqi), F(O) = 0 et : 

Ce qui implique que F est continue en O. 
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Calculons maintenant: Vz E B(O,R lql)- {0} (et même dérivable): 

âuF(z) =.! (z ~(-.!!_)nf(~)+ bz ~(-.!!_)nf (-z )) 
z L....t aq qn aq L...J aq qn+l 

n=O n=O 

+oo ( b ) n ( z ) +oo ( b ) n+l ( z ) 
= ~ - aq f qn - ~ - aq f qn+l 

= f(z), 

ce qui achève la démonstration du théorème. 

Remarque 1. Par la même méthode, on obtient un résultat analogue lorsque 

~~~ ~ 1 et lql < 1. L'expression de F(z) est alors : 

(38) 
+oo 

z ( aq) n F(z) = b 2: -z; f(zqn). 
n=O 

Cette dernière formule généralise celle donnée par J. Thomae ([70], (34], [37]), 
dans un cadre légèrement différent. 

Remarque 2. Si nous supposons f analytique au voisinage de 0, c'est à dire : 

(39) 

(40) 

+oo 
VzEB(O,R): f(z)=Lanzn, 

n=O 

et si nous utilisons (37), nous obtenons immédiatement la jolie formule 
sommatoire suivante : 

Si lql > 1 et ~~~2:: 1, si z E B(O,IqiR): 

+oo zn 1 +oo ( b ) n ( z ) 
a -- -- f --~ naqn +b- aq ~ aq qn+I 

A titre d'exemple, nous utilisons maintenant< le théorème 7 pour majorer le reste 
de l'approximant de Padé du U-logarithme (Théorème 4) dans le cas où: 

K = C, lql > 1, ~~~2:: 1. 

Pour lxi ~ 1, la fonction de la variable z : 

f( ) 
= zn(1- z)(q- z) ... (qn-I- z) 

z,x ( ) ( . (1-zx) q-zx ... qn-zx) 
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est analytique dans B(O, 1 ). Donc : 

Mais pour lzl ~ l~l et lxi ~ 1, on a: 

En utilisant le fait que Yx E [-lql-1 
, lql-1

] : 

x- 2(lqllq~ 
1

) x2 ~ log(1 +x)~ x, on obtient facilement 

(41) 
((1 + lql-1

)(1 + lql-2
) · · · (1 + lql-n)j2 < R( ) 

(1 -lql-1 )(1 -lql-2
) · • · (1 -lql-n-1

) - q ' 

( 
3 lql 1 ) 

avec R( q) = exp l l + ( l l ) 2 q - 1 2 q - 1 lql - 1 

Ainsi, on peut majorer le reste de l'approximant de Padé de Lu(x) donné par le 

théorème 4, pour Un = aqn + b, 1%12: 1, lql > 1, et lxi ~ 1, par : 

(42) 



TROISIEME PARTIE 
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CHAPITRE 5: 

+oo n 

SUR L'IRRATIONALITÉ DE L _r_ 
n=l qn- r 

+oo 
L'irrationalité de L n ~ 

1 
a été établie par P. Erdos dans [31] pour 

n=l q 
+oo 

q EN, q 2 2. Plus récemment, P. Borwein a démontré l'irrationalité deL n 
1 

n=l q - r 
+oo ( 1)n 

et ""'"' - pour q E Z, jqj 2 2, et r E Q* [14]. Dans ce chapitre, nous ~ qn r 
n=l 

démontrons le résultat suivant : 

Théorème. Soit .q E Z, jqj 2 2, et r = .!!. E Q*. Posons Un = aqn - b, et 
a 

notons: 

IF= {p E Njp prermer j3n EN, p divise un}· 

Pour toute partie finie lF de IF, soit : 

d(lF) = II pp~l. 
pEf 

lbl2 
Supposons qu'il existe une partie finie lF de IF, telle que < 1. 

jqj d(lF) 
+oo n 

Alors x= L nr tt Q. 
' n=l q - r 

Démonstration. Posons U = { u1 , Uz ... , Un, ... } et, avec ies notations de la 
+oo n 

deuxième partie, Lu(x) = L ~. Il a été démontré dans le chapitre 4, th. 4, que: 
n=I Un 

(1) 
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avec: 

(2) Qn(x) = i.) -1)Pu2n-pU2n-p-1 ... Un-p+l [n] q~ xP 
p=O p q 

(3) 
n m n+k-m 

""" n-m [ n] (n-rn)(n-m-1) """' x 
Pn(x) = ~ ( -1) Un+mUn+m-1· · · Um+l q 2 L ---

m=O m q k=l Uk 

De plus, si 1 ~ j;:::: 1, ce que nous supposons pour l'instant, on a (chapitre 4, formule 

( 42)), pour 1 x 1 ::; 1 : 

(4) 

où .e(q) ne dépend ni de x, ni den. 

li est facile de vérifier (en utilisant par exemple le. fait que ôu Lu( x) = -
1 

1 
et 

-x 
la formule (17) du chapitre 4) que : 

(5) aLu(x) =_x_+ bLu (:_) 
q- x q 

Si bien que, Vn EN- {0} : 

b 
Pour x= r =-,nous obtenons: 

a 

(6) 

Remplaçons x par _b_ dans (1). La proposition 2 du chapitre 4, le lemme 2 de 
. aqn . , .. 

[1] et la majoration ( 4} permettent d'écrire, pour une infinité de valeurs den : 

(7) 

.Q < ( 
b ) an ( b) ( b ) n-l a k 1 ( b ) Qn - -Lu - - Q - - - P - < aqn bn a n aqn t; bk+l aqn-k- b n aqn -

.e( q) ( lbl ) 2n+l n(n-3) 

laql - lbl lallqln lql 
2 

lbln. 
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Pour toute partie finie IF de lP et n assez grand, soit Dn(F) = IlP[P~ 1 J-l. Alors, 
pEl 

Vk EN, Dn(IF') divise Uk+!Uk+2 ... Uk+n en vertu du petit théorème de Fermat, et 
n 

D 
1
(F) II (al - b) est multiple commun à aq - b, aq2 - b, ... , aqn - b. Si nous 

n k=! 
n 

multiplions l'encadrement (7) par : Tn = [Dn~IF'))Z g (aqk- b) !q!n
2

!a!n !b!n, 

nous obtenons donc : 

avec an E Z, f3n E Z, et C ne dépend pas de n. 

n 
k ~ 

Or: II (aq - b) ~ 1!a!n !q! 2 où 1 ne dépend pas den. 
k=! 

( 

2 ) 2n 
Donc : 0 < lanLu ( ~) - f3n 1 < K d(~~ !qi . , ce qui démontre le théorème 

pour~~~~ 1. Si~~~< 1, soit hE N tel que lafl ~ 1. D'après (6), il suffit 

de prouver que Lu ( a!h) rf. Q. Mais ceci est vrai car, d'après ce qui précède, 

Lv ( a!h) ~ Q, avec Vn = aqh qn - b. La démonstration du théorème est donc 

complète. 

Nous énonçons deux corollaires immédiats. 

Corollaire 1. Si la densité de lP est strictement positive, x est irrationnel. 

E .œ d 1 , . "" log p d' n euet, ans ce cas, a sene L....J -- 1verge. 
p-1 

.. · . pEP 

On ne sait malheureusement démontrer que la densité de lP est strictement 
positive que dans un très petit nombre de cas (52]. Si l'hypothèse de Riemann 
généralisée est vraie, alors x èst irrationnel (46]. Sur ce sujet, voir aussi (68]. 

+co rn 
Corollaire 2. Soit rE Z- {0} et q E Z, jqj ~ 2. Si r 2 s:; jqj, alors L-n--

n=I q - r 
est irrationnel. 

En effet, d(IF') > 1, VIF' partie finie de JP. Le théorème démontré dans cette 
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+oo n 

note permet a priori d'étudier l'irrationalité de x = "'"' r lorsque q et r sont 
~ qn r 
n=1 

donnés numériquement. 

+oo 2n 
Exemples. a) """' 

2 
est irrationnel. En effet, 5 divise 33 - 2, et 4 < 3 · 5 i . . ~3n-

n=1 

+oo 3n 
b) L 

4
n _ 

3 
est irrationnel ; on observe que 11, 13, 23, 37, 47 et 59 di-

n=1 

visent. respectivement 44 
- 3, 42 

- 3, 44 - 3, 413 - 3, 421 
- 3, 425 - 3. Pour 

F = {11, 13, 23, 37, 47, 59} on a 4 · d(JF) > 9, et le théorème s'applique. 
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CHAPITRE 6: 

+oo n 

A PROPOS DE LA SERIE L nx _ 
1 

n=l q 

1 - Introduction. 

Le but de ce chapitre est de généraliser certains résultats obtenus par P. Borwein 
dans (13] et (14]. 

Pour tout corps de nombres K, on désignera parR l'anneau des entiers de K. 

Nous démontrerons essentiellement le résultat suivant : 

Théorème 1. Soit K = Q[iv'd] ou K = Q. Soit q E K, avec q = ~' r, sE R. 
s 

On suppose que : 

(1) 

+oo n 

Soit xE R- {0} et f(x) = L nx _ 
1

. 
n=l q 

Alors f( x) rf. K. Plus précisément, il existe une constante strictement positive 
cl ( q) telle que : 

(2) 

où den 1 désigne le dénominateur de 1, et : 

(3) 

2 5 3 
25 -45 +- +-

w = 1 + 2. 2 ~2 

' 452 - 65 + 1 - -
1!"2 

Pour certaines valeurs particulières de x, on peut obtenir un résultat un peu 
meilleur (essentiellement lorsque x est une racine de l'unité). En particulier pour 
x=l. 



66 

Théorème 2. Soit K = Q[iv'd] ou K = Q, et soit q E K avec q = :_, r, s E R. 
s 

On suppose que 

(4) 

+oo 1 
Alors L n 

1 n=l q -
que: 

8 =log isl < ~ ( 1 _ ~) 
log lrl 3 1r

2 

rt K. Plus précisément, il existe une constante C2(q) > 0 telle 

(5) V1E R, 

avec 

6 1+-
3 

-8 
71"2 

(6) 
2 + ;2 + 1-28 

w = 1+ 
1--

3 
.;.:_ 38 

71"2 

Le théorème 2 est à comparer au premier résultat d'irrationalité concernant la 
+oo 

série "' 
1 

, obtenu par P. Erdos (31]. 
~ qn-1 
n=l 

+oo 2n 
On en déduit par exemple le résultat suivant : "' d 0 

~ 21 n - 2n "F 'I.J! • 
n=l 

2 - Deux lemmes techniques. 

Lemme 1. Soit K un corps de nombres quelconque, soit R l'anneau de ses 
entiers, et soient r, s E R, avec lrl > isl > 0.- Alors il existe un multiple commun 
H d R b 2 2 no n 'ifi t· n ans aux nom res r - s, r - s , ... , r - s , v~r an . 

(7) Vê > 0, 

Démonstration. Soit ~d le polynôme cyclotomique d'ordre d. On sait que : 

xn- 1 =II ~d(x). 
dln 



Donc : rn- sn= II r'~'(d)~d(; ), 
dln 

où cp( d) désigne l'indicateur d'Euler. 
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Il en résulte immédiatement que le nombre Hn défini par: 

(8) 

ult . 1 ' 2 2 n n est un rn 1p e commun ar-s, r - s , ... , ... r - s . Il reste à obtenir la 
majoration (7). 

On sait que [5] 

où c est une constate. 

Donc: 

n 

Mais on a ([43], p. 268): 2:: cp(d) = 
3
2 n

2 + O(nlogn), et il est facile de voir que, 
d=l 7r 

n 

Vê > 0: L dloglogd = o(nl+~). 
d=l 

Ainsi (7) est démontrée. 

Remarque 1. Si R est factoriel, il n'est pas difficile de démontrer que Hn 
donné par (8) est le P.P.C.M. de r·- s, r 2 - s2

, ..• , rn - sn : il suffit d'utiliser 
l'irréductibilité du polynôme cyclotomique [4] et l'identité de Bezout pour prouver 

que r"'(d)~d(_::) et r"'(d')~d'(_::) sont premiers entre eux si d =/=d'. 
r r 

Remarque 2. Pour majorer IHnl, on aurait pu utiliser une formule générale 
de M. Mignotte ([56], corollaire 1) . 

. Cette formule aurait seulement donné~+ ê à 1~ place de 1 + ê dans (7), mais . · . 2 
cela aurait été suffisant pour la suite. 

Lemme 2. Soit x E C, et A E IR, A > 1. On suppose qu'il existe deux suites 
Pn et Qn d'éléments de R (R anneau des entiers de K, K = Q[iv'd] ou K -· Q) 
vérifiant ·: 

a) Vn E N, 1 QQn 
n+l 
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b) \:ln E N, iQnx- Pni $A -!3n
2
+o(n

2
), j3 >O. 

c) Vn EN, iQni $ Aan
2
+o(n

2
), a> O. 

Alors il existe une constante C > 0 telle que : 

V"( ER, ix- 'Yi ~ C iden 'Yi-~- 1 . 

Démonstration. Elle est tout à fait analogue à celle du lemme 3 de (1] par 
exemple, et nous l'omettons. 

3- Démonstration du théorème 1. 

+oo n 

Les approximants de Padé de f( x) = '"" x ont été obtenus dans le chapitre 
~ qn-1 
n=1 

4. On a, en posant Un = qn - 1 : 

(9) 
n(n-3) 2 + 1 

0 < iQn(x)f(x)- Pn(x)i $ C3(q) iqi 2 lxi n 

pour tout x E C, lxi $ 1, avec C3(q) constante strictement positive ne dépendant 
que de q, et : 

(10) n [ ] 
n z.!..e.=.2:.l 

Qn(x) = L) -1)Pu2n-pU2n-p-1 ... Un-p+1 q 2 xP 
p=O p q 

(11) 
n m n+k-m 

'"" n-m [ n] (n-m)(n-m-1) '""x 
Pn(x) = ~(-1) Un+mUn+m-1· .. Um+1 q 2 ~---

m=O m q k=1 Uk 

Posons O" = 1- 2log isl = 1- 28 
log lrl 

En vertu de (1), on a O" >O. 

Nous suivons la démarche de P. Borwein dans (13], et remarquons que : 

(un]· 

f ( (:n]) = f(x)- 2: k ~x' 
q k=1 q 

où (O"n] est la partie entière de O"n. 

Nous reportons ceci dans (9), pour obtenir : 

. [un] 

(14) 0 < Qn ( (:n]) J(x)- Qn ( [:n]) L k ~X - Pn ( [:n]) 
q q k=1 q q 

(12) 

(13) 

$ C3(q) ixi2n+1 iqi n(n2-3L[un](2n+1) 
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Si nous posons q = ~ et x = ; , avec r, s, a, f3 E R, une vérification fastidieuse 

mais sans difficulté montre que : 

h - Q (-X-) an n[unJ n(3~±1) Hn Ln R 
n - n q[ un] fJ r S J n E 

[ 

[u~ l .e = Q (-x-) ~ x p (-x-) an rn[unJ s n(a~tll Hn Ln R 
n n [un] .L.,; k + n [un] fJ J E 

q k=l q -X q n 

où l'on a noté : 
Hn =un multiple commun à (r- s ), (r2 - s2 ), ••• , (rn- sn); 
Ln= un multiple commun à (f3r- as), (f3r2 - as2 ), •.. , (f3r[unJ- as[unJ) ; 

n 

ln= II (rk- sk). 
k=l 

(La multiplication par H n sert à chasser les dénominateurs Uk dans l'expression 
(11) de Pn(x) ; la multiplication par Ln sert à chasser les dénominateurs de la 

[un] 
~ X 1 ul • l' • n(3nfl) ' h J d' • somme .L.,; k ; a m hp 1cat10n par s 2 sert a c asser es enommateurs 
k=l q -x 

des coefficients de Qn et Pn ; enfin, ceci étant fait, on peut tout diviser par ln, 
" " n 

qui divise tous les produits II (rk+h - sk+h), Vh E N [19]). 
k=l 

On a, en vertu du lemme 1 : 

(15) 

[un] 

Par ailleurs, en prenant Ln = II ( f3rk - ask), on a : 
k=l 

(16) 

et il est facile de vérifier que : 

(17) 

On obtient ainsi, en multipliant (14) par f3n rn[unJ s n(a~±ll Hn:J!:n,: 

is l(2u+ l)n 
2
+0( n) 

0 < ihnf(x) -fnl ~ -~-----irl(- .r22 +u-~ )n2+o(nl±•). 

U 'l' c log isi 2' 'l . fi l tl1sant o = log irl et a = 1- u, 1 VIent na ement : 

(18). 
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En vertu de (1), on a: 462 -66 + 1-.; > 0, ce qui prouve que f(x) rJ. K. 
7r 

Pour calculer la mesure d'irrationalité (3), il suffit de majorer ihnl et d'utiliser 
le lemme 2. 

A partir de l'inégalité (10) de [13], on obtient, pour lxi :::; 1 : 

(19) 

(comparer les termes dominants du dénominateur de l'approximant de Padé pro
posé par P. Borwein [13], th. 1, (a), et celui proposé plus haut, formule (10)). 

Utilisant (15), (16), (17), on en déduit facilement : 

ce qui amène (3) et ( 4) grâce au lemme 2. 

4. Démonstration du théorème ·2. 

Elle est identique à la précédente, sauf que l'on prend : 

(20) 
(j = 2 1-26 

3 
1 1+--6 

7r2 

Puisque 0 :::; 6 < ~ ( 1 - : 2 ) , on a 0 < cr < 1. 

La multiplication par Ln est ici inutile, et on obtient l'encadrement suivant : 

(21) 

ce qui prouve l'irrationalité de f(1 ). 

Comme majoration de lh~l, on obtient : 

ce qui achève la démonstration grâce au lemme 2. 
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CHAPITRE 7: 

QUELQUES CAS D'IRRATIONALITÉ 
DES VALEURS DE FONCTIONS 

U -EXPONENTIELLES 

Dans ce chapitre, nous généralisons la démonstration de la transcendance de e 
par P. Gordan ([40] ; [43], p. 170), pour obtenir un critère d'irrationalité (théorème 
2-1 ci après). Nous en donnons une application en prouvant l'irrationalité de 

+oo n 

f( z) = 1 + "" z , lorsque z, q et Vn vérifient des hypothèses 
~ VI Vz ... Vnqn(n+l)/2 
n=l 

convenables (voir le théorème 4-1 ). 

1 - Notations. 

Soit U = { u1, uz ... , un, .. . } une suite de nombres complexes non nuls. On 
pose U 0 = 1 et : 

(1-1) 
'r:/n EN- {0} : un = Ul • Uz ... Un 

u-n= [Un]-1 

Considérons la fonction f de la variable complexe définie par : 

(1-2) 
+oo n 

f(z) = L ~n 
n=O 

Nous supposons que cette série vérifie le critère de d'Alembert. Un calcul facile 
montre alors que : 

et on pose: 

+oo 
(1-3) M f(z) = Sup L iu;;~II·. ·luilllzli-k 

kEN i=k+l 
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Pour une suite donnée U, on définit leU-binôme de Newton par: 

n 

(1-4) (X œ Y)n = L u!xkyn-k 
k=O 

où: 

(1-5) 

Soit maintenant P E C[X] : 

n 

P(X) = LaPXP. 
p=O 

On pose 

. 
n 

(1-6) P(U) = LaPUP 
p=O 

n 
(1-7) P(X EE7 Y)= Lap(X EE7 Y)P 

p=O 

n n p 
(1-8) P(U œ z) = L:ap(U œ z)P = 2:ap Lupuk-pzp-k 

p=O p=O k=O 

n 
(1-9) IPI (X)= L iaPI XP 

p=O 

2 - Un critère d'irrationalité. 

Théorème 2-1. Soit K = Q ou Q[i.Jd]. Soit A l'a.nneau.des entiers de K. 
+oo n 

Soit f(z) = L ~n, et a, bE K. Supposons qu'il existe P E K[X], tel que: 
n=O 

(2-2) 
(2-3) 

aP(U) + bP(U EB z) E A- {0} 

lbl· Mf(z) ·!Pl (lzl) < 1. 
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Alors a+ bf(z) =1 O. 

Démonstration. Un calcul facile conduit à 

+oo 
(2-4) uk f(z) = (U EB z)k + uk L u-izi 

i=k+l 

N 

Soit P(X) = L akXk. On déduit de (2-4) que : 
k=O 

N +oo 
P(U)f(z) = P(U EB z) + L akuk L u-izi. 

k=O i=k+l 

Supposons que a+ bf(z) =O. Alors aP(U) + bP(U)f(z) = 0, d'où 

N +oo 
aP(U) + bP(U EB z) + b L akUk L u-izi =o. 

k=O i=k+l 

Donc: 

N +oo 
laP(U) + bP(U EB z)l ::; lbl L lakllzlk L iuk"~ 1 i-. ·iui1 ilzli-k. 

k=O i=k+l 

Par suite, en utilisant (1-3) et (2-3), nous obtenons : 

laP(U) + bP(U œ z)l::; lbl· Jlv1f(z) ·!Pl (lzl) < 1. 

Mais ceci est impossible, car x E A et lxi < 1 => x = 0 ([57], th. 2-1, p. 46). 
Contradiction avec (2-2). 

3 - U -Derivation. 

Rappelons la définition suivante (voir chapitre 3 ou [28]). 

Définition 3-1. Soit f(X) = L anXn une série formelle à coefficients corn-
. n~O 

plexes. La U -dérivée de f est définie par : 

8uf(X) = L anunxn-l. 
n~l 

LaU-formule de Taylor s'énonce, dans le cas d'un polynôme (chapitre 3, ou 
[28], proposition 2) : 
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Proposition 3-2. Soit P un polynôme de degré N. Alors : 

P(x ) _ P( ) âuP(z)X âbP(z)X2 • • • â{JP(z)XN 
ffi z - z + u 1 + U2 + + uN . 

On en déduit immédiatement le résultat suivant : 

Corollaire 3-3. Soit P un polynôme de degré N 2: n. Alors P( X ffi z) sera de 
valuation supérieure ou égale à n (relativement à X) si, et seulement si : 

1 P(z) = âuP(z) = · · · = âû-1P(z) = o.j 
De plus, dans ce cas : 

N 

P(U ffi z) = L atP(z). 
k=n 

4- Une application du théorème 2-1. 

Théorème 4-1. Soit K = Q ou Q[ivd]. Soit A l'anneau des entiers de K. 
Soit m E A, lml > 1. Soit V = { v1, v2 ••. , Vn, ... } une suite d'éléments de A, 
vérifiant les trois propriétés suivantes : 

(4-1-1) lvnl = exp(o(n)) 

(4-1-2) Il existe une partie infinie P = {~1 , ~2 , ... } de l'ensemble des idéaux 
premiers de A, et une suite N = { n 1, n2, ... } entiers naturels, tels que Vn; E ~i 
pour tout i, et Vn rf_ ~i si n < ni. 

(4-1-3) Pour tout q E N*, il existe une infinité de ni E N tels que Vn rf_ ~i pour 
ni< n ~ni+ q. 

+oo n z 
Soit f(z) = 1 + L ~. 

n=l VIV2 ... Vnm 2 

Alors, si z E K*, f(z) ~K. 

Corollaire 1. Soit rn E A, lml > 1, et h E N- {0}.· 
+= n 

Alors, si z E K*, L 
1 

hz ~ ~ K. 
n=O (n.) m 2 . 

Le corollaire 1 est un résultat connu ; voir [67], [10], [42]. Il semble cependant 
que le résultat suivant soit nouveau : 
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Soit mE A, lml > 1. Soit Pl,P2 ... ,pn, ... la suite des nombres 
+oo zn 

Alors, si z E K*, L .!!.i!!.±.ll ~ K. 
n=l P1P2 · · ·Pnm 2 

+oo n 

Il est probable que, si z E K*, L z ~ K, ma1s cela est sûrement 
n=O P1P2 · · ·Pn 

beaucoup plus difficile à démontrer. 

La démonstration du théorème 4-1 repose sur quatre lemmes ; les démonstra
tions des lemmes 4-2 et 4-7 sont élémentaires, et laissées au lecteur. 

Lemme 4-2. Pour tout h E N*, soit 

+oo n 

fh{z)= L~n' ZEA-{0}, 
" n=O h 

OÙ Un h = Un+h et Uhn = U1 h · Uz h ... Un h· ' . ' , ' 

S'il existe a E A et bE A- {0} tel que a+ bf(z) = 0, alors : 

(4-3) ah+ bhfh(z) = 0, Vh EN*, avec : 

(4-4) a• = u• (a +b f. ~:) E A 

(4-5) bh = bzh E A- {0} 

Lemme 4-6. Soit '.13 un idéal premier de A, tel que uh+l ~ '-13, b ~ '.13 et z ~ '.1J. 
Alors ah ~ '-13, ou ah+l ~ '.1J. 

Démo_nstration du Lemme 4-6. Si ah E '.13 et ah+1 E '+!,comme Uh+1 rt s.p-, on a 

( 

h-1 n) ( h n) 
: Uh a+ b ~ ~n E '.13 et Uh a+ b ~ ~n ' E '.1J. Si l'on soustrait ces deux 

nombres, on obtient bzh E '-13, contradiction. 

n 

Lemme 4-7. Soit Pn(X) . xn-1 L r~zn-k xk. Alors 
k=O 
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si, et seulement si, les r~ sont solution du système : 

{ 

r~+ r~+···+ r~=o 
Un-Ir~+ Unr~ + ·' '+ U2n-lr~= 0 

Un-1 ... u1r~+un ... u2r~ + · · · +u2n-1 ... Un+lr~= 0 

Lemme 4-8. Soit M = ( aij ), 1 ::; i ::; n, 1 ::; j ::; n+ 1 une matrice à coefficients 
dans A. Alors le système: 

(4-9) 

admet une solution (r~, r~, ... 'r~) vérifiant : 

(4-10) 

(4-11) 

r~ E A pour i = 0, 1, ... , n. 

0 <Max 1r~1::; nn/2 Hn, avec H =Max iaiil, 

De plus, si ~ est un idéal premier de A et aij E ~ pour tout (i,j) vérifiant 
2::; j ::; i, avec aj-l,j ~~pour tout j E {2, ... , n + 1}, alors r~ ~ ~· 

Démonstration du lemme 4-8. D'après un résultat élémentaire d'algèbre linéai
re, le système ( 4-9) admet pour solution : 

r~ = (-1)k~n,k, 0::; k::; n, 

où ~n,k est le déterminant obtenu en supprimant la ( k + 1 )-ième colonne de }.tf. 

Donc (4-10) est triviale, et (4-11) s'obtient en majorant l~n,kl par la méthode de 
Hadamard (35]. 

La seconde partie du lemme résulte du fait que, sous la diagonale de ~n,o, on 
n'a que des zéros modulo ~' alors que les termes de la diagonale sont non nuls 
modulo~· 

Démonstration du théorème 4-1. Nous pouvons supposer z E A (sinon, nous 
remplaçons Vn par Vn. den(z)). Nous utilisons le lemme 4-7 avec la suite uh (voir 
lemme 4-2), et Un = Vnrrin. Nous obtenons que les' r~ sont solution du système 
(4-12): 

{ 

r~+ .r~+ .. ·+ r~=o 
Vn-l+hr~+ Vn+hmr~ + · · · + V2n-I+hmnr~= 0 

r o+ n-lrl + + (n-l)nrn- 0 Vn-I+h · · · VI+h n Vn+h · · · V2+hffi n '' · V2n-1+h · .. Vn+I+hffi n-
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Posons : 

(4-13) 

supposons h > n, et utilisons le lemme 4-8. Nous obtenons que ( 4-12) admet une 
solution (r~, r~, ... , r~), avec r~ E A, et : 

(4-14) 

Supposons a+ bf(z) = 0, avec (a,b) E A2
• Considérons le polynôme: 

(4-15) 

Nous cherchons un majorant de lbhi·M(fh) ·IPh,nl (lzl) (voir théorème 2-1). On 
+oo 

voit facilement que M(fh) ~ B, avec B = L lzln !ml-~. Par conséquent, 

nous obtenons, grâce à ( 4-14) : 

Mais il résulte de (4-1-1) que L3h = exp(hê(h)), avec limh-ooê(h) = 0, et nous 
obtenons: 

lbhl· M(fh) ·IPh,nl (lzl) 

::; lbl Blzl2n-l (n + l)nt lml"' [ lmitLI) exp(n2ê(h)) r 
lzl 1 

Choisissons n tel que < -lml(n-2) - 2. 
.. 

Un tel n étant maintenant fixé, il existe ho EN tel que : 

Nous choisissons h tel que h > n et n + h =ni, ni vérifiant les deux conditions 
( 4-1-2) et ( 4-1-3) avec q = n. Il résulte alors du lemme 4-8 que r~ tf. ~i· Par 
ailleurs, on peut supposer que z tf; ~i, m tf. ~i, et b tf. ~i en choisissant un ni assez 
grand. Nous pouvons aussi supposer que ah tf. ~i (sinon, nous remplaçons n par 
n- 1, h par h + 1, et utilisons le lemme 4-2). Il résulte de tout ce qui précéde que 
la condition (2-3) est satisfaite. 
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Vérifions maintenant la condition (2-2). On a : 

n 

P (u ) 1 """'rk n-kun+k-1 n,h h = m(n-1)h ~ nz h . 
k=O 

Or Uh,n est toujours divisible par mh, donc Pn,h(Uh) E A. De plus, le terme 
correspondant à k = 0 n'appartient pas à ~i (hypothèse 4-1-2), tandis que les 
autres termes appartiennent à ~i (ils contiennent Vn+h = vnJ· Donc Pn,h(Uh) tt 
~i· 

Notons (X$Y)n le Uh-binôme de Newton, et appliquons le corollaire 3-3. Nous 
obtenons: 

1 
2n-1 

Pn,h(Uh œ z) = mh(n-1) L ath Qn,h(z), 
k=n 

n 

où Qn,h(X) = xn- 1 L r~zn-j xi E A(X]. 
j=O 

Mais chacun des ô~h Qn,h(z) contient le produit d'au moins n termes consécutifs 
de la suite uh, y compris Un+h· Donc Pn,h(Uh œ z) E ~i· 

Comme ah tt ~i, Pn,h(Uh) tt ~i et Pn,h(Uh EB z) E ~i, on a: 

Donc la condition (2-2) est vérifiée, et le théorème 4-1 est complètement démontré. 
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