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| INTRODUCTION |

Le but de ce travail est de démontrer l'irrationalité des sommes de certaines
séries de nombres rationnels, en utilisant des approximations diophantiennes ex-
plicites de ces sommes.

+oo
En d’autre termes, soit z = E Gn, an € Q, et soit & démontrer que z ¢ Q.
n=0
. . . . Tn
Nous chercherons & construire explicitement une suite ¢, = —, r, € Z, s, €

n
Z — {0}, convergeant “rapidement” vers z ; le résultat le plus simple & ce sujet est
le suivant :
(R) Si0 < |spz —7n| < €n, avec lim €, =0, alors z est irrationnel.
n—oo

Ce critére résulte immédiatement du fait qu’une suite d’entiers naturels non
nuls ne peut tendre vers zéro. Et sa réciproque est vraie [74].

(R’) Si x est irrationnel, il existe une suite (Tn,8n) € Zn X (Z, — {0}) telle
que |spz — 74| #0 et nlir_‘r} |snt —rn| =0.

On remarquera que (R) reste vrai si on remplace Q par K = Q[Z\/c—i] et Z
par ’anneau A des entiers de K, car il est bien connu que A est discret pour la
topologie induite par la valeur absolue ordinaire dans C.

Une légere modification de ce raisonnement permet de conclure a 'irrationalité
de la somme de certaines séries de rationnels convergeant dans Q,, le corps des
nombres p-adiques.

Le fait qu’une suite d’entiers non nuls ne puisse tendre vers zéro est un des outils
essentiels en théorie des nombres [73], et nous en ferons un usage systématique.
Méme les remarquables démonstrations de J.P. Bézivin, qui semble ouvrir une
voie nouvelle en obtenant des résultats d’irrationalité par une autre technique que
celle de I’approximation diophantienne ([9], [10]), reposent sur l'usage de cet outil,
par 'intermédiaire de critéres pour la rationalité de la somme d’une série forme]le
(critére de Borel-Dwork, par exemple [2]).

On peut distinguer, grosso modo, cinq méthodes pour construire des approxi-
mations diophantiennes explicites de la somme d’une série ; dans cette these nous
utiliserons la premieére et la troisieme.

+o0
a) Le plus simple consiste & approcher z = Z an (an € Q) par ses sommes

n=0



n
partielles S, = Z ar. La classique démonstration de l'irrationnalité de e est un

k=0
exemple d’utilisation de cette technique, qui permet de prouver aussi ’'irrationalité

de Z q“"z, q €Z, |q| > 2, comme J. Liouville I'a signalé [54]. Ces deux exemples
n=0

sont d’ailleurs des cas particuliers de séries de Engel ([60], [36]).

b) On peut essayer d’approximer z par des fractions continues ; I’exemple le
plus célébre d’utilisation de cette méthode est la démonstration de lirrationalité

de ¢(3) = Z n~% par R. Apéry [26].
n=l

+o0
c) Lorsque z = f(z) = Z fn2™, fn € Q, on peut essayer de déterminer des
n=0
approximants de Padé de f(z) (qui conduisent d’ailleurs a des fractions continues
[59] ; voir [16] pour ’aspect historique de la question), ou des approximants de
types Padé ([15], [I7]). Hermite a démontré la transcendance de e en utilisant
des approximants de Padé simultanés des séries exp(@12), exp(a2z),... ,exp(anz)
([66], par exemple). Plus récemment, les approximants de Padé ont été remis a
’honneur en théorie des nombres par G.V. Chudnovsky ([24], [25]), et utilisés par
P. Borwein [13], M. Huttner ([47], [48], [49]), et T. Stihl [69], parmi beaucoup
d’autres. Il est a noter que G.V. Chudnovsky et M. Huttner utilisent les équations
différentielles vérifiées par certames fonctions pour obtenir leurs approximants de
Padé.

+o0
d) Encore dans le cas ou f(z2) = Z fnz", fn € Q, z € Q*, on peut chercher

n=0
une approximation de f(z) par une série de polynémes de Newton, c’est a dire :

v

+o0
f(2)=> A, P(2), avec P(2)=[[(z~=), 4 €C,

v=0 k=1
ou les z, sont des nombres complexes a choisir.

Cette méthode a été utilisée par P. Bunchschuh ([18], [19], [20]) pour obtenir
des résultats d’irrationalité sur la fonction g¢- -hypergéométrique :

n

fz) = Z(a+b)(aq+b) (ag™ +b)

n=0

e) Une derniére méthode, utilisée entre autres par F. Beukers [7], G. Rhin ([62],
[63]), M. Hata [44], P. Borwein [14], consiste a se donner, a priori, un &, sous forme



d’intégrale, de fagon a ce que :
tn= [ Fale)lz = ana +Br aniBr€Q
c

C étant un chemin convenablement choisi dans le plan complexe. Le choix de f,
et de C est, naturellement, loin d’étre évident ! L’intégrale sur un contour peut
étre remplacée par une intégrale double, ou triple.

Dans cette thése, nous démontrerons un certain nombre de nouveaux résultats
d’irrationalité, concernant principalement des valeurs de g-fonctions, c’est & dire
de cas particuliers de fonctions g-hypergéométriques [37].

Elle se compose de trois parties.

Dans la premiére partie, nous approximons des séries par leurs sommes partielles
pour démontrer les résultats suivants :

+o0
Résultat n° 1 : Soit z, = Eq""z, q € Z, |g| > 2. Alors z, n’est pas
n=0

quadratique : V(A,B,C) € Z* :
(4,B,C) # (0,0,0) = Az? + Bz, + C #0.

+oco
Résultat n°® 2: Soit la série p-adique : y, = Z anp"‘"2 avecm € N—{0}, a, €
n=0

Z - {0}, |an| < M. Alors y, n’est pas quadratique : V(4, B, C) € Z°.
(4,B,C) #(0,0,0) = Ay> + By, + C #0.

La deuxiéme partie est purement algébrique : nous y introduisons la notion
de U-dérivation (déja considérée par M. Ward [76]), qui généralise & la fois la
dérivation ordinaire et la g-dérivation [34]. Nous étudions quelques unes de ses
propriétés (U-formule de Taylor, U-racines d’ordre k£ d’un polynéme), puis nous

les utilisons pour calculer explicitement la diagonale de la table de Padé des séries
. +oo n +oo xn -
formelles : Z — et ———————, ou la suite (uy ) est arithmético-géométrique.

Ug ...
et Un ne1 Uiu2 Un

Dans la troisieme partie, nous utilisons la U -dérivation et les approximants de
Padé étudiés dans la deuxiéme partie pour obtenir des résultats d’irrationalité.
Par exemple :

+co n
Résultat n° 3:Sig€ 2, |¢g/>2etr€Z 0<r?<lg, alors Z -

n=1

¢ Q.

" —r



Résultat n° 4 : Soit p1,p2,... ,Pn,

... la suite des nombres premiers dans N,
soit z € Q*, et ¢ € Z, |g| > 2. Alors

+oo n

=3 L _——¢Q
n=0 P1P2---Pnq 2

Chacun des chapitres de cette thése est constitué d’un article légérement re-
manié : deux d’entre eux sont acceptés pour publication (le chapitre 1, Partie I,
dans Acta Arithmetica ; le chapitre 3, Partie II, dans Les Annales de la Faculté

des Sciences de Toulouse). Les autres sont tous soumis pour examen dans diverses
revues.



PREMIERE PARTIE

EXEMPLES D'APPROXIMATIONS
DIOPHANTIENNES
PAR LES SOMMES PARTIELLES



CHAPITRE 1

PROPRIETES ARITHMETIQUES D'UNE
SERIE LIEE AUX FONCTIONS THETA

1 - Introduction

Soit ¢ € Z, |¢q| > 2. Nous définissons
+o0 ,
(1) Tg = Z "
n=0

Il est clair que z, est un nombre irrationnel, puisque son développement g¢-
adique est formé d’une suite non périodique de 0 et de 1.

J. Liouville a démontré l'irrationalité de z, en 'approximant par les sommes
partielles de la série qui le définit [54].

L’étude des propriétés arithmétiques de z, s’est poursuivie grace a 'introduc-
tion de la fonction

+oo
(2) fz) =3 e

n=0

On peut citer, sur ce sujet, les travaux de L. Tschakaloff [71], de P. Bund-
schuh [20], de P. Bundschuh et M. Waldschmidt [22]. Pour une bibliographie plus

compléte sur ce sujet, on pourra consulter [21].

En particulier, P. Bundschuh dans [20] a démontré que z, n’est pas un nombre
de Liouville.

(=" .
n=1qn+7‘ ¢Q, SITEQ’

— x4 est irrationnel ([43], Th. 312, p. 258).

. . +oo
Trés récemment, P. Borwein a prouvé dans [14] que Z

- r# —¢". On en déduit que :I:g

Les nombres z, se trouvent liés de maniere tres simple 3 la fonction 03 de Jacobi,
puisque P'on a ([23], p. 65) :

log
(3) 2r, =1+ 65 (0, = )

Dans ce chapitre, nous démontrons le résultat suivant :



Théoréeme 1. Soit ¢ € Z, |g] > 2. Alors :

+oo
Tq = Z q_"2 est non quadratique.

n=0

P. Erdds conjecture par ailleurs dans {33] que, si ni est une suite d’entiers
+o0

vérifiant ny > ck?, alors Z g~ "* est non quadratique. Cette conjecture pourrait
k=1
peut-étre se démontrer par une méthode analogue a celle utilisée ici, bien que cela

paraisse, a priori, beaucoup plus difficile.
Pour démontrer le théoreme 1, nous utiliserons le critere d’irrationalité suivant:

Théoréme 2. Soit ¢ € Z, |g| > 2. Soit (a(n))nen une suite dans Z¥ vérifiant
les propriétés suivantes :

a) a(n) # 0 pour une infinité de valeurs de n.
b) Pour n assez grand, |a(n)| < r(n), avec

bl) r(n) >0
b2) limsupr'(:'l—.+_12 < |ql.
¢) Il existe une infinité d’entiers k € N, et des entiers ni € N, tels que :
c1) a(nk+1l)=a(nk+2)=---=a(nk+k)=0
k+1
r) Ty, EEEEFD
lal :
) = a(n) ) a
Soit z = Z ——=. Alors si z = — € Q, on a pour k assez grand :
opur ' 8
Nk
(4) g™ =8 a(n)g™ " =0
- n=0

La démonstration du théoréme 2 sera donnée au paragraphe 2. Remarquons
seulement que ce critére est basé tout simplement sur 'approximation de z par ses
sommes partielles et nous n’introduisons, par conséquent, aucun outil nouveau.

a(n)

n

+oo

Il existe d’autres résultats d’irrationalité pour les séries z = Z
n=0

tant beaucoup de termes nuls. On peut citer les deux théoremes suivants :

compor-
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Théoréme 3. [39] Si a(n) € N pour tout n > 1, et si a(n) est non nul pour
une infinité de valeurs de n, avec :

(3) > a(k) = o(n),

k=1
alors Z —= est irrationnel pour tout entier ¢ > 2.
q
n=1

Théoréeme 4. [32] Soit a(l) < a(2) < --- une suite d’entiers satisfaisant
+oo

limp,—oofa(n + 1) — a(n)] = +oo. Alors Z a(n)q %™ est irrationnel pour tout
n=1 ’

entier ¢ > 2.

Aucun de ces deux théorémes ne peut s’appliquer au cas qui nous occupe, méme
pour ¢ > 2. Supposons, en effet, que =4 soit quadratique, c’est a dire qu'il existe
A,B,C€Z,A+#0,tels que:

(6) Az2 + Bz, +C =0
+o0 l( )
Ecrivons : z4 = Z —= avecl(n) =1sin est le carré d’un entier naturel, I(n) =0
n=0
sinon.
400 n
Alors ¢} = Y Y Uk)i(n - k)g™"
n=0 k=0

Des considérations bien connues ([43], p. 258 ; [34], p. 219) montrent que :

+oo
™ =3 2
n=0

ou p(n) désigne le nombre de decomp031t1ons de n en somme des carrés de deux
entiers positifs. '

Alors (6) devient :

+oo
® §= 4 ”(");; Bl o

n=0

+o0o a(n)

On se raméne donc a prouver l'irrationalité de Z ——=, avec a(n) = Ap(n) +
n=0
B l(n). Puisque a(n) peut changer de signe, ni le théoréme 3 ni le théoréme 4 ne
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peuvent étre utilisés. Ils ne peuvent méme pas permettre de démontrer que a:g est
irrationnel. C’est clair pour le théoréeme 4 ; en ce qui concerne le théoreme 3, on
sait que ([43], p. 270, th. 339)

L PP+ p(n) T
n—oo n 4

(9)

La condition (5) n’est donc pas vérifiée.

Il nous faudra, pour appliquer le théoréme 2, un lemme assez fin sur la répar-
tition des zéros de la fonction p(n). Ce lemme sera énoncé et démontré au para-
graphe 4. Sa démonstration utilise de maniere essentielle le résultat suivant, di a
Y. Linnik [53] :

Théoréme 5. Soit u, = (n + x, avec {,x € N, ( et x premiers entre eux, et
0 < x < (. Soit p(¢, x) le plus petit nombre premier de la suite arithmétique u,.
Il existe une constante absolue L (constante de Linnick) telle que :

(10) p(¢,x) <¢F

pour ( assez grand.

La constante L est effectivement calculable. On sait par exemple que L < 20
[41]. Mais nous n’aurons pas besoin de cette estimation.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans le paragraphe 2, nous démontrons
le théoreme 2. Dans le paragraphe 3, nous donnons un exemple pédagogique
d’application du théoréme 2. Cet exemple nous permettra de motiver la forme
générale du lemme technique sur les zéros de p(n). L’énoncé et la longue démons-
tration de ce lemme occuperont le paragraphe 4. Dans le paragraphe 5 enfin, nous
démontrerons le théoreme 1.

2 - Démonstration du théoréme 2

Si Bz —a=0,avec a,f € Z, alors :

N : +o0
ag™ — Z a(n)g™ " = Bg™ Y aln)
n=0

n
n=ng+1 9

D’ou, en vertu de (c;) :

73 +oo.
1) a™ =AY amm =g Y A

n=0 n=n;+k+1
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Utilisant b), nous obtenons :

+oo

<™ S &

gl
n=ng+k+1 q

nk
ag™ - f Z a(n)q™~"

n=0

r(n+1)
r(n)

n assez grand. Mais ni tend vers l'infini avec k en vertu de a), donc pour % assez
grand :

D’aprés ’hypothése by), on peut trouver n €]0,|q|[ tel que < n pour

N +oo n—(np+k+1)
_ n r(ng + k + 1)pn—(m+
ag™ - Y g™ < igllg S X | )IZ
n=0 n=n;y+k+1 q
+ oo n
ne Tneg +k+1 n
e N ()
IQI n=0 q
1Bl r(nk+k+1)
“lgl=n  |qf

Pour k assez grand, I’hypotheése c3) et le fait que le membre de gauche de cette
inégalité est entier entrainent que :

ag™ — B8 a(n)g™ " =0, C.Q.F.D.

n=0

Remarque. Dans le cas ou tous les termes de la série sont positifs, c’est & dire
g > 2et a(n) > 0,Vn € N, on peut conclure que z est irrationnel (il suffit de
reporter le résultat obtenu dans 1’égalité (11)). Mais dans le cas général, on ne
peut espérer qu’une contradiction de type arithmétique, faisant intervenir la notion
de divisibilité. C’est ce qui apparaitra nettement dans I’exemple simple que nous
étudions maintenant.

3 - Un exemple pédagogique

Théoréme 6. Soit (pn)nen+ la suite des nombres premiers de N. Soit ¢ €
Z,|q| > 2. Alors :

+oo
z = Z Pnq " est irrationnel.
n=1

Démonstration. Avant de démontrer ce théoréme, remarquons qu’il ne peut se
déduire du théoreme 4, puisque 'on ne connait pas liminf(p,4; — pn) (voir par
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exemple [64], p. 191 et suivantes). Il ne peut non plus se déduire du théoréeme 3,
meéme si ¢ > 0, car si nous posons

+oo
a(n)
e=
n=0 1
avec a(n) = n si n est premier et a(n) = 0 si n est composé nous avons

1Sa=iTeel 5 e (-r(3) 2}

Démontrons maintenant le théoréme 6. Nous prenons r(n) = n et nous utilisons
le résultat élémentaire suivant [61] :

Lemme 1. Pour une infinité d’entiers n, on a :

Pn+1 — Pn 2> 1.710g pn.

Il résulte immeédiatement de ce lemme qu’il existe une suite de nombres premiers
ni telle que :

ang+1l)=a(nk+2)=---=a(nk+k)=0 aveckzglog Nk.

r(ng + k + 1)

2 2
On a donc ni < exp (gk) , et puisque exp 2 <2,ona lim Ik

= 0.

. a , 8
Doncsi z = = € Q, on a pour k assez grand, en vertu du théoréme 2 :

B
ni
ag™ — B> a(n)g™ " =0.
n=0
Posons 3 = ¢7f’, ol q ne divise par 3'. Alors

Nk .
ag™~7 = 'Y a(n)g™ " =0.

n=0

On en déduit que ¢ divise f'a(ni) = B'nk. Puisque ni est premier, q divise ',
et cette contradiction démontre le théoreme 6.
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4 - Un lemme sur les zéros de la suite p(n)
Lemme 2. Soit § € N*, et soit a €]0,1[. On désigne par p; <ps < --- < pp <

-+ la suite des nombres premiers de N qui sont congrus a 3 modulo 4, p; étant
choisi de fagon que

+
8

(12)

;le"“
IN
e

3
il
—

Alors il existe un entier mg = mg(a, é) et une constante L (constante de Linnick,
voir théoréme 5 ci-dessus) tels que, pour tout & = p1p2...pm,m > my, il existe
nk € N tel que :

a) p(ng—8)=---=p(nk—1)=p(nk+1)=---=p(ne + k) =0
b) p(nk) =2
c) nk—-6)=---=lng)=---=lnr+k)=0

d) ng < 4L exp(4L pfak))-

Démonstration. Pour tout z € Z, et tout nombre premier p, nous notons vp(z)
la valuation p-adique de z.

Pour h € N*, soit Py = {p1,p2.-. ,D1}

Pour m € N*, notons k = k(m) = p1p2...pm.

Premiére étape

a) Soit M,,, = {n € {1,2,... ,k}/3p € Pr/vp(n) > 0}. En vertu de la formule
du crible ([65], p. 22 ; [43], th. 261, p. 234) :

carde"——'Z[k} —Z[L] ook (2D [m]

V23 el § 5

Or v,(k) > 0,Vp € P,,, donc :

as) cardezk—k(1_.pil>(1___;01_2>“.(1_Z_)1_m)

b) Soit Hy, = {n € {1,2,... ,k}/3p € P /vp(n) > 2}.

Ona: card H,,, < [ﬁz] + [%] + ot [%]
P P2l Pm

L

< k.
p?

En utilisant (12), on obtient : card (H,,) < k> 1,

N e
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c) Soit I, = {n € {1,2,... ,k}/3p € Pn/vp(n) = 1}. On a card I, =
card M,, — card H,,. Donc : card (I,,) > & (1 - g = | i (1 - pi)) Mais

+oo g
1 1
le produit infini (1 - —> diverge vers 0 car la série — diverge. Donc il
(-5 divee 25

existe un entier m; = my(a) tel que :

=1

(14) Ym > my card I, > k(1 — a)

d) Il en résulte que, pour m > my, tous les éléments de {1,2,... %k} sont
divisibles par un facteur p € P,, avec un exposant 1 exactement (et ne sont donc
pas des sommes de deux carrés, [43], p. 299, th. 366), sauf N = N(m) d’entre eux
que nous noterons u; < uz < --+ < uN, et on a en vertu de (14) :

(15) Vm>m; |N <ak

Deuxiéme étape

a) -Nous construisons maintenant £ = k(m) nombres entiers consécutifs
em+1l,em+2,...., e, + k tels que :
| Vm € N*, m>my =Vi€e{l,2,...,k},3Ip € Pntn,

(16)
(16) tel que vp(ey, +1) = 1.

On procede de la fagon suivante : soit d’abord r; € N, tel que

{0 <r < 2pm+1

(17
) Upm+t [7‘1 (p1p2 .. -pm)2 + ul] =1

Puis soit (1 < h £ N) défini par récurrence par :

0<r < 2pm—i-h
(18) Ypman |Th(P1P2 -« - Pmah=1)" + Tho1(P1P2 .. . Prmth—2)" + -
+ri(p1p2 - pm)’ +un] =1

'

Nous posons :

(19) em =N (P1P2* PmaN—1)" +N-1(P1P2 " PrmiN—2) + -

+ 71 (p1p2 - 'Pm)2

Soit 7 € {1,2,... ,k}.
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Il est clair par construction que, si j € {1,2,... ,m},em +1 =1 [p?] Donc si1
t € Im,3p € Ppy, tel que vp(em +1) = 1. Sie ¢ Iy, il existe h € {1,2,... ,N} tel
que ¢ = uj ; on a alors :

em +1=rh(P1D2 -+ Pmtho1) + -+ 711 (P1D2. - -Pm)° +un [pZin]

donc vp,, ., (em +1) = 1 en vertu de (18).
Par conséquent, le nombre e,, défini par (19) vérifie bien (16).

b) On peut majorer e, puisque 14 < 2pm+n,Vh € {1,2,... N} :

em < 2PmaN(P1P2 - - - PmaN=1) + 2PmtN-1(P1P2 - - - PmtN—2)* + -+

+ 2Ppm+1(P1P2 - - - Pm )

1 1
o+

em < 2(P1p2 - Pman)? [

2 2 2
Pm+N Pm+N-1Pp4N Pm+41Pm42 " "Pm4N

1 1 1
€m SQ(p1p2--'pm+N)2 <§+ 3. 32 +---F 3‘32N—2)

Donc

(20) em < (P1p2 - - . Dm+N)?

Troisieme étape

Soit maintenant

Jm={j €N/Vi€{1,2,... ,k},3p € Pryn tel que 1,(j +i) =1}.

Jm est non vide puisqu’il contient e,,. Soit ¢,, le plus petit élément de J,,,. On
a alors :

(21)

gm < (P1P2 o -pm+N)2
Vp € Poyn, vp(gm) #1

Quatrieme étape

a) Notons v; < v2 < -+ < vy les éléments de {1,2,...,6} tels que : Vj €
{1,2, ce ,M},Vp € Pm+N,Vp(Qm - v]-) # 1.

Onadonc:|{M<$é
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De méme que dans 1’étape 2, nous construisons la suite r; par les relations

suivantes :

0 <71y <2PpmtN+1
(22) { o ~

VpmaN+1 [rll(plp2 .. -pm+N)2 + qm — vl] =1
Puis par récurrence, pour 1 < h < M — 1, nous posons :

0 <rh < 2Pm+N+h
(23) Vomangn (Th(P1P2 - - - PmaN4h=1) + Th_1(P1P2 - - - PmtN+h—2)’ + - -
+7"1(P1p2 .. -pm+N)2 +qm — vh) =1
Nous imposons a rj, des conditions supplémentaires ; pour cela, nous notons
Lpn+n = {p € IP’mﬁ'N/Vp(qm) = 2}'

Soit T vérifiant le systéme de congruences :

(T(p1p2 - - - PmAN+M—-1)° + Th_1(P1P2 - - Pt N+M—2)’ + -+

+ri(P1p2 - PmaN)’ + dm —vM =0 [PmiNim] (24)
T(Pm+ N+1Pm+N+2 - - - PmtN+M—1)" + Tag_1(PmaN41 - PmaN+M—2)" + -
+r; =0 [p] sip € Lyp+N (25)
T(pm+N+1Pm+N+2 - - -Pm+N+M—1)2 + -1 (Pmt N1 - ‘pm+N+M—2)2 4+
. + T"l =1 [p] sip € PN N Lpen (26)

On sait ([43], th. 121, p. 95), que 'on peut prendre T solution de ce systéme, et
vérifiant :
0<T <pip2...Pm+NPm+N+M-

Soit H = T(Plpz---Pm+N+M—1)2 + TM-l(Plpz---Pm+N+M-2)2 + 0+
ri(p1p2 - - - Pm+N)? + ¢m — v (voir congruence (24)).

Nous posons rj; = T si H n’est pas un multiple de p%, yip, et 7o = T +
P1P2 ...Pm+NPm+N+M si H est un multiple de p2, v as-

Il est clair alors que r), vérifie les conditions suivantes (27) :

(0 <7y S 2(p1p2 - - - Pt NPm+N+M)

Vpmansaa (T2 (P1P2 - - - PratN+M=1)" + Thr_1(P1P2 - . . Pt N4M—2)" + -
+71(P1p2- - - PmaN)’ + qm —vm) =1

$ vp [Py (Pmt N41PmaN+2 - Pt N4M 1) + T 1 (PmaN41 - - - Pmt N4M—2)"

| 4] >1 sip € Lman .

Vé [TM(Pm+N+1Pm+N+2 .- -10m+N+M—1)2 + 7“;\/1—1(Pm-|;N+1 . -Pm+N+M—2)2
+---+7"1]=0 sip € Poan N\ Lngn
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b) Posons maintenant

tm = rag(P1P2 - - PmaN+M-1)° + a1 (P1P2 - . . PmtN+M—2)

(28) ' :
+ .- +r1(p1p2...pm+N) + gm

Par construction :

Vie {-6-6+1,...,-1,1,2,... k},3p € Prinsm,

(29) tel que : vp(tm +1) = 1.

c) Par ailleurs, en vertu de ’avant-derniére condition de (27) : Vp € LN,
Vp(tm) = 2, car on a alors l/p(qm) =2 et Vp(tm — qm) > 3.

Sip € Pputn \ Lintn, deux cas peuvent se produire car v,(¢m) 7 1 grace a
(21) :
@) Vp(gm) =0, auquel cas vp(tm) = 0.
B) vp(gm) > 3 ; alors vp(tm) = 2 & cause de la derniere condition de (27) qui
implique vp(tm — gm) = 2.
On a donc Vp € Py N, vp(tm) =0o0u 2.

De plus, Vm > §,Vi e {m+ N +1,... , m+ N + M}, vp,(tm) = 0 car il existe
un entier 7,1 < j < M, tel que vy, (tm —v;) = 1.

Finalement, nous avons donc :

(30) Pour m assez grand : Vp € Pryn+m, vp(tm) =0 ou 2.

d) Nous majorons maintenant t,, a partir de (21), (22), (23), (27) :

tm < 2(p1P2 - - - Pmt NDmaN+M)(P1D2 - - - Pt N+M—1)°
+ 2Pm+N+M—1(Ple .. -Pm+N+M—2)2 + -
+2pma N+1(P1P2 - - - PmaN)? + (P1D2 - - PmN)?

Donc :

- (31) , tm =0 [(Plpz e DmN+M)

Cinquieme étape

a) Soit maintenant n = n(m) € {0,1,2, 3}, tel que

(32) n(p1P2 - PmanN+m): +im =1 [4]
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Pour s € N, considérons :

(33) wy = 4(p1P2 - - - Pm+nN+m) s +0(P1p2 .- - PmanN+m)t + b

On a d’abord (34) : Vs € Nyw, = 1 [4]. De plus, en vertu de (29) :

Vs e NVie{-6,-6+1,...,-1,1,2,... ,k},3p € Prny Ny,
tel que : v,(w, +1) = 1.

(35)

b) Soit D le plus grand diviseur commun a 4(pip2-..Pm+N+m)? et
n(p1p2 . . . pm+N+M)* + tin. En utilisant (30) et (32), on voit que, pour m as-
sez grand :

m+N+M
(36) D= H i, avec a; =0 ou?2.
=1

c¢) Posons w, = D((s + x), avec ((,x) € N x N. En vertu de (31), puisque
n € {0,1,2,3}, on a x < ¢ pour m assez grand. On peut alors utiliser le théoréme
5 : il existe un nombre premier p((, x) et un entier naturel o tels que

L
4(p1p2 - . - Pm+N+M)*

(37) w, =D -p((,x) <D

D
Nous posons (38) :  ng = ng(m) = we. Nous avons donc, puisque L > 1 :
L
(39) nk < [4(p1p2 - - - PmtN+M)*]

Par ailleurs, D = 1 [4] d’apres (36), et nx = 1 [4] d’apres (34) et (38). Ainsi
p(¢,x) = 1 [4], d’ot 'on déduit que p(¢,x) est une somme de deux carrés. De
plus, puisque la décomposition de D ne contient que des facteurs premiers qui ne
sont pas somme de deux carrés (voir (36)), on a :

(40) -~ p(ne) = plp(¢, x)] =2
(;/oir [43], formule (16.9.5) et th. 278, p. 242).

Si nous regroupons (35) et (40), nous obtenons les conclusions a), b) et ¢) du
lemme 2. Il reste & démontrer la majoration d).
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Sixiéme (et derniére) étape

a) En utilisant le théoréme des nombres premiers dans les suites arithmétiques
([38], p- 70), on obtient :

1

(41) m+N+M~ o PmiN+M lorsque m —— +o0.
2log pm+N+M

Donc

(42) m+4 N+ Mg DmtN+M pour m > ma.

= log pmiN+M

Utilisant (39) et (42), nous obtenons :

(43) nk < 45 (pmanea)FTVEM <4l expldL pony 4]

b) Mais on a aussi : k = pip2...pm 2 pl*, donc

log &
44 m <
(44) = p—
. . . log &
Et puisque M < 6, utilisant (15) et (44), nous obtenons m+ N + M < +

C . log pi
ak + 6, si bien que, pour m > mg3 : ,

(45) m+ N+ M < 2[ak]

Reportons ce résultat dans (43), nous obtenons :
nk < 4% exp(4L pafan))s

ce qui achéve la démonstration du lemme 2.

5 - Démonstration du théoréme 1 -
- Supposons qu'’il existe A, B,C € Z, A # 0, tels que A:cg + Bzg+C +0.

Nous allons utiliser le théoreme 2 avec a(n) = Ap(n) + Bl(n), et montrer que
nous aboutissons a une contradiction.

a) Puisque A # 0, nous pouvons choisir § tel que ¢° ne divise pas 24. Nous
choisissons de plus a €]0, 1] tel que

log |q]
(46) 82L - —== <0.
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b) Majorons maintenant : |a(n)| < |A|p(n) + |B|. On sait que :

log n ]

(47) plm) < dlr) < exp |20

pour n assez grand ([43], p. 262, th. 317 et §18-7, p. 270).

Nous pouvons donc écrire |a(n)| < r(n),Vn > ng avec

2log n )

(48) r(n) = exp (log log 7

¢) Nous appliquons le lemme 2, a et § étant définis ci-dessus. On a :

(49) ng+k+1<4L exp(4Lpaary) + k& + 1.

Or, en utilisant le théoréme des nombres premiers dans les suites arithmétiques,
on a pour k assez grand :

1 Pl 9oy < P2H

50 .
(50) 4log paak) =~ log pafan

Pour k assez grand, (49) entraine done
nk +k+1 < exp(8Lpafar))-

log z

La fonction z — étant croissante pour z > e®, on obtient :

log log =
2log(nk+k+1)
log log(nt + k + 1)
16Lp2[ak]
~ log 8L +log pajak

log r(nk+k+1)=

Donc pour k assez grand :

. P2[ak]
51) rink+k+1)<ex <32L.———>
o ) S (s
d) Posons z = _P2ell _  Alors 2 tend vers linfini avec k. "En utilisant
log pafar]

r(ng + l: +1) < eXp(3iLa:), ot r(ng + Ilcc +1) <
lal lg|® la|

1 .
exp ((321; - ____Ogalq|> :1:) et puisque a vérifie (46), limg— 1‘_(_7_”_6%?7_:_-_!—_1_) _
q

(50) et (51), on obtient :

0.
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1
e) Il est clair par ailleurs que limg—.o r(nT-i_)-)- = 1. Comme a(ng + 1) =
r(n
a(ng +2) = --- = a(ni + k) en vertu du lemme 2, le théoreme 2 s’applique, et on

obtient, pour k& = k(m) assez grand

n

Cq™ — Z a(n)g™* ™" =0.

n=0

Utilisant les a), b) et ¢) du lemme 2, on obtient

nk—é—l

Cq™ — 24 - Z a(n)g™ " =0.

n=0

On en conclut que ¢®+! divise 24, ce qui contredit le choix de 6. Le théoréme
1 est donc démontré.
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CHAPITRE 2 :

UNE PROPRIETE ARITHMETIQUE
DU NOMBRE p-ADIQUE Y12 g(n)pm™n*

n=0

1 - Enoncé des résultats

Soit p € N, p premier. On conjecture [21] que le nombre p-adique

Tp = Z::c(’, p™’ est transcendant. Dans ce chapitre, nous démontrons un théoréme
qui permet de conclure que z, est non quadratique. La méthode utilisée est celle
de [29] (voir chapitre 1), c’est a dire exploite le fait que la suite.p(n) comptant
le nombre de décompositions de n en somme des carrés de deux entiers positifs
contient “beaucoup de zéros” (voir le lemme ci-dessous). On ne peut donc espérer
démontrer la transcendance de z, par ce moyen.

Nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme. Soit p € N, p premier. Soit m € N— {0}. Soit {a(n)}neny € ZV,
avec :

a) a(n)#0, VneN
b) Ja(n)| <M, VneN.
“+o0

Soit y = Z a(n)pmn2 € Q,.
n=0

Alors VP € Q[X], deg P <2, P#0,0ona: P(y) #0

Démonstration. Posons ¢ = p™, et écrivons :

+o0
1) y = Zé(n)q" avec £(n)=a(k) sin=4k* keN
n=0

é(n) =0 sinon.
Alors :

+oo
(2) y? =) pa(n)g™.

n=0
avece @

paln) = 3 tlk)e(n - k).
k=0
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Il résulte de ’hypothése b) du théoréme que |pa(n)| < M2p(n), ot p(n) désigne le
nombre de décompositions n = o + 2, avec (@, ) € N2. Le lemme suivant est
tout fait analogue au lemme 2 de [29] (voir chapitre 1), et nous le démontrerons
dans le paragraphe 3 :

Lemme. Soit § € N— {0}, et soit h €]0,1[. On désigne par p; < p < ... <
Pn < ... la suite des nombres premiers de N congrus a 3 modulo 4, consécutifs, p;
étant choisi de fagon que :

+oo
(3) > opat<

n=1

N>

Alors il existe un entier mg = mg(h,§) et une constante L (constante de Linnik
[41]) tels que, pour tout k = k(m) = p1p2...Ppm,m > my, il existe (ng,n}) € N?
vérifiant :

a) p(ng+4)=0, Vie{l,2,...,np+6+1}~{n, +1}.

b) p(nk +n} +1)=2.

c) U(nk+1:)=0, Vie{l,2...,n.+6+1}.

d) ni < 4Lezp(4Lpapnr))-

e) k< ny.

2 - Démonstration du théoréme

Démontrons maintenant que y est non quadratique. Supposons qu’il existe
A, B,C €Z,avec A#0, tels que Ay? + By + C = 0. Alors :

“+oo
(4) Y (Apa(n) + Bé(n))g" + C = 0.

n=0
Dans le lemme, nous choisissons h €]0, 1{ tel que :
53y 64L h < logg,

et § € N— {0} tel que V(u,v) € N2, ¢°*1 ne divise pas 24a(u)a(v) dans Z (ceci
est possible en vertu des hypothéses a) et b) du théoréme). : '

Si nous introduisons la suite nx dans (4), nous obtenons grace & a) du lemme :

Nk “+o0

6) 3 (Apa(m)+BEm)G"+C == 3 (Apa(n)+ BEn))a™,
n=0 n=ng+n}+1
On a:
+oo
(7) v = Y (Apa(n)+Bl(n))g"| = m(nk +k+1).

n=n;+n; +1
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n

Par ailleurs, soit gx = Z(A(pa(n) + Bé(n))g" + C ; alors g € Z, et on peut
n=0
le majorer en valeur absolue :

l9xl < D (JAIM?p(n) + |B|M)q" + [C|

n=0

Or on sait ([43] p. 262, th. 317, et §18-7, p. 270) que

logn
< exp————, donc :
p(n) < e:z:plog logn’ onc

logngy  ¢™*!

< (|A] M? M
lgk] < (JA] + [B| )exploglognk g-—1

+|C]|.

Donc il existe K €]0, +o0o[ tel que, pour k assez grand :

® ol < g

Supposons gx # 0. On déduit de (8) que :

1 lognk +K).
log ¢ loglog ng

9 vy (ge) < m (nk +

Mais si nous utilisons le théoreme des nombres premiers dans la suite arithmétique
4n + 3, nous obtenons pour k assez grand :

1 P2fnk < 2k < D2[hk]

10
(10) 4 log pa(rk log pa[ri]

et par suite, en vertu de d) du lemme :

log 4t +4L
logni < Qg I:I_ iUl < 64Lhk pour k assez grand.
loglogny ~ log(log4™ + 4Lpajnxy)

En reportant ce résultat dans (9), on obtient :
64hL )

vp(gr) Sm (h'k + ng_k +K

Gréce au choix de k, cette inégalité contredit (6) et (7) pour k assez grand. Donc
.9k = gk(m) = 0 pour m assez grand, et on obtient alors :

Nk(m41)

0= gk(m+1) = Gkim) = D (Apa(n) + BL(n))g" = 0.

n=nk(m)+1
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En utilisant a), b), ¢) du lemme, il vient, pour un entier r compris entre 1 et
ng +nj :

Nr(m+1)
2Aa(r)a(ne+nftl=r)t > (Apa(n)+BEn))g " ~eem =t =,
n=nk(m)+n;°(m)+5+2

Donc ¢®+! divise 24 a(r)a(ng+n} +1—7), ce qui contredit le choix de 8, et achéve
la démonstration.

3 - Démonstration du lemme

Nous effectuons la démonstration du lemme avec la notation “a” a la place de
“h”

Pour tout z € Z, et tout nombre premier p, nous notons v,(z) la valuation
p-adique de z.

Pour h € N*, soit P, = {p1,p2... ,Pn}
Pour m € N* notons k = k(m) = p1p2...Pm.

Premiére étape

a) Soit My, = {n € {1,2,...,k}/3p € Pn/vp(n) > 0}. En vertu de la formule
du crible ([43], th. 261, p. 234) :

a2 4] E [ oo [t

i i

Or vp(k) > 0,Vp € Pp, donc :

(13) cardezk—k(l——I-;ll—>(1—%)---(1—]%)

b) Soit Hy = {n € {1,2,... ,k}/3p € Ppr/vp(n) > 2}.
On a: card H,, < [_k2_] + [%} + -+ [—Iz—}
1 b3 P

.Donc : card (Hp) < k> %, —}5 < <k.

b;
c) Soit I, = {n € {1,2,...,k}/3p € Pn/vp(n) = 1}. On a card I, =

card M, — card H,,,. Donc : card (I,) > k (1 - g -TIZ, (1 - I—}-)) Mais

ol a
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+co 1 +o0 1
le produit infini (1 - —) diverge vers 0 car la série — diverge. Donc il
11 (1-35;) divere 35, divre

existe un entier m; = mi(a) tel que :

(14) Ym > my card I, > k(1 — a)

d) Il en résulte que, pour m > my, tous les éléments de {1,2,...,k} sont
divisibles par un facteur p € P,, avec un exposant 1 exactement (et ne sont donc
pas des sommes de deux carrés, [43], p. 299, th. 366), sauf N = N(m) d’entre eux
que nous noterons u; < uz < --- < upn, et on a en vertu de (14) :

(15) VYm > my N < ak

Deuxiéme étape

a) Nous construisons maintenant k& = k(m) nombres entiers consécutifs
em+1l,em +2,... e, + k tels que :

VmeN*, m 2 my ﬁViE{l,Z,...,k},Eiper_,.N,

1 A
(16) tel que vp(en +1) = 1.

On proceéde de la fagon suivante : soit d’abord r; € N, tel que

0<rm< 2pm+1
o {

Vpmaa [7‘1 (p1p2 .. ~pm)2 + ul] =1
Puis soit r,(1 < h £ N) défini par récurrence par :

0 <7rhp <2pm+h
(18) Vpmn [Th(P1P2 -+ - Pmth—1)> +7a_1(P1P2 . - Pman—2)’ + -
+r1(p1p2 ... pm)* +us] =1

~ Nous posons :

(19) em = 7N (P1P2 " PmaN—-1)" + N1 (P1P2 - PmaN—2) + -

+71(p1p2 - Pm)’

Soit 7 € {1,2,... ,k}.
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Il est clair par construction que, sij € {1,2,... ,m},e, +1 =1 [p?] Donc si
i € Im,3p € Py, tel que vp(em +1) =1. Sit ¢ Ly, il existe h € {1,2,... ,N} tel
que ¢ = up ; on a alors :

em+i=rh(P1P2.. Pmta-1) - +71(P1P2-. . Pm)’ +un [phats]

donc vp,, ., (em + 1) = 1 en vertu de (18).

Par conséquent, le nombre e,, défini par (19) vérifie bien (16).

b) On peut majorer e, puisque rp < 2pm+n,Vh € {1,2,... ,N}:

em < 2pm4+N(P1p2 - - -Pm+N-1)2 + 20m+N-1(P1DP2 - - - Pm+N—2)* + -

+ 20m+1(P1P2 - - - Pm)?

1 1 1
+...+

em < 2(p1p2 - - - Pm+nN)? [

+ 2 2 2
Pm+N  Pm+N-1Pm4N Pm+1Pm+2 " " Pm+N

1 1 1
em < 2(p1p2--'pm+N)2 <§ + 3.32 +oot 3,32N—2)

Donc

(20) em < (P1p2 .- - Pman)?

Troisiéme étape
On note ¢gm = em + nj + 1 le plus petit élément de
Jn={t€N/i > emn +k+1/Vp € Pryn,vp(3) # 1}
Par construction, on a nj, > ket :

(21) Vie{1,2,...,n%}, Fp€Pnin,vrlen+J)=1

Quatriéme étape

"a) Notons v; < vz < -+ < vy les éléments de {1,2,...,6} tels que : Vj €
{1727° o 7M}’Vp € Pm+N,Vp(qm + Uj) # 1.

Onadonc:|M<$

De méme que dans l'étape 2, nous construisons la suite r; par les relations
suivantes :

0 S r! < 2pm N
22) { 1 +N41

VpmN+1 [Ti (plp? .. 'pm+N)2 +'qm + 'Ul] =1
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Puis par récurrence, pour 1 < A < M — 1, nous posons :

0 <7k < 2DPm+N+h
! 2 1 2
(23) Vpmansn (Th(P1P2 - PmaN+h=1)’ + Th_1(P1D2 - . . PmtN+h—2)" + -
+7r1(p1p2 - PmaN)? + qm +vn) =1
Nous imposons a rj, des conditions supplémentaires ; pour cela, nous notons
LN = {P € ]Pm+N/Vp(qm) = 2}'

Soit T' vérifiant le systéme de congruences :

( T(pip2 - - -pm+N+M-—1)2 + 7‘3\4_1(271132 . -pm+N+M—2)2 + -

+r1(p1p2 - . PmAN)’ + dm v =0 [Pt Nt Mm] (24)
T(Pm+N+1Pm+N+2 - - - Pt N+M—1) + a1 (PmaN+1 - PmaNtm—2)" + -+

+r;=0 [p] sip€Lnyn (25)
T(Pm+N+1Pm+N+2 - - - Pt N+M=1)" + Tag 1 (PmtN+1 -+ Pt N4 —2)” + -+

{ +r =1 [p] sip€PmynN NLmin (26)

On sait ([43], th. 121, p. 95), que 'on peut prendre T solution de ce systéme, et
vérifiant : :
0<T <pip2-.-Pm+NPm+N+M-

Soit H = T(pipz..-PmsN+M-1)> + Th_1(P1P2.. . PmaN+M—-2)® + -+ +
r1(P1P2 - - - Pm+N)? + gm + v (voir congruence (24)).

Nous posons ry, = T si H n’est pas un multiple de p%, .y, et Ty = T +
P1P2 - -Pm+NPm+N+M si H est un multiple de p2,  n s

Il est clair alors que r', vérifie les conditions suivantes (27) :

(0<ry <2(p1P2 - - Pm+NPm+N+M)

Vpman st (T0(P1P2 - - PmanN+M-1)> + o1 (P1P2 . . PmaN+m—2)" + -+
+riPpz.- . Pman)® + gm + o) = 1

g2 [TM(Pm+N+1Pm+N+2 . -pm+N+M—1)2 + r3\4_1(pm+N+1 .. .pm+N+M_2)2

. +- 41y >1 sip € LngnN

Vp [TM(Pm+N+1Pm+N+2 . -Pm+N+M—1)2[ + 1 (Pt N1 - -Pm+N+‘M—-2)2
+4+7]=0  sip€Ppin N\ Lpyn '

b) Posons maintenant

tm = (P1p2 .. PmaN+M 1) + T 1(P1P2 . PmaN+M—2)°

(28)
+ o+ ri(Pip2 - PmtN)’ F Em
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Par construction :

vze{172’,nllc>n,lc+2’vn,k+6+1}7 aper-FN-f-Ma

2
(29) tel que : vp(tm +1¢) = 1.

(*)Ettp, +nj, +1 = 7’9\4(?11)2 .. -Pm+N+M—1)2 + 7‘5\4-1(?11’2 .- -Pm+N+M--2)2 +
-+ (PP PmtN)’ + dm.

c) En vertu de I’avant-derniére condition de (27) : Vp € LN, Vp(tm+ni+1) =
2, car on a alors vp(gm) =2 et vp(tm + 1 + 1 — gm) > 3.

Sip € PpynN N\ Lpsn, deux cas peuvent se produire car vp(¢gm) # 1 par
définition de ¢, :

a) vp(gm) =0, auquel cas v,(tm +nj + 1) =0.
B) vp(gm) = 3 ; alors vp(tm +nj +1) = 2 & cause de la derniere condition de
(27) qui implique vp(tm + 1) +1— gm) = 2.
On adonc Vp € Ppyn, vp(tm+np+1)=0o0u?2.

Deplus, Vm > 6§Vie {m+N+1,... m+ N+ M}, v,,(tm +n} +1) =0 car
il existe un entier j,1 < j < M, tel que v, (tym + np + 1+ v;) = 1.

Finalement, nous avons donc :

30 Pour m assez grand : Vp € Py nen, vp(tm +nk +1) =0 ou 2.
gr f k

d) Nous majorons maintenant t,, & partir de (20), (22), (23), (27) :

tm < 2(P1P2 - - - Pmt NPmtN+M)(P1P2 - - - Pmt N+M-1)
+ 2Pm+N+M—1(P1p2 .. -pm+N+M—2)2 4.
+ 2Pm+N+1 (p1p2 .. 'pm+N)2 + (P1p2 . -pm+N)2

Donc :

(31) tm =0 [(Plpz e PmtN+m)

Cinquiéme étape
a) Soit maintenant n = n(m) € {0,1,2, 3}, tel que
(32) n(p1pz2 - -Pm+1\l+z\4_)4 +tm+np+1=1 [4]

Pour s € N, considérons :

(33) wy =4(p1Py .. . PmaN+M) S +0(P1P2 - . PrmaN+M) Fim.
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On a d’abord (34) : Vs € Nyws + n}i +1 =1 [4]. De plus, en vertu de (29) :

Vse N,Vie {1,2,... ,n,np +2,...,np + 6+ 1},3p € Py Nt m,
tel que : vp(ws +12) = 1.

(35)

b) Soit D le plus grand diviseur commun & 4(pi1p2...Ppm+N+Mm)* et
n(p1p2 ... pm+N+Mm)* + tm + n} + 1. En utilisant (30) et (32), on voit que, pour
m assez grand :

m+N+M :
(36) D= H i, avec a; =0 ou?2.
i=1

c) Posons ws; + nj, + 1 = D((s + x), avec (¢,x) € N x N. En vertu de (31),
puisque 7 € {0,1,2,3}, on a x < { pour m assez grand. On peut alors utiliser le
théoréme de Linnik [41] : il existe un nombre premier p((, x) et un entier naturel
o tels que

4(pips .. .pm 4t
(37) wo +nh+1=D-p(¢,x) < D | X2 = +N+M)
Nous posons (38) :  ng = ngm) = w,. Nous avons donc, puisque L > 1 :
L
(39) ne < [4(p1p2 - .- PmtN+Mm)?]

Par ailleurs, D =1 [4] d’aprés (36), et nx +ny +1 =1 [4] d’apres (34) et (38).
Ainsi p((,x) = 1 [4], d’ot Pon déduit que p((, x) est une somme de deux carrés.
De plus, puisque la décomposition de D ne contient que des facteurs premiers qui
ne sont pas somme de deux carrés (voir (36)), on a :

(40) p(nk +ni +1) = p[p(¢,x)] = 2

(voir [43], formule (16:9.5) et th. 278, p.ﬂ242).

Si nous regroupons (35) et (40), nous obtenons les conclusions a), b) et ¢) du
lemme. 2. Il reste & démontrer la majoration d). »
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Sixiéme (et derniére) étape

a) En utilisant le théoréme des nombres premiers dans les suites arithmétiques
([9], p. 70), on obtient :

1 pm

(41) m+ N+ M~ = PmiNtM lorsque m — +o0.
2log pm+N+M

Donc

(42) m+ N+ Mg LmtNeM pour m > ma.

~ log pm+N+M

Utilisant (39) et (42), nous obtenons :

(43) nk < 4L (Pmanem )TN < 4L expldL prat vt M)

b) Mais on a aussi : k= p1p2...pm 2> p7*, donc

log k
(44) <
log p1
. - log &
Et puisque M < §, utilisant (15) et (44), nous obtenons m+ N +M < o +
og M

ak + 6, si bien que, pour m > mg3 :

(45) m+ N + M < 2[ak]

Reportons ce résultat dans (43), nous obtenons :
ng < 4f exp(4L pafar] )

ce qui achéve la démonstration du lemme.



DEUXIEME PARTIE

ETUDE ALGEBRIQUE
DE LA U-DERIVATION
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CHAPITRE 3 :

U-DERIVATION

1 - Introduction.

La célébre démonstration de la transcendance de e par C. Hermite, ainsi que
plusieurs de celles qui l’ont suivie, notamment celle de P. Gordan [40], utilisent de
maniere essentielle le polynéme :

k n
(1) Ho(X)=Xx""1 (H(X - z,-)) :

L’intérét de ce polynéme est qu’il admet z3, 22 ... ,2x comme racines, chacune
avec 'ordre de multiplicité n ; ce qui implique, en vertu de la formule de Taylor ,
que H, (X + z;) est de valuation n.

En vue d’adapter la démonstration de P. Gordan & d’autres séries que celle
de Pexponentielle, nous cherchons a généraliser cette propriété de H, ; pour ce
faire, nous nous plagons dans ’algébre K[[X]] des séries formelles & coefficients
dans un corps commutatif arbitraire K, et nous commengons par définir ce qu’est
la U-dérivation dans K[[X]] et étudier quelques-unes de ses propriétés. Il est a
noter que cette notion n’est vraiment nouvelle : elle a été introduite par M. Ward
dans [76] avec d’autres notations. Tous les résultats du paragraphe II se trouvent
également dans [76]. Cependant, il ne semble pas que I’étude des U-racines d’ordre
k d’un polynéme (voir paragraphe 3) ait été développée jusqu’a présent.

Définition 1. Soit U = {ui,u2... ,un,...} une suite d’éléments non nuls de
+o0
K. Soit f € K[[X]], avec f(X) = ZanX". La U-dérivée de f est la série

n=0
formelle définie par : , T

+oo
uf(X)=) anu, X"
n=1

. d , e
Exemple 1. Si u, = n, alors 0y = o’ opérateur ‘de dérivation sur l’anneau

différentiel K[[X]] ([51]). L’hypothese u, # 0 exige ici que la caractéristique de K
soit nulle.
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Exemple 2. Soit ¢ € K, avec ¢" # 1,Vn € N - {0}. Soit u, = qq _—11. Alors
_ fgX) — f(X)

Dans le cas ou la série f est a coefficients dans C, de rayon de convergence non
nul, on reconnait un cas particulier de 'opérateur de g-dérivation ({50] ; [34], p.
37). La dérivation ordinaire en est un cas limite, pour ¢ = 1.

Définition 2. Soit U = {ui,u2... ,un,...} une suite d’éléments non nuls de
K. La série formelle
+oco
Xn
expy X = —
Un
n=0

avec U’ = 1 et U™ = ujuy ... u, pour n > 1, s’appelle la série U-exponentielle.

n
. -1 . .
Exemple 3. Si u, = g 1 (voir exemple 2), on pose classiquement :

[n]y! = U™. On obtient la série g-exponentielle, bien connue ([34], [37]). Cer-
taines de ses propriétés arithmétiques s’obtiennent a partir de sa table de Padé

([75], [12]).

Il est immédiat que, pour toute suite U d’éléments de K*, expyX est le seul
invariant de Oy.

2 - La formule de Taylor.

a) Nous définissons d’abord le U-binéme de Newton ; soit U = {u1,uz ... ,Un,...
une suite d’éléments non nuls de K. On pose :
un

[
(2) ' Un - Z/{pun—P’ 0 S b S n.

Exemplé 4. Lorsque u; = n, on obtient les coefficients. binomiaux : U? =

n -1 : : .
( ) Lorsque u, = qq 1 , on obtient les coefficients ¢-binomiaux :

UP= [p:i — nq! : _ (qn_]_)(qn—l__l)_“(qn—p+1 _1)
"l TR T @@ - D - D
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Définition 3. Le U-binéme de Newton d’ordre n est le polyndéme de
K[X,Y] défini par

(X@Y)p =) UsXry"—r

p=0

On peut substituer facilement (X @Y )y & X dans une série formelle de K[[X]],
pour obtenir une série formelle de K[[X,Y]] ; on procéde ainsi : si f(X) =

[ o]
E ap, X", on pose :

n=0
+oco 4o n

(3) fXeYw=) a(XaY)F=) Y a.URXPY"?
n=0 n=0 p=0

La série génératrice de (X @ Y)7; est alors donnée par la

Proposition 1. X,Y,Z étant des indéterminées :

: X EB Y
ezpr(X @ Y)vZ] = Z XYzt ) = ezpy(XZ)expy(YZ)
Démonstration.
+oo n
Xpyn—p
expy(XZ)-expy(YZ) = Z ( —ZII_’-U""P) z"
n=0 \p=0
+co n
n Zn
— pynR—p
- Z (Z uPu"-PX Y ) ur
n=0 \p=0
+o0
yynzn»
Y (—"i-@u—jé’——, c.qfd.
n=0

Plus généralement, nous définissons, pour j > 2+

n ur ki vk k;
4) X196X® --6X)k= > TR s X X X
kit+kat-+kj=n )

On vérifie que :

(5) (X189 0Xi-)ud X))y =(X10- 0X;-10 X))y
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D’ou 'on déduit aisément :

(6) H expy(XkZ) = expu[( X1 X2 @ --- & X;uZ]|.
k=1

b) On a, pour la U-dérivation, la généralisation suivante de la formule de Taylor
[76]

Proposition 2. Soient X et Y deux indéterminées, et soit f € K[[X]]. Alors :

i" BIY) o

fXeYy= >

n=0

Démonstration. Par linéarité, il suffit de démontrer cette formule lorsque
f(X) = X* k € N. Dans ce cas :

k
ORf(X) = UL:_nX"”" st 0<n<k.
OLf(X)=0 si n>k.
Donc :
RN ‘
XeoY), = —_— XYy
( ® )U r;)unuk—n

Uk vk
=Zukn Uunr

+co
= Z ?ﬂéﬁgﬁlxn, cqfd.

n=0

3 - U-racines d’ordre £ d’un polynéme.

Définition 4. Soit P € K[X], et soit a € K. On dit que a est une U-racine
d’ordre de multiplicité n du polynéme P si :

P(a)=08yP(a)=---=0p"'P(a)=0 et O3P(a)#0

Nous cherchons a résoudre le probléme suivant :
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(P) La suite U étant donnée, z1,22...,2k € K, n1,nz... ,ng € N— {0} étant
donnés, construire P € K[X], admettant 21,22 ... ,2; comme U-racines, avec les
ordres de multiplicité respectifs ny,n2 ..., ng.

Ce probléme peut s’étudier en résolvant un systéme linéaire dont les inconnues
sont les coefficients de P et dont les équations sont les relations P(z;) = Oy P(zi) =
..o = 0 71P(2) = 0. Bien que cette méthode puisse conduire & des résultats
arithmétiques, nous I’écartons ici car nous cherchons des propriétés plus profondes
de la U-dérivation.

Nous n’obtiendrons cependant des résultats intéressants que dans le cas ou U
vérifie une relation de récurrence linéaire.

a) La premiere idée que l’on peut avoir est la suivante : le fait que z1,22... , 2%
soient des racines d’ordre de multiplicité n du polynéme H,, définie en (1) résulte
immédiatement de la formule donnant la dérivée d’un produit . Nous allons mon-
trer que, malheureusement, une formule de ce type n’existe pas, en général, pour
la U-dérivation.

Définition 5. Soit L un anneau intégre. On dit que A : L — L est une pseudo-
dérivée de L si A(z +y) = A(z) + A(y),Vz,y € L, et s'il existe ¢ : L — L, # 0,
telle que

Vz,y,€ L, A(zy)=Az-y+ ¢(z)- Ay.

Théoréme 1. Les seules U-dérivées de K[[X]] qui sont des pseudo-dérivées
sont obtenues pour les suites :

(1) up = an_ (a € K*) et alors of(X) = f(X),
:1 (a € K*) et alors o f(X) = f(¢X),
(iil) un =a (a € K*) et alors pf(X) = £(0).

(i) un = al

Démonstration. Soit y une U-dérivée qui soit une pseudo-dérivée. Alors on a
la relation :

(7) VneN, (X X™) = uns1 X" = w1 X" + o(X)un X" 1.

Si up est non constante, il existe ng € N* tel que up,+1 7# u1. Alors en utilisant
(7) on obtient :

(Ungt1 — u1)X™ = up,o(X)X ™! si bien que o(X) = ¢X, ¢ € K*. Repor-
tant dans (7) nous obtenons : ¥n € N,up41 = u1 + qun, d’ott : up = an + § (cas
oug=1)oubien u, =a¢g"+ 8 (¢#1).
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Dans le cas ou u, = an + 3, reportant dans (7), on obtient : (an+a+ X" =
(a+ BX™ 4+ (an+ B)X™. Donc B =0et u, = an.

Dans le cas ou u, = agq™ + 3, un calcul analogue montre que § = —a.
¢"—1
g—1

Donc si Oy est une pseudo-dérivée, alors un, = an ou up = @ , OU Up =

a,a € K*.

La réciproque (et le calcul de ¢ dans les 3 cas) ne présente pas de difficulté, et
le théoréme 1 est démontré.

L’argument utilisé pour justifier le fait que 21, 22... , zx sont racines d’ordre n
de H, ne peut donc s’utiliser, pour résoudre le probléeme (P), que dans le cas de
la g-dérivation. On sait alors (et c’est d’ailleurs facile & vérifier) que le polynéme :

(8) (X - z)(’; =X -2)(X—-2¢)...(X —z¢"™})
s . n _ qn =1 n—1
vérifie : §y(X —z)y = =1 (X —z)777,

et par suite z est U-racine d’ordre n de (X — z)7. Dans ce cas, en posant n =
Mazx ny -

(9) Huypng... meyg(X) = X"7HX = 2) (X = 22)37 . (X~ 2z)g*

est la généralisation naturelle de H,, défini en (1) et résout le probleme (P).

b) Nous procédons autrement, et résolvons maintenant le probléeme (P) dans
le cas 011;11 U vérifie une relation de récurrence linéaire 3 coeflicients dans K. Alors

Up = Z Pi(n)q?, ou les g; sont des éléments de la cloture algébrique K de K,
i=1

deux & deux distincts et P; € K[X], pour ¢ = 1,2,... ,N, avec d; = deg P;.

+o0
Soit f(X) = Z an X" € K[[X]]. On suppose que f est de valuation supérieure
. n=0
.ou égale & k. Calculons 9y f, 8% f,. .. ,B{f,'fl f, en tenant compte du fait que ‘ap =
ay = -+ =ar-1 =0:
N +oco
uf(X)=>Y Y anPi(n)gh X"}
i1=1n=0
N N +x

BFX) =333 anPi(n)Piy(n - 1)¢l g X"

t11=1t,=1n=0
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et, plus généralement, pour 1 <j <k -—-1:

. - 1 —
L Py(n=j+1)gf...gl T X

nmg

Introduisons maintenant la base des polynémes factoriels Fy(X) =1, F1(X) =
X;B(X)=X(X-1);.. Fp(X)=X(X-1)...(X =n+1).

Alors P; (n) ... P;(n—j+1) est un polynéme en n de degré d;, +d;, +---+d;;,

si bien qu’il existe des éléments Bi(J,11,... ,1;) de K tels que

Hf(X) =

N 4o diyFdigtotds,

Z Z Zan Z Br(J,i1,--- ,15)Fr(n)q ...q,J_J'HX"_J.

=1 ij=1n=0 h=0

Mais on a Fr(n) =0pour n =0,... ,A—1, (si A > 1), donc :

O f(X) =
N digtdigtetdi 4o
Z Z Z Zanﬂhu,n, i) Fh(n)gl .. .qp TTIX
=1 ;=1

et par conséquent :

8 f(X) =

N dx1+d|2+ +dz)

N
>y Z an(Fy ity 53) F ™ (g, ... gy, X)X
=1

z_, =1

ot an(j,i1,...,i;) € K, et f* désigne la dérivée (ordinaire) d’ordre h de f.
Pour que a soit une U-racine d’ordre k de f, il suffit donc d’annuler tous les
f(h)(qil...qin) pour X =aet h=0,1,... ,di, +---+d;.

Nous concluons donc :

Théoréeme 2. Supposons que U vérifie une relation de récurrence linéaire a
N :

coefficients dans K, avec un, = ZPi(n)q,n, ¢ € K, Pi € K|X], degP; = d.
’ i=1 )

Soit %1,12...,%; une combinaison (avec répétitions possibles) de j éléments de

{1,2,...,N} ; soit 'y ’ensemble de ces combinaisons pour j = 1,2,... ,k — 1.
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Soient z1,... , 2y, des éléments de K, et ki1,... ,kn des entiers naturels non nuls.
Soit E, la famille de polynémes définie, pour ¢t = 1,2,... ,m, par :

Ep, = {(X —2)}U{(X —gi,z)* T Jin e T} U
U {(X - qi, ...qz'k,--lZi)di1+"'+d"k"l+1/(i1’iz S tki-1) € P""} '

Alors le polyndme :

P(X)=X*1PPCM[Q(X)] (k= Maz(ki,kz2... kmn))

QEEL, U...UE,,

admet z1,22 ..., 2z, pour U-racines, avec les ordres de multiplicité respectifs k.k,
k.

Exemple 5. Dans le cas ou u, est arithmético-géométrique, c’est a dire vérifie
une relation de récurrence du type

(10) Untl = QUn + 7T (g € K7),
il est facile de voir que le polynéme Hpy, n,... n,,q défini en (9) résout le probleme
(P)-

Exemple 6. Considérons une suite U de la forme :

2 d
Up =Qo,n +A1n-N+ a2 N + -+ + agnn-,

ou les suites A; = {@i0;ai1;... ;Gin;...} sont périodiques dans K. Une telle suite
est appelée polynéme arithmétique par E. Ehrhart, qui en donne comme exemple
les entiers d’Euler ay,as ... ,ay,... définis par

+oo +o0

[Ha-x5=> eax>

k=1 ) k=0

"ol e est la suite 1,—1,—1,+1,+1, périodique de période 4 & partir du rang 1
([30]). '

Notons T le plus petit commun multiple des périodes des A; (0 < : < d), et
supposons d > 1. On appelle d le degré de U, et T sa période .

Puisque a; n+T = @i n,il existe des éléments a;1; a;2;... ;i de K tels que :

n n n
Gin = Qi Wy + Qjowy + - + @i TWT,
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o Qr = {wy,w2... ,wr} désigne le groupe des racines n-iemes de 1 dans K. Par

suite :
up = Ri(n)wi + Rp(n)wy + -+ - + Rr(n)wp

ot R; € K[X] et 'un au moins des R; est de degré d.

Pour que 21,22 ... ,zN solent des U-racines d’ordre £ du polynome P, il suf-
fit donc que P®(wz;) = 0 pour tout ¢ = 1,...,N, tout w € Qr et tout h =
0,1,...,d(k —1) (car Q7 est stable par multiplication). Donc on peut prendre :

PX)=X*[(X —w1z1)... (X —wrz1)(X —wi122)...

(X —wpza) ... (X —wizn).. . (X —wpzy))tF-DH

Finalement, on peut conclure :

Proposition 3. Soit U un polyndéme arithmétique de degré d, de période T.
Alors :

Pu(X) = X*h (XT = 2T) (XT = 2T) .. (X7 = 2G)) "0+

admet, pour tout A > 0,21,22...,z§ comme U-racines, avec des ordres de multi-
plicité égaux a k.

4 - U-dérivation et produit de Hadamard.

Dans ce paragraphe, nous donnons une autre démonstration du théoréme 2.

a) Nous introduisons le U-opérateur d’Euler dans K[[X]]

(11) 0y = XOou

Cet opérateur s’interpréte trés simplement comme un produit de Hadamard dans
K[[X]]. Rappelons que le produit de Hadamard f ©® g de f et g est défini par

400
(FOINX) = anbaX™,
(12) o n=0 o
sio f(X)=) a X" et g(X)=)> buX"
n=0 n=

(pour une étude algébrique du produit de Hadamard, voir [6] et [8] ; pour une
étude analytique, [11], p. 20).
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+oo
Posons U(X) = Z up X",

n=1

On obtient immédiatement :

(13) v f(X) = (U © /)X)

b) Prolongeons la suite U sur Z~, en posant

(14) YneZ™, u,=0.
Posons également

+oc0
(15) VeeZ: (U+k)=) upppX™

n=0
(par suite U(X) = (U + 0)(X)).
Puis considérons m,p € N, et f € K[[X]]. Alors

n=0

+‘oo
gg(pr(X)) =y@U®U“-®UQ (Zaan+p>
m‘frois

+ oo

= Z an(un+p)an+p

n=0

+00 ‘
= X7 an(Unip)" X"

n=0

En utilisant (15), nous obtenons :

(16) U(XPf)=XP00,,f
" Donc :
(17) VPEK(X]:  [PB0)(X?f) = X?P(6usp)f

Cette relation est bien connue dans le cas u, = n (dérivation ordinaire) et
¢" -1 '
Uy =

g-différences vérifiée par la série ¢-hypergéométrique ([50], §2 et 5).

-dérivation). Elle s’utilise par exemple pour trouver ’équation aux
q p
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+o0
¢) Pour terminer, soit f(X) = Z anX". Alors :

n=0

+oo
Gll}f(X) = Z ApUnplUpn—1 ... un..k.HX"_k.

n=k

Il en résulte
+oo

Xkok f(X) = Z GnlUnUn—1-..Up—k+1X -

n=k

D’ou, grace a (15) :

X f(X)=U0U-1)0--0U-k+1)0 f(X)

18 VkeN:
(18) =0yby—1...0u_r+1f(X).

Exemple 7. Si la suite U vérifie une relation de récurrence linéaire, alors
(U —j)(X) est une fraction rationnelle, qui se décompose dans K[X] sous la forme

(19) (U= §)(X) = B(X) + Z T

=1

(avec les notations du paragraphe 3)). Le polynoéme E; est de degré inférieur ou
égal & 7. Il n’intervient donc pas dans le produit de Hadamard de la formule
(18), dés lors que la valuation de f est supérieure ou égale & k. Comme il est
bien connu que le produit de Hadamard de deux fractions rationnelles est une
fraction rationnelle dont les poles sont les produits des pdles, on obtient une autre
démonstration du théoreme 2, et on comprend pourquoi les suites qui vérifient
une relation de récurrence linéaire jouent un role privilégié : leur série génératrice
U(X) est une fraction rationnelle.

Pour terminer, un point de terminologie : on peut penser que le terme “U-
dérivation” préte a confusion, dans la mesure ou une dérivation devrait toujours
posseder une formule de Leibnitz ([27], p. 41).

On a vu que ce n’est presque jamais le cas pour la U- der1vat1on (théoreme 1)
Cependant, le terme de “U-dérivation” s’impose & cause de la formule de Taylor et
de la théorie des U-racines multiples. On sait que ’on peut, par exemple, introduire
les dérivées successives d’un polyndéme P grace au développement de P(X + a)
([72], p. 63 ; [45], p.5). Comme le terme “U-dérivation” contient le préfixe “U—"
et ne peut donc étre confondu avec une autre dérivation, il me parait devoir étre
conservé : on prendra seulement garde qu’il n’existe pas, en général, de formule
pour la U-dérivée d’un produit.
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CHAPITRE 4 :

APPROXIMANTS DE
PADE ET U-DERIVATION

1 - Introduction.

a) Le but de ce chapitre est de montrer comment obtenir explicitement la
diagonale de la table de Padé de certaines séries formelles. La méthode proposée
se base sur la notion de U-dérivation, développée dans le chapitre précédent, et elle
est purement algébrique ; nous cherchons, en effet, a résoudre le probléme suivant

Soit K un corps commutatif, et soit f € K[[X]]. Trouver P,Q € K[X], avec
deg P < n,deg@ < n et R € K[[X]], tels que :

QX)f(X) - P(X) = X" R(X).

b) Nous introduisons les notations suivantes ([28], ou chapitre précédent) :

Soit U = {u1,u2... ,Un,...} une suite d’éléments de K*. Nous posons :
U™ = ujug ... up si n€N-{0}
(1) o_
u' =1

Nous notons U = {Up, Uy ... ,Un,...}.
Cas particulier : Soit ¢ € K™, et soit :
(2) Un=14gq+ - +¢""
Alors U™ se note généralement [n],!. En particulier : [n|;! = nl.

. Z/{n
uryn-r

Revenant au cas général, nous posons également : U2 =

Dans le cas olt up =1+ g+ -+ +¢"~} UP se note généralement [n} .
Plig

Bien entendu : [n] = (:)
DIy
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Nous utiliserons la formule du binéme de Cauchy ([34], [37]) sous la forme
sulvante:

Soit Ho(X)=(X-1)(X-¢q)...(X—¢"1) si neN-{0}
Ho(X)=1.

Alors :

(3) Ho(X) = zn:(—l)f’ {Z} q q’i’;—lzxnw

p=0

c) Considérons la série U-logarithme et la série U-exponentielle, définies, pour
toute suite U d’éléments de K*, par :

n

Un

+o0
(4) Lu(X) =)

+co X"
(5) expy(X) = PINTCS
On observe que :
(6) expy(z) = 1+ Lu(X).

Nous obtiendrons les approximants de Padé de Ly (X )et expy(X) dans le cas
ou la suite U est arithmético-géométrique, c’est & dire vérifie une relation de
récurrence de la forme :

(7) Vn € N upyr = qun +1, (¢,7) € K* x K

c=a siup=an+b

Nous poserons : {c=b(1—Q) siun = ag” +b,q # 1

La méthode utilisée consiste a construire une suite de polynémes orthogonaux
formels pour une forme linéaire { sur K[X] ; elle se situe donc dans un cadre bien
connu ([15], [17]). Nous la développerons cependant de maniére complétement
autonome, en suivant la démarche adoptée par K. Alladi et M.L. Robinson pour
obtenir les approximants de Padé de log(1 + z) [1].

Les approximants de Padé obtenus dans les théorémes 4 et 6 ci-apres sont connus
dans certains cas particuliers : en ce qui concerne le U-logarithme, dans les cas
u, = an + b ([58], [55] chap. XIII) et u, = qq 11 (¢ € C—{1}, [12]). Pour la
U-exponentielle, dans les cas un, = an + b ([55], chapitre XIV), u, = ¢™ — 1 ([75],
(12]), un = ¢™ [12].
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Pour des applications en théorie des nombres, voir [1}, {13], [75].

d) Le plan du chapitre est le suivant : dans le paragraphe 2, nous ferons un
bref rappel sur les notions de U-dérivation et de U-racine d’ordre k d’un polyndéme
(pour plus de détails, voir [28] ou le chapitre précédent). Dans le paragraphe 3,
nous introduirons les U-intégrales et reprendrons la démarche de K. Alladi et M.L.
Robinson pour associer une suite de polynomes orthogonaux formels aux approxi-
mants de Padé. Nous déterminerons ensuite explicitement cette suite de polyndémes
dans le cas ou u, est arithmético-géométrique et en déduirons les approximants
de Padé de Ly(X) dans ce cas (paragraphe 4). Dans le paragraphe 5, nous ef-
fectuerons le lien entre U-racines d’ordre k et approximants de Padé de expy(X),
ce qui nous permettra de déterminer explicitement ces approximants quand U est
arithmético-géométrique. Pour terminer, nous nous placerons (paragraphe 6) dans
un corps valué (K,| |), et montrerons comment exprimer les U-intégrales sous
forme de séries lorsque u, = aq™+b, ¢ # 1 ; nous en déduirons, a titre d’exemple,
un majorant du reste des approximants de Padé calculés au paragraphe 4.

2 - U-dérivation.

a) Soit U = {u1,u2...,Un,...} une suite d’éléments de K*. La U-dérivée de
f € K[[X]] est définie par :
+o0 +oo
(8) Si f(X)=) anX", alors duf(z) =) anunX".
n=0 - n=1

Un cas particulier important est celui o U vérifie (2). Dans ce cas, nous
noterons Oy = 6;. En particulier, é; est la dérivation ordinaire.

84 est la g-dérivation. Voir [34].
b) Soit P € K[X], et soit a € K. On dit que a est une U-racine d’ordre k de
Psi:
P(a) = 8yP(a)=--- =05 'P(a) =0
O P(a) # 0.

Nous aurons essentiellement besoin, dans ce qui suit, du résultat suivant, qui est
un cas particulier du théoréeme 2 de [28] (voir chapitre précédent) :

Proposition 1. Soit U vérifiant (7), et soit, pour n € N — {0} :
Ga(X)=X"(X -1D)(X =¢q)... (X —¢"") = X"Hp(X).

Alors G, admet 1 comme U-racine d’ordre n, et de plus :

o (2)-5) e
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Démonstration. Posons Gn(X) = i';n arX*, et supposons ¢ # 1. Alors, pour
0<j<n:
. 2n .
G{JG,,(X) = E AQRUEUE—-] - . .uk_j.;.le—J
k=n
. 1 2n :
3Ga(X) = g > ar(ag® + b)(ag* +bq). .. (ag* + by’ 1) X*.
q : k=n
Puisque Hp(1) = Hp(g) =--- = Hp(¢" ') =0,0n a:

,Ga(1)=0 pourj=0,1,...,n—1.
n 1 n 2n n 1 n 1 A ,
Et: 93Gn|{ =) =¢" ) 1o, arb e (b9)"Gn )’ d’ott le résultat.
q
La démonstration est analogue si ¢ = 1. On observe dans ce cas que :

¥Ga(X) = zn: ar(ak + ) a(k—1)+b)...(a(k —j + 1)+ )X 7

=n

et 8,,Gn(1)=0pourj =0,1,... ,n—1, car Ho(1) = H,(1) =--- = H" V(1) =
0; de plus :
G (1) =a"GW(1)=a"n!, C.QF.D.

3 - Approximants de Padé du U-analogue du logarithme.
a) Soit U = {uj,u2...,un} une suite d’éléments de K*.

Soit H € K[X] une U-primitive du polynéme P (c’est a dire que Sy H = P).
On pose pour a, 3 € K :

(9) §P(z)duz =[H(=). = HQB) - H(a)

On définit une forme bilinéaire symétrique sur K[X)] en posant :

(10) (@) =S P()Q(:)du=

‘On suppose dans ce qui suit qu'il existe une base {®,}neny de polynémes or-
thogonaux formels pour (, )y, plus précisément (voir [17]) :

VReEN, &u(X) =) ¢maX™, @an#0.
(11) =0

V(n,p) EN XN, n#p=(Pn, &)y =0.
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+oo
Soit enfin f(z,X) = Z Fo(2)X" € K[z][[X]]. On pose :

n=0
1 = /1
(12) S f(z,X)dyz = ZO <§ Fn(z)dUz> X
Il est clair & partir de (12) que :
Ly(X é ! d
(13) v(X) = X § T du:
b) Soit m € N — {0}. Calculons en suivant [1] :
1 1 dyz 11— (zX)™
m-+1 — — —_—
(14) X §1_szUz XSl—zX XS T % dvz
= Ly(X)-$S (Z zk—le> dyz
k=1
Xk
= Ly(X) - =
Uk
k=
Soit maintenant P(X) = Y™  amX™. Avec la convention 3 s_, = 0, on

obtient aprés multiplication de (14) par a,, et sommation :

(15) X"HOLP}LZ_%%%Z‘: (Xn = Xm>LU X)—Zm: i

m=0 n=0

n+k —-_m

En remplacant P par ®, défini par (11), on déduit de (15) la diagonale de la
table de Padé de Ly(X) :

Théoreme 1. Vn € N, on a :

Qn(X)Lu(X) = Pa(X) = X*™1 R, (X),

[ Qu(X) = X3, (31(—)

(16) § Pu(X) = Zsomnz

k=1
n( )dUZ
X" 0 1-:X

avec

Xn+k m

Uk

Ro(X) =



50

Démonstration. Ceci résulte directement de (15) et (12), et du fait que
(XP,®,)y =0 pour 0 <p < n.

4 - Cas des suites arithmético-géométriques.

On dispose alors d’'une formule d’intégration par parties pour la U-dérivation :

Théoréme 2. Supposons que U vérifie (7), et soient f,g € K[X], avec
g(0) = 0. Alors V(a,8) € K2 :

B P B
S f(g2)0ug(=)du= = [f(2)a()]f ~ ¢ - S8, f(2)g(2)dv

avecc=asiuy,=an+bc=581-¢q)siup,=0aq"+b, ¢#1

Démonstration. a) Nous supposons d’abord que ¢ # 1.

Soit A(X) = Zf=1 hnX™. On vérifie facilement que :

ah(gX ) + bh(X)
X

Par conséquent Vk € N :

(18) By (X*h(X)) = 2eX )"h(qX;a- bX*h(X)

Mais d’apres (17), on a aussi : ah(¢X) = XOuh(X)—bh(X). D’ou en reportant
dans (18) :

Bu(X*h(X)) = (¢X)*0uh(X) + b(1 — ¢*) X*2h(X).
Et par linéarité :

(19) 9 [f(X)g(X)] = f(¢X)Oug(X) + cb,f(X) - g(X)

b) Si g =1, alors :

(20) Buh(X) = ah'(X) + bf’-():f—),
ou h' désigne la dérivée usuelle de . Donc :
(21) X n(X) = aX*h'(X) ¥ (ak + D)X ~1A(X)

Puisque ah'(X) = Oph(X) — bh(;,(), on obtient en procédant comme au a) :
(22) A [f(X)g(X)] = f(X)Oug(X) + cb1 f(X) - 9(X)

c) La formule d’intégration par parties résulte immédiatement de (19) et (22).
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Théoréme 3. Sila suite U vérifie (7), alors :
®n(X) =00 [X"Ha(X)] = 85 [X"(X - )X —q)... (X —¢"™)]
vérifie (11).
Démonstration. 1l suffit de prouver :
(23) %X"@n(X)dUX =0 pour k=0,1,...,n— 1.

Posons Go(X) = X"H,(X). En vertu de la proposition 1, on a :

Ga(1) = 0yGa(l) = -+ = 021G, (1) = 0
Gn(0) = 8yGn(0) = -+ = OB G(0) = 0.

1
(23) s’obtient alors facilement en U-intégrant %X k9P Gn(X)dy X, k fois par par-

ties, et le théoréme 5 est démontré.

Nous avons donc obtenu la diagonale de la table de Padé de Ly(X) dans le cas
ou U est arithmético-géométrique :

Théoréme 4. Soit U vérifiant (7). Alors :
Qn(X)Lu(X) — Pa(X) = X" Ru(X),
avec :

Qn(X) = Z(“’l)pUZn—pUZn—-p-l e Un—p+1 [n} qm'f—ll X? (24)
=0 p q
p
- n—m n
Pn(X) = Z(—-l) Un+mUn+m—1---Um+1 [ ]q

< mz=0 m

!n—m!!n—m—-lz i Xn+k—m
D D (25)
k=1 Uk

1 21— 2)(g—2).. (") = 2)

Rn(X)=cn[n]q!§(I—ZX)(Q“ZX)--'(qn — zX)

duz _ (26)

\

Démonstration. Pour obtenir (24) et (25), on remarque que, en vertu de (3) :

& 2lp=1)
(27) @n(X) = Z("l)pu2n—pu2n—p—1 ce e Un—pt1 [Z] q 2 Xxn-r
p=0 : q
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et on applique le théoreme 1.

En ce qui concerne (26), on observe qu’une récurrence élémentaire conduit a :
Vge K*:

T\ (k]! X*
(20) 6 (1 _zx) T = X)( - ¢zX) ... (1= ¢2X)

la ¢-dérivée étant prise par rapport a z.
En utilisant ’expression de R,(X ) donnée par le théoréme 1 :

11 ®,(z)
BolX) = gm § T ox 0™

et la formule d’intégration par parties, on obtient :

1 1 ®,(2)
FnleX) = o S T (gm)x ”

1 L Op (2" Ha(2))

= sz:)n—_l'(—c)%; (]_ — z}()(l - QZX)

—-C
= VX
= Va(X)

Xdyz

Nous recommengcons la méme opération sur V,(X), et (26) s’ensuit par récur-
rence, en utilisant (29).

Remarque 1. Le théoréme 6 donne également la diagonale de la table de Padé
de Ly(X) si up = aw™ + bn™, puisque dans ce cas :

= 1 X\" w
30 L X = — s - —.
(30) u( ) nz_::laq"-}—b(n) avec ¢ "

Remarque 2. Si on travaille dans C, on peut remarquer que les polynémes &,
sont des polynémes de Jacobi pour ¢ = 1, ou leur g-analogue pour ¢ # 1 [37].
L’expression de ®, dans le théoreme 3 équivaut évidemment & la formule de Ro-
drigues.

+w n .
T .
Remarque 3. Les approximants de Padé de L,(z) = Z —~ obte-
: oy 1 + q + [ + q

nus par P. Borwein ([12], théoréme 3) peuvent se déduire de ’expression de @,
donnée au théoréme 5 ci-dessus, et de la formule de Leibniz pour §, [34] :

n - n —n(n— n—
(31) L@ =Y 1] a6 @),

k=0
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Remarque 4. S'il existe k € N — {0,1} tel que g* = 1, il est immédiat que
[n]q! = 0 pour n > k, donc R, = 0 en vertu de (26) et Ly(X) est une fraction
rationnelle. Dans le cas contraire, on a :

Proposition 2. Soit ¢ € K* avec ¢* # 1,Yk € N — {0,1}. Alors la table de
Padé de Ly est normale, c’est a dire :

VneN-{0}, R.(0)#0.

Démonstration. En utilisant (26), on obtient avec les notations de la proposition
1:

n{nt1) 1
Ra.(0)=c"[n]ylq¢” 7 §(—1)"Gn(z)duz.

Nous notons Z, la U-primitive de G, qui s’annule pour X = 0, et nous voulons
démontrer que Z,(1) # 0.
aZn(qX) + bZn(X)
X

en vertu

(i) Supposons d’abord g # 1. Alors Go(X) =
de (17).
Si Z,(1) = 0, on en déduit Z,(q) = 0 car G,(1) = 0. Puis Z,(¢?) =0
car Gn(g) = 0 et par récurrence Zn(q¥) = 0 pour k = 0,1,... ,n. On a
donc Z,(X) = X" a[[i_o(X — ¢F), ce qui est impossible car deg Z, =
2n + 1. Donc Z,(1) # 0.
(ii) Supposons maintenant ¢ = 1. Alors on a (voir (20)) :

By Zn(X) = Ga(X) = aZL(X) + biz-"—)((-)—(—),

Si Zn(1) = 0, on obtient Z)(1) = 0 car Gn(1l) = 0 et en U-dérivant
encore : Z](1)=-.-= Zf(,n)(l) =0. Ainsi: Z,(X) = X" o(X - 1)1,
ce qui amene encore une contradiction avec le degré de Z,. Donc
Za(1) # 0 dans ce cas, et la proposition 2 est démontrée.

Remarque 5. Il résulte immédiatement de la normalité de la table de Padé de
Ly que les @, vérifient une relation de récurrence du type : -

(32) Bni1(X) = (AnX + B,)0n(X) + Cr®n_1(X)

ou A,, By, C, peuvent s’expliciter facilement ([17], Théoréme 4.1).
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5 - Approximants de Padé de la série U-exponentielle.

Pour obtenir le dénominateur du [n/n] approximant de Padé de expy X, il suffit
de construire une suite ¥, de polyndmes orthogonaux pour < , >y. Le théoréme
suivant relie les U-racines a cette suite de polynomes orthogonaux :

Théoréme 5. Si 1 est U-racine d’ordre n de
P,(X)=X" Z a(n, k) X*, avec a(n,n) # 0,
k=0

alors ¥,(X) = Z U™ Fa(n, k) X* est une suite de polynémes orthogonaux formels
k=0
pour < , >y, et réciproquement.

Démonstration. Pour 0 < m < n, calculons :

1 ~ 1
$ XM = e,

k=0
n
= Z Un+kUn+k—1--- um+k+2a(n, k)
k=0
(le produit des n — m — 1 termes consécutifs figurant dans cette somme étant égal
alsim=n-1).

Donc
1
(33 SX™¥,(X)dyX =0 —m-1p(1).
0 U

Le théoréme 5 résulte directement de cette relation.

Le probleme des U-racines étant bien résolu dans le cas ou U est arithmético-
géométrique (proposition 1), on obtient sous forme explicite la diagonale de la
table de Padé de la série U-exponentielle dans ce cas :

Théoréme 6. Si U vérifie (7), et ¢* #1, Vk e N- {0,1} ,on a:
Qn(X)expy X — Po(X) = XM R, (X), avec : |

q

( : = -1

Qu(x) = Y1y |7 e

p=0

n m n—m n n—m)}(n—m-=1 n - .
\ Pn(X) = ZO kz:(—]‘) [m] . q 2 UntmUntm—1--. Uk+1X +k
m=0 k=0 .
- ur n L n n-— n zX
‘ R.(X) = WX2 + %z‘ (z=1)(z—¢q)...(z—¢ 1)(6q expy) (F) duz
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De plus, la table de Padé de expy X est normale.

Démonstration. En vertu du théoréme 5, de la proposition 1 et de la formule
du g-binéme de Cauchy (3), on a:

00 S [}
=0 q

ce qui ameéne Qn et P, grace au théoréme 1.

1
Pour obtenir ’expression de R, on calcule S,(X) = X™*! % ®,.(z)expy(zX)dyz

grace & des intégrations par parties successives. On observe d’abord que
Sp(X) = 12 X%t 4 ... avec v, # 0, en vertu de l'orthogonalité des ®, et
de la proposition 2.

Appliquons la formule d’intégration par parties (Théoréme 2) avec : g¢(z) =
expy(zX)—-1; f(z) =2, (-;—) On obtient :

1
X+t %fbn(z) expy(zX)dyz = X"®, <-(-§-) (expuX — 1)

- §X" %(5q<1>n) (2) (ezpy(zX) — 1)duz

On recommence en posant :

g(z)=eprzX—%_1 L f(2) = (6,@0) ('52‘)

En répétant 'opération (n + 1) fois, la U-intégrale finit par s’annuler, puisque
deg ®, = n. On obtient :

1
An(X)expy X — Bp(X) = X! § ®,.(2)expy(zX)dyz

ou A, et B, sont des polynémes de degré n, avec :
An(X)=¢n<‘>X +"'
q

Puisque S,(0) # 0, il y a unicité (& un facteur prés) de 'approximant de Padé :
on obtient donc, en utilisant la proposition 1 et en identifiant les termes de plus
haut degré dans A, et @, :

n 1 " n{nt1) un n 1
X" R, (X) = <—Z> q 2 WX +1§<I>n(z)epr(zX)dUz
q!
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Procédons alors comme dans le théoreme 4.
1 1
Posons Th(X) = <= §<I>n(z) expy (2 X)duz.

En vertu de la formule d’intégration par parties :

1 1
Tn(QX) = W % @n(Z) €eXpy QZXdUZ
—c 1 X cin
= _q.;. ‘YT §8U 1(z Hn(2))(bq expy)(2X)dy =z
1
On recommence avec V,(X) = k——i—_T%BU”I(z"Hn(z))(éq expy)(2X)dyz et on

obtient R,(X) par récurrence.

Remarque 6. On retrouve la formule obtenue par R. Walliser pour R,, [75] dans
le cas olt up = 1+ g+ -+ ¢"! si, dans (35), on effectue des intégrations par
parties successives suivant la formule :

1 ’ 1
S 8,f(2)g(2)dyz = [f(2)g(2)]o — S £(g2)649(2)d,z,
en prenant g(z) = exp, z, et en utilisant le fait_ que

qnqéq = 6q77q (avec an(z) = f(QZ))

6 - Majoration des U-intégrales dans le cas o U est arithmético-
géométrique.

En vue des applications en théorie des nombres, nous montrons comment ma-
jorer S f(z,z)dyz lorsque f € K[2][[z]],(K,| |) étant un corps valué (en pra-
tique, K = C ou K = Q,, p premier), dans le cas ot up = ag™ +b, |q| # 1.

Pour RERY et g € K, |q| # 1; on note Co( R) 'ensemble des fonctions f définies
dans B(0,R) = {z € K/ |z| < R}, a valeurs dans K, continues en 0.

La U-dérivée de f € Co(R) est définie sur B(0,R|q|™") — {0} par : ‘

(36) Oy f(z) = af(gz) + bf(zz —(a+b)f(0)

Lorsque f est analytique dans B(0, R), il y a bien siir coincidence entre (36) et

(8).
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Théoréme 7. On suppose |g| > 1 et I%I > 1. Alors , pour tout f € Co(R), il

existe une unique fonction F € Co( R |g|) vérifiant :

(b) Vz€ B(0,R) - {0} : OuF(z)= f(2)
Et on a:
z = b\" z
0 ro-53 () 7 (7)

Démonstration. a) Démontrons d’abord l'unicité. Soient F et G deux éléments
de Co(R |q]) vérifiant (a) et (b). On a alors en vertu de (36) : Vz € B(0, R) — {0}

aF(qz) + bF(z) = aG(gz) + bG(z)
Posons H = F — G ; alors Vz € B(0,R) — {0} :
aH(qz) = —bH(2)

Par suite : Vz € B(0,R|g|) — {0}, Vn e N:

o~ (4 5(2)

n

. z .
<1 et limpyoo — = 0, on obtient
q

Lorsque n tend vers +o00, puisque
H(z)=10,C.QF.D.

B) Montrons maintenant que la fonction F définie par (37) est bien dans

Co(R|q|) et vérifie (a) et (b). Soit z € B(0,R|q]).
Puisque f € Co(R), il existe M(z) € R} tel que :

z

V¥n € N, If(qn+1)‘§M(z) et li_r&)M(z)zO.

F' est donc définie sur B(0,R|q|), F(0) =0 et :

1
b
1"2@1

IF(2)] < ]—ql - M(z), Vze B(O,Rlg)

Ce qui implique que F' est continue en 0.
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Calculons maintenant : Vz € B(0, R|g|) — {0} (et méme dérivable) :

=2 (-5 (2) 1 () 52 (2) 7))
+o0 n . +00 n+1 =
S G- )

= f(2),

ce qui achéve la démonstration du théoreme.

Remarque 1. Par la méme méthode, on obtient un résultat analogue lorsque
|%l < 1et|g| < 1. L’expression de F(z) est alors :

+ oo

(38) Fi) =23 (-%)" 107

n=0

Cette derniére formule généralise celle donnée par J. Thomae ([70], [34], [37]),
dans un cadre légérement différent.

Remarque 2. Si nous supposons f analytique au voisinage de 0, c’est a dire :

+oo

(39) Vz€ B(O,R): f(z)=)_ anz",

n=0

et si nous utilisons (37), nous obtenons immédiatement la jolie formule

sommatoire s%iva.nte :
Silg|>1et ‘zl >1,siz € B(0,|g|R) :

¥ z™ 1 Y b\" z
(© Y= (a) /()

n=0

A titre d’exemple, nous utilisons maintenant le théoréme 7 pour majorer le reste
de 'approximant de Padé du U-logarithme (Théoréme 4) dans le cas ou :

K=Clg>1]2 21
Pour |z]| <1, la fonction de la variable z :

(1= 2)g=2)... ("~ )
(1—zz)(g—22)...(¢" —zz)

f(z’x) =
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est analytique dans B(0,1). Donc :

S f(z )dz<i+finf I
5 yZJAUZ| = aq L aq qn+17m .

1
Mais pour |z| < — et |z| < 1,ona:

lq|

—ny 2O -1 - —n
o) < A 4 DG+l (™)

ld =2 A-lgd ™A —lg™)...(1 =g )

En utilisant le fait que ¥z € [~ |g|™, lg|™}] :

. — 14l
2(lgl = 1)

[(1+ g™ (A +1g)™>) ... 1+ g ™™)?
A=1lg™A=1al™®)...(1 =g ")

vec = ex 3 4 1 ‘r
avec £(q) p(;q|_1 + 2(lql - 1) |<J|2—1)

z? <log(1l + z) < z, on obtient facilement

(41) < 4(9),

Ainsi, on peut majorer le reste de 'approximant de Padé de Ly(z) donné par le

théoréme 4, pour u, = aq™ + b, l%' >1, gl >1,et|z| <1, par:

(42) |Bn(z)] € —=—=q|

E(Q) b M lbln |w|2n+1 i
|ag| — 9]
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CHAPITRE 5 :

“+oo n
SUR L’IRRATIONALITE DE Z

n=1

q" -

+oo
1
L’irrationalité de Z — a été établie par P. Erdds dans [31] pour
q —
=1
q € N, ¢ > 2. Plus récemment, P. Borwein a démontré l'irrationalité de Z r—
q —
n=1

+oo

—-1)" )

et E (n ) pour ¢ € Z, |q| = 2, et r € Q* [14]. Dans ce chapitre, nous

q"—r
n=1

démontrons le résultat suivant :

‘A - . b
Théoréeme. Soit ¢ € Z, |¢| > 2, et r = — € Q*. Posons u, = aq™ — b, et
a

notons :

P={p € N/p premier /3n € N, p divise u,}.

Pour toute partie finie F de P, soit :

d(F) = [] 7.

pEF

2
4

fqla@® < -

Supposons qu’il existe une partie finie F de P, telle que

+o0 n
r
Alors z = nE=1 P ¢ Q.

Démonstration. Posons U = {uj,us... ,un,...} et, avec les notations de la
+oo 5
.y . T Y , .
deuxiéme partie, Ly(z) = E - Il a été démontré dans le chapitre 4, th. 4, que:

n=1 "

1 | - @n(@)Lu(z) = Pa(z) = 2" Ra(2)
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avec
n n .

(2) Qn(x):Z(—l)pu2n—pu2n—p—l---un—p-{v-l[ :l qg *? z?
=0 p q
4

(3)

n m n+k-m
n n—m)(n-m=1 xTr
P.(z) = D) T ™ UptmUntm1 - - - Ut [ } q
()n;() +mUntm—1 il 2

De plus, si ’E‘ > 1, ce que nous supposons pour l'instant, on a (chapitre 4, formule
(42)), pour |z| < 1:

< o) emzn
@ Ro()] < o B 1l ™5 1o

ou £(q) ne dépend ni de z, ni de n.

I1 est facile de vérifier (en utilisant par exemple le fait que OvLy(z) = et

la formule (17) du chapitre 4) que :

- T

(5) aLly(z) = -q-—f—; +bLy G)

Si bien que, Vn € N — {0} :

n—1 k n
T a I a
—)=- = Ly(z).
y (q") kz=o gt =g T e v

Pour z = r = —, nous obtenons :
a

0 (@) ()

b
Remplagons ¢ par —— dans (1). La proposition 2 du chapitre 4, le lemme 2 de
aq™ - :

(1] et la majoration (4) permettent d’écrire, pour une infinité de valeurs de n :

(7)
b \a® (b b\ o 1 b
nl\ ™ ~ |7 =) T ¥n | T~ - <
? <aq") b Y <a> ? (aq"),;,bk“ P (aq )

0<
e(q) |bl 2n+1 ‘ ln n2—3 lbln
lagl — 1] \Ja|Iq" ! '
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Pour toute partie finie F de P et n assez grand, soit D,(F) = H p[?’{'f]—l. Alors,
p€F
Vk E N, D (F) divise ¥g4+1Uk+2 - .- Uk4n en vertu du petit théoréme de Fermat, et

n(F) H(aq — b) est multiple commun & aq — b,aq® — b,... ,a¢g™ — b. Si nous

D)l lal™ lal" ",

multiplions 'encadrement (7) par : T, =

D (]F)

nous obtenons donc :

anLU (b) ﬂ'n

avec ap € Z,p, € Z, et C ne dépend pas de n.

ibrm IHZ=1(aqkn_ b) '
[Dn(m? la|™ |g| 2"

0<

n(n41)
F_b)| <vla|"|g|” % ot v ne dépend pas de n.

2n
b 4 -
(—H—-—) , ce qui démontre le théoreme

Donc : 0 < anLU< ) Bn| <
Z5) 1d
a a h
pour IZI > 1. Si -l-)-l < 1, soit A € N tel que 5 > 1. D’apres (6), il suffit

b . . . \ a 2, Y
de prouver que Ly (—h) ¢ Q. Mais ceci est vrai car, d’apres ce qui précéde,
ag

b

Ly ( ) ¢ Q, avec v, = aq"q™ — b. La démonstration du théoréme est donc
q

compléte.

Nous énong¢ons deux corollaires immédiats.

Corollaire 1. Si la densité de P est strictement positive, z est irrationnel.

1
En effet, dans ce cas, la série E ngi diverge.
p
~ : pep?

On ne sait malheureusement démontrer que la densité de P est strictement
positive que dans un trés petit nombre de cas [52|. Si ’hypotheése de Riemann
généralisée est vraie, alors z est irrationnel [46]. Sur ce sujet, voir aussi [68].

+o0o n
Corollaire 2. Soit r € Z — {0} et ¢ € Z, |q] > 2. Si r? < |q|, alors Z 4

n=1

est irrationnel.

En effet, d(F) > 1, VF partie finie de P. Le théoréme démontré dans cette
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+co n
. . . ’ T
note permet a priori d’étudier 'irrationalité de z = E lorsque ¢ et r sont
n=1 qn -r

donnés numériquement.

n

T est irrationnel. En effet, 5 divise 33 -2, et 4 < 3-5%.

+co
Exemples. a) Z
n=1

4" -3
visent. respectivement 4* — 3,42 — 3, 4* — 3,41% — 3,42 — 3, 4% — 3. Pour
F ={11,13,23,37,47,59} on a 4 - d(F) > 9, et le théoréme s’applique.

+o00 n
b) Z 3 est irrationnel ; on observe que 11, 13, 23, 37, 47 et 59 di-
n=1
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CHAPITRE 6 :

+o0 n

A PROPOS DE LA SERIE Y qn”” -
n=1

1 - Introduction.

Le but de ce chapitre est de généraliser certains résultats obtenus par P. Borwein
dans [13] et [14].

Pour tout corps de nombres K, on désignera par R ’anneau des entiers de K.

Nous démontrerons essentiellement le résultat suivant :

Théoréme 1. Soit K = Q[z\/c_l] ou K = Q. Soit ¢ € K, avec ¢ = g, r,s € R.
On suppose que : : ’

_logls] 1 24
(1) - 5—10g|r|<4(3— 5+7r2)
+oo e
Soit z € R — {0} et f(z) = n2=1 pramt

Alors f(z) ¢ K. Plus précisément, il existe une constante strictement positive
Ci(q) telle que :

(2) VyeR,  |f(z)~7| = Cig)|den 7™

ou den v désigne le dénominateur de v, et : °

252-45+§+—3;

(3) w=1+2. S
' T 4826641~ —

T

Pour certaines valeurs particuliéres de z, on peut obtenir un résultat un peu
meilleur (essentiellement lorsque z est une racine de 'unité). En particulier pour
z =1
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r

Théoréme 2. Soit K = Q[iv/d] ou K = Q, et soit ¢ € K avec g = 5 € R.

On suppose que

(4) 6-£9§|—S-I-<1<1—%>

" loglr] T3 ™
+oo 1
Alors Z r—— ¢ K. Plus précisément, il existe une constante C3(g) > 0 telle
— 9 —
que : n=t
+o0 1
(5) Vv € R, nz__;l ekl Ca(q) |den 7|
avec
RN
s
2ttt T e
(6) w=14—Ta
' ' 1—— =36

T2

Le théoreme 2 est a comparer au premier résultat d’irrationalité concernant la
+o0 ,

1 .
série E , obtenu par P. Erdos [31].
g"—1
n=1
+o0 on
O déduit le le résultat sui t:g——— .
n en déduit par exemple le résultat suivan 257 o ¢Q

2 - Deux lemmes techniques.
Lemme 1. Soit K un corps de nombres quelconque, soit R 'anneau de ses
entiers, et soient r,s € R, avec |r| > |s| > 0.- Alors il existe un multiple commun

H, dans R aux nombres r — 5,72 — s% ... ,r™ — s™, vérifiant :

7 Ve>0,  |[Hal<|r|*m T

Démonstration. Soit @, le polyndme cyclotomique d’ordre d. On sait que :

2t —-1= H@d(rb).

d|n



67

N S e@g (3
Donc: r" —s ]il_‘[r @d(r),
ou ¢(d) désigne l'indicateur d’Euler.

Il en résulte immédiatement que le nombre H, défini par :

® = ][0 (7)

est un multiple commun & r — 5,72 — s%,...,...r" — s™. Il reste & obtenir la

majoration (7).
On sait que [5] :

S

r

«p(d)}

"I)d (;)I < exp (dW) [1+|§|+...+

ou ¢ est une constate.

Donc :
Tghgd 1

|Hp| < |r|2d=2 (D ITliTl"r Yiod ,
1—|=
r

Mais on a ([43], p. 268) : Z p(d) = -37n2 + 0(nlogn), et il est facile de voir que,
'y
d=1
Ve >0: Z dWetes = o(n¥e).
d=1

Ainsi (7) est démontrée.

Remarque 1. Si R est factoriel, il n’est pas difficile de démontrer que H,
donné par (8) est le P.P.C.M. de r—s,r? — 5%, ... ;7™ — s™ : il suffit d'utiliser
Pirréductibilité du polynoéme cyclotomique [4] et 'identité de Bezout pour prouver

que ,.w(d)q)d(f) et r“’(dl)@d:(f) sont premiers entre eux si d # d'.
r T .

Remarque 2. Pour majorer |H,|, on aurait pu utiliser une formule générale

de M. Mignotte ([56], corollaire 1).

" Cette formule aurait seulement donné -g + ¢ a la place de 1+ ¢ dans (7), mais -

cela aurait été suffisant pour la suite.

Lemme 2. Soit z € C, et A € R, A > 1. On suppose qu’il existe deux suites
P, et Q, d’éléments de R (R anneau des entiers de K, K = Q[ivd] ou K = Q)
vérifiant :

a) Yn € N, Qn Pr

0.
Qn+1 Pn+1 75
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b) Vn €N, |Qnz — Pa| < A=An"+e(»") g5 0
c) Vne N, |@Qnl < A°‘"2+°("2), a>0.
Alors il existe une constante C' > 0 telle que :

VYER, |z—v>Cldeny|75 7"

Démonstration. Elle est tout a fait analogue & celle du lemme 3 de [1] par
exemple, et nous 'omettons.

3 - Démonstration du théoréme 1.

+oo n

Les approximants de Padé de f(z) = Z - z

7 ont été obtenus dans le chapitre
n=1
4. On a, en posant u, =¢" —1:

n(n-3)
(9) 0 < |@n(2) f(2) — Pa(2)| < Ca() gl 7 2"
pour tout z € C, |z| < 1, avec Cg(q) constante strictement positive ne dépendant
que de ¢, et : :
n n -
(10) Qn(e) = D (1) usn—pUzn—p-1---Un—p+1 [ ] g = 2
=0 p q9
P
(11)
n n—m n n—-m)(n—-—m-=1 m a’:n+k_m
Py(z) = n;)(—_l) Un+mUnt+m—1 ... Um+1 [m]q q 2 ; —uk——
log |s| :
Posons o0=1-2 =1-26 (12)
log |r|
En vertude (1),ona o > 0. (13)

Nous suivons la démarche de P. Borwein dans [13], et remarquons que :

on)
f(q[,,,]) ORI

k=1

ou [on] est la partle entiére de on.

Nous reportons ceci dans (9), pour obtenir :

: [on]
T z z
(14) 0« Qn( o.n])f( ) (q[an]>k=1qk___x-Pn (q[o'n]>

2n4+1, | H2=3) _(on](2n+1
< Ca(g) o)™t g 7 lemiCGetD




69

. r a , . . .
Si nous posons ¢ = — et * = —, avec r, 8, a, B € R, une vérification fastidieuse
8

B
mais sans difficulté montre que :
hn = Qn (%) gnrn[anlsﬂ';—t‘lM
q n

tn = |Qn (== %Lw _2_\| prpotom 2o HnLn g
n = n q[en] e qk — n q[an] r S Jn

ou l'on a noté :
H, = un multiple commun & (r — s),(r? —s%),... ,(r™ = s™);
L, = un multiple commun a (fr — as), (ﬂr2 —as?),... ,(,Br[”"] - as[‘"‘]) :

I = [J(* = 5%).
k=1

€ER

(La multiplication par Hy sert a chasser les dénominateurs ux dans I’expression

(11) de Pnp(z) ; la multiplication par Ly sert a chasser les dénominateurs de la

[on]
somme E ; la multiplication par s~ 2 sert a chasser les dénominateurs

k ]
q* —z
k=1
des coefficients de @, et P, ; enfin, ceci étant fait, on peut tout diviser par Jn,

n
qui divise tous les produits H(rk+h — sF*2) vh e N [19)).
k=1

On a, en vertu du lemme 1 :

(15) lHnl S ’r|%n2+0(nl+¢)

[on]

Par ailleurs, en prenant L, = H( Br¥ — as*), ona:

k=1
o2n2
(16) L] < [ 700,
et il est facile de vérifier que :
220
(17) |Jn] = [ THO

On obtient ainsi, en multipliant (14) par g" r"w[""] s = E-ﬂjin :

n

|S|(2a+1)n2+0(n)

0 < hn z —En <_ :
( f( ) | l'r‘|(_trT"’_|,_,,_:i",z):,,,'A’-{-o(nl-f'c)
log ||

Utilisant 6§ =
log |r|

et ¢ =1 — 24, il vient finalement :

(18) 0 < |hn f(z) = £n]| < Ir|—%(462_66+1—:62.)n2+0(nx+¢)
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En vertu de (1), on a: 46° —66 + 1 — ;62- > 0, ce qui prouve que f(z) ¢ K.

Pour calculer la mesure d’irrationalité (3), il suffit de majorer |hy| et d’utiliser
le lemme 2.

A partir de l'inégalité (10) de [13], on obtient, pour |z| <1 :

(19) Qn ()] < Ca(q) g™ +o™

(comparer les termes dominants du dénominateur de 'approximant de Padé pro-
posé par P. Borwein [13], th. 1, (a), et celui proposé plus haut, formule (10)).

Utilisant (15), (16), (17), on en déduit facilement :

[hal < || (35 48RS o)

I

ce qui ameéne (3) et (4) grace au lemme 2.

4. Démonstration du théoréme 2.

Elle est identique & la précédente, sauf que 1’on prend :

1+>_5
1 2

2 == T
(20) =37 1-2

1
Puisque 0 < 6 < = 1——3- ,onal<o <1,
. 3 T2

La multiplication par L, est ici inutile, et on obtient I’encadrement suivant :
1l _3 _ 2 1+4e
(21) 0 < |h f(1) = €] < |r|7TA 777 =3On Ho(n™™)

ce qui prduve lirrationalité de f(1).

Comme majoration de |h.|, on obtient :
1+s)

. (1+li7r§7__6+ 3 Vn2+0o(
[ < [T e

ce qui acheve la démonstration grace au lemme 2.
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CHAPITRE 7 :

QUELQUES CAS D'IRRATIONALITE
DES VALEURS DE FONCTIONS
U-EXPONENTIELLES

Dans ce chapitre, nous généralisons la démonstration de la transcendance de e
par P. Gordan ([40] ; [43], p. 170), pour obtenir un critére d’irrationalité (théoréme

2-1 ci aprés). Nous en donnons une application en prouvant l’irrationalité de

+co
Zn

z) =1+ , lorsque z,q et v, vérifient des hypothéses
f(z) Z_:l V1V2 ... vpq(nt1)/2 1 9 " yP

convenables (v_oir le théoréme 4-1).

1 - Notations.

Soit U = {uj,u2...,uUn,...} une suite de nombres complexes non nuls. On
pose U° =1 et :

Vn € N- {0} : U =up - ug---up

(]"1) U™ = [un]—-l

Considérons la fonction f de la variable complexe définie par :

+o0 om
(1-2) =3 7=

n=0

Nous supposons que cette série vérifie le critere de d’Alembert. Un calcul facile
montre alors que :

[/ +oo e ' )
lim sup ( Z |uite]- - Iui_ll |z|'_k> < 0o,

et on pose :
+oo
- - i—k
(1-3) Mf(z)=Sup > |uipy|.-- w2l
kEN k1
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Pour une suite donnée U, on définit le U-bindéme de Newton par :

(1-4) (XoY)" = Z Ukxkyn-Fk
ou :
(1-5) Ur =uru=*ur-r

Soit maintenant P € C[X] :

P(X)=) a,X?.

=0
On pose
(1-6) | B PU) = }i:a,,u?’
(1-7) PXoY)= zn: Bp(X QY)Y

p=0
(1-8) PUDz)= ga,,(u O 2)P = XZ% ap gupu’“-z'zp-k
(1-9) [P[(X) =§I%IX”

2 - Un critére d’irrationalité.

Théoréme 2-1. Soit K = Q ou Q[\/E] Soit A l'anneau des entiers de K.
n

Soit f(z) = Z 7 et a,b € K. Supposons qu'il existe P € K[X], tel que :

n=0

(2-2)  aPU) +bPU B 2) € A - {0)
(2-3) o] - M f(z) - |P|(]z]) < 1.
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Alors a + bf(z) # 0.

Démonstration. Un calcul facile conduit a

+o0
(2-4) U f(z)=Uaz) +u* Y u-s
1=k+1

N
Soit P(X) = > arX*. On déduit de (2-4) que :

k=0
PU)f(z) =PUS2)+ Y all* Y U™z
k=0 t=k+1

Supposons que a + bf(z) = 0. Alors aP(U) + bP(U)f(z) = 0, d’ou

N + oo
aP(U)+bPUS2) +bY ad® Y U™z =0.
k=0 t=k+1
Donc L
‘ N . ) -
|aPU) +bPU S )| < 1D laxl 21" Y Juihy |- w1217
k=0 i=k+1 ’

Par suite, en utilisant (1-3) et (2-3), nous obtenons
|aP@U) +bPU & 2)| < [b]- M (=) - |P|(lz]) < 1.

Mais ceci est impossible, car ¢ € A et |z| < 1 = ¢ = 0 ([57], th. 2-1, p. 46).
Contradiction avec (2-2).

3 - U-Derivation.

Rappelons la définition suivante (voir chapitre 3 ou [28]).

Définition 3-1. Soit f(X) = Z anX™ une série formelle & coefficients com-
=6 . ,

fpléxes. La U-dérivée de f est définie par :

uf(X)=) anun X",

n>1

La U-formule de Taylor s’énonce, dans le cas d’un polynéme (chapitre 3, ou
[28], proposition 2) :
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Proposition 3-2. Soit P un polynome de degré N. Alors :

OuP(z) y . OGP(z) 42

P(X &) = P(z) + o - oy 22D

On en déduit immeédiatement le résultat suivant :

Corollaire 3-3. Soit P un polynoéme de degré N > n. Alors P(X @ z) sera de
valuation supérieure ou égale a n (relativement a X) si, et seulement si :

P(z) = 8yP(z)=--- =0 'P(z) = 0.

De plus, dans ce cas :

N
PUGz)= ) dyP(2).
k=n

4 - Une application du théoréme 2-1.

Théoréme 4-1. Soit K = Q ou Q[iv/d]. Soit A anneau des entiers de K.
Soit m € A, |m| > 1. Soit V = {v;,v2...,vp,...} une suite d’éléments de A,
vérifiant les trois propriétés suivantes :

(4-1-1) lva| = ezp(o(n))

(4-1-2) 1l existe une partie infinie P = {PB;,Po2,...} de Pensemble des idéaux
premiers de A, et une suite N = {nj,n,,...} entiers naturels, tels que v,, € Bi
pour tout ¢, et v, € Pi si n < n;.

(4-1-3) Pour tout ¢ € N*, il existe une infinité de n; € N tels que v, ¢ B; pour
ni<n<ni+q.

+o0 n
Soit f(z) =1+ Y A

ne=i V1V2 ...UM~ 2

Alors, si z € K*, f(2) ¢ K.

Corollaire 1. Soit m € A,|m| > 1,et h € N— {0}.

“+oo
Pl

Alors, si z € K*, — ¢ K.
bl nZ::o (n!)hmn!nz-ﬁ-l.! ¢

Le corollaire 1 est un résultat connu ; voir [67], [10] [42]. 1l semble cependant
que le résultat suivant soit nouveau :
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Corollaire 2. Soit m € A,|m| > 1. Soit p1,p2... ,Pn,-.. la suite des nombres

+oco
Zn

premiers dans N. Alors, si z € K*, Z o ¢ K-
n=1P1P2 ... PnMm 2

+oo n

Il est probable que, si z € K *,Z z

— ¢ K, mais cela est slirement
P1P2 .. -Pn

n=0
beaucoup plus difficile a démontrer.

La démonstration du théoreme 4-1 repose sur quatre lemmes ; les démonstra-
tions des lemmes 4-2 et 4-7 sont élémentaires, et laissées au lecteur.

Lemme 4-2. Pour tout A € N*, soit

+oco

D=3 g zeA-{0)

n=0
OU Up p = Unph €6 U = Ui p - Uz h ... Uph.

S'il existea € Aet b€ A~ {0} tel que a+ bf(z) =0, alors :

(4-3) ar +bnfr(2) =0, VYheN*, avec:
h—1
Y z
(4-4) | an=U (a+b§%>eA
(4-5) by = bz" € A - {0}

Lemme 4-6. Soit ‘P un idéal premier de A, tel que U**! ¢ P b ¢ Pet z ¢ P.
Alors ap ¢ B, ou an+1 € B.

Démonstration du Lemme 4-6. Si ap € P et apt1 € P,comme upy; ¢ P, on a

h=1 o
s ut (a + b; %) €PetUt (a + b;%)‘ € B. Si 'on soustrait ces' deux
nombres, on obtient bz* € B, contradiction.

Lemme 4-7. Soit Po(X) = X" ) Thz"*X*. Alors
k=0

P,(2)=0uPn(2)=... =0 ' Py(2) =0
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si, et seulement si, les % sont solution du systéme :
T+ L+ + I2=0
un—lr(,);“" unr,l-,, +---+ u2n—11—‘2= 0

Un—1 .- .ulI‘%+un .. .U2F,lz + - Fugpn-1... un+1I‘z= 0

Lemme 4-8. Soit M = (a;;),1 < < n,1 <j < n+1 une matrice a coefficients
dans A. Alors le systéme :

I'a 0
I, 0
(4-9) M-l =1
rn 0
admet une solution (I'2, T}, ... ,['?) vérifiant :
(4-10) '€ A pour i=0,1,...,n.
(4-11) 0 < Maz |I‘:,l <n"™?H", avec H = Maxz |oj| .

De plus, si P est un idéal premier de A et a;; € P pour tout (z,;5) vérifiant
2 < j <1, avec aj-1,; ¢ P pour tout j € {2,... ,n+ 1}, alors T ¢ P.

Démonstration du lemme 4-8. D’aprés un résultat élémentaire d’algébre linéai-
re, le systéme (4-9) admet pour solution :

Pf = (=1 Ak, 0<k<n,

ou An k est le déterminant obtenu en supprimant la (k + 1)-iéme colonne de M.
" Donc (4-10) est triviale, et (4-11) s’obtient en majorant |A, x| par la méthode de
Hadamard [35].

La seconde partie du lemme résulte du fait que, sous la diagonale de A, o, on
n’a que des zéros modulo P, alors que les termes de la diagonale sont non nuls
modulo P.

Démonstration du théoréme 4-1. Nous pouvons supposer z € A (sinon, nous
remplagons v, par v, - den(z)). Nous utilisons le lemme 4-7 avec la suite Uy, (voir
lemme 4-2), et u, = vp,m™. Nous obtenons que les Fﬁ sont solution du systéeme
(4-12) : '

vno14aT0+ VngamDy + -+ V2n-1+am"T=10

Un—1+4h - - - V14 b0 H0nph o V24am™ 1T + - tvgn_14h .. Ungp14amP IR = 0
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Posons :

(4-13) L, = Maz(|v1},|v2|,-.. ,|vnl),

supposons h > n, et utilisons le lemme 4-8. Nous obtenons que (4-12) admet une
solution (T'9,TL,... ,T7?), avec Tk € A4, et :

(4-14) [T < n¥ fm|™ (Lan)"™

Supposons a + bf(z) = 0, avec (a,b) € A%2. Considérons le polyndme :

xn—1 2
mivessy i) ) N S
m

k=0

(4-15) Ppa(X) =

Nous cherchons un majorant de |bs|- M(fr)-|Pa,n|(|z]) (voir théoréme 2-1). On

I n{n+1)
voit facilement que M(fr) < B, avec B = Z |z|*|m|” " 2 . Par conséquent,
n=0
nous obtenons, grace a (4-14) :
bl PO
Ba| - M(fh) - |Ph,nl(l2]) < 18] |2] Bm(n +1)n? [m|” (Lsa)

Mais il résulte de (4-1-1) que Lap = exp(he(h)), avec limp_o (k) = 0, et nous
obtenons :

|bn] - M(fr) - |Pa,n| (|2])

: h
n . n®
< B " (n+ 1)t fm) H'(;n'_l)expmze(h)) .
m
.. || 1
Choisissons n tel que |m]("—2) < 5"

Un tel n étant maintenant fixé, il existe ho € N tel que :

h > ho = [bl- M(fs) - [Paal (J2]) < 1.

Nous choisissons h tel que b > n et n + h = n;, n; vérifiant les deux conditions
(4-1-2) et (4-1-3) avec ¢ = n. Il résulte alors du lemme 4-8 que I'° ¢ B;. Par
ailleurs, on peut supposer que z ¢ B;,m ¢ LB, et b ¢ P, en choisissant un n; assez
grand. Nous pouvons aussi supposer que a, ¢ B; (sinon, nous remplagons n par
n—1,h par h+ 1, et utilisons le lemme 4-2). Il résulte de tout ce qui précéde que
la condition (2-3) est satisfaite.
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Vérifions maintenant la condition (2-2). On a:

1 = - -
Pn,h(uh) = m ZFﬁZn ku}f:’*"k 1‘
k=0

Or up , est toujours divisible par m", donc P, 4(Un) € A. De plus, le terme
correspondant & k = 0 n’appartient pas a B; (hypothése 4-1-2), tandis que les
autres termes appartiennent a 3; (ils contiennent v,4n = vy, ). Donc Py, 1 (Us) ¢
PBi.

Notons (X @Y )™ le U,-binéme de Newton, €t appliquons le corollaire 3-3. Nous

obtenons :
2n—

1

1
Ponln ® z) = —r—y 85, Qn,(2),
k

olt Qna(X)=X""1Y Tiz""X7 € A[X].
J=0

Mais chacun des 8f;, Qn,1(z) contient le produit d’au moins n termes consécutifs.
de la suite Uy, y compris up44. Donc P, x(Un @ z) € Pi.

Comme ay, ¢ Pi, Poa(Un) € Pi et P w(Un ® 2z) € Pi,ona:
anPp n(Un) + baPrn(Un & 2) ¢ Bi.

Donc la condition (2-2) est vérifiée, et le théoréme 4-1 est complétement démontré.
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