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Introduction

Pour décrire le comportement des premiéres générations d’ordinateur, mono-utilisateur,
P’outil formel de base fut la théorie des automates qui permet de représenter le fonction-
nement séquentiel d’un programme.

L’apparition du parallélisme dans les calculs et les programmes, de réseaux, nécessitant
souvent la mise en place de mécanismes complexes de synchronisation ou d’exclusion mu-
tuelle pour I’accés a une ressource, a entrainé le besoin de modeles formels performants
pour décrire et étudier les systémes et les processus paralleles. Le modeéle mathématique
qui est le plus utilisé (et le mieux adapté) pour la description du parallélisme est celui
des réseaux de Pétri, développés dans les années 60-62 par C.A.Pétri, pour modéliser les
concepts d’actions asynchrones et concurrentes.

Pour décrire plus facilement le comportement d’un réseau de Pétri, Mazurkiewicz a utilisé
un outil trés simple: les traces et les langages traces (voir [25]). De la méme fagon qu’un
automate permet de représenter un programme séquentiel et que le langage associé décrit
son comportement (un ensemble de processus séquentiels), une trace permet de représenter
le déroulement d’un programme paralléle associé & un réseau de Pétri.

L’étude des langages de traces, qui sont des sous-ensembles du monoide libre partiellement
commutatif, fut introduite pour la premiére fois par Cartier et Foata en 1969 (voir [4]) pour
P’étude des problemes de réarrangements dans les mots. Tandis qu’un mot, au sens usuel,
est une suite de noms d’actions, une trace est définie comme un ensemble partiellement
ordonné de noms d’actions. De nombreux et importants résultats ont été trouvés sur ce
sujet depuis (voir {1, 3, 5, 15, 16, 23, 26, 28, 27, 29, 32, 36, 41]).

"~ Une premiere étape dans ’étude des systemes formels destinés & représenter un systéme
paralléle consiste & associer un nom a chaque action élémentaire et a décrire par une
relation binaire sur I’ensemble des noms d’actions le fait que deux actions (ou plus) puissent
étre exécutées simultanément. Cette relation exprime qu’il est indifférent d’effectuer ces
actions dans un ordre précis. Plus précisément, si X est un alphabet, une relation de
commutation partielle § définie sur X est une relation irréflexive et symétrique. Il s’agit
d’une relation d’indépendance.



6 Introduction

Si X désigne alors I’ensemble des noms (I’alphabet) et 8 la relation définie sur X, on
associe a (X, 6) une relation d’équivalence notée ~ sur X* qui sera la plus petite relation
vérifiant la propriété suivante:

Siw = uzyv, w' = uyzv et (z,y) € 8, alors w et w' sont équivalents (z ~ y).

Une trace se définit alors comme une classe d’équivalence pour cette relation et un lan-
gage trace est un ensemble de traces, autrement dit un sous-ensemble du monoide libre
partiellement commutatif correspondant a la structure quotient X7 _: les traces sont les
classes d’équivalence de la congruence engendrée par la relation 6 sur X*.

Associée a cette relation d’indépendance 6 on définit ainsi une application
fo 124" — 247 |

fo(L) est ensemble des mots qui sont équivalents ¢ un mot de L pour la congruence
engendrée par 6.

Ainsi fg est une opération unaire sur les langages qui est appelée fonction de commutation
partielle associée a 6.

M. Clerbout et M. Latteux ([6] et [11]) ont introduit la notion de semi commutation qui
généralise la notion de commutation: une semi commutation est une relation irréflexive
d’indépendance sur A. A cause de P’absence de symétrie les semi commutations permet-
tent de modéliser le comportement d’un programime sur une machine a mémoire partagée
comme, par exemple, le probleme producteur/consommateur: Si p et ¢ désignent respec-
tivement le producteur et le consommateur, la regle non symétrique cp — pc signifie que
pour tout programme A = ucpv, le programme B = upcv a le méme résultat.

On peut identifier une relation de semi commutation a un systéme de réécriture (systéme
de Semi-Thue) ou toutes les régles sont de la forme zy — yz, z ety étant deux lettres
distinctes. L’opération qui a2 un mot associe I’ensemble de tous les mots obtenus par réécri-
tures dans le systéme est appelée fonction de semi commutation. Ainsi la régle ba — ab
définit sur I’alphabet {a,b} une relation de semi commutation. Alors que les relations
de commutation partielle formalisent le parallélisme, les relations de semi commutation
expriment le fait que certaines actions doivent étre effectuées avant d’autres. Supposons
que la lettre a représente ’action produire un message dans un buffer, et que la lettre b
représente ’action consommer un message dans ce méme buffer. Si le buffer est de taille
1, le langage représentant le bon déroulement des opérations est (ab)*.

Si on considére maintenant un buffer potentiellement infini, on peut alors produire plus
vite qu’on ne consomme mais on ne peut évidemment pas consommer un message qui
n'a pas encore été produit. Le langage représentant le bon déroulement des opérations est
alors 'union des images des mots du langage (ab)* par la fonction de semi commutation
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associée a cette seule regle ba — ab, c’est-a-dire le langage de Semi-Dyck sur une paire de
parentheses.

Comme les réseaux de Petri, modéle bien connu des programmes concurrents, ne sont que
des regroupements de probléemes producteur/consommateur, les semi commutations sont
trés utiles pour modéliser le comportement des réseaux de Petri. Cette observation a été
récemment faite dans [19], [33] et [34]. Elle fut appliquée dans [35].

De nombreux travaux ont été réalisés sur les semi commutations. Nous en donnerons les
principaux résultats dans les différents chapitres qui suivent.

Le premier chapitre rappelle des notions de base de la théorie des langages formels et des
graphes.

Le second chapitre est consacrée a P'introduction des fonctions de commutation. Il com-
mence par les motivations et les bases théoriques de 1’étude des semi commutations. Il
se poursuit avec le rappel de définitions et de résultats importants, avec, en particulier,
un lemme de projection qui permet de vérifier simplement si un mot donné peut étre dé-
duit d’un autre mot donné par une semi commutation donnée. On rappellera également
les définitions concernant les commutations partielles et les commutations partitionnées.
Le chapitre se terminera par deux résultats, importants et utiles, exposés, le premier par
Y.Roos dans sa thése ([38]), et 'autre par Y.Roos et P.A, Wacrenier dans [39]: il s’agit
de la notion de numeérotations, et du théoreme de composition des semi commutations.

Le troisieme chapitre a pour but de présenter un outil dans ’étude des dérivations d’un
mot par une semi commutation. Cet outil permettra de simplifier les preuves des chapitres
suivants. Il s’agit de la notion de distance entre deux mots commutativement équivalents.
Cette distance correspond intuitivement au plus petit nombre de dérivations élémentaires
que 'on puisse effectuer pour passer d’un mot a ’autre. On aura ainsi un moyen de savoir
si une dérivation

*
U —w

est intéressante dans ’étude d’une dérivation de u en v. On pourra en effet savoir si w
nous rapproche de v, il suffira de savoir si la distance de w & v est inférieure a celle de u &
v.

Il est naturel de se demander si une opération peut étre simulée aux moyen d’opérations
plus simples : ’exemple typique en est le théoréme de Nivat qui prouve que toute transduc-
tion rationnelle peut étre réalisée par la composition d’un homomorphisme inverse, d’une
intersection avec un rationnel, et d’'un homomorphisme direct. Dans le quatriéme chapitre
nous prouverons que toute semi commutation peut étre vue comme la composition de semi
commutations élémentaires que nous appellerons semi commutations atomiques. Dans ce
but, nous définissons les semi commutations atomiques comme étant de la forme A x B
ou A et B sont deux sous-alphabets. Nous prouvons ensuite que toute semi commutation
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peut étre décomposée en semi commutations plus petites si et seulement si elle n’est pas
atomique. Nous en déduisons enfin que chaque semi commutation peut-étre obtenue par
une composition de semi commutations atomiques et nous proposons un algorithme effec-
tif de décomposition. Il est intéressant de noter qu’Y. Roos et P.A. Wacrenier ont travaillé
sur le sujet inverse: comment déterminer si la composition de deux semi commutations
est une semi commutation ? En effet cette question est moins triviale qu’il n’y parait au
premier abord: quand on compose deux fonctions de semi commutation, on peut ne pas
trouver une fonction de semi commutation. Ils ont trouvé ([39]) une condition nécessaire
et suffisante qui utilise les cycles dans les graphes. Ce chapitre se terminera par quelques
remarques sur la complexité des différents algorithmes.

Dans le cinquiéme chapitre nous proposons une nouvelle démonstration pour un résultat
que M. Clerbout avait donné dans sa thése: toute semi commutation peut étre décomposée
en homomorphismes non effacants, homomorphismes inverses et commutations partielles.
Cette nouvelle preuve est plus simple que la preuve originale, et ceci est dd a 'utilisation
des décompositions des semi commutations en semi commutations atomiques.

Dans le sixieme chapitre nous donnons une caractérisation des semi commutations qui
préservent la famille des langages multicompteurs. Dans ce but nous définissons les semi
commutations a compteurs comme étant celles qui contiennent

{a} x (X \ {a}) ou (X \ {8}) x {b}

a chaque fois qu’elles contiennent un couple (a,b). Nous prouvons alors que les semi com-
mutations a compteurs sont les semi commutations qui préservent les langages multicomp-
teurs. Nous pourrons alors remarquer que certains problémes dans la famille des langages
rationnels, qui étaient indécidables en utilisant des semi commutations quelconques, de-
viennent décidables en utilisant des semi commutations a compteurs. On pourra également
remarquer que ces problémes restent décidables quand ils concernent la famille des langages
multicompteurs, alors que cette derniere est un sur-ensemble de la famille des langages
rationnels.

La complexité de l’algorithme de décomposition d’une semi commutation en semi commu-
tations atomiques peut étre mesurée par le nombre de semi commutations obtenues. Or,
tel qu’il a été défini dans le quatrieme chapitre, cet algorithme semble encombrant: une
étude rapide nous permet facilement d’évaluer le nombre maximum de semi commutations
atomiques que ’on peut obtenir pour une semi commutation de n regles comme étant -de
2", Cependant 1’étude des semi commutations a compteurs nous a amenés & nous pencher
sur certaines semi commutations atomiques que nous avons appelées semi commutations
atomiques maximales. Nous les étudions dans le septiéme chapitre et leur étude nous
permet de prouver que la complexité de P’algorithme est bien exponentielle par rapport au
nombre de regles de la semi commutation a décomposer.

Les problémes de fermeture d’un ensemble donné par une opération donnée sont classiques :



il n’est pas toujours évident de décider si un langage rationnel est fermé par une semi com-
mutation. Dans le dernier chapitre nous proposons un algorithme simple qui permet de
calculer, pour un langage rationnel R donné, la plus grande semi commutation 6 telle que
fe(R) = R, et, par la-méme, de décider si un rationnel (dont on connait I’automate réduit
déterministe) est fermé par une semi commutation donnée.
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Chapitre 1

Définitions et Résultats
préliminaires

1.1 Notations

Nous utiliserons dans la suite des notations qui sont, pour la plupart, classiques en mathé-
matiques.

On notera IN l’ensemble des entiers naturels et INtT ’ensemble des entiers naturels non
nuls.

Pour deux entiers a et b tels que a < b, [a..b] désignera 'intervalle de IN :
{a,a+1l,a+2,...,b—1,b} .
Sia > b, [a..b] sera alors ’ensemble vide.

Pour tout ensemble X, Card(X ) désignera le cardinal de X dans son sens le plus habituel
(c’est-a-dire le nombre des éléments de X), 2X I’ensemble des parties de X, et Ax la
diagonale de X :

Ax ={(z,z)|z € X} .

" Pour tout ensemble X et toute partie Y de cet ensemble, X \Y désignera le complémentaire
de Y dans X :
X\Y={z|zeXetzgY}.

Si f est une application d’un ensemble X dans un ensemble Y, et z un élément de X, on
notera f(z) I'image de z par f. Par extension, si A est une partie de X, f(A) désignera

Pensemble |J f(z) .
€A

11
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Soit f une application d’un ensemble X dans un ensemble Y. Soit A un sous-ensemble de
X. f|, désignera la restriction de f & A: fj, est 'application de A dans Y, qui coincide
avec fsur A:

Vz € A, fi,(z) = f(=) .
Nous désignerons I'identité sur X par Idy :
Vz € X,ldx(z)=1=z .

D’une maniére plus générale, si aucune confusion n’est possible nous écrirons Id.

1.2 Mots, langages, opérations sur les mots

Nous supposerons connus les résultats classiques de la théorie des langages formels (voir
[3]), avec, entre autres, les notions de monoide, mot, langage et alphabet.

Si X est un alphabet, X* désignera le monoide libre engendré par ’alphabet X, et ¢
désignera le mot vide. Si w est un mot de X*, z et y deux lettres de X, et L un langage
de 2X° on utilisera les notations suivantes :

e |w| désigne la longueur du mot w.

¢ |w|, désigne le nombre d’occurrences de la lettre z dans le mot w.

¢ |w|;, désigne le nombre |w|; 4+ |w|, ; cette notation sera étendue de la méme maniére
a un nombre quelconque de lettres, et, pour tout mot u, jw|, désignera |w|aipn(u)-

alph(w) = {z € X ||w|; > 0} est I’alphabet du mot w: c’est ’ensemble des lettres
apparaissant au moins une fois dans w.

o La cloture commutative du mot w sera ’ensemble

com(w) = {u € X" |Vz € X, |w|, = |u|s} .

FG(w) désignera P’ensemble des facteurs gauches de w:
FG(w)={u e X*|Iv e X", uv=w} .
Définition 1. Deux mots u et v de X* seront dits commutativement équivalents si et

seulement si
Vz € X,lulz = |v]: ,

ou, plus simplement, si et seulement si

com(u) = com(v) .
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Définition 2. Pour deux mots w et w' dans X*, nous noterons wy, w' le produit de mé-
lange (ou shuffle) de w et w', qui est défini par:

ww w = {uv; .. U W= Uy ..U, = 0.0, Vi€ [Len) u; € XY v € X7}

Définition 3. Un homomorphisme f d’un monoide X* dans un monoide Y* est une ap-
plication de X* dans Y* vérifiant :

o Yu,v € X*, f(uv) = f(u)f(v) ,
o et fle)=¢ .

Un homomorphisme f de X* dans Y™ sera dit :

e alphabétique si f(X)CY U{e},
o strictement alphabétique si f(X)CY ,
e non effacantsi f(X)CY™t .

Définition 4. Une application 7 : X* — 2¥" est une transduction rationnelle s’il existe
un alphabet Z, un langage rationnel R C Z* et deux homomorphismes alphabétiques

h:2Z — X*etg:Z" — Y* tels que pour tout mot w de X*, 7(w) = g(h~}(w) N R)
(Figure 1.1).

NR

X* > 2)"

Figure 1.1: Transduction rationnelle

Définition 5. Une famille de langages est un céne rationnel si elle est fermée par trans-
duction rationnelle.



14 Définitions et Résultats préliminaires

Définition 6. Soit un sous-alphabet Y d’un alphabet X. On appelera projection sur le
sous-alphabet Y I’homomorphisme Iy défini par:

Vz € X, siz €Y alors lly(z) = z, sinon lly(z)=¢ .

On définit également la projection sur un mot qui sera la projection sur 1’alphabet du mot:
si u est un mot de X~, alors Il,(w) désignera Ilypn(u)(w).

Définition 7. Une substitution s de X* dans 2¥" est une application vérifiant :

e Vu,v € X*, s(uv) = s(u)s(v) ,

oets(E):é‘ .

Une substitution sera dite alphabétique si Vz € X,s(z) CY U{e} .

Le langage de Dyck sur I’alphabet {z,y} est:

Di(z,y) ={w|w € (z+9)", |wle = [w]y} -

Le langage de Semi-Dyck sur I’alphabet {z,y} est:

Dy (z,9) = {wlw € (z +y), [wls = |wly et Yo' € FG(w), [v']z > |v'],} .
Il s’agit d’un langage bien parenthésé dans lequel z représente la parenthése ouvrante, y
représente la parenthése fermante.

Quand il ne sera pas nécessaire de préciser I’alphabet, nous noterons D] (respectivement
Di”) le langage de Dyck (respectivement Semi-Dyck) sur deux lettres.

1.3 Graphes

- Nous présentons dans cette section quelques définitions de base de la théorie des graphes.

Un graphe G est un couple (.5, A) oi S est un ensemble fini de sommets et A est une partie
de § x § dont les éléments sont appelés arcs. Une aréte est une paire de sommets réunis
par au moins un arc. On peut représenter un graphe comme sur la figure 1.2:

Ici Vensemble des sommets est
{a7 b’ C, d’ e} b
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(=2

VA

d\e
c/

)

Figure 1.2: Exemple de graphe

I’ensemble des arcs est

{(a,b),(b,a),(b,d),(c,a),(e,b),(d,€),(e,c)} ,

tandis que I’ensemble des arétes est

{{a, b}’ {a’c}a {b, ¢}, {b, d}, {c, €}, {dve}} .

La notion d’arétes est particuliéerement utile quand A est une partie symétrique de 5 X S,
G est alors appelé graphe non orienté. On peut représenter un graphe non orienté de deux
manieres (Figure 1.3).

d\e b d\e
c/ C/

A
A

a a

Figure 1.3: Graphe non orienté

Un chemin dans un graphe est une suite d’arcs telle que Pextrémité terminale de chaque
arc coincide avec I’extrémité initiale du suivant. Une chaine est une suite d’arétes telle que
chaque aréte ait une extrémité commune avec la suivante. La longueur d’un chemin est le
nombre d’arcs qui le composent.

Par exemple, dans le premier graphe (Figure 1.2), d, e, ¢ et a forment un chemin (et une
chaine), tandis que b, a, c et e forment une chaine mais pas un chemin.
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Un circuit est un chemin fini dont le sommet initial et le sommet final coincident. Si on
consideére les arétes d’un graphe, on parlera de cycle au lieu de circuit.

Par exemple, dans le premier graphe (Figure 1.2), b, d, e et ¢ forment un circuit.

Un graphe G = (S, A) ol pour toute paire de sommets (z, y) il existe au moins une chaine
réunissant z et y est dit conneze. Si il existe toujours au moins un chemin de z vers y et
au moins un chemin de y vers z, G est dit fortement conneze.

Le graphe de la figure 1.4 est fortement connexe.

Figure 1.4: Graphe fortement connexe

Le graphe de la figure 1.5 est connexe, mais pas fortement connexe.

Figure 1.5: Graphe connexe, mais non fortement connexe

Le dernier graphe n’est pas connexe (Figure 1.6).
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d

b \
\C
a/

Figure 1.6: Graphe non connexe
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Chapitre 2

Semi commutations

Ce chapitre présente les semi commutations. On y exposera les raisons de 'utilisation des
semi commutations, les bases théoriques qui s’y rapportent (fonction de semi commuta-
tion, graphe de non-commutation, dérivations...) ainsi que quelques résultats généraux
importants qui seront utilisés dans la suite (lemmes de projection, théoremes de composi-
tion).

2.1 Motivations

Les semi commutations sont la modélisation des phénomenes d’indépendance rencontrés
dans ’écriture d’un programme: il n’est pas rare de trouver dans un algorithme des évé-
nements indépendants:

o IIs peuvent étre semi-indépendants : des événements A et B seront semi-indépendants
si & chaque fois que ’exécution de I’événement A suivie de I'exécution de I’événement
B produit un résultat, on peut assurer que ’exécution de B suivie de celle de A
produira le méme résultat; par contre on ne peut pas assurer la réciproque. Il s’agit
en général de cas dans lesquels une certaine action doit étre exécutée avant une
certaine autre. C’est la propriété classique des probléemes producteur/consommateur:
il est évident qu’un programme qui comporte, par exemple, la: séquence:

Séquence 1:
Prélever dans le buffer B
Alimenter le buffer B

et qui fonctionne sans créer de carence dans le buffer B, fonctionnera tout aussi bien
et fournira le méme résultat si on remplace la séquence précédente par:

19
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Séquence 2:
Alimenter le buffer B
Prélever dans le buffer B

Par contre remplacer la séquence 2 par la séquence 1 ne nous garantira évidemment
pas un fonctionnement identique.

Il est évident que le fait d’exécuter d’autres actions entre les précédentes peut faire
en sorte que ces deux affectations ne soient plus échangeables, mais quand elles sont
consécutives I’échange peut étre fait. '

De tels comportements sont modélisés par des regles anti-symétriques de la forme:
cp — pc

ou p désigne le producteur et ¢ désigne le consommateur. Ainsi, si le buffer est de
longueur 1 l’ensemble des programmes représentant un bon fonctionnement de ce
buffer sera (pc)*. Mais si le buffer est de longueur potentiellement infinie on peut
alors utiliser la régle ¢p — pc et Pensemble des programmes représentant un bon
fonctionnement de ce buffer sera Di*(p,c), le langage de Semi-Dyck sur d et c.

On parle alors de semi commutation.
Is peuvent étre aussi totalement indépendants (1’ordre dans lequel ils sont exécutés
n’a aucune conséquence sur le résultat de Palgorithme).

Il peut s’agir, par exemple, de ’affectation ou de la lecture dans deux variables
différentes, de 'alimentation de deux buffers distincts, etc...

Ainsi un programme qui contient la séquence suivante :

Séquence 3:
Alimenter le buffer B,
Alimenter le buffer B,

fonctionnera tout aussi bien et fournira le méme résultat si on remplace la séquence
précédente par:

Séquence 4:
Alimenter le buffer B,
Alimenter le buffer B;

Il doit étre aussi entendu que cet échange garantit le méme comportement unique-
ment si aucune autre instruction n’est exécutée entre les deux de la séquence.

De tels comportements sont modélisés par des régles symétriques de la forme:

ab — ba
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ou a et b désignent les deux actions indépendantes.

Ainsi, il est évident que tout programme représenté par un mot de @™y, b"™ pourra
étre remplacé indifféremment par un autre mot quelconque de a™ ., b™.

On parle alors de commutation partielle.

Le fait de pouvoir ainsi représenter I'indépendance de deux instructions permet de modéli-
ser un éventuel parallélisme dans un programme, car ceci ne peut étre rendu possible qu’en
ayant une connaissance compléte des dépendances et indépendances entre les instructions.

2.2 Bases théoriques

Définition 8. Une relation de semi commutation définie sur I’alphabet X est une relation
irréflexive: c’est un sous-ensemble de X x X \ Ay .

Dans la suite de ce chapitre, sauf mention explicite d’un autre alphabet, on parlera de
semi commutations définies sur 'alphabet X.

(Dans la suite, nous ne considérerons que des relations de semi commutation non vides.)

Définition 9. La relation de non-commutation 6 associée a 6 est la relation complémen-

taire de 6: _
0=XxX\6.

Définition 10. La relation de commutation réciprogue correspondant a € est:

67" = {(a,)[(b,a) € 6} .

Remarque. 6= désignera indifféremment (6-1) ou (§) . En effet:

(z,9)€(671) & (z,y)¢67!

& (y,z)¢6

& (y,z)€b

& (zy)e@ .

A chaque relation de semi commutation 8 sur P'alphabet X est associé un systéme de
réécriture S =< X, P > (systéme de Semi-Thue) qui est appelé systéme de semi commu-
tation et dans lequel P = {zy — yz |(z,y) € 6}.
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Nous écrirons u i s’il existe une régle 2y — yz dans P et deux mots w et w' tels que

u = wryw' et v = wyzw'.

, . * . .
Nous écrirons u — v s’ll existe des mots wy, Wz, ..., Wy (n > 1) tels que wy = u, w, = v,

et pour chaque i € [1.n — 1], w; > Wit Nous écrirons alors qu’il y a une dérivation de
u en v.

* ’_ " . Y 3 »
Quand nous aurons u -, v avec une dérivation de longueur ! connue, c’est-a-dire s’il

existe [ — 1 mots u,, us,...,u;—7 tels que

U= Uy — Uy — ... — U] =V ,
] [’} ] [ 8
nous écrirons aussi:
{
U —— v
6

Définition 11. A chaque relation de semi commutation 6 est associée une fonction de
semi commutation fg définie par

VweX*,fg(w)z{uEX"lw—;—»u} .

Par extension : si L est un langage (sous-ensemble de X*) alors

fo(L)= | fo(w) .

wel

Ezemple 1. Ainsi pour la semi commutation 8 = {(a,b), (b, c),(c,b)} définie sur I’alphabet
X ={a,b,c,d}:

o P sera égal a: )
{ab — ba,bc — cb,cb — bc} .

6 pourra étre représentée par son graphe de commutation (Figure 2.1).
e 07! sera alors représentée par le graphe de la figure 2.2.

e 0 pourra aussi étre représentée par graphe de non-commutation qui n’est autre que
le graphe de 6 (Figure 2.3).

Remarque. Pour des raisons de lisibilité, on ne représentera pas les couples de Ax.

e 971 pourra alors &tre représentée comme sur la figure 2.4.
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d c

Figure 2.1: Graphe de commutation

d c

Figure 2.2: Graphe de 67!

d-‘———-——b- C

Figure 2.3: Graphe de non-commutation
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4
de—

Figure 2.4: Graphe de 6-?

abbe ——— babc ——— bbac
ab—ba ab—ba

cb—*bc[ be—ch cb—»bchbc—»cb
Y

abeb — bacb

cb—*bcI be—ch
Y

acbb

Figure 2.5: Exemple de dérivation
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e Le mot w = abbc pourra étre dérivé comme indiqué sur la figure 2.5.
¢ On aura alors:

f(w) = {abbc, abeb, acbb, babe, bach, bbac} .

Nous écrirons fg, fg, pour la composition de fp, et fp,. Ainsi:

foy fez(w) = fol [f@z(w)] et f91f92(L) = fo, [fO;(L)] .

Remargue. Pour toute semi commutation 6, on a évidemment :

fofo=fo .

Remarque. Si deux semi commutations 6; et 8, sont telles que 6; C 63, on aura alors pour
tout mot w:

f91(w) - fez(w) )

on aura donc:

felfez(w) C f92(w) et f92f91 (w) - fez(w) .

Comme on a évidemment:

Jor(w) C fo, fo,(w) et fo, (w) C fo, fo, (w) ,

on en conclut:

f91f92 = f02f91 = f92 .

Définition 12. La fonction de semi commutation fy sera dite décomposable s’il existe des
fonctions de semi commutation fg,, fo,,..., fo, (n > 1) telles que:

o f=1fofo,-- fon
e etVie([l.n],0; G 6 .

Définition 13. La commutation totale sur un alphabet X sera la semi commutation

6=XxX\Ayx .

Remarque. Si 6 est la commutation totale, alors, pour tout mot u de X*, fa(u) = com(u).
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2.3 Lemme de projection

Le lemme suivant (Lemme de Projection) qui fut présenté par M. Clerbout ([6]) permet
de décider si un mot appartient a image d’un autre mot par une fonction de semi com-
mutation en limitant la vérification a tout sous-alphabet de deux lettres.

Lemme 14 (Lemme de Projection). Soient w et w' deuz mots sur un alphabet X.
Alors:
w -%» w' & V{z,y} C X, (w) —;» gy (w') .

Le lemme suivant, qui fut également présenté par M. Clerbout dans [6], est & rapprocher
des lemmes de projection. Il énonce un fait intuitivement évident : si une semi commuta-
tion sur un alphabet X = {a,b} ne contient que la régle ba — ab, on trouve plus de a a
gauche apres ’application de cette semi commutation.

Lemme15. Sur un alphabet X = {a,b}, on définit la semi commutation
0 = {(b,a)} .
Pour tous mots w et w' de X*, on aura
w— w'

st et seulement si
w' € com(w) (2.1)

et
Vwy € FG(w), Yuw, € FG(w'), [wy] = |wa] = |wile < |wla - (2.2)

Ce lemme peut étre facilement étendu a un alphabet de plus de deux lettres:

Lemme 16. Sur un alphabet X tel que {a,b} C X, on définit la semi commutation

6 = {(b,a)} .
. Pour tous mots w et w' de X*, on aura
* !
w— w
8
st et seulement si
w' € com(w) (2.3)

et
Vw; € FG(w), Vw, € FG(w'), |w1ap = |w2]ap = |w1e € lw2la - (2.4)
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Prewve. 1. w i—’ w = (2.3) ?
Evident.
2. w —;—> w' = (2.4) 7
Soient w et w' tels que w —;—-» w'.

Soit alors w; € FG(w) et wy € FG(w') tels que |wy|ap = |wzas.

Nous définissons w,, w), w} et w} tels que

wo = Map(w), w,=Map(v'), wy=Ha(wr), wj=IMa(ws2) .

On a bien wj € FG(w,), wy € FG(w)) et |w}| = |wy|, ce qui donne, en utilisant le
Lemme 15:
lwila < |wdfa

Nous pouvons alors affirmer
lwile < |w2la

car jun |, = |wila et jwa]e = |whla.
3. (2.3) et (24) = w —0-> w' ?
Définissons comme précédemment w, et w! tels que
wo = Ngp(w), wl = Ma(w’) .

Soient wj € FG(u,), wy € FG(w]) quelconques tels que |w}| = |w}].
Il existe deux mots wy; € FG(w) et wy € FG(w') tels que

wy = Map(wr) , wh = Hap(w2) et |wilap = [wolap -
D’aprés (2.4) on a |un. < |wala.
Comme |wy|, = |wile et |wa]s = |wh|q, nous pouvons affirmer que

lwila < lw’z‘a .

Comme nous avons évidemment w, € com(w},), nous pouvons utiliser le Lemme 15
pour affirmer que:

w, —%» w!, c’est-a-dire Ip(w) %) Mop(w') .

Or, pour tout autre paire de lettres {z,y} différente de {a,b} on aura

Oy(w) = sz(wl) s
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ce qui donne:
V{z,y} C X, Mzy(w) —;—» Hy(w') .

En utilisant le Lemme de Projection on obtient immédiatement

* ’
w—w .

Le lemme est donc démontré. ]

2.4 Commutations partielles et commutations partition-
nées

Définition 17. Une commutation partielle est une semi commutation symétrique.

Le systéme et la fonction associés sont appelés systeme de commutation partielle et fonc-
tion de commutation partielle.

Les commutations partitionnées sont un cas particulier des commutations partielles, donc
des semi commutations. I1 s’agit en effet de relations dont le complémentaire est une
relation d’équivalence.

Si 6 est une commutation partitionnée sur un alphabet X, les classes d’équivalence de §
définissent alors une partition de ’alphabet X : {X;, X2,..., Xk}. On a alors la définition
équivalente suivante:

Définition 18. Une semi commutation 8 est relation de commutation partitionnée s’il
existe une partition de X, {X1, X2,..., X} telle que:

6={(x,y) € X xX|3i,5 € [L,kl,i# j,z € Xp,y € X;} .

Ou encore:
6= XixX;.
i#)

Nous dirons alors que la semi commutation 6 est une relation de commutation partitionnée,
associée a la partition {X7, X2,...,Xk}. Le systéme et la fonction associés sont appelés
systéme et fonction de commutation k-partitionnée.

Enfin, pour finir les rappels sur les fonctions de commutation partitionnée, citons ce résul-
tat de décomposition, di & M. Clerbout ([6]), qui permet d’exprimer toute fonction de semi
commutation (donc non symétrique) au moyen de fonctions de commutation partitionnée
(donc symétrique):
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Proposition 19. Toute fonction de semi commautation peut étre obtenue par compositions
de homomorphismes, homomorphismes inverses et de fonctions de commutation partition-
née.

2.5 Numérotations

Il est souvent utile de considérer des mots contenant une seule occurrence de chacune de
leurs lettres. Pour pouvoir distinguer entre plusieurs occurrences de la méme lettre dans un
mot, Y. Roos ([38]) a introduit la définition suivante et il a démontré le résultat important
qui suit:

Définition 20. Soit 6 une relation de semi commutation qui est définie sur un alphabet
X. A chaque entier strictement positif k¥ sont associés:

e l'alphabet X\, = X x {1,2,...,k},
e la relation de semi commutation

6 = {((a,1),(b,5)) € Xi x X1 |(a,b) € 6},
e lapplication num; : X* — X} qui est définie par:

- numg(e) =€ ,
— et Vu € X*,Vr € X,numy(uz) = (num(u))(z,p) ,

avec p = inf(k, |uz|,) .

Résultat 21. Soit f une fonction de sem: commutation qui est définie sur un alphabet
X et u, v deuz mots de X*; alors

v € fp(u) si et seulement si numi(v) € fo, (numy(w)) .

- Dans la suite nous utiliserons de telles numérotations pour travailler sur des mots dont
chaque lettre n’a qu’une occurrence.

2.6 Lemme d’inclusion

Rappelons quelques résultats qui seront utilisés dans la suite:
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Reésultat 22. St 6 est une semi commutation, si Il est une projection, alors

pour tout mot u, I fs(u) C foll(u) .
(Voir [38].)

Résultat 23. Si 6 est une semi commutation définie sur A, si g est un homomorphisme
strictement alphabétique de B vers A, si @' est la relation définie sur B par:

6 = {(z,9) [(9(), 9()) € 6} ,

alors: feg = gfe.
(Voir [12].)

Résultat 24. Si g est un homomorphisme strictement alphabétique, si A et B sont deuz
ensembles de mots, alors:

9(Aw B) = g(A)w ¢(B) .

Lemme 25. S7 6 est une semi commutation, st u et v sont deuzr mots:

fo(uw v) C fo(u)w fo(v) -

Preuve. La preuve sera faite en utilisant les résultats précédents. Deux cas peuvent se
produire :

e Les mots u et v sont définis sur deux alphabets disjoints A et B:

fo(uw v) CHafo(uwv)w N fo(uw v)
C folla(uw v)w fellp(uw v) (voir Résultat 22)

= fo(u)w fo(v) .

o Les mots u et v sont définis sur le méme alphabet A:

Soit A un alphabet, disjoint de A, contenant les lettres de A barrées:
A={dlac A} .
Sur A U A nous définissons I’homomorphisme g par:
Va€ A,g(a)=g(a)=a .

Alors:
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foluw v) = fog(@w v) = gfor(Tw v) (voir Résultat 23)
C 9(for(@)w for(v)) (d’apres les lignes précédentes)

= gfo (@) w gfor(v) (voir Résultat 24)
= fog(@)w fog(v) (voir Résultat 23)
= fo(w)w fo(v) -

On a donc, dans les deux cas,

fo(uw v) C fo(w)w fo(v) -

2.7 Compositions des semi commutations

Souvent la composition de deux semi commutations n’est pas une semi commutation.

FEzemple 2. Prenons les deux semi commutations

6 = {(avb)v(bvc)} et 6, = {(a"c)} .

Si elles sont composables, c’est-a-dire s’il existe une semi commutation 6 telle que

fo=Jo. Jo,

cette semi commutation # ne peut étre que
6=6,U6; ={(a,b),(b,c),(a,c)} .
En effet, on doit avoir:
e §CHUb,:
car toute dérivation effectuée grace a @ doit pouvoir étre faite par 6; ou 6.
* 01 U 02 cé:
car toute dérivation effectuée grace a 6; ou 6, doit pouvoir étre faite par 6.

(Ce résultat est d’ailleurs tout a fait général.)

Or, ici, 8 # 6; U 6;. Pour nous en convaincre, comparons fg, g, (abc) et fg, fo, (abe). I est
clair que cba € fg,us,(abc). Pourtant fg,(abe) = {abc} et fo, fo,(abe) = {abe, bac, cab}.
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Donc
Jo,ue,(abe) # fo, fo,(abe)

donc

Jorue, # fo, fo, -

f6, et fs, ne sont donc pas composables.

Quand nous aurons besoin de savoir si deux semi commutations se composent en une
autre semi commutation nous utiliserons un théoréme qui a été démontré par Y. Roos et
P.A.Wacrenier dans [39):

Théoréme 26. Deur semi commutations 0; et 6, sont composables st et seulement si pour
tout sous-alphabet {zo,Z1,...,2;,Tj41,...,Zn} (avecn > 3 et Vi # k,x; # zi) tel que:

. (zj,:cj+1) € 61 N6, ,
L4 (zoazn) € 01 né? s

o Vig[0.5=1U[j.n—1),(zi2i41) € UG,
il existe ky € [0..5) et ky € [j + 1..n) tels que (z4,,Zk,) € 61 N6, .

C’est-a-dire que pour chaque cycle tel que celui de la figure 2.6, on a en fait la figure 2.7.
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6, N6,
Ty - To
Tn-1 T
6u6t . fug?
Zi+2 Zj-1
Ti+1 Z
6, N6,

Figure 2.6: Un tel cycle...

6, N 52
Ty - T,
Iyp-1 Iy
6, 65! :c:k  6ng zi}; 6, U 63!
2 1
Zj42 zi-1
Tit1 < L
6, N6,

Figure 2.7: ... doit contenir (z¢,,zk,) € 6; N6,
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Chapitre 3

Distances

Ce chapitre a pour but de présenter un outil dans I’étude des dérivations d’un mot par une
semi commutation. Cet outil permettra de simplifier les preuves des chapitres suivants.
Il s’agit de la notion de distance entre deux mots commutativement équivalents. Cette
distance correspond intuitivement au plus petit nombre de dérivations élémentaires que
I’on peut effectuer pour passer d’un mot a ’autre.

. . . . , . » . 7’ 2,
On aura ainsi un moyen de savoir si une dérivation u —w est intéressante dans 1’étude

d’une dérivation de u en v. On pourra en effet savoir si w nous rapproche de v, il suffira
de savoir si la distance de w a v est inférieure a celle de u a v.

Pour cela nous définirons d’abord la notion de distance. Ensuite, en utilisant un résultat
général sur les transpositions, nous prouverons que la distance entre deux mots est bien
le nombre de dérivations élémentaires nécessaires pour passer de I'un a 'autre. Ceci nous
permettra de conclure de manieére positive quant a l'intérét de cette notion.

3.1 Distance entre deux mots

Définition 27. Soient u et v deux mots commutativement équivalents. Soit num, une
_ numérotation telle que toutes les lettres de numy(u) sont différentes.

Alors la distance entre u et v est:

d(u,v) = Card{((e, 1), (b, 7)) € [alph(numg(u))?|
I (q5)p,5)(pumg(u)) # Mg iy(s,5)(nume(v))} .

Il est évident que cette définition ne dépend pas du choix de numyi. (Cela signifie que si
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numy et numys sont deux numérotations qui vérifient les hypotheses de la définition alors
elles donneront le méme résultat pour d(u, v).)

Remarque. Comme dit préalablement, on peut intuitivement comprendre la distance entre
deux mots comme la longueur de la plus petite dérivation qu’il peut y avoir de I'un vers
Pautre par la commutation totale, ou mieux, que si

u-—';i»vet d(u,v)=n ,

alors n est la plus petite valeur telle que

Ce résultat sera prouvé plus tard.

Il sera aussi prouvé que le mot de distance est utilisé a bon escient.

Nous pouvons aussi utiliser la formulation récursive suivante qui est, d’une maniere évi-
dente, équivalente a la précédente:

Définition 28. En posant pour deux mots u et v tels que |u| = |v| = 2 et commutative-
ment équivalents:

o dlu,v)=0siu=v,

o dlu,v)=1siu#v,

on définit :

d(u,v) = > d(T(a,5)v,5)(numi(u)), Mg 5 p,5)(0umi(v))) ,
(a,i)€ (alph{numy (u)))
(6.7)€ (alph(numy. (x))

Si toutes les lettres sont différentes on peut écrire:

d(u,v)= D d(Map(u), Map(v))
a€alph(u)
bealph(u)
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3.2 Lien entre distances et dérivations

Nous allons commencer par deux lemmes sur les transpositions:
Soit X un alphabet potentiellement infini, et soit

UX*)={we X*|Vz € X, |w|s < 1} .

Pour v,u € U(X™) nous écrirons v ——-—») u si et seulement si
zy

v = wizywy et ©u = wyyrws ,
ol (z,y) € X2, wy et w, sont des mots de X*.

De plus nous écrirons v — u si et seulement si

3(z,y) € X% tel que v (—»)u .
Ty

Soit w = wy ... w, € U(X™), tel que, pour tout ¢ de [1..n], w; € X, alors nous définissons :

E, = {(wi,w;)]1 <i<j<n} .

Lemme 29. Soient u,v € U(X™) tels que Alph(u) = Alph(v).

Sotent Uy, ... Uy € (To,Yo)y- -y (Tn-1,Yn—1) des suites telles que :

U= Uy, V= U, U —> Uiy €t pour tout couple (4,7), (zi,¥i) # (¥, ;) .
Ti¥i

Alors E\E, C {(zi,9:)]|0 < i< n}.

Preuve. Le résultat provient directement de

Ey.,, = (B \{(z6,9)}) U{(vi,2:)} -

La preuve est immeédiate. .

Lemme 30. Soient u,v € U(X™) tels que Alph(u) = Alph(v).

Alors il eziste des suites Ug, ..., Uy € (Zo,Yo)s- ..y (Tn-1,Yn-1) telles que:

e U=1U, el V= Uy,
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L4 (zia yl) 96 (xk,yk) pour ? # k;

® U — U4y,
(xny'

L4 Eu\Ev = {(.’E,’, y1)|0 S 1< n}

Preuve. Soit f une permutation sur n-élément telle que v = z(1y...25(5), O n = |ul et
z est la k-ieme lettre de u. Nous pouvons alors utiliser le fait suivant ([2]):

Résultat 31. Toute permutation f peut étre écrite comme composition de i( f) transposi-
tions standard, ot i(f) est le nombre d’inversions de f.

Il suffit alors de noter:

e que i( f) = Card(E,\E,),

e qu'une transposition standard est une transposition échangeant deux éléments voi-

sins, i.e. qu’elle correspond a une réécriture de la forme — pour (z,y) € X?2,
Ily

e et que le passage de u a v est bien une permutation.

Ceci implique que 4 —= v, ot m = Card(E,\E,). Mais le lemme précédent montre

que chaque chaine de réécriture de u vers v contient toutes les réécritures (-—>) pour
Ti¥r

(z4,9i) € EL\E,, d’0ol le résultat. O

On peut également remarquer que la chaine de réécriture construite dans le présent lemme
est la plus courte possible.
Ainsi nous pouvons présenter le lemme suivant pour les distances. C’est la preuve de la

remarque préliminaire au sujet de la signification intuitive des distances.

Lemme32. (u —%» v et d(u,v) = n) si et seulement si

u—%—»vetﬂp(ntelqueu—z-)v.

Preuve. Evident en utilisant les résultats sur les transpositions: il suffit de remarquer que

Ca‘rd(Enumk(u)\Enumk(v)) = d(u, 'v)

et que I'application d’une semi commutation sur un mot est exactement une permutation
sur ce mot. |
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Ainsi quand on aura le choix entre deux dérivations il sera possible de choisir 1a plus courte,
quand on aura a choisir le premier mot d’une suite de dérivations, on pourra choisir qui
est le plus proche du mot de destination.

3.3 La distance est-elle une distance ?

Nous avons dit, quand nous avons présenté le mot distance, qu’il pouvait étre utilisé dans
son acceptation habituelle en mathématiques. Nous allons maintenant prouver 'exactitude
de cette affirmation,

Lemme 33. d est une distance dans tout ensemble de mots commutativement équivalents.

Preuve. Vérifions les axiomes des distances pour d:

e d(u,v)= 0si et seulement si u=1v?
D’aprés la Définition 28, d(u,v) est nul si et seulement si les projections de u et v
sont les mémes sur chaque couple de lettres, c’est-a-dire si et seulement si u = v.

o d(u,v)=d(v,u)?
D’une maniere évidente par la symétrie de la définition.

o d(u,v)+d(v,w)> d(u,w)?
d(u,v),d(v,w) et d(u, w) étant les longueurs des plus courtes dérivations permettant
de passer par la commutation totale respectivement de u a v,de v 3 w et de u 3 w,
le résultat est évident.

Les axiomes des distances sont vérifiés. d est une distance. G

Il doit bien étre entendu que la distance entre deux mots n’a de sens que sur un ensemble
de mots commutativement équivalents.
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Chapitre 4

Décomposition en semi
commutations atomiques

Il est naturel de se demander si une opération peut étre simulée aux moyens d’opéra-
tions plus simples: I’exemple typique en est le théoréme de Nivat ({31]) qui prouve que
toute transduction rationnelle peut étre réalisée par la composition d’un homomorphisme
inverse, d’une intersection avec un rationnel, et d’'un homomorphisme direct.

Nous prouverons que toute semi commutation peut étre vue comme la composition de
semi commutations élémentaires que nous appellerons semi commutations atomiques.

Dans ce but, nous définissons les semi commutations atomiques comme étant de la forme
A x B ou A et B sont deux sous-alphabets.

Nous prouvons ensuite que toute semij commutation peut étre décomposée en semi commu-
tations plus petites si et seulement si elle n’est pas atomique. Nous en déduisons enfin que
chaque semi commutation peut-étre obtenue par une composition de semi commutations
atomique et nous proposons un algorithme effectif de décomposition.

Il est intéressant de noter qu’Y.Roos et P.A. Wacrenier ont travaillé sur le sujet inverse:
comment déterminer si la composition de deux semi commutations est une semi commuta-
tion 7 En effet cette question est moins triviale qu’il n’y parait au premier abord : quand on
" compose deux fonctions de semi commutation, on peut ne pas trouver une fonction de semi
commutation. IIs ont trouvé ([39]) une condition nécessaire et suffisante qui utilise les cycles
dans les graphes. C’est ce résultat qui a été donné dans les préliminaires (Théoréme 26).
En corollaire ils ont prouvé que la composition (ou la décomposition) de deux semi com-
mutations est commutative: si 8, 6;, 6, sont trois semi commutations telles que fz = fj, fo,

alors fo = fo, fo,-
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4.1 Semi commutations atomiques

Nous définissons dans cette section les semi commutations atomiques. Leur nom a été choisi
par référence aux atomes, tels qu’ils étaient imaginés a 1’origine, et qui partagent avec elles
la propriété de ne pas étre décomposables. Mais contrairement aux atomes originels, pour
lesquels il a depuis lontemps été prouvé que 'indécomposabilité n’était qu'une conjecture
erronée, nous prouverons que les semi commutations atomiques sont indécomposables, et
qu’elles sont les seules semi commutations a avoir cette propriété.

Définition 34. On appelera semi commutation atomique toute semi commutation § pour
laquelle il existe deux sous-alphabets A et B tels que:

6=AxB.
Remarque. Si 6 est atomique avec § = Ax B, on aura ANB = {, sinon il y aurait au moins

un élément commun z & A et B, et (z,z) serait un élément de 6, ce qui est impossible
(une semi commutation est une relation irréflexive).

On peut remarquer qu’il existe une autre caractérisation des semi commutations ato-
miques:

Lemme 35. Il y a équivalence entre:
0 est une semi commutation atomique , (4.1)
€t

(a,b) €8 et (c,d) € 8= (a,d)€b . (4.2)

Preuve. 1. (4.1)=(4.2)?
Soit # une semi commutation atomique: § = A x B.
Soit (a,b) € 8 et (c,d) € 8; alors {a,c} C A et {b,d} C B, donc (a,d) € 6.

2. (4.2)=(4.1)?

Soit € telle que:
(a,b)ebet (c,d)eb= (a,d)eb .

Définissons les deux ensembles A et B:

A={zeX|(z,y)e8}let B={ye X |(z,y) €8} .

A-t-on@=AxB?
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(a) AxBC#?
Soit (a, d) quelconque tel que (a,d) € Ax B. Comme a € A, 3b tel que (a,b) € 6.
Comme d € B, 3c tel que (¢,d) € 6. Donc (a,d) € 6.

(b) 6C Ax B?
Evident d’apreés la construction de A et B.

On a donc I'implication.

Il y a bien équivalence. O

4.2 Condition suffisante de décomposabilité des semi com-
mutations

Dans cette partie nous allons prouver que toute semi commutation non atomique est dé-
composable.

En utilisant les lemmes sur les distances nous pourrons presque donner une décomposition
effective d’une semi commutation.

Proposition 36. Soit § une semi commutation telle que (b,a) € 6. Si u —;—» v alors il

. * *
eziste v’ tel que u - v/ — v avec:
1 0//

0 = {(v,2) € 0](b,z) € 8 et (y,a) € 6) et 6" = 6\ {(b,)} .

Le fait que #' ait cette forme s’explique aisément : 8" contient tous les couples de 8, sauf
(a,b). Dans 6’ il suffit donc de ne garder que les couples qui pourraient étre nécessaires
dans ou avant une dérivation qui utilise la régle ba — ab. Nous allons donc garder dans 6’
les couples (y,z) de la figure 4.1.

b

Figure 4.1: Exemple de couple (y,z) & garder dans 6’
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En effet il est assez facile de voir que les dérivations qui doivent étre effectuées avant
I'utilisation de ba — ab sont celles pour lesquelles on a, par exemple,

byza —3—» zaby ,

c’est-a-dire les couples (y,z) de 8 pour lesquels on a aussi (b,z) € 0 et (y,a) € 6.

FEzemple 3. Ainsi pour la semi commutation 8 = {(b,a), (b,c),(c,a)} (voir figure 4.2), en

T~

Figure 4.2: Semi commutation a décomposer

prenant 8" = 6\ {(b,a)}, dans ¢ on gardera (b, a), mais aussi (b, c) car on a bien (b,c) € 6
et (b,a) € 6 (voir figure 4.3). Par contre il ne faut pas garder (a,c) dans ¢’ car (b,b) ¢ 6.

b

Figure 4.3: Il faut garder (b, ¢).

On obtient donc la décomposition de la figure 4.4. sera décomposée en 6’ et §” comme sur
la figure 4.4.

Preuve. La preuve sera faite par récurrence sur d(u,v).

o d(u,v)=10

Alors u = v. Le lemme est évidemment vérifié avec v’ = u.



4.2. Condition suffisante de décomposabilité des semi commutations 45

Figure 4.4 : Résultat de la décomposition

¢ Nous supposons maintenant (hypothése de récurrence) que le lemme est vérifié pour
chaque couple (u,v) tel que d(u,v) < n:

p<nu——v=30 tel queu — v —> v .
[ 0’ e

e Soient u et v des mots tels que d(u,v) = n+ 1. L’hypothese est-elle toujours vérifiée ?

Deux cas peuvent se produire:

1.

x
U Y2
'

Le lemme est évidemment vérifié avec v’ = u.

. B —;» v ne peut étre fait sans utiliser (b,a):

En un tel cas nous pouvons déduire que u = ujbusauz et v = vyavybvs avec les
meémes occurrences de a et b, c’est-a-dire

|u1buz|e = |v1]a €t |us]s = |v1av2]s -

Nous noterons: bugg = Zo21...%q OU Ty Ligssy Ty € X.
Soit k la plus petite valeur telle que z est avant z, dans v. (k existe car il
existe au moins un z; qui est avant z, dans v: il s’agit de z, = a.)

Comme k est la plus petite valeur, nous pouvons en déduire que z; est avant
chaque z; tels que ¢ < k. Ainsi (zx-1,Zx) € 0, (zk-1,a) € 0; de plus (b, z4) € 6,
ainsi, d’apres la définition de 6':

(zk_l,:rk) €d .

Soit u’ tel que u o u’ (en utilisant (zx—y,zx)) alors:

d(v',v) < d(u,v)=n+1,
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donc d(u',v) < n.
D’ou nous pouvons utiliser I’hypotheése de récurrence:

o' tel que v/ ~— v — v .
9/ o"

N *® *® * =
Doli: u — v’ — v/ — v. Donc: u — v/ — v.
ol e’ 9" ol ell

L’hypothése de récurrence est donc vérifiée avec d(u,v) = n + 1. Elle sera donc
vérifiée par chaque valeur de d(u,v).

Ce lemme est donc vérifié dans tous les cas. O
Pour avoir une décomposition effective il nous faut encore voir si nous pourrons toujours
trouver (a, b) tel que 8’ G 8. Ce sera fait avec les prochains lemmes.

Pour alléger les notations nous définissons f,; :

Définition 37. Soit a et b deux lettres de X. Soit # une semi commutation. Alors:

6ap = {(y,z) € 0|(b,z) ¢ 0 ou (y,a) ¢ 6} .

(D faut remarquer que 6,, = 6\ €', ou mieux, que ¢’ = 6\ 6,;, en prenant pour ¢’
Pexpression qui avait été donnée dans la Proposition 36.)

Lemme 38. Si 8 est une semi commutation qui n'est pas atomique, alors il ezxiste a et b
tels que (b,a) € 0 et G, # 0.
Preuve. La preuve sera faite par I’absurde.

Soit une semi commutation @ qui n’est pas atomique. Supposons, en hypothése, que pour
tout couple (b,a) de 8 on ait 6,, = 0.

Considérons deux couples (b,a) et (y,z) de @ (il est possible de trouver deux couples
distincts car 6 n’est pas atomique). 8,4 étant vide, (y,z) n’est donc pas dans 6,;. D’apres
la définition de 6,5, on doit donc avoir (b,z) € f et (y,a) € 6.

Or d’aprés le Lemme 35, cela signifie que @ est atomique.
On aboutit donc & une contradiction. 0

Proposition 39. Si 6 est une semi commutation non atomique alors il eziste des lettres
a et b telles que fg soit décomposable en fo for avec:

o = {(y,z) € 6] (b,2) € 0 et (y,a) € 6) et 6" = 0\ {(b,a)} .
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Preuve. Le Lemme 38 montre que §' G 6 (puisque 6’ = 6 \ 6,4 et que 6,5 # @). On a
aussi " G 6. Nous avons aussi prouvé:

u— v => 30 tel que u — v — v
[} ‘4 [

fo est donc décomposable en for for . O

4.3 Condition nécessaire de décomposabilité

Dans cette partie nous allons donner une condition nécessaire pour qu’une semi commu-
tation puisse étre décomposable en deux semi commutations strictement plus petites : elle
doit étre non atomique.

C’est le but de la proposition suivante.
Proposition 40. Si 6 est une semi commutation décomposable alors 8 n'est pas atomique.

Preuve. Soit 6 une semi commutation décomposable: fy = fo, fo,._, ... fo, fo, avec 6; G 6
pour tout ¢ < n.

Supposons 6 atomique: § = A X B avec ANB = 0.
Pour tout 1, 8; G 6 alors Ja; € A, 3b; € B tels que (a;,b;) € 6\ 6.
Alors soient u et v des mots tels que:

U= Qply_10ney . ..03020101b2b3 .. . by 2b,, 1B,

v= bl b2b3 s bn—an—lbnanan—l Qn-2...430201 .

Pour tout k, pour tout j, a; € A, by € B, alors (a;,bx) € 6, donc v € fo(u).
Nous allons maintenant prouver que v € fg_ fo._, ... fo, fo, (u).

~ Pour cela nous prouverons, par récurrence, que, pour tout k:

fgkfgk_] ...fezfgl(u) C (an...akbk...bn)u_. X* .

Pour k = 1, la propriété est évidemment vérifiée car fy, (u) = {u}.

Supposons que la propriété soit vérifiée pour k. L’est-elle pour k + 17
f9k+1 .. .fozf‘gl (u) C f9k+1 ((an ‘e .akbk .. -bn)LLJ X*)
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C fory, (@n-..apbi...by)w fo,,,(X*) (par le Lemme 25)
C((an-.--Qkpr1br41 - -bp)wi{arbp, brar})w X~
(les seules regles utilisables sont a;b; — b;a; avec 1 > k)
= (an . .ak+1bk+1 . .bn)m({akbk, bkak}w X')
(associativité de I’opérateur shuffile)
= (an . .ak+]bk+1 . .bn)u_t X+

La propriété est vérifiée pour k 4+ 1. Nous pouvons donc en conclure qu’elle est vérifiée
pour chaque valeur de k.

Nous pouvons donc dire que, si w € f, fo,,_, - - fo, fo, (2), alors w € (@nby)w X~, ce qui

n’est évidemment pas vérifié pour v.

Dot v ¢ fo, fo,_, ---fo, fo,(u), dou fo & fo, fo_, - fo, fo,-

Nous sommes amenés a une contradiction : § ne peut pas étre atomique. 0

n—1

4.4 Décomposition d’une semi commutation
En rassemblant la Proposition 39 et la Proposition 40 on obtient immédiatement :

Théoréme 41. 6 est une semi commutation décomposable si et seulement si 6 n’est pas
atomique.

4.5 Algorithme de décomposition

I ne reste plus qu’a fournir un algorithme effectif de décomposition.

Soit # une semi commutation. Comment la décomposeren semi commutations atomiques ?

¢ Si 6 est atomique:
# n’a pas & étre décomposée.
e Si 6 n’est pas atomique:

Dans ce cas, par la Proposition 39, 6 peut étre décomposée en deux semi commu-
tations qui sont strictement incluses dans 6.

Si ces deux semi commutations sont atomiques, le but est atteint.

Si au moins P'une d’elles n’est pas atomique, ’opération de décomposition est exé-
cutée récursivement a nouveau sur celle(s) qui n’est (ne sont) pas atomique(s).
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L’opération est recommencée jusqu’a ce que ’on n’obtienne plus que des semi com-
mutations atomiques.

Cet algorithme se terminera car chaque semi commutation obtenue est strictement plus
petite que la précédente (en nombre de couples). D’o1 il est impossible de ne pas rencontrer
une semi commutation atomique car chaque semi commutation qui ne comprend qu’un
seul couple est une semi commutation atomique.

Cet algorithme de décomposition, basé sur le Théoréme 41 nous donne immédiatement
le corollaire suivant :

Corollaire 42. Toute semi commutation est décomposable en semi commutations ato-
migues.

4.6 Exemple de décomposition

Quand nous dirons dans la suite que 6 est décomposable en 8’6" cela signifiera que pour
toute dérivation

U —v

[

k2
on peut utiliser ' suivie de 6", c’est-a-dire qu’il existe un mot w tel que

* *
U—rwW-—7 .
'l '

On aura alors fg = for for .
Voici un exemple de décomposition que I'on peut obtenir:

Soit 6; = {(a,b);(c,a);(b,c)}.

¢ 0; peut étre décomposée en 6,63 avec 8; = {(c,a);(b,c)} et 65 = {(a,b)}.
e 03 est atomique et ne peut pas étre décomposée.
e 0, peut étre décomposée en 0465 avec 64 = {(b,c)} et 05 = {(c,a)}.

e 04 et B5 sont atomiques.

Nous pouvons tracer 'arbre de décomposition (Figure 4.5).

I suffit de prendre les feuilles de cet arbre pour obtenir la décomposition de #;. On obtient :
6 = 949533 (donc fo, = fo, fo, fo,)-
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>

b a——————b

Figure 4.5: Exemple de décomposition
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4.7 Remarque

Notre résultat peut étre utilisé pour en démontrer un autre, plus ancien, de M. Clerbout,
M. Latteux et Y.Roos ([13]) qui apportait une décomposition équivalente sur les commu-
tations partielles. Il existe en effet une définition équivalente a celle des semi commutations
atomiques; il s’agit des commutations partielles atomiques:

Définition 43. Une commutation partielle § sera dite atomique s’il existe deux sous-
alphabets A et B tels que § = (A x B)U(B x A).

C’est la version symétrique de la définition des semi commutations atomiques.

Il avait alors été démontré:

Théoreme 44. Une commutation partielle est décomposable si et seulement si elle n’est
pas une commutation partielle atomique. Toute commutation partielle non atomique peut
étre décomposée en commutations partielles atomiques.

Preuve. Les commutations partielles atomiques sont définies de facon analogue aux semi
commutations atomiques: il est facile de prouver avec une preuve équivalente a celle de la
Proposition 40 que si 6 est une commutation partielle décomposable alors 6 n’est une
commutation partielle atomique.

De plus, si une commutation partielle 6 n’est pas une commutation partielle atomique,
alors 6 n’est pas une semi commutation atomique. Alors, en utilisant notre résultat sur les
semi commutations, nous pouvons décomposer :

fo= fo,for - fon »

ou les 6; sont des semi commutations atomiques. Pour chaque fj, on a

f9, C fs(ﬁ.) CJfo s

ou s(6;) est la version symétrique de 6;, i.e. s(8;) = 6; U 6;'1.

Donc:
fo = Jo,fo, - Jon C fagar)Ss(0,) -+ Fs(6a) C foSo---fo = fo -

Nous n’avons qu’a remarquer que si #; est une semi commutation atomique, alors s(6;) est
une commutation partielle atomique, et nous avons une décomposition de  en commuta-
tions partielles atomiques:

fo= fs(o;)fs(ag) <. -fs(o,.) ’
donc si 6 n’est pas une commutation partielle atomique alors 6 est décomposable en com-
mutations partielles atomiques.

Donc le résultat est prouvé. 0
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4.8 Atomiques et complexité

Le but de cette partie est de fournir un algorithme effectif (et facilement implémentable)
qui décide si une semi commutation est atomique.

Afin de vérifier que cet algorithme est effectivement utilisable, nous étudierons sa com-
plexité.

4.8.1 Structure de données

e SC: une liste de couples, représentant la semi commutation, chaque couple étant un
arc du graphe de commutation. P est la longueur de cette liste.

e CA et CB: deux compteurs; CA pour les origines d’arcs, CB pour les extrémités.

o Aet B: deux tableaux de booléens de taille N (N=nombre de lettres dans Palphabet),
indicés par les lettres. Ces tableaux marqueront les lettres déja utilisées, en origine et
en extrémité. Ils sont destinés, si la semi commutation # est atomique, a représenter
les deux ensembles A et B tels que § = A x B.

4.8.2 Algorithme en pseudo-langage

Nous utiliserons un pseudo-langage, proche du Pascal, pour exprimer cet algorithme.

Pour chaque couple de la liste
Faire
Soit a son origine,
Soit b son extrémité,
Si A[b] ou B[a]
{C’est-a-dire si a a déja servi en extrémité
ou si b a déja servi en origine}
Alors
la semi commutation n’est pas atomique
EXIT
Sinon
Si not(A[al)
{c’est-a-dire si a n’a pas encore servi en origine}
Alors '
mettre Afa] & VRAI
incrémenter CA
FinSi
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Si not(B[b])
{c’est-a-dire si b n’a pas encore servi en extrémité}
Alors
mettre B[b] & VRAI
incrémenter CB
FinSi
FinSi
FinPour
Si CA*CB=P
{car Card(A4 x B) = Card(A) x Card(B)}
Alors
la semi commutation est atomique
Sinon
la semi commutation n’est pas atomique
FinSi

4.8.3 Complexité en temps

La complexité en temps est clairement linéaire en P, nombre de couples de la semi com-
mutation.

4.8.4 Complexité en espace

La complexité en espace est clairement linéaire en N, taille de ’alphabet.

4.8.5 Complexité en nombre de semi commutations

Une indication de la complexité de cet algorithme pourrait également étre le nombre de
semi commutations atomiques que ’on peut obtenir en décomposant une semi commuta-
tion quelconque.

Contrairement aux précédentes, cette valeur est, quant a elle, exponentielle par rapport
au nombre de regles de la semi commutation de départ. .

Pour plus de précisions, voir le chapitre 7.
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Chapitre 5

Décomposition en
homomorphismes et
commutations partielles

Dans ce chapitre nous proposons une nouvelle preuve pour un résultat que M. Clerbout
avait démontré dans sa these: les semi commutations peuvent étre décomposées en homo-
morphismes non effagants, homomorphismes inverses et commutations partielles.

Cette nouvelle preuve est plus simple que la preuve originale, et ceci est di a I'utilisation
des décompositions des semi commutations en semi commutations atomiques. En effet nous
nous contenterons de démontrer que cette propriété est vérifiée par les semi commutations
atomiques, le cas des semi commutations quelconques devenant alors trivial.

Pour prouver que toute semi commutation peut étre décomposée en homomorphismes non
effagants, homomorphismes inverses et commutations partielles, nous aurons besoin d’un
certain nombre de résultats prélimimaires qui seront donnés dans les lemmes suivants:

¢ le Lemme 45, qui nous apprend que l’intersection avec un rationnel a I’étoile peut
étre réalisée a I’aide d’homomorphismes et d’homomorphismes inverses ;

¢ le Lemme 46, grice auquel nous voyons qu’une semi commutation ne possédant
qu’une régle et agissant sur un alphabet de trois lettres, peut étre simulée sur un
langage particulier par des homomorphismes, des homomorphismes inverses et des
commutations partielles, la démonstration étant faite en utilisant le Lemme 45 ;

¢ le Lemme 47 qui nous fournit un moyen de construire une semi commutation 3
partir d’homomorphismes, d’homomorphismes inverses, de commutations partielles,
et de commutations partitionnées; ce lemme provient de [6];

55
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¢ le Lemme 48, démontré & partir des précédents, qui nous montre qu’une semi com-
mutation ne possédant qu’une régle peut étre simulée par des homomorphismes, des
homomorphismes inverses et des commutations partielles.

On est alors trés proche du résultat final qui sera établi avec 'aide du Lemme 49.

5.1 Notations

Nous écrirons f € H quand f est un homomorphisme non effacant.
Nous écrirons f € H~! quand f est un homomorphisme inverse.
Nous écrirons f € PC quand f est une fonction de commutation partielle.

Nous écrirons f € {H,H~?,PC} quand f est un homomorphisme ou un homomorphisme
ou une fonction de commutation partielle.

Nous écrirons f € {H,H~!,PC}* quand f est une composition d’homomorphismes, d’ho-
momorphismes inverses et de fonctions de commutation partielle.

Nous utiliserons des définitions similaires pour {H,H1} et {H,H"1}".

5.2 Résultats préliminaires
Dans [21] nous trouvons ce lemme utile :

Lemme 45. Soit R un langage rationnel.
Soit f définie par f(L) = L N R* pour tout langage L.
Alors f € {H,H™1}*.

Le lemme suivant est une extension d’un résultat que M. Clerbout avait donné, ainsi que
sa preuve, dans [6].

Lemme46. Soit Z = {c,d,#} un ensemble de trois lettres, et soit f la fonction de semi
commutation associée a la semi commutation {(d,c)}.

Alors il eriste g € {H,H™1,PC}* tels que Ilwseay = Figseay -
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Preuve. Nous allons simuler la semi commutation {(d,c)} sur (# + cd)* avec des homo-
morphismes, des homomorphismes inverses, et des commutations partielles.

Nous utiliserons la propriété suivante (voir [22]):
f((ed)?) = DT = {w|w € D], |w] = 2p} = (C]w CT) N{c,d}*",

ou

Cy={c"d"|n20},

et ’
D'l ={w|we (c+d),|w|c = lw|a,Yu € FG(w), |u|c > |uls} -

(On peut remarquer que Cjw Cy = D'1.)
D’ou:
f(#+cd)P) = U (#j1 D’il #jzpliz B .#jnD/;n)
1% 20,5k 20, (ix+3k)=p
= {wug...up|n > 0,u; € #[(c"d")w(cMdk)),
Sa+ Y Li+) ki=p,ji >0l >0,k >0}
Nous allons construire ce langage, a partir de (# + ¢d)?, en utilisant seulement des homo-

morphismes, des homomorphismes inverses et des commutations partielles.

En partant d’un mot de (# + cd)? (par exemple #9(cd) ... #(cd)’n) la premitre idée
est de transformer chaque facteur (cd)” en chidlic™® d* avec I; + k; = Ji-

Soit I’homomorphisme:
h:{c,c d,d, s,s,#} — {c,d,#}*
défini par
h(e) = h(c'y=¢, h(d) = h(d') = h(s) = h{s) =d et h(#)=# .

Soit Ry = ((ed)*es + (/d’)*c's' + #)*.

Soit Ly = Ry N h™Y((cd 4+ #)). D’aprés le Lemme 45 nous savons qu'il existe m €
{H,H1}" tel que L; = m((cd + #)P).

Alors Ly = {ujuy ... us | u; = #% ou u; = (cd)¥cs ou u; = (c'd)ric's,
n 2> 1"ji > O,ki > O’Eji +Z(ki+ 1) = p} .

Soit f’ la fonction de commutation partielle associée a:

6 = {(c,d), (Clv d,)’ (d,¢), (dl’ C,)} .
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Soit R; le langage rationnel (ctd*s + ¢'td™s’' + #)*. (L’utilisation de s et s’ nous assure
que les mouvements de ¢ et d transformeront chaque facteur (¢d)’ en un facteur ¢’d’, et
non en un facteur ¢?d?c?’d? avec p # g¢.)

Soit Ly = f’(L]) N R,.

D’aprés le Lemme 45 nous savons qu'il existe [ € {H,H™!, PC}* tels que
Ly = I((cd + #)) .
Alors Ly = {z122...2, | z; = #5 ou z;ckitidkis ou z; = ¢Fitldks,
n 2 Oaji 2 O,ki 2 0a2]t+z(kt+ 1) = p} .
Soit ’homomorphisme :
hy :{e,c,d,d',s, ', #}* — {c,c,d,d, #}*
défini par
hi(s)=d, hi(s)=d et Vz ¢ {s,5'},1(z) =2 .
Soit Ly = hl(Lz).

Alors Ly = {z129...2, | z; = #5 ou z; = ck¥id¥, ou z; = c/Fd'*,
n>1,75>0,k>1,Y i+ ki=p} .

Soit g la fonction de commutation partielle qui est associée a

{H{e,d}, {c, dl}} ’

une partition de {c,d,c’,d’}. La fonction g nous permettra de placer les ckid* et ¢
entre les blocs de #. Il ne restera alors plus qu’a effacer les marques (c’est-a-dire changer
chaque ¢’ en ¢ et chaque d’ en d).

1ki c/k¢

Soit ’homomorphisme k : {¢,¢',d,d,#}* — {c,d,#}" défini par

k(c)=k(c')=c,k(d) = k(d')=d et k(#)=# .

" Alors
kog(Ls) = f((cd + #)") .

D’ou

fe{H”, 1, PC}* .

Le lemme est démontré. O
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Le lemme suivant est donné tel qu’il était dans [6]. Seules les notations ont été modifiées.

Lemme47. Soit P = {Z,, Z,} une partition d’un alphabet Z.
Soit fp la fonction de commutation partielle associée a la partition P.

Soit f la fonction de semi commutation associée a une semi commutation

06 CZyx 2, .

Soit f' la fonction de semi commutation associée d la semi commutation

¢ =6puUb .

Soit A C Z3.
S’il existe g € {H,H™1,PC}" tel que

fa=9. >
alors nous pouvons trouver g' € {H,H=1, PC}* tel que

/ _ /
Faw 2 = (fPog'ofP)y, 2, -
Le lemme suivant est basé sur un autre lemme qui avait été prouvé par M. Clerbout.

Lemme 48. Soit {{a,b},Y} une partition d’un ensemble Y,. Soit F la fonction de semi
commutation associ€e ¢ la semi commutation {(b,a)} surY,.

Alors F € {H,H™},PC}".

Preuve. Dans un mot de Y, les commutations entre a et b seront locales a chaque facteur
de {a,b}*; dans chacun de ces facteurs, nous allons donc simuler les mouvements possibles
des a avec d’autres lettres: nous allons ajouter d qui représentera les emplacements des
a dans le mot original w, et ¢ qui représentera les emplacements des a dans les mots de
F(w). La lettre # assurera les mémes blocages pour ¢ que pour ¢ (a est bloqué par les
" lettres de V). -

Soit ¢, d et # trois lettres qui n’apparaissent pas dans Y,.
Soit Z =Y, U{c,d,#}.
Soit 'homomorphisme h : Y — Z* défini par

h(a) = acd, h(b) = bet Vz € Y,h(z) = z# .
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Soit f la fonction de semi commutation associée a la semi commutation

6= {(d’c)} ’
définie sur Z.
Soit Zy =Y, et Z, = {¢,d,#}. P ={Z,,Z,} est une partition de Z.

Soit fp la fonction de commutation partielle associée & P. (fp est associée a la commuta-
tion partielle 6p.)

D’apres le Lemme 46, il existe g € {H,H~!,PC}" tel que
gl(#+cd)‘ = f'(#+cd)‘ )

Soit A = (# + cd)*. Alors A C Z3.

Alors, en utilisant le Lemme 47, nous pouvons construire g’ € {H,H~1,PC}* tel que
' gt
(fPog'ofP)isy 2 = flas 23 -

oli f est la fonction de semi commutation associée & 6’ = 6p U 6.

Soit w e Y, .

Soit L = frog'ocfpoh(w). Comme h(w) C (Aw Z7), alors L = f'oh(w). D’ou
L={v € Z" Ny, (v') = w, Heag(w') € f((cd+ #)")} .

(En réalité M g (w') € f((cd + #)') avec i = |w| + |wly.)

Soit R=(ad+b+c+Y#).

Soit h, tel que h,(L) = LN R. Alors: h, € {H,H~!,PC}* (Lemme 45).

Nous devons maintenant effacer chaque #, a et d, puis changer chaque ¢ en a. Pour éviter
d’utiliser des morphismes effagants il est facile le faire avec k qui est la composition de A1
(h a été défini plus haut) et de la fonction de commutation partielle associée a la partition

{{a,d},{c,b,#}UY}: il est évident que k € {H,H™?,PC}".
Soit w, € koh,(L). Alors il existe un mot w’ € h,(L) tel que w, = k(w’).
Comme w' € h,(L), c’est le shuffle de deux mots:

¢ le mot w de l'origine qui peut étre vu comme une référence a ce que furent les choses
avant les changements,
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¢ un mot de (¢ + d + #)* qui va nous permettre de simuler les déplacements des a.

Les d indiquent les emplacements originaux des a (car ils leur sont collés). Les ¢ ne peu-
vent se déplacer que vers la gauche et ils sont bloqués par les # ; ils indiquent tous les
emplacements que les a peuvent atteindre (car les a ne peuvent se déplacer que vers la
gauche et ils sont bloqués par les lettres de Y qui sont elles-mémes collées aux #).

Donc quand nous effagons les d, a et # avec k, nous obtenons tous les mots de F(w) (et
rien d’autre).

Alors F € {H,H™,PC}". i
Le dernier résultat préliminaire fut donné par M. Clerbout et M. Latteux dans [12].

Lemme49. Soit § =< X, P > un systéme de semi commutation et
o X —2¥"
une substitution alphabétique. Alors l’image de S par o est S, =< Y, P, > ou

Pr={ny— v2nln,n2€Y, 51 # y2,3u — v € P tel que yyy2 € a(u)} .

Les fonctions de semi commutation f et f, sont respectivement associées a S et S, .
Alors les propriétés suivantes sont vérifiées:

o Vw € X*,00f(w) C froo(w) et V' € Y*, foo Y (w') C o7 o fs(w').

-1

o De plus, sic = g~', ou g est un morphisme strictement alphabétique, alors

oof = fooo et gofo = fog

5.3 Décomposition des semi commutations atomiques

Nous allons maintenant prouver que toute semi commutation atomique peut étre décom-
posée en homomorphismes, homomorphismes inverses, et commutations partielles. -
Proposition 50. Soit {A, B,C} une partition de ’alphabet X .

Soit f la fonction de semi commutation sur X* associée a la semi commutation atomique
0=BxA.

Alors f € {H,H"',PC}*.
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Preuve. Comme nous utilisons des ensembles finis nous pouvons écrire :
A ={a1,az,...,a5}, B={b1,bs...,0,} et C = {c1,¢2,... ¢} ,

ou ¢ = Card(A), p = Card(B) et r = Card(C).
Soient a et b deux lettres telles que X N {a,b} = 0.

Soit ’homomorphisme A : X* — (X U {a, b})* tel que:

h(a;) = a;a pour tout 7 de [1..g],
h(b;) = b;b pour tout i de [1..p],
h(¢;) = ¢; pour tout i de [1..7].

Soit f’ la fonction de commutation partielle associée & la commutation partitionnée 6’ qui
est elle-méme associée & la partition {A, B,C U{a,b}} de X U {a,b}.

Soit F la fonction de semi commutation qui est associée a la semi commutation
O = {(b,a)} sur (X U{a,b})" .

Alors F € {H,H™!,PC}* (voir Lemme 48).

Comme toutes les lettres de A ont le méme comportement par rapport aux lettres de B,
I'idée est de simuler les déplacements des lettres de A par rapport a celles de B sur une
copie: {a,b}.

Soit w € X~. Nous allons démontrer que f(w)= h~'of oFof oh(w).

1. f(w) C h_lof'oFof'oh(’w)?
Soit w’ € f(w).

h, est le morphisme défini par:

h.(a;) = a pour tout 7 de [1..g],
ho(b;) = b pour tout i de [1..p)],
ho(¢i) = ¢; pour tout 7 de [1..r].

Soit w, = h(w).
Alors: w, —371],4(wo)HB(’wo)ch{a,b}(wo) = Ma(w)Ig(w)ho(w)

—é—»HA(w')HB(w')ho(w')
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En effet:
o I4(w)llp(w) = M4(w)p(w') ,

¢ en utilisant la derniére partie du Lemme 49 en remplagant
respectivement f,, f et g par f, F et h,, nous avons

ho(w') € hoof(w) = Foh,(w) ,

donc h(w) —;ﬁ ho(w') .
= HA(h(w,))HB(h(wl))HCu{a,b}(h(w,))
—h(w')
Y

h_l ]
—w

Donc: w' € h Yo f oFof oh(w).
Donc: f(w) C b~ lof'oFof oh(w).

2. h-lof'oFof'oh(w) C f(w)?
Soit w' tel que:

h ! F ! h—? !
W— Wy — W} — Wy - W3 — W .

Nous allons prouver que v’ € f(w) avec le Lemme de Projection : nous prouverons
que Il y(w) -—;—» Ny(w') pour chaque z et y de X.

e Si ({z,y} C A) ou ({z,y} C B) ou ({z,y} C C):
Alors Iy (w) = My (w') car

Ma(w) = Hy(w'), Ng(w) = Ng(w’) et Do(w) = De(w') .
Donc Tz (w) —;» I, (w').

o Si(r,y)€ AxB:
On a:
h 7] i -]

F
W - Wy, —> Wy — Wy — w3 — w'

b

et nous allons prouver:
Hzy(w) '_;" Iy (w')

Nous définissons Fyp(w,):
Fap(w,) = {v'z € FG(w,) |v’' € (X U {a,b})*,z € {a,b}UC} .

F,s(w,) est Pensemble des facteurs gauches de w, ne se terminant pas par un
élément de A U B. Cet ensemble va nous permettre de mettre en relation des
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facteurs gauches de w, et les facteurs gauches de w: il est en effet évident qu’il
existe une bijection entre Fgp(w,) et FG(w), et que cette bijection est réalisée
par h:

h(FG(w)) = Fap(w,) et Yu € Fyp(w,), v € FG(w) tel que A(v) = u .
On définit de la méme fagon Fyy(ws3), en bijection avec FG(w') par h:
R(FG(w")) = Fa(w3) et Yu € Fyp(w3), 3w € FG(w') tel que h(v) = u .

Il nous faut faire quelques remarques quant aux projections des différents mots
w, Wy, Wy, Wa, W3, W':

— Comme on a:

* Iopo(wo) = age(wr) = Nayo(we) = Nayc(ws),

Hatc(ws) = ho(Tlasc(wo)),
Narc(wo) = Mage(w),
Moyo(ws) = ho(la4c(ws)),

* Narc(ws) = Dape(w'),
on en arrive a

*

*

*

HA+C(1.D) = HA+C(U70) = IIA+C(‘UJ3) = HA+C(’w,) .

— De la méme facon on prouve que:
Ipic(w) = Npic(wo) = Npio(ws) = Npyo(w') .

Prenons alors deux mots quelconques U et V tels que:
- U € FG(IL, (v)),
- V € FG(I, (w')),
= Ulzy = |V]zy.
D’aprés les remarques ci-dessus, on peut trouver deux mots u et v tels que:
— u € FG(w) et Ny (u) = U,
- ve FG(w') et Iy (v) =V,
— |u|auB = |v]aus- »
D’aprés les remarques faites au sujet de Fgp, on peut trouver u’ et v’ tels que:
— ' € Fop(w,) et |u'|quB = |u|auB,
— v' € Fyp(ws3) et |v'| aup = |v|auB-
On a alors |u'|45 = [v'|as , Puisque

[u'lab = 4| auB = |ulaus = [vlauB = [V'|auB = [V]as -
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Comme f’ ne modifie pas les projections sur ab il existe
u” € FG(w;) et v" € FG(w,)

tels que:
Map(u”) = Map(u’) et Map(v”) = Map(v’) - (5.1)

On aura alors évidemment |u"|q = [v"]qp .
D’aprés le Lemme 16, nous pouvons affirmer que |u"|, < |v"|,.

On en arrive alors a
l"lla < |vI|a s

grace a (5.1), ce qui donne
[W'|a < 1v'la
car v’ € Fyp(w,) et v/ € F,p(w3), puis
|u|A < 'le ’
a cause des bijections existant entre F,;(w,) et FG(w), ainsi qu’entre Fpp(ws)

et FG(w’).
On a enfin, puisque I 4(w) = M 4(w'),

lul: < [v]z -

On a donc
|Hry(u)|z < |H:cy(”)|z .

Les mots U et V étant quelconques, nous pouvons alors conclure a l'aide du
Lemme 16, que

Iy (w) —;—» Mgy (w') .

e Si(z,y) € Bx A:
La démonstration est alors évidemment identique a la précédente.

o Si(z,y)e AxC:
Nous avons:

- M4(w) = Mu(w') = Ma(w,) = MWa(wr) = Ma(wy) = M4(ws),
- Ha+C(wo) = Ha+C(w1) = Ha+C(w2) = Ha+C(w3)-
De plus: Hauc(w) = Mauc(wo) = @171 .. . ann avec, pour i € [1..n),

g, €EA%ety;€C* .

Nous avons aussi, pour ¢ € [0..2]:

Moyo(wi) = a*iq...a%y,
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ou {Aj}je[l..s] C IN.
Parce que

Mauc(w,) = Nayo(M(auc(wo))) = Hatc(wo)
nous devons avoir s = n, et, pour chaque i < n, A; = |ay| et ; = 4.
Donc: Nypc(w;) = al®lyy .. alonly,.
De la méme fagon nous prouvons:

Mauc(ws) = Dauc(w’) = a}vy - ..oty

et
! !
Moso(w;) = ailyf. . aldly)

Avec ceci nous pouvons dire que t = n, ¥/ = «, pour chaque ¢ < n, et |a;| = |}
pour chaque ¢ < n.

De plus 4(w) = a1 ...a, = @] ...qa], aussi a; = a} pour chaque i < n.

Donc I 4uc(w) = U 4uc(w’), donc:

Vz € A,VyeC, ny(w) = ny(w’) s

donc:
V2 € A,Vy € C, Ty (w) = Ty (w) .

e Si((z,y)€ C x A)ou ((z,y) € BxC)ou ((z,y) € C x B):

La démonstration est alors évidemment identique a la précédente.
Ainsi My (w) &» II;,(w') pour chaque z et y de X.
D’apres le Lemme de Projection nous pouvons dire w' € f(w).

Donc h='of'oFo f oh(w) C f(w).

Donc f = h lof'oFof oh. D

5.4 Décomposition de semi commutations

Nous avons prouvé que chaque semi commutation peut étre décomposée en semi com-
mutations atomiques (Proposition 42). Nous avons prouvé dans la partie précédente
que chaque semi commutation atomique peut étre décomposée en homomorphismes non
effacants, homomorphismes inverses, et commutations partielles.

Nous obtenons donc immédiatement le dernier résultat:

Théoréme 51. Toute semi commutation est décomposable en homomorphismes non effa-
¢ants, homomorphismes inverses, et commautations partielles.



Chapitre 6

Langages multicompteurs et semi
commutations a compteurs

Dans ce chapitre nous donnons une caractérisation des semi commutations qui préservent
la famille des langages multicompteurs.

Dans ce but nous définissons les semi commutations 2 compteurs comme étant celles qui
contiennent {a} x (X \ {a}) ou (X \ {b}) x {b} & chaque fois qu’elles contiennent un
couple (a,b). Nous prouvons alors que les semi commutations a compteurs sont les semi
commutations qui préservent les langages multicompteurs.

Nous pourrons alors remarquer que certains problemes qui étaient indécidables dans la
famille des langages rationnels en utilisant des semi commutations quelconques, deviennent
décidables en utilisant des semi commutations a compteurs.

On pourra également remarquer que ces problemes, toujours en utilisant des semi com-
mutations a compteurs, restent décidables quand ils concernent la famille des langages
multicompteurs, sur-ensemble de la famille des langages rationnels.

6.1 Langages multi-compteurs

MC est la famille des langages multicompteurs: c’est la plus petite famille fermée par
intersection et transduction rationnelle qui contient D}, langage de Semi-Dyck. (IIs sont
reconnus par des automates a compteurs, pas nécessairement déterministes, dans lesquels
le vide des compteurs ne peut pas étre testé, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de symbole de
fond de compteur.)

67
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Ezemple 4. Tout langage rationnel est dans MC car tout rationne] est reconnu par un
automate d’états finis, qui n’est qu’un automate a compteurs particulier.
Ezemple 5. D} € MC:
Nous donnons Pautomate a compteurs qui reconnait ce langage:
e quand nous écrirons b/ + 3, cela devra étre compris comme une transition de cet
automate: un ’b’ est lu, et le compteur 3 est incrémenté (4),
e quand nous écrivons a/ — a, un ’a’ est lu, et le compteur o est décrémenté (-),
e un mot sera reconnu par l'automate s’il permet d’atteindre un état final avec les

compteurs remis a zéro.

Avec ces conventions D est reconnu par ’automate 4 compteurs de la figure 6.1 (automate
a deux compteurs « et f3).

a/+a
b/ + 6
a/ - p
b/ -«

Figure 6.1: Automate a compteurs reconnaisssant D7

Ezemple 6. {a™b"c"|n > 1} € MC:

{a"b"c™|n > 1} est reconnu par I'automate & compteurs de la figure 6.2 (automate  deux
compteurs a et 3).

Ezemple 7. {a™b™|n > 0}* ¢ MC:

Intuitivement on peut voir qu’il faudrait un nombre infini de compteurs, car on ne peut
pas tester le vide d’un compteur.

Plus précisement, le plus petit cone rationnel] fermé par intersection qui contient

{a"b"|n > 0}*



6.2. Semi commutations & compteurs 69

Figure 6.2: Automate & compteurs reconnaissant {a"b"c" |n > 1}

est I'ensemble des langages récursivement énumérables ([30]), et non MC, alors que MC
est lui-méme un cone rationnel fermé par intersection ([20]) et que MC est strictement
inclus dans cet ensemble.

Donc {a™b™|n > 0}* ¢ MC.

6.2 Semi commutations & compteurs

Nous proposons une nouvelle sous-famille de semi commutations:

Définition 52. Une semi commutation d compteurs est une semi commutation # telle que

pour tout (a,b) € 8, on ait {a} x (X — {a}) C 6 ou (X - {b}) x {b} C 6.

Cette caractéristisation se conservant par union, on a immédiatement le lemme suivant :
Lemme 53. La famille des semi commutations ¢ compteurs est fermée par union.

On peut également donner la caractérisation suivante:

Lemme 54. Une semi commutation est une semi commutation a compteurs si et seule-
ment si:

pour tous a # b et tous ¢ # d, si (a,b) € G et (c,d) € 8 alors (a,d) € 8.

Preuve. Immédiat par une simple réécriture de la définition.
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Remargue. On aura dans ce cas bien sir également (c,b) € 6.

Ezemple 8. Le graphe de la figure 6.3 définit :

6 = ({a} x (X\{a})) U ({8} x (X\{o})) U (X \{8}) x {3}) ,

avec X = {a,b,c,d}.

a b

Figure 6.3: Graphe de commutation d’une semi commutation a compteurs

6.3 Composition de semi commutations a compteurs

Théoréme 55. Deuz semi commutations a compteurs quelconques agissant sur le méme
alphabet sont toujours composables, et leur composition est une semi commutation a comp-

teurs.

Preuve. 1. Toujours composables ?

Nous utiliserons le Théoréme 26 ; soit un cycle (voir figure 6.4).

Dans la premiére partie (droite) de ce cycle (zn,Zo,...,2;,Zj41) il existe zy, tel
que:
(xk]_l,zk]) € 0{1 et (Ikl,zk].i,l) € 01 .

Dans la. deuxiéme partie (gauche) de ce cycle (Zj,241,...,2%n,2,) il existe zg, tel
que: ; ‘

(zkz—laxkz) € 01 et (zkzszkz-i'l) € 92—‘l .
Donc on obtient (zk,,Z,+1) € 6, et (ZThp—1,Zk,) € 6;.

D’aprés le Lemme 54 nous pouvons dire que:

(:ckl,zkz) € 51 .
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6, N6,
Ty - Z,
Tn-1 I
budt o Gug?
Ti+2 Zj-1
Tjs] z;
6, N6,

Figure 6.4: Cycle de composabilité

Nous avons aussi (zk,,Zk 1) € 05 et (Zhy+15Zky) € 02.

De nouveau d’aprés le Lemme 54 nous pouvons dire également que:
($k1,$k2) € 0_2 .

D'ou (z,,zk,) € 6, N #6,.
Nous en concluons que 6; and 6§, vérifient les conditions du Théoréeme 26, et que
61 et 6, sont composables.

2. Leur composition est-elle une semi commutation a compteurs?

Evident: si deux semi commutations sont composables alors leur composition est
leur union, et la famille des semi commutations a compteurs est close par union.

Corollaire 56. Toute semi commutation ¢ compteurs peut étre décomposée en semi com-
mutations a compteurs atomiques.

Preuve. Nous pouvons remarquer qu’une semi commutation a compteurs atomique est de
la forme:
{a} x (X \ {a}) ou (X \{b}) x {b} .

Soient 6, 6,,..., 6,, toutes les semi commutations a compteurs atomiques incluses dans
une semi commutation a compteurs 6.
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Il est évident que |J 6; = 6.
t€[1..]

Donc fs = fo, fo, .- - fo, . O

Nous pouvons énoncer un résultat plus fort :

Corollaire 57. Soit § une semi commutation a compteurs. Soient 6y, 0,,...,0, des semi
commutations @ compteurs (atomiques ou non) telles que |J 6, =26.
1€ll..n]

AlOT‘S fe = fgl f€2 . .fgn.

Preuve. Méme preuve, O

Nous pouvons aussi remarquer :

Corollaire 58. La composition de semi commutations a compteurs est totalement com-
mutative.

Preuve. Soient 8y, 8,,..., 8,, des semi commutations a compteurs.
Soit=60,U6,U...U8,.
D’apres le Corollaire 57 fo = fo, fo, .- fo,-

I est évident que tout ordre sur 6, 6, ..., 6, donnera le méme résultat. O

6.4 Langages et semi commutations

Théoréme 59. Soit 6 une semi commutation. Alors =

fo(MC) C MC & 6 est une semi commutation d compteurs .
Preuve. 1. fo(MC) C MC => § est une semi commutation & compteurs?
Nous allons prouver:
6 n’est pas une semi commutation a compteurs = 3L € MC, fo(L) ¢ MC .

Supposons que 6 n’est pas une semi commutation & compteurs. Alors il existe a, b,
c et d tels que (a,b) € 8, (a,c) ¢ 0 et (d,b) ¢ 6.
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(a)

Si (b,a) € 0:
Soit L = ((ba)*cd)*. Alors w € fp(L) N (atb*cd)” si et seulement si w est de la
forme
w = u,cduyed. .. uyed

avec:

o Vi> n,u; € atdht,

o Vi n,luoty ... Uple > |Uotis ... Uynlp.
Soit 8, = 871 : (a,b) € 6,, (b,a) € 0,, (c,a) ¢ 6, et (b,d) & 0,.
Alors w € fg (L) N (atb*cd)* si et seulement si w est de la forme

!
w = ujcdujed.. . ujed |

avec:
o Vi> n,ul €atbt,
o Vi>mn,|uluy... u,|o < |ubul...ul s
Donc fo(L) N fo,(L) N (a*bted)” = {a™b"cd|n € INt}* ¢ MC car ce dernier
langage est rationnellement équivalent & {a"b"|n € IN}*.
Donc fy(L) ¢ MC.
Si(b,a) ¢ 0:
Clairement dans ce cas fp(L) N (b*a*ted)” = {d"a"cd|n € Nt} ¢ MC (car il
est rationnellement équivalent a {a"b™ |n € IN}*).

Dot f5(L) ¢ MC.

Donc dans chacun de ces cas fa(L) ¢ MC avec L € MC.

2. fo(MC) C MC < 6 est une semi commutation & compteurs ?

Par le Corollaire 56 nous savons que chaque semi commutation a2 compteurs peut
étre décomposée en semi commutations a compteurs atomiques. Nous allons d’abord
proposer une preuve pour les semi commutations a compteurs atomiques, et nous
étendrons facilement ce résultat a toutes les semi commutations & compteurs.

(a) Pour une semi commutation & compteurs atomique:

Soit une semi commutation a compteurs atomique:

6 = {a} x (X \{a}) .

Soit L € MC. Nous devons prouver que fg(L) € MC.

Pour cela nous prouverons que f; peut étre vue comme composition de transduc-
tions rationnelles et intersections avec des langages multicompteurs. MC étant
clos par transduction rationnelle et intersection, nous aurons fg(L) € MC.

Soita ¢ X.
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e Soit le morphisme g défini par
g : (Xu{fa}) — X*
a L S
zeX —
Soit Ly = g~ Y(L).
L € MC et g est une transduction rationnelle, donc L, € MC.

Remarque. @ représentera les futures positions de a dans fo(L).

e Soit Ly = Ly N (Dy{*w (X \ {a})*) ot D" est le langage de Semi-Dyck sur
les lettres a et @& Comme (D]"w (X \ {a})*) € MC, nous avons également
L, e MC.

Remarque. Cette intersection avec un langage de Semi-Dyck est utilisée
pour s’assurer que chaque @ est placé apres le a qui lui corespond.

¢ Soit le morphisme f défini par

fos (xufa)y — Xv
a — £
a —

z€ X\ {&,a} — I
Soit Ly = f(Lz).
L, € MC et f est une transduction rationnelle, donc Lz € MC.

Remarque. f efface les a & leurs anciennes positions, et transforme les @ en
a aux nouvelles positions.

Si 6 = (X\{b})x{b} on obtient la méme construction mais a est remplacé par b,
a parb; D]" est sur bet b. D’ou fg(L) = L3 € MC. Chaque semi commutation
a compteurs atomique préserve MC.

(b) Pour toute semi commutation a compteurs:

Nous avons vu (Corollaire 56) que toute semi commutation a compteurs peut
étre décomposée en semi commutations a compteurs atomiques. Toute semi
commutation atomique, comme nous venons de le prouver, préserve MC. Leur
composition le préservera donc aussi.

D’ol on obtient I’équivalence désirée. O

6.5 Décidabilité

En conclusion & I’étude des semi commutations a compteurs et de MC nous allons donner
quelques problémes qui sont indécidables dans le cas général mais qui deviennent décidables
dans le cas particulier des langages multi-compteurs.
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6.5.1 Intersection avec un rationnel

D’apres les travaux de S.R. Kosaraju ([20]) et E.W.Mayr ([24]) sur la décidabilité des pro-
blemes d’accessibilité pour les systémes d’addition de vecteurs il est clair que les langages
de MC sont récursifs. Comme MC est clos par morphisme effacant, il est facile de voir
que le probleme du vide y est décidable.

Dans le cas général il est indécidable de savoir si fo(L)N R = @ ou 6 est une semi com-
mutation ([6]), quand que L et R sont des langages rationnels. Cependant nous pouvons
donner un corollaire du Théoréme 59:

Corollaire 60. Si 6 est une semi commutation @ compteurs, si L et R sont des langages
multi-compteurs, alors il est décidable de savoir si fg(L)N R = 0.

Preuve. Si 6 est une semi commutation & compteurs, si L et R sont des langages multi-
compteurs, alors fa(L)N R est un langage a compteurs, donc le probleme de fy(L)NR =10
devient décidable car le probleme du vide est décidable dans MC. 0

On a imédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 61. Si 8 est une semt commutation @ compteurs, si L et R sont des langages
rationnels, alors il est décidable de savoir st fo(LYN R = 0.

6.5.2 Mots maximaux pour une semi commutation

En étudiant les semi commutations on est assez naturellement amené a considérer la notion
de Mazy:

Définition 62. Soit 6 une semi commutation. Soit L un langage. Mazg(L) est ’ensemble
{ueL|We L,(v—;> u) = (u—;wv)} .
K. Reinhardt a prouvé que la détermination de Mazy(L) = L est un probléme indéci-

dable pour un langage rationnel défini sur un alphabet de quatre lettres ou plus ([37]).
Cependant voici un autre résultat démontré a partir du Théoréme 59:

Corollaire 63. Le probléme de Mazg(L) = L est décidable quand 8 est une semi commu-
tation a compteurs et L un langage rationnel.
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Preuve. 11 est facile de voir que Mazg(L) = L est équivalent & fyrofo(L)NL = @, ou 75
est la transduction rationnelle définie par:

1o(u) = {wyabuy € X*|u = uybauy,uy,uz € X*,(a,b)€ 6067} .

Comme L est un langage multi-compteurs, fo(L) € MC, d’ou 74f3(L) € MC.

D’aprés le Corollaire 60 il est décidable de savoir si farafe(L)N L = 0. a
On a immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 64. Le probléeme de Mazy(L) = L est décidable quand @ est une semi commu-
tation a compteurs et L un langage rationnel.



Chapitre 7

Décomposition en semi
commutations atomiques
maximales

La complexité de l'algorithme de décomposition d’une semi commutation en semi com-
mutations atomiques peut étre mesurée par le nombre de semi commutations obtenues.
Un trop grand nombre de semi commutations atomiques handicaperait énormément son
éventuelle implémentation. (Il est a noter qu’il existe une implémentation limitée de cet
algorithme.)

Or, tel qu’il a été défini dans les chapitres précédents, cet algorithme semble encombrant:
une étude rapide nous permet facilement d’évaluer le nombre maximum de semi commuta-
tions atomiques que ’on peut obtenir pour une semi commutation de n regles comme étant
de 2". En effet la seule chose que garantisse ’algorithme est qu’en cas de décomposition
de fg en fo four,on a8’ G 6 et 6” G 6. Dans le pire des cas on pourrait donc avoir:

Card(#') = Card(6") = Card(6) — 1 .

Il est donc clair que ’'on peut construire un arbre de décomposition (voir figure 7.1)
binaire équilibré, et dont les feuilles seront les semi commutations atomiques obtenues
en décomposant 6. Sa hauteur serait, toujours dans le pire des cas, de n, car, & chaque
étage de arbre, les semi commutations auraient une régle de moins que celles de 1’étage
précédent : les feuilles, qui correspondent au résultat de la décomposition, seront donc au
nombre de 2™,

Cependant ’étude des semi commutations a compteurs nous a amenés & nous pencher
sur certaines semi commutations atomiques que nous avons appelées semi commutations
atomiques maximales.
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6
02, 6220, 3 034
971,] 0n,2 011,3 0n,4 071,2"—1 071,2"

Figure 7.1: Exemple de décomposition dans le pire des cas

Celles-ci semblaient permettre une décomposition de toute semi commutation en un nom-
bre de semi commutations atomiques (maximales) égal au nombre de régles de la semi
commutation de départ.

Mais. en fait, leur étude nous a permis de prouver que la complexité de ’algorithme est
bien exponentielle par rapport au nombre de regles de la semi commutation & décomposer.

7.1 Définitions et résultats préliminaires

Commencons par la définition des semi commutations atomiques maximales :

Définition 65. Pour toute semi commutation 6 on appellera semi commutation atomique
mazimale de 8, toute semi commutation 6’ atomique telle qu’il n’existe aucune autre semi
commutation 6” atomique telle que

6ce'co.
Ezemple 9. Pour la semi commutation 6 de la figure 7.2 les semi commutations atomiques

sont celles de la figure 7.3 ainsi que toutes les semi commutations réduites a une régle. Les
seules semi commutations atomiques mazimales sont 63 et 6;.

L’idée de cet énoncé est de définir un type de semi commutations atomiques qui per-
mettraient d’éliminer les semi commutations atomiques inutiles ; quoi de plus inutile, a
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Figure 7.3: Semi commutation atomiques maximales
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priori, qu’une semi commutation dont I’action pourrait étre effectuée par une autre (qui
la contiendrait)?

Définition 66. Pour toute semi commutation 8, on notera My ’ensemble de toutes les
semi commutations atomiques maximales de 6:

Mg = {6 C 6|(6' atomique) et (A6" atomique,8’ G 6" C )} .

Grace au Lemme 35 nous allons pouvoir démontrer les deux lemmes suivants qui sont
a la base de nos résultats; ils affirment en effet qu’il est toujours possible de décomposer
une semi commutation en n’utilisant que des semi commutations atomiques maximales.

Lemme 67. Pour toute semi commutation 8, pour toute partition {My, M;'} de My on
pose :
= U 6;etl'= U 6.
6.EM, 6. M

Les semi commutations 8’ et 8" peuvent alors étre composées, et leur composition est 6.

Preuve. 11 est évident que 6 = 6’ U 6”. Il ne reste qu’a démontrer que 6 et 8 sont
composables. Pour cela nous utiliserons le Théoréme 26. Soit un cycle (voir figure 7.4).

o 0"
T, -- Zo
Iy-1 I
él U gu-l él U éu—l
Ti+2 ZTj-1
Tit1 zj
6 ne”

Figure 7.4: Cycle de composabilité

Pour que 0_’ et 6" soient composables il faut que pour tout tel cycle il existe un couple
(zj,zx) € /N6", 00 j € [0..7] et k € [+ 1..n]. Nous allons en faire la preuve par 'absurde.
Supposons qu’il n’existe pas de tel couple.
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e Tout couple (z;,zx) tel que j € [0..5] et k € [i + 1..n] sera alors dans 6’ U 6". I en
est de méme pour (Z,, Tit+1)-

Supposons que (z,,z;41) € 6”\#'.0n a (z,,2,) € 6’ C 0 et (z,,2i+1) € 8" C 6. Nous
en concluons que 8, = {z,} X {24, Zy+1} est une semi commutation atomique incluse
dans @: il existe une semi commutation atomique maximale 6; telle que 6, C 6;.

Par conséquent on a soit 6; € M;, soit §; € M.
Mais
- (.’Eo,.’l?,‘.}.]) ¢ ¢ d’ou 01 ¢ Mé,
~ (z0,2n) € 6" d’00 6, ¢ M.
On en arrive a une impossibilité, nous devons en conclure que:
(zo’xi-!-l) € g .
e De la méme fagon, on prouve que:

(:B,',.’En) € 9” .

e D’apres les points précédents, on a:

- ((L‘o, zn) v \ 0”7
- (Z'O,IEH.]) € 61’
- (ziaxn) € 0”9
= (Ti,zi+1) € 6"\ 0.
De ce fait 6; = {z,,z;} x{Zi+1,2n} est une semi commutation atomique incluse dans

6. Il existe alors une semi commutation atomique maximale 63 telle que 6, C 63; par
conséquent on a soit 3 € My, soit 3 € My

Mais

= (zi,zi41) € ¢ d’ot1 63 ¢ M.
— (zo,2n) ¢ 0" d0U 63 ¢ MY,

On en arrive a une impossibilité.

Donc pour tout tel cycle il existe un couple (zj,zx) €  N6”, 0l j € [0..i] et k € [+ 1..n].
Nous pouvons en conclure que €' et 6” sont composables. O
Le lemme précédent, bien qu’apportant une information non négligeable, n’est pas déter-

minant ; en effet, pouvoir décomposer § en 6’ et 6" n’a d’intérét que si 6' G 6 et 6" G 6.
Le lemme suivant nous apporte le résultat important.
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Lemme 68. Pour toute semi commutation 6 non atomique, il eziste une partition
{Mp, My
de My telle que
' GOetd G6.
Preuve. La semi commutation # n’étant pas atomique:
3(a,b) € 6,(c,d) € 6 tels que (a,d) ¢ 0 ,

(d’aprés le Lemme 35). Soit une semi commutation atomique maximale 6, contenant
(a,b); alors (¢,d) ¢ 6, (sinon, d’aprés le Lemme 35, on aurait (a,d) € 6, C 6).

Soit alors
Mg = {6; € My|(a,b) € 6} ,

et

Mg = {6; € Mg|(a,b) ¢ 6.} .
{M;, M} est bien une partition de My et on a:

¢ 0 G 6 car(c,d)¢éd,
e 0" G 6 car (a,b) ¢ 6.

Le dernier résultat préliminaire va nous permettre d’affirmer que les partitions utilisées
précédemment ne créent pas de semi commutations atomiques maximales supplémentaires.

Lemme 69. Avec les notations précédentes on a:

Mg = My et Mgn = My .

Preuve. o § = , UM’ 6; donc toute #; est atomique car appartenant & Mj.
. ) i€ I} .

De plus il n’existe pas de §; atomique telle que
o; g 0_1' cece
donc tous les 8; de M sont dans My :

MéCMg/ .
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¢ De la méme fagon, on prouve que:

M} C Mgn .

o S'il existe 6, € My telle que 6, ¢ My:

6, étant atomique (puisque dans My ), on peut trouver §; telle que
6, G6;CHo .

Comme 6; ¢ ' (sinon on aurait 6, G 6; C 6, ce qui est impossible car 6; est une
semi commutation atomique maximale), on a 6; ¢ Mj.

De la méme fagon on prouve que 6; ¢ M.
On en arrive a une contradiction puisque 6; € Mp.

Nous pouvons en conclure que My C Mj.
¢ De la méme fagon on prouve que My» C M.

Nous avons donc prouvé que

My = Mé et Mgn = Mél .

7.2 Décomposition en semi commutations atomiques maxi-
males

Ces lemmes nous permettent de donner un résultat général de décomposition :

Proposition 70. Pour toute semi commutation 0 il existe une décomposition ou ne figu-
rent que des semi commutations atomiques mazimales de My, chacune au plus une fois.

Preuve. Ce résultat est évident si on remarque que, grice au Lemme 68 et au Lemme 69,
~ pour toute semi commutation 6, on peut partager My de facon que chaque semi commu-
tation atomique maximale n’apparaisse qu’une fois. 0

Dans le cas des semi commutations antisymétriques nous avons un résultat complémentaire
a la Proposition 70. En effet la proposition suivante prouve que non seulement on peut
n’utiliser que des semi commutations atomiques maximales pour décomposer une semi
commutation antisymétrique, mais on doit les utiliser toutes.
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Proposition 71. Pour toute semi commutation anti-symétrique 6, toute semi commuta-
tion atomique mazimale doit apparaitre au moins une fois dans une décomposition en semi
commutations atomiques mazimales.

Preuve. Soit 6 une semi commutation. D’aprés la Proposition 70 il existe une décompo-
sition de 6 ol ne figurent que les semi commutations atomiques maximales de Mg, chacune
une et une seule fois.

Pour prouver que les semi commutations atomiques maximales doivent apparaitre dans
la décomposition d’une semi commutation antisymétrique, nous allons prouver que pour
toute décomposition en semi commutations atomiques maximales

Jo = fonSon_y --- S0, fo,

n’utilisant pas une certaine semi commutation atomique maximale 6,, il existe deux mots
u et v tels que

vE fe(u)\fonfen—] "'fozfal(u) .

La preuve va étre faite par ’absurde : supposons qu’il existe des semi commutations ato-
miques maximales telles que

fo= fenfen—l "'f92f91

Pour tout ¢ € [1..n], il existe (a;,b;) € 8, \ 6; (sinon 6, C 6;, ce qui est impossible pour
deux semi commutations atomiques maximales).

Soit alors les mots

o= 0pln_1...02081, 8= biby...by_1b,u=aff et v=Pa .

I est évident que v € fg (u) C fo(u).

D’apres I'hypothese:

U— Uy — U — vrs — Upe] — Uy =V
U — U 2 LR n—1 n = .
6 62 63 6n—1 fn

On peut remarquer deux faits importants:

e {a1,as,...,a,} X {b1,b2,...,b,} C 0, qui est atomique;
on a donc {aj,az,...,an} N {b1,b2,...,b,} = 0.
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o 0 est antisymétrique ; toute dérivation zy —> ¥z ne pourra étre défaite une fois faite.

Comme
Na(u) = Ma(v) et Tp(u) = Mp(v) ,

il est évident que, d’aprés la remarque précédente, nous ne pourrons avoir que

Vi € [1.n],Ia(u;) = Ma(u) = et Ng(u;) = Mp(u) =8 .
Nous pouvons maintenant affirmer:

o fu(u) = {u) car:
- (a1,01) €6, \ 6, ,
-siu —;:—» uy, Ho(w) = o, g(uy) = 6 .
1
o fo,fo,(u) C (an...azazbsbs...b,)uw com(ayb;) pour les mémes raisons.
e etc...

. fgn ce f32 f01 (u) C (anbn)u_u com(an_l ...aaybiby ... bn._]) .

Or, d’aprés les remarques précédentes, il est impossible que a,b, soit un sous-mot de v.

Donc v ¢ fo, ... fo, fo, (u) .

L’hypothése choisie nous amene donc a une contradiction. O

C’est ce dernier résultat qui va nous permettre de conclure.

7.3 Complexité de 'algorithme de décomposition

Proposition 72. La complezité de Ualgorithme décomposition des semi commutations est
ezponentielle par rapport au nombre de régles de la semi commutation de départ.
Preuve. Soit 8, la semi commutation totale sur un alphabet de n lettres
X, = {a1,az,...,a,} .
(Cela signifie que 8 = X, x X, \Ax,.) Cette semi commutation posséde n x (n—1) régles:

Ga = {(al,ag),(al,ag),...,(al,an),
(02,0,]),((12,(13),...,(02,07-,),

(an;‘;;)’ (am a2)v seey (am an—l)} .
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Soit 'alphabet X}, = {b;,b,,...,b,} disjoint de X,.

On peut alors définir sur ’alphabet X = X, U X, la semi commutation

6 = {(ai,b;) | (ai,a;) € 6a} .
Cette semi commutation est antisymétrique puisque X, et X; sont disjoints, et elle com-
porte évidemment autant de régles que 6,, c’est-a-dire n x (n — 1) régles.
Evaluons maintenant le nombre de semi commutations atomiques maximales de 6.

Toute semi commutation atomique incluse dans € doit étre une partie de X, x X;. De plus
elle doit correspondre & une semi commutation atomique incluse dans 6, qui, elle, doit
étre de la forme A x B, A et B étant deux sous-ensembles, disjoints, de X,. On en conclut
que toute semi commutation atomique incluse dans 6 ne peut contenir que des couples
(a;, b;) tels que ¢ # j. Les semi commutations atomiques maximales de § sont donc toutes
les semi commutations atomiques de la forme A X B ou A et B sont tels que:

o A={aifiel},
e B={bi|ie J},

e ] et J forment une partition de {1..n].
Il y aura alors:

e (C} semi commutations atomiques maximales telles que Card(4) = 1,

¢ (C? semi commutations atomiques maximales telles que Card(A) = 2,

C3 semi commutations atomiques maximales telles que Card(A) = 3,

C~?! semi commutations atomiques maximales telles que Card(A) = n — 1.

Il y aura ainsi
Cl4C24C34...4C 1 =2" -2

semi commutations atomiques maximales dans 6.

En résumé: nous avons une semi commutation qui a N régles (N = n X (n — 1)), et qui
possede un nombre de semi commutations atomiques maximales de I'ordre de 9V,
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Comme cette semi cominutation est antisymétrique, d’aprés la Proposition 71, toute
décomposition de cette semi commutation doit contenir ces 2¥N semi commutations ato-
miques maximales.

La complexité de ’algorithme est bien exponentielle, car nous avons vu plus haut que dans
le pire des cas on pouvait trouver 2V semi commutations atomiques maximales pour N
regles. O

La valeur réelle de la complexité, exprimée en nombres de semi commutations atomiques
obtenues, est donc comprise entre oVN et 2N pour N étant le nombre de couples de la
semi commutation de départ.
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Chapitre 8

Fermeture d’un rationnel par une
semi commutation

Les problémes de fermeture sont classiques dans ’étude des langages et des opérations qui
s’appliquent sur eux. Le but de ce chapitre est de fournir un algorithme simple qui permet
de calculer, pour un langage rationnel R donné, la plus grande semi commutation 6 telle
que fp(R) = R, et, par la-méme, de reconnaitre si un langage rationnel donné (dont on
connait 'automate réduit déterministe) est fermé par une semi commutation donnée.

Il est a noter que cet algorithme est a rapprocher de la construction de ’automate minimal
d’Eilenberg ([17]): cette derniére construit une relation d’équivalence, alors qu’ici il s’agit
d’une relation d’ordre.

8.1 Etat meilleur

Soit un langage rationnel R dont on connait ’automate réduit déterministe
(X,Q,6,1,F)

ou X est I’alphabet, @) est ’ensemble des états, é est une fonction de transition, I est I’en-

semble des états initiaux (réduit a un élément @, car 'automate est réduit déterministe),

F est I'ensemble des états terminaux.

Définition 73. Pour ¢ € Q nous définissons Ry = {u|6(q,u) € F}.

R, est ’ensemble des mots qui permettent d’atteindre un état terminal en partant de g.

Nous pouvons alors définir une relation d’ordre sur Q :

89
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Définition 74. On notera ¢ < ¢’ (et on dira que ¢’ est meilleur que ¢) si et seulement si
Rq C Rq/.

L’état ¢’ sera en effet meilleur que g dans le sens qu’en partant de ¢/, il y a un plus grand
nombre de mots qui permettent d’atteindre un état terminal qu’en partant de gq.

Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant :

Lemme 75. Soient q et ¢', deuz états d’un automate déterministe. Siq £ ¢', 6(q1,a) = g
et 6(qy,a) = ¢' alors g1 £ q.

Preuve. Si g £ ¢’ alors Ry ¢ Ry, donc il existe u tel que 6(q,u) € F et 6(¢’,u) & F.
On en conclut donc que §(¢1,au) € F et §(qy,au) ¢ F; ot ¢; £ ¢i. 0

Définissons maintenant la suite {H;}ien:

e H,=Fx(Q\F) ,

e pour tout iv HH-] = Hi U {(Qa ql)|3a € X9 (6(qva)96(ql’ a’)) € Ht} .
Proposition 76. Il existe un rang N tel que Yk > N, Hyy1 = Hy .

Preuve. La suite {H,}ien étant croissante (au sens de 'inclusion) et incluse dans @ x Q
(qui est de cardinal fini) le résultat est évident. O

Soit alors

Nous allons prouver que H est le complémentaire du graphe de la relation <.

Proposition 77. H = {(q,¢')|q £ ¢'}.

Preuve. e HC{(g,9) g £d'}?

La démonstration sera faite par récurrence.
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— Soit (go,q,) € H,. Par hypotheése:

g €Fetg ¢F,

donc
E€ER, eteg Ry
donc
‘Rm>¢-RqLa
donc
% £ g5 -

— Supposons que pour tout ¢ < n on ait:
(givq;) € H; = ¢; £ q; (hypothése de récurrence).

Cette relation est-elle encore vérifiée pour n?

Soit (¢1,¢7) € H,. Alors deux cas sont possibles :

(91,91) € Huq ou (q1,¢1) ¢ Huor -

* Si (q1,9y) € Hy-1, 1l suffit d’utiliser ’hypothese de récurrence.
* Si (q1,q]) ¢ Hy—1 alors il existe une lettre a et deux états g, et g, tels que

6(g0,a) = q1, 6(g.a) = q; et (o, q,) € Hpg -

On a donc
9% £ qf, ’

donc
RQO ¢ ‘R‘Jé ’
donc il existe un mot u € Ry, \ Ry, c’est-a-dire

6(g,,u) € F mais 6(g,,u) ¢ F .

Donc
6(q1,au) = 6(go,u) € F mais 6(qy,au) = 6(q;,u) ¢ F ,

donc
anfq -

L’hypotheése de récurence est vérifiée pour tout n.
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o H>{(g,¢)g£q}?
Soit ¢’ £ ¢. On a alors un mot u = aya;3...ay,, tel que §(q,u) € F et §(¢',u) ¢ F.

Soient les suites d’états {gi}ic[o..n] et {4!}ig[o0..n] définies par
¢ = 6(g,a1a;...0;)< et ¢! = 6(¢',az0z...a;) .

(On a donc g, = 8(q,u) et ¢, = 8(¢’,u).)

Comme g, € Fet ¢, € @\ F, (¢gn,q.) € H, par hypothése.

Or 6(gn-1,an) = gn €t 8(g;,_1,a,) = ¢y,. Donc (gu-1,¢;,_;) € H1.
De la méme maniere, par récurrence, on montre que (g,¢’') € H.

Donc H = {(¢,¢")|qg £ ¢'}. .

8.2 Plus grande semi commutation pour laquelle R est
fermé

Proposition 78. Soit 6§ une semi-commutation, soit R un langage rationnel reconnu par
Pautomate déterministe (X,Q, 6,1, F), alors:

R = fe(R) si et seulement siVq € Q,V¥(b,a) € 6,6(q,ba) < §(g,ad) .

Preuve. 11 faut d’abord remarquer que l'on a
6(g,ba) < é(g, ab)
si et seulement si

Vue X", &(q,bauc F)= é(q,abu)e F . (8.1)

¢ R= fo(R)=Vq € Q,V(b,a) € 8,6(q,ba) < 6(q,ab)?

Soit un état g. Soit v un mot permettant de I’atteindre:
5(Qoav) =q.
S’il n’existe pas de mot u tel que 8(g,bau) € F, il est alors évident que

6(g,ba) < 6(q,ab) .

Sinon, pour tout mot u tel que é(q,bau) € F, alors vbau € R, et vabu, qui est dans
fe(vbau), est aussi dans R. On en conclut alors que 6(q,abu) € F.

On a bien 6(g, ba) < §(q, ab).
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* Vg €Q,V(b,a) €0,6(g,ba) < 6(g,ab) = R = fo(R)?
Soit un mot w = vbau de R tel que (b,a) € 6.
Soit w' = vabu.

Considérons alors I’état q; tel que d(Q,,v) = ¢;. (Cet état est unique puisque 'au-
tomate est déterministe.) Le mot w étant dans le langage R, on a 6(Q,,vbau) € F
donc on a aussi 6(Q,,bau) € F.

D’apres (8.1), on a aussi 6(gq1,abu) € F, ce qui entraine immeédiatement que
8(Qo,vabu) € F

c’est-a-dire que vabu est un mot de R.

Si w' € fg(w), il est évident que nous pourrions faire le méme raisonnement pour
chaque étape de la dérivation de w en w’

W= W) — W == ...~ Wy, = W
[ [ [ [

et que nous démontrerions ainsi, de proche en proche, que

wy € R )
puis que
wy €R ...
et enfin que
w' €R .

On a bien fg(R) C R, d’ol fs(R) = R.

En conclusion, on a

R = fg(R) si et seulement si Vg € Q,V(b,a) € 8,6(q,ba) < é(q,ad) .

Grace a ce résultat, nous pouvons écrire:

Corollaire 79. Pour un langage rationnel R donné, la plus grande semi commutation
pour laquelle R est fermé est:

Or = {(b,a) € X x X Vg € Q,6(g,ba) < &(g, ab)} .

Preuve. Immédiat. O
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Nous pouvons alors conclure:

Corollaire 80. Soit un langage rationnel R. Soit une semi commutation 6. Alors:

fe(R) = R si et seulement si 6 C Op .

Preuve. Immédiat. g
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