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INTRODUCTION GENERALE 

A) MOTIVA TI ON 

Différents secteurs technologiques modernes ont un besoin croissant d'utilisation de 

structures souvent complexes et en matériaux nouveaux, tels les composites, dont le 

comportement n'est pas tout à fait maîtrisé de nos jours. Ces secteurs vont de l'aérospatiale, en 

passant par les constructions automobiles, ferroviaires et navales, jusqu'aux appareils d'utilité 

publique : outils médicaux, sportifs, etc .. 

De nombreux auteurs se sont intéressés aux coques et plaques ces dernières 

décennies, en vue d'établir une théorie fiable pour une modélisation correcte tant au niveau de 

la validité physique qu'au niveau de la formulation mathématique. Par une théorie fiable, nous 

voulons dire une théorie qui permet de décrire le comportement des coques : solides occupant 

un volume entre deux surfaces telles que leur distance soit petite comparée aux deux autres 

dimensions. Bien que, nous ne pouvons pas dire qu'une telle théorie décrive exactement le 

vrai comportement des coques ; néanmoins, les résultats obtenus par quelques unes, sont 

généralement suffisants pour la plupart des applications scientifiques et technologiques 

d'aujourd'hui. Nous pouvons décrire toute la cinématique du solide tridimensionnel à partir de 

grandeurs définies sur la surface de référence de la coque. En fait, le mouvement est déduit 

d'un champ de translations et de rotations sur la surface de référence. 

Par ailleurs, avec le développement des études sur les matériaux composites laminés, 

il est nécessaire de prendre en compte les effets de cisaillement et normaux, qui peuvent 

favoriser le délaminage. 

La théorie géométriquement non linéaire, que nous développons ici est applicable 

aux coques minces ( ..h. << 1 ), dont la surface de référence avant et après la déformation reste 
R 

régulière et dont le comportement reste élastique. L'anisotropie est prise en compte 

implicitement. 
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B) RAPPEL HISTORIQUE 

Sous les hypothèses décrites ci-dessus, la théorie non linéaire se simplifie, si nous 

ajoutons celles de Love-Kirchhoff. Celles-ci expriment que la normale matérielle à la surface 

de référence de la coque ne subit pas de dilatation et reste toujours orthogonale à cette surface 

après la déformation. En d'autres termes : les rotations des fibres autour de la normale à la 

surface de référence, restent petites partout. Un nombre significatif de publications a paru 

dans ce domaine. Citons par exemple, parmi ceux qui ont développé des théories linéaires : 

NAGHDI [63], KOITER [41], VALID [96], WHITNEY & SUN [103], REDDY [75], 

SAND ERS [77]. 

Des versions qui diffèrent des théories linéaires, par seulement l'ajout des termes de 

l'ordre de .ft, dans la mesure du tenseur de changement de courbure ont fait l'objet d'études 
R 

par MARGUERRE [61], MUSHTARI [62], KOITER [42]. 

D'autres formes équivalentes de relations non linéaires pour les coques minces 

étaient données par BUDIANSKY [18], PIETRASZKIEWICZ [69], V ALID [95] etc .. 

Les rotations modérées étaient ensuite étudiées par KOITER [42], 

PIETRASZKIEWICZ [67], WEMPNER[98], LIBRESCU [53], SCHMIDT & REDDY [79]. 

Enfin, les rotations larges ont attiré l'attention de quelques chercheurs tels que 

BUDIANSKY[18], HABIP & EBCIOGLU [28], YOOKO & MATSUNAGA [104], 

SCHMIDT & PIETRASZKIEWICZ [78], BA$AR & DING [14], PIETRASZKIEWICZ 

[68]. 

Quelques lois comportements ont été données. Ainsi BA$AR [15] a étudié le 

comportement élastique, SCHMIDT & WEICHERT [80] ont donné une loi élasto-plastique, 

ALLEN et al. [5] ont introduit l'endommagement et V ALID [90-92] a fait une étude sur 

l'élastodynamique des coques. 

Nous dressons ici un tableau récapitulatif qui donnera au lecteur une image 

historique approximative du développement qu'a suivi la théorie des coques suivant les 

documents en notre possession. 
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LOVE-KIRCHHOFF [1888] Hypothèses de Love-Kirchhoff 

von KARMAN [1910] Théorie de von Karman 

MUSHTARI [ 1938] Théorie des Coques Minces 

MARGUERRE [1939] Théorie Non Linéaire des Coques Minces 

REISSNER [1950] Théorie des Coques de Révolution Minces 

NAGHDI [1956] Théorie des Coques Elastiques 

SANDERS [1959] Théorie Non Linéaire des Coques Minces 

KOITER [1960] Théorie des Coques Minces 

BUDIANSKY [1968] Théorie Non Linéaire des Coques 

WEMPNER [1973] Appl. de la Méca. des Solides aux Coques 

LIBRESCU [1973] Structure des Coques Laminées 

V ALID [1973] et [1989] Appl. du Calcul des Struct. aux Coques 

YOOKO & MATSUNAGA [1974] Théorie Générale Non Linéaire des Coques 

PIETRASZKIEWICZ [1977] Géométrie Non Linéaire des Coques 

REDDY [1982] Petites Déformations dans les Coques 

SCHMIDT [ 1982] Rotations Modérées dans les Coques 

ALLEN et a/.[1987] Endommag. des Plaques en Composite 

SCHMIDT & WEICHERT [1988] Comport. élasto-plastique des Coques 

BA$AR [1988] Modélisation Numérique des Coques 

C) CONTENU DU RAPPORT 

Le premier chapitre de ce rapport donne une explication détaillée des différents 

symboles et relations tensorielles qui sont fort utiles pour la compréhension des autres 

chapitres. C'est un résumé simple des principaux résultats de la géométrie différentielle. Cela 

aidera le lecteur à se familiariser avec la notation utilisée pour les tenseurs dans la plupart des 

ouvrages. 
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Le deuxième chapitre décrit l'essentiel de la géométrie non linéaire des coques 

anisotropes. Ce chapitre mérite une attention particulière : nous y faisons la première grande 

hypothèse de cette théorie c'est à dire le développement en séries de Taylor des composantes 

du champ de déplacement, ( LIBRESCU [54] et SCHMIDT & REDDY [79] ). Ce 

développement est utilisé pour exprimer les composantes du tenseur de déformation de 

Green-Lagrange en fonction de celles du déplacement. Nous utilisons ensuite le principe des 

travaux virtuels pour obtenir les équations du mouvement c'est à dire les équations d'équilibre 

et les conditions aux limites. 

L'obtention des équations d'équilibre et des conditions aux limites conduit au 

chapitre trois, qui est consacré aux lois de comportement. Après avoir fait un bref rappel sur 

les deux premiers principes de la thermodynamique, nous expliquons comment tenir compte 

de l'endommagement dans la loi constitutive en utilisant une méthode basée sur les variables 

de l'état interne, développée par ALLEN et al. [6]. 

Parmi les méthodes utilisées pour caractériser ce phénomène, citons les trois les plus 

employées. La première est la méthode expérimentale : des relations empiriques sont 

obtenues à partir de mesures expérimentales. Une théorie approximative est alors employée 

pour corréler avec ces résultats. La deuxième méthode est l'approche des propagations des 

fissures : l'endommagement est identifié à travers ces fissures, et une loi d'évolution est 

donnée. La troisième et la plus récente méthode est l'utilisation des variables de l'état interne 

pour définir un modèle d'accumulation de l'endommagement. Des valeurs locales et 

moyennes représentant l'endommagement sont alors introduites dans les relations 

constitutives. 

En 1958, KACHANOV, a introduit une variable d'endommagement et l'a utilisée 

pour établir des équations constitutives inélastiques pour les solides mécaniques. Ces 

équations constitutives ont été formulées pour le cas d'une théorie basée sur les variables 

internes en thermodynamique. Elles étaient ensuite utilisées avec succès dans de nombreuses 

études dont la fatigue cyclique ( LEMAÎTRE & CHABOCHE [ 48] ), l'endommagement 

plastique ductile ( LEMAÎTRE [51] ). CORDEBOIS & SIDOROFF [22] ont étudié 
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l'endommagement plastique anisotrope et ont obtenu une relation constitutive pour les 

matériaux élasto-plastiques endommagés. Quelques études sur l'endommagement des 

composites laminés ont été menées par TALREJA [85]. Dans un volume élémentaire 

représentatif, en utilisant un tenseur de déformation et un tenseur d'endommagement, il a 

déduit des relations constitutives. ALLEN et al. [5] ont développé un modèle 

d'endommagement pour la prédiction de la rigidité d'un matériau composite. Ce modèle 

utilise une série de quantités tensorielles du second ordre proposées par KACHANOV [38] 

pour décrire chaque état d'endommagement interne. 

L'objectif de la présente étude est d'étendre ce dernier modèle pour prédire le 

comportement des coques et plaques en matériaux composites laminés avec des détériorations 

intérieures telles que le délaminage. Des variables internes obtenues par l'application des 

principes thermodynamiques et représentatives de l'état interne sont introduites dans les 

relations constitutives. Ces dernières sont utilisées pour construire des relations contraintes

déformations pour les matériaux composites. 

Le chapitre quatre est consacré à la mise en oeuvre de la méthode des éléments finis. 

Celle-ci a nécessité l'écriture matricielle des composantes de la déformation. Cependant, la 

méthode matricielle n'est pas essentielle pour le processus des éléments finis. On pourrait 

utiliser avec autant de commodité une notation indicielle ou tensorielle. Après un bref rappel 

sur la méthode elle-même, nous donnons les différents termes de la matrice de rigidité 

permettant ainsi d'obtenir une écriture compatible de celle-ci. 

Enfin, on trouvera à la fin de ce rapport, dans le chapitre cinq, des exemples 

numériques pratiques et des éléments de comparaison choisis par les problèmes qui se posent 

dans les différents secteurs scientifiques et technologiques. 
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Chapitre 1 - Éléments de Géométrie Différentielle 

CHAPITREl 

1 , 1 , 

ELEMENTS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 

1.1. INTRODUCTION 

Ce chapitre a pour objet de donner les définitions des champs de vecteurs de base, de 

leurs dérivées, des tenseurs métriques et de leurs inverses. Ces défmitions joueront un rôle 

prépondérant par la suite dans ce rapport. 

Nous adopterons la convention de sommation sur les indices répétés et nous 

supposerons que les indices grecs valent 1 ou 2 et que les indices latins valent 1, 2 ou 3. 

1 

1.2. COORDONNEES CURVIUGNES 

e3 = o : Surface de 
référence 0 

Fig. 1.1 : Coordonnées Curvilignes 
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1.2.1. Vecteurs de base de l'espace 

Considérons un solide 3D, plongé dans l'espace à trois dimensions. Soit un point P 

quelconque de ce solide (donc de l'espace R 3). Ce point peut être repéré par des coordonnées 

cartésiennes ( x1 'x2
' x3

) ou curvilignes ( e 1 'e2 'e3
). Les équations de transformation faisant 

passer d'un ensemble de coordonnées à un autre sont données par 

xk =xk(et,e2 ,e3
) 

Ou inversement par 

(1.1) 

(1.2) 

Soit R le vecteur de l'espace R 3 d'origine 0 et d'extrémité P, orienté de 0 à P. Sa 

position est donnée par 

(1.3) 

où les Îk sont les vecteurs unitaires du repère orthonormé cartésien (fig. 1.1). 

Ce vecteur peut être exprimé par les formes alternatives 

(1.4) 

Si e 2 et e 3 sont constantes et e 1 varie, alors la position du vecteur R décrit la ligne 

de coordonnées e 1
• De manière analogue, on définit les lignes de coordonnées e 2 et e3 

. dR dR aR 
passant par le pomt P. Les vecteurs ae1 , ae2 , ae3 représentent donc les vecteurs tangents 

respectivement aux lignes de coordonnées e 1
, e 2 et e 3

• En appelant g17 g2 et g3 ces vecteurs 

respectivement, nous avons 

Ces vecteurs gi sont appelés les vecteurs de base de l'espace tridimensionnel. 

Nous définissons un autre trièdre de vecteurs gi tels que 

i -ôi g gj- j 

11 
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Les vecteurs gi sont appelés les vecteurs de base réciproques de l'espace ou vecteurs 

de la cobase de l'espace. Puisque les vecteurs gi sont tangents aux lignes de coordonnées ek, 

l'équation (1.6) entraîne que les vecteurs gi sont orthogonaux aux vecteurs de base gi de 

l'espace. 

Le trièdre gi peut être exprimé comme combinaison linéaire du trièdre gi et vice 

versa. Nous définissons les coefficients gij et gij tels 

(1.7) 

(1.8) 

A partir de (1.6), (1.7) et (1.8), on en déduit que 

(1.9) 

(1.10) 

ùn - ~i g gmj - uj (1.11) 

Les coefficients gij et gij sont le tenseur métrique et son inverse respectivement. 

La dérivée première de R est donc dR= R,i dei= gideï. Cette dérivée permet de 

donner la différentielle donnant l'élément de surface ds 

(1.12) 

L'équation (1.12) est appelée la première forme fondamentale surfacique. 

1.2.2. Dérivées des vecteurs de base de l'espace 

En utilisant la définition (1.5) 

(1.13) 

Lorsque les dérivées sont continues, alors 

(1.14) 
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Le vecteur gi,j peut être exprimé comme combinaison linéaire des vecteurs de base 

(1.15a,b) 

où les coefficients sont définis par 

r k k 
ij = g .gÏ'j (1.16a,b) 

Les coefficients ri.ik et ri~ sont les symboles de Christoffel de première et de seconde 

espèces respectivement. 

En utilisant les expressions (1.14) et (1.16a,b), on déduit que les symboles sont 

symétriques pour les deux premiers indices inférieurs 

et 

A partir de (1.10), (1.14) et (1.16), on déduit que 

Et à partir de (1.7), (1.8) et (1.16a,b), il en suit que 

r it_ klr ij-g ijl 

En dérivant (1.6) et en utilisant (1.19a), on aboutit à 

t ,k .gj = gi.gj,k = -r~ 

13 

(1.17a,b) 

(1.18) 

(1.19a,b) 

(1.20a) 

(1.20b) 

(1.20c) 
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1.2.3. Vecteurs dans l'espace 

Tout vecteur de l'espace R 3, peut être exprimé comme une combinaison linéaire des 

vecteurs de base gi ou gi. Ainsi, un vecteur V peut être écrit sous deux formes alternatives 

V - yi - '' i - & - yig (1.21) 

En utilisant les relations (1.6), (1.7) et (1.8), on déduit les composantes alternatives 

(1.22a,b) 

(1.23a,b) 

Les composantes Vi et Vi sont appelées les composantes contravariantes et 

covariantes respectivement du vecteur V. 

La dérivée partielle du vecteur arbitraire V s'écrit sous la forme alternative suivante 

En utilisant (1.15b) et (1.20c), on déduit 

V,i=(Vj,i+V~crJ)gj =Vjjigj 

= ( vj,i -vit rif )gj = vj 1 i gj 

(1.24a) 

(1.24b) 

(1.25a,b) 

(1.26a,b) 

Les équations (1.25b) et (1.26b) servent à définir respectivement les dérivées 

covariantes des composantes contravariantes Vi et covariantes Vi du vecteur V. 

Remarques 

1) La dérivée covariante V j ji (ou Vj 1;) joue le même rôle que, celui joué par la 

dérivée partielle vj,i dans le système de coordonnées cartésiennes. 

2) Le vecteur de base de l'espace gi (ou gi) joue le même rôle que, celui joué par le 

vecteur unitaire î Jt dans le système de coordonnées cartésiennes. 

3) Le tenseur métrique giJ (ou gij) se réduit au symbole de Kronecker ôij dans le 

système de coordonnées cartésiennes. 
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1 1 1 

1.3. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE POUR UNE SURFACE 

1.3.1. Vecteurs de base et tenseurs métriques d'une surface 

Considérons la surface n ( 83 = 0) (Fig. 1.1). Le vecteur position d'un point P sur 

cette surface n est donné par 

(1.27) 

Ainsi l'équation 83 = 0 détermine r = r( 81 ,82 
). 

Soit 83 la distance le long de la normale à cette surface de référence n et soit â3 le 

vecteur normal unitaire à n au point P. Le vecteur position d'un point quelconque Q qui se 

trouve sur une surface parallèle à n ( 83 :1:: 0) est défini par 

(1.28) 

Notons que les ea(a. = 1,2) sont des coordonnées curvilignes arbitraires de la 

surface n tandis que 83 est la coordonnée qui donne la distance le long de la normale à n . 

Les vecteurs de base de l'espace donnés par (1.5) peuvent s'écrire sous la forme 

(1.29) 

(1.30) 

Considérons les vecteurs tangents à la surface de référence n défmis par 

(1.31) 

D'après (1.13), (1.29) et (1.31), nous déduisons les relations suivantes entre les 

vecteurs de base de l'espace et ceux de la surface de référence n 

(1.32) 

L'identification de (1.29) avec (1.32) nous donne 

(1.33) 
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Comme pour (1.6), nous définissons le vecteur de base ai normal à la surface n par 

(1.34) 

(1.35) 

Lorsque la distance 8 3 le long de la normale à la surface de référence n est nulle, 

alors 

3 3 A a = g = a 3 (1.36) 

ReiiUlrque 

A chaque point de la surface de référence Q, nous avons deux trièdres de base ai et 

ai, où ao: et a« sont tangents à cette surface Q et a3 = a3 = â 3 est sa normale unitaire. ao: 

sont tangents aux lignes de coordonnées eo: et a ex est normal à ces lignes de coordonnées. 

Les vecteurs a« peuvent être exprimés comme combinaison linéaire de ao: et vice 

versa 

(1.37) 

Nous constatons que les coefficients a ail et a ail sont les composantes des tenseurs 

métriques contravariants et covariants respectivement de la surface de référence 0. Ces 

relations linéaires sont semblables aux relations (1.7) et (1.8). 

Nous avons aussi les relations suivantes entre composantes des tenseurs métriques de 

l'espace et d'une surface 

(1.38a,b) 

A partir des équations (1.35) et (1.37) nous déduisons que 

(1.39a,b) 

et que 

(1.40) 

16 
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Soit la notation 

(1.41) 

n en suit d'après (1.39) que 

(1.42) 

et que 

(1.43) 

1.3.2. Dérivées des vecteurs de base de la surface de référence 

Comme en ( 1.16), nous déf"missons les symboles de Christoffel pour les coordonnées 

surfaciques 

(1.44a,b) 

(1.45a,b) 

Ici, les termes portant une barre signifient qu'ils sont évalués dans la surface de 

référence ( 83 = 0). Si les dérivées sont continues (la surface supposée régulière), alors il en 

suit d'après (1.33a) d'une part, et des déf"mitions (1.44a) et (1.45a) d'autre part, que 

r ., -r., 
ali - pa 

Aussi à partir de (1.38b) et (1.44b), nous déduisons que 

De la même façon que (1.35), (1.36) et (1.37), nous obtenons 

a s::a 
a .ap =up 

17 

(1.46a,b) 

(1.47) 

(1.48a,b,c) 

(1.49a,b,c) 
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A partir de (1.48a) et (1.45a), nous obtenons 

(1.50) 

Nous déduisons à partir de (1.48b,c) et des définitions (1.44a) et (1.45a) que 

(1.51a,b) 

Les composantes des dérivées aa,p sont telles que 

(1.52a,b) 

(1.53a,b) 

Les composantes boP sont donc les mesures des dérivées des vecteurs de base 

surfaciques suivant la normale à la surface de référence. 

A partir de (1.52), (1.53) et (1.48), nous pouvons démontrer que 

( 1.54a,b,c,d) 

ba _ a ,. _ cxAb _ bÀa 
P --a .a3,p -a l.P - ap1 (1.55a,b,c) 

Les coefficients bap et bJ: constituent des composantes de tenseurs associés que nous 

appellerons tenseurs de courbure. 

A partir de (1.44a), (1.45a) et (1.52a), nous déduisons que 

(1.56a) 

(1.56b) 

A partir de ( 1.50) et de ce qui précède, nous déduisons que 

a ra y ba" a 'P = -~ p., a + P a3 (1.57) 

Les équations (1.56) et (1.57) sont les formules de Gauss pour les dérivées des 

vecteurs tangents. Notons que, les symboles f~ ou r apy sont les composantes de aa.p suivant 

les tangentes à la surface moyenne Q, tandis que b ap ou bJ: sont les composantes suivant la 

normale à n. 
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Les dérivées de la normale â 3 se déduisent à partir de (1.54) et (1.55) 

(1.58a,b) 

Les équations (1.58a) et (1.58b) sont connues sous le nom de formules de 

Weingarten. 

Retournons aux vecteurs de base de l'espace ga et utilisons (1.54b) et (1.55). Nous 

trouvons alors 

(1.59a) 

(1.59b) 

En utilisant les relations (1.29), (1.33), (1.54) et (1.58) et à cause de la symétrie des 

composantes du tenseur de courbure b ~, nous obtenons les composantes ga!J sous la forme 

(1.60a) 

A partir de (1.33b,c), (1.49) et (1.59a), nous obtenons 

ga3 = 0; (1.60b,c) 

On appelle courbure principale de la surface de référence 0, l'invariant défini par 

et on appelle courbure de Gauss de Q, l'invariant défini par 

K _jbcra l_ b1b2 _ b1 b2 
- - 1 2 2 1 

a 

La deuxième forme fondamentale de la surface !l est donnée par 

A partir de (1.56), (1.57) et (1.58), nous définissons le produit scalaire 

dâ3 .dâ3 = ba~Jb~dead61 

qui est appelé la troisième forme fondamentale de la surface n . 
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1.4. THÉORIE DES COQUES 

Soit la surface Q définie sur la figure (1.1), appelée surface de référence. Désignons 

parr, le vecteur position d'un point quelconque den, repéré par rapport à l'origine du repère 

cartésien O. Les coordonnées curvilignes sur Q sont notées 61 et 62
• Ainsi, nous pouvons 

écrire 

(1.64) 

Quel que soit le point de n, nous construisons le vecteur normal â 3 et nous 

désignons par 63
, la distance du point de Q le long de â 3 • Donc 63 = 0 détermine la surface 

n. Nous limitons notre étude au cas où 

(1.65) 

avec h = h(61 ,62
) est en général une fonction de 61 et 62

• 

Fig. l.2:Cinématique des Coques 

Dans cette étude, nous supposons que l'épaisseur h de la coque est constante bien 

qu'en général, ces résultats restent valables pour h variable. Deux surfaces supplémentaires 

sont défmies par 63 = ± ~ . Ces surfaces sont prises comme limitant le corps B, qui contient la 

surface n. 
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Le corps B est appelé une coque; les surfaces limites de B sont appelées surface 

iriférieure (9 3 = - h) et surface supérieure (93 = h) de la coque. La surface n est appelée 
2 2 

la surface moyenne et h est appelé l'épaisseur de coque. Nous supposons que, la surface 

moyenne n et les deux surfaces inférieure et supérieure de la coque sont des surfaces 

continues sans singularités. 

Le vecteur position d'un point de la coque peut être alors défini par ( Fig. 1.2) 

(1.66) 

Nous pouvons maintenant définir certaines relations importantes entre des quantités 

définies dans la coque B et les quantités sur la surface moyenne n. A partir des relations 

(1.56), (1.57) et (1.58) et en utilisant (1.66), nous déduisons que les relations entre les 

vecteurs covariants de base de l'espace ( corps B), et ceux de la surface moyenne n sont 

données par 

(1.67a,b,c) 

(1.68a,b) 

où 

(1.69a,b,c) 

Les composantes du tenseur métrique du corps B sont alors données en fonction des 

composantes de celui de n par 

(1.70a,b) 

(1.7la,b) 

(1.72a,b) 
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CHAPITRE2 

COMPORTEMENT GÉOMÉTRIQUEMENT 

NON liNÉAIRE DES COQUES 

2.1. INTRODUCTION 

Dans cette partie, nous développons la théorie des coques géométriquement non 

linéaire. Après avoir exprimé les composantes du tenseur de déformation de Green-Lagrange 

en fonction des composantes du déplacement, nous utilisons le principe des travaux virtuels 

pour obtenir le champ des équations de mouvement : équations d'équilibre et conditions aux 

limites ( LffiRESCU [53] et SCHMIDT & REDDY [79] ). 

2.2. GÉOMÉTRIE DES COQUES 

V : est le volume de la coque considérée 

s : est la surface de la coque, somme de la surface supérieure s+ ( 9 3 = h 1 2) et de la surface 

inférieures- ( 93 = -h 12) 

A : est la surface latérale de la coque 

n :est la surface moyenne ( 93 = 0) de la coque 

r :est la courbe limite den, résultant de l'intersection den et de A 

h : est l'épaisseur de la coque 

As : est une partie de A où les vecteurs de contrainte sont prescrits 

rs : est une partie de r où les vecteurs de contrainte sont prescrits 

na. : sont les composantes de la normale unitaire extérieure à A 

v a. : sont les composantes de la normale unitaire extérieure à r 

ei :sont les composantes curvilignes d'un point de la coque 
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Fi . 2.1 : Giomltrle de la C ue 

2.3. RELATIONS DÉFORMATIONS- DÉPLACEMENTS 

Un vecteur quelconque v de l'espace peut être écrit par rapport aux bases spatiales 

covariantes ou contravariantes 

avec 

avec 

Soit, si on se repère par rapport aux vecteurs de base surfaciques de n 
v= vaaa + v3

â3 

v = v3 = v (91 92 93
). 

3 3 ' ' ' 
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On peut démontrer les relations suivantes entre les composantes dans l'espace et 

celles dans le plan 

va = J.t!vfl (2.5a,b,c) 

où J.t! et (J.t-1 )fl sont respectivement le tenseur de changement de courbure et son inverse. 
a 

Les composantes du tenseur de déformation de Green-Lagrange dans l'espace 

tridimensionnel sont définies en fonction des dérivées des composantes du vecteur de 

déplacement v par 

(2.6) 

où (.)Il i désigne la dérivée covariante dans l'espace par rapport à ei. 

Les dérivées des composantes par rapport à la base spatiale et celles par rapport à la 

base de la surface moyenne sont reliées par les relations suivantes ( LIBRESCU [53] ) 

vallfl =J.1~(vrlfl-brflv3) (2.7) 

yallfl =(J.1-
1
);(vrlfl-b1v3) (2.8) 

Vall3 = J.l~ V i'·3 (2.9) 

yall3 = (J.l-1 
); yi' •3 (2.10) 

V
3
lla = V3lla = v3,a + ba.Â v" (2.11) 

Y3ll3 = V
3

113 = V3.3 = V
3

,3 (2.12) 

où 01 a désigne la dérivée covariante dans la surface moyenne par rapport à ea. 

La première grande hypothèse de cette théorie est basée sur le fait que nous 

développons en séries de Taylor les composantes du déplacement jusqu'à l'ordre 1 pour les 

composantes membranaires et jusqu'à l'ordre 0 pour la composante suivant la normale à la 

surface moyenne ( SCHMIDT & RED DY [79] ). Ceci est justifié par le fait que la dimension 

suivant la normale est petite par rapport aux deux autres. Nous écrivons donc que 
(0) 3 (1) 

v a =v a+ e v a+ .. 
(0) 

V3=V3+ •• 
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En utilisant les relations (2.7)-(2.12), les composantes de tenseur de déformation 

(2.6) peuvent alors s'écrire 

(i) 

où E mn sont données par 

(0) 3 (!) 

E a3 = E a3 + 8 E a3 

(0) 

E33 = E33 

1 [ À ( (0) Il (0) ) À ( (O) Il (O) )] (!) ( 3 ) 
+ 2 ba v 3,(3 + b f3 v Il + b f3 v 3,a + ba v Il v À + 0 e 

(0) 1 ((0) À (0) (!) ) 1 (!)À ((0) 1 (0) ) ( 3) 
E a3 = 

2 
v 3,a +ba v À+ v a + 

2 
v v À a - bÂ<X v 3 + 0 8 

<1> 1 (!)À <1> 1 (e3) E =-v v +0 a3 2 À a 

(0) - ..!.. (!)À (!) ( 3 ) 
E 33 -

2 
v v À + o e 

2.4. EQUATIONS DE MOUVEMENT 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

Les équations de mouvement sont déduites à partir de l'utilisation du principe des 

travaux virtuels ( V ALID [95] ). 
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2.4.1. Efforts internes 

La variation du travail des efforts intérieurs est donnée par 

-ôW; = J SiiôE;idY 
v 

Sii :sont les composantes du second tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff 

E;i : sont les composantes du tenseur de déformation. 

Si on utilise les relations (2.14)-(2.16), on aboutit à 

(2.23) 

(2.24) 

A partir des relations (2.17)-(2.22) et à cause de la symétrie des composantes Sii 

nous pouvons écrire que 

J (0) ap _ J[ ap (0) 1 ap (0) ap ((0) À (0) )( (0) y (0) )] 
V Ô E ap S dY- V S Ô V a p- bapS Ô V 3 + S V 3,a +ba V À Ô V 3,p + b 13ô V y dY 

[(

(0) Â. (0) ) ajJ JI (0) ajJ ((0) Â. (0) ) (0) } 
- V 3,a +ba V Â. S p Ô V 3 + b~S V 3,a +ba V Â. Ô V y dY 

L'élément de volume est défini en fonction de l'élément de surface par la relation 

(2.25) 

L'élément de surface supérieure ou inférieure peut s'écrire sous la forme 

(2.26) 
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Sur la surface latérale A, on peut écrire que 

(2.27) 

où 

(2.28) 

En utilisant les relations (2.25)-(2.28), le théorème de la divergence et l'intégration 

par parties, nous obtenons 

[(
(0) "' (0) ) a.l3 JI (0) y ((0) "' (0) ) a.l3 (0) } + v 3,a. +ba. v"' S 

13 
ô v 3- b 13 v 3,a. +ba. v"' S ô v y dY 

-J{ (0) a.l3 (0) ((0) Â. (0) ) a.l3 } J { (0) a.ll 1 (0) a.ll 
- r Ô V a. L(O) +Ô V 3 V 3,a. +ba. V Â. L(O) V 11dr- O Ô V a. L(O) Il+ ba.IIÔ V 3 L(O) 

(0) [((0) "' (0) ) a.ll JI y (0) ((0) "' (0) ) a.p } +Ô V 3 V 3,a. +ba. V Â. L(O) l3 -b13ô V y V 3,a. +ba. V Â. L(O) dQ 

De la même manière, nous obtenons 

28 



Chapitre 2 -Comportement Géométriquement Non Linéaire des Coques 

r (O) a3 r{ (O) (ll a3 (O) a3 } r{ (O) À. a3 
~ 2ô Ea3 s dV = t ô v À. v r.;(O) +ô v 3 r..:(O) vadr + ~ ô v À. baL(O) 

J (O) 33 J (l) (li 33 
ô E 33 s dV = ô v À. v L(O)d!l 

v Q 

où 

h/2 

qn> = J J.tSij ( 83 r d83, n=O,l 
-h/2 

(2.29) 

Les Li~n) sont les représentants du vecteur de contrainte intégrés sur l'épaisseur de la 

coque. 

2.4.2. Efforts externes 

Les efforts externes sont donnés par les efforts de volume, d'inertie, de surface et de 

pression. La variation du travail externe nous donne 

ôWe = J p( fi -Vi )ôVidV + J SiôVidA + J PiôVidS (2.30) 
v ~ s 

où 

p : est la masse volumique du matériau 

fÎ : sont les composantes du vecteur force de volume 

Vi :sont les composantes de l'accélération d'un point matériel de la coque 

§i :sont les composantes prescrites du vecteur de contrainte sur une partie As de A 

pi : sont les composantes de pression agissant sur la surface S = S + + S-

Nous détaillons l'écriture des différents termes intervenant dans l'équation (2.30) 
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Efforts volumiques 

où 

h/2 

F<in> = J p!J.fi ( 8 3 r d83
, n=O,l (2.31) 

-h/2 

Les F<~> sont les représentants des efforts volumiques intégrés sur l'épaisseur h de 

la coque 

Efforts d'inertie 

où 

h/2 

l<n> = J pJ.t( 8 3 t d8
3

, n=0,1,2 (2.32) 
-h/2 

Les I(n) sont les représentants des efforts d'inertie intégrés sur l'épaisseur de la coque 

Efforts de surface 

où les tij sont les composantes du premier tenseur de Piola-Kirchhoff. 

Efforts de pression 

J . J{ (0) (0) 3 (!) } 
P

1

8VidS = 8 v a P~> +8 v 3 P<o> +8 v a. P<~> dQ 
s 0 

où 
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. [ ( 3 )n . ]h/2 P<'n> = J.1 9 P' , n=O,l 
-h/2 

(2.33) 

Les P<~> sont les représentants des efforts de pression moyennés sur l'épaisseur de la 

coque. 

2.4.3. Equations d'équilibre et conditions aux limites 

L'équation variationnel correspondant au principe des travaux virtuels est donnée par 

ôW=ô\\j +ôWe =0 (2.34) 

où 8Wi et 8We sont donnés respectivement par (2.24) et (2.30). 

Dû au fait que les variations 8v i sont arbitraires, leurs coefficients dans l'intégrale 

précédente doivent varier indépendamment. Ainsi on établit les équations d'équilibre et les 

conditions aux limites suivantes 

Equations d'équilibre 

(2.35) 

~ (1) ·[T afl baL"-fl <1& T fl3 J a [((O) y (O) ) "-fl y (
1) "-fl J a3 UV a • L(l) - Â. (2) +V L(1) fl - bfl V 3,Â. + bÂ. V 'Y L(1) + bÂ. V 'Y L(2) - L(O) 

(2.37) 
afl ( (O) 1 (O) ) Â.3 (1& 1 Â.3 <1& 33 .(OJ .Ç1& a a 

-a v fl "' - bfl"' v 3 L<o> -v "'L(l> -v L<o> = v 1<1> +v 1<2> - P<1> - F<o 
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Conditions aux limites 
h/2 

~ {0) ·[ a.p ba.LÂJl {l& Lf33 ] - I "a.p d93 u v a. • L{O) - Â {1) +v {0) v f3 - J,.lt v f3 
-h/2 

(2.38) 

(2.39) 

h/2 

~ {1) ·[ a.p ba.LÂ13 {1& Lp3 J - I "a.p 9 3d93 
uv a.. Lo>- Â <2> +v <1> v13 - J,.lt v13 

-h/2 

(2.40) 

Nous obtenons ainsi cinq équations d'équilibre données par (2.35)-(2.37) et cinq 

conditions aux limites données (2.38)-(2.40) sous forme incrémentale que nous utiliserons par 

la suite dans le programme de calcul numérique. 
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CHAPITRE3 

LOIS DE COMPORTEMENT 

3.I. PREMIER ET SECOND PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE 

3.I.I. Premier principe 

Le premier principe de la thermodynamique (ou principe de conservation) se formule 

ainsi : à chaque instant, la dérivée matérielle de l'énergie mécanique ~ d'un système S 

occupant un volume noté V, est la somme de la puissance des efforts extérieurs P e exercés sur 

le système et de la chaleur Q reçue par le système 

(3.1) 

Nous supposons que les efforts extérieurs sont donnés d'une part par les efforts 

volumiques f représentant l'action des systèmes extérieurs, et d'autre part par les efforts 

surfaciques T définies sur la frontière de V 

Pe = ff.udV + fT.udA 
~ av 

(3.2) 

où u est la vitesse d'une particule du système S. 

L'énergie~ est la somme de l'énergie cinétique et de l'énergie interne 

~ = [p{e +tu.u)dV (3.3) 

où p est la masse volumique supposée constante et e est l'énergie interne spécifique. 

Par analogie avec les hypothèses faites pour les efforts extérieurs, nous supposons 

que la chaleur reçue par un système, est due à des effets de contact à travers la frontière - c'est 

la chaleur reçue par conduction - et éventuellement due aussi à des actions à distance. Nous 

posons alors 
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Q = fqdA + J rdV (3.4) 
av v 

où q est une densité surfacique de taux de chaleur reçue et traduit les échanges à travers av' 
et r est une densité volumique défmissant un taux de chaleur fournie à V par des systèmes 

extérieurs. 

Le premier principe donné par l'équation (3.1) peut donc s'écrire sous la forme 

indicielle 

:t J p(e+-tuiui)dV = J (fiui + r)dV + fcrui + q)dA 
v v av 

La loi de mouvement est donnée par l'équation suivante 

..d.. r1;pu.udV + rs:~V = rr.udV + fT.udA 
dt~ ~ ôt ~ ôV 

où S est le second tenseur de Piola-Kirchhoff. 

Soit sous forme indicielle 

_! J -!PuiuidV + J Sij:ËijdV = J ëuidV + fTiuidA 
~v v v ~ 

En retranchant (3. 7) de (3.5), nous obtenons l'équation suivante 

!lpedV -~Sij:ËijdV = ~ rdV + fqdV 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

En effectuant la dérivée par rapport au temps de la première intégrale et en 

transformant l'intégrale de surface en intégrale de volume par l'intermédiaire du théorème de 

la divergence nous obtenons 

(3.9) 

Ce qui permet d'écrire que 

pë = sij :Ëij + r- divq (3.10) 

qui traduit localement la conservation de l'énergie. 
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3.1.2. Second principe 

L'idée, pour introduire le second principe de la thermodynamique, est de poser 

comme inégalité fondamentale celle qui généralisera en mécanique des milieux continus 

l'inégalité bien connue en thermostatique ( GERMAIN [26] ) 

(3.11) 

liant l'accroissement élémentaire d'entropie spécifique ~ et la quantité élémentaire de chaleur 

reçue par un système homogène à la température T. 

L'inégalité fondamentale exprime qu'à tout instant t et pour toute partie V du système 

(seconde loi de la thermodynamique ou principe d'entropie sous forme d'inégalité de 

Clausius-Duhem), nous avons 

~ r 4Jdv ~ r ~v- " <i . ndA 
dt~ ~T JvT 

(3.12) 

où ~ est l'entropie par unité de masse, T est la température absolue. 

Par l'utilisation du théorème de la divergence, nous transformons l'intégrale de 

surface en intégrale de volume et nous obtenons sous l'intégrale 

avec 

. r . (q) p~- T + div T ~ 0 

ou encore comme T est positive 

pT~-r+divq + g.q ~ 0 

gradT 
g= 

T 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

Il y a parfois intérêt à exprimer cette inégalité sous une forme qui ne fasse pas 

intervenir la quantité r. Il suffit pour cela d'éliminer celui-ci, grâce à l'équation (3.10). Nous 

obtenons alors 
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(3.16) 

ou encore 

sij :Ëij- p('Ï' + ~t) + g.q ~ o (3.17) 

avec 

'P=e-T.h (3.18) 

est l'énergie libre par unité de masse. Cette énergie libre dépend des composantes de la 

déformation Eij et de la température absolue T 

'l'= 'I'(Eij, T) 

Ainsi, la dérivée de l'énergie libre par rapport au temps donne 

'Ï' = d'l' :Ë .. +d'l' t 
dE.. IJ dT 

IJ 

En substituant cette égalité dans (3.17), nous obtenons 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

Si Éij et t sont arbitraires et indépendantes des expressions entre parenthèses qui les 

précèdent, nous obtenons les relations constitutives suivantes 

sij = P d'l' 
dEij 

(3.22) 

et 

~=_d'l' 
dT 

(3.23) 

37 



Chapitre 3 • Lois de Comportement 

3.2. MODELE DE L'ENDOMMAGEMENT 

Sous certaines conditions, des défauts microscopiques et des microfissures se 

produisent et grandissent dans les matériaux solides. Ils ont pour effet de réduire la vie des 

structures mécaniques. Cette détérioration des propriétés mécaniques du matériau est appelée 

endommagement. 

3.2.1. Schéma cinématique 

On considère un élément de volume local qu'on note VL avec sa surface externe 

désignée parS, arbitrairement choisie (Fig. 3.1). Dans l'élément de volume VL, extrait d'un 

corps B, vu du point de vue microscopique, de nouvelles surfaces notées S2, font leur 

apparition (ALLEN et al. [11] ). Les dimensions de VL sont choisies suffisamment petites 

comparées à celles du corps B, de telle sorte qu'elles garantissent macroscopiquement 

l'homogénéité du matériau. Ainsi l'élément de volume V L satisfait à l'hypothèse de l'état local. 

Celle-ci peut s'énoncer selon GERMAIN [26], comme suit : "à tout instant t fixé, on peut 

attacher à toute particule (n+l) paramètres notés Xo· x1, .. ,x
11

, tels que l'énergie interne 

spécifique e, l'entropie spécifique .J,la température absolue T (et plus généralement toutes les 

grandeurs continues) de cette particule à l'instant t, soient données en fonction de Xo· X1, •• ,x" 
par les mimes expressions valables en thermostatique". 

En d'autres termes : "à toute particule à un instant t fixé, on peut associer un état 

d'équilibre d'un système thermostatique défini par Xo. x1, .. ,x
11

, décrivant une propriété 

thermostatique du système associé, et définissant également à l'instant t la propriété 

thermodynamique co"espondante du milieu en mouvement". 

Si on considère le mouvement de l'élément local de volume V L• dans le cas où les 

efforts et les déplacements sont appliqués uniformément sur le bord extérieur de V L• les 

contraintes moyennes et les déplacements moyens dans V L seront déterminés à partir des 

efforts et des déplacements sur le bord extérieur de VL. 

Bien que le processus d'endommagement entraîne la conversion de l'énergie de 

déformation en énergie de surface, le fait que l'endommagement soit reflété dans les 

équations constitutives plutôt que dans les conditions aux limites, suggère qu'il est traité dans 
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l'ensemble de l'énergie dissipative des variables internes lesquelles ne sont pas discernables 

sur le bord extérieur de l'élément de volume local. 

Sous les hypothèses décrites précédemment, on peut décrire le système grâce à 

l'énergie libre spécifique par unité de masse (ou de volume) laquelle dépend de la partie 

élastique des composantes de la déformation Eij et de la température absolue T 

'P = 'P(Eij• T) =e-Th (3.24) 

Il est aisé de dégager la signification physique de l'état local ( GERMAIN [26] ) : 

"elle implique en quelque sorte que, bien que le système soit en mouvement, chaque particule 

peut être considérée comme approximativement en équilibre du point de vue 

thermodynamique. Autrement dit, les temps de réponse permettant au système thermostatique 

(que constitue la particule légèrement perturbée par le mouvement) de retrouver un nouvel 

état d'équilibre thermostatique sont supposés négligeables par rapport aux durées qui 

caractérisent l'évolution cinématique et dynamique du milieu". Cet énoncé très schématique a 

toutes les chances d'être mis en défaut si l'évolution globale du système en mouvement est 

trop rapide. Par conséquent sa validité devra être appréciée et critiquée selon la nature des 

mouvements considérés. Mais les conséquences que l'on peut en déduire semblent, dans les 

situations les plus courantes envisagées en mécanique des milieux continus, raisonnablement 

en accord avec l'expérience. 

Fig. 3.1 :Vue Microscopique 

Si nous regardons microscopiquement l'élément de volume V L• nous constatons 

l'existence de quelques microfissures ( vides, pores, etc .. ). Nous prenons par exemple, l'une 

de ces microfissures. Nous notons vc le vecteur qui a pour mesure la distance relative de 

l'une des faces de la microfissure par rapport à l'autre. Nous notons aussi ne la normale 
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extérieure à l'une ou l'autre des faces. Du fait que ve et ne décrivent la cinématique du 

processus d'endommagement, nous construisons un tenseur du second ordre évaluant une 

variable de l'état interne au niveau local 

(3.25) 

Les v~ et nj sont respectivement les composantes de vcet ne. 

Notre nouvelle variable de l'état interne est bien représentative de la microfissure. 

Nous contrôlons la largeur de cette dernière grâce à son ouverture représentée par vc et à 

grâce sa direction de propagation donnée la normale ne. Cette description fut proposée pour 

la première fois par KA CHANOY vers 1958. 

Pour notre cas, nous ne considérerons que l'endommagement dû au délaminage. Les 

effets de celui-ci seront pris en compte à travers des quantités moyennes locales. Des efforts 

T~ fictifs équivalents sont appliqués le long de faces de couches (Fig. 3.2). Une énergie due à 

l'application de ces efforts fictifs est alors définie par 

c- 1 },Ti cds e ---y:- .t.;.vi 
L 2 

(3.26) 

En substituant l'équation (3.25) dans (3.26) et en utilisant la formule de Cauchy 

(T~ = ~np , nous obtenons 

ec = --1-Jcrija .. dS V, C IJ 

L 2 

(3.27) 

où les ~ sont les composantes d'un pseudo-vecteur de contrainte dû au délaminage. 

3.2.2. Contraintes thermodynamiques 

D'après la relation (3.22), la contrainte est une dérivée de l'énergie libre, qui est elle

même, dépendante de la déformation E et de la température T. En utilisant la relation (3.27), 

nous déduisons que notre nouvelle énergie interne ( dû au délaminage ) est une fonction des 

mêmes variables dont dépend cr~ c'est à dire Eij• T, et, de la nouvelle variable de l'état 

interne aw Signalons que cette nouvelle énergie de l'état interne ec n'a de sens qu'en présence 

de la nouvelle variable a ij. Ainsi, nous pouvons écrire que 

(3.28) 

40 



Chapitre 3 - Lois de Comportement 

Notre intention maintenant, est de construire localement, un champ d'équations qui 

soient similaires dans la forme au champ d'équations de la thermodynamique. 

L'application de la formule de la moyenne nous permet d'obtenir l'énergie interne 

donnée par (3.27) due au délaminage. Une modification de l'équation (3.24), permettant 

d'inclure l'énergie de conversion due aux différents phénomènes d'endommagement, est 

nécessaire. On considère l'élément de volume local V L avec les porosités dues à 

l'endommagement. L'intérieur de V L est supposé comme étant entièrement composé d'un 

matériau élastique délaminé. Si la structure dont on est extrait cet élément de volume local V L 

est endommagée, on définit notre nouvelle énergie libre totale comme suit 

(3.29) 

où ed est appelée l'énergie interne locale effective. Elle est donnée par 

(3.30) 

avec e représentant l'énergie interne du corps équivalent non endommagé et ec représentant 

l'énergie interne due à l'endommagement (ici le délaminage), qui est donnée par les relations 

(3.27) et (3.28). 

Nous développons l'énergie libre 'Pd en séries de puissance autour de l'état initial 

(E;j =0, T=T0 ,a;j =0) 

(3.31) 
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Si la déformation est suffisamment lente, le changement de température dans la 

structure sera considéré comme négligeable, alors le processus est isothermique ( T = T0 ). A 

l'état initial, l'énergie libre est absente (absence de déformation : qtd = 'Pd 1 0 = 0). Donc 

l'équation (3.31) devient 

(3.32) 

Les conditions imposées par les deux premiers principes de la thermodynamique par 

le biais de la relation (3.22) nous conduisent à 

.. [é)'Pd é)2'1'd é)2'Pd ] 
SJ = P -- + Ekl + akl 

é)E.. é)E .. é)EL, oE..é)aL, 
lJo lJ .. o lJ .. o 

(3.33) 

Dans le cas ici où nous faisons l'hypothèse que les contraintes sont absentes à l'état 

initial (état non chargé : absence de contraintes résiduelles ( V ALID [95] ) : ô'l'd = 0), 
OE .. 

lJ 0 

l'équation (3.33) devient alors 

.. [ é)2qtd é)2qtd ] 
SJ = p Ekl + akl 

àE .. àEkl àE .. àakl 
lJ 0 lJ 0 

(3.34) 

Si les déformations sont assez petites, le comportement du matériau élastique sous 

conditions isothermiques, peut être approximé par une relation linéaire entre les composantes 

de contrainte et celles de la déformation 

(3.35) 

où Cijki sont les composantes du tenseur d'élasticité. 
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En élasticité linéaire, nous avons la relation donnant les composantes du tenseur 

d'élasticité 

(3.36) 

Pour notre modèle, nous définissons un tenseur d'endommagement dont les 

composantes sont définies par 

(3.37) 

ALLEN et al. [6] ont démontré, en utilisant les conditions d'orthotropie, que les 

composantes du tenseur d'endommagement sont égales au signe près à celles du tenseur 

d'élasticité 

(3.38) 

Ce qui implique que 

(3.39) 

On voit d'après la relation précédente que dans le cas où il y a absence 

d'endommagement ( aij = 0), on retrouve la relation linéaire classique de l'élasticité en trois 

dimensions entre les composantes du second tenseur de Piola-Kirchhoff et celles de la 

déformation. 

3.2.3 Lois constitutives pour les structures laminées 

3.2.3.1. Loi d'évolution de l'endommagement 

Notre modèle d'endommagement ne sera complet, que si on construit sa loi 

d'évolution. 

Soient, dans une surface locale qu'on note AL, les composantes de la variable de 

l'état interne donnée par (3.25), approximées par leur valeur moyenne 
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a .. = --1
- Jv~n~dS 

•1 A • 1 
L S:z 

(3.40) 

Fig. 3.2 : Couches Dé/aminées 

Pour le cas des structures laminées, nous supposerons que l'endommagement est 

causé seulement par le délaminage des couches adjacentes. Les efforts étant appliqués 

perpendiculairement à la surface du laminé, donc la normale à la surface S2 est portée par î3 • 

Ainsi, on peut écrire que 

(3.41a) 

(3.41b) 

où âi sont les vecteurs orthonormés suivant les vecteurs de base surfaciques. 

Donc seules les composantes ai3 sont différentes de zéro, toutes les autres sont 

nulles. 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 
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L'étape suivante consiste à intégrer ces équations à travers la surface délaminée. 

Nous utiliserons ici une loi approximative de O'BRIEN donnée par ALLEN et al. [8]. Cette 

loi a été déterminée expérimentalement sous la forme 

d 

F. 1-.l"" h· 
1 h~ J 

aai3 - n x j=l (~s ) àEi3 - -2---"--=c=u,.,.,:i3'----"-

où 

Ei3 : composantes de la déformation 

n : nombre total de couches dans le laminé 

F i : module d'Young suivant la direction xi 
x 

h : épaisseur totale du laminé 

hj :hauteur de l'écartement entre deux couches consécutives délaminées 

d : nombre total de délaminages 

C11i3 
: composantes du tenseur d'élasticité 

S 2 : surface totale dé laminée 

S : surface totale de contact entre les couches dans le laminé 

(3.45) 

Nous avons choisi cette loi de O'BRIEN car, nous avons remarqué qu'elle tient 

compte de suffisamment de paramètres physiques tels les surfaces, le nombre de couches 

etc .. , pour qu'elle soit la plus proche de la réalité. 

Nous poserons alors 
d 

p. 1-.l""h· 
1 h ~ J 

k = -~_x --"--=c=u""'ii;,_·=l--<-( ~) (3.46) 

Donc nous pouvons écrire 

(3.47) 

Par exemple, nous donnons deux valeurs de k selon Allen et al. 

0. 0 ~ k ~ 0. 6613 pour [or 1 90.] en verre/epoxyde 

0. 0 ~ k ~ 0. 6664 pour [or 1 90s] en graphite/epoxyde 
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3.2.3.2. Matrice constitutive du laminé 

Nous limiterons notre étude aux matériaux laminés orthotropes. L'équation (2.29) 

s'écrit 
h/2 

Li~n> = J J.!Sij ( 93 r d93
, n=0,1 (3.48) 

-h/2 

où Sii est donnée par la relation (3.39). Cette relation (3.39) écrite en bidimensionnelle 

devient 

(3.49) 

(3.50)) 

(3.51) 

Par la suite, nous utiliserons la notation de Voigt pour les composantes du tenseur 

d'élasticité permettant une écriture matricielle pour un tenseur du quatrième ordre 

11=====>1; 22=====>2; 33=====>3; 23=====>4; 13=====>5; 12=====>6. 

Maintenant, nous allons intégrer l'équation constitutive (3.48), en utilisant le 

développement en séries de puissance des composantes de la déformation c'est-à-dire les 

équations (2.14)-(2.16). 

La relation entre les composantes du vecteur contrainte et les composantes de la 

déformation s'écrit alors après certaines manipulations algébriques sous la forme 

(3.52) 

où 
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[R0 ]= 

(R2]= 

Lll 
(0) 

L~> 
L l2 

(0) 

L33 
(0) 

Ru 
(0) 

Rt2 
(0) 

Rt6 
(0) 

Rt3 
(0) 

Ru 
(2) 

Rt2 (2) 
Rt6 (2) 
Rt3 (2) 

Rt2 
(0) 

R~> 
R~> 
R~> 

Rt2 (2) 

R~> 
R~> 
R~> 

[R
u Rt2 
(3) (3) 

(R3] = Rg> R~> 
R t6 R26 

(3) (3) 

Rt6 
(0) 

Rt3 
(0) 

R~> R~> 
R~> R~> 
R36 

(0) 
R33 

(0) 

Rt6 (2) 

R~> 
R~> 
R36 

(2) 

h/2 

Ru (1) 
Rt2 

(RI]= 
(1) 

Rt6 
(1) 

Rt3 (1) 

(2) 

[R2)= R~> ru 
Rt6 (2) 

[R
tl 
(4) 

(R4 ] = R~!> 
Rl6 

(4) 

R~D) = J JlCij ( 83 t d8
3 

-h/2 

(0) 

Eu 
(0) 

E22 
(0) 

2Et2 
(0) 

(1-k)E 33 
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!!to) R~> R4S R~ R4S (0) 

(0) (1) 2(1-k)E 23 

L13 R4S Rss R4S Rss (0) 

(0) 
= 

(0) (0) (1) (1) 2(1-k)E 13 

~) R~ R4S R~> R4S (1) 
(1) (2) 2(1- k)E 23 

L13 R4S Rss R4S Rss (1) 
(1) (1) (1) (2) (2) 2(1- k)E 13 

Jusqu'ici, nous faisons les remarques suivantes 

i) le délaminage n'affecte que les termes de cisaillement et les termes normaux de la 

déformation. 

ü) Le coefficient k dû au délaminage dépend de la surface des faces délaminées, de la surface 

de contact entre deux couches successives, du nombre total de couches et des constantes 

matérielles et physiques du matériau. 

iii) Nous avons isolé les termes plans, les termes de cisaillement et le terme normal, ce qui va 

simplifier la modélisation numérique et donner lieu à une interprétation physique plus facile. 

iv) Ces relations vont nous servir dans les équations d'équilibre et dans les conditions aux 

limites des corps laminés en forme de coques ou plaques. 

v) Le déterminant du tenseur de changement de courbure p dépend de 93
• 
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CHAPITRE4 

, , , 
FORMULATION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

4.1. INTRODUCTION 

La méthode des éléments finis est l'une des méthodes numériques utilisées pour la 

résolution de problèmes scientifiques. Depuis ces dernières années, sa technique a été assez 

bien établie, ce qui fait d'elle qu'elle soit la plus employée de nos jours. Sa popularité découle 

de son adaptation à résoudre beaucoup de problèmes numériques. Une fois qu'un programme 

est écrit en éléments finis, il peut être utilisé pour trouver la solution de différents problèmes, 

en changeant uniquement ses données. 

La méthode elle-même, consiste à remplacer les structures complexes par un 

assemblage d'éléments structuraux, reliés par un nombre fini de noeuds ou points nodaux. Si 

nous connaissons le comportement de chacun des éléments, il est possible, en utilisant 

diverses techniques connues en analyse des structures ( BA1HE & WILSON [16] ), d'en 

déduire le comportement général de la structure totale. 

Etant donné qu'ici, nous utilisons des relations non linéaires, entre les composantes 

du vecteur de déplacement et celles de la déformation, nous procéderons à une réorganisation 

en profondeur de la formulation ( PALMERIO [65] ). Nous observerons que les processus 

itératifs fondamentaux des éléments finis, demeurent inchangés. Il faut cependant, 

mentionner quelques difficultés : alors que les problèmes linéaires ont une solution unique, 

cette propriété n'est pas vérifiée pour de nombreux problèmes non linéaires. 
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4.2. PRINCIPE 

Lorsque la structure est composée d'un nombre fini d'éléments, les matrices de 

rigidité et les vecteurs de forces élémentaires, sont assemblées d'une manière convenable, et 

nous obtenons le système d'équations suivant pour la structure complète 

( K ]({y}) - { R} = 0 (4.1) 

où [ K] est la matrice de rigidité globale (après assemblage), {y} est le vecteur 

déplacement nodal et { R} est le vecteur représentant les forces dues aux charges 

extérieures, aux contraintes et déformations initiales, etc .. La barre au-dessus des termes 

signifie que, si les déplacements sont grands, les déformations dépendent des 

déplacements de façon non linéaire. 

Pour notre cas, on suppose l'absence de contraintes et de déformations initiales, bien 

que dans la réalité, il y a toujours des contraintes résiduelles et des déformations initiales (la 

notion de structure vierge est très théorique). 

Dans l'hypothèse d'un comportement élastique, on a la relation générale 

{cr}= (H]{E} (4.2) 

où (H] est une matrice d'élasticité où entrent les propriétés du matériau. 

Lorsque l'on veut traiter, des problèmes à lois de comportement non linéaires, les 

conditions de continuité des déplacements et d'équilibre doivent encore être vérifiées. Ainsi la 

seule relation à modifier est la relation (4.2) des contraintes-déformations. 

Une nouvelle loi, en général, sera donnée par la relation du type 

F( {cr },{E}) = 0 (4.3) 

Pour de nombreux problèmes réels, on ne peut pas écrire une relation du type (4.3) 

entre contraintes et déformations totales. On peut néanmoins en établir une, entre l'incrément 

de contrainte L\ {cr} et celui de la déformation L\ {E}. Dans de telles situations, on appliquera 

le processus itératif pour un incrément de charge. On constate que la définition de (H] 

constitue la donnée fondamentale ouvrant la voie à l'utilisation dans une forme incrémentale 

de la relation(4.2). Une telle donnée est donc l'élément essentiel de tout processus de 

résolution des problèmes non linéaires. 

51 



Chapitre 4- Formulation par la Méthode des Éléments Finis 

4.3. MATRICES DE RIGIDITÉ 

Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de revenir à la formulation fondamentale des 

équations des éléments finis déduites du principe des travaux virtuels, vue au chapitre 

précédent. On obtient les conditions d'équilibre en étudiant les variations du travail intérieur 

et extérieur. Ainsi, si { <1>} représente le vecteur somme des forces intérieures et extérieures, 

on peut écrire 

o{y}T {<!>} = Jo{EV {cr}d!l-o{yf {R} = o (4.4) 
Q 

où { R} représente toutes les forces extérieures dues aux chargements imposés. 

4.3.1. Écriture matricielle tk la déformation 

Revenons aux relations, donnant les composantes de la déformation en fonction de 

celles du déplacement, vues dans le chapitre 2, c'est à dire les relations (2.17)-(2.22). 

Les composantes de la déformation peuvent être décomposées en une partie linéaire 

notée EL et une partie non linéaire notée ENL. Nous écrivons alors 

E= EL+ ENL 

= [B0 ][u] +; [ A{{y})][ 8{{y})] 

où 

[ U] : est le vecteur déplacement 

{y} : représente les composantes du vecteur de déplacement nodal 

[ B 0 ] , [A] : sont des opérateurs différentiels matriciels qui seront définis par la suite. 

[ 3] = [ G ][ u], avec [ G] un opérateur différentiel matriciel qui sera défini ultérieurement. 

La variation de la relation ( 4.5) donne 

oE = [B0 ]o[u] +_!_{o[A][3] + [A]o[ 3]} 
2 
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Comme on le verra par la suite, les opérateurs [A] et [-ô] sont choisis tels qu'ils 

vérifient la relation 

B[A][ -ô]= [A]B[ -ô] (4.7) 

Sous cette hypothèse, la relation (4.6) devient 

BE =[B0 ]B[u]+[A]B['Ô] (4.8) 

Nous avons aussi la relation 

(4.9) 

Par la suite nous faisons l'approximation suivante 

[u]=[N]{{y}) (4.10) 

où 

[N]: représente les fonctions d'approximation (ou d'interpolation ou de forme) 

{y}: représente les composantes nodales du point considéré 

La variation de la relation ( 4.1 0) donne 

B[u] = [N]{B{y}) (4.11) 

En utilisant les relations (4.9) et (4.11), la relation (4.8) devient 

B{E} = [B ](B{y}) (4.12) 

où 

[B] = (BL]+[ BNL ({y})] 

= [B0 ][N] +( A({y} ))( G({y} )j[N] 
(4.13) 

avec [BL] représentant la matrice de rigidité qui intervient lorsque l'on ne considère que des 

déformations infinitésimales linéaires en fonction des déplacements, et où seule [BNL] est la 

partie nonlinéaire dépendant des déplacements. En général, on considérera que [A] et [G] 

sont des fonctions linéaires des composantes du déplacement. 
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4.3.2. Équation principale 

Reportons maintenant la relation (4.12) dans (4.4) et éliminons par identification, le 

terme B{y}T. Nous obtenons l'équation valable de manière générale 

{<!>({y})} = J[ Br {a }dn-{ R} = 0 (4.14) 
0 

où {a} représente les contraintes réelles dépendant de l'état de déformation atteint. 

Si la dépendance de {a} sur les déformations, et par conséquent, sur les 

déplacements peut être déterminée, nous sommes donc ramenés au problème de la résolution 

d'une équation non linéaire 

<1>( {y})= 0 (4.15) 

Cette équation résume l'ensemble du problème des éléments finis. 

4.3.3. Matrices de rigidité 

Soit maintenant les variations de{<!>} en (4.14) dues à des variations de {y} 

B{<l>} = JB[B r {a }dn + J[B r B{a }d!l (4.16) 

où { R} est absent de cette variation, car il ne dépend pas de {y}. 

En utilisant les relations (4.2) et (4.12), nous obtenons 

B{a} = [H]B{E} = [H][B ](B{y}) (4.17) 

et compte tenu de (4.13), nous déduisons 

B[B] = B[BNL] (4.18) 

Par conséquent, (4.16) devient 

B{<l>} = JB[BNLf {a}d!l+[K](B{y}) (4.19) 
0 
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avec 

[K] = J[B f[H][B ]<ill= [KL]+[KNL] (4.20) 
n 

où [KL] représente la matrice de rigidité rencontrée dans le cas des petits déplacements c'est à 

dire 

(KL]= f[BLY[H](BL]dn (4.21) 
n 

tandis que la matrice [KNL] est due aux grands déplacements. Cette dernière est donnée par 

(KNL] = j {(BLY(H](BNL)+(BNLr[H](BNL]+(BNLr[H][BL]}<ID (4.22) 
D 

Le premier terme du second membre de la relation (4.19) peut s'écrire de manière 

générale sous la forme qui ne paraîtra peut-être évidente qu'après des explications futures 

(voir & 4.3.4.3. à la fin de ce chapitre) 

j ~[BNLf { cr}dn =[Ka ]{~{y}) (4.23) 
0 

Dans cette expression [Ka] est une matrice symétrique dépendant de l'état des 

contraintes. 

On a donc 

~{ cj»} = ((KL) +[Ka]+ (KNL ])( 8{y}) =(KT)( 8{y}) (4.24) 

[KT] représente la matrice de rigidité tangente totale. 

4.3.4. Application de la M.E.F. à notre problème 

4.3.4.1. Ecriture indicieUe des composantes de la déformation 

Nous utilisons maintenant les relations (1.25b) et (1.26b) qui s'écrivent 

respectivement 
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(4.25a) 

(4.25b) 

et nous développons les relations (2.17) -(2.22) de la déformation en fonction de celles du 

déplacement. 

(0) 

u= v 1 

Pour simplifier l'écriture nous utiliserons la notation suivante 

(0) 

v= v 2 

(0) 

w= v 3 

(1) 

Vx=vl 

et nous remplaçons les indices 1, 2, 3 des composantes de la déformation par x, y, z 

respectivement. 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(1) - 1 2 1 ( 1 . 2 ) 
2E xy -V x.y +'If y,x - 2V x r 12 - 2'1' Yr12 - b1 u,Y -ur12 - vr12 - b12 w 

-b~(v,Y -ur~ -vr~ -b22w)-bi(u,x -ur1\ -vr1; -b11w) 

- bH v,x -ur1
1
2- vrl;- b21w )+ b~ ( w,y +biu + b~v )v x 

(4.31) 

+ b~ ( w,
1 

+biu + b~v )v Y + b~ ( w,x +b~u + b~v )v x + b~ ( w,x +b~u + b~v )v y 
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<
2
> 1 ( 1 2 ) 2 ( 1 2 ) 2Exy = -b1 'f'x.y -vxr12 -vyr12 - b1 'f'y.y -vxr 22 -vyr 22 

-bi( 'f'x,x -v xr1\ -vyrl~ )- b~ (v y,x -v xr~1- 'V yr;i) 

+ b!(b;'lfx + b~'lf 1 )'1fx + b~(b;'f'x + b~'lf 1 )'1f 1 

(O) 1 2 ( 1 2 )( 11 12 ) 2Eyz =w,
1

+b2u+b2v+'lf1 + u,
1
-ur12 -vr12 -b12w a 'l'x +a 'f1

1 

+(v,1 -ur~ -vr~- b22w)(a21 '1fx +a22'1f
1

) 

(O) 1 2 ( 1 2 ) ( 11 12 ) 2E u = w, ... +b1u+ b1 v+'lf ... + u, ... -ur11 - vr11 - b11w a 'l'x +a 'f1
1 

+(v .... -urA -vr1;- b21 w )(a21'f' x+ a22'1f
1

) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

21Yyz =(v x,y -v xr1
1
2 -v yr~ )(a11'1' x+ a12'f'y )+( 'Vy,y -v xr~- 'Vyr~ )(a21 'l'x + a22'Vy) 

(4.37) 

2îlu = ('V x,x- 'V xr1\- 'V yr~ )(a
11 '1' x +a12'Vy )+ ('V y.x- 'V xr1~ -vyr1; )(a21 'l'x + a22'1fy) 

(4.38) 

(4.39) 
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4.3.4.2. Ecriture matricielle de la déformation 

Nous avions vu que la déformation E pouvait être décomposée en une partie linéaire 

plus une partie nonlinéaire 

(4.40) 

Nous allons maintenant donner les différents opérateurs intervenant dans la relation 

(4.13) en utilisant l'expression des composantes de la déformation en fonction des 

composantes du déplacement, c'est à dire les relations (4.26)- (4.39). D'après ce qui précède, 

la variation de la déformation peut s'écrire 

où 

8E = 8(EL + ENL) 

=[B](8{y}) 

= {[BL] + [ BNL ({y})]}( 8{y}) 

= {[B0 ][N]+[ A({y} )][ G( {y} )](NJ}(8{y}) 

4.3.4.2.1. Opérateurs linéaires [BL] 

4.3.4.2.1.1. Composantes membranaires 
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~- - r,',<I>. 
l,X 1 

-rb<I>i 

( ~i.y - 2r,'2<I>J 

[B~] = (-b!<I>i,lt + b!r~\<I>i + b:r11z~J 
( -b~<I>i,y + b~r112<I>i + b~r~<I>i) 

(
-b!<I>i,y + b!r,

1
2<I>i + b:r~~i) 

-b~<I>i,lt + b~r~\<I>i + b~r112~i 

( ~i.x- rl\<I>J 

-rb<I>i 

( ~i.y- 2r,~<I>J 
[Bz] = ( -b~<I>i,x + b~r~\<I>i + b:r112~i) 

( -b~~i.y + b~r1'2cl>i + b~r~c~>i) 

(
-b:cl>i,y + b:r1

1
2cl>i + b~r~c~>i) 

-b~<I>i,lt + b~rt\cl>i + b~r112~i 

-r~<I>i 
( <I>i,y- r~<I>J 

{ ~i.x- 2rt'2~i) 
{-b:~i.x + b!r,~~i + b:r,;<~>J 
( -b~~i.y + b:r,;<I>i + b~r~<I>i) 

(-b:~i,y + b!rl;<I>i + b:r~<I>i) 
-b~~i.x + b~r1~<I>i + b~r,;<I>i 

-r~~~i 
( cl>i,y- r:z~J 

( cl>i,x- 2r~;~i) 
(-b:cl>i,x + b~r1~cl>i + b:r!z<I>i) 

( -b~cl>i,y + b~r:z~i + b~rizc~>i) 

(-b~cl>i.y + b:r,~c~>i + b~rizc~>i) 
-b~cl>i,lt + b~r~~~i + b~r~~~i 

-bll<I>i 

-b22<I>i 

-2bl2<I>i 

( b!bll + b:b21 )~i 
( b~ bl2 + b~b22 )~i 

(
b!bl2 + b:b22 )~· 
+b~b21 + b~bll 

1 

[ 01] est matrice nulle 3x3 et [ 02] est matrice nulle 3x2. Les <I>i sont les fonctions 

d'interpolation aux points nodaux. 
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4.3.4.2.1.2. Composantes de cisaillement et normales 

b~ct>i bict>i ct>i,y 0 Cl>i 

b!ct>i b~ct> i cl>i,x ct>i 0 

(BL) = [[B0 ).[NJ] = 0 0 0 0 0 (4.43) 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

4.3.4.2.2. Termes nonünéaires [BNL] 

Nous savons que [BNL] peut se mettre sous la forme 

(4.44) 

où [(G][N]] est obtenue à partir de la relation 

'61 

'62 

'63 

'64 

'Ôs 

{-ô}= 
'66 

= [(G](N]]( {y}) 
'67 

'Ô a 

'69 

'Ô1o 

'Ôn 

'612 

(4.45) 

avec 
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Donc l'opérateur [[G][N]] est donné par 

b!wi b:wi Wi,x 0 0 

b~<lli b~<lli <lli,y 0 0 

0 0 0 <bi 0 

0 0 0 0 <bi 
0 0 0 <Il i,x - rl\ <Il i -r~~wi 

([G](N]] = 
0 0 0 w i,y - r112 <1> i -r~~wi 
0 0 0 -r112wï <llï.x -r~wi 
0 0 0 -r~wi wi., -r~wi 

w i,x - rA wi -r~~wi -bu <bi 0 0 

-rAwi <lli,x- rl~<lli -b214li 0 0 

w i,y - r112 w i -r~~wi -bl24li 0 0 

-r~wi wi,, - r~wi -b224li 0 0 

(4.46) 

L'opérateur [A] est défini comme suit 

(4.47) 

avec 

61 



Chapitre 4- Formulation par la Méthode des Éléments Finis 

.sl 0 0 0 

0 -9-2 0 0 

-9-2 .sl 0 0 

b:.s3 + b~-9-4 0 b:.sl b~ .sl 
0 b;.s3 +b~-9-4 b;.s2 b~-9-2 

[ A 1) = b;.s3 + b~-9-4 b:.s3 + b~-9-4 b;.sl + b:.s2 b~.Sl +b~-9-2 
0 0 b: ( b: .s 3 + b~ .s 4) b~(b:.s3 + b~-9-4) 
0 0 b;( bi.S3 + b~.S 4) bHb;.s3 + b~.s4) 

0 0 ( 2b:bill, + J ((b:b: +b:bi)ll, J 
( b:b~ + b~bi).S 4 +2b~b~.S 4 

0 0 au.s + a213 11 12 a123 + a22-9-11 12 0 0 

0 0 a11.S + a213 9 10 
al2.S + a22.S 

9 10 0 0 

[A2) = 0 0 a11.S +a21-9-
6 8 

a123 +a22-9-
6 8 0 a11.S + a12.S 3 4 

0 0 a11.S + a213 5 7 
a12-9- + a223 5 7 a11.S3 +al2.S4 0 

0 0 (au-9-3 +at2.s4) (at2,s3 + a22.S4) 0 0 

0 0 0 0 au ,9 + a 12,9 
3 4 

a21 ,9 + a22 ,9 
3 4 

0 0 au.9 +a12,9 
3 4 

a 21,9 + a 22,9 
3 4 0 0 

[A3 ] = 0 a21 ,9 + a22 ,9 
3 4 0 0 0 0 

a21,9 + a22 ,9 
3 4 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

et [ 0] est une matrice nulle (9x8). 
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4.3.4.3. Calcul de la matrice de rigidité tangentielle totale[ KT] 

Les matrices de rigidité sont déterminées à partir des définitions (4.21), (4.22) et des 

expressions (4.42), (4.43), (4.44) de [BL] et de [BNL]. 

ll faut enfin trouver [Ka] en utilisant la définition (4.23). D'après cette définition et 

en tenant compte de (4.44) nous pouvons écrire que 

[Ka ](~{y})= J[Nf[oy ~[Af {cr}dn (4.48) 
0 

où les composantes de {cr} ont été définies au (2.29) 

h/2 

a~n> = L~n> = J J.1Sij ( 0
3 r d0

3 (4.49) 
-h/2 

On utilise la propriété suivante caractérisant les matrices 

~[Af {cr} =(S]~{1}} (4.50) 

où la matrice [S] est obtenue par identification en effectuant le produit du premier membre 

[ l [ [s,] 
s = [s2r 

[s,]J 
[0] 

(4.51) 

avec 

Lu 
(0) 

L12 
(0) 

b1Lu b1L12 1 (1) + 2 (1) b2Lu b2L12 1 (1) + 2 (1) 
x Lfo> b1L 22 b1L12 2 (1) + 1 (1) b2L22 b2L12 2 (1) + 1 (1) 

b1b2Lu b1 b2L 22 

( b:{ b:L'à, + 2biL'~,) J 1 1 (2) + 2 2 (2) 

[s1] = +( b~b~ + b~b~ )L~> x x 
b1 b1 L 22 uL33 + 2 2 <2> + a co> 

+t(a12 +a21 )Lfo> 

( b"b' L" b
2
b2L 

22 J SYM. x x 
c_1__ 2 (2) + 2 2 (2) 

2 b2b2L12 22L33 + 1 2 <2> + a co> 
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0 0 0 0 0 0 0 0 

[s2] = 
0 0 0 0 0 0 0 0 

auL13 anL23 a21L13 a21L23 auL13 a21L13 anL 23 a21If3 (1) (1) (1) (1) (0) (0) (0) (0) 

a12L13 (1) a12If3 (1) a22L13 (1) a22L23 
(1) 

a12L13 
(0) 

a22L13 
(0) 

a12L23 
(0) 

22L23 a co> 

et [0] est une matrice nulle 8x8. 

Donc en tenant compte de ( 4.45), nous pouvons écrire la relation 

[Ker ](a{y}) = J[N]T[Gt[S][G][N]dO(a{y}) (4.52) 
0 

Soit 

[Ker]= J[Nt[Gt[S][G][N]dO (4.53) 
0 

Les matrices [H] et [S] étant symétriques, donc [KT] l'est aussi. 

Dans l'annexe à la fin de ce rapport, nous donnons quelques exemples de calcul des 

différents coefficients de la géométrie différentielle. 
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CHAPITRES 

, , , 
EVALUATION DES RESULTATS NUMERIQUES 

5.1. INTRODUCTION 

Ce chapitre est consacré aux quelques résultats de calcul obtenus et aux conditions 

dans lesquelles ce calcul a été fait. Ce programme de calcul a été réalisé en collaboration avec 

l'équipe de Wuppertal (Allemagne, Prof. Dr.-Ing. SCHMIDT & Dr. KREJA ) et celle de 

Blacksburg ( Virginie-U.S.A., Prof. REDDY & Dr. PALMERIO ). En ce qui concerne le 

matériel utilisé, nous avons d'abord travaillé sur le CDC CYBER 9600 du CITILille. Ensuite, 

nous avons continué sur une station de travail ffiM ( RISC 6000) disponible à l'EUDIL dont 

les caractéristiques sont les suivantes 

Mémoire centrale : 32 Mo 

Lecteur disquette: 3.5" 

disques durs : 400 Mo en interne et 1.2 Go en externe 

Streamer : 150 Mo 

Logiciels implantés : 

environnement : X window 

compilateurs : C et Fortran 

système d'exploitation : Unix 

éditeurs de texte : vi, ed, e, emacs, imsl 

5.2. TYPE D'ÉLÉMENTS UTILISÉS 

Nous avons utilisé des éléments rectangulaires à quatre, huit ou neuf noeuds plutôt 

que d'autres types d'éléments à trois, six noeuds par exemple, pour les trois raisons suivantes : 
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1) la préparation des données est considérablement réduite, puisque le nombre 

d'éléments est réduit. On remplace par exemple, deux éléments à trois noeuds par un à quatre 

noeuds, ou encore quatre éléments à trois noeuds par un à neuf noeuds etc .. 

2) l'amélioration de la précision des résultats est considérable, bien que le temps de 

calcul augmente. Le problème de la rentabilité des éléments doit être alors considéré. 

3) Nous pouvons utiliser une méthode d'intégration numérique déduite directement 

de la méthode de Gauss dans le cas unidimensionnel. 

Les fonctions d'interpolation sont choisies du type quadratique. Ce qui est conforme 

à l'utilisation des coordonnées curvilignes. 

Dans ce calcul, nous avons utilisé cinq degrés de liberté par noeud, u, v, w, \ji x, \ji Y ; 

ce qui est compatible avec la première hypothèse pour formuler cette théorie. Le sixième 

degré de liberté \ji z est souvent négligé dans beaucoup de théories, car la variation de la 

rotation autour de la normale à la surface moyenne est petite comparée aux autres rotations et 

déplacements. 

5.3. INTÉGRATION NUMÉRIQUE 

Nous considérons la matrice de rigidité comme la somme d'une matrice de type 

membranaire et d'une matrice de type cisaillement (voir §.4.3.4.2.). 

Le choix du nombre de points d'intégration dépend à la fois du type de l'élément 

utilisé et de la matrice de rigidité. On choisit le plus souvent un nombre de points aussi faible 

que possible pour diminuer le volume de calcul. Par expérience, on a constaté que 

l'intégration réduite est la plus utilisée puisque elle donne de meilleurs résultats que 

l'intégration complète. Par contre, il faut un nombre minimum de points d'intégration en 

dessous duquel, la matrice de rigidité reste singulière. Pour notre cas, il faut un minimum de 

(3x3) points pour les composantes membranaires et (2x2) points pour les composantes de 

cisaillement et normales. 

La matrice globale de rigidité tangente [KT] donnée par (4.24), comporte un grand 

nombre de zéros. Pour ne pas saturer la mémoire de l'ordinateur, nous utilisons la méthode de 

stockage des matrices à ligne de ciel ouvert ( voir BA THE et al. [16] ou DHA TI et al. [23]). 
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5.4. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES 

En pratique, il n'existe pas de méthode universelle pour résoudre un système 

d'équations. Néanmoins, par expérience, les numériciens utilisent en général, les trois 

méthodes suivantes ou leurs combinaisons 

1) méthode de substitution 

2) méthode de Newton-Raphson ou Newton-Raphson modifiée 

3) méthode incrémentale. 

Puisque dans notre calcul, nous considérons le flambement des coques, nous avons 

choisi d'utiliser la méthode des déplacements contrôlés, qui est en fait, la méthode de 

Newton-Raphson combinée avec la méthode incrémentale. 

Explication de la méthode des déplacements contrôlés 

Nous avons à résoudre l'équation donnée par (4.1), pour un problème non linéaire. 

Cette non-linéarité est due à la prise en compte du terme non linéaire dans l'expression de la 

déformation en fonction du déplacement donnée par la relation de Green-Lagrange (2.6). 

c 

E 

D 

0 ~----------------------------------------------7 

Fig. 5.0 

La charge totale est divisée en un nombre fini d'incréments. Chaque incrément a 

pour intensité AÂ.. Pour résoudre 1 'équation ( 4.1 ), nous 1 'écrivons autrement 
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[KT](i\{y}) = RS + KA.{F0 } (5.1) 

où 

[KT] :est la matrice de rigidité globale tangente donnée par (4.24) 

i\ {y} : est l'incrément de déplacement 

RS : est le résidu dû à l'estimation du déplacement initial ( ou erreur due la méthode de 

résolution) 

KA. : est l'incrément de charge 

{ F0 } : est le vecteur unitaire parallèle à l'incrément de charge. 

Résoudre (4.1) revient à chercher i\{y} qui rend RS aussi proche que possible de 

zéro. La solution exacte rend RS nul. 

La solution est obtenue de la façon suivante 

Changer l'algorithme 

Changer i\ {y} 

Estimation Algorithme : 

initiale de i\ {y} solution améliorée 

La méthode de Newton-Raphson peut foumir la solution dans les régions OAB et 

CDE (Fig. 5.0) . Pour obtenir la solution dans le domaine BC, nous pouvons considérer 

l'incrément de déplacement i\ {y} comme connue et l'incrément de charge KA. est comme 

inconnue. En effet, il existe une seule valeur de KA qui correspond à une valeur donnée de 

~b:}. Si nous transférons directement l'incrément b.f.. de l'équation (5.1), dans le vecteur des 

inconnues (premier membre) en imposant i\{y} = 0, nous changeons la matrice de rigidité 
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[KT], qui perd sa symétrie et sa largeur de bande. Pour éviter cela, nous pouvons la résoudre 

deux fois, avec deux seconds membres différents, en utilisant la même matrice [KT] 

(KT]( !J. {l}) = RS (5.2a) 

(KT]( !J.{yFo }) = {F0 } (5.2b) 

La solution de (5.1) devient alors 

!J. {y}= !J. {l} + tJ..A {yFo} (5.3) 

L'inconnue /J.Â est obtenue en écrivant 

Soit 

Et finalement 

!J.{y} = 0 = tJ.{yr }+ !J.M{yFo} (5.4) 

{y} = {y} + !J. {y} 

{R} = {R}+!J.Â{R} 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

S.S. CONDITIONS AUX LIMITES 

Pour des raisons de comparaisons avec d'autres résultats issus d'autres modèles, nous 

allons se servir de deux sortes de conditions aux limites sur les éléments que nous utilisons 

( REDDY [73] ). 
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5.5.1. Conditions aux limites 1 (BC1): 

2b 
v=O 
w=O 

'I(=Ü y 

aux points x = 0 : u = 'If x = 0 

aux points y = 0 : v = 'l'Y = 0 

aux points x= +a: v= w ='l'Y = 0 

aux points y = + b : u = w = 'If x = 0 

5.5.2. Conditions aux limites 2 (BC2): 

aux points x = 0 : v = 'If x = 0 

aux points y = 0 : u = 'l', = 0 

aux points x =+a: u = w = '1', =0 

aux points y= +b : v= w ='If x = 0 
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5.6. QUELQUES EXEMPLES NUMERIQUES 

Pour alléger l'écriture, nous utilisons les abréviations suivantes : 

MRT5 : Moderate Rotation Theory avec 5 paramètres u, v, w, 'l'x, 'If Y 

RVK : Refined von Karman Theory 

DMRT5 : Damaged Moderate Rotation Theory avec 5 paramètres u, v, w, 'If x, 'l'Y 

5.6.1. Plaque orthotrope (BCJ) sous chargement uniforme 

La figure 5.1, page 76, montre la croissance de la flèche au centre d'une plaque 

orthotrope, en fonction d'une charge appliquée uniformément. Les conditions aux limites sont 

les conditions (BCl). Les dimensions et les caractéristiques matérielles sont les suivantes 

2a = 2b = 30.48 cm; h = 0.35 cm; El = 3.0 MPa; E2 = 1.28 MPa; 

Gl2 = Gl3 = G23 = 0.37 MPa; v= 0.32. 

A mesure que l'on augmente la charge, des itérations de plus en plus petites sont 

nécessaires pour la convergence vers la solution. Pour un déplacement de 4 cm, la différence 

entre la MRT5 et la RVK est de 2.17 %. 

5.6.2. Plaque orthotrope ( 0190; BCl) sous chargement uniforme 

La figure 5.2, page 77, montre la flèche au centre de la plaque orthotrope de résine 

époxyde renforcée par des fibres de carbone, en fonction du chargement uniforme. Cette 

plaque orthotrope est formée d'une couche à 0 degré et d'une à 90 degrés. Les conditions aux 

limites sont les conditions (BCl). Les dimensions et les caractéristiques matérielles sont 

2a = 2b = 243.8 cm; h = 0.635 cm; El = 175775.0 MPa; E2 = 7031.0 MPa 

Gl2 = Gl3 = 3515.5 MPa; G23 = 1406.2 MPa; v= 0.25. 

Pour un déplacement de 2 cm, le pourcentage entre la MRT5 et la RVK est de 0.006 %, 

tandis que celui entre la MRT5 et la DMRT5 est de 1.89 % 
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5.6.3. Plaque (451-45; BC2) sous chargement uniforme 

la figure 5.3, page 78, montre le déplacement au centre d'une plaque en 

carbone/époxyde dont les dimensions et les caractéristiques physiques sont les suivantes 

2a = 2b = 243.8 cm; h = 0.635 cm; El= 175775.0 MPa; E2 = 7031.0 MPa 

012 = 013 = 3515.5 MPa; 023 = 1406.2 MPa; v= 0.25. 

Cette plaque est fonnée de deux couches dont l'une est à 45 degrés et l'autre à -45 

degrés. Les conditions aux limites sont les conditions (BC2). Le pourcentage entre la MRT5 

et la RVK est de 5.02 %, et celui entre la MRT5 et la DMRT5 est de 3.83 %, pour un 

déplacement de 4.225 cm. 

5.6.4. Cylindre isotrope encastré ( h = 2.54 cm) 

La figure 5.4, page 79, montre la flèche en fonction d'une charge concentrée au 

centre d'un cylindre isotrope encastrée sur ses deux bords parallèles. Les conditions aux 

limites sont indiquées sur la figure et les dimensions et les constantes physiques sont les 

suivantes 

L=S =25.4cm; R = 254.0 cm; h = 2.54 cm; E = 0.45 MPa;v = 0.3 

pour un déplacement au centre de 4 cm, la différence entre la MRT5 et La RVK est 

3.89%. 

5.6.5. Cylindre isotrope encastré ( h = 1.27 cm) 

Pour le même exemple que le 5.6.4., sauf qu'on a divisé l'épaisseur par 2, nous avons 

été obligés d'utiliser la méthode des déplacements contrôlés. Cet exemple est illustré par la 

figure 5.5, page 80, qui nous la flèche au centre en fonction de la charge au centre. Nous 

constatons que les deux méthodes MRT5 et RVK ont presque le même résultat. 
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5.6.6. Cylindre orthotrope (BCl) sous chtzrge concentrée 

La figure 5.6, page 81, donne la flèche centrale d'un cylindre orthotrope, en fonction 

d'une charge concentrée. Les conditions aux limites sont les conditions (BCl) et les 

dimensions et caractéristiques matérielles sont 

L = S = 25.4 cm; R = 254.0 cm; h = 2.54 cm; El = 40.0 MPa; 

E2 =1.0 MPa; 012 = 013 =0.6 MPa; 023 = 0.5 MPa; V=0.25 

Pour un déplacement de 4.1 cm, la MRT5 et la RVK ont une différence chiffrée en 

pourcentage de 0.84 %. 

5.6.7. Cylindre orthotrope Bx(0/90) encastré 

La figure 5.7, page 82, nous donne la flèche en fonction d'une charge concentrée au 

centre d'un cylindre orthotrope encastré. Ce cylindre est formée de huit couches dont quatre 

sont à 0 degré et quatre sont à 90 degrés. Les conditions aux limites sont les conditions (BCl) 

et les dimensions et caractéristiques sont les suivantes 

L = S = 25.4 cm; R = 254.0 cm; h = 2.54 cm; El = 40.0 MPa; 

E2 = 1.0 MPa;012 = Gl3 = 0.6 MPa; G23 = 0.5 MPa; v=0.25 

Nous remarquons un léger écartement entre le modèle RVK et le modèle MRT5 et 

un écartement plus large par endroit entre la MRT5 et la DMRT5. Nous étions aussi amener à 

utiliser la méthode des déplacements contrôlés. Le pourcentage entre la MRT5 et la RVK est 

0.116% pour un déplacement de 2.5 cm, et il est de 3.89% entre la MRT5 et DMRT5 pour 

le même déplacement. 
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5.6.8. Sphère (BCl) sous charge concentrée 

La figure 5.8, page 83, nous donne la flèche d'une sphère sous un chargement 

concentré en son centre. Les conditions aux limites sont les conditions (BCl) et les 

dimensions et caractéristiques matérielles sont 

a = b = 127.0 cm; R = 2540.0 cm; h = 2.54 cm; El = 40.0 MPa; 

E2=1.0 MPa; Gl2 = Gl3 = 0.6 MPa; G23=0.5 MPa; v=0.25 

On constate un important écartement entre les deux théories : 12.57 % entre la 

MRT5 et la RVK pour un déplacement au centre de 10 cm. 

5.6.9. Sphère (019010/9010) sous chargement uniforme 

La figure 5.9, page 84, montre le déplacement du centre d'une sphère en fonction 

d'une pression à l'intérieur. Cette sphère est composée de cinq couches dont trois sont à 0 

degré et 2 sont à 90 degrés. Les conditions aux limites sont les conditions (BCl) et les 

dimensions et conditions matérielles sont 

a= b = 127.0 cm; R = 2540.0 cm; h = 2.54 cm; El = 40.0 MPa; 

E2=1.0 MPa; Gl2 = Gl3 = 0.6 MPa; G23=0.5 MPa; v =0.25 

On constate que, pour un déplacement de 6.26 cm, nous avons une différence donnée 

en pourcentage de 0.00 % entre la MRT5 et la RVK, et 9.03 % entre la MRT5 et la DMRT5. 

On a fait des tests en augmentant à chaque fois le nombre de couches. Nous 

constatons que plus ce nombre est grand, plus la DMRT5 s'écarte de la MRT5. Ce qui est dû, 

selon nous, à la loi d'évolution qui est proportionnelle à la surface de contact totale entre les 

couches dans la structure. 
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, , 
CONCLUSION GENERALE 

Dans ce travail, le comportement géométriquement non linéaire des coques et 

plaques anisotropes endommagées a été étudié. Une théorie bidimensionnelle est obtenue par 

l'application du principe des travaux virtuels. Les lois de comportement sont données, avec 

prise en compte d'un modèle d'endommagement pour les structures laminées. Une telle 

théorie, bien qu'elle soit applicable à de nombreux cas réels, ne peut pas être généralisée pour 

toutes les structures. Dans le développement en séries de Taylor suivant la plus petite des trois 

coordonnées curvilignes de la coque, nous nous sommes arrêtés au premier ordre. En utilisant 

d'autres termes d'ordre supérieurs, le comportement sera mieux détecté. Mais cela, entraînera 

des équations de mouvement trop complexes. Les effets du cisaillement et de la déformation 

normale, qui sont souvent négligés dans d'autres théories, ont été étudiés. La théorie de von 

Kanmin est obtenue à partir de la MRT5, en négligeant quelques termes de double produit 

dans les composantes du champ de déplacement. 

Pour étudier le comportement des structures, nous nous sommes limités au domaine 

élastique tout en incluant un modèle d'endommagement basé sur les variables de l'état interne 

dans la loi constitutive. D'autres phénomènes, comme la plasticité, la dynamique doivent être 

considérés pour raffiner la loi de comportement. 

Le modèle d'endommagement d'ALLEN, qui est peu utilisé, doit être plus considéré 

dans l'avenir. Ce modèle est déterminé par l'utilisation d'un tenseur de second ordre, défini à 

partir des variables internes. Il s'intègre facilement dans la loi constitutive du matériau. 

Durant ce travail, seul le cas du délaminage a été pris en compte, car il semble être, un des 

plus fréquents problèmes qui se posent dans les matériaux composites. D'autres modes 

d'endommagement peuvent être envisagés, pour prédire la défaillance des matériaux. La loi 

d'évolution utilisée ici, doit être validée expérimentalement, car elle a été déterminée pour des 

cas particuliers de composites laminés. 
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Des équations du mouvement qui tiennent compte de l'endommagement sont 

obtenues. Après quelques manipulations algébriques, nous écrivons ces équations sous une 

forme matricielle qui s'adapte facilement dans un programme d'éléments finis. 

La modélisation numérique du comportement des coques reste encore limitée. Les 

résultats existants aujourd'hui sont encourageants. Citons parmi ces résultats, ceux obtenus 

par Basar, pour de grandes rotations dans des éléments coques, et ceux obtenus par Palmerio, 

Kreja et Schmidt pour des rotations modérées, qui ont été relatés ici. Les difficultés sont en 

général, d'ordre technique. Elles sont pour la plupart des problèmes de convergence, malgré 

que les théories soient satisfaisantes. La méthode des déplacements contrôlés nous a permis 

de surmonter quelques problèmes de divergence. Mais, il faut utiliser de petits incréments de 

déplacement, ce qui prend beaucoup de temps de calcul. n faut noter que les calculs sont 

assez longs. Cela provient du fait qu'on a traité des problèmes géométriquement non linéaires. 

La comparaison des trois modèles que nous avons étudiés, montre une faible 

différence de la flèche en fonction de la charge concentrée ou uniforme. Cette différence est 

au maximum d'environ 12 à 15 %. Par manque de résultats numériques dans le domaine, nous 

n'avons pu effectuer d'autres comparaisons. L'utilisation des éléments à quatre, huit ou neuf 

noeuds, donne de meilleurs résultats d'après les expériences numériques. 

Dans l'avenir, il faudra approfondir les points suivants 

Tenir compte du sixième degré de liberté ( la rotation autour de la normale à la 

surface moyenne ), qui est présent dans l'étude de SCHMIDT & RED DY [79]. 

Faire une validation expérimentale du modèle d'endommagement étudié. 

Regarder l'influence d'autres modes d'endommagement, à titre d'exemple, 

inclure dans l'endommagement la fissuration du composite laminé. 

Etudier de plus près l'influence de l'endommagement sur les caractéristiques 

physiques du matériau ( module d'Young, coefficient de Poisson etc .. ). 
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Annexe 

ANNEXE A 

/-PLAQUES 

Pour les plaques, le vecteur position r peut être défini sur la surface moyenne par 

r = r(z1 ,z2 ,z3
) = r(x,y,O) (A.l) 

109 

(A.2) 

(A.3) 



Annexe 

Il- COQUES CYUNDRIQUES 

Soit la géométrie définie par la figure suivante 

Vecteurs de base 

. r· . . . . .. . . 

Les vecteurs de base inverses sont tels que 
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(A.4) 

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 



Tenseur métrique 

Vecteurs de base unitaires 

Tenseur de courbure 

Annexe 

.. a« a=--
« ..fiC 
.. a. a.=-

R 

K = jbool = 0 
a 
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(A.9) 

(A.lO) 

(A.ll) 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 

(A.17) 

(A.18) 

(A.19) 

(A.20) 



Annexe 

Tenseur de changement de courbure 

~~J=[l+ a: o] 
~2 0 1 

(A.21) 

Les symboles de Christoffel 

rr =-a a1 =0 exP a• •P (A.22) 

Composantes physiques 

i 
i A Ai A a 

v=v.a =v.a =v. J;! 1 1 1 .. au 
(A.23) 

Donc 

(A.24) 

(A.25) 

Tenseur d'ordre 2 

(A.26) 

Donc 

(A.27) 

(A.28) 

T23 = T23; 
A 1 A 

T33 = T33 T3t =-T3t; T32 = T3z; 
R 

tn = RzTn; ft2 = RTtz; T13 = RTt3; tzt = RT21. 
' 

t22 = T22 

T23 = T23; t3t = RT3t; f32 = T32; t33 =T33 
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Annexe 

Dérivées 

Les composantes physiques de la déformation s'écrivent alors 

2Ê = 2Exz 
xz R 
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2
,.. 2Exy 
E =--xy R 

Ê =E zz zz 

(A.29) 

(A.30) 

(A.32) 

(A.33) 

(A.34) 



Annexe 

1 

HJ-COQUESSPHERIQUES 

(A.35) 

(A.36) 

x= Rsin<pcose y= Rsin<psine z = Rcos<p (A.37) 

Soit la géométrie de la sphère définie par la figure précédente, où cp et e sont les 

coordonnées sphériques de la coque corncidant avec les coordonnées curvilignes et et ez 

respectivement. Le vecteur position d'un point de la coque est alors défini par 

r = r(x1 ,x2 ,x3
) = r(Rsin <pcos e,Rsin <psin e,Rcose) 

Les vecteurs de base en 2-Dimensions 

(

cos <p cos eJ 
al= a~ = cos~sine ; 

-sm<p 
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(A.38) 

(A.39) 



Annexe 

Tenseurs métriques en 2-Dimensions 

Tenseurs de courbure 

(

-sin cp cos 6] 
aPl= ! -sin cp sine 

-cos cp 

(

-coscpsin6J 
a 2 , 1 = coscp

0

cose 

Composantes mixtes du tenseur de courbure 

(

-sincpcos9J 
a 2 , 2 = R -sin6sin9 

Composantes mixtes du tenseur de changement de courbure 
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(A.40) 

(A.41) 

(A.42) 

(A.43) 

(A.44) 

(A.45) 

(A.46) 

(A.47) 

(A.48) 
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Les symboles de Christoffel 

r~ =a.,.aa•p; [r~]=[00 ° ]; 
- R sin <p cos e [ 

0 cotg<p] 
[ r~] = co~g<p ~ (A.49) 

Composantes physiques 

On a en général 

i 
Î A "Î A a 

v=v.a =v.a =v.J;.ü 1 1 1 •. au 

Ce qui donne la valeur de la composante physique 

Pour la sphère on a 

Dérivles 

11 - 1 v 1 -v •1 

2 V2 Vz 
v = 2 = 

(R sin <p) R sin <p 

al a r,a l. v p =v •p + p:~_ v 

v112 = v1 ,2 -v2Rsin<pcose 

vzlz = vz •2 +v1 cotg<p 
R 
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(A.50) 

(A.51) 

(A. 52) 

(A.53) 

(A.54) 

(A.55) 

(A.56) 

(A.57) 

(A.58) 

(A.59) 

(A.60) 
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Composantes physiques de la déformation 

2E 
2Ê = _ __;_yz_ 

yz Rsin cp 

" EYY 
E = 2 

YY (Rsincp) 
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2Ê 
x y 

_ 2E,.y 

Rsincp 

Ê =E 
zz zz 

(A.61) 

(A.62) 


