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INTRODUCTION GENERALE

A) MOTIVATION

Différents secteurs technologiques modernes ont un besoin croissant d'utilisation de
structures souvent complexes et en matériaux nouveaux, tels les composites, dont le
comportement n'est pas tout a fait maitrisé de nos jours. Ces secteurs vont de 1'aérospatiale, en
passant par les constructions automobiles, ferroviaires et navales, jusqu'aux appareils d'utilité
publique : outils médicaux, sportifs, etc..

De nombreux auteurs se sont intéressés aux coques et plaques ces derni€res
décennies, en vue d'établir une théorie fiable pour une modélisation correcte tant au niveau de
la validité physique qu'au niveau de la formulation mathématique. Par une théorie fiable, nous
voulons dire une théorie qui permet de décrire le comportement des coques : solides occupant
un volume entre deux surfaces telles que leur distance soit petite comparée aux deux autres
dimensions. Bien que, nous ne pouvons pas dire qu'une telle théorie décrive exactement le
vrai comportement des coques ; néanmoins, les résultats obtenus par quelques unes, sont
généralement suffisants pour la plupart des applications scientifiques et technologiques
d'aujourd'hui. Nous pouvons décrire toute la cinématique du solide tridimensionnel a partir de
grandeurs définies sur la surface de référence de la coque. En fait, le mouvement est déduit
d'un champ de translations et de rotations sur la surface de référence.

Par ailleurs, avec le développement des études sur les matériaux composites laminés,
il est nécessaire de prendre en compte les effets de cisaillement et normaux, qui peuvent
favoriser le délaminage.

La théorie géométriquement non linéaire, que nous développons ici est applicable
aux coques minces ( -% << 1), dont la surface de référence avant et apres la déformation reste
réguli¢re et dont le comportement reste élastique. L'anisotropie est prise en compte

implicitement.
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B) RAPPEL HISTORIQUE

Sous les hypotheses décrites ci-dessus, la théorie non linéaire se simplifie, si nous
ajoutons celles de Love-Kirchhoff. Celles-ci expriment que la normale matérielle a la surface
de référence de la coque ne subit pas de dilatation et reste toujours orthogonale a cette surface
aprés la déformation. En d'autres termes : les rotations des fibres autour de la normale a la
surface de référence, restent petites partout. Un nombre significatif de publications a paru
dans ce domaine. Citons par exemple, parmi ceux qui ont développé des théories linéaires :
NAGHDI [63], KOITER [41], VALID [96], WHITNEY & SUN [103], REDDY [75],
SANDERS [77].

Des versions qui different des théories linéaires, par seulement l'ajout des termes de
3
'ordre de %, dans la mesure du tenseur de changement de courbure ont fait I'objet d'études

par MARGUERRE [61], MUSHTARI [62], KOITER [42].

D'autres formes équivalentes de relations non linéaires pour les coques minces
étaient données par BUDIANSKY [18], PIETRASZKIEWICZ [69], VALID [95] etc..

Les rotations modérées étaient ensuite étudiées par KOITER [42],
PIETRASZKIEWICZ [67], WEMPNER[98], LIBRESCU [53], SCHMIDT & REDDY [79].

Enfin, les rotations larges ont attiré l'attention de quelques chercheurs tels que
BUDIANSKY([18], HABIP & EBCIOGLU [28], YOOKO & MATSUNAGA [104],
SCHMIDT & PIETRASZKIEWICZ [78], BASAR & DING [14], PIETRASZKIEWICZ
[68].

Quelques lois comportements ont été données. Ainsi BA$SAR [15] a étudi€ le
comportement €lastique, SCHMIDT & WEICHERT [80] ont donné une loi €lasto-plastique,
ALLEN et al. [5] ont introduit I'endommagement et VALID [90-92] a fait une étude sur
I'élastodynamique des coques.

Nous dressons ici un tableau récapitulatif qui donnera au lecteur une image
historique approximative du développement qu'a suivi la théorie des coques suivant les

documents en notre possession.
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LOVE-KIRCHHOFF [1888] Hypotheses de Love-Kirchhoff
von KARMAN [1910] Théorie de von Kdrm4n
MUSHTARI [1938] Théorie des Coques Minces
MARGUERRE [1939] Théorie Non Linéaire des Coques Minces
REISSNER [1950] Théorie des Coques de Révolution Minces
NAGHDI [1956] Théorie des Coques Elastiques

SANDERS [1959]

Théorie Non Linéaire des Coques Minces

KOITER [1960] Théorie des Coques Minces
BUDIANSKY [1968] Théorie Non Linéaire des Coques
WEMPNER [1973] Appl. de 1a Méca. des Solides aux Coques
LIBRESCU [1973] Structure des Coques Laminées
VALID [1973] et [1989] Appl. du Calcul des Struct. aux Coques
YOOKO & MATSUNAGA [1974] Théorie Générale Non Linéaire des Coques
PIETRASZKIEWICZ [1977] Géométrie Non Linéaire des Coques

REDDY [1982]

Petites Déformations dans les Coques

SCHMIDT [1982] Rotations Modérées dans les Coques
ALLEN et al.[1987] Endommag. des Plaques en Composite
SCHMIDT & WEICHERT [1988] Comport. élasto-plastique des Coques
BASAR [1988] Modélisation Numérique des Coques
) CONTENU DU RAPPORT

Le premier chapitre de ce rapport donne une explication détaillée des différents

symboles et relations tensorielles qui sont fort utiles pour la compréhension des autres

chapitres. C'est un résumé simple des principaux résultats de la géométrie différentielle. Cela

aidera le lecteur a se familiariser avec la notation utilisée pour les tenseurs dans la plupart des

ouvrages.
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Le deuxi¢me chapitre décrit l'essentiel de la géométric non linéaire des coques
anisotropes. Ce chapitre mérite une attention particuli¢re : nous y faisons la premiére grande
hypothése de cette théorie c'est a dire le développement en séries de Taylor des composantes
du champ de déplacement, ( LIBRESCU [54] et SCHMIDT & REDDY [79] ). Ce
développement est utilis€é pour exprimer les composantes du tenseur de déformation de
Green-Lagrange en fonction de celles du déplacement. Nous utilisons ensuite le principe des
travaux virtuels pour obtenir les équations du mouvement c'est  dire les équations d'équilibre
et les conditions aux limites.

L'obtention des équations d'équilibre et des conditions aux limites conduit au
chapitre trois, qui est consacré aux lois de comportement. Aprés avoir fait un bref rappel sur
les deux premiers principes de la thermodynamique, nous expliquons comment tenir compte
de I'endommagement dans la loi constitutive en utilisant une méthode basée sur les variables
de I'état interne, développée par ALLEN et al. [6].

Parmi les méthodes utilisées pour caractériser ce phénomeéne, citons les trois les plus
employées. La premieére est la méthode expérimentale : des relations empiriques sont
obtenues a partir de mesures expérimentales. Une théorie approximative est alors employée
pour corréler avec ces résultats. La deuxieme méthode est I'approche des propagations des
fissures : l'endommagement est identifié & travers ces fissures, et une loi d'évolution est
donnée. La troisi¢me et la plus récente méthode est 1'utilisation des variables de 1'état interne
pour définir un modéle d'accumulation de l'endommagement.l Des valeurs locales et
moyennes représentant l'endommagement sont alors introduites dans les relations
constitutives.

En 1958, KACHANOYV, a introduit une variable d'endommagement et 1'a utilisée
pour établir des équations constitutives inélastiques pour les solides mécaniques. Ces
équations constitutives ont été formulées pour le cas d'une théorie basée sur les variables
internes en thermodynamique. Elles étaient ensuite utilisées avec succeés dans de nombreuses
études dont la fatigue cyclique ( LEMAITRE & CHABOCHE [48] ), I'endommagement
plastique ductile ( LEMAITRE [51] ). CORDEBOIS & SIDOROFF [22] ont étudié
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I'endommagement plastique anisotrope et ont obtenu une relation constitutive pour les
matériaux élasto-plastiques endommagés. Quelques études sur l'endommagement des
composites laminés ont été menées par TALREJA [85]. Dans un volume élémentaire
représentatif, en utilisant un tenseur de déformation et un tenseur d'endommagement, il a
déduit des relations constitutives. ALLEN et al. [5] ont développé un modele
d'endommagement pour la prédiction de la rigidité d'un matériau composite. Ce modele
utilise une série de quantités tensorielles du second ordre proposées par KACHANOV [38]
pour décrire chaque état d'endommagement interne.

L'objectif de la présente étude est d'étendre ce dernier modele pour prédire le
comportement des coques et plaques en matériaux composites laminés avec des détériorations
intérieures telles que le délaminage. Des variables internes obtenues par l'application des
principes thermodynamiques et représentatives de l'état interne sont introduites dans les
relations constitutives. Ces derni¢res sont utilisées pour construire des relations contraintes-
déformations pour les matériaux composites.

Le chapitre quatre est consacré a la mise en oeuvre de la méthode des €léments finis.
Celle-ci a nécessité 1'écriture matricielle des composantes de la déformation. Cependant, la
méthode matricielle n'est pas essentielle pour le processus des éléments finis. On pourrait
utiliser avec autant de commodité une notation indicielle ou tensorielle. Apres un bref rappel
sur la méthode elle-méme, nous donnons les différents termes de la matrice de rigidité
permettant ainsi d'obtenir une écriture compatible de celle-ci.

Enfin, on trouvera a la fin de ce rapport, dans le chapitre cinq, des exemples
numériques pratiques et des é€léments de comparaison choisis par les problémes qui se posent

dans les différents secteurs scientifiques et technologiques.
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CHAPITRE 1

ELEMENTS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

L1 INTRODUCTION
Ce chapitre a pour objet de donner les définitions des champs de vecteurs de base, de
leurs dérivées, des tenseurs métriques et de leurs inverses. Ces définitions joueront un role

prépondérant par la suite dans ce rapport.

Nous adopterons la convention de sommation sur les indices répétés et nous

supposerons que les indices grecs valent 1 ou 2 et que les indices latins valent 1, 2 ou 3.

1.2. COORDONNEES CURVILIGNES

03 =0 Surface de
référence Q

Fig. 1.1 : Coordonnées Curvilignes
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1.2.1. Vecteurs de base de l'espace

Considérons un solide 3D, plongé dans l'espace 2 trois dimensions. Soit un point P
quelconque de ce solide ( donc de I'espace R?). Ce point peut étre repéré par des coordonnées
cartésiennes (x',x%,x*) ou curvilignes (6',62,0%). Les équations de transformation faisant

passer d'un ensemble de coordonnées a un autre sont données par

x* =x*(6',6%,0°) (1.1)

Ou inversement par
6k =0k (x’,xz,xs) (1.2)

Soit R Ie vecteur de I'espace R? d'origine O et d'extrémité P, orienté de O A P. Sa

position est donnée par
R = x4, (13)

ou les i, sont les vecteurs unitaires du repére orthonormé cartésien (fig. 1.1).

Ce vecteur peut étre exprimé par les formes alternatives

R =R(x!,x?,x*)=R(6",62,6%) (1.4)

Si 62 et 6° sont constantes et 6' varie, alors la position du vecteur R décrit la ligne
de coordonnées 6'. De maniére analogue, on définit les lignes de coordonnées 6* et 6°

JR OR
00!’ 962’ 90°

respectivement aux lignes de coordonnées 0', 8 et 8°. En appelant g,, g, et g, ces vecteurs

passant par le point P. Les vecteurs

représentent donc les vecteurs tangents

respectivement, nous avons

oR _ox* |
gi =5-éT=-5§e—i—|k (1.5)

Ces vecteurs g, sont appelés les vecteurs de base de l'espace tridimensionnel.

Nous définissons un autre triddre de vecteurs g' tels que

g'g, =5 (1.6)

11
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Les vecteurs g’ sont appelés les vecteurs de base réciproques de l'espace ou vecteurs
de la cobase de l'espace. Puisque les vecteurs g, sont tangents aux lignes de coordonnées o,
I'équation (1.6) entraine que les vecteurs g' sont orthogonaux aux vecteurs de base g, de
I'espace.

Le tritdre g' peut étre exprimé comme combinaison linéaire du triddre g; et vice

versa. Nous définissons les coefficients g’ et g tels
g = gijgj (1.7
g = gijgj (1.8)

A partir de (1.6), (1.7) et (1.8), on en déduit que

g'=g'¢g’ (1.9)
g; = &g (1.10)
gmg, =5 (1.11)

Les coefficients g; et g* sont le tenseur métrique et son inverse respectivement.

La dérivée premitre de R est donc dR =R,; d6' = g,de". Cette dérivée permet de

donner la différentielle donnant 1'élément de surface ds

L'équation (1.12) est appelée 1a premiére forme fondamentale surfacique.

1.2.2. Dérivées des vecteurs de base de l'espace

En utilisant la définition (1.5)

_dg, 'R _ 9’x®

. A . . T 1.13
Bii= 307 " 30007 907007 * 19
Lorsque les dérivées sont continues, alors

g2 =8)x (1.14)

12
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Le vecteur g, ; peut étre exprimé comme combinaison linéaire des vecteurs de base

g.oug
g.;=e" =Tig, (1.15a,b)
ou les coefficients sont définis par
Ty =8 -85 Iy =g“.g,, (1.16a,b)

Les coefficients I, et I‘i}‘ sont les symboles de Christoffel de premiére et de seconde

espéces respectivement.
En utilisant les expressions (1.14) et (1.16a,b), on déduit que les symboles sont

symétriques pour les deux premiers indices inférieurs

Ty =T Iy =T; (1.17a,b)
A partir de (1.10), (1.14) et (1.16), on déduit que

Ty =—(ga, + 85 £ ) (1.18)

N |

Et A partir de (1.7), (1.8) et (1.16a,b), il en suit que
Ty =guly Iy =g"Ty (1.19a,b)

En dérivant (1.6) et en utilisant (1.19a), on aboutit

g:-8=8.8,="T (1.20a)
g,.8=-¢.8,=-T (1.20b)

et
gi'k = —I‘j‘kg" (1.20¢)

13
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1.2.3. Vecteurs dans l'espace

Tout vecteur de 'espace R?, peut étre exprimé comme une combinaison linéaire des

vecteurs de base g, ou g'. Ainsi, un vecteur V peut étre écrit sous deux formes alternatives
V=Vigi =Vigi (1.21)
En utilisant les relations (1.6), (1.7) et (1.8), on déduit les composantes alternatives

Vi=g'.V; Vv, =g,.V (1.22a,b)
Vi=giv;; V, =g,V (1.23a,b)

Les composantes V' et V, sont appelées les composantes contravariantes et
po. i ppe

covariantes respectivement du vecteur V.

La dérivée partielle du vecteur arbitraire V s'écrit sous la forme alternative suivante

V=V g +Vig, (1.24a)
= j,igj + ng",i (1.24b)

En utilisant (1.15b) et (1.20c), on déduit
V,= (Vj ’ +Vkrii )gj = le i8; (1.25a,b)
=(V,-V,I¥)gi = V)|, g (1.26a,b)

Les équations (1.25b) et (1.26b) servent A définir respectivement les dérivées

covariantes des composantes contravariantes V' et covariantes V, du vecteur V.

Remarques

1) La dérivée covariante V’|; (ou V,|;) joue le méme rdle que, celui joué par la

dérivée partielle V;; dans le syst¢me de coordonnées cartésiennes.

2) Le vecteur de base de l'espace g, (ou g') joue le méme role que, celui joué par le
vecteur unitaire i, dans le systéme de coordonnées cartésiennes.
3) Le tenseur métrique g; (ou g¥) se réduit au symbole de Kronecker o, dans le

systeme de coordonnées cartésiennes.

14
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1.3. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE POUR UNE SURFACE

1.3.1. Vecteurs de base et tenseurs métriques d'une surface

Considérons la surface Q (93 = O) (Fig. 1.1). Le vecteur position d'un point P sur

cette surface Q est donné par

R =R(0',62,0)=r(6',6?) (1.27)

Ainsi I'équation 6% = 0 détermine r =r(6',0%).
Soit 6° 1a distance le long de la normale 2 cette surface de référence Q et soit 4, le

vecteur normal unitaire 3 Q au point P. Le vecteur position d'un point quelconque Q qui se

trouve sur une surface parallzle 2 Q (6° #0) est défini par
R=R(6',6%,6°)=r(6',6?) +06°4,(6',6?) (1.28)

Notons que les 6%(o.=1,2) sont des coordonnées curvilignes arbitraires de la
surface Q tandis que 6° est 1a coordonnée qui donne la distance le long de la normale a Q.

Les vecteurs de base de 1'espace donnés par (1.5) peuvent s'écrire sous la forme

g, =R, =r,, +0°4,, (1.29)
g3 = R’3 = ﬁ3 (1.30)

Considérons les vecteurs tangents 2 la surface de référence Q définis par
a,(0',62)=g;(e',6,0) (1.31)

D'apres (1.13), (1.29) et (1.31), nous déduisons les relations suivantes entre les

vecteurs de base de I'espace et ceux de la surface de référence Q

— 3a
g8, =a, +874,, (1.32)

L'identification de (1.29) avec (1.32) nous donne

a,=r (1.33)

[+ ‘u
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Comme pour (1.6), nous définissons le vecteur de base a' normal 2 la surface Q par

a'(e',0%)=g!(e',6%,0) (1.34)
a'.a; =98 (1.35)

Lorsque la distance 8° le long de la normale 2 la surface de référence Q est nulle,

alors

33 = g3 = ﬁ3 (1.36)

Remargque

A chaque point de la surface de référence 2, nous avons deux triedres de base a'et

a;, ol a, et a® sont tangents a cette surface Q et a’ =a, =4, est sa normale unitaire. a,

sont tangents aux lignes de coordonnées 6% et a® est normal a ces lignes de coordonnées.

Les vecteurs a® peuvent €tre exprimés comme combinaison linéaire de a, et vice

versa
a® =a®a;; a,=a, a (1.37)
Nous constatons que les coefficients a®® et a,g sont les composantes des tenseurs

métriques contravariants et covariants respectivement de la surface de référence Q. Ces
relations linéaires sont semblables aux relations (1.7) et (1.8).
Nous avons aussi les relations suivantes entre composantes des tenseurs métriques de

l'espace et d'une surface

a**(6',6%)=g**(0',0%,0); a,(6',6%)=g,,(6',6,0) (1.38a,b)

A partir des équations (1.35) et (1.37) nous déduisons que

a® =a%af; B, =8,2 (1.39a,b)

et que

a%a, = 8¢ (1.40)

16
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Soit la notation
2

11 en suit d'apres (1.39) que

gt =82, G2 2%fu.  2_ 24 (1.42)
a
etque
1. |aaﬂ| (1.43)
a
1.3.2. Deérivées des vecteurs de base de la surface de référence
Comme en (1.16), nous définissons les symboles de Christoffel pour les coordonnées
surfaciques
T, (61.0%)=a, .a,, =T, (6',6%,0) (1.44a,b)
T (0',0%)=a%a,, =T, (6',6%,0) (1.45a,b)

Ici, les termes portant une barre signifient qu'ils sont évalués dans la surface de

référence ((-)3 = 0). Si les dérivées sont continues (la surface supposée réguliere), alors il en

suit d'apres (1.33a) d'une part, et des définitions (1.44a) et (1.45a) d'autre part, que

T, =gy Ty =I] (1.46a,b)
Aussi 2 partir de (1.38b) et (1.44b), nous déduisons que
Togr =5 {2ers + 50 — 20t (1.47)
De la méme fagon que (1.35), (1.36) et (1.37), nous obtenons
a®.a; =87 a* =a%a, a, =a,a’ (1.48a,b,c)
d,.a, =4,.a° =0 a,.4,=1 (1.49a,b,c)

17
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A partir de (1.48a) et (1.45a), nous obtenons

Th=-a,a, (1.50)
Nous déduisons a partir de (1.48b,c) et des définitions (1.44a) et (1.45a) que
T =2l IY =a"T,, (1.51a,b)

Les composantes des dérivées a,, , sont telles que

by (6,6%) =4,.a,5 =T,,(6'.6%,0) (1.52a,b)

b3 (6',0%)=4,.a%,,=-TI5(6',6%,0) (1.53a,b)
Les composantes b,s sont donc les mesures des dérivées des vecteurs de base

surfaciques suivant la normale 2 la surface de référence.

A partir de (1.52), (1.53) et (1.48), nous pouvons démontrer que
bus = bﬁ(l = _aa .ﬁsz = _ﬁ3 .aﬂ.a = aﬂbg (1.54a,b,C,d)
by =—a%.4,5 =a®b,, =a,b* (1.553,b,c)
Les coefficients b4 et b;‘ constituent des composantes de tenseurs associ€s que nous

appellerons tenseurs de courbure.

A partir de (1.44a), (1.45a) et (1.52a), nous déduisons que
a5, = pa, +bgd, (1.56a)
=—mav +byd, (1.56b)

A partir de (1.50) et de ce qui précéde, nous déduisons que
a®,,=-Tpa" + by, (1.57)

Les équations (1.56) et (1.57) sont les formules de Gauss pour les dérivées des
vecteurs tangents. Notons que, les symboles T}, ou T, sont les composantes de a,, , suivant

les tangentes 2 la surface moyenne €, tandis que b, ou by sont les composantes suivant la

normale 3 Q.
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Les dérivées de la normale 4, se déduisent 2 partir de (1.54) et (1.55)
4,, =—b,ya®* =-bga, (1.58a,b)

Les équations (1.58a) et (1.58b) sont connues sous le nom de formules de

Weingarten.

Retournons aux vecteurs de base de l'espace g, et utilisons (1.54b) et (1.55). Nous

trouvons alors
g. =a,-0’bha, (1.59a)
=a, —6°b 4 (1.59b)

En utilisant les relations (1.29), (1.33), (1.54) et (1.58) et & cause de la symétrie des

composantes du tenseur de courbure b, nous obtenons les composantes g, sous la forme
8ep = 805 —26%bg +(6°) b, b] (1.60a)
A partir de (1.33b,c), (1.49) et (1.59a), nous obtenons
8a3 =0; g5 =1 (1.60b,c)

On appelle courbure principale de la surface de référence Q, l'invariant défini par
1. o
H= 3 by (1.61a)

et on appelle courbure de Gauss de Q, I'invariant défini par

b
K=|—“"|=b}b§ —b;b? (1.61b)
a

La deuxiéme forme fondamentale de la surface Q est donnée par |

dr.da, =-b,d6*d6" (1.62)

A partir de (1.56), (1.57) et (1.58), nous définissons le produit scalaire

da, .dd, = b,bd6*de” (1.63)

qui est appel€ la troisiéme forme fondamentale de la surface Q .
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14. THEORIE DES COQUES

Soit la surface Q définie sur la figure (1.1), appelée surface de référence. Désignons
par I, le vecteur position d'un point quelconque de €2, repéré par rapport a l'origine du repére
cartésien O. Les coordonnées curvilignes sur € sont notées 8! et 6% Ainsi, nous pouvons
écrire

r=r(0',6?) (1.64)

Quel que soit le point de Q, nous construisons le vecteur normal &, et nous

désignons par 6°, la distance du point de Q le long de &,. Donc 6° = 0 détermine la surface

Q. Nous limitons notre étude au cas ou

1

—Eh <0’<—h (1.65)

(S Y

avec h = h(6',8?) est en général une fonction de 6’ et 6.

Fig. 1.2:Cinématique des Coques

Dans cette étude, nous supposons que I'épaisseur h de la coque est constante bien

qu'en général, ces résultats restent valables pour h variable. Deux surfaces supplémentaires

sont définies par 6° = :t%. Ces surfaces sont prises comme limitant le corps B, qui contient la

surface Q.
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Le corps B est appelé une coque; les surfaces limites de B sont appelées surface
inférieure (93 = ——121) et surface supérieure (93 = %) de la coque. La surface  est appelée

la surface moyenne et h est appelé 1'épaisseur de coque. Nous supposons que, la surface
moyenne € et les deux surfaces inférieure et supérieure de la coque sont des surfaces
continues sans singularités.

Le vecteur position d'un point de la coque peut €tre alors défini par ( Fig. 1.2)

R =R(6',62,0°) = r(6',62) +6%4,(6',6) (1.66)

Nous pouvons maintenant définir certaines relations importantes entre des quantités
définies dans la coque B et les quantités sur la surface moyenne 2. A partir des relations
(1.56), (1.57) et (1.58) et en utilisant (1.66), nous déduisons que les relations entre les

vecteurs covariants de base de l'espace ( corps B), et ceux de la surface moyenne Q sont

données par
g, =R, =pla, =p, a’ (1.67a,b,c)
g, =R,=4, (1.68a,b)

ol
g = Mg = 8,5 —0°b,5; i =38 -0°b] (1.69a,b,c)

Les coraposantes du tenseur métrique du corps B sont alors données en fonction des

composantes de celui de (2 par

Bop = o Bp = Mobyp = 2, 500 (1.70a,b)
83 =8,-8,=0 (1.71a,b)
£3;=8;.8,=1 (1.72a,b)
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CHAPITRE 2

COMPORTEMENT GEOMETRIQUEMENT

NON LINEAIRE DES COQUES

2.1. INTRODUCTION

Dans cette partie, nous développons la théorie des coques géométriquement non
linéaire. Apres avoir exprimé les composantes du tenseur de déformation de Green-Lagrange
en fonction des composantes du déplacement, nous utilisons le principe des travaux virtuels
pour obtenir le champ des équations de mouvement : équations d'équilibre et conditions aux

limites ( LIBRESCU [53] et SCHMIDT & REDDY [79] ).

2.2. GEOMETRIE DES COQUES

V : est le volume de la coque considérée

S : est la surface de la coque, somme de la surface supérieure S+ (63 =h/ 2) et de la surface
inférieure S~ (6> = —h /2)

A : est la surface latérale de la coque

Q : est la surface moyenne (93 = 0) de la coque

I' : est la courbe limite de Q, résultant de l'intersection de Q etde A

h : est I'épaisseur de la coque

Ag : est une partie de A ot les vecteurs de contrainte sont prescrits

I', : est une partie de I' ol les vecteurs de contrainte sont prescrits
n, : sont les composantes de la normale unitaire extérieure a A

Vv, : sont les composantes de la normale unitaire extérieure & I"

0’ : sont les composantes curvilignes d'un point de la coque
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Fig. 2.1 : Géométrie de la Coque

E

2.3. RELATIONS DEFORMATIONS - DEPLACEMENTS

Un vecteur quelconque v de I'espace peut étre écrit par rapport aux bases spatiales

covariantes ou contravariantes

v=Vig. =Vg (2.1a,b)
avec
Vi = Vi(61’62,93); Vi =Vi(91,62,93) (2.2a’b) .
Soit, si on se repére par rapport aux vecteurs de base surfaciques de
_ 3a
v=voa, +vi,
. (2.3a,b)
=v,a’ +v,d,
avec

v* =v*(6',6%,6%); v, =V’ =v,(0',6%,6°); va =v,(0',6%,6°) (24a,b,c)
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On peut démontrer les relations suivantes entre les composantes dans l'espace et
celles dans le plan

V, =pubv, ve = (p)y? V=V, =V =v, (2.53,b,C)

. -1)P . .
ot pf et (p. 1)0l sont respectivement le tenseur de changement de courbure et son inverse.

Les composantes du tenseur de déformation de Green-Lagrange dans l'espace
tridimensionnel sont définies en fonction des dérivées des composantes du vecteur de

déplacement v par

E; = %(Vi RARAS RA j) (2.6)

ol (.)]|; désigne la dérivée covariante dans I'espace par rapporta '

Les dérivées des composantes par rapport a la base spatiale et celles par rapport 4 la

base de la surface moyenne sont reliées par les relations suivantes ( LIBRESCU [53] )

Vs =nl (v, |s - bwvg) @.7)
ey = (u):(v] -b1vs) 2.8)
Vols =ulv,, (2.9)
Vel =(n)0 v, 2.10)
Vo= Valo = via + by v @.11)
V3"3 = V3"3 =V =V, (2.12)

ol ()| « désigne la dérivée covariante dans la surface moyenne par rapport a 6°.

La premicre grande hypothe¢se de cette théorie est basée sur le fait que nous
développons en séries de Taylor les composantes du déplacement jusqu'a 1'ordre 1 pour les
composantes membranaires et jusqu'a l'ordre 0 pour la composante suivant la normale i la
surface moyenne ( SCHMIDT & REDDY [79] ). Ceci est justifié par le fait que la dimension
suivant la normale est petite par rapport aux deux autres. Nous écrivons donc que

v, =($/)a+63(\1/)a +.. (2.13)

(0)
Vy=Va+.. (2.13b)
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En utilisant les relations (2.7)-(2.12), les composantes de tenseur de déformation

(2.6) peuvent alors s'écrire

© o) @
By =Eop+0°E,+(6°) E,y (2.14)
© o
E,=E+0%E, 2.15)
©
E;; =Eax (2.16)
@
ou E_, sont données par
O) 1(© © © 1({©® L@ Y(© © \
Eg=>5 V°‘|B+ Vo |~ bas Vit Viatbi vy |[ Vig+bEvs |+0(6°) (2.17)

® 1o o) 1 © © © ©
E. =5(va|5 +vﬂ|m)—5(b3(v,‘|B ~b,, v3)+b:;(vk|0l -b,, v3))

+%[b2((3)3',3 +bg (3)5 )+b;((€')3ﬂ +b2 (‘3)5 )](\II),~ +0(6°) e
B, =—%(b;‘3l B+b;‘3x|a)+%b;bg‘3ﬁ35+o(e3) 2.19)
E_ =%(‘3’m Y, +(3m)WL%?/’*(({’:’A —b,, Vs )+o(e’) (2.20)
E_ 2%%(;}1'“ +0(0°) @21)
E :%(3*(3“0(9’) (2.22)

2.4. EQUATIONS DE MOUVEMENT

Les équations de mouvement sont déduites & partir de l'utilisation du principe des

travaux virtuels ( VALID [95] ).
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24.1. Efforts internes

La variation du travail des efforts intérieurs est donnée par

~8W, = j SIE dV (2.23)
v

SY : sont les composantes du second tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff
E; : sont les composantes du tenseur de déformation.
Si on utilise les relations (2.14)-(2.16), on aboutit &
W, = { SUE,dV = ‘[ {68, 5 +58,, 0% +58 (6 s

(2.24)
O K] O 3gqal O 33
+20E 3 S¥ +20E;6°S” +0Es; S }dV

A partir des relations (2.17)-(2.22) et A cause de la symétric des composantes S

nous pouvons écrire que

© 3 (0) (0) ©) © (0) (0
[8E 5 8%dv =86V, |, - b,,S*5 v, +s*‘"(v3,a+b§ vx)(S Vit b3V, )]dV

v V-

=I{rs“ﬂa‘3a]
v L B

© © © © ©
—S“B|38va—baBS°‘38v 3+l:(v3.m+bf,‘l vx)S“‘58v3] ,
© ©) ©) © © \.©
- (v3,a+b:‘lvx)s°‘3:" 8v3+bgs"p(vm+bzvl)SvY}dV
B

L'élément de volume est défini en fonction de 1'élément de surface par la relation

dV = pde*dQ (2.25)

L'élément de surface supérieure ou inférieure peut s'écrire sous la forme

ds = pudQ (2.26)
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Sur la surface latérale A, on peut écrire que

n, dA = v ndo*dl 2.27)

w=|ut (2.28)

En utilisant les relations (2.25)-(2.28), le théoréme de la divergence et l'intégration

par parties, nous obtenons

) ops @
g0 Vo +b STV,

(0) (0) 0) 0) 0)
OE 4 S*PaV = I{saﬂs Ve +(V 3 +by vV, )SaBS A& }nﬂdA _I{Saﬂ
v A v
(0) 0)
+[(v3,a +bf;l VA)S“B]

© © (© © ©
- ap A p p
= I{S v, Ly +0 v3(v3,a +b, v, )L"(‘o)}vﬁdr—j{é Vo L
r Q

© [/© ©
+8 v3[(v s D2V, )L“(‘g)]

© © ©) ©
B8 v3—b,’3(vm+b§ v,\)S“BS v, }dV

® s
a + baﬁa Vv 3 L(o)

(0) (0) (0)
A
, -bid v, (vm +bk v, )L‘;{,’,}dg

De la méme maniére, nous obtenons

Q) )] 0 (0) @) @
[3E, 63S“3dV=I{8va L% +8 vy BALS +8 v, bk vy L"(‘f’)}v,,dl“—j{Svu L%,
v r Q

m

O BBl — 8% bAb % + 8 v b o [oB

(O] o b o 0) © B
=3 v, bib] va L +3 va b}| vig+bf v, |LE +dQ

W )
AT af }
p 0V, byby v, Ly, dQ

[58 4 (6°)’sPdv =~ [V, b2LGv,dr +[{sV, b2
v r Q
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) 0 0 )
{ 28 E 43 S¥dV = ‘[ {69, V1 +5V, 122 Jvaar + 2[{zs v, B
(0) O] (
S8V, LB, 48V LD —5V, VLI,

(0) (0) )
~3v,b,, ’lL"(‘g)+8v a"’(vxl -b,, )L"(‘g)}dﬂ
a3 W ol { o 2. a3 (l) g. }
jzaSEm3 3§UqV = jav VLB, dr - j’ VLB -8 v, v LY

(0) o a
[8Es s%av =[5V, v' L¥d0
v Q

h/2
L, = [us’(e’)"d0>,  n=0,1

~h/2

(2.29)

Les Lifn) sont les représentants du vecteur de contrainte intégrés sur I'épaisseur de la

coque.

2.4.2. Efforts externes

Les efforts externes sont donnés par les efforts de volume, d'inertie, de surface et de

pression. La variation du travail externe nous donne

W, = [p(f - V')sv,dv + [§'5V,dA + [P'5V,dS
v Ag S

N

ou

p : est la masse volumique du matériau

f' : sont les composantes du vecteur force de volume

Vi : sont les composantes de l'accélération d'un point matériel de l1a coque

S’ : sont les composantes prescrites du vecteur de contrainte sur une partie Ag de A

P' : sont les composantes de pression agissant sur la surface S = S* + 8~

(2.30)

Nous détaillons 1'écriture des différents termes intervenant dans I'équation (2.30)
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Efforts volumiques

i (0) o 0) 3 (O] o
[pfievdv = j{a v, F& +8v, F) +8v, FY [dQ

\4 Q

h/2
Fy, = [ouf'(6°)"de’, n=0,1 (2.31)
-h/2

Les F('n) sont les représentants des efforts volumiques intégrés sur I'épaisseur h de

la coque

Efforts d'inertie

. . 0) © (1 (0) (0 (1
[pVisv,av =j{5 Va (v& Iy + 0% Im)+6 Vs (v* Io +9° Im)
v Q

o (O [
+8va(v I +V I(z)) dQ

h/2
I, = [pu(6°)"d6’, n=0,1,2 (2.32)

-h/2
LesI @) sont les représentants des efforts d'inertie intégrés sur I'épaisseur de la coque

Efforts de surface

N © "2 o " o ",
I{SlavsdA:I{Bva j ut*fv,de* +8v, Iut3ﬂvﬁd93+6va J'ut"“’vﬁez’de3 dr

. i -h/2 -h/2 -h/2

oiles t’ sontles composantes du premier tenseur de Piola-Kirchhoff.

avec la relation S' = t'n i
Efforts de pression

. 0) 0) )
[Pisvds= j{a Vo Po +8 Vv, Py +8 v, P&‘)}dﬂ
S Q
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P, =[u (@)p]” . n=0i (2.33)

-h/2
Les P(in) sont les représentants des efforts de pression moyennés sur 1'épaisseur de la

coque.

2.4.3. Equations d'équilibre et conditions aux limites

L'équation variationnel correspondant au principe des travaux virtuels est donnée par

OW =3W. +8We =0 (2.34)

ol 6W, et W, sont donnés respectivement par (2.24) et (2.30).

Di au fait que les variations dv, sont arbitraires, leurs coefficients dans l'intégrale

précédente doivent varier indépendamment. Ainsi on établit les équations d'équilibre et les

conditions aux limites suivantes

Equations d'équilibre

0 o a
5V L% - oI + VAL | B

(0)
b“[L(o)+(v“+b v )L*( +by L’}f’)]
(2.35)

9 £ «
=V L +V" I —Pg, — Fg

(0 ©)
Y AB Y AB
8v [(m+(vu+bk )L@+b ImJ

,

= 3
Vj%) Em Fo

+b [(m biL +v L@]
B (2.36)

() L)
. op oy AB B3

a ( ) [+3
—bﬂ[(v”+b’ )L’tf,+b’v L(z,]—L(g)
P (2.37)

©) © o) ( & gq; g &
_aof A3 A3 33 _ [} a
a (" B l » =Dy Vs )L(O) v I aLay = V" Ly =V Iy +V 1) — Py, — K
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Conditions aux limites

(0) [~ AP & p3 " Top 3

5V 4| L% —b2L® +v L(o)] [ui*v,do (2.38)
- -h/2

© © 0\ . A "o, s

5V, L(o)+(v“+b v )L(0)+b’ v L(l)] [ui*v,do (2.39)
-h/2

o T 8, Rips "o 3103

SVQ:LU(‘{’) by +v LQI,] J' ut*Pv, 6°de (2.40)

-h/2

Nous obtenons ainsi cinq équations d'équilibre données par (2.35)-(2.37) et cinq
conditions aux limites données (2.38)-(2.40) sous forme incrémentale que nous utiliserons par

la suite dans le programme de calcul numérique.
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CHAPITRE 3
LOIS DE COMPORTEMENT

3.1. PREMIER ET SECOND PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE

3.1.1. Premier principe

Le premier principe de la thermodynamique (ou principe de conservation) se formule
ainsi : 2 chaque instant, la dérivée matérielle de I'énergie mécanique & d'un systtme S

occupant un volume noté V, est la somme de la puissance des efforts extérieurs P exercés sur

le systtme et de la chaleur Q regue par le systéme

f;[&]= P, +Q 3.1)

Nous supposons que les efforts extérieurs sont donnés d'une part par les efforts
volumiques f représentant l'action des systtmes extérieurs, et d'autre part par les efforts

surfaciques T définies sur la frontiére de V

P, = lf.udv + §T.udA (3.2)
av

ou U est la vitesse d'une particule du systéme S.

L'énergie £ est 1a somme de I'énergie cinétique et de I'énergie interne
§= ‘[p(e +iuu)dv (3.3)

ou P est la masse volumique supposée constante et e est I'énergie interne spécifique.

Par analogie avec les hypothéses faites pour les efforts extérieurs, nous supposons
que la chaleur regue par un systéme, est due a des effets de contact A travers la frontiére - c'est

la chaleur regue par conduction - et éventuellement due aussi a des actions 2 distance. Nous

posons alors
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Q= §qdA +[rdv (3.4)
v v

ol q est une densité surfacique de taux de chaleur regue et traduit les échanges 2 travers 0V,
et r est une densité volumique définissant un taux de chaleur fournie & V par des systemes
extérieurs.

Le premier principe donné par I'équation (3.1) peut donc s'‘écrire sous la forme
indicielle

L [p(e+duiu)dV = [ (Fu + )V + §(Tu, +q)dA (3.5)
v v oV

La loi de mouvement est donnée par I'équation suivante

&d; ‘[%pu.udV + ‘[ s:%Edv = 1 f.udV + i’T.udA (3.6)

ou S est le second tenseur de Piola-Kirchhoff,
Soit sous forme indicielle

ij%puiuidV+ j' S¥:E,dV = j' flu,dV + § T'u,dA G.7)
dey, J J J

En retranchant (3.7) de (3.5), nous obtenons 1'équation suivante

ad;lpedV - J Si:E,dV = J rdV + §qdV (3.8)
av

En effectuant la dérivée par rapport au temps de la premiére intégrale et en
transformant l'intégrale de surface en intégrale de volume par l'intermédiaire du théoréme de

la divergence nous obtenons

{ (pé —ST:E )V = l (r - divg)dV (3.9)

Ce qui permet d'écrire que
pé =S8? :E; +r—divq (3.10)

qui traduit localement la conservation de I'énergie.
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3.1.2. Second principe

L'idée, pour introduire le second principe de la thermodynamique,' est de poser
comme inégalité fondamentale celle qui généralisera en mécanique des milieux continus

I'inégalité€ bien connue en thermostatique ( GERMAIN [26] )

Ay > 2Q (3.11)
T

liant l'accroissement élémentaire d'entropie spécifique Ab et la quantité élémentaire de chaleur

regue par un syst¢me homogene a la température T.

L'inégalité fondamentale exprime qu'a tout instant t et pour toute partie V du systtme
(seconde loi de la thermodynamique ou principe d'entropie sous forme d'inégalité de

Clausius-Duhem), nous avons
d r q -
— | pdV 2 | -dV - ¢-=.ndA (3.12)
mE b E o

ol 4 est I'entropie par unité de masse, T est la température absolue.

Par l'utilisation du théoréme de la divergence, nous transformons l'intégrale de

surface en intégrale de volume et nous obtenons sous l'intégrale
ph——+ div(ﬂ) >0 (3.13)
T T

ou encore comme T est positive

pTh—r+divg+g.q=0 (3.14)
avec
g = gradT (3.15)
T

Il y a parfois intérét a exprimer cette inégalité sous une forme qui ne fasse pas
intervenir la quantité r. 11 suffit pour cela d'éliminer celui-ci, grice A I'équation (3.10). Nous

obtenons alors
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SU:E; +p(Ts-¢é)+g.q20 (3.16)
ou encore
SU:E; —-p(W+5T)+g.q20 (3.17)
avec
¥=e—Th (3.18)

est I'énergie libre par unité de masse. Cette énergie libre dépend des composantes de la
déformation E;; et de la température absolue T

¥Y=¥(E,,T) (3.19)

ij?

Ainsi, la dérivée de I'énergie libre par rapport au temps donne

y-o¥

. a\P .
B, + 25T (320

aT

En substituant cette égalité dans (3.17), nous obtenons

(8" ~pTLxE, ~p(s+TE)T+.q20 a21)
ij

Si Eij et T sont arbitraires et indépendantes des expressions entre parenthéses qui les

précedent, nous obtenons les relations constitutives suivantes

i ¥
e d 3.22)
P3E, (
ct
oV
s=-9¥ 3.23
3T (3.23)
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3.2. MODELE DE L'ENDOMMAGEMENT

Sous certaines conditions, des défauts microscopiques et des microfissures se
produisent et grandissent dans les matériaux solides. Ils ont pour effet de réduire la vie des
structures mécaniques. Cette détérioration des propriétés mécaniques du matériau est appelée

endommagement.

3.2.1. Schéma cinématique

On considére un élément de volume local qu'on note V| avec sa surface externe
désignée par S, arbitrairement choisie (Fig. 3.1). Dans I'élément de volume V|, extrait d'un
corps B, vu du point de vue microscopique, de nouvelles surfaces notées S,, font leur
apparition ( ALLEN ez al. [11] ). Les dimensions de V| sont choisies suffisamment petites
comparées 2 celles du corps B, de telle sorte qu'elles garantissent macroscopiquement
I'homogénéité du matériau. Ainsi I'élément de volume V| satisfait 2 I'hypothése de I'état local.
Celle-ci peut s'énoncer selon GERMAIN [26], comme suit : "Q tout instant t fixé, on peut
attacher @ toute particule (n+1) paramétres notés Yy, %X, tels que l'énergie interne
spécifique e, l'entropie spécifique 4la température absolue T (et plus généralement toutes les
grandeurs continues) de cette particule @ l'instant t, soient données en fonction de Yy, %1>--+Xn
par les mémes expressions valables en thermostatique". N

En d'autres termes : "@ toute particule @ un instant t fixé, on peut associer un état
d'équilibre d’un systéme thermostatique défini par Y, %X, décrivant une propriété
thermostatique du systéme associé, et définissant également A linstant t la propriété
thermodynamique correspondante du milieu en mouvement".

Si on considere le mouvement de I'élément local de volume V|, dans le cas ou les
efforts et les déplacements sont appliqués uniformément sur le bord extérieur de Vi, les
contraintes moyennes et les déplacements moyens dans V| seront déterminés a partir des
efforts et des déplacements sur le bord extérieur de V;.

Bien que le processus d'endommagement entraine la conversion de l'énergie de
déformation en énergie de surface, le fait que l'endommagement soit reflét€ dans les

équations constitutives plutot que dans les conditions aux limites, suggére qu'il est traité dans
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I'ensemble de 1'énergie dissipative des variables internes lesquelles ne sont pas discernables
sur le bord extérieur de 1'élément de volume local.
Sous les hypothéses décrites précédemment, on peut décrire le systéme grice 2

'énergie libre spécifique par unit€ de masse (ou de volume) laquelle dépend de la partie

élastique des composantes de la déformation E; et de la température absolue T
¥ =¥(E;,T)=e-T (3.24)
11 est ais€é de dégager la signification physique de 1'état local ( GERMAIN [26] ) :
“elle implique en quelque sorte que, bien que le systéme soit en mouvement, chaque particule
peut étre considérée comme approximativement en équilibre du point de vue
thermodynamique. Autrement dit, les temps de réponse permettant au systéme thermostatique
(que constitue la particule légérement perturbée par le mouvement) de retrouver un nouvel
état d'équilibre thermostatique sont supposés négligeables par rapport aux durées qui
caractérisent I'évolution cinématique et dynamique du milieu". Cet énoncé tres schématique a
toutes les chances d'étre mis en défaut si 1'évolution globale du syst¢tme en mouvement est
trop rapide. Par conséquent sa validité devra €tre appréciée et critiquée selon la nature des
mouvements considérés. Mais les conséquences que l'on peut en déduire semblent, dans les
situations les plus courantes envisagées en mécanique des milieux continus, raisonnablement

en accord avec l'expérience.

N

B Q C
— ‘3%«;1 s "
L f\ \i

Fig. 3.1 : Vue Microscopique

Si nous regardons microscopiquement 1'élément de volume V|, nous constatons
l'existence de quelques microfissures ( vides, pores, etc.. ). Nous prenons par exemple, I'une
de ces microfissures. Nous notons V° le vecteur qui a pour mesure la distance relative de

I'une des faces de la microfissure par rapport A l'autre. Nous notons aussi n° la normale
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extérieure 4 l'une ou l'autre des faces. Du fait que V® et n° décrivent la cinématique du
processus d'endommagement, nous construisons un tenseur du second ordre évaluant une
variable de 1'¢état interne au niveau local

o, = vfnj? (3.25)

ij
Les v; et n§ sont respectivement les composantes de veet n°.
Notre nouvelle variable de 1'état interne est bien représentative de la microfissure.
Nous contrdlons la largeur de cette derniére grice A son ouverture représentée par V° et 2
grice sa direction de propagation donnée la normale n°. Cette description fut proposée pour
la premiére fois par KACHANOV vers 1958.
Pour notre cas, nous ne considérerons que l'endommagement dii au délaminage. Les
effets de celui-ci seront pris en compte 2 travers des quantités moyennes locales. Des efforts
T: fictifs équivalents sont appliqués le long de faces de couches (Fig. 3.2). Une énergie due a

I'application de ces efforts fictifs est alors définie par
ec = - [Ti.vedS (3.26)
VL )

En substituant 1'équation (3.25) dans (3.26) et en utilisant la formule de Cauchy
(T: = o2n$) , nous obtenons

c 1 ij
e’ =———]ola,dS (3.27)
4o

ou les ¢} sont les composantes d'un pseudo-vecteur de contrainte di au délaminage.

3.2.2. Contraintes thermodynamiques
D'apres la relation (3.22), la contrainte est une dérivée de 1'énergie libre, qui est elle-
méme, dépendante de la déformation E et de la température T. En utilisant la relation (3.27),

nous déduisons que notre nouvelle énergie interne ( dii au délaminage ) est une fonction des

mémes variables dont dépend O'icj c'est a dire E., T, et, de la nouvelle variable de 1'état

ij?
interne «;;. Signalons que cette nouvelle énergie de 1'état interne €° n'a de sens qu'en présence
de la nouvelle variable o ;. Ainsi, nous pouvons écrire que

e® = e°(E;,T,a;) (3.28)

ij°
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Notre intention maintenant, est de construire localement, un champ d'équations qui
soient similaires dans la forme au champ d'équations de la thermodynamique.

L'application de la formule de la moyenne nous permet d'obtenir 1'énergie interne
donnée par (3.27) due au délaminage. Une modification de 1'équation (3.24), permettant
d'inclure 1'énergie de conversion due aux différents phénomeénes d'endommagement, est
nécessaire. On considére 1'élément de volume local V| avec les porosités dues a
I'endommagement. L'intérieur de V, est supposé comme étant entieérement composé d'un
matériau €élastique délaminé. Si la structure dont on est extrait cet élément de volume local V;
est endommagée, on définit notre nouvelle énergie libre totale comme suit

P! =¥YE T,ocij)=e"—-T1>=e+e°—Tb=‘I’+e° (3.29)

ij?
ot ed est appelée I'énergie interne locale effective. Elle est donnée par

el=e+e° (3.30)

avec e représentant l'énergie interne du corps équivalent non endommagé et e€ représentant
I'énergie interne due a I'endommagement (ici le délaminage), qui est donnée par les relations
(3.27) et (3.28).

Nous développons 1'énergie libre W en séries de puissance autour de 1'état initial
(B;=0,T=T,,a,=0)
oy b
oT

d
we o] 22
° OE,

]

(0
0

g+ (T-T,)+

0 ij

ij

Eijan}
0

aij(T—To)}
0

0

5Py
3E ;00t,,

E;(T-Ty)+

0

1| o*y! Ak
+—{———{ E,E_ +
2| 6B GE, | OE.0T

0 Y

o*ye
o By +—
. oo, 0T

1| o*¥* o*y!
2 | 0oy 0oy oo, 0E
0 ]

ij
1] o*we
+_
21 or?

o*y
(T - TO)Eij + OTo0.

0 1

2 d
(T-T,) + 2%
o HI‘GEij

(T-T, )aij}+.. (3.31)

(1]
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Si la déformation est suffisamment lente, le changement de température dans la

structure sera considéré comme négligeable, alors le processus est isothermique (T =T, ) A

I'état initial, I'énergie libre est absente (absence de déformation : ¥° = ‘I‘dlo =0). Donc

I'équation (3.31) devient
d d
yd = o¥ E;+ o¥ o
OE;; . oo .
2\gsd 2\ d
+l o E,Ey +_QL E;oy
2 | CE;CE, . OE 00, o
1] *¥! e
+E{aai,-aam %™ G 2 aijE”} o .
1} 0

Les conditions imposées par les deux premiers principes de la thermodynamique par
le biais de la relation (3.22) nous conduisent &

RN 2 B s
=P OB | ~OEE,| “ OEa,

au} (3.33)
0

Dans le cas ici o nous faisons I'hypothe€se que les contraintes sont absentes 2 1'état

d
initial (état non chargé : absence de contraintes résiduelles ( VALID [95] ) : g:j =0),
i|g
I'équation (3.33) devient alors
. anJd a2\Pd
Si=pl —— Ey+—/—| « 3.34
: p[aE.jaEu 4B d0, | X 639
L 0 y (]

Si les déformations sont assez petites, le comportement du matériau élastique sous
conditions isothermiques, peut étre approximé par une relation linéaire entre les composantes

de contrainte et celles de la déformation

S¥ =C¥E, (3.35)

ou Ciikl sont les composantes du tenseur d'élasticité.
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En élasticité linéaire, nous avons la relation donnant les composantes du tenseur
d'élasticité
e &

CH™ = g
3E oK,

(3.36)

0

Pour notre modele, nous définissons un tenseur d'endommagement dont les

composantes sont définies par
2 \sd

=p——— 3.37
p 3E 0 (3.37)

0

ALLEN et al. [6] ont démontré, en utilisant les conditions d'orthotropie, que les
composantes du tenseur d'endommagement sont égales au signe preés a celles du tenseur
d'élasticité

My ™ (3.38)

Ce qui implique que

Si=pC™(E, -a,) (3.39)

On voit d'aprés la relation précédente que dans le cas ol il y a absence

d'endommagement (ocij = O), on retrouve la relation linéaire classique de 1'élasticité en trois

dimensions entre les composantes du second tenseur de Piola-Kirchhoff et celles de la

déformation.

3.2.3 Lois constitutives pour les structures laminées
3.2.3.1. Loi d'évolution de I'endommagement

Notre modéle d'endommagement ne sera complet, que si on construit sa loi
d'évolution.

Soient, dans une surface locale qu'on note A, les composantes de la variable de

1'état interne donnée par (3.25), approximées par leur valeur moyenne
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o, = ..AL [vinzds (3.40)

LSy

_Flg. 3.2 : Couches Délaminées

Pour le cas des structures laminées, nous supposerons que l'endommagement est

causé seulement par le délaminage des couches adjacentes. Les efforts étant appliqués

perpendiculairement 3 la surface du laminé, donc la normale 2 la surface S, est portée par i,.

Ainsi, on peut écrire que

Ve =veA, +Vvid, + VA, (3.412)

n° =nga, =+4, (3.41b)

ol &; sont les vecteurs orthonormés suivant les vecteurs de base surfaciques.

Donc seules les composantes o, sont différentes de zéro, toutes les autres sont

nulles.
o, = "Kl‘ [vinsas (3.42)
L Sz
o, = "Xl— fvingas (3.43)
L s;
(3.44)

0yy =~ [vinsds
L S2
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L'étape suivante consiste a intégrer ces équations 2 travers la surface délaminée.
Nous utiliserons ici une loi approximative de O'BRIEN donnée par ALLEN et al. [8]. Cette

loi a été déterminée expérimentalement sous la forme

d
1

a_%l=_ani(1—i;hj)(§SL) (3.45)

JE,, 3 s

N

ou

E,, : composantes de la déformation

n : nombre total de couches dans le laminé
F , : module d'Young suivant la direction xi
X

h : épaisseur totale du laminé
h; : hauteur de I'écartement entre deux couches consécutives délaminées
d : nombre total de délaminages
C'"* ; composantes du tenseur d'élasticité
S, : surface totale délaminée
S : surface totale de contact entre les couches dans le laminé
Nous avons choisi cette loi de O'BRIEN car, nous avons remarqué qu'elle tient
compte de suffisamment de parameétres physiques tels les surfaces, le nombre de couches
etc.., pour qu'elle soit la plus proche de la réalité.

Nous poserons alors

d
F, (1 —%Zhj
k=-1 (§sz) (3.46)

2 Cl 113

Donc nous pouvons écrire

o, = kE,, (3.47)

Par exemple, nous donnons deux valeurs de k selon Allen et al.

0.0<k<0.6613 pour [0,/90,] en verre/epoxyde

0.0<k<0.6664 pour [0,/90,] en graphite/epoxyde
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3.2.3.2. Matrice constitutive du laminé

Nous limiterons notre étude aux matériaux laminés orthotropes. L'équation (2.29)

s'écrit
o h/2 I n
Li, = [us'(6®)"de®, n=01 (3.48)

-h/2

ot S¥ est donnée par la relation (3.39). Cette relation (3.39) écrite en bidimensionnelle

devient
Si? = pC*ME,, +p(1—- k) C*#¥E,, (3.49)
S® = 2p(1- k)C=ME,, (3.50))
P = pCHIE 4 + p(1— k) C*Eyy (3.51)

Par la suite, nous utiliserons la notation de Voigt pour les composantes du tenseur

d'élasticité permettant une écriture matricielle pour un tenseur du quatriéme ordre
1 1=====>1; 22=====>2; 33=====>3; 23 === ; 13=====>5; 12=====>6.

Maintenant, nous allons intégrer l'équation constitutive (3.48), en utilisant le
développement en séries de puissance des composantes de la déformation c'est-d-dire les
équations (2.14)-(2.16).

La relation entre les composantes du vecteur contrainte et les composantes de la

déformation s'écrit alors aprés certaines manipulations algébriques sous la forme

LO RO Rl R2 EO
L, |=|RT R, R, |E, (3.52)
L,] [R; Ry R JE,

46



Chapitre 3 - Lois de Comportement

1
L(O) L" Lu
L22 (¢} (2)
_ 0) _l122 Iy
[LO] - le [Lx ] - L(l) [LZ] - L(2)
0) L12 le
L33 1) 2)
)
11 12 16 13 11 12 16
R(O) R(o) R(O) R(O) R(l) R(l) R(l)
12 2 26 23 12 2 26
[R ] _ R(0) R(0) R(O) R(0) [R ] - R(l) R(l) R(l)
0]~ 16 26 66 36 11= 16 26 66
R(O) R(O) R(0) R(o) R(l) R(l) R(l)
13 23 36 33 13 23 36
R(o) R(O) R(O) R(0) R(l) R(l) R(l)
1 12 16
R(z) R(z) R(Z) Rll RIZ RIG
R12 R?l R26 (2) @) )
[R ] — (2) (2) (2) ﬁ - RlZ R22 R?.G
21~ Rm st R“ 21 2) ) 2)
(2) ) (2) RlG st R66
(2) 2) 2

13 23 36
R(Z) R(2) R(Z)

11 11 12 16
R Rg) Rl(:f) Rw R Ry
12 22 26
[R3]= Ra R(zaz) Rf,‘, [R4]= Rﬁ) R& Ry
16 16 26 66
R R(Z;‘, R‘(‘,‘, Ry R R
I3y h/2 I n
avec Ry = qu“(G’) de’
-h/2
) 7]
0 (n)u
et [E,]=| Ez [E.]=| E» |pourn=12
0) 12
(l_k)Ess
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© 7

L%, Ry R Ry R 2(1—1:)5,)23
5 55 S S5

_|Ro Ro Ry Ry ||2(1-K)E,

23 4 45 44 45 (1)
La Ry Roy Ry Ry | 2(1-k)E,
13 45 55 45 55
Lo Ry Ry Ry Ry 2(1-k) il:;)m

Jusqu'ici, nous faisons les remarques suivantes

i) le délaminage n'affecte que les termes de cisaillement et les termes normaux de la

déformation.

ii) Le coefficient k dii au délaminage dépend de la surface des faces d€laminées, de la surface
de contact entre deux couches successives, du nombre total de couches et des constantes

matérielles et physiques du matériau.

iii) Nous avons isolé¢ les termes plans, les termes de cisaillement et le terme normal, ce qui va

simplifier la modé€lisation numérique et donner lieu A une interprétation physique plus facile.

iv) Ces relations vont nous servir dans les équations d'équilibre et dans les conditions aux

limites des corps laminés en forme de coques ou plaques.

v) Le déterminant du tenseur de changement de courbure p dépend de 6°.
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CHAPITRE 4

FORMULATION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

4.1. INTRODUCTION

La méthode des éléments finis est 'une des méthodes numériques utilisées pour la
résolution de probleémes scientifiques. Depuis ces derniéres années, sa technique a ét€ assez
bien établie, ce qui fait d'elle qu'elle soit la plus employée de nos jours. Sa popularité découle
de son adaptation a résoudre beaucoup de problémes numériques. Une fois qu'un programme
est €crit en éléments finis, il peut étre utilisé€ pour trouver la solution de différents problémes,
en changeant uniquement ses données.

La méthode elle-méme, consiste & remplacer les structures complexes par un
assemblage d'éléments structuraux, reliés par un nombre fini de noeuds ou points nodaux. Si
nous connaissons le comportement de chacun des éléments, il est possible, en utilisant
diverses techniques connues en analyse des structures ( BATHE & WILSON [16] ), d'en
déduire le comportement général de la structure totale.

Etant donné qu'ici, nous utilisons des relations non linéaires, entre les composantes
du vecteur de déplacement et celles de la déformation, nous procéderons & une réorganisation
en profondeur de la formulation ( PALMERIO [65] ). Nous observerons que les processus
itératifs fondamentaux des éléments finis, demeurent inchangés. 11 faut cependant,
mentionner quelques difficultés : alors que les problemes linéaires ont une solution unique,

cette propriété n'est pas vérifiée pour de nombreux problémes non linéaires.
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4.2. PRINCIPE

Lorsque la structure est composée d'un nombre fini d'éléments, les matrices de
rigidité et les vecteurs de forces élémentaires, sont assemblées d'une maniere convenable, et
nous obtenons le systeéme d'€quations suivant pour la structure compléte

[R)(x)-{R} =0 @

ou [K] est la matrice de rigidité globale (aprés assemblage), {v} est le vecteur
déplacement nodal et {ﬁ} est le vecteur représentant les forces dues aux charges

extérieures, aux contraintes et déformations initiales, etc.. La barre au-dessus des termes
signifie que, si les déplacements sont grands, les déformations dépendent des
déplacements de fagon non linéaire.

Pour notre cas, on suppose 'absence de contraintes et de déformations initiales, bien
que dans la réalité, il y a toujours des contraintes résiduelles et des déformations initiales ( la
notion de structure vierge est trés théorique).

Dans I'hypothése d'un comportement €lastique, on a la relation générale

{c}=[H){E} (4.2)

ou [H] est une matrice d'élasticité ol entrent les propriétés du matériau.

Lorsque I'on veut traiter, des problémes a lois de comportement non linéaires, les
conditions de continuité des déplacements et d'équilibre doivent encore étre vérifiées. Ainsi la
seule relation & modifier est la relation (4.2) des contraintes-déformations.

Une nouvelle loi, en général, sera donnée par la relation du type

F({c},{E})=0 (4.3)

Pour de nombreux problémes réels, on ne peut pas écrire une relation du type (4.3)
entre contraintes et déformations totales. On peut néanmoins en établir une, entre I'incrément
de contrainte A{c} et celui de la déformation A{E}. Dans de telles situations, on appliquera
le processus itératif pour un incrément de charge. On constate que la définition de [H]
constitue la donnée fondamentale ouvrant la voie a 'utilisation dans une forme incrémentale
de la relation(4.2). Une telle donnée est donc 1'élément essentiel de tout processus de

résolution des problémes non linéaires.
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4.3. MATRICES DE RIGIDITE

Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de revenir a la formulation fondamentale des
équations des éléments finis déduites du principe des travaux virtuels, vue au chapitre

précédent. On obtient les conditions d'équilibre en étudiant les variations du travail intérieur

et extérieur. Ainsi, si {¢} représente le vecteur somme des forces intérieures et extérieures,
on peut €crire
3{v}"{¢} = [8{E}" {c}d-5{v}"{R} =0 (4.4)
Q

ol {R} représente toutes les forces extérieures dues aux chargements imposés.

4.3.1. Ecriture matricielle de la déformation

Revenons aux relations, donnant les composantes de la déformation en fonction de
celles du déplacement, vues dans le chapitre 2, c'est A dire les relations (2.17)-(2.22).
Les composantes de la déformation peuvent étre décomposées en une partie linéaire

notée E; et une partie non linéaire notée Eyp_- Nous écrivons alors
E=E, +E

=[B, Jlul+ J{AQD] (¥ D]

4.5)

N

ou

[U] : est le vecteur déplacement

{v} : représente les composantes du vecteur de déplacement nodal

[B,]. [A]: sont des opérateurs différentiels matriciels qui seront définis par la suite.

[8]=[G][u], avec [G] un opérateur différentiel matriciel qui sera défini ultérieurement.

La variation de la relation (4.5) donne

5E = [B, J5[u] +%{8[A][S] +[AJS[ST} (4.6)
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Comme on le verra par la suite, les opérateurs [A] et [9] sont choisis tels qu'ils

vérifient la relation

S[A]l8]=[Al5[0]

Sous cette hypothése, la relation (4.6) devient

8E =[B, |6[u]+[A]6[®]

Nous avons aussi la relation

&[] =[G]8[u]

Par la suite nous faisons l'approximation suivante

[u] =[N]({v})

N

ol
[N] : représente les fonctions d'approximation ( ou d'interpolation ou de forme)
{v} : représente les composantes nodales du point considéré
La variation de la relation (4.10) donne
8[u]=[N}(3{x})

En utilisant les relations (4.9) et (4.11), 1a relation (4.8) devient

8{E}=[B)(8{x})

[B]=[B.]+[Bx ({x})]
=[B,IN]+[A({s})][[G({x})]IN]

4.7

4.8)

4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

avec [B, ] représentant la matrice de rigidité qui intervient lorsque l'on ne considére que des

déformations infinitésimales linéaires en fonction des déplacements, et ol seule [Bm,] est la

partie nonlinéaire dépendant des déplacements. En général, on considérera que [A] et [G]

sont des fonctions linéaires des composantes du déplacement.
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4.3.2. Equation principale

Reportons maintenant la relation (4.12) dans (4.4) et éliminons par identification, le

terme 8{v}". Nous obtenons l'équation valable de maniére générale

{o(tv})}=[[B] {c}a-{R}=0 (4.14)

Q

ot {c} représente les contraintes réelles dépendant de 1'état de déformation atteint.

Si la dépendance de {o} sur les déformations, et par conséquent, sur les

déplacements peut étre déterminée, nous sommes donc ramenés au probléme de la résolution

d'une équation non linéaire
o({x})=0 (4.15)

Cette équation résume 1'ensemble du probléme des éléments finis.

4.33. Matrices de rigidité

Soit maintenant les variations de {¢} en (4.14) dues 2 des variations de {v}
5{¢} = §[B] {c}dQ + [[B] 8{c}a0 (4.16)
Q Q
ou {-ﬁ} est absent de cette variation, car il ne dépend pas de {v}.

En utilisant les relations (4.2) et (4.12), nous obtenons
8{c}=[H]8{E} = [H][B](5{v}) 4.17)
et compte tenu de (4.13), nous déduisons
8[B]=56[By.] (4.18)

Par conséquent, (4.16) devient
5{6} = [8[By.] {o}d0+[K](5{x}) (4.19)
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avec

[K]=[[B]' [H]Bla@ =[K ]+[Kyx ] (4.20)

Q
ol [KL] représente la matrice de rigidité rencontrée dans le cas des petits déplacements c'est &
dire

[KL]= I[BL]T[H][BL]dQ “4.21)

tandis que la matrice [K, ] est due aux grands déplacements. Cette derniére est donnée par

(Ko 1= [{[B. B J+ (B B [ TlE e 022

Le premier terme du second membre de la relation (4.19) peut s'écrire de maniére
générale sous la forme qui ne paraitra peut-&tre évidente qu'aprés des explications futures

(voir & 4.3.4.3. 2 1a fin de ce chapitre)
J8[B ] {c}a =[K,}(3{x}) (4.23)
Q

Dans cette expression [Ko] est une matrice symétrique dépendant de I'état des

contraintes.

On adonc
8{0} = ([K. ]+ [K, ]+ [K0 )(3{x}) = [ J(3{x}) (4.24)

[K ] représente la matrice de rigidité tangente totale.

4.34. Application de la M.E.F. a notre probléme

43.4.1. Ecriture indicielle des composantes de la déformation

Nous utilisons maintenant les relations (1.25b) et (1.26b) qui s'écrivent

respectivement
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vi[; = v, +v'T (4.252)
vil; = vi-vild (4.25b)

et nous développons les relations (2.17) -(2.22) de la déformation en fonction de celles du

déplacement.

Pour simplifier I'écriture nous utiliserons la notation suivante

(0) (0) 0) M 0]
u=v, V=V, W=V, \vx=V1 \vy=V2

et nous remplagons les indices 1, 2, 3 des composantes de la déformation par x, y, z

respectivement.

E  =u, —ul} —vI2 —b,w+4(w,, +b'u+b2v)(w,, +blu+b2v) 4.26)
xx . Ox 11 11 11 2 ’”x 1 1 ’x 1 1 -
E,, =v, —ulh —vI2 —by,w+4(w, +blu+b2v)(w, +blu+b2v) (4.27)
yy T Yoy 22 22 2 'y 2 2 ’y 2 2 .
28 =u, +v,, ~2ulL —2vI2 —b w+(w,, +blu+b>v)(w,, +blu+b2v) (4.28)
xy 0y = 12 12 12 23 1 1 'y 2 2 .

)
Ex= Vix —‘erlll -",yrlzl ~b; (u’x —uly, - vrlzl ‘buW)_bl2 (st —uly; — vr122 _b21w)(4 29)

+b}(w,, +bju+biv)y  +b?(w,, +bju+biv)y

)
E, = Yy -‘l’xrzlz "\V,.Fzzz "b; (u’y _urll2 _erzz "blzw) (4.30)

—b2(v,, —ul'y, = VI3 — by, w)+ b} (w,, +blu+b2v)y _+b; (w,, +bju+ biv)\yy

o) .
2E,, =V, +V, . -2y I, -—2\|1yI‘122 -b; (u,y —ul}, - vI2 —blzw)

~b2(v,, ~ulh —vIZ —b,w)- b} (v, —ull —vI2 ~b,w)
431)
- b? (v, —ully, = — b,lw) +b} (w,y +blu+ biv)\y ]

+b? (w,y +b‘2u+b§v)\|ly +b} (w,x +b}u+bfv)\|tx +b?2 (w,x +b}u+bfv)\yy
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@
E, =-b(y A w,l“f,)— b? (v,, — v, - v,T3)
4.32)
1
+5(bibw,y, + bZbly, v, )+bibly,y,
@
E yy = _b; (\l’x,y - \I,xrllz - \"yrlzz ) - b: (Vy.y - er212 - “Vyr222 )
4.33)
1 (
+-(bibiw,w, +b2b2y v, )+ biby, vy,
@
2 E xy = —b: (‘I’x.y - \I’xrllz - \Ilyrlzz )— bl2 (‘Vy.y - \l’xrzlz - "I’yFZZZ)
- b; ("’x,x - Vlrlll - "’yrlzl )_ bg (\I’y,x _\erzl1 - \Vyr221 ) (4°34)
+bi(byy, +bly, )y, +bi(byy, +biy, )y,
©
2E,, =w,, +bju+biv+y, +(u, —ul}, —vI[2 -b,w)(a'y, +a%y,) @39
+ (v,y —ulY, —v[2 - b,,w)(a?y, + a?y, )
©
2E ., =w, +blu+bv+y, +(u,, —ul} —vI2 b, w)(a"y, + a'y, ) 436)

+ (V’x —uly, —vI}; - bzxw)(an\lfx + au‘l’y )

[4))
2E,, =(v,, —v.[% -y, 05 )(a"y, +ay, ) +(v,, —v.I5, - v,I2 )(a%y, +a”y,)

(4.37)
()]
ZExz = (Wx.x - \l,xrlll - Wyrlzl )(a"\v: + alz\Vy ) + (‘Vy,x - erll2 - Wyrlzz )(anwx + anWy)
(4.38)
E, = %[(a“wx +a’y, )y, +(a%y, +a%y, )y, | (439)

57



Chapitre 4 - Formulation par la Méthode des Eléments Finis

4.3.4.2. Ecriture matricielle de la déformation

Nous avions vu que la déformation E pouvait étre décomposée en une partie linéaire

plus une partie nonlinéaire

E=E, +Ey (4.40)

Nous allons maintenant donner les différents opérateurs intervenant dans la relation
(4.13) en utilisant I'expression des composantes de la déformation en fonction des
composantes du déplacement, c'est a dire les relations (4.26) - (4.39). D'aprés ce qui précede,

la variation de la déformation peut s'écrire

SE=8(E  +E )
=[B](5{xv})
= {[B, 1+ [Bu ()]} (5512)
={[B, N1+ [A(u D[ CUN]INT}H(8{x})

4.34.2.1. Opérateurs linéaires [B1]

(4.41)

4.3.4.2.1.1. Composantes membranaires

[B.]=[B.]IN]= [F;f]] [[](;Zﬂ (4.42)
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[ (Di,x - Flllq)i "Fzzzq)i "bnq’i
_r;2¢i (q)i.y - Iﬂzzzq)i) ' “bzz(pi
((Di,y - 2F112(Di ) ((Di,x - 2r122®i) _2b12(bi

[Bl] = (—b:(pi,x + birlll(bi + bxzrllzq)i) (_blzq)i,x + b}l“fl(Di + bfrlzzd)i) (b:bu + bbeI )(Di
(_b;d)i.y + b1, @, + b3, @, ) (_b§¢i,y +biT®; + b5 ®; ) (b;bIZ +b3by, )(I)i
—bj®, , +biT®, +biT,®, ) (-bi®,, +b[L®, +biILd, (b}bn +bb,, )(D.
[‘blz(bi,x +b,1,®; +b§r112¢iJ (—bgd)i,x +b @, +b§F122<DiJ +bjby +b3by, )

[ (d)i,x -rllld)i) —rnzxq’i
—T,®, (0, -T5o,)
(q’i,y —Zrllzd)i) (d)i,x °2r122d)i)

[B,]=| (-bi®,, +birie, +b2IL®,) (-b®,, +biI2, +b2TE0,)
(-bj@,, + b0, +bTLd,) (~bl®,, +bi[2®, +bIIL0,)
-bi®,, + b}, ®, + b, , -bi®,, + b, ®,; + b,

_(—b;d)i.x +by I}, + bgrllzd,i] (_bid’i; +by [ ®; + 3T 0, )__

[0,] est matrice nulle 3x3 et [0,] est matrice nulle 3x2. Les @, sont les fonctions

d'interpolation aux points nodaux.
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4.34.2.1.2. Composantes de cisaillement et normales

(b, b0, &, 0 O,
b®;, bio, @, © 0
[B.]=[[BJIN]]=sl 0 0o o0 0 o0 (4.43)
0 0 0O 0 O
0 o o o o]
4.3.4.2.2. Termes nonlinéaires [B NL]
Nous savons que [B,, ] peut se mettre sous la forme
[B.]=[[ANGIN]] (4.44)
ol [[G][N]] est obtenue 2 partir de 1a relation
fﬂl 3
3,
9,
9,
9
B
to}={ > L=[[GINII(tw)
7
B,
3,
1’10
‘8"
\‘0124
(4.45)

avec

60



Chapitre 4 - Formulation par la Méthode des Eléments Finis

9, =bju+biv+w,, 9, =bju+biv+w,, B4, =y, Y, =V,

B =Yy = Vux — VI -y, Ve =Wy, = Vo -y, Ih -y, I
B, =y, =V, -V -y, I V=V, =V, ~ V. u-v,I%
B, =u, —b,w=u, —ul}, ~v[; -b,w By =Vv, —byw=v, —ul}, —v[}; ~byyw
¥y, =u, —b,w=u, —ul}, — VI, —b;;w By, =V, —byw=v, —ul, - vI[% —b,w

Donc l'opérateur [[G][N]] est donné par

bj®, b}, o, 0 0
blzd)i bid)i (Di.y 0 0
0 0 0 D, 0
0 0 0 0 @,
O 0 0 d)i,x - F111¢i _rllei
0 0 0 @, -Id, -T2,
GINT = iy 12%] 12°%i
[[ I ]] 0 0 0 -T,®, D, -T5®;
0 0 0 —rzlzd)i o, - r222d)i
D, - Fllld)i _rled’i —b,®; 0 0
-—I‘112<I>i (Di.x - rlzzd)i -bzld)i 0 0
‘Di.y -I llZ(Di =T 122d)i —b,,®; 0 0
i —I‘zlzcbi (Di,y - rzzzd’i —bzz(bi 0 0 .

(4.46)

L'opérateur [A] est défini comme suit

ol

avee
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9, 0 0
0 s, 0
9, 9, 0

b'9, +b%9, 0 b9,
0 by, +b29, b,8,

[A:]=|blg, +b23, b's,+b28, b8, +blS,

0 0 b'(b'9, +b29,)
0 0 b!(bL9, +b28,)
0

2b'bL9, + (b!b? +b%b} )9,
(bjb +b7b3)9, | {+2b2blg,

» -
0
0
b28,
b2s,
b9, +b28,
b} (b}9, +b;9,)
b3 (b9 +b29,)

a9, +a%9, a¥9,+a%9,]

0 0 a'9,+a¥8, a8,+a”9, 0 0
0 0 a'9,+a”y,, a8,+a?Y, 0 0
[A,]=]0 0 a"9,+a"3, a’8,+a”9, 0 a9, +a'%g9,
0 0 a'9,+a”8, a'?8,+a”9, a"9,+a"y, 0
0 0 (a"9,+28,) (a9,+2™9,) 0 0 |
[ o0 0 0 0
0 0 a9, +a?8, a”9,+a®9, 0
[A,]= 0 a”'9, +a”9, 0 0 0
a2y, +a29, 0 0 0 0
0 0 0 0 0

et [O] est une matrice nulle (9x8).
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4.3.4.3. Calcul de la matrice de rigidité tangentielle totale[K ;|

Les matrices de rigidité sont déterminées 3 partir des définitions (4.21), (4.22) et des
expressions (4.42), (4.43), (4.44) de[B,_ ] etde [By ].

11 faut enfin trouver [Ko] en utilisant la définition (4.23). D'apres cette définition et

en tenant compte de (4.44) nous pouvons écrire que

[K,J(8{v}) = [[N]"[G]" §[A] {c}d2 (4.48)

Q

ol les composantes de {c} ont été définies au (2.29)

h/2
oi, =Ly, = [usi(6*)"de’ (4.49)
~h/2

On utilise la propriété suivante caractérisant les matrices

S[A]" {c} =[S]8{0} (4.50)

ol la matrice [S] est obtenue par identification en effectuant le produit du premier membre

[S] =[ [.] [S’]] (4.51)

T
[s.] [0]
avece
[ Ley LG b,Lg, +b3Lg, biLy, +biLG
x L2 b L%, +biL, b3L%, +biLY,
127 11 11.27 22
b!(bILM, +2biL12 ) Pibile +babila
1 1
[s]=| x x @AM 4 (bib2 +b2b) )L,
+b1blL22 +allL33
21727 © ( 12 21) 2
+4la” +a” L
20 1y 11
SYM. x X [e‘usz"’ergb%Lzé’]
i +2bbILY, +a”Ly, |
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0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

[S.]=
2 11y 13 117123 217 13 217 23 11y 13 21713 11y 23 21y 23
a L(,) a Lm a L(l) a Lm a L(o) a“L, a L«,) a L(o)

12713 12y 23 22713 2723 127 13 227113 12y 23 2723
a’Lg a'Lg, a"ly a"Lg atlLg aTLg a'Lg atLg,

et [0] est une matrice nulle 8x8.

Donc en tenant compte de (4.45), nous pouvons écrire la relation
[K,](S{x})=£[N]T [G]" [SIGIINJa(8{x}) 4.52)
Soit
[K°]=‘[[NIT[G]T[S][G][N]dﬂ (4.53)

Les matrices [H] et [S] étant symétriques, donc [K; ] I'est aussi.

Dans I'annexe 2 la fin de ce rapport, nous donnons quelques exemples de calcul des

différents coefficients de la géométrie différentielle.
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CHAPITRE 5

EVALUATION DES RESULTATS NUMERIQUES

5.1. INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré aux quelques résultats de calcul obtenus et aux conditions
dans lesquelles ce calcul a été fait. Ce programme de calcul a été réalisé en collaboration avec
I'équipe de Wuppertal ( Allemagne, Prof. Dr.-Ing. SCHMIDT & Dr. KREJA ) et celle de
Blacksburg ( Virginie-U.S.A., Prof. REDDY & Dr. PALMERIO ). En ce qui concerne le
matériel utilisé, nous avons d'abord travaillé sur le CDC CYBER 9600 du CITILille. Ensuite,
nous avons continué sur une station de travail IBM ( RISC 6000 ) disponible 2 'EUDIL dont
les caractéristiques sont les suivantes

Mémoire centrale : 32 Mo

Lecteur disquette : 3.5"

disques durs : 400 Mo en interne et 1.2 Go en externe

Streamer : 150 Mo

Logiciels implantés :

environnement : Xwindow
compilateurs : C et Fortran
systéme d'exploitation : Unix

éditeurs de texte : vi, ed, e, emacs, imsl

5.2. TYPE D'ELEMENTS UTILISES

Nous avons utilisé des éléments rectangulaires & quatre, huit ou neuf noeuds plutot

que d'autres types d'éléments a trois, six noeuds par exemple, pour les trois raisons suivantes :
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1) la préparation des données est considérablement réduite, puisque le nombre
d'éléments est réduit. On remplace par exemple, deux éléments a trois noeuds par un a quatre
noeuds, ou encore quatre éléments a trois noeuds par un a neuf noeuds etc..

2) l'amélioration de la précision des résultats est considérable, bien que le temps de
calcul augmente. Le probleme de la rentabilité des éléments doit étre alors considéré.

3) Nous pouvons utiliser une méthode d'intégration numérique déduite directement
de la méthode de Gauss dans le cas unidimensionnel.

Les fonctions d'interpolation sont choisies du type quadratique. Ce qui est conforme
a l'utilisation des coordonnées curvilignes.

Dans ce calcul, nous avons utilisé cinq degrés de liberté par noeud, u, v, w, ¥, ¥ ;
ce qui est compatible avec la premiére hypothése pour formuler cette théorie. Le sixi¢me
degré de liberté y, est souvent négligé dans beaucoup de théories, car la variation de la
rotation autour de la normale a la surface moyenne est petite comparée aux autres rotations et
déplacements.

5.3. INTEGRATION NUMERIQUE

Nous considérons la matrice de rigidité comme la somme d'une matrice de type
membranaire et d'une matrice de type cisaillement (voir §.4.3.4.2.).

Le choix du nombre de points d'intégration dépend a la fois du type de 1'éiément
utilisé et de la matrice de rigidité. On choisit le plus souvent un nombre de points aussi faible
que possible pour diminuer le volume de calcul. Par expérience, on a constaté que
I'intégration réduite est la plus utilisée puisque elle donne de meilleurs résultats que
l'intégration compléte. Par contre, il faut un nombre minimum de points d'intégration en
dessous duquel, la matrice de rigidité reste singuliére. Pour notre cas, il faut un minimum de
(3x3) points pour les composantes membranaires et (2x2) points pour les composantes de
cisaillement et normales.

La matrice globale de rigidité tangente [KT] donnée par (4.24), comporte un grand
nombre de zéros. Pour ne pas saturer la mémoire de 1'ordinateur, nous utilisons la méthode de

stockage des matrices a ligne de ciel ouvert ( voir BATHE er al. [16] ou DHATT et al. [23]).
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5.4. RESOLUTION DES SYSTEMES NON LINEAIRES

En pratique, il n'existe pas de méthode universelle pour résoudre un systeme
d'équations. Néanmoins, par expérience, les numériciens utilisent en général, les trois
méthodes suivantes ou leurs combinaisons

1) méthode de substitution

2) méthode de Newton-Raphson ou Newton-Raphson modifiée

3) méthode incrémentale.

Puisque dans notre calcul, nous considérons le flambement des coques, nous avons
choisi d'utiliser la méthode des déplacements contrdlés, qui est en fait, la méthode de
Newton-Raphson combinée avec 1a méthode incrémentale.

Explication de la méthode des déplacements contrilés

Nous avons a résoudre 1'équation donnée par (4.1), pour un probléme non linéaire.
Cette non-linéarité est due a la prise en compte du terme non linéaire dans 'expression de la

déformation en fonction du déplacement donnée par la relation de Green-Lagrange (2.6).

\ E

0

\4

Fig. 5.0

La charge totale est divisée en un nombre fini d'incréments. Chaque incrément a

pour intensité AA. Pour résoudre 1'équation (4.1), nous 1'écrivons autrement
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[K:)(A{v}) =RS+ar{F]} (5.1)

S

ou

[K;] : est la matrice de rigidité globale tangente donnée par (4.24)

A{v} : est I'incrément de déplacement

RS : est le résidu dii a I'estimation du déplacement initial ( ou erreur due la méthode de
résolution)

AA : est l'incrément de charge
{E} : est le vecteur unitaire parall¢le A I'incrément de charge.

Résoudre (4.1) revient a chercher A{y} qui rend RS aussi proche que possible de

zéro. La solution exacte rend RS nul.

La solution est obtenue de la fagon suivante

Changer 1'algorithme

Divergence

Changer A{v}

Estimation Algorithme : Test de

initiale de A{v} solution améliorée convergence

r

Solution A{v}

La méthode de Newton-Raphson peut fournir la solution dans les régions OAB et

CDE (Fig. 5.0) . Pour obtenir la solution dans le domaine BC, nous pouvons considérer

I'incrément de déplacement A{y} comme connue et l'incrément de charge AA est comme

inconnue. En effet, il existe une seule valeur de AA qui correspond a une valeur donnée de

A{y}. Si nous transférons directement l'incrément A\ de I'équation (5.1), dans le vecteur des

inconnues (premier membre) en imposant A{v}= 0, nous changeons la matrice de rigidité
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[K:]. qui perd sa symétrie et sa largeur de bande. Pour éviter cela, nous pouvons la résoudre

deux fois, avec deux seconds membres différents, en utilisant la méme matrice [KT]

[k )(a{v'}) =rs (5.2a)

[k)(a{v*}) = (B} (5.2b)

La solution de (5.1) devient alors

A{v}=a{v}+ama{y®} (5.3)

L'inconnue AA est obtenue en écrivant

afy}=0=a{v'}+aa{y"} (5.4)
Soit
Al = A{Xr} 5.5)
Et finalement

{v}={v}+a{v} (5.6)

{R}={R}+a\{R} (5.7)

5.5. CONDITIONS AUX LIMITES

Pour des raisons de comparaisons avec d'autres résultats issus d'autres modéles, nous
allons se servir de deux sortes de conditions aux limites sur les éléments que nous utilisons

(REDDY [73]).

70



Chapitre 5 - Evaluation des Résultats Numérigues

5.5.1. Conditions aux limites 1 (BC1) :
y y/\
(N u=w= Y=0 /7,
u=0 S
2b \f,vv;:g 3 O Wx=/0/> >
= = =w =0
y wy u \l’y X
2
f u=w=1, =0 N
2a
aux points x=0:u=y, =0
aux points y=0:v=y =0
auxpoints x=Fa:v=w=y =0
auxpoints y=Fb:u=w=y, =0
5.5.2. Conditions aux limites 2 (BC2) :
y y N
\& v=w= Y=() /
v=0 N
u=0
26 w=0 u=0| S WX:/O/\ N
wy 0 \I‘;V =0 X /& v=y, =0 /x
v y
42
/> v= =\|’xﬂ) N
2a

auxpoints x=0:v=y, =0
auxpoints y=0:u=y, =0
auxpoints x=Fa:u=w=y, =0

auxpoints y=Fb:v=w=y_ =0
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5.6. QUELQUES EXEMPLES NUMERIQUES

Pour alléger 1'écriture, nous utilisons les abréviations suivantes :

MRTS : Moderate Rotation Theory avec 5 parametres u, v, W, ¥,, Y,

RVK : Refined von Kédrmén Theory
DMRTS : Damaged Moderate Rotation Theory avec § paramétres u, v, w, ¥,, V,

5.6.1. Plaque orthotrope (BC1) sous chargement uniforme

La figure 5.1, page 76, montre la croissance de la fléche au centre d'une plaque
orthotrope, en fonction d'une charge appliquée uniformément. Les conditions aux limites sont

les conditions (BC1). Les dimensions et les caractéristiques matérielles sont les suivantes

2a=2b=30.48cm; h=035cm; El=3.0 MPa; E2 =1.28 MPa;

G12 =G13 =G23 =0.37 MPa; v=0.32.

A mesure que l'on augmente la charge, des itérations de plus en plus petites sont
nécessaires pour la convergence vers la solution. Pour un déplacement de 4 cm, la différence

entre l]a MRTS et 1a RVK est de 2.17 %.

5.6.2. Plaque orthotrope ( 0/90; BC1) sous chargement uniforme

La figure 5.2, page 77, montre la fléche au centre de la plaque orthotrope de résine
époxyde renforcée par des fibres de carbone, en fonction du chargement uniforme. Cette
plaque orthotrope est formée d'une couche a 0 degré et d'une 2 90 degrés. Les conditions aux

limites sont les conditions (BC1). Les dimensions et les caractéristiques matérielles sont

2a=2b=243.8cm; h=0.635cm; E1 =175775.0 MPa; E2 =7031.0 MPa
G12 =G13 =3515.5 MPa; G23 =1406.2 MPa; v =0.25.

Pour un déplacement de 2 cm, le pourcentage entre la MRTS5 et la RVK est de 0.006 %,
tandis que celui entre la MRTS5 et la DMRTS5 est de 1.89 %
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5.6.3. Plaque (45/-45; BC2) sous chargement uniforme

la figure 5.3, page 78, montre le déplacement au centre d'une plaque en

carbone/époxyde dont les dimensions et les caractéristiques physiques sont les suivantes

2a=2b =243.8cm; h=0.635cm; E1 =175775.0 MPa; E2 =7031.0 MPa

G12=G13 =3515.5 MPa; G23 = 1406.2 MPa; v =0.25.

Cette plaque est formée de deux couches dont I'une est & 45 degrés et l'autre a -45
degrés. Les conditions aux limites sont les conditions (BC2). Le pourcentage entre la MRTS5
et la RVK est de 5.02 %, et celui entre la MRT5 et la DMRTS5 est de 3.83 %, pour un
déplacement de 4.225 cm.

5.64. Cylindre isotrope encastré ( h = 2.54 cm)

La figure 5.4, page 79, montre la fléche en fonction d'une charge concentrée au
centre d'un cylindre isotrope encastrée sur ses deux bords paralleles. Les conditions aux
limites sont indiquées sur la figure et les dimensions et les constantes physiques sont les

suivantes
L=S=254cm; R=2540cm;h=254cm; E=0.45MPa;v=0.3

pour un déplacement au centre de 4 cm, la différence entre 1a MRTS5 et La RVK est
3.89%.

5.6.5. Cylindre isotrope encastré (h =127 cm)

Pour le méme exemple que le 5.6.4., sauf qu'on a divisé 1'épaisseur par 2, nous avons
été obligés d'utiliser la méthode des déplacements contrdlés. Cet exemple est illustré par la
figure 5.5, page 80, qui nous la fléche au centre en fonction de la charge au centre. Nous

constatons que les deux méthodes MRTS et RVK ont presque le méme résultat.
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5.6.6. Cylindre orthotrope (BC1) sous charge concentrée

La figure 5.6, page 81, donne la fléche centrale d'un cylindre orthotrope, en fonction
d'une charge concentrée. Les conditions aux limites sont les conditions (BCl) et les

dimensions et caractéristiques matérielles sont

L=S=254cm; R=2540cm;h=2.54cm; El =40.0 MPa;
E2 =1.0 MPa; G12 =G13 =0.6 MPa; G23 =0.5 MPa; v=025

Pour un déplacement de 4.1 cm, la MRT5 et la RVK ont une différence chiffrée en

pourcentage de 0.84 %.

5.6.7. Cylindre orthotrope 8x(0/90) encastré

La figure 5.7, page 82, nous donne la fleche en fonction d'une charge concentrée au
centre d'un cylindre orthotrope encastré. Ce cylindre est formée de huit couches dont quatre
sont & 0 degré et quatre sont & 90 degrés. Les conditions aux limites sont les conditions (BC1)

et les dimensions et caractéristiques sont les suivantes

L=S=254cm; R=2540cm;h=2.54cm; El =40.0 MPa;

E2 = 1.0 MPa;G12 = G13 = 0.6 MPa; G23 =0.5 MPa; v=0.25

Nous remarquons un léger écartement entre le modéle RVK et le modele MRTS et
un écartement plus large par endroit entre la MRTS5 et la DMRTS5. Nous étions aussi amener &
utiliser la méthode des déplacements contrdlés. Le pourcentage entre la MRTS et la RVK est
0.116 % pour un déplacement de 2.5 cm, et il est de 3.89 % entre la MRTS et DMRTS5 pour

le méme déplacement.
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5.6.8. Sphére (BC1) sous charge concentrée

La figure 5.8, page 83, nous donne la fleche d'une sphére sous un chargement
concentré en son centre. Les conditions aux limites sont les conditions (BC1) et les

dimensions et caractéristiques matérielles sont

a=b=127.0cm; R =2540.0 cm; h=254cm; El =40.0 MPa;

E2=1.0 MPa; G12 =G13 =0.6 MPa; G23=0.5 MPa; v =025

On constate un important écartement entre les deux théories : 12.57 % entre la

MRTS et la RVK pour un déplacement au centre de 10 cm.

5.6.9. Sphére (0/90/0/90/0) sous chargement uniforme

La figure 5.9, page 84, montre le déplacement du centre d'une sphére en fonction
d'une pression 3 l'intérieur. Cette sphére est composée de cinq couches dont trois sont A 0
degré et 2 sont 3 90 degrés. Les conditions aux limites sont les conditions (BC1) et les

dimensions et conditions matérielles sont

a=b=1270cm; R =2540.0cm; h=254cm; El =40.0 MPa;

E2=1.0 MPa; G12 =G13 =0.6 MPa; G23=0.5 MPa; v=025

On constate que, pour un déplacement de 6.26 cm, nous avons une différence donnée
en pourcentage de 0.00 % entre 1a MRTS5 et la RVK, et 9.03 % entre 1a MRTS5 et la DMRTS.

On a fait des tests en augmentant 3 chaque fois le nombre de couches. Nous
constatons que plus ce nombre est grand, plus la DMRTS s'écarte de 1a MRTS. Ce qui est di,
selon nous, 2 la loi d'évolution qui est proportionnelle 2 la surface de contact totale entre les

couches dans la structure.
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Conclusion Générale

CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, le comportement géométriquement non linéaire des coques et
plaques anisotropes endommagées a été étudié. Une théorie bidimensionnelle est obtenue par
l'application du principe des travaux virtuels. Les lois de comportement sont données, avec
prise en compte d'un modele d'endommagement pour les structures laminées. Une telle
théorie, bien qu'elle soit applicable & de nombreux cas réels, ne peut pas étre généralisée pour
toutes les structures. Dans le développement en séries de Taylor suivant la plus petite des trois
coordonnées curvilignes de la coque, nous nous sommes arrétés au premier ordre. En utilisant
d'autres termes d'ordre supérieurs, le comportement sera mieux détecté. Mais cela, entrainera
des équations de mouvement trop complexes. Les effets du cisaillement et de la déformation
normale, qui sont souvent négligés dans d'autres théories, ont été étudiés. La théorie de von
Kédrmén est obtenue a partir de la MRTS, en négligeant quelques termes de double produit
dans les composantes du champ de déplacement.

Pour étudier le comportement des structures, nous nous sommes limité€s au domaine
élastique tout en incluant un modele d'endommagement basé sur les variables de I'état interne
dans la loi constitutive. D'autres phénomenes, comme la plasticité, la dynamique doivent étre
considérés pour raffiner la loi de comportement.

Le modele d'endommagement d'ALLEN, qui est peu utilisé, doit étré plus considéré
dans l'avenir. Ce modele est déterminé par l'utilisation d'un tenseur de second ordre, défini a
partir des variables internes. Il s'integre facilement dans la loi constitutive du matériau.
Durant ce travail, seul le cas du délaminage a été pris en compte, car il semble &tre, un des
plus fréquents problemes qui se posent dans les matériaux composites. D'autres modes
d'endommagement peuvent €tre envisagés, pour prédire la défaillance des matériaux. La loi
d'évolution utilisée ici, doit €tre validée expérimentalement, car elle a été déterminée pour des

cas particuliers de composites laminés.
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Des équations du mouvement qui tiennent compte de l'endommagement sont
obtenues. Aprés quelques manipulations algébriques, nous écrivons ces équations sous une
forme matricielle qui s'adapte facilement dans un programme d'éléments finis.

La modélisation numérique du comportement des coques reste encore limitée. Les
résultats existants aujourd’hui sont encourageants. Citons parmi ces résultats, ceux obtenus
par Basar, pour de grandes rotations dans des éléments coques, et ceux obtenus par Palmerio,
Kreja et Schmidt pour des rotations modérées, qui ont été relatés ici. Les difficultés sont en
général, d'ordre technique. Elles sont pour la plupart des probléemes de convergence, malgré
que les théories soient satisfaisantes. La méthode des déplacements controlés nous a permis
de surmonter quelques proble¢mes de divergence. Mais, il faut utiliser de petits incréments de
déplacement, ce qui prend beaucoup de temps de calcul. Il faut noter que les calculs sont
assez longs. Cela provient du fait qu'on a traité des problémes géométriquement non linéaires.

La comparaison des trois modeles que nous avons étudiés, montre une faible
différence de la fleche en fonction de la charge concentrée ou uniforme. Cette différence est
au maximum d'environ 12 a 15 %. Par manque de résultats numériques dans le domaine, nous
n'avons pu effectuer d'autres comparaisons. L'utilisation des éléments a quatre, huit ou neuf
noeuds, donne de meilleurs résultats d'apres les expériences numériques.

Dans I'avenir, il faudra approfondir les points suivants

Tenir compte du sixieme degré de liberté ( la rotation autour de la normale 2 la
surface moyenne ), qui est présent dans 1'étude de SCHMIDT & REDDY [79].
Faire une validation expérimentale du modé¢le d'endommagement étudié.
Regarder l'influence d'autres modes d'endommagement,  titre d'exemple,
inclure dans 'endommagement la fissuration du composite laminé.
Etudier de plus pres l'influence de 'endommagement sur les caractéristiques

physiques du matériau ( module d"Young, coefficient de Poisson etc.. ).
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Annexe

ANNEXE A

I-PLAQUES

Pour les plaques, le vecteur position r peut étre défini sur la surface moyenne par

r= r(z1 , 22,23 ) =r(x,y,0) (A.1)
2,8 =S a%® =§% I, =0 (A2)
by =bl =0 (A3)
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Annexe

II - COQUES CYLINDRIQUES

Soit la géométrie définie par la figure suivante

3
X
l2,

o\

-V N

1

X/

r=r(x',x?,x*)=Rcos0', + Rsin0'i, + 0%,

Vecteurs de base
a, r, | [Rsin®'i, + Rcos®%,
a_ = = =
* |a, r,, i,
A oa a, ®a . . s pla
n=4, =4° =1 —2 =cos0'i, +sin0'i,
|a, ®a,|

Les vecteurs de base inverses sont tels que

a,.ab =5

a% = [a’ ] _ [—i—sin 0'f, +cos0'i, ]

L)
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(A4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)



Annexe

Tenseur métrique

a= Iaaﬁl =R?
1 1
— = a = e
® 2
a R
Vecteurs de base unitaires
. a
i, =—+—=
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(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)



Annexe

Tenseur de changement de courbure

03

MIEE: —e’b5]=[“} uf]=[1+—— 0}
R NTE R TS o
Les symboles de Christoffel
[p=-a,a":=0
Composantes physiques

Donc

~ 1 ~
Vv, =—=v V,=v
1 1 2

R ?

Tenseur d'ordre 2

T=Ta ®a' =T4' ®4
=T'a, ®a, = T4, ®4,

Donc
'f‘ij =2t \/a""Tij
P o iy
A 1 A l kal 1 2 1
T, =FT11; T, =ET12; T, =ET13; T, =ET21;

~ N 1 N N
Ty =Ty Ty =ET3|3 Ty =T,y Ty, =T,

r‘I‘-n = RzT"; r’I‘~12 - le; -‘I\xs = RT”'; Tzl - Rsz,

T23 = T”; -‘1‘~31 = RT:H; -‘fsz = T32; -‘I\ss =T33
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T22

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)



Annexe

Dérivées

u,=u,=Ri,,; v, =v,=7, w,=w, =W,
~ — -— . ﬂ__ aﬂ
uly—u,,—Ru,y, V[, =V, =V, wa—w,y—w,y, Vi =a®v,
1 1 1,. 2 A
v=—u=—1 vi=v=vy
R R
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(A.29)

(A.30)

(A31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)



Annexe

’
III - COQUES SPHERIQUES

8' 06'=R¢ (A.35)
0’ = 0>=6 (A.36)
x = Rsin@cos9 y = Rsin@sin® z=RcosQ (A.37)

Soit la géométrie de la spheére définie par la figure précédente, oit @ et 6 sont les
coordonnées sphériques de la coque coincidant avec les coordonnées curvilignes 6! et 62

respectivement. Le vecteur position d'un point de 1a coque est alors défini par
po p 0q P

r =r(x',x?,x*) = r(Rsin ¢cos®, Rsin sin 8, R cos0) (A.38)

Les vecteurs de base en 2-Dimensions

cospcosO —~sin@sin @ sin@cos9
a, =—~=|cospsin® |, a,=—==R| sinpcosd [;4,=2a’= %8 sin @sin©
% —sin@ % 0 Ja.xa;| cos9
(A.39)
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Annexe

Tenseurs métriques en 2-Dimensions

A =2,.3,

0
]! 1
[aab] [0 (Rsm(p)] [a ] [0 (Rsin(p)zJ

= Iao.Bl =apdy — 3122 = (Rsin ‘P)z

Tenseurs de courbure

oa
baa-—-aa,ﬂ.n aa,ﬂ=_a_e'§'
~sin @cos© —cos @sin0
a"’=E -sinQsin® a,,,=| —singcos0 |
—~COs 0
—cosPsin O ~—sin @cos 6
a,, =| cospcosO a,,,=R| —sin@sin6
0 0
R
#1711 o° -Rsin’0
Composantes mixtes du tenseur de courbure
Lo
by =aby b= R _L
0 R

Composantes mixtes du tenseur de changement de courbure

3 B 1+9_3_ 03
up =85 —6°bg [ua]= oR 1+%_
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(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)



Annexe

Les symboles de Christoffel
0 cotgo
I =a’.a_,: r2i=jcotgp ~n | (A.49)
o ek [ ] [ —Rsm(pcose] [ “B] R %
Composantes physiques
On a en général
. ~ ai " ai
v=va =Vva' =V, —= (A.50)
Vai
Ce qui donne la valeur de la composante physique
v, =atv, (A.51)
Pour la sphére on a
W =v, T, =t =V, (A.52)
Rsing
ve = a"”vp (A.53)
vi=vy, =9, 2o > = 2 (A.54)
(Rsing)” Rsing
Dérivées
Vo|p=Vasp —Teg¥a (A.55)
cotgop
Vili = visy Vila = Vi =V (A.56)
cotge )
Vol =ven-v, R V|2 = V;., +v;Rsin@cos® (A.57)
Vi =ve g +Tp vt (A.58)
vl =v', v'|, = v',, ~v*Rsin@cos@ (A.59)
v2|l = v2 " +V2 cotgo v2| , = v2 v +V1 cotgo (A.60)

R
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Composantes physiques de la déformation

E_ =E_ B =—2 . 28 =—
¥  (Rsin@) > Rsing
. 2E . .
2B =— = 2B =2E_ E =E
¥  Rsing * = =
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(A.61)

(A.62)



