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RESUME

L'objectif de cette thése est d'apporter une contribution a la modélisation numérique des
écoulements de fluides compressibles et peu compressibles en utilisant le code de calcul
KIVA-IL

La premiére partie est consacrée a l'aspect théorique du probléme, conduisant a une
formulation mathématique adéquate. On y montre notamment les difficultés de la résolution
numérique des équations de Navier-Stokes dans le cas des écoulements de fluides dits peu
compressibles (€coulements a faible nombre de Mach). Ces difficultés sont dues
essentiellement & la grande disparité qu'il y a entre le temps caractéristique de la propagation
des ondes acoustiques et celui lié a la convection. Une méthode est alors développée, elle
consiste a utiliser I'hypothése de faible nombre de Mach pour €éliminer les ondes acoustiques
présentes dans I'écoulement et qui sont sans intérét dans ce cas.

Dans la deuxiéme partie, nous avons abordé l'étude des différentes méthodes
numériques utilisées dans le code KIVA-II, ainsi que la caractérisation des algorithmes de
résolution dont il fait appel.

Une discussion concernant ce code, et les principales modifications dont il a fait 'objet
sont présentées dans la troisi¢éme et la quatri¢me partie.

La cinquieéme partie est consacrée a la présentation des cas tests que nous avons traités
pour valider les différentes méthodes adoptées.

Dans la sixieme partie, nous avons abord€ les modeles physiques pour la turbulence.
Trois modeles de fermeture (modele longueur de mélange, modéle a une équation de
transport et modele a deux équations de transport) sont alors étudiés et comparés.

MOTS - CLES

Mécanique des fluides - Méthodes numériques - Méthode d'Euler-Lagrange - Méthodes
des volumes finis - Ecoulement a faible nombre de Mach - Ondes acoustiques - Modéles
de turbulence.



ABSTRACT

The purpose of this thesis is to give a new contribution to numerical simulation of
compressible and slightly compressible fluid flows using the Kiva-II computer code.

The first chapter is consecrated to the theoretical aspect of the problem, using an
adequate mathematical formulation. On the other hand, we show difficulties of the numerical
resolution of Navier-Stokes equations in the case of slightly compressible fluid flow (flow at
low Mach number). These difficulties are essentially because the large disparity which exists
between the time scale of wave propagation and the same of convection. So we have
developed a special method using the low Mach number hypothesis to eliminate acoustical
waves present in the flow, but they have any interest in this case.

In the second chapter, we have studied different numerical methods used in Kiva-II, and
we have characterised several algorithms concerning them.

At third and fourth chapter, we continue our discussion about the code, adding
improvements which are implemented by us.

The fifth chapter is consecrated to sample tests, treated to validate different
computational methods.

The sixth chapter is related to turbulence. Three closure model ( mixing length

model, one transport equation model and two transport equations model) are studied and
compared.

KEYS WORDS

Fluid Mechanics - Numerical Methods - Eulerian-Lagrangian Method - Finite volume
Method - Flow at low Mach Number - Acoustical waves - Turbulence Models.
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Principales notations

Nous nous sommes efforcé d’adopter les notations qui sont celles
classiquement utilisées, et de faire en sorte qu'elles soient le plus
mnémotechniques possible. De ce fait, un méme symbole peut revétir différentes
significations. Toutefois, lorsqu’un tel cas survient; 11 est immédiatement

mentionné dans le texte, pour éviter toute confusion.

Nous donnons ci aprés les principales notations utilisées.

® Les désignations accompagnées des symboles ( ) et () concernent
respectivemeﬁt les variables adimensionnelles dans le chapitre [I], et les
valeurs moyennes des variables dans le chapitre [VI]. Les moyennes pondérées
par la masse de ce dernier chapitre sont accompagnées des symboles (~).

Dans le chapitre [I] la notation 0 (.) signifie ordre de (.): notation de

LANDAU /48/.

Caractéres usuels

Vecteur surface normale: A = A n

A Surface

da Elément de surface

c Célérité du son

Cp Chaleur spécifique a pression constante

Chaleur spécifique a volume constant

énergie totale

~
Hh

Force extérieur

Résultante des forces massiques, accélération de la pesanteur
enthalpie

Energie interne

Jacobien de la transformation

Coefficient de conductivité thermique

Masse

Pression

'UZNQHIEIQ'#M<O
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r Constante des gaz parfaits
S Entropie
T Température
t temps
u Vecteur vitesse du fluide u=ui+v j+ wk
volume
x Vecteur position = =x1i+y Jj+ 2z k
Exposants
Relatif & la phase A
Relatif a la phase B
n Relatif au temps de calcul (nAt)
n+l Relatif au temps de calcul [(n+1)At]
t Relatif au sous cycle de la phase B, ol l’on tient pas compte de
pression
v Numéro de sous cycle de calcul pour la convection
! Relatif a la cellule de quantité de mouvement
" Relatif & la cellule de vitesse a l’interface
Indices
i, 3,k Indice d’une cellule
o Indice d’une face
0 Indice d’une quantité de référence
Opérateurs
Vo Gradient de ¢
V.u Divergence de u

Caractéres grecs et autres

Rapport

des coefficients de chaleur ¢y = Cp/CV

Viscosité dynamique

Viscosité cinématique

la
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Masse volumique

Tenseur de contraintes

Tenseur de contraintes visqueuses
Quantité scalaire

Taux de dissipation turbulente

Energie cinétique turbulente

~ & 0 © 4 9

Longueur de mélange

Nombres sans dimensions

M Nombre de Mach
Pr Nombre de Prandtl
Re Nombre de Reynolds

Sc Nombre de Schmidt
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INTRODUCTION

Les dispositifs industriels congus pour utiliser 1’énergie fournie par

les écoulements de fluide, font intervenir plusieurs phénomeénes.

Chacun de ces phénoménes: diffusion, convection, transfert thermique,

turbulence, etc.., pose individuellement un probléme complexe.

Les méthodes numériques et 1les codes de calculs destinés a la
modélisation des écoulements complexes contribuent a une meilleure
compréhension du probléme étudié, et permettent de prédire les phénoménes sans

recourir systématiquement a l’expérience physique au préalable.

Depuis une dizaine d’années, de nombreux codes de calcul ont été
développés pour résoudre les équations de la mécanique des fluides. On peut
alors constater que les méthodes numériques utilisées se différencient, en

général, selon le caractére plus ou moins visqueux de 1’écoulement.

D’un cdté se trouvent les codes qui résolvent les équations relatives aux
écoulements de fluides incompressibles ou assimilés, comme en hydraulique. Les
principales difficultés rencontrées lors de la réalisation de ces codes,
résident dans le traitement des termes de pression couplés a la contrainte de
continuité, c’est dans ce cadre que s’inscrit en général la simulation
d’écoulements turbulents, surtout si on adopte le concept de viscosité

turbulente.

De l'autre coété se trouvent 1les codes de simulation d’écoulements
externes. Ils sont utilisés par exemple en aéronautique, pour calculer les
écoulements autours de profils d’ailes ou de fuselages d’avions. Pour cette
catégorie d’écoulements les effets visqueux se manifestent uniquement prés des
parois et dans les sillages. Partout ailleurs 1l’écoulement est considéré non

visqueux. Ces codes de calculs sont souvent basés sur la résolution des
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équations d’Euler avec une prise en compte de la couche limite.

Cependant il existe un grand nombre d’écoulements ol tous les phénoménes
sont importants, et qui sont donc régis par le systéme d’équations de
Navier-Stokes complet. C’est le cas des écoulements subsoniques de fluides

compressibles.

Les applications industrielles de ces écoulements sont trés nombreuses.
Nous citons & titre d’exemple le cas des écoulements subsoniques internes dans
des éléments de machines, comme les chambres de combustion dans les moteurs a
piston, les réacteurs d’avions, ou les conduites dans les circuits de

refroidissement.

Dans le but d’avoir une approche numérique capable d’appréhender de tels
écoulements, nous nous sommes fixés comme objectifs l’étude et la validation
d’outils numériques et modeéles physiques, et ceci dans le cadre général

d’ écoulements subsoniques de fluides compressibles et peu compressibles.

Tout au long de ce travail nous devons prendre en compte un certain
nombre d’exigences nécessaires pour aboutir & un code de calcul destiné a 1la
recherche en mécanique des fluides, c’est &4 dire évaluer les performances et

les capacités, et rendre le champ d’application aussi étendu que possible.

Parmi les exigences préalables nous devons:

m avoir une formulation mathématique du probléme qui permette 1’extension de
la résolution pour le cas ol le domaine d’étude se déforme au cours du temps:
(Formulation mixte Eulérienne Lagrangienne);

® pouvoir simuler les écoulements subsoniques, pour une gamme étendue du
nombre de Reynolds: (Laminaire, turbulent):;

m pouvoir résoudre le probléme dans le cas des écoulements dits peu
compressibles: (Ecoulement a faible nombre de Mach);

m pouvoir étudier des écoulements dans des domaines pourvus de différents

types de conditions aux limites: paroi rigide, obstacle, entrée, sortie, etc..



Page -6-

Notre approche du probléme et notre démarche pour le résoudre reposent
sur les quatre phases suivantes:
m analyse physique du probléme conduisant & une formulation mathématique
adéquate;
m étude et adaptation des méthodes numériques pour la modélisation;
m Etude et caractérisation d’algorithme de résolution et de code de calcul
efficace;
m calcul des cas tests nécessaires pour la validation des techniques

numériques retenues.

Dans chacune de ces étapes, notre objectif n’est pas d’apporter de
nouvelles facons d’appréhender les différents problémes qui se posent. Notre
volonté est d’adapter et de‘valider un certain nombre de technigques numériques
et de modéles physiques disponibles actuellement, mais dont les domaines

d’applications méritent bien d’étre étendus.

C’est dans ce cadre que nous nous sommes intéressés en particulier a des
travaux élaborés ces derniéres années au "Los Alamos National Laboratory". Ces
travaux ont donné naissance a une série de codes de calcul de plus en plus
performants, destinés a la modélisation des écoulements dans 1les chambres a

combustion interne (Moteurs & pistons).

Le dernier de ces codes de calcul appelé KIVA-II /1/ répond & une grande
partie de nos exigences, mais son champ d’application reste encore spécifique,
et les principales techniques numériques auxquelles 1l fait appel méritent
bien d’étre étudiées et validées dans d’autres cas de figures que celui de 1la

chambre & combustion interne.

Le premier chapitre de ce rapport est consacré aux aspects théoriques du

probléme, nécessaires pour sa formulation.

Dans le chapitre [II] nous exposons les principales techniques numériques

adoptées.
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Une présentation succinte du code KIVA-TII et les principales
modifications dont il a fait 1’objet sont présentées respectivement dans les

chapitres [III] et [IV].

Dans le chapitre [V], nous présentons les principaux tests en laminaire,
auxquels nous avons procédé pour caractériser les méthodes numériques

utilisées dans le code, et les modifications dont il a fait 1l’objet.

Le chapitre [VI] de ce rapport est consacré a l’étude et la validation de
modéles physiques pour la turbulence. Trois modéles sont alors étudiés et
comparés:

B Un modele & zéro équation de transport dit longueur de mélange.

® Un modéle a une équation de transport dit k - 1.

B Un modele a deux équations de transport dit k - €.

L'étude et la comparaison de ces trois modéles sont faites dans les cas

particuliers des écoulements cisaillés et des écoulements avec recirculation.
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Chapitre I: Formulation mathématique du probleme

Le comportement d’un fluide visqueux Newtonien en équilibre

A

thermodynamique peut étre décrit a partir de trois variables indépendantes:

- Une variable pour décrire la cinématique locale: c’est le vecteur vitesse u
ou la quantité de mouvement pu.
- Deux variables d’états décrivant la thermodynamique: par exemple, 1la

pression p et la masse volumique p.
Les trois variables indépendantes sont régies par les trois équations de
conservation, ainsi que par l’équation d’état qui permet de déterminer les

autres variables thermodynamiques.

I.1: Modéle de base; Equations de Navier-Stokes

Dans le cadre des milieux continus et pour les écoulements laminaires,
les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement, de
l’énergie interne, la loi de comportement Newtonienne et la loi de Fourier

fournissent le modéle de base de Navier-Stokes.

La premiére équation de conservation est celle de la conservation de 1la
masse:
S o+ V.(pw =0 [I.1.1)
3¢ P Ap .1,
La seconde équation de conservation traduit le principe fondamental de la
mécanique, a savoir, la conservation de la gquantité de mouvement; elle

2

correspond pour un fluide Newtonien & 1l’équation de Navier-Stokes:

g{ (pu) + V.(pumu) =-Vp+V.T+pg [I.1.2]

Dans cette équation T représente le tenseur des contraintes visqueuses:
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N

T =p [Vu + (Vu)T] - Kt [(V.u) I}

3

U est le coefficient de viscosité dynamique du fluide.

I est le tenseur unité.

La troisiéme équation de conservation traduit le premier principe de la

thermodynamique, a savoir la conservation de 1’énergie interne.

d(pI)

3t + V.(pul) =V.{ k VT } +7T: V.u [T.1.3]

k est le coefficient de conductivité thermique.
A l’aide de relation de Gibbs:
T dS =dI + p d(1/p), [I.1.4]

1’équation [I.1.3] peut se transformer en une éguation sur l’entropie /39/.

8 (pSs)

T 3¢

+ T V.(puS) =V.{ k VT } +71T: V.u [I.1.5]

L’équation de conservation [I.1.5] peut se mettre sous une autre forme;

ainsi en introduisant l’enthalpie par unité de volume, nous avons:
p dH = pT dS + dpP [I.1.6]

on obtient alors 1l’équation de conservation de l’enthalpie:

8 (pH)

3t + V. {puH) = QE +u. VP+ V. { KVT})+1T: V.u [T.1.7]}

at

A ces équations, on adjoint 1l’équation d’état des gaz parfaits.

p = p r T [I.1.8]



Chapitre I Page:-10-

Pour un gaz parfait, l’équation de conservation de 1l’enthalpie peut se
transformer en une équation de la température, puisque dans ce cas l’enthalpie

H est une fonction uniquement de la température T:
dH = Cp dT [I.1.9]

Cp est le coefficient de chaleur spécifique & pression constante.

L’équation [I.1.7] peut alors s’écrire comme une équation de la chaleur:

3(pT)

C
p Ot

ap
+ Cp V. (puT) = e +u.VP+V.{ KVT} + 1 :Vu

[I.1.10])

L’équation de conservation de l’énergie peut donc prendre des formes
variées. Le choix d’une forme particuliére dépend évidemment du probléme

traité et des variables d’état choisies.

I.2: Ecoulement subsonique a faible nombre de Mach

a: Position du probléme

Les écoulements qui nous intéressent sont subsoniques. La vitesse du

fluide u est donc faible devant la célérité des ondes acoustiques c.

D’un point de vue physique, gquand le nombre de Mach devient petit devant
l’unité, la conséquence importante qui en découle est 1’apparition d’une
grande disparité, entre les deux phénoménes suivants:

- les phénoménes convectifs liés au mouvement des particules fluides;

- les phénoménes acoustiques liés a la propagation des ondes acoustiques.

En effet, si Ata est le temps caractéristique des phénoménes acoustiques

et Atc est celui qui caractérise la convection, nous avons:
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et donc:
At
c c 1
= == I.2.1
At u M [ ]

u et c sont respectivement la vitesse de 1l’écoulement et la célérité du son;

M est le nombre de Mach de 1/écoulement.

Le rapport entre les deux temps caractéristiques Atc et Ata devient

infini quand le nombre de Mach tend vers zéro.

En général, la solution recherchée pour un écoulement est celle du régime
stationnaire. Les équations de conservation de la mécanique des fluides sont
censées vérifier d’une part des conditions aux limites et d’autres part, des
conditions initiales. Dans ces conditions des ondes acoustiques vont
étre excitées par "la mise en régime" de 1l’écoulement. La superposition de ces
perturbations sur 1’écoulement stationnaire nuit & une convergence rapide vers

le régime recherché.

Dans beaucoup d’applications, les ondes acoustiques sont sans grand
intérét, c’est notamment le cas pour les écoulements a faible nombre de Mach.
Mais méme si l’on ne souhaite pas entrer dans le détail de leur propagation
au niveau de la résolution numérique, un probléme demeure. Il se présente
d’une maniére différente selon que 1l’onadopte une méthode explicite ou

implicite lors de la discrétisation temporelle des équations.

Les méthodes explicites sont soumises a une condition de stabilité qui
porte sur le pas de temps, c’est le critére de Courant-Friedrich-Lewy qui
s’écrit:
At

(Jul + ¢ ) — < 1 [I.2.2]
Ax

Ax et At sont respectivement la dimension caractéristique d’une maille et le

pas de temps.
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La condition [I.2.2] est évidemment plus restrictive que celle liée
uniquement & la prise en compte des termes de convection et donc pénalisante

pour l’avancement du calcul.

Cette difficulté peut étre atténuée si on découple le traitement des
termes de pression et celui de la convection, par exemple en introduisant au
cours de chaque cycle principal, un sous-cycle de calcul, spécial pour le

traitement des termes de pression /2/.

Les termes de convection sont alors pris en compte avec le pas de temps
principal At, tandis que la contribution des termes de pression est calculée
dans le sous-cycle de calcul, avec un pas de temps 8t qui est un sous-multiple

du pas de temps principal.

Le critére de stabilité pour le pas de temps principal At n’est alors

basé que sur la vitesse du fluide:
jul At / Ax =1 [I.2.3]

En revanche, le pas de temps des sous-cycles pour le traitement de la

pression est soumis au critére de stabilité basé sur la vitesse du son:
c ot/ Ax =1 [I.2.4)

Le rapport entre le pas de temps principal At et le pas de temps des sous
cycles 8t donne le nombre de sous cycles nécessaires pour le traitement des

ondes acoustiques; ce nombre est inversement proportionnel au nombre de Mach.

[I.2.5]

A faible nombre de Mach, cette méthode cesse d’étre efficace car le
nombre de sous-cycles nécessaires devient trés élevé; de plus elle nous oblige
a prendre en compte les ondes acoustiques qui sont sans intérét dans ce cas,

et dont la présence peut masquer d’autres phénoménes plus importants.
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~

Ces méthodes sont cependant trés utiles lorsqu’on s’intéresse a
1’ étude des ondes acoustiques /49/. Elles sont souvent couplées avec des
procédures qui permettent d’augmenter artificiellement le nombre de Mach /3/

et diminuer le nombre de sous cycles nécessaires.

Les méthodes implicites1 ne sont pas soumises & un critére de stabilité,
et permettent en conséquence un bon avancement de calcul en utilisant un large
pas de temps At. En revanche, elles font apparaitre un systéme d’équations
implicites fortement couplées. Ce dernier peut étre résolu par les méthodes

directes ou les méthodes itératives.

Les méthodes itératives sont trés attractives, car a 1l’inverse des
méthodes directes, elles n’exigent ni stockage d’éléments ni 1l’inversion d’une
matrice. Ceci est trés important lorsqu’on traite des domaines ou le nombre de

points est élevé.

Cependant, & faible nombre de Mach, ces méthodes rencontrent aussi des
difficultés liées a leur vitesse de convergence qui devient de plus en plus

faible.

Toutes ces raisons nous suggerent d’/examiner le systéme d’équations de
Navier-Stokes sous sa forme adimensionnelle; ceci afin de mieux évaluer
l’influence du nombre de Mach sur ses différents termes et de rechercher une

simplification justifiée quand ce dernier tend vers zéro.

b:Forme adimensionnelle des équations de Navier-Stokes

Nous commengons par établir la forme adimensionnelle des équations. Pour

cela, nous désignons respectivement Lo' to’ uo, po, po, TO une longueur, un

laps de temps, une vitesse, une pression, une masse volumique et une
température caractéristiques de 1’écoulement étudié. Soient K, et kO une
viscosité dynamique et un coefficient de conductivité thermique de référence.

1

Dans ce paragraphe la discrétisation spatiale des termes convectifs est
supposée du type "différence amont".
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On peut exprimer toutes les grandeurs physiques dans les équations de
Navier-Stokes en fonction des onze grandeurs caractéristiques précédentes. On

introduit & cet effet les variables sans dimension suivantes:

Le systéme d’équations de Navier-Stokes réécrit avec les nouvelles

variables sans dimensions est le suivant:

ap = - = = =
¢ s — +tuVp+pVu=0 [I.2.6]
at
&a  ___ 1 . __ 1 1 __
<> S T + u.V u + ——2 - V P = — — _V_ ; [1.2.7]
at ¥y M p Re p
0 P {S~:— +u VT - — — (S — + u.Vp )}
at ¥ 5 at
= V.(VT) - (2-1) — T :Vu [T.2.8]
Pr Re Re
Op=pT [I.2.9]

Dans ces équations, nous avons négligé les forces de volume, étant donné que

le probléme est envisagé pour un mélange gazeux.

Les équations adimensionnelles font apparaitre quatre paramétres sans

dimension, nécessaires pour caractériser 1’écoulement.

® 5 = : Nombre de Strouhal qui caractérise les effets d’instationnarité.

® Re = —————— : Nombre de Reynolds qui caractérise les effets relatifs de
u l’inertie et de la dissipation visqueuse.
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u
° M0 = _EE : Nombre de Mach qui caractérise les effets de compressibilité.
0
Cp“o
¢ Pr = ik Nombre de Prandtl qui caractérise les effets relatifs de
0 la viscosité et la conduction de chaleur.
Remarque:

Le terme de pression qui n’apparait qu’a travers son gradient dans

1’équation de la quantité de mouvement est précédé du facteur 5
7 M

c:Développement asymptotique

la recherche de l’influence du nombre de Mach sur les équations et la
remarque précédente, nous aménent & considérer une solution du probléme, sous

la forme du développement asymptotique régulier /4/ suivant:

L
~
(ad]
-

S, Pr , Re, ¥ fixés, M tendant vers zéro.

u,= + 0( 1)

i i
5=59 4 M;“) 5@+ 0w

[I.2.10]

= = 0 =
p = p( ) + M;B) p(B) + 0( MB )
s .50 M;E) & 01 ME)
La notation 0 (.) signifie ordre de (.): notation de LANDAU /48/.

o, B, € sont des réels positifs & déterminer.

Nous postulons ici dés le départ que les séquences asymptotiques sont

constituées par des puissances du nombre de Mach.

Lorsqu’on substitue le développement asymptotique [I.2.10] dans le
systeéeme d’équation [I.2.6]-[I.2.9], on peut trouver une solution pour les

coefficients a, B, &, en utilisant le principe de moindre dégénérescence /4/.
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En effet, en identifiant l1’équation de la quantité de mouvement a 1’ordre
zéro en nombre de Mach, on peut déduire:
1) 1§(0)
2)

= 0;
= 2;

R <

L’ examen des ordres supérieurs en nombre de Mach de 1l’équation d’état et

celle de 1l’énergie montre que:

Une conséquence importante de ce résultat porte sur le terme de pression,

. e . =(0 .
on constate alors qu’il est constitué d’un premier terme, p( )(t), qui ne
dépend que du temps et d’un deuxiéme terme fluctuant proportionnel au nombre

de Mach au carré.
D’olt la décomposition suivante du terme de la pression:

p N x, ) (I.2.11]

o
i
o
I
ke
ol
+
<<

et donc

<
ral
%l
-

ot
"

4
o N
<l
o
X
-

il

Pour que le systéme [I.2.6]1-[I1.2.9] soit fermé, il nous reste a présent
. =(0 " . . s
& déterminer la valeur du terme p( &t), cette valeur peut étre prise égale a

la pression moyenne dans tout le domaine d’étude.

2% - lj 5(x,5) av

v
\'4

Si on s’arréte maintenant a l1’ordre zéro du développement asymptotique,

on obtient le systéme d’équations simplifié suivant:
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6;(0)
0 s — E(O).§ Z(O) + 2(0) g.:(O) =0 [(I.2.12]
at
=(0)
du 1 _ 1 _
at Y Re
=(0) S (0
_ aT o _, =(0) dp 1 - -
0 5(0) {s_=_+ SO FFO. L I - v. v 7%
ot ¥ P ot Pr.Re
[T.2.14]
0 ;(0) ;(0) _ ;(0) [T.2.15])

Au niveau du systéme d’équation [I.2.12]-{I.2.15] les conditions aux
limites de type adhérence pour la vitesse et adiabaticité pour la température

restent inchangées.

90l =0
paroi

=(0)

ar

T (x,t) lparoi =0

én

ZEYTOUNIAN /4/ a montré que la solution (B = & 2) reste valable méme

dans le cas ou le transfert de chaleur n’est pas nul a la paroi.

La simplification dans le systéme ci-dessus repose sur 1’hypothése de
faible nombre de Mach ( M << 1 ). Tous les termes proportionnels a M2 ont été
négligés. Ainsi, on a négligé la fonction de dissipation visqueuse et la
fluctuation de pression dans 1’équation d’énergie. Cette approximation est

souvent utilisée pour étudier les problémes de convection naturelle.

Si on revient & présent au systéme d’équations avec dimension & partir du
systéme simplifié obtenu précédemment, on obtient une forme du systéeme
d’équations de Navier-Stokes qui prend en compte les effets de faible nombre

de Mach.
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80!0
0 — +u @y @, O g0y
at
50 ()
0 p(o) + u(o) V.u(o) + MV p(z) = V (0)
at
(0) or ¥ (0) (0) 5"
O p cC {— + VT = + V. [k VT
P lat at
o 50 (O _ (0

La décomposition du terme de pression dans

réécrite en variables avec dimension est:

pix,t) = p' V() + Mi p @ (x,t)

et donc

Vplxts= M§ v P(Z) (x,t)

(2)

Ceci montre que le terme Mi Vp de 1l’équation de la

[T.2.17], peut étre remplacé par Vp.
L’équation [XI.2.17) s’écrit donc:

au(0)
0 p(o) il u(o) v u(o) + Vp = V.1
8t

s

[I.2.16]

[XT.2.17)

[I.2.18]

[I.2.19]

1’équation (I.2.10]

[I.2.20]

[T.2.21]

quantité de mouvement

[I.2.22]

Cette démarche revient & découpler les deux contributions de la pression:

0)

La valeur moyenne p( (t) qui a un rdéle essentiellement thermodynamique et la

2
fluctuation p( )

(x,t) qui a un réle dynamique 1lié aux fluctuations de vitesse.
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Une conséquence importante de cette hypothése est la suppression des
phénoménes de propagation de l’onde de pression. En effet les fluctuations de
vitesse induisent des fluctuations de pression dans 1l’équation de la quantité
de mouvement, mais celles-ci n’interviennent plus dans les fluctuations de la
masse volumique p, puisque p(z) n’intervient ni dans 1’équation de 1’énergie

ni dans l’équation d’état.

L’état thermodynamique du fluide est alors caractérisé par une pression
moyenne uniforme en espace mais variable en temps et par une température et

une masse volumique variables en espace et en temps.

Pour que le systéme d’équations [I.2.16-I.2.19) soit fermé, il reste
maintenant & déterminer la valeur de p(o)(t); cette derniére peut
indifféremment étre prise égale 3 la pression du fluide en un point ou a 1la

moyenne de la pression sur tout le domaine étudié.

I.3: Formulation mixte Eulérienne Lagrangienne

Soit R0 le référentiel fixe, ou "Eulérien" par rapport auquel on étudie
le mouvement. Soient v(t) un domaine mobile se déplacant avec une vitesse w(t)
et ¢(x,t) une propriété physique du fluide. La dérivée en suivant le domaine

dans son déplacement est définie par:

9 _ iim ¢(x+wdt,t+d;t): - =)
dt dt=>0
w
= [ o¢ +w .V ¢(x,t)] [T.3.1]
8t

Par ailleurs, on définit la dérivée de 1l’intégrale de volume de la

quantité ¢ en suivant le domaine dans son déplacement par:

Jv, ¢ av’ - J ¢ dv

¢ dv = lim A [1.3.2]

4
dt dt=>0 dt
w v
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Pour calculer la premiére intégrale du second membre cette équation, on
peut se ramener au volume initial v en introduisant le Jjacobien J de la

transformation /46/.

J dv’= j J dv [T.3.3]
v’ v

Avec

J=1+ V. w dt [X.3.4)

L’intégration sur le volume v’ peut s’écrire en premiére approximation:

J ¢ dv’ I (¢ + —— dt) J dv = J (¢ + gf dt) (1 + V.w dt ) dv
v’ w w

J (p + — dt + ¢ V.w dt )dv [I.3.5]
w

e, d . ..
La dérivée T de l’intégrale de volume définie en [I.3.2])] peut donc

s’exprimer de la maniére suivante:

a qu dv =J (-l’_+ ¢ V.w) dv [I.3.6]
dtw v v

Il en résulte, vue la relation [I.3.1], que:

E_ j ¢ dv =~ f (gg— + w.V¢ + ¢ V.w) dv =J (g%— + V.(w ¢))dv [1.3.7]
v v

Soit u la vitesse du fluide. L’équation [I.3.7] réécrite avec u donne la
dérivée en suivant le fluide dans son mouvement:
J ¢ dv « J (gg— + u.V¢ + ¢ V.u) dv =J (g%— + V.(u ¢))dv [I.3.8]
v

La comparaison de ces deux équations donne la relation entre 1les deux

dérivées:
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4 j ¢ dv = a J ¢ dv + I V. [¢(w-u)]dv [I.3.9]
dtw v dtu v v

Soit & présent 1l’'équation de la conservation pour la quantité ¢ :

J ¢ dv = f dv =9 [I.3.10]

a
dt v v
u

ou f est la résultante des termes sources de la quantité ¢ par unité de

volume.

A l’aide de cette équation, la dérivée E_ de la relation [I.3.9] peut

dtw
étre formulée de la maniére suivante:
d
/1) — ¢ dv = ¢ [T.3.11]
dt v
u
d
/2/ — ¢ dv = &+ V. [¢(w-u)]dv [I.3.12]
dt v v
La formulation ci-dessus est une formulation mixte:

Eulérienne-Lagrangienne ou le domaine d’étude se déplace avec une vitesse
arbitraire w. Elle porte le nom de "“A.L.E" pour “Arbitrary Eulerian

Lagrangian®.

I.4: Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont trés importantes et exigent un traitement

particulier pour chaque point frontiére du domaine d’étude.

Il existe deux types de conditions aux limites:
m Les conditions aux limites physiques: ce sont celles qu’on impose en
présence de paroi solide et qui sont généralement dictées par la physique du

probléme.
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Parois
Les éléments solides (parois en limite du domaine ou surfaces d’obstacles

internes au domaine de calcul) sont simulés par des interfaces imperméables a

1"écoulement.

Dans le <cas des écoulements visqueux, les conditions aux limites
physiques sur les parois sont les suivantes:
- Condition d’adhérence: toutes les composantes du vecteur vitesse sont prises
égales a celles de la vitesse de la paroi. Elles sont prises nulles dans le
cas particulier ou celle-ci est fixe.
- Conditions sur les flux: les flux de toutes les grandeurs scalaires a

travers les parois sont nuls, sauf pour 1l’enthalpie.

Dans la pratique, on distingue deux cas pour 1l’enthalpie:
~ L'interface est adiabatique: le flux de chaleur y est nul.
- L’interface n’est pas adiabatique: le flux de chaleur qui 1la traverse est

égale au flux de chaleur du cété du fluide.

m Le deuxiéme type de condition aux limites sont des conditions imposées sur
des frontiéres ol les caractéristiques de 1l’écoulement ne sont pas connues a

priori; par exemple: entrée, sortie.

Quelles sont les conditions aux limites numériques & imposer sur les
frontiéres d’entrée et de sortie pour que systéme différentiel ([I.1.1-I.1.8]
soit bien posé2 ? On ne le sait pas encore d’une fagcon précise, beaucoup de
travaux sont actuellement consacrés a ce sujet. Nous citons a titre d’exemple

les travaux de KEVINT et THOMPSON/5/,/6/ et de POINSOT /41/.

2 Un probléme est bien posé au sens d’Hadamard, si et seulement si:
- la solution existe;

- la solution est unique;

- la solution dépend continfiment des données.
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Le choix des conditions aux limites sur ces frontieéres libres est un peu
empirique, guidé par la méthode de discrétisation et Justifié simplement a
posteriori. C’est en se basant sur un exemple simple que D.DUTOYA /7/ a

choisi les conditions dfentrée et sortie, et nous adopterons son choix.

L’étude de D.DUTOYA /7/ concerne un écoulement monodimensionnel, non
visqueux, isentropique, de vitesse u, a 1l’intérieur d’une cavité de
longueur L. Elle montre que si on impose le débit & l’entrée et la pression
statique & la sortie, de maniére & ce que le nombre de Mach soit inférieur a
1, alors le probléme est bien posé. Le résultat est analogue lorsqu’on impose

la pression d’arrét & l'entrée et la pression statique & la sortie.

Entrée:

En suivant l'’exemple de DUTOYA, on impose a l’entrée:
~ Soit la pression statique et la masse volumique. Les valeurs du vecteur
vitesse sont alors extrapolées pour le calcul des contraintes visqueuses.
= Soit le profil de vitesse et la masse volumique.

La température, ou l‘entropie, est également imposée a l’entrée.

Sortie:

A la sortie, on impose la pression statique.

On utilise aussi dans les sections de sortie des conditions aux limites de
du _ Ov
"8n  3n
déterminer les contraintes visqueuses et sont basées sur 1’hypothése

Neumann sur la vitesse: ( 0); ces conditions permettent de

d’ écoulement établi.

Symétrie:

Les conditions classiques de symétrie sont:
- la composante transversale de la vitesse est nulle

- les dérivées transversales de toutes les autres grandeurs sont nulles.
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Chapitre II: Méthodes numériques de résolution

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes [I.1.1-I.1.7],

consiste & évaluer les variables indépendantes p, u, p, T ..., a 1l’instant

(n+l) At connaissant leurs valeurs a l’instant n At.

Cette résolution doit étre faite pour chaque point du maillage; elle

nécessite donc une double discrétisation en espace et en temps.

II.1l: Formulation A.L.E et discrétisation temporelle

IX.1.1: Formulation A.L.E

Nous avons vu dans la section [I.3] qu’il est possible d’envisager une
formulation mixte, Eulerienne-Lagrangienne dans laquelle les éléments se
déplacent avec une vitesse arbitraire dite "vitesse de grille". Cette
formulation appelée A.L.E "Arbitrary-Lagrangian-Eulerian" /8/ permet, en plus
de sa capacité a traiter des domaines déformables, de décomposer 1’opérateur
différentiel temporel en deux termes:

- Un premier terme qui prend en compte la contribution de tous les termes
sources.

- Un deuxiéme terme qui ne prend en compte que les termes convectifs.

Considérons a nouveau l’équation de conservation [I.3.12] pour une

quantité ¢:

a4 J ¢ dv |+ J ¢ (u-w) da=29
dt_[“v(t) I(t)

Variation + Convection = Sources
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La décomposition de 1’opérateur différentiel peut se faire de la maniére
suivante:
m Une premiére étape, appelée étape B, au cours de laquelle on introduit la

, .., d . . .
dérivée rTS en suivant le fluide avec sa vitesse u:
u

a_ I ¢ dv = ¢ [IT.1.1)}
dt
u v(t)

m Une deuxiéme étape appelée étape C, au cours de laquelle on suit le domaine
dans son déplacement avec la vitesse w et 1’on prend en compte les phénoménes

convectifs qui en résultent.

d—f ¢ dv +I ¢(u—w)da=§TJ ¢ dv [(II.1.2]
dt v(t) ') u v(t)

D’un point de vue physique, la décomposition de 1l’opérateur différentiel,

peut s’interpréter de la maniére suivante:

L’étape B étant purement Lagrangienne (w=0), la variation de la guantité
¢ ne tient compte que des termes sources (diffusion, force de pression etc..).
Les termes de convection n'’apparaissent pas dans cette étape puisqu’on suit le

fluide avec sa vitesse u.

L’étape C étant une étape ou le maillage se déplace avec la vitesse
arbitraire w, la variation de ¢ est due exclusivement aux phénoménes
convectifs, qui résultent de la différence entre la vitesse du fluide celle du

maillage.

Si on applique cette décomposition au systéme d’ équations de

Navier-Stokes [I.1.1]-[I.1.7) en 1l’absence de force de volume, on obtient:

m ler demi-pas; Phase B

® Equation de continuité:
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a Jp dv = 0 [II.1.3)
dtu v

® Equation de la gquantité de mouvement

9_ Jp u dv = J V.t dv - I Vpdv [II.1.4)])
dt v v v
® Equation d’énergie:

a4 Jp E dv = J V.(t.u) dv -I V. (pu) dv +J V.( kx VT) dv
v

dt ‘v v v [II.1.5]
u
B 2éme demi-pas; Phase C
® Equation de continuité:
4 . 4d padv -lp (w-u). nda =20 . [TI.1.6]
dt dt :
w u v a
® Equation de la quantité de mouvement:
d d
_—— pudv - |lpu (w-u). nda=20 {IT.1.7]
dt dt
w u v a
® Equation d’énergie:
a 4 pEdv - |pE (w-u).n da =0 [TI.1.8]
dt dt
w u v a
6ui auj 5 auk
Avec T, = M + —= -3 H— 61.
= 8x, 8x, ax =’
J 1 k

E = (u.u)/2 + I; énergie totale

I étant l’énergie interne spécifique.
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Dans le cas particulier ou le domaine d’étude est fixe, (w=0), la
oo d f o
dérivée T peut s’écrire:
w
d _ 0
dt_ 3t

Dans la suite de ce travail, comme nous nous intéressons uniquement aux
problémes ol les domaines d’étude sont fixes, le systéme dféquations a

résoudre est le suivant:

m ler demi-pas

d

— | pav=0 (II.1.9]
dt “v
u
d
—_ pu dv = J V.t dv - J Vpdv [IT.1.10]
dt v v v
u
d
— |p E dv = J V.(t.u) dv - J V. (pu) dv + I V.( k VT dv
dt “v v v v
u
[IT.1.11)
B 2éme demi-pas
3
a d
_ - — p dv + p (u.n) da =0 [IT.1.12]
at dt v a
u
8 d
_— - — p u dv + p u (u.n) da =20 [IT.1.13)
at dt | v a
. u
a d
—_ - — pE dv - PE (u.n) da = 0 [TI.1.14)
(Ot dt v a

u

II.1.2: Discrétisation temporelle

La discrétisation temporelle est de type différences finies, elle

consiste & faire l’approximation des dérivées temporelles au premier ordre.
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Soit une quantité I qui représente les différents termes intégrales des
. . N . . n
équations [II.1.9-II.1.14). Sa valeur de I & l'’instant nAt est notée I , et

n+l .
I( ) & 1l’instant (n+l)At.

Afin d’utiliser la décomposition de l’opérateur différentiel, dont il est
question dans la section précédente, on introduit & cet effet 1l’état

» ’ » . ~ B
intermédiaire B ou la valeur de I est notée I .

Avec ses notations, 1’approximation des dérivées temporelles s’écrit:

5 I . In+1 _ In
at At
d I _ IB—In
ac At

u
et donc
81 ar _ 1™ -
8t ac At

u

Le systéme d’équations discrétisées dans le temps est alors le suivant:

® Phase B
Ll |Bav—]|ptav|=o0 [II.1.15]
At

VB Vn
1 ( B B B
- (pu) > dv - |(pw)® av | =] T°.n da - p- n da [II.1.16]
Ae \ B n B B

v v a a

B B B
1 ( (pE)B dv - (pE)n dvl = |(t :Vu’) nda -] p u?n da + |[k VT }.n da
At B n B B B
v v a a a

[TT.1.17]
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. B . . n
Les points de volumes v sont liés aux points de volumes vV par la

relation suivante:
B n B
X =x + At u

Les termes sources dans ces équations apparaissent d’une maniére
implicite. Comme nous l’avons mentionné dans la section (I.2), le choix d’une
méthode implicite & ce niveau est plus adéquat pour le traitement des ondes
acoustiques, car il permet d’éviter 1le critére de stabilité basé sur la
vitesse du son. En revanche, il oblige A& résoudre un systéme couplé
vitesse-pression. Une méthode itérative pour résoudre ce systéme est présentée

dans la section (II.4).

® Phase C
{ ~
+ .
L™ av = | pPav |+ o® uPn) da =0 [II.1.18]
At Y n+l B B
v v a
(
+
L ™! av = | (pw® av | + |(ow® [uP.n] da = 0 [II.1.19]
Ae L n+l B B
v v a
+
1 W)™ av — | (eE)® av | + |(oE)® [wP.n] da = 0
Ac n+l B B [II.1.20]
v v a

. n+l . . B
Les points de volume v sont liés aux points de volumes Vv par la

transformation suivante:

+ B B
xn 1= x - At u

Comme en plus on s’intéresse a des volumes fixes, nous avons:
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Dans les égquations [IX.1.18-IX.1.20] de 1la phase C, les termes de
convection apparaissent d‘une maniére explicite. La résolution de ces
équations ne présente donc pas de difficultés, mais la stabilité d’un tel
schéma n’est assurée que si le pas de temps satisfait le critére de Courant

Friedrich Lewy /40/ basé sur la vitesse du fluide.
At
—_— <

Iule 1

A chaque pas de temps, on procede donc en deux étapes:
Connaissant les variables & l1l’instant nAt, on calcule leurs valeurs & la phase
intermédiaire B & partir des relations [IX.1.15-IIX.1.17]. On calcule ensuite
les variables & 1’instant (n+l)At & partir de leurs valeurs intermédiaires de

la phase B par les relations [II.1.18-IT.1.20].

II.2: Discrétisation dans l’espace: Méthode de volumes finis

Les équations [II.1.15-II.1.20] déterminent les différents (u,p,p,T..) &

condition d’étre écrites pour tout élément de volume v du domaine fluide.

La méthode des volumes finis, consiste & subdiviser le domaine d’étude en

N volumes élémentaires v (t) limités par une surface a (t). Pour chacun de ces
1 1

volumes élémentaires, appelé maille, on écrit les équations de conservation

[IT.1.15-Ix.1.20].

La résolution de telles équations nécessite deux types d’intégrations:
intégrations volumiques et intégrations surfaciques. Ceci peut se faire
aisément si 1l’on adopte les hypothéses suivantes:
® toute grandeur ¢ a une valeur uniforme & 1’intérieur d’une cellule;

® les grandeurs ¢ sont également uniformes sur chaque portion de frontiére a;-

La difficulté dans ce genre de formulation est de pouvoir exprimer les
variables sur les interfaces &, en fonction des variables & 1l’intérieur des
cellules, et des conditions aux limites; c’est notamment le cas des termes de

convection, figure (II.1).
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Figure II.l: Stockage d’une quantité ¢ en (2D).

Pour les termes de convection, plusieurs types d’interpolations existent.
Ils consistent tous & exprimer le flux de 1la quantité ¢ & travers les

interfaces de chaque cellule.

Les plus utilisés de ces schémas convectifs (différences amonts, schéma

du second ordre) sont exposés dans 1l’annexe C.

II.3: Choix des volumes de contrbéle et stockage des éléments

Le choix du volume de contrdle pour effectuer les intégrales des
équations [II.1.15-II.1.20] et le type de stockage des éléments ne sont

évidemment pas arbitraires et doivent étre faits avec précaution.

L’exemple ci dessous illustre 1l’une des conséquences du choix de volume
de contrdle lors de 1l’intégration de 1’équation de la quantité de mouvement

[II.1.19] en monodimensionnel.

En effet, la représentation du terme —j p n da intégré sur 1le volume
a

5 - la fi ) St - .
de contrdle [xi_l/2 xru/zl de la figure (II.2) est (pLJ/Z prnlz)



Chapitre II , Page:-32-

|
a/ ® ® ®
X i-1 l i ] i+l
i-1/2 i+1/2
b/ @ 1) -®
500 1000 500

Figure II.2: a/ Volume de contrdéle; b/ Champ de pression irrégulier

Si on utilise une interpolation centrée pour exprimer les valeurs de

P et de p.

en fonction de et on obtient:
i-1/2 i+1/2 Py Py Pin’ t

P

P ( p. +pi)/2— (pi+ pi+1)/2= (p, .- p, . )/2

i-172 Tis1/2 i-1 i-1 i+1

Cela signifie que la contribution du gradient de pression dans 1l’équation
de la quantité de mouvement pour la cellule i ne prend pas en compte la valeur

de la pression dans cette méme cellule.

Il en résulte qu’un champ de pression complétement irréaliste comme celui
de la figure (II.2.b) est interprété par 1l’équation de la quantité de
mouvement comme un champ uniforme. Le choix de ce volume de contrdle avec ce

type de stockage des éléments doit donc étre évité.

Reméde: Maillage décalé

Pour lever cette difficulté Patankar /9/, propose de considérer un
maillage décalé; les composantes du champ de vitesse sont stockées sur une
grille décalée d'une demie cellule par rapport & celles ol sont stockées
toutes les autres quantités scalaires. Il en résulte que le volume de contrdle
de 1’équation de la quantité de mouvement se trouve aussi décalé par rapport a
celui utilisé pour les équations de conservation des autres quantités

scalaires.

— Al —e —Al o—

EX u I ¢ ul ¢
i-1 i-1/2 i i+1/2 i+l

Figure II.3: Maillage décalé en monodimensionnel
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L’ équation de quantité de mouvement en monodimensionnel intégrée sur le
volume de contrdle de la figure (II.3), permet de détecter le type

d’irrégularité dans le champ de pression de la figure (II.2.b).

Un maillage décalé a deux ou & trois dimensions peut é&tre facilement
réalisé en décalant d’une demie cellule dans les deux ou trois directions du

domaine.

Dans le cadre de ce travail, la technique du maillage décalé a été
adoptée. Les volumes de contrdle pour l'’intégration de chaque type d’équation
de conservation sont choisis en conséquence et sont définis dans 1le chapitre

III.

II.4: Résolution numérique du probléme couplé vitesse-pression

Le choix d’une méthode implicite pour le traitement des équations de 1la
phase B nécessite a chaque pas de temps la résolution d’un systéme d’équations

couplées.

La résolution numérique d’un tel systéme par des méthodes directes est
trés difficile et méme impraticable quand le nombre de points est important.
On est donc confronté ici & 1l’un des problémes majeurs de la résolution
numérique des équations de Navier-Stokes, qui est de trouver un algorithme
efficace pour résoudre le systéme couplé vitesse-pression.

Les méthodes itératives sont trés attractives, car & 1’inverse des
méthodes directes, elles ne nécessitent ni un stockage des éléments, ni le

calcul dfune matrice inverse.

L’annexe B est consacrée a l’étude de quelques algorithmes itératifs.
Elle montre en outre le cheminement qui conduit a considérer des algorithmes
de plus en plus compliqués mais efficaces. Le plus élaboré parmi eux est sans
doute 1’algorithme du gradient conjugué. Son principe est de construire une
suite de termes de pression Hk associée au champ de vitesse, en utilisant des

directions de descente conjuguées pour accélérer la convergence.
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Chapitre III: Présentation et discussion du code de calcul KIVA-II

IITI.1: Introduction

KIVA-II est le dernier d’une série de programmes de calcul élaborés
prog

depuis plus d'une dizaine année au " Los Alamos Nationnal Laboratory

Il permet de calculer des écoulements tridimensionnels, instationnaires,
turbulents, réactifs et biphasiques de fluide compressible. Comme ses
prédécesseurs, CONCHAS-SPRAY /10/ et KIVA /2/, il a été concu pour la

modélisation des écoulements dans les moteurs & combustion interne.

La structure du programme est modulaire et adaptable a d’autres types

d’ écoulements.

Les équations résolues par le code sont celles du mouvement turbulent
d’un gaz parfait. La procédure de résolution est basée sur la méthode A-L-E:
(Arbitrary-Lagrangian-Eulerian) /8/, avec une discrétisation spatiale de type

volumes finis. Ce quil préserve le caractére conservatif des équations.

Par rapport a ses prédécesseurs, le code KIVA-II apporte des
améliorations sensibles en ce qui concerne l’efficacité et la précision du

calcul.

Une des plus grandes différences entre KIVA-II et sa version initiale
KIVA porte sans doute sur le traitement des équations de la phase B: termes de

diffusion et de pression..

En effet, KIVA utilise une méthode explicite pour le traitement des
équations de la phase B, avec implantation de sous cycles de calcul pour les

termes de pression.
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Dans le code KIVA-II, la discrétisation des équations de la phase B est
largement implicite, elle utilise la méthode I.C.E "Implicit
Continuous Eulerian™ /11/ avec un soin particulier pour le traitement de la
pression. La contribution de cette derniére est calculée d’une maniére séparée
en intégrant 1’équation de Poisson autour d‘un volume de contrdle ol le
stockage des éléments évite le recours A& toute interpolation lors de la

discrétisation de cette équation.

Les équations couplées de la phase B résultant de 1l‘utilisation de 1la
méthode implicite, sont résolues par une méthode itérative similaire a
l’algorithme SIMPLE "Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations™ /9/,
avec un traitement individuel des équations par la méthode des résidus

conjugués /12/.

Le schéma explicite est utilisé pour calculer les termes convectifs de la
phase C, mais ceci peut se faire pendant un nombre arbitraire de sous cycles
de calcul, ainsi le pas de temps principal n’est pas restreint par le criteére

de stabilité des méthodes explicites.

III.2: Maillage et stockage des éléments

Le domaine d’étude est subdivisé en petits volumes de contréle
hexaédriques dont les positions des sommets sont fonction du temps, le

maillage peut donc se déplacer et n’a pas besoin d’étre orthogonal.

Pour chague cellule, en adoptant la technique du maillage décalé /9/, les
composantes du vecteur vitesse, sont stockées aux sommets, tandis que les

quantités scalaires sont prises aux centres des cellules.

Par convention 1l’indice d’une cellule réguliére est celui de son sommet
numéro 4 comme l’indique la figure (III.2). Par conséquent, le stockage des
éléments se fait dans des tableaux a une seule dimension, ce qui permet une
économie appiéciable de la place mémoire.

Le centre de chaque cellule est défini par les coordonnées

C
i,J.,k

C

x© 2 =—1—2Ya; z -V z [III.2.1)
8 « o

= Zxa;
[24

i,3.k 04
8 ]

i,j.k
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(Xa 'Ya ’Za) sont les coordonnées du sommets «.
En plus des vitesses stockées aux sommets, KIVA-II utilise un autre champ
de vitesse stocké aux centres des interfaces qui délimitent les mailles. Ce
dernier est utilisé pour le calcul itératif de la pression et des variations
de volume de la phase Lagrangienne. Les raisons de son utilisation sont les
suivantes:
Considérons deux types de maillages M1 et M2, correspondants & deux
stockages des composantes du vecteur vitesse différents.
Le premier M1, ou les composants du vecteur vitesse sont définies aux sommets
de la maille.
Le deuxiéme M2, ou les composantes du vecteur vitesse sont définies aux
centres des interfaces qui délimitent la maille.

Ils sont représentés sur la figure III.1 en deux dimensions.

Le stockage des éléments du maillage M1l convient pour la méthode A-L-E,
ou le maillage se déplace, car il permet de calculer les nouvelles positions
des mailles aprés le déplacement, sans avoir recours a une interpolation. Mais
ce stockage a un inconvénient majeur qui est le couplage imparfait entre les

vitesses et la pression.

En effet 1l’intégration de l’équation de la quantité de mouvement dans le
volume de contrble du maillage M1 nécessite une interpolation des composantes

du vecteur vitesse ou de la pression.

Les travaux de A.Brandt /13/ montrent que toute interpolation, lors de la
discrétisation implicite de 1l’équation couplée vitesse pression introduit des
modes parasites. Ces derniers ont des effets néfastes sur la convergence des

méthodes itératives généralement utilisées.

Afin d’éviter toute interpolation au cours du calcul itératif, A.Brandt
suggére d’utiliser le maillage M2 pour calculer les effets de 1la pression,
méme si le maillage initial est de type Ml. Lorsque la convergence est
atteinte, on peut coupler les deux maillages en utilisant la valeur finale de

la pression pour adapter le champ de vitesse du maillage Ml.
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i, j+1 u ij
J i+1, j+1 (j
X

i, j+1 RV
i+1, j+1
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i,3 1,13
® u — [ ] -1
i-1,7} T
u U.+l .
1,] 1 ¢ J |
v x xv T
i, 3 i+l,3 vi,j-1
Maillage M1l Maillage M2

Figure III.1l: Types de stockages des éléments (2D).

IXII.3: Choix des volumes de contrdle

Trois types de cellules sont & considérer pour représenter les volumes de

contrbles nécessaires pour l’intégration des équations.

1) Cellules réguliéres, construites autour des quantités scalaires.
Ces cellules représentent les volumes de contrdle pour 1l’intégration des

équations de toutes les quantités scalaires (p,I,...), figure (III.2).

2) Cellules de quantités de mouvement, Centrées sur les sommets des éléments
du maillage, 13 ol sont stockées les vitesses.
Ces cellules sont utilisées comme volumes de contrdle pour 1l’intégration de

1’ équation de la quantité de mouvement, figure (III.3).

3) Cellules pour les vitesses aux interfaces, construites autour de chaque
face de cellule réguliére.
Elles sont une conséquence directe de 1l’utilisation de vitesses aux

interfaces pour calculer les effets de la pression, figure (III.4).

Les détails de l’intégration des équations dans ces différents volumes de

contrbdle sont donnés dans les sections suivantes:
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Figure II1.2: Elément de maillage; numérotation

[t o]

tule de Ia quantité
y mouvement —>

@ Stockage des quantités scalaires
& Stockage du vecteur vitease

Figure I11.8 : volumes de controle
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Nous avons donc:

® Champ de vitesse aux sommets des mailles.

u - z III.3.1
G % XK T e B [ I

® Quantités scalaires aux centres des mailles.

Q - o (x° , x¥° N

. . Y, | ’ . [TII.3.2]
i,3,k i i,k i,3,k i, 3.k

~

ou Q=9p, p, T, I....

A chague fois qu’on a besoin d’une quantité la ou elle n’est pas stockée,

on l’obtient par interpolation de ses valeurs dans les cellules voisines.

III.4: Calcul des intégrales de volume

Les intégrales sur les volumes sont effectuées moyennant 1’hypothése

Y

d’uniformité de la quantité & intégrer dans tout le volume de contrdle.

Les intégrales des termes gradients et des termes divergences sont

converties en intégrales de surfaces en utilisant le théoréme de divergence.

div u dv u.n da

v A

III.5: Calcul des intégrales de surface

Les intégrales surfaciques sont converties en sommes, en supposant

~

uniformes les quantités a intégrer sur des portions de surface.

On définit par Aa le vecteur surface normal de la face «.

ou Aa est l’aire de la face «; na est le vecteur unitaire normal, orienté vers

l’extérieur.
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Nous avons:

FdA=Y) F . A [III.5.1]
(04

Aa étant le vecteur surface relatif aux cellules régulieres.

Les faces de cellules de quantité de mouvement ne sont pas explicitement
calculées par le code. Les intégrales sur ces faces sont transformées, en
intégrales sur les faces des cellules réguliéres. Ceci est fait de la manieére

suivante.

Considérons la portion de volume qui est commune & la cellule réguliere
et a la cellule de quantité de mouvement, figure (III.3).
Trois faces a,b,c de cette portion de volume sont & l’intérieur de la cellule
réguliére et sont faces de la cellule de quantité de mouvement; (Surfaces
grises); notons leurs vecteurs de surface Ala. Les trois autres surfaces d,e,f
sont faces de la cellule réguliére et ont donc des vecteurs surfaces connus,

1 \ . .

et ont pour valeurs: {——— Aa]' On cherche a exprimer les intégrales sur les
4

faces a,b,c en fonction des intégrales sur les faces d,e,f. Pour ce faire, on

utilise le théoréme de divergence.

En effet J dA sur l’ensemble des surfaces est nulle.
A

daA = dA + dA =0
A a+b+c d+e+f
et donc:
Al + A' + A' - -2 ( A + A + A )
a b c 4 d e r

[ITII.5.2]
Soit maintenant une quantité Q uniforme dans une cellule réguliére. Son
intégration & travers les trois surfaces a,b,c s’obtient facilement & 1l’aide

de la relation [III.5.Z2].

D’ ou
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’ ’ ’ 1
da = A +A_ +A = - = A +A +A
athtc Q Qi,j,k ( a c) 4 Qi,j,k( d e ba )
[III.5.3]
Q. . est une quantité scalaire stockée au centre de la cellule réguliere ou
l,J, ’ ’ ’
se trouvent les surfaces A , A, A
a b c

Ceci montre qu’on n’a pas besoin de calculer explicitement les surfaces
des cellules de quantité de mouvement. La méme chose peut étre dite & propos

des surface AOC des cellules de troisiéme type (cellules pour les vitesses aux

interfaces).

Calcul des termes gradient:

Pour calculer la diffusion des quantités centrées Q, il est nécessaire

d’évaluer les termes (YQ)a . Aa' Ceci est approché de la maniére suivante:

Soient x, et X figure (III.5), les vecteurs positions des centres des

cellules de part et d’'autre de la face «, et soient xt,xb, xf et xd les

milieux des quatre cbtés de la face «a. On commence par calculer les

coefficients a a liés a ecte surface A ar la relation:
1 £b et afd u v ur surfac o’ par tio

alr(xl - xr) + atb (xt - xb ) + afd (xf - xd ) = A o [ITI.5.4)

Notons ici que puisque le maillage n’est pas forcément orthogonal, le

vecteur x, x_ n’est pas toujours paralléle a Aa'

Une approximation de la quantité (YQ)a'Aa est obtenue en multipliant par
(YQ)a les deux membres de 1’équation [III.5.4] et prenant unigquement les

termes d’ordre 1; ce qui donne:

alr(Ql - Qr) + atb (Qt - Qb ) + afd (Qf - Qd ) =(VQ). A o [TIT.5.5]

Qtl le fl le

«. Pour obtenir l1l’une de ces valeurs, Ql par exemple, on peut faire la moyenne

Q Qr et Ql sont les valeurs de Q sur les quatre cbétés de la face

des valeurs de Q dans les gquatre cellules entourant le cbété correspondant.
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Figure III.5: Points utilisés pour définir le gradient d’une quantité
scalaire

IXI.6: Calcul des masses de chaque type d’éléments

— La masse d’une cellule réguliere (i,j, k) est:

= v III.6.1
L3k Pl Tk [ ]

- La masse d’une cellule de quantité de mouvement est:

’ 1
= —|M + M + M + M + M
1,3,k g L i3k i-1,3,% i-1,3-1,k i,3-1,k i,3,k-1

+ M + M + M
i-1,3,k-1 i-1,3-1,k-1 i, j-1,k-1

[III.6.2]

— Masse de la cellule pour la vitesse a 1l'interface gauche de la cellule

(i,3.k):

' 1

1 2 ( Mi,j,k * Mi—l,j,k ) [ITI.6.3)

III.7: Equations discrétisées résolues par le code

La discrétisation temporelle des équations est de type différences
finies, et fait appel a la méthode A-L-E exposée dans le chapitre [II]. Elle

se fait en trois étapes:
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m Phase A
On calcule des termes sources d’origine chimique, plus ceux ds a
l’injection de gouttelettes liquides dans le mélange gazeux. Les forces de

volume sont aussi prises en compte dans cette phase.

m Phase B :
On calcule des termes de pression et de diffusion, ce calcul est fait

d’une maniére implicite.

Ces deux premiéres étapes constituent la phase Lagrangienne ou le

maillage suit le fluide dans son mouvement.

m Phase C
On calcule des termes convectifs dus au déplacement du maillage par
rapport au fluide. Ce calcul est fait au cours de la phase C d’une maniére

explicite.

Les équations discrétisées de la phase B et C

Nous allons & présent donner les équations résolues par le code KIVA-II
pour la phase B et C. Les équations de la phase A, ne sont pas exposées dans
ce rapport, vue que nous nous intéressons uniquement & des mélanges non
réactifs constitués d’une seule espéce gazeuse ol les forces de volumes sont
négligés. Toutefois, du point de vue numérique, la prise en compte de ces
termes, ne pose pas de difficultés particuliéres, car 1ils sont traités

d’une maniere totalement explicite.

a- Equations de la phase B

{0 Equation de continuité

L’ équation de la conservation de la masse de la phase B s’écrit:

B B n n
Pis Visa TP sk Vil
= 0 [III.7.1]
At
B B B
- o v - M® =M [III.7.2]

v
Pi,sx Vi, TPl Vi T ik 1,9,k
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0 Equation de la quantité de mouvement, Vitesse aux noeuds

Pour 1l’équation de la quantité de mouvement, la phase B est consacrée &

la prise en compte du terme pression et des contraintes visqueuses.

' B B ron n
M)y u, M)y, . u |
i,3.,k i,3,k - i,3.k% i,3,k _

At

B n N ¢!
+ (1- . (A
[¢p P ( ¢p) p ]a ( )a

M

+ 7 [¢D T + (1-¢) r(u’“)] @)
o o

[ITIX.7.3]

o est la face de la cellule de quantité de mouvement dont le vecteur normal &

l’instant nAt est (A )n

La pression p et le tenseur des contraintes T sont supposés uniformes

dans la cellule réguliére ou se trouve la face «.

Les surfaces A de la cellule de quantité de mouvement s’expriment en
fonction des surfaces A de la cellule réguliére comme c’est décrit dans la

section [IIX.2.1].

Pour la discrétisation du terme de pression, il est fait usage des

variables ¢ et ¢
P D

but de faire converger le calcul d’une maniére plus rapide. Les expressions de

qui introduisent un caractére implicite. Ceci a pour

ces paramétres sont directement liées au critere de stabilité, elles sont

exposées dans 1’annexe E.

{0 Equation de la quantité de mouvement, vitesses aux interfaces

Comme nous 1’avons mentionné précédemment, KIVA-II résout une équation de
la quantité de mouvement qui ne prend en compte que le terme de pression. Pour
ce faire il utilise un champ de vitesse stocké aux centres des interfaces des
cellules réguliéres. Ce dernier sert & faire le calcul itératif de la pression

et des variations de volume des mailles dans la phase Lagrangienne.
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Nous allons voir a présent comment cette équation pour les vitesses aux
interfaces est obtenue. La facon dont elle est résolue sera exposée dans la

section [IIXII.8].

Pour faciliter 1l’introduction et 1’écriture d’un champ de vitesse aux

interfaces, on introduit des facteurs de surfaces définis comme suit

(WA) = u . A = (u .n ) A
o [+ o o o o

C’est le produit scalaire entre le vecteur vitesse u et le vecteur de surface

normale de la face « :Aa
Une équation de (uA) peut é&tre obtenue de la fagon suivante:

Considérons un volume de contrdle v qui se déplace & la vitesse du fluide,

nous avons:

— | pudv = f [III.7.4]

ou f représente uniquement les forces de pression.

Si on multiplie scalairement les deux membres de cette équation par A, ou
A est une surface qui se déplace avec le volume v et ne dépend donc que du

temps, on peut écrire:

A. °_ pudv = £f.A
Dt Jvwv
or
D b DA
A, — pu dv = — <A. (pu) dv}y - —— . (pu) dv
Dt Dt Dt
v v
D DA
e (p u.p) dv. - — . (pu) dv
Dt Dt
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et donc:
D DA
—] ( pu.d) dv=f£f . A+ — (pu) dv [TIX.7.5]
Dt Dt
v v

L’équation [III.7.5] est écrite pour chaque face «a dont on veut calculer
la vitesse normale; le volume de contrdle v est donc construit autour de la
face o en question.

DA

D
—_— p(uA)adv=f.A+—— (pu) dv

Dt Dt
v v

Comme £ représente uniquement les forces de pression, 1’opérateur différentiel
temporel exprime, pour chaque face «, la différence entre 1la quantité

B . . . t ,
(uA) qui prend en compte le terme de pression et la quantité (uA)a qui ne le

prend pas en compte.

. . . t
Pour déterminer les quantités (UA)a' on commence tout d’abord par le
calcul d’un champ de vitesse aux sommets appelé ut gui ne tient compte que de

. . . t ~ N .
la diffusion et donc pas de la pression. u peut étre obtenue a partir du

a

. n . . .
champ de vitesse u & l’instant nAt par la relation suivante:

t un
i’j,k — B _ n ’ n
= E [¢D T{(u ) + (1 ¢D) T(u )]a.(A )a

u.
i,3.,k
At

' B
[ )i,Lk]
[III.7.6]

Remarque:

Le champ de vitesse ut ainsi obtenu ne tient pas compte des forces de

pression.

co . t . N . .
Les quantités (uA)a sont alors calculées a partir du champ de vitesse u
par interpolation des quatre valeurs entourant la face «.
1 t t t t n

t
= — + + + . .7.
(uA)a 7 (ua u, U u, ) Aa [IIX.7.7}



Chapitre III Page:-48-~

a,b,c,d sont les indicateurs des quatre sommets de la face «.

s

, . . B .
Enfin l’équation [III.7.5] discrétisée donne les quantités (uA)“ a partir

. . 5
des (uA); et du champ de pression p

B t
(uA) - (ud)
' B o o B n tron
M) =—Z[¢p+<1—¢)p].<zx Vo By

At y P p ¥

t n n n n n
A - A u +u +u +u
+ (M )i o 14 ) a b c d

At 4

[ITI.7.8]

les indices ¥ font références aux faces qui délimitent le volume de contrdle

Y

de la vitesse & l'interface «.
. 1z
Dans 1l’équation [IXII.7.8], les A qui ne coincident pas avec les faces
d’une cellule réguliére sont éliminées en faveur de <ces derniéres par la

procédure exposée dans la section (IIX.5.3).

Pour une face ¥y qui se trouve entiérement dans une cellule réguliére, les
valeurs de la pression et du parametre ¢p sont prises égales a celles au
centre de la cellule. Si la face ¥ se trouve sur la frontiére d’une cellule
réguliere les valeurs de p et de ¢psont obtenues en faisant la moyenne de
leurs valeurs respectives dans les cellules adjacentes.

. . L , DA
Enfin dans la discrétisation de ——, le terme A; est obtenu par:

Dt
ab =2 " + u” Ay [III.7.9]
o o
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{0 Equation des variations de volume de la phase B

Une équation pour les variations de volume au cours la phase B peut é&tre

obtenue par:

d’ou

B n B
v = + 7.1
ik vi,j'k At E (uA)a [III 0]

0 Equation d’énergie

L’équation discrétisée de 1l’énergie interne pour la phase Lagrangienne

est la suivante:

B B A n n . B B L0
i3,k TiLd.k 1,9,k Ti,3.k Pisox T P50 Viax 9,k
At 2 At
B. _ B
+ [¢ T(u):Vu + (1-8 ) T(un):Vun] v
D D i,3,k
i, 3.k
B
+ YKV [ ® T o+ (1-9) T" ] . al
o D D [+4
o [+4
[III.7.11)

Les tenseurs de contraintes et les termes Vu sont obtenus par
approximation comme il est décrit en annexe A et sont stockés aux centres des

cellules régulieres.

0 Equations d’état

Les équations d’état sont celles d’un gaz parfait:

pi,j,k = pi,j,k o TLj,k [III.7.12]

et
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I, = C T [IITI.7.13]}
i,3,k v o oi,3.k , ,

b~ Les équations discrétisées de la phase C

La phase C est consacrée au calcul du transport convectif associé au
mouvement relatif du maillage par rapport au fluide. Le calcul dans cette
phase est fait d’une maniére explicite mais peut étre accompli au cours d’un
certain nombre de sous-cycles dont le pas de temps Ats est un sous-multiple

du pas de temps principal.

Dans ce cas, c’est seulement le pas de temps du sous cycle AtS qui est
soumis au critére de Courant Friedrich Lewy pour assurer la stabilite du

schéma explicite:
u_ (At /Ax) =1
r s
ou ur est la vitesse relative du maillage par rapport au fluide.

Le transport des quantités centrées est calculé en utilisant les
incréments de volumes 6va; ces derniers représentent le débordement de volume
did au déplacement de la face a quand ses quatre sommets se déplacent de leurs
positions de la phase B & leurs positions finales & 1’étape n+l. Par
convention Sva est pris positif quand le mouvement de 1la face a tend a
augmenter le volume total de la cellule réguliére et négatif dans le cas

contraire.

Soit NS le nombre total de sous cycles

NS= At/Ats

Nous avons :

+1

B ansp ey =" [III.7.14)
24

or

B n

vi=v + At Y (ua) [III.7.15]

[0
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. . . . t R
En introduisant la variation totale de volume Sv die au mouvement des
sommets de la face « de leurs positions initiales a l'instant n & leurs

positions finales & 1l’instant n+l, nous avons:

— B
v = ov- —3 - (ua)° At [III.7.16]
o [44 At o S

B . n+tl
6va : débordement de volume di au déplacement des sommets de x a x

Avec
t , n . n+l
8va : débordement de volume did au déplacement des sommets de x a x

La convection de toute quantité scalaire Q se fait en tenant compte de la
somme de toutes les contributions dues aux mouvements des différentes faces

qui délimitent la cellule réguliére:

0 Equation de la convection de la masse volumique

. v N . .
La masse volumique p aprés v sous-cycles de calcul convectif est donnée

par:
v v v-1 v-1 v-1 ’
- + III.7.17
£, 150k Pisoe Vil E (P )y 87 . ]
L’initialisation est faite & partir de la valeur de p & la fin de 1l’étape
B, soit:
0 B
i,Lk_ pi,Lk [III.7.18)]
1%
La valeur de vi oy pour chaque sous cycle est donnée par:
s Je
v +1 B
vwo = lwevvyt o+ (Ns-v) v / Ns [III.7.19]
i,J,k i, 3,k i,3,k

Le choix de la valeur (p)a sur l’interface d’une cellule réguliére fait
1’objet de plusieurs types d’interpolations appelés schémas convectifs. Les
plus connus de ces schémas: différence amont, différences interpolées etc... ,

sont présentés et discutés en Annexe C.
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Q0 Equation de convection de 1’énergie

Le calcul convectif de 1’énergie interne est donné par:

v v v v-1 v-1 v-1 v-1
.oV, I = p. v, I T+ ¥ (pI) dv
i,3.k i.,3,k 1,3,k i, 3,k 1,3,k 1,3,k o 04 44

[ITII.7.20]

v : C . .
Les (pI)oc sont déterminés par l’un des schémas convectifs de l’Annexe C.

0 Equation de convection pour la quantité de mouvement

Le transport de la quantité de mouvement est calculé a partir des
incréments de masse liés au déplacement de chaque face de 1la cellule de

quantité de mouvement.

Remarque:

Vu que le code KIVA-II ne calcule pas les positions des sommets de la
cellule de quantité de mouvement, le déplacement d’une face a de cette cellule
est 1ié a celui des faces de la cellule réguliére situées de part et d’autre

de la face a (voir figure III.6).

L’incrément de masse lié au déplacement d’une face a« de la <cellule de

quantité de mouvement est donné par:

, vl 1 v-1 v-1
(8M )a = 5 { p §v° - pi Svi } (IXT1.7.21]

Les indices o et i font référence aux faces de la cellule réguliére

situées de part et d’autre de la face «.
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| Face &
1

5 | Cellule de
Cellule L4 ® ! o,
i . r ‘ < 1 de guantite
régulieére ,L
—_— t X de mouvement

M W M

Figure III.6: Déplacement d’une face de la cellule de quantité de mouvement:
projection sur le plan (i, k)

Le calcul convectif de la masse totale de 1la cellule de gquantité de

mouvement est obtenue par sommation des incréments sur toutes les faces de la

cellule.

, v , b-1 v-1
M = + II.7.22
( )i,Lk (M )i,j,k L (oM )a (z 221

[+4

En réalité les incréments de masse 6Ma correspondent aux vingt quatre
faces de la cellule de quantité de mouvement. Ils sont additionnés par groupe

de quatre pour obtenir le flux de masse (SMC) 4 travers les six faces de 1la

B

cellule de quantité de mouvement.
Le flux de la quantité de mouvement est alors calculé par:

(M) u SOVt Wt iy e Wit [III.7.23)
[+ 4

i,j.k 1,3,k i,3.,k 1,3,k B B

v-1 , . P
Les valeurs de u sont évaluées par 1l’un des schémas convectifs exposés

B

en Annexe C.

III.8: Résolution des équations couplées de la phase B

a

Le choix d’une écriture implicite & la phase B nécessite la résolution

d’un systéme d’équations couplées (vitesse-pression).

Dans le code de calcul KIVA-II, le calcul implicite de la phase B, est

Y

est fait & l’aide d’une méthode itérative de type "prédicteur-correcteur" /9/,
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avec un traitement individuel des équations en wutilisant la méthode des

résidus conjugués /12/.

Le principe de la méthode "prédicteur-correcteur" est le suivant:
Aprés le choix d’une valeur ’'prédicteur’ de la pression pp, cette valeur est
fixée et on résout les équations pour les autres quantités, le champ de

vitesse et les termes de diffusion étant implicite.

Dans une deuxiéme étape, on fixe les valeurs du champ de vitesse et des
termes de diffusion obtenus dans la premiere étape et on résout les

. . . c . .
équations pour le terme ’correcteur’ de la pression p en implicite.

Dans le code KIVA-II, les équations résolues pendant la deuxieéme étape
sont: 1’équation pour les vitesses aux interfaces, l1’équation des variations
de volumes de la phase Lagrangienne et une forme linéarisée de 1'’équation

d’ état.

Aprés la deuxiéme étape, les valeurs ’‘prédicteur’ et ‘correcteur’ de la
pression sont comparées. Le calcul s’arréte lorsque le test de convergence est
atteint. Si non 1la valeur 'correcteur’ de la pression devient valeur

‘prédicteur’ et le calcul reprend a la premiére étape.

L’algorithme de résolution des équations couplées de la phase B est 1le

suivant:

0) Initialisation:

La valeur 'prédicteur’ de la pression est initialisée par extrapolation

linéaire en utilisant les valeurs de la pression aux deux cycles précédents:

n
P B n At B n-1 B n-2
= 4+ — - .
pi,j,k (pi,j,k) n—l[(pi,j,k) (pi,j,k) [TII.8.1]
At
Cette extrapolation permet une meilleure réduction du nombre d’itérations

nécessaires pour atteindre la convergence.
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l) Premiere étape: Détermination des termes 'prédicteurs’

La détermination des termes 'prédicteurs’ se fait par la résolution

séquentielle des équations suivantes:

p

a: [Détermination de u

La premieére équation résolue dans l’étape 1 est l’équation de la quantité

B B
de mouvement; avec p = pp et u = u’:.

) B u® )2 A

u
i, 3.k i, 3,k - i, 3,k i,3,k _ _ Z [¢
o

p° + (1-¢) pn] .@aH?
P o [+ 4

At P

A '
+ ¥ [¢D T + (1—¢D) T (u )] .(a )Z
o o
[ITI.8.2]

Cette équation est résolue en u’.

b: |Détermination de T

Une équation pour le champ ’‘prédicteur’ de la température est obtenue en
combinant les équations [III.7.2 ; III.7.14 ; III.7.15 ; III.7.16]. L’indice B

est remplacé par l’indice p.

A S v,
T'p . k = T. . k + lljl llj' ;IJI
i,3, i, 3, 2 (Cv) 5
i,3,k i,3,k
At n P t n
+ k Vv T + - T . A
B t [ Z: o - [¢D (1 ¢D) ]a 44
M (Cv) . (14
i,3,k i,J.k

* g, T 2 T+ (1-¢) T@”) : 7 u” 115 k]

P + p°
i r j ’ k i ’ j ’ k
/ 1 + ] zr ) r

2 )t PP
v i,3j,k 1,3,k

[ITII.8.3]



Chapitre III Page:-56-

c: {Détermination de v

la valeur de T? . ainsi obtenue est utilisée dans 1l’équation d’état
i, 3.

pour le calcul de la valeur ’prédicteur’ du volume:

B
P = _tedk P [III.8.4)
i,3,% D 1,3,k

P

i,3.,k

2) Deuxiéme étape: Détermination de la valeur ’‘correcteur’ de la pression.
La détermination de la valeur ‘correcteur’ de la pression met en Jjeu
simultanément l’équation des vitesses aux interfaces, 1l’équation des échanges

de volume et une forme linéarisée de l’équation détat.

La forme linéarisée de 1l’équation d’état peut étre obtenue en combinant

les équations [III.8.3] dans lesquelles les termes de diffusion ont été
p p

négligés et 1l’équation [IXIX.8.4] . En linéarisant autour de p et v on
obtient:
o] 1 V? i,k c
vo o= vh o 2 (% PP
i, 3.,k i, 3.,k t p i,3,k i,3,k
Y -
i,3,k
[ITI.8.5]
avec:
t n p
2 (C + 1 -
1 ) g *r i/ Vi
t t n p p
+ +
¥ 2 (Cv) o v (p P L) / Lk
[IIX.8.6]

les valeurs correcteurs sont donc calculées en résolvant simultanément

les équations suivantes que nous récapitulons:
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B t
,oog (uB) - (uB) c n s op
M)y =-Z[¢p+<1-¢p)p].m ) A,
At y LP ¥
At - A u  + url + un + un
' B [+ b c d
+ (M )a
At 4
o] B
v, = v? .+ At Y} (uAd)
i,3.k i.3.k o
(14
p
c 1 vij k o] p
v. o=Vl - 20 (p - P, .
l’J’k l:]:k t P i'jlk lr]rk
Y -
i,3.,k

Ces équations couplées sont résolues a l’aide de 1l’algorithme de

gradients conjugués.

Une fois calculé, le champ de pression 'correcteur’ est comparé au champ
'prédicteur’ pour vérifier si le test de convergence est atteint. Si ce n’est
pas le cas la valeur de la pression ‘correcteur’ est affectée & la pression

'prédicteur’ et le calcul reprend a 1l’étape 1.

, c Vs
Lorsque le test de convergence est atteint, p. ,kest alors utilisée dans
i, 3,
B

1’équation de la quantité de mouvement [IIT.7.14] pour le calcul de u, 5k

avec toutefois l’utilisation de la valeur la plus récente de u, o soit:
1,37,
P

u .- pour l’évaluation du tenseur des contraintes.
1,3,

B . p . . .
I | est calculée a partir de 1l’équation d’énergie [III.7.14] dans

1,7,
laquelle les valeurs les plus récentes de la vitesse et de 1la température,
u? ,ket T? - sont utilisées pour évaluer les termes de diffusion et de la
1,3, 1,7,
dissipation.

Et finalement, les nouvelles positions des sommets des mailles sont

données par:

B
x| = x + At u, | [IXI.8.7]
i,3,k i,j.k i, j,k
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III.9 Critere de stabilité

L’adoption d’un schéma explicite dans le traitement des équations de la
phase C pour les termes convectifs nous impose une condition de stabilité sur
le pas de temps, c’est le critére de Courant Friedrich lewy /40/. Soit pour un

maillage rectangulaire:

At <min{ Ax Ay Az } [III.9.1]
s =
[ul [vi [wl
ou {(u ,v ,w ) sont les composantes du vecteur vitesse.

Cette contrainte sur le pas de temps empéche le flux de volume d’étre

inférieur au volume lui méme dans toutes les directions.

Dans le code KIVA-II, la relation [IXII.9.1] est remplacée par la relation

suivante:
v -1 Vi
At® < At min ——2r% [III.9.2]
s — S
|év |
o
ou:

v,.k est le volume total de la cellule (i,j.k), 6va est le débordement du
ij
volume di au déplacement de la face «, dont il a été question dans la section

[III.7.b].
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Chapitre IV: Discussion et modifications apportées au code Kiva-II

IV.1l: Introduction

Comme nous l’avons déja signalé au chapitre III, KIVA-II est un
programme de calcul destiné & la simulation d’écoulement dans une chambre a
combustion interne. Cependant la plupart des techniques numériques auxquelles

il fait appel ne sont pas spécifiques, et peuvent &tre adaptées a d’autres

applications.

Nous nous proposons dans ce chapitre de présenter une discussion des
principales limitations de ce code, et des modifications dont il a fait
1l’objet, afin d’accroitre ses capacités & traiter 1les écoulements peu
compressibles, et pour 1’adapter aux différents cas tests que nous voulons

réaliser.

Les cas tests auxquels nous nous sommes intéressés sont les suivants:
- Cas d’un écoulement subsonique dans un canal plan ou axisymétrique.
= Cas d’un écoulement subsonique dans un canal présentant un élargissement

brusque : Marche descendante.

Malgré leur simplicité, ces configurations constituent des cas limites
pour le code KIVA-II. Ceci est di principalement au fait qu’elles mettent en
jeu des écoulements & faible nombre de Mach, et dans lesquels le gradient de

pression joue un rdle important.

IV.2: Maillage et configurations géométriques

Dans un premier temps, nous avons commencé par la création d’un module de
génération de maillage, adapté aux types d’écoulements gque nous voulons

traiter.
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Le module gue nous avons inséré dans le code permet de construire des
maillages différents, du plus grossier au plus fin, dans le cas ou les mailles
sont orthogonales ou non orthogonales. La variation des paramétres de
raffinement et d’orthogonalité nous permet d’étudier 1’influence du maillage
sur les résultats. Des exemples des maillages utilisés sont présentés dans les

figures (V.2), (V.3) et (V.10).

IV.3: Traitement des équations de la phase B: Adaptation aux écoulements

peu compressibles

Le choix de la méthode implicite "I.C.E." /11/ dans le code KIVA-II pour
la phase B, est justifié en terme de stabilité et de performances /15/
Malheureusement, pour les écoulements a faible nombre de Mach, les procédures
itératives auxquelles elle fait appel présentent quelques défaillances liées a

leur vitesse de convergence.

Dans le code. KIVA-II cette difficulté est en partie levée par
l’utilisation d’une procédure appelée: P.G.S "Pressure gradient scaling”.
Cette procédure introduite par Ramshaw et O’Rourke /l14/ s’apparente a la
"transformation «" développée par O’Rourke et Bracco /16/. Elle consiste a
augmenter artificiellement le nombre de Mach en introduisant un
facteur d’échelle a pour augmenter l’efficacité du calcul quand ce dernier est

petit.

Nous allons maintenant exposer le principe de cette procédure, et dire
pourquoi il n’est pas souhaitable d’y avoir recours pour le type d’écoulement

que nous voulons traiter.

Le principe de cette procédure est de décomposer le terme de pression en
un terme uniforme en espace: ﬁ(t) , et un terme fluctuant variable en espace
et en temps: II(x,t). L’analyse adimensionnelle menée dans la section 2 du
chapitre II, montre qu’il est possible dfenvisager une telle décomposition

X

pour les écoulements a faible nombre de Mach.

p(x,t) = p(t) + M(x,t) [IV.3.1]
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le systeéme & résoudre devient alors
Dp

Dt = - p V.u [IV.3.2]
p E: =-VUN +5 [IV.3.3]

gi =-(p+I) V.u+ Q [IV.3.4]
p+ 1 =f (pE) [IV.3.5]
ol

S=V.t; Q=V.(k VT) + T:Vu ; f£(p,E) est la relation d’état.

Pour introduire la procédure P.G.S, les auteurs utilisent un champ de
pression, ;(x,t), dont la partie fluctuante est a2 fois plus grande que celle
du champ initial p(x,t); ceci repose sur le simple fait que si I est
négligeable devant 5; a2 I 1’est aussi; & condition que la valeur de « soit

compatible.

Nous avons donc:

p(x,t) = p(t) + a’T(x,t) [IV.3.6]
avec:

A 2
Vpx,t) = o« VIx,t) [IV.3.7]

Cette hypothése permet de remplacer le terme §(t) + II(x,t) par E(t) + a2
I(x,t), dans les équations [IV.3.4] et [IV.3.5].

les équations [IV.3.2]-[IV.3.5] réécrites avec le nouveau champ de

A

pression p(x,t), deviennent:
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Dp
= - IvV.3.7
ot pV.u [ ]
Du 1 ~
Poi =~ 5 Vp+ S [IV.3.8)]
[v4 .
DE ~
- _ IV.3.
Dt p V.u+0Q [ 3.9]
P =f (p,E) [IV.3.10]

Il est clair que le systéme d’équations ainsi obtenu n’a plus la méme
forme que le systéme du départ, car méme si le nouveau champ de pression ;
joue le méme rdle que celui du champ initial p , le gradient de pression se
trouve divisé par le facteur 1/ az.

Le paramétre o est proche de 1l’unité et uniforme en espace, il est
calculé de telle faéon que les hétérogénéités de la pression restent

négligeables devant la pression moyenne. La facon dont il est calculé dans

le code KIVA-II est exposée en annexe D.

L'utilité de cette procédure est de réduire d’un facteur o la célérité du
son en agissant directement sur le gradient de pression ce qui a pour effet de

réduire le temps caractéristique de la propagation des ondes acoustiques.

Cette procédure permet en effet d’avoir une convergence rapide du calcul
itératif, en écrasant toutes les hétérogénéités de la pression. Mais elle
n’est valable que lorsque ces hétérogénéités ne présentent pas d'intérét.
C’est le cas des écoulements dans une cellule fermée ou régne une pression
presque uniforme et ou les perturbations sont d’ordre acoustique. |
Lorsqu’il s’agit de calculer des écoulements dans des domaines avec des
frontiéres ouvertes (entrée,sortie). Cette procédure conduit & un gradient de
pression biaisé, car elle ne fait pas la distinction entre les hétérogénéités
de la pression d’ordre acoustique, et les hétérogénéités de pression

importantes: celles qui véhiculent le mouvement des particules fluides.

Pour les écoulements qui nous intéresse il n’est donc pas souhaitable
, N . . 2
d’avoir recours a cette procédure car elle donne un gradient de pression «

fois plus grand que celui qu’il faut en réalité pour avoir le méme écoulement.
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Cecl est trés néfaste lorsqu’il s’agit de calculer des caractéristiques
directement liées au gradient de pression comme le coefficient de perte de

charge d’une installation.

Pour éviter d’avoir recours & cette procédure tout en ayant une vitesse
de convergence acceptable quand le nombre de Mach est petit, nous avons
utilisé 1’hypothése de faible nombre de Mach au niveau du développement
asymptotique mené dans la section [I.2]. Ceci consiste & introduire les
simplifications dans le systéme de Navier-Stokes, pour éliminer les
perturbations d’ordre acoustique et accélérer la convergence du calcul quand

le nombre de Mach est petit. Ces simplifications consistent a:
- Décomposer le terme pression en terme stationnaire et terme fluctuant;
p(x,t) = p(t) + M(x,t).

Lo . R 2 . .
- négliger tous les termes proportionnels & M dans les équations du
mouvement adimensionnelles. Cela concerne le terme d’échauffement visqueux et

la contribution de la fluctuation de pression II dans 1’équation de l’énergie.

Cette décomposition permet de découpler le terme de pression de
l’équation de la quantité de mouvement qui a un réle dynamique, 1lié aux
fluctuations de vitesse, et celui de l’équation d’énergie ou il Jjoue un rdle

thermodynamique. ’

L’intérét de ce découplage est de s’affranchir des perturbations de

pression d’ordre acoustique sans modifier le gradient de pression.

Compte tenue de ces considérations les équations de la phase B que nous

avons modifié sont les suivantes:

1’équation pour le champ ’'prédicteur’ de la température, [III.8.3], dans
lagquelle nous avons supprimé:
= Le terme d’échauffement visqueux: T(u):Vu.

-~ La contribution de la fluctuation de la pression II{x,t).
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Les termes de pression dans cette équation sont remplacés par la pression

moyenne.
v
L Py Vi
= i3k
p
L V..
19k 7

Ce qui donne pour le champ de température a 1l’étape 'prédicteur’,

l’'expression suivante:

-n =p n
+
p _ TA + P P vi,j,k
i,3.k i,3.k B
2 (Cv)i,j,k Mi,j,k
At n P t n
+ - -
B t [Zkay[¢DT+(l¢D)T](x A(X.
M (Cv) |
i,3.,k i.3,k
-n -p
P + P
1 +
/ S = r
2 (C ) |, P
v 1,3,k
[IV.3.10]

L’ éguation d’'état, [IXI.8.4], qui donne la valeur ‘prédicteur’ du volume

4 partir de la valeur ’prédicteur’ de la température a été aussi modifiée,

dans la mesure ou c’est la valeur de la pression moyenne qui a été utilisée:

B

i,3,k
T -t L . L [IV.3.11]
i,3,k Ep i,3,k

La troisiéme équation concernée par nos modifications est 1’équation

d’état pour l’étape ’'correcteur’. En effet, 1l'échauffement visqueux étant

négligeable, l’écoulement peut étre considéré comme isentropique, 1’équation

[IITI.8.5] est remplacée par une équation plus simple, basée sur 1’hypothése

physique d’une transformation isentropique:

Y
(p V) = constante
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Ce qui donne:

)S)
l 'I.I
Vc = p -~ ___.__l_J_k (pc - pp ) [IV.3.12]
iljlk lljrk P 1,3 l'j'k
i, 3.,k
ou
= C
v=c /¢

La structure générale de l’algorithme est préservée, & chaque étape le
champ pression ‘correcteur’ ainsi obtenu est comparé au champ '‘prédicteur’
pour vérifier si le test de convergence est atteint. Si ce n’est pas le cas la
valeur de la pression ’correcteur’ est affectée a la pression ’‘prédicteur’ et

le calcul reprend a la premiére étape.

Lorsque le test de convergence est atteint, le calcul reprend de la méme fagon

que dans la version initiale du code.
L’intérét de ces modifications est d’accroitre la vitesse de
convergence des procédures itératives utilisées dans le code KIVA-II

sans modifier le gradient de pression.

IV.4: Traitement des conditions aux limites

La prise en compte des conditions aux limites nécessite un traitement
particulier des équations, ce qui est effectué aprés avoir testé des

indicateurs affectés "flag" a chaque noeud et & chaque interface selon le type

de limite dont ils font partie.

Trois types de conditions aux limites sont & considérer, selon qu’il
s’agit d’une paroi solide, d’une frontiére libre pour l’entrée du fluide, ou

d’une frontiére libre pour la sortie du fluide.

a— Conditions aux limites sur une paroi solide:

adhérence: Toutes les composantes du vecteur vitesse sont nulles a la
limite si les parois sont fixes.
- Les flux de toutes les quantités scalaires sont nuls & la limite, y compris

le flux de température dans le cas adiabatique.
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b) Conditions aux limites sur une entrée:
a l'entrée on impose les composantes et la direction du vecteur vitesse,
et la valeur de la masse volumique, ce qui revient a imposer le débit. La

valeur de la température est également imposée.

¢) Conditions aux limites sur une sortie:

a

a la sortie c’est seulement la valeur de la pression statique qui est

imposée.
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Chapitre V: Tests de validation en laminaire

V.1l: Introduction

Nous avons, dans un premier temps, effectué tous nos tests de validation
en laminaire. La principale raison de ce checix est d’éviter que des erreurs
éventuelles dues aux différents schémas numériques wutilisés, ne soient
attribuées aux modéles de la turbulence ou masquées par une viscosité

turbulente trop forte.

V.2: Ecoulement visqueux dans un canal

La premiére configuration géométrique testée est celle d’un canal de
profondeur infinie. L’analyse de ce type 1'écoulement est fondamentale en
mécanique des fluides et la solution analytique exacte est disponible dans 1le

cas incompressible (solution de POISEUILLE) /39/.
On peut supposer que la solution pour un fluide peu compressible différe
peu de celle d’un fluide incompressible pour ce type de configuration, ce qui

nous fournit une solution de référence pour comparer nos résultats.

Les tests de validation portent sur les capacités du code:

}
v

atteindre un état stationnaire ( régime établi).

o

donner une bonne conservation de débits (vérification de 1l’équation de
continuité).

- a donner un profil de vitesse correct (vérification de 1’équation de la
quantité de mouvement).

- & donner une bonne répartition de la pression (vérification de la résolution

du couplage vitesse-pression).
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a- Principales caractéristiques

® FEcoulement visqueux dans un canal plan
® Laminaire

® Régime établi

® Pression de référence: 10e+5 Pascal

® Masse volumique de référence 1.129 kg/m3

® Température de référence 300 K

® Nombre de Reynolds 50 100 150 200

b- Géométrie

| L = 30 Cm |

ENTREE H = lTS cm SORTIE

N RV A

Configuration géométrique du canal

c- Maillage:

Les calculs ont été effectués avec plusieurs types de maillages, du plus
grossier au plus fin, et ceci afin d’évaluer 1l’influence du maillage sur les
résultats.

Le raffinement de maillage est obtenu & l’aide de fonction exponentielle:
F(x) = expla * (1 - x°)].

ol a est le coefficient du raffinement du maillage, (a = 4).

Trois exemples de maillages sont présentés respectivement sur les figures
(V.1), (vVv.2) et (V.3).
- Ml est un maillage régulier de 240 noeuds.
- M2 est un maillage raffiné aux voisinages des parois et comporte 592 noeuds.

- M3 est un maillage raffiné dans les deux directions et comporte 1312 noeuds.
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d- Conditions aux limites:

® Parois solides:adhérence; (u=v=0)
® Entrée: profil de vitesse uniforme ou parabolique pour u, v = 0
® Sortie: pression constante

e- Résultats:

Le tableau ci-dessous fait la comparaison entre les résultats de calcul

donnés par le maillage M1 de la figure (V.1l), le maillage M2 de 1la figure

(V.2), et le maillage M3 de la figure (V.3).

La comparaison porte sur la précision du profil de vitesse & la sortie et

du gradient de pression, la solution de POISEUILLE servant comme référence.

Les calculs ont été effectués sur 1l’ordinateur (I.B.M. 3090) du Centre
Inter-Régional du Calcul Electronique a ORSAY.
Conditions aux|Précision sur |Précision sur Temps
limites le gradient le profil de
Maillage de pression de vitesse calcul
Entrée:profil
M1 d i 10° :
e vitesse 0°/. 6°/. 70mn
231 points |Sortie:pression cpu
Entrée:profil . .
M2 de vitesse 5°/. 3°7. 130mn
cpu
594 points !Sortie:pression
M3 Entrée:profil
de vitesse 4.8/, 3/, 190mn
131 i . .
312 points Sortie:pression cpu

Tableau comparatif des résultats de calcul des maillages M1, M2 et M3

Le tableau ci-dessus montre que la précision

fonction du raffinement du maillage

se stabiliser.

compressibilité qui subsistent dans

de POISEUILLE le fluide est supposé

Lfécart qui subsiste

alors est

da

les équations, alors que pour la

incompressible.

progresse

en partie

sensiblement

aux termes

en

jusqu’a une certaine limite ol elle semble

de

solution
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Pour le reste des illustrations nous adopterons le maillage MZ2.
- Le profil de vitesse obtenu avec ce maillage est représenté sur la figure
(V.4), pour un nombre de Reynolds de 150 et un nombre de Mach de 0.005. Le

résultat est comparé & la solution de POISEUILLE

- La figure (V.5), montre lfévolution du profil de vitesse & partir d’un

profil uniforme &4 l’entrée, et ceci aprés avoir atteint 1’état stationnaire.

- La figure (V.6) montre 1l’évolution des isobares correspondant.

- La figure (V.7) montre les lignes de courant.

- La figure (V.8) montre 1l’évolution de la pression en fonction de la distance
z sur 1’axe du canal.

- La figure (V.15) donne la vitesse de convergence du calcul itératif pour un
pas de temps donné.

- La figure (V.16) donne le signal temporel représentant la pérturbation de
de la pression [(p - p)/ 5 ] au point (x = L/2,y = H/2). 5 étant la pression

obtenue en ce point & 1l’état stastionnaire.

£~ Discussion:

Le but des tests ci-dessus est de montrer que le code de calcul KIVA-IT
modifié est capable de prédire 1’écoulement dans un canal. Ce probléme simple
et fondamental en mécanique des fluides est pourtant un test intéressant pour
tout code de calcul destiné a la simulation des écoulements subsoniques a
faible nombre de Mach. Cela tient a l’importance du gradient de pression dans
ce cas et la connaissance d’une solution de référence qui est celle de

POISEUILLE.

l- Les tests montrent la capacité du code a vérifier 1’équation de la quantité
de mouvement, ce qui se traduit par une erreur sur la conservation de débit,
facile & évaluer. Dans notre cas cette erreur ne dépasse pas 0.5 pour cent.

Ce résultat pour la conservation de la masse s’explique par le fait que pour

résoudre les équations de Navier-Stokes on fait appel & la méthode des volumes

finis réputée pour son caractére conservatif.



Chapitre V: Page:-71~

2- Ils montrent aussi la capacité du code a rendre compte des phénomeénes
diffusifs et ceci sans raffinement excessif au voisinage des parois,

figure (V.5).

3- Ils montrent 1'utilité des modifications introduites dans le code pour le
rendre capable de résoudre le probléme couplé vitesse pression méme & faible
nombre de Mach et sans altérer le gradient de pression par 1l’utilisation 1la

procédure "P.G.S", figures (V.6) et (V.8 ).
4- Ils montrent enfin les performances de la version modifiée du code en ce

qui concerne la convergence du calcul itératif et 1’obtention de 1’état

stationnaire, figures (V.15) et (V.16).

V.3: Calcul d’écoulement derriére une marche bidimensionnelle

L’analyse de 1’écoulement derriére une marche est un test important pour
évaluer les performances d'un code de calcul. Ce type d’écoulement a fait
1’objet de plusieurs investigations autant sur le plan numérigque
qu’expérimental /42/,/43/,/44/,/45/ et /46/. Ceci est di essentiellement au
fait que, méme si la configuration géométrique est simple, 1l'écoulement met en
jeu des caractéristiques trés compliquées et ses applications industrielles

sont nombreuses ( diffuseur, briileur, etc...).

Les tests de validation portent sur la longueur de recollement, le champ

de vitesse et le champ de pression.

a- Principales caractéristiques:
® Ecoulement visqueux derriére une marche
® Laminaire

® Régime établi

® Pression de référence: 10e+5 Pascal
® Masse volumique de référence 1.129 kg/m3
® Température de référence 300 K

¢ Nombre de Reynolds basé sur la hauteur de la marche:

U H
R = = 50 100 150 200
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b- Géométrie

| ¢Le= 3cm>|¢ L = 30 em |
> T
N He = 0.75cm

—_— h = 1.5cm

configuration géométrique de la marche

c- Maillage
Pour ce cas de figure, nous avons aussi effectué le calcul pour plusieurs
types de maillages. La précision varie bien siQir en fonction de la finesse du

maillage, mais reste néanmoins acceptable comme dans le cas du canal plan.

Deux types de maillage ont été utilisés:
- Le maillage M4, figure (V.9), est constitué de 740 cellules toutes
orthogonales.
- Le maillage M5, est constitué de 1800. Le raffinement au voisinage de 1la

marche est obtenu & 1’aide de cellules non orthogonales. Un agrandissement de

la partie non orthogonale de ce maillage est représentée sur la figure (V.10).

d- Conditions aux limites:
® Parois solides:adhérence; (u=v=0)
® Entrée: profil de vitesse parabolique pour u, v = 0.

® Sortie: pression constante

e- Résultats:

Le tableau ci dessous illustre la comparaison entre les résultats
concernant la longueur de recollement obtenus par la version modifiée du code
KIVA-II, pour les deux types de maillage M4 et M5. L’erreur est calculée par

rapport aux résultats expérimentaux de DENHAM /42/.



Chapitre V: Page:-73-

Nombre de| |Expérience Maillage M4 Erreur Maillage M5 Erreur
Reynolds Lr/H Lr/H

100 3.0 3.1 5.7/, 3.3 11 °/,
150 3.9 4.0 2.6/, 4.3 7.5°/,
200 4.6 4.75 3.3/, 5.1 11 °/,

Le tableau ci-dessus montre que la non orthogonalité des cellules
introduit des erreurs non négligeables sur les résultats obtenus par le

maillage M5.

Seul le maillage M4 sera retenu pour les illustrations suivantes:

Nous présentons sur la figure (V.1ll) le champ de vitesse obtenu a 1’état
stationnaire aprés 1500 itérations sur le pas de temps, pour un nombre de
Reynolds de 150. Le profil de vitesse obtenu & la sortie est redevenu

parabolique.

Dans la figure (V.12) nous présentons le champ des isobares

correspondant.

La figure (V.13) représente la répartition de la pression le long de
l’axe z. La valeur de la pression en chaque point =z est la moyenne de

cette derniére sur toute la station z.

La figure (V.14) récapitule les résultats de plusieurs essais avec
différents nombre de Reynolds. Elle porte sur 1l’évolution de la longueur de

recollement pour les nombres de Reynolds suivants: 50-100-150-200-250.

f- discussion:
Les tests de validation concernant 1l’écoulement derriére une marche
montrent que le code de calcul est capable de prédire ce type d'écoulement

avec une assez bonne précision dans le cas d’un maillage orthogonal.
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Le champ de pression correspondant semble correct et n’est pas beaucoup
perturbé par les hétérogénéités d’ ordre acoustique, ceci est da
essentiellement au découplage de l’équation de la quantité de mouvement et

celle de 1l'’énergie.

Comme dans le cas du canal la conservation du débit est assurée avec

une bonne précision ( moins de 1°/,).

Enfin la longueur de recollement prédite par le code corrobore les
résultas expérimentaux. Par ailleurs celle-ci est obtenue avec une meilleure

précision lorsque le maillage est orthogonal.
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FIGURE V.2: MAILLAGE M2

FIGURE V.3: MAILLAGE M3
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FIGURE V.11: CHAMP DE VITESSE
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Chapitre VI: Modélisation des écoulements turbulents

VI.1l: Introduction

La plus part des écoulements rencontrés sont turbulents; d’ou la

nécessité de la prise en compte de ce phénoméne.

C’est sans doute & cause des variations "irréguliéres" des différentes
grandeurs physiques mises en jeu, que 1l’une des premiéres caractéristiques
attribuées & 1’écoulement turbulent est son caractére "désordonné", ou "

aléatoire".

D’un point de vue théorique, la turbulence est la conséquence directe des
non-linéarités des modéles mathématiques associés aux phénoménes physiques mis
en jeu. En effet la non-linéarité du systéme d’équations de Navier-Stokes se
traduit par plusieurs conséquences, parmi elles:

m les échanges d’énergie entre des structures de différentes tailles;
m une grande sensibilité aux conditions aux limites et initiales.
La combinaison entre ces deux caractéristiques est & 1l’origine de la

complexité des écoulements turbulents.

Cette complexité a poussé plusieurs auteurs & renoncer & suivre en détail
le mouvement de toutes les structures présentes dans l’écoulement, et de faire
un choix quant & la représentativité des grandeurs caractéristiques de

1l’écoulement turbulent.

REYNOLDS /18/ fit le premier & proposer de décomposer le mouvement
instantané en composantes moyennes et fluctuantes. L’argument majeur en faveur
de cette décomposition, est que bien souvent dans les problémes pratiques
posés pour l’ingénieur, la connaissance des grandeurs moyennes est largement
suffisante. L’approche de Reynolds est alors un traitement statistique des
équations avant toute résolution numérique. Ceci est completement & 1’opposé
de la simulation directe de 1la turbulence ou le traitement statistique

n’intervient qu’a la fin, sur l’ensemble des réalisations numérigques.
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V.2: Traitement statistique de la turbulence

Dans le cadre du traitement statistique conventionnel, les grandeurs
physiques sont décomposées en parties moyennes et parties fluctuantes. Deux

types de moyennes sont alors considérés:

1) La moyenne temporelle classique définie par:

¢+ ¢, [VI.2.1]

S O
I ]

-% I $(t) dt; ¢’ = 0. [VI.2.2]
T

2) La moyenne pondérée par la masse: moyenne de FAVRE /19/, définie par:

¢ =¢+ ¢, [VI.2.3]

=P [VI.2.4]

P
A partir de ces définitions, on peut déduire des relations reliant les

deux moyennes:

R S [VI.2.5]

56 = 0, [VI.2.6]

[VI.2.7]

1’intérét de la moyenne au sens de FAVRE est principalement de minimiser
le nombre d’inconnues en s’affranchissant des corrélations avec la masse
volumique. De plus, il est montré dans la référence /20/ que lorsque 1le taux
de turbulence est faible ou modéré les écarts entre moyennes conventionnelles
et moyennes pondérées sont du second ordre, ce qui rend la comparaison avec

les résultats expérimentaux tout-a-fait possible.
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VI.3: Equations de 1l’écoulement moyen

Lorsqu’on réécrit les équations de Navier-Stokes en adoptant la moyenne
temporelle pour décomposer la pression et la masse volumique et la moyenne de

FAVRE pour décomposer toutes les autres grandeurs, on obtient:

¢ L’équation de continuité de 1’écoulement moyen

a - a -~
3 p+ o (p ua) =0 [VI.3.1]
o
0 Equation de la quantité de mouvement pour l/écoulement moyen
6 . a PO a - 6 i - rr rr
3t (p ua) + 5;—(p uauB) = % p + = ( T“B - p ( ua uB )] [VI.3.2]
o « o

avec
~ a ~ 8 ~ a ~
T = U [ — u, + — u ] -2/3 4 —u_ &

o t Ox 8x_, « t ox o

8 o B 5 , 7 o8
¢ Equation de l’énergie interne pour 1l’écoulement moyen
8 -~ é) -~ =~ a 4 =~ -8 =~ ~ 8 ~ 9 = 4 otw
_az(pl)"'"a—x-(pu(xl)—'a';[k'a—xT]—pa—xua'f"t‘xﬁa—xua_a—xpuaI

o o o (44 o o
[VI.3.3]

Dans cette équation, certains termes ont été négligés comme la
corrélation fluctuation de pression et gradient de vitesse, ainsi que les

corrélations du second ordre.

VI.4: Probléme de fermeture, modéles de turbulence

Dans les équations moyennes ci-dessus, de nouvelles inconnues
apparaissent, elles correspondent aux flux turbulents de la quantité de

mouvement et de 1l’énergie. Ainsi le passage a la moyenne provogque
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systématiquement l’apparition de termes nouveaux et pose le probléme de la

fermeture.

Une premiére tentative de modélisation des flux turbulents fut avancée
par BOUSSINESQ /21//22/, il suggéra alors de relier 1le flux turbulent de
quantité de mouvement aux gradients de vitesse moyenne, par l’intermédiaire
d’un coefficient jouant le rdle d’une viscosité "tourbillonnaire" (hypotheése

de transport par gradient).

- a ~ a ~ a ~ -
- re ' = v + - 2/3 —_— 3 - 2/3 k &
P Yo uB ) e [ dx uB ox " a ) / He Bx uy (73] /3P of
o B 4
[VI.4.1]
utreprésente la viscosité "tourbillonnaire"™; k = 1/2 u& ué est 1l’énergie
cinétique de la turbulence et 8“3 est le tenseur de Kronecker.

Dans ce cas “t n’est plus une propriété du fluide, comme c’est le cas en
laminaire, mais dépend de la structure de la turbulence en chagque point de

1’écoulement. Son expression dépend du modéle de fermeture adopté.

a) Modele a zéro équation

Comme nous 1l’avons vu, l’usage de l’approximation de BOUSSINESQ requiert
la détermination de la viscosité tourbillonnaire. La premiére formulation de
cette viscosité fut donnée par PRANDTL /23/. Par analogie avec le mouvement
moléculaire, PRANDTL développa une expression pour le transfert de la quantité
de mouvement incluant une longueur de mélange. Cette longueur est 1’analogue
du libre parcours moyen de la théorie cinétique des gaz pour 1’écoulement
moyen. Ainsi, selon PRANDTL, dans le cas d’un écoulement de type couche
limite, la viscosité tourbillonnaire est reliée a une échelle de longueur lm

ou longueur de mélange par la composante la plus significative du gradient de

vitesse moyenne:

- 2 ,8u

t n g [VI.4.2]

La longueur lm doit étre prescrite de fagon empirigque
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Il est possible de prescrire une expression pour la longueur de mélange
lm dans certains cas d’écoulements spécifiques. C’est notamment le cas pour
les écoulements de type POISEUILLE ol plusieurs expressions ont été proposées.
Nous citons & titre d'exemple celles proposées par ELROD et NG /24/, NIKURADSE
/25/ ou CONSTANTINESCU /26/. Mais c’est sans doute l’expression proposée par

VAN DRIEST /27/ qui a eu le plus de succeés, car elle consiste & introduire une

fonction d’amortissement pour diminuer la valeur de lm dans les zones

pariétales:

Y+
l =K - —_ —_— VI.4.3
m y[l exp A] [ 1
avec

y étant la distance & la paroi la plus proche et TS la contrainte pariétale.
K est la constante de V. KARMAN
Les valeurs des constantes sont:

K =0.41 A 26.0

Il existe plusieurs expressions pour la longueur de mélange utilisant 1la
fonction d’amortissement de VAN DRIEST et qui donnent de bons résultats dans

le cas des écoulements plans de type POISEUILLE /28/.

Cependant dans le cas de 1l’écoulement derriére une marche, ce modéle
nécessite quelgques arrangements pour que le coefficient de viscosité prenne en

compte les composantes du gradient de vitesse dans toutes les directions.

En effet, en remarquant que la composante de cisaillement du

tenseur de déformation s’écrit en bidimensionnel:

e -1 f8u , ov
xy 2 8y ox
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le coefficient de viscosité peut étre noté:

on généralise cette relation par:

— 2 .
=P 10l gll [VI.4.4]

=
i

Nous avons implanté dans le code KIVA-II un modéle longueur de mélange
qui utilise la loi de variation de VAN DRIEST donné par la relation ([VI.4.3].

La viscosité turbulente est alors calculée par la relation [VI.4.4].

Les modéles basés sur la relation de PRANDTL [VI.4.2], rencontrent
quelques succés lorsqu’il s’agit de prédire des écoulements turbulents
spécifiques, comme les écoulements cisaillés ou de types couches limites (ol
il est possible de prescrire la longueur de mélange lm). Ils sont cependant
limités, car dans le cas d’écoulements plus complexes, il est difficile
voire impossible de prescrire la longueur lm. Mais l1’inconvénient majeur de ce
modéle, <c’est qu’il repose sur hypothése d’équilibre local: 1’énergie
cinétique de la turbulence est supposée produite et dissipée au méme taux en
tout point de l’écoulement. Ainsi, dans le cas de 1’écoulement derriére une
grille, ol la turbulence est générée dans le sillage et transportée par
1’écoulement moyen, il conduit & un coefficient de viscosité nul, du fait que
la vitesse moyenne est uniforme en aval. Les modéles qui font intervenir une
équation de bilan pour l’énergie cinétique de la turbulence pallient a cet

inconvénient.

b) Modéle a une équation de transport

Une premiére approche a été initiée par KOLMOGOROV /29/; elle consiste a
prendre en compte 1l’équation de bilan pour 1l’énergie cinétique de la
turbulence k. Le coefficient de viscosité turbulente est alors relié & k par

l’expression de KOLMOGOROV-PRANDTL:
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o =pC k'°1 [VI.4.5]

Dans cette expression 1 est une longueur caractéristique des grosses

structures (longueur de mélange).

Une équation pour k peut étre obtenue par contraction d’indices sur
l’équation aux tensions de Reynolds, elle-méme établie & partir des équations
de Navier-Stokes. Le détail du calcul n’est pas rapporté ici, mais on pourra

consulter par exemple R. BORGHI /30/ ou D. VANDROMME /31/.

8 - a -~ 2 - J -~ ~ a ~ a a
3 (p k) + I (p uak) =-3F k 7= Ya + T“B 7= uB + o [u = k ]
[+4 [+ 4 o o o
-c, P 17132 [VI.4.6]
ou
M=y o+

“l étant la viscosité laminaire
Cd est de 1’ordre de 1l’unité.

Parmi ces modéles a une équation, beaucoup utilisent la loi de variation
de 1 donnée par VAN DRIEST qui donne des résultats appréciables prés des
parois.

Cependant, cette derniére n’est pas adaptée aux écoulements décollés, 1la&
ou le gradient de vitesse est faible et la production de 1l’énergie cinétique
de la turbulence est forte. Cet aspect de niveau de turbulence doit étre pris

en compte dans le choix de 1’échelle de longueur caractéristique.

HASSID et POREH /38/ proposent de remplacer:

VT /p par Y k

s
La longueur 1 et le coefficient de viscosité ut sont alors donnés par:

<l
<

y*
1= Cl y [1 - exp[— A% ]] [VI.4.7]
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- 1/2
= I.4.
M = p 1 c“ k [v 8]
avec
vy k 1/2
* = * = . = .44 = .09
y > A 62 C,=2.4 c“ 0

Nous adopterons ces expressions comme lois de variation de 1 et de g

lors de 1’implantation du modéle "k - 1" dans le code KIVA-II.

La mise en oeuvre du modéle & une équation nécessite que 1l’on se donne
une loi pour la longueur caractéristique 1. La prescription a priori d’une
telle loi dans des situations complexes rend délicat l’emploi de ce type de
modéle. C’est pour résoudre cette difficulté que des modéles & deux équations

ont été élaborés.

c) Modele & deux équations de transport

Peut-on établir une équation de transport pour 1l’échelle de longueur 1?
La réponse a cette question est difficile, car il semble impossible d’établir
de facon exacte une équation de transport pour 1l’échelle de lgngueur 1. En
revanche, sous certaines conditions, il est facile d’obtenir une équation de

transport exacte pour des combinaisons de type:

z = k01" [VI.4.9]

Plusieurs modéles, basés sur des valeurs différentes de m et n ont été
développés. Le plus ancien (m = 1/2; n = 1) est dd & KOLMOGOROV /29/, la
variable z apparait comme l’inverse d’un temps caractéristique des mouvements

a grandes échelles. D’autres combinaisons ont été proposées telles que:

m=1n=1 par K. NG te D.B. SPALDING /32/,

H
m=1n= 2 par P.G SAFFMAN et D.C. WILCOS /33/,

ou encore m =1 n 3 par A. LIN et M. WOLSHTEIN /34/.
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C’est sans doute le modéle dit k - £, correspondant aux valeurs m = 3/2
et n = -1 qui a connu le plus de succés. Cela tient & 1la signification
. . 3/2 -1 .
physique de la variable =z = k /.1 qui n’est autre que le taux de

dissipation £ de lfénergie cinétique de la turbulence.

e = k%1t [VI.4.10]

Dans le cadre ainsi défini du modele k - €, 1’ expression de
KOLMOGOROV-PRANDTL pour le coefficient de viscosité turbulente est:

- 2
ut = C“ p k/ ¢ [VI.4.11)

ou C“ est une constante empirique (CH = 0.09)

Dans ce cas 1l’équation pour k peut &tre réécrite sans modéliser les
termes de dissipation mais en les regroupant sous la variable €.

La forme exacte de l’équation pour &, obtenue & partir des équations de
Navier-Stokes est trés compliquée, toutefois l’analyse menée par TENNEKES et
LUMLEY /35/, dans le cadre de écoulements isovolumes, montre qu’il est

possible d’obtenir une forme simplifiée aux nombres de Reynolds élevés.

Les équations pour k et € incorporées dans le code KIVA-II sont celles du
modele standard /36/, avec un terme en plus pour 1l’équation de €, qui tient

compte de la compressibilité.

8 - 8 -~ . _ 2 = 8 ~ =~ 8 ~ 8 (p 8
BP0 G Bt T bk i h R, i i (o 5 k]
« o B o k o
-pe [VI.4.12)
a - 8 =~ _ - 38 ~ 8 po) 8
3t P &)t g (puE == (2/3C, C83)p€~a;ua+-a—x[[—P-l:]5§e]
o o o £ o
> ~ 3 ~ -
+ [C T ,7z-u =-C p € ]
k €1 aff xB a €2

[VI.4.13]
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= + VI.4.14
e ( ]
ou ua est un terme qui prend en compte les effets de la température:
3/2

1 .
# = — (loi de SUTHERLAND)
T+A2

“t est calculé par la relation [VI.4.11].

Les valeurs des constantes sont celles du modéle k - £ standard:

C = 1.44 Py =1
el k
=1
Ce2 = 1.92 Pre 3
c C = 0.09
€3 = -1

Nous avons utilisées dans le cadre du modéle k - £, les fonctions de
parois disponibles dans le code KIVA-II, comme conditions aux limites pour 1la
vitesse et la température. Ces derniéres sont issues de la résolution de la

couche limite turbulente sur plaque plane.

VI.5: Etude comparative et tests de validation

Nous allons dans ce chapitre faire une étude comparative de trois modeles
de turbulence:
m Le modéle a zéro équation de transport dit longueur de mélange:.lm.

B Le modéle & une équation de transport dits k - 1.

m Le modéle d& deux équations de transport dit k - €.

Notre but n’est pas d’apporter une caractérisation globale de <ces trois
modéles, mais de comparer leurs performances lorsqu’il s’agit de prédire des
écoulements turbulents spécifiques comme les écoulements cisaillés entre deux

plans paralléles ou les écoulements avec recirculation.
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a) Ecoulement turbulent entre deux plans paralleles

Les figures (VI.1l)-(VI.2) représentent les prédictions de l’écoulement de
POISEUILLE données par les trois modeéles de turbulence et comparées aux

mesures expérimentales de HUSSAIN et REYNOLDS /37/.

Sur la figure (VI.1l), les profils de vitesses obtenus sont similaires et
proches des mesures expérimentales. La meilleure performance est obtenue avec
le modéle k - 1. Le modeéle longueur de mélange donne néanmoins une bonne

précision sauf pour la partie centrale du canal.

La figure (VI.2) montre la viscosité turbulente donnée par 1les trois
modéles. La meilleure estimation de cette derniére est donnée par le modéle
k - 1. Le modéle longueur de mélange fournit une bonne prédiction de la
viscosité turbulente aux voisinages des parois mais il donne une valeur nulle
dans la partie centrale du canal. Ceci est dii & 1’'hypothé&se de PRANDTL selon
laquelle ce coefficient s’annule en méme temps que le gradient de vitesse

moyenne.

b) Ecoulement derriére une marche

Pour 1’écoulement derriére une marche le critére de comparaison de la
performance des modeéles de turbulence porte sur la longueur de recollement.

Le tableau ci-dessous donne la prédiction de la longueur de recollement

prédit par les trois modéles et ceci pour un nombre de Reynolds de 7000.

La valeur du nombre de Reynolds, (Re = 7000), choisie pour la comparaison
des trois modéles de turbulence est celle pour laquelle s’accordent
plusieurs investigations expérimentales et notamment celle de DRUST et PEREIRA

/50/ et de ADAMS et EATON /51/.
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Lr/H Valeur numérique Valeur expérimentale Erreur

RemaX = 7000 Remax = 7000 /.
Modele de turbulence

Modéle Longueur

. 7.32 7.1
de mélange 6.8 3
Modele k - 1 7.0 7.32 4.40
Modele k ~ € 7.6 7.32 3.68

la prédiction de la longueur de recollement donnée par les trois modéles
est & peu prés la méme. Les expressions de la longueur de mélange pour le
modéle longueur de mélange et le modéle k - I, nécessite sans doute une
amélioration pour prendre en compte les effets de la parois longitudinale de

la marche, mais le résultat donné par ces deux modéles reste convenable.

Les figures (VI.3) et (VI.4) donnent réspectivement les lignes de courant
et les iso-lignes de 1l’énergie cinétique de la turbulence obtenues:- avec le

modele k - 1.
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N

Figure VIL.3: lignes de courant
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CONCLUSION

Le code KIVA-II présenté et étudié dans ce rapport ainsi que les
principales techniques numériques auxquelles il fait appel représentent un

outil numérique important utilisé par beaucoup d’industriels.

I1 présente le double intérét de pouvoir traiter les problémes d’une
fagon générale et de se préter efficacement & des modifications pour des

adaptations diverses.

I1 est souhaitable, avant toute utilisation de <ce code, d'étudier ses
caractéristiques et de 1l’adapter & des configurations tests afin d’évaluer ses

capacités et d'améliorer ses performances quand cela s’avére nécessaire.

Parmi les faits saillants du code KIVA-II que nous avons étudiés, on

peut citer:

1) L’utilisation, au niveau de la discrétisation temporelle, de la technique
de décomposition de 1’opérateur et plus particuliérement de la méthode dite

d’Euler-Lagrange.

2) L'utilisation de deux champs de vitesse: le premier est défini aux noeuds
alors que le deuxiéme 1l’est aux centres des interfaces délimitant les mailles;
ceci a pour but d’éviter toute interpolation lors de la résolution couplée de

1’équation de quantité de mouvement et celle de continuité.

3) L’utilisation d’une méthode implicite pour le traitement des équations de

la phase Lagrangienne, ce qui permet une bonne progression du calcul.
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D’une facon générale, KIVA-II prend en compte la propagation des ondes
acoustiques, ce qui rend difficile la convergence du calcul vers un état
asymptotique lorsque le nombre de Mach est faible. C’est notamment le cas des
écoulements a entrée-sortie ot il est souhaitable d’obtenir une solution
stationnaire. En effet, la version initiale du code KIVA-II ne permet pas
d’obtenir une solution pour ce type d’écoulement gquand le nombre de Mach
est trés faible (de l’ordre de 10_3). Pour les nombres de Mach un peu plus
élevés (de 1’ordre de 10—2) la solution ne peut é&tre obtenue que si on utilise
la procédure P.G.S./14/. Cette derniére n’est pas valable dans des

configurations ol le gradient de pression joue un rdle important.

Il s’est donc avéré nécessaire d’apporter des modifications au code pour
étendre ses capacités & traiter ce type d’écoulements.
] Nos modifications ont consistées a introduire des simplifications dans le
systéme d’équations de Navier-Stokes, en utilisant 1’hypothése de faible
nombre de Mach. Celles-ci sont issues d’un développement asymptotique des
équations en fonction du nombre de Mach et ont pour effet d’éliminer les

termes relatifs a 1l’onde acoustique.

| La mise en oeuvre de la version modifiée du code nous a permis d’obtenir
une convergence accélérée du calcul itératif, méme a faible nombre de Mach.
Ceci est obtenu sans modifier le gradient de pression, ce qui n’est pas le

cas de la procédure P.G.S.

[ ] Par ailleurs, les tests de validation que nous avons réalisés montrent
que cette version peut étre utilisée pour traiter les cas des écoulements de

fluides peu compressibles.

Les bons résultats obtenus en laminaire nous ont permis d’aborder 1’étude

et la caractérisation des modéles physiques pour la turbulence.

n Trois modéles de turbulence ont été testés dans les cas des écoulements
bidimensionnels dans un canal et derriére une marche descendante.

Ces modeles sont les suivants:
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1) Le modéle longueur de mélange.

2) Le modéle a une équation de transport "k - 1".

Ces deux modéles ont été implantés dans le code KIVA-II.

3) Le modele & deux équations de transport "k - €" disponible dans le code

KIVA-II.

Les tests de validation de <ces trois modéles nous conduisent aux
remarques suivantes:
- Dans le cas simple de 1'’écoulement dans un canal, ce sont les modéles

longueur de mélange et "k - 1" qui donnent les meilleurs résultats.

Toutefois le modéle longueur de mélange, est le plus simple & mettre en

oeuvre et son colt de calcul est moins élevé.

- Dans le cas des écoulements plus complexes comme 1'écoulement avec

recirculation, les trois modéles donnent des résultats semblables.

n A l’issue de ce travail, nous disposons d’un code de calcul opérationnel
en 2D. Ce dernier est capable de traiter des écoulements dans des
configurations géométriques pourvues de différentes conditions aux limites
quel que soit le nombre de Mach en subsonique. Ceci représente une garantie de
son utilisation pour 1’étude et la validation des modéles physiques comme ceux

>

relatifs & la turbulence.
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Annexe A: {__Calcul du gradient de vitesse et du tenseur de contraintes:

Le calcul du tenseur de contraintes exige la connaissance de gradient de
vitesse. Ces gradients sont stockés aux centres des cellules réguliéres et

sont supposés uniformes a l’intérieur de chaque cellule.

Les gradients de vitesse sont calculés de la manieére suivante:

aul
— =V.(u, e ) [A.1]
- l m

ox

m

u, la lleme composante du vecteur vitesse.

Ave .

vec { e le vecteur unitaire dans la direction m

Si on intégre 1’équation [A.l] sur tout le volume de la cellule (i,3,k)

et qu’on applique le théoréme de la divergence, on obtient:

dv = u, e . dA [A.2]

A étant le vecteur surface normal: A =n S

Les deux membres de 1’équation [A.2] peuvent étre approchés par:

du

1y =Y (u,) e A [A.3]

i,3.k ' m T T« )

x o

m
(ul)Oc est la moyenne des quatre valeurs de ul associées aux quatre sommets de
la face «.

A partir des gradients de vitesse, les composantes du tenseur des

contraintes s’obtiennent facilement par

v . Bul v aum v v aun v
T = + + A é
[—lm(u) ]i,j,k “ijk[[ ox ]i,j,k [ ax ]i,j,k ] ijk [ B ]i,j,k 1lm
m 1 n

v étant le nivau de temps du champ de vitesse.

[A.4]
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Annexe B: Méthodes itératives pour la résolution du systéme

couplé Vitesse-pression

Le choix d’une méthode implicite pour le traitement des équations de 1la
phase B nécessite 3 chaque pas de temps la résolution d’un systeéme d’équations

fortement couplées.

La résolution numérique d’un tel systéme par des méthodes directes est
trés difficile et méme impraticable quand le nombre de points est important.
On est donc confronté ici & 1'un des probléme majeurs de la résolution
numérique des équations de Navier-Stokes, qui est de trouver un algorithme

efficace pour résoudre le systéme couplé vitesse-pression.

Pour étudier les propriétés de quelques algorithmes itératifs, nous
considérons dans un premier lieu le cas des écoulements instationnaires de

fluide incompressible.

L'équation de continuité et celle de la quantité de mouvement dans ce cas

peuvent se mettre sous la forme suivante:

[B.1]

. . , 1 2 3
En introduisant les composantes du vecteur vitesse u=(u ,u ,u ), le

systéme [B.1l] peut se mettre sous forme matricielle:
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1 1 1 1
Aij 0 0 Bij uj F3
2 2 2 2
Bij ; F3

0 Al 0 i] . = J [B.2]
3 3 3 3
0 0 Aij Bij uj Fj

1 2 3

Cij Cij Cij 0 1G] 0

La matrice B associée au gradient de pression est la transposée au signe

prés de la matrice C associée a la divergence du champ de vitesse.

La matrice A correspond & l’opérateur de convection-diffusion; elle est

diagonale par bloc, mais elle n’est pas symétrique.

On peut écrire le probléme dual sur la pression en éliminant la vitesse

dans le systéme [B.1], on obtient ainsi le systéme linéaire suivant:

C.A .BII ==cC.a .F [B.3}]

Si on n’impose aucune condition sur la pression, ce systéme linéaire est
indéterminé puisque la pression est définie & une constante arbitraire preés.
Pour lever cette indétermination , on fixe la valeur de la pression en un

point et on supprime la contrainte associée.

La résolution du systéme [B.1l] par les méthodes directes est impraticable
dés que le nombre de points N est grand. C’est en plus un systéme linéaire
dont un bloc diagonal est nul , ce qui le rend mal conditionné. De méme la
résolution de 1l’équation duale [B.3] nécessite le calcul explicite de
l’inverse de la matrice A et un produit matriciel, ce qui rend cette
résolution tres colQteuse et méme impossible dans la pratique dés que N est

grand.

Les méthodes itératives pour la résolution du systéme [B.1l] sont trés
attractives car, & l’inverse des méthodes directes, elles ne nécessitent ni un

stockage des éléments, ni le calcul d’une matrice inverse.

L’algorithme itératif le plus simple est celui de type UZAWA [Fortin,

Glowinsky 1982], son principe est de construire une suite de multiplicateurs
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k N . . \ s N .
I associé a une suite de champs de vitesse, de fagon a vérifier a la limite

, k . k
la contrainte: suite {II'} telle que lim || C.U ]| > €
L’algorithme d’'UZAWA s’écrit:

® Tnitialisation
0 .
I donné

0 Répéter

k . N P
calcul de u solution du probléme linéaire
A.Uk = F - B.Hk

. . . k+1
Détermination de la nouvelle valeur de TI

k+1

I = Hk - pk C.Uk

k
¢ Tant que || C.U || > €

Cet algorithme peut s’interpréter comme un algorithme du point fixe

appliqué au systéme dual [B.3].

Si A est wune matrice définie positive, cet algorithme converge a
condition que le paramétre pk soit strictement positif et inférieur & la plus
grande des valeurs propres de la composante symétrique de la matrice C A_l B.
En pratique, puisqu’on ne connait pas les valeurs de cette matrice, on est
contraint de choisir une valeur trés petite pour le paramétre pk. Ce qui a

pour effet de ralentir la convergence.

L’inconvénient de 1’algorithme D’UZAWA c’est qu’il posséde une vitesse de
convergence trés faible; par conséquent il faut le modifier pour qu’il soit

plus performant.
En effet la vitesse de convergence peut étre améliorée en adoptant 1la
P L. . . . N . \ k
méthode de résidu minimal, cette derniére consiste & construire une suite I,

en minimisant la norme du résidu r pour accélérer la convergence.

Soient: P =CA B ’ Q=CaA F
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Le résidu r de l'équation [B.l] est donné par:
r=P T - Q

Si on adopte la notation < , > pour désigner un produit scalaire,

l’algorithme du résidu minimal s’écrit:
® Tnitialisation
UO donné
® Calcul du résidu initial ro et de la direction de descente qo

p 0 - g
o 0
g =r

"
[

0 Répéter
. . . k Ca
Détermination du paramétre optimal de descente p , minimisant

k +
par rapport a p la norme de rk 1 dans la direction qk

k
k_ <r ,qu>
P=" —x x
<pPq ,Pg >

+1 +
Calcul de la nouvelle valeur d Hk et du nouveau résidu rk !

k+1 k
T koG8

n
=
+

©

le

k+1 k k k
r =r + p . Pg

<P.qg ’ P.qk> =

0
+
k+1 <Prk L ’ qu>
.4 = X
<pq , Pg >
k+1 k+1 k+1 k+1
q =r + 7 q

k+1
¢ Tant que || r |1 > €
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Cet algorithme permet de construire automatiquement une suite Hk, qui a
chaque étape minimise le carré du résidu rk en utilisant des directions de
descente conjuguées pour accélérer la convergence. Si la partie symétrique de
la matrice P est définie positive ( ce qui est le cas ), cet algorithme
converge [Lascaux, 1987). Le nombre d’itérations pour atteindre la convergence
est fonction du conditionnement de la matrice P { c’est & dire, du rapport de

la plus grande sur la plus petite des valeurs propres ).

Pour accélérer la convergence, on peut introduire une matrice de
. S -1 -1 . .
préconditionnement § ~, proche de P ~. Dans ce <cas l’algorithme du résidu

minimal est appliqué au systéme équivalent suivant:

N

Ce préconditionnement équivaut a choisir comme direction de descente

-1 k
S ".r a la place de rk

Pour ne pas avoir a calculer la matrice P explicitement on revient au
N . . C k . N N
systéme [B.l] en introduisant la variation z de la vitesse due a la variation

k . .
g de la pression par la relation:

L’algorithme du résidu minimal préconditionné s’écrit:

® Initialisation
)
1" donnée
. 0
® Calcul de la vitesse U
a0’ = 5.1 +

® Calcul du résidu de 1l’équation de continuité

0 0

]
(@]
(o]

r
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® Calcul des directions de descente

S.q =r direction de descente sur II

0 . .
A.Z0 = -B.g direction de descente sur U

¢ Répéter

. , R k
Détermination du paramétre de descente p tel que la norme

k . L
r soit minimale

k k
k _<r ,C.2 >

< C.2 FC.Z k>

p

Mise a jour des valeurs de Il et de W

k+1  _k k k

I =TT + p q
S S NN pK gk
rk+1 = rk + pk .C.Zk
Calcul des gradients par rapport a rk+l
s.gk+1 = rk+1 Gradient de 1T
A.Yk+1 _ -B.gk+l

de

. . k+1 . .
Calcul du paramétre de conjugaison ¥ tel que les directions

+1 +1
de descente Zk vérifient: <C.zk,c.zk >= 0

+
k+1 <C.Yk l,C.Zk>

k
<C.2 ,C.Zk>
Calcul des nouvelles directions de descente

k+1 k k+1 k
q .

1]
Q
+
NS
e

SRl K k+1 _k

I
=
+
«
N

k+1
0 Tant que ||« [| > €
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Pour avoir un bon préconditionnement pour accelerer la convergence, i1

-1 . -1 . . .
faut que S soit proche de P "et facile a calculer; de plus la matrice P
n’est jamais calculée explicitement, ce qui rend le préconditionnement encore

plus difficile.
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Annexe C: Schémas convectifs

Les schémas convectifs sont nécessaires pour exprimer les valeurs des
flux des différentes quantités la ou elles ne sont pas stockées, en fonction

de celles qui sont stockées normalement aux centres des mailles.

Les schémas convectifs traditionnellement utilisés, sont:
1—- Schéma aux différences centrées
2— Schéma aux différences amonts
3— schéma de Van Leer /17/

” "
4— Schéma aux différences amonts du quasi-second ordre: Q.S5.0.U

Pour étudier les caractéristiques de ces schémas, nous établissons au

préalable quelques définitions:
On note par p, la valeur de p au point x . Une fonction p est
1 1

® Monotone si:

pl < p2 Croissant
x < x2 3 {
P, > P, Décroissant
[C.1]
® Faiblement monotone si:
n < n n ot Xn < xn+1 xn - n < n+l n
pi - pi+1 -— pi+2 i - i+1 — 142 pi - pi+1 — pi+2
[C.2]
® Fortement monotone si:
n n n < n ot xn < xn+1 < xn+l < n
p1 pi+1 - pi+2 it pi+3 i - i+l — i+2 — 143
- n < n <ot <0
pi had pi+l - pi+2 - pi+3

[C.3]
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La monotonie est une caractéristique trés importante pour les schémas
convectifs, car elle permet d’assurer la régularité de 1la fonction au

voisinage des interfaces.

Les exemples de convection en monodimensionnelle illustrés par la figure

ci dessous montre l1l’intérét de cette régularité.

. °
o
(3
°
.
™
i-1 i i+1 i+2 i-1 i i+1 i+2
1 | | |
{ ! 1 I ] T
B A B A
1-Différences amont 2-Différences centrées
°
°
° °
i-1 i+2 i-1 i+2
|- | L |
[ { { ¥
C D B A B A
3-Schéma de Van Leer 4- Q.S.0.U

Figure 1: Schémas convectifs de la densité p en monodimensionnel

Dans les schémas de la figure 1, les points représentent les densités au
pas de temps précédent, les traits continus représentent les profils de

densité.

Pour chaque schéma, la masse convectée & travers la section qui se

déplace du point A au point B est 1l’aire qui se trouve entre le profil et les
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points A et B, la densité totale est représentée par la surface hachurée.

Dans le cas de la famille des schémas de la figure 1, une condition
nécessaire et suffisante pour avoir une monotonoie forte est la suivante:

Si p? <p p?+2alors les profils de densités dans les cellules i, i+l
F— 1

i+l —
et i+2 forment ensemble une fonction monotone.

Schéma 1.1: Différences amonts:

a

Il consiste a considérer une valeur constante de la quantité p &
l’intérieur de chaque cellule, (profil plat), et d’attribuer la valeur dans la

~

cellule amont & l’interface entre deux cellules voisines.

Les profils sont plats, les pentes sont donc nulles et la condition de
profil est satisfaite ainsi que celle de la monotonie forte. Le schéma est

donc du premier ordre en espace mais il est diffusif.

Remede:

Schéma 1.2: Différences centrées

Pour remédier a ce manque de précision, on peut considérer le schéma au

gradient centré de la figure 1.2, la pente % dans chaque cellule est donnée

ax
par:
3p _ Pivi = Py
ox i 2 Ax

[C.4]

Ce schéma est du deuxiéme ordre en espace et il est stable, mais il n’est
pas faiblement monotone. En effet les profils de densité dans les régions a
fort changement de pente peuvent présenter des "undershoots" ou des sur
"overshoots" comme le montre la figure 1.2.

Le profil de densité dans la cellule i+l présente des valeurs plus

. n P n+1l . .
petites que p et par conséquent p, qui est la moyenne du profil sur la
1

i+1

. . n

surface hachurée, est plus petit que p.
1

n n n+l n+1

pi < pi+l alors que pi > pi+l
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Figure 1.3: Schéma de Van Leer:

Le schéma de Van Leer /17/ corrige ce probléme en limitant la valeur de

a . .
la pente: e a une valeur aussi petite , pour que toutes les valeurs de p
ox ‘i
. . . n n
dans le profil soient comprises entre p. 1et p.+f
1- 1

Si p? n’‘est pas comprise entre p?ﬂet p?ﬂf alors la valeur de la pente
sera nulle,.
Le schéma de Van Leer est faiblement monotone, il est de second ordre quand le
limiteur de pente n’est pas utilisé. Mais ce schéma n’est pas fortement

monotone.

Supposons que le cdté gauche de la cellule i passe du point C au point D

. n+l n+l n n n n
(figure 1l.c), nous aurons p > p. alors que p < p, < p, < p, sont
i i+1 i- i i+1 1+2

1
monotones et croissants.

Figure 1.4: Schéma Q.S5.0.U

Le schéma Q.S5.0.U , " Quasi-Second-Order-Upwind" est écrit pour

satisfaire la condition de profil, et pour étre donc fortement monotone.

. A . . . o n
Ce schéma peut aussi étre appelé schéma du gradient minimum car pour p.
1

. n n
compris entre p. 1et p‘+lla valeur de la pente est:
i- 1

Pn - Pn Pn = Pn
QE_ - min i+1 i , i i-1 ) [C.5]
ox ‘i Ax Ax
pn - pn
0 = QB < i i-1 ,
Ox li-1 Ax
n _ n
0 < QE < pi+1 pl
Ox i+l Ax

I1 est facile de vérifier que les profils de densité sont monotones

décroissants dans les cellules i-1, i et i+l
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n n
. pi+1 - pi
Ce schema est de second ordre en espace lorsque —————— est
Ax

constant indépendant de i, mais 11 est presque de second ordre lorsque
n n n _n
pi+1 pi . pi+l pi . .. . .
varie lentement. Quand ——————— = {, il coincide avec le schéma
Ax Ax

au différences amonts.
En monodimensionnel ce schéma peut s’écrire de la maniére suivante:

SOit A = - = -
xi xi+l Xi et Apl pi+1 pl

On calcule tout d’abord la valeur de la pente dans chaque cellule par:

lap. | 12p, |
Ax_ ' Ax

i i-1

signe (Ap ) min Si Ap Ap, >0,
i i 7i-1
8p

ox i 0 Si Apbp . <O
i i-1

[C.6]

La valeur de Py utilisée pour calculer le flux de densité de masse &

travers 1’interface « entre la cellule i et la cellule i+l est donnée par:

( v )
oo+ P . xy 1- & si v >0,
i o i o
Ox i L v, )
1
p(x= 3 ( Sv )
p. - L x) |1 - & Si &V < 0
i+l i1 e o
Ox 'i+l
\ i+1

[C.7]

Dans l’expression précédente x, représente la localité de la face a sur
l’axe x, Va est le flux de volume, si la cellule i est & l’amont de

1l’écoulement, V est le volume de cette cellule.
1

L’extension de cette méthode & un domaine & trois dimensions peut étre

faite de la maniére suivante:
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On suppose que le flux d’une quantité p dans chacune des directions du

domaine d’étude dépend uniquement du gradient dans cette direction.

Considérons la quantité Por ol a est 1l'interface entre les cellules
(i,3,x) et (i+l,3,k), La dérivée de p dans la direction est obtenue par

extension de la relation [C.5]:

v v
lap | 18p, |
signe(Ap ) min = - Si Apv Apv >0,
i [Ax 1" Jax, | i i-1
ap i i-1
8s i . v v
* 0 Si Ap. Ap’ <0
i i-1
[C.8]
ou
v v v
be, = Pii1,5.x Pi s’
Az = x? ) - x? ) .
i i+l,3,k i, g,k
x° est la moyenne des positions des quatres sommets de la face «.
i, 3.k
v
pa est alors obtenue par:
v a0 |V ( &, )
[o] .
o . + 2P Ix -x ] 11 - 3i &v. > 0,
lljlk . . l,],k v [+ 4
v ds 'i,j,k L v
_ i,3.k 7
Pa v a0 |V ( &V, )
C .
[ , - fP |x -x B Si 8&v._< 0,
i+1, 3,k . X o i+l,3,k 14 o
8s 'i+l,3,k L Vi+1,j,kj
[C.9]
L’exposant v indique 1l’indice du sous cycle convectif.
v .
V., . est le volume de la cellule (i,j,k) aprés v sous cycles de convection.
i, 3.

Y

6Va est le flux de volume associé a la face «.

La quantité 6V“ est positive si le mouvement de la face « tend a

augmenter le volume dans la cellule (i+1,j,kx), dans ce cas la cellule (i,3, k)
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est la cellule amont. c‘SVoc est négative si la cellule (i+l,j,k) perd du volume,

dans ce cas c’est cette méme cellule qui est cellule amont.

Une description spéciale doit é&tre faite lorsque la face a se trouve sur
1’une des frontiéres du domaine d’étude.
En effet si la face a se trouve sur une paroi solide ou sur une frontiére
de sortie la valeur de la dérivée est prise nulle & la limite:
v
ép
ds
i, 3.k [C.10]
Si la face « se trouve sur une frontiére d’entrée, c’est la relation
[C.8] qui est utilisée pour le calcul de la dérivée, avec la modification qui

consiste & attribuer a p_lla valeur de la densité imposée a l’entrée.
i-

En plus des quantités scalaires nous avons aussi besoin des valeurs du
. v . . ez
vecteur vitesse uB sur les interfaces qui composent les cellules de quantités

de mouvement. Ceci est nécessaire pour l’évaluation des flux de gquantité de

mouvement a travers ces interfaces.

Comme pour les quantités scalaires, on commence par calculer les dérivées

de u dans les différentes directions, soit pour la direction i par exemple:

v v
v Bl |Au, 1’ v v
. . 1 1= .
v signe(Au ) min [ ‘ ] si Au. Au 1 >0,
1 1 1-
du |Ax | lax |
—_ = i i-1
ds 'i,3,kx . v v
J 0 si Au Au <0,
i i-1
[C.11]
avec
v v v
Au’ = u , - u,
i i+l,3,k i,3,k
n+l n+l
Ax = x| , - x| ’
i i+l,3,k ij,k

Quand le sommet (i,j,k) est sur une frontiere, la valeur de la dérivée

est égale a zéro.
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v . . . A
Le calcul de uB pour les vitesses aux interfaces se fait de la méme

maniére que pour une quantité scalaire, mais dans ce cas il est plus

convenable de baser les flux de quantité de mouvement sur le taux de flux de

masse plutdt que sur le taux de flux de volume.

n+l n+l c. Vv
v |x - x | - (M)
i+ ,', .l.l 3
? . QE itl.3.k i3k 1 - OBv ] si (6Mg)v >0
i,3, L
2y = ds L5k 2 (MB)
n+l n+l c .V
v fx ] -x IF (M)
l.) . _ du i+1,3,k i, 3,k 1+ B si (6MC)V <0
i+1,3,k s 5 i (MO)V B
i+1,3,k B
[C.12]
ol

1%
(SME) est le flux de masse a travers la face B au cycle de calcul v.
0
(MB) est la masse de la cellule de la quantité de mouvement.
c.v
)

B

(i+1,3,k) est augmentée par le mouvement de la face B et négatif dans le cas

Le flux de masse (8M est pris positif si la masse associée au point

contraire.
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Annexe D: Détermination du parametre o de la procédure P.G.S

L’objectif de la procédure " Pressure gradient scaling” introduite par
les auteurs du code de calcul KIVA-II est d’augmenter l’efficacité du calcul
dans le cas d’écoulements & faible nombre de Mach en augmentant 1’échelle des

fluctuations de pression.

Ceci se fait en multipliant le gradient de pression dans 1l’équation de la
. 2 . 5
quantité de mouvement par un facteur l/ an, ou an est un paramétre proche de 1

et ne dépendant que du temps.

En effet si le rapport 6pa/ 5 est petit devant 1’unité, on peut supposer
que le systéme d’équations ainsi modifié admette & peu prés les mémes
solutions gque le systéme non modifié, sauf pour la pression dont les

. . 2
fluctuations se trouvent augmentées d’un facteur «

Dans beaucoup de problémes le rapport 6p/ 5 est de l'ordre de vV M , on
peut donc dire que la procédure P.S.G permet d’augmenter le nombre de Mach
d’un facteur o . Le nombre de Courant, C At/ Ax, basé sur la vitesse du son se

trouve alors baissé d'un facteur 1/ «.

La procédure P.G.S ne doit pas étre utilisée dans les problémes ou les

ondes acoustiques jouent un rdle important.

Dans le code de calcul KIVA-II, le facteur an est choisi de telle facgon
que les variations de la pression soient faibles devant la pression moyenne:
8 p < 0.04

P/ P <

avec:

3p,/ P = Max ————— [D.1]
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ou:
Z B VB
~ pijk ijk
-n _ ijk
P B
v
ik 7

*
Si on note a le paramétre qui permet de prendre une fluctuation de

pression relative maximale, soit 0.04, nous avons:

* 172
«/e=10.04/(3p /p)] [D.2]

*

Dans la pratique le fait de prendre & 4=« peut avoir comme effet des

oscillations sévéres dans le calcul des valeurs successives de «.

C’est pour cette raison que l’on a introduit une relaxation qui permet

une évolution plus lisse de ce paramétre.

n+1l .
a +A (a - o ) si o > o
n n

A est un paramétre sans dimension qui dépend du pas de temps principal et
du temps caractéristique de la propagation des ondes acoustiques & travers le

domaine de longueur L.

At
A = = [D.4)]
* L 4L
T = max { 20 At , }
r _
c
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Annexe E : Détermination des paramétres des schémas implicites

Des paramétres des schémas implicites interviennent lors de 1la
discrétisation des termes de pression et de diffusion. Ils sont choisis de
maniére & ce que la stabilité numérique des schémas aux volumes finis soit
assurée.

Leurs but est de diminuer le temps de calcul nécessaire pour la résolution des

équations de la phase B.

L’expérience montre que la méthode itérative (Méthode des Gradients
Conjugués) utilisée dans le code KIVA-II, converge plus rapidement dans le cas

d’une implicité partielle que dans le cas pleinement implicite.

1: Détermination du parametre ¢p pour la pression

La détermination du paramétre ¢p pour la pression est faite apres
l’examen des équations en monodimensionnel d‘un fluide non visqueux

discrétisées; soit:

n+l n n+l n+l n
u, = u,
j+1/2 j=1/2 j+1 3 j+1

At P ax
[E.1]
Une autre équation pour la pression peut é&tre obtenue a partir de

l’équation des échanges de volumes [III.7.13] et une forme linéarisée de

l’équation d’état [IV.5], soient:

0
vB =v + At A [ un+1 - un+1 ]
i $41/2 J-1/2
VO
B 0 1 n+l
v.=v - — — (p. -p)
Y 0 bl
P

avec v = A Ax
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En combinant les deux équations précédentes on obtient:

n+1 n n n
. u u
j 3j j+1/2 j=1/2
+ ¥y p = 0 [E.2]
At Ax

Une solution du systéme (E.1 , E.2) peut étre obtenue par analyse de
Fourier.

Ainsi si on pose:

n
Pz = A 7 P, eXp [i3k Ax]

n

n y
Y T B Cpoexp [1k (3+1/2) Ax]
140 (1-¢ ) o
An+1 —._2__2_ _____2___ An
l-a 1-a
- ¢p ¢p
Bn+l —-—_:.—_—— _—_‘l__—— Bn
1‘“ 1‘“
¢p ¢p
ou
o« = -21 C sin ¥
s 2
c=c, At
Ax
v
c=—V7r/e,
¥ = k Ax

La solution numérique est stable, si et seulement si, toutes les valeurs
propres de la matrice sont plus petites que l’unité. Cette condition est

vérifiée si:

a-¢)c <1 (E. 3]
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Le schéma est donc stable pour ¢p >1-1/¢C
- 5

D’ aprés ce résultat, ¢p doit étre donc calculée a chaque pas de temps en

fonction du nombre de Courant local basé sur la célérité du son.

2: Détermination du paramétre ¢D pour la diffusion
Comme pour le paramétre ¢p, la détermination du paramétre d’implicité ¢D
est faite & partir de 1l’analyse d’une équation de diffusion & coefficient

constant, en monodimensionnel.

n+1 n n n n n+l n+l n+l
Yy, - Y, v,, -2y, +y, v.. -2y, tvy,
J i j+1 J j-1 j+1 J 3-1
T = v |- 2 * % 2
At Ax Ax
[E. 4]
On pose:
y? = a" exp (ijk Ax)
En remplagant dans l1’équation [E.4] on a:
n+l 1 +2(1 -¢.) C (cosy - 1)
A D d
n = r [E-S]
A 1 - 2¢D Cd(cosw - 1)
ou
Cd =v éEE !
Ax
¥ =k Ax

Pour que la solution ne change pas de signe et soit stable, il faut

satisfaire la condition suivante:

<1 [(E.6)

Il est facile de voir que 1l‘inégalité de droite de la relation [E.6] est
n+l
vérifiée. Pour avoir

~ positif, il faut que le numérateur de la relation
A
[E.5] soit positif, puisque le dénominateur 1’est toujours.
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Le numérateur est minimal pour ¢ = I, il devient alors:
D’ol la condition: (1 - QD) c, < 1/4 ; et donc:

> 1- 4
¢, > 1-1/4cC,

® est calculé par 1’'équation:

. n 1
< —_
o = 0 st (Cd)ijk 4
D 1 R 1
[ 1 - -—————————} 51 (Cd)r_’,k > =
£ )" +
d 1ijk
2 2 2
. u?,k Ax? Ax? + Ax’ Axk + Ax Ax2
1
€Cad i = nj M At - : 2 - 2 2 !
’ . AxT Ax’ Ax
idk i 3j k
M = max [ 2 + A3 ’ L L 1

1

- 4(1 - QD) C

[E.7]

q°
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