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CHAPITRE 1

Généralisations des Transformations Vectorielles



0 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier des généralisations de certaines transformations vectorielles.

Dans la premiere section, nous étudierons une transformation vectorielle hﬁ"). Commengant
par la définition, nous allons voir que son formalisme est une généralisation des autres trans-
formations connues. Cette transformation peut étre mise en oeuvre par le H-algorithme ou par
un H-algorithme particulier qui nous fournit un algorithme plus concentré. Ensuite, on voit
qu’elle a une connexion avec ’approximant de Padé vectoriel de J. Van Iseghem [2]. Enfin nous
donnerons ses propriétés et comparerons avec celles des autres transformations vectorielles.

Dans la deuxiéme section, nous généraliserons deux transformations vectorielles avec des
suites auxiliaires.



1 Généralisation de la transformation vectorielle hfc")

1.1 Définition de la transformation A{"”

Soient {s,} une suite de vecteurs complexes, s, € C%; y; € €7, 1 =1,....,q avec q¢ < p,
g vecteurs indépendants.

On définit la transformation vectorielle suivante:

Sn Sn+1 cee Sn+kq

(yl, Asn) (yl ’ Asn+l) ttt (yl 9 A3n+kq)
(Yg» Asn) (Ye> Aspyy) -+ (Ygr ASntikq)

(Y1, 88n4k-1) (Y1, ASntk) -+ (Y1, ASngr(g+1)-1)

B — (Ygr ASntk-1) (Yg, ASnyk) -+ (Yq, A5n+k(q+1)—l> 1
g% 1 1 . 1 ( )

(yl’ ASN) (yl ) A"5'!1+1> e (yla A3n+kq>
(yqvASn) (yq’ ASn-H) v (yqu3n+kq)

<yl3A3n+k—l) <y13 A5n+k> tt (yl, A'Sn-f-lc(q+l)—1>

(Ygr ASnpk-1) (Ygr BSnpk) -+ (Yoo ASn+lc(q+1)—1)

ou (y;,As;) est une forme bilinéaire qui est définie par:

Soit a = (a,...,a,)T € C?
b= (by,....b,)T e C?

alors (a,b) = a1b; +---+ayb,, et
(aa,Bb) = af(a,b) Va,fel

Le déterminant généralisé qui se trouve au numérateur de (1) se développe de facon habituelle
et désigne un élément de €.

Maintenant, on se pose une question? Comment peut-on choisir ces vecteurs indépendants
y; ¢t =1,..,¢ 7 En d’autres termes, est-ce que qhsc") dépend des y; 7 = 1,...,q. Pour
répondre cette question, on va voir d’abord quelques définitions qui seront commodes pour
la démonstration de la proposition 1 suivante.



Définition 1:

e Soit I ={1,2,...,n}, pouri € I, soit j; € {1,2,...,n}

on note (J1,j2,...,Jn) €st une permutation de (1,2,...,n).

e Dans (j1,742,...,Jn) §'il existe un couple (ji, j;) tels que

k < let ji > ji, on Pappelle un couple inverse.
e On note N(jy,...,J,) est le nombre de couples inverses dans

(jl) '",jn)-

Définition 2:
Soient z; € €?; a;;, b;€C; kel

xl . e a xn
, . an - Q1n 12 P
le déterminant est un élément de €
an—l,l e an—l,n

qui est développable suivant la premiere ligne.

b,‘l k bil
Si z; = : |, ondéfinit kz;= :
bt-p k b,'p

Propriété 1:

Soient z;, y;, € C?, yel® aj, b;el, ke,

alors, on a:

I
kzy -+ kaz, Ty e Ty an
a1 -t Qin k an 0 Qin :

(1) = | ka
11
Qr—11 " Qu_1n Qn_11 " QGn_1nm
Qn-1,1
z; - kzy - z4 z
an T kay; ctr Qi a1
=k
Qp-11 °°° k Qn-1,i **° Qp_in Q-1
any ainy
a1 Qin
an azn ] .
' any Gnn
any Qnn

an
IC Aip

an—l,n

Qp-1,i

Vi

Tn
a1n

an—l,n

1,2,...

,n—1.



an °t Q1n an -+ Qin a; - Gin
(2) ) "= N S :
Gn-1,1 ot Qn-1n Qp_11 *°° Qp-1n Gn-11 °° Qn_1n
ml . zﬂ zl .o xn zl LY z"
an o CQ1n ann ot Gin an . Qin
’ ) " ’ . n | = ' . + " ;I Vi= 1,2,..,n-1.
a; + a;, T Gy + a;, a;y coe a;, a; Tt a;,
Gn-1,1 M Gpn_1,n Qp-11 *°° Qn-1in Gn-11 °°° Qun-1n
’ " '
Ty x;, +; R z, z, . T; z,
’ " '
an ay; + ay, v ain an ot a,; : Qin
a e a’ .+a” N/ | a cos a, N ]
n—1,1 n-1, n—1, n-1,n n-1,1 n—-1, n-1,n
z; .-z Tn
"
an ay; Q1n .
+ . Vi=12,...,n

n-1,i ' On-1,n

b b1
bll bnl : M
: : byj+tkan | -+ | bojtkan
(3) b, by _ : : v l.= 1,2,..,n-1.
an din by by 1=12,..p.
: an ain
ap-1,1 R ‘ 2B W)
an-1,1 e Qpn-1,n
Ty ot Tn Tytany - Tntamy
an . O a1 T a1n

(4)

vi=12,..,n-1.

Qpn—131 *°°° Qn-1n Gn-1,1 °c Gpn-1n

Dém: Les démonstrations sont basées sur les propriétés du déterminant scalaire, si 1'on
compare chaque composante du vecteur a chaque coté, elles seront triviales.



On a maintenant le résultat suivant:

Proposition 1:

Si ¢ = p, alors dans €®, la transformation phin) ne dépend pas du choix des p vecteurs
indépendants y;, ..., Yp.

Dém: Soient zy,..., 2z, p autres vecteurs indépendants dans €?; on peut écrire:

zy=any + -+ apY,

: a;; € a (2)
2p = apY1 + -+ AppYp
On consideére d’abord le numérateur de (1)
Sn e Sntkp
(21, Asﬂ) e <21 3 A5n+kp>
(zp, Asy) T (2ps ASnikp)
(21, ASntk-1) -+ (21, ASnik(p+1)-1)
(2py ASnik-1) -+ (2, ASntk(p+1)-1)
Sn e 3n+kp
(allyl +---4+ A1pYps Asn) Tt (allyl + -4 alpym Asn-i-kp)
(@my1 + -+ appl¥p, Bsn) -+ (@i +--- + QppYps A3n+kp)
(21, Aspy1) T (21, ASnikpt1)
= (Zp, A5n+1> ce (zp’ Asn+kp+l>
(21, Asnk-1) T (21, Asn+k(p+l)—l)
(ZP’ Asn+k—1> T (zm A‘Sﬂ+k(p+l)-l)

On remplace les zy,...,2, des lignes 2 a p+1, par leurs expressions (2), les autres lignes
restent les mémes pour le moment. Utilisant la propriété d’une forme bilinéaire et celle de
multilinéarité du déterminant (Propriété 1 relation (2) ), on a alors:



= T (W Gia gy
{(J.lv"'vjﬂ)}

Sn .o Sntkp
(yh Asn) ce <y11 Asn+kp)

(Yp, D) T (Yps ASntkp)
(zls Asn+l) e (21, Asu+kp+l)

(20, Bsng) o0 (25 DSngipsa)

(21, Asnyk-1) -+ (21, DSnik(p+1)-1)

(Zp, Asn+k-l) te (Zpa A3n+k(p+1)-l>

ou  {(j1,---,Jp)} est Pensemble de toutes les permutations de (1,2,...,p) et les indices de

a; j; sont définis dans la définition 1.

Pour les lignes de p+2 & 2p+1, les lignes 2p+2 a 3p+1, ... on répete le méme processus et 1'on

obtient:

k
=( 3 (—1)N(J’h---dp)a1,,-l---a,,,,-,,)

{(Jl vvvvv .7 p)}
Pour le dénominateur de (1), on obtient
1
(Z] N A8n>
(2py Asn)

(21 9 Asn+k-l)

(zm Asn+k—1>

Sn e sn+kp
<y17 Asn) U (yl, A'Sﬂ-lv-kp>
(ym Asn) tt <ypv A3n+kp)

(Y1, DSnyk-1) =+ (Y1, ASnpk(p+1)-1)
(yp’ A3n+k—1) cee (yps A3n+k(p+l)—l>
de méme
1
(zl, Asn+kp>
(zw ASn-H:p)

(=1, ASn+lc(p+1)-1)

T <zp’ Asvz-l~l=(z>+1)-1)
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k
=( > (._l)N(J'ly---.jP)al,jl...ap,jp)

{G1s-03p)}

Divisant (3) par (4), nous obtenons le résultat.

1

<y17 Asn)

(ypa Asn)

<y1a A3n+k—1)

(yp, Asn+k—l)

1
(yI’A5n+kp)

<ypa A3n+kp>

<y1 ’ Asn+k(p+1)—l)

(ypa A'sn+k(p+1)—1)

(4)

D’apres cette proposition, on peut choisir pour y, ..., y,, par exemple, la base canonique de

(n) (n)
k k

La transformation ,h; ’, notée simplement h

Sn Sn41

(Asa)r (Asngih

(Bs)y  (Asns)y

(A3n+k—l )1 (A3n+k)1

1) (Asnik-1)p (Dsnik)p

, est équivalente a:

Sn+kp
(A3n+kp)l

(A3n+kP)P

(A3n+k(p+l)—l)l

(ASntk(p+1)-1)p

C%; alors (yi, Asp) = (Asy); pouri=1,...,pet Vn, ot (As,); est la jeme

k 1 1
(ASn)l (A3n+l)l

(As.,,)p (A3;+1)p

(A3n+k—1 )1 (A3n+k)1

(Dsnik-1)p (DSnsk)p

1
(A3n+kp)1

(A3n+kp)P

(A3n+k(p+l)—l)l

(A3n+k(p+1)—1)p

composante de As,,.

(5)



Remarque:

Si ¢ < p, alors qhﬁ") est certainement dépendant du choix des g vecteurs indépendants
Y15, Yq-

On voit facilement que: :

o Si k=1 { quand ¢ < p, on retrouve la méthode MMPE [8].

quand ¢ = p, on retrouve la transformation d’Henrici [13].
e Si ¢=p=1, on retrouve la transformation de Shanks {3].
e Si ¢=1, Vk, on retrouve la transformation de Shanks topologique [1].
e Si ¢=p > 1, on retrouve la transformation 1 de Van Iseghem [2, p.81].

Cette transformation apparait donc comme une généralisation du procédé AZ-d’Aitken le
plus général.
D’apres le fait que hﬁ"’ est indépendant du choix des p vecteurs indépendants y;, ..., y, dans

la proposition 1, on a immédiatement le

Corollaire 1:
Si ¢ = p, les méthodes MPE [5], RRE [10,11], MMPE [8], la transformation d’Henrici [13]
et la transformation v [2] sont identiques.

Dém: C’est le cas particulier de la proposition 1 ou k = 1.

Maintenant, rappelons la définition du produit scalaire dans €'?:

Soit  a=(ay,...,a,) €C”
b= (b,...,b,) €C” (6)
On définit  (a,b) = a1by +---+ a,b, €€

et donc il vérifie la propriété suivante:
(ca, Bb) = aB(a,b) V¥ a,f€C
ou Z est le nombre complexe conjugué du nombre 2.

Dans [4] Roger C.E.TAN a utilisé un produit scalaire pour donner deux algorithmes corre-
spondants de £-algorithmes topologiques de BREZINSKI [1] qui a utilisé une forme bilinéaire.
11 a indiqué que, dans le cas complexe, ces deux types méthodes sont différentes. Pour cette
raison, on va définir une transformation similaire en utilisant un produit scalaire au lieu d’une

forme bilinéaire.



On pose:

Sn Sn+1 T Sn+kg

(Asm yl) (A3n+1’ yl) °cc (A3n+kqa yl)

(Asn, yq) (A3n+la yq) T (A3n+kq’ yq)
(ASnik-1,¥1) (Asnik, n) - (A3n+k(9+l)-l y 1)
7(n) _ (ASn4k-1.Yq) (ASntk,¥g) - {ASpir(a+1)-1,Yq)

B = =t b : ™)

(Asm yl) (A3n+lay1) te (A3n+kqa yl)

(A3n9 yq) (A3n+la yq) e (Asn+kp, yq)
(A3n+k—1,yl) (Asn+k’yl) Tt (Asn+k(q+l)—13yl)
(ASnik-1, yq) (Asnik, yq) T (A8n+k(q+1)-1, yq)

ou (Asy,y;) est le produit scalaire défini en (6).

Evidemment, en general, qh est différent de h(") = h("), mais on voit facilement que si
Y1,--,Yg € IRP  alors qhk ") =, hfc"). D’autre part, si ¢ = p, ,,hk est aussi indépendant du choix
des p vecteurs indépendants y, ..., yp(€ €?) comme la démonstration de la proposition 1, alors

h(") h(n

Remarquons que dans le cas vectoriel (p > 2), I’e-algorithme topologique de BREZINSKI
(en utilisant une forme bilinéaire) et la variété de I’c-algorithme topologique de Tan (en utilisant
un produit scalaire) correspondent toujours a g=1 (# p), c’est pourquoi, dans le cas complexe,
ils sont différents. Si ¢ = p, dans ce cas, ces deux types de e-algorithmes topologiques sont
identiques.

Dans la suite, on va voir que le cas ou g=p semble plus intéressant que le cas ol ¢<p, et
dans ce cas, les deux types de transformations hk (en abrégé h ﬂ)) et h(") sont les mémes.

Donc, désormais, on ne considere que la transformation (5) hﬁ").
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1.2 Implémentation de la transformation hﬁ") par le H-algorithme

La transformation (5) hf:‘) peut étre mise en oeuvre par le H-algorithme suivant [5]:

HM =3, et g((,::-) =gi(n) i=12,.. e n=0,1,..
pour k=1,2,... et n=0,1,...

n+1 n+l

(n41) H(’_'-) (n) | H(_*l' )

H™ = Yk-1,k 1~ Jk-1k
k= 1 n
oy - g
(n+1) (n) (n) (n+1)
n Gk-1k " k-1, — Jk-1,k * k-1, .
gf,,,-) = (n+1) (n) - i=k+1,k+2,..

Gk-1k — Jk-1,k

ot les H™ sont des vecteurs et les g,(:,',-) des scalaires.

On a le résultat suivant:

m=0,1,..,k-1.

Si gj4mp(n) = (ASp4m); i=12,..,p.

Alors A{™ = ,(c:)

D’apreés ce résultat, on voit facilement que le calcul de hi") a besoin seulement des termes

H((,"),HIS"), é;), ... tous les autres termes ne jouent qu’un réle intermédiaire. Son calcul peut
donc simplifier. Donnons d’abord le théoreme suivant:

Théoréme 1: [6]

Si ’on a les conditions initiales
Hé") =s, et g(():'}) =gi(n) pour :=1,2,... e¢ n=0,1,...

Alors
HE) ... HG*P) g . gt
gr(:,)mﬂ - gv(r?.zzn g,(:‘)m_'_l ves g'(':':’n{’*)_l
: o o g
™ 95:.)m+p ‘e gSn,mp-l)-p et g(") _ g,,':)m 4y gfn ’mxz)_p
ptm 1 e 1 p+mi 1 — 1
ggt,)m“ cee ggl,:&)-l gg‘,)m_‘_l - 95:,:&).1
ggzl.)rn+p T gs::zp-t)—p gs,':,)m_’_p ces 95:.;’2,,
avec p>1; i>ptm.
Si Pon prend m = 0,p,2p,... et compte tenu du fait que H, l(cz) = hﬁn), on a le résultat
suivant
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Corollaire 2:

hfc") peut étre calculé directement par ’algorithme suivant:

Conditions initiales:

h(()") =s, et gg'} = go,i(n) = gi(n) pour :1=1,2,... et n=0,1,..
Regles du calcul depl’algorithme:

~(n) ~(n+p)
TSR Y\ kEe1d T Trpered
g(n) ;e ~("+P2 g(") . e g(""’l’z
kk+ L K+l K+l kk+1
~ ~(n+ ~ ~(n+
B gl(:lg+1 Tt gl(c?k-fl) ¢ o™ _ 91(34.1 gf:kfl)
k+1 7 1 1 ¢ gk+1,k+1+,i, - 1 1
) . a(ntp) () . a(n+p)
bkl Rkt Ik ki Ik k+d
~(n ~(n+ ~ ~(n+
gl(c,k)+1 T gl(c?kfl) .91(:134-1 T gl(c',lk+p1)

avec 1=1,2,..

Dém: Dans le théoréme 1, on prend m = kp et I'on pose h{™ = H,(c;) gi"l = g,(c:?i,
'p

¢ > kp+1. On obtient le résultat.

Remarque:

On peut écrire aussi

n n+p—1
hgc : Ahgcn) e Ahgc p=1) A~(n) A~(n+p—1)
~(n) , Ag(n) . Ag(n+p1_l) gk,k+% e gk’k.'.%
hs:,*’)l — k,lf-{-; k.,k+; k,l't+; / . .
: : : A~(n) L. A~("+P-1)
. ~(n ~(n+p-1 Gk k Ik,
91(:12+1 Agl(c,k)+1 e Agl(:k-fl ) ik ke
et d’apres 'identité de Magnus {7}, on a:
- (n) (n+p-1) \ "1 7 ~(n)
Agch=+,‘-, e Agk,k+lp I+
n +p~1
R = B — (AR, AR L : :
- ~(n+p-1 .
Agl(:k)+1 cte Agl(c?kfl ) 91(:1:)4—1
hm)l peut étre obtenu a partir de h£"+i) et de gi";"% i=0,1,....,p et j=1,2,...,pen
résolvant un systeme de p équations linéaires.
De méme pour ngHH%, 1=1,2,... ona:
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AG™ e A\ TN )

() () ~(n) AGPD ot bt Thke}
~(n = 5 n ~(n+p-1 . .
Ievr k4144 = Jiprr44 —(Ad, N O A Rl / ¥ FE PR ) : : :
. . ~(n+p-1 .
Agi"ﬁu o Ag}:?k:l ) g;(!,‘lzﬂ

Remarquons que le systeme de p équations linéaires a résoudre, pour obtenir hk+1 et
~(n)

gk+1,k+1+%s est le méme.

1.3 Connexion de la généralisation de la transformation

vectorielle hf,") avec les généralisations de I’approximation de Padé

On sait déja que [19] dans le cas scalaire, il existe une relation entre I’c-algorithme et la table
de Padé. Dans le cas vectoriel, BREZINSKI [1] a proposé une généralisation de la transfor-
mation de Shanks et a donné une approximation de Padé correspondante. Mais il se présente
plutét comme un approximant de Padé dans la direction y [2]. Donc, cette approximation n’est
pas tres efficace.

Pour remédier a cet inconvenient, au lieu d’utiliser seulement un vecteur y, on utilise d
vecteurs indépendants yi, ..., y4 comme dans la section 1.1, ainsi, on peut trouver un approxi-
mant de Padé vectoriel dans toutes les directions, et ceci est déja étudié profondément par J.
Van Iseghem [2].

Position du probleme:

Soit F(t) une fonction vectorielle de € dans C°.

F(t) = (fit), - fa(®))T-
Elle peut s’écrire encore:

F(t) = Z C;- t'  avec C; € ae. (8)
P(t)
q(t)

P(t) = (pa(t), -, pa(t))T € €%, q(t) €C.
pi(t)=p,i=1,..,d d°%(t)=¢q

.. P _(m@®)  pa®)\"
On défnit Tt) = ( o) y ooy ) )

par  F(t)— R(t) = 0(¢F)

13

On veut chercher une fraction rationnelle R(t) =




k est le plus grand possible

O(tk)={za,~.t-‘ | a; =0, i=0,1,...,k—1}

1=0

avec

Rappelons nous d’abord I’extension de I’approximation vectorielle due a C.BREZINSKI,
dans une direction y, via la généralisation de la transformation de Shanks [1]. On suppose:

p .
E a,-t‘

P t =l \ { € md
k() = q((t)) =5— o eC
b;t* ' )

Multiplions par le dénominateur et comparons les coefficients des termes °,¢1,......
On obtient:
ao=Cp- by

a;=Cy-bo+Co-b 9)

ap=Cp-b0+C_1-b1+-~-+C-q-bq
0=Cp+l'b0+Cp'bl+°"+C—q+l'bq

0=Chyq o+ Crrgs - bit-+C,-b, (10)

A un coefficient multiplicatif pres, on peut supposer by = 1. Multiplions scalairement les
relations (10) par le vecteur y, on obtient les b; en résolvant le systéme linéaire suivant:

(Y Cpogi1) - (y,Cyp) by (¥, Cpr1)

@G (4 Cpgt) | \ Bn (¥ Cpta)

Les vecteurs a; sont obtenus par les relations (9).

On peut montrer que, analogue au cas scalaire {12}, on a le

Théoréme 2: [1]

¢ Sp—q(t) o=t Sp-g41(t) --- Sp(t)
(v, Cp—q+1> (v, Cp-q+2) < (y, Cp+1)
PO _| 66 G o (40w
R(t) - q(t) - 19 {91 - 1

(v, Cp-q+1> (v, Cp—q+2> e {y, C'p+1)

(ya Cp) (ys C.'p+1> e (y’ ép+q>
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k
avec Si(t) = EC;t‘, k>0 et Si(t)=0, k<0

=0

. . P(t )
D’apres la construction de —Q, on voit que 'on a:

q(t)

P(t) - g+1
(yv—q'(i')' - (va(t)) - O(t” * )

Par contre, on a seulement:
P(t
PO _ (t) = 0(t*+").
q(t)

Ceci tient au fait que (y,z) = 0 n’entraine pas que z = 0, Donc le théoréme 2 n’est pas
trés intéressant, puisque le degré du dénominateur n’intervient pas. Alors, comment peut-on
perfectionner ce procédé ? C’est-a-dire faire intervenir le degré du dénominateur pour chaque
composante dans 'approximation. C’est ce qu'on rappelle maintenant et qui est fait par J.

VAN ISEGHEM [2].

Au lieu d’utiliser seulement un vecteur y, on utilise d vecteurs indépendants y,, ..., y,.

On suppose que ¢ = m - d, ou d est la dimension des vecteurs et m € IN*. Soient y,...,yq4, d
vecteurs linéairement indépendants dans @¢. Multiplions scalairement les m premiéres équations
de la relation (10) par y; ¢ =1,...,d. On obtient:

((@Cpqr) 0 .G ( b:’:\ ( 41:Cpn) )
<yd,c;-q+l> <yd,fc,> f <yd,§;+1>
=~ j . (1)
(0 Cpmoom) -+ 1 Cpmar) || <y1,c}+m>
\(yd,C;-qm) (ya,C;m-l)J \ bl ) \(ydaéﬁm)/

En résolvant ce systeme d’équations linéaires, on obtient les b; et by = 1 par convention; les
a; sont obtenus par les relations (9). On peut montrer également, comme dans le cas scalaire:-
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Théoréme 3:

t7-Spg(t) 1971 Spoga(t) - Sy(1)
(v1, Cp—q+1) (ylan—q+2) o ({yn, Cp+1)
(vas Cp-—q+l> (Y4, Cpgi2) - (Ya, Cp+1)
<yla Cp-q+rn> (yl’ Cp—q+m+l) tte (yla Cp+m)

_ P(t) _ (Yds Cp—gtm) (Yd Comgim+1) -+ (Yds Cp+m)

R(t) = q(t) - 19 $9-1 e 1 (12)

(3/1, Cp—q+1) (3/1, Cp—q+2> T (yla Cp+1)
(Ya, Cp-q+1) (ya; Cp-g42) -+ (¥4 C,,+1)
(?/17 Cp-q+m> <y1an-q+m+l) T (yla Cp+m>
(Yar Cp—q+m> (v, Cp—q+m+1) o (Ya, Cp+m)

k
avec Sk(t) = ZC,'ti, k>0 et Sk(t) = 0, k<0

1=0

Proposition 2:

P(t)
q(t)

Dans le théoreme 3, la fraction rationnelle R(t) = ne dépend pas des d vecteurs

indépendants y, ..., ¥q4.

Dém: La démonstration est tout a fait analogue a celle de la proposition 1.

D’apres cette proposition 2, on peut prendre simplement y;=e; ¢ = 1,...,d, la base canon-
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ique, et alors ’expression (12) est équivalente a:

- Sp—q(t) to=t. Sp—q+l(t) T

(Cp-g+1hr (Cp-g+2hr

(Cp-q+l)d (C —q+2)d

(C —q+m)l (Cp-—q+m+1 )1

Sp(t)
(Cp+1)l

(Cps1)a

= (Cotmh

" R(t) =

P(t) | (Crgin)i (Cogimi)i = (Cotme

q(t) 1 t9-1 o 1
(Comgt1)t  (Cp—ge2) (Cpt1h
(Cogir)  (Cogir)e (Coer)a
(Cpegtm)t (Corgami)t =+ (Cppm)s
(Creosm)i (Comqpmin)e * (Cpam)e

Maintenant, on a le théoreme fondamental suivant:

Théoréme 4:[2]

Si g=m-d, alors F(t)— R(t)=0Q(trtm*)

(13)

R . . P(t
Dém: Grace a la proposition 2, dans la construction de R(t) = —-(-—), on peut prendre

yi = €, 1 =1,...,d, la base canonique. Donc, ’expression (11) pour obtenir les b; devient:

( (Co—gt1h

(C —q+1)d

(Cpogimh

Cela veut dire que:

: (Cp+m-l)l

\ (Cpgim)a -+

G\ [ b )

(C;p)d

Coames)s /) \ b )

17

q()

[ (Cori)r )

(Coar)a

(C,,;m)l

\ (Cpim)a /

(14)



4

Cogtr1: b+ -+ Cp- by = ~Cp

L Cp—q+m . bq +--+ Cp+m-l : bl = _Cp+m

’0:C,,+1-bo+Cp-bl+~'+C-q+1-bq
— 9 :

L 0=Cp+m'b0+cp+m—l'b1+"'+c—q+m'bq

qui sont les m premieres équations de la relation (10). Compte tenu de la relation (9), on peut
conclure que:

F(t) — R(t) = 0(t>*™*1)

Théoréme 5:
P(t)
q(t)

Une condition nécessaire et suffisante pour que R(t) = défini par D’expression (13)

existe est que le déterminant suivant soit différent de zéro:
(Cp-q-H)l T (Cp)l
(Cogi1)a -+ (Cpa

£0
(Cp—q+m)1 (Cp+m-1)1

(Cp-q+m)d (Cp+m-1)d

Dém: C’est tout simplement la condition nécessaire et suffisante pour que le systeme (14)
donnant les b; admette une solution.

Cette solution est d’ailleurs unique, d’ou le
Théoréme 6:

S’il existe, R(t) = {;((tt)) défini par (13), est unique.

Remarque:

Sig=m-d+k, avec 1 < k < d, Pordre d’approximation R(t) ne peut étre amélioré sur
toutes les composantes a la fois par rapport a ¢ = m-d. Donc, ce procédé n’est pas intéressant,
et plutot c’est un procédé intermédiaire.

Voyons maintenant un exemple numérique:
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Soit
t2 t3 t4 t5

_ [ H(®) Y _ 2+ln(1-}-t))= 2+t—-——+§——4-+__...
F(t) (f2(t)) ( e 1+t+£2+ﬁ+_ti+l55_+.“

276 "24 " 120
2 1 -1 -1 1
() () (B (D)o ()= (L)oo
1 1 2 % T

=Co+ Crt + Cot? + Cst® + Cyt* + Cst® + - - -

O30 [t

Silon choisit p=3,g=m-d=2-2=4 alors, le théoreme nous donne:

0 #355(t) #25:(8) tSa(t) Sa(t)
1 1 1
2 1 ) 3 —3
1 1 1 i L
1 -1 ¢ U
2 i 4 i
P(t)= 1 % 6 2l4 120
q(t) o 2ot 1
2 1 =1 1 _1
2 ? 4
1 1 3 5 u
1] -2 I 11
' G
1 3 & 2 1o

k
Oﬁ Sk(t) = Z C,'ti, k 2 0.

=0
On calcule respectivement les deux déterminants, on obtient:

q(t) = 0.001996527 t* — 0.011168981 > + 0.026736111 t* — 0.003472222 t — 0.086805555

A B C D E
D FE E
—9B+C+= -2 2¢-D+= —op _
P(t) = 3 2|+ £ t’+( E%_?’ )t+( _25)
—B+C-2-% C-D-3

_ [ —0.022800925 £ 0.093402777 2 —0.093749999 ¢
— \ —0.000636573 —0.020138888 —0.090277777

~0.173611110
—0.086805555

On peut facilement vérifier que: ——= — F(t) = O(t°)

P(t)
q(t)
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Mais si 'ordre de déterminant est plus élevé, son calcul est plus difficile. Cet inconvénient
peut se résoudre dans la suite.

D’aprés ce que J.Van Iseghem [2] a fait, ’expression R(t) (13) peut s’exprimer comme:

Sp—q ... S, 1 e 1
(AS —q)l T (Asp)l (AS -q)l e (ASP)I

(BSy)s -+ (ASp BSp-di - (AS,)

R(t)kz-g(%)= : : 1/

(AS —q+m—1)l (Asp+m—1)l (AS —q+m—l)l (ASﬁm—l)l

(Asp—q+m—1)d (Asp+m—l)d (AS —q+m—1)d Tt (A5p+m—l)d

k
avec Sp=Sk(t)=)_Cit', k>0 et Si(t)=0, k<0

1=0

g((—tt_)z = b9 = [md+p- q/md]r(t) = Ymd(Sp-q) (notation de [2]).

L’approximant de Padé vectoriel peut étre calculé par le H-algorithme ou directement par le
corollaire 2.

Donc, on a R(t) =

1.4 Propriétés de la transformation A{"

Commencons par donner un théoreme sur le noyau de hi"). Pour faciliter la discussion, nous
posons

( (Bsa)r 0 (BSnpkp1)i )
(Asn)p te (A3n+kp—l)p
ASu = ' '
(A3n+k—1)l o (A5n+k(p+l)-—2)l
\ (A3n+k-—l)p et (A5n+k(p+1)-2)p )
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et

A5, =

Théoréme 7:[2]

f (Azsn)l (A25n+kp—1)1 \

(A%n)y -+ (B%8ntkp-1)y

(A% npe-1)1 o0 (ASnik(prn)-2h

\ (A%80411)p =+ (A28nphipr1)-2)p /

Supposons que dét(AS,x) # 0, et dét(A2S, ) # 0, Vn et k. Une condition nécessaire et
suffisante pour que hﬁ") =3 Vn > N, est que la suite {s,} vérifie:

La démonstration est

kp :
Ea.-(sn.H —8)=0 Vn>N

=0
kp
avec a; €C et Za; =1.
=0

refaite ici, car la propriété est fondamentale (Voir aussi [2, p.82]).

Dém: Condition suffisante:
On a le systeme d’équations linéaires:

at+a+---+ap=1
Qo Syt + Qpp Sppkp = S

Qo Snik t 0+ Qhp * Snik(p+1) = 8

Ce systeme peut s’écrire:

]

rag+a;+--c+ag=1 (15)
Go Asp+ -+ app - Aspppp =0
: (16)

G0 ASppk—1+ -+ arp - Aspiip41)-1 =0 : :

La0'3n+"'+akp'sn+k})=s (17)

(15)

Le déterminant principal du systeme d’équations linéaires { (16) est le déterminant de la

matrice A%S, ; qui est non nul par hypothése. Donc on peut déterminer a, @y, ...,ax, que 'on

reporte dans (17) et 'on

Condition nécessaire:

obtient s = ™ Vn > N.

R =s Vn>N équivalent 2
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S — S Spn41 — 8 ¢ Sptkp — 8

(Asah (Asp41)1 -+ (A3n+kp)1

(Asn)p (A5n+l)p T (A3n+kp)p

(Asnsk-1)1 (ASppi)t ++0 (ASppkpsr)-1)t

(Asntk-1)p (Asnti)p - (Asnirper)-1)p
Développons le déterminant, on a alors:

267 (50 = )+ 217 (snp1 = 8) + -+ 2 (Snihp = 5) =0
D’un autre coté: \
P
Yo 2{™ = dét(A2S, ) # 0.
1=0

.rf")

= %x‘(n).

1=0

Posons alors ™

kp
S @ (sp4i—5) =0

=0
La relation (19) devient ¢ et

kp
> " =1.

\ =0

Utilisant la propriété 1 relation (3), la relation (18) peut s’écrire encore:

Sny1 — S Sny2 — S - Sn4kp+l1 — S
(Asn)1 (Aspg1)1 -+ (ASntiph
(Asn)p (A3n+l)P Tt (A3n+kp)p
: : : =0 Vn>N.
(A5n+k—l)l (A3n+k)1 te (A5n+k(p+1)-1)1
(Asn+k-1)p (Asn+k)p Tt (A5n+k(p+l)—l)p

En utilisant le méme raisonnement que précédemment, on obtient:

22
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kp
Z agn)(3n+i+1 -35)=0

1=0

{ et (21)

kp
E agn) =1.

\ =0

Ecrivons la relation (20) en remplacant n par n+1, et faisons la différence avec (21), on
obtient:

kp
Y AdM =0
=0

{ et
kp
Y A (spyis1 — 5) =0.

\ =0

Le déterminant de ce systeme d’équations homogenes n’est autre que le déterminant de la
matrice AS, . qui est supposé par hypothése non nul, et par conséquent:

Ad™M =0  i=0,1,..,kp

~

d’ou o =a; .

=
kp
L’équation aux différences Z a;(Sn+i — 8) = O peut étre résolue dans € de méme fagon que
=0
lorsque s, € €. Voir [19]. On a donc immédiatement le résultat suivant:
Théoréme 8:[2]
Supposons que dét(AS, &) # 0 et dét(A2S, ) # 0, V n. Une condition nécessaire et suffisante
pour que hi") =s Vn> N est que:

Sp =8+ zp: Ai(n)-r + zq: [Bi(n) - cos(bin) + Ci(n) - sin(bin)] €™ + Zm: Zi*bin. Vn>N

=1 i=p+1 =0

ri,w; et b; appartiennent aC et'onar; # 1pouri=1,...,pet w; # 0 pour: = p+1,...,q. A, B;
et C; sont des polynémes en n dont les coefficients appartiennent a €*. Les z; appartiennent &
C" et 6;, est le symbole de Kronecker.

Si d; désigne le degré de A, plus un pour i = 1,...,p et le plus grand des degrés de B; et de
C; pour i = p+1,...,q. On doit avoir:

4 9
m+2d,+2 2 di=kp-1

=1 i=p+1

avec la convention que m = —1 s'il n’y a aucun terme en 6;,.
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Propriété 2:

Si Papplication de la transformation hi") aux suites {s,} et {As, + b} avec A € L(C?), A
inversible et b € €'? fournit respectivement les éléments hi") et hﬁ"), alors on a:

A = AR +b

Dém: Utilisant I'identité de Magnus [7], on obtient:

As,
hfc") = 5pn — (A8, .y ASpkp—1)(A280 1) 7!
Asnyr-1
D’autre part, on peut vérifier facilement que:
A-As, A 0 As,
A- A5n+k—l 0 A A8n+k_1
A- A, s A A%p4kp A 0
s : = - A5, 4
A-A%ppper o0 A A%Sppkpi)-2 0 A
et
A 0\ (A 0
0 A 0 A?
On obtient donc:
O
Al 0 A 0 As,
= A5, 4+b—A-(Aspy .oy Aspyk1)(A25,4)7" . :
0 A™? 0 A Aspik
As,
=A- |5, — (As,, ...,Asn+k_1)(A2Sn‘k)-1 +b
A3n+k—1

= A-h{M+b.
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Propriété 3:

Soit hf:") 'élément de €” obtenu en appliquant (5) & s, Sn41y -y Snsk(p+1)- Si I'on applique
(5) & Un = Sn4k(p+1)s Un+1 = Sntk(p+1)=1) - Untk(p+1) = Sn. Alors, on obtient la méme quantité

A,

Dém: On consideére d’abord le numérateur de hﬁ") en (5). Utilisant la propriété 1 relation

(3) successivement, on obtient:

Sn

(As,,)l

(Asa),p

(A3n+k-—1 )1

(A5n+k-l)P

On inverse 'ordre des colonnes et puis I'ordre de la 2'™€ ligne a la derniere; on a:

- (__1)1+2+---+kp . (_1)1+2+'"+(kp—1)

Sntkp

(Asn-Hcp)l

(ASnikp)p

(Asn+k(p+1)—l )1

(A3n+k(p+l)—] )p

Sntk
(Asn)l

(Bs,),

(Asn+k-l )1

(Asnik-1 )P

25

(Asp). (A3n+kp)1 .
(Asu)p (ASntkp)p
(Asppk-1)1 (A3n+k(p+1)-—l)l
(Asntk-1)p (A3n+k(p+1)—1)x>
Sntk(p+1)
(A3n+kp)1
(A3n+kp)p

(A5n+k(p+l)—l )1

oo (ASnpk(pa1)-1)p

Sn+k(p+1)

ASnik(p+1)-1)p

(ASnikps1)-1h

(A3n+kp)p

(A3n+kp)l

Sn+k
T (A3n+k—l)P

Tec (A3n+k-1)1

(B50)

(Asu)s



On réordonne les vecteurs et 1’on a:

Sntk(p+1) e Sntk
(Asn+k(p+1)-—1)1 oo (DSppk-1)t

(A3n+k(P+1)-1)p (A3n+k-1)p
= (_l)kp . (_l)k[l+2+---+(p—l)] : :

(A3n+kp)l T (Asu)1

(Asntkp)p T (Asn)p

Uy “oe un+kp
-(Aun)l st —(Aun+kp)l
—(Aug), ct —(Atntip)p
= (- () =
—(Aun+k—l)l Tt —(Aun+k(p+l)—l)1
—(AUpyk-1)p - _(Aun+k(p+l)—1 )y
Uy, “ee un+kp
(Aun)y - (Bungiph
(Aug)p e (Atnikp)p
= (—1)FEFE : :
(Atnpr-1)1 -+ (Aun+k(p+l)—l)l
(Dtngr-1)p * (Aun+k(p+l)—l)p
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Pour le dénominateur de A{™ (5), on a:

1 T 1 2 2
(Asp ) .-- (Aspirph (& :sn)l (A S'H:kp-l)l
: E 2: v s 2 :
(Asn)p .o (Asn+kp)p (A :sn)p (A sn-t-kp-l)p
- ‘ A2siiii )y e (AZSprren)
(Asntk-1)1 - (ASnykp+1)-1)1 (A% :Hc Vs (A% +k_(p+l) 2)s
: : 2 cee (A2
(Asnsk-1)p -+ (ASngkp+1)-1)p (A%sn4k-1)p (A%snik(p+1)-2)p
(A23n+k(p+1)-2)p T (A25n+k—l)p (A2“n)l T (Azun+kp—l h
(A2s'n+k(p+l)—-2)l oo (A%8pgk-1h (A%u,), o (AUupgkp-1)p
= (=15 ' .
(A2Sn+kp—1)P T (A25n)p (A%Upgra)r oo (Azun+k(p+1)—2)1
(A23n+kp—l)l T (Azsn)l (Azun+k-l)p o (A2un+k(p+l)-—2)p
1 e 1
(Aun)l e (Aun+kp)1
(Auy), T (AUnyip)p
= (=1 ; :
(Atngk-1)1 ** (AUngrp+1)-1)1
(Aun+k-l )p vt (Aun+k(p+l)-l)p

27




Le résultat est obtenu immédiatement en faisant la division entre ces deux égalités.

1.5 Interprétation du calcul de la transformation hﬁ")

Nous allons donner ici une interprétation pour le calcul de la transformation hfc") qui est sim-
ilaire & celle de I’e-algorithme scalaire [15], et qui retrouve I'interprétation dans le cas vectoriel

de [2].
e On considére d’abord le systeme suivant:
Qo Sp+ + Ghp Spikp =C
: (22)
Q0 Snak t 0 F Qkp - Snpk(p+1) = C
avec a, €C, s,€(C?
on C=(C...C))Tel” e C;#0 Vi=12..,p
Dans ce systeme, remplagons la seconde ligne par sa différence avec la premiére, la troisieme
par sa différence avec la seconde ... et a partir de la deuxieme ligne, on écrit p équations

scalaires au lieu d’une équation vectorielle, et avec I’'une des équations scalaires de la premiere
ligne, on écrit p systemes scalaires en faisant varier : de 1 a p. Pour chaque i fixé, on a:

’

aO(Sn)i + -4 akp(3n+kp)i =C;
ao(Asp)1 + -+ + akp(ASpikpr =0

aO(ASn)p + 4 akP(A5n+kP)P =0

ao(Aspk-1)1 + *+* + akp(ASnik(p+1)-1)1 =0

{ ao(A3n+k_1)p +---+ akp(A5n+k(p+1)-1)p =0

Effectuons maintenant les opérations sur les colonnes comme sur les lignes, on a:
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kp
avec b= a j=0,1,..,kp.

=5

En résolvant ce systéme par la regle de Cramer, on obtient:

(Azsn)l T (A25n+kp—1)l

(A23n)p o (A23n+kp-1 )p

(A23n+k—l)1 (A25n+k(p+1)-2)1

kp As, i - (A%, . -
bo=Y a=Ci- ( +h-1)p (A%Spik(pe1)-2)p
=0 (8n)i T (5n+kp)i
(Asn ) T (Asnikp)
(Asn)p T (ASntkp)p
(A3n+k—l)1 ce (A3n+k(p+1)—1)1
(Asnyk-1)p - (A5n+k(p+l)—1)z>
Ci n .
Donc, on a: o = (h}c )),- pour =1,..,p.
> a
=0 C
On peut écrire aussi: hﬁ") = o
2w
=0
kp
On voit que dét(A%S, &) # 0 entraine Z a; # 0 et réciproquement. De plus, si I’'on remplace
=0

C = (Cy,...,Cp) par a-C ou a est une constante non nulle, alors les a; sont remplacés par

a - a; et par conséquent: hi") = demeure inchangé.

kp

Sa

=0
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kp
e Silon pose C =A™ )" ai, le systéme (22) devient:
=0

’

kp
(n
a0‘5n+"'+akp‘5n+kp=hk)Zal
=0

kp
n
Qg * Snyk +---+ Qkp * Sntk(p+l) = h£ ) z :(11
\ =0

Effectuons les mémes opérations que pour obtenir le systeme (23), pour chaque i fixé (i =
1,..,p),on a: ~

[ ao(sn = )i+ - + @hp(Snakp — BLV)i = 0
ao(ASn)l +---4 akp(Asn-H:p)l =0

aO(Asn)p + akp(A5n+kp)P =0

ao(Asnyk-1 )1+ + akp(A3n+k(p+1)-1)l =0

[ 00(ASntk-1)p + - + akp(DSnik(ps1)-1)p =0

d’ou, pour avoir une solution différente de la solution nulle

(sn =B o (Snatp — ALV
(Asn)l cte (Asn+kp)1
(Asn)p t (A3n+kp)P
. . =0
(Asn-Hc—l)l te (A3n+k(p+1)-1)1
(Asntk-1)p - (DSnirpe1)-1)p
A=
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(sﬂ)i te (sn+kp)i 1 oe 1
(Asn )1 XX (ASntkph (Asn ) e (Asniiph
(Asn)p T (ASntrp)p (Asn)p T (DSntkp)p
: : = ( hﬁn))i : : =0
(Asp4k-1)1 "+ (ASnykpe1)-1h (Asppk-1)1 =+ (ASnpkp+1)-1)1
(A3n+k—l)p T (A3n+k(p+l)—l)p (A3n+k—1)p Tt (Asn+k(p+l)—l)p
pour i1=1,..,p.
Par conséquent h{™ a Pexpression (5).
kp
e On peut également poser Z a; = 1, ce qui donne C = hi"), ou le systeme (22) est devenu:
=0

4

Qo+ +ap=1
_(hgcn))t + aO(sn)i + -+ akp(sn+kp)i =0
ao(Asp)1 4+ -+ Gkp(ASnthp)1 =0

ag(Asy)p + - + akp(A5n+kp)p =0 }
. pour 1 =1,...,p

ao(A5n+k_1)1 +- 4+ akp(A5n+k(p+l)—1)l =0

{ ao(ASn+k_1)p + -4 akp(A3n+k(p+l)—l)p =0

En résolvant ce systeme pour avoir (hﬁ"));, t=1,...,p,on obtient aussi pour hi") Pexpression

(3)-

1.6 Théoréme d’accélération de la convergence

Dans [8], Smith, Ford et Sidi ont généralisé au cas vectoriel deux approches équivalentes de
la transformation de Shanks et ont donné une formulation générale des méthodes d’accélération
qui permet d’obtenir comme cas particuliers des méthodes connues:

1 type:  MPE [9], RRE [10,11], MMPE [g]
21€ME€ type: TEA (e-algorithme topologique) [1].
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Pour ces méthodes, ils ont donné des théorémes d’accélération de la convergence.

On sait déja que la transformation hfc") généralise ces méthodes. Pour cette raison, dans

cette section, on donne un théoreme d’accélération pour hﬁ”), la démonstration du théoreme
étant calquée sur celle de [8]. Mais on va voir que la propriété est plus intéressante.

Maintenant, on considere une suite de vecteurs (s,) qui est de la forme suivante:

sn~s+ZV,-)«? quand n — oo
=1
ol S,, s, V.eC"; M)NEeC
(a) Mi#1, Vi>1
() %X Vidj
tels que (¢) Ml = Ao 2 (24)
(d) si A;={j | |A;] =|\l},alors Pensemble A;

admet un nombre fini d’éléments.

Il est évident que si p = 1 on retrouve le cas scalaire et que les transformations du 1°" type

sont incapables d’accélérer la convergence. La transformation du gieme type TEA revient a la
transformation de Shanks ainsi que hi").

Dans le cas scalaire, on a le résultat suivant:

Théoréme 9: [14]

Soit (s,,) une suite de scalaires de la forme (17) (p=1)
Sn~ S+ YA} (n — o00)
=1

Supposons que @) |Ax| > |Ak41]
b) a; # 0 Vi
Alors A" —s=A(n) M, -(14+0(1) (n— )
ou A(n) est un scalaire non nul et borné pour n suffisamment grand.

Maintenant, on considere le cas p > 2. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
AM#F0et V;#0, V 12>1.

Alors, on a
As, ~Y ZA}  (n— o)

=1
on Z;=(\-1V
comme \N#1 et Vi#0= Z;#0.

On a donc le résultat suivant:
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Théoréme 10:
Soit (s,) une suite de vecteurs de la forme (24) (p > 2)

o0
sn~s+ZV,~/\:‘ n — 0o.

i=1
Supposons que @) |Ap| > [Apta] =+ = [Akpir| > [Mkpra
b) les V; sont linéairement indépendants.
et que:
Vi Vi Vip+i
v L V(l) P P
1‘ ZP) . Z(l) Zlgp?i-l
ve V(”) ’
1. ng) . Z(P) Zgl»:
F = #0 F = : #0
vOyk-1 V(l))\k_l : _
e b b ZONT - Z,‘J)A Z,ﬁ;L,AW
(p). k-1 . p) '
V'] )‘1 Vk A Z(P /\k -1 Z(P)/\ ZIS'ZL—IAICP-H

ot VW (ZY) estla 7€Me composante du vecteur V; (Z:) j=12,...,p.

Alors AV —s = A(n)- AL (140(1))  (n— )
ou  A(n) est un vecteur non nul et borné pour n suffisamment grand.

Dém: (calquée sur celle de (8] )

. N(n)
Posons hi ) _s= ﬁ , On a:
k
1 e 1
oo
(1) n+k
ZZfI AZ ZZH Ai] P
i1=l 11—1
S .( ) o~ (.) +k
P)yn P) yntkp
Sapy, - o
ip= =
DM ~
= (1) K S (1) +h(p+1)-1
ntk-1 ‘ n+ilp+1)-
. E Zi(k_l),,+1/\i(k-l),,+, . Z Z‘(k—l)p+1)"(k-1)p+1
i(k-1)p+1=1 tk-1)p+1=1
n+k-1 R (p) \n+k(p+1)-1
Z Z’kpA‘kp T Z Z’kp A’I:p
thp=1 tkp=1
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ou Z,-(j ) est la J€™€ composante du vecteur Z;, j=1,2,...,p.

1 1
Z (1) i (1) yntk
Z X‘ Z; /\? P
1=1 11=1 ! !
(») — (.) +k
Plyn P)y\n+kp
Z:IZ /\tp U z:lzi, ’\i,
tp= tp=
DY ~
- @ k-1 = (1) k-1 +k
. Z (Z'(k 1)p+1/\'(k 1)p+])Ai(k—l)p+l . Z (Z‘(k l)p+1A'(k 1)p+l)Ai(k—:’)p+l
H(k=1)p+1=1 f(k=1)p41=1
(p) y k-1 (P)yk—1\yn+k
Z (ZDAETn E (Z.,f,f\,,,p A,
tkp=1 tkp—l

Par la propriété de multilinéarité du déterminant, on a:
(n) 0o =) o] oo k p ) - k »p
n .. J
Dy ~ Z T Z """" ' Z ) Z H H Z’(J ~1)p+l '(1—1)p+l H H t(3=1)p+i
2]:] tp= '(k‘l)P‘f]:l 'kp—l = =

(k=)p417 """ Airp)

ou V(&,&,...,&k) est le déterminant de Vandermonde.

DI~ S S Y oy (HII ZY) e f(j_,),,+,) (H A )

1= ip= t(ka1)p41 =1 thp=1 \y=1l=1 m=1
V1, A, A,p, ...... a’\i(k-l)p“v'"v)\ikp)
D’apres le lemme A1l {8, p.194], on a:
(1) o (1) e 1)
Zil o Z"P Z"(k—l)ﬂl Zikp
ip) .(p) ) (p). ip)
A - Zg',, ..... Zi(k_x),“ ... Zik,,
oo .
P~ ¥
1<i)<iz< - <ikp : : :
. (1) yk-1 (1) y k-1 (1) k-1 1)y k-1
ZONMNTY o ZOMET Zi(k_l)w ,\'.(k_l)w1 e Zi) )\”‘P
(p). k-1 (p). k-1 . (r) . k-1 k-1
Zil )‘il T Zi,, ’\ip Zi(k_1)p+1 )‘i(k-l)pu e Z'kp)“kp




(H)‘ ) u’ )‘ikp) . (25)

m=1

Par ’hypothése (24) sur les );, le terme le plus important du c6té droit (25), quand n — oo,
est la somme avec les indices 4, =1, i, =2 ,.., g = kp.

Donc

Z(l) . Z(l)

zZ¥ ... Z®

D™ ~ f f (H A") V1, A1, Az, ooy Atp)

Zfl);\llc—l . Z(I)Ak 1

Z@)\f’l . Z;(c’;',))\;’i;‘

comme Z;=(\-1)-V,, ona:

v Vi
V(P) Vk(:)
kp : .
DV ~ (H Ai — 1) (H )‘n) (1, A1, A2, ey Akp) (26)
1=1 . .
APV S R V,f;)/\’,i;l
Vl(p))‘;:—l V(P ,\k -1

ou Vim est la jéme composante du vecteur V;, 5 =1,2,..,p.
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De méme, pour le numérateur N,E"), on a:

n et n+k

Z V;OAto e Z V"oAl'o+ ?
to=1 fo=1

S~ 70y S~ (1) yntkp
Z 11 7 tt Z 11 '
t.1=1 i‘]=l

Z Z(P) /\n . z: Z(P)/\n+kp
tp=1 fp=1

N® ~

f: Z(l) Xn+k -1 . i Z(l) A'H'"(P‘H) -1

Hk—-1)p+1 Y k—1)p+1 Yk—1)p+1 " Y k=1)p+1

(k=1)p41=1 (k=1)p+1=1
(¢) — () | +h(p+1)-1
P) yn+k—1 p) yn+k(p
Z Z‘kpA'kp Z Z'kpA‘kp
trp=1 txp=1

Par la propriété de multilinéarité du déterminant, on a:

0 (=) 0 kp
ngn) ~ Z E E ...... Z E Vi, (H H ‘((IJ) ot f(Jll)p+l) (l—_-[o/\?"‘) .

io=11=1 tp= i(k_l)p“—l ikp=1 1=11=1
V(Xigy Aiyy oo A,p, ...... ,A,-(k_l)pﬂ,...,/\,-kp)
et d’apres le lemme Al (8, p.194], on a:
N
V(};,) Vfb e VZi’) ...... V"{f)-“’“ .. V’("{’)
Zlo Z,~] Z,,, ...... b —1yp41 - Z:‘k,,
= 213) ;p) 2?) (p): ;p)
~ 3 A VAL e D VA, ez
1<ip<t1 << pp . . : : .
1)y k-1 (1) yk—1 (1) y k=1 (1) k-1 (1) yk=1
Zio Aio Zil /\il Tt Z‘p /\'p ..... Z‘(k l)p+1A'(k-l)P+1 T Zikp/\fkp
(p)' k-1 (p)‘ k-1 (p) k=1 . (») k-1 (p). k-1
Zio ’\‘io Zi; ’\il le A'p Z'(k —-1)p+1 /\'(k —-1)p+1 U Zikp/\ikp
kp
. H A?m . V(A,-D,)\,-l,...,)\.'kp) . (27)
m=0
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Par I’hypothese (24) sur les );, A; est un ensemble fini; supposons que |Ajgppq| = -+ -+ =
[Akp4r| > |Akp+r41| alors, le terme le plus important du coté droit (27), quand n — oo, est
la somme avec les indices 9 =1, 431 =2 ,..., tp_1=kp, tkp=kp+l, I=1,..,r.

C’est-a-dire que:

N(n)

[ Vi Vip Vipsr ]
1 1 1
2t e Zy Zgy
e L Y

~ (]‘[ A;)Z DYV 776 VRS VRS VP | I : : . (28)

m= =1 . . .

AN 2 2t

| ZPN Zﬁf,))\i;’ Zlﬁf;l»ﬂkﬁl ]

D’apres ’hypothese, les expressions (26) et (28) ne s’annulent pas, on a donc:

Z (’\Zp+1 ’ V()‘la /\lcp, Akpq.l) F, )

hin) = l=1kp (14 0(1))
H(’\i —1)-V(1, M, Aip) - F
=1
T kp .
( kot L1 (Akprt — /\i)-F,)
— =1 = 1=1 (1 + 0(1))

[ -1)?-F
=1

= A(n) Mgy - (14 0(1))

g [(M)n H(,\k,+, — ) F}

Akp+1 et
ol A(n) = i

[ -1?2F

=1
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Si r=1

Remarque:

Pour la forme générale de s, donnée par (24), le 1° type de transformations t(") n’est

pas toujours possible puisqu’on doit avoir k£ < p. Donc, dans certains cas, ces rnethodes
d’accélération de la convergence sont restreintes.

Par contre, le geme type de transformation: TEA, il n’y a pas le probleme comme dans le

1°" type, mais elle n’est pas économique (8, p.190], puisqu’elle n’a pas assez profité de tous les
termes donnés.

Donc, la transformation hfc") peut étre considérée comme une transformation qui rassemble
les intéréts de ces deux types de transformations.

Maintenant, voyons quelques exemples numériques:

Exemple n°1:

Soit la suite {s, } définie par:

1.7 . (15 . (13 L (11 .
S”‘(Ls)'o'g +(1'6)-0.7 +(1.4)-0.5 +(1'2)-0.45 +

0.9 . (07 . (05 . (03 . {01 .
+( ; ) 0.2 +(0.8) - 0.08 +(0.6)-0.06 +<0.4)-0.o4 +(0.2)-0.02

Posons:

en = —logo(ll $n — 5 [leo)
(") —log;o(]| h(") ~ s |lee) pour la transformation A{"™
L(") —logyo(ll €52 ~ s llw) pour TEA &5

avec le vecteur y = (y1,..,%p) ¥i=t t=1,..,p
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n “ €nts ]] L§n+6) l Lgn+4) l L:(;l+2) I Lgn) “ f1(n+5) l f§"+2) l
0 [T0.058 ] 0.439 [ 0.804 [ 0.923 [ 0.987 ] 0.82 | 0.28
0.116 || 0.551 | 0.975 | 1.17 | 1.32 | 0.98 | 1.81
0.171 || 0668 | 1.15 | 1.53 | 1.87 | 1.16 | 1.82
0224 || 0778 | 1.33 | 2.02 | 262 || 1.35 | 1.88
L 0275 0912 | 154 | 257 | 3.30 | 1.56 | 2.80
0325 1.04 | 176 | 312 | 377 || 1.79 | 3.06
l 0374 || 1.17 | 2.01 | 362 | 415 || 2.05 | 3.86

0422 | 130 | 2.27 | 4.05 | 4.55 | 232 | 4.59
0470 | 1.44 | 255 | 4.44 | 499 | 2.60 | 5.30
0.517 f| 1.58 | 2.83 | 4.79 | 5.51 || 2.90 | 6.00
10 0.564 | 1.72 | 3.13 | 5.13 | 6.10 || 3.20 | 6.71
11110611 || 1.87 | 3.42 | 547 | 6.74 | 3.50 | 7.40
121 0657 || 2.02 | 3.73 | 580 | 7.41 } 3.81 | 8.11
130704 2.16 | 403 | 6.13 | 810 || 4.12 | 8.79
14 10750 || 231 | 434 | 647 | 879 | 444 | 9.51
150796 || 2.46 | 464 | 680 | 9.49 || 475 | 104
16 | 0.842 | 2.62 | 495 | 7.14 | 10.2 || 5.06 | 10.4
1710888 | 2.77 | 526 | 748 | 109 || 537 | 11.1

O 00 ~I O O > W N

On voit clairement que la colonne Lg"H) est approximativement égale a celle de 1("+5) et

f("+2)

que la colonne L,(,") est approximativement égale a celle de f;"" ', ce qui vérifie le théoréme 5

et le théoréme 5.1 [8, p.190]:  C’est-a-dire:
B =5 = An) My - (L+0(1))  (n— o0)
e —s=Nn) Ny (1+e(1))  (n— o)
d’ou, quand la dimension p = 2
B _s=ed 5. (140(1) (n— o).

Donc, on peut conclure que la transformation hi") est plus favorable que le TEA.

Dans I'exemple n°1, la suite {s,} est convergente; maintenant voyons un exemple ou {s,}
est divergente, et dans ce cas s sera ’anti-limite de la suite {s,} (C’est-a-dire s est la quantité
apparaissant dans ’équation aux différences du théoreme 7 ). Le théoréme 5 et le théoréme 5.1

[8, p.190] nous montrent que méme si la suite initiale {s,} diverge, les transformations hi") et

e t
2%k peuven CODVCI‘geI’ .

Exemple n°2:

Soit la suite {s,} définie par:
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o ) 0.7 0.6
0.45 n, (035 n, [ 025 ", (015 n ., [ 0.05 n
+( 0.5 ) 0.1 +( 0.4 )-0.08 +( 03 ) 0.06 +( 0.2 )-0.04 +( 0.1 )-0.02
n=012....

Panti-limite s = (0,0)T

Utilisons les mémes notations que pour ’exemple n°1, on obtient:

" FAGE Lgn+4) Lgn+2) Lgn) " 79 f§n+2)l
0.040 | 0.385 | 0.523 | 0.777 || 0.405 | 0.644
0.150 | 0.544 | 0.992 | 1.44 || 0.572 | 0.924
0.256 | 0.726 | 1.59 | 1.87 || 0.765 | 1.34
0.359 | 0.937 | 2.06 | 2.26 |f 0.989 | 2.57
0.460 | 1.17 245 | 277 || 1.24 | 3.64
0.559 | 1.44 281 | 3.51 1.51 4.68
0.657 | 1.71 3.17 | 444 || 1.80 | 5.71
0.754 | 2.00 3.54 | 544 || 210 | 6.71
0.852 | 2.30 391 | 6.45 || 240 | 7.90
0.949 | 260 | 429 | 7.47 || 2.71 8.16
1.05 | 2.91 467 | 849 || 3.01 8.33
1.14 | 3.21 5.05 1 9.27 || 3.32 | 9.40

LS ©muNo e w = o3

2 Généralisation de la transformation vectorielle
avec des suites auxiliaires

On sait déja que la transformation de Shanks est un cas particulier de la E-transformation
avec g;(n) = Asp,i-1 ( scalaire), et que I’e-algorithme topologique est un cas particulier du
E-algorithme vectoriel avec g;(n) = Asg4i-1 ( vecteur ). Dans cette section, on va généraliser
la transformation vectorielle avec des suites auxiliaires g;(n) ( vecteur ).

2.1 Généralisation de la transformation d’Henrici

On consideére la suite de vecteurs (s,) vérifiant la relation suivante:

Sn—S=aig(n)+ - +akgi(n) V n
ou a; €C; 34, 8, gi(n)€C? i=1,..,k (29)
avec k<p
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On peut écrire aussi:
As, = a;Ag(n) +--- - +aAg(n) VYV on (30)

On multiplie scalairement I’équation (30) par k vecteurs indépendants y;, ..., yx. On obtient:

(y1, Asn) = a1(y1, Aga(n)) + - -~ + ak(y1, Agi(n))
s (31)
(Y, Asn) = a1{yr, Agi(n)) + -+ + ak(yx, Agi(n)) .
En résolvant le systeme (31) pour obtenir les a; que ’on reporte dans (29), on obtient:
Sn o) - g(n)
(yl»A3n> (yl,Agl(n» e (yl’Agk(n))
) A n ’ A tee ’A
(yk S ) (yk gl(”’)) <yk gk(n)> — Sk(sn) (32)

(y1,801(n)) -+ (w1, Agk(n))

W AGi(R) -+ (ves Age(n))

Si la suite (s,) n’est pas exactement la forme (29), alors la valeur s obtenue en résolvant le
systeme (31) dépendra des indices n et k et on la notera S(s,).

Cette transformation peut étre mise en oeuvre par l'algorithme suivant:

Conditions initiales:

n=20,1,... et 1=1,2,..
S = sn 967 = 0iln), B = Asa, w5 = DghY = Agi(n).
Pour k=1,2,...p et n=0,1,..

(n)

n n k ﬂ -
Sl(c )= Sl(c-—)l - (i (i) 1) gl(c"l)l.k (33)
(Yk» Yoo i)
(n) (n)
n n (ykaﬁ - ) n n n (ykv'Yk-— ,i) .
ﬂl(c )= 5£-)1 - (fz) 1 l(c—)l,k; gl(c.i) = gl(c—)l,i - (n)1 g'(:l)l,k 12 k+1
(Yks Tiork) (k> Yior

(n)
n n <yka7k—l,i) n
71(:,:') = 7l(c—)l,i - ) 7l(c—)1,k
(Yk> Yoo,

Théoréme 11:
Vik<p, S™ = S(sn)

Dém: On va montrer simultanément que ,B,(cn) satisfait (32) ou la premiere ligne du numérateur

est remplacée par (As,, Agi(n),..., Agk(n)) et que ggfi) satisfait aussi (32) ou la premiére colonne

41



(n

du numérateur est remplacée par (gi(n), (y1, Agi(n)), ..., (yx, Agi(n))) et ol v, ") est défini par:

Agi(n) Agi(n) -+ ADgi(n)
(y1,89:(n)) (y1,Aq1(n)) -+ (y1,Agx(n))

o | @ As®) (Wobnm) - (3 Ag(n))

T = W, A0 - (o Ag(m) P2 EAL
o)+ {ae A
On pose:
7 = N’(S”:;’ ¢ = N'En), g = ﬁfﬂ S = M)
D D ¢ = ™ D

Utilisant I'identité de Sylvester, on a:
N3 - D = N DY = (DN - (D (i N )
Divisons par D, D{™), on obtient:

(n) _ _(n) (n) (yx, ngﬁ)l,i>

Vi = Ve=14 ~ V=1~ DI(:)
— ) (n) (yk,‘Y@Li)le
Ve-1,i = Ve-1%" D™ .

k

Comme  (ys, Ny ;) = DV

L o e nl)
on a: Vk,i 7k 1,0 = Yi-1k (n) .
(yln 7k-1,k>

Les 3 autres identités sont tout a fait similaires, en remplagant N pa,r N, ™) ou M,(c':) ou

M ,S") pour l'identité de Sylvester.

Proposition 3:

La transformation Sp(s»), ou p est la dimension des vecteurs, ne dépend pas des p vecteurs
indépendants y, ..., Yp.

Dém: Elle est tout a fait similaire a la proposition 1.
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D’apres cette proposition, on peut donc prendre pour y, ..., y,, par exemple, la base canon-
ique; la transformation Sp(s,) est donc équivalente a:

Sn g1(n) tee 9k(n)
(Asu)1 (Agi(n))r -+ (Agr(n)h

(Bs)y (Ba(n)), -+ (Age(n)),

) =TT A Ba))s

(34)

Ba(n) - (Agk(n))y

Alors, Palgorithme (33) peut se simplifier sous la forme suivante:

S(n) S(ﬂ) (ﬂk 1) (n)

N R
(n) (n) (ﬂ)ﬁn)l)k (n) (n) (n) (‘7k 1,.)1: (n) )
k=17 T m) oy Tk=1k ki T 9k-1i T Ty v Ik-1k 1> k+1

(‘Yk 1, k)k (’Yk-l,k k

(n) __ (n) (’Yl(cn)l i)k (n)
Vi = V-1, _(nT_'Vk—l,k
(Ve=1,6 )k
Remarques:

(1) Si k < p, alors les 4 termes S,(c"), ﬂ , g,(::) et v ,) dépendent des k vecteurs indépendants
Y1, .-, Yk que l’on a choisi. Dans la suite, on choisit toujours y; =e; ¢=1,...,p, la base canonique.

(2) En particulier, si gi(n)=Asp4i1 1=1,...,p, alors Sp(s,) n’est autre que la transforma-
tion d’Henrici [13].
D’apres la construction de la transformation Si(s,), on a évidemment le:

Théoréme 12:

Si sp=s+aigi(n)+------ argr(n) Vn et k<p
alors  Si(s,)=s Vn

Plus généralement, on a:

Théoréme 13:

Si l'on a formellement s, — s = a1:1(n) + azgz2(n) + -+« --
alors, Vk <p, on a formellement:

Sk('s") =S5+ ak+lg[(:k)+1 + ak+2g,(:,2+2 4 e
ﬂlgn) = ak+171£713+1 + ak+2‘>’l(:k)+2 4.
Dém: Par définition:

B = As, = a;Ag1(n) + azAgy(n) + -
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= 017(()1 + 0273 n) R

Le résultat est donc vrai pour k = 0.
Supposons la propriété vraie pour k—1 ( < p ), on a alors:

(n) _  an) Wk, BT ()
B = Bl - —(,,)‘Yk-l,k
(yk, V-1, k)

- (Y, E ain)

= Zaﬂ'(z)l,i - =t ) 71(:)1,1:
i=k (yk’ 7k-1.k)
— n (yk57l(c’:)l,i.> n

= 24 (‘71‘: )1 i~ ——7;)“—712-)1,;:
i=k (yk, ’Yk-l,k)

= Z at')'l(cng)a
t=k+1

par récurrence sur 'y,(, ,) et 7() =0.

Pour Si(s,), d’apres la condition, le résultat est vrai pour k = 0.
Supposons qu’il soit vrai pour k—1 ( < p ), on a alors:

(n)
n n (yka ﬂ ) n
Sl(c ) = Sl(c—)l - (ﬁ)l gl(c—)l,k
(yk’ Ye-1 k)
o yks Z a:'Yk l :
n 1=k n
= s+ Z aigl(c-)l,i ") gl(c )1 k
1= <yks 7k—l'k>
(¥ Tors)
= s+ Za, (gk 1, —"'(",3'—912-)1,k
(yk’ 7]:-—1 k)
= __(n)
= s + Z igk (IR
i=k+1
par récurrence sur g£ ) et g(") =0.

Propriété 4:

Vk<p, ,(cn) '7,(:,) t 2 k+1 ont leur k premiéres composantes nulles.

Comme on a pris toujours y; = e;, la base canonique, donc, d’apres la définition de

(n)

(") et 7, , il est facile de voir que:

(5,80 =0 et (y;,7)=0 Vj=1,2,...k
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C’est-a-dire:
(y_;, (")) ( (")) =0

et (YGm)=0M;=0 Vi=1,2..,k

»
Corollaire 3:
B =0 et +7P =0, i>p+l.
Dém: C’est le cas ou k = p dans la propriété précédente.
[

2.2 Généralisation de la F-transformation vectorielle

Comme dans la premiére section, on peut similairement définir la transformation suivante:

o @) o giln)
(Asn)l (Ag1(n)): e (Agk,,(n))l
By (Ba(), o (Agip(n),
(Assic)r (Agr(ntk=1))1 - (Agip(ntk—1),
oy | Bsnsir)y Aain4k=1)y - (Agy(nth-1),
Ei(onigi(n)) = Gam)r - (Bamn) (35)
Ba(), - (Agep(n))
(Bgi(n+k=1)); - (Agip(ntk—1))
(Agl(n';'k_l))p (Agkp(n'}'k_l))p

ou le dénominateur est supposé toujours différent de zéro.
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Théoréme 14:

Si s, =s4a;0:(

3
~—
+
8
x
b~
@
L
h-]
—_
=3
—
<
3

alors  Ei(sn;gi(n))=s Vn
Dém: On a:
Asp = a1Agi(n) +------ + arpAgip(n)
ASptk-1 = a1 Ag1(n+k=1)+------ + akpAgip(n+k-1) .

Chaque équation vectorielle est considerée comme p équations scalaires. Résolvant ce
systéme pour obtenir les a;, que I'on reporte dans s = s, — ajg1(n) — -+ -+ — @ppgip(n),
on obtient: s = Ei(sn;g:(n)).

D’apres la propriété 1 des déterminants généralisés de la jere section, on a évidemment la:
Propriété 5:
(a) Va;#0, :=1,2,...,kp
Ey(sn; aigi(n)) = Ex(sn;9i(n))
(b) Va1 #0, az,...,ak
Ei(sn;0101(n) + - -+ + @xpGip(n), 92(1), ooy Gip(n)) = Ei(8n; gi(n))

Si les gi(n) ne dépendent pas de s, ou si les g;(n) restent les mémes.
() Vai,..,ax
Ei(sn + a101(n) + - - + aipgip(n); gi(n)) = Ex(sn; gi(n))
(d) Va#0, et bel?
Ei(asn + b;9i(n)) = aEy(sq; 9i(n)) + b

Propriété 6:

Soit Ei(sn;gi(n)) 'élément de €7 obtenu en appliquant (35) & Sn, Snt1, .-y Sntk €t g1(R), ...,

gkp(n). Sion applique (35) & up = Sptky oy Untk = Sp €t fi(n) = gi(n+k),..., fi(n+k) = g:(n)
Vi=1,2,....,kp.

Alors, on a:  Ex(un; fi(n)) = Ex(sn; gi(n))

Dém: Pour faciliter ’écriture, on note:

1=0,1,...,k-1
1=1,2,... kp.

(Asntis (Agj(n+i)):
Aspyi = : et Agj(n+i) = :
(A5n+i)p (Agj(n+z')),,

Alors, d’apres la propriété 1 des déterminants généralisés, on a:

Ei(sn; gi(n))
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Sn gl(n)
Asn Agi(n)

Aspie-1 Agi(ntk—1)

Sntk qi(n+k)
Asn ’ Agl(n)

Asppk-1 Ag(n+k-1) ---

Sntk gi(n+k)

Asnyk-1 Agi(ntk—1) ---

Asn Agl(n)

Un

—Au,

—Aupik-1 —Afi(n+k-1) ---

gip(n)

Agoln) | bai(n)
Agkp(n'l'k—l) Agl(n+k—1)

gkp(n+k)

Agip(n) Ash:(n)

: /
Agip(n+k-1) |

p(n+k)
Agii(n+k—1) Agl(nj{'k—l) .
Agk;o(n) Agi(n)
fl(n) fkp(n)
—Afl(n)

Agi(n+k-1) ---

—Afip(n)

—Afip(ntk—1)

= Ei(uq; fi(n))

—-Afi(n)

~Af(ntk=1) -

_Afkp(n)

—Afip(ntk=1)
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Agip(n)

Agip(n+k—1)

Agp(n)

Agip(n+k-1)

Agip(n+k—1)

Agkp(")



Sn gl(n)
(Asa )1 (Agi(n)h
(A‘;n)p (Agl.(n)),,

(A3n+k-—1)l

(Ag(ntk=1))y -

Maintenant on réécrit Ey(s,;gi(n)) sous la forme de H-transformation. On a:

9ip(n)
(Agip(n)h

(Bgis(n)),

(Agip(n+k—1))y

.
.
.

(Asnik-1)p (Agr(n+k—1) + Asntik-1)p
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Eu(ssi(n) = (Asnik-l)p (8g: (n-(};-k—l))p (Agk,(njk_l)),
(Asn ) (Agi(n)): (Agrp(n)h
(Bs)y  (Ba(n), (Ages(n)),
(Asngpor) (Agr(n+k=1)) - (Agip(ntk—1));
(Dsasicr)y (Bgr(ntk=1)), - (Agip(ntk—1),
o ga(n) + s Gin(n) +
(Asp )y (Agi(n) + Asp (Agrp(n) + Asp )
(As,), (BAgr(n) + Asy), (Agin(n) + Asy),
(Asn-;-k—l)l (Agi(n+k— 1.) + ASnyr-1)t o (Agkp(n+k-—1.) + Asnyr-1)1
(Asn;k—l)p (Agl(n+k_1) + ASﬂ-Hc—])p e (Agkp(n'{"k—l.) + A'srt+k—1)p
1 1 1
(Bsn): (Bgr(n) + Asy); (Bgip(n) + Asy)s
(Bsa)p (Bgr(n) + Asy), (Bgip(n) + Asy),
(Asrir)s (Agr(ntk=1)+ Asmarct)i - (Agep(ntk—1) + Asnreo)s

v (Agkp(n-{-k—l) + A5n+k—l)p




Sous cette forme, pour n fixé, la transformation E(s,;g:(n)) peut étre calculée par le H-
algorithme:

Si Hé") = Sy, HY = gi(n) + s, 1=1,2,..,kp

fitmp(0) = (Asn4m);

f.f+mp(i) = (Agi(n+m) + Asn+m)j t=12,.,kp
m=0,1,...,. k-1
J=12,..,p

Alors  Ei(sn; gi(n)) =H£‘,’,) .
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CHAPITRE 2

Etude de la Transformation de Wimp
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0 Introduction

On considére des suites de vecteurs (s,,) de la forme suivante:

Sp—8= Za,- gi(n) ‘ (1)
=1
ou
a,~€(L’ VZZI
Sny 8, gi(n) €C? VnelN,Vi>1

tel que la famille de suites (g;(n)), vérifiant les propriétés suivantes:
(a) lim gi(n) =0 e C? uniformément sur i (> 1)

(b)  Jlim, llTl‘glﬁ'T(g)'_l” =0€C uniformément sur ¢ (> 1)

La propriété (H) veut dire que ces deux suites convergent vers zéro, uniformément sur
IN* (i € IN"), c’est-a-dire: Ve > 0, 3N (indépendants de ?) tels que:

(H)

. I gi+1(n) |
Vi e Vv ; , N.
i €N, |lgi(n) |l<e T 1 <e Vn>
Par exemple: p = 2,¢;(n) = ( )\')“'/n ) , avec A; des scalaires, A; # 1,1 = 1,2,... et |A\] >
|A2] > - - . Dans la suite, on va utiliser cette notation.

On sait que l'algorithme d’extrapolation vectorielle le plus général pour accélérer de telles
suites (s, ), est le E-algorithme vectoriel, il est étudié par A.C.MATOS [14]. Dans ce chapitre,
on va étudier la transformation de Wimp, dont la E-transformation vectorielle est un cas par-
ticulier. D’abord, on va donner un algorithme de calcul récursif pour cette transformation et
puis on étudiera ses propriétés et I'on comparera ces deux transformations quand on utilise
respectivement un vecteur auxiliaire y et une suite de vecteurs auxiliaires (¢,). Enfin, on don-
nera une seconde transformation de Wimp.

1 Transformation de Wimp

Soit (s,) une suite de vecteurs complexes. Soient (¢,), (gi(n)), des suites arbitraires, avec
¢ €C? et gi(n) €C? i=1,2,...,k. Wimp a défini la transformation suivante [15):

Sn 0 91(n) e 9x(n)
(¢m sn) 1 (¢m gl(n)) e (d)n’ gk("‘))
- (¢n+k; 3n+k) 1 (¢n+k) gl(n+k)) c (¢ﬂ+ka gk(n+k))
Ek(sn) B 1 (d)mgl(n)) e <¢ﬂ’gk(n)) (2)
1 (Garks i (n4K) o (fnsir gr(n+E))
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ou (e, o) désigne le produit scalaire.

2 Etude de la transformation de Wimp

Comme toutes les autres transformations, pour éviter le calcul des déterminants, on a un

algorithme récursif qui est le suivant:
E(") = s, n=0,1,..
go,; = gi(n) t=1,2,...etn=0,1,...
Pour k=1,2,...et n=0,1,.

¢n+1aE n+1)) <¢mEk 1

(ﬂ)

El(:n) E(ﬂ) E

(n+1))

)
st 0D — (g

o = g™ (Bnt1,Gk-1.i
ki k-1, n -
(¢N+l’g)(;_+1,1}3) <¢m ( )1 k

(¢ﬂ’gk )l l) (n)
) *

3)

1=k+1,k+2,...

Avant de donner le théoreme principal, on a besoin de quelques lemmes simples.

ai
az

Q1

Lemme 1: Soit a;; € €, on a une égalité suivante:
aiy -+ a1 0 a0 an
ap - @y 1oaey4n o an
az1 - @3-l 1 @z e as | = (1)
Qn1 °°° Qpl-1 1 Ani4r “°° Qpq

ayi-1 G141
az -1 asjl+l

Qpi-1 Qpl41

a1n
asn

ann

Dém: Elle est triviale, si ’on fait la différence entre la deuxieme ligne et la premiére, et que
I’on développe le déterminant suivant la deuxieme ligne. Remarquons que ce lemme est utilisé

ensuite dans le sens inverse.

Rappelons maintenant 1'identité de Sylvester généralisée [16]. Soit E un espace vectoriel sur
K, z;e F i=1,2,... a;€K 1,7=0,1,2,... On al'identité suivante:

zo -1:1 e xk
Qo1 ce GQk-1
200 a1 - Qok .
Qp—2,1 *** Qk-2k-1
Qk-1,0 Qk-1,1 " Qk-1k
ml e Tk
ao te Qok
Qo1 cet Aok
Gk-11 *°° Qk-1k
Qk-21 " Qk_2k
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Io
Qoo

I
Qo1

Qk-20 QAk-2;1

apo

ak-1,0

ag k-1

Qk-1,k-1

Tk-1
Qg k-1

Ak—_2,k-1



Les déterminants généralisés, éléments de E, sont développés suivant la premiére ligne. Le
déterminant:

zo xl I zk
Qo1 et Qok-1
. y ; . Q00 Qo T Qo
s’appelle le centre du déterminant ) . .

Qr-21 °°° Qk-2k-1
Qk-10 Qk-11 °*° Qk-1k

Utilisant cette identité, on a:

Corollaire 1:

zo ml ) xk zo $2 Y xk
Qg2 ccc Qok

aoo Qoy *°* Qok . . Q00 Qo2 -+ Qok

) Qk—2,2 " Qg_2k )
Qk-1,0 Qk-1,1 *°° Qk_1k Qk-20 Qk_22 -°°* Qr_2k
xl “e Tk
ao1 - " Qok Qoo Qo2 " Qok
Gyt Qok .
Q1,1 ' Qg1 k Gk_10 Qk-1,2 ' Qp-1xk
Qk_21 °°° Qk-2k

Dém: Ce corollaire est une autre forme pour exprimer ’identité de Sylvester. Sa démonstration
est obtenue en changeant simplement quelques colonnes. Pour le 1°" déterminant, on met la
seconde colonne a la derniere place.

To T T Tk o T4 cee T I
Qoo an Aok k1| @oo Q2 ' Qok ao1
: =(-1) : : .
Q1,0 QGk-11 *°° CQk-1k Ak—10 OGk-12 *°° Qg-1k Ck-1,1

Pour le 4!°™€ déterminant, on met la premiére colonne & la derniére place.

ao1 Qok Qo2 tcr Qok ao
= (-1 s

Qk-1,1 " QGk-1k Qk-12 °** Qg1 k QGk-1)

Pour le 5'®™1€ déterminant, on met la premiére colonne a la derniére place.

ml LI xk zz .. zk xl
an - Qok (1)"‘1 Q2 - Qok a0

.

Qr—21 *°° Qp-2k Qk-22 " Qg2 Ck_2)

d’ou le résultat en appliquant I'identité de Sylvester.
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Nous pouvons aussi obtenir d’autres identités similaires. Pour étre plus clair, a ’aide d’un
schéma, ces deux identités peuvent s’exprimer comme suit:

C5|.|C|

I
ol
t

clil- =3 ]| e
xxx-(gx.l ';[ ll(xxul

Bl s ey
1;““ FXRX XX ’ A RuX

Maintenant, on démontre le résultat principal.

Théoreme 1:

E™ = Ei(s,) kon=01,..

Dém: On va démontrer simultanément que g( ") satisfait (2) ou la premiere colonne du

numérateur est remplacée par (), (¢, Gi(n)), » (Suss Gi(n+F)).

On pose:
. N® i, N
BV =T et ol =10
D, Dy

D’apres l'identité Sylvester généralisée, on obtient:

NP DM, = NP, DM — (—1)% N, AP

. Grrsn) 1 (Gmar(m)) o {mghr(n))
A = : : 5 : : (4)
<¢n+ka 5n+k> 1 (¢n+kagl(n+k)> (¢n+k’gk—l(n+k))

Divisons D{™, D{") , on a:

N N, ey o NO,, AP
o = o, - o, o

11 suffit donc de démontrer que:

A v (Bns1, EXEDY — (0, EI))
— =D (1) )
Dy (Bnt1,Gk18) = (BnsGir k)
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Or, d’apres le Corollaire 1, on a:

(¢n+17gl(n+1)) tee (¢n+1,gk-1(n+l)>
A : :
(frak-1,01(n+k=1)) -+ (Sntk-1,9k-1(n+k~1))
<¢nasn> (¢nygl(n)) e <¢n, gk—l(n))
= : 5 ; - DY
<¢n+k-1, Sn+k—1) <¢n+k-—1,91(n+k—1)) e (¢n+k—1,9k-1(n+k—1)>
(bnt1s8n41)  (Dnt1,01(n+1)) -~ (Bnt1,gk-1(n+1))
-D{7, - : : : Lemme 1
(¢'n+k’ sn+k> <¢n+k1 gl(n+k)) et <¢n+k’gk-l(n+k))
<¢n7 5n> 0 (¢na g1 (n)) che (¢m Gk-1 (TL))
- <¢m 3n> 1 (¢mg.l (n)) Tt (¢mgk'—l(n)> . Dl(cyl-;])
(GnsbctSnthct) 1 (Supicns a(n+k=1)) - (dnyns, goca(ntk—1))
(¢n+l7 Sn+1) 0 <¢n+1agl(n+1)) ot (¢n+17gk—l(n+1)>
D (Dnt1y8n41) 1 (dn+1,91(n+1)) -+ (én41,gk-1(n+1))
—LUg1” : : : .
<¢n+kasn+k> 1 (¢n+k,g1(n+k)> (¢n+k’gk—l(n+k)>
= ($n, N2 - DY = D) - (B, NTHY)
= (¢n, E2) - DIy - DY = DI - DY - (f4a, ECYY) (5)
Utilisant I'identité de Sylvester, on a:
(Pn41,91(n+1)) e (Bn41,gk-1(n+1))
D" : :
(Gntk-1,91(n+k=1)) -+ (Pnyr-1,gk-1(n+k—-1))
(ns1,91(n+1)) -+ (Dns1,9k(n+1))
(Draks 1(ntk)) - (Dnir, gi(n+k))
($ns91(n)) {Pn, gr(n))
- : : D" Lemme 1
(brik-1,91(n+k=1)) -+ (Bnyk-1,95(n+k—1))
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(bnt1,95(n+1)) (1) ($r+1,91(n+1)) -+ (Bn41,Gk-1(n+1))

- (—l)k-l D(.,:)l . <¢n+lag{=(n+l)) ' (¢n+lag‘l(n+1)) e <¢n+1,gktl(n+1)>
<¢n+k,g;c(n+k)) 1 <¢n+kagl(n+k)) et (¢n+kagk.—1(n+k))
(¢m gk(”)) 0 (¢'m gl(n)) e <¢m gk—l(n)>
_ (¢mgk(n)> 1 <¢m gl(n)) T (¢mgk-1(n)) D(n+1)
(Gnstets Ge(nHE=D)) 1 (Bupkcr, 0a(ntE=1)) - {Gnyicr, Goa(nth—1)

=(—1)k_1'{Dl(cn) <¢n+1’ ’Sn-;-lk)> (¢mN(2)1k) D(n+l)
D* - {(¢n, i) - DIy - DAY = DYDY (g, gD . (6)

Divisant (5) par (6), on obtient:

AY e e BED) — (9 B2
DY (Snt1, Ghmik) = (s 91 4)

La démonstration est tout a fait similaire pour la regle auxhalre la seule chose différente est
que dans le processus dela demonstratlon on remplace les N e ) les sy, et les E'k respectivement

par les N,” , les gi(n) et les g ’,.

Si dnyi =y, t=0,1,...,k algorithme précédent (3) devient E-algorithme vectoriel. On
peut donc considérer le E-algorithme vectoriel comme un cas particulier de Wimp.

Si I'on multiplie scalairement tous les deux cotés de I'algorithme (3) par un vecteur ¢,, on
obtient:

($nsr, ECTDY — (0, )
(¢n+l,gl(cnﬁl.llz) <¢mg(ﬂ) 1,k

(¢n+l’gl(:n+l-lz)) (¢mgkn)1 t)
n+1 n
(Bni1, Ghms ) = (G 9521 k)

(¢ny, ETY) —

(6, E)

; <¢m gl(c’:-)l,k

( ﬂ7gl(c'i)1,k)

<¢mgk,;> = (¢mgl(cn—)l.:'>_

Notons

<¢mE(")> h(") eqC
= (bu0id)  fPE€C Vi>k
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On obtient:
h(ﬂ+1) h(")

(n) (") (n)
k=1 — Jk-1k
0 _ o _ B0 = S0 )
ki =i Ty e = kEHLES2, (7)

k-1k = Jk-1k

Ce n’est autre que le E-algorithme scalaire avec les initialisations:
A = (¢, EYY n=0,1,...
g;) = fi(n) = (6, 057) = (¢nrgi(n)) i=1,2,... et n=0,1,..
En d’autres termes, on peut réécrire la

Proposition 1:

Vk >0 = ($n,g") Vi k41, VnelN

ou ( ) est définis par (7) avec les initialisations:

= (¢nagi(n)> Vi 21
Dém: (par récurrence)

Soit & = 0, alors par définition on a fé;‘-) = (¢n,g:(n)) = (¢n,g ")) foralli > 1. Supposons
la propriété vraie jusqu’a 'ordre k—1, alors:

(n+1) _ £(n)
() — 152)1,.‘ - '(:_:1') fn')l" ,Sﬁ)lyk = par hypothese de récurrence
k~1k 7 Jk-1k
<¢n+lagl(cn-{;lt ) ((bnsgl(cn)l x)
= <¢nagk 1:) (n+1) (,,) (¢mgk )1 k)
(¢n+1 G- lk) ( ns Gk~ lk)
n+1
(n) (¢n+lagl(c t)) (¢n’g z) (n)
= {Pn,Gro1i— (n+1) (n)
(¢n+lagk 11:) (¢m9k 1k>
= ($n9i?)

Comme C.BREZINSKI a fait pour la E-transformation scalaire [26], en utilisant la propriété
1 des déterminants généralisés du Chapitre 1, on a immédiatement les résultats suivants:
Pour indiquer que Fi(s,) depend aussi des (¢,) et des (g;(n)), on le notera:

Ep (80 8n3 91(n), - 91(n)) = Ex(sn)
Propriété 1:

(@) Va;,#0 :=1,2,...,k
Ej (555 ¢n; a191(n), -y akgk(n)) = Ek (8n; ¢n; 91(n), -, k()
(b) Va, #0, as,...,a, €C

Ek (Sn; ¢n; algl(n) + akgk(n), -"agZ(n)’ vy gk(n)) = Ek (Sn; ¢n;gl (TL), ceey gk(n))
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Propriété 2:

Si a#0
E (8n;a¢n;01(n), ..., gk(n)) = Ej (8n; #n; g1(n), ..., gx(n))

Si I'on suppose que les g;(n) ne dépendent pas de s,,, ou la transformation de Wimp utilise
toujours les mémes g;(n), on a:
Propriété 3:
(a) Si a#0, et be?

Ex (a5 + 5 bns g1(n), ey g6(1)) = @+ Ex (515 b g1(1), ey g1(1))
(5) V a,a3,..,ax €T

Ey (8n + @191(n) + ... + akgr(n); #n; 91(n), .., (7)) = Ek (8n; 8n; 91(n), -, gx(n))

3 Propriétés d’accélération de la transformation de Wimp

Dans sa these, A.C.MATOS [14] a étudié les propriétés d’accélération du E-algorithme
vectoriel. Dans cette section, on va voir que ces propriétés sont encore valables pour la méthode
de Wimp, méme si ’on remplace le vecteur auxiliaire y par une suite de vecteurs (¢, ). On
utilisera les mémes notations, mais on suivra une autre idée pour démontrer les propriétés
d’accéleration de la convergence. On utilise aussi ses résultats sans presque rien changer. Dans
la section suivante, on va s’intéresser a la différence entre ces deux transformations qui provient
de leurs vecteurs auxiliaires y et (#,) respectivement.

Notre idée est la suivante: Supposons que les suites (g;(n)), sous la forme (1) vérifient
certaines conditions, on peut déduire qu’elles vérifent aussi les propriétés (H). De plus, on
peut aussi démontrer que:

Ey(sn) — s = ak 91(:13“ + k42 gl(c?k)-l»'.’ +-0 VE20
avec
(a) lim g,(&) =0ed” uniformément sur ¢ (> k+1)
(H') (b) lim -I-%l—ggi—"')ll—l =0€(€ uniformément sur: (> k+1)
ki

Finalement, on obtient des théoremes d’accélération.
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8.1 Composantes de (g;(n)), i > 1 a convergence linéaire

Considérons une famille de suite (g;(n)). ¢ € IN" vérifiant les propriétés suivantes:

[ (1) Vie IV soit gi(n) = (gi(n),...,g7(n)) €C*
(I'indice supérieur indiquant la composante)
(2) Pour: € V', soit j; € {1,2,...,p} tel que: .
Vi€ {1,2,...,p}, BC;J' >0, dIng € IN VYn 2> n, '%’ < C,'_,'
i (n
( ce qui implique:3A;, B; > 0,3n, € IV, )

(A) Vn > no Ailgf'(n)| < llg:i(n)ll < Bi lg?* (n)].
On a alors:
(a) nl—ooo ggn(:)l) = b;, |b| <1

Jt+1
(b) lim g,-'(n) =0, lim g'il—(——)—)- =0 uniformément sur ¢ (> 1)
n—oo 11— 00 g'
() Vi#i b#b,

On choisit la suite de vecteurs (¢,) tel que:

[ hrn <¢n»gt(n)>

= O, # 0 Vi € N
nme gl'(n)
et 'on pose  fi(n) = (¢n,9i(n EW gin) ie N, ne N
_1—1
(ol ¢’ dénote le j** composante de @,,).
(B)
Alors on obtient automatiquement:
Ji
(a) fm £ g—(-’?+—1) =b Vie I\

n—oo f'(( ) n—co gl ( )
faln) g
et fi(n) = 7 (n) 0

(b)

uniformément sur 7 (> 1).

Propriété 4: Si les suites (gi(n)), ¢ € IN" sous la forme (1) vérifient les propriétés (A)
elles vérifient aussi les propriété (H).

)

Dém:: D’aprés la condition (b) de (A) et la definition de g’ (n), on obtient facilement que:
lim gi(n) =@ € €7 uniformément sur i (> 1) qui est une condition nécessaire pour la suite

(sn) converge vers s.

D’autre part, on a:

. J|+l
lg:r ()] < Biss gy ()] neg 0 uniformément sur i.
llg:(n)| Ai lgl (n)]
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Proposition 2:

(n)
Vk>0, Vi>k, lim

nee gf‘(

ou ( ) est défini par (7).

= Qg ;é 0

Dém: La démonstration est tout a fait la méme que [14, p.248], méme si I'on définit f; ()
différement.

Proposition 3:

Vk >0, Vi>k
(n+1) i
- ji(n+1
(a) lim iz;l-)— = lim %ﬂ = b
n—0oo n—oo g ( )
Ji41
(b) lim fk(’:)l = li g,+1((r;) =0 uniformément sur .
1 — 00 k n—o0 gt

Dém: (par récurrence)
Soit k = 0, d’apres la propriété (B), on a:
("+1) Ji
: 1
lim = lim %24

n—oo (") n—00 gf-(n)

= b

et

J|+]
im f0:+1 — lim .‘].+1( ) -0

uniformément sur ¢
N~ 0O (") n— oo J ( )
0., gz

Supposons que la propriété soit vraie jusqu’a k — 1, montrons qu’elle est encore vraie pour

k.
o
-1, _
o,
comime ,ﬁ’:’ = ,ﬁ’j’l',.- 1- ——(—n—:ll—')——— Vi> k+1.
k=lk _ 4
(n)
k=1,k

(n) D b
On a: lim 7—:1—:’ 11 bk 1760 because by # b; Vi > k+1
nee k-1, k— k=
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Alors:

m = .
n—oo g£(n) =t 00 (n¥1) () (n)
k. k-1, k-1, ks

(n+1) FoD g g
li k,i — li k— 11 k-l,!

_ob=b A be-d

b —1 nmo ;00 B b,
g’ (n+1)

= = b; (par hypothése de récurrence).

g
De méme:
£ (n) (n) (n)
. k |+1 _ . k41 k—1,4+1 k—1,
lim = 1 . .
n—co (ﬂ) n—00 f(ﬂ) (n) . ("_)
ki 1,141 k-1, k.t

- bk - b.'+1 . Km flgz)l,i+l . bk -1
=1 oo g0) b~ b

_ b g ()
b —b; = gl(n)

uniformément sur ¢

Proposition 4:

Vk >0, Vi > k+1, les suites (g,(:i))n définies par (3) vérifient:
gi.,i(")
gi'(n)

(a) V] € {1,2,...,p}, BC;jk > 0, En;jk € W; Vn Z Nijk < Cijk

(ou gi,(n) dénote le j** composante de g( ))

(b) JAi, By >0, Ing €IV, Yn > ng Ay - lg¥(n)] < Hg(n)” < By - |g¥ (n)]-

Dém: Dans la démonstration de la page 249 de [14], on remplace le vecteur y par une suite
de vecteurs (¢,,), et la démonstration n’a rien changer.

Proposition 5:

Si les suites (gi(n)). ¢ > 1 sous la forme (1) vérifient les propriétés (A) et si la suite (¢y)
vérifie la propriété (B).  Alors, on a: '

VE>0, Vi>k+l
(n)

(n)
nbo ” 9k ” = ”gk—l,k

uniformément sur ;.

Dém: (1) D’apres la Propriété 4, pour k = 0, on a:

lim gi(n) =@ uniformément sur i (> 1).

n—0o0
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Supposons les propriétés vraies jusqu’a l'ordre k—1. Alors pour ’ordre k, on a:

+1 n
g(n) _ g(n) _ (¢n+l,gl(:1,i)) - (¢m91(¢-)1,;) g(n)
ki T k-1 iy n © k-1
(1,575 0) = (82 917h 0)
(n41) _ o(n) |
_ (n) k-1, k-1, (n)
= Gk15 (n+1) m Gk-1,k
k-1 — Jk—1,k
(n+1)
k=14
) ()
(n) k-1, k-1, (n)
9k-14 ~ Zmg) " my k-1
k-1k g Jk-1k
(n)
k-1,k
Or, d’apres la Proposition 3, on a:
(n+1)
nli_'r{.lo_f(.;;—"-=b,~;£1 Vi> k
k=1,
et
(n) ) )
Jim '(“;)1” = lim (n)_l" k_(;;kﬂ =0 uniformément sur : (> k+1).
k=1k k=1,i-1 k=1k

Par hypothese de récurrence, on conclut que: nhr{.lo g,(:,-) = @ € C? uniformément sur 1.

(2) C’est une conséquence (b) de la Proposition 4. En effet:

(n) i P IS
”gk(t:)l“ < Bisr Ig;-:“ (n)] "Z%0 uniformément sur .
llgx.: I Ak - gl (n)]

(3) Comme dans le cas (2), on a:

(”_) B: .- ],
g | < ik - 197 (n)] jpamd-y uniformément sur 3.
g, ol = Akier - gt (n)]

D’ou le résultat suivant:

Théoréme 2:
Si les suites (g;(n)), sous la forme (1) vérifient les propriétés (A), on a la Propriété 4. De

plus, si la suite (¢,) vérifie la propriété (B), on a:
Ex(sn) — s = k41 'gl(:lz-n + k42 gi',lk)+2 +--- VE20
avec les suites (g;(:k),q)n vérifient la propriété (H').
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Dém: D’aprés la Proposition 5, il suffit de démontrer que :

Ei(sn) — s = arn gl(c',llgﬂ + Qky2 gl(:k)-n +--

En effet, il est vrai pour k = 0. Suppose que il est vrai pour k—1, alors:

E(n) _ E(n) (¢n+1aEl(¢T'1.l)) _(¢mE](;7l)1> (n)
k= Lk (nt1) ™) ) k-1,

(¢'n+l’ gk-l,k) - (¢m Jk-1,k

Eai : ((¢n+l’gl(c'r’£,li)) = (¢n, 91(:-‘-)1,.'))

(n) >k
= 3+Zai'9k—1,.‘" y 'n,
i>k (¢n+1,9£_§,113> - (¢mg§c—)l,k)

n <¢n+l,gl(:i+1-li)) - (¢mgl(:t)1 i) (n)
= s+ Ea,- . (g,(:_)l,,- - - . - — k1 k
i>k <¢n+1,91(c_t,112) - (¢n,91(¢-)1,k)

: gl(:l)l,k

= s+ Z a.'-g,(c’;)
i>k+1

par la relation récurrence de g,(c’;) et g,(c"k) =0 Vn.

Lemme 2:
Soient a; €@, ™ €@, i=1,2,.. tels que:

. i W
IM, Vi, la;| < M, etJLr{}obf )=0, lim =

= 0 uniformément sur ¢ (> 1).
=00 bfn)

Alors, on a:
lim 3" a6 = 0.
=1

Dém:: Par ’hypothése, on a: V 0<r<1 fixé, Ing (indépendant de 7), tel que:

(n)
Vi>1, b’(:; <r Vn2n,.
D’autre part
n l-r)-¢
Ve>0, In;, Vn>n,, |b§ )I < -(—-—A—l—)—

On pose N = max{ng,n}.
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Alors, Ve >0, 3JN (dépend seulement €), tel que pour tout n > N, on a:

o (n)
Y lai 6| < |Za 5 < M- 6 1+Z b
i=1 t - =1 ‘ (n)
M| | (n)
= M- (1+ =5+ (5] 1 +)
b b |18

< M- M- 4r+ri4-)

1
= M- M. — <
|1I1___r_5

d’ou le résultat.

Théoréme 3:
Si sp —s = Y_a; gi(n) tels que les suites (g;(n)). vérifient les propriétés (A) et si la suite
i>1
(¢) vérifie la propriété (B), alors Vk > 1
1B ~sll _

m =
B, - sl

Dém:: Vk > 1, d’apres le Théoreme 2, on a:

EM — 5= ary gl(:k)+1 + Gry2 g§¢7k)+2 teo

ou les suites (gfcnk) +i)n Vérifient les propriétés (1) (2) (3) de la Proposition 5.
Alors:

Z I I “ i |ak ‘ ”gk k+1||
n ak+t gk k 1 +i n
B — | + = g™, 4l
1B, — o) R A =
- n n
k-1 lak| - “gk 1,k | — || Zak+; ‘gk—l,k+i” || Eak«H : gk—l,k+i”
=1 Iakl - =1
“gl(c’l)l,k”

D’apres la proposition 5 et le Lemme 2, on a:
(n)

”gk kil s

E | k+t : (n)+ 72_0}0 0

i=1 “9}: 1, k”
- (n)

n
Il Z Ckti gk—l,k+i” 0o (n)
=1 “gk 1 k+t” N0 0
) <D lasil- O T
Ngk=1 i=1 lgxs il
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Donc, on a:
IE = sl nmog
IEX, - s

Un cas particulier est:
Corollaire 2:
Si s, —s =a; g1(n)+ -+ ai gi(n) tels que les suites (g;(n)), vérifient les propriétés (A)
et si la suite (¢,) vérifie la propriété (B), alors Vi < k—1
E(")
i LED =l _
"= | ED) - o]

Maintenant, donnons quelques exemples numériques.

== (1) % (alion )

pr =09, p,=04, ps=01, py=008, ps=0.06

Exemple n°1:

Posons: e, = —logyo(]lsn — sllw) et fi¥ = —logyo(lELY = s||eo)
én = (1,1)7 | ¢, = (240.8")(1, )T
n || enss 0 )
0 || —0.080 —1.40 -1.19
1 || 0.064 -0.39 —0.22
2 | 0.150 0.65 0.80
3 | 0.214 1.69 1.82
4 || 0.268 2.74 2.85
5 { 0.317 3.77 3.87
6 || 0.365 4.81 4.88
7 | 0.411 5.83 5.90
8 (| 0.457 6.85 6.91
9 || 0.503 7.87 7.91
10 || 0.549 8.88 8.92
11 || 0.595 9.89 9.92
12 || 0.641 10.9 10.9
13| 0.686 11.9 11.9
14 || 0.732 12.9 12.9
15| 0.778 13.9 13.9
16 || 0.824 14.9 14.8
17 | 0.869 15.6 15.4
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On voit facilement que pour les suites auxiliaires ¢, = (1,1)7 et ¢, = (2+0.87)(1,1)7, les
résultats d’accélération sont presque les mémes. Dans la suite, on donnera donc seulement les
résultats avec la suite (¢,,) dependant de n.

= (1) + 2 WA

1= 08, P2 = 04, p3 = 02, P4 = 009, Ps = 0.06

Exemple n°2:

&= (1405 (1,007

n J| Ent1 1(n)

0 { 0.194 —0.459

1 | 0.291 0.410

2 1 0.388 1.33

3 { 0.485 2.28

4 ] 0.581 3.25

5 || 0.678 4.23

6 §§ 0.775 5.21

7 |l 0.872 6.21

8 || 0.969 7.21

9 1.07 8.21

10 1.16 9.22

11| 1.26 10.2

12 ] 1.36 11.2

13 || 1.45 12.3

14| 1.55 13.3

15| 1.65 14.3

16 || 1.74 15.3

171 1.84 16.3

Exemple n3:
> (n+1)"*0.5"

= (1) 45 (e )
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—_ 1 T
b= (34— ) LD
N | €ntdq in)
0 1.71 4.62
1§ 2.13 5.76
2 | 2.52 6.73
3 i 2.89 7.60
4 || 3.26 8.39
5 | 3.62 9.13
6 || 3.97 9.82
7 1| 4.32 10.5
8 || 4.66 11.1
9 | 5.00 11.7
10 || 5.33 12.3
11 | 5.66 12.8
12 | 5.99 13.4
13 | 6.32 13.9
14 || 6.65 14.4
15 || 6.98 14.9
16 I 7.30 15.4

3.2 Composantes de (g;(n)), ¢ > 1 & convergence logarithmique

Maintenant, on va étudier une famille de suites (g;(n)),, gi(n) € €7 qui vérifient les pro-
priétés suivantes:

[ (1) Yie IV gi(n)€eC” Vne N
(2) Vie IV, soitj; € {1,2,...,p} tel que:

Vi €{1,2,...,p}, 3Ci; >0, 3ng € IN; ¥n > n,

On suppose que:

gi'(n+l) _ , ()~ & . '
) (H1) ;.‘](Tsn—) =14 Ui(n) Uin) ~ (n—o0) a;#0 Vi€ IV
i\n) .
(H2) Uk(n) = aik(l + ﬂlk(n)) c
avec o #1, Bu(n)~ og(m) (n—o0) Vi>k, Vke N
(H3) lim ¢g¥*(n) =0 et lim g_.’_;;‘_(g_) =0 uniformément sur ¢ (> 1).
| (59 Jm g )
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On choisit la suite de vecteurs (¢,), é. € T® telle que:

[ i (¢n,gi(n)> = a: . (n) ~ K" n—
Vie IV, T i (14 Bi(n))  Bi(n) og(n) (n—o00) (8)
(D) avec a; # 0.
On pose fi(n) = (¢n,9i(n)) i€ IN', n€ N (9)

Les suites (g,(,t',-)),,, ( f,Ef?),. k € IN*, i >k sont définies par (3) et (7), et la Proposition 1 est
toujours vraie. Pour que les Propositions 2 and 4 soient encore vraies dans le cas de suites
(g:(n))n ¢ 2 1 vérifiant les propriétés (C), il suffit de démontrer que:

(n+1)
k-1, -1

(n)
: . k=1, .
Vk > 1, Vi>k 'EILI{.IOW=A,‘]¢ ﬁnl, Aik#l
k-1,k 1

P

Bien que l'on ait défini fi(n) = (@,,9:(n)) au lieu de f;(n) = (y,g;(n)) in [2], on a quand
meéme le résultat suivant:

Proposition 6:[14]

Soit (gi(n)), t€ IN" une famille de suites vérifiant (C) et (fi(n)), t€ IN" est défini par (9)
avec la propriété (8) satisfaite.

Alors, on obtient:

V>0 Vi>k
{n+1) K
157? —1=Ui(n) 1+ Vik(n)) Vis ~ I—OE(;J (n—00).
Dém: Regarder la page 259 de [14].
.
On obtient donc:
(n+1)
B=li g
(n)
14 . Ui(n) )
. k-1,1 _ t = o
Jim (1) = lim Us(n) ar#l Vi>k. (10)
FOREE
k-1,k

La Proposition 3 n’est plus valable, mais on a quand méme la:

Proposition 7:

(n)
Vk >0, Vi>k, nh_{g) % = 0 uniformément sur z.
ki
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o
-
=

D’apres la Proposition 2, on a:

ho Toe _ (é::lq gk (n) g’(n))

n—o0 ,(:':) n—oo :’11 g-" (n) ’(‘3)
9’ gisi(n) 1

R gF(n) ang

= 0 uniformément sur :.

]
R
»
;.
ol

puisque aj; # 0 qui est défini dans la Proposition 2.

D’aprés la Proposition 7 et (10), la Proposition 5 est encore vraie dans le cas ot les suites
(gi(n))» 1 € IN" satisfont les propriétés (C). Comme la démonstration du Théoréme 3 est basée
sur la Proposition 5, on a immédiatement le résultat suivant:

Théoréme 4:
Si s, —s = )_a; gi(n) ol les suites (g;(n)). vérifient les propriétés (C) et si la suite (¢,)
i>1
vérifie la propriété (D), alors, Vk>1

IES — sl _

im
= B - sl

Corollaire 3:

Sisp—s=a; g1(n)+ -+ ax ge(n) ou les suites (gi(n)), vérifient les propriétés (C) et si
la suite (¢,,) vérifie la propriété (D), alors, Vi < k—1

IE™ - s
n—»m (n) =
= |EZ) - s

Donnons quelques exemples numeériques.

D Fansy

En utilisant les suites auxiliaires ¢, = (1,1)7 et ¢, = (1+0.7*)(1,1)7, on obtient:

Exemple n%:
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én = (1, 1) | ¢, = (140.77)(1, 1)
n_ || ents . i
0 { 0.506 0.283 0.294
2 [ 0.711 2.44 2.47
4 || 0.852 3.49 3.49
6 | 0.959 4.19 4.19
8 || 1.04 4.72 4.72
10 § 1.12 5.06 5.08
12 |f 1.18 5.33 5.35
14 | 1.23 5.58 5.60
16 || 1.28 5.80 5.81
18 || 1.32 6.01 6.01
20 || 1.36 6.20 6.20
22| 1.40 6.37 6.37
24 | 1.43 6.53 6.53
26 || 1.46 6.68 6.68
28 || 1.49 6.82 6.82
30 || 1.52 6.95 6.95
32 || 1.54 7.08 7.07
34 || 1.57 7.19 7.19
36 || 1.59 7.30 7.30

On voit que pour les suites auxiliaires ¢, =
d’accélération sont presque les mémes. Dans la suite, on donnera donc seulement les résultats

avec la suite (¢, ) dependant de n.

Exemple n°5:

On obtient:

(1,1)7 et ¢, = (140.7%)(1,1)7, les résultats

=] )+z( A )
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Exemple n°6:

On obtient:

1 Y i
= (”2<n+1)2’°)
n || €nyd }ﬂ
0 J 0.664 0.0001
2 1 0.827 3.34
4 § 0.943 4.90
6 1.03 5.92
8 1.11 6.68
10 1.17 7.29
12§ 1.23 7.80
14 || 1.28 8.24
16 | 1.32 8.62
18 1.36 8.95
20 || 1.40 9.26
22 || 1.43 9.53
24 || 1.46 9.79
26 | 1.49 10.0
28| 1.52 10.2
30 1.54 10.4
321 1.57 10.6
34 | 1.59 10.8
36 | 1.61 11.0

w= (1)
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Exemple n°7:

On obtient:

— 1 T
bn = (2+(n+l)) (1,1)
N || €nt4 gn)
10 || 1.22 3.72
14 11 1.40 4.21
18 || 1.53 4.57
22 | 1.64 4.84
26 || 1.73 5.06
30 i 1.81 5.25
34 | 1.88 5.40
38 || 1.94 5.54
42 || 2.00 5.66
46 || 2.05 5.77
30 || 2.10 5.87
54 || 2.14 5.96
58 || 2.18 6.05
62 || 2.22 6.12
66 | 2.25 6.19
70 || 2.28 6.26
74 || 2.31 6.32
\ =(1 )+§sz' (n+1)-“
n 1 S\ (ny1)"
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¢, = (4+0.6",0)T
N | €ntq 4(’1)
10 {[ 0.92 3.34
14 || 1.05 3.69
18 {| 1.16 3.96
22 || 1.25 4.19
26 'I 1.32 4.39
30 || 1.38 4.55
34 | 1.44 4.70
38 || 1.49 4.84
42 || 1.54 4.96
46 || 1.58 5.07
50 || 1.61 5.17
54 | 1.65 5.27
58 || 1.68 5.36
62 || 1.71 5.44
66 || 1.74 5.52
70 || 1.77 5.59
74 || 1.79 5.66

4 Choix particuliers de la suite de vecteurs (¢,)

Dans les théorémes précédents, la suite (¢,) de I’algorithme (3) doit satisfaire certaines
propriétés. En effet on doit avoir:

<¢nagi(n)>

1) L =a;,#0 Vie IN' siles (gi(n))n ¢ € IN" satisfont (A)
ou bien
{$n: 0:(n)) =7 (n)) 7 et Bi(n) ~ K n—oo) Vi € IV
2) g{'(n) Y1+ Bi(n)) v #0 et Bi(n) log(n) ( ) Vi e

si les (g;(n)), ¢t € IN" satisfont (C)

73



Comme dans le E-algorithme vectoriel

a) Supposons que: . _
al) Vi€ IN" Vj #ji gl(n)=o(gl'(n) (n—o0)
avec les(gi(n))n i € IV" vérifiant (A)

. . s g{(n) K,'j
a2) Yie IN' Vj # j; P gl (n
avec les(gi(n)), ¢ € IN" vérifiant (C) .
Alors, il est facile de montrer que I'on peut choisir:
én =a,-(1,...,1)T ou Va, #0 etnli_g.laaﬂ =u##0
b) Supposons que:
dko € {1,...,p} Vie IN', ji=ko
Dans ce cas, on peut choisir:
én = anex, ou Va, #0 etJLr&an =ag#0

e;j:  J'M€ vceteur de la base canonique.

—00)

Les exemples numériques, dans le cas linéaire ainsi que dans le cas logarithmique, sont
donnés dans la section précédente.

5 Traitement du probleme des singularités

On sait que le E-algorithme vectoriel est un cas particulerr de 1’algorithme (3) pour la
transformation de Wimp, avec ¢, = y, Vn. Ils peuvent étre utilisés, tous les deux, pour accélérer
la convergence de suites vectorielles et, dans ce cas, il n'y a pas de tres grande différence.
Mais quand ils traitent certaines suites qui peuvent provoquer des problemes de singularité ou
d’instabilité numérique, il y a une différence.

Nous remarquons que, dans le E-algorithme vectoriel, si les deux termes g,(fjlk) et gf:l)lyk sont
tres proches ou égaux, avec le vecteur auxiliaire y, il peut arriver des problemes d’instabilité
numérique ou de singularité. Par contre, pour l’algorithme (3), on peut choisir la suite (¢,)

pour que le terme (¢n+1,g,(c'i‘l,3) - (qbn,gii)l‘k) ne soit pas tres petit ou nul. Un exemple facile

est de prendre ¢, = (—=1)*(1,1)7 au lieu de y = (1,1)7. Si g,(cn_)l_k = ,(c’:'l,z, par exemple, alors
n+1 n n+1)
(¢ﬂ+l?gl(c—l,k)> - <¢ﬂ’gl(c—-)l.k> =2 (¢"+1’g£—1.k>‘
Voyons des exemples numériques:

Exemple n°8:
5 n
- P
n — 1 n
° ; ( pi/5 )
0.9

=4 0999 |, pp=04, p3=01, py=0.03, ps=0.06
0.999999

¢ = (1,1)T
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pr=0.9 p1 = 0.999 p1 = 0.999999
n | €n+1 1(n) €n+1 1(") €n+1 1(n)
0 [-0.08[-1.06 —0.14 [ -3.12[ -1.4.10-T ] —6.12
1 |-0.06]|-034]{ —0.05 | —2.14 || —5.5.10~2 | —5.14
21 015 | 0.16 || —0.02 | -1.92 || —2.2.10"% | —4.92
31021 | 059 || —0.007 { —1.49 || —8.8.103 | —4.49
4 | 027 | 099 || —0.001 [ —1.09 || —3.5.10-3 | —4.09
51032 | 1.39 || 0.002 [ —0.69 || —1.4.10~3 | -3.69
6 | 037 | 1.79 || 0.003 | —0.29 || —5.7.10~* | —3.29
7] 041 | 218 |} 0.0037 | 0.11 || -2.2.10~* | -2.90
8 | 046 | 2.58 || 0.0043 | 0.50 || —8.7.10~5 | —2.50
9| 050 | 298 || 0.0047 | 0.90 || -3.2.10~% | —2.10
10| 0.55 | 3.38 | 0.0052 { 1.30 || —9.4.10~¢ | —1.70
11| 0.60 | 3.78 || 0.0056 | 1.70 || —1.8.107 | —1.30
12| 0.64 | 4.17 | 0.0061 | 2.09 || 3.8.10~¢ | —0.91
13| 069 | 4.57 || 0.0065 | 2.49 || 5.6.10°¢ | —0.51
14| 0.73 | 497 |{ 0.0070 | 2.89 || 6.6.10-¢ | —0.11
15} 0.78 | 5.37 | 0.0074 | 3.29 || 7.2.10% | 0.29
16 | 0.82 | 5.76 || 0.0078 | 3.69 || 7.8.10~¢ | 0.69
17| 087 | 6.16 || 0.0083 | 4.08 |l 8.2.10~¢ | 1.08
18| 091 | 6.56 || 0.0087 | 4.48 || 8.7.10~¢ | 1.48

¢ = (-1)"(1,1)7

n AT AT

0 ]0.22(0.18 ][ 0.18

110.941} 089 || 0.89

2 1144 1.39 | 1.39

311861 1.81}1.81

4 1227221 ] 221

5 126712611 2.61

6 |3.06(3.01] 3.01

7 13.46 || 3.41 | 3.41

8 |3.86 | 3.80 | 3.80

9 1426 420 1 4.20

10 | 4.66 || 4.60 || 4.60

11 ] 5.05 | 5.00 || 5.00

12 | 5.45 || 5.40 || 5.40

13585 5.79 || 5.79

14 1 6.25 || 6.19 || 6.19

15]6.65 | 6.59 || 6.59

16 | 7.04 || 6.99 || 6.99

171744 | 739 | 7.38

181784 | 7.78 || 7.78
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On voit bien,dans le tableau du bas, qu’il y a bien conservation la propriété d’accélération
de la convergence.

Exemple n%9:

0.9
pr= { 0999 , p,=06, ps=04, ps=0.1, ps=0.06

0.999999
p1 =09 p1 = 0.999 p1 = 0.999999
én = (0.9,0)T $,=(0.999,0)" | 4,=(0.999999,0)"
n €ni2 z(n) €n42 2(71) €ni2 2(11)
0 {-0.32]-2.02[ -0.353 | —4.07 [ -3.5.10~T | -7.07
1 |-0.13}-1.02 )] —0.211 | —3.08 || -2.1.10"! | —6.08
2 10.003 | -0.26 || —0.125 | —2.33 || -1.3.10"! | —5.33
31 011 | 027 || —0.072| —1.80 || -7.4.10~2 | —4.80
41 020 | 071 | —0.041 | —1.37 || —4.4.1072 | —4.37
51 027 | 1.11 | —0.023 | —0.97 || -2.6.10% | —3.97
6 | 033 | 1.51 | —0.012|—0.57 || -1.5.10"2 | —3.57
71 039 | 1.91 || —-0.005| —0.17 || -9.0.10-% | —3.17
8 | 044 | 231 || —0.001| 0.23 || -5.4.1073 | =2.77
9 | 049 | 2.71 | 0.0016 | 0.63 | -3.2.1073 | —2.37
10| 054 | 3.10 || 0.0033 | 1.03 | -1.9.107% | —1.97
11{ 059 | 3.50 || 0.0045 | 1.42 |l -1.1.1073 | —1.58
12| 0.64 | 390 || 0.0054 | 1.82 || —-6.9.10* | -1.18
13| 0.68 | 4.30 | 0.0061 | 2.22 | —4.0.10"*| —0.78
14| 0.73 | 4.70 || 0.0067 | 2.62 || —2.4.10~4 | —0.38
15| 0.78 | 5.09 || 0.0072 | 3.02 || -1.4.10~* 0.015
16| 0.82 | 549 |l 0.0077 | 3.41 | —-8.1.107% | 0.413
17| 0.87 | 589 I 0.0082 | 3.81 | —4.5.107° | 0.811
18] 0.92 | 6.29 || 0.0087 | 4.21 || -2.3.107%| 1.21

¢ = (-1)*(0.9,0)T @, = (=1)"(0.999,0)" 4, = (-1)"(0.999999,0)"
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Exemple n°10:

Soit

avec

91(0)=

| Q) )
2 2 2
0 |-0.14 § -0.17 | —0.17
1| 086 0.83 | 0.83
2| 1.62 1.58 1.58
3 | 215 2.10 2.10
4 | 2.59 2.53 2.53
5| 2.99 2.94 2.94
6| 339 || 3.34 || 3.34
T 379 | 3.7 | 3.73
8 | 4.19 4.13 4.13
9 | 4.59 453 || 4.53
10§ 4.99 493 || 4.93
11 5.38 5.33 5.33
12| 5.78 5.72 5.72
13| 6.18 6.12 6.12
14| 6.58 6.52 6.52
151 6.97 6.92 6.92
16 | 7.37 7.32 1.32
17 7.77 1.7 7.71
18| 817 [ 811 || 8.11

sn=g1(n)+ ) _i-gi(n)

1=2

b ) )

EM

0.1"
0.1"/9

X

0

(1) ae=(3) a0

1
gi1(n) = 3 gi(n—6) n=6,7,..

) s

Pour cet exemple, dans la transformation de Wimp (2) avec k = 5, doit donner:

0

(1) =)o
) s

) Vé., Vn.

Mais, avec différentes valeurs de z, on obtient:

0.08"
0.08"/9

)a gS(n)= (

0.06"
0.067/9

0)
)

=] 102 [ 10-3 | 10-° | 10~7 $n |
£© ( 0.56.10~ 12 ( 0.12.107° ( 0.74.10°° ( 0.15.10"1 (1T
5 —0.55.10712 —0.11.107° —0.73.10"° ~0.15.107 1
£o || [ -020.1077 0.18.10°© —0.41.10°© 059.10 ™\ | (1
5 0.18.10715 0.31.10775 0.63.10715 0.13.10-1% R
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On voit bien que avec différents valeurs de z, si ¢, = 0.2"(1,1)T, E est presque égal &
zéro. Par contre, si ¢, = (1,1)7 V¥n, (C’est-a-dire, devient le E-algorithme vectoriel) Eéo)
n’est pas la méme résultat.

Une autre fagon pour éviter ces problémes, est de passer directement de la colonne E(™ &

la colonne E,(:i)m (k > 1) sans calculer les colonnes intermédiaires. Une telle regle peut étre
utilisée pour éviter une division par zéro, donc elle fournit une regle singuliere. On va voir
d’abord le théoreme suivant:

Théoréme 5:

Vk > 1
E{) 0 gf.'.‘,}nﬂ e gs:%n+k
<¢m Ey(:)> 1 (¢m gv:,)m-q»l) Tt (¢m gy:,)m+k)
E(n) _ <¢n+k, E1(r7+k)> 1 (¢n+k, ggl:nﬁ)-l) T (¢n+k’ gf::zk\zk) (11)
k+m — n n

1 <¢mg1(-n,)m+1> T (¢ﬂ’g£n,)m+k>

. - n+k . n+k

1 (¢n+kagfn,jn-{)»1> tee (¢n+k, g'p(-n:n-zk)

et une expression similaire pour g,(c';)m,i en remplacant EM, (¢, EM™), ..., ($n4x, ECHF)
n n+k
par g:(r:,)h <¢n’g‘l(n,)i>’ ’<¢n+k,gfn; ))‘

=(n)
Dém: On pose E, la quantité obtenue par utiliser I’algorithme (3) avec les initialisations:

= (n) ~(n n , =(n ) . , .
E, = EM et §(()',-) = gfn)m +i m fixé. Alors, E, est donné par 'expression déterminantale

du Théoréme. Mais dans ’algorithme (3), chaque étape est obtenue a partir de la précédente.

~(n) " = (n)
Donc, E, est la (k+m)'*™€ étape avec les initialisations usuelles. On a donc E, = E,(ci)m. Il

n)

est de méme raison pour ’expression de g£ it

Remarque:
Si l'on prend m = 0, on retrouve la transformation de Wimp (2).
Si 'on prend k = 1, on retrouve 'algorithme (3).
Si ¢, =y Vn, on retrouve les regles particulieres pour le E-algorithme vectoriel.

Le calcul de E,(c'?m peut s’effectuer en résolvant un systeme de k+1 équations linéaires. En
effet, d’apres 'identité de Magnus [7], on a:

n n -1 n
1 (nn0mst) o (B Gomgs) (¢, E)
El(:q-)m = Ey(r,:)-(O’gS:l'n+lv ey gf:,)'m-{-k)
1 (¢n+k,gy(r?;zk4)»1> Tt (¢n,9$,:ﬂk) (Sntks E1(77+k)>
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Posons:

:f 1 (fn0hi) o (GmgThan) \ [ (600 B
Qk I (fuskrImmtr) 0 (Smrglimide) /- \ (Snan BT
Alors, on a:
B =B 2y g o —y g ey g
Il en est de méme pour g,(:'_:_)m".
gl(:t-)m,i = 97(:); % '95:,),”1 - ¥ -g,(,’l")m“ ———— - ggl,)mH

ol les y; sont la solution du systeme linéaire suivant:

1 (d’m gr(:,?m-{-l) T <¢na gv(-:,)m+k> z(: (¢mg$:,)i>
‘ . n+k .n k - : n+k
1 (¢n+ka gfnjn-?—l) Tt (¢‘m gfn,:'z-l)-k) Yk (¢n+k7 gfn,‘i*’ ))

Maintenant, on reprend ’exemple n°10, utilisant le Théoréme 5, on obtient:

[ =z | 10~° [ 1073 | 1073 | 107 I ®n

0.89.1071° 0.25.10°13 0.12.10-%3 0.98.10-
0.22.1071° 0.20.10714 0.13.107* 0.89.10°1°

t—lb—l\—/

1

1

£ (—0.99.10-13) (-—0.63.10’13> ( 0.34.10°13 ) (—0.16.10‘13) 02n(
5 0.98.1071° 0.61.10713 -0.37.10713 0.12.10713 '

)

On voit qu’avec la regle particuliere du Théoreme 5, Vz et V¢, choisis, ’erreur est toujours
du méme ordre de grandeur que la précision de 'ordinateur utilisé.

Théoreme 6:
Si les suites (g;(n)), sous la forme (1) vérifient les propriétés (A) ( ou (C) ), et si la suite
(¢n) vérifie la propriété (B) ( ou (D) ), d’apres le Théoreme 2, on a:
E,(,:') —8$=0m4 'gir:?rn+l + g2 'g1(:,)m+2 +---
avec les suites (g,(,:l,)m,,,,-)n vérifient la propriété (H').
De plus, on a:
Vk 20 El(c"-:-)m = 8 = Qktm+1 ‘gl(ei)m,kmﬂ + Ak ymy2 'gl(:i-)m,k+m+2 +--
avec les suites (g,(c'_?m’,c +m+i)n Vérifient la propriété (H').

Dém: La démonstration est basée sur le fait que les termes E,(c") et les termes .91(:,1{) sont les

mémes dans les Théoremes 1 et 5. Alors la démonstration est donc évidente en tenant compte
des indices inférieurs.
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6 Une seconde transformation de Wimp

Dans la transformation de Wimp (2), que nous venons d’étudier, Ei(s,) qui est calculée a
partir de g, ...y Sptk; Pryeeey Gtk € gi(n),...,gi(n+k) 1 =1,...,k. Sil'on remplace la premiere

ligne du numérateur de (2) s,,0, g1(n), ..., gk(n) par sp+x,0,91(n+k),...,gx(n+k), on obtient
la seconde transformation de Wimp qui est définie par:

Sntk 0 g1(n+k) e gi(n+k)
(bns Sn) 1 (¢n, 91(n)) (8n,9x(n))
=~ _ (¢n+k; sn+k> 1 (¢n+k?g; (n‘l" k)) v (¢n+kag;c(n+k))
Bilen) = T (mam) - (mg) - W
L (urioga(nt k) o (bne,g(nt b))

Il est bien évident que (2) et (12) ne sont pas indépendents. On a la:

Propriété 5:
Vn .>_ Oa Vk Z Oa (¢n»Ek(sn)> = (—l)k <¢n+kaEk(sn)> = Ek ((¢msn>)
ou E; ((¢n,,)) est la E-transformation scalaire appliquée a la suite (¢,,s,)

Dém: La démonstration est triviale a partir de (2) et (12)

Une autre propriété évidente est la:
Propriété 6:

Soient Ei(sy) et Ey(s,) les éléments de €7 obtenue en appliquant respectivement (2) et (12)
aux éléments suivants:

SnySndlseesSndke Oy Orntly ey Pnake  gi(n),0i(n+1),...,q:(n+k) i =1,2,..., k.

Soient Ej(u,) et E,(u,) les éléments de €* obtenue en appliquant respectivement (2) et (12)
aux éléments suivants:

Un = Sn+ksUntl = Sngk=1y+e09 Ungk = Sn. ¢n = ¢n+ka ¢n+l = ¢n+k—1, ceey ¢n+k = ¢n-

filn) = gi(n+k), fi(n+1) = gi(n+k=1),..., fi(ln+k) = gi(n) 1 =1,2,... k.
Alors:  Ex(sn) = Ex(un)  Ei(us) = Ex(sa)

Les régles de calcul récursif pour la seconde transformation de Wimp Ej(s,) sont les suiv-
antes: -

n) —

((, = 8, n=20,1,..
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§((,,)._g,(n) t=1,2,..etn=0,1,..
Pour k=1,2,...et n=0,1,... (13)
B Z ety _ (Brtbs EeAD) = (Gngka1, BN ima

k=1 . gk—l,k
(Srtks Gt = ( Btk T 4)

~(n+1)
~(n) _ ~(n+1) _ (¢n+k’ gl(c—‘: i ) <¢n+k—], gl(c—)l,i) ~(n+1) .
ki — k-1, ~(n+l (n) k—1,k 1= k+1, k+2, veo
(Bnsks Gk, k) — (Dnsr- lagk—l,k>

Théoréme 7:
E’,(c") = Ei(s,) k,n=0,1,..

Dém: Comme dans le Théoréme 1, on va démontrer simultanément que g( ") satisfait (12) ot

la premiere colonne du numérateur est remplacée par gi(n+k), (¢n,9i(n)), ..., (bnsk,gi(n+k)).
On pose:
AT n A(n)
E(") Yk et “'(n) L
D 9k, DV
ol N, N™ peut s’écrire aussi:
Sntk 0 g1(n+k) e g(n+k)
— ($nt1y8n41) 1 (Bnt1,91(n+1)) -+ (dnt1,9k(n+1))
N7 = (-1 : s : :
<¢n+kv 3n+k> 1 (¢n+kagl (n+k)> e (¢n+kagk(n+k)>
<¢n» 3n> 1 (¢n5gl(n)> T <¢n’ gk(n))

Utilisant la généralisation de l'identité Sylvester, on a:
(1N DY = NP (1D = (DN (-1t
ot A\ est défini par (4).
Divisons D("+1 D,(c"), on obtient:

Né'ﬂ) N(n+1) N("'H) ( )kAscﬂ)
Din) D,(:.-{l-l) D(n+l Dl(;n)

Il suffit donc de démontrer que:

A ¢ Bty BEA) = (Bmgne, B

L= (-1
Df:n) (¢n+k’§§:jl-]k) <¢n+k lvgl(: )1 k)
Or, comme dans la démonstration du Théoreme 1, d’apres le Corollaire 1, on a:
(¢n+17 gl(n+1)> e <¢n+lagk—l(n+1)>
Asc”) . : :
(¢n+k—1,91("+k_1)> <¢n+k—1,gk—1(n+k—1))
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<¢m sn> <¢mgl(n)> e (¢m gk—l(n))
= : : : DY
(Dntk-1,5n4k-1) (Pntr-1,91(n+k=1)) - - (Putk-1,9k-1(n+k—1))
<¢n+1, 3n+1> (¢n+1’gl(n+1)) e (¢ﬂ+l’gk—l(n+ 1))
-D7, - : : : Lemme 1
(¢n+k’ 3n+k) <¢n+kagl (n+k)) et (¢n+k’ gk—l(n+k)>

(¢n+k-1,3n+4e—1) 0 <¢n+k—l9gl(n+k-1)) (¢n+k-1,gk—1(ﬂ+k—1))

- (_1)k+3 (¢"?sﬂ) 1 (¢mgl(n)) tot (¢m gk._l(n)) . Dl(cn—.:l)
(Prtk=1sSntk-1) 1 (Pntk-1,91(n+k-1)) .- (¢n+k—l’gk—.l(n+k'—1))
(¢n+k, 3n+k) 0 <¢n+kvgl(n+k)) o <¢ﬂ+k’gk-1(n+k))
(n) k+3 (Br4158n41) 1 (Bnp1,91(n+1)) -+ (Pnt1,9k-1(n+1))
"Dk—l ) ("1) . : : :
<¢n+k,3n+k> 1 <¢n+k,gl(n+k)) e <¢n+k,gk—1(n+k))
= (= 1)*** ((¢ntr-1, Nimh) - DIV = DI - (i, N2TDY)
= (D} (D) - DI Bk, EED) = (ngrcr, BTy) - DYy - DIRY)Y (14)
D’autre part, utilisant la generalisation de 1'identité Sylvester, on a:
(¢n+lagl(n+l)> e (¢n+1’gk—1(n+1))
D" : :
<¢n+k-lvgl(n+k_1)> <¢n+k—1,9k-1(n+k—1)>
<¢n+l,gl(n+1)) e <¢n+lagk(n+1))
=D - i :
(¢n+k7 gl(n+k)> T (¢n+k7 gk(n+k))
<¢na gl(n» T (¢n,gk(n)>
- : : - D"*YLemme 1
($nsk-1,91(n+k=1)) -+ (Pntr-1,9k(n+k—1))
. (Dn+k: ge(n+k)) O (Snir,q1(n+k)) -+ (Intk, gr-1(n+k))
— (=1 (1) e, (¢n+lvg{€(n+1)> 1 <¢"+1’gf(n+l)> <¢n+1,9k.—1("+1))
(Gnsks ge(n+k)) 1 (¢n+k,g;(n+k)) (¢n+k,gk;1(n+k))
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(Gnak-1,9k(n+k=1)) 0 (Snyk-1,q1(n+k—-1)) --- (Pns gr-1(n))
(¢m gk(n)) 1 (¢ﬂ? gl(n)) e (¢m gk—l(n)>

- : : : : : Dgcn-ﬁl)

(Grttetr G (ntk=1)) 1 (Snrbor,a(ntk=1)) - ($nshor, Ghor(ntk—1))

(n) <¢n+k, N'(':;]k ) <¢'n+k-1) ng’:)l k) -D(n-H)

= D"l’l DY - (it 54D = (Snshors 500 4) - DI, - DEHD. (15)
On divise (14) par (15) et on obtient:
Ain) _ (_1) <¢'n+k’E(n+l ) (¢n+k laEknl)
D(ﬂ) - ~(n+1) ~(n)
k (¢n+k,gk lk) (Dntk- 19k 1k)

De fa(;on 51m11aire, pour la regle auxiliaire, il suffit de remplacer Nk ), 8, et E,(cn) respective-

ment par Nk, , gi(n) et g(").

Remarque:

Si ¢nsi =y, ¢ =0,1,...,k alors 'expression (12) devient la 9ieme p 4 1ansformation vecto-
rielle qui est définie par:

Sn+tk ai(n+k) ge(n+k)
(v, As,) (v, Aqu(n)) -+ (¥, Age(n))
Byon o L0 Bseic)) . Aai(nE=1) (3 Agi(nth-1)
Ko (y,An(n)) - (y,Agx(n))
(y,Agl(7;+k—1)) (y,Ayk(T;Jrk—l))

et algorithme correspondant qui est déduit de (13) est:

E(n) =3, n=01,..

iV =g(n) i=1,2..etn=01,..
Pour k=1,2,...et n=0,1,...
(y»AEkn1> ~(n+1)

k—1,k
<y, Agk 1, k)

n) _ ~(n s Agk_y, .
d =gt - iy——f%lgi D= kt1,k42,..
(yaAgk lk)

E(n) E("'H)
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Si la dimension p des vecteurs est égale a 1, on retrouve bien évidemment le E-algorithme

scalaire:

AET, GO - B AER, )
=(n) Lk T Fk-1 ~m) Jk-1k
Agk 1,k AGLZ) k

) = 5t _ AGL i) _ s AG )
ki = 9k-1i — Ty Ik-1k T k-1, () Jk-1k
Ay AGLZyk

B = B _

7 Propriétés et résultats de convergence de la seconde transformation de Wimp

Cette seconde transformation de Wimp posseéde des propriétés analogues a celles de la
premiere. D’abord, on voit la:

Proposition 8:

VE20, 7= (¢niiy) ViZk+l, VnelN

ou ‘1") est définie par:
for) = (@n,gi(n) Vi1
i ) Flntl) ‘;E"';'l) - .;(")1 L F(n+1)
ki =Nl — ey feee YE2 1, Vi k4] (16)

k—1,k = Jk-1,k

Dém: (par récurrence)
Soit k = 0, alors par définition on a ﬂ),) (Pn,gi(n)) = (¢n,:q'c(,",)) Vi > 1. Supposons que

la propriété soit vraie jusqu'a l'indice k—1, alors:

Fnd1) _ Fn)

1 k=1, k- 1 X .
1’? = ﬁz"';’ ) _ .,(ni 1’) = 1' fk"’; ) = par hypothése de récurrence
k-1,k = k 1k

~(n+1
~(n+1) (¢n+kag§c 41-1)) (¢'n+k 17gk )1 z)
= (¢n+ka G- 1:) - ~(n+1)

~(n+1
(¢n+kvgl(c -ilz)

(Gntr: G gk lk) (Brtk- lagk 1,k
~(n+1

_ < b gt _ (Bt T = (P, 500 ~<n+l)>
- ntkyFk-1,4 ~ k—1,k

(¢n+k,91(=ntlk> (¢n+k-1’gk 1,k)
= (¢n+k’§l(c7,:))

.
Remarque:
Méme si g( " et g( ) sont définis différemment, on trouve que f,f ™) et f1 1dent1ques

D’apres cette remarque, toutes les propriétés et tous les résultats de la premiere transfor-
mation de Wimp sont encore valables pour la seconde. Mais il faut noter que: pour la premiére
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transformation de Wimp, dans la démonstration de la Proposition 4, Page 249 dans [2], la

i .. 1 -
propriété ?j_—;}*ﬂ < C; k-1 doit remplacée par &‘:—1%(-7—1—1-—-)- < Cijk-1 pour la sec-
gi'(n) gi'(n)
7 . (n+1 . (n+1 Ji
onde. En effet lim 2_:_(1’__‘*’_1) = b;, alors on a: gk'l3"_(n+ ) = gk:l"(n+ ) NES SZH-I). <
n=ee  gl(n) gi'(n) gi'(n+1) gi'(n)
1.7 k-1 Ib I - 'J»k -1

Pour les problemes d’instabilité numeérique, la seconde transformation de Wimp peut se
traiter comme la premiere. Quant i la réegle singulére, on a évidemment le:

Théoréme 8:

Vk>1
n ~(n+k ~(n+k
Eg 0 gy (le e gl :n-+)-k
(¢na (n)) 1 (¢'na§r:m+1) <¢nagm m+k)
n ) ~ k ~in k
E(n) _ <¢n+k9 E,(n +k)> 1 (¢n+k’ gr(::n-{)d) e (¢n+ks g1(n ;lk) (17)
k+m — ~(n ~(n

1 <¢m g1(n ?m+1) e (¢n’gfn,)m+k)
. ~(n+k ~(n+k
U (Gnenn ) o (o TE)

et une expression similaire pourfor §k1)m’i en remplagant EC+R) | (@, EM), . (¢nix, ETHR))
~(n+k)

~ ~{n+4k
par §ot (6, G0N, oo (Bt Gty
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Exemples numériques:

Reprenant les exemples n°1 — n°7 et n°10 de la premiere transformation de Wimp; nous
obtenons évidemment les mémes résultats pour la seconde.

( )+.‘?< /n+1))

P1 = 09, P2 = 04, pP3 = 0. 1 Pe = 008, Ps = 0.06

Exemple n°1

Posons: e, = —logo(l|sn = slloc) €t I = —logyo(lES = sllo0)
én = (1,1)" | ¢, = (2+0.8™)(1,1)7
n | e ™ i
0 || —0.080 —1.58 —1.42
1 0.064 —-0.47 -0.34
2 0.150 0.60 0.71
3 0.214 1.66 1.76
4 0.268 2.72 2.80
5 0.317 3.76 3.83
6 0.365 4.79 4.85
7 0.411 5.82 5.87
8 0.457 6.84 6.88
9 0.503 7.86 7.89
10 0.549 8.87 8.90
11 0.595 9.89 9.91
12 0.641 10.9 10.9
13 0.686 11.9 11.9
14 0.732 12.9 12.9
15 0.778 13.9 13.9
16 0.824 14.9 14.9
17 0.869 15.6 15.5

Exemple n%2"
n+1) —t+1 p'
()

pr =08, po=04, p3=02, py=0.09, ps=0.06
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n = (140.57)(1,07
n " €ni1 “}n)
0 | 0.194 0.41
1 ] 0.291 1.33
2 ] 0.388 2.28
3 || 0.485 3.25
4 || 0.581 4.23
5 |1 0.678 5.21
6 || 0.775 6.21
7 |1 0.872 7.21
8 | 0.969 8.21
9 | 1.07 9.22
10 f 1.16 10.2
11 1.26 11.2
12 || 1.36 12.3
13| 1.45 , 13.3
14 ) 1.55 14.3
15 || 1.65 15.3
16 || 1.74 16.3
17| 1.84 174

Exemple n%3*:

(B

— L T

" W Entdq f4

0 It 1.71 4.82
14213 5.59
2 I 2.52 6.64
3 |l 2.89 7.54
4 | 3.26 8.35
5 | 3.62 9.10
6 || 3.97 9.79
7| 4.32 10.5
8 || 4.66 11.1
9 || 5.00 11.7
10 || 5.33 12.3
11 || 5.66 12.8
12 | 5.99 13.4
13 || 6.32 13.9
14 || 6.65 14.4
15 || 6.98 14.9
16 || 7.30 154
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Exemple n%*:

Exemple n°5™:

On obtient:

w=(1)4+2

5

;i

1

(s )

én = (1,1)T | ¢, = (140.77)(1, 1)
n || €ntq T" }")
0 | 0.506 1.45 1.64
2 |1 0.711 2.74 2.83
4 | 0.852 3.51 3.49
6 | 0.959 4.06 4.03
8 || 1.04 4.50 4.49
10 |f 1.12 4.87 4.87
12 ) 1.18 5.18 5.19
14 |f 1.23 5.45 5.46
16 || 1.28 5.69 5.70
18 || 1.32 5.91 5.92
20 || 1.36 6.11 6.11
22 || 1.40 6.29 6.29
24 || 1.43 6.46 6.46
26 || 1.46 6.61 6.61
28 || 1.49 6.76 6.76
30 || 1.52 6.89 6.89
32| 1.54 7.02 7.02
34 || 1.57 7.14 7.14
36 || 1.59 7.26 7.26
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1 1
$n = (1+m’°)
n €n+4 "1")
0 [ 0.664 2.77
2 |l 0.827 5.37
4 [ 0.943 7.06
6 Il 1.03 7.48
8 [ 1.11 7.88
10 1.17 8.28
12 | 1.23 8.64
14 [ 1.28 8.97
16 [ 1.32 9.27
18 || 1.36 9.54
20 || 1.40 9.79
99 || 143 10.0
2 || 1.46 10.2
26 || 1.49 10.4
28 || 1.52 10.6
30 [ 1.54 10.8
34 || 1.59 11.1
36 | 1.61 11.3

Exemple n%6":
(1), (rt1)(log(n+1))
$n = ( 1 ) 2% ( (n+1)7"(log(n+1))7*~ )

On obtient:
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- 1 T
b = (2+ (n+l)) (1,1)
N | Ent4 A;(n)
10 || 1.22 4.19
14 || 1.40 4.56
18 || 1.53 4.83
22 | 1.64 5.06
26 || 1.73 5.24
301 1.81 5.40
34 || 1.88 5.54
38 || 1.94 5.66
42 || 2.00 5.77
46 || 2.05 5.87
50 || 2.10 5.96
54 || 2.14 6.04
58 || 2.18 6.12
62 || 2.22 6.19
66 || 2.25 6.26
70 | 2.28 6.32
74 | 2.31 6.38

Exemple n°7*:

On obtient:
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én = (440.67,0)"
N || Ents ‘}n)
10 |[ 0.92 3.34
14 | 1.05 3.69
18 |f 1.16 3.96
22 11 1.25 4.19
26 || 1.32 4.39
30 | 1.38 4.55
34 || 1.44 4.70
38 || 1.49 4.84
42 || 1.54 4.96
46 || 1.58 5.07
50 || 1.61 5.17
54 | 1.65 5.27
58 || 1.68 5.36
62| 1.71 5.44
66 || 1.74 5.52
70 4 1.77 5.59
74 | 1.79 5.66

Exemple n°10":
5
Soit S$p=g1(n) + Zz - gi(n)

=2

avec

gl(o)z( ! ) , gl(l)z( ! ) , g1(2)=< , ) , g1(3)=( 5 ),gl(4)=( ’ ) , 91(5)=( ; )

1
et gl(n)=§-g1(n—6) n=26,7,..

0.7 0.17 0.08™ 0.06™
g2(n) = ( 07”/9 ) ’ g3(n) = ( 01"/9 ) ) g4(n) = ( 008"/9 ) ’ gS(n) = ( 006"/9 )

Pour cet exemple, dans la seconde transformation de Wimp (12) avec k = 5, doit donner:

EM = ( 8 ) V ¢, Vn.

Mais, avec différentes valeurs de z, on obtient:

Algorithme (13)

[z | 102 T 10-3 [ 105 ] 107 I

£ —0.41.10712 —0.84.1071° 0.63.10~¢ —0.65.10"2
5 —0.10.10~ 4 —0.21.10712 0.16.10"8 —0.17.10"¢

2

1
1
go | (0s7.107% 0.65.10°°5 0.73.10°%° 0.11.10-% N 1
0.13.10-%6 0.21.101 0.15.10-1 —0.30.10-17 ) || ©

)
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Regle particuliere (Théoréme 8)

[z ] 1072 [ 103 | 10-° | 10~7 | n
= (0) —0.14.10-4 0.25.10713 0.14.10713 0.90.10°4 1
5 ( 0.13.10715 ) (0.73.10-15 (o.35.10-15) (0.55.10-15 (1
£ ll( 0.30.10°12 ) ( 0.38.10°1 ) ( 0.23.10-1 ) ( 0.27.10~1 ) 02,1.(
5 -0.54.10713 -0.19.10712 —0.12.10712 —0.10.10712 '
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CHAPITRE 3

Regles Particuliéres de Type E
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0 Introduction

Il est déja connu que la E-transformation contient la plupart des transformations de suites
actuelles, un exemple simple, c’est la transformation de Shanks, avec le choix g;(n) = Asppia
[17]. Inversement, si I’on a une transformation comme celle de Shanks, peut-on y introduire des
suites auxiliaires (g;(n)). ¢ = 1,2,...,k pour réaliser la transformation ? La réponse sera affir-
mative, et d’ailleurs, on va voir que cette méthode, grace a I'introduction d’une regle auxiliaire,
nous permet de traiter les problemes de singularités ou d’instabilité numérique. Comme ces
algorithmes et leurs regles particuliéres ont la méme forme que E-algorithme, cette méthode
sera appelée type E.

Utilisant ces techniques, dans les trois sections suivantes, on va discuter respectivement:

1 le W-algorithme et son algorithme topologique.
2 les polynomes orthogonaux adjacents et leurs algorithmes.
3 linterpolation rationnelle généralisée.

1 W-algorithme et son algorithme topologique

1.1 W-algorithme et sa régle particuliére

Soit a calculer les rapports de déterminants:

a, an4 vt Qptk
Qn41 Ang2 0 Qnik+1
(n)
(n) ntk Qnik41 *°° Ony2k _ Hk+l(an) Hk+1 \
Ek = = b = nt2) ou a, €¢'
Qny2  *0 Gngk4l k(ani2)  H;
ikl Ap42k

pour différentes valeurs de k et de n.

Ces rapports de déterminants peuvent étre calculés par les méthodes suivantes [25):

(1) La relation de récurrences des déterminants de Hankel:

HM =1, HY =, n=0,1,..
2
() _ Pk g k _ _
HY = H,ﬁ"fz) n=0,1,... k=1,2,..
w _ _Hi
etona: FE;’ = W
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(2) Le g —d algorithme:

(n)

@V =€) =0, ¢M=22 n=0,1,..

n

qk+1 + eg:-:-)l - QI(:-:-:I) + ei"-'”) n, k = 0’ 19 oo

65;”) : ql(c'-:')l = €£ﬂ+l) ’ ql(cﬂ+1) n=0,1,.. k=1,2,..

(n)
n n €
ESy = EP . AL
k41

et on a:

(3) Le W-algorithme:

wh =0 WM"=a, n=0,1,..
W(")
Wz(:'i-l)

Witk = WitD +

n n+1) n n
Wéklz = W = (W'.fk-)u Wz(ki:))
Wynn a démontré que [18]: E(") W(")

Eliminant les quantités d’indice inférieur impair qui sont des calculs intermédiaires, on
obtient alors I’algorithme:

W% =00, W =g, n=0,1,..

1 1
+2 2
Wi Wi

Wikl, = Wi — Wi+ ] [ ] nk=0,1,..

Cet algorithme peut étre aussi démontré directement par la relation de récurrence des
déterminants de Hankel:
En effet, d’apres la relation de Hankel, on a:

n n+2 n n+2 n 2 :
H, - O = B, - B - (BT (2)
H)(::z) H(n+4) H(n+2) H(n+4) [H£"+3)] 2 (3)

n n n 2 .
Divisons (2) par H("+2)Hkn+2) et (3) par Hk +2)H,£ +2) [H,(c +3)] ; on obtient:

(n+1)
Hk+2 = Hk+l [H ] (4)
Hkn+2) Hkn+2) Hkn+2)H}(¢::2
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1 H(’:‘l"i) ngn+4) _ 1 (5)
Caail Caal vl R e v
1

Remplagons le terme g v e v de (4) par celui de (5); on obtient:

Hy 7" Hi g

1
£t = 50 - o] | ey - ]
[ ] E( +2) El(:—-: )

qui n’est autre que la relation (1).

(4) Utilisation d’une regle auxiliaire:

On peut placer les quantités E,(c") dans un tableau a double entrée: l'indice inférieur k
représente une colonne et I'indice supérieur n une diagonale descendente. La quantité située
la plus a droite est calculée a partir des quatre autres comme lindiquent les fleches dans le
schéma suivant:

E(n 1)

El(ci)l E(" -1)

n+1l n n-1
El(c—l ) El(r ) El(c+1 )

(n+2) (n+1) > (n) (n—1)

n+ n+ n n-1
E E; — Ei Eii,

/

n+3) n+42 n+1) n
EXY MY EBRY E},

n+4 n+3 n+2 n41
E( ) E( ) El(c+1 E£+2 )
E(ﬂ+5 E('ﬂ+4 E(n+3 E(ﬂ+2)

S’illy ades H ,E") qui sont nuls ou tres petits, on voit que certains E,(c") peuvent étre nuls ou

étre trés prtits. Par exemple, on suppose que E,(c"”) = 0, les autres termes, qui concernent les
calculs, sont différents de 0, et de 0co. On a alors, d’apres la relation (1):

B =oe, EP* = B

Il en résulte que E£ +21) devient indéterminé. Si E("+ ) est trés petit, alors il y aura une
grande erreur pour E£ +2 U, Cest le cas de linstabilité numérique.

Pour éviter ce genre de probleme, on introduit une suite auxiliaire, comme dans le E-
algorithme.
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On pose:

an Gn41 An+k gi(n) gi(n+1) gi(n+k)
gi1(n) g1(n+1) gi1(n+k) 91(n) gi(n+1) g1(n+k)
g _ 1 9(n) gi(n+1) ge(ntk) | o o _ [ 9(n) grlntl) - ge(ntk)
¢ gi(r+1) -+ gi(n+k) i g1(n+1) gi(n+k)
g(n+1) - gi(n+k) gr(n+1) gr(n+k)
Avec  gi(n) = an4i Vi>k — eeeeee..n (5"
On a les regles de ’algorithme suivantes ( type E ) :
Ey =a, n=01,..
g((,,)—g,( ) = Gnys 1=12,...et n=0,1,...
Pour k=1,2,..et n=0,1,... (6)
(n) (n) ( +1) gl(c )1 k
B =EL-Ea o
Ik-1,k
o) _ ) _ ) Sk
9ki = Gk-1,5 ~ 9k-1 * ~(nkD) i=k+1,k+2,..
k-1
Dém: On pose:
(n (n)
El(cn) _ NE, ) gin_) Ny
DE;" © Dg
On a:
DE{"” = Dy} (1)
L’identité de Sylvester nous donne:
NE{ . DE, = NE{", - DE[" - NE{ . (-1)*'Ng("),
Divisons les deux membres par DE,(J')DE(") ; on obtient:
n+1 - n
E(n) E(n)l NE( 1 - (= 1)k lNgl(c-)l,k
k- DE(") DE(")
Compte tenu de DE(™ = (—1)*IN g,(c'ﬁl,z et de la relation (7), on a:
E™ = B, _ DE("+1) (= 1)*1Ng{" Lk _ p(n) El(c"H) : (n)1,k
k n n k-1 n
(-1'Ngihd  Dgf, )
Dg{"3
Il en est de méme pour g,(c’i).
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On voit facilement que Ng,(:,z+1 = (-1)*NE™*. Donc, si E{"*" =0, on a g
conséquent, pour cet algorithme (6), les qualités intrinseques du probléme n’ont rien changé.

Mais, grace a la regle auxiliaire, on a I’algorithme particulier suivant:

Théoréme 1:

kk+1

E,(,?) E,(,:""l) E'('?+k)
n41 n+k
. ggl,)mﬂ gr(n,jn+)1 gf(n.-r'.n-al
) (nth)
E(n) - Imm+k Imm+k m,m+k et (n) _
k+m — (n+1) (n+k) Gk4m,i =
gman+l gmnn+l
n- .k
gsn:n]ﬁ)-k gfl‘fnlk
avec k>1;, i>k+m.

n+k
(yf),?,’,- sz(fn,fk)’
gr:,m-l—l gr:,:‘ni-l
y n-'}'k
gf:,)m«]—k !Jy(n,m-zk
n n+k
gr(n,tnl-{)—l 91(7;;;«21
-;-l n-.|—k
gf:,m-i)'k gfn,m-zk

Dém: (analogue & celle de E-algorithme particulier)

z(n =(n)
On pose £, la quantité obtenue en utilisant I’algorithme (6) avec les initialisations: £, =

={n n ’ ’:‘,,(77- ’ . - ” . ’ .
E™ et 53’,-) = gfn,)m“ m fixé. Alors, E, est donné par I’expression déterminantale du Théoreme

=(n)
1. Mais dans ’algorithme (6), chaque étape est obtenue a partir de la précédente. Donc, F,

. =(n .
est la (k+m)!*™€ étape avec les initialisations usuelles. On a donc £, = ,(c’_l)m Il en est de

(n)

meéme pour l'expression de g, .

Ce théoreme nous permet de calculer de la colonne E,(c") a la colonne E,(c'j,)m sans étre obligé de
savoir toutes les colonnes intermédiaires, de sorte qu’on peut éviter les problemes de l’'instabilité
ou de singularité. Utilisons le complément de Schur, on obtient:

(n+1) (n+k) -1 (n)

Im,m+1 Imm+1 Im,m+1
E? = EM — (EM+Y, . EG+E) : : :
91(:,-:114)* 95:;:21: gx’)m“
(8)
ggl,j-nl-{)-l 95:,;21 - .95:,)m+1
g =g — (g0, . g : : ;
gr(':,tnl-f)-k gg,;?k 91(7:‘,)1n+k

Donc l'algorithme particulier peut étre obtenu par résolution d’un systéme de k équations
linéaires.

Pour illustrer le fonctionnement de cet algorithme particulier, donnons un exemple:
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Soit a calculer Efg); supposons que, dans le calcul, on constate que le terme E;SO) est tres
petit; pour éviter D'instabilité numérique, on calcule directement les ES™ (ou ES, ou ES™) au
lieu de calculer successivement E.”, E{™ (ou EM, E, EM ou EM, EM, E EM™). Apres
on peut réutiliser I’algorithme normal. Le processus se déroule selon le tableau suivant:

(Exemple: calcul direct de la colonne E{™  la colonne EM)

[ H E-tableau | G-tableau |
0 0 0
Ey) | goqceee 9015
Conditions : : :
Initiales : T :
1 5
Eg® | gy A - gons
0 0 0
EQ ¥4 g% X 9%
16T€ étape : : :
14 14 14
E{O)) l .ggi(z))--}o.. ](615)
Ey) Y4 gd. Y 2t
21€ME 4tape : : :
- : :
EFY | gl i)
0 ) 0
EP ¥4 ¢ Y. gl
JI€ME Ltape : : :
12 12 (12
ES | gt gil
4¥m€ ¢tape || ES YA )Y gl
Regle :
Particuliere Eég) I gé?; reepe gé?l) 5
0 5 B
E® v 4 g$,§ ..... gg'l)s
5ieme geane :
8 8 8
E§ ) 1Y g;,s) ‘C 4_ ‘g;Jl)s
:(0) ' (‘G:L)
. E4 v 914,15
12'€M€ &tape
1 1
- EQJ g§4115
13'€1€ tape El(g) Y
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Nombre d’opération:

Pour calculer E ,(‘0)

Relation de récurrences des déterminants de Hankel:

k* additions + 2k% multiplications + (k%+1) divisions

soit

q — d algorithme:

total &~ 4k? opérations

quand k est grand.

2k? additions + k% multiplications + k(k+2) divisions

soit

W -algorithme:

total &~ 4k opérations

quand k est grand.

k(2k+1) additions + k? multiplications + k(k+1) divisions

soit

total =~ 4k? opérations

W-algorithme avec indice inférieur pair (1):

quand k est grand.

2k? additions + 2k% multiplications + 2k? divisions

soit

Algorithme de type E (6):

total &~ 6k? opérations

quand k est grand.

additions = multiplications = divisions = g(k+1)(2k+l)

soit

Avec la regle particuliere:

total &~ k3 opérations

quand k est grand.

Le nombre d’opérations de cette regle particuliere est assez compliqué a calculer, il varie en
fonction de la dimension du systeme d’équations qu’'on a choisit et de la position du terme ou
on a commencé (terme tres petit ou zéro).

Tout d’abord, voyons le cout de méthode Gauss pour un systéme de n équations linéaires.

{ N additions | multi.(divi.) |
2 4 7
3 14 20
4 32 42
n %n(n2+3n—-4) %n(2n2+9n—5)

Pour obtenir le résultat complet en utilisant (8), il faut ajouter encore n additions et n
multiplications. Soit au total:

[N] additions [ multi(divi) |
2 6 9
3 17 23
4 36 46
n %n(n2+3n—l) %n(2n2+9n+1)
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Heureusement, d’apres la formule (8), pour calculer E,E'_?m et 91(:'-:-)171,:', t>k+m, on a le méme
systeme a résoudre, soit:

+1 +k
gfr?mll e .‘]S:,m+)1 * gf:,)m.,.l
+1 +k * Y
gf:,m-i)-k Tt gf:,mlk g,(,:)m+k

et d’ailleurs, dans le cas général, il suffit de prendre n = 2,3 ou 4. Le nombre d’opérations
est donc le méme ordre grandeur que celui de 'algorithme normal (6). Voyons un exemple:

Pour calculer E\Y, on suppose que soit E{™ tres petit (ou bien que E{™ trés petit)

(I)  Utilisons l'algorithme normal (6).
(II)  Utilisons Palgorithme particulier avec un systéme de 2 équations: n = 2 de E{™ a E{™.
) Utilisons I'algorithme particulier avec un systeme de 3 équations: n = 3 de Eg") a Eé").
(I”) Utilisons 'algorithme particulier avec un systeme de 4 équations: n = 4 de E:(,") a E7").
) Analogue a (II), mais de EM a EP.

) Analogue & (II’), mais de EM™ 3 Efg).
(III")  Analogue & (II”), mais de E{™ & EW.

[ 1T [T [Ir [IP [ 10 [ O [P |
addition || 1240 | 1261 | 1315 | 1356 || 1253 | 1283 | 1326
multi.(divi.) || 3720 | 3509 | 3490 | 3530 || 3641 | 3650 | 3682

total | 4960 | 4770 | 4805 | 4886 || 4894 | 4933 | 5008

Conclusion:

’ - . n XY ’ "y . ’ .
Pour réaliser la transformation E,(C ), les quatre premieres méthodes utilisent moins d’opérations

mais ils ne peuvent pas traiter les problemes d’instabilité numérique. Poue la 5'*™€ méthode
(algorithme normal de type E (6) ), il n’a pas d’avantage, ni sur le nombre d’opération, ni en
ce qui concerne le probleme d’instabilité, mais c’est la base pour se donner la regle particuliere.
On remarque que pour la régle particuliere, le nombre d’opération est presque le méme que
celui de 5'™€ méthode, et que sa progammation est un peu plus compliquée.

Exemples numériques:

Si l'on choisit a, = A™s; i fixé. Ona: EX =e(s)=¢ [19]

Exemple n°1:

Dans ce 1°" exemple, on constate que le W-algorithme est plus stable que ’e-algorithme.
Considérons la suite générée par la relation:

1
Sneg = §Sn+4 + g‘S" n=01,..

avec 81 =16, s3=34, 53=2.5, s4=1, s6=9, s7=1
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so = 3.999
ss = 1.5999

8o = 3.99999

8¢ = 3.99
s5 = 1.599999

35:1.599 ,{ ’{ ,{
On choisit a, = A"sy n = 0,1,... D’apreés la théorie de I’e-algorithme, on a: eg(é) = Eéo) = 0.
Avec les différentes valeurs choisies de sg et de ss5, on obtient le tableau suivant:

so = 3.9999 {

s = 3.999999
85 = 1.59999 ’

s5 = 1.5999999

E{%) Eéo) = Wl(g)
{ ZE _ ?I?gg 0.12251.10-% | —0.13467.10-°
{ Z: _ ?gggg 0.42410.10-¢ | 0.58303.10~%
{ i‘; _ ?23339 0.37108.10~* | —0.27879.10~8
{ o 3 eaqy | —0-18692.1072 | ~0.55881.10-¢
{ ZE _ ?2333339 0.29454.10° | 0.55897.10-!
{ z: _ 411.6 division par 0 | —0.81376.10~°

Si’on regarde les suites initiales (a,) et (s, ), on trouve pourquoi le W-algorithme est stable
et I’e-algorithme est instable. (il n’y a aucun terme a, qui soit tres petits, par contre il existe

deux termes consécutifs s, qui sont tres proches ou égaux.)

so = 3.999999 | s; = 1.5999999 so=4 s$s = 1.6

n a, Sy, a, Sp

0 3.999999000 3.999999000 4.000000000 | 4.000000000
1 || —2.399990000 | 1.600000000 —2.400000000 | 1.600000000
2 4.199999000 3.400000000 4.200000000 | 3.400000000
3 || —6.899999000 | 2.500000000 —6.900000000 | 2.500000000
4 8.999999000 1.000000000 9.000000000 | 1.000000000
5 || —8.399999100 { 1.599999900 —8.400000000 | 1.600000000
6 5.799999600 5.000000000 5.800000000 | 5.000000000
7 || —12.10000100 { 1.000000000 | —12.10000000 | 1.000000000
8 59.80000440 0.999999875 59.80000000 | 1.000000000
9 || —218.4000105 | 0.999999950 —218.4000000 | 1.000000000
10 || 615.7250191 2.925000000 615.7250000 | 2.925000000
11 || —1473.062527 | 0.8125060000 —1473.062500 | 0.812500000
12 || 3173.925027 0.624999938 3173.925000 | 0.625000000
13 || —6405.800002 | 0.699999963 —6405.800000 | 0.700000000
14 || 12444.13742 2.087500000 12444.13750 | 2.087500000
15 || —23696.06847 | 0.531250000 —23696.06875 | 0.531250000
16 || 44709.93681 0.437499953 44709.93750 | 0.437500000

Exemple n%2:
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Dans ce exemple, on voiot que ni I'c-algorithmele, ni le W-algorithme ne fonctionne bien.
Seule la régle particuliére peut marcher bien. Considérons la suite générée par la relation:

Sp43 = =8 +1 +ls n=0,1
n+3 — 2 n+2 4sn+l 8 n = Vg Ly
so = 1.5999
8o = 1.5999999 _ _
aVEC 1 s =150099999 ° 1 =1% @=1
so = 1.599999999
On choisit toujours a, = A"sy n =0,1,... La théorie de I’e-algorithme nous donne: 6550) =
Eéo) = 0. Avec les différentes valeurs sq, on obtient:
RO WO ED
e-algorithme | W-algorithme | regle particuliere
so = 1.5999 0.81177.10~" | 0.17086.10~° | 0.79875.10~**
so = 1.5999999 [l 0.21491.10" | —0.64628.10~* | —0.14654.10~"°
so = 1.59999999 || 0.85199.10° | —0.34055.107% | 0.62172.10~'4
so = 1.599999999 || 0.35187.10° | —0.13333.10° | —0.13322.10~ "

Cette fois-ci, on vérifie que dans la suite (a,), il y a un terme qui est tres petit et qu’il existe
aussi deux termes consécutifs s, qui sont tres proches. Tous ces inconvénients peuvent, bien
slir, se résoudre par la regle particuliere.

as 82 83
so = 1.5999 0.875.10~* | 1.000000000 | 0.9999875000
so = 1.5999999 [i 0.875.10=" | 1.000000000 | 0.9999999875
so = 1.59999999 || 0.875.10~° | 1.000000000 | 0.9999999987
so = 1.599999999 [ 0.875.10~° | 1.000000000 0.9999999999

deux termes consécutifs dans la suite (s,)

1.2 Variantes de W-algorithme:

Dans cette section, on va donner deux variantes de W-algorithme correspondant a des

dénominateurs différents.
D’abord, on pose:

an An41 Qnik
Any1  Qny2 * CGniyk+1
' (n)
(n) Antk  Onik+l Any2k Hiq1(an) k+1 N
EM = L= = =—"5 ou a, €C 9)
a, Qrtk-1 Hi(a,) H; ,
Ayt k-1 Qny2k-2
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pour différentes valeurs de k et de n.

Cette transformation, bien sir, peut étre aussi calculée par la relation de récurrence des
déterminants de Hankel ou par le ¢ — d algorithme comme dans la section précédente, mais on
a les relations de calculs respectivement:

. H®™ 2 el
EP) = —B1 ot E[) = B . JHL
Hk k+1

Si 'on utilise les relations de Hankel, on peut déduire I’algorithme suivant:

E™ = oo, EM=qa, n=0,1,..

(10)
(n) (n+2) _ [ pa(n+1) 1 _
E(), = Ef [Be+Y)? [E(") E‘”“’)] nk=0,1,..
Dém: D’apres la relation de Hankel, on a:
n n n n n 2
Hl(c+)2'H( = Hl(c+)l i£+-:2) [ I(c+.‘l-l)] (11)
Hg)l H(n+2) H(n) H(n+2) _ [H(n+1)]2 (12)
Divisons (11) par Hk+1H("+2) et (12) par H{Y HY [H("“)] on obtient:
n ("+1)
Hk+2 = Hl£++1-2 [H (13)
: [H"M Hw] 1 (14)
2’ n = n n
[H;En“)] Hl(c +) Hk+1 Hl(c+)1H( +?
Remplagons le terme YT de (13) par celui de (14); on obtient:
k14 g
1
EM, = g _ [p)
= - a0 [ - oL
=
Si 'on pose:
gi(n) gi(n+1) --- gi(n+k)
a(n) a(n+l) - gqi(ntk)
(n) _ gk(n) gr(n+1) --- gr(ntk) avee a:(n) = a... 15
gk: gl(n) . gl(n+k-1) gt( ) n+1—1 ( )
gk(n) -+ gr(nt+k-1)
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On a ’algorithme suivant:

g(():)—gt( )_an+i—l 1=1,2, etn=0,1,..

Pour k=1,2,...et n=0,1,..

(n) _ gl(cn-:llz (n) (n+1) .
b= T ke~ ke 1=k+1,k+2,..
k-1
Dém: On pose:
g’(an) N(n)
Ki D,(:n)
On a:

Nl = (DD
D’apres I'identité de Sylvester, on a:
NG DY = N, DUt - N DY)

Divisons les deux membres par D,(c")D,(:_'t ); on obtient:

n n n+1 n+1
NG ND DY N
{’ = DY D D

N gl(c.n) _ ]\TIELI)“ D(n) ' D£n+1) _g(n+1.)
b oY oy

Compte tenue la relation (17), on a:

n n 1 n+1 n+1
gl(c,i) = gl(c-)l,i T 9( ) 91(< 1 ;)
9k1k

On a évidemment la relation: g k)+1 (=1)FEM

Donc, E,(c") de (9) peut étre calculée par ’agorithme (16).

91€Me i, ante de W -algorithme:

On peut aussi définir la transformation suivante:

ay, n41 **° QGnak
Q41 Q42 "0 Onikqd
: -
) | Gntk Gniker o Gnin | Hin(en)  H .
EM = : =5 = —mfy O a, €l
: Qnyr Aptk k(an+1) Hk
Aotk Ony2k-1
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pour différentes valeurs de k et de n.
La relation de cette transformation avec le ¢ — d algorithme est:
(
E" 'l) E(ﬂ) ('21

Si Pon utilise les relations de Hankel, on a I’algorithme suivant:

E(_"l) = oo, E((,") =a, n=0,1,..

+
E)(‘n+1) E‘(‘rrbl&)

n n n 1 n
E1£+)1 E() E( +2) [ 1 ] E( +1) nk=0,1,..

Dém: D’apres la relation de Hankel, on a:

n n+2 n n+2 n+4 2
'n+ n+ n+ n+3 n+ 2

Divisons (21) et (22) par Hk"”)H,(:_ﬁl) respectivement; on obtient:

n n n+2 +1
H1£+)2 — Hl(c+)l i Hl(:+1 : ngil :
n+l n+2 +1 n+2
HD B G HEY
H(n+3) Hl("n+l) H(ﬂ+3) H’gﬂ+2)

n+2 n+2 n+1 n
A T H B B

n n+2)
HY, - B

B, - - £
n+2 n+1
B HGYY
= 1 H(n+1) H(n+3) 1

E(n+2) H (n+2) Hl(ci-gl) E(n+1)

Remplacons le terme H ,(c"” H ,(CT{I) de (25) par celui de (26); on obtient finalement:

(n)  p(n+2) 1 1 (n+1)
Ek+1 = Ek 'Ek ) [E(n+1) + E(n+2) E
Si I'on pose:
gi(n) gi(n+1) --- gi(n+k)
g1(n) gi(n+1) -+ gi(n+k)
1) ... k
g’(;i) _ gk(n) gr(n+1) gr(n+k) avec i> k

gi(n+1) -+ qi(n+k)

(n+1) - gi(n+k)
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alors, c’est la méme transformation auxiliaire (5'). Donc, on obtient le méme algorithme que
(6) mais avec des initialisations différentes:

g(()?:') = gi(n) = anyia 1=1,2,...etn=0,1,..

Pour k=1,2,...et n=0,1,... (27)
(n)
(n) (n) (n+1) Jk-1k

Iki = Ik-1i — Gk-1 " Tmpny P = FHL A2,
k-1,k

On a la relation: g,(:k)‘,,1 = (-1)FEM.

Donc, E{™ de (19) peut étre calculée par I'algorithme (27).

Regles particulieres des deux variantes:

Comme le théoreme 1, on a évidemment le:

Théoreme 2:

+k

AR
gn?,)m+1 .91(:,:1-21

' +

(n) _ 97(:,)m+k gf:,mlk
k+mi = T ) . _(ntk-1)
m,m+1 mm+1

' +h-1
gy(:,)m-\\-k T g':(-r?,m+k )

Regle particuliere pour ’algorithme (16) avec k > 1; ¢ > k+m.

n+k
(gf):} g‘m,,*k)’

n n+
Imm+1 " gr(n,m+1

n. -;»k
g(n) _ gy(n,)m+k gfamlk
k4m,i = n+1 +k
A PP

+1 +k
gf:,m-f)-k gy(:,m-Zk

Regle particuliere pour ’algorithme (27) avec k > 1; 7 > k+4+m.

Dém: Elle est analogue a celle de théoreme 1.

Application de ces deux variantes:

On sait que le ¢ — d algorithme peut aider a calculer les deux variantes de W-algorithme.
Réciproquement, ces deux variantes peuvent servir a calculer le ¢ — d algorithme. On a les
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relations suivantes:
n+1 n n
91(:21 HIE“ ) H(( )) = E( " pour la lére
n+l n
H( ) Hki ] E( )

n n+1 n
(n) — HI(=+)2 ) ng ) El(c+)l

k+l n n+1 n
Hl(c+)1 : HI(=+1 - E( )

variante

pour la 2'¢™€ variante

Donc, une fois que I’on sait calculer les E,(‘") de ces deux variantes, on peut aussi obtenir les

415:21 et etﬁ-)l .

Le plus important est que les régles particuliéres des deux variantes permettent de calculer
le ¢ — d algorithme quand il rencontre des problemes de singularité.

1.3 W-algorithme topologique

Dans cette section, on va considérer une suite de vecteurs. Soit {a,} une suite de vecteurs
complexes, y un vecteur arbitraire.

On pose:
an An41 e On 4k
(y, an+l> <y, an+2) e <ys an+k+])
El(cn) _ (yvan-f-k) (y’an+k+l) o (Y, Qniak) — EH](an) _ H,Ei)l
(Y @ny2) o (Y, Qniktr) Hi(any2) H,(c"”)
(ya an+k+l) T (y, an+2k)

avec  (y, By = E" et (y, H{") = H”

On a Valgorithme suivant:

pour n=0,1,...
(y, ) = E® =00, E =a,
pour k=0,1,... e¢t n=0,1,..

1 1
( E(n+2)) ( E(n+2)>

E(ﬂ.) E(n) E£ﬂ+l) . <y, E£ﬂ+1)) .

Dém: D’apres l'identité de Sylvester, on a:
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TF(n) (n+2) = F(n) (n+2) _ fi(n-}—l) (n+1) (28)

k+2 "4k k+1 " k41 k+1 " A

n n n n 2
Y -0 = BB - [H) (29)

Divisons (28) par H"*?H 12 et (29) par H,E"”)H,ST{” [H,g""'a)]z; on obtient:

Y, D Em. g

iy = Ty ot (30)
LY B B
1 [Hi’i" _ Hi"“)] N (31)
(e LB HEY ) BTEY
Remplacons le terme T D de (30) par celui de (31), et compte tenu du fait
k k+1

(¥, E;(cn)) = E,(cn), on obtient:

1 1

ER = EM —EMY (g By | —
n+2 ~(n+2
w, EM™y  (y, EMYY)

Ce formalisme regroupe un certain nombre de transformations vectorielles de suites et de
fonctions, comme le W-algorithme scalaire:

a, = A"s; i fixé B9 =¢l) ¢ - algorithme topologique
a, = f™(t) t fixé E,(co) = €9x(t) forme confluente de ¢ — algorithme topologique

(n)(¢ -
a, = -f——'(~) t fixé E,£°’ = pak(t) forme confluente de p — algorithme topologique
n.

On sait que [25] la transformation G généralisée peut étre aussi utilisée pour mettre en
oeuvre la forme confluente de I’e-algorithme topologique. Si nous appliquons la transformation
G généralisée a la suite {s,} et a la suite auxiliaire {c,} définies par:

A"so = f™(t);  Atco = (y, FI(2))

alors, on a: Gio) = egx(t).

On peut voir que le calcul de e3x(t) est plus facile en utilisant le W-algorithme topologique
qu’en utilisant la transformation G généralisée. En effet, pour utiliser la transformation G
généralisée, nous avons besoin du r — s algorithme, et de plus, nous avons besoin de connaitre
les conditions initiales, & savoir: la suite vectorielle {s,}%_, et la suite auxiliaire {c,}2k7!.
Tandis que le nombre d’opération est presque de la méme grandeur.
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Supposons que la suite de vecteurs siot a p composantes. Le calcul de €;4(¢) en utilisant le
W-algorithme topologique nécessite:

k?p + k* additions
k*p + k> multiplications
2k*  divisions
3k?  calculs de produits scalaires

Soit un total de:
2k*(2p — 1) additions

k?(4p+ 1) multiplications
2k? divisions

C’est-a-dire: | k%(8p + 1) | opérations arithmétiques.

Avec la transformation G généralisée, le méme calcul demande:

(I) Pour l'obtention de la suite vectorielle sg, 31, ..., s; et de la suite auxiliaire co, ¢y, ..., C2k—1.

Dans les deux tableaux suivants:
A partir de sq, Asg, ..., A¥sg et ¢g, Acg, ..., A%~1cy, on peut obtenir les suites {so, 51, ..., Sk}

et {co, €1, .0y C2k-1}-

S0 7 Co —
81 / a
Asg > 7 .. Acy 7 > t..
ASl AC]
Asg : 7 > Sk A?c : 7 >czk_1
k > Ak—lsl'7 > Azk-zcl> .

A So A2k—160

Remarques:
(1) On remplace la soustraction traditionnelle par I’addition, et on progresse, dans le calcul

du tableau, de gauche a droite.
(2) Afin de diminuer le nombre d’opération, on pose: 7 f(")(t) = f(*)(¢) + FC+1(2).
On calcule le produit scalaire (y, 7 f("(¢)) au lieu de {y, f™(¢)) + (y, F**+1V(t)) . Alors,

on obtient:

A e = (y, 7' (1)) n=0,1,..,2k=1 i=0,1,..,n.

On a donc:
HELLP wgditions pour Ia suite {sn V4o,

2
k(2k 4 1)p additions et k(2k + 1) calculs de produits scalaires pour la suite {c, }25}.
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(I1) Pour 'algorithme r — s:
(2k*—~k—1) add. + (2k*—k—1) multi. + (2k®—k~1) div.

(II1) Pour le G-algorithme généralisé:

k(k+1) k(k+1)
2 7 P

multi. +

(p+1) add. +

k
-%?—i)(pﬂ) div.

Soit un total de:
k(5k+3)p + -g(k —3)—1 additions

k
=(5k +3)p + (2k* — k — 1) multiplications
E(k +1)p+ %(Sk2 — k —2) divisions

C’est-a-dire: | k(8k + 5)p + (5k% — 3k — 3) | opérations arithmétiques

Regle particuliere:

Comme dans le cas scalaire, pour éviter dans I'algorithme un dénominateur trés petit ou
nul, on a une regle particuliere. D’abord, on pose:

a, Gng1 "0 Gnyk gi(n) gi{n+1) --- gi(n+k)

gi(n) gi(n+1) -+ gi(n+k) a1(n) gi(n+l) - g(n+k)

g 2 L) andl) ok | an) adntl) - adnth)
x Gi(n+1) -+ gi(n+k) b gi(n+1) - gi(n+k)
Ge(n+1) o ge(n+k) G(n+1) - gun+k)

avec  gi(n) = (y,ants) Vi > k.

Comme dans le cas scalaire de type E, on a ’algorithme:

EM =a, n=0,1,..

g((,t? = gi(n) = (y,an4:) t=12,...etn=0,1,..

Pourk=1,2,...etn=0,1,...

=(n) _ ) plnd1) gl(cn)lk
EXV=E_-E_"- 1

(n+1)

k-1k

() _ ) _ 1) Sk
ki = gkzl,i - gkn—l,i Cnt1) 1=k+1,k+2,..

k=1,k

Dém: Elle est analogue a celle du cas scalaire (Page 97) .
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Théoreme 3: (regle particuliére)

B B .. B | g e g
n n+1 n+k n) | ’:tmk
gfn,)m+l gr(n,m-l)—l 1(n,m-21 gy(n,)m+1 gfn,;ll
n . n-.l—l n . k n . ‘ k
B gf(n,)rn+k gfn.mlk gy(n:n-zk t o™ = gr(n,)m+k gf;‘,fnﬁk
k+m = (nt1) (k) € Gktmi = T mr) (n+k)
Imm+1 " m,m+1 Imm+1 Imm+1
ﬂ-;l -;k . n-;-l -.Hc
gSn,m-l)-k ot gf:,mlk gSn,rrH)-k gs:,m-t)—k
avec k>1;, 1>k+m.
Dém: Elle est analogue a celle du cas scalaire (Page 98) .
2 Polynémes orthogonaux adjacents et leurs algorithmes
2.1 Définitions:
On définit:
1 1
Cn crr Cpgk-1 ) c c +k"
H{" = Hy(c,) = |, HY=H(Ac)=| .
Cnak— cre Cp _ ‘
e T2 Crntk-1 Cn+2k~1
Cn Cn+k
H{(z) = =
Cr+k-1 "' Cn42k-1
1 zk
v n —=(n) (n+1 n n n+1
o = HY RO S HVHD o) = HLH™
- n) - n) ! - n+l n) +1 = n n+1) °
_I'Ti_)l HIE ) ng )Hl(:+)1 Hl(c+)lHl(c+t )

Considérons les deux familles de polynomes:

n HY(z — H(z
PPy =Bt Py < A o)
k Hk
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Ces deux familles de polynomes sont orthogonaux par rapport a la fontionnelle linéaire ¢(™

définie par:

2.2

c(ﬂ)(zi) = Cngi

Algorithmes et relations

120

L’algorithme r—s, qui est utilisé par Pye et Atchison pour mettre en oeuvre la transformation
G, est le suivant [20):

Tk41
rl(=n+1)

_ Sk+1
=1+ (n+1)
Sk

=1, {M=¢c, n=0,1,..
(n+1) (n)

(n)
k

n+1 n
0, st
(n)

T4l

k,n=20,1,...

k,n=0,1,..

Cet algorithme peut étre obtenu par trois fagons différentes

o A l’aide de I'introduction d’une matrice [20].
e Utilisation des familles de polynémes orthogonaux adjacents [21].
e L’identité de Sylvester.

Dém:

(33) <=

A
—
1 Cn Cn+1

e O

Crnt1 Cnt2

0 cnyk-1  Cn+k
0 cntk  Cntksa

7Y oHy
Hl(€n+l) mn)

0 1 1

1 Cn Cn41

0 Cnt1 Cni2

0 Crtk-1 Cn+tk

0 cnvk  Cntksr
Crtk-1

Cntk

Cn42k-2

Cn+2k-1
0 1 1
1 ¢, Cn+1
0 canr Cnt2
0 Cnyk-1  Cngk
0 Cnt+k  Cn4k+1
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=1+

1
Cntk
Cn+k+1

Cnt2k-1
Cni2k

0
1
0

Cntk
Crntk+1

Cn+2k-1
Cn+2k

n)  gyin+l)
Hl£+)1 Hk—l

mn) H}En+l)

Multiplions les deux membres par H ,S"“)Tfi")

+{(n+1) n n+1 n) n) Fp(n+1)
B HD = BV B + B CH

. H](c")

Cn
Cn41

0 crtra

. ngﬂ)

1
Crtk-1
Cn+tk

Cn+2k-2

(32)

(33)

(34)



o 1 - 1
1 v Capkt 1 ¢ 41 Cagk-1
n -
O Cn e Crtk
= ;7_:’)1 0 Cn+1 .o cn+k _ ] cn.'"l .4'2 n.+ . mn)
; : : 0 Cn4k Cntk+1 **° Cny2k—
0 Coykor -+ Crtzkez + +k+1 +2k=1

qui n’est autre que la relation de Sylvester.

(n+1) n) F7(n) n+1)
(34) <= Hiy H_( —14 Hyyy Hi :
n+1 n n +1
ERM TR
Multiplions les deux membres par H ,ﬁ’;’lﬁ‘"’“"

= ngﬁl) F(n) Hﬂﬂ) Hl(cj-)l Hk+1 H(nH
——(n) n+1 n+1) F7(n) Z7(r+1) n
= H) -HMY = gAY H®Y 'Y HY)

la dernieére relation est I'identité de Sylvester.

Le ¢ — d algorithme:

@) =€V =0, "= n=0,1,.

qk+)l + e;:l—)l = ql(c:-"l-l) + e(n+l) n, k= O’ 13 .

(n) 91(c+)1 - e£n+1) q(n+1) n=01,..et k=12..

Cet algorithme peut aussi étre démontré par I'identité de Sylvester.

Dém:
(36) - H}g'r:;-l) Hkn) H(n+1) H£1)2 _ H]En+2) H(n+1) H(n+2) H}g'i-{lrl
H n) H(n+1) H(n) H(n+l) H('n-H) H(n+2) H(n+1) . H(n+2)
ot 2 o k1 Tk k+1 k kg
Multiplions les deux membres par H(") H("+1)H("+])H("+2)
m
(36) <

(35)
(36)
(37)

[H‘(cv-:»l)] Hkn H(n+2)+ [H(n+l)] H( H(n+2) {H(n+1)] ngi)lHl(‘i-ll-Z)_'_[ (n+l)] HIS H(n+2)

k+1

n n n+2 n n+2 n+1 2 n n+2 n n+2)
[Hl(c+-:l)] [H( )H( +2) H,E_'_)IH( + )] - {ng )] [!1£+)1Hl(:+*{ ) Hl(c+)2H( +2)

s

I Identité Sylvester ||
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[Hl(cn+1) [H£n+1)] [H(n+1)] [Hl(‘n-H)

n+1 n n+ﬁnl n+2 n+1
( )ﬁ’(ﬂ-)l H:(c+1)§’() *H(+) (+)H(+)H(+)

(n) (n+1)  7(n) (n+1) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2
H - Hy Hyp - Hy H™Y . H HY H )

(37) =

apres élimination, la formule précédente est évidemment vraie.

=
On a une relation entre ces deux algorithmes. Il est facile de vérifier que:
+1 +1) (n+1
qzn) Hl(cr-:-l )H(n) _ r’(c:'] )sﬁn ) (38)
+1 = +1 - n) (n
T =
n+1
€41 = n+l) — +1 +1
B £11 r
D’apres (34), la relation (38) nous donne:
+1
(n) = sscn ) 1 si-f')l
%+1= @) + (n+1)
Sk
et on obtient: 35:4-)1 = s\, q,(cl)l — gt (40)
D’apres (34), la relation (39) nous donne:
(n (n+1
in) _ '"k+)2 (rk+1 : . l)
+1 7 (n41
T£+1 : Ti'i)l
B
et on obtient: 71\, = ek'_?l % : (41)
Tk+1 Tk+1

Les relations (38), (39) et (40), (41) permettent de passer de ’algorithme r — s au ¢ — d et
réciproquement.

L’algorithme r — s peut servir a calculer récursivement la famille de polynémes orthogonaux
adjacents ?in)(.r). On a la relation [21, p.103]:

_— il B T
Pk+1(x) = ( T i Py (z)~ (n P z)| - (42)
k+l k+l

L’algorithme ¢ — d peut servir a calculer récursivement une autre famille de polynomes
orthogonaux adjacents P{" )(z). On a la relation [21, p.95):

PO(z) = z- P (z) — ¢, - PP(2) . (43)
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Les relations (42) et (43), grace a la relation entre les algorithmes r — s et ¢ — d, peuvent se
déduire ’'une de 'autre.

. (U
D’apres la définition, on a: 5:31( )= "+1 ,S+)1(z) )
k+1
Donc:
n n+1 n n n n
(42) & H( ) P,fi)l( )= Hy ) H'(°+)1 . HY Pﬂ)l( ) - ﬁ.i.p}&n)(z)
7, = e g, [ T

p) p) i) sty g3
= @) =2 PQ() - H5- e P (z) & 43)

2.3 Reégles particuliéres

2.3.1 r — s algorithme de type FE et ses régles particuliéres

Dans P’algorithme r— s, les termes rfc ™) et s( ™) sont calculés alternativement 'un apres 'autre.
Ici, on va les calculer séparément. Bien entendu, une fois que l'on sait calculer 'une de deux
parties, 'autre peut calculer avec la formule (33) (ou (34)). Mais ceci n’est pas notre but, notre
but est de donner des regles particulieres.

D’abord, on considere les termes .sfc"). Définissons:

1 IR 1 sn .o sn+k
o gi(m) - galntk)
RO Fin) e W Cnt2k-1 | gr(n) -+ gr(n+k) |
k H;Sn) Cn “es Cngk-1 91(n) . gl(n+k_1)
Cntk-1 "' Cnt2k-2 gk(n) -+ gr(n+k-1)

avec s, =1 Vn et g(n)=cupic1 1=1,..,k

gi(n) -+ gi(n+k)
gi(n) - gi(n+k)

m _ L gk(n) - gi(n+k)
et gkl =
gi(n) -+ gi(n+k-1)

gk('n) S gk(nﬁ;k—l)
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IIs peuvent étre calculés récursivement par les regles suivantes:

(")—sn—l n=01,..

go, = gi(n) = cpqi-1 1=12,...etn=0,1,...

Pourn=0,1,...et k=1,2,...

(n+1)

(n) RO -1k _ S(n+1)
= Sk (n) k-1
i1k

(n+1)
() _ (n) gk 1k (n+1)

Gki = Gk-1, ) = Gk-1, 1= k+1, k+2,...

Ge—1,k

R;emarque

gk : ) est déja définie dans (15).

Dém:
On pose:

(N _ Ngl

D’aprés 'identité de Sylvester, on a:
Ns, (n) - Ds,, ("“) = Ns (")1 . Dsi"“) —stc"_ﬁl)-Dsi")

Divisons cette relation par Ds(”)Dsfc"”Ll1 ; on obtient:

Nsg _ Ns{ Ds{? Dsi) NsiriD
Dsy"  Ds Ds{) DsIHD DsAY

Compte tenu des faits:

DSS; ng k41
et

Ds{ = (-1)*1Ng{", ,
On obtient:

+1
(n) -Dgl(:-)l,k N 91(:11,13 _ gnt1)

Si") = Sk-1 T ) k-1
n+41l -
Ngkn 1.k ° Dgl(c—l,k)
(n+1)
_ n) k-1 (n+1)
= Sk ) T k-1
Gik-1.k

On a la méme démonstration pour g( ")

par les ng,i respectivement.
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Bien entendu, au lieu d’utiliser la regle auxiliaire dans la formule (44), on peut utiliser la

(n+1)

relation de Hankel pour calculer les rapports g( )1 £ 3 savoir:

Gik-1,k

s =5, =1 n=0,1,..
g(n-H)

sﬁ") = si")l '(‘n)l k sﬁ"fll) k=1,2,.etn=0,1,...
i1,k

Avec (45)
’(c'l";lk) _ H(n+l) H(ﬂ)
gl(cn)l . H("‘H)H(")
et
H(") H(n) H("+2) [H("'H)]Z

H(ﬂ+2)

est calculé par la relation de Hankel

Comparons le nombre d’opérations des formules (44), (45) avec celui de r — s algorithme,

nous obtenons:

pour calculer s{",

on a besoin de:

add. multi. div. total
méthoden d'cperation
k E+1) T k(k+1)(2k+1 k k k(k k
formule (44) (k+1)6(2 +1) | k(k+ )6(2 +1) | k( +D§? +1) ( +1)2(2 +1)
k k k k
formule (45) 5(3k—-1) 5(71&7—1) 5(31&:—1) §(l3k—-3)
r — s algorithme k(2k—-1) k(2k-1) k(2k—-1) 3k(2k—1)

On voit facilement que la formule (44) nécessite un plus grand nombre d’opérations que les
deux autres, car on a introduit une suite auxiliaire dans le calcul. Mais cette méthode pourra
étre utilisé dans la suite pour obtenir une regle particuliere.

Maintenant, on va discuter les problemes de stabilité numerlque on voit que s’il y a des
H, (™) nuls ou tres petits, ils peuvent provoquer des termes si infinis ou trés grand. Si l'on
suppose H{™ = 0, dans le tableau r — s, on a: s{" = 0o et r™ =0
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N\
N sin—l)
/
r,(cn) —_
(n)

Supposons que les autres termes aient des valeurs normales, alors le calcul de r

indéterminé, on ne peut pas continuer de calculer. Si

problemes d’instabilité.

La situation est la méme pour les formules (44) et (45); certains H,S") nuls ou tres petits

peuvent provoquer des g,(:l)l’k nu

ou mal fonctionner.

Mais heureusement, grace a 'introduction d’une regle auxiliaire, la formule (44) nous permet

H,E") est trés petit, alors il y aura des

Is ou trés petits, et donc les calculs ne peuvent pas fontionner

de donner une régle particuliere qui peut éviter les problemes indiqués au-dessus.

Théoréme 4: (Regle particuliere)

R ) g
n +1 + n+4
91(71,)m+1 gn:,m-})—l gff,mll gn?,)m-i—l 1('n,m+l
n . +1) -;—k n ' n-.Hc
RO g1('n,)m+k g':(-:,m+k gf:,m-c)-k et g(n) _ gfn,)m+k gr(n,m-})-k
k+m — n+1 +k kt+m,i — n+1 +k
g'r(n,-:n-zl 91(:,m421 gr(n,m-})»l gr(:,m-zl
n-;-l -;-k -;-1 -;-k
g1('n,m+)-k gs:,mlk gv(:,m-z-k gf:,mlk
avec k>1, melN, 1>k+m.

Dém: On pose Is'i") la quantité obtenue par utilisation de la formule (44) avec les initialisa-
tions: 3" = s et 5&) = gf:,)m‘,,,' m fixé. Alors, 30" est donné par l'expression déterminantale
du théoréme 4. Mais dans la formule (44), chaque étape est obtenue a partir de la précédente.
Donc, .E(k") est la (k+m)!¥™M€ étape avec les initialisations usuelles. On a donc # = 3;:;.)171- Il
en est de méme pour ’expression de gi'l)m’,-

n
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De la méme manieére, maintenant on peut traiter les termes r,(:"). Définissons:

Cn P cn+k_1 rgn) PP r§n+k—l)
Acy, AV P ai(n) -+ gi(n+k-1)
r£n) = H’(cn) _ Acn+k_2 e Acn+2k-3 — gk—l(n) “oe gk_l(n+k_1)
ngﬂ_)] Acn “ee Acﬂ+k—2 gl(n) P gl(n+k_2)
Acnik-2 +++ Acnjak-s ge-1(n) -0 gro1(n+k-2)
avec r§”) =c, Vn et gin)=Acppicy 1=1,...,k-1.
g,-(n) oo g,(n"l’k—l)
ai(n) -+ gi(ntk-1)
- cee Gk k-1
et g = 1@ln) v gelntbol) Doy g
gi(n) - gi(n+k-2)
gr-1(n) -+ ge-1(n+k-2)
On a lalgorithme suivant:
=, n=0,1,..

gf';) = gi(n) = Acpyia i1=1,2,...et n=0,1,...

Pourn=0,1,...et k=1,2,...
(n+1)

n n gk,k n+1
7'l(c+)1 =" - rg ! (46)
kk
g(n+1)
n n k.k n .
91(c+)1,i = gl(c,i) O gl(c,i+1) 1= k+1,k+2,...
Gk i

Dém: (analogue a celle de la formule (44) )

Nl Ng.
On pose: ri’_& = — g,(c’_:’)h. = Tkt
D r§c+)1 Dgl(c:-)l,i

D’aprés I'identité de Sylvester, on a:

Nr,(c?] . Dr,(cnﬂ) = Nr,(cn) . Dr,‘,’f{l) - Nr£"+l) . Dr,(;_:_)1

Divisons cette relation par Dri"“)Drg,)l; on obtient:

NV _ Nri") . Dr}c"ﬁl) Nr,(c""'l)

k+1 _
DM DtV ped ety
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Compte tenu des faits:

Dr{y = (-1)*'Ng{}

k41 =
et
Dr{" = Dg{)
On obtient:
n n n+1
- Nr™ . Dr(™. Drﬁﬁ ) _ p{r+)
* Dri") . Dr,(:"“) . Drﬂ)‘

Nr{Y - Dgi',‘l . (-l)k'lNgl(::l) _ D)
Dr(" - Dg{iV - (<1)k-1Ngl)

(n+1)
_ r(n).gk,k _ plnt1)
- k (n) k
ik

On a la méme démonstration pour .‘11(::-)1,1' en remplacant les N r,(c'_:,)l par les N g,(c'f,_)lyi et les

Dr,(:'_?l par les Dg,(ﬁ()l,,- respectivement.

Comme les calculs de s{™, lalgorithme (46) pour calculer r(™ peut se simplifier par la
relation de Hankel. Quant a la regle particuliére, on a évidemment le:

Théoréme 5: (Regle particuliere)

R FUS

(n) g(n+l) eer  glntk-1) (n) . plntk-1)

m,m m,m m,m m,m m,m+1

( . n+‘..l n+;c—1 ' +;¢_]

(n) _ gr:,)m+k-2 gSn,m-o)-k—2 gr(n,m+k—)27 (n) _ gf('r?,)m+k-2 gs:,m+k—)2
Thktm-1 = gsr,:)m L. S:.:.nk_g) ’ gk+m-l.i - s:)m S,:’;k"z)
‘ +;=-2 . +;c—2
97(:,)m+k—2 gv(:,m+k-)2 gfr?,?m+k-2 9,(:,,,,+k22

avec k>1, m e IN" arbitraire, 2> k+m—1.

Dém: Elle est analogue a celle du théoreme 4.

Conclusion:
On a vu que les termes s{" et r("), peuvent se calculer séparément par (44) et (46) et en ce
q k k

sens, ils sont indépendants. Si 'on a besoin seulement d’une partie, ou bien surtout s’il y a des
problémes d’instabilité numérique, il est mieux d’introduire une suite auxiliaire {g;(n)},. En
revanche, on utilise le r — s algorithme pour économiser les calculs.
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Exemple n°3:

Soit s, une suite générée par la relation suivante:

1 1 1
Sn43 = 55n+2 + an+1 + gsn n=01,..

1.599
avec sp=1¢ 1.59999 , s, =12, s;=1.
1.6

et posons ¢, = As,.

Utilisant le r — s algorithme ou les regles particuliéres (théorémes 4 et 5) et comparant les
valeurs exactes, avec les différents choix de sg, on obtient le tableau suivant:

Pour s§,°’
r — s algorithme regle particuliere

sp = 1.599 || —0.125000000000069 | —0.125000000000000
so = 1.59999 || —0.124999999912272 | —0.124999999999999

so=1.6 division par 0 ~—0.125000000000000
Vso la valeur exacte de sgo) = —0.125
Pour r‘(,o)
r — s algorithme | regle particuliere
so = 1.599 0.6694.10°13 —0.2361.10"1°
so = 1.59999 [| —0.8597.10-%° —0.5412.10~ "
So=1.6 division par 0 —0.3816.10""°

Vso la valeur exacte de r,(,o) =0

On voit facilement que les résultats sont meilleurs avec les régles particulieres qu’avec le
r — s algorithme pour différentes valeurs de sp.

2.3.2 Algorithmes de calculs des polynémes orthogonaux adjacents
et régles particuliéres

On a déja vu que Fin) (z) peut étre calculé a I’aide de ’algorithme r — s par la formule (42),
et que P,S")(:r) peut étre calculé a ’aide de I’algorithme ¢ — d par la formule (43).

Maintenant, on va utiliser une suite auxiliaire pour réaliser ce calcul et ’on donnera une
régle particuliére pour traiter les problemes d’instabilité numérique.

D’abord, voyons la famille P,E")(:c). D’apres la difinition, on a:
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k

1 cee z* 1 T
€ 't Cagk gi(n) -+ qi(n+k)
n - - k
P,S )(z) = (-1)*- Cn+k-1 Cnt2k-1 | _ (1) gx(n) gr(n+k)
Cn " Cnk-1 gi(n) -+ gi(nt+k-1)
Cntk-1 Crn42k-2 gk(n) gk(n+k—1)
avec gi(n) =cptic1 1=1,.,k.
Posons:
gi(n) -+ gi(n+k)
g1(n) -+ gi(n+k)
(n) ge(n) -+ gi(n+k)
ki = 7 > k.
’ ai(n) -+ g(n+k-1)
g(n) -+ gi(n+k-1)
On a l’algorithme suivant:
Pé")(a:) =1 n=0,1,..
gO' = gi(n) = engi-1 t=1,2,...etn=0,1,...
Pour n=0,1,...et k=1,2,...
i
n n+1 n 1
P{(z) =z P"{0 () - P (2) - 55 (47)
9k-1,k
Lyl
o =g o — gt i= k41, k42,
k—1,k
Dém: On pose:
5 n NP(z) Ngf)
B(z) = (1) - BV (z) = =L, g = —2=
@) = (0t B0 = T s i =T

D’aprés I'identité de Sylv&ster, on a:

NB{(z)- DP{"tV(z) = NB{\(z)- D

Divisons les deux membres par DP("+1)( )DP{™(z); on obtient:

B"(z)

(n)  (z) - DP(n-H)(z)
P‘"*"( )- DF™(z)
B (2) - DPY\(z) - DB{™"(a)
‘"’( ) D) DF)

— 2 BI(z)
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Compte tenu des faits:

(=1)*1. DB{™(z) = Ng{™, ,

et
DP)(z) = Dgi”)
On obtient:
=(n) (n) gl(c'ltlk) =(n+1)
P"(z) = PLy(z) == —z- BV (2)
Gk-1k
Donc -
(n) (n+1) (n) 91(:?1112
P (z) =z By (2) - Bo(e) - ==
‘ k-1,

(") en remplacant les NP{"(z) par les N g,(c',‘,.) et les

On a la méme démonstration pour g;;
DP™(z) par les Dg,(c';-) respectivement.

Remarque:

Pour réduire le nombre d’opérations, la regle auxiliaire dans la formule (47) peut étre rem-

placée par la relation de Hankel.

Pour résoudre les problemes d’instabilité numérique, on a le:

Théoreme 6: (Regle particuliere)

PI)(z) - P+)(z)
) (v+1)

z* . P'gln+k)(z)
(n+k)

gm,m-{—l gm,m+l gm,m+1
' +1 +k
p (z) = (—1)F g:,)mu gs:,mlk gs:,m-l)»k
km(z) = (=1)"- ) )
gm,m+1 m,m+41
(n) (nk-1)
gm,m+lc m,m+k
avec k>21, melIN, 12>k+m+l
+k
gt
gn?,mﬂ 95:,:;;-31
(n) +
¢ ()  _ gn:)rn+k gf;',mik
€ Jk4mi = T _(n) (n+k-1)
m,m+1 m,m+1
(n) (ntk-1)
gm,m+k m,m+k



=(n)
Dém: Soit P, (z) la quantité obtenue en utilisant la formule (47) avec les initialisa-
=(n) ~(n n , x(n) , .
tions: P, (z) = PM(z) et gf,,,.’ = g,(,,,)m_,_,- m fixé. Alors, P, (z) est donné par I'expression
déterminantale du théoréme 6. Mais dans la formule (47), chaque étape est obtenue a partir de

=(n) .
la précédente. Donc, P, est la (k+m)'®™€ étape avec les initialisations usuelles. On a donc

(n) .
P, (z)= P,S +)m (). 1l en est de méme pour ’expression de g(n)

k4m i
.
Le complément de Schur nous donne:
gy e gD NTE g gloth)
PP (2) = 2 P (2)— (PP (), vy L PG (2)) : :
Grmtk " G Irmih

Remarque:

Supposons M une matrice carrée divisée en 4 blocs et C une sous-matrice carrée non sin-

guliere, on a:
A B I A.C! 0 (M/C)
M = = .
¢ D 0 I C D

ot (M/C)=B-A-C™'-D

Si 'une des deux matrices C et (M/C) est de dimension paire,on a: |M|=|C|-|(M/C)|,
sinon, on a: |M|= —|C|- |(M/C)]

Maintenant, voyons quelques exemples numériques. On verra que utilisation de la regle
particuliere (théoreme 6) est meilleure que celle de 1’algorithme habituel (47).

Exemple n%4:
Soit s, une suite générée par la relation suivante:
1 1

Sn+3 = 5Sn42 + Pz + gs" n=01,..

1.5999
avec sg=4{ 1.5999999 , s, =14, s;=1.2
1.6

et posons ¢, = As,, on obtient les résultats suivants:

©) _ . regle particuliere

Py’ (z) (z=2)| algorithme (47) (théoreme 6)
so = 1.5999 5.37500000000002 [ 5.37499999999996

so = 1.5999999 |f 5.37499999986724 | 5.37500000000005

so=1.6 division par 0 5.37500000000001
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Exemple n°5:

Vso la valeur exacte de Péo)(2) = 5.375

PO(z) (z=3)

algorithme (47)

regle particuliere
(théoreme 6)

so = 1.5999 21.6250000000003 | 21.6249999999999
so = 1.5999999 || 21.6249999973452 | 21.6250000000001
Sp = 1.6

division par 0

21.6250000000000

Vso la valeur exacte de Pa(o) (3) = 21.625

PP(z) (z=-2)

algorithme (47)

regle particuliere
(théoreme 6)

sp = 1.5999 —9.62500000000006 | —9.62500000000004
so = 1.5999999 || —9.62500000065344 | —9.62499999999996
so =1.6 division par 0 —9.62499999999999

Vso la valeur exacte de

P{(=2) = —9.625

PM(z) (z=-3)

algorithme (47)

regle particuliere
(théoreme 6)

so = 1.5999 —30.8750000000006 | —30.8750000000001
so = 1.5999999 || —30.8750000064435 | —30.8749999999999
sp=1.6 division par 0 —30.8750000000000

Vso la valeur exacte de Pél)(—B) = -30.875

Soit s, une suite générée par la relation suivante:

1

1

1
Sn+4 = 55n43 + 7542 + gSn+l + T 0,1,...
1.5999 0.999
avec sg =< 15999999 , s, =14, s;,=12, s3=<{ 0.999999
1.6 1

et posons

¢, = As,, on obtient les résultats suivants:
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PO(z) (z=2)

" algorithme (47)

regle particuliere
(théoreme 6)

so=1.5999 1 10.6875000000005 | 10.6875000000003
s3 = 0.999
s0 = 1.5999999
o 099999 | 10-6875000065447 | 10.6874999999999
{ 0= i'ﬁ division par 0 | 10.6874999999995
\ =

Vsp et s3 la valeur exacte de P4(°)(2) = 10.6875

PO(z) (z=3)

|
algorithme (47)

regle particuliere
(théoreme 6)

so=1.5999 1l ¢\ 2195000000005 | 64.8124999999999
s5 = 0.999
5o = 1.5999999 |
{ T 090999 || 64:8124999966453 | 64.8125000000000
{ o= 1'6 division par 0 | 64.8124999999986
L=

Vso et s3 la valeur exacte de P4(°)(3) = 64.8125

P{(z) (z=-2)

algorithme (47)

regle particuliere
(théoréme 6)

s0= 159991 19.18750000000004 | 19.1874999999998
s5 = 0.999
so = 1.5999999
{ T Dosgnge | 10-18749009976534 | 19.1874999999998
{ o 1'6 division par 0 | 19.1875000000001
) =

Vso et s3 la valeur exacte de P{")(—2) = 19.1875

PP (2=-3) |

algorithme (47)

regle particuliére
(théoréme 6)

s0=1599 o) (655000000006 | 92.5624999999992
s3 = 0.999
so = 1.5999999
{ o Diogagg || 92:5624999977653 | 92.5624999999994
{ oz }'6 division par 0 | 92.5625000000002
5=
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Vso et s3 la valeur exacte de P,fl)(—3) = 92.5625

Maintenant, considérons la famille de polynomes orthogonaux adjacents ch") (z).
On pose:

1 zk 1 z*

o || @ln) o ()

(1P )_(_l)ngj(’()n: Corkt o Cngoicn | | g(n) oo gi(n+E)
T 1 1 1 ... 1

Cn 't Cntk gi(n) -+ qi(n+k)

Cntk—1 °°° Cniy2k-1 gk(n) o gr(n+k)

avec gi(n) = epyiz1 1=1,..,k.

gi(n) gi(n+k)

g1(n) gi(n+k)
SR LI U N

g1(n) g1(n+k)

gk£n) gk(n.+k)

On obtient I'algorithme suivant:

1 n=20,1,..

)=
901 =g( ) = Cnti-1 1=1,2,...etn=0,1,..
Pourn=0,1,...et k=1,2,..
_*"“)( ) gtk = Pih(z) - g (18
- o, )
) 9 g — gt gl
- g — g™

t=k+1,k+2,...

Dém: (Par récurrence)

(1°)  C’est vrai pour k = 0.
(2°) Supposons que ce soit vrai jusqu'a k — 1, alors on remplace les quantités par leurs
expressions dans la regle de I'algorithme (48) et on réduit au méme dénominateur.
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On obtient:

(n) (n)
H(n) N, (n) Nk,i
P, (-’”)-‘-—n, 9ki = —m)
=
Avec
1 g+ gx(n) gi(n+k—1)
N(n)_( 1)1 g gi(n+1) gi(n+k) g1(n) gi(n+k-1)
k=T Bl : : : :
| gi-1(n+1) - gia(n4k) | | gk-a(n) -+ gr-1(n+k—1)
1 k-1 1 gr(n+1) gr(n+k)
(1) 91(n) a(nt+k-1) gi(n+1) g1(n+k)
gi-1(n) - gra(nt+k-=1) gi-1(n+1) -+ gro1(n+k)
* z* (n) - gi(n+k—1)
_ g1(n+1) g1(n+k) 91. 9 .
: E Y e .k—
ghor(n+1) oo greoa(n+k) gk(n) gr(n+k-1)
1 xk—l k
gl(n) gl(n+k—1) gl(n‘+1) ' gl(n'+ )
: 41 .. . k
Gea(n) - geank—1) | | 9FL) o gu(nth)
gi(n) gi(n+k—1) gr(n+1) gr(n+k)
N _ | 91 gi(n+k-1) ai(n+1) g1(n+k)
ki — . : : .
ge-1(n) -+ gr-a(nt+k=1) | | gr-a(n+1) -+ groa(n+k)
gi(n+1) gi(n+k) gi(n) gr(n+k—1)
g1(n+1) gi(n+k) 91(n) gi(nt+k-1)
gi-1(n+1) -+ gk_1(n+k) gk-1(n) -+ grm1(n+k-1)
et
1 gk(n+1) g(n+k)
D g1(n) gi(n+k-1) gi(n+1) g1(n+k)
k= : : : :
gri-1(n) <o+ groa(n+k=1) | | gea(n+l) oo gra(n+k)

R
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1 1 ge(n) -+ gr(n+k-1)

| ailntl) .- gi(n+k) . ai(n) -+ q(ntk-1)
Ghot(nt1) - gGea(nth) | | gea(n) - gea(ntk—1)
\ ai(n+1) - yx(n:k)\1 gi(n) -+ gi(n+k-1)
= (-1)*"| |1d|- : : —|1d|-| :
gr(n+1) --- gi(n+k) gr(n) -+ gr(nt+k-1)

Utilisons l'identité de Sylvester, on a:

1 zk

gl(n) coo gi(n4k) an+l) - g(n+k-1)

N(")

gkin) : gk(n:+k) gk‘l(;H'l) gk—l(n;*'k"l)

gi(n) -+ giln+k

qi(n) --- gl(n-}-k)) g(n+1) -+ g@i(n+k-1)

gra(ntl) - gra(n+k-1)

gkin) gk(n.+k)
et
1
(n+1) - g(ntk-1
B T
gun) - guntk) | [OlAD) o gea(nt ko)
d’ou:
ek gi(n) -+ gi(n+k)
gi(n) -+ gi(nt+k) gi(n) -+ gi(n+k)
PO(z) = (—1)t gk(n) gk(n1+k) et o) = gkin) gk(n1+k)
gi(n) -+ gi(n+k) gi(n) - gi(n+k)
a(n) - gi(n+k) a(n) - giln+k)

Dans l'algorithme précédent (48), pour éviter Agin_)lvk = 0 ou tres petit, on a le:
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Théoréme 7: (Regle particuliere)

?(‘,::)’m z -T;‘.,::;)u) 7 -f‘,::)"’(x)
n n
9m m+1 Gmm+1 9,,I'fn+1
: e : :k
—P(n) _ gv(:,)m+k gr(n:n-i)»k gr(::n-i)-k
k+m($) -
1 1 1
1 k
95:,)m+1 gf:,j.n-i)-l gf,:fnll
\ n : 1 . k
g,(:,)m,uk gfn,:;lk gf(::n-i)-k
avec k>1, melIN, 12> k+m+1
n n+k
) gty
(n) (n+k)
gm,m+1 m,m+1
: L
(n)  _ 91(:‘)7714.1: g,(,?,fnlk
et Jkpm;i =
1 1
n n+k
gfn,)m+1 g,(n,:;ll
‘ n ; k
gr(:,)m+k gr(n,jn-zk

Dém: Elle est analogue a celle de théoreme 6.

Pour calculer les termes ?g)m(x) et g") . dans le théoréme 7, on utilise le complément de

k+m,
Schur; on obtient:

Pl
Agy(:.)mﬂ Agf:,:z’rll)
Do+ At
Agv(':,)m«}-l

+k-1 .
9mi = g% = (Ag%), .., At Y) :

Agf:,)m+k
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-1 n
gSn')m-{-l

97(:,)m+k

nt+k—1 -1
AgSn,j-n-{»l ) gr(:,)m+1

k-1 '
Agf:,m‘l»k ) gf:,)m+k



Donc le calcul revient a la résolution d’un systéme de k équations linéaires.

Exemple n%:

Considérons une suite générée par la relation suivante:

1 1
Sn4q = '2'3n+3 + an+2 + §8n+1 +—s, n=0,1,..
1.59---9
N’
avec sp=4¢ 1.6 , 81 =24, s5,=04, s3=1
160---01
et posons ¢, = As, n=0,1,... Avec lalgorithme (48), on obtient le tableau suivant:
?ﬁo)(x) " =2 z=13
so = 1.5999 170.999999998 | 1036.99999999
s = 1.5999999 | 171.000001548 | 1037.00000965
8o=159---9 | 170.999857887 | 1036.99987997
9
So=159:--9 || 171.783899764 | 1042.27990284
12
so=1.6 9.373510862 1.69376314
so = 1.6001 170.999999996 | 1036.99999997
so = 1.6000001 [ 170.999999369 | 1036.99999601
So=160---01 [ 170.999717625 | 1036.99687333
8
5g=160---01 [ 173.520821492 | 1052.39602716
11
P (z) T=-2 r=-3
8o = 1.5999 306.999999996 | 1480.99999998
so = 1.5999999 | 307.000003161 | 1481.00001437
so=1.59---9 | 306.999869983 | 1480.99978676
9
so=159---9 |l 308.979524813 | 1490.13455493
12
so=1.6 66.217939734 | 263.69936931
so = 1.6001 306.999999992 | 1480.99999996
so = 1.6000001 || 306.999998738 | 1480.99999388
S$o=160---01 | 306.999015654 | 1480.99537402
8
so=160---01 || 311.282585934 | 1501.88317827
1

Vso les valeurs exactes de 'Pff”(m) et de -P_il)(x) sont:
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F&l)(m) =307 si z=-2
P (x)=1481 si z=-3

P(z)=171 si =2
PO(z) =1037 si z=3

On voit que quand s = 1.6, si on utilise ’algorithme (48), les valeurs ?ﬁo)(x) et ?ﬂl)(z) sont
inexactes. Plus sp tend vers 1.6, moins on a de chiffres exacts. Mais si on utilise I'algorithme
particulier (théoreme 7), on obtient:

_f_’ﬁl)(x) Tz =-2 z=-3
so = 1.5999 306.9999999999930 | 1480.999999999970
so = 1.5999999 | 307.0000000000062 | 1481.000000000030
so=159---9 | 307.0000000000021 | 1481.000000000010
9
so=1.59--.9 [ 307.0000000000181 | 1481.000000000090
12
so=1.6 307.0000000000002 | 1481.000000000001
so = 1.6001 306.9999999999064 | 1480.999999999983
so = 1.6000001 || 307.0000000000043 | 1481.000000000020
so=160---01 || 307.0000000000080 | 1481.000000000040
8
so=1.60---01 | 307.0000000000030 | 1481.000000000014
11

Il y a 14 chiffres exacts, quelque soit sy. C’est la méme chose pour F§°)(x) quand r = 2 ou

z = 3. Maintenant voyons un autre exemple.

Exemple n°7:

Soit s, une suite générée par la relation suivante:

1

1
=Sn42 + —Sn41 + =Sn

Sp43 = 2 3 n=0,1,..
1.59---9

avec spg=1¢ 1.6 , $1=12, s,=1
1.60---01
N e’

et posons

¢ =As, n=0,1,..
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?;0)(3:) z=2 z=3
8o = 1.5999 —43.0000000001 | —173.000000001
so = 1.5999999 | —43.0000000166 | —173.000000141
$0=159---9 J| ~42.9998762878 | —172.999356697
9
so0=159---9 | —43.0376635812 | —173.158314714
12
so=1.6 —4.3846153846 | —17.000000000
8o = 1.6001 -43.0000000000 | —173.000000000
so = 1.6000001 || —42.9999999498 | —172.999999909
S0=160---01 || —43.0001592405 | —173.000643308
8
$o=160---01 1 —42.8779402416 | —172.513032422
11
valeur exacte valeur exacte
V so —43 -173
75:(,,1)(.7:) r=-=2 z=-3
8o = 1.5999 77.0000000000 | 247.000000000
so = 1.5999999 | 76.9999999542 | 246.999999848
s50=159---9 | 76.9998742342 | 246.999622225
9
$o=1.59---9 77.0090923592 | 247.032541075
12
so=1.6 842.000000000 | 2629.00000000
so = 1.6001 77.0000000000 | 247.000000000
so = 1.6000001 || 77.0000000592 | 247.000000176
So=160---01 ] 77.0001213248 | 247.000377775
8
so=160---01 1} 76.8870453095 | 246.652520740
11
valeur exacte valeur exacte
YV s 77 247

On voit que autour de la valeur sy = 1.6, les chiffres exacts de F:(,O) (z) et de Fgl)(:c) sont de
moins en moins nombreux. Par contre, si I’on utilise la regle particuliére, on obtient:
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Py |

=2

r=3

so = 1.5999 ||

—43.00000000000000

—173.0000000000000

8o = 1.5999999

—43.00000000000034

—173.0000000000014

s =159---9
9

—43.00000000000000

—173.0000000000000

8g = 1.59.--9

—43.00000000000000

—173.0000000000000

2
S = 1.6

—43.00000000000000

-173.0000000000000

Sg — 1.6001

—43.00000000000000

—173.0000000000000

5o = 1.6000001

—43.00000000000002

-—173.0000000000000

80=160'01
8

—43.00000000000000

-173.0000000000000

s50=160---01
11

—43.00000000000000

—173.0000000000000

P, (z)

“ T =-~2

z=-3

So = 15999

76.9999999999999

247.0000000000000

s0 = 1.5999999

77.0000000000005

247.0000000000014

Sg = 1.59---9
9

77.0000000000000

247.0000000000000

$0=159---9
12

77.0000000000002

247.0000000000010

So = 1.6

76.9999999999999

247.0000000000000

Sg = 1.6001

77.0000000000000

247.0000000000000

so = 1.6000001

76.9999999999998

246.9999999999993

s50=160---01
8

77.0000000000004

247.0000000000013

--01
N o’
11

77.0000000000002

247.0000000000010

Le nombre de chiffres exacts est toujours du méme ordre de grandeur que la précision de
Pordinateur utilisé.
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3 Reégles particuliéres pour l'interpolation rationnelle généralisée

Dans [22] C.BREZINSKI a proposé d’étudier le probleme de I'interpolation par une fraction
rationnelle généralisée:

ao'fo($)+"‘+am'fm(.’lf) (49)
bo - fo(z) + -+ +bn - fu(z)
telle que RY) (z;) = f(z;) = f; pour j=i,i+1,..,i+m+n.
1=0,1,2,..
ou f;(z) est une famille de fonctions, et f(z) la fonction & interpoler.

Cette question a été résolue par S.L.LOI et A.W.MCINNES [23].

R (z) =

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que by = 1. La relation (49) devient:

fola) RO(2) = L, £(@) + B, (2) - 38, f(a), (50)

=0

; ) l=1,..,m. ou z; représente: Z,Z;,...,Titmtn
Gi(z;) = filz;) - RO (z;) 1=1,..,n

Notons  g;; = gi(z;), §i; = Gi(z;). On suppose fo(z;) =1, j=1ii+1,..,i4+m+n. En
résolvant le systeme (50), on obtient: ’

—fi Tt -fi+m+n
91(T) g1 Glitmin
gm(a:) Im,i ' Gmi+m+n
gl(:r) g1 Gli4men
. . d.(x a i v @ ;
Ri(m,n;z) = R (z) = 9n )1 In. f"' tman L (51)
1 7 Gii+m4n
Imi *°° Gmitmen
Gii " Giitmen
gn,i tte gn,i+m+n
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Remarque:

Pour simplifier les notations, on a supposé fo(z;) =1, j =1,...,i+m+n. Sinon on remplace
les deux premiéres lignes du numérateur respectivement par o, — f; fo(z:), ..., — fis+m+n fo(Tivmn)
et go(z), go,is -++» go,i+m+n la premiere ligne du dénominateur par g ;, ..., go,i+m+n- On a également
la méme forme:

0 _fi et "ft'+m+'n
go(x) 1 “en 1
91(z) G1:/90; ' Gitmtn/Goitmen

gm(2) gmilgoi ** gmitmin/Goitmin
91(z)  §1i/90i -+ Gritm+n/Goitmen

gﬂ(z) gﬂ,i/go,i M gn,i+m+n/90,i+m+n
1 e 1
91i/90i -+ G1i+min/90,i+men

R‘(m,n; z) = Rg)'n(:r) =

gm.i/go,i te gm.i+m+n/go,i+m+n
gl,i/go.i Tt gl,i+m+n/gO,i+m+n

gn,i/goﬂ' gﬂ.i+m+'n/90,i+m+n

On définit les transformations auxiliaires suivantes:

_gn(m) _gn,i ot _gn,i+m+n—1
gl(x) g1, Tt 91 i+m+n-1
gm(.’l') Gm, e Imi+m+n-1
§1($) 91 °tt gl,i+m+n—1
. ] iz a 14 v a 1. _
Hg'(m,n;z) = 9n-1 )1 I “ g; i (52)
91 " Ni4min-

gmi °°°  Gmitmin-1
s " Qli4men-1

Gn-14 °°° Gn-li4min-1

137



—9gm(ZT) —gmi **° —Imitmin-1
go(:c) 1 e 1
gl (z) glv' e g1,5+m+n—l

gm-l(l') Im-145 " Im-1i+m4n-1
51(3) G1;  °° GLi+men-1

{ gn(x) gnl' M gn t+mtn—1
3 . — " [
Vg'(m,n;z) = 1 — 1 . (53)
glv' ot glv’+m+"’1
Im-1i °°° Gm-1li+m+n-1
g1, e 91,i4+m+n-1
gn,i ot gn,i+m+n—l

Remarques: [23]
1. Les expressions pour Hg'(m,n;z) et Vg'(m,n; r) ont le méme numérateur et les
dénominateurs ont une ligne différente.
2. Les expressions pour Hg'(m — 1,n;z) et Vg'(m,n — 1;z) ont le méme dénominateur
et les numérateurs ont une ligne différente.

Si N + 1 points d’interpolation sont donnés, aprés ces définitions, on a les algorithmes
suivants [23]:

1. Initialisation:
Pour m,n=1,2,....N etpour :=0,1,.,.N~-1
Vg'(m,1 —m;z) = Hg'(m,1 —m;z) = g} . (z) (54 - A)
Vg' (1 —n,n;z) = Hg'(1 - n,n;2) = § . (z) (54 - B)
ol gom(z) = gm(2i) - go(2) = gm(2)
Go,(2) = Gal(2:) - go(2) = Gu(z) mn=1,2,...
et go(z;) =1, gm(z;) = fmlz;), Gulz;) = fulz;) - f(z;) J=1,.,itm+n

2. Pourk=23,..,N.
pour m=N,N-1,...,k—N.

pose n=k—m
pour 1 =0,1,...,N —k.

AHg'(m — 1,n;z)

. Vg (m,n — 1;
AVgi(m,n - 1;z) g'(m,n - 1;2)

Hg'(m,n;z) = Hg'(m-1,n;z) -
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AVgi(m,n —1;z)

Vg'(m,n;z) = Vg'(m,n - 1;2) ~ AHg'(m - 1,n;z)

. Hg‘(m - l,n;:t)

...... (54 — D)
3. Pour:=0,1,..,N défini R'(0,0;z) = f;
pour n=12..,N.
pour :=0,1,.... N —n.
N i ' AR (0,n —1;z) i )
R'(0,n;z) = R'(0,n — 1; 1) AHg(0.m7) Hg'(0,n;z)
pour m=1,2 ..., N.
pour t=0,1,.... N —m.
; N pi ) AR (m —1,0;z) i )
R'(m,0;z) = R'(m —1,0;z) AV (m.0:2) Vg'(m,0;z)
pour m,n=1,2,... N.
pour :=0,1,....N—-m—n.
i o pi . AR‘(m,n—l;z) i
R'(m,n;z) = R'(m,n — 1; 1) AHg(mmz) - Hg'(m,n; x)
oubien ... (54 — E)
; i _ AR (m —1,n;z) ; .
R(m,n;z) = R'(m —1,n;z) AVgimomz) Vg'(m,n;z)
...... (54 — F)

Les algorithmes précédents peuvent bien fonctionner, a condition que I'ensemble des fonctions
[{gi(z)};, {di(z)},] forme un systeme de Chebyshev complet sur I’ensemble des points
d’interpolation. Si il forme seulement un systéme de Chebyshev quasicomplet, dans ce cas,
il peut arriver que deux termes adjacents soient égaux; il faut alors utiliser des algorithmes
spéciaux [23, p.112] pour éviter la situation de singularité.

Si I'on n’impose aucune condition, c’est-a-dire que de telles singularités ne sioent pas
forcément isolées [24], la méthode ci-dessus n’est pas suffisante et il faut chercher une autre
méthode, qui est plus générale. Voyons d’abord le théoreme suivant:

139



Théoréme 8:

R'(m+m/,n+n';z) =

ou: la notation

R‘(m, n; z)
Vg'(m+1,n;z)

Vg'(m+m',n—m'+1;z)
Hg'(m,n+1;2)

Hg'(m—n'+1,n+n"z)

RHA™+"(m n; 1)
Vgi+m'+n'(m+1, n; .’L')

Vg‘+""+"'(m+n’,n—m'+1;x)
Hgi+m'+n’(m’n+l; z)

Hgi+m'+n’(m_nl+1’n+nl;m)

1

1

1

Id

i=0,1,.,.N—-m-m'-n—-n'" m',n'>0

(85)

dénote le dénominateur, ou I'on remplace la premiere ligne

Id

du numérateur par 1,...,1.

Vg'(m+m'—1,n—m'+1;z) ---
Hg'(m—1,n+1;z)

Hgi(m—n'+1,n+n'-1; )

Hi(m4+m'—1,n+n";z)

Hg'(m—n',n+n';z)
Vg'(m,n;z)

Vg™ 'l min'—1,n—m'+1; )

Hgt™ -l m—n'+1,n+n'—1;1)

Hg ™'+ =1(m _n' n4n'; z)
Vgt+m'+n'—l (m’ n; .’23)

Hgi+m'+n'—l(m__ 1,n+1; .’B)

1

Id
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Viim+m',n4n'—1;2)

Vgi(m-fm',n—m'; x) . Vgi+m’+n'—l(m+m/,n_m/; :t)
Hg'(m,n;z) e Hgm+7=Y(m,n;2)

Hgi(m—n'+1,n4n'=1;z) --- Hg*t™t"Ym—n'+1,n+n'—1;z)
Vg'(m+1,n-1;z) Vgt™ =Y (m+1,n—1;1)

| Vg(mtm'=1,n-m'+1;z) .- Vg*™ " mim'—1,n—m'+1;2) (57)
1 cev evr oo 1

Id

:=0,1,.. N—=m—-m'—-n-n'4+1 m'>1

o
-
=}

0 _fi _fi+m+n 1 1
go(x) 1 v 1

g1 °° Gii+m4n
91(z) g1 v Gritmin . i

/ Imi ' Gmi+m+n
gi: " Gli+m+n

Ri(m,n;z) =
( ) gm(I) Im,i " Imit+m+n

gl(z) §1'i ot Glitmetn

~ ~ g’n,i gn,i+m+n
Gn(Z) Gni ' Gnitmin

0 —figo(z) -+ =fiym+n go(z) 1 ... 1
1 1 1

gl(x)/go(m) gl,i e gl.i+m+n gl.ri e gl.i+.m+n

/ Imi " Gmi+m+n

gm(:c)/go(:t) Gm,i s Gmi+m+n - »
qgii gl,t+m+'n

G1(z)/ go(z) g1 o Glitmen

gnyi Tt gn,t'+m+n

§n(z)/go(m) gn,i e gn,i+m+n

141



0 —fi go(x) e — fitm+n 90(T)

1 0 0
91(3)/90(1') 91,;‘91(-’”)/90(35) 91,i+m+n—91(1‘)/90(3)
In(@)/902) i = m(@)/0() *+* Grmismin ~ Im(2)/50(2)
G1(x)/g0(z) 91.'—91( )/90(Z) -+ Gritmen — G1(T)/g0(2)
3a()/00()  Tos = Tn(2)/00(2) -+ Fossmen — Gu(2)/0(2)

1

91 — 91(2)/90(z) -++  Gri4m+n — 91(2)/90(2)

G = Im(2)902) * Gmimin — Im(2)/90(2)

571,:‘—51(5'3)/90(1') !71.i+m+n—§1($)/90($)

Gui = Gn(@)/00(2) * Fuimen — Gulz)/90(2)

fi go(z)

91.i 9o(z) — g1 ()

gms 90(2) ~ gm(2) -

G1.i 90(z) — Gi(x)

Gn,i 9o(z) — Gn(x)

fi+m+n 90('7")
J1i+m4n go(l') - 91(37)

g i+men go(z) — gm(x) / Id
G1,i+m+n go(T) — G1(z)

-~

Gni+m+n 90(Z) — Gn(T)

fi go(.T) f!+m+n go(.’l?) R(O’ Oa .’E) e Ri-f-m+n(0,0; 27)
90.(2) goi" () Vg'(1,0;z) - Vg"tmn(1,0;2)
9om(2) gbﬁ"""( ) Vgi(m,1-m;z) --- Vg*™+i(m,1-m;z)
Go4(z) ~"“"”"(95) Hg'(0,1;z) -+ Hg"#™(0,1;z)
| Gonlz) - ~"“"""‘(:v) _ | Hg'(1-n,n;z) .- Hg"*™*"(1-n,n;z)
- 1 <0 cer ... 1 - 1 cer cee aen 1
Id Id

qui correspond a la relation (55) avecm =0, n =0.
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Soient Ri(m',n';z) les quantités obtenues par application des algorithmes (54 — A ~ F)
avec les initialisations:

Ri(0,0;z) = Ri(m,n; z)

V§'(j,1-j;z) = Vg'(m+j,n+l-jiz) j=1,..,m

H§(1-j,j;2) = Hg'(m+1—j,n+j;z) j=1,..,n'
m,n fixés

Alors Ri(m’,n';z) est donné par P'expression déterminantale (55) du théoréme. Mais dans
les algorithmes (54 — A ~ F) chaque étape est obtenue a partir de la précédente. Donc

R‘(m n';z) est la (m+n+m' +nr)1eme étape avec les initialisations usuelles. On a donc
Ri(m',n';z) = R(m+m',n+n';z).

La démonstration est similaire pour la relation (56); on a:

—gn(x) _.an,i s —gn,i+m+n—1
1 ‘e 1
go(z) 1 een 1 g
9 (.‘l') 14 t G1i+m4n-1 Tv‘ 1,;+n.1+n_]
H ‘ m’ n; z)= . ) . “en t n—
: ) gn(T)  gmi 0 Gmitmin-1 / %T' e %T o 11
)1 (‘T) g1, cer 9i+min-1 .v‘ ,t+ﬂ.l+n_
gn'l(x) gﬂ'lv" e gn-l,l'+m+n—1 In-1i " Gn-litmin-1

On fait la méme chose que I'obtention de la relation (58) et ’on trouve:

g(i?'n(z) %-’Q;m-f-n—l(m)
96,1(-’”) g&fim+n—l(z) 1 ¢ oo oo 1

Hg‘(m,n;x) = %i)"m(z) <o g'+m+n_i(x) / Id
Goa(z) - Gt a)

Fona(z) -+ %E'ZT"“I(JE)
Hg'(l1-n,n;z) ---  Hg"*™+"Yl-n,n;z)
Vg‘(l,O;z:) Vgc+m+n—l(1,0;z) 1 .- v 0]
=! Vg(m,1-m;z) --- Vg*™*lm,1-m;z) |/ 1d (59)
Hg'(0,1;x) e Hgt™t"=1(0,1; z)
Hg¢'(2-n,n—1;z) --- Hg#™"1(2—n n-1;z)
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qui correspond 4 la relation (56) avec m = 1,n = 0. Apres, on fait le méme raisonnement que
dans la 2'*™€ partie pour ’obtention de la relation (55) et 'on obtient la relation (56).

La relation (57) est démontrée par la méme fagon en échangeant les roles de m et de n.

Dans la relation (55), si m’ = 1,n' = 0, on retrouve la relation (54 — F),si m’ = 0,n' =1,
on retrouve la relation (54 — E).
Dans la relation (56), si m’ = n’ = 1, on retrouve la relation (54 — C).

Dans la relation (57), si m’ = n’ = 1, on retrouve la relation (54 — D).

Dans les relations (55), (56), (57), si I'on prend m’ et n' supérieurs a 1, on obtient donc les
algorithmes pour passer des singularités qui ne sont pas forcément isolées.

Un résultat immeédiat qui s’obtient a partir du théoreme 8 est le:

Corollaire:
Ri(m,n;z) R*™ (m,n; )
Vgi(m+1,n;z) Vg™ (m+1,n;z)
. V : ’,. —-m’ 1; e V i+m! .’3 -m' 1
R'(m+m/,n;z) = glmm,n m+1 2 g- 1(m+m nomtliz) (60)
Id
i=0,1,..N—m-m'—n. e m' >0
Rlmmz) o R*(mma)
Hg'(m,n+1;z) Hgt"(m,n+1;z)
. Hg'(m-— '-;-1, +n'; .-« Hg*t(m-— ' 1, !
Ri(m,n+n’;z) = g'(m—-n'+1,n lz.) 9. 1(m n'+1,n+4niz) (61)
Id

1=0,1,...,. N—-m—n-n'.
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Hg'(m,n+1;z) Hg"t™ (m,n+1;z)

Vg'(m+1,n;z) cee Vg't™ (m+1,n;z)
: Vg m+m’,;z—m’+1;z e Vgitm m+m.’,n——m' 1;z
Hg'(m+m/,n+1;z) = Al T ) g 1( t1ic) (62)
Id
i=0,1,.., N-m—-m'—n—-1. e m' >0
Vg':(m+1,n; z) Hg*(m+1,n;z)
Hg'(m,n+1;z) Hgt" (m,n+1;z)
. Hg'(m—n'+1,n+4n;z) --- Hgt"'(m-n'41,n4n';z
Id
:1=0,1,.... N=-m—-n-n'—1. et n' >0
Dém: Dans le théoreme 8, on prend m’ = 0,n' = 0,n' = 1, m’ = 1 respectivement.
.

Maintenant, donnons quelques exemples numériques. D’abord, on vérifier que la régle parti-
culiére du théoréme 8 donne le méme résultat que I'algorithme habituel (54). Ensuite on donne
deux exemples en cas d’instabilité numérique.

Dans les exemples suivants, on prend toujours la famille de fonstions f;(z) = ' i=0,1,...

Exemple n°8:

On reprend I'exemple n°1 [23] avec les conditions données
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l ) I; | R'(O, 0; I'U

o

M 0 2
11| 3,2
20 2| 4/5
313 1/2
a4 6/17

On obtient le tableau suivant:

Pour R%(2,2;z) avecz=3.5

. Algorithme habituel Regle particuliére
(54) (théoreme 8)
0.415094339622644 | 0.415094339622641 | 0.415094339622642

Valeur exacte

Si I’on reprend 'exemple n%2 [23] avec les conditions données

[ | z: | R(0,0;2) |

0f 1 4
1] 2 1
21 3 0
3| 4 1
445 2

On obtient le tableau suivant:
Pour R°%(2,2;z) avecz =25

Algorithme habituel Regle particuliere
(54) (théoreme 8)
0.0769230769230784 | 0.0769230769230767 | 0.0769230769230769

Valeur exacte

On voit que dans ce exemple, la regle particuliere ainsi que 1’algorithme habituel donnent
presque les mémes bons résultats.

Exemple n°9:

Avec les conditions sulvantes:

l : “ T; I R'(0,0;z) I

0 1 4
1 2 1
29 3 0
31 3.01 0.01
41 5 2
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On obtient le tableau suivant:

Pour

avecz = 3

R°(2,2;z)

Algorithme habituel
(54)

Regle particuliere
(théoréme 8)

Valeur exacte

0.8615.10~°

0.4665.10~1°

0

Mais si ’on remplace z3 par 3.0001, on obtient:

Pour

R°(2,2; 1)

avec z = 3

Algorithme habituel
(54)

Regle particuliere
(théoreme 8)

Valeur exacte

0.7532.1072

0.2415.10~13

0

Exemple n°10:

Avec les conditions suivantes:

E

[ = [R(0,09)]

0

0 2

1 1.5

2 0.8

>l b —

0.75

1 6/17

On obtient le tableau suivant:

Pour

R%(2,2;z)

avec r = 2

Algorithme habituel
(54)

Regle particuliere
(théoreme 8)

Valeur exacte

0.799999997542881

0.799999999999998

0.8

Si ’'on remplace z3 par 2.0001, on obtient:

Pour R%2,2;z) avecz=2
Algorithme habituel Regle particuliere
(54) (théoréme 8) Valeur exacte

0.799876634475235

0.799999999999714

0.8

On voit que pour les exemples n°9 et n°10, la régle particuliere est beaucoup mieux que
Palgorithme habituel.
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