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CHAPITRE 1 

Généralisations des Transformations Vectorielles 
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0 Introduction 

Dans ce chapitre, on va étudier des généralisations de certaines transformations vectorielles. 

Dans la première section, nous étudierons une transformation vectorielle hkn). Commençant 
par la définition, nous allons voir que son formalisme est une généralisation des autres trans
formations connues. Cette transformation peut être mise en oeuvre par le H -algorithme ou par 
un H-algorithme particulier qui nous fournit un algorithme plus concentré. Ensuite, on voit 
qu'elle a une connexion avec l'approximant de Padé vectoriel de J. Van Iseghem [2]. Enfin nous 
donnerons ses propriétés et comparerons avec celles des autres transformations vectorielles. 

Dans la deuxième section, nous généraliserons deux transformations vectorielles avec des 
suites auxiliaires. 
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1 Généralisation de la transformation vectorielle h~n) 

1.1 Définition de la transformation h~n) 

Soient {sn} une suite de vecteurs complexes, snE q;P; Yi E q;P, i = 1, ... ,q avec q:::; p, 
q vecteurs indépendants. 

On définit la transformation vectorielle suivante: 

(Yt, ~Sn+k-l) 

h(n)- (yq, ~Sn+k-t) 
q k - 1 

(yt, ~sn) 

(y9 , ~sn) 

(yt, ~Sn+k) 

(yq,~Sn+k) 

1 
(Yt, ~sn+t) 

(yq, ~Sn+t) 

Sn+kq 
(Yt, ~sn+kq) 

(Yt, ~Sn+k(q+t)-t) 

(yq, ~Sn+k(q+l)-t) 

1 
(Yt, ~Sn+kq) 

(yq, ~Sn+kq) 

où (Yi, ~s j) est une forme bilinéaire qui est définie par: 

Soit a= (a~, ... ,apf E q;P 
b = ( bt, ... , bP f E q;p 

alors (a, b) = a1 b1 + · · · + apbp, et 
(o:a, f3b) = o:f3(a, b) Va:, f3 E q; 

(1) 

Le déterminant généralisé qui se trouve au numérateur de (1) se développe de façon habituelle 
et désigne un élément de q;P. 

Maintenant, on se pose une question? Comment peut-on choisir ces vecteurs indépendants 
Yi i = 1, ... , q ? En d'autres termes, est-ce que qh~n) dépend des Yi i = 1, ... , q. Pour 
répondre cette question, on va voir d'abord quelques définitions qui seront commodes pour 
la démonstration de la proposition 1 suivante. 
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Définition 1: 

• Soit 1 = {1, 2, ... , n }, pour i E /, soit ji E {1, 2, ... , n} 
on note {jt,h, ... ,jn) est une permutation de (1, 2, ... , n). 

• Dans {it,h, ... ,jn) s'il existe un couple (ik,it) tels que 
k < 1 et jk > j~, on l'appelle un couple inverse. 

• On note N(j1 , ••• ,jn) est le nombre de couples inverses dans 
(jl,•••,jn)· 

Définition 2: 

Soient x· E ([)P· 
1 ' 

le déterminant est un élément de ([)P 

qui est développable suivant la première ligne. 

Si on définit 

Propriété 1: 

Soient Xi, Yi E (CP, y E ([}P; 

alors, on a: 

kxi kxn 

(1) 
au aln 

=k 

( 

k bit ) 

k Xi= k ~ip . 

Xt 

XI Xn au 

an ain 
-

k ail 

an-1,1 an-l,n an-1,1 an-l,n 

an-1,1 

Xt kxi Xn Xt 

au k a1i a ln 
=k 

au 

an-1,1 k an-1,i an-1,n an-1,1 

au y aln y 
an a ln 

a21 a2n 
-

anl ann 
anl ann 

4 

Xn 

aln 

kain 
Vi= 1, 2, ... , n-1. 

an-1,n 

Xi Xn 

ali a ln 

an-1,i an-1,n 

y 



Xt +YI Xn +Yn Xt 

(2) 

Xt 

au 

1 + Il ail ail 

an-1,1 

Xt 

au 

an-1,1 

(3) 

(4) 

au a ln au 
-

an-1,1 an-1,n an-1,1 

Xn X1 Xn 

a1n au a ln 

1 + Il - 1 1 
ain ain ail ain 

an-l,n an-1,1 an-l,n 

+ 

x~+ x~' 
1 1 

1 + Il 
ali ali 

1 + Il 
an-l,i an-1,i 

X1 

an 

= 

Xn 

a1n 

x~' 
1 

a" Ii 

Il 
an-1,i 

Xn 

a ln 

an-1,n 

Xt +au y 
au 

-

an-1,n an-1,1 

Xn YI 
a ln au 

+ 

an-1,n an-1,1 

Xt Xn 

au a ln 

+ a" a~' il an 
Vi = 1, 2, ... , n-1. 

an-1,1 an-l,n 

Xt x~ 
1 

au 
1 

ali 
-

an-1,1 
1 

an-l,i 

Xn 

a1n 
'V i = 1,2, ... ,n. 

V l = 1,2, ... , n-1. 
j = 1,2, ... ,p. 

Xn +ain Y 
a1n 

'V l = 1, 2, ... , n -1. 

an-1,n 

Dém: Les démonstrations sont basées sur les propriétés du déterminant scalaire, si l'on 
compare chaque composante du vecteur à chaque côté, elles seront triviales. 

• 
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On a maintenant le résultat suivant: 

Proposition 1: 

Si q = p, alors dans (/}P, la transformation Ph~n) ne dépend pas du choix des p vecteurs 
indépendants Y11 ••• , Yp· 

Dém: Soient zb ••• , Zp p autres vecteurs indépendants dans (/}P; on peut écrire: 

{ 

Zt ~ anYt + · · · + a1PYP 

Zp = ap1Y1 + · · · + aPPYP 

On considère d'abord le numérateur de (1) 

Sn 

(an YI + · · · + a1pYp, Âsn) 

(api YI + · · · + appyp, Âsn) 
(zb Âsn+I) 

Sn+kp 

(zi, Âsn+kp) 

Sn+kp 

(anYI + · · · + atpYp, Âsn+kp) 

(apt YI + · · · + aPPYP, Âsn+kp) 

(zll Âsn+kp+t) 

(2) 

On remplace les z1 , ••• , zp des lignes 2 à p+ 1, par leurs expressions (2), les autres lignes 
restent les mêmes pour le moment. Utilisant la propriété d'une forme bilinéaire et celle de 
multilinéarité du déterminant (Propriété 1 relation (2) ), on a alors: 
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(yp,~sn} 
(zl,~Sn+I} 

Sn+kp 

(Yb~sn+kp) 

(yp, ~Sn+kp} 
(zl, ~Sn+kp+I) 

où {(j17 ••• ,j11 )} est l'ensemble de toutes les permutations de (1, 2, ... ,p) et les indices de 
aiJ; sont définis dans la définition 1. 

Pour les lignes de p+2 à 2p+1, les lignes 2p+2 à 3p+1, ... on répète le même processus et l'on 
obtient: 

= ( ""' (-1)N(iJ, ... JP)a1 · ···a · ) k L..J ,Jt p,Jp 
Hit , ... ,jp)} 

Pour le dénominateur de (1), on obtient de même 

(zl, ~Sn+k-1} 

7 

Sn+kp 

(yl,~Sn+kp) 

(3) 



(yp, ~Sn+k-1) 

Divisant (3) par (4), nous obtenons le résultat. 

(4) 

• 
D'après cette proposition, on peut choisir pour Yb ... , yP, par exemple, la base canonique de 

<CP; alors (yi, ~sn) = (~sn)i pour i = 1, ... ,pet V n, où (~sn)i est la ième composante de ~sn. 

La transformation Ph~n), notée simplement h~n), est équivalente à: 

(6sn+k-Ih (~sn+kh (6sn+k(P+l)-lh 

h(n)- (6sn+k-dp (~sn+k)p (6sn+k(p+l)-I)p 
(5) k -

1 1 1 
(6snh (~sn+Ih (~sn+kph 

(~sn)p (~sn+I)p (~sn+kp)p 

(6sn+k(P+l)-Ih 
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Remarque: 

Si q < p, alors 9 h~") est certainement dépendant du choix des q vecteurs indépendants 
Yh ... , Yq· 

On voit facilement que: 
• Si k _ 1 { quand q < p, on retrouve la méthode MMPE [8]. 

- quand q = p, on retrouve la transformation d'Henrici [13]. 
• Si q = p = 1, on retrouve la transformation de Shanks [3]. 
• Si q = 1, V k, on retrouve la transformation de Shanks topologique [1]. 
• Si q = p > 1, on retrouve la transformation .,P de Van lseghem [2, p.81]. 

Cette transformation apparaît donc comme une généralisation du procédé .6.2-d'Aitken le 
plus général. 

D'après le fait que h~") est indépendant du choix des p vecteurs indépendants y1 , ••• , y'P dans 
la proposition 1, on a immédiatement le 

Corollaire 1: 

Si q = p, les méthodes MPE [5], RRE [10,11], MMPE [8], la transformation d'Henrici [13] 
et la transformation 1/J [2] sont identiques. 

Dém: C'est le cas particulier de la proposition 1 où k = 1. 

Maintenant, rappelons la définition du produit scalaire dans Œ'~': 

Soit 

On définit 

a= (ab···' a'P) E (/;'~' 
b = (ht, ... , bp) E (/;'~' 

(a, b) = a1bt + · · · + a'Pb'P E Œ 

et donc il vérifie la propriété suivante: 

(o:a,f3b)=o:{3(a,b) V o:,/3EŒ 

où z est le nombre complexe conjugué du nombrez. 

• 

(6) 

Dans [4] Roger C.E.TAN a utilisé un produit scalaire pour donner deux algorithmes corre
spondants de e-algorithmes topologiques de BREZINS KI [1] qui a utilisé une forme bilinéaire. 
D a indiqué que, dans le cas complexe, ces deux types méthodes sont différentes. Pour cette 
raison, on va définir une transformation similaire en utilisant un produit scalaire au lieu d'une 
forme bilinéaire. 
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On pose: 

Sn+kq 
( ~Sn+kq, YI) 

( ~Sn+k-I, YI) (~sn+k, yt) (~sn+k(q+l)-I, YI) 

- (n) (~sn+k-b Yq) (~sn+k, yq) -(~sn+k(q+l)-I, Yq) 
(7) qhk = 

1 1 1 
(~sn, yt) (~sn+bYt) (~sn+kq, YI) 

(~sn, Yq) (~sn+b Yq) (~sn+kp, Yq) 

(~sn+k(q+I)-I, YI) 

où (~sn, Yi) est le produit scalaire défini en (6). 

Evidemment, en général, qh~n) est différent de qhkn) =q hkn), mais on voit facilement que si 
1DJJ 1 h- (n) h(n) D' t t · h- (n) t · ' d' d d h · Yb ... , Yq E Ht" a ors q k =q k . au re par , SI q = p, P k es aussi m epen ant u c o1x 

des p vecteurs indépendants y11 ... , yp( E q)P) comme la démonstration de la proposition 1, alors 

h- (n) _ h(n) 
p k -p k • 

Remarquons que dans le cas vectoriel (p ;::: 2), l'é-algorithme topologique de BREZINSKI 
(en utilisant une forme bilinéaire) et la variété de l'é-algorithme topologique de Tan (en utilisant 
un produit scalaire) correspondent toujours à q=1 (# p), c'est pourquoi, dans le cas complexe, 
ils sont différents. Si q = p, dans ce cas, ces deux types de é-algorithmes topologiques sont 
identiques. 

Dans la suite, on va voir que le cas où q = p semble plus intéressant que le cas où q < p, et 
dans ce cas, les deux types de transformations Phkn) (en abrégé hkn)) et Phkn) sont les mêmes. 
Donc, désormais, on ne considère que la transformation (5) hkn). 
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1.2 Implémentation de la transformation h~n) par le H-algorithme 

La transformation (5) h~n) peut être mise en oeuvre par le H-algorithme suivant [5]: 

H~n) =Sn et g~~) = 9i(n) i = 1,2, ... et n = 0, 1, ... 

pour k = 1, 2, ... et n = 0, 1, ... 
(n+l) H{n) (n) H(n+l) n<n> _ 9k-t,k • k-t- Yk-t,k • k-t 

le - (n+I) (n) 
91c-t,lc - Yk-t,k 

(n+l) (n) (n) (n+l) 
(n) _ 91c-l,k • 9k-l,i - Yk-l,k • 91c-l,i · k 1 k 2 

91c,i - (n+I) {n) Z = + ' + ' ··· 
9k-t,k - Yk-t,lc 

où les Hkn) sont des vecteurs et les gin! des scalaires . 
• 

On a le résultat suivant: 

Si 

Alors 

9j+mp(n) = (~sn+m)j 
h(n) _ H(n) 

k - kTJ 

m=0,1, ... ,k-1. 
j=1,2, ... ,p. 

D'après ce résultat, on voit facilement que le calcul de hkn) a besoin seulement des termes 
H~n), H~n), H~;>, ... tous les autres termes ne jouent qu'un rôle intermédiaire. Son calcul peut 
donc simplifier. Donnons d'abord le théorème suivant: 

Théorème 1: [6] 

Si l'on a les conditions initiales 

Han)= sn et gt> = 9i(n) pour i = 1,2, ... et n = 0, 1, ... 

Alors 

H(n) n<n+p) (n) g(n~p) 
m m 9m,i m,1 

(n) (n+p) {n) (n+p) 
9m,m+l 9m,m+l 9m,m+l 9m,m+l 

(n) (n+p) {n) (n+p) 
H(n) - 9m,m+p 9m,m+p et (n) - 9m,m+p 9m,m+p 

P+m- 1 1 9p+m,i- 1 1 
(n) 

9m,m+l 
(n+p) 

9m,m+l 
(n) 

9m,m+l 
(n+p) 

9m,m+l 

(n) 
9m,m+p 

(n+p) 
9m,m+p 

(n) 
9m,m+p 

(n+p) 
9m,m+p 

avec p ~ 1; i > p+m. 

Si l'on prend m = 0, p, 2p, ... et compte tenu du fait que Bk;> - h~n), on a le résultat 
suivant 
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Corollaire 2: 

hLn>peut être calculé directement par l'algorithme suivant: 

Conditions initiales: 

h(n) -(n) ( ) ( ) o = Sn et 9o .!. = 9o,i n = 9i n 
'p 

pour i = 1, 2, ... et n = 0, 1, ... 

Règles du calcul de l'algorithme: 

h(n) 
k 

... h(n+p) 
k 

-(n) -(n+p) 
9k,k+~ 

... 
gk k+l 

' p 

h(n) -
k+l-

-(n) 
9k,k+1 

... -(n+p) 
9k,k+1 

-(n) -(n+p) 
-(n) _ 9k,k+I 9k,k+l 

et g k+ 1 ,k+ I+ ~ - "'---;--'-1"------1'--'----;---'-1 ... 
-(n) 
gk k+.! 

... 
' p 

-(n) 
9k,k+l 

... 

1 
-(n+p) 
gk k+l 

' p 

-(n+p) 
9k,k+l 

-(n) -(n+p) 
gkk+.! gkk+l 

' p ' p 

-(n) 
9k,k+1 

-(n+p) 
9k,k+1 

avec i = 1,2, ... 

Dém: Dans le théorème 1, on prend m = kp et l'on pose h~n) = H!;> 
i 2:: kp+ 1. On obtient le résultat. 

Remarque: 

On peut écrire aussi 

h~n) !:,.h~n) /:,.h~n+p-1) 
Â -(n) 

-(n) Â-(n) Â -(n+p-1) gk k+l 
h(n) gk k+l gk k+l gk k+l ' p 

k+1 = ' p ' p ' p 1 
-(n) Â -(n) Â -(n+p-1) 

Â -(n) 
9k,k+1 

9k,k+l 9k,k+1 9k,k+1 

et d'après l'identité de Magnus [7], on a: 

-(n) _ (n) 
gk i - 9kp,il ., 

Â -(n+p-1) 
gk k+.! 

' p 

Â -(n+p-1) 
9k,k+l 

( 

A -(n) 
gk k+l 

h(n) - h(n) - (Ah(n) Ah(n+p-1)) : P 
k+ 1 - k k ' ••• ' k : 

A -(n) 
9k,k+1 

A -(n+p-1) 
9k,k+I 

) 

-

1 

( 9t~+.! ) ' p 

-(n) 
9k,k+1 

• 

h (n) A b ' · d h(n+i) t d -(n+i) · 0 1 k+ 1 peut etre o tenu a partu e k e e gk,k+~ t = , , ... ,p et J - 1,2, ... ,pen 

résolvant un système de p équations linéaires. 

D A -(n) . 1 2 e meme pour gk+ 1 ,k+ 1 +~, z = , , ... on a: 
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( 
~9lj+~ . . . ~917~1) ) -

1 

( 9lj+~ ) 
.(n) _ ·(n) (A .(n) A .(n+p-1)) 
gk+1,k+l+~- 9k,k+l+~- ~9k,k+l+~' ... ,~gk,k+l+"i : : : . 

A .(n) A .(n+p-1) .(n) 
~9k,k+l ~9k,k+l 9k,k+l 

Remarquons que le système de p équations linéaires à résoudre, pour obtenir h~~1 et 
-(n) t 1 A 

gk+l,k+l+~' es e meme. 

1.3 Connexion de la généralisation de la transformation 

vectorielle h~n) avec les généralisations de l'approximation de Padé 

On sait déjà que [19] dans le cas scalaire, il existe une relation entre l'e-algorithme et la table 
de Padé. Dans le cas vectoriel, BREZINSKI [1] a proposé une généralisation de la transfor
mation de Shanks et a donné une approximation de Padé correspondante. Mais il se présente 
plutôt comme un approximant de Padé dans la direction y [2]. Donc, cette approximation n'est 
pas très efficace. 

Pour remédier à cet inconvenient, au lieu d'utiliser seulement un vecteur y, on utilise d 
vecteurs indépendants Yb ... , Yd comme dans la section 1.1, ainsi, on peut trouver un approxi
mant de Padé vectoriel dans toutes les directions, et ceci est déjà étudié profondément par J. 
Van lseghem [2]. 

Position du problème: 

Soit F( t) une fonction vectorielle de (C dans (Cd. 

Elle peut s'écrire encore: 

F(t) = Ut(t), ... ,/d(t)f. 

F(t) = L ci. ti avec ciE (Cd. 
i~O 

. . P(t) 
On veut chercher une fractiOn ratiOnnelle R(t) = q(t) 

P(t) = (Pt(t), ... ,pd(t)? E (Cd, q(t) E fC. 
~Pi(t) = p, i = 1, ... , d tfJq(t) = q 

On définit P(t) - (Pt(t) Pd(t))T 
q(t) - q(t) ' ... , q(t) 

où: 

par F(t)- R(t) = O(tk) 

13 
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k est le plus grand possible 
avec O(tk)={~ai·ti 1 ai=O, i=0,1, ... ,k-1} 

Rappelons nous d'abord l'extension de l'approximation vectorielle due à C.BREZINSKI, 
dans une direction y, via la généralisation de la transformation de Shanks (1]. On suppose: 

où 

Multiplions par le dénominateur et comparons les coefficients des termes t0 , t 1 , ...... 

On obtient: 

l 
ao =Co· bo 
a1 = Ct · bo + Co · bt 

ap ~ Cp · bo + Cp-t · bt + · · · + Cp-q · bq 

(9) 

0 = Cp+q · bo + CP+q-1 · b1 + · · · + Cp · bq 
(10) 

A un coefficient multiplicatif près, on peut supposer b0 = 1. Multiplions scalairement les 
relations (10) par le vecteur y, on obtient les bi en résolvant le système linéaire suivant: 

( 

(y, C~-q+t) · · · 

(y, Cp) 

Les vecteurs ai sont obtenus par les relations (9). 

On peut montrer que, analogue au cas scalaire [12], on a le 

Théorème 2: [1] 

P(t) 
R(t) =- = 

q(t) 

tq · Sp-q(t) 
(y, Cp-q+t) 

. 
(y, Cp) 

tq 

(y, Cp-q+t) 

(y, Cp) 

tq-t · Bp-q+t(t) ... 
(y, Cp-q+2) ... 

(y, Cp+t) ... 
tq-1 ... 

(y, Cp-q+2) ... 

(y, Cp+t) ... 
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Sp(t) 
(y, Cp+I) 

(y, CP+q) 
1 

(y, Cp+I) 

(y, Cp+q) 



k 

avec S~~:(t) = L C;ti, k ~ 0 et S~~:(t) = 0, k < 0 
i=O 

D'après la construction de :g;, on voit que l'on a: 

Par contre, on a seulement: 

(y P(t))- (y F(t)) = O(t'*9+1) 
' q(t) ' . 

P(t) - F(t) = O(t'*1 ). 
q(t) 

Ceci tient au fait que (y,z) = 0 n'entraîne pas que z = 0, Donc le théorème 2 n'est pas 
très intéressant, puisque le degré du dénominateur n'intervient pas. Alors, comment peut-on 
perfectionner ce procédé ? C'est-à-dire faire intervenir le degré du dénominateur pour chaque 
composante dans l'approximation. C'est ce qu'on rappelle maintenant et qui est fait par J. 
VAN ISEGHEM [2]. 

Au lieu d'utiliser seulement un vecteur y, on utilise d vecteurs indépendants Yb ... , Yd· 
On suppose que q = m · d, où d est la dimension des vecteurs et mE /N'. Soient Yb ... , ya, d 

vecteurs linéairement indépendants dans ([)d. Multiplions scalairement les rn premières équations 
de la relation (10) par Yi i = 1, ... , d. On obtient: 

(yt,Cp-q+I) (y1, Cp) bq (Yb Cp+t) 
bq-1 

(yd, Cp-q+I} (y a, Cp) (ya, CP+1) 

= (11) 

(YI' Cp-q+m} (YI' Cp+m-1} (yi, CP+m) 

(ya, Cp-q+m) (yd, C.P+m-1) b1 (yd,CP+m) 

En résolvant ce système d'équations linéaires, on obtient les bi et bo = 1 par convention; les 
ai sont obtenus par les relations (9). On peut montrer également, comme dans le cas scalaire: 
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Théorème 3: 

R(t) = P(t) = 
q(t) 

tq · Sp_ 9(t) 
(Yb Cp-q+I) 

(Yt, Cp-q+m) 

(yd, Cp-q+m) 
tq 

(Yb Cp-9+1) 

(yd, Cp-q+t) 

k 

t 9- 1 • Sp-q+I(t) 
(Yb Cp-q+2) 

(Yb Cp-q+m+t) 

(yd, Cp-q+m+I) 
tq-l 

(Yb Cp-q+2) 

(yd, Cp-q+2) 

(yi, CP+m) 

(yd, Cp+m) 
1 

(Yb Cp+t) 

(yd, Cp+t) 

avec Sk(t) = L Ci, k ;::: 0 et Sk(t) = (/), k < 0 
i=O 

Proposition 2: 

(12) 

Dans le théorème 3, la fraction rationnelle R(t) 
P(t) , 

- q( t) ne depend pas des d vecteurs 

indépendants YI, ... , Yd· 

Dém: La démonstration est tout à fait analogue à celle de la proposition 1. 

• 
D'après cette proposition 2, on peut prendre simplement Yi= ei i = 1, ... , d, la base canon-
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ique, et alors l'expression (12) est équivalente à: 

t9 • S,_9(t) t9-
1 

• s,_9+I(t) 
(C,_9+Ih (C,_9+2h 

(Cp-q+mh (Cp-q+m+Ih (Cp+mh 

. R(t) = P(t) = (Cp-q+m)d ( Cp-q+m+I )d (CP+m)d 
(13) 

q(t) t9 tq-l 1 
(Cp-q+Ih (Cp-q+2h (C,+Ih 

(C,_9+t)d (C,_9+2)d (CP+t)d 

Maintenant, on a le théorème fondamental suivant: 

Théorème 4:[2] 

Si q = m · d, alors F(t)- R(t) = aJ(tP+m+I) 

P(t) 
Dém: Grâce à la proposition 2, dans la construction de R(t) = q(t) , on peut prendre 

Yi = ei, i = 1, ... , d, la base canonique. Donc, l'expression (11) pour obtenir les bi devient: 

(C,_q+Ih (C,)t bq (C,+th 
bq-l 

(Cp-q+t)d (C,)d (C,+I)d 

- (14) 

(Cp-q+mh (Cp+m-th (CP+m)t 

~ 
(Cp-q+m)d (CP+m-dd bl (Cp+m)d 

Cela veut dire que: 
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{ 

Cp-q+t · bq + · · · + Cp · bt = -Cp+t 

Cp~q+m · bq + · · · + Cp+m-1 · b1 = -CP+m 

{ 

(f) = Cp+t · bo + Cp · bt + · · · + Cp-q+l · bq 

(/) ~ Cp+m · bo + Cp+m-1 · bt + • · · + Cp-q+m ·bq 

qui sont les m premières équations de la relation (10). Compte tenu de la relation (9), on peut 
conclure que: 

F(t)- R(t) = (f)(tp+m+l) 

• 
Théorème 5: 

Une condition nécessaire et suffisante pour que R(t) - :g; défini par l'expression (13) 

existe est que le déterminant suivant soit différent de zéro: 

Dém: C'est tout simplement la condition nécessaire et suffisante pour que le système (14) 
donnant les bi admette une solution. 

Cette solution est d'ailleurs unique, d'où le 

Théorème 6: 

S'il existe, R(t) = :g; défini par (13), est unique. 

Remarque: 

• 

Si q = m · d + k, avec 1 ~ k < d, l'ordre d'approximation R(t) ne peut être amélioré sur 
toutes les composantes à la fois par rapport à q = m · d. Donc, ce procédé n'est pas intéressant, 
et plutôt c'est un procédé intermédiaire. 

Voyons maintenant un exemple numérique: 
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Soit 

( 

t2 t3 t4 tS ) 
_ ( !1(t) ) _ ( 2 + ln{1 + t)) _ 2 + t-- + 3- 4 +-- · · · 

F(t) - h(t) - et - t~ t3 t4 ~ 
1+t+-+-+-+-+··· 2 . 6 24 120 

Si l'on choisit p = 3, q = m · d = 2 · 2 = 4 alors, le théorème nous donne: 

P(t) 
q(t) = 

0 t
3 So(t) t 2 s1 (t) tS2(t) 

2 1 1 1 -2 i 1 1 1 

1 1 î 61 

1 
~2 I ~4 
2 6 24 
t4 t3 t2 t 1 
2 1 1 1 1 

~2 I ~4 
1 1 2 6 24 
1 1 1 1 1 

~2 3 -4 5 
1 1 1 1 

2 6 24 i2o 
k 

où sk(t) = I: cië, k ~o. 
i=O 

S3(t) 
1 -4 

1 

~ 
t 

i2o 

On calcule respectivement les deux déterminants, on obtient: 

q(t) = 0.001996527 t4 - 0.011168981 t3 + 0.026736111 t2
- 0.003472222 t- 0.086805555 -._...- --..-- ...._,_. 

A B C D E 

( 
-2B + C + D - E ) 3 ( 2C- D + E ) 2 ( -2D- E+ ) ( -2E ) 

P(t) = jj f t + g t + -D _ E t + -E 
-B+C- 2 - 6 C-D- 2 . 

= ( =~:~~~~~:;~ ) t3 
+ ( ~ô~;t~;;;;s ) t• + ( =~:~:~~~~ ) t 

( 
-0.173611110 ) 

+ -0_.086805555 . 

On peut facilement vérifier que: P(t) - F(t) = cD(t6 ) 
q(t) 
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Mais si l'ordre de déterminant est plus élevé, son calcul est plus difficile. Cet inconvénient 
peut se résoudre dans la suite. 

D'après ce que J.Van lseghem [2) a fait, l'expression R(t) (13) peut s'exprimer comme: 

Sp-q s'P 1 1 
(.6.Sp-q)t (.6.S'P)t (.6.Sp-9h (.6.S'Ph 

R(t) = P(t) = 
( .6.Sp-q )d ( .6.S'P )d ( .6.Sp-q )d ( .6.S'P )d 

1 q(t) 

(.6.Sp-q+m-lh ( .6.Sp+m-dl ( .6.Sp-q+m-d1 ( .6.SP+m-l h 

( .6.Sp-q+m-1 )d ( .6.Sp+m-I)d ( .6.Sp-q+m-1 )d ( .6.Sp+m-l )d 

k 
avec sk = sk(t) = L: citi, k?:O et Sk(t) = (/), k < 0 

i=O 

Donc, on a R(t) = :g; = h~-q) = [md+ p- qfmd)R(t) = '1/Jmd(sp-q) (notation de [2]). 

L'approximant de Padé vectoriel peut être calculé par le H-algorithme ou directement par le 
corollaire 2. 

1.4 Propriétés de la transformation hin) 

Commençons par donner un théorème sur le noyau de h~n). Pour faciliter la discussion, nous 
posons 

( Asn+kp-1 )I 

( .6.sn+kp-1 )'P 

.6.Sn,k = 

20 



et 

Â 2Sn,lc = 

(Â2
Sn+lc-l)p 

Théorème 1;[2] 
Supposons que dét(ÂSn,lc) =F 0, et dét(~2Sn,k) =F 0, \:ln et k. Une condition nécessaire et 

suffisante pour que h~n) = s \:ln> N, est que la suite {sn} vérifie: 

kp 
Lai(Sn+i- s) = (/) \:ln> N 
i=O 

kp 
avec a; E ([} et L ai = 1. 

i=O 

La démonstration est refaite ici, car la propriété est fondamentale (Voir aussi [2, p.82]). 

Dém: Condition suffisante: 
On a le système d'équations linéaires: 

! 
ao + a1 + · · · + a~c, = 1 
ao ·Sn+···+ akp · Sn+kp = S 

ao · Sn+lc + · · · + alep · Sn+lc(p+l) = s 

Ce système peut s'écrire: 

ao + a1 + · · · + a~c, = 1 

ao · ~Sn + · · · + akp · ~Sn+lcp = (/) } 

tl() ~ ~Sn+lc-1 + · · · + akp · ~Sn+lc(p+l)-1 = (/) 
ao · Sn + · · · + a~cp · Sn+kp = s 

(15) 

(16) 

(17) 

Le déterminant principal du système d'équations linéaires { g~~ est le déterminant de la 

matrice ~ 2 Sn,k qui est non nul par hypothèse. Donc on peut déterminer ao, ab ... , a1c, que l'on 
reporte dans (17) et l'on obtient s = h~n) V n > N. 

Condition nécessaire: 
h~n) = s V n > N équivalent à 
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(~sn+k-t)p (~sn+k)p 

Développons le déterminant, on a alors: 

Sn+kp- S 
(~sn+kph 

=(/) Vn > N. 

x~n) ·(sn- s) + x~n) · (sn+l- s) + · · · + x1;) · (sn+kp- s) = (/) 
D'un autre côté: 

kp 
L x!n) = dét(~2 Sn,k) #O. 
i=O 

Posons alors 

kp 
L:a~n)(sn+i- s) = (/) 
i=O 

La relation (19) devient et 
kp 
L:a!n)=l. 
i=O 

Utilisant la propriété 1 relation (3), la relation (18) peut s'écrire encore: 

Sn+kp+l- S 
(~sn+kph 

= ({) Vn > N. 

En utilisant le même raisonnement que précédemment, on obtient: 
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et {21) 

Ecrivons la relation {20) en remplaçant n par n + 1, et faisons la différence avec (21 ), on 
obtient: 

lep 

L:~a~n) = 0 
i=O 

et 
lep 

L:~a!n)(sn+i+l- s) = (/). 
i=O 

Le déterminant de ce système d'équations homogènes n'est autre que le déterminant de la 
matrice ~Sn+l,k qui est supposé par hypothèse non nul, et par conséquent: 

~a~n) = 0 
1 i=0,1, ... ,kp. 

d'où a~n) -a· 
1 - 1 • 

• 
kp 

L'équation aux différences L ai(sn+i- s) = aJ peut être résolue dans (EP de même façon que 
i=O 

lorsque Sn E œ. Voir [19]. On a donc immédiatement le résultat suivant: 

Théorème 8:[2] 

Supposons que dét( ~Sn,k) :f 0 et dét( ~ 2 Sn,k) =f 0, V n. Une condition nécessaire et suffisante 
pour que htn) = s V n > N est que: 

p q m 

Sn= s + L Ai(n) ·rf+ L [Bi(n) · cos(bin) + Ci(n) · sin(bin)] ew;n +LXi· Din· V n > N 
i=l i=p+l i=O 

r,, w, et bi appartiennent à (E et l'on ar, =f 1 pouri = 1, ... , pet w, # 0 pour i = p+ 1, ... , q. Ai, Bi 
et Ca sont des polynômes en n dont les coefficients appartiennent à œP. Les X& appartiennent à 
(EP et 61n est le symbole de Kronecker. 

Si d, désigne le degré de Ai plus un pour i = 1, ... ,pet le plus grand des degrés de Bi et de 
C1 pour i = p+1, ... ,q. On doit avoir: 

p q 

m + L: di + 2 . L ai = kp- 1 
i=l i=p+l 

avec la convention que m = -1 s'il n'y a aucun terme en Dïn. 
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Propriété 2: 

Si l'application de la transformation h~n) aux suites {sn} et {Asn + b} avec A E L((CP), A 

inversible et b E (CP fournit respectivement les éléments h~n) et h~n), alors on a: 

Dém: Utilisant l'identité de Magnus [7), on obtient: 

D'autre part, on peut vérifier facilement que: 

et 

On obtient donc: 

A · .6. 
2 

Sn+kp-1 ) 

A· .6.2 
Sn+k(p+l)-2 

( 

A 0 ) -

1 

= ( A-
1 

0 ) 

0 A 0 A-1 
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• 
Propriété 3: 

Soit h1n) l'élément de (CP obtenu en appliquant (5) à sn, Sn+h ••• , Bn+k(p+I)· Si l'on applique 
(5) à Un= Bn+k(p+l), Un+I = Sn+k(p+I)-b ..• , Un+k(p+l) =Sn. Alors, on obtient la même quantité 
h(n) 

k • 

Dém: On considère d'abord le numérateur de h1n) en (5). Utilisant la. propriété 1 relation 
(3) successivement, on obtient: 

(Âsn+k-1 )1 

Sn+kp 

(Âsn+kp)t 

=······= 

Sn+k(p+l) 

(Âsn+kp)t 

(Âsn+k(p+l)-1 )t 

Sn+kP+1 
(Âsn+kp)t 

On inverse l'ordre des colonnes et puis l'ordre de la 2ième ligne à la dernière; on a: 

Sn+k(p+l) 

( Âsn+k(p+l )- t), 

(Âsn+k-1h 

= (-1)1+2+··+kp. (-1)1+2+···+(kp-1) 
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On réordonne les vecteurs et l'on a: 

Sn+k(p+1) 

(~sn+k(P+1)-1h 

= ( -1 )kp. ( -1 )k[1+2+··+(p-1)] 

-(~un+k-1h - ( ~ Un+k(p+l )-1 h 

-(~un+k-I)p -(~un+k(p+l)-1 )p 

Un Un+kp 

(~un)I (~un+kp)t 

(~un)p (~un+kp)p 

= (-l)k~ 

(~un+k-Ih ( ~ Un+k(p+I )-1 h 

(~un+k-l)p (~un+k(p+I)-1)p 
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Pour le dénominateur de h~n) (5), on a: 

1 1 
(62sn)l (62sn+kp-lh 

(6snh (6sn+kph 

(6sn)p (6sn+kp)p 
(62sn)p (62 Sn+kp-l)p 

-

(Asn+k-lh (6sn+k(p+l)-lh 
(62sn+k-th (62sn+k(p+l)-2h 

(Asn+k-l)p (6sn+k(p+l)-t)p 
(62sn+k-t)p (62sn+k(p+l)-2)p 

(A2 Sn+k(p+l)-2)p (62sn+k-t)p 

(A2sn+k(p+l)-2h (62sn+k-th 

- = ( -1 )k(p-;l)p 

(A2 Sn+kp-1 )p (62sn)p 

(A2sn+kp-1)1 (62snh 
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Le résultat est obtenu immédiatement en faisant la division entre ces deux égalités. 

• 

1.5 Interprétation du calcul de la transformation h~n) 

Nous allons donner ici une interprétation pour le calcul de la transformation h~n) qui est sim
ilaire à celle de l'e-algorithme scalaire [15], et qui retrouve l'interprétation dans le cas vectoriel 
de [2]. 

• On considère d'abord le système suivant: 

{ 

ao · Sn + · · · + akp · Sn+Jtp = C 

ao · Sn+k + · · · + akp · Sn+Jt(p+l) = C 

(22) 

avec ai E ([:, Sn E ([:P 

où c = (Cb ... , Cp)T E ([:P et ci =f. 0 v i = 1, 2, ... ,p. 

Dans ce système, remplaçons la seconde ligne par sa différence avec la première, la troisième 
par sa différence avec la seconde .. . et à partir de la deuxième ligne, on écrit p équations 
scalaires au lieu d'une équation vectorielle, et avec l'une des équations scalaires de la première 
ligne, on écrit p systèmes scalaires en faisant varier i de 1 à p. Pour chaque i fixé, on a: 

ao(sn)i + · · · + akp(sn+kp)i = C 
ao(~snh + · · · + akp(~sn+kph = 0 

Effectuons maintenant les opérations sur les colonnes comme sur les lignes, on a: 
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kp 

avec bi = L a1 j = 0, 1, ... , kp. 
l=j 

En résolvant ce système par la règle de Cramer, on obtient: 

(~2 
Sn+k(p+l)-2h 

Donc, on a: _s_ = (h(n)). . 
kp k, pour z=l, ... ,p. 

l:a1 
1=0 

On peut écrire aussi: 

kp 

On voit que dét(~2 Sn,k) =f. 0 entraîne L a1 =f. 0 et réciproquement. De plus, si l'on remplace 
1=0 

C = (C1 , ••• ,Cp) par a· C où a est une constante non nulle, alors les a1 sont remplacés par 

a· a1 et par conséquent: h~n) = /! demeure inchangé. 

l:a1 
1=0 
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kp 

• Si l'on pose C = h~n) La,, le système (22) devient: 
l=O 

( ) kp 

ao · Sn + · · · + akp · Sn+kp = ht La, 
1=0 

kp 

ao · Sn+k + · · · + akp · Sn+k(p+1) = hin) La, 
l=O 

Effectuons les mêmes opérations que pour obtenir le système {23), pour chaque i fixé ( i = 
1 , ... , p), on a: ·· 

ao(Sn- h~n))i + · · · + akp(Sn+kp- h~n))i = 0 

ao(Âsnh + · · · + akp(Âsn+kph = 0 

ao(Âsn+k-I)p + · · · + akp(Âsn+k(p+l)-dP = 0 

d'où, pour avoir une solution différente de la solution nulle 

(sn- h~n))i 
(Âsnh 

(sn+kp- h~n))i 
(Âsn+kph 
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(sn+kp)i 
(~sn+kp)t 

= (hkn))i 

Par conséquent hkn) a l'expression (5). 

1 1 
(~snh (~sn+kp)t 

(~sn)p (~sn+kp)p 

=0 

(~sn+k-Ih (~sn+k(p+I)-Ih 

(~sn+k-I)p (~sn+k(p+l)-dp 

pour i = 1, ... ,p. 

kp 
• On peut également poser L a1 = 1, ce qui donne C = hkn), où le système (22) est devenu: 

l=O 

ao + · · · + akp = 1 
-(hkn))i + ao(sn)i + · · · + akp(sn+kp)i = 0 
ao(~snh + · · · + akp(~sn+kph = 0 

ao(~sn+k-I)p + · · · + akp(~sn+k(p+I)-I)p = 0 

pour i = 1, ... ,p 

En résolvant ce système pour avoir (hkn))i, i = 1, ... ,p, on obtient aussi pour hkn) l'expression 
(5). 

1.6 Théorème d'accélération de la convergence 

Dans [8], Smith, Ford et Si di ont généralisé au cas vectoriel deux approches équivalentes de 
la transformation de Shanks et ont donné une formulation générale des méthodes d'accélération 
qui permet d'obtenir comme cas particuliers des méthodes connues: 

{ 
1er type: MPE [9], RRE [10,11], MMPE [8] 

2ième type: TEA ( €-algorithme topologique) [1]. 
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Pour ces méthodes, ils ont donné des théorèmes d'accélération de la convergence. 

On sait déjà que la transformation h~n) généralise ces méthodes. Pour cette raison, dans 
cette section, on donne un théorème d'accélération pour h~n\ la démonstration du théorème 
étant calquée sur celle de (8]. Mais on va voir que la propriété est plus intéressante. 

Maintenant, on considère une suite de vecteurs (sn) qui est de la forme suivante: 

00 

Sn"' s + LVi~i quand n-+ oo 
i=1 

OÙ Sn, s, \ti E (/}P; ~i E (/} 

(a) ~i =J: 1 , V i 2:: 1 
(b) ~i#~i Vi=J:j 

tels que (c) l~1l 2:: l~2l 2:: · · · 
(d) si Ai= {j 1 l~il = l~il},alors l'ensemble Ai 

admet un nombre fini d'éléments. 

(24) 

n est évident que si p = 1 on retrouve le cas scalaire et que les transformations du 1er type 
sont incapables d'accélérer la convergence. La transformation du 2ième type TEA revient à la 
transformation de Shanks ainsi que h~n). 

Dans le cas scalaire, on a le résultat suivant: 

Théorème 9: (14] 

Soit (sn) une suite de scalaires de la forme (17) (p = 1) 

00 

Sn "' s + L ai .-\i ( n -+ oo) 
i=l 

Supposons que a) 1 ~k 1 > 1 Àk+ 1l 
b) ai =J: 0 V i 

Alors h~n)_s=~(n)·~k+1 ·(1+o(1)) (n-+oo) 
où ~( n) est un scalaire non nul et borné pour n suffisamment grand. 

Maintenant, on considère le cas p 2:: 2. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que 
~i =J: 0 et Vi =J: ([), V i 2:: 1. 

Alors, on a 
00 

Asn "'Lzi~i (n-+ oo) 
i=l 

où zi = (~i- 1)\li 

comme ~i =J: 1 et Vi =J: (/) ===> zi =J: (/). 

On a donc lê résultat suivant: 
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Théorème 10: 

Soit (sn) une suite de vecteurs de la forme (24) (p;::: 2) 

00 

Sn "' s + L \tiÀi n ---+ 00. 
i=1 

Supposons que a) IÀkpl > IÀkp+II = · · · = IÀkp+rl > 1Àkp+r+11 
b) les Vi sont linéairement indépendants. 

et que: 

Vkp 
z(l) 

kp 

v;_(1) v,(1) 
kp 

V,(p) 
1 

v,(p) 
kp z<P) 

kp 

F= #0 Fr= 

v,(1) Àk-1 
1 1 

v,<l) Àk-1 
kp kp z<1) Àk-1 

kp kp 

Vkp+l 
(1) 

zkp+l 

z<P) 
kp+l 

z(l) Àk-1 
kp+l kp+l 

v, (p) Àk-1 
1 1 

v,(p) Àk-1 
kp kp z<P) Àk-1 z<P) Àk-l z<P) Àk-1 

1 1 kp kp kp+l kp+l 

où Vi(j) ( zi(j) ) est la /me composante du vecteur Vi ( zi ) j = 1' 2' ... 'p. 

h~n)- s = A(n) · Àkp+1 (1 + o(l)) (n---+ oo) Alors 
ou A(n) est un vecteur non nul et borné pour n suffisamment grand. 

Dém: (calquée sur celle de [8] ) 
N(n) 

h(n) _ k 
k - s- n<n) 

k 

Posons , on a: 

1 1 
00 00 

""'z(l)Àn 
~ lJ t} 

"" z{l) À~+kp 
~ t} t} 

iJ=1 iJ=1 

D (n) 
k "' 
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où zi(j) est la jème composante du vecteur zi, j = 1,2, ... ,p. 

1 1 

D (n) 
k "'-J 

Par la propriété de multilinéarité du déterminant, on a: 

00 00 00 

D(n) 
k "'-J L:···I:······ 2:: 

où V(Ço,6, ... ,Çk) est le déterminant de Vandermonde . 

00 

L: . f (rr fi zi~1;_l)p+!>.t~l)p+!) ( Îi >-i,) . 
'kp=l J=ll=l m=l 

D(n) 
k "" 

00 00 

L:···I:······ 

· V(l, >.it, ... , >.ip' ...... , >.i(~<-t)p+t' ... , >.ikp) 

D'après le lemme Al [8, p.194), on a: 

00 

D(n) 
k "'-J L: 
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(25) 

Par l'hypothèse (24) sur les Ài, le terme le plus important du côté droit (25), quand n --+ oo, 
est la somme avec les indices i 1 = 1, i 2 = 2 , ... , ikp = kp. 

Donc 
zPl z<1l 

kp 

z~v) z<v) 
kp 

D(n) 
k "' (il~;:,) ·V(!,~"~,, ... , ~ .. J 

z(ll Àk-1 
1 1 

z<1l Àk-1 
kp kp 

z!vl À~- 1 z<v) Àk-1 
kp kp 

comme zi = (Ài- 1) ·Vi, on a: 

\1,(1) 
1 

v,(1) 
kp 

v1<vl v,(p) 
kp 

vl"1
- (ft~;- 1) (il~::,) . V(!,~"~,, ... ,~,,) (26) 

\1,(1) Àk-1 
1 1 

v,(I) Àk-1 
kp kp 

V,(p) Àk-1 
1 1 

v;<vl Àk-1 
kp kp 

ou Vi(j) est la ime composante du vecteur Vi, j=1,2, ... ,p. 
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"' 

De même, pour le numérateur N~n), on a: 

N (n) 
k "' 

00 

00 

L: \'aoÀfo 

io=1 
00 

"" Z~1 ) À~ ~ '1 '1 
Îl=1 

00 

00 

""' v. À':'+kp 
~ •o •o 
io=1 
00 

""' z~1) À ':'+kp 
~ 11 11 

Îl=1 

L: z~1) Àn+k-1 
'(k-l)p+l '(k-l)p+l 

i(k-l)p+l =1 
L: z<1) À~+k(p+l)-1 

'(k-l)p+l '(k-l)p+l 
i(k-l)p+l=1 

Par la propriété de multilinéarité du déterminant, on a: 

N (n) 
k "' (ii Àf,) . 

m=O 

et d'après le lemme Al [8, p.l94], on a: 

00 

z~P) z<P) z<P) z~P) z~p) L: •o Il lp l(k-1 )p+l lkp 
1$io<il <···<i~cp 

zP) À~- 1 
IO IO 

z<1) À~-1 
Il Il 

zP) Àk-1 
lp lp 

zP) À~- 1 
l(k-l)p+l l(k-l)p+l 

zP) À~-1 
llcp llcp 

z~p)À~-1 
IO IO 

z<P) Àk-1 
Il Il 

z~p) Àk-1 
lp lp 

z~p) À~-1 
'(lc-l)p+l '(k-l)p+l 

z~p) À~-1 
lkp lkp 

(fl5m) · V(Ài 0 , Ài1 , ••• , Àikp) (27) 
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Par l'hypothèse (24) sur les .Xi, A est un ensemble fini; supposons que I.Xkp+II = · · · · · · = 
I.Xkp+r 1 > I.Xkp+r+11 alors, le terme le plus important du côté droit (27), quand n ---. oo, est 
la somme avec les indices i0 = 1, i 1 = 2 , ... , ikp-1 = kp, ikp = kp+l, 1 = 1, ... , r. 

C'est-à-dire que: 

Z(1) _xk-1 
1 1 

Z (p) _xk-1 
1 1 

Vkp 
z<1) 

kp 

z<Pl kp 

z(ll _xk-1 
kp kp 

z<Pl _xk-1 
kp kp 

Vkp+l 
z(ll 

kp+l 

z<Pl 
kp+l 

z<1l _xk-1 
kp+l kp+l 

z<Pl _xk-1 
kp+l kp+l 

D'après l'hypothèse, les expressions (26) et (28) ne s'annulent pas, on a donc: 

r 

L (.Xkp+l · V(.Xll ... , ,Xkp, ,Xkp+l) ·Fr) 

h~n) - l=\P ·(1+o(1)) 

II (À i - 1 ) . v ( 1 ' .x h ... ' .x kp) . F 
i=1 

t (.xkp+l · Îi ( ,Xkp+l - ,Xi) · Fr) 

1=1 kp t=1 (1 + o(1)) 

Il Pi- 1)2
• F 

i=1 

- A ( n) · .X kp+ 1 • ( 1 + o( 1 ) ) 

où 
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Si r = 1 
kp 

Il(-Xkp+I- -Xi)· F1 
A( n) = .;_i=~tk:-p-----

II ( Ài - 1 )2 
• F 

i=l 

• 
Remarque: 

Pour la forme générale de Sn donnée par (24), le 1er type de transformations tin) n'est 
pas toujours possible puisqu'on doit avoir k ::5 p. Donc, dans certains cas, ces méthodes 
d'accélération de la convergence sont restreintes. 

Par contre, le 2ème type de transformation: TEA, il n'y a pas le problème comme dans le 
1er type, mais elle n'est pas économique [8, p.190], puisqu'elle n'a pas assez profité de tous les 
termes donnés. 

Donc, la transformation hkn) peut être considérée comme une transformation qui rassemble 
les intérêts de ces deux types de transformations. 

Maintenant, voyons quelques exemples numériques: 

Exemple n°1: 

Soit la suite {sn} définie par: 

Sn= ( ~:~ ) · 0.9n + ( ~:~ ) • 0.7n + ( ~:! ) • 0.5n + ( ~:~ ) · 0.45n+ 

+ ( oig ) . 0.2n + ( ~:~ ) . 0.08n + ( ~:~ ) . 0.06n + ( ~:! ) . 0.04n + ( ~:~ ) . 0.02n 

n = 0,1,2, ...... 

lim Sn= (0, Of 
n-+oo 

Posons: 

en = -loglO(II Sn- S lloo) 
fkn) = -log10 (11 hkn)- s lloo) pour la transformation hkn) 

Lkn) = -log10(11 ê~~)- s lloo) pour TEA ê~~) 

avec le vecteur y = (yt, ... , yp) Yi = i i = 1, ... ,p 
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0 0.058 0.439 0.804 0.923 0.987 0.82 0.28 
1 0.116 0.551 0.975 1.17 1.32 0.98 1.81 
2 0.171 0.668 1.15 1.53 1.87 1.16 1.82 
3 0.224 0.778 1.33 2.02 2.62 1.35 1.88 
4 0.275 0.912 1.54 2.57 3.30 1.56 2.80 
5 0.325 1.04 1.76 3.12 3.77 1.79 3.06 
6 0.374 1.17 2.01 3.62 4.15 2.05 3.86 
7 0.422 1.30 2.27 4.05 4.55 2.32 4.59 
8 0.470 1.44 2.55 4.44 4.99 2.60 5.30 
9 0.517 1.58 2.83 4.79 5.51 2.90 6.00 
10 0.564 1.72 3.13 5.13 6.10 3.20 6.71 
11 0.611 1.87 3.42 5.47 6.74 3.50 7.40 
12 0.657 2.02 3.73 5.80 7.41 3.81 8.11 
13 0.704 2.16 4.03 6.13 8.10 4.12 8.79 
14 0.750 2.31 4.34 6.47 8.79 4.44 9.51 
15 0.796 2.46 4.64 6.80 9.49 4.75 10.4 
16 0.842 2.62 4.95 7.14 10.2 5.06 10.4 
17 0.888 2.77 5.26 7.48 10.9 5.37 11.1 

On voit clairement que la colonne L~n+4) est approximativement égale à celle de Jin+S) et 
que la colonne L~n) est approximativement égale à celle de f~n+2 ), ce qui vérifie le théorème 5 
et le théorème 5.1 [8, p.190]: C'est-à-dire: 

h k n) - s = A ( n) · À kp+ 1 · ( 1 + o( 1)) 

€~~)- s = A'(n) · Àk+I · (1 + o(1)) 

d'où, quand la dimension p = 2 

hkn) - s = €~~) - s · (1 + o(1)) 

(n ---+ oo) 

(n---+oo) 

(n---+ oo ). 

Donc, on peut conclure que la transformation hkn) est plus favorable que le TEA. 

Dans l'exemple n°1, la suite {sn} est convergente; maintenant voyons un exemple où {sn} 
est divergente, et dans ce cas s sera l'anti-limite de la suite {sn} (C'est-à-dires est la quantité 
apparaissant dans l'équation aux différences du théorème 7 ). Le théorème 5 et le théorème 5.1 
[8, p.l90] nous montrent que même si la suite initiale {sn} diverge, les transformations hkn) et 
€~~) peuvent converger. 

Exemple n°2: 

Soit la suite {sn} définie par: 
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Sn= ( 00~95 ) . 1.2n + ( 00~85 ) . Q.8n + ( 00~; ) . Q.5n + ( 00~65 ) . Q.4n+ 

+ ( 00~55 ) . 0.1 n + ( 00~45 ) . o.o8n + ( 00~35 ) . o.o6n + ( 00~; ) . 0.04n + ( 00~15 ) . o.o2n 

n = 0,1,2, ..... . 

l'anti-limite s = (0, of 
Utilisons les mêmes notations que pour l'exemple n°1, on obtient: 

0 0.040 0.385 0.523 0.777 
1 0.150 0.544 0.992 1.44 
2 0.256 0.726 1.59 1.87 
3 0.359 0.937 2.06 2.26 
4 0.460 1.17 2.45 2.77 
5 0.559 1.44 2.81 3.51 
6 0.657 1.71 3.17 4.44 
7 0.754 2.00 3.54 5.44 
8 0.852 2.30 3.91 6.45 
9 0.949 2.60 4.29 7.47 
10 1.05 2.91 4.67 8.49 
11 1.14 3.21 5.05 9.27 

2 Généralisation de la transformation vectorielle 
avec des suites auxiliaires 

0.405 0.644 
0.572 0.924 
0.765 1.34 
0.989 2.57 
1.24 3.64 
1.51 4.68 
1.80 5.71 
2.10 6.71 
2.40 7.90 
2.71 8.16 
3.01 8.33 
3.32 9.40 

On sait déjà que la transformation de Shanks est un cas particulier de la E-transformation 
avec 9i(n) = ~sn+i- 1 ( scalaire), et que l't-algorithme topologique est un cas particulier du 
E-algorithme vectoriel avec 9i( n) = Llsn+i-1 ( vecteur ). Dans cette section, on va généraliser 
la transformation vectorielle avec des suites auxiliaires 9i( n) ( vecteur ). 

2.1 Généralisation de la transformation d'Henrici 

On considère la suite de vecteurs (sn) vérifiant la relation suivante: 

Sn-s=a191(n)+······+ak9k(n) 'V n 

où ai E(E; Sn, s, 9i(n) E(EP i = 1, ... ,k (29) 

avec k ~ p 
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On peut écrire aussi: 

Vn (30) 

On multiplie scalairement l'équation (30) park vecteurs indépendants Yb ... , Yk· On obtient: 

{ 

(yt, ~sn)~ a1 (Yb ~9t(n)) + · · · · · · + ak(Yt, ~9k(n)) 

(yk, ~sn) = a1 (yk, ~91 (n )) + · · · · · · + ak(Yk, ~9k(n )) · 

En résolvant le système (31) pour obtenir les ai que l'on reporte dans (29), on obtient: 

Sn 9t(n) 9k(n) 
(yt, ~sn) (Yll~9t(n)) (Yb~9k(n)) 

(yk, ~sn) (yk,~9t(n)) (yk,~9k(n)) 
= Sk(sn) s= 

(Y Il ~91 ( n)) (yt, ~9k(n)) 

(yk, ~91 (n )) (yk, ~9k(n)) 

(31) 

(32) 

Si la suite (sn) n'est pas exactement la forme (29), alors la valeurs obtenue en résolvant le 
système (31) dépendra des indices n et k et on la notera Sk(sn)· 

Cette transformation peut être mise en oeuvre par l'algorithme suivant: 

Conditions initiales: 

n = 0, 1, . . . et i = 1, 2, ... 

sàn) =Sn, 9t) = 9i(n), f3àn) =~Sn, /t) = ~9~j) = ~9i(n). 
Pour k = 1,2, ... ,p et n = 0,1, ... 

S (n) - s(n) (yk, f3k~t) (n) 
k - k-1- ( (n) )9k-1,k 

Yk, '"Yk-1,k 
(33) 

( 
a( n) ) ( ( n) ) 

f3
(n) _ a(n) _ Yk, 1-'k-1 (n) • (n) = (n) . _ Yk, '"Yk-t,i (n) 
k - 1-'k-1 ( (n) ) Tk-1,k' 9k,t 9k-1,t ( (n) ) 9k-1,k 

Yk, '"Yk-1,k Yk, ik-1,k 
i 2:: k+1 

( 
(n) ) 

(n) _ (n) Yk, Tk-1,i (n) 
'"Yk,i - '"Yk-t,i - ( (n) ) '"Yk-1,k 

Yk, '"Yk-t,k 

Théorème 11: 
V k ::=; p, Skn) = Sk(sn) 

Dém: On va montrer simultanément que f3kn) satisfait (32) où la première ligne du numérateur 
est remplacée par (~sn, ~91 ( n ), ... , ~9k( n)) et que 9k~l satisfait aussi (32) où la première colonne 
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du numérateur est remplacée par (gi(n), (y11 D.gi(n)), ... , (yk, Agi(n))) et où 1t) est défini par: 

On pose: 

Agi(n) Ag1(n) 
(Yb Agi( n )) (Yb Ag1 ( n )) 

Agk(n) 
(Yt,Agk(n)) 

lk(n) = (yk,Agi(n)) (yk,Agt(n)) (yk,Agk(n)) 
i~k+l. 

·' 

N(n) 
(n) k,i 

lk,i = n<n)' 
k 

(Yb Agt(n )) (Yb Agk(n )) 

M(n) 
(n) k,i 

gk,i = n<n)' 
k 

M(n) 
s<n)- _k_ 

k - nin). 

Utilisant l'identité de Sylvester, on a: 

N(n). n(n) = N(n) .. n(n) _ {-l)k-1 N(n) . (-l)k-1{ N(n) ·) k,1 k-1 k-1,, k k-I,k Yk, k-1,, · 

Divisons par ni~1 nin), on obtient: 

(n) (n) (n) (yk, NtL) 
lk,i = lk-1,i - lk-1,k . n<n) 

k 

( (n) )n(n) 
(n) (n) Yk, lk-l,i k-1 

= lk-l,i- lk-1,k. nin) 

Comme ( N (n) ) n(n) 
Yk, k-I,k = k 

(n) (n) (n) (yk, 'Yi~l,i) 
lk,i = lk-l,i- lk-1,k ( (n) ) • 

Yk, lk-I,k 
on a: 

Les 3 autres identités sont tout à fait similaires, en remplaçant Nt) par N~n) ou Mt) ou 

Mt) pour l'identité de Sylvester. 

• 
Proposition 3: 

La transformation S,(sn), où pest la dimension des vecteurs, ne dépend pas des p vecteurs 
indépendants Y1, ... ,y,. 

Dém: Elle est tout à fait similaire à la proposition 1. 

• 
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D'après cette proposition, on peut donc prendre pour Yb ... , y11 , par exemple, la base canon
ique; la transformation S11 (sn) est donc équivalente à: 

Sn 91(n) 9k(n) 
(~snh (~91 (n)h (~9k(n)h 

S 11 (sn) = 
(~sn)p (~91(n))11 (~gk(n)), 

(~91 (n)h (~9k(n)h 

(~91(n))11 (~9k(n))11 
Alors, l'algorithme (33) peut se simplifier sous la forme suivante: 

s<n) = s<n) - (f3k~1 )k (n) 
k k-1 ( (n) ) 9k-1,k 

Remarques: 

lk-1,k k 

( a(n)) ( (n) ) 
a(n) _ j3(n) _ Pk-1 k (n) . (n_) _ (n) . _ lk-1,i k (n) i >_ k+ 1 Pk - k-1 ( (n) ) lk-1,k' 9k,t - 9k-1,t ( (n) ) 9k-1,k 

lk-1,k k lk-1,k k 

( 
(n) ) 

(n) _ (n) lk-1,i k (n) 
lk,i - lk-1,i - ( (n) ) lk-1,k 

lk-1,k k 

(34) 

(1) Si k < p, alors les 4 termes Skn), filn), gt) et ik~) dépendent des k vecteurs indépendants 
y1, ... , Yk que l'on a choisi. Dans la suite, on choisit toujours Yi= ei i = 1, ... , p, la base canonique. 

(2) En particulier, si 9i(n)=~sn+i- 1 i=1, ... ,p, alors S11 (sn) n'est autre que la transforma
tion d'Henrici [13]. 

D'après la construction de la transformation Sk(sn), on a évidemment le: 

Théorème 12: 

Si Sn= s + a1g1(n) + · · · · · · ak9k(n) V n et k:::; p 
alors Sk(sn) = s V n 

Plus généralement, on a: 

Théorème 13: 

Si l'on a formellement sn - s = a191 ( n) + a292 ( n) + · · · · · · 
alors, V k :::; p, on a formellement: 

Sk(sn) = s + ak+19k~+I + ak+29k~+2 + · · · · · · 
a(n) (n) (n) 
Pk = ak+1'Yk,k+I + ak+2/k,k+2 + · · · · · · 

Dérn: Par définition: 
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(n) (n) = at"'Yo,t + a2"'Yo,2 + · · · · · · 
Le résultat est donc vrai pour k =O. 

Supposons la propriété vraie pour k-1 ( < p ), on a alors: 

Par récurrence sur ...,(nJ et ...,(n) = (/). lk,t lk,k 

Pour Sk(sn), d'après la condition, le résultat est vrai pour k =O. 
Supposons qu'il soit vrai pour k-1 ( < p ), on a alors: 

00 

oo (yk, L ani~\.i) 
"" (n) i=k (n) 

- S + L..... ai9k-1,i - ( (n) ) 9k-l,k 
i=k Ykl "'Yk-t,k 

8 +~a· ( (n) _ (yk, "'Yk~t,i) (n) ) 
- L..... t 9k-1,i ( (n) )9k-l,k 

i=k Ykl"'Yk-t,k 
00 

"" (n) - s + L..... ai9k,i' 
i=k+l 

par récurrence sur 9k1 et gtl = (/). 

Propriété 4: 

V k :::;: p, Pkn) 1i:>, i 2:: k+ 1 ont leur k premières composantes nulles. 

• 

~ Comme on a pris toujours Yi= ei, la base canonique, donc, d'après la définition de 
pt> et 1t>, il est facile de voir que: 
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C'est-à-dire: 

et ( (n)) ( (n)) O 
Yj' 'Yk,i = 'Yk,i j = Vj = 1,2, ... ,k. 

• 
Corollaire 3: 

f.l(n) ([) t (n) - (/) . > 1 
fJp = e 'Yp,i - ' z - p+ . 

Dém: C'est le cas où k = p dans la propriété précédente. 

• 

2.2 Généralisation de la E-transformation vectorielle 

Comme dans la première section, on peut similairement définir la transformation suivante: 

où le dénominateur est supposé toujours différent de zéro. 
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Théorème 14: 

Si sn = s + a1g1 ( n) + · · · · · · alcp9icp( n) V n 
alors E~c(sn;gi(n)) = s V n 

Dém: On a: 

{ 

Llsn = a1Llg1(n) + · · · · · · + a~cpLlg~cp(n) 

~sn+:k-1 = al~9l(n+k-1) + · · · · · · + alcp~9icp(n+k-1) . 

Chaque équation vectorielle est considerée comme p équations scalaires. Résolvant ce 
système pour obtenir les ai, que l'on reporte dans s =.sn - a1g1(n)- · · · · · ·- alcp9icp(n), 
on obtient: s = E~c(sn;gi(n)). 

• 
D'après la propriété 1 des déterminants généralisés de la 1ère section, on a évidemment la: 

Propriété 5: 
(a) V ai# 0, i = 1,2, ... ,kp 

E~c(sn;aigi(n)) = E~c(sn;gi(n)) 

(b) V a1 # 0, a2, ... , akp 
E~c(sn;algl(n) + · · · + akp9kp(n),g2(n), ... ,gkp(n)) = E~c(sn;gi(n)) 

Si les 9i( n) ne dépendent pas de Sn ou si les 9i( n) restent les mêmes. 

(c) V a1, ... , akp 
E~c(sn + a1g1(n) + · · · + akp9kp(n);gi(n)) = E~c(sn;gi(n)) 

( d) V a =F 0, et b E (J)P 

E~c(asn + b;gi(n)) = aE~c(sn;gi(n)) + b 

Propriété 6: 
Soit E~c(sn; 9i( n)) l'élément de (J)P obtenu en appliquant (35) à sn, Sn+ l' ... , Sn+k et g1 ( n ), ... , 

9kp(n). Si on applique (35) à Un= Sn+~c, ... ,un+k =Sn et fi(n) = 9i(n+k), ... ,Ji(n+k) = 9i(n) 
Vi= 1,2, ... ,kp. 
Alors, on a: E~c(un;fi(n)) = E~c(sn;gi(n)) 

Dém: Pour faciliter l'écriture, on note: 

i=O,l, ... ,k-1 
j=1,2, ... ,kp. 

Alors, d'après la propriété 1 des déterminants généralisés, on a: 
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Sn 
~Sn 

-

~Sn+k-1 

Sn+k 
~Sn 

-

~Sn+k-1 

Sn+k 
~Sn+k-1 

-

~Sn 

91(n) 9kv(n) 
~91(n) ~9kv(n) 

~91(n+k-1) ~9kv(n+k-1) 

91(n+k) 9kv(n+k) 
~91(n) ~9kv(n) 

~91(n+k-1) ~9kv(n+k-1) 

91(n+k) 9kv(n+k) 
~91(n+k-1) ~9kv(n+k-1) 

~g1(n) ~9kv(n) 

Un f1(n) 
-~Un -~/1(n) 

= -~Un+k-1 -~/1(n+k-1) 

-~ft(n) 

-~ft(n+k-1) 
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~91(n) ~9kv(n) 

1 
~91(n+k-1) ~9kv(n+k-1) 

~91(n) ~9kv(n) 

1 
~91(n+k-1) ~9kv(n+k-1) 

~91(n+k-1) ~9kv(n+k-1) 

1 
~91(n) ~9kv(n) 

fkv( n) 
-~fkv(n) 

-~fkv(n+k-1) 

-~fkp(n) 
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Maintenant on réécrit Ek(sn;9i(n)) sous la forme de H-transformation. On a: 

-

(~sn+k-th (~9t(n+k-1))t 

9kp(n) 
(~9kp(n))t 

(~9kp(n+k-1))t 

Ek(sn;9i(n)) = (~sn+k-t)p ( ~91 ( n + k -1) )p (~9kp(n+k-1))p 

1 0 0 
(~snh (~9t(n))t (~9kp(n))t 

(~sn)p (~gt(n))P (~9kp( n) )p 

(~sn+k-Ih (~g1 (n+k-1)h (~9kp(n+k-1)h 

(~sn+k-I)p (~91 (n+k-1) )p (~9kp(n+k-l))p 

Sn 9t(n) +Sn 9kp(n) +Sn 
(~snh (~gl(n) + ~snh (~9kp(n) + ~snh 

(~sn)p (~91(n) + ~sn)p (~9kp(n) + ~sn)p 

(~sn+k-Ih (~gl(n+k-1) + ~Sn+k-lh (~9kp(n+k-1) + ~Sn+k-lh 

(~sn+k-I)p (~gi(n+k-1) + ~Sn+k-dp (~9kp(n+k-1) + ~Sn+k-dp 
1 1 1 

(~snh (~9I(n) + ~snh (~9kp(n) + ~snh 

(~sn)p (~9I(n) + ~sn)p (~9kp(n) + ~sn)p 
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Sous cette forme, pour n fixé, la transformation Ek( sn; 9i( n)) peut être calculée par le H
algorithme: 

Si i=1,2, ... ,kp 

fi+mp(O) = (D.sn+m)j 
h+mp(i) = (D.gi(n+m) + D.sn+m)j i = 1, 2, ... , kp 

m=0,1, ... ,k-1 
j = 1,2, ... ,p 
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CHAPITRE 2 

Etude de la Transformation de Wimp 
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0 Introduction 

On considère des suites de vecteurs (sn) de la forme suivante: 

où 

00 

Sn- s =Lai 9;(n) 
i=1 

'v'i~1 

Sn, s, 9i ( n) E (C'P 'v' n E IN, 'v' i > 1 

tel que la famille de suites (9;( n) )n vérifiant les propriétés suivantes: 

(H) 
(a) 

(b) 

lim 9;(n) = q) E (CP 
n-+oo 

lim Il 9i+l(n) Il = 0 E œ 
n-+oo ll9i(n)ll 

uniformément sur i (~ 1) 

uniformément sur i ( ~ 1) 

(1) 

La propriété (H) veut dire que ces deux suites convergent vers zéro, uniformément sur 
IN* (i E IN*), c'est-à-dire: 'v'ê > 0, 3N (indépendants dei) tels que: 

Il 9i+I(n) Il 
'v'i E IN*, Il 9i(n) Il< E, Il 

9
i(n) Il < ê 'v'n > N. 

Par exemple: p = 2,9i(n) = ( .À;~n), avec .À, des scalaires, .Ài # 1,i = 1,2, ... et I.À11 > 

I.À21 > · · · . Dans la suite, on va utiliser cette notation. 

On sait que l'algorithme d'extrapolation vectorielle le plus général pour accélérer de telles 
suites (sn), est leE-algorithme vectoriel, il est étudié par A.C.MATOS [14]. Dans ce chapitre, 
on va étudier la transformation de Wimp, dont la E-transformation vectorielle est un cas par
ticulier. D'abord, on va donner un algorithme de calcul récursif pour cette transformation et 
puis on étudiera ses propriétés et l'on comparera ces deux transformations quand on utilise 
respectivement un vecteur auxiliaire y et une suite de vecteurs auxiliaires ( <Pn)· Enfin, on don
nera une seconde transformation de Wimp. 

1 Transformation de Wimp 

Soit (sn) une suite de vecteurs complexes. Soient (<Pn), (9;(n))n des suites arbitraires, avec 
<Pn E (CP et 9i( n) E (CP i = 1, 2, ... ,k. Wimp a défini la transformation suivante [15]: 

Sn 0 91(n) 9k(n) 
(</>n,sn) 1 (</>n,91(n)) (</>n,9k(n)) 

Ek(sn) = 
(</>n+k,Sn+k) 1 (<Pn+k, 91 ( n + k )) (4>n+k,9k(n+k)) 

1 ( </>n, 91 ( n)) ( </>n, 9k( n )) 
(2) 

1 ( <Pn+k, 91 ( n + k)) (4>n+k,9k(n+k)) 
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où (•, •) désigne le produit scalaire. 

2 Etude de la transformation de Wimp 

Comme toutes les autres transformations, pour éviter le calcul des déterminants, on a un 
algorithme récursif qui est le suivant: 

E(n)- S 
0 - n 

gt) = 9i(n) 

n = 0, 1, .. . 

i = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

Pour k = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

E(n) _ E(n) _ (4>n+ll Eti
1
)) - (4>n, Et!1) 

k - k-1 ( (n+l)) ( (n) ) 
4>n+b 9k-1,k - 4>n, 9k-1,k 

(A. (n+l)) (A. (n) ) 
(n) (n) 'f'n+1' 9k-1,i - 'f'n, 9k-1,i 

9k,i = 9k-1,i- (A. (n+1)) _(A. (n) ) 
'f'n+b9k-1,k 'f'n,9k-1,k 

(n) 
9k-1,k 

(n) 
9k-I,k i = k+1, k+2, ... 

Avant de donner le théorème principal, on a besoin de quelques lemmes simples. 

Lemme 1: Soit aij E ([:, on a une égalité suivante: 

au a1,I-I 0 a1,1+1 a1n 

1 
au a1,I-I a1,1+1 

au a1,1-1 a1,I+I a1n 

1 = ( -1)1+I 
a31 a3,1-1 a3,1+I 

a31 a3,1-I a3,1+1 a3n 

ani an,l-1 1 an,l+1 ann 
ani an,I-I an,l+1 

(3) 

ain 

a3n 

ann 

Dém: Elle est triviale, si l'on fait la différence entre la deuxième ligne et la première, et que 
l'on développe le déterminant suivant la deuxième ligne. Remarquons que ce lemme est utilisé 
ensuite dans le sens inverse. 

• 
Rappelons maintenant l'identité de Sylvester généralisée [16). Soit E un espace vectoriel sur 

K, XiE E i = 1,2,... aii E K i,j = 0,1,2,... On a l'identité suivante: 

Xo X1 Xk Xo X1 X k-I 
ao1 ao,k-1 

aoo aOI aoo ao1 aok ao,k-1 
-

ak-1,0 ak-1,I ak-1,k 
ak-2,I ak-2,k-I 

ak-2,0 ak-2,1 ak-2,k-I 

X1 Xk 
aOI aok aoo ao,k-1 

aoi a ok 

ak-1,I ak-I,k 
ak-2,I ak-2,k 

ak-1,0 ak-1,k-I 
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Les déterminants généralisés, éléments de E, sont développés suivant la première ligne. Le 
déterminant: 

GOI Go,k-t 
Xo Xt Xk 

s'appelle le centre du déterminant 
Goo Got Gok 

Gk-2,1 Gk-2,k-1 
Gk-1,0 Gk-1,1 Gk-1,k 

Utilisant cette identité, on a: 

Corollaire 1: 

Xo X1 Xk Xo x2 Xk 

Goo Got 
Go2 Gok 

Gok Goo Go2 Gok 
-

Gk-t,o Gk-1,t Gk-t,k 
Gk-2,2 Gk-2,k 

Gk-2,0 Gk-2,2 Gk-2,k 

Got Gok 
Xt 

Got 

Xk 

Gok 
Goo Go2 Gok 

Gk-t,t Gk-t,k 
Gk-2,t Gk-2,k 

Gk-t,o Gk-t,2 Gk-t,k 

Dém: Ce corollaire est une autre forme pour exprimer l'identité de Sylvester. Sa démonstration 
est obtenue en changeant simplement quelques colonnes. Pour le 1er déterminant, on met la 
seconde colonne à la dernière place. 

Xo Xt Xk Xo X2 Xk Xt 

Goo Got Gok = ( -1 )k-t 
Goo Go2 Gok Got 

Gk-t,o Gk-t,t Gk-t,k Gk-t,o Gk-1,2 Gk-t,k Gk-t,l 

Pour le 4ième déterminant, on met la première colonne à la dernière place. 

= ( -1l-t 

Pour le 5ième déterminant, on met la première colonne à la dernière place. 

Xt Xk x2 Xk Xt 

Got Gok = (-1)k-t 
Go2 Gok Got 

Gk-2,t Gk-2,k Gk-2,2 Gk-2,k Gk-2,1 

d'où le résultat en appliquant l'identité de Sylvester. 
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• 
Nous pouvons aussi obtenir d'autres identités similaires. Pour être plus clair, à l'aide d'un 

schéma, ces deux identités peuvent s'exprimer comme suit: 

------· w: 
• 

X'xwxvl 

Maintenant, on démontre le résultat principal. 

Théorème 1: 

Ekn) = Ek(sn) k, n = 0, 1, ... 

Dém: On va démontrer simultanément que gt> satisfait (2) où la première colonne du 
numérateur est remplacée par 9i(n), (</>n,9i(n)), ... , (<Pn+k,9i(n+k)). 

On pose: 
N(n) 

(n) k,i 
Yk,i = Dkn) 

D'après l'identité Sylvester généralisée, on obtient: 

' ou 

A(n)
k -

N(n) D(n) - N(n) D(n)- (-1)k N(n) A(n) 
k k-1 - k-1 k k-1,k k 

1 

(<f>n+k' Sn+k) 1 (<f>n+k,91(n+k)) 

Dl.vi'sons D(n) D(n) on a· 
k-1 k ' • 

N(n) N(n) N(n) A(n) 
_k_- _!::l_ (-l)k k-1,k _k_ 
D(n) - D(n) D(n) D(n) 

k k-1 k-1 k 

Il suffit donc de démontrer que: 

A(n) ("' E(n+1)) ("' E(n) ) 
_k_ = (-1)k 'f'n+b k-1 - 'f'nl k-1 

D (n) ("' (n+l)) ("' (n) ) 
k 'f'n+1,9k-1,k - 'f'n,9k-1,k 
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Or, d'après le Corollaire 1, on a: 

( 4>n+1, 91 ( n+ 1 )) 
A (n) 

k • 

(4>n+k-b 91 (n+ k-1)) 

( 4>n+ 1 , 9 k-1 ( n + 1 ) ) 

. n<n+1) 
k-1 

-Dk(n) • 
-1 Lemme 1 

0 
1 

(4>n,91(n)) 
( 4>n, 91 ( n)) 

(4>n, 9k-1 ( n)) 
(4>n,9k-1(n)) 

(4>n+k-b 9k-1(n+ k-1 )) 

-Dk(n) . 
-1 

(4>n+bSn+1) 0 (4>n+1l91(n+1)) 
(4>n+I,sn+1) 1 (4>n+b91(n+1)) 

_ ("' N(n) ) . n<n+1) _ D(n) . ("' N(n+1)) 
- '+'n' k-1 k-1 k-1 '+'n+b k-1 

( 4>n+I, 9k-1 ( n + 1)) 
(4>n+b 9k-1 (n+ 1 )) 

= (4>n, Ekn_l1) · Dkn_}1 · Dti
1
)- Dkn_l1 · Dti1) · (4>n+b Et.i1)) 

Utilisant l'identité de Sylvester, on a: 

D(n) 
k • 

(4>n+k-b 91 (n+k-1 )) (4>n+k-b 9k-1 (n+k-1 )) 

- D(n) . - k-1 

. n<n+1) 
k-1 

· D(n+l) Lemme 1 k-1 
( 4>n+k-b 91 ( n+k-1 )) 
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( 4>n+b 9k( n+ 1 )) 0 (4>n+b 91 ( n+ 1 )) 
(4>n+b9k(n+1)) 1 (4>n+I,91(n+1)) 

(4>n+b 9k-1 ( n+ 1)) 
(</>n+b 9k-1 ( n+ 1)) 

(</>n,9k(n)) 
(</>n,9k(n)) 

0 
1 

( </>n, 91 ( n)) 
( </>n, 91 ( n)) 

(</>n, 9k-1 ( n )) 
(</>n,9k-1(n)) 

(</>n+k-1' 9k-1(n+k-1 )) 

D(n+l)) . k-1 

_ (-1)k-1 . {D(n) . (A. N(n+t)) _ (A. N(n) ) . n<n+1)} - k-1 'f'n+ll k-1,k 'f'n' k-1,k k-1 

_ (-1)k. {(A. (n) ) . D(n) . D(n+l) _ D(n) . D(n+l). (A. (n+l))} - 'f'n,9k-1,k k-1 k-l k-l k-1 'f'n+b9k-1,k 

Divisant (5) par (6), on obtient: 

A~n) _ (-
1

)k (</>n+llEt.~1 ))- (</>n,Et}l) 

nin) - (4>n+ll9t.~~2) - (4>n,9k~\.k) 

(6) 

La démonstration est tout à fait similaire pour la règle auxliaire, la seule chose différente est 
que dans le processus de la démonstration, on remplace les N!n), les Sn et les Ekn) respectivement 

par les N~~)' les 9i(n) et les 9k~)· 
' ' 

• 

Si 4>n+i = y, i = 0, 1, ... , k l'algorithme précédent (3) devient E-algorithme vectoriel. On 
peut donc considérer le E-algorithme vectoriel comme un cas particulier de Wimp. 

Si l'on multiplie scalairement tous les deux côtés de l'algorithme (3) par un vecteur </>n, on 
obtient: 

Notons 

h~n) = ( </>n, Ekn)) 

Jt) = (</>n,9t/) 
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On obtient: 
h(n+l) h(n) 

h(n) _ h(n) _ k-1 - k-1 ç(n) 
k - k-1 ç(n+l) ç(n) J k-l,k 

Jk-l,k -Jk-l,k 

f
(n+l) ç(n) 

ç(n) _ ç(n) k-l,i - J k-l,i ç(n) 
J k,i - J k-l,i - ç(n+l) _ ç(n) J k-l,k 

J k-l,k J k-l,k 
i=k+1,k+2, ... 

Ce n'est autre que le E-algorithme scalaire avec les initialisations: 

h~n) = (</Jn, E~n)) n = 0, 1, ... 

JJ~> = fi(n) = (</Jn,gt)) = (</Jn,9i(n)) i = 1, 2, ... et n = 0, 1, ... 

En d'autres termes, on peut réécrire la 

Proposition 1: 

f (n) (-+- (n)) 
k,i = 'f'n' 9k,i Vi 2:: k+ 1, 

où Jt> est définis par (7) avec les initialisations: 

Vi 2:: 1 

Dém: (par récurrence) 

Vn E IN 

(7) 

Soit k = 0, alors par définition on a JJ~> = (</Jn,9i(n)) = (<Pn,gt>) for ali i 2:: 1. Supposons 
la propriété vraie jusqu'à l'ordre k-1, alors: 

f (n+l) J(n) 

f (n) _ J(n) k-l,i - k-l,i J(n) h th' d ' 
k,i - k-I,i - (n+I) (n) k-I,k = par ypo ese e recurrence 

fk-l,k - fk-l,k 

(.;., (n+l)) (A. (n) ) 
(A. (n) ·) _ 'l'n+ll 9k-1,i - '+'n' 9k-1,i (A. (n) ) 

- 'l'n,9k-1,t (A. (n+l)) _ (-+- (n) ) 'I'M9k-1,k 
'l'n+h9k-1,k 'l'n,9k-1,k 

( 
(A. (n+l)) (-+- (n) ) 

A. (n) .- 'l'n+h9k-1,i - 'l'n,9k-1,i 
'+'n, 9k-1,t (n+l) (n) 

(</Jn+l' 9k-1,k) - (</Jn, 9k-l,k) 

(n) ) 9k-1,k 

(</Jn,glJ)) 

• 
Comme C.BREZINSKI a fait pour la E-transformation scalaire [26], en utilisant la propriété 

1 des déterminants généralisés du Chapitre 1, on a immédiatement les résultats suivants: 
Pour indiquer que Ek(sn) depend aussi des (<Pn) et des (gi(n)), on le notera: 

Ek(sn;</Jn;9t(n), ... ,gk(n)) = Ek(sn) 

Propriété 1: 

(a) Vai=/:-0 i=1,2, ... ,k 
Ek (sn·; <Pn; a191(n), ... , akgk(n)) = Ek (sn; rPn; 9t(n), ... ,gk(n)) 

(b) Va1 =/:- 0, a2, ... , ak E q; 

Ek (sn; <Pn; a191(n) + akgk(n), ... ,g2(n), ... ,gk(n)) = Ek (sn; <Pn;9t(n), ... ,gk(n)) 
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Propriété 2: 

Si a# 0 
Ek (sn; a</Jni9I(n), ... ,gk(n)) = Ek (sn; <Pni9I(n), ... ,gk(n)) 

Si l'on suppose que les g,(n) ne dépendent pas de sn, ou la transformation de Wimp utilise 
toujours les mêmes 9i ( n), on a: 

Propriété 3: 

(a) Si a#O, et bEfCP 
Ek (asn + b; <Pni9I(n), ... ,gk(n)) =a· Ek (sn; <Pni9I(n), ... ,gk(n)) 

(b) V a1, a2, ... , ak E (C 

Ek (sn+ a191(n) + ... + akgk(n); <Pni9I(n), ... ,gk(n)) = Ek (sn; <Pni9I(n), ... ,gk(n)) 

3 Propriétés d'accélération de la transformation de Wimp 

Dans sa thèse, A.C.MATOS [14] a étudié les propriétés d'accélération du E-algorithme 
vectoriel. Dans cette section, on va voir que ces propriétés sont encore valables pour la méthode 
de Wimp, même si 1 'on remplace le vecteur auxiliaire y par une suite de vecteurs ( <Pn). On 
utilisera les mêmes notations, mais on suivra une autre idée pour démontrer les propriétés 
d'accélèration de la convergence. On utilise aussi ses résultats sans presque rien changer. Dans 
la section suivante, on va s'intéresser a la différence entre ces deux transformations qui provient 
de leurs vecteurs auxiliaires y et ( <Pn) respectivement. 

Notre idée est la suivante: Supposons que les suites (gi( n) )n sous la forme (1) vérifient 
certaines conditions, on peut déduire qu'elles vérifent aussi les propriétés (H). De plus, on 
peut aussi démontrer que: 

avec 

(H') 

E ( ) (n) (n) 
k Sn - S = ak+I 9k,k+I + ak+2 9k,k+2 + · · · Vk ~ 0 

(a) 

(b) 

uniformément suri(~ k+1) 

uniformément suri(~ k+1) 

Finalement, on obtient des théorèmes d'accélération. 
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3.1 Composantes de (gi(n))n i ~ 1 à convergence linéaire 

Considérons une famille de suite (gi(n))n i E IN* vérifiant les propriétés suivantes: 

(A) 

(1) ViE IN* soit 9i(n) = (gl(n), ... ,gf(n)) E (CP 

(l'indice supérieur indiquant la composante) 

(2) Pour i E IN*, soit ji E {1,2, ... ,p} tel que: 

Vj E {1, 2, ... ,p}, 3Cii > 0, 3n0 E IN Vn ~ n0 

( 
ce qui implique:3~, Bi > 0, 3n0 E IN; ) 
Vn ~no Ai lgf;(n)l $ ll9i(n)ll $Bi lgf;(n)l. 

On a alors: 

(a) lim gf;~n+l) =bi, lbil < 1 
n-+oo gf• ( n) . 

l ~(n) 1 < C·· 
!Jfi(n) - 'J 

Ji+l 

(b) lim gj; ( n) = 0 lim 9i+_I ( n) = 0 uniformément sur i (~ 1) 
n-+oo ' ' n-+oo gfi ( n) 

(c) Vi =J j bi =f bi. 

On choisit la suite de vecteurs ( <Pn) tel que: 

(B) 

lim (<Pn,gi(n)) = O:i =f 0 ViE IN* 
n-+oo gf'(n) 

p 

et l'on pose fi(n) = (<Pn,9i(n)) = L 4ln · g{(n) i E IN*, nE IN 

(a) 

(b) 

j=l 

(où <fn dénote le Ph composante de <Pn)· 

Alors on obtient automatiquement: 

lim fi ( n + 1) = lim gf; (_n + 1) = bi 
n-+oo Ji(n) n-+oo . gf;(n) 

( 
Ji+l 

lim fi+I n) = lim 9i+l (n) = 0 
n-+oo fi(n) n-+oo gf'(n) 

ViE IN* 

uniformément sur i ( ~ 1). 

Propriété 4: Si les suites (gi(n))n i E IN* sous la forme (1) vérifient les propriétés (A), 
elles vérifient aussi les propriété (H). 

Dém:: D'après la condition (b) de (A) et la definition de gf;(n), on obtient facilement que: 
lim gi( n) = q) E (CP uniformément sur i (~ 1) qui est une condition nécessaire pour la suite 

n-+oo 

(Sn) converge vers s. 

D'autre part, on a: 

ll9i+I(n)ll < Bi+I lgf.f.V (n)l ~ 0 
ll9i(n)ll - Ai lgf'(n)i 
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• 
Proposition 2: 

Vk ;?: 0, Vi > k, lim J1'Y = O:k i =/:- 0 
n-+oo gf' ( n) ' 

où Jt> est défini par (7). 

Dém: La démonstration est tout à fait la même que [14, p.248], même si l'on définit fk~) 
différement. ' 

• 
Proposition 3: 

Vk ;?: 0, Vi > k 

f (n+l) j; ( 1) 
lim ~ = lim gi n+ =bi 

n-+oo fk'} n--+oo gf' ( n) 
(a) 

(b) 
in) ii+l ( ) 

lim k,i+I = lim 9i+I n = 0 uniformément sur i. 
n--+oo Jt) n--+oo gf' ( n) 

Dém: (par récurrence) 
Soit k = 0, d'après la propriété (B), on a: 

r(n+l) 3 ) 

ll·m Jo,i _ 1. 9i'(n+1 _ b 
( - lm . - i 

n--+oo r n) n--+oo gf' ( n) 
JO,i 

et 

r(n) Ji+l ( ) 

lim JO,i+I = lim 9 i+I n = 0 uniformément sur i 
n-+oo r(n) n--+oo gf' ( n) 

JO,i 

Supposons que la propriété soit vraie jusqu'à k- 1, montrons qu'elle est encore vraie pour 
k. 

comme 

f (n+l) 
k-I,i _ 1 

f (n) = j(n) . . 1 __ J~t.....;)l:..:.;,,i __ 
k,t k-I,t J(n+I) 

k-I,k _ 1 
f (n) 

k-I,k 

Vi ;?: k+ 1. 

On a: lim Jt'/ = 1 - bi - 1 = bk - bi =f 0 
n-+oo j(n) . bk - 1 bk - 1 

because bk =/:- bi Vi ;?: k + 1 
k-I,t 
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Alors: 
ç(n+l) 

lim Jk,i 
n-oo ç(n) 

J k,i 

b ç(n+t) 
bk - i l' J k-t,i bk - 1 

- --· tm--·--
bk - 1 n-oo ç(n) bk - b· 

J k-t,i ' 

lt·m g{•(.n+ 1) -- b,· ( h h' d ' ) par ypot ese e recurrence . 
n-oo gf'(n) 

De même: 
ç(n) 

1. J k,i+l 
tm--

n-oo ç(n) 
J k,i 

Proposition 4: 

( 

ç(n) ç(n) ç(n) ) 

li J k,i+I J k-t,i+I J k-l,i 
rn . ·--

n-oo ç(n) ç(n) ç(n) 
Jk-t,i+t Jk-t,i Jk,i 

Vk ~ 0, Vi ~ k+ 1, les suites (gt/)n définies par (3) vérifient: 

(a) Vj E { 1, 2, ... ,p}, 3C;;, > 0, 3n;;• E IN; 'Vn <: n,;, 
9~:'t i :5 C;;, 
9i n 

(où gi,Jn) dénote le Ph composante de 9k~)) 

• 

Dém: Dans la démonstration de la page 249 de [14), on remplace le vecteur y par une suite 
de vecteurs ( <Pn), et la démonstration n'a rien changer. 

• 
Proposition 5: 

Si les suites (gi(n))n 
vérifie la propriété (B). 

i ~ 1 sous la forme ( 1) vérifient les propriétés (A) et si la suite ( <Pn) 
Alors, on a: 

Vk ~ 0, Vi~ k+1 

(1) lim g<n) = ([) (2) lim ll9t~tll = 0 
n-oo k,a n-oo ll9k~ Il uniformément sur i. 

Dém: (1) D'après la Propriété 4, pour k = 0, on a: 

lim 9i ( n) = ([) uniformément sur i ( ~ 1). 
n-oo 
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Supposons les propriétés vraies jusqu 'à l'ordre k-1. Alors pour l'ordre k, on a: 

(.J. (n+l)) (.J. (n) ) 

gk
(n) = (n) f./Jn+b 9k-I,i - '+'n' 9k-I,i (n) 
,, 9k-I,i- ( (n+l)) ( (n) ) 9k-I,k 

<f>n+I' 9k-I,k - <f>n, 9k-I,k 

ç(n+l) ç(n) 
(n) J k-I,i - J k-l,i (n) 

- 9k-I,i - ç(n+I) ç(n) 9k-I,k 
J k-I,k - J k-I,k 

ç(n+l) 
Jk-I,i _ 1 ç(n) ç(n) 

(n) J k-I,i J k-I,i (n) 
- 9k-l,i - ç(n+l) • ç(n) • 9k-I,k 

J k-I,k _ 1 J k-I,k 
ç(n) 
J k-I,k 

Or, d'après la Proposition 3, on a: 

f
(n+l) 

1. k-l,i b ....t 1 1m --- ·Î 
n--+oo j(n) - ' 

k-l,i 

Vi ?:. k 

et 
ç(n) ( f(n) r(n) ) 

1. J k-I,i l' k-l,i _J._ ,Jc-.,....::l..;..,k...:..+-=.1 _- O 1m -- = 1m ··· 
n--+00 r(n) n-oo f(n) r(n) 

Jk-l,k k-l,i-1 Jk-l,k 

uniformément sur i (?:. k+ 1). 

Par hypothèse de récurrence, on conclut que: lim 9kn/ = (/) E ([)P uniformément sur z. 
n-+oo ' 

(2) C'est une conséquence (b) de la Proposition 4. En effet: 

llgt/+111 < Bi+l.k ·lg~+V (n)i ~ O 
llgt>ll - Ai,k ·lgf'(n)l 

uniformément sur i. 

(3) Comme dans le cas (2), on a: 

uniformément sur i. 

D'où le résultat suivant: 

Théorème 2: 

• 

Si les suites (gi(n))n sous la forme (1) vérifient les propriétés (A), on a la Propriété 4. De 
plus, si la suite ( <l>n) vérifie la propriété (B), on a: 

E~c(sn)- s = ak+I · gt2+l + ak+2 · gt2+2 + · · · Vk?:. 0 
avec les suites (gt2+i)n vérifient la propriété (H'). 
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Dém: D'aprés la Proposition 5, il suffit de démontrer que : 

E ( ) (n) (n) 
k Sn - s = ak+l 9k,k+I + ak+2 9k,k+2 + · · · 

En effet, il est vrai pour k =O. Suppose que il est vrai pour k-1, alors: 

E (n) -
k -

par la relation récurrence de gt) et gt2 = (/) 'tin. 

Lemme 2: 
S · /Tf b(n) /Tf . - 1 2 ment ai E IV , i E IV , z - , , ... tels que: 

b(n) 

3M, Vi, !ail< M, etnl_im
00

b!n) = 0, lirn i+I = 0 uniformément suri(;::: 1). 
n-oo b(n) 

t 

Alors, on a: 
00 

lim "'ai b(n) = O. 
n-oo L...J t 

i=l 

Dém:: Par l'hypothèse, on a: V 0 < r < 1 fixé, 3n0 (indépendant de i), tel que: 

vi ;::: 1' 

D'autre part 

On pose N = max{n0 ,ni}. 

b(n) 
i+l 

b(n) $ r Vn ;::: no. 

' 
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Alors, \fe> 0, 3N (dépend seulement e), tel que pour tout n ~ N, on a: 

00 

L lai b~n)l 
i=l 

< 1 t. a; bl"ll ~ M ·lb\")1 ( 1+ t. :~~; ) 
- M ·lb~n)l 1 + _2_ + _3_ • _2_ + • .. ( 

b(n) b(n) b(n) ) 
b~n) ~n) b~n) 

< M ·lb~n)l· (1 + r + r 2 + · · ·) 

- M ·lb~n)l· - 1
- ~ e 

1-r 

d'où le résultat. 

• 
Théorème 3: 

Si Sn - s = L ai 9i ( n) tels que les suites (gi ( n) )n vérifient les propriétés (A) et si la suite 
i>l 

(<l>n) vérifie la pr~priété (B), alors \fk ~ 1 

lim IIEkn) - sll = 0 
n-oo IIEt\ - sll 

Dém:: \fk ~ 1, d'après le Théorème 2, on a: 

E (n) (n) (n) 
k - s = ak+I 9k,k+l + ak+2 9k,k+2 + · · · 

où les suites (g~~2+i )n vérifient les propriétés (1) (2) (3) de la Proposition 5. 
Alors: 

D'après la proposition 5 et le Lemme 2, on a: 

00 

IlL: ak+i · 9k~t.k+ill 00 Il (n) Il 
i=l < "" 1 1 9k-l,k+i n-oo O 

Il (n) Il - L- ak+i . Il (n) Il --+ . 
9k-l,k i=l 9k-l,k 

et 
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Donc, on a: 

• 
Un cas particulier est: 

Corollaire 2: 
Si sn- s = a1 9t(n) + · · · + ak 9k(n) tels que les suites (gi(n))n vérifient les propriétés (A) 

et si la suite (<Pn) vérifie la propriété (B), alors Vi::; k-1 

Maintenant, donnons quelques exemples numériques. 

Exemple n°1: 

Pt = 0.9, P2 = 0.4, P3 = 0.1, P4 = 0.08, Ps = 0.06 

Posons: en= -log10(llsn- slloo) et ft>= -log10(11E~n)- slloo) 

<Pn=(1,1) 1 <Pn = (2+0.8n)(l, 1)1 
n en+2 Jt) JJn) 
0 -0.080 -1.40 -1.19 
1 0.064 -0.39 -0.22 
2 0.150 0.65 0.80 
3 0.214 1.69 1.82 
4 0.268 2.74 2.85 
5 0.317 3.77 3.87 
6 0.365 4.81 4.88 
7 0.411 5.83 5.90 
8 0.457 6.85 6.91 
9 0.503 7.87 7.91 
10 0.549 8.88 8.92 
11 0.595 9.89 9.92 
12 0.641 10.9 10.9 
13 0.686 11.9 11.9 
14 0.732 12.9 12.9 
15 0.778 13.9 13.9 
16 0.824 14.9 14.8 
17 0.869 15.6 15.4 
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On voit facilement que pour les suites auxiliaires 4>n = (1, 1f et 4>n = (2+0.8n)(1, 1f, les 
résultats d'accélèration sont presque les mêmes. Dans la suite, on donnera donc seulement les 
résultats avec la suite ( 4>n) dependant de n. 

_ ( 1 ) 
5 

. ( (n+1ti+I Pi ) 
Sn - 1 + ~ t ( n + 1 ti Pi 

Pt = 0.8, P2 = 0.4, P3 = 0.2, P4 = 0.09, Ps = 0.06 

</>n = (1 +0.5n )(1, 0)1 

n en+l Jt) 
0 0.194 -0.459 
1 0.291 0.410 
2 0.388 1.33 
3 0.485 2.28 
4 0.581 3.25 
5 0.678 4.23 
6 0.775 5.21 
7 0.872 6.21 
8 0.969 7.21 
9 1.07 8.21 
10 1.16 9.22 
11 1.26 10.2 
12 1.36 11.2 
13 1.45 12.3 
14 1.55 13.3 
15 1.65 14.3 
16 1.74 15.3 
17 1.84 16.3 
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<Pn = ( 3+ n2~ 1 ) (1, 1)T 

n en+4 ~~n) 

0 1.71 4.62 
1 2.13 5.76 
2 2.52 6.73 
3 2.89 7.60 
4 3.26 8.39 
5 3.62 9.13 
6 3.97 9.82 
7 4.32 10.5 
8 4.66 11.1 
9 5.00 11.7 
10 5.33 12.3 
11 5.66 12.8 
12 5.99 13.4 
13 6.32 13.9 
14 6.65 14.4 
15 6.98 14.9 
16 7.30 15.4 

3.2 Composantes de (g;(n))n i ~ 1 à convergence logarithmique 

Maintenant, on va étudier une famille de suites (g;(n))n, g;(n) E œP qui vérifient les pro
priétés suivantes: 

(C) 

(1) ViE IN' g;(n) E Q;P Vn E IN 
(2) ViE IN', soit j; E {1,2, ... ,p} tel que: 

(Hl) 

(H2) 

(.H3) 

Vj E {1, 2, ... ,p}, 3C;j > 0, 3n0 E IN; Vn ~ n0 

On suppose que: 
l

gf(n) 1 < C··. 
gf'(n) - 'J 

l;(n+l) a· ' . = 1 + U;(n) U;(n)"' -' (n-+oo) a;:/:- 0 ViE IN' 
g~(n) n 

u(n) 
u:(n) = Oik(1 + f3ik(n)) 

c 
avec a;k :/:- 1, /3;k(n)"' log(n) (n-+oo) Vi> k, Vk E IN' 

Ji+! ( ) 
lim g{;(n) = 0 et lim 9

i+I n = 0 uniformément suri(:;::: 1). 
n-oo n-oo gf' ( n) 
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On choisit la suite de vecteurs (<fon), <fon E (/}P telle que: 

ViE IN*, (tfon,_9i(n)) =a· (1 + R.(n)) 
!l (n) ' JJ, 

(8) 

(D) avec ai# O. 

On pose fï(n) = (tfon,9i(n)) i E IN*, nE IN. (9) 

Les suites (gtt)n, (Jt))n k E IN*, i > k sont définies par (3) et (7), et la Proposition 1 est 
toujours vraie. Pour que les Propositions 2 and 4 soient encore vraies dans le cas de suites 
(gi(n))n i 2:: 1 vérifiant les propriétés (C), il suffit de démontrer que: 

Vk 2:: 1, Vi> k 

ç(n+l) 
Jk-l,i - 1 
ç(n) r J k-l,i 

n~ f(n+l) 
k-l,k - 1 

ç(n) 
J k-l,k 

Bien que l'on ait défini fï(n) = (<fon,9i(n)) au lieu de fï(n) = (y,gi(n)) in [2], on a quand 
même le résultat suivant: 

Proposition 6:[14] 
Soit (gi(n))n iEIN* une famille de suites vérifiant (C) et (fi(n))n iEIN* est défini par (9) 

avec la propriété (8) satisfaite. 
Alors, on obtient: 

Vk 2:: 0 Vi > k 
f(n+l) 

k,(n) - 1 = Ui(n) (1 + Vki(n)) 
Jk,i 

Dém: Regarder la page 259 de [14]. 

On obtient donc: 

ç(n+l) 
Jk-l,i - 1 
ç(n) U ( ) 

1. J k-I,i . i n ../.. 
1m ( +I) = lim -U ( ) = aik -r 1 n-+oo f n n-+oo k n 

k-l,k - 1 

f
(n) 
k-l,k 

Vi> k. 

La Proposition 3 n'est plus valable, mais on a quand même la: 

Proposition 7: 

Vk 2:: 0, Vi > k, 
f (n) 

lim k,i+I = 0 uniformément sur i. 
n-+oo J(n) 

k,i 
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Dém: D'après la Proposition 2, on a: 

/
(n) 

li k,i+l m-
n-.oo j<n) 

k,i 
(

/,(n) Ji+l ( ) Ji { ) ) _ lim k!i+l • Yii:l n • Yi n 
n-+oo ~i+I ~·(n) l'(n) 

Yi+t . Yi J lc,i 
Ji+I ( ) 

li Yi+t n 1 
- a1c ·+1 • rn · -

•' n-+oo gf• ( n) Olc,i 

- 0 uniformément suri. 

pmsque ak,i # 0 qui est défini dans la Proposition 2. 

• 
D'après la Proposition 7 et {10), la Proposition 5 est encore vraie dans le cas ou les suites 

(gi( n) )n i E IN* satisfont les propriétés ( C). Comme la démonstration du Théorème 3 est basée 
sur la Proposition 5, on a immédiatement le résultat suivant: 

Théorème 4: 

Si sn- s =Lai 9i(n) où les suites (gi{n))n vérifient les propriétés (C) et si la suite (<Pn) 
i~l 

vérifie la propriété (D), alors , Vk ~ 1 

Corollaire 3: 
Si Sn - s = a1 91 ( n) + · · · + a1c 9k( n) où les suites (gi( n) )n vérifient les propriétés ( C) et si 

la suite ( cPn) vérifie la propriété (D), alors, Vi ~ k-1 

Donnons quelques exemples numériques. 

Sn= ( ~ ) + t.i ( {~:i~~~~l ) 
En utilisant les suites auxiliaires cPn = (1, 1f et cPn = (1+0.7")(1, 1f, on obtient: 
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t/>n = (1, 1)1 t/>n = (1+0.7n)(1, 1)1 

n en+4 ft) ft) 
0 0.506 0.283 0.294 
2 0.711 2.44 2.47 
4 0.852 3.49 3.49 
6 0.959 4.19 4.19 
8 1.04 4.72 4.72 
10 1.12 5.06 5.08 
12 1.18 5.33 5.35 
14 1.23 5.58 5.60 
16 1.28 5.80 5.81 
18 1.32 6.01 6.01 
20 1.36 6.20 6.20 
22 1.40 6.37 6.37 
24 1.43 6.53 6.53 
26 1.46 6.68 6.68 
28 1.49 6.82 6.82 
30 1.52 6.95 6.95 
32 1.54 7.08 7.07 
34 1.57 7.19 7.19 
36 1.59 7.30 7.30 

On voit que pour les suites auxiliaires tPn = (1, 1)T et tPn = (1 +0.7n)(1, 1)T, les résultats 
d'accélération sont presque les mêmes. Dans la suite, on donnera donc seulement les résultats 
avec la suite ( tPn) dependant de n. 

( 
1 ) 

5 
. ( ( n + 1 t2i+l ) 

Sn= 1 +~z (n+ 1t2i 

On obtient: 
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1 ' ~-

</>n = ( 1+ 2{n+1)2'0) 

n f!n+4 J!n} 
0 0.664 0.0001 
2 0.827 3.34 
4 0.943 4.90 
6 1.03 5.92 
8 1.11 6.68 
10 1.17 7.29 
12 1.23 7.80 
14 1.28 8.24 
16 1.32 8.62 
18 1.36 8.95 
20 1.40 9.26 
22 1.43 9.53 
24 1.46 9.79 
26 1.49 10.0 
28 1.52 10.2 
30 1.54 10.4 
32 1.57 10.6 
34 1.59 10.8 
36 1.61 11.0 

_ ( 1 ) 
5 

. ( (n+1t1(1og(n+1))-i ) 
Sn- 1 + t;z (n+1)-1 (log(n+1))-i-J 

On obtient: 
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~n = ( 
1 

2
+(n+1) 

) (1,1)T 

n en+4 J!n) 
10 1.22 3.72 
14 1.40 4.21 
18 1.53 4.57 
22 1.64 4.84 
26 1.73 5.06 
30 1.81 5.25 
34 1.88 5.40 
38 1.94 5.54 
42 2.00 5.66 
46 2.05 5.77 
50 2.10 5.87 
54 2.14 5.96 
58 2.18 6.05 
62 2.22 6.12 
66 2.25 6.19 
70 2.28 6.26 
74 2.31 6.32 

( 
1 ) 

5 
. ( (n+1t~ ) 

Sn = 1 + L l ( )_i.!±..ll 
t=l n+1 2 

On obtient: 
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t/>n = (4+0.6n,0)1 

n en+4 ft 1 

10 0.92 3.34 
14 1.05 3.69 
18 1.16 3.96 
22 1.25 4.19 
26 1.32 4.39 
30 1.38 4.55 
34 1.44 4.70 
38 1.49 4.84 
42 1.54 4.96 
46 1.58 5.07 
50 1.61 5.17 
54 1.65 5.27 
58 1.68 5.36 
62 1.71 5.44 
66 1.74 5.52 
70 1.77 5.59 
74 1.79 5.66 

4 Choix particuliers de la suite de vecteurs ( t/Jn) 

Dans les théorèmes précédents, la suite ( tPn) de l'algorithme (3) doit satisfaire certaines 
propriétés. Bn effet on doit avoir: 

1) lim (t/>n,_9i(n)) = Oi =J 0 ViE IN* si les (gi(n))n i E IN* satisfont (A) 
n-oo gf' (n) 

ou bien 

2) (t/Jn,9ï(n)) ( (3( )) ...to (3() Ki ( ) v· 111.1* 
i ( ) =li 1 + i n li Î et i n "' l ( ) n-+ oo t E JH g/ n og n 

si les (gi ( n) )n i E IN* satisfont ( C) 
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Comme dans leE-algorithme vectoriel 

a) Supposons que: 
al) 'ViE IN* 'Vj #ji g{(n) = o(g{'(n) (n-+oo) 

avec les(gi ( n) )n i E_ IN* vérifiant (A) 

a2) 'Vi IN* 'V· ...J. · · gf( n) "' Kij (n-+ oo) 
E J Î J, gf'(n) log(n) 

avec les(gi(n))n i E IN* vérifiant (C). 
Alors, il est facile de montrer que l'on peut choisir: 

</>n = an · ( 1, ... , 1 )T où 'V an # 0 et lim an = a # 0 
n-+oo 

b) Supposons que: 
3ko E {l, ... ,p} 'ViE IN*, ji= ko 

Dans ce cas, on peut choisir: 
</>n = aneko où Van # 0 et lim Un =a # 0 

• , n--+oo 

ej : peme vceteur de la base canonique. 

Les exemples numériques, dans le cas linéaire ainsi que dans le cas logarithmique, sont 
donnés dans la section précédente. 

5 Traitement du problème des singularités 

On sait que le E-algorithme vectoriel est un cas particulerr de l'algorithme (3) pour la 
transformation de Wimp, avec <l>n =y, \:ln. Ils peuvent être utilisés, tous les deux, pour accélérer 
la convergence de suites vectorielles et, dans ce cas, il n'y a pas de très grande différence. 
Mais quand ils traitent certaines suites qui peuvent provoquer des problèmes de singularité ou 
d'instabilité numérique, il y a une différence. 

Nous remarquons que, dans leE-algorithme vectoriel, si les deux termes gt_i~~ et gt__\,k sont 
très proches ou égaux, avec le vecteur auxiliaire y, il peut arriver des problèmes d'instabilité 
numérique ou de singularité. Par contre, pour l'algorithme (3), on peut choisir la suite (<l>n) 
pour que le terme (4>n+l, gt_i~~) - (</>n, 9k~l.k) ne soit pas très petit ou nul. Un exemple facile 

est de prendre <l>n = ( -l)n(l, If au lieu de y= (1, l)T. Si 9k~I.k = gt_i~~, par exemple, alors 

( A.. (n+l)) (A.. (n) ) _ 2 (A.. (n+l)) 
<tJn+119k-l,k - 'f/n, 9k-l,k - <tJn+b 9k-l,k · 

Voyons des exemples numériques: 

Exemple n°8: 

5 ( n ) · Pi 
Sn= LZ n/5 a=l p, 

0.9 
0.999 
0.999999 

, P2 = 0.4, P3 = 0.1, P4 = 0.03, Ps = 0.06 

</>n = (l,lf 
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Pt= 0.9 Pt= 0.999 Pt = 0.999999 

n en+t f~n) en+t ft} en+t ft} 
0 -0.08 -1.06 -0.14 -3.12 -1.4.10-t -6.12 
1 -0.06 -0.34 -0.05 -2.14 -5.5.10-2 -5.14 
2 0.15 0.16 -0.02 -1.92 -2.2.10-2 -4.92 
3 0.21 0.59 -0.007 -1.49 -8.8.10-3 -4.49 
4 0.27 0.99 -0.001 -1.09 -3.5.10-3 -4.09 
5 0.32 1.39 0.002 -0.69 -1.4.10-3 -3.69 
6 0.37 1.79 0.003 -0.29 -5.7.10-4 -3.29 
7 0.41 2.18 0.0037 0.11 -2.2.10-4 -2.90 
8 0.46 2.58 0.0043 0.50 -8.7.10-5 -2.50 
9 0.50 2.98 0.0047 0.90 -3.2.10-5 -2.10 
10 0.55 3.38 0.0052 1.30 -9.4.10-6 -1.70 
11 0.60 3.78 0.0056 1.70 -1.8.10-7 -1.30 
12 0.64 4.17 0.0061 2.09 3.8.10-6 -0.91 
13 0.69 4.57 0.0065 2.49 5.6.10-6 -0.51 
14 0.73 4.97 0.0070 2.89 6.6.10-6 -0.11 
15 0.78 5.37 0.0074 3.29 7.2.10-6 0.29 
16 0.82 5.76 0.0078 3.69 7.8.10-6 0.69 
17 0.87 6.16 0.0083 4.08 8.2.10-6 1.08 
18 0.91 6.56 0.0087 4.48 8.7.10-6 1.48 

</Jn = ( -1 t ( 1, 1 f 
n ft) ft) ft) 
0 0.22 0.18 0.18 
1 0.94 0.89 0.89 
2 1.44 1.39 1.39 
3 1.86 1.81 1.81 
4 2.27 2.21 2.21 
5 2.67 2.61 2.61 
6 3.06 3.01 3.01 
7 3.46 3.41 3.41 
8 3.86 3.80 3.80 
9 4.26 4.20 4.20 
10 4.66 4.60 4.60 
11 5.05 5.00 5.00 
12 5.45 5.40 5.40 
13 5.85 5.79 5.79 
14 6.25 6.19 6.19 
15 6.65 6.59 6.59 
16 7.04 6.99 6.99 
17 7.44 7.39 7.38 
18 7.84 7.78 7.78 
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On voit bien,dans le tableau du bas, qu'il y a bien conservation la propriété d'accélération 
de la convergence. 

Exemple n°9: 

5 ( n ) · Pï Sn==~z ':1/8 a=l p, 

{ 

0.9 
P1 == 0.999 , Pz == 0.6, P3 == 0.4, P4 == 0.1, P5 == 0.06 

0.999999 

P1 == 0.9 P1 == 0.999 P1 == 0.999999 
tPn = (0.9, 0)1" 4>n == (0.999, oy tPn == (0.999999, 0)1 

n en+2 JtJ en+2 JtJ en+2 JtJ 
0 -0.32 -2.02 -0.353 -4.07 -3.5.10-l -7.07 
1 -0.13 -1.02 -0.211 -3.08 -2.1.10-1 -6.08 
2 0.003 -0.26 -0.125 -2.33 -1.3.10-1 -5.33 
3 0.11 0.27 -0.072 -1.80 -7.4.10-2 -4.80 
4 0.20 0.71 -0.041 -1.37 -4.4.10-2 -4.37 
5 0.27 1.11 -0.023 -0.97 -2.6.10-2 -3.97 
6 0.33 1.51 -0.012 -0.57 -1.5.10-2 -3.57 
7 0.39 1.91 -0.005 -0.17 -9.0.10-3 -3.17 
8 0.44 2.31 -0.001 0.23 -5.4.10-3 -2.77 
9 0.49 2.71 0.0016 0.63 -3.2.10-3 -2.37 
10 0.54 3.10 0.0033 1.03 -1.9.10-3 -1.97 
11 0.59 3.50 0.0045 1.42 -1.1.10-3 -1.58 
12 0.64 3.90 0.0054 1.82 -6.9.10-4 -1.18 
13 0.68 4.30 0.0061 2.22 -4.0.10-4 -0.78 
14 0.73 4.70 0.0067 2.62 -2.4.10-4 -0.38 
15 0.78 5.09 0.0072 3.02 -1.4.10-4 0.015 
16 0.82 5.49 0.0077 3.41 -8.1.10-5 0.413 
17 0.87 5.89 0.0082 3.81 -4.5.10-5 0.811 
18 0.92 6.29 0.0087 4.21 -2.3.10-5 1.21 

tPn = (-1t(0.9,0f tPn == (-1t(0.999,0f tPn = (-1t(0.999999,0f 
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n ft} JJn} JJn} 
0 -0.14 -0.17 -0.17 
1 0.86 0.83 0.83 
2 1.62 1.58 1.58 
3 2.15 2.10 2.10 
4 2.59 2.53 2.53 
5 2.99 2.94 2.94 
6 3.39 3.34 3.34 
7 3.79 3.73 3.73 
8 4.19 4.13 4.13 
9 4.59 4.53 4.53 
10 4.99 4.93 4.93 
11 5.38 5.33 5.33 
12 5.78 5.72 5.72 
13 6.18 6.12 6.12 
14 6.58 6.52 6.52 
15 6.97 6.92 6.92 
16 7.37 7.32 7.32 
17 7.77 7.71 7.71 
18 8.17 8.11 8.11 

5 

Soit Sn= 91(n) + I> · 9i(n) 
i=2 avec 

91(0)= ( ~)' 91(1)= (!)' 91(2)= ( ~)' 91(3)= ( ~)' 91(4)= (!)' 91(5)= ( ~) 
1 

et 91(n)=2·91(n-6) n=6,7, ... 

Pour cet exemple, dans la transformation de Wirnp (2) avec k = 5, doit donner: 

E~n) = ( ~ ) 'V~n' 'Vn. 

Mais, avec différentes valeurs de x, on obtient: 

x Il 10 2 10 3 10-5 10 7 Il 
E~O) ( 0.56.10 12 ) ( 0.12.10-9 

) 0.74.10 6 
) 

1 
0.15.10 1 

) ( ~ ) -0.55.10-12 -0.11.10-9 -0.73.10-6 -0.15.10-1 

E~O) ( -0.20.10 15 ) 
0.18.10-15 

0.18.10 15 ) 
( 0.31.10-15 ( -0.41.10 15 ) 

0.63.10-15 
0.59.10 15 ) 

( 0.13.10-15 0.2n 1 ~ ) 
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On voit bien que avec différents valeurs de x, si <Pn = 0.2n ( 1, 1 f, E~o) est presque égal à 
zéro. Par contre, si <Pn = ( 1, 1 )T 'Vn, (c'est-à-dire, devient le E-algorithme vectoriel) E~o) 
n'est pas la même résultat. 

Une autre façon pour éviter ces problèmes, est de passer directement de la colonne E!:l à 
la colonne Ek~m (k ~ 1) sans calculer les colonnes intermédiaires. Une telle règle peut être 
utilisée pour éviter une division par zéro, donc elle fournit une règle singulière. On va voir 
d'abord le théorème suivant: 

Théorème 5: 
'Vk ~ 1 

0 
1 

(n) 
9m,m+1 

(</Jn, 9!:,~+1) 

(n) 
9m,m+k 

(</Jn, 9;:!m+k) 

( E( +k)) (A- (n+k) ) (A- (n+k) ) 
E( n) _ __ cP_n_+_k_, _;: ___ 1-;--;:-'f'_n+_k ,_9_m...;.,m_+_1 ---,-~'f'_n_+_k_, 9_m__;,_,m....;+_k_ 

k+m- 1 (</Jn,9!:,~+1) (</Jn,9;:,~+k) 

1 (A- (n+k) ) 'f'n+k, 9m,m+1 (
A. (n+k) ) 
'f'n+k, 9m,m+k 

(11) 

' · '1 · (n) l t E(n) (A- E(n)) (A- E(n+k)) et une expressiOn stnu aire pour gk+m,i en remp acan m , 'f'n' m , ... , 'f'n+k, m 
(n) (A- (n)) (A- (n+k)) 

par 9m,i' 'f'n' 9m,i ' ··· ' 'f'n+k' 9m,i · 

::::. (n) 
Dém: On pose Ek la quantité obtenue par utiliser l'algorithme (3) avec les initialisations: 

-=::.(n) -(n) (n) z.(n) 
E 0 = E!:> et 9o,i = 9m,m+i m fixé. Alors, Ek est donné par l'expression déterminantale 
du Théorème. Mais dans l'algorithme (3), chaque étape est obtenue à partir de la précédente. 

::;:.(n) " ::::.(n) 
Donc, Ek est la (k+m)1eme étape avec les initialisations usuelles. On a donc Ek = Ek~m· Il 

est de même raison pour l'expression de 9k~m,i· 

Remarque: 
Si l'on prend m = 0, on retrouve la transformation de Wimp (2). 
Si l'on prend k = 1, on retrouve l'algorithme (3). 

• 

Si <Pn = y Vn, on retrouve les règles particulières pour le E-algorithme vectoriel. 

Le calcul de Ek~m peut s'effectuer en résolvant un système de k+ 1 équations linéaires. En 
effet, d'après l'identité de Magnus [7], on a: 

c ( </>n, 9!:!m+1) (</Jn, 9;:,~+k) 

f'( 
(</Jn, E!:l) 

(n) (n) (n) (n) . 
Ek+m = Em -(O,gm,m+l' ... ,gm,m+k) ~ 

( </> (n+k) ) (</J (n+k) ) (</J E(n+k)) n+k,9m,m+1 nl9m,m+k n+k, m 
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Posons: 

( A.. (n) ) ) -1 ( (A- E(n)) ) · · · 'l'n' 9m,m+k 'l'n' m 

(4>n,9k.~~k) (4>n+k, ~~+k)) ( 
(n+k) ) 

4>n+k, 9m,m+l 

Alors, on a: 

E
(n) E(n) (n) (n) (n) 
k+m = m - X1 • 9m,m+l - X2 • 9m,m+2 - ••• - Xk . 9m,m+k 

Il en est de même pour 9k~m,i 
(n) (n) (n) (n) (n) 

9k+m,i = 9m,i - Y1 • 9m,m+l - Y2 • 9m,m+2 -:- • · • - Yk · 9m,m+k 

où les Yi sont la solution du système linéaire suivant: 

( 

1 (</>n,9!:.~+1) . . . . . . 
(n+k) 

1 (4>n+k,9m,m+l) 

Maintenant, on reprend l'exemple n°10, utilisant le Théorème 5, on obtient: 

x Il 10 2 10-3 10 5 10 7 Il 
E(O) ( 0.89.10-15 

( 0.25.10-13 
) 0.12.10-13 0.98.10-14 ( ~ ) 0.22.10-15 ) ( 0.13.10-14 ) ( 0.89.10-15 ) 5 0.20.10-14 

E~O) -0.99.10-13 
) ( -0.63.10-13 

( 0.34.10-
13 

) -0.16.10-13 
) 0.2n ( 

1 
( 0.98.10-13 0.61.10-13 ) -0.37.10-13 ( 0.12.10-13 1 

On voit qu'avec la règle particulière du Théorème 5, Vx et 'rl</>n choisis, l'erreur est toujours 
du même ordre de grandeur que la précision de l'ordinateur utilisé. 

Théorème 6: 

Si les suites (gi(n))n sous la forme (1) vérifient les propriétés (A) ( ou (C) ), et si la suite 
(4>n) vérifie la propriété (B) (ou (D) ), d'après le Théorème 2, on a: 

E (n) (n) (n) 
m - s = am+l • 9m,m+l + am+2 • 9m,m+2 + ... 

avec les suites (g!,:!m+i)n vérifient la propriété (H'). 
De plus, on a: 

uk E(n) _ (n) (n) 
v 2::: 0 k+m - s - ak+m+l . 9k+m,k+m+l + ak+m+2. 9k+m,k+m+2 + ... 

1 · ( (n) ) ' "fi 1 ·' ' (H') avec es smtes 9k+m,k+m+i n ven ent a propnete . 
Dém: La d6monstration est basée sur le fait que les termes Ekn) et les termes gt> sont les 

mêmes dans les Théorèmes 1 et 5. Alors la démonstration est donc évidente en tenant compte 
des indices inférieurs. 
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• 

6 Une seconde transformation de Wimp 

Dans la transformation de Wimp (2), que nous venons d'étudier, E~c(sn) qui est calculée à 
partir de sn, ... , Sn+k; </Jn, ... , <Pn+k et 9i( n ), ... , 9i( n+k) i = 1, ... ,k. Si l'on remplace la première 
ligne du numérateur de (2) sn,0,91(n), ... ,9~c(n) par Sn+k 1 0,91(n+k), ... ,9k(n+k), on obtient 
la seconde transformation de Wimp qui est définie par: 

Sn+k 0 9t(n+k) 9~c(n+k) 
(t/Jn,sn) 1 (t/Jn, 91( n)) (t/Jn,9k(n)) 

E~c(sn) = 
(</Jn+k, Sn+k) 1 ( tPn+k, 91 ( n+ k )) (<Pn+k 1 9k(n+k)) 

(12) 
1 ( </Jn, 91 ( n)) (</Jn,9k(n)) 

1 ( </Jn+k, 91 ( n + k)) (tPn+k 1 9k(n+k)) 

Il est bien évident que (2) et (12) ne sont pas indépendents. On a la: 

Propriété 5: 
'Tin~ 0, Vk ~ 0, (t/Jn,Ek(sn)) = (-1)k (tPn+k,Ek(sn)) = Ek((t/Jn,sn)) 

où E~c ( (t/Jn, sn)) est la E-transformation scalaire appliquée à la suite (</Jn, sn) 

Dém: La démonstration est triviale à partir de (2) et (12) 

• 
Une autre propriété évidente est la: 

Propriété 6: 
Soient E~c(sn) et E~c(sn) les éléments de Œ:P obtenue en appliquant respectivement (2) et (12) 

aux éléments suivants: 

Sn,Sn+b···,Sn+k· tPn,tPn+I, ... ,t/Jn+k· 9i(n),9i(n+1), ... ,9i(n+k) i = 1,2, ... ,k. 

Soient E~c( un) et En( un) les éléments de Œ:P obtenue en appliquant respectivement (2) et (12) 
aux éléments suivants: 

fï(n) = 9i( n+ k ), fi(n+ 1) = 9i(n+k-1 ), ... ,Ji(n+ k) = 9i(n) i = 1, 2, ... ,k. 

Alors: E~c(sn) = E~c( Un) E~c( Un) = E~c(sn) 

Les règles de calcul récursif pour la seconde transformation de Wimp E~c(sn) sont les suiv
antes: 

E-(n)- S 
0 - n n = 0, 1, ... 
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g~~) = 9i(n) i = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

Pour k = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

E
-(n) E-(n+1) (</Jn+k, .Eti

1
)}- (</Jn+k-b .Et}1} -(n+I) 

k = k-1 - ( -(n+I)} ( -(n) } 9k-l,k 
</Jn+k,9k-l,k - </Jn+k-b9k-1,k 

(A. -(n+I)} (A. -(n) ) 
-(n) _ -(n+l) 'f'n+k' 9k-1,i - 'f'n+k-1' 9k-1,i -(n+I) 
9k,i - 9k-1,i - (A. -(n+I)) (A. -(n) ) 9k-l,k 

'f'n+k, 9k-l,k - 'f'n+k-b 9k-l,k 

Théorème 7: 
-(n) -
Ek = Ek(sn) k,n=0,1, ... 

(13) 

i=k+1,k+2, ... 

Dém: Comme dans le Théorème 1, on va démontrer simultanément que 9tl satisfait (12) où 
la première colonne du numérateur est remplacée par 9i(n+k), (<Pn,9i(n)), ... , (<Pn+k,9i(n+k)). 

On pose: 
-(n) 

_E(n) _ Nk 
k - n<n) 

k 

N(n) 
et -(n) k,i 

9k,i = nin) 

où Nkn) peut s'écrire aussi: 

Sn+k 0 91(n+k) 
(4Jn+bSn+1) 1 (</Jn+b91(n+1)) 

( </Jn+kl Sn+k) 1 ( </Jn+k' 91 ( n+k)) 
(</Jn,sn) 1 (</Jn,91(n)} 

Utilisant la généralisation de l'identité Sylvester, on a: 

9k(n+k) 
(</Jn+ll 9k(n+ 1 )) 

(<Pn+k, 9k( n + k)) 
(</Jn,9k(n)) 

( -1)k N~n) · nt_i1l = Nti1l · ( -1)k Din)- ( -1)k Nti,~ · (-Il Ain) 

où A1n) est défini par (4). 

Divisons n<n+1l n<nl on obtient· k-1 k ' • 

N(n) N(n+I) 
k k-1 

n<n) = n<n+1) 
k k-1 

N(n+1) A(n) 
k-1,k ( I)k k 

n<n+1) . - n<n) 
k-1 k 

n suffit donc de démontrer que: 

(n) ( E-(n+I)) ( -(n) ) 
Ak = (-1 )k </Jn+k, k-1 - <Pn+k-b Ek-l 

D (n) (A. -(n+1)) (A. -(n) ) 
k 'f'n+k, 9k-1,k - 'f'n+k-b 9k-l,k 

Or, comme dans la démonstration du Théorème 1, d'après le Corollaire 1, on a: 

( <Pn+ 1, 91 ( n + 1)} 
A(n) 

k • 

( <Pn+ k-1 , 91 ( n + k -1)} (</Jn+k-1, 9k-1(n+k-1 )) 
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( cPn, Sn) ( cPn, 91 ( n)) (c/>n, 9k-1 ( n)) 

- . n<n+I) 
k-1 

( cPn+k-11 Sn+k-1) (cPn+k-1,91 (n+k-1 )) (cPn+k-1' 9k-I(n+k-1 )) 

(cPn+ll Sn+I) (cPn+l, 91 ( n+ 1)) (cPn+b9k-1 (n+ 1 )) 
-Dkn) • -1 Lemme 1 

( cPn+k, Sn+k) (cPn+k' 91 ( n+k )) (cPn+k, 9k-1 (n+k)) 

(cPn+k-b Sntk--1) 0 (cPn+k-11 91 (n+k-1 )) .... (cPn+k-b 9k-1 (n+k-1 )) 

= ( -1)k+3 
(c/>n,sn) 1 ( cPn, 91 ( n)) (c/>n, 9k-l ( n )) . n<n+I) 

k-1 

(cPn+k-ll Sn+k-1) 1 (cPn+k-1, 91 (n+k-1 )) (cPn+k-b 9k-1 ( n+k-1 )) 

( cPn+k, Sn+k) 0 ( cPn+k, 91 ( n + k)) (cPn+k, 9k-l (n+k )) 

-Dk~1. ( -1)k+3 
( cPn+1, Sn+l) 1 ( cPn+ 1, 91 ( n + 1)) (cPn+ll 9k-1 ( n+ 1)) 

(cPn+k,Sn+k) 1 ( cPn+k, 91 ( n + k)) ( cPn+k, 9k-1 ( n + k )) 

_ (- 1)k+3 ((A. N(n)) . n<n+1) _ n<n) . (A. N(n+I))) - 'l'n+k-b k-1 k-1 k-1 'l'n+k, k-1 

= (-l)k (ni~1. nt_~1 )(cPn+k,Ët~ 1))- (cPn+k-1lËk~1). nt!1. D~~~ 1)). (14) 

D'autre part, utilisant la generalisation de l'identité Sylvester, on a: 

D(n) 
k • 

( cPn+k-1, 91 ( n+k-1 )) (cPn+k-1, 9k-1 ( n+ k-1 )) 

- n<n) - k-1. 
(cPn+k, 91 ( n+ k)) (cPn+k, 9k( n+k )) 

(</>n, 91(n)) (c/>n,9k(n)) 
D(n+l)L 1 

· k- 1 emme 

( cPn+k-1, 91 ( n+ k-1 )) 

= (-1)'+1(-1;'-' ~Dl':\· 
( cPn+k, 9k( n + k)) 0 ( cPn+k, 91 ( n+ k )) (cPn+k,9k-1(n+k)) 
(cPn+1,9k(n+1)) 1 ( cPn+b 91 ( n + 1)) ( cPn+ b 9 k-1 ( n + 1 ) ) 

(cPn+k,9k(n+k)) 1 ( cPn+k, 91 ( n+ k )) (cPn+k, 9k-1 ( n+k )) 
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(<l>n+k-I,gk(n+k-1)) 0 (<l>n+k-t,9t(n+k-1)) 
(</>n,9k(n)) 1 (</>n,9t(n)) 

(</>n,9k-t(n)) 
(</>n, 9k-1 ( n)) 

(<l>n+k-b 9k(n+k-1 )) 1 (<l>n+k-t,9t(n+k-1 )) (<l>n+k-t, 9k-t(n+k-1 )) 

D(n) (A.. Jj(n+l)) (A.. N(n) ) D(n+I) 
= k-l · 'f'n+k, k-1,k - 'f'n+k-t, k-l,k · k-1 

D(n) n<n+t) (-~.. -(n+I)) (-~.. -(n) ) D(n) n<n+t) = k-1 · k-1 · 'f'n+k,9k-1,k - 'f'n+k-b9k-1,k · k-1 · k-1 · 

On divise {14) par {15) et on obtient: 

Akn) = (-1)k (</>n+k,Ëti
1
))- (</>n+k-bËk~t) 

Dln) (</>n+k,gl~i~l)- (</>n+k-bYl~1,k) 

. n<n+I)l k-l 

{15) 

De façon similaire, pour la règle auxiliaire, il suffit de remplacer N~n), Sn et Ëkn) respective

ment par Nt>, 9i(n) et 9k':/. 

• 
Remarque: 

Si <l>n+i = y, i = 0, 1, ... , k alors l'expression (12) devient la 2ième E-transformation vecto
rielle qui est définie par: 

91 (n+k) 
(y, ~g1(n )) 

(y, ~91 (n+k-1 )) 

et l'algorithme correspondant qui est déduit de (13) est: 

Ë6n)=sn n=0,1, .. . 

g~~)=gi(n) i=1,2, ... etn=0,1, ... 

Pour k = 1,2, ... et n = 0,1, ... 
-(n) 

Ë(n) _ Ë(n+1) _ (y, ~Ek-1) -(n+1) 
k - k-1 ( A -(n) ) 9k-1,k 

y, t..J.9k-1,k 

9k(n+k) 
(y, ~9k(n)) 

( ~ -(n) ) -(n) _ -(n+I) y, 9k-l,i -(n+1) k k 
9k,i - 9k-1,i - ( A -(n) ) 9k-1,k i = +1, +2, ··· 

y, t..J.9k-1,k 
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Si la dimension p des vecteurs est égale à 1, on retrouve bien évidemment le E-algorithme 
scalaire: 

AE-(n) AE-(n) 
_E(n) _ _E(n+l) _ L.l k-I -(n+I) _ _E(n) _ L.l k-I -(n) 

k - k-I A -(n) 9k-I,k - k-I A -(n) 9k-I,k 
L.l9k-I,k L.l9k-I,k 

-(n) -(n+l) Llgl~I,i -(n+l) _ -(n) Llgk~I,i ~n) 
9k,i = 9k-l,i A -(n) 9k-l,k - 9k-l,i - A -(n) 9k-l,k 

~k-1~ L.l9k-l~ 

7 Propriétés et résultats de convergence de la seconde transformation de Wimp 

Cette seconde transformation de Wimp possède des propriétés analogues à celles de la 
première. D'abord, on voit la: 

Proposition 8: 

Vk 2:: 0, l(n) _ ("' -(n)) 
J k,i - '+'n+k, 9k,i Vi 2:: k+l, TinE IN 

où Jt> est définie par: 

Vi~ 1 
l(n+I) pn) 

F~) = J(n+l) _ J k-I,i - k-I,i pn+I) 
k,t J k-I,t l(n+I) pn) k-I,k 

J k-I,k - k-I,k 

'Dém: (par récurrence) 

Vk2:1, Vi~k+1 (16) 

Soit k = 0, alors par définition on a JJ~l = (cpn,9i(n)) = (</>n,9~~)) Vi~ 1. Supposons que 
la propriété soit vraie jusqu 'à l'indice k -1, alors: 

J(n+I) f(n) 
l(n) -
Jk,i - J<n+I) Jk-I,i - Jk-l,i pn+l) _ h h' d ' 

k-I,i - rtn+I) -(n) k-I,k -par ypot ese e recurrence 
fk-I,k - fk-I,k 

Remarque: 

( A. -(n+I)) ("' -(n) ) 
= ("' -(n+I)) '+'n+k,9k-I,i - '+'n+k-I,9k-I,i ("' -(n+l)) 

'f'n+k,9k-1,i - ("' -(n+I)) ("' -(n) ) '+'n+kl9k-I,k 
'+'n+k, 9k-I,k - '+'n+k-b 9k-l,k 

( 

( A. -(n+I)) ("' -(n) ) 
A. -(n+l) '+'n+k, 9k-I,i - 'f'n+k-b 9k-I,i 

= 'f'n+k,9k-I,i - ("' -(n+I)) ("' -(n) ) 
'f'n+k, 9k-I,k - '+'n+k-b 9k-I,k 

= ("' k g-(n)) 
'f'n+ ' k,i 

-(n+l)) 
9k-I,k 

Même si gt> et 9t) sont définis différemment, on trouve que Jt> et Jt> identiques. 

• 

D'après cette remarque, toutes les propriétés et tous les résultats de la première transfor
mation de Wimp sont encore valables pour la seconde. Mais il faut noter que: pour la première 
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transformation de Wimp, dans la démonstration de la Proposition 4, Page 249 dans [2], la 

9Lt,i(n) . , üLt,i(n+1) -
propriété gfj ( n) ::; Ci,j,k-t dmt remplacee par gfi ( n) ::; CiJ,k-t pour la sec-

cl E ff li 
gf;(n+1) b 

1 
9Lt,i(n+1) 9Lt,i(n+1) 

on e. n e et rn . . = i, a ors on a: . - - ...... -'----
n-oo gf• ( n) gf; ( n) gfi ( n + 1) 

Pour les problèmes d'instabilité numérique, la seconde transformation de Wimp peut se 
traiter comme la première. Quant à la règle singulère, on a évidemment le: 

Théorème 8: 

_E(n+k) 
m 

(</>n, .E!:>) 

Vk ~ 1 

0 
1 

-(n+k) 
9m,m+1 

(
,/... -(n) ) 
'f'n,9m,m+l 

-(n+k) 
9m,m+k 

(
.).. -(n) ) 
'f'n, 9m,m+k 

( ,/... E-(n+k)) 1 ("' -(n+k) ) ("' -(n+k) ) _E( n) _ __ 'f'_n+_k_,_m ___ ~-:-'f'_n_+_k_, 9_m....;,_m_;+_1 __ """":'""":-'f'-n_+_k _, 9_m_:,_m...:...+_k _ 

k+m- 1 (</>n,ü!:.~+l) (</>n,U!:,~+k) 

(
.A. -(n+k) ) ("' -(n+k) ) 1 'f'n+k, 9m,m+l 'f'n+k, 9m,m+k 

(17) 

et une expression similaire pourfor Ük~m,i en remplaçant Ë!:+k), ( </>n, Ë!:>), ... , ( <l>n+kl Ë!:+k)) 
-(n+k) ("' -(n)) ("' -(n+k)) par 9m,i , 'f'n,9m,i '··· ' 'f'n+k,9m,i · 
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Exemples numériques: 

Reprenant les exemples n°l - n°7 et n°10 de la première transformation de Wimp; nous 
obtenons évidemment les mêmes résultats pour la seconde. 

Exemple n°l *: 

P1 = 0.9, P2 = 0.4, P3 = 0.1, P4 = 0.08, Ps = 0.06 

Posons: en = -log10(llsn- slloo) et fln) = -log10(11Ët) - slloo) 

</>n = (1, 1)1 </>n = (2+0.8n)(l, 1)1 

n fn+2 ft) ~~n) 

0 -0.080 -1.58 -1.42 
1 0.064 -0.47 -0.34 
2 0.150 0.60 0.71 
3 0.214 1.66 1.76 
4 0.268 2.72 2.80 
5 0.317 3.76 3.83 
6 0.365 4.79 4.85 
7 0.411 5.82 5.87 
8 0.457 6.84 6.88 
9 0.503 7.86 7.89 
10 0.549 8.87 8.90 
11 0.595 9.89 9.91 
12 0.641 10.9 10.9 
13 0.686 11.9 11.9 
14 0.732 12.9 12.9 
15 0.778 13.9 13.9 
16 0.824 14.9 14.9 
17 0.869 15.6 15.5 

(
1) 

5 
·((n+lti+

1 pf) 
Sn = 1 + t; t ( n + 1 ti Pi 

P1 = 0.8, P2 = 0.4, P3 = 0.2, P4 = 0.09, Ps = 0.06 
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~n = (1+0.5n)(1,0)1 
n en+l lt' 
0 0.194 0.41 
1 0.291 1.33 
2 0.388 2.28 
3 0.485 3.25 
4 0.581 4.23 
5 0.678 5.21 
6 0.775 6.21 
7 0.872 7.21 
8 0.969 8.21 
9 1.07 9.22 
10 1.16 10.2 
11 1.26 11.2 
12 1.36 12.3 
13 1.45 13.3 
14 1.55 14.3 
15 1.65 15.3 
16 1.74 16.3 
17 1.84 17.4 

(
1) 

5 
·( (n+l)-i0.5n) 

Sn= 1 + ~ Z (n+ 1)-i-1 0.5n 

~n = (3+ n2~ 1) (1, 1f 

n en+4 J1n) 
0 1.71 4.82 
1 2.13 5.59 
2 2.52 6.64 
3 2.89 7.54 
4 3.26 8.35 
5 3.62 9.10 
6 3.97 9.79 
7 4.32 10.5 
8 4.66 11.1 
9 5.00 11.7 
10 5.33 12.3 
11 5.66 12.8 
12 5.99 13.4 
13 6.32 13.9 
14 6.65 14.4 
15 6.98 14.9 
16 7.30 15.4 
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( 
1 ) 

5 
0 ( ( n + 1 ti ) Sn= 1 +~t (n+ 1ti-1 

</>n = (1, 1 )1 </>n = (1+0.7n)(1, 1)1 

n en+4 lt1 ~~n) 

0 0.506 1.45 1.64 
2 0.711 2.74 2.83 
4 0.852 3.51 3.49 
6 0.959 4.06 4.03 
8 1.04 4.50 4.49 
10 1.12 4.87 4.87 
12 1.18 5.18 5.19 
14 1.23 5.45 5.46 
16 1.28 5.69 5.70 
18 1.32 5.91 5.92 
20 1.36 6.11 6.11 
22 1.40 6.29 6.29 
24 1.43 6.46 6.46 
26 1.46 6.61 6.61 
28 1.49 6.76 6.76 
30 1.52 6.89 6.89 
32 1.54 7.02 7.02 
34 1.57 7.14 7.14 
36 1.59 7.26 7.26 

( 
1 ) 

5 
0 

( ( n+ 1 t2i+t ) 
Sn= 1 +~z (n+1t2i 

On obtient: 
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f/Jn = (1+2(n~1)2'o)j 
n en+4 ~~n} 

0 0.664 2.77 
2 0.827 5.37 
4 0.943 7.06 
6 1.03 7.48 
8 1.11 7.88 
10 1.17 8.28 
12 1.23 8.64 
14 1.28 8.97 
16 1.32 9;27 
18 1.36 9.54 
20 1.40 9.79 
22 1.43 10.0 
24 1.46 10.2 
26 1.49 10.4 
28 1.52 10.6 
30 1.54 10.8 
32 1.57 11.0 
34 1.59 11.1 
36 1.61 11.3 

( 
1 ) 

5 
. ( (n+1t1 (log(n+1)ti ) 

Sn= 1 + ~z (n+l)-I(log(n+1)ti-3 

On obtient: 

89 



q)n = ~ 
1 

2
+(n+1) 

) (1, l)T 

n en+4 fln) 

10 1.22 4.19 
14 1.40 4.56 
18 1.53 4.83 
22 1.64 5.06 
26 1.73 5.24 
30 1.81 5.40 
34 1.88 5.54 
38 1.94 5.66 
42 2.00 5.77 
46 2.05 5.87 
50 2.10 5.96 
54 2.14 6.04 
58 2.18 6.12 
62 2.22 6.19 
66 2.25 6.26 
70 2.28 6.32 
74 2.31 6.38 

( 
1 ) 

5 
. ( (n+1t~ ) 

Sn= 1 + LZ ( )_(i+3l 
•=l n+ 1 2 

On obtient: 
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cPn = (4+0.6n, 0)1 
n en+4 J]n) 
10 0.92 3.34 
14 1.05 3.69 
18 1.16 3.96 
22 1.25 4.19 
26 1.32 4.39 
30 1.38 4.55 
34 1.44 4.70 
38 1.49 4.84 
42 1.54 4.96 
46 1.58 5.07 
50 1.61 5.17 
54 1.65 5.27 
58 1.68 5.36 
62 1.71 5.44 
66 1.74 5.52 
70 1.77 5.59 
74 1.79 5.66 

Exemple n°10*: 
5 

Soit Sn= 91(n) + I.> · 9i(n) 
i=2 avec 

91 ( 0) = ( ~ ) ' 91 ( 1) = ( ! ) ' 91 ( 2) = ( ~ ) ' 91 ( 3) = ( ~ ) ' 91 ( 4) = ( ! ) ' 91 ( 5) = ( ~ ) 

1 
et 91(n)=2·91(n-6) n=6,7, ... 

Pour cet exemple, dans la seconde transformation de Wimp (12) avec k = 5, doit donner: 

E~n) = ( ~ ) 'V cPn, 'Vn. 

Mais, avec différentes valeurs de x, on obtient: 

10 2 

-0.41.10-12 
-o.io.10-14 
0.37.10-15 

0.13.10-16 

Algorithme (13) 
10 3 1 10 5 

-0.84.10-10 0.63.10-6 

-0.21.10-12 0.16.10-8 

0.65.10-15 

0.21.10-16 

91 

0.73.10-15 

0.15.10-16 

10-7 Il 
-0.65.10-2 

-0.17.10-4 

0.11.10-14 

-0.30.10-17 



Règle particulière (Théorème 8) 

1 x Il 10-2 10 3 10-s 10 7 Il 
-(o) ( 

-0.14.10-14 

) 0.25.10-13 0.14.10-13 ( 0.90.10-14 
) ( ~ ) Es 0.13.10- 1s ( 0.73.10-1s ) ( 0.35.10-1s ) 0.55.10-1s 

-(o) 0.30.10 12 

) 0.38.10 11 ( 0.23.10-11 
) 0.27.10-11 

) 
0.2n • ( ~ ) Es -0.54.10-13 ( -0.19.10-12 ) -0.12.10-12 ( -0.10.10-12 

92 



CHAPITRE 3 

Règles Particulières de Type E 
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0 Introduction 

D est déjà connu que la E-transformation contient la plupart des transformations de suites 
actuelles, un exemple simple, c'est la transformation de Shanks, avec le choix 9i(n) = ~sn+i- 1 
[17]. Inversement, si l'on a une transformation comme celle de Shanks, peut-on y introduire des 
suites auxiliaires (gi(n))n i = 1,2, ... ,k pour réaliser la transformation? La réponse sera affir
mative, et d'ailleurs, on va voir que cette méthode, grâce à l'introduction d'une règle auxiliaire, 
nous permet de traiter les problèmes de singularités ou d'instabilité numérique. Comme ces 
algorithmes et leurs règles particulières ont la même forme que E-algorithme, cette méthode 
sera appelée type E. 

Utilisant ces techniques, dans les trois sections suivantes, on va discuter respectivement: 

1 le W -algorithme et son algorithme topologique. 
2 les polynômes orthogonaux adjacents et leurs algorithmes. 
3 1 'interpolation rationnelle généralisée. 

1 W -algorithme et son algorithme topologique 

1.1 W-algorithme et sa règle particulière 

Soit à calculer les rapports de déterminants: 

pour différentes valeurs de k et de n. 

Ces rapports de déterminants peuvent être calculés par les méthodes suivantes [25]: 

(1) La relation de récurrences des déterminants de Hankel: 

H <n> - 1 H(n) - a 
0 - ' 1 - n n = 0,1, ... 

H(n) H(n+2) - [H(n+1)] 2 

H (n) _ k k k k 
k+l - ( 2) n=0,1, ... =1,2, ... Hn+ 

k-1 

et on a: 
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(2) Le q - d algorithme: 

(n) (n) (n) - an+1 q -e -0 q 0 - 0 -' 1 ---an 
n = 0,1, ... 

n,k = 0,1, ... 

(n) (n) _ (n+1) (n+l) 
ek • qk+I - ek • qk n=0,1, ... k=1,2, ... 

et on a: 
(n) 

E(n) _ E(n) ek+1 
k+1 - k • (n+l) 

qk+I 

(3) Le W-algorithme: 

W (n) - 0 w,(n) - a 
-1 - ' 0 - n n = 0, 1, ... 

W.(n) 
W.(n) W.(n+l) + 2k 

2k+1 = 2k-1 W.(n+l) 
2k 

w.(n) - w.<n+1) . (W.(n) - w<n+1)) 
2k+2 - 2k 2k+l 2k+1 

Wynn a démontré que [18]: E (n) _ w,(n) 
k - 2k 

n, k = 0, 1, ... 

Eliminant les quantités d'indice inférieur impair qui sont des calculs intermédiaires, on 
obtient alors l'algorithme: 

W (n) - 00 w<n) - a 
-2 - ' 0 - n n = 0, 1, ... 

(1) 

w(n) - "'(n) [w.<n+1)] 2 [ 1 1 l 
2k+2 - 2k - 2k w<n+2) - w.<n+2) 

2k 2k-2 

n, k = 0, 1, ... 

Cet algorithme peut être aussi démontré directement par la relation de récurrence des 
déterminants de Hankel: 

En effet, d'après la relation de Hankel, on a: 

H
(n) . H(n+2) _ H(n) . H(n+2) _ [H(n+1)] 2 
k+2 k - k+1 k+I k+1 

H
(n+2) . H(n+4) _ H(n+2) . H(n+4) _ [H(n+3)] 2 
k+1 k-1 - k k k 

[
H(n+1)] 2 

k+1 
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1 [Hti
4

> Hkn+4)] 1 

[H
(n+3)] 2 · H(n+2) - -H"""(,....n+-2,.,...) = - H(n+2) H(n+2) 
k k k+1 k k+I 

(5) 

Remplaçons le terme (n+2)
1 

(n+2) de (4) par celui de (5); on obtient: 
Hk Hk+I 

E(n) = E(n)- [E(n+1)]2 [ 1 - 1 l 
k+1 k k E(n+2) E(n+2) 

k k-1 

qui n'est autre que la relation (1). 

( 4) Utilisation d'une règle auxiliaire: 

On peut placer les quantités Et> dans un tableau à double entrée: l'indice inférieur k 
représente une colonne et l'indice supérieur n une diagonale descendente. La quantité située 
la plus à droite est calculée à partir des quatre autres comme l'indiquent les flèches dans le 
schéma suivant: 

E(n-1) 
k-1 

E(n) 
k-1 

Ekn-1) 

E(n+1) 
k-1 

Ekn) E(n-1) 
k+1 

'\. '\. 
E(n+2) 

k-1 ---+ ---+ E(n-1) 
k+2 

E(n+3) 
k-1 

Ekn+2) E(n+1) 
k+1 

E(n) 
k+2 

E(n+4) 
k-1 

E(n+3) 
k 

E(n+2) 
k+1 

E(n+l) 
k+2 

E(n+S) 
k-1 

Ekn+4) E(n+3) 
k+1 

E(n+2) 
k+2 

S'il y a des Hkn) qui sont nuls ou très petits, on voit que certains Ekn) peuvent être nuls ou 
être très prtits. Par exemple, on suppose que Ekn+

2
) = 0, les autres termes, qui concernent les 

calculs, sont différents de 0, et de oo. On a alors, d'après la relation (1): 

Ek(n+)1 = oo, E(n+1) - E(n+l) 
k - k+l 

Il en résulte que Ek:~1 ) devient indéterminé. Si Ekn+
2

) est très petit, alors il y aura une 

grande erreur pour Ek:~1 ). C'est le cas de l'instabilité numérique. 

Pour éviter ce genre de problème, on introduit une suite auxiliaire, comme dans le E
algorithme. 
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On pose: 

an an+1 

91(n) 91(n+1) 

Eln) = 9k(n) 9k(n+1) 
91(n+1) 

9i(n) 9i(n+1) 
91 ( n) 91 ( n + 1 ) 

et gN=~9k~(n~) __ 9_k(~n_+_1~)--~9_k~(n_+~k~)~ 
91(n+1) 91(n+k) 

Vi> k ......... (5') 

On a les règles de l'algorithme suivantes ( typeE ) : 

Ean> = an n = 0, 1, .. . 

ga~> =gi(n) = an+i i = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

Pour k = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

(n) 
E(n) _ E(n) _ E(n+I) . 9k-1,k 

k - k-1 k-1 (n+1) 
9k-1,k 
(n) 

(n) _ (n) (n+l) 9k-1,k 
9k,i - 9k-1,i - 9k-1,i · (n+1) i = k+ 1, k+ 2, ... 

9k-1,k 

Dém: On pose: 

On a: 

NE (n) 
E(n) _ k 

k - DEkn) 
N (n) 

et (n) 9k,i 
9k,i = D (n) 

9k,i 

DE(n) _ D (n) 
k - 9k,i 

L'identité de Sylvester nous donne: 

N E(n) · DE(n) = N E(n) · DE(n)- N E(n+1> · (-1)k-1 N (n) k k-1 k-1 k k-1 9k-1,k 

Divisons les deux membres par DEkn) DEt!1; on obtient: 

N E(n+t) ( 1)k-1 N (n) 
E(n) = E(n) _ k-1 • - 9k-1,k 

k k-1 DEln). DEt.\ 

Compte tenu de DEln) = (-1)k- 1 Ngk~i~2 et de la relation (7), on a: 

NE(n+l) 
k-1 

DE(n+1) ( 1)k-1 N (n) E(n+l) (n) 

E
(n) _ E(n) k-1 - 9k-1,k _ E(n) k-1 · 9k-1,k 

D n - n+l k - k-1 - ( 
1
)k-1N (n+1) · ( ) - k 1 - ( ) 

- 9k-1,k 9k-1,k 9k-1,k 

D (n+l) 
9k-I,k 

Il en est de même pour gtJ. 
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• 
On voit facilement que N ut2+1 = ( -1 )k N Ein+I). Donc, si Ein+I) = 0, on a ut2+1 = O. Par 

conséquent, pour cet algorithme (6), les qualités intrinsèques du problème n'ont rien changé. 
Mais, grâce à la règle auxiliaire, on a l'algorithme particulier suivant: 

Théorème 1: 

E(n) E(n+l) E(n+k) (n) (n+k) 
m m m 9m,i 9m,i 

(n) (n+l) (n+k) (n) (n+k) 
9m,m+1 9m,m+l 9m,m+l 9m,m+l 9m,m+1 

(n) (n+l) (n+k) (n) (n+k) 
E(n) - 9m,m+k 9m,m+k 9m,m+k et (n) - 9m,m+k 9m,m+k 

k+m- (n+l) (n+k) 9k+m,i- (n+l) (n+k) 
9m,m+1 9m,m+1 9m,m+1 9m,m+1 

(n+1) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

(n+1) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

avec k 2:: 1; i > k + m. 
Dém: (analogue à celle de E-algorithme particulier) 

z(n) z(n) 
On pose Ek la quantité obtenue en utilisant l'algorithme (6) avec les initialisations: E 0 = 

-(n) ( ) z(n) 
E~> et 9o,i = u::,m+i m fixé. Alors, E k est donné par l'expression déterrninantale du Théorème 

z(n) 
1. Mais dans l'algorithme (6), chaque étape est obtenue à partir de la précédente. Donc, Ek 

est la ( k + m )ième étape avec les initialisations usuelles. 

même pour l'expression de 9k~m,i· 

z(n) (n) 
On a donc Ek = Ek+m· Il en est d~ 

• 
Ce théorème nous permet de calculer de la colonne Et> à la colonne Ei~m sans être obligé de 

savoir toutes les colonnes intermédiaires, de sorte qu'on peut éviter les problèmes de l'instabilité 
ou de singularité. Utilisons le complément de Schur, on obtient: 

( 

(n+1) 
9m,m+1 

E (n) = E(n) _ (E(n+l) E(n+k)) : k+m m m , ••• , m • 

(n+I) 
9m,m+k 

(n+k) ) -1 ( (n) ) · · · 9m,~+1 9m,~+1 

(n+k) (n) 
9m,m+k 9m,m+k 

9m,m+I · · · 

( 

(n+I) 
9m,~+1 9m,~+1 (n+k) ) -1 ( (n) ) 

(n) _ (n) (n+l) (n+k) . 
9k+m,i - 9m,i- (9m,i '•••,9m,i ) : 

(n+I) 
9m,m+k 

(n+k) (n) 
9m,m+k 9m,m+k 

(8) 

Donc l'algorithme particulier peut être obtenu par résolution d'un système de k équations 
linéaires. 

Pour illustrer le fonctionnement de cet algorithme particulier, donnons un exemple: 
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Soit à calculer E!~); supposons que, dans le calcul, on constate que le terme Eà0
) est très 

petit; pour éviter l'instabilité numérique, on calcule directement les E~n) (ou E~n), ou E~n)) au 
lieu de calculer successivement E(n) E(n) (ou E(n) E(n) E(n) ou E(n) E(n) E(n) E(n)) Après 4 ' 5 4 ' 5 ' 6 4 ' 5 ' 6 ' 7 . 
on peut réutiliser l'algorithme normal. Le processus se déroule selon le tableau suivant: 

(Exemple: calcul direct de la colonne Eàn) à la colonne E~n)) 

Il E-tableau 1 G-tableau 
EciU) 9~~1· · · · · · 9~~15 

Conditions 
. . . 

Initiales 
. 

E~15) 1 (15) (15) 
;9o 1 · · ·1· • • 9o 15 

E~O) t" 9l~J · · -~ · · g}~l5 
1ère étape : 

E(14) (14) (14) 
1 1 191 2 •• l" .. 91 15 

E~O) f tt 9~~J · · :+: · · 9~~15 
2ième étape 

E(13) 
2 l 

(13) (13) 
92 3 .. ï .. 9215 

E~O) t" 9~~1 · · :+: · · 9~~15 
., 

31eme étape 

E~12) 1 
(12) (12) 

;93 4 .. ï .. 93 15 
41eme étape E~O) t~ (0) -~ (0), 96,7 ...... 96,15 

Règle 

Particulière E~9) 
1 

(9) (9) 
1 96 7 •.• i .. 96 15 

EiOJ t~ 9~~J · · .t · · 9~~15 
5ième étape 

E~8) (8) (8) 
1 978 .. "f .. 9715 ,,. 

/ .i. 
E~~J t~ 91~~15 

12ième étape 
E(1) 

J 
(1) 

14 1 91415 
13Ieme étape E~~l t;t 
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Nombre d'opération: 

Pour calculer El0
) 

(1) Relation de récurrences des déterminants de Hankel: 

P additions + 2P multiplications + ( k2 + 1) divisions 
soit total ::::::: 4P opérations quand k est grand. 

(2) q- d algorithme: 

2P additions+ k2 multiplications + k(k+2) divisions 
soit total ::::::: 4k2 opérations quand k est grand. 

(3) W-algorithme: 

k(2k+ 1) additions + k2 multiplications + k( k+ 1) divisions 
soit total ::::::: 4k2 opérations quand k est grand. 

(4) W-algorithme avec indice inférieur pair (1): 

2P additions + 2P multiplications + 2k2 divisions 
soit total ::::::: 6k2 opérations quand k est grand. 

(5) Algorithme de typeE (6): 

additions= multiplications= divisions= ~(k+1)(2k+1) 
soit total ::::::: k3 opérations quand k est grand. 

(6) Avec la règle particulière: 

Le nombre d'opérations de cette règle particulière est assez compliqué à calculer, il varie en 
fonction de la dimension du système d'équations qu'on a choisit et de la position du terme où 
on a commencé (terme très petit ou zéro). 

Tout d'abord, voyons le coût de méthode Gauss pour un système den équations linéaires. 

1 N Il additions multi.( divi.) 

2 4 7 
3 14 20 
4 32 42 

n ~n(n2 +3n-4) ~n(2n2 +9n-5) 

Pour obtenir le résultat complet en utilisant (8), il faut ajouter encore n additions et n 
multiplications. Soit au total: 

1 N Il additions multi.( di vi.) 

2 6 9 
3 17 23 
4 36 46 

kn(n2 +3n-1) 
l 

n 6n(2n2 +9n+1) 
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Heureusement, d'après la formule (8), pour calculer Ek~m et 9k~m,i' i > k+m, on a le même 
système à résoudre, soit: 

( 

(n+l) (n+k) ) ( * ) ( (n) ) 9m,T+1 ' ' ' 9m,T+I ; = 9m,T+I 

(n+l) (n+k) * (n) 
9m,m+k 9m,m+k 9m,m+k 

et d'ailleurs, dans le cas général, il suffit de prendre n = 2, 3 ou 4. Le nombre d'opérations 
est donc le même ordre grandeur que celui de l'algorithme normal (6). Voyons un exemple: 

Pour calculer E~~), on suppose que soit Et> très petit (ou bien que E~n) très petit) 

(I) Utilisons l'algorithme normal (6). 
(II) Utilisons l'algorithme particulier avec un système de 2 équations: n = 2 de E~n) à E~n). 
(II') Utilisons l'algorithme particulier avec un système de 3 équations: n = 3 de E~n) à Eàn). 
(II") Utilisons l'algorithme particulier avec un système de 4 équations: n = 4 de E~n) à E~n). 
(III) Analogue à (II), mais de E~n) à E~n). 
(III') Analogue à (II'), mais de E~n) à E~~). 
(III") Analogue à (II"), mais de E~n) à Ei~). 

Il I II 1 II' II" Il III III' III" 
addition 1240 1261 1315 1356 1253 1283 1326 

multi.( di vi.) 3720 3509 3490 3530 3641 3650 3682 
total 4960 4770 4805 4886 4894 4933 5008 

Conclusion: 

Pour réaliser la transformation Ekn), les quatre premières méthodes utilisent moins d'opérations 
mais ils ne peuvent pas traiter les problèmes d'instabilité numérique. Poue la 5ième méthode 
(algorithme normal de typeE (6) ), il n'a pas d'avantage, ni sur le nombre d'opération, ni en 
ce qui concerne le problème d'instabilité, mais c'est la base pour se donner la règle particulière. 
On remarque que pour la règle particulière, le nombre d'opération est presque le même que 
celui de 5ième méthode, et que sa progammation est un peu plus compliquée. 

Exemples numériques: 

Si l'on choisit an= Ân8i z fixé. 

Exemple n°1: 

On a . E(o) - e (8 ) - e(i) 
• k - k i - 2k (19) 

Dans ce 1er exemple, on constate que le W-algorithme est plus stable que l'e-algorithme. 
Considérons la suite générée par la relation: 

1 1 
8n+8 = 28n+4 + 88n n = 0, 1, ... 

avec 8 1 = 1.6, 8 2 = 3.4, 83 = 2.5, 8 4 = 1, 8 6 = 5, 87 = 1 
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{ 
s0 = 3.99 { s0 = 3.999 { so = 3.9999 { s0 = 3.99999 { so = 3.999999 { so = 4 
s5 = 1.599 ' ss = 1.5999 ' ss = 1.59999 ' s5 = 1.599999 ' ss = 1.5999999 ' ss = 1.6 

On choisit an= ~ns0 n = 0, 1, ... D'après la théorie de l'e-algorithme, on a: ê~~ = E~o) =O. 
Avec les différentes valeurs choisies de s0 et de s5 , on obtient le tableau suivant: 

ê~~) E~oJ = w~(~J 

so = 3.99 0.12251.10-8 -0.13467.10-9 

ss = 1.599 
so = 3.999 0.42410.10-6 0.58303.10-8 

ss = 1.5999 
so = 3.9999 

0.37108.10-4 .-0.27879.10-8 

s5 = 1.59999 

so = 3.99999 
-0.18692.10-2 -0.55881.10-8 

s5 = 1.599999 

s0 = 3.999999 
0.29454.10° 0.55897.10-11 

s5 = 1.5999999 

< 
s0 = 4 division par 0 -0.81376.10-9 

s5 = 1.6 

Si l'on regarde les suites initiales (an) et (sn), on trouve pourquoi le W-algorithme est stable 
et l'e-algorithme est instable. (il n'y a aucun terme an qui soit très petits, par contre il existe 
deux termes consécutifs sn qui sont très proches ou égaux.) 

s0 = 3.999999 s5 = 1.5999999 s0 = 4 ss = 1.6 
n an Sn an Sn 
0 3.999999000 3.999999000 4.000000000 4.000000000 
1 -2.399990000 1.600000000 -2.400000000 1.600000000 
2 4.199999000 3.400000000 4.200000000 3.400000000 
3 -6.899999000 2.500000000 -6.900000000 2.500000000 
4 8.999999000 1.000000000 9.000000000 1.000000000 
5 -8.399999100 1.599999900 -8.400000000 1.600000000 
6 5.799999600 5.000000000 5.800000000 5.000000000 
7 -12.10000100 1.QQQQQQQQO -12.10000000 l.QQQQQQQQQ 
8 59.80000440 0.9~9999875 59.80000000 1.0QOOOOOOO 
9 -218.4000105 0.999999950 -218.4000000 1.000000000 
10 615.7250191 2.925000000 615.7250000 2.925000000 
11 -1473.062527 0.812500000 -1473.062500 0.812500000 
12 3173.925027 0.624999938 3173.925000 0.625000000 
13 -6405.800002 0.699999963 -6405.800000 o. 700000000 
14 12444.13742 2.087500000 12444.13750 2.087500000 
15 -23696.0684 7 0.531250000 -23696.06875 0.531250000 
16 44709.93681 0.437 499953 44709.93750 0.437500000 
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Dans ce exemple, on voiot que ni l'e-algorithmele, ni le W-algorithme ne fonctionne bien. 
Seule la règle particulière peut marcher bien. Considérons la suite générée par la relation: 

avec 
{ 

8o = 1.5999 
8 0 = 1.5999999 
8o = 1.59999999 ' 81 = 1.2, 82 = 1 

8o = 1.599999999 

On choisit toujours an= ~ns0 n = 0, 1, ... La théorie de l'e-algorithme nous donne: e~o) = 
E~o) =O. Avec.les différentes valeurs s0 , on obtient: 

ê~O) wJuJ EàO} 
e-algorithme W -algorithme règle particulière 

so = 1.5999 0.81177.10-7 0.17086.10 "9 0.79875.10 "14 

s0 = 1.5999999 0.21491.10-1 -0.64628.10 "4 -0.14654.10 13 

s0 = 1.59999999 0.85199.10° -0.34055.10 ·"J 0.62172.10 "14 

so = 1.599999999 0.35187.10u -0.13333.10° -0.13322.10 ·l4 

Cette fois-ci, on vérifie que dans la suite (an), il y a un terme qui est très petit et qu'il existe 
aussi deux termes consécutifs sn qui sont très proches. Tous ces inconvénients peuvent, bien 
sûr, se résoudre par la règle particulière. 

a3 s2 83 

s0 = 1.5999 0.875.10 4 1.000000000 0.9999875000 
s0 = 1.5999999 0.875.10- 7 1.000000000 0.9999999875 

s0 = 1.59999999 0.875.10 ·!S 1.000000000 0.9999999987 
s0 = 1.599999999 0.875.10 "9 1.000000000 0.9999999999 

)l' 

deux termes consécutifs dans la suite (sn) 

1.2 Variantes de W -algorithme: 

Dans cette section, on va donner deux variantes de W-algorithme correspondant à des 
dénominateurs différents. 

D'abord, on pose: 

(9) 
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pour différentes valeurs de k et de n. 

Cette transformation, bien sûr, peut être aussi calculée par la relation de récurrence des 
déterminants de Hankel ou par le q- d algorithme comme dans la section précédente, mais on 
a les relations de calculs respectivement: 

E
(n) Hi~1 ( ) ( 2) e(n) 
k = c;;r et Ek~1 = Ekn+ • (!!~) 

Hk qk+1 

Si l'on utilise les relations de Hankel, on peut déduire l'algorithme suivant: 

E (n) - oo E(n) - a n - 0 1 
-1 - ' 0 - n - ' '··· 

Ek(n+)1 = Ek(n+
2
)- [Ek(n+I)]

2 
[_.!_< ) - /+2)] n,k = 0, 1, ... 
En En 

k k-l 

Dém: D'après la relation de Hankel, on a: 

H(n) . H(n+2) _ H(n) . H(n+2) _ [H(n+1)]2 
k+2 k - k+I k+I k+I 

H (n) n<n+2) _ H(n) H(n+2) [n<n+t)] 2 
k+l • k-l - k • k - k 

Divisons (11) par H(n) H(n+2) et {12) par H(n) H(n+2) [H(n+l)]
2
· on obtient: 

k+l k k+l k k ' 

H(n) H(n+2) [Hkn+il)] 2 
~- k+l 
n<nl - n<n+2) H(n) n<n+2) 

k+l k k+l k 

1 [Ht_i
2
) Hln)] 1 

[H
(n+l)] 2 · H(n+2) - H(n) = - H(n) H(n+2) 
k k k+l k+1 k 

Remplaçons le terme (n) 
1 

(n+2) de (13) par celui de (14); on obtient: 
Hk+IHk 

Si l'on pose: 

9k(n_) = 
,l 

E(n) = E(n+2) _ [E(n+I)] 2 [-1- _ 1 ] 
k+l k k E(n) E(n+2) 

k k-1 

9i(n) 9i(n+1) 
91 ( n) 91 ( n+ 1) 

9i(n+k) 
91(n+k) 

9k(n) 9k(n+1) 9k(n+k) 

91 ( n) 91 ( n + k- 1) 

9k(n) 9k(n+k-1) 
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On a l'algorithme suivant: 

9~~) = 9i(n) = an+i-1 i = 1, 2, ... et n = 0, 1, ... 

Pour k = 1,2, ... et n = 0,1, ... 
(n+l) 

(n) _ 9k-1,k (n) (n+l) 
9k,i - (n). 9k-1,i- 9k-1,i i = k+1, k+2, ... 

9k-1,k 

Dém: On pose: 

On a: 

N(n) 
(n) k,i 

9k,i = D(n) 
k 

N(n) _ ( 1)k-1 D(n) 
k-l,k- - k 

D'après l'identité de Sylvester, on a: 

Nt) . nt.~1 ) = Ni~L. Din+l)- N!~iY. Din) 

Divisons les deux membres par Dkn) Dk~~ 1 ); on obtient: 

N(n) N(n) D(n+l) N(n+l) 
k,i k-1,i . k k-1,i 

D(n) = D(n) . D(n+l) - D(n+l) 
k k k-1 k-1 

N(n) D(n) D(n+l) 
(n) k-l,i k-1 k (n+1) 

::::} 9k,i = D(n) · D(n) · D(n+l) - 9k-1,i 
k-1 k k-1 

Compte tenue la relation (17), on a: 

(n) _ (n) 1 (n+l) (n+l) 
9k,i - 9k-1,i. (n). 9k-1,k - 9k-1,i 

9k-1,k 

On a évidemment la relation: 9k1+ 1 = (-1)kEkn) 

Donc, Ekn) de (9) peut être calculée par l'agorithme (16). 

2ième Variante de W -algorithme: 

On peut aussi définir la transformation suivante: 

an an+l an+k 

an+l an+2 an+k+l 

E(n)- an+k an+k+1 an+2k = Hk+1(an) = H(n) 
k+1 

k -
Hk(an+t) H(n+l) an+1 an+k k 

an+k an+2k-1 
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pour différentes valeurs de k et den. 

La relation de cette transformation avec le q- d algorithme est: 

E
(n) _ E(n) . (n) 
k+I- k ek+I 

Si l'on utilise les relations de Hankel, on a l'algorithme suivant: 

E (n) - 00 E(n) - a n - 0 1 
-1 - ' 0 - n - ' '··· 

E!-;>, = E!•l · E!•+2) · [ Ei!+t) + E!~i')] - E!•+t) n, k = 0, !, ... (20) 

Dém: D'après la relation de Hankel, on a: 

n<n) . n<n+2) _ n<n) . n<n+2) _ [n<n+t)] 2 
k+2 k - k+l k+I k+I 

H (n+t) n<n+3) _ H(n+I) n<n+3) [n<n+2)) 2 
k+l . k-1 - k • k - k 

Divisons (21) et (22) par Hkn+ 2
) Hk~il) respectivement; on obtient: 

H(n) n<n+2) 
E(n) = k+l · k+1 _ E(n+l) 

{ 

k+1 H(n+2) n<n+1) k 
k . k+1 

~ 1 Hkn+1) . Hkn+3) 1 

E(n+2) = n<n+2) . n<n+1) E(n+1) 
k-1 k k+1 k 

Remplaçons le terme Hkn+ 2
) Hk~i 1 ) de (25) par celui de (26); on obtient finalement: 

E(n) _ E(n). E(n+2). [ 1 + 1 ] _ E(n+1) 
k+1 - k k E(n+1) E(n+2) k 

k k-1 

Si l'on pose: 

9i(n) 9i(n+ 1) 9i(n+k) 
91(n) 9t(n+1) 9t(n+k) 

g(n)- 9k(n) 9k(n+1) 9k(n+k) 
avec i > k k,i -

91 (n+1) 9t(n+k) 

9k(n+1) 9k(n+k) 

106 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

• 



alors, c'est la même transformation auxiliaire (5'). Donc, on obtient le même algorithme que 
(6) mais avec des initialisations différentes: 

9~~) = 9i(n) = an+i-1 i = 1,2, ... et n = 0,1, ... 
Pour k = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

(n) 
(n) _ (n) (n+l) 9k-1,k 

9k,i - 9k-1,i - 9k-1,i · (n+l) i = k+ 1, k+ 2, ... 
9k-1,k 

On a la relation: 9!~+1 = ( -1 )k E!n). 
Donc, Ekn) de (19) peut être calculée par l'algorithme {27). 

Règles particulières des deux variantes: 

Comme le théorème 1, on a évidemment le: 

Théorème 2: 
(n) 

9m,i 
(n) 

9m,m+1 

(n) 
(n) _ 9m,m+k 

9k+m,i- (n) 
9m,m+1 

(n) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,i 
(n+k) 

9m,m+1 

(n+k) 
9m,m+k 
(n+k-1) 

9m,m+1 

(n+k-1) 
9m,m+k 

Règle particulière pour l'algorithme (16) avec k 2:: 1; i > k+m. 

(n) (n+k) 
9m,i 9m,i 
(n) (n+k) 

9m,m+1 9m,m+1 

(n) (n+k) 
(n) - 9m,m+k 9m,m+k 

9k+m,i- (n+l) (n+k) 
9m,m+I 9m,m+I 

(n+l) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

Règle particulière pour l'algorithme {27) avec k 2:: 1; i > k+m. 

Dém: Elle est analogue à celle de théorème 1. 

Application de ces deux variantes: 

(27) 

• 

On sait que le q- d algorithme peut aider à calculer les deux variantes de W-algorithme. 
Réciproquement, ces deux variantes peuvent servir à calculer le q - d algorithme. On a les 
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relations suivantes: 

n<n+l) n<n) E(n+l) 
(n) _ k+l • k k 

qk+l - H(n+l) H(n) - -E..;.:..,.(n....,.)-
k • k+l k 

H(n) • H(n+l) E(n) 
e(n) _ k+2 k _ ___!±.!. 

k+l - H(n) . H(n+l) - E(n) 
k+l k+l k 

pour la 1ère variante 

pour la 2ième variante 

Donc, une fois que l'on sait calculer les Ein) de ces deux variantes, on peut aussi obtenir les 
(n) (n) 

qk+1 et ek+I· 

Le plus important est que les règles particulières des deux variantes permettent de calculer 
le q - d algorithme quand il rencontre des problèmes de singularité. 

1.3 W -algorithme topologique 

Dans cette section, on va considérer une suite de vecteurs. Soit {an} une suite de vecteurs 
complexes, y un vecteur arbitraire. 

On pose: 

E-(n)
k -

(y, an+k) (y, an+k+l) (y, an+2k) 

(y,an+2) (y,an+k+l) 

On a l'algorithme suivant: 

pour n=0,1, ... 

(y, E~nh = E~1 = oo, .Ean) =an 
pour k = 0,1, ... et n = 0,1, ... 

_E(n) _ _E(n) _ _E(n+l) . ( _E(n+l)) . [ 1 _ 1 ] 
k+l - k k y, k ( _E(n+2)) ( _E(n+2)) 

y, k y, k-1 

Dém: D'après l'identité de Sylvester, on a: 
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n<n) . n<n+2) _ n<n) . n<n+2) _ n<n+I) . n<n+I) 
k+2 k - k+1 k+I k+1 k+I 

n<n+2) H(n+4) _ n<n+2) H(n+4) [n<n+3)) 2 k+1 . k-1 - k • k - k 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

1 
Remplaçons le terme (n+2) (n+2) de (30) par celui de (31), et compte tenu du fait 

Hk Hk+1 

(y,Ekn)) = Ekn), on obtient: 

E(n) = E(n)- E(n+l) • ( E(n+1)) . [ 1 - 1 l 
k+1 k k y, k ( _E(n+2)} ( E(n+2)) 

y, k y, k-1 

• 
Ce formalisme regroupe un certain nombre de transformations vectorielles de suites et de 

fonctions, comme le W -algorithme scalaire: 

an= ÂnSi z fixé -(o) (i) 
Ek = é2k ê - algorithme topologique 

an = J(n)(t) t fixé 
-(o) 
Ek = é2k(t) forme confluente de é - algorithme topologique 

J(n)(t) 
t fixé 

-(o) 
forme confluente de p - algorithme topologique an= 

n! 
Ek = P2k(t) 

On sait que [25] la transformation G généralisée peut être aussi utilisée pour mettre en 
oeuvre la forme confluente de l'é-algorithme topologique. Si nous appliquons la transformation 
G généralisée à la suite {Sn} et à la suite auxiliaire { Cn} définies par: 

alors, on a: Gk0
) = €2k(t). 

On peut voir que le calcul de é2k(t) est plus facile en utilisant le W-algorithme topologique 
qu'en utilisant la transformation G généralisée. En effet, pour utiliser la transformation G 
généralisée, nous avons besoin du r - s algorithme, et de plus, nous avons besoin de connaître 
les conditions initiales, à savoir: la suite vectorielle { sn}:=o et la suite auxiliaire {en} !~ë?. 
Tandis que le nombre d'opération est presque de la même grandeur. 

109 



Supposons que la suite de vecteurs siot à p composantes. Le calcul de e:2k(t) en utilisant le 
W-algorithme topologique nécessite: 

Soit un total de: 

k2p + k2 
k2p + k2 

2P 
3k2 

additions 
multiplications 
divisions 
calculs de produits scalaires 

2P(2p - 1) additions 
k2 

( 4p + 1) multiplications 
2P divisions 

C'est-à-dire:· l k2 (8p + 1) \ opérations arithmétiques. 

Avec la transformation G généralisée, le même calcul demande: 

(1) Pour l'obtention de la suite vectorielle so, St, ... , Sk et de la suite auxiliaire Co, Ct, ... , c2k-I· 

Dans les deux tableaux suivants: 

A partir de s0, ~s0 , ... , ~k so et Co, ~Co, ... , ~2k-tCo, on peut obtenir les suites { s0, sb ... , sk} 

et {Co,CJ, ... ,C2k-d· 

so Co 

/ St / Ct 

~so /··. ~Co /··. 
/ ~St / ~Ct 

~2so :/ > Sk ~2Co :/ )c2k-t 
. . . . 

/ ~k~ISt/. ; > ~2k~2 / . . . , Ct 

~kso ~2k-1Co 

Remarques: 

( 1) On remplace la soustraction traditionnelle par 1 'addition, et on progresse, dans le calcul 
du tableau, de gauche à droite. 

{2) Afin de diminuer le nombre d'opération, on pose: '\J J(n)(t) = J(n)(t) + J(n+l)(t). 
On calcule le produit scalaire (y, '\J J(n)(t)) au lieu de (y, J(n)(t)) +(y, J(n+l)(t)) . Alors, 
on obtient: 

~n-iCi =(y, '\Jif(n-i+l)(t)) n = 0, 1, ... , 2k-1 i = 0, 1, ... , n. 

On a donc: 

k( k; 1 )p additions pour la suite { sn}~=o· 
k(2k + 1 )p additions et k(2k + 1) calculs de produits scalaires pour la suite { cn}~~ë/. 
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(II) Pour l'algorithme r - s: 

(2k2 -k-1) add. + (2k2-k-1) multi. + (2k2 -k-1) div. 

(III) Pour le G-algorithme généralisé: 

k(k;l)(p+1) add.+ k(k;l)pmulti.+ k(k; 1)(p+1) div. 

Soit un total de: 
k 

k(5k + 3)p + -(k- 3)- 1 additions 
k 2 
2(5k + 3)p + (2k2 

- k- 1) multiplications 

k ) 1 2 2(k + 1 p + 2(5k - k- 2) divisions 

C'est-à-dire: j k(8k + 5)p + (5k2
- 3k- 3) l opérations arithmétiques 

Règle particulière: 

Comme dans le cas scalaire, pour éviter dans l'algorithme un dénominateur très petit ou 
nul, on a une règle particulière. D'abord, on pose: 

an an+1 an+k 9i(n) 9i(n+ 1) 
91(n) 91 (n+ 1) 9I(n+k) 9I(n) 91 (n+1) 

E(n)- 9k(n) 9k(n+1) 9k(n+k) 
et /n)-

9k(n) 9k(n+ 1) 
k -

9t(n+1) 91(n+k) 
k,i -

91(n+1) 

9k(n+ 1) 9k(n+k) 9k(n+1) 

avec 9i ( n) = (y, an+i) Vi> k. 

Comme dans le cas scalaire de typeE, on a l'algorithme: 

E-(n) - a n - 0 1 0 - n - , , ... 

gt) = 9i(n) = (y,an+i) i = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

Pour k = 1, 2, ... et n = 0, 1, ... 
(n) 

E(n) _ E(n) _ E(n+l). 9k-1,k 
k - k-1 k-1 (n+1) 

9k-1,k 
(n) 

(n) (n) (n+l) 9k-1,k 
9k,i = 9k-1,i- 9k-1,i · (n+1) i = k+ 1, k+2, ··· 

9k-1,k 

Dém: Elle est analogue à celle du cas scalaire (Page 97) . 
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9i(n+k) 
9t(n+k) 

9k(n+k) 

91(n+k) 

9k(n+k) 



Théorème 3: (règle particulière) 

_E(n) 
m 

(n) 
9m,m+l 

_E(n+l) 
m 

(n+l) 
9m,m+1 

_E(n+k) 
m 

(n+k) 
9m,m+1 

(n) (n+I) (n+k) 

E- ( n) _ -'--9_m"""', m--'-+.,k -:-:-9;-m-'-, m--'-+_k --:---:-9:-:m__,_, m-'+'-k--'-
k+m - - (n+l) (n+k) 

9m,m+l 9m,m+l 

(n+I) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

(n) 
9m,i 
(n) 

9m,m+1 

(n+k) 
9m,i 
(n+k) 

9m,m+1 

(n) (n+k) 
t (n) _ 9m,m+k 9m,m+k 

e 9k+m,i- -'--~(n-'-+-::-1~) ---~( ...... n+-:-k~)...;......;. 
9m,m+1 9m,m+1 

(n+l) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

avec k 2::: 1; i > k + m. 

Dém: Elle est analogue à celle du cas scalaire (Page 98) . 

2 Polynômes orthogonaux adjacents et leurs algorithmes 

2.1 Définitions: 

On définit: 

1 1 

Cn+k-1 Cn+2k-l 

Cn+k-1 

1 

(n) - Hk(n++ll) Hk(n) ( ) H(n) H(n+l) 
en = k+2 k 

qk+l - H(n+l) H(n) ' k+1 H(n) H(n+1) · 
k k+1 k+1 k+1 

Considérons les deux familles de polynômes: 
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Ces deux familles de polynômes sont orthogonaux par rapport à la fontionnelle linéaire c<n) 

définie par: 

2.2 Algorithmes et relations 

L'algorithme r-s, qui est utilisé par Pye et Atchison pour mettre en oeuvre la transformation 
G, est le suivant [20]: 

s~n) = 1, rin) = Cn n = 0,1, ... 
(n+l) (n) 

sk - 1 + rk+1 k 0 1 -rn)- (n+l) ,n = ' , ... 
sk rk 
(n+l) (n) 

rk+l - 1 + sk+1 k 0 1 
(n) - (n+l) ,n= ' , ... 

rk+l sk 

Cet algorithme peut être obtenu par trois façons différentes 

• A l'aide de l'introduction d'une matrice [20]. 
• Utilisation des familles de polynômes orthogonaux adjacents [21]. 
• L'identité de Sylvester. 

Dém: 
Jtn+l) H(n) H(n) Jtn+l) 

(33) ~ k . _k_ - 1 + ____!±!.. k-1 
H(n+l) mH n) - mH n) H(n+t) 

k k k k 

Multiplions les deux membres par Hkn+l)"lïkn) 

0 1 1 1 
1 Cn Cn+1 Cn+k 

0 Cn+l Cn+2 Cn+k+l H(n) 
. k 

0 Cn+k-1 Cn+k Cn+2k-1 

0 Cn+k Cn+k+1 Cn+2k 

1 Cn Cn+l Cn+k-1 0 1 
0 Cn+1 Cn+2 Cn+k 1 Cn 

- ·"111n)_n!~1· 0 Cn+t 

0 Cn+k-1 Cn+k Cn+2k-2 

0 Cn+k Cn+k+l Cn+2k-1 0 Cn+k-1 

0 1 1 1 
1 Cn Cn+t Cn+k 

0 Cn+l Cn+2 Cn+k+l H(n) 
. k 

0 Cn+k-1 Cn+k Cn+2k-1 

0 Cn+k Cn+k+1 Cn+2k 
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Cn+k-1 

Cn+k 

Cn+2k-2 

(32) 

(33) 

(34) 



0 1 1 
1 

1 Cn Cn+t Cn+k-l 
Cn Cn+k-l 0 - H(n) 0 Cn+1 Cn+2 Cn+k 

- k+I" Cn+1 Cn+k 

0 
0 Cn+k Cn+k+I Cn+2k-l 

Cn+k-1 Cn+2k-2 

qui n'est autre que la relation de Sylvester. 

n<n+t) -n<zn> Jtn> n<n+I) 
(34) ~ k+l • _k_ -1 + __!.±!. -+k~ 

.....ri'n+l) H(n) - H(n) ....-.{n+l) 
lik k+l k+1 lik 

Multiplions les deux membres par H~~1Hkn+I) 

~ H(n+l) . Jtn) _ Jtn+I) . H(n) + Jtn) H(n+1) 
k+1 k - k k+1 k+I • k 

...____._ "'T"f'(H n) • H(n+l) - H(n+l) • "'T"f'(H n)- "'T"f'(H n+l) H(n) 
-.---...- k+1 k - k+I k k • k+1 

la dernière relation est l'identité de Sylvester. 

Le q - d algorithme: 

q
(n) _ e(n) _ 0 q(n) _ Cntt 
0 - 0 - ' 1 - Cn 

(n) + (n) _ (n+1) + (n+1) 
qk+1 ek+1 - qk+1 ek 

(n) (n) _ (n+1) (n+1) 
ek · qk+1- ek ·qk 

n = 0,1, ... 

n,k = 0,1, ... 

n = 0,1, ... et k = 1,2, ... 

Cet algorithme peut aussi être démontré par l'identité de Sylvester. 

Dém: 

(36) ~ 

Jtn) 
• k 

• 

(35) 

(36) 

(37) 

[H
(n+I)) 2 n<n> n<n+2) + [n<n+1)) 2 n<n> n<n+2) _ [n<n+t))2 n<n> n<n+2) + [n<n+t)) 2 n<n) n<n+2) 
k+l k k k k+2 k - k k+l k+I k+I k+I k-1 

{:=::} [n<n+1)) 
2 

[n<n) n<n+2) _ n<n> n<n+2)] _ [n<n+Il) 2 [n<n> n<n+2) _ n<n> n<n+2)] 
k+l k k k+l k-1 - k k+l k+l k+2 k 

Il Identité Sylvester Il 
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n<n+1) . M(n) n<n+~(n+l) H(n+2) . n<n+1) 
(37) {::=::::} k-1 ~k+1 0 k+1 ~k =*'___::..k-1 k+1 0 ~cl k-1 

n<n> . n<n+1) n<n> . n<n+I) n<n+l) n<n+2) n<n+l) n<n+2) 
k k k+1 k k . ~ k . k-1 

x 4 * 
après élimination, la formule précédente est évidemment vraie. 

• 
On a une relation entre ces deux algorithmes. ll est facile de vérifier que: 

(38) 

(39) 

D'après (34), la relation (38) nous donne: 

b . (n) (n) (n) (n+1) 
et on o tient: sk+1 = sk · qk+1 - sk (40) 

D'après (34) , la relation (39) nous donne: 

(n) ( (n+1) ) 
e(n) - rk+2 rk+I - 1 
k+l - (n+I) (n) 

rk+I rk+I 

(n) (n+1) 
(n) (n) rk+l rk+l 

et on obtient : rk+2 = ek+1 · (n+l) (n) ( 41) 
rk+l - rk+I 

Les relations (38) , (39) et ( 40), ( 41) permettent de passer de l'algorithme r- s au q - d et 
réciproquement. 

L'algorithme r- s peut servir à calculer récursivement la famille de polynômes orthogonaux 

adjacents 'Jin\x). On a la relation [21, p.103]: 

(n+l) [ (n+1) l 
P (n) ( ) _ ~ . p(n+I)( ) _ rk+l . p(n)( ) 

k+l X - (n) X k X (n) k X 
8 k+1 rk+l 

( 42) 

L'algorithme q - d peut servir à calculer récursivement une autre famille de polynômes 
orthogonaux adjacents Pt>(x). On a la relation [21, p.95]: · 

P(n) ( ) _ . p(n+l)( ) _ (n) . p(n)( ) 
k+l x - x k x qk+l k x ( 43) 
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Les relations (42) et (43), grâce à la relation entre les algorithmes r- set q- d, peuvent se 
déduire l'une de l'autre. 

H (n) 
"'J"i(n) ( ) k+1 p(n) ( ) 
rk+t X = "'i'i'(n) . k+t X 

Hk+1 
D'après la définition, on a: 

Donc: 

(n+t) (n+t) 

P (n) ( ) p(n) ( ) rk+1 sk p(n)( ) (38) (43) <==> k+1 x = x . k+l x - (;) . (;) . k x {::::::::} 
rk+l sk 

2.3 Règles particulières 

2.3.1 r - s algorithme de type E et ses règles particulières 

Dans l'algorithme r-s, les termes rkn) et s~n) sont calculés alternativement l'un après l'autre. 
Ici, on va les calculer séparément. Bien entendu, une fois que l'on sait calculer l'une de deux 
parties, l'autre peut calculer avec la formule (33) (ou (34)). Mais ceci n'est pas notre but, notre 
but est de donner des règles particulières. 

D'abord, on considère les termes s~n). Définissons: 

1 1 Sn Sn+k 
Cn Cn+k 9t(n) 91(n+k) 

"'i'i'(n) 
9k(n) 9k(n+k) (n) Hk Cn+k-1 Cn+2k-1 

sk = n<n> = Cn Cn+k-1 91 (n) 91(n+k-1) k 

Cn+k-1 Cn+2k-2 9~c(n) 9k(n+k-1) 

avec Sn = 1 Vn et 9i(n) = Cn+i-1 i = 1, ... , k 

9i(n) 9i(n+k) 
9t(n) 91(n+k) 

et 9k1 = 
9k(n) 9k(n+k) 

i >k. 
9t(n) 91(n+k-1) 

9k(n) 9k(n+k-1) 
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lls peuvent être calculés récursivement par les règles suivantes: 

S~n) =Sn = 1 n = Ü, 1, .. . 

gt) =gi(n) = Cn+i-I i = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

Pour n = 0,1, ... et k = 1,2, ... 
(n+l) 

(n) _ (n) 9k-I,k (n+l) 
8 k - sk-I • ~ - 8k-I 

9k-I,k 

(n+l) 
(n) _ (n) 9k-I,k (n+l) 

9k,i - 9k-I,i. ~- 9k-I,i i = k+ 1, k+2, ... 
9k-I,k 

Remarque: 

gt{ est déjà définie dans (15). 

Dém: 
On pose: 

N (n) 
(n) _ Sk 

sk - D (n)' 
sk 

N (n) 
(n) 9k,i 

9k,i = D (n) 
9k,i 

D'après l'identité de Sylvester, on a: 

N (n) D (n+l) _ N (n) D (n+I) N (n+l) D (n) 
sk · sk-I - sk-I · s" - sk-I • sk 

Divisons cette relation par Ds1n) Ds1~~I); on obtient: 

N (n) N (n) 
sk sk-I 

D (n)- D (n) 
sk sk-I 

D (n) 
sk-1 

D (n) 
s" D (n+l) 

sk-1 

N (n+1) 
sk-1 

D (n+1) 
sk-1 

Compte tenu des faits: 

On obtient: 

D (n) D (n) 
sk = 9k,k+t 

D (n)- (-1)k-1 N (n) 
sk - 9k-1,k 

D (n) N (n+l) 
(n) 9k-l,k • 9k-1,k (n+l) 

- 8 k-1 • N (n) D (n+l) - sk-1 
9k-1,k . 9k-1,k 

(n+l) 
(n) 9k-1,k (n+1) 

- 8 k-t · ~ - 8 k-t 
9k-1,k 

(44) 

On a la même démonstration pour gt) en remplaçant les N s1n) par les N 9k1 et les Ds1n) 

par les Dgk~{ respectivement. 

• 
117 



Bien entendu, au lieu d'utiliser la règle auxiliaire dans la formule (44), on peut utiliser la 
(n+1) 

relation de Hankel pour calculer les rapports 9~;)1 ,k à savoir: 
9k-1,k 

S~n) =Sn = 1 n = 0, 1, ··· 
(n+l) 

(n) _ (n) 9k-1,k (n+l) 
sk - sk_1 • ~- sk_1 k = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

9k-1,k 

Avec (45) 
(n+l) H(n+l) H(n) 

9k-1~ k k-1 
~ = H(n+l) H(n) 
9k-1~ k-1 k 

et 
n<n) . n<n+2) - [H(n+t)]2 

H(n) - k-1 k-1 k-1 est calculé par la relation de Hankel 
k - n<n+2) 

k-2 

Comparons le nombre d'opérations des formules (44), (45) avec celui der- s algorithme, 
nous obtenons: 

pour calculer s~n), on a besoin de: 

add. multi. div. total 

formule ( 45) 

r - s algorithme k(2k-1) k(2k-1) 3k(2k-1) 

On voit facilement que la formule ( 44) nécessite un plus grand nombre d'opérations que les 
deux autres, car on a introduit une suite auxiliaire dans le calcul. Mais cette méthode pourra 
être utilisé dans la suite pour obtenir une règle particulière. 

Maintenant, on va discuter les problèmes de stabilité numérique; on voit que s'il y a des 
Hkn) nuls ou très petits, ils peuvent provoquer des termes sln) infinis ou très grand. Si l'on 
suppose Hkn) = 0, dans le tableau r - s, on a: sln) = oo et rln) = 0 
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(n-1) 
rk 

/' '\. 
(n) 

sk-1 --+ 
(n-1) 

sk 

'\. /' '\. 
(n) 

rk --+ 
(n-1) 

rk+I 

'\. /' 
(n) 

sk 

Supposons que les autres termes aient des valeurs no~males, alors le calcul de ri~~ 1 ) est 

indéterminé, on ne peut pas continuer de calculer. Si nin) est très petit, alors il y aura des 
problèmes d'instabilité. 

La situation est la même pour les formules (44) et (45); certains nin) nuls ou très petits 
peuvent provoquer des 9k~1 ,k nuls ou très petits, et donc les calculs ne peuvent pas fontionner 
ou mal fonctionner. 

Mais heureusement, grâce à l'introduction d'une règle auxiliaire, la formule (44) nous permet 
de donner une règle particulière qui peut éviter les problèmes indiqués au-dessus. 

Théorème 4: (Règle particulière) 

s<n) 8 (n+1) s<n+k) (n) (n+k) 
m m m 9m,i 9m,i 

(n) (n+l) (n+k) (n) (n+k) 
9m,m+l 9m,m+l 9m,m+l 9m,m+l 9m,m+l 

(n) (n+l) (n+k) (n) (n+k) 
s(n) - 9m,m+k 9m,m+k 9m,m+k et (n) - 9m,m+k 9m,m+k 
k+m- (n+l) (n+k) 9k+m,i- (n+l) (n+k) 

9m,m+l 9m,m+1 9m,m+l 9m,m+l 

(n+l) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

(n+l) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

avec k ~ 1, mE IN, i > k +m. 

Dém: On pose SÀ:n) la quantité obtenue par utilisation de la formule ( 44) avec les initialisa
tions: ~n) = s~) et 9a~) = 9!:',~+i m fixé. Alors, sln) est donné par l'expression déterminantale 
du théorème 4. Mais dans la formule (44), chaque étape est obtenue à partir de la précédente. 
Donc, sin) est la (k+m)ième étape avec les initialisations usuelles. On a donc sin) = Sk~m· Il 

en est de même pour l'expression de 9k1m,i 

• 
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De la même manière, maintenant on peut traiter les termes rln). Définissons: 

Cn Cn+k-1 
(n) 

r1 
(n+k-1) 

r1 

..6.cn ..6.cn+k-1 91(n) 91(n+k-1) 

H(n) ..6.cn+k-2 ..6.cn+2k-3 9k-1(n) 9k-1(n+k-1) (n) k 
rk = ""f"f'(n) = ..6.cn ..6.Cn+k-2 

-
91(n) 91(n+k-2) Hk-1 

..6.cn+k-2 ..6.Cn+2k-4 9k-t(n) 9k-t(n+k-2) 

avec r~n) = Cn \:ln et 9i(n) = ..6.cn+i-1 i = 1, ... ,k-1. 

9i(n) 9i(n+k-1) 
91(n) 9t(n+k-1) 

et glJ)= 9k-1(n) 9k-l (n+k-1) 
Vi? k. 

91(n) 9t(n+k-2) 

9k-t(n) 9k-t(n+k-2) 

On a l'algorithme suivant: 

r}n) = Cn n = 0, 1, ... 

gt) = 9i(n) = ..6.cn+i-l i = 1,2, ... et n = 0,1, ... 

Pour n = 0, 1, ... et k = 1, 2, ... 
(n+l) 

(n) (n) 9k,k (n+l) 
rk+I = rk . ~ - rk 

9k,k 
(n+l) 

(n) _ (n) 9k,k (n+l) 
9k+l,i - 9k,i . ~- 9k,i 

9k,k 

Dém: (analogue à celle de la formule ( 44) ) 

i = k+1, k+2, ... 

N (n) 

0 
(n) _ rk+l 

n pose: rk+I - (n) , 

N (n) 
(n) _ 9k+I,i 

9k+1,i - D (n) 
9k+I,i Drk+I 

D'après l'identité de Sylvester, on a: 

N (n) D (n+l) _ N (n) D (n+l) N (n+I) D (n) 
rk+I · rk - rk · rk+I - rk · rk+I 

Divisons cette relation par Drin+I) Drk~1 ; on obtient: 
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Compte tenu des faits: 

On obtient: 

D (n) _ (-l)k-lN (n) 
rk+l- 9k,k 

On a la même démonstration pour 9k~t,i en remplaçant les Nrk~t par les N 9k~t,i et les 

D (n) 1 D (n) . 
rk+1 par es 9k+t,i respectivement. 

• 
Comme les calculs de s~n), l'algorithme ( 46) pour calculer rln) peut se simplifier par la 

relation de Hankel. Quant à la règle particulière, on a évidemment le: 

Théorème 5: (Règle particulière) 

r(n) 
m 

r(n+1) 
m 

r(n+k-1) 
m 

9
(n) 
m,m 9

(n+1) 
m,m 9

(n+k-1) 
m,m 

(n) (n+1) (n+k-1) 
(n) 9m,m+k-2 9m,m+k-2 9m,m+k-2 

r k+m-1 = "'-----'~-9--:~,....n.-:-~---'~---9m-;-( n--:.~-;k---=-27-) -:'----'-

(n) 
9m,m+k-2 

(n+k-2) 
9m,m+k-2 

(n) 
9m,i 

9!::.~ 

(n+k-1) 
9m,i 

(n+k-1) 
9m,m+1 

(n) (n+k-1) 
(n) 9m,m+k-2 9m,m+k-2 

9 k+m-1 ,i = -:-----'9-;-!,':-';:!m-----9--:~;-'-n,-:-~-i-k--2~)--:-

(n) 
9m,m+k-2 

(n+k-2) 
9m,m+k-2 

avec k > 1, mE IN* arbitraire, i 2:: k+m- 1. 

Dém: Elle est analogue à celle du théorème 4. 

• 
Conclusion: 

On a vu que les termes s~n) et rln), peuvent se calculer séparément par ( 44) et ( 46) et en ce 
sens, ils sont indépendants. Si l'on a besoin seulement d'une partie, ou bien surtout s'il y a des 
problèmes d'instabilité numérique, il est mieux d'introduire une suite auxiliaire {9i( n )}n. En 
revanche, on utilise le r - s algorithme pour économiser les calculs. 
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Exemple n°3: 

Soit sn une suite générée par la relation suivante: 

{ 

1.599 
avec s0 = 1.59999 , 

1.6 
SI = 1.2, 

et posons Cn = .6.sn. 

Utilisant le r- s algorithme ou les règles particulières (théorèmes 4 et 5) et comparant les 
valeurs exactes, avec les différents choix de s0 , on obtient le tableau suivant: 

Pour s~o) 

r - s algorithme règle particulière 
s 0 = 1.599 -0.125000000000069 -0.125000000000000 

s0 = 1.59999 -0.124999999912272 -0.124999999999999 
so = 1.6 division par 0 -0.125000000000000 

Vs 0 la valeur exacte de s~o) = -0.125 

so = 1.599 
s0 = 1.59999 

so = 1.6 

Pour r(O) 
4 

r - s algorithme 
0.6694.10-13 

-0.8597.10 lU 

division par 0 

règle particulière 
-0.2361.10- 15 

-0.5412.10 "15 

-0.3816.10- 15 

'Vso la valeur exacte de r~o) = 0 

On voit facilement que les résultats sont meilleurs avec les règles particulières qu'avec le 
r - s algorithme pour différentes valeurs de s0 . 

2.3.2 Algorithmes de calculs des polynômes orthogonaux adjacents 
et règles particulières 

On a déjà vu que Pkn) (x) peut être calculé à l'aide de l'algorithme r- s par la formule ( 42), 
et que P~n)(x) peut être calculé à l'aide de l'algorithme q- d par la formule (43). 

Maintenant, on va utiliser une suite auxiliaire pour réaliser ce calcul et l'on donnera une 
règle particulière pour traiter les problèmes d'instabilité numérique. 

D'abord, voyons la famille P~n)(x). D'après la difinition, on a: 
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1 xk 1 
Cn Cn+k 9t(n) 

p~n)(x) = (-1)k. Cn+k-1 Cn+2k-1 = ( -1)k. 
9k(n) 

Cn Cn+k-1 91(n) 

Cn+k-1 9k(n) 

avec 9i(n) = Cn+i-I i = 1, ... ,k. 

Posons: 
9i(n) 9i(n+k) 
9t(n) 9t(n+k) 

Uk~ = .,.:--;"9k-:( n......:.) __ 9~k......:.( n_+_k......:.)~ 
91 ( n) 91 ( n + k -1) 

On a l'algorithme suivant: 

pJn>(x) = 1 

9k(n+k-1) 

n = 0,1, ... 

i >k. 

xk 

9t(n+k) 

91(n+k-1) 

9k(n+k-1) 

ua~> =gi(n) = Cn+i-1 i = 1,2, ... et n = 0,1, ... 
Pour n = 0, 1, ... et k = 1, 2, ... 

(n+l) 

P (n)( ) _ . p(n+1)( ) _ p(n) ( ) . 9k-1,k 
k X - X k-1 X k-1 X (n) 

9k-l,k 
(n+l) 

(n) _ (n) 9k-1,k (n+1) 
9k,i - 9k-1,i. (n)- 9k-1,i i = k+ 1, k+2, ... 

9k-1,k 

~: On pose: 
-(n) 

p(n)(x) = (-1)k. p(n)(x) = N ~k (x) 
k k DPt>(x)' 

D'après l'identité de Sylvester, on a: 

N (n) 
(n) 9k,i 

9k,i = D (n) 
9k,i 

N fit>(x) · DP~~i1>(x) = N P~~~(x) · DP~n+l)(x)- x· N P~~i1>(x) · DP~n)(x) 

Divisons les deux membres par DPti1>(x)DP~n)(x); on obtient: 
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Compte tenu des faits: 

On obtient: 

Donc 

( -l)k-1. DP(n)(x)- Ng<n> k - k-1,k 

-(n) ( ) D (n) 
DPk-1 x = 9k-1,k 

(n+l) 

P-(n){ ) _ p-(n) ( ) 9k-1,k p-(n+1)( ) 
k X- k X ·---X· k X -1 (n) -1 

9k-1,k 

(n+l) 

P (n)( ) _ p(n+I){ ) p(n) { ) 9k-1,k 
k x-x· k x- k 1 x·---1 - (n) 

9k-1,k 

On a la même démonstration pour gi~) en remplaçant les N fit> (x) par les N gt) et les 

Dfit>(x) par les Dgt) respectivement. 

• 
Remarque: 

Pour réduire le nombre d'opérations, la règle auxiliaire dans la formule (47) peut être rem
placée par la relation de Hankel. 

Pour résoudre les problèmes d'instabilité numérique, on a le: 

Théorème 6: (Règle particulière) 

p~n>(x) 
(n) 

9m,m+1 

X. p~n+1)(x) 
(n+1) 

9m,m+1 

xk. p~n+k)(x) 
(n+k) 

9m,m+1 

(n) (n+1) (n+k) 
pk( n+)m (X) = ( -1 ) k . .;.._9_m-'-,m----'-+_k ----;-(gn'm)--'''-m-'-+_k __ --:-~-=9_m__.:,.,m_+:....,k_----'

(n+k-1) 
9m,m+1 9m,m+1 

et 

(n) 
9m,m+k 

(n+k-1) 
9m,m+k 

avec k ;::: 1, m E IN, i ;::: k + m + 1 

(n) 
9m,i 
(n) 

9m,m+1 

(n) 
(n) 9m,m+k 

9k+m,i = (n) 
9m,m+1 

(n) 
9m,m+k 
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(n+k) 
9m,i 
(n+k) 

9m,m+1 

(n+k) 
9m,m+k 
(n+k-1) 

9m,m+1 

(n+k-1) 
9m,m+k 



-:::.(n) 
Dém: Soit Pk (x) la quantité obtenue en utilisant la formule ( 4 7) avec les initialisa-

-:::.(n) ( ) -(n) ( ) -:::;.(n) 
tions: P0 (x) = pmn (x) et Yo,i = g,:,m+i m fixé. Alors, Pic (x) est donné par l'expression 
déterminantale du théorème 6. Mais dans la formule (47), chaque étape est obtenue à partir de 

-:::.(n) ., 
la précédente. Donc, Pk est la (k+m)1eme étape avec les initialisations usuelles. On a donc 
-:::.(n) (n) (n) 
pk (x)= pk+m(x). n en est de même pour l'expression de 9k+m,i 

• 
Le complément de Schur nous donne: 

• • • (n+k-1) ) -1 ( (n+k) ) 9m,m+1 9m,m+1 . . . . . . 
(n+k-1) (n+k) 

9m,m+k 9m,m+k 

Remarque: 

Supposons M une matrice carrée divisée en 4 blocs et C une sous-matrice carrée non sin
gulière, on a: 

M = ( ; ; ) = c A. ~-
1 

) • ( ; (M~C) ) 
où (M/C)=B-A·C- 1 ·D 

Si l'une des deux matrices Cet (M/C) est de dimension paire, on a: IMI = ICI·I(M/C)I, 
smon, on a: IMI = -ICI·I(M/C)I 

Maintenant, voyons quelques exemples numériques. On verra que utilisation de la règle 
particulière (théorème 6) est meilleure que celle de l'algorithme habituel (47). 

Exemple n°4: 

Soit Sn une suite générée par la relation suivante: 

1 1 1 
Sn+3 = 2Sn+2 + 4Sn+1 + BSn n = 0, 1' ... 

{ 

1.5999 
avec s0 = 1.5999999 , 

1.6 
81 = 1.4, 

et posons Cn = Âsn, on obtient les résultats suivants: 

PJ0 >(x) (x= 2) algorithme ( 4 7) 
règle particulière 

(théorème 6) 
so = 1.5999 5.37500000000002 5.37499999999996 

s0 = 1.5999999 5.37 499999986724 5.37500000000005 
so = 1.6 division par 0 5.37500000000001 
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'Vs0 la valeur exacte de PJ0>(2) = 5.375 

PJ0>(x) (x= 3) algorithme ( 4 7) 
règle particulière 

(théorème 6) 
so = 1.5999 21.6250000000003 21.6249999999999 

so = 1.5999999 21.6249999973452 21.6250000000001 
so = 1.6 division par 0 21.6250000000000 

'Vs0 la valeur exacte de PJ0>(3) = 21.625 

pJI>(x) (x= -2) algorithme ( 4 7) 
règle particulière 

(théorème 6) 
s0 = 1.5999 -9.62500000000006 -9.62500000000004 

s0 = 1.5999999 -9.62500000065344 -9.62499999999996 
so = 1.6 division par 0 -9.62499999999999 

'Vs0 la valeur exacte de pJI>( -2) = -9.625 

pJI>(x) (x= -3) algorithme ( 4 7) 
règle particulière 

(théorème 6) 
s0 = 1.5999 -30.8 7 50000000006 -30.8750000000001 

s0 = 1.5999999 -30.8750000064435 -30.87 49999999999 
s0 = 1.6 division par 0 -30 .8 7 50000000000 

'Vs0 la valeur exacte de pJI>( -3) = -30.875 

Exemple n°5: 

Soit sn une suite générée par la relation suivante: 

{ 

1.5999 
avec s0 = 1.5999999 , 

1.6 
St = 1.4, s2 = 1.2, 

et posons en = ~sn, on obtient les résultats suivants: 
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p~o)(x) (x =2) algorithme ( 4 7) 
règle particulière 

(théorème 6) 
so = 1.5999 

10.687 5000000005 10.6875000000003 
S3 = 0.999 

~ 
so = 1.5999999 

10.687500006544 7 10.6874999999999 
S3 = 0.999999 

~ 
so = 1.6 

division par 0 10.6874999999995 
S3 = 1 

Vs0 et s3 la valeur exacte de P1°)(2) = 10.6875 

P1°)(x) (x = 3) algorithme ( 4 7) 
règle particulière 

(théorème 6) 

~ 
s0 = 1.5999 
S3 = 0.999 

64.8125000000005 64.8124999999999 

so = 1.5999999 
64.8124999966453 64.8125000000000 

S3 = 0.999999 

so = 1.6 division par 0 64.8124999999986 
S3 = 1 

Vs0 et s3 la valeur exacte de PJ0)(3) = 64.8125 

pJI)(x) (x= -2) algorithme ( 4 7) 
règle particulière 

(théorème 6) 

~ 
8 0 = 1.5999 

19.18750000000004 19.1874999999998 
83 = 0.999 

~ 
8 0 = 1.5999999 

19.18749999976534 19.1874999999998 
83 = 0.999999 

~ 
8o = 1.6 division par 0 19.1875000000001 
S3 = 1 

Vs0 et 8 3 la valeur exacte de pJI)( -2) = 19.1875 

p~I)(x) (x= -3) algorithme ( 4 7) 
règle particulière 

(théorème 6) 

~ 
8 0 = 1.5999 

92.5625000000006 92.5624999999992 
s 3 = 0.999 

so = 1.5999999 
92.5624999977653 92.5624999999994 

s 3 = 0.999999 

~ 
8 0 = 1.6 division par 0 92.5625000000002 
s3 = 1 
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Vs0 et s3 la valeur exacte de P~1 )( -3) = 92.5625 

Maintenant, considérons la famille de polynômes orthogonaux adjacents J5'kn)(x). 
On pose: 

1 xk 1 ... xk 

Cn Cn+k 9t(n) ... 9t(n+k) 

: 

(-!)'Pt">(x) = (-!)'H~!~) = Cn+k-1 Cn+2k-1 
-1 1 k 

Cn Cn+k 

9k(n) ... 9k(n+k) 

1 ... 1 
91(n) ... 9t(n+k) 

Cn+k-1 Cn+2k-1 9k(n) ... 9k(n+k) 

avec 9i(n) = Cn+i-1 i = 1, ... ,k. 

9i(n) ... 9i(n+k) 
91(n) ... 91(n+k) 

et 9k(n) = 
,1 

9k(n) ... 9k(n+k) 

1 ... 1 
i >k. 

91 (n) ... 91(n+k) 

9k(n) ... 9k(n+k) 

On obtient l'algorithme suivant: 

n = 0,1, ... 

g~~) = 9i(n) = Cn+i-1 i = 1,2, ... et n = 0, 1, ... 

Pour n = 0, 1, ... et k = 1, 2, ... 
p<.n+1)( ) (n) p(n) ( ) (n+1) 

p(n)(x) _ X· k-1 X • 9k-1,k - k-1 X • 9k-1,k 
k - (n+1) (n) 

9k-1,k - 9k-1,k 
(n) (n+1) (n+1) (n) 

(n) _ 9k-1,i · 9k-1,k - 9k-1,i · 9k-1,k 
9k,i - (n+1) (n) i = k+ 1, k+2, ... 

9k-1,k - 9k-1,k 

Dém: (Par récurrence) 

(1 °) C'est vrai pour k = O. 

(48) 

(2°) Supposons que ce soit vrai jusqu'à k- 1, alors on remplace les quantités par leurs 
expressions dans la règle de l'algorithme (48) et on réduit au même dénominateur. 
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On obtient: 
N(n) 

Avec 

et 

N (n) 
-(n)( ) k 
pk x =nin)' 

1 
91(n+1) 

(n) _ k,i 
9k,i - D(n) 

k,i 

9k(n) 
91(n) 

9k(n+k-1) 
91(n+k-1) 

9k-1(n+1) 9k-1(n+k) 9k-1(n) 

9k(n+1) 
91(n+ 1) 

9k-1(n+k-1) 

9k(n+k) 
91(n+k) 

-( -1 )k-1 . 

1 
91 (n) 

9k-1(n) 

x 

91 (n+ 1) 
-

9k-1(n+1) 

1 
91 (n) 

9k-1(n) 

9;(n) 

Nkn:l = 
91 (n) 

,t 

9k-1(n) 

9;(n+1) 
91 (n+ 1) 

9k-1(n+1) 

1 

D(n)-
91(n) 

k -

9k-1(n) 

9k-1(n+k-1) 

9k-1(n+k) 

9k-1(n+k-1) 

9;(n+k-1) 
91(n+k-1) 

9k-1(n+k-1) 

9;(n+k) 
91(n+k) 

9k-1(n+k) 

1 
91(n+k-1) 

9k-1(n+k-1) 

\ 
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9k-1(n+1) 9k-1(n+k) 

91 (n) 91 (n+k-1) 

9k(n) 9k(n+k-1) 

91(n+ 1) 91(n+k) 

9k(n+1) 9k(n+k) 

9k(n+1) 9k(n+k) 
91 (n+ 1) 91(n+k) 

9k-1(n+1) 9k-1(n+k) 

9k(n) 9k(n+k-1) 
91(n) 91(n+k-1) 

9k-1(n) 9k-1(n+k-1) 

9k(n+1) 9k(n+k) 
91(n+ 1) 91(n+k) 

9k-1(n+1) 9k-1(n+k) 



1 
91(n+1) 

9k-1(n+1) 

1 
91(n+k) 

9.~c(n) 
91(n) 

9k-1(n+k) 9k-1(n) 

9k(n+k-1) 
91(n+k-1) 

9k-1(n+k-1) 

91 ( n) 91 ( n + k -1) ~( 91(n+1) 
= (-1).k-1 lldl· : 

g,(n~ 
-lldl· 

9k(n+1) 9.~c(n+k) 9.~c(n) 9.~c(n+k-1) 

Utilisons l'identité de Sylvester, on a: 

1 
91(n) 

91 (n+ 1) 91 (n+k-1) 

N (n)-
k --

9k(n) 
9k-1(n+1) 9k-I(n+k-1) 

et 

d'où: 

9i(n) 
91 (n) Nt>= ( -1)k-1. 

9k(n) 

1 

nin)= ( -1)k-1. 91(n) 

9k(n) 

9i(n+k) 
91(n+k) 

1 
91(n+k) 

1 xk 

91 ( n) 91 ( n + k) 

pk n) (x) = ( _ 1) .k .:._9.:...._k...;..( n...;..) ___ 9k...;..( n_+_k...;..)...;.. 
1 1 

91 ( n) 91 ( n + k) 

91(n+ 1) 

9k-1(n+1) 

91(n+ 1) 

9k-1(n+1) 

et 9
(n) -
.k,i -

9i(n) 
91 (n) 

9k(n) 
1 

9t(n) 

9k(n) 

91(n+k-1) 

9k-1(n+k-1) 

91 (n+k-1) 

9k-I(n+k-1) 

... 9i(n+k) 

... 9t(n+k) 

... 9k(n+k) 

... 1 

... 9t(n+k) 

... 9k(n+k) 

Dans l'algorithme précédent (48), pour éviter ~9k~1 k = 0 ou très petit, on a le: 
' 
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Théorème 7: (Règle particulière) 

p<,:>(x) x· ~+l)(x) 
(n) (n+1) 

9m,m+1 9m,m+1 

xk. ~+k)(x) 
(n+k) 

9m,m+1 

(n) (n+l) (n+k) 
-(n) ( 9m,m+k 9m,m+k 9m,m+k pk+m x)=-=~--.....;.:,.,..;....:....;;_ ____ .:..;.:;:.:;,;,;,_;...;..;...._~ 

1 1 1 

avec 

et 

(n) (n+1) (n+k) 
9m,m+1 9m,m+1 9m,m+1 

(n) (n+1) 
9m,m+k 9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

k 2:: 1, mE IN, i 2:: k+m+1 

(n) 
9m,i 
(n) 

9m,m+1 

(n+k) 
9m,i 
(n+k) 

9m,m+1 

(n) (n+k) 
(n) 9m,m+k 9m,m+k 9 k+m,i = .;_..:.;.:..:.1~.;,;__--__;,;,;;:..1~~ 

(n) (n+k) 
9m,m+1 9m,m+1 

(n) 
9m,m+k 

(n+k) 
9m,m+k 

Dém: Elle est analogue à celle de théorème 6. 

• 
Pour calculer les termes Pk~m (x) et oi~m,i dans le théorème 7, on utilise le complément de 

Schur; on obtient: 

n<p n) ( ) = p(n)( ) _ ( . p(n+l)( ) _ p(n)( ) k. -n<p n+k)( ) _ k-1 • -n<p n+k-1)( ))· k+m X m X X m X m X , ••• ,X m X X m X 

( 

~ (n) . . . ~ (n+k-1) 
9m,m+1 9m,m+1 . . . . . . . 

~ (n) ~ (n+k-1) 
9m,m+k 9m,m+k 

(n) _ (n) (A (n) A (n+k-1)) 
9k+m,i- 9m,i- ~9m,i' ... , ~9m,i 

( 

~ (n) 
9~,m+1 

~ (n) 
9m,m+k 
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Donc le calcul revient à la résolution d'un système de k équations linéaires. 

Exemple n°6: 

Considérons une suite générée par la relation suivante: 

{ 

1.5u 
avec s0 = 1.6 , 

1.6~1 
s 1 = 2.4, s2 = 0.4, s3 = 1 

et posons Cn =~sn n = 0, 1, ... Avec l'algorithme (48), on obtient le tableau suivant: 

Il x=2 x=3 

so = 1.5999 170.999999998 1036.99999999 
s0 = 1.5999999 1 71.000001548 103 7.00000965 
s0 = 1.59 · · · 9 .._,_, 170.999857887 1036.99987997 

9 

s0 = 1.59 · · · 9 .._,_, 171.783899764 1042.27990284 
12 

so = 1.6 9.373510862 1.69376314 
s0 = 1.6001 170.999999996 1036.99999997 

s0 = 1.6000001 170.999999369 1036.99999601 
s0 = 1.6 0 · · · 01 .._,_, 170.999717625 1036.99687333 

8 

s0 = 1.6 0 · · · 01 .._,_, 173.520821492 1052.39602716 
11 

Il x= -2 x= -3 

so = 1.5999 306.999999996 1480.99999998 
s0 = 1.5999999 307.000003161 1481.00001437 
s0 = 1.5 9 · · · 9 .._,_, 306.999869983 1480.99978676 

9 

so = 1.59 · · · 9 .._,_, 308.979524813 1490.13455493 
12 

so = 1.6 66.217939734 263.69936931 
so = 1.6001 306.999999992 1480.99999996 

s0 = 1.6000001 306.999998738 1480.99999388 
s0 = 1.6 0 · · · 01 .._,_, 306.999015654 1480.99537402 

8 

s0 = 1.6 0 · · · 01 311.282585934 1501.88317827 .._,_, 
11 

Vs0 les valeurs exactes de P~0\x) et de P~1 )(x) sont: 
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81 x= 2 

x=3 

P~1 '(x) = 307 s1 x= -2 

~1>(x) = 1481 s1 x= -3 

On voit que quand s0 = 1.6, si on utilise l'algorithme (48), les valeurs P~0)(x) et P~1 ){x) sont 
inexactes. Plus s0 tend vers 1.6, moins on a de chiffres exacts. Mais si on utilise l'algorithme 
particulier (théorème 7), on obtient: 

Il x= -2 x= -3 

so = 1.5999 306.9999999999930 1480.999999999970 
so = 1.5999999 307.0000000000062 1481.000000000030 

so = 1.5 9 · · · 9 ....___... 30 7.0000000000021 1481.000000000010 
9 

so = 1.5 9 · · · 9 ....___... 307.0000000000181 1481.000000000090 
12 

so = 1.6 307.0000000000002 1481.000000000001 
so = 1.6001 306.9999999999064 1480.999999999983 

s0 = 1.6000001 307.0000000000043 1481.000000000020 

s0 = 1.60 · · · 01 ....___... 307.0000000000080 1481.000000000040 
8 

so = 1.6 0 · · · 01 ....___... 307.0000000000030 1481.000000000014 
11 

Il y a 14 chiffres exacts, quelque soit s0 . C'est la même chose pour P~0)(x) quand x= 2 ou 
x = 3. Maintenant voyons un autre exemple. 

Exemple n°7: 

Soit sn une suite générée par la relation suivante: 

{ 

1.59 ... 9 

avec s0 = 1.6 ....___... , 
1.6 0 ... 0 1 ....___... 

et posons Cn =~sn n = 0, 1, ... Avec l'algorithme {48), on obtient le tableau suivant: 
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Il x=2 x=3 

so = 1.5999 -43.0000000001 -173.000000001 
s0 = 1.5999999 -43.0000000166 -173.000000141 
s0 = 1.5 9 · · · 9 
~ 

-42.9998762878 -172.999356697 
9 

so = 1.5 9 · · · 9 -....-- -43.0376635812 -173.158314 714 
12 

so = 1.6 -4.3846153846 -17.000000000 
so = 1.6001 -43.0000000000 -173.000000000 

s0 = 1.6000001 -42.9999999498 -172.999999909 
so = 1 60 · · · 01 . ..._,_.. -43.0001592405 -173.000643308 

8 

s0 = 1.60 · · · 01 -....-- -42.8779402416 -172.513032422 
11 

V so 
Il vale~;;acte valeur exacte 1 

-173 

Il x= -2 x= -3 

so = 1.5999 77.0000000000 24 7.000000000 
s0 = 1.5999999 76.9999999542 246.999999848 
s0 = 1.5 9 · · · 9 -....-- 76.99987 42342 246.999622225 

9 

so = 1.59 · · · 9 -....-- 77.0090923592 247.032541075 
12 

so = 1.6 842.000000000 2629.00000000 
s0 = 1.6001 77.0000000000 24 7.000000000 

s0 = 1.6000001 77.0000000592 247.000000176 
s0 = 1.6 0 · · · 01 -....-- 77.0001213248 24 7.000377775 

8 

s0 = 1.6 0 · · · 01 -....-- 76.8870453095 246.6525207 40 
11 

V so 
Il valeu;;xacte valeur exacte 

247 

-(0) -(1) 
On voit que autour de la valeur s0 = 1.6, les chiffres exacts de P 3 (x) et de P 3 (x) sont de 

moins en moins nombreux. Par contre, si l'on utilise la règle particulière, on obtient: 
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x=2 x=3 
so = 1.5999 -43.00000000000000 -173.0000000000000 

s0 = 1.5999999 -43.00000000000034 -173.0000000000014 
s0 = 1.59 · · · 9 ..._,_... -43.00000000000000 -173.0000000000000 

9 

s0 = 1.59 · · ·9 ..._,_... -43.00000000000000 -173.0000000000000 
12 

so = 1.6 -43.00000000000000 -173.0000000000000 
so = 1.6001 -43.00000000000000 -173.0000000000000 

s0 = 1.6000001 -43.00000000000002 -173.0000000000000 

so = 1.6 L:.JP -43.00000000000000 -173.0000000000000 
8 

s0 = 1.6 0 · · · 01 ..._,_... -43.00000000000000 -173.0000000000000 
11 

x= -2 x= -3 

so = 1.5999 76.9999999999999 24 7. 0000000000000 
s0 = 1.5999999 77.0000000000005 24 7. 0000000000014 

so = 1.59 · · · 9 77.0000000000000 24 7.0000000000000 ..._,_... 
9 

so = 1.5 9 · · · 9 ..._,_... 77.0000000000002 24 7. 0000000000010 
12 

so = 1.6 76.9999999999999 24 7. 0000000000000 
so = 1.6001 77.0000000000000 24 7. 0000000000000 

so = 1.6000001 76.9999999999998 246.9999999999993 
s0 = 1.6 0 · · · 01 77.0000000000004 247.0000000000013 -..--

8 

so = 1.6 0 · · · 01 77.0000000000002 24 7. 0000000000010 -..--
11 

Le nombre de chiffres exacts est toujours du même ordre de grandeur que la précision de 
l'ordinateur utilisé. 
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3 Règles particulières pour 1 'interpolation rationnelle généralisée 

Dans [22] C.BREZINSKI a proposé d'étudier le problème de l'interpolation par une fraction 
rationnelle généralisée: 

R~\(x) = ao · fo(x) +···+am· fm(x) 
' bo · fo(x) + · · · + bn · fn(x) 

(49) 

telle que R~,n(xj) = f(xj) =fi pour j = i, i + 1, ... , i+m+n. 

i=0,1,2, .. . 
où fi(x) est une famille de fonctions, et f(x) la fonction à interpoler. 

Cette question a été résolue par S.L.LOI et A.W.MCINNES [23]. 

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que bo = 1. La relation ( 49) devient: 

m n 

Jo( x)· R~~n(x) = L aj ·Ji( x)+ R~l.n(x) · L bj ·Ji( x). (50) 
j=O j=l 

On pose: 

l = 1, ... ,m. où Xj représente: x, Xi~ ... , Xi+m+n 
l = 1, ... ,n 

Notons g;,j = g;(xj), Yi,j = g;(xi)· On suppose f 0 (xj) = 1, j = i, i + 1, ... , i+m+n. En 
résolvant le système (50), on obtient: 

0 -/; - fi+m+n 
9o(x) 1 1 
9t (x) 9t,i 9t,i+m+n 

9m(x) 9m,i 9m,i+m+n 
Yt(X) 9t,i 9t,i+m+n 

Ri(m n· x)= R(i) (x)= 
Yn(x) 9n,i 9n,i+m+n 

(51) ' ' m,n 1 1 
9t,i 9t,i+m+n 

9m,i 9m,i+m+n 
9t,i 9t,i+m+n 

9n,i 9n,i+m+n 
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Remarque: 

Pour simplifier les notations, on a supposé f0(xj) = 1, j = i, ... , i+m+n. Sinon on remplace 
les deux premières lignes du numérateur respectivement par o,- fdo(xi), ... ,- fi+m+nfo(xi+m+n) 
et 9o( x), 9o,i, ... , 90,i+m+n la première ligne du dénominateur par 9o,i, ... , 90,i+m+n· On a également 
la même forme: 

Ri(m n· x)= R(i) (x)= 
' ' m,n 

0 -fi 
9o(x) 1 
9t(x) 9t,d9o,i 

9m(x) 9m,d9o,i 
9t(x) 9t,d9o,i 

9n(x) 9n,d9o,i 
1 

9t,d9o,i 

9m,d9o,i 
9t,d9o,i 

On définit les transformations auxiliaires suivantes: 

-gn(x) -gn,i 
go( x) 1 
9t(X) 9t,i 

9m(x) 9m,i 
9t(x) 9t,i 

Hgi(m, n; x)= 
.9n-I(x) 9n-l,i 

1 
9I,i 

9m,i 
9I,i 

9n-l,i 
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-fi+m+n 
1 

9I,i+m+n/ 90,i+m+n 

9m,i+m+n/ 90,i+m+n 
'9t,i+m+n/ 90,i+m+n 

'9n,i+m+n/ 90,i+m+n 
1 

9I,i+m+n/ 90,i+m+n 

9m,i+m+nf 90,i+m+n 
'9t,i+m+n/ 90,i+m+n 

'§n,i+m+n/ 90,i+m+n 

-.9n,i+m+n-1 
1 

9I,i+m+n-1 

9m,i+m+n-l 
9t,i+m+n-1 

.9n-l,i+m+n-1 

1 
9I,i+m+n-1 

9m,i+m+n-1 
9I,i+m+n-1 

9n-l,i+m+n-l 
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-gm(x) -gm,i -gm,i+m+n-1 
go( x) 1 1 
91(x) 91,i 91,i+m+n-1 

9m-1(x) 9m-1,i 9m-l,i+m+n-1 
Yt(x) 91,i Y1,i+m+n-1 

Vg'(m,n;x) = 
Yn(x) 9n,i 9n,i+m+n-1 

1 1 
91,i 91,i+rn+n-1 

9m-1,i 9m-1,i+m+n-1 
91,i 91,i+m+n-1 

Yn,i Yn,i+m+n-1 

Remarques: [23) 

1. Les expressions pour Hg'(m,n;x) et Vg'(m,n;x) ont le même numérateur et les 
dénominateurs ont une ligne différente. 

(53) 

2. Les expressions pour Hg' ( m - 1, n; x) et V g' ( m, n - 1; x) ont le même dénominateur 
et les numérateurs ont une ligne différente. 

Si N + 1 points d'interpolation sont donnés, après ces définitions, on a les algorithmes 
suivants [23): 

1. Initialisation: 

Pour m,n = 1,2, ... ,N et pour i = 0,1, ... ,N -1 

V g'(m, 1- m; x)= Hg'( rn, 1- m; x)= 9~,m(x) 

V g1(1- n, n; x)= Hg'(1- n, n; x)= Y'o,n(x) 

où 9~,m(x) = 9m(xi) · go(x)- 9m(x) 

Y~,n(x) = Yn(xi) · go(x)- Yn(x) m,n = 1,2, ... 
et 9o(xj) = 1, 9m(Xj) = fm(Xj), Yn(xj) = fn(Xj) · f(xj) 

2. Pour k = 2,3, ... ,N. 

pour m = N, N - 1, ... , k - N. 

pose n =k-m 
pour i = 0, 1, ... , N- k. 

j = i, ... , i+m+n 

(54- A) 

(54- B) 

. i D.Hg'(m -1,n;x) i 
Hg'(m,n;x)=Hg(m-1,n;x)- D.V .( 

1 
) ·Vg(m,n-1;x) 

g' m,n- ;x 
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...... (54- C) 

V '( ) V '( ) ll.Vg'(m,n -1;x) H '( 1 ) g m, n; x = g m, n - 1; x - AH .( ) · g m - , n; x 
~ g' m -1,n;x 

······(54- D) 

3. Pour i = 0, 1, ... , N défini R'(O, 0; x) = fi 

pour n = 1,2, ... , N. 

pour i = 0, 1, ... , N- n. 

Rï(O ) Ri(O 1 ) ll.~(O,n -1;x) H i(O ) 
,n;x = ,n- ;x- ll.Hgi(O,n;x) · g ,n;x 

pour m=1,2, ... ,N. 

pour i=0,1, ... ,N-m. 

Ri( 0) Ri( 10) .D.~(m-1,0;x) V'( 0) 
m, ;x = m- , ;x - .D.Vg'(m,O;x) · g m, ;x 

pour m,n = 1,2, ... ,N. 

pour i = 0, 1, ... , N- rn- n. 

Ri( ) Ri( ) À.~(m,n-1;x) H '( ) m, n; x = m, n - 1; x - AH .( ) · g m, n; x 
~ g' m,n;x 

ou bien · · · · · · (54 - E) 

Ri( ) Ri( 1 ) .D.R'(m -1,n;x) V '( ) m, n; x = m - , n; x - AV .( ) · g m, n; x 
~ g' m,n;x 

······{54- F) 

Les algorithmes précédents peuvent bien fonctionner, à condition que l'ensemble des fonctions 
({g,(x)}~1 , {9ï(x)}f::1] forme un système de Chebyshev complet sur l'ensemble des points 
d'interpolation. Si il forme seulement un système de Chebyshev qua.sicomplet, dans ce ca.s, 
il peut arriver que deux termes adjacents soient égaux; il faut alors utiliser des algorithmes 
spéciaux (23, p.112] pour éviter la situation de singularité. 

Si l'on n'impose aucune condition, c'est-à-dire que de telles singularités ne sioent pa.s 
forcément isolées [24], la. méthode ci-dessus n'est pa.s suffisante et il faut chercher une autre 
méthode, qui est plus générale. Voyons d'abord le théorème suivant: 
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Théorème 8: 

Ri(m, n; x) 
Vgi(m+1,n;x) 

V gi(m+m', n-m'+1; x) 
Hgi(m, n+1; x) 

H+m'+n'(m, n; x) 
V gi+m'+n' (rn+ 1, n; x) 

Vgi+m'+n'(m+n', n-m'+1; x) 
Hgi+m'+n'(m, n+1; x) 

Hgi(m-n'+1, n+n'; x) Hgi+m'+n'(m-n'+1, n+n'; x) 
1 . . . . . . . . . 1 

Id 

i = 0,1, ... ,N-m-m'-n-n' m'n'> 0 ' -
1 1 

(55) 

où: la notation dénote le dénominateur, où l'on remplace la première ligne 
Id 

du numérateur par 1, ... , 1. 

Hi(m+m'-1, n+n'; x) 

Hgi(m-n', n+n'; x) 
Vgi(m,n;x) 

Vgi(m+m' -1, n-m'+1; x) 
Hgi(m-1, n+1; x) 

Hgi+m'+n'-l(m-n', n+n'; x) 
V gi+m'+n'-l(m, n; x) 

V gi+m'+n'-1(m+n' -1, n-m' +1; x) 
Hgi+m'+n'- 1(m-1, n+1; x) 

Hgi(m-n'+1, n+n' -1; x) Hgi+m'+n'- 1(m-n'+1, n+n' -1; x) 
-~~~--------------~--------------~----------------~ 1 . . . . . . 1 

Id 

i = O,l, ... ,N-m-m'-n-n'+l n'~ 1 
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Vi(m+m', n+n' -1; x) 

V gi(m+m', n-m'; x) 
Hgi(m,n;x) 

Hgi(m-n'+1, n+n'-1; x) 
V gi(m+1, n-1; x) 

V gi+m'+n'-1(m+m', n-m'; x) 
Hgi+m'+n'-l(m, n; x) 

Hgi+m'+n'- 1(m-n'+1, n+n' -1; x) 
V gi+m'+n'-1(m+1, n-1; x) 

V gi(m+m' -1, n-m'+1; x) Vgi+m'+n'-1(m+m'-1, n-m' +1; x) 
- ~------------------~----------~--~------------------~ 1 . . . . . . 1 

Id 
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0 -li 9o(x) 
1 0 

9t (x)/ 9o (x) 91 ,i - 91 (x)/ 9o (x) 

9m(x)/go(x) 9m,i- 9m(x)/go(x) 
9t (x)/ 9o (x) 9t ,i - 9t (x)/ 9o (x) 

-fi+m+n 9o(x) 
0 

9t,i+m+n- 9t(x)Jgo(x) 

9m,i+m+n- 9m(x)/go(x) 
9t,i+m+n- 9t(x)/9o(x) 

9n(x)/9o(x) 9n,i- 9n(x)/9o(x) 9n,i+m+n- 9n(x)/9o(x) 
-~~~~~~--~~~~----~~~~~~~~ 

1 1 

li 9o(x) 
Bb,1 (x) 

9b,m(x) 
9b,t (x) 

9t,i- 9t(x)/go(x) 9I,i+m+n- 9I(x)/9o(x) 

9m,i- 9m(x)/go(x) 
9t,i- 9t(x)/go(x) 

9m,i+m+n- 9m(x)/9o(x) 
9t,i+m+n- 9t(x)/9o(x) 

H(O,O;x) 
Vgi(l,O;x) 

Vgi(m,1-m;x) 
H9i(0,1;x) 

Ri+m+n(O,O;x) 
v gi+m+n(1, 0; x) 

V gi+m+n( m, 1-m; x) 
Hl+m+n(O, 1; x) 

9b,n(x) 9b~m+n(x) Hgi(l-n,n;x) Hl+m+n(l-n,n;x) 
-1 . . . . . . . . . 1 1 . . . . . . . . . 1 

Id Id 

qui correspond à la relation (55) avec m = 0, n =O. 
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Soient ir (m', n'; x) les quantités obtenues par application des algorithmes (54 - A - F) 
avec les initialisations: 

.Rï(O,O;x) = Ri(m,n;x) 

Vgi(j, 1-j;x) =V gi(m+j, n+1-j; x) 

Hgi(l-j,j;x) = Hgi(m+1-j,n+j;x) 

. . 1 1 
J = ' ... ,rn. 
. 1 1 J = ' ... , n. 

m,n fixés 

Alors Ri(m';n';x) est donné par l'expression déterminantale (55) du théorème. Mais dans 
les algorithmes (54 - A "' F) chaque étape est obtenue à. partir de la précédente. Donc 
H(m',n';x) est la (m+n+m'+n')ième étape avec les initialisations usuelles. On a donc 
k(m', n'; x)= H(m+m', n+n'; x). 

La démonstration est similaire pour la relation (56); on a: 

-9n(x) -gn,i -gn,i+m+n-1 1 1 
9o(x) 1 1 
91(x) 91,i 91,i+m+n-1 

91,i 91,i+m+n-1 

Hgi(m,n;x) = 
9m(x) 9m,i 9m,i+m+n-1 1 9m,i 9m,i+m+n-1 

g1(x) 91,i 91,i+m+n-1 
91,i 91,i+m+n-1 

-
9n-1 (x) 9n-1,i 9n-1,i+m+n-1 

9n-1,i 9n-1,i+m+n-1 

On fait la même chose que l'obtention de la relation (58) et l'on trouve: 

9~,n(x) 
Yb,1 (x) 1 ......... 1 

Hyî(m, n; x)= Yb,m(x) 
9~,1 (x) 

Hgi(1-n,n;x) 
Vgi(1,0;x) 

Vgi(m, 1-m; x) 
Jigi(O, 1; x) 

Hgi(2-n, n-1; x) 

jji+m+n-1(x) ;:,O,n-1 

Hgi+m+n-1(1-n, n; x) 
V gi+m+n-1(1, 0; X) 

Vgi+m+n-1(m,1-m;x) 1 
Hgi+m+n-1(0, 1; x) 

Hgi+m+n-1(2-n, n-1; x) 
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qui correspond à la relation (56) avec m = 1, n =O. Après, on fait le même raisonnement que 
dans la 2ième partie pour l'obtention de la relation (55) et l'on obtient la relation (56). 

La relation (57) est démontrée par la même façon en échangeant les rôles de m et den . 

• 
Dans la relation (55), si m'= 1,n' = 0, on retrouve la relation (54- F), si m'= O,n' = 1, 

on retrouve la relation (54- E). 

Dans la relation (56), si m' = n'= 1, on retrouve la relation (54- C). 

Dans la relation (57), si m'= n'= 1, on retrouve la relation (54- D). 

Dans les relations (55), (56), (57), si l'on prend m'et n'supérieurs à 1, on obtient donc les 
algorithmes pour passer des singularités qui ne sont pas forcément isolées. 

Un résultat immédiat qui s'obtient à partir du théorème 8 est le: 
Corollaire: 

Ri(m,n;x) 
Vgi(m+1,n;x) 

Ri+m'(m,n;x) 
V gi+m' (m+1, n; x) 

Vgi(m+m', n-m'+1; x) Vgi+m'(m+m', n-m'+1; x) 
1 ......... 1 

Id 

i = 0,1, ... ,N-m-m'-n. et m'~ 0 

Ri(m,n;x) 
Hgi(m, n+1; x) 

Ri+n'(m,n;x) 
Hgi+n'(m, n+1; x) 

Hgi(m-n'+1, n+n'; x) Hgi+n'(m-n'+1, n+n'; x) 
1 ......... 1 

Id 

i = 0, 1, ... ,N -m-n-n'. et n'~ 0 
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Hgi(m, n+1; x) 
V gi(m+1, n; x) 

Hgi+m'(m, n+ 1; x) 
Vgi+m'(m+1, n; x) 

V gi(m+m', n-m'+1; x) V gi+m'(m+m', n-m'+1; x) 
1 . . . . . . . . . 1 

Id 

i = 0, 1, ... ,N -m-m'-n-1. et m'~ 0 

Vgi(m+1,n;x) 
Hgi(m, n+l; x) 

Hgi+n'(m+1, n; x) 
Hgi+n'(m, n+1; x) 

Hgi(m-n' +1, n+n'; x) Hgi+n'(m-n' +1, n+n'; x) 
1 . . . . . . . . . 1 

Id 

i = O,l, ... ,N-m-n-n'-1. et n'~ 0 

Dém: Dans le théorème 8, on prend m'= 0, n'= 0, n'= 1, m'= 1 respectivement. 

(62) 

(63) 

• 

Maintenant, donnons quelques exemples numériques. D'abord, on vérifier que la règle parti
culière du théorème 8 donne le même résultat que l'algorithme habituel (54). Ensuite on donne 
deux exemples en cas d'instabilité numérique. 

Dans les exemples suivants, on prend toujours la famille de fonstions fï( x) = xi i = 0, 1, ... 

Exemple n°8: 

On reprend l'exemple n°1 [23] avec les conditions données 
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1 i Il Xi 1 R'(O, 0; x) 1 

0 0 2 
1 1 3/2 
2 2 4/5 
3 3 1/2 
4 4 6/17 

On obtient le tableau suivant: 

Pour Jl0(2,2;x) avec x= 3.5 

. Algorithme habituel Règle particulière 
Valeur exacte {54) (théorème 8) 

0.415094339622644 0.415094339622641 0.415094339622642 

Si l'on reprend l'exemple n°2 [23] avec les conditions données 

l i Il Xi l R'(O,O;x) 1 
0 1 4 
1 2 1 
2 3 0 
3 4 1 
4 5 2 

On obtient le tableau suivant: 

Pour Jl0(2, 2; x) avec x = 2.5 

Algorithme habituel Règle particulière 
Valeur exacte 

(54) (théorème 8) 
0.0769230769230784 0.0769230769230767 0.0769230769230769 

On voit que dans ce exemple, la règle particulière ainsi que l'algorithme habituel donnent 
presque les mêmes bons résultats. 

Exemple n°9: 

Avec les conditions suivantes: 

lill Xi IR'(O,O;x)l 
0 1 4 
1 2 1 
2 3 0 
3 3.01 0.01 
4 5 2 
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On obtient le tableau suivant: 

Pour JtJ(2, 2; x) avec x = 3 

Algorithme habituel Règle particulière 
Valeur exacte 

(54) (théorème 8) 
0.8615.10 ·!:1 0.4665.10 ·IS 0 

Mais si l'on remplace x3 par 3.0001, on obtient: 

Pour JtJ(2, 2; x) avec x= 3 

Algorithme habituel Règle particulière 
Valeur exacte 

(54) (théorème 8) 
0.7532.10 '2 0.2415.10 13 0 

Exemple n°10: 

Avec les conditions suivantes: 

1 i Il x; 1 R'(O,O;x) 1 

0 0 2 
1 1 1.5 
2 2 0.8 
3 2.01 0.75 
4 4 6/17 

On obtient le tableau suivant: 

Pour JtJ(2, 2; x) avec x = 2 

Algorithme habituel Règle particulière 
Valeur exacte 

(54) (théorème 8) 
0.799999997542881 0.799999999999998 0.8 

Si l'on remplace x3 par 2.0001, on obtient: 

Pour JtJ(2, 2; x) avec x= 2 

Algorithme habituel Règle particulière 
Valeur exacte 

(54) (théorème 8) 
0.799876634475235 0.799999999999714 0.8 

On voit que pour les exemples n°9 et n°10, la règle particulière est beaucoup mieux que 
l'algorithme habituel. 
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