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Introduction 

Ce mémoire présente trois contributions à l'étude des systèmes de réécriture, pris 
comme paradigme du calcul symbolique. n est donc divisé en trois grandes parties, 
correspondant en fait à trois publications ([Car91],[Car92],[CCD93]). 

La première partie présente deux résultats apparemment sans rapport et dont le lien 
de nature technique sera précisé ultérieurement. Nous y illustrons d'abord l'influence 
des sortes sur les propriétés de décision. Ainsi la confluence des systèmes noethériens 
devient indécidable si on ajoute des contraintes de sortes, même très simples. En
suite nous répondons à une question deN. Dershowitz et J.-P. Jouannaud [DJ90]: 
la terminaison des systèmes de réécriture de mots de longueur non-croissante est 
indécidable. 

La problématique de la deuxième partie touche à la modularité. L'idée est de décom
poser l'étude d'un système de réécriture en sous-systèmes en fonction de propriétés 
syntaxiques simples liées aux alphabets sur lesquels on travaille. On obtient ainsi 
la notion d'union disjointe de systèmes de réécriture [Toy87a] et celle plus large 
de composition de systèmes constructeurs [MT91]. Les propriétés intéressantes sont 
évidemment celles préservées par recomposition. De ce point de vue, nous présentons 
ici une palette de résultats. Comme pour les travaux de nos prédécesseurs, le bilan 
est "mitigé~ et confirme qu'il est difficile de conquérir la programmation symbolique 
en la divisant. 

Dans la troisième partie, nous étudions les problèmes d'entourage, c'est-à-dire les 
propriétés du premier ordre construites à partir des atomes facteurt(x): test facteur 
de x (i.e. x entoure t). Certaines propriétés d'incrémentalité de spécifications s'expri
ment ainsi (H. Comon [Com92], D. Plaisted [Pla85], J.-P. Jouannaud etE. Kounalis 
(JK89], Kapur, Narendran et Zhang [KNZ87]). Nous relions l'approche logique et 
l'approche automates (W. Thomas [Tho90] M.O. Rabin [Rab77]); nos résultats di
sent en ce sens que les contraintes d'entourage peuvent être manipulées comme des 
contraintes de sortes classiques. Nous pensons que c'est là l'apport le plus signifiant 

5 
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du présent mémoire. 

Les développements que nous comptons donner à notre travail concernent la dernière 
partie. 

• Concevoir un algorithme de décision empiriquement efficace 

• Peaufiner nos automates afin d'obtenir une présentation minimale des solu
tions. 

• Resserrer les liens avec les techniques de résolution de formules équationnelles 
(H. Comon [ComBS], M.J. Maher [Mah88]) et préciser l'idée que les problèmes 
d'entourage se manipulent comme des sortes en reprenant des algorithmes de 
résolution dans le cadre des algèbres sortées. 

• Définir une classe d'automates plus générale, englobant celle construite par B. 
Bogaert et S. Tison, en autorisant un nombre non borné de tests d'égalités 
entre fils d'un même noeud [BT92]. 

• Etendre nos résultats à des algèbres quotient simples 

Surtout, nous aimerions démontrer ce qui pour l'instant n'est qu'une conjecture: 

La théorie du premier ordre de la réécriture pas à pas est décidable. 

Ce que nous appelons réécriture pas à pas concerne tout problème de réécriture du 
premier ordre (les quantificateurs portant sur les termes), où l'on s'autorise seule
ment des relations binaires t 1 -+1( t2 (t 1 se réécrit en 1 pas en t 2 par une règle du 
système de réécriture R) et non pas leurs clôtures réflexives et transitives -!tR. Dans 
le cas des mots ce problème est une conséquence de la décidabilité de la théorie du 
premier ordre des relations RR (M. Dauchet et S. Tison [DT90]) ou des relations 
rationnelles à délai borné (C. Frougny et J. Sakar<?vitch [FS92]). 

Les trois paragraphes suivants présentent les résultats de cette thèse. 

A Sortes et problèmes de décision 

Nous introduisons ici les résultats dans un ordre différent de celui du chapitre 2. Nous 
présentons d'abord une propriété générale qui permet de mieux situer un résultat 
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sur )es systèmes de réécriture de mots préservant les longueurs, ce dernier résultat 
étant en fait la motivation du chapitre. 

Nous donnons un exemple de propriété décidable classique, de la forme 'flzP(x ), 
qui devient indécidable quand on restreint z à une certaine sorte. n s'agit de la 
confluence des systèmes de réécriture noethériens. 

Soit R un système de réécriture noethérien. Notons P(R, z) la confluence à partir 
de z (xE TI:(X)): P(R,x) ='Vu, v(x .!.Ru 1\ z .!.R v ::} (3y u .!.R y 1\ v.!.~ y)) 

Le théorème de Newman permet de prouver la décidabilité de P(R) = 'flxP(R,x). 

Nous montrons que, pour des systèmes de réécriture de mots, la propriété P(R, S) = 
'fixE S P(R, x), où S est une sorte, est indécidable, même si S exprime simplement 
que x commence par une lettre donnée. On pourrait objecter que les sortes s'expri
ment dans le cadre des termes clos, et que la confluence close est déjà indécidable 
pour les systèmes de réécriture noethériens, sans restriction de sorte. Mais on remar
quera que, dans le cas des mots, la confluence close et la confluence coïncident (Voir 
le lemme d'identification du chapitre 2). Notons que F. Otto démontre dans [Ott87] 
que la confluence sur des classes de congruence est indécidable, mais les classes de 
congruence ne sont, en général, pas reconnaissables. 

Venons-en à notre problème originel. N. Dershowitz et J.-P. Jouannaud posent dans 
[DJ90] le problème de la décidabilité de la terminaison des systèmes de réécriture 
de mots de longueur non croissante. Notre idée était d'utiliser l'indécidabilité de la 
terminaison de machines de Turing particulières afin de démontrer celle des systèmes 
de longueur non-croissante. En 1966, le mathématicien P.K. Hooper en étudiant la 
terminaison des machines de Turing [Hoo66], considère le cas des machines dont la 
taille du ruban est bornée en fonction de la taille de la donnée initiale. Ces machines 
sont aussi appelées automates linéairement bornés (ALB). 

On voit assez facilement comment simuler un ALB avec un système de réécriture. 
Le tableau suivant donne un exemple de traduction possible: 

ALB SDR 
(q,a)- {b,q',Droite) qa- bq' 
(q, a)- (b, q', Gauche) VcE ~ 

cqa- q'cb 

Hooper démontre l'indécidabilité de la terminaison des machines de Turing et des 
automates llnéairement bornés, et suggère d'utiliser ce dernier résultat pour prouver 
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l'indécidabilité de la terminaison des systèmes de réécriture de mots qui préservent 
les longueurs. Dans le même ordre d'idées, F. Otto [Ott86) utilise les ALB dans 
un tout autre but: il réduit le problème du vide des ALB déterministes au pro
blème de 1 'auto-imbrication des systèmes de mots, a.fin de démontrer que celui-ci est 
indécidable. 

Mais il ne faut pas oublier qu'une machine de Turing démarre ses calculs par une 
configuration initiale alors qu'un système de réécriture s'applique à des mots quel
conques. En effet, pour simuler un ALB par un système de réécriture de mots pré
servant les longueurs, il faut commencer les séquences de dérivation sur des mots 
représentant des configurations initiales de l'automate. Sachant que l'ensemble des 
configurations initiales d'un automate constitue un langage reconnaissable (i.e. une 
sorte S), la simulation d'un automate par un système de réécriture revient à res
treindre ce système à la sorte S. L'influence des sortes sur les problèmes de décision 
ne nous garantissant pas l'indécidabilité cherchée comme conséquence directe du 
résultat de Hooper, nous reprenons dans une preuve directe les même principes de 
simulation. 

B Propriétés modulaires 

Il existe des algorithmes de décision pour les propriétés "connues" des systèmes 
de réécriture, mais ils sont souvent inefficaces pour des systèmes ayant un grand 
nombre de règles. C'est pourquoi il est intéressant de savoir si, en découpant un 
gros système en systèmes plus petits, on peut appliquer l'algorithme de décision sur 
ces sous-systèmes et en déduire la propriété du système initial. Bien entendu, cette 
idée est utopique en général. Considérons par exemple le système {a --+ b, b --+ a}, 
ce système n'est pas noethérien bien que chacun de ses sous-systèmes (constitués 
d'une seule règle) le soient. De même, le système {a--+ b,a-+ c} n'est pas confluent 
alors que ses sous-systèmes le sont. C'est pourquoi il est nécessaire d'apporter des 
restrictions. 

· L'exemple de la réécriture dans les mots illustre combien la réunion de systèmes 
travaillant sur un même alphabet boulverse les propriétés des systèmes: considérons 
un alphabet I: et l'opération de concaténation. Dans l'algèbre libre, toute propriété 
du premier ordre des systèmes de réécriture clos est décidable [DT90]. Si on ajoute 
le seul axiome d'associativité de la concaténation on obtient la classe des systèmes 
de réécriture dans les mots qui simulent les machines de Turing et on perd donc 
toute propriété de décision. On trouvera des résultats partiels dans (M. Nivat, M. 
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Benois [NB70]) et (Y. Cochet, M. Nivat [CN71]). 

Face à ce problème, Y. Toyama a eu l'idée de décomposer un système de réécriture 
en sous-systèmes travaillant sur des alphabets disjoints. D a alors posé les définitions 
suivantes: 

Si 7't et :F2 sont deux alphabets gradués, finis et disjoints, et si (.1'11 'R-1) et (.1'2, 'R2) 
sont deux systèmes de réécriture de termes sur :F1 et :F2 alors l'union disjointe 
'R.) e 'R2 de ( :Fl ' 'R.l ) et ( .1'2' 'R-2) est le système de réécrit ure ( .rl u :F2' 'R.l u 'R2). 
Une propriété des systèmes de réécriture est dite modulaire si elle est préservée par 
union disjointe. 

Y. Toyama a montré dans (Toy87b) que la confluence était préservée par union 
disjointe. Da réécrit depuis une preuve simplifiée de ce résultat avec J.VV. Klop, A. 
Middeldorp et R. de Vrijer [KMTdV91). 

ll a également montré que la terminaison n'était pas modulaire, grâce à ce contre
exemple très simple [Toy87a) : 

. { ou (x, y) --+ x } Sment 'R-1 = {F(O, l,x)--+ F(x,x,x)} et 'R-2 = ( ) ou x, y --+y 

Les deux systèmes sont noethériens, mais 'R-1 $ 'R-2 admet une dérivation cyclique: 

F(ou(O, l),ou{O, l),ou(O, 1)) --+ F(O,ou(O, l),ou(O, 1)) 
--+ F(O,l,ou(O,l)) 
--+ F(ou(O,l),ou(O,l),ou(O,l)) 

B. Gramlich a étudié plus en détail des contre-exemples minimaux à la modularité de 
la terminaison [Gra91). Le contre-exemple de Y. Toyama a amené M. Rusinowitch 
(Rus87) à rechercher des conditions suffisantes à la modularité de la terminaison. 
Plus précisemment, il a montré que l'union disjointe de deux systèmes noethériens 
était noethérienne si ni 'R1 ni 'R2 n'avait de règle effaçante (i.e. de règle où le membre 
droit est réduit à une variable) ou si aucun des deux n'avaient de règle duplicante 
(de règle non linéaire à droite). Dans le même ordre d'idées, A. Middeldorp [Mid89b) 
a démontré que la terminaison était modulaire si J'un des deux systèmes ne conte-

. naît ni règle·effaçante, ni règle duplicante. Kurihara et Ohuchi (K090a)ont prouvé 
que la terminaison était modulaire si elle pouvait se démontrer par un ordre de 
simplification. 

Une autre propriété étudiée est la complétude, c'est-à-dire la confluence et la ter
minaison. Barendregt et Klop dans [Toy87b] et Drosten dans (Dro89] donnent des 
contre-exemples à la modularité de la complétude. Cependant, Toyama, Klop et Ba-
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rendregt [TKB89] montrent que l'union disjointe de deux SDR linéaires à gauche et 
complets est un système complet. 

A. Middeldorp étudie dans [Mid89a] certaines propriétés concernant les formes nor
males et prouve que la propriété de tous les termes de posséder une forme normale 
unique est modulaire. Il donne dans sa thèse [Mid91] une vue d'ensemble sur les as
pects modulaires des systèmes de réécriture de termes et étudie plus particulièrement 
]es systèmes de réécriture conditionnels [Mid91). 

Pour notre part, nous étudions la modularité de la décidabilité de l'accessibilité. 
Le problème de l'accessibilité pour deux termes t et t' et un système de réécriture 
'R est de savoir si t se réécrit en t' par les règles de 'R. Ce problème est donc aux 
systèmes de réécriture de termes ce qu'est le problème du mot pour les systèmes 
semi-Thue. Il est indécidable en général mais décidable pour des systèmes quasi
clos (M. Oyamaguchi [Oya86]), c'est-à-dire des systèmes clos à droite ou pour des 
systèmes monadiques. Un algorithme de décision de l'accessibilité pour des systèmes 
clos utilisant les automates d'arbres a été implémenté en Prolog par A. Deruyver 
[DD89], ainsi qu'un algorithme permettant de trouver une dérivation qui transforme 
un terme t en un terme t' (J.-L. Coquidé et R. Gilleron (CG90]). 

Nous démontrons d'une part que la décidabilité de l'accessibilité n'est pas une pro
priété modulaire pour des systèmes de réécritures non linéaires à gauche. D'autre 
part, pour des systèmes linéaires à gauche, on doit prendre en considération la pré
sence ou non de règles effaçantes, c'est-à-dire de règles de la forme l -+ r où r est 
une variable. La décidabilité de l'accessibilité est conservée par union disjointe si les 
systèmes sont linéaires à gauche sans règles effaçantes ou linéaires avec règles effa
çantes. Pour des systèmes linéaires à gauche avec règles effa.çantes, cette propriété 
n'est pas modulaire. Nous nous sommes aussi intéressés à la décidabilité de l'acces
sibilité close, malheureusement cette propriété n'est pas modulaire, même pour des 
systèmes linéaires sans règles effa.çantes. La plupart de ces résultats sont parus dans 
[Car92]. 

L'union disjointe signifie l'union de systèmes de réécriture travaillant sur des alpha
bets disjoints, et représente ainsi une forte restriction. Dans le dernier paragraphe, 
nous présentons des résultats concernant la composition de systèmes constructeurs. 

Un système constructeur est un système de réécriture de termes tel que l'alphabet 
:F peut être partitionné en deux ensembles disjoints V etC de la façon suivante: 

tout terme J(tll" ·, t,.,.), membre gauche d'une règle de 'R, satisfait les conditions 
(fE V) et (tb .. ·, tn E 7c(X)). 
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O+x -+ x 
S(x) +y -+ S(x +y) 

'R= 
Oxx -+ 0 
S(x) x y -+ xxy+y 
/(0) -+ 0 
f(S(x )) -+ f(x) + S(x) 

'R peut se décomposer en 

{ O+x 
-+ x 

'R = S(x)+y -+ S(x +y) C1 = {O,s()} avec 1 0 x x -+ 0 'D1 = {+(,),x(,)} 
S(x) x y -+ xxy+y 

r+x -+ x 
'R _ S(x)+y -+ S(x +y) C2={0,s()} 

2 - /(0) 0 
avec 

'D2 = { +(, ), /()} -+ 

f(S(x)) -+ f(x) + S(x) 

Figure 0.1: Décomposition d'un système constructeur 

Y. Toyama et A. Middeldorp ont montré dans (MT91] qu'un système constructeur 
est complet (confluent et noethérien) s'il peut être décomposé en plusieurs systèmes 
constructeurs complets. Cette notion de décomposition ne nécessite pas que les al
phabets soient disjoints, mais si les deux systèmes partagent un symbole défini, ils 
doivent contenir tous les deux toutes les règles qui "définissent" ce symbole. 

Considérons J'exemple de la. figure 0.1 donné dans (MT91). Les deux systèmes 'R1 et 
'R2 sont complets et entraînent la. complétude de 'R. D'autres auteurs ont également 
cherché à éviter cette contrainte des alphabets disjoints (M. Kuriha.ra. et A. Ohuchi 
(K090b), B. Gra.mlicb (Gra.91]). 

Les résultats que nous obtenons sont les suiva.nts : si 'R1 et 'R2 sont des systèmes 
constructeurs non noethériens dont l'accessibilité est décidable, l'accessibilité de 
'R1 + 'R2 devient indécidable. Si les deux systèmes sont noethériens alors l'accessibilité 
de 'R1 + 'R2 est décidable si les deux systèmes sont linéaires à droite, mais indécidable 
en général. 
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C Réductibilité et automates d'arbres 

Dans cette partie, nous étendons les techniques développées pour décider de la ré
ductibilité inductive d'un terme (D. Plaisted [Pla85]) à la décision de tout problème 
d'entourage. Nous appelons problème d'entourage toute formule du premier ordre 
construite à partir des formules atomiques facteur,(x) indicées par des termes de 
TI:(X) {lire "test facteur de x" ou "x entoure t"). Nous nous plaçons dans le cadre 
des algèbres avec sortes ordonnées. Plus précisément, à tout problème d'entourage 
spécifié en termes logiques, nous associons son pendant algorithmique, qui est un 
automate déterministe d'un genre nouveau. La génération de cet algorithme à partir 
de la formule permet de décider de la validité de la formule, car ceci revient à décider 
si le langage reconnu par 1 'automate associé est vide ou non. 

lnformellement, du point de vue des automates, la classe est nouvelle mais l'approche 
est des plus classiques. En gros, on peut considérer 1 nos automates comme la clôture 
booléenne des automates classiques et de "nouveaux" automates correspondant aux 
formules atomiques d'entourages. A partir de là, on obtient les propriétés de décision 
par un cheminement classique (M.O. Rabin {Rab69),{R.ab77), \V. Thomas {Tho90]). 

On peut aussi considérer que notre travail permet de manipuler toute formule d'en
tourage comme une sorte habituelle. En effet, les sortes usuelles s'identifient aux au
tomates finis d~arbres standards (H. Comon {Com90]) et ici, nous montrons que les 
problèmes d'entourage s'identifient à nos automates AFA, qui jouissent des mêmes 
bonnes propriétés algorithmiques que les automates classiques. Notons d'ailleurs 
que, dans le cas de problèmes linéaires2, on obtient des automates standards. 

Voyons dans quelle mesure nos résultats pourraient être étendus. Notons d'abord 
qu'une propriété d'entourage se réduit (pour sa part non reconnaissable, i.e. non 
exprimable par un automate classique) à la non-linéarité. Nos automates doivent 
donc tester des égalités entre sous-termes. De plus, dans )es automates que nous 
introduisons, le nombre de tests le long de toute branche est borné. On peut se 
poser la question de remplacer les tests d'égalités par des tests de différences. Ceci 
revient (par complémentation) à considérer un nombre non borné de tests d'égalités 

.le long des bra..nches. On obtient alors les ensembles récursivement énumérables de 
termes (J. Mongy [Mon81J) sauf si les tests se font entre fils d'un même noeud (B. 
Bogaert et S. Tison [BT92J). Notons que Muchnik avait dans un autre cadre constaté 
de la même façon J'importance des tests d'égalités entre fils pour les propriétés de 

lCe n'est pas formellement le point de vue développé dans le corps de la thèse mais le lecteur 
familier des automates fera facilement la transcription 

2c'est-à-dire quant les termes t en indice des formules atomiques sont linéaires 
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décision. Nous pourrions étendre la définition de nos automate afin d'autoriser un 
nombre non borné de tests d'égalités entre fils. 

Remarquons enfin que toute forme purement existentielle d'un problème équation
ne] (H. Comon [Com88]) se traduit immédiatement en un de nos automates (voir 
l'exemple donné au début du chapitre 4). Nous comptons approfondir ce rapproche
ment. 



Chapitre 1 

Généralités 

Le premier paragraphe présente informel1ement les notions concernant les systèmes 
de réécriture de termes et les automates d'arbres. Le deuxième paragraphe introduit 
les principales définitions et notations utilisées dans cette thèse. Elles proviennent 
pour la plupart deN. Dersbowitz et J.P. Jouannaud [DJ90]. 

1.1 Quelques notions de bases 

Nous présentons ici brièvement les principales notions concernant la réécriture et 
les automates d'arbres. Dans le premier paragraphe, les principales propriétés des 
systèmes de réécriture sont introduites à l'aide d'un exemple. Puis, nous parlerons 
des théories : théories équationnelles, théories du premier ordre, théories inductives. 
Les automates comme outils de décision sera le thème de la dernière partie. 

1.1.1 Principales propriétés des systèmes de réécriture 

Considérons 1 'exemple classique de la spécification des entiers naturels avec zéro, le 
successeur, l'addition et la multiplication: 

x 
S(x +y) 
0 
xxy+x 

14 

(el) 
(e2) 
(e3) 
{e4) 
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Les entiers naturels sont représentés par les termes 0, S(O), S(S(O)), · · · 

En utilisant ]es équations de la gauche vers la droite, on peut ca.lculer 2 x 2: 

S(S(O)) x S(S(O)) - S(S(O)) x S(O) + S(S(O)) (e4) 
- S(S(O)) x 0 + S(S(O)) + S(S(O)) e(4) 
- 0 + S(S(O)) + S(S(O)) (e3) 
- S(O + S(O)) + S(S(O)) (e2) 
- S(S(O + S(O)) + S(O)) (e2)) 
- S(S(S(O + S(O) + 0))) (e2) 
- S(S(S(O + S(O)))) (el) 
- S(S(S(S(O + 0)))) (e2) 
- S(S(S{S(O)))) {el) 

Cette utilisation uni-directionnelle des équations signifie qu'on utilise le système de 
réécriture associé: 

{ 

x+O -+ x 
x+ S(y) -+ S(x +y) 

xxO-+ 0 
x x S(y) -+ x x y+ x 

Il faut remarquer que le calcul que nous venons d'écrire n'est pas le seul possible 
pour obtenir 2 x 2 = 4. Mais toutes les séquences de réduction partant de S(S(O)) x 
S(S(O)) sont finies, i.e. tout caJcul s'arrête sur un terme irréductible appelé forme 
normale. Cette propriété s'appelle la terminaison (on dit aussi que le système est 
noethérien). De plus tous les calculs aboutissenf au même résultat. Cette propriété 
est la confluence. 

Les systèmes de réécriture confluents et noethériens sont très intéressants car, par
tant d'un terme donné (par exemple S(S(O)) x S(S(O))), quelque soit la stratégie 
utilisée, on est sûr d'arriver au "bon" résultat. 

1.1.2 Historique 

Avec le À-calcul, et la logique combinatoire, les systèmes de réécriture confluents 
et noethériens sont définis pour formaliser la notion de calculabilité. De nombreux 
résultats proviennent de cette branche. Par exemple, la propriété de Church-Rosser 
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(synonyme de confluence) provient de 1 'étude faite par Chur ch et Rosser pour établir 
la consistance du ~-calcul et de la logique combinatoire. 

Nous nous intéresserons surtout à l'étude des théories équationnelles. Le résultat le 
plus célèbre, qui est l'une des bases du développement actuel de la réécriture, est 
le théorème de Knuth et Bendix [KB70). Le but est de vérifier si une égalité tl = v 
donnée est conséquence d'un ensemble E d'équations données (axiomes). Pour cela, 
on construit à partir de E un système de réécriture confluent et noethérien grâce à 
un algorithme de complétion. Ce système fournit un algorithme de décision pour la 
théorie équationnelle E. En effet tl = v est valide dans E si et seulement si tl et v 
ont la même forme normale pour R. 

Par exemple, partant de l'ensemble d'équations: 

(-x)+ x - 0 
{ 

x+O - x 

(x+ y)+ z - x+ (y+ z) 

On obtient le système de réécriture confluent et noethérien : 

(-x)+(x+y) -+ y 
x+O -+ x 

-0 -+ 0 
-(-x) -+ x 

x+ (-x) -+ 0 
x+((-x)+y) -+ y 

-(x+ y) -+ (-y)+(-x) 

D existe cependant des systèmes noethériens et non confluents qui ne peuvent être 
complétés en un nombre fini d'étapes. 

1.1.3 Théories 

Considérons la théorie équationnelle: 
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z+O - z 
z + S(y) - S(z +y) 

zxO - 0 
z x S(y) - z x y+z 

o~ - 1 
S(z)" - zl' x z 

Le système de réécriture R obtenu à pa.rtir de E en orientant les équations de la 
gauche vers la droite est confluent et noethérien. La théorie équationnelle de E est 
décidable car u = v si et seulement si u et v ont la même forme normale pour R. 

Cependant, on peut écrire des formules plus complexes dites du premier ordre. Une 
formule du premier ordre est une formule qui s'écrit à l'aide des connecteurs logiques 
(A, V,-.), des quantificateurs ('v', 3), d'opérateurs et de prédicats définis. Une théorie 
du premier ordre est dite décidable si l'on peut décider de la validité de toute formule 
du premier ordre. 

Il peut aussi être intéressant de se restreindre aux termes clos. On se situe alors dans 
l'algèbre initiale, et on peut parler de la théoriE inductivE d'un ensemble d'axiomes 
E. 

Sur l'exemple précédent, l'égalité (x+ y)+ z = z +(y+ z) n'est pas un théorème 
équationnel mais est un théorème inductif (on peut le prouver par une induction sur 
la structure des termes clos). 

Pour décider de la validité d'un théorème dans l'algèbre initiale, on utilise le principe 
de la preuve par induction sans induction (ou preuve par consistance). n consiste à 
ajouter le théorème à démontrer u = v à l'ensemble E et à vérifier que les relations 
de congruences sur les termes clos définies par E d'une part et EU { u = v} d'autre 
part sont les mêmes. On peut prouver ce résultat en démontrant la confluence close 
de E et que les termes u et v peuvent se réécrire en un même terme, pour toute 
substitution close . 

1.1.4 Automates comme outils de décision 

La théorie des automates et la théorie des langages apparurent dans les années 
50. Les motivations étaient diverses: logique, circuits électroniques, compilation, 
linguistique, ... La théorie des automates et des langages reconnaissables devint vite 
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un domaine de recherche fondamentale. Si au départ les structures étudiées étaient 
essentiellement les mots, les notions d'automates et de reconnaissabilité furent vite 
étendues au mots infinis, aux arbres finis ou non, n-uplets, graphes, ... 

Les automates finis d'arbres sont, exprimés en un autre vocabulaire, des définitions 
de signatures d'algèbres sortées (H. Comon (Com90]). A chaque sorte de la signature 
correspond un état de l'automate. Les inclusions de sortes se traduisent par des 
f-transitions. Cette remarque est illustrée par la signature et l'automate donnés 
figure 1.1, permettant de définir les listes d'entiers. 

L'idée de considérer les automates comme outil de décision n'est pas neuve puisque, 
dans les années 60, les automates sur les mots et arbres infinis avaient été intro
duits comme outil de décision pour des problèmes de logique (Büchi, Doner, Mac 
Naughton, Rabin, ... ). En particulier, Rabin développa la théorie des automates 
d'arbres infinis pour résoudre le problème de la décidabilité de la théorie monadique 
du second ordre et en déduisit la décidabilité d'un grand nombre d'autres théories 
([Rab69],[Rab7ï)). W. Thomas fournit dans [Tbo90] une étude détaillée des proprié
tés des automates de mots et d'arbres, finis et infinis, et de leurs connections avec la 
logique. Plus récemment~ M. Daucbet et S. Tison ont démontré grâce aux automates 
d'arbres finis que la théorie du premier ordre de la réécriture close était décidable 
[DT90], i.e. toute propriété des systèmes de réécriture clos exprimée par une formule 
du premier ordre est décidable. 

L'idée des preuves "à la Rabin" est d'associer à une formule atomique un langage 
(de mots, d'arbres, ... ) reconnaissable, et ainsi de coder l'ensemble des éléments du 
domaine satisfaisant la formule par un reconnaissable. Chaque connecteur logique 
correspond alors à un opérateur Booléen ou à une projection et donc si la classe 
des reconnaissables concernée est fermée par les opérations Booléennes (union, in
tersection, complémentaire) les projections et projections inverses, chaque formule 
sera codée par un reconnaissable. Donc, finalement, si le vide est décidable, on peut 
décider de la validité de toute phrase. · 

· 1.2 Définitions et notations 

1.2.1 Termes, sous-termes 

On considère un alphabet fini gradué 1:, c'est-à-dire un alphabet dont toutes les 
lettres possèdent une arité unique dans lN. Les éléments d'arité 0 sont appelés 
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On définit )es sortes Nat (entier naturel), ListeEntiers (liste d'entiers) et Liste!\on
Vide (liste non vide d'entiers) par la signature: 

0: Nat 
suce: Nat~ Nat 

# : ~ ListeEntiers 
suiv: Nat x ListeEntiers ~ ListeNonVide 

ListeNon Vide sous-sorte de ListeEntiers 

Un terme t de la sorte ListeEntiers a pour forme: 
SUl V 

/ ' SU CC" 

1 

0 

.. 
SUl V 

/'-. 
suce # 

1 

0 

Soit J'automate ascendant Â = (E, Q, Qf, 'R) avec 

E - {O,succ(),#,suiv(,)} 

Q - { qNa." qu:' 9LNV} 

Q, - Q 

'Rest J'ensemble des transitions: 
o- q'!' .. l suce- qN .. , 

J 1 1 
9Na\ suce 

1 1 
z z 

suiv- 9LNV 

/ " 1 
9Nat 9LE sui v 

1 1 /''-. 
z JI z Il 

La sorte ListeNon Vide est le langage reconnu par Â quand on prend 9LNv comme 
état final. 

Figure 1.1 : Correspondance entre sortes et automates 
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constantes. On suppose que E contient toujours au moins une constante. On no
tera :En le sous-ensemble de :E qui contient toutes les lettres d'arité n. 

Soit X un ensemble dénombrable de variables. 

L'ensemble TI:( X) des termes sur EUX est défini comme étant le plus petit ensemble 
pour lequel 

-X Ç T1:(X) 

- b(t1, · · ·, tn) E T:~:(X) pour tout bE En avec n > 0 et t 1 , • • ·, tn E T:~:{X). 

Un terme est vu comme un arbre. Sa racine est le symbole qui apparaît à son sommet, 
c'est-à-dire, le symbole le plus à gauche en notation fonctionnelle. Par exemple, le 
terme f(g(a),b(x,g(a),y)) a pour racine f et peut être représenté par l'arbre dessiné 
figure 1.2 

L'ensemble T:r(0), noté T:r, est l'ensemble des termes clos sur E. 

L'ensemble des variables d'un terme t est noté V(t). Un terme est dit linéaire si 
aucune variable n'apparaît deux fois dans ce terme. Par exemple, le terme de la 
figure 1.2 est linéaire. 

/ f 'h/ noeuds internes = symboles de fonctions 

1 /1\ 
a 1 ~ i ~ feuilles = variables ou constantes 

noeuds = feuilles ou noeuds internes 

Figure 1.2: arbre de TI:(X) 

. La position d'un sous-terme dans un terme est une liste d'entiers qui indique le 
chemin de la racine jusqu 'au sous-terme. Pour représenter la position de la racine, 
on utilise le symbole f. Le sous-terme à la position l dans le terme t est noté t 11 et 
est défini récursivement par : 

{ 
Si l = f alors t l1 = t 
Si 1 = i.l' alors tl1 = td1• où ti est le ième fils de t 



1.2. Définitions et notations 21 

Par exemple, si J'on considère Je terme t de la figure 1.2, le sous-terme de t à la 
position 2.2 est g(a). 

Pa.r extension, on parlera de la position d'un noeud a, au lieu de la position du 
sous-terme de t de racine a. 

La longueur d'une position pest 0 si pest t, et vaut le nombre d'entiers composant 
p sinon. Par exemple, la longueur de 1.10.5, notée 11.10.51 vaut 3. 

Un sous-terme de t est dit propre s'il est différent de t. 

Soit p une position dans l'arbre t. Chemin(p) est l'ensemble des positions préfixes 
de p Par exemple, Chemin(1.3.2.1) = {t, 1, 1.3, 1.3.2, 1.3.2.1} 

La hauteur d'un arbre est la plus grande longueur de ses positions et sa tailh est le 
nombre de noeuds qu'il comporte. Par exemple, la longueur de l'arbre t (figure 1.2) 
est 3 et sa taille est 8. On écrira par la suite 1 t 1= 3 et Il t Il= 8. 

1.2.2 Substitution, filtrage, unification 

Une substitution u est une application de X dans T:t(X) distincte de l'identité pour 
un nombre fini de variables. u est déterminée de manière unique par l'image de ces 
variables. On l'écrit donc sous la forme {x1 1-+ th···, Xn 1-+ tn} avec (V'i E [1, n] ti :f 
Xi)· 

On étendu à T:t(X) en posant: V'f E En, V'tl"·,tn E T;t(X), u(f(tl, ... ,tn)) = 
f(u(tJ), · · ·, u(t,.)) 

Un exemple est donné figure 1.3 

u = { x 1-+ a, y 1-+ g(a)} 

u(t) = f 
/' a h 

/l' aff 
a a 

Figure 1.3 : comment appliquer une substitution 
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Le domaine d'une substitution q est l'ensemble des variables qui ne sont pa.s envoyées 
sur elles-mêmes. 

Une substitution {x1 ....,. t1 ,···,xn....,. tn} telle que tous les termes ti sont clos est 
appelée substitution close. La. substitution décrite figure 1.3 en est une. 

La composition des substitutions o et fJ se note o.{J ou plus simplement ofJ et est 
définie par o.{J(x) = o{J(x) = o(fJ(x)). 

Un terme test une instance d'un terme 8 si t = u(s) pour une substitution u. Dans 
ce ca.s on écrit s ~ t et on dit que 8 filtre t. La relation > est un préordre sur les 
termes appelé filtrage. 

Soient u une substitution, et t un terme de Tr.(X). Si u(t) est un terme de Tr. alors 
q est appelée instanciation close de t. 

Soient t et u deux termes. On dira que t est facteur de u ou que u entoure t s'il 
existe un sous-terme s de tt tel que s est une instance de t. Par exemple, dans la 
figure 1.4, t' est facteur de t. 

t et t' termes de Tr.(X) sont unifiables s'i1 existe une substitution u tel1e que 
u(t) = u(t'). Pour tous t et t'unifiables, il existe une substitution u la plus générale 
(Plotkin [Plo72]). Cette substitution est couramment appelée mgu{t,t'). L'unifié de 
tet t', noté unifié.(t, t'), est obtenu par application sur t (ou t') de cette substitution 
u. Un exemple est donné figure 1.5. 

1.2.3 Décidabilité 

Un problème P dépendant des données d1 , • • ·, dn est décidable s'il existe un pro
gramme capable de calculer si, pour toutes les valeurs de d11 • .. , dn, P( d1 , .. ·, dn) 
est vraie ou fausse. 

Par la suite, pour démontrer qu'un problème P est décidable, on exhibe le pro
gramme permettant de calculer la valeur de vérité de P en fonction des données 
dont elle dépend. Par contre, on montre que P est indécidable en se ramenant à 
l'existence d'une solution au problème de correspondance de Post. 

Problème de correspondance de Post {Pos.f6} Le problème de correspondance 
de Post P( c.p, .,P) sur un alphabet X est donné par deux morphismes c.p et ..p de r 
dans x·. P( c.p, .,P) admet une solution si et seulement s'il eziste m1 dans J+ tel que 
c.p(mJ) = .,P(mi ). 
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t = f 
/ 'r 
a(~ 

/ a /1\ 1 ag z 
a 1 

a 

t'= f 

~' /' y 
x a 

Figure 1.4 : t' est facteur de t 

t = f 

.f 'r 
/' y g 

1 a 

t'= f 
/ ,, 
' x a 

mgu(t,t') = {x+-+ g(a), x'+-+ f(y,g(a))} 

s = f 
/ 'r ' /' 
a y ' 

a 

Figure 1.5: s = unifié(t,t') 

23 
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E.L. Post a démontré que l'existence d'une solution à ce problème était indécidable 
[Pos46). 

1.2.4 Systèmes de réécriture 

Définitions 

Une règle de réécriture est un couple (1, r) de termes qui se note 1 -+ r, tel que 
V(r) C V(l). 1 est appelé membre gauche de la règle et r, membre droit. 

Un ensemble 'R de règles de réécriture est appelé système de réécriture. Par la suite, 
nous considérons toujours des ensembles finis de règles. Nous abrègerons parfois 
"système de réécriture" par "SDR". 

Soit t un terme et 'R un système de réécriture. S'il existe une position p dans t et 
une règle 1 -+ r de 'R telles que 1?: tlp alors tjp est appelé rédex . Ça signifie qu'il 
existe une substitution u telle que tl" = u(l). On réécrit le terme t par application 
de la règle l -+ r sur le rédex tjp en remplaçant tiP par u(r) dans t. La figure 1.6 
schématise ce pas de réécriture. On écrit t -+" t' si t se réécrit en t' par une règle 
de 'R. Quand i] n'y a pas d'ambiguïté pour 'R, on écrit souvent-+ au lieu de-+". 

La relation -+~ est appelée relation df réécriture, ce qui signifie qu'elle est close: 

- par application de contexte: l'application d'une règle à un sous-terme ne dépend 
pas de son contexte. Si t -+" t' alors C[t] -+" C[t1 

- par substitution: si t -+~ t'et u substitution, alors u(t) -+" u(t'). 

Pour toute relation de réécriture, sa clôture symétrique, sa clôture réflexive et sa 
clôture transitive sont aussi des relations de réécriture. 

Nota ti ons utilisées : 

-+ relation de réécriture 
...!t clôture réflexive-transitive 
.±. clôture transitive 

Une dérivation dans 'Rest une séquence to -+Jl t 1 --+Jl · · · 

~ est appelée dérivabiliti. 
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l --+ r règle de 1?. 

1~ s donc il existe une substitution CJ telle que s = u(l) 

t 

s = tlp v= u(r) 

u contexte de s 

Figure 1.6 : t -+~ t' 
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Un système de réécriture clos est un système où les membres des règles sont clos, 
c'est-à-dire sans variables. Ces systèmes ont été largement étudiés dans [DT85], 
[DHLT87), [DG89), [Koz77), [Oya86), (Oya87], [DT90] ... 

Un système de réécriture est linéaire si les membres des règles sont linéaires. 

Un système est linéaire à gauche (resp. linéaire à droite) si les membres gauches 
(resp. droits) des règles sont tous linéaires. 

Un système de réécriture de mots ou système semi- Thue est un système dont les 
membres gauches et droits des règles sont des éléments de T:t1 ( {x}). 

Un système de réécriture de mots de longueur non croissante est un système où les 
règles 1-+ r sont telles que Ill ~ lrl 
Un système de réécriture de mots préservant les longueurs est un système où les 
règles l-+ r sont telles que Ill = lrl 

Propriétés 

Un système est noethériw si et seulement s'il n'existe pas de chaine de dérivation 
infinie t 0 -+~ t 1 -+7< • • •. On dit aussi que le système termine. Cette propriété est 
indécidable en général, même dans le cas d'une seule règle linéaire à gauche (M. Dau
chet [Dau89]), mais est décidable pour un système clos (Huet et Lankford [HL 78]). 
Nacbum Dershowitz dans {Der87] décrit des méthodes permettant de prouver qu'un 
système termine. 

Un système est confluent si et seulement si 

T/xT/yT/z E T1:(X) (z ~x 1\ z ~y)=> 3t E T1:(X) (x~ t 1\ y~ t) 

Cette propriété est indécidable en général. La confluence est décidable pour des sys
tèmes de réécriture clos. Ce résultat a été démontré par M. Daucbet, T. Heuillard, P. 
Lescanne et S. Tison d'une part ({DT85], {DHLT87]) et M. Oyamaguchi d'autre part 
([Oya87]). Des critères de confluence sont donnés par Huet dans (Hue80] notamment 
pour des systèmes linéaires à gauche. 

Un système est localement confluent si et seulement si 

'Vx'VyT/z E T1:(X) (z-+ x 1\ z-+ y)=> 3t E T1:(X) (x~ t 1\ y~ t) 
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Un système peut être localement confluent sans être pour autant confluent. C'est le 
ca.s du système suivant : 

{
::! 
b--+c 

a--+d 

La. confluence locale est décidable en générale. Dans le ca.s de systèmes noethériens, 
la confluence se ramène à la confluence locale, elle est donc décidable (Théorème de 
Newman [New42]). 

La confluence clo.'>f est la confluence restreinte aux termes clos. Bien sûr, tout 
système confluent est également dos-confluent, mais la réciproque est fausse. Par 
exemple, le système suivant sur ra.lphabet {a, b(), c()} est clos-confluent puisque 
tout terme clos se réécrit en a mais n'est pas confluent. 

{ 

c(a) --+a 

b( x) --+ c( x) 
b(x) --+ x 

Etant donnés un système de réécriture 'R., et deux termes t 1 et t2 , le problèmt 
d 'accessibilit{ pour 'R., t 1 et t 2 est de décider si t 1 -=..1< t 2• 

Ce problème est indécidable en général, mais décidable pour les systèmes quasi-clos 
(i.e. clos à droite) [Oya86] ou pour des systèmes monadiques. 

Pour des systèmes de réécriture de mots, ce problème est plus couramment appelé 
problèmf du mot. Il est indécidable en général. 

1.2.5 Automates d'arbres et langages reconnaissables 

Automates d'arbres 

Un automate ascendant d'arbres (a.a.a..) est un quadruplet .A= (:E, Q, QJ, 'R.) où 

• !: alphabet fini gradué 

• Q ensemble fini d'états 

• Q1 ensemble des états finaux. QJ C Q 

• 'R. ensemble des règles de transition 
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'R. est un système de réécriture où les règles sont de deux formes décrites figure 1. 7. 

ou (ii) q q' 

( f-transition) 

q],·. ·,qMq E Q 
fE En, (n > 0) 
z1, · · ·, Xn variables 

q,q' E Q 

Figure 1. 7: transitions d'un automate ascendant 

Dans le cas d'un automate, la relation de réécriture -+R sur TI:uQ se note 1-.A· 

La lecture d'un arbre par l'automate se fait des feuilles vers la racine. Le terme 
d'automate ascendant provient donc de notre façon de dessiner les arbres, avec la 
racine en haut et les feuilles en bas. Le terme anglais "frontier to root" convient 
mieux car il est indépendant de cette représentation. 

Un a.a.a. est déterministe s'il n'existe pas deux règles de même membre gauche et 
s'il ne contient pas d'f-transition. 

Un a.a.a. est complétcment spiciji{ si pour toute lettre f de Ln et pour tout n-uplet 
d'états ( q1 , • • ·, qn), il existe une transition de membre gauche f(q1 (x1), • • ·, q,.(xn)) . 

• 
Le langage d'arbres reconnu par l'automate .A est L(.A) = {t E T:t 1 t 1-.A q(t), q E 
Q1 }. Par exemple, si ]'automate décrit figure 1.8 a pour état final qb, Je langage qu'il 
reconnaît est L(A) = {b(an(a),am("a)), n,m > 0}. 

n existe une autre définition des règles de transitions (bien entendu équivalente)' où 
'R. est un système de réécriture dos. U suffit de remplacer dans la figure 1. 7 la forme 

• 
(i) par f(q11 • • ·, qn)-+ q. Dans ce cas, L(A) devient {tE T:t 1 t 1-.A q, q E Q, }. 

Théorème 1.2.1 Soit .A un automate Q...<;Cendant d'arbres (a.a.a.). n existe B a.a.a. 
sans f-tranBition tel que L(B) = L(.A) et il existe un a.a.a. déterministe C tel que 
L(C) = L(.A). 

u existe aussi des automates descendants où la reconnaissance de l'arbre s'effectue 
de la racine vers les feuilles. Je ne détaillerai pas ces automates car ils n'interviennent 
pas dans le cadre de cette thèse. 
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a~ qa a ~ 9a a .... 9a b ..... qb 
1 1 1 1 1 / ' ~ a CJa a qo a qo qo 

·1 1 1 1 
1 1 /' z y z y 

z z z z 

Figure 1.8: automate ascendant 

Forêts reconnaissables d'arbres 

Toutes les notions et résultats concernant les automates d'arbres et les forêts re
connaissables sont présentés plus formeUement par F. Gecseg et M. Steinby dans 
[GS84). 

Un langage d'arbres :Fest reconnaissable s'il existe un a.a.a. Â tel que L(A) = :F. 

Une forêt est un ensemble d'arbres, c'est donc un langage d'arbres. 

La classe des forêts reconnues par les a.a.a. est notée REC. En fait les forêts recon
nues par les a.a.a. sont aussi celles reconnues par les automates descendants. On les 
appelle forêts reconnaissables . 

Théorème 1.2.2 REG est closf par union, intersection, complémentarité. 

Théorème 1.2.3 Si :F et :F' sont deux forêts reconnaissables, on peut décider si 
:F = :F', :F = 0, :F c :F'. 

Les automates finis d'arbres sont, exprimés en un autre vocabulaire, des défini
tions de sortes, c'est-à-dire des signatures d'algèbres sortées (H. Comon [Com90]). 
A chaque sorte de la signature correspond un état de l'automate. Les inclusions 
de sortes se traduisent par des E-transitions. Cette remarque est illustrée par la 
signature et l'automate donnés figure 1.1, permettant de définir les listes d'entiers. 

Automates à tests d'égalités 

Les automates à tests sont des automates ascendants dont les règles contiennent 
des conditions utilisant la comparaison de sous-arbres du noeud considéré. Cette 
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comparaison peut prendre différentes formes, suivant l'endroit où se situent les sous
arbres comparés. 

La comparaison peut se faire entre deux sous-termes quelconques, à des profondeurs 
bornées. J. Mongy définit de tels automates appelés RATEG, dans [Mon81]. Mal
heureusement, ils n'ont pas toutes les "bonnes" propriétés souhaitées pour des auto
mates: on ne peut pas décider si la forêt reconnue par un automate de RATEG est 
vide. Si chaque règle ne compare que des sous-termes à profondeur bornée, on arrive 
à propager les contraintes d'égalités et à relier des sous-arbres arbitrairement éloi
gnés, par des comparaisons de proche en proche. Ce phénomène de "chevauchement 
d'égalités" permet de montrer que le vide est indécidable. Les automates que nous 
définissons dans cette thèse permettent aussi des comparaisons entre sous-arbres 
à profondeur bornée, mais pour obtenir la décidabilité du vide, nous n'autorisons 
qu'un nombre borné de tests d'égalités le long de tout chemin. 

Une autre voie consiste à comparer seulement ]es fils de la lettre courante. De cette 
manière chaque arbre n'est comparé qu'à des arbres du même niveau que lui, à 
profondeur 1, et le chevauchement non borné est évité. C'est le cas du travail de B. 
Bogaert et S. Tison ([Bog90), [BT92]) qui définissent une classe d'automates dont 
les règles permettent de tester des égalités et des différence entre fils d'un même 
noeud. Cette classe est close par union, intersection, complémentaire et le vide est 
décidable. 

M. Tommasi a démontré que, dans le cas des automates autorisant des tests à 
profondeur 1 (entre fils) et 2 (entre cousins germains), le vide est indécidable. Mais 
ces automates peuvent tester un nombre non borné d'égalités, ce qui n'est pas le cas 
de ceux que nous définissons au chapitre 4. 



Chapitre 2 

Sortes et problèmes de décision 

Notre premier but est de démontrer que la terminaison des systèmes de réécriture de 
mots de longueur non croissante était indécidable. En effet, ce problème est présenté 
comme ouvert dans [DJ90]. Pour cela, nous utilisons des machines de Turing par
ticulières appelées automates linéairement bornés, dont ]a taille du ruban dépend 
linéairement de la taille de la donnée {la simulation d'un automate linéairement 
borné par un système de réécriture avait déjà été utilisée par F. Otto [Ott86]). Mais 
il ne faut pas oublier qu'une machine de Turing démarre ses ca1culs par une configu
ration initiale alors qu'un système de réécriture s'applique à des mots quelconques. 
En effet, pour simuler un ALB par un système de réécriture de mots préservant les 
longueurs, il faut commencer les séquences de dérivation sur des mots représentant 
des configurations initiales de l'automate. Cette réflexion nous a amené à étudier 
plus généralement le lien entre la décidabilité d'une propriété notée 'P{n, S) sur 
une classe n de systèmes de réécriture et sur un ensemble de termes de sorte S et 
de la même propriété notée 'P(n) où les termes n'ont pas de contrainte de sorte 
(rappelons qu'une sorte est un langage d'arbres reconnaissable). 

Dans ce chapitre, nous démontrons tout d'abord que la terminaison des systèmes de 
réécriture de mots préservant les longueurs est indécidable, que l'on se restreigne ou 
non à des configurations initiales de machines de Turing. On a donc, exprimé dans 
notre formalisme, · 

Terminaison('R préservant les longueurs, S configurations initiales d'un ALB) est 
indécidable, 

et Terminaison('R préservant les longueurs) est a.ussi indécidable. 

31 
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Cela signifie que l'on a pu déduire de l'indécidabilité de la terminaison des automates 
linéairement bornés celle des systèmes de réécriture de mots préservant les longueurs. 

Notre second résultat montre qu'une propriété décidable dans le cas général, peut de
venir indécidable quand on se restreint à des termes d'une sorte donnée. Le théorème 
de Newman permet de montrer que la confluence est décidable pour des systèmes 
de réécriture noethériens. Pour les systèmes de réécriture de mots, cette propriété 
se traduit par: 

Confluence(SDR de mots noethériens) est décidable. 

Nous prouvons dans le dernier paragraphe que: 

Confluence(SDR de mots noethériens, termes commençant par une lettre donnée) 
est indécidable. 

C'est ainsi que, même dans le cas des mots, le théorème de Newman ne s'applique 
plus quand on se restreint à des mots commençant tous par la même lettre, bien que 
ce soit une contrainte reconnaissable très simple. Remarquons que la confluence close 
est indécidable en général mais notre résultat est différent car dans le cas des mots, la 
confluence close et la confluence représentent la même propriété. F. Otto démontre 
dans [Ott87] que la confluence sur des classes de congruence est indécidable, mais 
les classes de congruence ne sont, en général, pas reconnaissables. 

Dans certains cas, on peut directement déduire 'P('R.., S) de 'P('R). Considérons par 
exemple la théorie de la réécriture close. Cette théorie est définie par un langage du 
premier ordre où les constantes sont des termes clos et les prédicats sont associés 
à des relations de réécriture définies par des systèmes clos. On obtient ainsi des 
formules qui sont habituellement utilisées pour définir les propriétés des systèmes 
de réécriture (confluence, confluence locale, ... ). Par exemple, si Rest un système 
de réécriture clos, la confluence deR est définie dans ce langage par la formule: 

"VNv.\fv(Ji(t, u) A R•(t, v))=> 3w(Ji(u, w) A R•(v, w)) 

R-(tb t2) signifie que t 1 se réécrit en t2 en utilisant les règles deR. Rest confluent si 
et seulement si la formule ci-dessus est vraie. M. Dauchet et S. Tison ont démontré 
qu'il existait \Pl algorithme pour décider de la validité de telles formules [DT90], ce 
qui revient à dire que la théorie de la réécriture close est décidable. Pour reprendre 
les notations précédentes, V(systèmes clos) est décidable, où V est la propriété de 
validité des formules. V(systèmes clos, sorteS) est aussi décidable. Ici la décidabilité 
peut se déduire du cas général. En effet, l'automate qui spécifie la sorteS et l'expres
sion tE S se traduisent facilement dans le langage de la théorie: Soit A l'automate 
qui reconnaît la sorte S et soit qs l'état final de A; L'expression t E S est traduite 



2.1. Automates linéairement bornés 33 

par la formule A•(t, qs), où A est c.onsidéré comme un système de réécriture dos. 

2.1 Automates linéairement bornés 

Les automates linéairement bornés ont été créés par J. Myhill [Myh60] en 1960. 

Un automate linéairement borné {ALB) est une machine de Turing déterministe 
particulière, où la taille du ruban est linéairement dépendante de la taille de la don
née. En fait, nous considérons que la taille utilisée pour les calculs est la même que 
celJe de la donnée. Plus formelJement, un ALB est un sextuplet {E, r, Q, q0 , Q J, A) 
avec 

• E un alphabet fini d'entrée 

• r un alphabet fini de travail 

• Q un ensemble fini d'états 

• qo un état initial ( qo E Q) 

• Q, un ensemble fini d1états finaux (QJ ~ Q) 

• A une fonction de transition, de Q x {fU E) dans {rUE) x Q x {D, G} 

A chaque transition, l'automate lit une lettre a11 écrit une lettre a2 à la place de a1 

et se déplace ; 

déplacement vers la droite: {q11 a1)-+ {a2, q2, D) 

1 · .. 1 a1 1 · 1 ... 1 -+ 1 ... 1 a2 1 · 1 ... 1 

i ql i q2 

déplacement vers la gauche: {qt,a1)-+ (a2,q2,G) 

· 1 ... 1 · 1 a1 1· ·· · 1 -+ l ... 1 · 1 a2 1 ... 1 

i ql i q2 

On supposera par la suite que, initialement, le ruban a la forme # < d > #, où #, 
<, > sont des symboles qui ne sont jamais modifiés et d est la donnée. 

On utilise le vocabulaire lié aux machines de Turing: description instantanée, confi
guration initiale, pas de calcul, calcul. 
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• Une description instantanée. (DI) est une écriture # < m1qam2 > # qui 
signifie que l'automate est dans l'état q, lit la lettre a, le mot m 1 est à gauche 
et m 2 à droite. 

• Une configuration initiale est une description instantanée # < qm > # où q 
est un état initial. 

• Un pas de calcul D/1 ...... DI2 signifie que l'on passe de D/1 à DI2 par une 
transition de 1:1. 

• Un calcul est une succession de pas de calcul. 

2.2 Terminaison des systèmes préservant les lon
gueurs 

Pour démontrer que la terminaison des systèmes de réécriture de mots préservant 
les longueurs est indécidable, nous utilisons les automates linéairement bornés. En 
effet, Hooper a démontré que leur terminaison était indécidable [Hoo66]. Notons que 
J.E. Hopcroft et J.D. Ullman ont démontré dans [HU67] que tout ALB peut être 
simulé par un ALB noethérien équivalent. Nous redémontrons le résultat de Hooper 
pour une classe de machines particulières qui restaurent leur configuration initiale 
quand elles bouclent. En effet, cette propriété est importante pour la suite. 

L'idée de notre preuve est la suivante: nous construisons d'abord une classe d'au
tomates linéairement bornés, associée au problème de correspondance de Post: à 
tous morphismes "P et ,P nous associons un ALB qui termine si et seulement si le 
problème de correspondance de Post pour !.p et ,P, noté P(!.p, ,P) n'a pas de solu
tion. Nous appelons cette classe d'ALB Ap05t· On construit ensuite une classe de 
systèmes de réécriture préservant les longueurs, notée RPoct, simulant les automates 
de la classe Ap05t· Les propriétés de ces deux classes nous permettent de déduire 
l'indécidabilité de la terminaison des systèmes de RPoat· 

2.2.1 Construction des ALB associés au problème de Post 

Définition 2.2.1 APost est un ensemble d'ALE déterministes usocié au problème 
dt correspondanCf de Post. 
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APost = {A.pl/1 = (l:,f,Q<P1Ji,{9o},0,~) 1 'Pet tP deux morphismes der vers x·}, 
avec 

- l: = 1 U X U { <, >}, 1 et X sont deuz alphabets disjoints, qui ne contiennent 
aucun des deuz symboles·< et >. 

- r = E U 1 U X, où 1 et X sont deux nouveaux alphabets construits à partir de 1 
et X: 'tl xE X, xE X et ViE 1, "i E 1 

- Q.pt/J est l'ensemblr des étaLç, 9o est l'état initial et il n'y a pas d'état final. 

Qti>IÎ' = { 9o, 91' 92• 9ret• 9reinit, 9recom, 9~et' 9~einit' 9tin} 
U{9.p(i), 1 i E 1 et !;?(i) = 'P(i)t .. ·'P(i)k,, jE [1, k;] si 'P(i) # f} U {9.p(i)o si !;?(i) = e} 
U{q~Î'(i), l i E 1 et t/J(i) = t/J(ih ... t/J(i)r;, jE [l,ri] si t/J(i) # e}U{qt~;(i)o si t/J(i) = e}. 

- 1::1 est la fonction de transition de l'automate. 

Le programme de la figure 2.1 décrit sous une autre forme (plus lisible, je 1 'es
père) que les règles de transition le comportement de l'automate AIPv'· Ce pro
gramme a pour donnée un mot m de (1 U X)"' et boucle si et seulement si rn = 
in··· i2i1XtX2 · · · Xp avec ';?(it ···in) = Xt · · · Xp = t/J(Ït ···in) (cette propriété sera 
démontrée par la suite). 

Au départ, on suppose que l'automate lit la lettre juste à droite de<. On utilise une 
variable lettre qui représente la lettre courante lue par l'automate. Le prédicat 1( a) 
(resp. X(a), lsurligné(a), Xsurligné(a)) est vrai si et seulement si a est une lettre de 
1 (resp. de X, de 7, de X). La procedure surligner(a) remplace sur le ruban la lettre 
a par a. La procédure réécrire(a) fait le contraire. Les alphabets 1 et X permettent 
d'indiquer les lettres qui sont déjà traitées. La procedure rechercher';?( a) recherche 
le mot ~;?(a) sur le ruban et met le booléen stop à Vrai s'il ne le trouve pas. 

Définition 2.2.2 Soit A~, un automatr de Ap01t· Une configuration initiale de A.pt/J 
est convenable si d seulement si elle est dr la forme# < 9om1mx > #, avec mx 
mot de x·, ffi] mot de 1+. 

Lemme 2.2.3 Soit A.pt~; un automate de AP01t· Si la configuration initiale de A.pt/J 
n'est pas convenable, alors la machine s'arrête. 

PREUVE : Par définition, la machine initialement est dans l'état q0 et lit la première 
lettre à droite du symbole <. 
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Programme Acp\'J; 
stop:= faux; état:= qO; 
TantQue non stop faire 

* recherche de la lettre de 1 la plus à droite * 
05 Si X(lettre) alors stop:= Vrai finSi 

TantQue !(lettre) faire état:= ql; direction:= droite; finTQ 
Si lettre = ">" alors stop:= Vrai; sinon direction:= gauche; état:= q2; fin Si 
* on vérifie que m = in • • • i2i1 Xt X2 • • • x'P avec !;?( i 1 • · ·in) = Xt • • • x'P * 
* la tête de lecture est sur la lettre i 1 ou bien stop vaut Vrai * 

10 TantQue (lettre#"<") et non stop faire 
i := lettre; surligner(lettre); 
Si longueur~;?(i) = 0 alors direction:= gauche; état:= qcp(i)o ; 

sinon état:= qcp(ih ; 

* on recherche la première lettre de X non surlignée, sur la droite * 
15 TantQue lsurligné (lettre) faire direction:= droite; finTQ 

TantQue Xsurligné (lettre) faire direction:= droite; fin TQ 
* le ruban est de la forme in··· ijii-l · · · i1X] · · · Xk-tXk ···x, * 
*si xk · • • Xk+q = 'P(i.;) on surligne Xk • • ·Xk+q * 
rechercher.p(i) *stop= Vrai si 'P(i) n'est pas à droite* 

20 * on recherche la première lettre de 1 non surlignée, sur la gauche * 
TantQue Xsurligné(lettre) faire direction:= gauche; finTQ 
TantQue lsurligné(lettre) faire direction := gauche; fin TQ 

fin Si 
finTQ 

25 état := qreinit; Si lettre = "<" alors direction := droite finSi 
* on remplace les lettres surlignées par ]es non-surlignées * 
TantQue lsurligné(lettre) faire réécrire(lettre); direction:= droite; finTQ 
TantQue Xsurligné(lettre) faire réécrire(lettre); direction:= droite; finTQ 
Si lettre :f ">" alors stop:= Vrai; 

30 sinon état:= qrecom; direction:= gauche; *on se positionne sur i 1 * 

35 

TantQue X(lettre) faire direction:= gauche; finTQ 
fin Si 
* On. fait exactement la même chose avec ,P * 
TantQue (lettre#"<") et non stop faire 

Si lettre :f ">" alors stop:= Vrai; 
sinon état:= qfin; • on restaure la configuration initiale* 

T antQue lettre # "<" faire direction := gauche; fin TQ 
direction := droite; état:= qO; 

40 finSi 
finTQ 

fin Programme 

Figure 2.1: Automate Acp\IJ 
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Procédure recherchey(i); 
1 := longueur'Y'(i); 
Pour k := 1 jusqu'à 1 faire 

* On vérifie que )a )ettre )ue est bien la kième )ettre de cp(i) * 
Si lettre = cp(i)k alors 

surligner(lettre); 
Si k # 1 alors 

état:= q..,(i)~o+ 1 ; 

direction := droite; 
sm on 

état := qret ; 
direction := gauche; 

fin Si 
sinon stop := Vrai; exit; finSi 

fin Pour 
fin Procédure 

Figure 2.2: Procédure de recherche de cp( i) 

37 
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• Si la première lettre n'est pas dans 1 alors la machine s'arrête. 

• Sinon, 

- Si le ruban ne contient que des lettres de 1, alors la tête va se déplacer à 
droite, rencontrer le symbole >,et s'arrêter. 

- Sinon, le ruban est de la forme # < i11 • • • i 1x1 ···X fi··· > #. On vérifie 
alors que cp(i1 ) = x 1 • ··x;, cp(i2) = Xj+l • .. x 9, ••• , cp(i11 ) = x"+l .. • ,xf. 
Si ce n'est pas le cas, alors l'automate stoppe (propriété de la procé
dure recbercbecp ). Sinon la description instantanée de la machine est de 
la forme # < 'i; · · ·ltiî · · · Tji · · · > #· En désurlignant les lettres, l'au
tomate s'arrêtera sur la lettre i. 

Donc, si la configuration initiale n'est pas convenable, la machine s'arrête. D 

Par la suite 1 rii1 représente le mot miroir de mJ. 

Lemme 2.2.4 Soit A""11, un automate de APost démarrant d'une configuration ini
tiale convwablc # < q0rii1mx > #. A""11, boucle (en repassant par sa configuration 
initiah) si d seulement si mx= cp(mJ) = 1/J(mJ). 

PREUVE: Si la donnée de départ est le mot m = riirmx avec cp(mr) = t/J(mi) =mx, 
il est facile de vérifier avec le programme de la figure 2.1 que le programme boucle 
en repassant par sa configuration initiale. 

Par contre~ si cp(mJ) ::f mx ou t/J(mJ) ::f mx, le programme s'arrêtera. En effet, 
supposons que cp( mi) ::f mx avec m = i1 ···in et mx = x 1 • • • x 11 • 

- 1er cas: x 1 • .. x 11 préfixe de "P(mi ). 

La procédure recherche:.p détectera que, pour une lettre ide m1, cp(i) n'est pas sur 
le ruban. Donc la variable stop sera mise à Vrai et le programme s'arrêtera. 

- 2ème cas: x 1 • • • x 11 suffixe de cp(mr ). 

Le programme vérifie qu'il n'y a pas d'autres lettres à droite que celles de cp(m1). 

Donc, si x 1 • • • x 11 suffixe de cp( m r), la variable stop sera mise à Vrai grâce à l'ins
truction de la ligne 28. 

- 3ème cas: x1 • • • x 11 et cp( mi) sont incomparables. On arrive alors à la configuration: 

# <in··· ik+l~ · • • i1cp(i1) · · · cp(ik-1 )x,i · '• Xj+q9'1'(ik)qXj+q+1 • • 'Xp > # 
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avec x i+q+l différente de la qi ème lettre de cp( ik)· La variable stop sera mise à Vrai 
dans la procédure recherchecp et le programme s'arrêtera. 0 

On obtient en corollaire de ces lemmes la proposition suivante: 

Proposition 2.2.5 1. La terminaison est indécidable pour la classe A Post. 

2. Si un automate AIPV, de APost boucle pour la donnée d, alors il repasse par sa 
configuration initiale. 

PREUVE: 

0 

1. D'après les lemmes 2.2.3 et 2.2.4, A"""' ne termine pas si et seulement s'il existe 
m1 et mx tels que mx = cp( mi) = tf)(m1 ). Or ce problème est indécidable 
(problème de correspondance de Post). Donc la terminaison est indécidable 
pour les automates de la classe APost· 

2. D'après le lemme 2.2.4, si la machine boucle elle repasse par sa configuration 
initiale. 

Lemme 2.2.6 S'il cxistf un calcul qui boucle à partir d'une configuration quel
conque (pas nécessairement accessible) alors il existe un début de calcul partant d'une 
configuration initiale convenable qui boucle. 

PREliVE : Soit DI une configuration à partir de laquelle la machine A"""' boucle. 

-]er cas: DI est accessible. Cela signifie qu'il existe une configuration initiale à partir 
de laquelle on l'a atteinte. Donc. il existe un calcul partant d'une configuration initiale 
qui boucle. D'après le lemme 2.2.3, cette configuration initiale est convenable. 

- 2ème cas: DI n'est pas accessible. 

Examinons le graphe de dépendance des états de la machine AfP1P, décrit figure 2.3. 
Ce graphe est construit de la manière suivante: si A"""' passe de l'état q à l'état q' 
par une transition, alors il existe une flèche reliant le sommet q au sommet q'. Pour 
simplifier le graphe, on construit un seul sommet pour l'ensemble des états qtP(i)J, 

noté Q"" et un autre pour l'ensemble Q"' des q1P(i)r Notons que dans le programme 
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Figure 2.3: Graphe de dépendance des états 

de la figure 2.1, les points de suspension de la ligne 35 sont à remplacer par ]es lignes 
9 à 27, où l'on écrit ,P à la place de cp, q;et au lieu de q1et 1 et q;einit au lieu de qreinit· 
De plus, on suppose qu'il existe une procédure recberche,P construite sur le même 
modèle que recbercbei.p. 

1. La machine ne boucle pas sur un seul état, ni sur l'un des ensembles Q~ et 
Q,p. 

- Lorsque la machine applique une transition en restant dans le même état, 
alors la tête de l'automate se déplace toujours dans la même direction. Or le 
ruban est fini, à droite comme à gauche. Donc on ne peut pas rester dans le 
même état en effectuant un nombre infini de pas de calcul. 

- Pour l'ensemble Q'P: 

* On reste dans un état q.p(i), si et seulement si j = 1. On se ramène alors au 
cas précédent. 

* Si j > 1 a]ors on passe dans l'état q.p(i),+l (ou alors on sort de Q.p)· Comme j 
ne prend qu'un nombre fini de valeurs, on fait un nombre fini de pas de calcul 
en restant dans l'ensemble QIP. 
* Si j = 0 alors on remplace une lettre de 1 par une lettre de 1, en restant dans 
un état de Q.p. Or, quand la machine est dans un état de QIP, jamais elle ne 
transforme une lettre de Ï en une lettre de 1. Donc le nombre de lettres de 1 
sur le ruban va décroître. De plus, s'il n'y a plus de lettre de 1 sur le ruban, on 
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0 

ne peut plus appliquer de transition en étant dans un état 9op(i)o et en restant 
dans un état de Q'~'. Donc on fait un nombre fini de pas de calcul en restant 
dans Q'~'. 

- Il en est de même pour Q,p. 

2. La machine ne boucle pas sur Q '~' et 9ret : 

Quand on passe de Q'~' à 9reb on a barré au moins une lettre du ruban. Il en 
est de même pour le passage de 9ret à QIP. Dy a un nombre fini de lettres sur 
Je ruban et le nombre de lettres non barrées décroît strictement donc on ne 
peut pas boucler entre Qop et 9ret· On peut tenir le même raisonnement pour 
Qv~ et 9~et 

3. De 1 et 2, on déduit que la machine boucle en repassant par 9o, 9h 92, 9ret, 
9reinit' 9recom, 9~et' 9;einit' 9fin, et par les ensembles Q<P et Q,p. Or, la seule 
façon de repasser par q0 est de restaurer la configuration initiale # < q0m > # 
(lignes 37 à 40 dans le programme). Enfin, d'après le lemme 2.2.3, si la machine 
boucle à partir d'une configuration initiale, alors celle-ci est convenable. 

2.2.2 Systèmes préservant les longueurs 

On construit maintenant une classe RPost de systèmes de réécriture préservant les 
longueurs à partir des automates linéairement bornés définis au paragraphe précé
dent. 

1, X, :E sont les alphabets déjà utilisés pour les ALB de la classe A Post· On construit 
,..__,....,__~_.. 

de nouveaux alphabets : 1, 1, X, X, :E, :E à partir de 1, X et :E, exactement comme 
on avait défini 1 et X à partir de 1 et X. 

On associe à toute machine At.p,p de APost un système 'R.t.p,p de Rp05t, de la manière 
suivante: 

- -(q11a1) -+A.,.., (a2,q2,D) <=>'Va, bE :E a 91 ci; b-+fl.,..,aâ; 92 b 

(qba1) -+A.,.., (a2,q2,G) <=> 'v'a,b E E ab 91 ci;-+fl....,â 92 bQ; 
(intuitivement, a est une lettre située à gauche de la tête de l'automate et â' à 
droite). 
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RPost est bien une classe de systèmes de réécriture de mots qui préservent les lon
gueurs. Soient 'P et 1/.J deux morphismes de 1 dans x·. Pour simplifier les notations, 
on écrit 'R. au lieu de 'R.IF'P, A pour A'P'P et Q pour Q'P'P. Le lemme suivant signifie que -tout mot sur l'alphabet l: U l: UQ contient un ou plusieurs facteurs représentant 

-+ -+ 
des rubans d'ALB. Ces facteurs sont des mots del: .Q. l: , ou plus généralement, - -de (E uQt.(E UQ)*. Nous démontrons par la. suite que les réécritures se font sur 
ces "rubans" de manières indépendantes. Ainsi, la non-terminaison du système de 
réécriture, sur des mots représentant plusieurs "rubans" d'automates linéairement 
bornés est équivalente à la non-terminaison de la machine associée qui ne comprend 
qu'un seul ruban. 

- -Lemme 2.2. 7 Pour tout m de (EU l: UQ)'" 

--soit m E (E UQ)* .(E uQ)"' 

- - -- soit m peut s'écrire df façon unique m1 Q; U1 b1 m2 0'; u2 ~ · · · m,. a: u,. bn mn+l - - -avfC n > 0, ml~"·,mn+l E CE uQt.(E uQt, UJ,···,u,. E Q·, a;, ... ,a:eE, - - -
b11 · · · , bu EL: · 

PREl.:VE : Par induction sur la longueur de m. 

- -1. Si lm 1 = 1 alors m appartient soit à l:, soit à l:, soit à Q. 

Donc mE (~ UQ)• .(:E UQ)*. 

2. Supposons que le lemme est vrai pour tout. mot rn de longueur k fixée, et 
démontrons qu'il reste vrai pour tout mot m.a de longueur k + 1. 

-• 1er cas: a El: UQ. 
. ~ .... ~ .... 

- si rn e· (l: UQ)"' .(l: UQ)"' alors m.a E (l: UQ)* .(l: UQ)*. 
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• 2ème cas: a El:. - -- si rn E (I: uQt .(I: UQ)-, soit rn E (I: UQ)• et alors m.a E (:E uQt, -soit m ~ (E UQ )• et alors m contient au moins une lettre de E. Dans - - -ce dernier cas, m = v1v2 Ü v3 avec v1 E (E UQ)-, v2 E (E UQ)-, ÜEE 
et V3 E Q•. Donc m.a = v1v2 Ü v3a et peut s'écrire de manière unique 

..... ..,_. ~ ... -- ..... ,._ ... 
m1 a1 u1 b1 m2 avec mbm2 E (E UQ)•.(E uQt, a1EE, u1 E Q• et ~EE. -En effet, on choisit m1 = v1v2, Q;=Ü, u1 = V3, ~=a et m2 = f. 

- sinon m = m1 Q; u1 ~ m2 Q; u2 b; · · ·mn ~ Un bn mn+l avec 
... -+ . ..... .... 

n > 0, mh .. ·, mn+l E (E uQt.(E UQ)-, ub .. ·,unE Q-, a1, .. · ,a:EE, ... ...... ...... ... ... .... 
b},"',bnEE. Soit mn+l E (E uQt et a1ors mn+l·a E (E UQt.(:E uQt. - - -Dans ce cas m.a = m 1 Q; u1 b1 m2 Q; u2 b2 · · ·mn ~ Un bn P.n+l avec -Pn+l = mn+l·a· Soit mn+l ~ (I: UQ)• et alors mn+l contient au moins - - -une lettre de E: mn+l = v1v2 Ü v3 avec v1 E (E uQt, v2 E (:E UQ)-, - - -ÜEE et V3 E Q·. Donc m.a =ffi] a; U] bl m2 ... rn,. a: Un b,. P.n+l an+l -
Un+l bn+l ffin+2· En effet, on pose P.n+l = V}V2, an+l=Ü, Un+l = V3, -b "+1 = a et mn+2 = f. Cette décomposition est unique. 

0 

-Corollaire 2.2.8 Tout mot rn qui n'appartient pas à (E uQt .(I: uQt peut être - -dùomposi de manièrf unique en W]W2 ... Wn+1 avec w, EE .(I: uQt.(E uQt. :E .Q· - -pour 1 < i ~ n, et W}, Wn+1 E (E uQt.(E uQt. 

PREUVE: Dans la décomposition donnée par le. lemme 2.2.7, on suppose w1 -

m1 a; u1, w, =~ mi+l a;:l Ui+l pour 1 < i < n, et Wn+l =bn mn+l· 0 

Définition 2.2.9 Lbccurrence d'une lettre x, dans un mot x1 • • ·Xn est la longueur 
d ' t ' d' . u mot X],·· · , x,, t es -a- trt z. 

- -Définition 2.2.10 Soit rn un mot de (E U E UQt. On définit la signature de rn 
par 

- --Si rn E (E uQt.(E uQt alor.r; sa signature est 0. 
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- Sinon, sa signature est 1 'ensemble des occurrences des lettres a: dans la décompo
sition de m décrite par le lemme !.2. 7. 

EXEMPLES: 

• l: = {a, b, c, d, e, J, g} ; m = acf ge. L'occurrence de la première lettre c dans 
m est 2, l'occurrence de la deuxième lettre c est 5. 

•l:={O,l};Q={q} . 
............ ._ .......... 

m =0 1 0 q 0 q 0 1 ; la signature de m est 0 . 
......... ~ ..... ......... .,_ ..... _ 

m =0 1 0 q 0 q 0 1 q 0 01 ; la signature de m est {5, 11}. 

Lemme 2.2.11 La taille et la signature d'un mot m restent inchangées quand rn 
est réécrit par n. 

PREUVE: Soit rn un mot de (l: U l: uQt. 

- -1. Sim E CE uQt.CE uQt alors sa signature est 0. On applique sur m une règle 
den. 

(a) Si c'est une règle de la forme a q1 a;b'-+" a à; q2 b, elle ne peut s'appli

quer que si rn= m1 ëi q1 Q";b m2 avec m1 E {Ï: UQ)• et m2 E {~ UQ)•. 

Alors, en appliquant la règle, on obtient le mot m' = m1 aà; q2 b m2. - -Donc lml = lrn'l = lm1! + lm2! + 4 et m' E (l: uQt.(l: UQ)* donc sa 
signature est vide. 

(b) Si c'est une règle de la forme ab 91 a;-+Ra 92 b'a;, elle ne peut s'appli-.... .... .... ..... 
quer que sim= m1 ab 91 a1 m2 avec m1 E (l: UQ)* et m2 E (E UQ)*. 

On obtient par réécriture le mot m' = m1 a q2 "ba; m 2. Donc lml = - -lm'i = lm1! + lm2! + 4 et m' E (E UQ)*.(E UQ)* donc sa signature est 
vide. 

... .... +- ~ 

2. Sinon, rn s'écrit m1 a; u1 bt m2 a2 u2 ~···mn~ Un bn mn+l, décomposition 
donnée par le lemme 2.2.7. On applique une seule règle de 'R sur m. Celle-ci - -ne peut s'appliquer que sur un mot de (E UQ)* .(E UQ)*. Donc on se ramène 
au cas précédent. D 
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- -Lemme 2.2.12 Soit m un mot qui n'appartient pas à (I: uQt.(I: uQt. Ce mot 
s'écrit w1 • • • Wn+l, décomposition donnée dans le corollaire f.f.B. On a alors: 

(rn~~ t) ~ (t = t1t2 .. · tn+l tel que 'Vi w, ~~ t,) 

PREUVE: 

=>) Soit m = w1 • • • Wn+l· On a démontré grâce au lemme 2.2.11 que les règles de 'R 
ne peuvent s'appliquer que sur les w1• 

Donc (rn~~ t) ::? (t = t1 t2 • • • tn+l tel que 'Vi Wi ~~ ti)· 

<=) Si t = t1 · · · tn+l, et si 'Vi Wi ~~ t, alors il est clair que w1 • • • Wn+l ~~ t1 • · • tn+l· 

Donc rn~~ t. 0 

.... ~ ~· 

Définition 2.2.13 Soit mun mot de la forme av q wb avec q E Q, aEI:, vE:E, 
bE~ et wE~·. On associe à rn la configuration de la machine A : C(m) = avqwb. 

REMARQUE : a et b sont des caractères qui ne sont jamais lus par la machine et sont 
juste des marqueurs de fin de bande (à la place du symbole#). 

-+ -+ 
Lemme 2.2.14 mE I: .Q.:E , m ~~m'~ C(m) -7A C(m'). 

-+ -+ 
PREUVE : Soit rn un mot de :E .Q .:E . 

=>)On associe au mot rn la configuration C(m). Les règles de m sont de deux formes 
possibles: 

(1) â q1 G;b-7~ââ; q2 b pour a et b dans I:. 

(2) ab ql a;-7~Q q2 'ba; pour a et b dans I:. 

• 1er cas: on applique une règle r1 de type (1 ). Pour appliquer r 1 sur m, rn doit 
_,. ~· ~· 

être de la forme vâ q1 G; bw avec ÜEI: et wE:E . Alors C(m) = vaq1a1bw. 

Le mot m' obtenu en appliquant la règle r1 sur m est vaà'; q2 bw. Mais r1 a 
été construite à. partir de la transition (qt,at) -+A (a2,q2,D). Donc C(m) -7A 
C(m'). 
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• 2ème cas: on applique une règle r 2 de type (2). Pour appliquer r2 sur m, m doit -- ..... ..... .. 
être de la forme va b ql Q;üi avec v el: et wel: . Alors C(m) = vabq)a)W. 

Donc m'tel que m --+,.2 m'est m' =va q2 "ba;w. Mais r 2 a été construite à 
partir de la transition (91.a1 ) --+..4 (a2,q2,G). Donc C(m) --+..4 C(m'). 

<=)On suppose maintenant qu'il existe m'tel que C(m) -+A C(m'). Les transitions 
de A sont de deux formes : 

(lbis) (qhal) --+..4 (a2,q2, D) 

(2bis) ( qh ai) --+A ( a2, q2, G) 

C(m) = o:u91a1wf3 avec o:,/3 E 1: et u,w Et·. (En fait les lettres a: et /3 servent de 
marqueurs de fin de ruban). 

• 1er cas: on applique sur C(m) une transition t1 de type (lbis). On associe 
à t1 un nombre fini de règles de type (1 ), en faisant varier les valeurs de a 

-+ -+ 
et b. m est un mot de E .Q.E donc parmi ces règles, il n'y en a qu'une 
applicable sur m (imposée par les valeurs de a et b). Soit r 1 cette règle. Le 

mot m de configuration C(m) peut s'écrire oÜ 91 Q;wp. Le mot m' tel que - - -m -+A m'est oüà; 92 w/3. Donc, en supposant que va=aÜ et bw=w/3 on - -obtient m' =vaà; q2 bw et m =va Çl a; bw, donc m --+,.1 m'. 

• 2ème cas: on applique sur C(m) une transition t 2 de type (2bis). Comme 
pour le cas précédent, on associe à t 2 un nombre fini de règles de type (2) 
mais il n'y en a qu'une applicable sur m. Soit r 2 cette règle. Le mot rn de 

configuration C(m) peut s'écrire oÜ 91 Q;wp (comme pour Je cas précédent). - - -En posant va=oÜ et bÜ:=wf3 on a m =va q1 Q; bw et Je mot m' tel que -C(m) -+t2 C(m') s'écrit v q2 ëici;bw. Comme C(m) est une configuration v 
contient au moins une lettre (le marqueur de fin de bande). Donc on peut 
apliquer la règle r 2 sur m et m --+,.2 m'. 0 

Lemme 2.2.15 Si l'automate A ne termine pas alors le système 'R. ne termine pas 
non plus. 

PREUVE : Supposons que A ne termine pas, alors il existe un calcul infini partant 
d'une configuraHon initiale Co --+A cl -+A .. •. Mais pour toute configuration c,, il 
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-+ -+ 
existe un mot mi de E .Q.E tel que Ci = C(mi)· Donc il existe m0 , mll· .. dans 
-+ -+ 
E .Q.E tels que C(mo) -+A C(m1) -+A • · •• D'après le lemme 2.2.14, ceci signifie 
qu'il existe une dérivation infinie m 0 -+fl m 1 -+x · · •. Donc 'R ne termine pas. 0 

Lemme 2.2.16 Si le système 'R ne termine pas alors il eziste un calcul infini Co-+ A 

c1 -+Â · · · 

PREUVE : Supposons que 'R ne termine pas. D existe alors une dérivation infinie 
~ ~ ... ~ 

m -+Jl .... Soit mE (E uQt.(E uQt, soit m = m1 a; Ut~ m2 a; u2 ~·"mn~ 

Un bn mn+l 

0 

-1. Sim E (E UQ)*.(E UQ)*, on peut appliquer une règle de 'R. Ce qui veut -dire que m = v1 uv2 avec v1 E (E UQ )* .Q+ ou v1 E Q-, v2 E Q+ .(E UQ )* ou 
-+ -+ 

v2 E Q•, et u EE .Q. E ). On associe à u la configuration C( u) de l'automate 
A. On ne peut pas appliquer de règle sur v1 ni sur v2• Donc on réécrit u et 
il existe une dérivation infinie u -+~ • • ·. Le lemme 2.2.14 nous permet de 
déduire qu'il existe une dérivation infinie C(u) -+A···. 

- - -2. Sinon m = ml a; U} bl m2 a; U2 b2 ••• mn ~ Un bn mn+l = W}W2 .•. Wn+1· 

D'après le lemme 2.2.12. (rn ..:.~ t) <:::? (t = t 1t2 · • • tn+l tel que 'Vi Wi ..:.~ ti)· 

Donc s'il existe une dérivation infinie pa.rta.nt de m, il existe un Wi à partir - -duquel il existe aussi une dérivation infinie. Or ce Wi appartient à (E UQ)* .(:E 
uQ)•. On peut donc se ra.mt>uer a.u point précédent. 

Théorème 2.2.17 La terminaison des systèmes de réécriture préservant les lon
gueurs est indécidable. 

PREUVE: D'après la. proposition 2.2.5, le lemme 2.2.6 et Je lemme 2.2.16, si 'R<.pt/J 
ne termine pas alors AI(J1/1 ne termine pas non plus. Le lemme 2.2.15 nous donne 
la réciproque. Donc la. terminaison est indécidable pour la classe RPœt, ca.r elle se 
ramène à la. terminaison de APœt· Or les systèmes de réécriture de RPœt préservent 
les longueurs. Ceci achève la preuve du théorème. 0 
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REMARQUE: A<P\11 aurait pu boucler à partir d'une configuration non accessible et 
s'arrêter à partir den 'importe quelle configuration initiale. Ainsi elle aurait terminé 
au sens des machines de Turing, sans assurer la. terminaison de 'R,Irl. Le lemme 2.2.6 
évite ce problème. 

Corollaire 2.2.18 La terminaison des systèmes de réécriture de mots de longueur 
non croissante est indécidable 

PREUVE: Les systèmes de réécriture préservant les longueurs sont des cas particu
liers des systèmes de longueur non croissante. Cl 

2.3 Confluence restreinte à une sorte 

Nous voulons démontrer dans ce paragraphe qu'une propriété décidable dans le cas 
général, peut devenir indécidable quand on se restreint à des termes d'une sorte don
née. Le théorème de Newman dit que la confluence est décidable pour des systèmes 
de réécriture noethériens. Pour les systèmes de réécriture de mots, cette propriété 
se traduit par: 

Confluence(SDR de mots noethériens) est décidable. 

Nous prouvons que: 

Confluence(SDR de mots noethériens, termes commençant par une lettre donnée) 
est indécidable. 

Ceci signifie que, même dans le cas des mots, le théorème de Newman devient faux 
quand on se restreint à des mots commençant tous par la même lettre, ce qui est 
une contrainte reconnaissable très simple. 

REMARQUE : La. confluence close est indécidable pour des systèmes noethériens, mais 
notre résultat est différent. Il est bien connu que, sur les termes, la. confluence et la 
confluence close ne sont pas équivalentes. Si un système R est confluent alors il est 
confluent sur les termes clos, mais le contraire est faux. Cependant, le lemme suivant 
montre que 1 'on peut identifier la confluence d'un système semi-Thue à la. confluence 
et la confluence close du système de réécriture de termes S' correspondant. 

Lemme 2.3.1 Soit S un système semi-Thue sur un alphabet :E. On a.ssocie à S le 
système de réécriture S' sur l'alphabet gradué :E' = {a()la E :E} U {$}. (a() est une 
lettre d'arité 1 et$ une con.r;tantc). S'= {l(x)-+ r(x)ll-+ rES} 
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Alors t ...=..su~ t(x) ...=..s, u(x) ~ t($) ...=..s, u($). 

PREUVE : Evidente. Cl 

Comme corollaire, la confluence de S, la confluence et la confluence close de S' 
coïncident. 

Nous définissons dans ce paragraphe une classe de systèmes de réécriture de mots 
sur un alphabet A. Ces systèmes ne sont pas confluents sur A• mais leur confluence 
devient indécidable sur qA•, q étant un symbole fixé de A. 

Soit A4P1P une machine de la cJasse APo.t étudiée précédemment. On associe à cet 
ALB un alphabet A= Q.p,p U :EU {q,q0 uj,O,N}. On modifie la machine AIP1/J: on 
enlève les transitions qui font boucler la machine. Donc, la donnée s'écrit mm' avec 
m' = c,o(m) = 1/l(m) si et seulement si la machine s'arrête sur la configuration 
#9fin < mm' > #. On associe à ce nouvel automate un système de réécriture R1 

qui Je simule. 

(q,a) -+A'~'~' (b,q',G) ~ hqa -+R1 q'hb, avec a,b,h E A,q,q' E Q.p,p 

(q, a) -+A'~',. (b, q', D) ~ qa -+R1 bq', avec a, bE A, q, q' E Q4P1b 

De plus, on ajoute à R1 les règles: 

9fin <-+ R1 9oui 
'Va E A-{#} 9ouia -+R1 9oui 
9oui# -+R1 0 
q -+R1 < Ço 

On considère maintenant un deuxièmf:' système de réécriture R2 : 

'Vf E A- {O,N} f -+R2 N 
'Va E A Oa -+ R2 N 
'Va E A Na -+R2 N 

Rest le système constitué par les règles de R1 et de R2 • Notons que Rest noethérien. 

Lemme 2.3.2 mE J+, m' E X•, qmm' > # ~R 0 ~ c,o(m) = t/J(m) =m'. 

PREUVE: 

~) Si c,o( m) = t/J( m) = m'alors l'automate A" partant de la description instantanée 
# < qomm' > # arrive à la descrition instantanée #9fin < mm' > #. Donc, on peut 
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réécrire qmm' > # en < q0mm' > # puis en qfin < mm' > #. En appliquant la 
règle qfin <-+R 9oui on obtient 9ouimm' > #.Par des applications répétées de règles 
de la forme 9ouia -+R 9oui on arrive au mot 9oui#· Enfin, grâce à. la règle 9oui#-+ 0 
on obtient 0. 

~)Supposons que qmm' > # -+R O. rn et m'ne contiennent pas 0 ni 9oui ni aucun 
état de Q.p1/!• n n'y a qu'une façon d'obtenir 0: utiliser la règle 9oui# -+R o. De 
plus, l'état 9oui apparaît en appliquant la règle 9fin <-+R 9oui· Pour engendrer 9fin 
on doit appliquer les règles qui simulent l'automate. 

qmm' > # -+R< qomm' > # ~R 9fin < mm' > #. Mais on a vu dans les para
graphes précédents que # < qomm' > # ~A #9fin < mm' > # si et seulement si 
<;?(m) = 1/J(m) =m'. 0 

Définition 2.3.3 Un mot w est une forme normale s'il n'existe pas de mot v tel 
que w -+~v 

Un mot u: a une forme normale v si w _:.~ v et v est une forme normale. 

L 'en8cmblc dc8 formc.c. normalc.c. du mot w, appelées aussi formes irréductibles de 
w, est not{ IRR(w). 

Lemme 2.3.4 Pour tout u dans A+- {0}, N est dans IRR(u). 

PREUVE: 

- Si u commence par une lettre f qui n'est ni N ni 0, alors en appliquant la règle 
f---+ N, et éventuellement des règles de la forme Na-+ Non obtient une dérivation 
u _.:..~ N. Donc N est dans IRR(u). 

- Si u commence par un N: u = N.w. Si w = f alors u = N et u est irréductible. 
Sinon, on applique plusieurs fois des règles du type Na-+ Net on prouve bien que 
N est dans IRR(u). 

-Si u commence par 0: u = O.w tel que w # t. On peut donc appliquer une règle 
Oa---+ Net éventuellement des règles Na-+ N. Donc N est dans IRR(u). 0 

Lemme 2.3.5 'Vm E A•, IRR(m) c {O,N,E}. 'Vm E A+, IRR(m) c {O,N}. 

PREUVE: Supposons qu'il existe u dans IRR(m), u différent deN, 0 et f. D'après 
le lemme 2.3.4, u peut se réécrire en N, on obtient donc une contradiction car u ne 
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peut pas appartenir à IRR( m ). Donc, la première partie du lemme est vraie. Pour 
la deuxième partie, il est évident quet E IRR(m) si et seulement si m = t. 0 

Lemme 2.3.6 Soit q.w -un mot dans q.A•. 

Si qw a la forme qmm' > # avec rn E J+ et m'EX* alors 

1. IRR(qw) = {O,N} ssi !f'(m) = t,b(m) =m' 

~. IRR(qw) = {N} ssi cp(m) #m' ou t,b(m) #m' 

Sinon IRR(qw) = {N} 

PREl'VE: 

1er cas: qw a la forme qrnm' > # avec mE J+ et m' E x•. 

). D~après le lemme 2.3.2, qtÎlT1l 1 > # ~R 0 si et seulement si cp(m) = tJ>(m) = 
m'. De plus, le lemme 2.3.4 nous dit que qmm' >#~RN. 

Donc { 0, N} C JRR(qw) si et seulement si cp(m) = 1/J(m) =m'. Le lemme2.3.5 
montre que IRR(qw) = {O,N} si et seulement si !f'(m) = tP(m) =m'. 

2. !f'(m) :fm' ou t,b(m) :fm' si et seulement si 0 ~ IRR(qw). 

Mais qmm' > # ...:.7< Net d'après le lemme 2.3.5, IRR(qw) C {O,N}. Donc 
IRR(qw) = {.N}. 

2ème cas: qw n'est pas de la forme qihm' > # avec m E J+ et m' E x·. Alors qw 
ne correspond pas à une configuration initiale convenable de Ao,P1/,. Donc on applique 
les règles de R sans jamais obtenir de mot du type 9fin < m. C'est pourquoi 0 ft 
IRR(qw). Mais d'après le lemme 2.3.5JRR(qw) C {O,N}. Donc IRR(qw) = {N}. 
0 

Théorème 2.3.7 q est un symbole fixé d'un alphabet fini A. Le problème suivant 
est indécidable : 

Instance : système de réécriture semi- Thue R, de longueur non croissante, noethé
rien, non confluent. 

Question: R est-il confluent sur q.A • ? 
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PREUVE : D'après le lemme 2.3.6, R n'est pas confluent sur q .A • si et seulement s'il 
existe m tel que 1,0(m) = .P(m). Donc la confluence deR sur q.A· est équivalente au 
problème de correspondance de Post pour 'Pet t/J. D est donc indécidable en général. 

On peut considérer tout système de réécriture de mots comme un système de réécri
ture de termes (lemme 2.3.1 ). On obtient alors le corollaire 2.3.8 

Corollaire 2.8.8 Le problème suivant e.st indécidable: 

Instance: R est un système de réécriture de termes noethérien. S est une sorte. 

Question : R est-il confluent sur S ? 

Remarquons que S peut être choisie très simple, par exempleS est l'ensemble des 
termes qui commencent tous par le même symbole. 



Chapitre 3 

Propriétés modulaires 

Si 7'1 et 7'2 sont deux alphabets gradués, finis et disjoints, et si (Ft, 'R1) et (7'2, 'R2 ) 

sont deux systèmes de réécriture de termes sur 7'1 et 7'2 alors J'union disjointe 
'RI EB 'R2 de (Fb 'RI) et (F2, 'R2) est Je système de réécriture (F1 U F2, 'R1 U 'R2). 
Une propriété des systèmes de réécriture est dite modulaire si elle est préservée par 
union disjointe. 

En programmation, la modularité permet de décomposer un problème en problèmes 
plus faciles à résoudre. Pour déduire des propriétés des systèmes de réécriture, comme 
la confluence ou la terminaison, il existe beaucoup de méthodes mais elles ont en 
général de plus grandes chances de succès si le système considéré a peu de règles. 
C'est pourquoi il est intéressant de savoir si un système de réécriture qui a une 
propriété P peut être partagé en systèmes plus petits, qui garderont cette pro
priété P. Beaucoup d'auteurs étudient les propriétés modulaires, et en particulier la 
confluence et la terminaison. Le premier d'entre eux est Y. Toyama. Ua montré dans 
[Toy87a] que la confluence était préservée par union disjointe. Une preuve simplifiée 
de ce résultat a été écrite depuis par [KMTdV91]. Ua également trouvé des contre
exemples à la modularité de la terminaison (Toy87b]. B. Gramlich a étudié plus 
en détail des contre-exemples minimaux à la modularité de la terminaison [Gra91]. 
M. Rusinowitch [Rus87] et A. Middeldorp [Mid89b] ont trouvé des conditions suf
fisantes pour que l'union disjointe de deux systèmes noethériens soit noethérienne. 
Kurihara et Ohuchi [K090a] ont prouvé que la terminaison était modulaire si elle 
pouvait se démontrer par un ordre de simplification. Une autre propriété étudiée 
est la complétude, c'est-à-dire la. confluence et la. terminaison. Ba.rendregt et Klop 
dans [Toy87b] et Drosten dans [Dro89] donnent des contre-exemples à la. modularité 
de la complétude. Cependant, Toyama, Klop et Barendregt [TKB89] montrent que 
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l'union disjointe de deux systèmes de réécriture linéaires à gauche et complets est 
un système complet. Middeldorp (Mid89a] étudie certaines propriétés concernant 
les formes normales et prouve que la propriété de tous les termes de posséder une 
forme normale unique est modulaire. TI donne dans sa thèse (Mid91] une vue d'en
semble sur les aspects modulaires des systèmes de réécriture de termes et étudie plus 
particulièrement les systèmes de réécriture conditionnels [Mid91]. 

Dans ce chapitre, nous étudions la modularité de la décidabilité de l'accessibilité. Le 
problème de l'accessibilité pour deux termes tet t'et un système de réécriture 'R, est 
de savoir si t se réécrit en t'par les règles de 'R.. Ce problème est donc aux systèmes de 
réécriture de termes ce qu'est le problème du mot pour les systèmes semi-Thue. D est 
indécidable en général mais décidable pour des systèmes quasi-clos [Oya.86], c'est-à
dire des systèmes clos à droite ou pour des systèmes monadiques. Un algorithme de 
décision de l'accessibilité pour des systèmes clos utilisant les automates d'arbres a été 
implémenté en Prolog par A. Deruyver [DD89], ainsi qu'un algorithme permettant 
de trouver une dérivation qui transforme un terme t en un terme t' [CG90]. 

Notre premier résultat est la non modularité de la décidabilité de l'accessibilité pour 
des systèmes de réécritures qui ne sont pas linéaires à gauche. Pour des systèmes 
linéaires à gauche, on doit prendre en considération la présence ou non de règles 
effaçantes, c'est-à-dire de règles de la forme 1-+ r où rest une variable. La décida
bilité de 1 'accessibilité est conservée par union disjointe si les systèmes sont linéaires 
à gauche sans règles effaçantes ou linéaires avec règles effaçantes. Pour des systèmes 
linéaires à gauche avec règles effaçantes, cette propriété n'est pas modulaire. Nous 
nous sommes aussi intéressés à la décidabilité de l'accessibilité close, malheureuse
ment cette propriété n'est pas modulaire, même pour des systèmes linéaires sans 
règles effaçantes. La plupart de ces résultats sont parus dans [Car92]. 

L'union disjointe signifie l'union de systèmes travaillant sur des alphabets disjoints, 
et représente ainsi une forte restriction. Dans le dernier paragraphe, nous présen
tons les résultats concernant la composition de systèmes constructeurs. Y. Toyama 
et A. Middeldorp ont montré dans [MT91] qu'un système constructeur est complet 
(confluent et noethérien) s'il peut être décomposé en plusieurs systèmes construc
teurs complets. Cette notion de décomposition ne nécessite pas que les a.lphabets 
soient disjoints. D'autres auteurs ont également cherché à éviter cette contrainte des 
alphabets disjoints ([K090b], [Gra91]). 

Nous obtenons les résultats suivants: si 'R-1 et 'R-2 sont des systèmes constructeurs 
non noethériens dont l'accessibilité est décidable, l'accessibilité de 'R-1 + 'R-2 devient 
indécidable. Si les deux systèmes sont noethériens alors l'accessibilité de 'R-1 + 'R-2 est 
décidable si les deux systèmes sont linéaires à droite, mais indécidable en généraL 
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D . . . . . . . . . 
. . . . . let tres sur F1 

_ lettres sur F2 

Figure 3.1 : structure des termes sur F 1 U F2 

3.1 Union disjointe de SDR 

3.1.1 Définitions 
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La plupart de ces définitions proviennent de Y. Toyama [Toy87a] et A. Middeldorp 
[Mid90). 

Un contexte C[, · · ·,] est un "terme" qui contient au moins une occurrence d'un 
symbole de constante spécial D. Si C[, · · ·,] est un contexte avec n occurrences de 0 

et si tb···, tn sont des termes alors C[tb · · ·, tn] est le terme obtenu en remplaçant 
de la gauche vers la droite les occurrences de 0 par t 1 , • • ·, tn. Un contexte qui ne 
contient qu'une seule occurrence de 0 est noté C[ ]. 

L'égalité littérale de termes est notée=· 

Pour préciser sur quel alphabet on travailJe, le système de réécriture 'R agissant sur 
des termes de 7.1'(X) sera noté {F, 'R). 

Etant donnés deux systèmes de réécriture (F1, 'Rl) et (F2, 'R2), l'union disjointe 
'R1 ffi 'R-2 de (F1, 'R1) et (F2, 'R-2) est le système de_ réécritur~ (F1 U F 2 , 'R1 U 'R2). 

Une propriété P est dite modulaire si: 

'R1 œ 'R2 a la propriété P <* (Fll 'R1) et (F2, 'R2) ont la propriété P. 

Soient (F1, 'R1) et ·(F2, 'R2) des systèmes de réécriture disjoints. Tout terme de t 
appartenant à 7F1uF2 (X) peut être décomposé en parties de F1 et en parties de F2 

(figure 3.1 ). Pour simplifier, Fe représente l'alphabet F 1 U F2 et Te l'ensemble des 
termes sur cet alphabet. De même, on abrégera 7.1'1 par 1i et 7.1"2 par ']2. 

Soit t E C[t1, • · · , tn] tel que C[, ... , ] ~ D. 
On écrit t = C(t1, · · ·, tn] si C[, .. ·,] E T.T.u{c}(X) et si 'ViE [1, n] racine(t,-) E F 3 _ 0 
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pour une valeur de a dans {1, 2}. Les termes ti sont appelés sous-termes principaux 
de t. 

Le rang d'un terme tE Te est défini par 

{ 
rang(t) = 1 
rang(t) = 1 +max{ rang( ti), 1 ~ i $ n} 

sitE1iU12 
si t = C[t1,···,tn] 

Remarquons que sis ..!.~1e~2 t alors rang(s) ~ rang(t). 

Le multi-ensemble S(t) des sous-termes spéciaux d'un terme t ETe est défini par 

{ 

S1(t) =< t > 
Sn+l (t) =< > si ra.ng(t) = 1 

= Sn(tl) u · · · u Sn(tm) si t:: C(th ···,tm] 

S(t) = Ui?l Si(t) 

La partie homogène au sommet d'un terme t E Te, notée top(t), s'obtient en rem
plaçant les sous-termes principaux de t par D, i.e. 

{ 
top(t) = t si rang(t) = 1 

= C[, ... ,] si t := C(th · · ·, tn] 

On définit également top'(t) par: 

- si rang(t) = 1 alors top'(t) = t. 

-sinon, top'(t) est obtenu à partir de top(t) en remplaçant les p occurrences de D 
dans top(t) par p variables distinctes xh · · · ,xp de telle sorte que pour tout i E [l,p], 
Xi n'apparaît pas dans top(t). 

(top'(t) est défini modulo l'a-conversion). 

Le multi-ensemble P(t) des parties d'un terme tE Te est défini par 

P(t) = {top'(s)ls E S(t)} = top'(S(t)) 

Le multi-en~emble E(t) des parties effaçables d'un terme tE Te est défini par 

E(t) = P(t)- (T.r1 u T.r:J 

i.e. E(t) est le multi-ensemble des termes non clos de P(t). 

La figure 3.2 illustre sur un exemple toutes ces définitions. 

Soit sun terme de Te et soient e1, • • ·, ek des parties effaçables de s. 'R-1 et 'R2 sont 
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Soit t le terme: 

- Le rang de t est 4. 

{F, G, A, B} ~ :F1 

{ e, J, c} ~ :F2 

x EX 

. . . ... .. .... . . 
:e::e: .·f· . 
. 1. rn· ... -~. . . . . . . . . . . . . . . . . 
V! .• l J ~·····~·; 

: c : ...... 

- t = C(t11 t2,t3] avec C:: F(G(D),F(D,D)), 
t1 = e(x), t2 = e(G(B)), t3 = f(e(A),e(G(c))). 

- sous-termes spéciaux de t: 
s1 (t) =< t > 
S2(t) =< e(x), e(G(B)), f(e(A), e(G(c))) > 
S3(t) =< G(B), A, G(c) > 
S4(t) =< c > 
S(t) = S1(t) u S2(t) u S3(t) u S4(t) 

- parties dt t et parties effaçables de t : 
E(t) =< F(G(x),F(y,z)), e(x), e(x), f(e(x),e(y)), G(x) > 
P(t) = E(t)U < G(B), A, c > 

Figure 3.2 : Exemple de terme de Te 
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des systèmes linéaires à gauche. On dit qu'on obtient s'à partir de s en effaçant 
les parties e1 , • • ·, ek s'il existe k variables .x1, • • ·, Xk respectivement dans e1 , • • • , ek 

telles que (Vi E [1, Je) e; ~~1 x; V ~ ~~2 .x;) et s' est obtenu à partir de s en 
réécrivant les e, en .x1• 

Par exemple, si on considère le terme de la figure 3.2, le terme t' construit à partir 
de t en effaçant la partie f(e(.x), e(y)) grâ.ce à la règle f(e(.x), e(y)) ~1t2 .x est 
t':: F(G(e(.x)), F(e(G(B)), A)). 

Nous nous intéressons par la suite à la modularité de la décidabilité du problème 
d'accessibilité. Ce problème a été défini au premier chapitre. n est l'équivalent du 
problème du mot pour les systèmes de réécriture de termes. 

3.1.2 Systèmes non linéaires à gauche 

Théorème 3.1.1 La décidabilité dt l'accessibilité n'est pas une propriéti modulaire 
des systèmes de réécriture de termes non linéaires à gauche. 

Pour démontrer ce théorème, on construit deux systèmes de réécriture sur des al
phabets disjoints. L'accessibilité est décidable pour ces deux systèmes et on prouve 
que la décision de l'accessibilité pour 7?-1 EB 'R2 se ramène à celle du problème de 
correspondance de Post. 

Le premier système 'R..1 sur l'alphabet :F1 = {f(, ), 0}, où fest une lettre d'arité 2 
et 0 une constante, ne contient qu'une règle donnée figure 3.3. Cette règle n'est pas 
linéaire à gauche. 

Lemme 3.1.2 L'accessibilité est décidable pour (:F11 'RI). 

PREUVE : ( :F1 , 'R1) est strictement décroissant, donc l'accessibilité est décidable. 0 

Nous allons maintenant définir le deuxième système. Soit :E un alphabet fini gradué 
dont les lettres ont l'arité 1. Soit :F2 = { #(), ~(), t/J(), $} U:E, tel que { #(), 4>(), t/J(), $} 
et :E soient des alphabets disjoints. 

Soient 4> et 1/J deux morphismes de 1:: dans 1::•. On définit à partir de ces morphismes 
un ensemble de règles de réécriture 'R-2, décrit figure 3.4. 

Lemme 3.1.3 L'accessibilité est décidable pour (:F2, 'R2). 
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f-+ 0 
~ 

x x 

Figure 3.3 : Règle du système ( F1, 'R1) 

ViE I:: f - i r - i 
1 1 

x f x r 
f(i) r(i) 
x x 

f - i r - i 
1 1 

x f x f 
f(i) r<i) 
x x 

Figure 3.4: Règles du système (F2, 'R2) 

PREUVE: 

On considère le problème d'accessibilité t ...:..~ 2 t' pour t et t' termes de 7;. Soit n 
la hauteur de t'. Il existe un nombre fini de dérivations partant de t et donnant un 
terme de hauteur n, car ~ est un alphabet fini. Donc l'accessibilité est décidable 
pour {F2, 'R2). 0 

Lemme 3.1.4 Le problème d'accessibilité 

est équivalent au problème de correspondance de Post pour <P et ..p. 

PREUVE: 

D faut démontrer que cl>($) et ,P($) ont un réduit commun si et seulement si le 
problème de correspondance de Post est satisfait pour cl> et ,P. 
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A partir de q)($) le système peut engendrer tous les termes de la forme 

C'est la même chose pour ,P($), donc q)($) et ,P($) ont un réduit commun si et 
seulement s'il existe un mot rn = i 1 ···in tel que 4>( rn) = ,P( rn). On en déduit 
donc immédiatement que le problème d'accessibilité du lemme 3.1.4 se ramène au 
problème de correspondance de Post pour 4> et ,P. 0 

PRE'CVE DU THÉORÈME: Le problème de correspondance de Post est indécidable. 
Donc, d'après le lemme précédent, l'accessibilité est indécidable pour 'R.1 œ 'R2. Ce
pendant, elle était décidable pour (.1'1l 'R1) et pour (.1'2, 'R2). Donc la décidabilité 
du problème de l'accessibilité n'est pas une propriété modulaire des systèmes de 
réécriture de termes. 0 

Nous pouvons remarquer que, dans la preuve que nous donnons, les systèmes ne 
contiennent pas de règles effaçantes et sont tous les deux linéaires à droite. 

3.1.3 Systèmes linéaires à gauche, sans règles effaçantes 

Une règle 1 -+ r est effaçante si r est une variable. 

Définition 8.1.5 Supposons que s -+ t par l'application de la règle de réécriture 
l -+ r. On écrit s -+i t si l -+ r est appliquée sur l'un des sous-termes principaux de 
s et on écrit s -+0 t sinon. La relation -+i est appelée réduction interne et -+0 est 
appelée réduction externe. 

Proposition 8.1.6 (Middeldorp) Soient (.1'1, 'R.1) et (.1'2, 'R2) des systèmes de ré
écriture de termes disjoints, sans règles effaçantes. Pour toute séquence de réduction 
s .!.R

1 
eR

2 
t il existe un terme s' tel que s .!. 0 s' .!ti t. 
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Théorème 3.1. 7 La décidabilitÉ de 1 'accessibilité est une propriéU modulaire des 
systèmes df réécriture sans règles effaçantes. 

PREUVE: Soient (.1"1' nl) et (.?="2, 'R2) deux systèmes de réécriture linéaires à gauche, 
sans règle effaçante. On suppose que l'accessibilité est décidable pour (F1, 'R1 ) et 
(F2, 'R2). 

1. Tout d'abord, nous démontrons que si s ...:..n1en2 t alors s = C(s1, ···,sn] et 
t = C'[t1 , • • ·, t,.] pour des valeurs positives ou nulles de n et p, et pour des 
contextes Cet C' sur le même alphabet Fa, (a E {1, 2} ). 

Si s ...:..n 1 e~2 t alors il existe s'tel que s ...:..os' ...:..i t (proposition 3.1.6). 

Donc s = C[sJ,···,sn] ..:..os'= C'(sin"·,s.-,] ...:..it E C'[t1,···,t,.], où 
{sin"· ,si,} C {sh·· ·,sn}· 

Donc Cet C' sont des contextes sur le même alphabet .?="a et il existe n nouvelles 
variables x1 , • • • , Xn telles que C(x1 , • • • , Xn] ..=..n .. C'[xi1 , • • • , Xi,) et telles que 
s,; ...=..,;: 19~ 2 tj "'Vj E [l,p]. C'est un contexte différent de Cl car 'Ra ne contient 
pas de règles effaçantes. 

2. Nous prouvons par récurrence sur rang( s) que le problème s ...:..n1 e,;:2 t est 
décidable. 

a) Supposons que s ..=..n1 en2 t avec rang( s) = 1. L'accessibilité est décidable 
puisque rang(s) = rang(t) = 1 et elle est décidable pour (Ft, 'R1 ) ou (.1'2, 'R2 ). 

b) Supposons que, pour k fixé, l'accessibilité est décidable à partir de s tel que 
rang(s) <k. Nous prouvons qu'elle reste décidable pour rang(s) =k. Le pro
blème est donc de répondre à la question s ...=..n1en2 t? avec s = C(s1, ···,sn] 
et t = C'[t1 , • • ·, t,.] 

- Si C et C' sont des contextes sur des alphabets différents, la réponse est 
NON. 

- Sinon, C, C' E 7(Fa U {Cl}, X) pour un a E {1, 2}. 

• 3 ' • o ' • ï t ' C'( ] { } s --+"1 en2 t ~ s s --+ s --+ avec s = s,1 , • • • , s,, pour s.-1 , • • • , s1, c 
{st,···,sn}· Soit {xl!···,xn} un ensemble de nouvelles variables distinctes. 
Pour trouver le terme s', on choisit p variables non nécessairement distinctes 
dans l'ensemble {xh···,xn}· Dy a un nombre fini de cas à considérer. On 
dit que< Xip···,x•, >est un multi-ensemblesolution si C[x1,···,xn] ..=..n .. 
C'[x,1 , ···,x,,]. 
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• Simplifie: ({s ~ s} u P;A) =* (P;T) 

• Vérifie: ( { C(st, · · •, sn] ~ C'[tb · · ·, t 71]} U P; A) ::} (0; F) 

Si C est un contexte sur ~cet C' sur ~s-c, a E {1, 2}. 

• Echoue: ( { C[sh ···,sn] ..!. C'(tb · · ·, t,]} U P; A) ::} (0; F) 

Si C et C' sont des contextes sur ~c et s'il n'existe pas de multi-ensemble 
< X in· · · , Xi, >, i; E [1, n] tel que C[xb · · ·, Xn] ~x. C'[xin · · ·,Xi,] 

• Décompose: ( {C[s1, ···,sn]~ C'[t1 , • • ·, t 71]} U P; A) 

" " =* ({si1 ....:... tt} U ··· U {si,....:... t,} U P;T) 

SiC etC' sont des contextes sur ~cet si< x,n ... ,x,, >,i; E [l,n] est un 
multi-ensemble tel que C[x1, · · ·, Xn] -=+x. C'[xi1 , ···,Xi,] 

Figure 3.5: règles d'inférence 

Nous obtenons finalement que s -=+x1 e~2 t si et seulement s'il existe un multi
ensem ble solution < Xi1 , • • • , Xi, > tel que SiJ ~x1 e~2 t; V j E [1, p]. Comme 
rang(siJ) < rang(s) pour tous j, les problèmes d'accessibilité SiJ .!tx1 e~2 t; 
sont décidables, d'après l'hypothèse de récurrence. 0 

Ou définit un ensemble de règles d'inférence qui agissent sur des paires (P; A). 
P est un ensemble de problèmes d'accessibilités et A est une réponse temporaire 
(A E {T, F} ). Ces règles sont données figure 3.5. Cet ensemble de règles est tel que 

s -=+x1 e~2 t si et seulement si, partant de ( { s ~ t}; T) et appliquant les règles tant 
que cela est possible, il existe une séquence de dérivation qui aboutit à (0; T). ll faut 
remarquer que, quelque soient s et t, il existe un nombre fini de dérivations partant 
de ({s..!. t}; T). 

3.1.4 Systèmes linéaires avec règles effaçantes 

Théorème 3.1.8 La décidabilité de l'accessibilité est une propriété modulaire des 
systèmes de réécriturf linéaires, même s'ils contiennent des règles effaçantes. 
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Pour la démonstration de ce théorème, nous a.vons besoin de quatre lemmes. 

Lemme 3.1.9 Soient (.1'1 , 'R-1) et (.1'2 , 'R-2 ) deux systèmes de réécriture linéaires à 
gauche. Supposons gue s ..!.."1 e"2 t sans effacer de parties. Alors, il existe tm terme 
11 •ot•l s te que s -+ s -+ t 

PREUVE : C'est une simple extension de la proposition 3.1.6. 0 

Le lemme suivant permet de réécrire les parties d'un terme indépendamment les 
unes des autres, à condition de ne pas effacer de partie. 

Lemme 3.1.10 Soient (.ri, 'R.t) et (.1'2, 'R-2) deux systèmes de réécriture disjoints 
et linéaires. Soit s un terme comprenant n parties, numérotées arbitrairement. Si 
s ~'R 1 en2 t sans effacer de partie alors il existe s1 , • • ·, Sn-1 tels que: 

s ~'R 1 en2 s1 en ne réécrivant que la partie 1. 

s1 ~n1 e'R 2 s2 en ne réécrivant qu! la partie ~. 

PREl'VE: 

Quand on réécrit une partie p, on peut détruire d'autres parties en dessous de p, mais 
aucune partie ne peut être dupliquée car 'R-1 EB 'R-2 est linéaire. N(t) est l'ensemble 
des numéros de toutes les parties de t. Quand une partie p est réécrite en p' alors 
on suppose que (le numéro de p) = (le numéro de p'). Ce qui signifie que le pas de 
réduction t -+n1 e'R 2 t'transforme l'ensemble N(t) en N(t') tel que N(t') C N(t). 

Nous prouvons maintenant que les parties de t peuvent être réécrites dans n'importe 
quel ordre. 

-Considérons deux parties Pl et P2 telles que Pt est sous-terme de P2· Pour réécrire 
· p1 et p2, on peut soit réécrire Pl et P2 simultanément, ou ne réécrire que Pl puis ne 
réécrire que P2, soit ne réécrire que P2 puis réécrire P1 s'il n'a pas été détruit pendant 
la réduction de P2· Si Pt est effa.cé, on dira que l'on réécrit Pl par une réduction vide. 

-Nous considérons deux parties Pl et P2 telles que Pt n'est pas sous-terme de P2 et p2 

n'est pas non plus sous-terme de Pl· D est évident que dans ce cas, on peut réécrire 
p1 et P2 de manière indépendante. 0 
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Le ]emme suivant signifie que, si l'on efface une et une seule partie dans une séquence 
de réduction, alors on peut commencer ]a réduction par la réécriture de cette partie 
effaçable. 

Lemme 3.1.11 Soient (.Fh 'R.1) et (.1"2, 'R.2) des systèmes de réécritures disjoints 
et linéaires. Si s _:.R1eR2 t est une séquence de réduction qui efface exactement 
une seule partie e E E(s), alors il eziste s' tel que s _:.R1eR2 s' _:.R1eR2 t avec 
s _:.R1en2 s' ne réécrivant que e et l'effaçant et s' _:.R1eR2 t n'effaçant aucune 
partie. 

PREUVE: 

On suppose que s est un terme comprenant n parties numérotées arbitrairement. On 
suppose aussi que s _:.R1en2 t en effaçant la partie portant le numéro j, jE [1, n]. 

Cela signifie qu'il existe deux termes s', s" tels que s _:.R1eR2 s'~R1 eR2 S 11 _:.R1en2 t 
tels que s ...:..n 1 e,n 2 $

1 sans effacer de parties, s'~n1 eR2 s" en effaçant la partie j et 
s" ...:..n 1e;n2 t sans effacer de parties. 

D'après le lemme 3.1.1 0, on peut réécrire s en s'en terminant par les pas de réduction 
1. , . D 'l . "' 1 • "' • , • , app 1ques sur J· one 1 existes te que s ~R1eR2 s ~R1 eR2 s avec s ~R1 en2 s 

en réécrivant tout sauf la partie j, et s"' _:.R1eR2 s'en ne réécrivant que la partie j. 

Les réductions faites dans s ...:..R1en2 s"' peuvent être faites après avoir réécrit la 
partie j : chaque pas a ~ b sur une partie k dans la réduction s _:.R1 en2 s"' peut 
soit être faite après avoir réécrit j si la partie k n'est pas détruite par la réécriture 
de j, soit être supprimée si la partie k est détruite lors de la réécriture de la partie 
)· 

On peut donc en déduire qu'il existe des termes t', t" tels que 
• t' t" • t S ~R1 $R2 ~R1 $R2 ~R1 eR2 ' 

avec s ...:..R1en2 t'réécrivant uniquement la partie j, t'~R1 eR2t" effaçant la partie j 
et t" ...:..R1 en2 t n'effaçant aucune partie. 0 

Le dernier lemme signifie que, si un terme se réécrit en un autre en effaçant des 
parties, alors on peut commencer la réduction par la réduction et l'effacement de 
ces parties puis réécrire les parties restantes. 
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Lemme 3.1.12 Soient (.1"1 , 'R.1 ) et (.1"2, 'R.2 ) deux systèmes de réécriture linéaires 
et disjoints. Si s ..:.~ 1 e~2 t en effaçant k parties e1, • • ·, e~~: dans cet ordre., alors il 
existe k termes s 1 , • • • , s~c tels que 

s ..:.~ 1 e?< 2 St ..:.~ 1 e~2 s2 • • • ..=.x1 e,;:2 Bk ..:.~ 1 e~2 t avec 

s ..:.~ 1 e,;: 2 s1 réécrivant et effaçant e1 

St ..:.R1e,;:2 s2 réécrivant et effaçant e2 

Sk _:.R1eR2 t sans supprimer de partie effaçable. 

PREUVE: 

On démontre ce lemme par récurrence sur k > O. 

• Si k = 0 le lemme est bien-sûr vrai .. 

• Supposons que le lemme est vrai pour k fixé, positif ou nul. Soient s et t deux 
termes tels que s -=.,;:1 eR2 t en effaçant k + 1 parties. Alors il existe un terme s1 
tel que s ..:.R 1 e~2 s1 ..:.R1e,;: 2 t où s ..:.R1eR2 s1 est une séquence de réduction qui 
efface une seule partie e. On peut en déduire, grâce au lemme 3.1.11, qu'il existes~ 
tel que s ..!.t,;:1 e"R 2 s; ..!.t,;:1 eR2 s1 où s ..!.tR1 eR2 s; réécrit et efface la partie e. 

Donc s ..!.t,;: 1e,;: 2 s; ..!.t,;:1eR2 St ..!.t,;: 16lR 2 t où s; ..!.tR1ex2 t est une réduction qui 
efface k parties. Les hypothèses de récurrence nous permettent de conclure. 0 

PREUVE DU THÉORÈME 3.1.8: 

Soient (.1"1, 'R1) et (.1"2, 'R2) deux systèmes de réécriture linéaires disjoints. Nous sup
posons que l'accessibilité est décidable pour (.1"1, 'R1) et (.1"2 , 'R2) et nous démontrons 
qu'elle reste décidable pour 'R.1 EB 'R2. Soient s et t deux termes. On veut résoudre 
le problème d'accessibilités -=.R1eR2 t. 

Si s ..:.R1eR2 t, soit on ne détruit pas de partie effaçable, soit on en efface. 

• Premier cas:. On cherche à résoudre le problème sans effacer de partie. 

D'après le lemme 3.1.9, s -=.x1e~2 t si et seulement s'il existe un terme s'tel que 

s ...:. 
0 

s' ...:. ' t On démontre que 1 'accessibilité est décidable, de la même façon que 
pour le théorème 3.1. 7. 

• Second cas: On résoud le problèmes ..:.R1eR2 t en effaçant au moins une partie. On 
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prouve par récurrence sur le nombre de parties de s que le problème est décidable. 

-Si sne contient qu'une seule partie alors s .!.R1eR2 t en effaçant s si et seulement 
si t est une variable qui apparaît dans s. Dans ce cas, s .!.R1eR2 t est un problème 
d'accessibilité sur (Ft, Rt) ou sur (.1"2, R 2 ). D est donc décidable. 

-Soit NP(s) le nombre de parties de s. 

On suppose que u .!.R1eR2 v est décidable si NP(u) < p, pétant une valeur fixée. 
On résoud le problèmes -=.R1eR2 t en effaçant au moins une partie, avec NP(s) = 
p + 1. Cela signifie qu'il existe un terme s' et un entier k E (1, n] où n est le nombre 
de parties effaçables de s, tels que s -=.R1 eR2 s' en effaçant k parties et s' .!.R1 eR2 t 
avec NP(s') ~ p. Donc il existe e1, · · ·, e~: dans E(s) telles que s -=.R1eR2 s' en 
effaçant eh···, ek dans cet ordre. D'après le lemme 3.1.12, il existe s1, · · ·, Sk tels . . . ' 
que S -+R1€BR2 S1 -+R1€BR2 S2 ••• -+R1eR2 Sk OU 

s ~R1 e.R2 s1 réécrivant et effaçant e1 

s1 .!.R1eR 2 s2 réécrivant et effaçant e2 

Sk-1 ~R1 eR2 sk réécrivant et effaçant e~: 

On choisit s' = Sk. 

Il y a un nombre fini de cas à considérer, i.e. un nombre fini de k et pour chaque 
kun nombre fini de k-uplets (et,···,e~:). Pour chacun des cas, on peut décider si 
chaque ei peut être effacé car il s'agit de problèmes d'accessibilité sur (.1"1 , R 1 ) ou 
sur (.1"2 , R 2 ). Si tous les ei sont effaçables, on obtient le terme sk et on doit alors 
résoudre le problème Sk = s' ~R1eR2 t avec NP(s') < p. D'après l'hypothèse de 
récurrence, Je problème s' -=.R1 eR2 t est décidable. Cl 

L'ensemble des règles d'inférence de la figure 3.6 fournit une procédure de déci
sion pour l'accessibilité sur R 1 $ R2, si on suppose que (.1"1, R 1 ) et (.1"2, R 2 ) sont 
des systèmes de réécriture disjoints et linéaires. ces règles d'inférence agissent sur 
des quadruplets (P1;P2;P3;A). P1 contient un problème d'accessibilité. P2 est un 

'P 
ensemble de· problèmes d'accessibilité de la forme s ~ t qui sont à. résoudre· sans 
effacer de parties. P3 est un ensemble de problèmes d'effacement, i.e. de problèmes 

'P 

d'accessibilité de la forme s ~ :r où :r est une variable apparaissant dans s. A est 
une réponse temporaire au problème P 1 (A E {T, F} ). 

-Avec la règle 1, on choisit de résoudre le problème sans effacement. 
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~ ~ 

1. ({s ~ t};0;0;A) => (0;{s ~ t};0;A) 

~ ~ ~ ~ 

2. ( {s ~ t}; 0; 0; A)=> ({s'..:. t}; 0; {s1[x1]..:. xl} U · · · U {sA:[x~~:] ~x~~:}; A) 

Si s'est obtenu à partir de s en effaçant s1 [x1], • • ·, s~~:[x~~:] 
avec 1 ~ k ~ Card(E(s)). 

3. (0; {s ~ s} u P2; P3; A):::} (0; P2; P3; T) 

4. (0; { C[st, · · ·, s,J _: C'[t1 , • • ·, t,]} u P2; P3; A)=> (0; 0; 0; F) 

Si C contexte sur Fa. et C' contexte sur F3-a., a E {1, 2}. 

5. (0; { C[s1, ···,sn] _: C'[t}, · · ·, t,]} u P2; P3; A):::} (0; 0; 0; F) 
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Si C et C' sont des contextes sur Fa. et s'il n'existe pas de multi-ensemble 
< Xi1 , • • • , x,, > i .i E [1, n) tel que C[xb · · ·, Xn] _:.Ro C'{xin · · ·,x;,] 

~ ~ 

=> (0; { Si 1 ..:. tl} U · · · U { s;, ~ t,} U P2; P3; T) 

Si C et C' sont des contextes sur Fa. et si < x,1 , ···,x,, >, i.i E [1, n) est un 
multi-ensemble tel que C[x1, · · ·, Xn] -=+Ro C'[xi1 , ···,x,,.] 

~ 

7. (P1;P2;{s[x]..:. x} UP3;A) => (P1;P2;P3;T) 

Si s[x] est un terme de 'Ta et s[x] ..:."o x 
~ 

8. (P1;P2;{s[x]..:. x} UP3;A) => (0;0;0;F) 

Si s[x] est un terme de 'Ta et on n'a pas s[x] ..:.Ro x 

Figure 3.6: règles d'inférence 
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- Avec la règle 2, on efface k parties et on obtient le terme s'. On doit donc résoudre 
'? 

k problèmes d'effacement,et un nouveau problème d'accessibilité s'....:.. t. 

- Les règles 3, 4, 5, 6 permettent de résoudre Je problème sans effacer de parties. 
Ces règles sont les mêmes que celles données au paragraphe précédent (figure 3.5). 

- Les règles 7 et 8 permettent de résoudre les problèmes d'effacement. 

Cet ensemble de règles est tel que s _::.R1eR2 t si et seulement s'il existe une séquence 
" d'inférences partant de ( {s ....:.. t}; 0; 0; T) et appliquant les règles tant que cela est 

possible, qui aboutit au résultat (0, 0; 0; T) . Bien entendu, il n'existe qu'un nombre 
fini de séquences d'inférences partant de ({s..!. t}; 0; 0; T). 

Dans le cas de systèmes de réécriture de termes, il est clair que nos algorithmes ont 
une complexité exponentielle, même dans le cas de systèmes linéaires à gauche sans 
règles effaçantes, et en considérant que la résolution de l'accessibilité pour un seul 
système se fait en temps constant. En effet, quand on doit résoudre un problème 
d'accessibilité de la forme C[s}, ... 'sn] ..::.Rle~2 C'(t}, ... 't,], on doit trouver les 
multi-ensembles < Xip ···,Xi, > tels que C[x1, · · ·, Xn] -+~o C'(xin ···,Xi,] (si C 
et C' sont des contextes sur le même alphabet :Fe)· On obtient ainsi nP cas possibles, 
et donc nP problèmes d'accessibilité sur (:Fe, 'Ra.) à examiner. De plus, pour chaque 
multi-ensemble solution~ on doit traiter p nouveaux problèmes d'accessibilité sur 
n1 6 n2: si) ..::.'R1e'R2 tj, i e [l,p]. 

Etudions plutôt la complexité de notre algorithme dans le cas particulier de systèmes 
de réécriture de mots. Considérons deux systèmes (:F11 'R1) et (:F2, 'R2) dont les règles 
ont la forme m 1 -+ m 2 où m1 et m 2 sont des mots. Le symbole f représente le mot 
vide. Nous calculons le nombre d'appels à la procédure qui permet de résoudre 
les problèmes d'accessibilité sur (.1'11 'R1} et (:F2 , 'R2). C'est pourquoi la complexité 
que nous obtenons est à multiplier par la comple:>dté de cette procédure (c'est une 
complexité relative). 

PREMIER CAS : S'il n'y a pas de règles effaçantes, i.e. de règles m1 -+ t, l'algorithme 
de décision du problème m _::.'R1eR2 m' a une complexité linéaire en fonction du 
rang de m. En effet : 

. l • , , 
• SI rn = f a ors rn -+~1 e~2 rn <=> rn = f 

• supposons que rn commence par une lettre de :Fe, a E {1, 2}. Alors rn s'écrit 
m = u1u2 ···un, n ~ 1, avec tli mot de :F;, si i impair etUi mot de :F3-o. sinon. 
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- Si m' commence par une lettre de :F3-4 alors la réponse a.u problème d'ac
cessibilité est NON. 

- Sinon, m' = v 1 v2 • ··v,, p ~ 0, avec Vi mot de :F; si i est impair et Vi 
mot de :F3-a sinon. On a donc (rn ..!.7l1e"2 m' <=> (p = n) etUi ..!.7l1en2 

Vi ViE {l, ... ,n}). Chaque problème d'accessibilité Ui-+ Vi est un problème 
sur (:Fh R1) or (:F2, R2). Dy a donc n problèmes d'accessibilité "simples" à 
résoudre, où n est le rang de m. Donc la complexité de notre algorithme dépend 
linéairement du rang de m. 

SECOND CAS : S'il y a des règles effaça.ntes, la complexité devient exponentielle. 

. - 1 • , ,_ 
• SI rn = t:, a ors rn -+'Jl1e7l2 m <=> rn = f 
• supposons que rn = u1 u2 • • • Un, n 2:: 1 où Ui est un mot de :F; quand i est 

impair et ui mot de :F;_4 sinon (a E {1, 2} ). Posons également que m' = 
v1 v2 ···v,, p 2:: 0, avec Vi mot de :F; si i est impair et Vi mot de :F;_b sinon, 
pour b E { 1, 2}. 

- si n = p, nous nous plaçons dans le cas précédent, donc la complexité est 
linéaire en fonction du rang de m. 

-si n < p alors la réponse au problème est immédiatement NON. 

- si n > p alors on doit choisir n - p mots parmi n. L'ordre des mots est 
important (à cause de notre algorithme qui est prévu pour des arbres) et les 
mots ne sont pas forcément distincts. Il y a donc nn-p cas à considérer. Pour 
chaque cas, il y a n problèmes d'accessibilité "simples" à résoudre. En effet, il 
y a n - p problèmes de la forme Ui -+ f et p problèmes de la forme Ui -+ Vj. 

C'est pourquoi, dans les mots, la complexité de notre algorithme permettant 
de résoudre rn ..!.7l1en2 m' est O(nn-r>+l) si on suppose que la complexité 
de la procédure de résolution de l'accessibilité pour (:F11 RI) et (:F2, R 2 ) est 
constante. La complexité de notre algorithme de résolution de rn ..!.7l1en2 m' 
est donc exponentielle en fonction des rangs de m et m'. 

3.1.5 Systèmes linéaires à gauche avec règles effaçantes 

Dans [Car92], on conjecturait que la décidabilité de l'accessibilité n'était plus mo
dulaire si les systèmes étaient linéaires à gauche et non-linéaires à droite, avec des 
règles effaçantes. Dans ce paragraphe, nous donnons une preuve de cette conjecture. 
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Théorème 3.1.13 La décidabilité de l'accessibilité n'est pas préservé! par l'union 
disjointt de deux systèmes de réécriturE linéaires à gauche contenant des rigles 
effaçante.s. 

Les deux systèmes de réécriture suivants permettent de prouver le théorème. 

On considère d'abord un système 'R.1 sur l'alphabet F 1 = {g{, )}. Il ne contient que 
deux règles: g(x, y) -+ x and g(x, y)-+ y 

Lemme 3.1.14 L'accessibilité est décidable pour (F11 'R.1 ). 

PREUVE: (F1 , 'R.1 ) est strictement décroissant, donc l'accessibilité est décidable. 0 

Nous considérons maintenant un alphabet fini gradué I: dont chaque lettre a 1'arité 
1. Soit F2 = {f{, ), #(), ~(), t/J(), $} U I:, te] que {f{, ), #(), ~(), t/J{), $}et I: sont des 
alphabets disjoints. 

Soient 4> et t/J deux morphismes de :E dans 1:·. (.1"2 , 'R.2) est un système de réécriture 
linéaire à gauche associé aux morphismes~ et t/J. 'R.2 est l'ensemble des règles données 
par la figure 3.7. 

Lemme 3.1.15 L'accessibilitÉ est décidable pour (.1"2, 'R.2). 

PREUVE: (.1"2 , 'R.2 ) est noethérien donc l'accessibilité est décidable. 0 

Lemme 3.1.16 Le problème d'accessibilité 

est équivalent au problème de correspondance de Post pour~ et t/J. 
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\l'i E I: 
/ /tP \" 

--+ l et 
/ftP\"-. 

--+ t 
1 1 

0 x y 1 tP 
/1 \"-. 

0 x y 1 t 
x x t(i) x t(i) 

y y 

/ /tP \" 
--+ l et ,p --+ l 

1 /1 \"-. 1 
0 x y 1 

/1 tP \""' 
0 x y 1 t 

x x ,P( i) x r(i) 
1 
y y 

f --+ f f --+ f f --+ ~ 

~ ~ ~ ~ /"'. 
x y r f x y $ $ 

x y x y 

Figure 3.7: règles du système (F2, 'R2) 
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PREUVE: Identique à celle de la section 3.1.2. 0 

PREUVE DU THÉORÈME 3.1.13: 

Le problème de correspondance de Post est indécidable. C'est pourquoi le lemme 
précédent nous permet d'affirmer que l'accessibilité est indécidable pour 7(.1 œ nz. 
Mais elle était décidable pour (.1i, 'R.1 ) et pour (.1"2, 'R.2). Donc la décidabilité de 
l'accessibilité n'est pas une propriété modulaire des systèmes de réécriture linéaires 
à gauche pouvant contenir des règles effaçantes. D 

3.1.6 Accessibilité close 

Théorème 8.1.17 L 'accessibiliti close n'est pas une propriéU modulaire des sys
tèmes de réécriture de termes linéaires sans règles effaçantes. 

Pour démontrer ce théorème, nous construisons des systèmes particuliers pour les
quels l'accessibilité close est décidable et nous prouvons que, pour leur union dis
jointe, la décidabilité de l'accessibilité est équivalente à celle du problème de corres
pondance de Post. 

Soit F1 = {a(), 0} (o est une lettre d'arité 1 et 0 est une constante). Nous considé
rons un premier système (F1 , 'R1 ). 'R.1 ne contient aucune règle donc il est évident 
que l'accessibilité est décidable pour (.1"1, 7(.1 ). 

Le deuxième système est plus compliqué. Soit .1"2 = { c(,), c'(,), c"(,), a(), a'(), 
a"(), #} ( c, c' et c" sont des lettres d'arité 3 , a, a' et a", d'arité 1 et # est une 
constante). Fz et F 1 sont disjoints. Q1 est l'ensemble des termes clos sur .1"1 et Q2 
celui des termes clos sur l'alphabet .1"2• Soient tl> et .,P deux morphismes de 1 dans 
{a, a'}•. On définit (F2, 'R.2) en fonction de ces morphismes. 

• 7(.2 contient des règles qui permettent de réduire tout terme clos de Q2 en # 
(règles 1 à 6 de la figure 3.8). 

• 7(.2 contient également des règles qui permettent de réécrire # en n'importe 
quel terme clos (règles 7 à 12 de la figure 3.8). . 

On a donc t ~R2 # ~R2 t'quelque soient les termes clos tet t'de Q2• 

Donc l'accessibilité close est décidable pour (.1"2, '1(.2). 

• Enfin, 'R.2 contient toutes les règles associées au problème de correspondance 
de Post pour tl> et .,P (règles 13 à 18 figure 3.9). 
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7 
#~a 

1 

# 

a' .2.... # 
1 

# 

a"~# 
1 

# 

c' 2....# 
/1"-

6 
c" ~ # 

/1"
# # # # # # 

#~a' 
1 

# 

# --!...a" 
1 
# 

# 12 Il 

-+/l"
# # # 

Figure 3.8: règles de (F2 , 'R2 ), 1ère partie 
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'v'iEI 

x y z x y z 

c" ~ a" 
/1----- 1 

x c" c" x 
/1" /1" 

y # # z # # 
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, 
/l-----

x cf>(i) tk(i) 
1 1 
c" c" 

/1" /1" 
y # # z # # 

x a a x y z 
1 1 
y z 

" 17 c" 
/l" ____.. /1" 

x a' a' x y z 
1 1 
y z 

Figure 3.9: règles de (F2 , 'R.2 ), 2ème partie 
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Toutes les règles de "R..2 sont linéaires, et non-effaçantes. 

Lemme 3.1.18 Le problème d'accessibilité close tl' 
1 

Q Q Q Q 

1 1 1 1 
# # # # 

est équivalent au problème de correspondance de Post pour tP and ,P. 

PREUVE: 

Nous nous intéressons au problème: t ?' 1" .!.'R1e'R2 a" =t' 
1 

Q Q Q Q 

1 1 1 1 
# # # # 
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Les deux systèmes ne contiennent pas de règles effaçantes, c'est pourquoi, d'après 
le lemme 3.1.10, on peut décomposer le problème d'accessibilité. On en déduit donc 
quet -=+R 1e'R2 t'si et seulement si on a appliqué la règle 18, i.e. il existe deux termes 

t 1 et t 2 tels que t :__---f--~- 2!. j" = t' 
a c" c" a 
1 /1""- /1""- 1 
# tl # # t2 # # # 

Etudions le nouveau problème d'accessibilité t..:. s. Il est satisfait si et seulement si 
t 1 = t 2 = a(#) et il existe i 1 , ···,in, n ~ 1 tels que 

t~ c' -=..... s 
/1------

Q 4>(in) ,P( in) 
1 : : 

# ~(il) ~(il) 

c" c" 
/1""- /1" 
i # # i # # 
# # 

D faut remarquer que, à cause des symboles o, on ne peut pas appliquer de règle 
permettant de réduire un terme dont la racine est c, c' ou c" en#. s est un terme de 
racine c". On réécrit un terme de racine c' en un terme de racine c" en appliquant 
la règle 15. Donc t ..:. s si et seulement s'il existe rn = in · · · i 1 ( n ~ 1) tel que 
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c" 
/1----

0 <1>( m) "'( m) 
1 1 1 
# c" c" 
/1"'. /1"'. 

0 # # 0 # # 
1 1 
# # 
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~ :::---- f-------
0 c" c" 
1 /1"'. /1"'. 
# ï## ï## 

# # 

On supprime les lettres de ~(m) et tf)(m) grâce aux règles 16 ou 17. Donc on en 
déduit quet..=.. s si et seulement s'il existe m =in··· i 1(n ~ 1) tel que ~(rn)= tf)( rn). 
C'est pourquoi t ..=.. t' si et seulement si t ..=.. s ce qui est équivalent à dire que le 
problème de correspondance de Post pour ~ et tf) a une solution. Donc le problème 
d'accessibilité t ..=.. t' est indécidable. 0 

PREV\"E DU THÉORÈME 3.-1.17: Soient~ et tf) deux morphismes de 1 dans {a,a'}*. 
(.1"2, 'R-2) est le système de réécriture associé à~ et tf). Nous savons que l'accessibilité 
close est décidable pour (.1"1, 'R-1) et pour (.1"2 , 'R-2 ). Mais d'après le lemme précédent, 
elle est indécidable pour 'R-1 $ 'R-2 • Ceci achève la preuve du théorème. 0 

3.2 Composition de systèmes constructeurs 

3.2.1 Cas général 

Un systfme constructeur (ou SC) est un système de réécriture de termes (.1", 'R) tel 
que ralphabet .1" peut être partitionné en deux ensembles disjoints v et c de la 
façon suiYante: 

tout terme f(tb · · ·, tn), membre gauche d'une règle de 'R, satisfait les conditions 
(f E V) et (th···, tn E Tc( X)). 

Les symboles de fon.ctions de V sont appelés symboles définis et ceux de C, construc-
teurs. · 

Pour mettre en évidence la partition de .1" en 'D etC, on écrit (V,C, 'R) au lieu de 
(.1", 'R). 

Comme le comportement d'une machine de Turing peut être simulé par un SC 
[Klo91], les systèmes constructeurs ont unepuissance de calcul universelle . 

• 
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Définition 3.2.1 [MT91} 

1. Soit (D, C,R) un système constructeur et soit 'D' C 1). 

L'ensemble { l -+ r E 'R 1 racine(l) E 'D'} se note 'RI'D'. 

2. Deux systèmes constructeurs (Vt,C~, 'R1) et (V2,C2, 'R2) sont composables si 
'D1 n C2 = 'D2 n C1 = 0 et 'R1I'D2 = 'R2I'D1. Cette seconde condition signifie que, 
si les deux systèmes partagent un symbole défini, ils doivent contenir tous les 
deux toutes les règles qui "définissent" ce symbole. 

La réunion de SC composables SC1 , ···,SC.,.,. se note SC1 + · · · + SC.,.,. et on 
dit que SC},··· , SCn est une décomposition de SC1 + · · · + SCn. 

9. Une propriété P est dite décomposable si pour tous systèmes constructeurs 
SC1 , • • • , SCn composables deux à deux et possédant la propriété P le système 
SC1 + · · · + SCn a aussi cette propriéti P. 

Proposition 3.2.2 [MT91} Soit P une propriéU des systèmes constructeurs. Les 
affirmations suivantes sont équivalentes : 

1. P est dÉcomposable. 

2. Pour tous systèmes constructeurs composables SC1 et SC2 qui ont la propdité 
P, le sy$tfmf 8C1 + SC2 a aussi la propriété P. 

Dans ce paragraphe, nous étudions la composition de systèmes constructeurs dont 
le problème d'accessibilité est décidable. Malheureusement, dans le cas général, l'ac
cessibilité n'est plus décidable pour le système obtenu par composition. 

Théorème 3.2.3 La décidabilité de. l'accessibiliU n'est pas une propriété compo
sable des systèmes de réécriture constructeurs. 

PREUVE: 

La preuve donnée dans le paragraphe 3.1.2 peut s'appliquer à ce théorème. 

Dans cette preuve, on donne deux systèmes pour lesquels l'a.ccessibilitéest décidable. 
Ces systèmes sont des systèmes constructeurs. 
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f --+ 0 
A.. 

x x 

Figure 3.10: Règle du système (VbCt, 'R1) 

ViE I:: f - i t - ' 1 1 
x f x r f(i) r(i) 

x x 

f - i t - t 
1 1 

x r x r 
f(i) ru) 
x x 

Figure 3.11: Règles du système (1'2,C2, 'R2) 

En effet, pour le premier système, on pose 1'1 = {f(,)} et C1 = {\?}.L'ensemble des 
règles est donné figure 3.1 O. 

:E étant un alphabet fini dont toutes les lettres ont l'arité 1, 1)2 = { qS(), ,P()} et 
c2 = { #0, $} u :E, tels que { #0, <PO, t.P(), $} et :E sont des alphabets disjoints. 

Soit <Pet 1/J deux morphismes de :E dans :E*. (1'2, c2, n2) est UD système constructeur 
non noethérien, associé à qS and ,P. 'R2 est l'ensemble des règles de la figure 3.11. 

D'après le paragraphe 3.1.2, l'accessibilité est décidable pour chacun des deux sys
tèmes. D'après Je lemme 3.1.4~ il existe un problème d'accessibilité qui se ramène au 
problème de correspondance de Post pour qS et ,P. Donc l'accessibilité est indécidable 
pour nl + 'R2. 

D faut remarquer que, dans cette preuve, la non-linéarité gauche de 'R1 n'est pas 
importante. En effet, on peut remplacer n1 par les règles de la figure 3.12, l'alphabet 
1)1 ne ebange pas et cl devient{\?,#(),$} u :E 
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Vi E I: f 
/'.. 

i i 
1 1 
x y 

- f 
/'.. 

x y 

f -~ r r 
x y 

f 
~ 

x y 

Figure 3.12: Transformation de 'R1 
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Par contre, dans le paragraphe 3.1.2, la non-linéarité gauche était obligatoire car les 
alphabets :F1 et :F2 devaient être disjoints. 

3.2.2 Systèmes noethériens quelconques 

La preuve donnée pour le cas général utilise un système (!>2, C2, 'R2) qui ne termine 
pas. C'est pourquoi nous avons voulu étudier le cas des systèmes noethériens. 

Théorème 3.2.4 La décidabilité df. l'accessibilité n'est pas une propriété décompo
sable pour des systfmc:s constructeurs noethériens. 

Pour démontrer ce théorème, nous donnons deux systèmes noethériens. Leur accessi
bilité est bien sûr décidable (c'est une propriété des systèmes noethériens). Malheu
reusement, la composition de ces systèmes ne termine pas et en plus l'accessibilité 
n'est plus décidable. 

Le premier système (!>}, C1, 'R1) a. pour alphabets C1 = {$, ,., #(), 0, 1} u I:, où I: 
est un alphabet mona.dique (chaque lettre a l'a.rité 1) et 1:>1 = {/{, ), o}. Les règles 
de '1<.1 sont décrites dans la figure 3.13. 

Le second système (!>2,C2, 'R2) est défini par les alphabets 1:>2 = {</>(,, ), t/1(,,)} et 
C2 = {0, 1, #()} u I:. La figure 3.14 contient les règles de 'R2 • 

Ces deux systèmes sont composables et leur accessibilité est décidable car ils sont 
noethériens. 
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f-+ 0 0-+ 0 0-+ 1 

$A$ 

'v'i E :E f -+ f f -+ f 
/"'. /"'. ft /"'. 

1 1 x y x y 
1 1 
x y x y 

Figure 3.13: règles du système constructeur (1'11 C11 'R.1 ) 

'v'i E 1: 
//<P\""-

-+ t 
/ 14> \"" 

-+ t 

1 1 

0 x y 1 4> 
/1 \""'-

0 x y 1 f 
x x 4>( i) x t(i) 

1 
y y 

,p -+ t 

/ 11/J \' 
-+ 1 

/1 \""'- 1 1 
0 x y 1 

/ 11/J \' 
0 x y 1 t 

x x r(i)x t(i) 

y y 

Figure 3.14: règles du système constructeur (V2,C2, 'R.2) 
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Lemme 3.2.5 Le problème d'accessibilité / 

//4>\, 
0 Q s 1 

f " .!.'RI $'R2 0 

/ /1/J\' 
0 Q s 1 

est équivalent au problème dr correspondance de Post pour t/J et t/J. 

PREUVE : La preuve est similaire à celle de la section 3.1.2. 0 
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PREUVE DU THÉORÈME 3.2.4: Le problème de correspondance de Post étant in
décidable, on en déduit l'indécidabilité de l'accessibilité pour 'R-1 + 'R-2. Donc, la 
décidabilité de l'accessibilité n'est pas conservée par la composition de deux sys
tèmes constructeurs noethériens. D 

3.2.3 Systèmes noethériens linéaires à droite 

La preuve précédente utilise des systèmes linéaires à gauche mais (!>2,C2, 'R.2) n'est 
pas linéaire à droite. Nous démontrons ici que, dans le cas de systèmes noethériens 
et linéaires à droite, la décidabilité de l'accessibilité est préservée par composition 
de SC. 

Définitions 

Soient (!>I,CI, 'R1) et (!>2,C2, 'R2) deux SC. 

Nous définissons les ensembles 'D'= !>1 n !>2, ~ = !>1- 'D', v;= !>2- 'D'. 

Nous transformons les définitions utilisées pour l'union disjointe de systèmes de 
réécriture afin de les adapter aux systèmes constructeurs. 

Ici, les alphabets ne sont pas disjoints, néanmoins, nous pouvons quand même donner 
une décomposition des termes en parties qui ne contiennent pas de lettres de ~ et 

· en parties qui ne contiennent pas de lettres de v; : 

L ... ..... . ........ 'li. 

..... Sans symboles de v; 
_ Sans symboles de X>; 
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A cause des propriétés des systèmes constructeurs, sur une partie qui ne contient 
pa.s de symbole de z:>;, on ne peut appliquer que des règles de R1 (en effet, les règles 
de R2 que l'on pourrait appliquer sont aussi dans R 1 ). 

• Soit tE C[t11 .. ·, tn] avec C[, ... , ] ~ CJ. On écrit t := C((t1, .. ·, tn)) siC[, .. ·,] 
ne contient pa.s de symbole de~ et si racine(t1), ... , racine(tn) E ~pour un 
a E {1, 2}. Les termes ti's sont appelés SC-sou.s-termes principaux de t. 

• Le SC-rang d'un terme t est défini par 

{ 
SC-rang(t) = 1 
SC-rang(t) = 1 + max{SC-rang(t1), 1 ~ i ~ n} 

sitE1iU12 
si t = C((t1, · .. , tn)) 

• La SC-partù homogènf au sommet d'un terme t, notée SC-top(t), est le terme 
obtenu en remplaçant tous les SC-sous-termes principaux de t par D, i.e. 

{ 
SC-top(t) = t si SC-r~ng~t) = 1 

= C[, ... ,] Sl t = C((tl, ... ,tn)) 

Résultat de décidabilité 

Nous démontrons que, dans le cas de systèmes constructeurs linéaires à droite, la 
terminaison est préservée par composition. Comme tout système noethérien a une 
accessibilité décidable, on en déduit immédiatement que la décidabilité de l'accessi
bilité est consen·ée par composition de systèmes constructeurs noethériens. 

Lemme 3.2.6 La composition de deux SC noethériens est un SC noethérien. 

PREUVE: Nous démontrons qu'il n'existe pas dè dérivation infinie partant d'un 
terme t, par induction sur le SC-rang de t. 

-Soit t un terme de SC-rang 1. (Z>l!C1,'R1) et (Z>2,C2,'R2) sont noethériens par 
hypothèse. Si t est de SC-rang 1 alors t ne contient pas de lettres de ~ ou pas de 
lettre de z:>;. Donc on ne peut appliquer sur t que des règles de R 2 ou que des règles 
de R 1 . Donc il n'existe pas de dérivation infinie partant de t. 

- Maintenant, on suppose que le lemme 3.2.6 est vrai pour des termes de SC-rang 
n - 1 pour n fixé. Supposons qu'il existe une dérivation infinie partant d'un terme t 
tel que SC-rang(t)=n. Par hypothèse d'induction, il n'y a pas de dérivation infinie 
partant d'un SC-sous-terme principal de t car le SC-rang de ces sous-termes est au 
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maximum n - 1. De plus, les systèmes de réécriture sont linéaires à droite. Ce qui 
veut dire que si t = C((t1,···,tk)) ..=.. s = C'((s11 ···,sp)) alors p :5 k et il existe 
un ensemble { i 1 , • • ·, ip} C { 1, · · ·, k} tel que t,1 ..=.. sb···, t,,. ..=.. Sp· Ceci signifie 
qu'aucun sous-terme principal n'est dupliqué lors de la réduction. Donc, après un 
nombre fini de pas, on obtient un terme t' de rang n tel que toutes les règles ne 
s'appliquent que sur le SC-top de t'. Alors, à partir du terme SC-top(t') il existe une 
dérivation infinie. On peut supposer que SC-top(t') ne contient pas de lettre de v;. 
Alors, sur SC-top( t') on ne peut appliquer que des règles de 'R-1. Comme (Z>1, C1, 'R-1) 
est noethérien, on arrive à une contradiction et on en déduit qu'il n'existe pas de 
dérivation infinie partant de t. 0 

Nous obtenons comme corollaire de ce lemme le théorème suivant: 

Théorème 3.2.7 La décidabilité de l'accessibilité est conservée par la composition 
de SC noethériens et linéaire.r; à droite. 

PREUVE: La preuve est triviale car on sait que l'accessibilité est décidable pour tout 
système noethérien et on vient de démontrer que la terminaison était décomposable 
pour des SC linéaires à droite. 0 

3.3 Récapitulatif des résultats obtenus 

A us si bien pour 1 'union disjointe de systèmes que pour la composition de systèmes 
constructeurs, nous avons obtenu plusieurs résultats par une étude exhaustive de 
tous les cas possibles. Le tableau suivant permet de les résumer. En effet, on indique 
dans chaque case si la décidabilité de l'accessibilité est conservée par union. En 
colonne, on précise la (non- )linéarité des systèmes considérés et en ligne, le type 
d'union (union disjointe, composition de SC, noethériens ou non). L'abréviation 
"r.e." signifie "règle effaçante". 

Line&re droit Non lineaue dro1t 
Non llne&re Line&re NOD llne&re LiDe&re 

à gauche à gauche à.ga.uche à gauche 
Union disjomte Avec r.e. 1 Sans r.e. 

de SDR Non Oui Non NOD 1 Uw 
Composition 

de SC Non Non Non Non 
Composition de 
SC noethériens Oui Oui Non Non 



Chapitre 4 

Réductibilité et automates 
d'arbres 

Nous définissons dans ce chapitre une classe d'automates qui fournit un cadre algé
brique et algorithmique au théorème de Plaisted de décidabilité de la réductibilité 
inductive [Pla85)l. Plus précisément, notre but est de savoir résoudre toutes les 
formules du premier ordre avec sortes ordonnées, écrites à partir de prédicats de 
la forme "'t est facteur de x", notés facteurt(x ). Une autre façon de voir notre ré
sultat est de considérer que l'on peut traiter comme des sortes des ensembles de 
termes ayant des contraintes d'égalité entre sous-termes (le nombre de contraintes 
le long d'un chemin est borné). Nos automates sont donc des formes résolues de ces 
contraintes. Le point le plus technique de notre résultat est la preuve de la déci
sion du vide. L'idée est d'obtenir un lemme de pompage qui généralise la preuve de 
D. Plaisted. Nous proposons d'appeler ce résultat "théorème de Plaisted pour les 
automates d'arbres". 

Nous définissons la classe de nos automates progressivement: nous partons de défi
nitions générales et posons des restrictions dès qu'elles sont nécessaires. Ceci permet 
de mettre en valeur le rôle de chacune de ces restrictions. Avec ces automates, nous 
voulons résoudre les formules du premier ordre appelées formules d'entourage, écrites 
avec des for~ules atomiques facteurt(x) (tE TI:(X)). La classe d'automates que nous 
construisons, nommée AFA (automates de filtrage dans les arbres) a les propriétés 
suivantes: 

1 Un terme t est inductivement réductible si ioutes ses inst&nces closes sont réductibles. La 
réductibilité inductive est aussi appelée quasi-reductibilité ou réductibilité close 
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O. Pour tout automate non déterministe, on peut construire un automate corn-
piétement spécifié et déterministe qui reconnaît le même langage. 

1. La classe AFA est effectivement close par les opérations booléennes. 
2. Le vide est décidable. 
3. Pour tout t dans TI:(X), la formule atomique facteur,(x) est définissable par 

un automate, i.e. on peut construire un automate qui reconnaît l'ensemble des 
termes qui ont la propriété facteur,(x). De plus, t peut être sorté. 

4. Quand t est linéaire, l'automate qui reconnaît l'ensemble des termes qui en
tourent t est un automate standard de REC. 

Le point 0 est utilisé pour exprimer le complément. Les points 1, 2 et 3 permettent 
de construire un automate de AFA AF qui spécifie l'ensemble des termes satisfaisant 
une formule d'entourage donnée. Par exemple, si la formule Fest: 

facteur,(x) => (facteur11 (x) V··· Vfacteurlp(x)) ( 4.1) 

on peut déduire AF des automates spécifiant facteur,(x ), facteur11 (x), ... , facteur1p(x ). 
En utilisant des produits d'ensembles, on peut étendre le résultat aux formules 
F(x 1 ~ • • • ,xn)· Ces techniques sont utilisées entre autres par M. O. Rabin [Rab77) 
et \V. Thomas [Tho90). Si Fest une formule close, on peut décider de sa validité. 
Les automates peuvent donc être considérés comme des formes résolues des formules 
d'entourage. 

En résumé, nos automates spécifient des sortes usuelles et des contraintes d'en
tourage en nombre borné le long de tout chemin. Si on s'autorise un nombre non 
borné de contraintes le long d'une branche, on perd les bonnes propriétés 1 et 2 (J. 
Mongy [Mon81)). Notons que dans le cas particulier d'égalités entre fils d'un même 
noeud, aYec un nombre non borné de contraintes le long des chemins, les propriétés 
1 et 2 restent vraies (B. Bogaert et S. Tison [BT92]). 

Notre résultat permet d'unifier des résultats connus: on obtient immédiatement la 
décidabilité de la réductibilité inductive dans le cas des sortes ordonnées et d'autres 
résultats qui en découlent (D. Plaisted [Pla85], D. Kapur, P. Narendran, H. Zhang 
[KNZ87)). Dans le cas linéaire (quand les termes t des prédicats facteur1{x) sont li
néaires), la construction donne des automates standards ce qui confirme les résultats 

· deN. Dershowitz [Der85] et J.P. Joua.nnaud etE. Kounalis [JK89]. 

Nous donnons maintenant quelques exemples d'utilisation de nos automates: 

• Soit R un système de réécriture. Si R = { 11 --+ rh···, 1, --+ r,} alors on peut 
exprimer la réductibilité inductive d'un terme t par rapport à R grâce à la 
formule "'x F(x) où Fest la formule (4.1) donnée précédemment. 
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• Une spécification équationnelle E est dite suffisamment complète (pour un 
ensemble de constructeurs C) si et seulement si pour tout terme dos 9 de Tr:. 
il existe un terme dos c composé uniquement de constructeurs de C, tel que 
9 ...,.. c. Un ensemble R de règles de réécriture est dit suffisamment complet si 
l'ensemble d'équations E associé est suffisamment complet. 

Un système de réécriture préserve les constructeurs si pour toute règle l --. r 
telle que l ne contient que des constructeurs alors r ne contient également que 
des constructeurs. 

Théorème de Kapur, Narendran, Zhang [KNZ87] Un ensemble R de 
règles préservant les constructeurs est suffisamment complet si et seulement si 
pour tout f dans I:- C, f(x 1 , • • ·, Xn) est inductivement réductible pour R. 

Donc dans le cas d'un système de réécriture {11 --. rt, · · ·, 111 -t r11 } préservant 
les constructeurs, où l'ensemble des symboles définis (i.e. non constructeurs) 
est :E - C = { f 1 , · • • , fn}, R est suffisamment complet si et seulement si la 
formule suivante est vraie: 

'v' x( facteur il (z1 ,. •• ,z11 )(x) V · · · V facteur J,.(zJ. .. ·.Z•n) (x) 

=> (facteur11 (x) V··· Vfacteur1,(x))) 

• Nous pouvons construire un automate qui décrit l'ensemble des termes tels 
que "il n'y a aucune occurrence de b(b(x,x),b(y,y)) et deux occurrences de 
b( b(x, x), x) au plus pour tout chemin, et exactement deux pour au moins un 
chemin". L'alphabet :E est {b(,),a} et l'automate associé à cette contrainte 
est donné figure 4.1 

On peut construire un automate complétement spécifié et déterministe qui 
reconnaît le même langage. 

Nous définissons les automates AFA progressivement, et pour cette raison, nous pas
sons par deux classes d'automates intermédiaires AC (automates avec contraintes) 
et ACCCB (automates à contraintes closes par contexte et bornées). Dans ces deux 
classes d'automates, les contraintes sont quelconques (i.e. pas nécessairement des 
contraintes d'entourage) mais le lecteur peut avoir en tête l'exemple canonique des 
contraintes d'entourage facteur,(x) comme contraintes de bases. Les contraintes de 
bases linéaires peuvent toujours être supprimées et controlées par des automates 
d'arbres standard (Hoffmann et O'Donnell [H082]), c'est pourquoi nous ne considé
rons que des contraintes non linéaires. Plus généralement, les contraintes sont des 
combinaisons booléennes des contraintes de base et sont obtenues par composition 
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a_. qo 

. . b o(o(:r,:r),b(t~.JI)) puits 
l,J=0,1,2/\ 1 

9i q, b 
1 1 /\ 
x y x y 

i,j = 0,1 b o(b(:r,:r),:r) 961lp(i,j)+l 

/\ 1 
9i q, 
1 1 
x y 

b 
1\ 
x y 

-.b(b(:r,:r),:r)A 
i,j = 0, 1,2 b -.b{b(:r,:r),b(y,~)) 9.tup(iJ) 

1\ 1 
9i 9) b 
1 1 /\ 
x y x y 

Figure 4.1: Automate d~ AFA 
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d'automates. Les applications w sont introduites dans la classe ACCCB pour contrô
ler le nombre de tests de contraintes de base le long d'un chemin. D faut remarquer 
que les contraintes de base et leurs négations jouent un rôle dissymétrique. En effet, 
on ne teste qu'un nombre borné de contraintes de bases le long de toute branche 
alors qu'on s'autorise un nombre non borné de tests de leurs négations. Ceci peut 
s'expliquer par la transitivité de l'égalité et la non-transitivité de sa négation. 

Notons enfin que toute forme purement existentielle d'un problème équationnel (H. 
Comon [Com92]) se traduit en un automate de AFA. Par exemple, la formule 

3x, y, z t (x, y) =f u (x, x) V v (x, y, x) = z 

peut se traduire en un automate dont l'une des règles sera: 

c 

/1~ 
q q q Çatome1 Çatome2 

1 1 1 1 1 

avec C: # 1\ ( -. # 

fin 
1 

# 

/ÎJ~ 

v # ) 
Al"-A1~ A\" 

x y z a1 a2 x y z a 1 y' 

/\ 1\ 1,\1 
x y z x' a2 

1\ 
t u v z x x 

/\ 1\ /1\ 
y' y' 

xy xx xyx 
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4.1 Automates avec contraintes 

4.1.1 Définition 

AC représente la classe des automates avec contraintes. 

Définition 4.1.1 Un automate de AC est un quintuplet A= (E, Q, Qf,E, 'R.) 

• E est un alphabet fini gradu{. 

• Q est un ensemble fini d'états. 

• QJ est un ensemble d'états finaux {QJ ~ Q). 

• [ est un ensemble fini de contraintes de base portant sur le terme lu par A. 

• 'R est un ensemble fini df règles. Ces règles sont de la forme: 

f(q1 (x1 ), · · ·, qn(xn)) _:_.. q(f(x11 • • ·, Xn)) où c est une combinaison booléenne 
d'éléments de E. c sera appelée contrainte de la règle. 

FOJ"'CTJONNEMENT DES AUTOMATES AVEC CONTRAINTES: 

Soit t = f(tb · · ·, tn) 

• 
t 1- .A q(t) si et seulement s'il existe une règle 

/( 91 (xl),···, 9n(Xn)) _:_.. q(f(xh · · ·, Xn)) 

• 
dans 'R. tels que c est vérifiée part et 'ViE [1, n], ti 1-.A qi(ti) 

Définition 4.1.2 Pour tout état q 

• 
L9(A) = {tET~ 1 t 1- .A q(t)} 

Ainsi, le langage reconnu par A est: 

L(A) = U L9(A) 
qEQJ 
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Définition 4.1.3 Un langage d'arbres :F est AC-reconnaissable s'il existe un auto
mate A dans AC tel que L(A) = :F 

La classe des langages AC-reconnaissables sera notée RAC. 

Remarque 4.1.4 Les automates ascendants d'arbres classiques sont des automates 
de AC, où C est vide. 

Sauf précision contraire, les automates considérés par la suite seront toujours des 
automates avec contraintes. 

On note [_ l'ensemble { -,p 1 PEE}. 

4.1.2 Quelques transformations 

Algorithme de suppression du "ou" 

Lemme 4.1.5 A tout automatf A df baseE on peut associer un automate A' équi
valent dont les contraintc.c; sont des conjonctions d'éléments de C_ UC. A' sera appelé 
automate sans "ou". 

PREUVE: On met les contraintes sous forme normale disjonctive. Puis on applique 
la règle de transformation : 

l~r 
l~ r, l~r 

On obtient un automate A' tel que pour tout q L9 (A) = L9(A'). CJ 

Par la suite, on ne considère plus que des automates sans "ou". 

·. Définition 4.1.6 Un automate est complètement spécifié si pour tout terme t E Tr;, 
• 

il existe un état q tel que t 1-.A q(t). 

Définition 4.1.7 Un automate A est déterministe si pour tout couple de règles 
ayant mêmes parties gauches les contraintes sont incompatibles (i.e. leur conjonction 
e.c;t insatisfiablc) . 
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Remarque 4.1.8 La définition ci-dessus coïncide avec celle du déterminisme dans 
le cas des automates de REC. 

Algorithme de spécification complète 

Lemme 4.1.9 Soit A= (t, Q, Q1, E, 'R) un automate sans "ou", on peut construire 
un automate A'= (!:, Q', Q1,E, 'R') sans "ou" complétement spécifié tel que pour 
tout état q de Q, L9(A) = L9(A'). 

PREUVE: 

1. Pour toute lettre f de :En et pour tous 911 • · ·, 9n dans Q, 

(a) S'il n'y a pas de règle de partie gauche f(q1(xl),···,qn(xn)). On crée 
alors la règle 
f(q1(x1), .. ·,qn(Xn))-+ Puits(f(xll···,xn)) 

(b) Si les règles de parties gauches f ( q1 ( X1), · · · , 9n ( Xn)) sont : 
f(ql(xl) ... ·,qn(Xn)) ~ q~(f(X},"'',Xn)), 

f(ql(xl), .. ·,qn(Xn)) 2.. q~(f(xll"'",Xn)), 
alors, on met la condition -.c1 A ..• A -.Cp sous forme normale disjonctive 
11 V··· V /k où les 'iï sont des conjonctions d'éléments de EU f_ et pour 
tout i dans [1 ,k) on ajoute la règle 

f(ql (xl),···, 9n(xn)) .2!... Puits{f(xb"' · ,xn)). 

2. Pour tout f dans :En, on ajoute toutes les règles 

f(sl (xl),···, sn(xn))-+ Puits(f(xll· · · ,xn)) 

où au moins l'un des Si vaut Puits. 

'R' est l'ensemble des règles obtenues à partir de 'R en appliquant les transformations 
ci-dessus et Q' = Q U {Puits}. 

~ . 
On a alors t 1- .A' Puits(t) ~ ~q E Q t 1-.A q(t) 

• • 
et 'Vq E Q (t 1-.A q(t) ~ t 1-.A' q(t)). 

L'automate A' est sans "ou" et complétement spécifié. 

0 
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Algorithme de déterminisation 

Lemme 4.1.10 Soit A = {l:, Q, Qh E, 'R) complétement spécifiÉ sans "ou", on peut 
construire A'= (E, Q', Qj, E, 'R') détenniniste complétement spécifié sans "ou" tel 
que L(A) = L(A') (à condition de pouvoir tester la satisfiabilité des combinaisons 
booléennes de contraintes). 

PREUVE: Comme dans le cas des automates sans contraintes, Q' C P(Q) 

1 ... l' . Q' 0 'f':J/ 0 . m1tla 1satwn : = , 1'\, = . 

2. itération: 'rif E En, 'rlkll · · ·, kn E Q' 

On considère toutes les règles de parties gauches du type f( 91 (:r1 ), · · ·, 9n(:rn)) 
avec 'Vi, 9i E ki: 

f( 9U :r1 ), .. ·, 9! (:rn)) ..!4 .s1 (J(:rll ···,:rn)) 

f(qf(:rl)•" · ,9~(:rn)) ~ Sp(f(:rb · ", Xn)) 

On construit l'ensern ble r des conjonctions satisfiables maximales à partir de 
CJ' ••• 'Cp: 

f = { 1 = Cj1 1\ · .. 1\ Cim !1 satisfiable et 'ri j ~ {ill· .. , im} 1 A Cj insatisfiable} 

On ajoute dans 'R.' toutes les règles 

J(kl(:rt), .. ·,kn(:rn)) ...!....lc.r(f(:rh"',Xn)) 

avec 1 E r' 1 = Cjl A ... A Cim et k., = { Sil' ••• ' Sim}. 

On ajoute à Q' les éléments lc.r· 

On réitère le deuxième point jusqu'à ce qu'on ne puisse plus ajouter de règle.· 

L'ensemble Qj des états finaux est {k 1 Q, n k # 0}. 

On vérifie par récurrence sur la taille t des termes que 
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D'autre part, pour tout t = f(t 1 , • • •• tn}, supposons qu'il existe un et un seul mou-
• . 

vement dans .A tel que t 1 1-A k1(t1 ), • • • ,tn 1-A kn(tn), ce mouvement se prolonge de 
façon unique par j(k1 (tt},···, kn(tn)) 1-.A k.y(f(th · .. , tn)) avec"'(= {Act 1 cs(t)}. 

Cl 

4.1.3 Clôture par les opérations booléennes 

Lemme 4.1.11 La classe: AC est close par les opérations booléennes: union, inter
section, complémentaire. 

PREUVE: 

• Il est facile de voir que la classe AC est close par complémentaire: 

Si A est un automate de AC, on peut construire un automate A' déterministe et 
complétement spécifié qui reconnaît Je même langage. Si A'=(!:, Q, Qf, ê, 'R) 
alors B = (!:, Q, Q- Qf, E, 'R) est le complémentaire de A', donc de A. 

• Pour montrer que AC est close par union et intersection, on va démontrer 
qu'elle est close par produit. 

Soient A et B deux automates de la classe AC. A' et B' sont des automates 
déterministes et complétement spécifiés qui reconnaissent respectivement L( A) 
et L(B). 

On pose A'=(!:, QA, Q~, EA, 'RA) et B' = (!:, Qs, Q~, Es, 'Rs) 

L'automate produit A' x B' = (!:, QA x Qs, F, EAU Es, 'R). 

L'ensemble 'R est construit de la façon suivante: 

'Vf E !:n,f((qhq;)(xi),···,(qn,q~)(xn)) ~ (q,q')(J(xll ... ,xn)) E 'R si et 
seulement si 

f(qt(Xt),···,qn(xn)) ~ q(f(xh···,xn)) E 'RA et 

J(q~(xt),···,q~(xn)) ~ q'(f(xl, ... ,zn)) E 'Rs 

avec ( c A c') sa.tisfiable. 

L'automate produit ainsi construit est déterministe et complétement spécifié. 
C'est bien un automate de la classe AC. 
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On en déduit que AU B est l'automate A' x 8' en prenant comme ensemble 
d'états finaux (Q~ x QB) U {QA x Q~). 

De même, An B est l'automate A' x B' en prenant comme ensemble d'états 
finaux Q~ x Q~. 

Malheureusement, le vide n'est en général pas décidable pour la classe AC, même si 
les contraintes sont du filtrage. En effet, lorsqu'on s'autorise un nombre non borné de 
contraintes le long d'un chemin, le vide est indécidable (J. Mongy [Mon81]). Pour 
espérer obtenir la décision du vide, il faut donc restreindre la classe d'automates 
étudiée. 

4.1.4 Automates à contraintes closes par contexte et bor-
, 

nees 

On veut mémoriser dans les états les contraintes de base testées et satisfaites le 
long des branches, avec leur ordre de multiplicité. Dans ces conditions, n'ayant 
qu'un nombre fini d'états, on ne teste qu'un nombre fini de contraintes le long 
d'une branche. On peut avoir en tête qu'on a des ressources bornées et que satis
faire une contrainte coûte. L'exemple type est de considérer comme contraintes de 
base l'entourage de facteurs sortés donnés. Par exemple, l'application de la règle 

j(q1(x1),q2(x2)) J(a(z),z) q'(f(xllx2)) sur le terme f(tht2) signifie que f(a(x),x) 
filtre f(t 1 , t 2 ), que t 1 est de sorte q1 et t 2 de sorte q2• La construction va mémori
ser la satisfaction de cette contrainte de base dans q'. On va mémoriser dans l'état 
les multi-ensembles de contraintes de base ainsi satisfaites le long d'une branche. 
Les propriétés considérées seront closes par contexte, ce qui est cohérent avec l'idée 
que rétat mémorise une propriété du terme qu'il pointe. Très précisément, une pro
priété de base close par contexte sera l'application d'une certaine règle lors de la 
reconnaissance du terme: 

Pr(t) <=> il existe un mouvement de reconnaissance de t qui applique la règle r 

Les propriétés élémentaires que nous devons spécifier par la donnée d'un automate, 
et qui sont par définition nécessaires pour étudier l'ordre d'entourage, sont de la 
forme f(q1(x1), ···,qn(xn)) ....=.... q(f(xll" · ,xn)), c étant une contrainte de base de 
filtrage par un terme. L'extension de la problématique à. la théorie de l'entourage, qui 
revient à la clôture booléenne des propriétés considérées, nous amène à traiter des 
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règles avec des contraintes plus générales. Nous voulons, à partir de ces règles plus 
générales ne mémoriser que les règles liées aux contraintes de base. On comprend 
alors que J'automate doit être sans "ou": en effet, dans une règle 

j(q1(x1), · · ·, 9n(Xn)) ~ q(f(xt, .. · ,xn)) 

on ne peut pas savoir si on doit mémoriser la satisfaction de la contrainte c1 ou c2• 

De plus, l'automate ne peut pas avoir de règles ne différant que par les contraintes: 
f(qt(xl), .. ·,qn(xn)) .!4 q(f(xb ... ,xn)) 
f(ql(xl), .. ·,qn(Xn)) ...2... q(f(xb ... ,xn)) 

pour la même raison. 

Définition 4.1.12 Uru propriété P sur T:t(X) est close par contexte si 

(P(t) et t sous-terme des)=> P(s) 

Par exemple, la propriété P(x) = "t est facteur de x" est close par contexte. De 
même, la propriété P' (x) = "x contient au moins une occurence de la lettre a" est 
aussi une propriété close par contexte. Par contre P"(x) = "x contient exactement 
une occurence de a" n'est pas une propriété close par contexte. 

Dans ce paragraphe, les contraintes de base sont des propriétés closes par contexte. 
Notons que, quelque soit J'automate considéré, les ensembles E et !_ sont disjoints 
car la négation d'une propriété close par contexte n'est pas close par contexte. 

Définition 4.1.13 Sic est une conjonction d'éléments 11,· ··,ln de !+;BE_, on note 
E(c) l'ensemble des propriétés positives de c, i.e. E(c) = (Ui::1{l,}) n !. Une règle 
de contrainte c est ditf positive si E(c) n'est pas vide. 

Définition 4.1.14 Un automate à contraintes closes par contexte et bornées est un 
automate de AC noté (:E, Q, Q" E, 'R., w ). 

• E est un ensemble fini de propriétés closes par contextes 

• w est une application de Q dans un sup-demi-treillis fini T telle que : 

'V f(q1(x1),···,qn(xn)) ~ q(f(xl! ... ,xn)) E 'R. 

w(q) majore {w(q1 ), • • • ,w(qn)} 

La majoration est strictf si la règle est positive. 
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La classe des automates à contraintes closes par contexte et bornées sera notée 
ACCCB. Dans la suite de ce paragraphe, on ne considère plus que des automates 
de ACCCB. 

Propriété fondamentale Gard (l') majore, pour tout mouvement, lt long de toutf 
branche, le nombre d'occurrences des règles positives. 

EXEMPLE 1: Soit E = {c1.···,c,}. 

T = [0, ncJ x · · · x [0, ne,]· T est muni de l'ordre produit """': 

(n1,···,np) ~ (n~,···,n~) si ViE [l,p] n; s; n:, 

où s; est la relation d'ordre sur lN. 

On considère l'application w définie de la façon suivante: 

V(c) est le vecteur de {0, 1 }P tel que sa ième composante vaut 1 si et seulement si 
e; est dans E(c). 

Cette application w permet donc de compter les contraintes de base satisfaites le long 
d'une branche. On s'autorise au maximum ne. occurences de la contrainte e;, donc 
le nombre d'occurrences des règles positives est bien borné le long d'une branche 
mais n'est pas borné globalement. 

EXEMPLE 2: On prend le même ensemble T et la même relation d'ordre que pour 
l'exemple précédent. 

Cette fois, le nombre d'occurrences des règles positives est borné globalement. 

Lemme 4.1.15 Soit A= (I:,Q,QJ,E,'R,w), il existe A'= (l:,Q',QJ,E,'R',w') 
dans A CCCB complétement spécifié tel qur Vq E Q L9(A) = L 9(A'). 

PREUVE: La construction du lemme 4.1.9 est valide, en ajoutant à T un majo
rant strict w(Puits). En effet, les points l.a et 2 de l'algorithme engendrent des 
règles sans conditions, et le point l.b engendre une règle telle que w(Puits) majore 
{w(q1), · · · ,w(qn)}. 0 
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Lemme 4.1.16 Soit .A = (:E, Q, Qf,C, 'R.,w) un automate complétement spécifié. 
On peut construire .A'= (1:, Q', Qj, C, 'R.' ,w') déterministe et complétement spécifié 
tel que L(.A) = L(.A'). 

PREUVE: La construction du lemme 4.1.10 est légèrement modifiée: on construit 
de nouveaux états dans P(Q) x [0, Card(T)]. 

Au départ, pour toute constante a, a-+ (k,O)(a) où k est {q 1 ar .A q(a)} 

(on peut toujours supposer qu'il n'y a pas de contrainte sur les règles ayant une 
constante comme membre gauche). 

Sous les même hypothèses que pour la construction du lemme 4.1.10 on crée les 
règles f( ( k1, i1 )(xl),···, (/en, in)(xn)) -1... (ky, i-r ){f(x1, · · ·, Xn)) 

k.., est défini comme dans la précédente construction, et i-r vaut (supj=1 ij + 1) si la 
règle est positive et (supj=1ij) sinon. 

On peut alors choisir comme application w': Q'-+ [0, Card(T)] telle que w'((k, i)) = 
i. La relation d'ordre du treillis T'est $. 0 

Lemme 4.1.17 La classe ACCCB est close par les opérations booléennes: union, 
intersection, complémentaire. 

PREUVE : On peut utiliser la même preuve que pour le lemme 4.1.11. 

• On peut supposer que A est déterministe et complétement spécifié. Comme 
dans le cas des automates sans contraintes, on construit le complémentaire de 
A en changeant l'ensemble des états finaux. Ceci ne modifie en rien l'applica
tion w. 

• Pour montrer que ACCCB est close par union et intersection, on va démontrer 
qu'elle .est close par produit. 

Soient .A et B deux automates déterministes et complétement spécifiés de la 
classe ACCCB. 

On pose .A= (E, QA, Q~,CA, 'R.A,wA) et B = (E, QB, Q~,CB, 'R.B,WB) 

L'automate produit .A x B = (E, QA x QB, F, CAU EB, 'R.,w) construit comme 
dans la preuve du lemme 4.1.11 est un automate de ACCCB. 
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En effet, on définit ]'application w de la façon suivante: V'(q, q') E QA x 
QB, w((q,q')) = (wA(q),wB(q')). L'ordre est J'ordre produit de -<...t et ~B: 
(91192)-< (q~,q;) <::? (ql ~A q~ 1\92 -<Bq;). 

On en déduit que AU B est J'automate A' x B' en prenant comme ensemble 
d'états finaux (Q~ x QB) U (Q...t x Q~). 

De même, An B est J'automate A' x B' en prenant comme ensemble d'états 
finaux Q~ x Q~. 

4.2 Automates de filtrage dans les arbres 

Nous définissons ici une sous-classe des automates à contraintes doses par contexte 
et bornées. Maintenant, ]es propriétés qui nous intéressent sont toutes de ]a forme 
"t est facteur de x", que ron abrégera par facteurt(X) OÙ t est un terme quelconque 
de T:dX). Le nombre borné de contraintes de filtrage ]e long de toute branche nous 
permet de montrer que ]e vide est décidable. Nous appelerons cette sous-classe, la 
c1asse AFA (Automates de Filtrage dans les Arbres). 

4.2.1 Définition et propriétés de la classe AFA 

Définition 4.2.1 La classe AFA est une sous-classe de A CCCB. C'est l'ensemble. 
des automates A= {I:, Q, Q" E, 'R.,w), avec 

• E un ensemblf fini de propriétés closes par contextes de la forme facteur,(x) 
où t est un terme de TI:(X) TI:.....,. facteur,(s) ssi t est un facteur de s. 

• Soit E l'ensemble des termes apparaissant en indice des contraintes de E. w 
est une application de Q dans 2E (2E muni de l'inclusion est un treilli fini} 

• 
V'q E Q, w( q) = { t11 .. ·, t,..} tel que t r .A q(t) <::? facteur,1 (t) A .. • A facteur,n (t) 

On appelle dimension de l'automate la ca.rdina.lité de E, c'est-à-dire le nombre de 
facteurs que J'automate peut repérer. 
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La contrainte facteurt où test un terme de TI:(X) peut se décomposer en une partie 
"reconnaissable" (au sens des automates standards) et une partie "non reconnaissa
ble". Considérons par exemple Je terme t:: b(a(x,y),b(x,y). La contrainte facteurt 
est vraie pour le terme clos s si et seulement si 

1- b(a(x,y),a(z,t)) filtre un sous-terme s'des 

et 2- s'lu = s'h.1 et s'h.2 = s'h.2 

Le premier point peut être exprimé par un automate standard, sans contrainte. 
C'est pourquoi, par la suite, la règle f(q1(x1), .. ·,qn(xn)) _:_.. q(f(xt,·",xn)) avec 
c = facteurt1 1\ · · • 1\ facteurt. 1\ ...,facteurt.+1 1\ • • • 1\ ...,facteurt1 sera représentée par 

f(q~(xl), ... ,q~(xn))....::.... q'(f(xh ... ,xn)) avec c' = (e1, ... ,e1)· Les ei s'expriment 
en fonction d'égalités ou de différence entre positions (indices de Dewey). Les états 
q; mémorisent les lettres rencontrées à une profondeur bornée par celle des facteurs 
à repérer. 

EXEMPLE: considérons la contrainte facteurt 1\ -,facteur t', avec t :: b(a(x, y), b(z, t)) 
et t':= b(a(x',x'),b(y',y')). 

Cette contrainte sera représentée par la règle b(q1 (x1 ), q2(x2)) (~) q3(b(x1 l x2)) 
où q1 mémorise la lettre a rencontrée au pas précédent et q2 mémorise la lettre b. 
(e1 , e2) = (1.1 = 2.2 1\ 1.2 = 2.2, 1.1 # 1.2 V 2.1 # 2.2). 

Grâce à cette remarque, il est facile de voir que J'automate A= (:E, Q, Qf, [, 'R, w) 
où [ ne contient que des contraintes de base dont )es termes t sont linéaires est un 
automate standard. 

Un exemple complet d'automate de AFA est donné dans la figure 4.2. Pour simplifier 
l'écriture, on représente les transitions comme des règles de réécriture close. Bien 
sûr, la transition b(q,q')-+ q est à comprendre comme b(q(x),q'(y))-+ q(b(x,y)). 

Lemme 4.2.2 Soit Â un automate tle AFA. On peut construire un automate A' 
tléterministf et complétement spécifié tel que L(A) = L(A'). 

PREUVE: C'est une conséquence immédiate du lemme 4.1.16 (même résultat pour 
la classe ACCCB). D 

Lemme 4.2.3 La clesse AFA est close par union, intersection, complémentaire. 

PREUVE : Ce lemme est un simple corollaire du lemme 4.1.17 D 
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facteur: b 

/\ 
b y 

/\ 
x x 

Automate: Q = {qo,9b(O,o),fin} Qf ={fin} 

a--.. 9o 

b -+- 9b(O,O) 

/\ 
qo qo 

;b\ 9b(O,O) 

qo 9b(O,O) 

b 1.1 = 1.2 fin 

/\ 
9b(O,O) 9b(O,O) 

b __.fin 

/\ 
fin qo 

b 1.1 = 1.2 fin 

1\ 
9b(O,O) 9o 

b 1'1 ':F 1.
2 9b(O,O) 

/\ 
9b(O,o)9o 

b 1.1 ':F 1.2q 
-~-. .... b(O,O) 

/\ 
9b(O,O) 9b(O,O) 

b _..,.fin 

1\ 
fin 9b(~,o) 

Figure 4.2: Automate qui recherche le facteur b(b(x, x), y) 



4.2. Automates de filtrage dans les arbres 101 

4.2.2 Décision du vide 

Le problème est de décider, pour un automate .A de la classe AFA, si le langage 
reconnu par cet automate est vide. 

La preuve de la décision du vide est fortement inspirée de la preuve de la décidabilité 
de l'inductive réductibilité de D. Plaisted [Pla85). Le principe est le suivant: on 
démontre que si A reconnaît au moins un terme alors il en reconnaît un de profondeur 
bornée. La borne s'exprime en fonction des facteurs que l'on peut repérer, et de leur 
nombre. 

Nous allons considérer un terme reconnu par l'automate et minimal pour un certain 
ordre, dit ordre de pompage. Lorsque l'on pompe sur un terme, il ne faut pas remettre 
en cause les égalités qui ont été reconnues sur ce terme. D faut donc associer à 
une position donnée toutt>~ ]es positions liées à elle par le test d'une égalité afin de 
conserver ces égalités en cas de pompage. C'est pourquoi nous définissons et étudions 
une relation d~équivalence sur les positions des noeuds d'un arbre t de Tr,. Deux 
positions seront équivalentes si l'automate vérifie l'égalité des sous-termes en ces 
positions. Nous bornons la distance séparant deux positions équivalentes, ainsi que 
la cardinalité des classes d'équivalence. Nous pouvons ensuite définir un ordre sur les 
,termes, dit "ordre de pompage". Intuitivement, un terme t est inférieur à un terme 
.s au sens de cet ordre, si t s'obtient à partir de .s par pompage. A partir d'un terme 
minimal pour cet ordre, nous étudions les nouvelles contraintes qui apparraissent 
par pompage sur ce terme. Pour terminer, nous construisons un arbre TB associé à 
un chemin 0 d'un terme t minimal. En bornant la taille de cet arbre, nous prouvons 
que la hauteur d'un terme minimal est bornée. 

Définitions 

Voici quelques définitions utilisées dans la preuve de la décision du vide. 

Soit A un automate de la classe AFA. On le suppose déterministe et complétement 
spécifié. 

• Le degré d'un état est le nombre de contraintes de bases satisfaites c'est-à-dire: 

deg(q) = Card(w(q)) 

• A tout noeud de position 11 d'un arbre ton peut associer l'état de l'automate 
quand il atteint ce noeud. On le note état(t,11). 



102 Réductibilité et automates d'arbres 

Comme A est déterministe, complétement spécifié, état(t,v) est défini pour 
tout t et pour tout v dans t. 

• Le degré d'un terme test égal à deg(état(t,e)), E étant la position de la racine. 

• Soit H la hauteur maximale des facteurs à repérer. 

• Si u est un terme et n un entier naturel, on définit récursivement top( u,n) par 

top(u,H) = top(u) 

top(f(x11 · · ·, Xk), 1) = f 
si n > 1, f E 2:- L.:o, 

top(!( th···, tk), n) = f{u1, · · ·, uk) 
où u, = top(t,, n- 1). 

si a E L.:o, top( a, n) =a 

• Soit Atop l'automate obtenu à partir de t en mémorisant les tops: 

au noeud de position v, l'automate Atop mémorise top(tl 11 ). 

• Soit D la dimension de A, D est aussi la dimension de Atop· 

• On note K le nombre maximal d'égalités testées dans un top, c'est à dire le 
nombre maximal d'égalités testées par une règle de l'automate. 

Par exemple, la règle f(qi (xl),···, 9n(xn)) ~ q, 
avec c = ((1 = 1.3) 1\ (2 = 4), (1 = 3.2)), teste au maximum 3 égalités. 

Relation d'equivalence sur les positions 

On définit une relation d'équivalence sur les positions d'un terme. Intuitivement, 
deux positions o et {3 seront équivalentes si l'égalité tla = tlt3 est vérifiée par 
l'automate (directement ou indirectement, par propagation des égalités le long des 
branches et par transitivité de l'égalité). Nous démontrons que la différence de hau
teur entre deux noeuds équ;valents ainsi que la ca.rdinalité des classes d'équivalence 
sont bornées en fonction des paramètres D etH de l'automate. Cette relation d'équi
valence est définie de la façon suivante: 

PREMIÈRE tTAPE: On définit la relation !top telle que deux positions "Y et p sont 
en relations si et seulement si l'égalité entre les sous-termes tl., et tp est testée par 
l'automate pour appliquer une règle. 
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1. Soit la relation ~top définie par : 

; ~top p ~ il existe une règle de Âtop f(ql (x1 ), · · ·, q,(x,)) 4 q(f(xt, ···,x,)) 
telle que 

• 
t r .A,..,. t'(f( 91 (tl), ... ' q,(t,))) avec pos(t, f(tl' ... 't,)) = 0' 

et il existe ~' 7], r/ des positions telles que 

{
; = a.~.f] où '7 et 7]1 sont non nulles(# e) 
p = a.~·'7' et '7(1) # '7(1) 

(~'7 = ~'7') étant une égalité appartenant à la condition c. 

La figure 4.3 schématise cette définition. 

2. A partir de ~top, on définit une autre relation ~' par "propagation des éga
lités"; deux positions -y et p sont en relation si et seulement si t1'1 = tlp est 
conséquence d'une égalité testée par l'automate t1'10 = t!Po 

"Y~ P ~ (3-yo, po,~ 1 i ="(o.~, P =Po·~ et io ~top Po) 

Par exemple, dans la figure 4.4, les positions ; et p sont en relation par ~ 

Posons Eo = {(-y,p) /; ~ p} U {(;,;)} 

E0 est le graphe d'une relation symétrique et réflexive. 

En effet, 'V; (;,-y) E Eo et 'V(;,p) E Eo, on a (p,;) E E0 car~ est symétrique. 

On note cette relation ~ car c'est la dôture réflexive de ~. 

Lors de cette première étape, nous avons défini une relation symétrique et réflexive 
0 
~. 

Nous allons maintenant réaliser la clôture transitive de ~. 

· DEUXIÈME ÉTAPE: clôture transitive de~. 

On pose de manière classique: 

'Vi~ 1 E, = {(;,p) 1 3'7 (;,fJ) E Es-1 } 
(fJ,p) E Ei-t 
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Figure 4.3: "Y ~top p avec "Y= o:.{3.'f] et p = o:.{3.f] 1 

Po 

p 

Figure 4.4 : "Y ! p 
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Figure 4.5: augmentation du degré au noeud de position a 

Nous allons prouver que cette construction termine. 

Nous posons, par convention, E_1 = 0 

Lemme 4.2.4 Soit t un terme de degré supérieur ou égal à 1 

'ViEl!\', 'V(';, p) E Ei- Ei-11 3ao, ao < /, ao < p td que 

deg{tj 00 ) > de.g{th)+i 

et 'Vo. > ao) deg(tlo) < deg{tloo) 

PREUVE: 

1. si i = 0, (/, p) E Eo 

10.5 

On a alors 1 = a{3ry et p = a{3ry' d'où deg(tlo) > deg(tj")) et 'Va'> a, deg(tlo•) 
< deg(tlo)· 

Le degré augmente donc strictement en a, ce qui est illustré par la figure 4.5. 

2. Supposons que ce soit vrai pour tout k $ i - 1, pour i fixé ( i ~ 1 ) 

Par hypothèse b, p) E Ei - Ei-h donc 3ry ("Y, '1) E Ei-1 et ( '1, p) E E1-1 

Comme ('y,fl) E Ei-1 alors 3Qo, oo <"Y et Oo < '1 tels que 

( 

deg(tloo) > deg(tj,)+i -1 
et 
'Va> ao deg(tlo) < deg(tloo) 
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De plus, comme ( '7, p) E E,_1 on a 3ot, o1 < '7 et o1 < p tels que 

( 

deg(tlo1 ) > deg(tj 71 )+i- 1 
et 
\:lo > Ot deg(tlo) < deg(tlo1 ) 

On peut supposer que o 0 < o 1 • 

On a alors deg(tloo) > deg(tloJ d'où deg(tloo) ~ deg(tloJ+1 > deg(tj'l)+i 

et "Vo > Oo deg(tj 0 ) < deg(tj00 ). D 

Lemme 4.2.5 il existe i 0 inférieur ou égal à D tel que E = E,0 , D étant la dimen
sion de A. 

PREUVE: 

\:liE IN, s'il existe (1, p) E E,- E,_~, on a deg(tl~) > deg(tj..,)+i. 

Or deg(t) ~ D d'où deg(tj..,)+i < D. 

Comme deg(tj')) ~ 0, on en déduit que i < D. 

Donc il existe un io tel que \:li > io, E,- E,_1 = 0 et E = Eio. 

D 

Soit ::::: la relation ayant pour graphe Eio. Cette relation est réflexive, symétrique et 

transitive ( c'est la clôture transitive de ~ ), c'est donc une relation d'équivalence 
sur les positions d'un terme t. On note [1] la classe d'équivalence de la position 
Î pour cette relation. Intuitivement, h] est le plus grand ensemble de positions 
{1, o1 , ···,on} telles que \:liE [1, n), l'égalité tl..,= tlo, a été vérifiée par l'automate 
(directement ou indirectement, par transitivité de l'égalité). 

Nous allons maintenant borner la différence de hauteur entre deux positions équi
valentes ainsi que la cardinalité de h]. 

Lemme 4.2.6 \:liE IN, \:1(1, p) E E, lhl- IPII < 2'.H. 

PREUVE : par récurrence sur i 

1. Si i = 0: 

(a) si 1 = p, c'est trivial car H est non nul 
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(b) si;# p 

i. si ; ~top p alors "1 = o:/3'7 et p = o:/3'7' où fl'1 = /3'7' est une condition 
de c. 
n y a donc égalité entre des positions non nulles d'un facteur à repérer 
or la hauteur de ces facteurs est strictement inférieure à H. 
Donc lbi-IPII < H 

ii. si non(-y ~top p) alors;= "''o/3 et p = po/3 avec ;o ~top Po 
Donc lhol- IPoll < H =? lhi-IPII < H 

2. supposons que ce soit vrai pour tout k, k $ i- 1 

(;,p) E Ei ~ 3TJ (-y,f7) E Ei-1 
(fJ,p) E E1-1 

Par hypothèse de récurrence, on a: 

lhl-1'711 < 2'-1 -H } i 
IITJI-IPII < 2i-1.H =? lbi-IPII < 2 .H 

car lbi-IPII = lhl-1'71 + 1'71-IPII et donc lbi-IPII < lbl-1'711 + IITJI-IPII < 
2 x 2i.H o 

Lemme 4.2. 7 itant données deux positions ; 1 , ; 2 dans un arbrf t, on a: 

PREUVE: 

(;ll "'12) E E ~ (;ll "'12) E E,0 avec io < D. 

Or lh1l- h2ll < 2'0 H d'où ll11l- h2ll < 2D H. 

0 

On abrège par la suite 2D .H par L. 

Lemme 4.2.8 "'to:, Gard{(;])< (K + l)D, K étant le nombre maximal d'égalités 
( o: = /3) dans une condition. 
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PREUVE: 

soit ; une position dans l'arbre t. Î est sur un chemin où l'automate a testé au 
maximum D fois des égalités, où D est la dimension de l'automate, en des noeuds 
de positions o 1 , • • ·, OD avec o1 > · · · > OD· 

On note b]i l'ensemble des positions 6 telles que tl6 = tl., à cause des contraintes 
d'égalités imposées par l'application des règles de transition de l'automate jusqu'à 
la position Oi. 

On a donc b]v = h]. 

On montre par récurrenc.e suri que card([;]i) ~ (K + 1 )' 

0 

1. Si i = 0, [;]o ={;},on a donc card([;]o) ~ (K + 1)0
• 

2. Supposons que card(h·Ji) ~ (K + 1 )i, pour j fixé, j E [1, D], et montrons que 
card(b]i+l) ~ (K + 1 )i+1

• 

On teste p égalités en oi+l avec p ~ K. On a donc en oi+l p égalités (f3i = {3:), 
i E [l,p] d'où tioJ+ 1,e, = tioJ+ 111;, 'ViE [l,p]. 

Soit 1 le sous-ensemble de [1, p] des indices i tels que oi+l /3,· ou Oj+l !3: est 
préfixe de ; . 

Supposons que î' :2::: Oj+18i. 3Çi, '"'f = o;+1/3iÇi. En posant'"'(:= oi+lf3:ç,, on a 
ti-r= ti-r:· Or card([;];) ~ (K + l)i et 'Vi card(['ri);·) ~ (K + l)i. 

On a hli+l =[;JiU (Uieib:Ji) donc card([;].;+l) ~ (K + 1)i + K x (K + l)i ~ 
(K+l)i+l 

Comme h]v = b], on a bien 'Vî, Card([-y]) < (K + l)D. 

Pompage sur les termes 

Définition 4.2.9 (ordre de pompage) 

On définit un ordre strict partiel--<.A,.,. sur les termes clos. Cet ordre est appelé ordre 
de pompage et ne dépend que de Atop· 

Intuitivement, t --<.A,.,. t' si t se déduit de t' en pompant et deg(t) = deg(t') (cf 
figure 4.6). 
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t'h~ t'h~ 

Figure 4.6: t obtenu par pompage sur t' 

Formdlement, t -<.A,op t' si et seulement si: 

• t' = u [t' l'l'l , · · · , t'l'l'p], où les '"'ri sont des positions telles que b1] = { /t, · · · , ÎJ>} 

• il existe de.s positions 1·~, · · ·, 1·; équivalentes telles que 'ViE {J,p} li est préfixe 
de 1: et ftat(t ',,,) = état(t ~,,:J 

• t = u[tl'l'1 ~ • • ·, ti'"~P] avec 'ViE {l,p} tl'l'. =t'I-r: et 'rfa E u, état{t,o:} = état(t ',a:). 

Par la suite, on représentera ce pompage en écrivant t = t'[h1] <~- t'I..,.J 
Le ]emme suivant signifie que si t est un terme nùnimal au sens de ]'ordre de pom
page, alors tout pompage sur t crée un terme où apparaissent de nouvelles égalités 
entre sous-termes, testées par l'automate. 

Lemme 4.2.10 (lemme de minimalité) Soit t un terme minimal selon ~.A,op, 

· soit 1 une position dans t, 

. .J "t" d tt 11 { 3Ç # E '"( = ')'.Ç 
sott 1 une post ton e e e que état{t,/) = état{t,')'') , 

et soit t'= t[b] <~- tl..,.•], 

alors il existe a: dans b] et fJ, fJt, fJ 2 des positions telles que 
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De plus, on est dans l'un des deuz cas suivants: 

1} soit '1171 < o et l'égalité entre t'l'l77I et t'l77'12 s'écrit c =i ('1771l '1772, o, o') 
pour a' = a.e. On est dans le cas d'une égalité lointaine de o. 

2) soit '1171 2:: o et l'égalité entre t'l77771 et t'l'l772 s'écrit c =l ('l17b '7772, o, o') 
pour o:' = o .e. Cettt égaliU e.'if ditf proche df o. 

Dans le cas général, on écrira = ( 7777h '1772, o, o') au lieu de j ( '1771l '1772, o, o:') ou 
l (17171! '1772, o, o'). 

Remarque: si o: = "'( alors on dira que c'est une égalité concernant "'( sinon c'est une 
égalité étrangère à '). 

PREUVE DU LEMME DE MINIMALITÉ: 

Par définition de::::, b] = {·Yt,···,"'fm}. Posons h1 = {"'f~,···,')':n} tel que 'ViE 
[l,n], 1: = "'fi·e· Soient tb···,tm les sous-termes de taux positions "'fh···,"'fm et 
soient t~, · · · , t~ ceux de t' aux mêmes positions . 

• • 
t r.A,op u(ql(tl),···,qm(tm)) {::}t' r.A,op u(ql(t;),···,qm(t~)) 

car ti= ti bi - ti"~'•] et 'Vi état(t, "Yi)=état(t, "'(:) . 
• 

Comme t est minimal, le pompage effectué aux positions '"Yh • • ·, '"Ym a modifié les 
états lors de la lecture de u par l'automate: 

377 Eu, état(t,,.,) :/; état(t','l) 

Posons t1'1 = f(sl,···,sn) et t'l'~= f(s~,···,s~) 

• 
On a donc t r .A,op s(f(q~ (s1 ), · · ·, q~(sn))) r .A,op s(q(f(s11 ···,sn))) 

• 
et t' r .Âiop s(f(q~ (s~ ), ... 'q~ ( s~))) r .Âiop s( q'(f(s~' ... 's~))) 

D y a donc dans Atop les règles suivantes: 

f(q~(xl), .. ·,q~(xn)) .!.. q 
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Figure 4.7: égalité concernant")', lointaine de")' 

Figure 4.8: égalité concernant ")',proche de "Y 
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où cet c' sont des conditions incompatibles. En fait, par construction des automates 
de AFA, c! = (~, · · ·, c~) et c = (ct,··· ,en) avec soit c; =<,soit c; = ...,<· 

Montrons d'abord que toutes les conjonctions d'égalités vraies dans c le sont aussi 
dans c' en utilisant une preuve par l'absurde. 

Supposons que (Aiel (3, = (3:) est une condition élémentaire de c vraie dans t mais 
fausse dans t' à la position fJ· 

Donc il existe i E 1 tel que t1'1.B. = t1'1.B! et t'l'I.e. ::f t'l,.e:· 

Cela signifie qu'au moins un des deux arbres t!,.e. ou tl,.e: a été modifié par pompage. 
Supposons que ce soit tl 11 t3,· On peut en déduire que 3o E h], fJf3i < o. Posons 
a= fJf3i~· 

• Premier cas: t 1'1 13: n'a pas été modifié par pompage. Cela signifie qu'il n'existe 
pas a' E b], fJ/31 < a'. 

Ceci est impossible car fJf3i ~ fJf3I => fJf3i{ ~ fJfiiÇ donc on a un élément fJf3;~ 
dans h] suffixe de fJ f3;. 

• Deuxième cas: tj 1113• a été modifié par pompage. On a donc 3o' E h], fJf3: < o' . 
• 

On a vu qu'alors o' = fJ f3X. 

Donc t'l 11.e, = tl 11 13.[a _. tl"Y•] = t1 11.e;[a' _. ti-r•] = t'l,.e: et t'lo = t'lo•· 
Le pompage a donc conservé les contraintes d'égalité entre tj 1113, et tl 11.e• et 
l'hypothèse de départ était fausse. ' 

Toutes les conjonctions d'égalités vraies dans c SOJ?t donc vraies dans c'. 

Comme c' = (~, · · ·, c!,J etc= (ct,··· ,en) avec soit c; =<,soit c; = ...,<, c! contient 
une conjonction d'égalités que ne contenait pas c. Puisque toutes les conjonctions 
d'égalités (i.e. les contraintes de base) dans c sont vraies da.ns c!, il existe fJ < 
a, fJ :f. o et fJt, fJ2 ·des positions telles que: 

t ,,,.al ::f t 1'1'1:1 et t'117'71 = t' ,,'1:1. 

1'71 1 ~ H car les conditions apparaissant da.ns les règles agissent sur des positions de 
longueur< H. Donc l'l'ltl ~ l'li+ 1 <loi+ H. 

On est donc 
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p" 

Figure 4.9: positions équivalentes sur des chemins 

- soit dans le cas d'une égalité lointaine de o: '7'71 < o 

- soit dans le cas d'une égalité proche de o: fJ < o < fJ'71 où '7'71 est dans 
top(o). 

0 

Dans le cas d'une égalité lointaine de o, notée i ('7'711 '7'72, o, o'), on dit que o' est 
super-contraint par o. 

Dans le cas d'une égalité proche de o, notée l ('7'7ll '7'72, o, o'), on dit que o' est 
contraint-prochr par o. 

Dans l'algorithme de construction de l'arbre Te à partir d'un chemin 8 dans un 
terme t, on utilise comme invariant le fait que les noeuds regroupés dans un même 
ensemble sont sur un même chemin dans t. Comme nous raisonnons avec des classes 
d'équivalence de positions, il nous faut prouver que le choix de positions sur un 
même chemin est toujours réalisable. C'est le but du lemme suivant. 

Lemme 4.2.11 Soit t un terme minimal au sens de -<.A,..,· Soient deux positions 1 
et p équivalentes au sens de ~. Soient ""(1 et i' deux positions telles que "Y" > ""(1 > 1 

t[b] ~ t..,.•] crée une égalité= {'7'711 '7'72, p, p') avec p < p' 

t[h] ~· t..,.,] crée une égalité= (ah e6, p, p") avec p < p" 

Alors il eziste >. E (p'1 tel que p' < À 

La figure 4.9 est une illustration de ce )emme. 

PREUVE: 
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Par le lemme précédent, on a 1' ~ p' et 1" ~ p". 

On a alors {l' ~ p' et 1" > 1') => (3>. E h'1 tel que >. = p1f1 avec 1" = 1'77) 

D'où tl..\ =tl..,, = tjp" et donc .>. E (p'1 et p' < .>.. 

0 

Preuve de la décision du vide 

Nous prouvons que le problème du vide est décidable en démontrant que si A recon
naît au moins un terme, il en reconnaît un de profondeur bornée, minimal au sens 
de l'ordre de pompage. Dans un premier temps, nous définissons un algorithme qui 
à tout chemin (} dans un terme t minimal pour --<.A,.., associe un arbre Te. Puis nous 
bornons la taille de Te en fonction de D, H, K qui ne dépendent que de A et en 
déduisons que la hauteur de t est bornée en fonction de ces mêmes paramètres. 

Soit (} un chemin de la racine jusqu 'à une feuille a. Ee est l'ensemble de toutes les 
positions des noeuds de ce chemin, c'est-à-dire Chemin(pos(a)). On peut partitionner 
Ee en E91 , • • • , E9m où { 91, · · · , 9m} = Q.A,"" de la façon suivante : 

\:/1 E Ee (/ E E9 ~ état(t, 1) = q) 

L'arbre Te associé à (} est de ]a forme tête(t1, ···,tm), où tête est un nouveau sym
bole d'arité m et th···, tm sont des arbres construits en parallèle et dépendants 
respectivement de E 91 , • • • , E9m. 

Dans l'algorithme suivant, permettant de construire les arbres tl!···, tm, on a un 
ensemble Ede positions partitionné en E1 EB · · · œ En. En fait, E est l'ensemble des 
positions de Ee non encore traitées. 

A chaque composante Ei de la partition de Eon associe sa caractéristique qui est 
un ensemble d'égalités entre positions { o1 = {31, ···,Op= {3p} que l'on abrégera par 
{ch··· ,ep}. 

Si 1 est une position de Ee, I2J représente un noeud de l'arbre Te, labellé par "Y (mais 
pas de position 1 ). 

Si Ei est une composante de la partition de E, Il Ei Il représente un noeud de l'arbre 

Te, labellé par l'ensemble Ei. Ces noeuds sont utilisés pendant l'exécution de l'algo
rithme mais n'apparaissent pas dans les arbres t1 , • • ·,tm solutions. 
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ALGORITHME DE CONSTRUCTION DE L'ARBRE T8 • 

Au départ, E = E0 , E, = E9, et m = n. 

115 

1) On recherche le noeud "Y E E le plus en haut. De part Je partitionnement de E, 
il existe i te] que "Y E E, avec E, de caractéristique cll ... , c,. 

2) On fait un pas de construction dans l'arbre. 

On crée un noeud [lJ que 1'on accroche à la place de IlE, !j. 
E, .-. E, - "Y· 

Pour tout noeud 1' dans E, 

l'arbre t[["Y] .-. t-r•J contient au moins une égalité testée par l'automate que ne 
contenait pas J'arbre t de part le lemme de minimalité. 

i) si on crée une égalité c lointaine de')', on ajoute un fi]s [tJ à ill etE, .-. Ei - --t'. 

ii) si on crée une égalité c proche de 1, on a une nouvelle contrainte c. Deux cas 
peuvent se présenter: 

*) s'il existe déjà un noeud Il Ei,k Il fils de m de caractéristique CI, ... ' Cp, c, 

alors on ajoute 1' à li Et,k Il 
*) sinon, on crée un noeud Il Ei,k' Il fils de ill de caractéristique c1 , ••• , Cp, cet 

on met 1' dans li Ei,k' Il· 
Ei .-. Ei - 1'· 

iii) s'il n'y a pas d'égalité concernant "'(,on a une égalité c étrangère à "Y présente 
dans t[["Y] .-. t-r•] et absente dans t. 

D existe donc un noeud p E h] tel que c soit une égalité concernée par p. 

On crée, s'il n'existe pas, un noeud l!J fils de ill· 
Comme p e hl et 1' = "f.{, on a donc p' = p.e et p' E ('r1· 

*) si c est une égalité lointaine de p, p' est supercontraint par p. 
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Si c'est le premier super-contraint en dessous de p, on crée [2] feuille de [ë], sinon 
on recherche sur quel chemin C sont les autres noeuds supercontra.ints par p et on 
crée un noeud [] fils de [ëJ tel que >. ......, p' et >. sur le chemin C. 

*) si c est une égalité proche de p, on a une nouvelle contrainte c. 

Si le noeud Il A Il de caractéristique c existe déjà, on met dans cet ensemble le noeud 

>. tel que >. ....., p' et >. est sur le même chemin que les éléments de Il A lj 

sinon on crée l'ensemble ji A lj en fils de Ii] et on met dedans p'. 

Ei ~ Ei - l'· 

fin Pour. 

FIN DE L'ALGORITHME 

Invariants : 

1) Tous les noeuds §J..· .,(5] supercontraints par un même noeud a et en 
feuilles de @] sont tous sur un même chemin C dans t. 

2) Quel que soit l'ensemble A de caractéristique c1, ••• , ep, tous les noeuds de 
A sont sur un même chemin C dans t. 

Rappelons que card([11]) est borné par (K + 1 )D. 

Nous allons maintenant borner la taille de l'arbre Te. Pour ce faire, nous allons 
montrer que le nombre de noeuds créés sous un noeud I1J est borné. 

Lemme 4.2.12 Soit 1 E E9,. 

Card({ï' E E 9, 11 < 1', 3p' E h1, 3p E [!], p' supercontraint par p}) 

< (K + I)D.K.(L+ lfl). 

PREUVE: 

Deux noeuds p~ et p; supercontraints par p ne peuvent engendrer une même nouvelle 
égalité. 

Supposons que p < p~ < p~. 

Comme p~ est supercontraint par p, il existe v, v1, v2 tels que t{p +- t!P;]Ivv1 = t1 11112 
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Si p~, supercontraint par p engendrait la même égalité, on aurait t[p +- t1P;]Iw1 = 
t 111"2 

D'où tiP~ = tlP; ce qui est impossible car tlP; est un sous-terme de tiPi. 

Ceci signifie que pour p fixé, le nombre de p' est inférieur ou égal au nombre d'égalités 
possibles lointaines de p. 

Il y a IPI valeurs possibles pour v or IPI < L +hl 
Pour chaque v, il yaK égalités possibles dans top(v). 

Comme il y a ( K + 1 )D valeurs au maximum dans b], on a donc 

Card( { / 1 1 1 < 1', 3p' E [11, 3p E b], p' supercontraint par p}) 

~ (K + 1)D.K.(L + lfl). D 

Nous affirmons dans l'algorithme que lors d'un pompage créant une égalité proche 
on obtient une nouvelle contrainte. Le lemme suivant en fait la preuve. 

Lemme 4.2.13 Soit t minimal et soient II, ')'2 des éléments de Ei de caractéritiquE 
{ c1, · · · , c,}. On supposf quE 11 est pré jiu de 12. Soit t' = t [PI +- t IP:J avec PI E h1] 
et p2 E [ "h]. Si t' vérifie unE égalité c proche de p1 alors c f/ { CJ, • • • , c,}. 

PREl'VE: 

La preuve utilise les notations de )a figure 4.10. 

Supposons qu'il existe une contrainte c' dans Ei telle que c = c'. Ceci signifie que 
).2 = ).1 

Par la contrainte c', on a: 

Par la contrainte c, on a: 

De plus, PI - ')'1 et P2 "' 1'2 

On en déduit donc que 

t1P1·.).2 = t[pl +- t1P2]1P1·.).2 = t[pl +- t1P2]1Pl·.).l = tlii.IIJ 
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Figure 4.10: apparition d'une nouvelle contrainte 
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Donc tlv.112 = tlp1.À2 et la contrainte c existerait avant le pompage (dans top(11)) ce 
qui contredit le lemme de minimalité. 

0 

Lemme 4.2.14 Soit"'( fizi dans t. 

Le nombre d'égalités proches de "Y est borné par H.K. 

PREUVE: 

Pour une égalité proche de"'(, on a: 3v, vh v2 , v<"'(< vv1 ou v<"'(< vv2. 

Il y a donc au maximum H valeurs pour v et pour chaque v il y a K égalités 
possibles. 0 

Lemme 4.2.15 Soit "Y E E9,. 

Card({·y' E E 9, 1 1· < "'(1
, 3p' E h1, 3p E b], p' contraint-prochf par p}) 

:5 (K + l)v.K.H. 

PREUVE: 

Il y a au maximum (K + 1 )D valeurs possibles pour pet le nombre d'égalités proches 
de pest borné par H.K. 0 

Nous pouvons maintenant borner le nombre de noeuds internes à l'arbre Te, tous 
ces noeuds étant des noeuds contraints-proches. Le nombre de noeuds contraints
proches est borné en fonction du nombre maximal de contraintes proches dans un 
top. 

Pour un état donné, on a au plus (K + 1 )D- 1 noeuds équivalents à un "'( donné et 

(K + 1)D.K.H ensembles liE, il en dessous de [2} Comme le nombre de contraintes 

possibles pour un état donné q, est inférieur ou égal à K, il y a au maximum K 

niveaux pour les li Ei Il· 
Par conséquent le nombre de pas utilisés lors de la construction de E9; est borné par 
[(K + 1 )D .K.H]K et Je nombre de pas utilisés lors de la construction de T1 est borné 
par N = Card( Q).((K + 1 )D .K.H]K. 

Bornons pour terminer Je nombre total de noeuds contenus dans T1. 
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On note Tn l'arbre Te en cours de construction après n pas de calculs. 

Nous allons compter le nombre de noeuds définjtifs, c'est-à-dire les feuilles obtenues 
par les noeuds super-contraints et les noeuds du type [2} 

Au premier tour, le nombre de noeuds créés est borné par (K + 1)D + 1, -y étant à 
la racine de l'arbre tet donc aucun noeud n'étant super-contraint par -y. 

I!Ttll :S (K + 1)D + 1 

Lors du (n+ 1 )-ième pas de construction, on ajoute à l'arbre Tn a.u maximum (K + 1 )D 
noeuds équivalents ŒJ, (K + 1)D.K.(L +hl) noeuds super-contraints à ces noeuds 

et les ensembles provisoires Il Ei il· 

Par construction de l'algorithme, 1 étant le noeud le plus en haut et non traité sur 
le chemin 0, on a: 

hl ::; IITnll 
On a donc: IITn+tll :S IITnll + (K + l)D + (K + 1)D.K.(L + IITnll) 
soit IITn+tll :S JJTniJ[(K + 1)D.K + 1] + (K + 1)D.(K.L + 1) 

que nous notons IITn+tll :S A.JITnll + B 

N étant le nombre maximal de pas de calculs, le nombre de noeuds de Te est donc 
borné par: 

Cette majoration peut être affinée mais notre but est simplement d'en trouver une. 

0 

On peut enfin énoncer le théorème suivant: 

·Théorème 4.2.16 {Théorème de Plaisted pour les automates d'arbres) On 
peut décider si le langagt reconnu par un automate de AFA est vide. 

PREUVE: 

Nous avons borné la taille de l'arbre Te associé au chemin 9 dans le terme t minimal 
au sens de l'ordre de pompage. Nous avons ainsi borné la hauteur de t. Sachant que, 
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si l'automate reconnaît un terme, il en reconnaît un minimal, il suffit de tester tous 
les arbres de hauteur inférieure à la borne pour déterminer si le langage reconnu est 
vide ou non. D 

4.2.3 Résolution des formules d'entourage 

Définitions 

Nous allons préciser comment produire des formules d'entourage. 

ELEMENTS DE BASE 

X est un ensemble de variables et I: est un alphabet fini gradué. 

ATOMES 

On considère des symboles de prédicats unaires facteur1 où t E T:E(X). 

Vs E T:E U X, facteur1(s) est un atome. 

FORMULES D'ENTOURAGE 

Tout atome est une formule d'entourage. 

Si A et B sont des formules alors •A, A AB, A V B, Vx A, 3x A sont des 
formules. 

Nous allons maintenant expliquer comment calculer la valeur de vérité d'une formule 
d'entourage sans variable libre. 

Résolution des formules d'entourage 

Soit c.p une formule d'entourage sans variable libre. Pour décider si c.p est vraie ou 
fausse, il faut d'abord la transformer en une autre formule équivalente appelée forme 
normale prénexe disjonctive. Ensuite, les automates de AFA permettent de décider 
de la validité de cette nouvelle formule. 

1. Transformation de la formule 

• On peut mettre c.p sous forme prénexe, c'est-à-dire sous la forme: 

Q1x1 ... Qnxnc.p'(xb ... ,xn) 
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où Qb ... , Qn sont des quantificateurs et cp'(x1, ... , xn) est une formule 
où toutes les variables sont libres. 

• On peut alors transformer cp' en cp", sa forme normale disjonctive: 

cp"(xt, ... ,xn) = A1 V ... V Am 
où chaque Ai est de la forme: 

facteurt1 (xi)/\ . .. /\ facteurtk (xi)/\ -.facteurtk+l ( xi+1) /\ ... /\ -.facteurt1 ( xD 
avec Vj, x~ E {x1 , ••• ,xn} 

• On regroupe ensemble dans chaque Ai les atomes ou négations d'atomes 
qui ont la même variable: 

Ai = (facteurt1 (xi)/\ ... /\ -.facteurtn
1 
(xD) /\ ... /\ (facteurt1 (xi,)/\ ... /\ 

-.facteur tn
1 

(x U) 
' 

avec Vj, x~ E {xi, .. ·,xn} et j =/- j' =? x~ =/- xj, 

On notera cela Ai = BHxi) /\ · · · /\ Bf,(x}.) A;;=l Bj(x~) 

2. Résolution de r.p = Q1x1 ... QnXn Vf~1 (/\j;=l Bj(x~)) 

La résolution est assez simple et utilise le fait que les prédicats sont unaires. 

• A chaque formule Bj(x~) on peut associer un automate de AFA Mj tel 
que Bj(x~) est satisfiable si et seulement si L(Mj) est différent du vide. 
MJ reconnaît l'ensemble des termes clos qui satisfont la formule: 

Bj (x) = facteurt 1 (x)/\ .. . /\facteurtk (x)/\ -.facteurtk+l (x)/\ .. . /\-.facteurt1 (x) 

En effet, 

On construit un automate Mt qui reconnaît l'ensemble des termes 
qui entourent t grâce à un algorithme de pattern-matching du type 
"Knuth, Morris et Pratt" [KMP77) dans les arbres, présenté par Hoff
mann et O'Donnell [H082] dans le cas de termes linéaires. 
Donc à tout atome facteurt(x) on peut associer un automate Mt tel 
que pour tout terme clos s, facteurt ( s) est vrai si et seulement si il 

* existe un état final q de Mt pour lequel s 1-M 1 q. 

- Grâce à la clôture booléenne de la classe AFA, on peut construire MJ 
à partir de la formule Bj (x) : 
Pour tout terme clos s, facteurt(s) /\ facteurt'(s) est vrai si et seule-

* ment si il existe un état final q de Mt n Mt' tel que s 1-M1nM: q. 
De plus, pour tout terme clos s, -.facteurt(s) est vraie si et seulement 

* 
si il existe un état final q de Mt tel que s 1-M 

1
• 
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• grâce aux automates associés aux Bj, on peut décider de la validité de la 

formule cp = Q1x1 ... Qnxn Vf::1 (/\~;=1 BJ(x~)) 
On utilise l'algorithme suivant, qui transforme cp en tf;: 

Pour r de 1 à n Faire 
Si Qr = "3" Alors 

Pour i de 1 à rn Faire 
Si Ai contient un Bj(x~) avec x~ = Xr alors 

Si BJ satisfiable alors on remplace BJ par VRAI 
Sinon on remplace A par FAUX 
Fin de Si 

Fin de Si 
Fin de Pour 

Fin de Si 
Fin de Pour 

Bien-sûr, Bj est satisfiable si et seulement si le langage reconnu par l'au
tomate Mj associé n'est pas vide (ce qui est décidable). 

Cet algorithme permet de supprimer les quantificateurs existentiels de cp. 
On obtient une formule tf; équivalente à cp, sans quantificateurs existen
tiels. 

- Si cp ne contenait que des quantificateurs existentiels alors tf; est une 
formule sans quantificateurs, écrite avec VRAI, FAUX, •, A, V. On peut 
donc dire si elle est valide ou non. 

- Sinon, tf; ne contient plus que des quantificateurs universels. On va donc 
chercher à résoudre la formule •t/J qui ne contient que des quantificateurs 
existentiels. Il faut transformer •t/J afin d'obtenir une forme normale pre
nexe disjonctive et appliquer l'algorithme ci-dessus permettant de savoir 
si •t/J est valide. On en déduit alors immédiatement la valeur de vérité 
de <f>. 
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