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INTRODUCTION GENERALE 

Le travail présenté dans cette thèse apporte une contribution à la modélisation 

dynamique et à l'identification de paramètres inertiels des robots à structure ouverte 

simple. 

L'étude sur les modèles de comportement dynamique concerne la recherche des 

paramètres inertiels minimaux. Ce travail se situe dans le prolongement des recherches 

réalisées au Laboratoire d'Automatique de Nantes par W. Kalil, M. Gautier, J.F. 

Kleinfinger et F. Bennis. Cette étude est de type formel, basée sur une approche 

énergétique, et conduit à un modèle dynamique optimisé du point de vue des temps de 

calcuL Elle constitue en outre une étape préliminaire indispensable au problème 

d'identification des paramètres inertiels, en ce sens qu'elle fournit un ensemble de 

paramètres identifiables, évitant ainsi une perte de rang structurelle des système linéaires 

formés. 

Les modèles représentant le comportement dynamique du robot, ou traduisant un 

bilan énergétique, s'expriment linéairement vis à vis des mêmes paramètres inertiels 

standards, à savoir les masses, premiers moments et moments d'inertie. Il s'agit alors de 

déterminer une base de l'espace engendré par les coefficients dynamiques du modèle 

étudié. Notre contribution réside notamment dans le passage d'une solution 

quasi-minimale à un ensemble minimal de paramètres inertiels. 

La minimalité de l'ensemble des paramètres inertiels étant établie, nous 

proposons une méthode systématique permettant d'identifier, de proche en proche, 

l'ensemble de ces paramètres inertiels ainsi que les coefficients de frottement secs et 

visqueux des articulations. Cette méthode consiste à faire réaliser par le robot un ensemble 
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de trajectoires simples, ne mettant pas en jeu plus de deux articulations simultanément. Les 

bilans énergétiques issus des différents déplacements permettent d'identifier à chaque 

étape un nombre réduit de paramètres. Les tests statiques n'ont pas été considérés afin de 

ne pas soulever d'ambiguïté quant à la modélisation des frottements secs des articulations 

en absence de mouvement. Outre la dimension fortement réduite des systèmes linéaires 

formés, cette approche permet de s'affranchir de la mesure ou de l'estimation des 

accélérations articulaires. 

Ce mémoire se divise en trois chapitres: 

Le premier chapitre effectue un rappel de quelques notions nécessaires à l'écriture 

des différents modèles géométrique, cinématique et enfin dynamique. Nous y présentons 

notamment différentes conventions utilisées pour décrire la structure géométrique des 

robots, et ce afin de mettre en évidence les avantages et inconvénients qu'elles peuvent 

présenter. Nous utilisons par la suite une description géométrique partielle qui sera 

suffisante pour l'ensemble des développements ultérieurs. Le calcul des énergies est traité 

plus en détail car il se situe à la base des études effectuées aux chapitres suivants. 

Le second chapitre concerne la recherche d'un ensemble minimal de paramètres 

inertiels. II débute par la présentation d'une solution minimale utilisant la notion de 

paramètres inertiels des corps augmentés. Nous présentons ensuite, en les complétant, les 

trois principales étapes utilisées pour aboutir à une seconde solution minimale. Cette 

solution est basée sur le regroupement des paramètres inertiels standards, plus 

fréquemment utilisés, et les trois étapes en question sont les suivantes: 

-Recherche exhaustive (et élimination) des paramètres sans effet sur le modèle dynamique. 

-Regroupements généraux des paramètres. 

-Etude complète des cas particuliers de regroupement. 

Nous montrons enfin comment la même approche énergétique permet de 

retrouver la solution minimale basée sur la notion de corps augmenté. 
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Le troisième chapitre est consacré au développement d'une méthode séquentielle 

d'identification des paramètres inertiels minimaux ainsi que des frottements secs et 

visqueux des articulations. Cette méthode nécessite au maximum six catégories de 

"mouvements tests"- Nous présentons pour chacune d'elle l'équation issue du bilan 

énergétique en mettant en évidence les paramètres qui pourront y être identifiés. 

L'enchaînement des différent tests est enfin regroupé sous forme d'organigramme 

indiquant à chaque étape le type de mouvement à effectuer, les articulations concernées 

ainsi que les paramètres à identifier. 

Introduction générale 
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CHAPITRE 1 

ELEI\1ENTS DE l\10DELISATION 

Ce premier chapitre constitue un rappel de quelques notions de base nécessaires à 

l'écriture des différents modèles mathématiques utilisés en robotique_ Nous effectuons 

dans un premier temps une brève présentation des principales conventions rencontrées 

pour décrire la structure géométrique des robots, et ce afin de mettre en évidence les 

propriétés communes qu'elles peuvent présenter. Cela nous permettra par la suite de 

conserver une formulation générale des résultats qui seront établis_ Nous rappelons ensuite 

quelques éléments nécessaires à l'écriture des modèles de représentation géométrique, 

cinématique, et enfin dynamique des robots. Le calcul de 1' énergie du robot est traité plus 

en détail car il sera à la base des développements utilisés tout au long de notre étude_ 

II /DESCRIPTION DES ROBOTS 

11.1 1 Introduction 

Du point de vue de la mécanique, un robot est constitué d'un ensemble de corps 

reliés entre eux par des articulations; Ces articulations peuvent être prismatiques 

(translations pures), rotoïdes (rotations pures), ou constituées de combinaisons de ces 

articulations élémentaires. Lorsque chacun des corps est relié au plus à deux articulations, 

nous sommes en présence d'une chaîne cinématique simple_ Dans le cas contraire, la 

chaîne est dite complexe (arborescente ou fermée)_ 

Eléments de modélisation 
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Dans notre étude, nous nous intéresserons aux chaînes ouvertes simples, 

composées deN+ 1 corps rigides reliés entre eux par N articulations. Les liaisons seront de 

plus supposées sans jeu ni élasticité. Partant de la base du robot vers l'organe terminal, ces 

corps seront désignés par Co .. Ci .. CN ; De même, l'articulation i sera celle reliant les 

corps Ci-l et Ci, i=l, ... , N. 

Enfin, pour les différentes modélisations, il est nécessaire de connaître la situation 

d'un point quelconque du robot dans un repère absolu, le plus souvent lié à la terre. Ainsi, 

à chaque corps Ci est associé un repère Ri (Oi, Xi, yi, zi) qui lui est lié. Ces repères peuvent 

être à priori choisis arbitrairement. Cependant, un choix judicieux de leur emplacement et 

de leur enchaînement permet de simplifier grandement l'écriture des différents modèles 

mathématiques. Aussi allons nous, après un bref rappel sur les matrices de transformations 

homogènes, introduire les principales descriptions utilisées pour décrire la structure 

géométrique des robots. 

ll.2 1 Changement de repère et matrice de transformation homogène 

Nous introduisons les notations suivantes: 

1AJ : matrice de rotation 3x3 exprimant l'orientation du repère Rj par rapport au repère Ri 

1pJ : matrice 3xl exprimant les coordonnées de l'origine du repère Rj dans Ri 

1NJ: matrice 3xl exprimant les coordonnées d'un point quelconque Nj du corps Cj dans Ri 

Connaissant la situation d'un point Nj du corps Cj dans son propre repère Rj, ses 

coordonnées dans le repère Ri s'obtiennent à partir de la relation bien connue de 

transformation de coordonnées par: 

(l-1) 
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En utilisant les matrices de transformation homogènes introduites par [Denavit-Hartenberg 

55], la relation affine (l-1) peut être ramenée à une expression linéaire sous la forme: 

(1-2) 

Les vecteurs sont ainsi augmentés d'une dimension, correspondant en fait à un facteur 

d'échelle [Craig 86]. La matrice de passage obtenue, 1T1, représente à la fois l'orientation 

et la position du repère Rj dans Ri. Lorsque cela ne présente pas d'ambiguïté, cette relation 

s'écrit plus simplement 

(1-3) 

Propriétes de la matrice de transformation homogène: 

La matrice iAj est une matrice de rotation. Elle est donc unitaire et cela se traduit par: 

et (1-4) 

On obtient alors sans difficulté la matrice de transformation inverse: 

(1-5) 

La composition de deux transformations successives s'écrit quant à elle: 

(1-6) 

L'utilisation de cette dernière propriété permet, à partir de transformations successives, de 

déterminer la position de tout point du système dans un repère de référence Ro, 
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généralement pris lié à la terre : 

( 1. 7) 

Les simplifications d'écriture des différents modèles proviennent pour une grande 

part des paramètres géométriques utilisés pour décrire le passage entre deux repères 

consécutifs. La méthode de description la plus répandue en robotique est celle introduite 

par [Denavit, Hartenberg, 55]. Elle permet une description homogène avec un nombre 

minimal de paramètres. Plus récemment, de nouvelles descriptions dites de Denavit et 

Hartenberg Modifiées (DHM) ont été proposées [Khalil, Kleinfinger, 86], [Giordano, 86], 

[Craig, 86]. Leur avantage par rapport à la première méthode se traduit par une description 

plus aisée des chaînes complexes, ainsi qu'une simplification de l'écriture des torseurs 

cinématiques. Une autre approche se retrouve dans [Mayeda, Yoshida, Ohashi, 89] où l'on 

effectue notamment un double indiçage des repères permettant de différencier les 

articulations rotoïdes et prismatiques. Le paragraphe qui va suivre effectue un bref rappel 

de ces descriptions. 

ll.3 1 Conventions de représentation 

ll.3.1 1 Description de Denavit et Hartenberg (DH) 

La convention de Denavit et Hartenberg se présente de la manière suivante: 

(Fig:: LI). L'axe Zi-t, i=l, ... , N, est situé sur l'axe de l'articulation i, tandis que l'axe Xi est 

porté par la normale commune aux axes Zi et Zi-I. Le passage du repère Ri-I au repère Ri 

s'effectue à l'aide de quatre paramètres géométriques ( ei, di' a;' fi) suivant: 

i-l i 
T = Rot( z, Si ) Trans(z, ri ) Rot( x, a; ) Trans( x, di ) (1.8) 

soit encore 
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cei -C<Xi sei S<Xi sei di cei 

i-lf sei C<Xi cei -S<Xi cei di sei 
(1.9) 

0 S<Xi C<Xi fi 
0 0 0 1 

où C(.) et S(.) désignent respectivement Cos(.) et Sin(.). La variable articulaire de 

l'articulation i sera ei dans le cas d'une liaison rotoïde, et ri dans le cas d'une liaison 

prismatique. 

Articulation i+ 1 

Articulation 

fi 

Xi-1 

Fi~re 1.1 :Convention de Denavit et Hartenberg 

D'une manière plus générale, la variable articulaire peut être définie par la relation: 

( 1.1 0) 

avec Oï = 0 ou 1 respectivement si l'articulation est rotoïde ou prismatique, Gi = 1 - <Ji, 

fio et eio sont des valeurs initiales choisies arbitrairement et pour lesquelles qi= 0 . 

Eléments de modélisation 
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II.3.2 1 Description de Denavit et Hartenberg Modifiées (DHM) : 

Les représentations de Dlllvf diffèrent de la précédente essentiellement par le 

choix de l'axe Zi. Celui ci est en effet situé sur l'axe de l'articulation i, tandis que l'axe Xi 

est porté par la perpendiculaire commune aux axes Zi-1 et Zi (Fig 1.2) . Le passage du 

repère R.t-1 au repère Rt s'effectue à l 'aide des quatres paramètres ( ei, di, <Xi, fi) suivant: 

i-1 i 
T = Rot( x, <Xï ) Trans(x, di ) Rot( z, ei ) Trans( z, ri ) (l.ll) 

soit encore 

cei -sei 0 di 

i-I Ti C<Xi sei ca.i cei -S<Xi -n S<Xi 
(1.12) = 

S<Xi sei S<XiCeï C<Xi nC<Xi 
0 0 0 1 

La variable articulaire est définie comme précédemment. 

Articulation 

Articulation i-1 

Xi 

Zi 

Zi-1 

di 

Ûi-1 Xi-I 

Fii!ure 1.2: Convention de Denavit et Hanenberg Modifiée 

Eléments de modélisation 
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Remarque 1: 

La convention présentée ici correspond à celle introduite par [Khalil, 

Kleinfinger-86]. Les descriptions rencontrées dans [Giordano 86] et [Craig 86] diffèrent 

de la présente uniquement par l'indiçage des paramètres a et d Ceux ci sont en effet 

indicés i-1 car ils renseignent sur la longeur du corps Ci-l ainsi que sur son orientation par 

rapport a l'axe zi 

Remarque 2: 

Des simplifications supplémentaires d'écriture peuvent être faites en 

choisissant RI confondu avec Ro lorsque qi = 0, et en prenant XN colinéaire à XN-1 

lorsque qN =O. Ceci a pour effet d'annuler les paramètres a1 , di , ( n ou 81 ) , ainsi que 

(rN ou SN), selon que l'articulation est rotoïde ou prismatique. 

11.3.3 1 Descr-iption de Mayeda 

La représentation de [Mayeda, Yoshida, Ohashi, 89] effectue une 

différenciation entre les articulations rotoïdes et prismatiques de la manière suivante 

(Figure 1.3) : Un repère Ri (Üi, Xi, Yi, Zi) est associé aux articulations rotoïdes, tandis que 

les articulations prismatiques sont repérées par Ri,t (Oi,t , Xi,t , Yi,t , Zi,t) où l'indice t 

représente la tème articulation située entre Ri et Ri+L L'axe zi (ou Zi,t) est situé sur l'axe de 

l'articulation i (ou i,t). Les axes Xi,t et Yi,t sont choisis arbitrairement Une origine arbitraire 

Pi,t est fixée sur l'axe de l'articulation (i,t) pour désigner l'origine ( qi,t=O) de la variable 

articulaire prismatique. L'axe Xi est parallèle (et non plus confondu) à la normale 

commune aux axes des rotoïdes i et i+L Enfin l'origine Ûi+I est prise à l'intersection de 

l'axe i+l avec la normale précédente. Le passage du repère Ri au repère Ri+l peut alors 

s'exprimer par la relation: 

i-l i 
T = Trans(z, ri ) Trans( x, di ) Rot( x, CY; ) Rot( z, ei ) (1.13) 

Eléments de modélisation 
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Rappelons que cette transformation ne concerne que le passage entre deux articulations 

rotoïdes consécutives. Son avantage, cependant, est de n'utiliser que deux coordonnées 

pour décrire la position de l'origine Üi+l dans le repère Ri. Nous avons en effet: 

(1.14) 

Articulation i-1 ,t 

Xi-l,t Articulation i 
Xi 

pi-l,t 

di Üi 
Articulation i-1 

Üi-1 Xi-1 

Figure 1.3 : Convention de Mayeda 

II.3.4 1 Comparaison des descr-iptions 

Aussi bien dans la représentation de Mayeda, qui utilise un double indiçage 

pour les repères, que dans les représentations de DHM, le choix de l'axe Zi (ou Zi.t) sur 

l'axe de l'articulation i entraîne les propriétés suivantes: 

Eléments de n;,JLiélisation 
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i) Pour une articulation i prismatique, la matrice de rotation i-l Ai est constante. tandis que 

pour une articulation rotoïde, la transformation effectuée pour passer du repère Ri-1 au 

repère Ri peut toujours s'exprimer par: 

i-
1 
Ai = Rot( x , a, ) Rot( z , 8i ) ( 1.15) 

ii) Le vecteur de translation i-lpi entre deux articulations consécutives quelconques est 

indépendant de la variable articulaire rotoïde et peut s'exprimer linéairement en fonction 

de la variable articulaire prismatique par la relation: 

i-1 i i-1 
p = Po 

i-l 
z· 1 (1.16) 

, i-lp i i-l , l' · · d d R ou o est un vecteur constant et Zi represente onentat1on u vecteur zi ans i-1. 

Cette écriture sera notamment utilisée pour introduire la notion de corps augmenté lors du 

calcul des paramètres inertiels minimaux des robots. 

La représentation de DH, quant à elle, ne vérifie pas les relations ( 1.13) et ( 1.14 ). 

Dans la relation (1.13), c'est la rotation autour de l'axe Zi qui précède celle autour de l'axe 

Xi, tandis que dans la relation (1.14), le vecteur i-IPoi n'est pas constant pour une 

articulation rotoïde. Nous verrons au prochain chapitre que ce mode de représentation 

alourdit l'écriture des torseurs cinématiques et complique le calcul des paramètres inertiels 

minimaux. Dans la suite de notre étude, et sauf indication contraire, les développements 

seront basés sur les précédentes descriptions. De plus, nous utiliserons par la suite, et sans 

perte de généralité, le simple indiçage utilisé dans la description de D.H.M. 

III 1 MODÈLE GÉOl\iÉTRIQUE DIRECT 

Les résultats précédemment établis nous permettent de calculer la matrice de 

passage exprimant la position et l'orientation de l'organe terminal (effecteur) dans le 

Eléments de modélisation 
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référentiel de base Ro, en fonction des différents paramètres géométriques utilisés: 

N-1 N 
T (1.1 7) 

0TN est encore appelée matrice de passage du robot. En désignant par X le vecteur 

exprimant la situation de l'effecteur que l'on désire connaître, le modèle géométrique 

s'écrit: 

x (Ro) = f(q) (1.18) 

où q = [ q 1, q2 .. . qN] T est le vecteur des variables articulaires ou coordonnées 

généralisées. Il existe différentes façons de définir la situation X de 1' effecteur. Si nous 

choisissons la position cartésienne de ÜN, origine du repère RN, et ces cosinus directeurs, 

la fonction f( q) est donnée directement par les éléments de la matrice de passage du robot. 

Remarque 3: 

L'utilisation d'un robot dans un poste de travail conduit parfois à définir un repère 

de référence Rr autre que le repère de base Ro (par exemple lorsque plusieurs systèmes 

mécaniques articulés travaillent ensemble). On note Z = fTO la matrice de transformation 

du repère Ro dans Rr. De même, l'utilisation d'outils interchangeables conduit à définir 

pour chacun d'eux un repère outil Re ainsi que la transformation associée E = Nr La 

matrice de transformation globale s'écrira alors [Dombre, Khalil 88] : 

(1.19) 

IV 1 MODÈLE CINÉMATIQUE 

L'approche cinématique offre l'accès aux vitesses de déplacement de l'effecteur. 

Sa mise en équation peut se faire en utilisant les notions de cinématique du solide. Les 

Eléments de modélisation 



17 

relations biens connues de la mécanique sur les composition des vitesses permettent 

d'établir les relations vectorielles suivantes: 

avec 

Wi : vitesse angulaire du corps Ci 

Vi : vitesse du point Üi origine du repère Ri 

Li : vecteur Oi=fOi . 

(1.20) 

En utilisant la matrice du préproduit vectoriel et en projetant ces relations dans Ri , il vient 

la relation matricielle: 

que 1' on notera encore: 

i i-1 = T 
i-1 

vi-l + qi ai 

expression dans laquelle 

[

- i ] cri Zi 
:lj = i . 

cri Zi 

L'initialisation de la récurrence se fait avec 0
Vo = 01x6. 

(1.21) 

(1.22) 

La matrice iTi-l est appelée matrice de transformation globale et permet la transformation 

des éléments du torseur cinématique i-l Vi-l du repère Ri-1 dans le repère Ri . En notant 

iTj le produit des transformations iTi+l ... j-lTj , le développement de la récurrence (1.20) 
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permet d'exprimer les éléments du torseur cinématique NVN de l'organe terminal en 

fonction des vitesses des variables articulaires sous la forme: 

N 1 N N-I N 
( T a 1 , ..• , T aN-I , aN ] q = IN (q) q ( 1.23) 

NIN (q), de dimension 6xN, est appelé Je jacobien de base du robot 

Remarque 4: 

Les vitesses de déplacement de l'effecteur peuvent aussi être obtenues 

directement par différenciation des relations décrivant Je modèle géométrique: 

{1.24) 

Le jacobien obtenu ici dépend des coordonnées opérationnelles X choisies. On montre 

[Dombre, Khalil, 88] que son expression peut être obtenue à partir du jacobien de base par 

une simple transformation linéaire dépendant des coordonnées opérationnelles choisies. 

Remarque 5: 

Une méthode équivalente pour le calcul du jacobien de base consiste à déterminer 

les variations élémentaires de position dk,N , et d'orientation Ôk,N du repère terminal RN 

provoquées par les variations élémentaires dqk de la variable articulaire qk . En 

additionnant les contributions de chaque articulation, on obtient les vecteurs de 

translations et de rotations différentielles du repère terminaL 

Remarque 6: 

La matrice du préproduit vectoriel est celle qui au produit vectoriel (a x b) fait 

correspondre le produit matriciel ( ~ b), avec: 
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Notons enfin qu'avec la représentation géométrique de Denavit et Hartenberg, les 

relations (1. 17) à (1.20) doivent être modifiées. En effet, la contribution en vitesse de 

chaque articulation i est représentée par la quantité ( qi 
1
Zi-l ) et non plus ( qi 

1
zi ). Il 

apparaît ainsi des termes supplémentaires ayant pour effet d'alourdir les expressions, et par 

conséquent le temps de calcul, des torseurs cinématiques. 

Parmi les avantages de l'approche cinématique (ou différentielle), nous pouvons 

citer la linéarisation du modèle géométrique, facilitant ainsi, en général, l'obtention d'un 

modèle inverse en vue d'une commande en vitesse du système. Le calcul du modèle 

inverse n'entre pas dans le cadre de notre étude et le lecteur intéressé trouvera tous les 

détails dans des ouvrages tels que [Asada,Slotine, 86], [Fu, Conzalez, Lee, 87], [Dombre, 

Khalil, 88]. 

Néanmoins, pour une commande basée aussi bien sur une approche géométrique 

que différentielle, nous supposons que 1' équilibre statique est réalisé pour toute 

configuration prise par le robot au cours de son déplacement. A mesure que la vitesse 

augmente, les forces inertielles, centrifuges et de couplage vont apparaître. L'hypothèse 

statique n'est alors plus valable et il faudra tenir compte des phénomènes dynamiques. 

V 1 MODELE DYNAMIQUE 

V.l 1 Introduction 

Le modèle dynamique traduit les relations existantes entre les couples (et/ou) 

forces appliqués aux actionneurs et les positions, vitesses, et accélérations des variables 

articulaires. Divers formalismes peuvent être utilisés parmi lesquels les plus répandus sont 

le formalisme de Newton-Euler, basé sur les théorèmes généraux de la dynamique des 

solides, et le formalisme de Lagrange. 
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Les relations ( 1.32) et (1.33) montrent que l'énergie cinétique n'est pas linéaire vis à vis 

des coefficients de Si. Celle ci peut cependant être linéarisée et mise sous la forme 

[Dombre 88]: 

(1.34) 

avec 

§. §. 
1 1 

MSi=MiSi 

MSi est le moment d'ordre un du corps Ci dans Ri tandis que Ji représente, d'après le 

théorème de Koening, le moment d'ordre deux de Ci dans Ri. Ji est une matrice 

symétrique et la relation (1.34) peut être réecrite: 

(1.35) 

avec 

Ji le vecteur de dimension 6xl regroupant les éléments de la matrice symétrique Ji 

Ji = [XXi , XYi , XZi , YYi , YZi , ZZi] T (dim. 6xl) 

DE1 i 
dEi 

112 (J)i T (. üJi ) = = 
dJi 

(dim. lx6) 

DEs 
i dEi t 1\ 

= = Vi roi 
dMSi 

(dim. lx3) 

DEM i 
dEi T = = 112 vi vi 
dMi 

(dim. lxl) 

Ji, MSi et Mi représentent l'ensemble des paramètres inertiels du corps Ci. Ils sont utilisés 
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de façon classique en mécanique et sont désignés sous le nom de paramètres inertiels 

standards. La matrice (. (J)j) intervenant dans l'expression de DE/ est celle qui associe au 

vecteur (J)j la matrice 3x6 définie par [Atkeson, An, Hollerbach, 85]: 

(1.36) 

VI.2 1 Energie potentielle 

L'énergie potentielle du corps Ci s'exprime, à une constante arbitraire près, par la relation: 

(1.37) 

En utilisant la relation: 

op _ opi oAi S 
Gi- + i (1.38) 

où 0pi est le vecteur des composantes de Üi dans Ro, et 0 Ai la matrice de rotation de Ri 

dans Ro, cette énergie peut aussi être exprimée en fonction des paramètres inertiels 

précédemment cités. Il vient: 

(1.39) 

avec 

DU si 
dUî 0 T OAi (dim lx3) = - g 

iJMSi 

DU Mi 
aui 0 T Opi (dim lxi) = - g 
aMi 
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où Cri désigne le coefficient des frottements secs agissant sur l'articulation i, sg(.) désigne 

la fonction signe, et V représente la fonction de dissipation de Rayleigh [Vibet 87] définie 

par: 

N 

v 1 " . 2 
2 

L... Fi Qi (1.27) 
i=l 

où Fi représente le coefficient de frottements visqueux de l'articulation i. Pratiquement, 

cela revient dans la relation {1.25) à ajouter à n un terme correctif pour avoir: 

(1.28) 

ou fi est le nouveau couple tenant compte des effets de frottements. Nous utiliserons par la 

suite la première relation sans perte de généralité pour nos développements. 

L'énergie cinétique E du robot est une forme quadratique des vitesses articulaires, 

de matrice A(q) de dimension NxN, symétrique et définie positive, encore appelée matrice 

d'inertie du robot: 

.T . 
E = q A(q) q (1.29) 

L'hypothèse des corps rigides réduit l'énergie potentielle du système à la somme des 

énergies potentielles de pesanteur de chacun des corps: 

N 

U = Uo + L -Mi 0
gT 

0Po; 
i=l 

(1.30) 

où Uo est une constante de référence arbitraire, Mi est la masse du corps Ci, 0 g est 

l'accélération de pesanteur exprimée dans le repère de base Ro, et 0PGi est le vecteur 

localisant le centre de masse du corps Ci dans Ro. Dans ces conditions, le modèle 
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Les équations de Newton-Euler sont de nature itérative et font apparaître les 

efforts d'interaction au sein du système. Elles sont cependant bien adaptées à la commande 

dynamique du fait de leur coût relativement réduit en temps de calcuL 

Le formalisme de Lagrange, de son côté, ne fait pas intervenir ces efforts 

d'interaction et fournit un modèle sous une forme explicite. L'avantage d'une telle 

description pour la recherche, au second chapitre, des paramètres inertiels mmtmaux, 

conduit à utiliser ce formalisme par la suite. 

V.2 1 Formalisme de Lagrange 

Les équations de Lagrange opèrent à partir des énergies cinétique et potentielle du 

système; Lorsque les efforts extérieurs ainsi que les frottements sont supposés nuls, ces 

équations s'écrivent: 

pour i=L.N (1.25) 

avec 

L : Lagrangien du système, défini par: L = E - U 

E : Energie cinétique du système 

U : Energie potentielle du système 

n: Couple (ou force) agissant sur l'articulation i 

Si l'on tient compte des frottements secs et visqueux, la relation (1.25) doit être modifiée 

et réecrite sous la forme: 

pour i=l ___ N (L26) 
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dynamique peut être mis sous la forme: 

r = A(q) q + B(q, q) + Q(q) (1.31) 

où le vecteur B(q , q) regroupe les effets des forces centrifuges et de Coriolis, et Q(q) 

représente le vecteur des forces de gravité. Les éléments de A, B, et Q sont appelés 

coefficients dynamiques du robot. De l'énergie cinétique sont déduits les éléments de la 

matrice A, puis ceux de B par dérivation des éléments Aij par rapport aux variables 

articulaires. De l'énergie potentielle sont déduits les éléments de Q. 

Dans le paragraphe qui va suivre nous allons développer le calcul des énergies 

mises en jeu en mettant en évidence la contribution des différents paramètres inertiels. 

VI 1 CALCUL DES ÉNERGIES 

VI.l 1 Enea·gie cinétique, linéarisation et paramètt·es inertiels standards 

L'énergie cinétique du corps Ci est la somme de ses énergies cinétiques de 

rotation et de translation. Celle ci s'exprime dans son propre repère par: 

E· 1 (1.32) 

avec 

(1.33) 

où V Gi est la vitesse du centre de masse du corps Ci, Si est le vecteur liant l'origine du 

repère Ri au centre de masse de Ci, Mi est la masse du corps Ci, et Ii est le tenseur d'inertie 

de Ci par rapport au repère parallèle à Ri et d'origine le centre de masse de Ci. 
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L'énergie potentielle s'exprime donc ausst linéairement en fonction des masses et 

moments d'ordre un mis en jeu. 

VL3 1 Ener·gie totale du robot 

Compte tenu de ce qui précède, l'énergie totale H du robot peut s'écrire: 

N N 

(1.41) 

i=l i=l 

avec 

T 112 û)j (. û)j ) (dim lx6) 

= Vi
T /\ 0 T OAi 

û)j - g (dim lx3) 

(dim lxl) 

(dim lxlO) 

(dim lOxl) 

Les composantes des matrices h1 sont nommées fonctions d'énergie du robot. Elles seront 

à la base des simplifications ultérieures du modèle dynamique. 

Remarque7: 

En effectuant la somme des énergies de 1' ensemble des corps du robot, certains 

auteurs modifient la formulation précédente en introduisant la notion de paramètres 

inertiels des corps augmentés. Les fonctions d'énergie sont alors modifiées. Pour un robot 
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ne comprenant que des articulations rotoïdes, cette notion présentait l'avantage de 

n'utiliser systématiquement que neuf paramètres inertiels au lieu des dix présentés plus 

haut. Ceci pourrait donc être vu comme une première approche au problème de recherche 

des paramètres inertiels minimaux. Cette notion de corps augmenté ainsi que la solution 

minimale associée seront abordées au prochain chapitre. 

VII 1 LINEARITE DU MODELE DYNAMIQUE 

En rappelant que l'énergie cinétique est une forme quadratique des vitesses 

articulaires et que l'énergie potentielle est indépendante de ces mêmes vitesses, le 

Lagrangien du système peut encore être écrit: 

L = H( q , q ) - 2 H( q , 0 ) (1.42) 
i=l 

avec 

(1.43) 

En permutant le signe somme cette expression avec les dérivations de la relation (1.25), il 

vient: 

(1.44) . 

i=l 

où Vq et Vq désignent respectivement les gradients par rapport à q et q. Le modèle 

dynamique ainsi obtenu est linéaire vis à vis des paramètres inertiels du robot. 

Remarque 8: 

La transformation du tenseur d'inertie utilisée dans la relation (1.34) conduit à 
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une formulation de Newton-Euler du modèle linéaire VIS a v1s des mêmes paramètres 

inertiels [Atkeson, An, Hollerbach 85], [Khosla, Kanade, 85], [Dombre, Khalil, 88]. D'une 

manière plus générale, les formalismes étant équivalents, l'ensemble des résultats qui 

seront établis au prochain chapitre seront directement exploitables pour tout modèle 

dynamique ayant subi la linéarisation citée plus haut 

VIII 1 CONCLUSION 

Ce chapitre a présenté les principales méthodes rencontrées pour décrire la 

morphologie des chaînes cinématiques simples ainsi que les outils de base nécessaires aux 

écriture des modèles cinématiques et dynamiques, en précisant un des inconvénients que 

pouvait présenter la description de D.H par rapport aux autres types de descriptions 

évoqués. Il a enfin été mis en évidence la linéarité de l'energie du robot ainsi que de son 

modèle dynamique vis à vis des paramètres inertiels des corps le constituant Cette 

linéarité sera mise à profit dans le prochain chapitre afin d'établir des règles simples 

d'élimination et de regroupements de paramètres, et ce dans un but de réduction du 

modèle. 
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CHAPITRE Il 

PARAMETRES INERTIELS l\1INù\1AUX 

Ainsi que le démontre le chapitre précédent, l'énergie du robot ainsi que son 

modèle dynamique s'expriment linéairement en fonction des paramètres inertiels des 

différents corps le constituant. Ces corps étant reliés entre eux par des articulations, leurs 

mouvements relatifs, et par suite les coefficients dynamiques associés aux différents 

paramètres inertiels, ne sont pas tous indépendants. C'est cette propriété qui sera mise à 

profit pour la simplification des modèles. 

En d'autres termes, il s'agira de déterminer une base de l'espace vectoriel 

engendré par les coefficients dynamiques décrivant le modèle étudié. La recherche d'une 

telle base aura pour effet d'éliminer certains paramètres et d'effectuer des regroupements 

d'autres paramètres inertiels. Les paramètres ainsi obtenus porteront le nom de paramètres 

de base ou encore paramètres inertiels minimaux, ces deux terminologies étant 

respectivement introduites par [Mayeda, Y oshida, Osuka, 88] et [ Gautier,90]. 

De nombreux travaux ont été réalisés en vue de déterminer les paramètres 

inertiels minimaux de robots: Des méthodes numériques ont été notamment proposées par 

[Sheu,Walker 89a, 89b] ainsi que par [Gautier 90]. Parmi les approches formelles utilisant 

les formalismes de Lagrange ou de Newton-Euler, nous pouvons citer les travaux de 

[Khalil, Kleinfinger 87], ou encore [Khosla, 88,89]. Ces approches restent cependant 

fastidieuses et nécessitent une étude au cas par cas pour chaque robot étudié. 
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Les résultats les plus concluants ont été obtenus par [Mayeda, Yoshida, Osuka 

88], [Mayeda, Yoshida, Ohashi 89], [Mayeda, Ohashi 89], ainsi que par [Gautier, Khalil 

88, 90], (Gautier, 90] [Khalil, Bennis, Gautier 90], [Bennis 91]. Les premiers déterminent 

une solution de base en utilisant une forme explicite du modèle dynamique. Ce dernier est 

établi à partir du formalisme de lagrange, en fonction des paramètres inertiels des corps 

augmentés, et utilise la description géométrique de Mayeda présentée au premier chapitre. 

Les seconds travaux utilisent la représentation de DHM, une approche énergétique ainsi 

que des relations de récurrence permettant d'effectuer des regroupements de paramètres de 

deux corps consécutifs. Cette méthode n'a cependant pas permis de conclure avec 

certitude sur la minimalité de la solution obtenue. Notons enfin qu'hormis une description 

géométrique différente, les solutions minimales (ou quasi-minimales) obtenues en 

présence d'articulations prismatiques ne sont pas identiques, de même qu'elles nécessitent 

une formulation différente du modèle dynamique. 

Dans ce chapitre nous proposons de reprendre, en la complétant, la méthode 

récursive précédente. Nous reconsidérons dans un premier temps la recherche des 

paramètres inertiels sans effet sur le modèle, effectuée notamment par [Bennis 91], et ce 

afin d'en établir une liste exhaustive. Après avoir présenté les relations générales de 

regroupements de paramètres, nous effectuons une étude complète des cas particuliers de 

regroupements dépendant de la morphologie des robots. L'ensemble de ces résultats nous 

permettra ainsi de nous assurer de la minimalité de la solution obtenue, sans avoir recours 

à des traitements au cas par cas ou à des méthodes numériques. Nous montrerons ensuite 

comment, en utilisant pour les articulations prismatiques d'autres relations de 

regroupements que celles établies par les premiers auteurs, nous pouvons retrouver la 

solution de base utilisant les paramètres inertiels des corps augmentés. Enfin, les 

paramètres géométriques définissant le passage entre deux repères consécutifs pouvant être 

différents selon les conventions choisies, nous utiliserons une description géométrique 

partielle afin de conserver la généralité des relations obtenues. Mais avant d'aborder cette 

étude, nous effectuons une brève présentation de la notion de corps augmenté et de la 

solution de base établie par [Mayeda, Ohashi, 89]. 
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1 11 NOTION DE CORPS AUGMENTE ET PREMIÈRE SOLUTION DE BASE 

II.l/ Notion de corps augmenté 

Le corps Ci augmenté, noté ci, est un corps fictif composé du corps Ci et d'une 

masse ponctuelle égale à celle des corps Ci+L ... ,CN, située à l'origine Üi+l. Les moments 

d'ordre zéro (masse), un et deux seront désignés respectivement par Mi , MS[ et Ji. Ils 

s'expriment en fonction des paramètres inertiels standards par les relations suivantes: 

J~ = J 1 1 (2.1) 

Lorsque l'articulation (i+l) est rotoïde, le corps ci est un corps rigide et les paramètres 

définis ci-dessus sont constants. Si l'articulation (i+ 1) est prismatique, ci n'est pas un 

corps rigide (iPi+ 1 est variable) et les moments d'ordre un et deux ne sont pas constants. 

Aussi, afin de conserver un jeu de paramètres constants, on retiendra pour les valeurs de 

MSi et J[ celles pour lesquelles la variable articulaire prismatique qi+l est nulle, à savoir: 

, et par suite , (2.2) 

Les paramètres inertiels qui seront utilisés par la suite sont donc définis comme suit: 

* * ip"~0·+I J. = J. - M· t 1 1 1+ (2.3) 
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11.2 1 Première solution de base 

Dans ce paragraphe nous nous contentons uniquement de présenter les paramètres 

inertiels minimaux obtenus par les auteurs précédemment cités. Ces derniers utilisent une 

forme explicite du modèle dynamique exprimé en fonction des paramètres des corps 

augmentés. La solution de base est définie comme étant l'ensemble minimal de paramètres 

inertiels suffisant à déterminer de façon unique les équations du modèle étudié. Afin de 

présenter cette première solution, et pour conserver des notations homogènes avec le reste 

des développements, nous introduisons_ les notation suivantes: On désigne par S(i) 

(respectivement R(i)) la première articulation rotoïde succédant (respectivement 

précédant) à une articulation i quelconque. On note RI la première articulation rotoïde et 

R2 la première articulation rotoïde succédant à Rl et d'axe non parallèle à ZRI- On définit 

les grandeurs suivantes: 

S(i}-1 

ip~(i) = L iAk kp~+l (2.4) 
k=i 

ip~(i) représente les composantes dans le repère Ri du vecteur Oi&S(i) lorsque toutes les 

variables prismatiques (éventuelles) situées entre i et S(i) sont mises à zéro. Ces 

composantes seront désignées par ip~(i), ip~(i) et ip~(i)_ Compte tenu de la description 

géométrique utilisée par les auteurs, on notera que pour une articulation i rotoïde, la 

ipS(i) - Il composante y est toujours nu e. 

S(i}-1 

MCï = L iAk MSk 

k=i 

i /\ * i+l . où MS tradUit le changement de base: 

(2.5) 

(2.6) 
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(2.7) 

S(i)-2 

Je J• """ iAk JRCk kAi i = i + L..J <Ji+l (2.8) 

k=i 

Si on souhaite donner un sens physique aux paramètres inertiels définis ci dessus, nous 

pouvons montrer que MCi et JCi représentent les moments d'ordre un et deux du corps 

rigide composé des corps ci, ... , Cs(i)-1 lorsque les variables prismatiques situées 

entre i et S(i) sont mises à zéro. Les composantes de MCi seront désignées par MCf, MC{ 

et MCf. tandis que celles de JCi seront notées Jf , JfY , JF, J{ , J{z , Jf. Les 

paramètres de base sont présentés séparément selon la nature de l'articulation étudiée; 

Pour une articulation i rotoïde, on définit les variables intermédiaires suivantes: 

N k 

MCZ(i) = MC~(i) + L ( I1 cos(~ CXj) ) <Jk MC~ 
k=S(S(i)) j=S(S(i)) 

}j = Ii + 2 ip~<il cos( as(i) ) MCZ(i) 

J-xy .,xy ipS<ï> . ( ) MCZ(") 
i = J; + x sm as(i) 1 

J~ = ~ - ip~<i> cos( as(i) ) MCZ(i) 

-yz _ Jyz ipS(i) 
J i - 1 + z sin( as(i) ) MCZ(i) 

Mer = Mer - sin( as(il ) MCZ(i) 

N k 

JY(i) = J~(i) + L (2.9) 
k=S(S(i)) j=S(S(i)) 

Rappelons qu'en accord avec la description géométrique des auteurs présentée au premier 

chapitre, CXi représente, pour une articulation i rotoïde, l'angle entre Zi et ZR(i) (articulation 
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rotoïde qui la précède) mesuré autour de Xi. Les paramètres de base des articulations 

rotoïdes sont alors les suivants: 

J~ + sin
2

( as(i)) JY(i) pour 1 ::::; 0j. i ::::; N 

J~ - Ji + sin
2

( <Xs(i)) JY(i) 
~xy ~xz 

' Ji ' Ji ' 

J~ + sin( as(i)) cos( as(i)) JY(i) pour R2<- . 
- 0j. 1 ::;; N 

x ~ y 
MCi, MCi pour Q<- . 

- 0j. 1 ::;; N (2.10) 

Q étant l'indice de la première articulation d'axe non parallèle à la gravité ou non 

confondu avec RI. Pour une articulation i prismatique, on définit les variables 

intermédiaires: 

[MC~ ] [MC~ ] [ o ] MCi = MCi + iA R(i) -sin( as(i)) MCZ(i) 

MCf MCf cos( as(i)) MCZ(i) 

(2.11) 

En désignant pour simplifier les écritures par Aij l'élément générique de la matrice R(i) Ai, 

les paramètres minimaux des articulations i prismatiques sont donnés par: 

M~ 
1 pour 1 $ cri. i $ N 

pour R2 $ cri . i $ N 

pour RI ::;; cri . i ::;; R2-1 (2.12) 
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Malgré sa forme explicite, cette solution de base est proposée (notamment en présence 

d'articulations prismatiques) dans le cadre d'une description géométrique particulière et 

nécessite l'utilisation des paramètres inertiels des corps augmentés pour décrire le 

comportement dynamique du robot L'approche énergétique qui va suivre utilise les 

paramètres inertiels standards, plus fréquemment rencontrés dans la littérature, et permet, 

comme nous allons le voir, une description géométrique moins restrictive. Nous 

montrerons de plus comment, par cette même approche, nous pouvons retrouver la 

solution précédente. 

III/ APPROCHE ENERGETIQUE ET DEUXIEME SOLUTION DE BASE 

111.1/ Pt·incipe de la recherche des paramètres de base 

111.1.1 1 Approche dynamique 

Une première approche a consisté à rechercher les paramètres inertiels 

mtmmaux en exploitant directement la linéarité du modèle dynamique vis à vis des 

paramètres inertiels standards. Cette linéarité permet d'écrire, d'une façon générale: 

DX (2.13) 

i=l 

où D est une matrice (Nxl ON) fonction des variables articulaires q , q , et q , et X est un 

vecteur (IONxl) regroupant l'ensemble des paramètres inertiels du robot. La simplification 

du modèle s'effectue en deux étapes: 

La première étape consiste en la recherche des colonnes Dk de D nulles. Lorsque 

cela se présente, nous pouvons déjà affirmer que le paramètre inertiel Xk correspondant est 

sans effet sur le modèle et peut donc être éliminé. Dk est également éliminé de la matrice 
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D. La nouvelle matrice D ainsi que le nouveau vecteur X sont de dimension (Nxc) et (cxl ), 

avec c::; 1 OxN. 

Dans la seconde étape nous recherchons des relations linéaires à coefficients 

constants entre les colonnes Dk de D. Le choix Je plus simple adopté par [Gautier 90] pour 

la simplification du modèle consiste alors à construire une matrice Dl formée de b 

colonnes indépendantes, et une matrice D2 formée des ( c-b) colonnes s'exprimant 

linéairement en fonction de D 1 . Ces relations linéaires s'exprimeront par: 

D2 =Dl ~ (2.14) 

où ~est la matrice (b x (c-b)) définissant les (c-b) relations linéaires. On définit pour cela 

une matrice de permutation P permettant de réordonner les éléments de D et X telle que: 

D P = [Dl D2] et (2.15) 

Le modèle dynamique s'écrit alors: 

r = D P P TX = D 1 Xl + D2 X2 (2.16) 

et la relation (2.2) fournit la forme simplifiée: 

r = D 1 ( X 1 + · ~ X2 ) = D 1 XB 1 (2.17) 

La simplification ainsi apportée revient à annuler (c-b) colonnes de D et à regrouper (c-b) 

composantes de X sur les b autres restantes. XB 1 est appelée solution de base à (b) 
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composantes ou solution minimale du système d'équations de la relation (2_13) Elle 

correspond à une solution à nombre minimal de composantes_ 

Cependant, du fait du nombre important des coefficients mis en jeu, l'utilisation 

du modèle dynamique s'avère fastidieuse. C'est pourquoi, aussi bien dans le cadre d' un 

calcul formel que numérique, certains auteurs ([Gautier 90], [Sheu, Walker, 86]) ont opté 

pour une approche énergétique mettant en oeuvre un nombre de termes bien plus réduit. 

111.1.2 1 Approche énergétique 

Le modèle énergétique est issu du théorème de l'énergie qui s'énonce comme 

suit: La variation de l'énergie totale du robot est égale au travail de toutes les forces 

agissant sur le système et ne dérivant pas d'un potentieL Cela s'exprime par: 

Lili = H(t) - H(to) = f T T q dt 
t., 

(2_18) 

où H est l'énergie totale du robot et T le vecteur des couples ne dérivant pas d'un 

potentiel. L'énergie étant linéaire vis à vis des paramètres inertiels, il vient également: 

lOxN 

Lili = L Llhk Xk = Llh X 
k=l 

(2.19) 

La simplification du modèle énergétique peut se faire suivant le même principe utilisé pour 

le modèle dynamique, à savoir les deux principales étapes: 

i) Recherche des termes Llhk nuls (ou hk constants) et élimination des paramètres inertiels 

Xk correspondants. 
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ii) Recherche des ( c-b) relations linéaires à coefficients constants entre les ( c) 

composantes restantes de Ml (ou h), et calcul d'une solution de base. Ce calcul est lui 

même divisé en deux parties: 

ii-a) La première partie établit les relations linéaires générales à coefficients 

constants existantes entre les fonctions d'énergie de deux corps consécutifs. Celles ci 

permettront d'effectuer de proche en proche des regroupements systématiques de 

paramètres sur 1' ensemble des corps du robot. 

ii-b) La seconde partie consiste en la recherche d'éventuelles relations linéaires 

supplémentaires. L'existence de telles relations dépend de la morphologie propre à 

chaque robot. Elles apparaissent notamment pour les corps proches de la base et 

donnent lieu à des regroupements de paramètres supplémentaires. 

L'intérêt de l'approche énergétique est qu'elle ne met en jeu que des grandeurs scalaires 

Mlk ou hk au lieu des matrices colonnes Dk du modèle dynamique. L'équivalence des 

deux approches ayant été démontrée dans [Sheu, Walker, 88] et (Gautier 90], c'est donc 

naturellement le modèle énergétique qui servira à la recherche des paramètres inertiels 

mmtmaux. 

lll.2 1 Paramètres inertiels sans effet sur le modèle 

Cette étape de calcul consiste à examiner la contribution de chaque paramètre 

inertiel aux énergies cinétique et potentielle du robot. Des considérations géométriques 

ainsi que l'étude des composantes des torseurs cinématiques permettent de déterminer tous 

les paramètres inertiels n'affectant pas l'énergie (et donc le modèle dynamique). Ce 

paragraphe constitue un complément aux travaux déjà réalisés en grande partie par 

[Gautier.90] et [Bennis.91]. Notre contribution réside dans le recensement exhaustif des 

paramètres recherchés, contribuant ainsi à nous assurer par la suite de la minimalité de la 
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solution globale. Dans cette étude, le cas des articulations rotoïdes d'axes confondus a été 

écarté. Par ailleurs, les résultats obtenus ne sont pas limités à la seule description 

géométrique de D.H.M., mais à toute description ayant convenu de situer l'axe Zi du repère 

Ri sur l'axe de l'articulation i. 

Un paramètre inertiel est sans effet sur le modèle si le coefficient correspondant 

dans l'expression de l'énergie est constant. Cela se produit généralement pour les corps 

proches de la base du robot et dont le mouvement est restreint. Certaines composantes du 

torseur cinématique peuvent alors être nulles, de même que l'effet de la pesanteur sur 

certains paramètres inertiels peut être constant, entraînant ainsi des termes hk également 

constants.(hk désignant la kème composante de la matrice (lxlO) hi associée au vecteur 

paramètre X1 du corps Ci). Ecrivons tout d'abord les expressions de ces différents 

coefficients hk. Compte tenu des relations obtenues au premier chapitre, il vient: 

Coefficients du tenseur d'inertie J; - T 
( J; = (XX; , XY; , XZ; , YY; , YZ; , ZZ; ] ) 

h~ 
1 2 h~ = ûljJ = ûljJ ûli2 
2 

h~ 1 2 h~ = ûli2 = ûli2 ûli3 
2 

Coefficients du moment d'ordre un MSi 

h~ = ûljJ V;2 ûli2 V;3 

h~ = Ü)jJ V;3 ûli3 V;1 

h~ = ûli2 V;1 ûljJ V;2 -

Coefficient de la masse M;: 

h\o = l_ VT V _ OgT Opi 
2 

0 T 0 i g s 

0 T 0 i g n 

0 T 0 i g a 

h~ = ûljJ ûljJ 

h~ 1 2 - ûli3 
2 

T ( MS;= ( MX; , MY; , MZ; ] ) 

(2.20) 

,oi Oi tOi . l d d R · ou s , n e a representent es composantes es vecteurs Xi , Yi , et Zi ans o, sOit 

encore les trois colonnes de la matrice de rotation ° Ai . Par souci de clarté, nous ne 

présentons dans ce paragraphe que l'ensemble des propriétés et relations utilisées pour 

déterminer les coefficients hk constants, ainsi que le résultat final sous forme de tableau. 
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Les calculs détaillés sont reportés à r Annexe 1. On note RI la première articulation 

rotoïde et R2 la première articulation rotoïde succédant à RI et d'axe non parallèle à zR 1 : 

Propriété a : 

Pour toutes les articulations i antérieures à RI, Wi = 03xi 

Pour toutes les articulations i rotoïdes comprises entre RI et R2, Wi = [0 0 Wi3 ]T 

Pour toutes les articulations i ~ R2, on démontre ([Gautier 90]) que les trois 

composantes de Wi sont non nulles et indépendantes. (2.21) 

Propriété b: 

Pour une articulation i rotoïde, on établit aisément les équivalences ((Bennis.91]): 

Wii = 0 <=> Wi2 = 0 

Vii = 0 <=> Vi2 = 0 

WiJ * 0 et Wi2 * 0 <=> Wii et Wi2 sont indépendants 

Vi1 * 0 <=> Vi2 * 0 <=> Vii et Vi2 sont indépendants (2.22) 

Propriété c: 

La relation de récurrence sur hi, qm sera examinée plus en détail au paragraphe 

III.3.2 s'écrit sous la forme: 

avec (2.23) 

t = [0 0 Wil 0 Wi2 (Wi3 --î) Vi2 -Vit 0 0] pour une liaison rotoïde 

t [0 0 0 0 0 0 
q· 

pour une liaison prismatique = -(J)i2 (J)il 0 CVi3 --t)] 

Les composantes non nulles de f pourront dans certains cas fournir des conditions 

nécessaires pour qu'un coefficient hl soit constant. 
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Propriété d: 

La recherche des composantes hk constantes se fait en examinant séparément b 

contribution du paramètre inertiel aux énergies cinétique et potentielle La 

contribution à l'énergie cinétique se fait en étudiant les composantes du torseur 

cinématique intervenant 1 'expression de hk. Nous rappelons 1' expression de ce 

torseur: 

(2.24) 

L'étude de la contribution de toutes les articulations (k) antérieures à (i) fournira les 

conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un paramètre du corps Ci n'affecte pas 

l'énergie cinétique du robot. 

L'ensemble des paramètres inertiels sans effet sur le modèle est regroupé dans le 

tableau2.1 suivant: On notera Xk(Ci,j) lorsque le paramètre Xk n'affecte pas le modèle aux 

conditions Ci ou Cj indiquées à la suite du tableau. 
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Articulation Rotoïde Prismatique 

1 
]j MSï Mi ]j MSi .lvL 

xx XY MX 

i <RI --- --- --- xz y y MY 

YZ zz MZ 

MX (Cl) 

i =RI xx MY (CI) M(C3) --- --- ---
XY MZ 

xz 
XX (C5) YY (C6) MX(C8,9) 

y y 
Rl< i <R2 MZ ZZ (C7) XY(C5,6) MY (CIO, Il) 

YZ 
XZ (C5,7) YZ (C6,7) MZ (C12) 

i=R2 MZ (C2) M (C4) --- --- ---

i > R2 

Tableau 2.1 : Paramètres inertiels sans effet sur le modèle dynamique 

Conditions Ci : 

Cl :Toutes les articulations précédant Rl sont parallèles à ZRI et à la direction de la gravité 

C2:Rl =1 est parallèle à la direction de la gravité, R2 = 2, x2 et Y2 sont concourrant avec zl 

C3: Rl=l. 

C4: Rl=l , R2=2 et l'origine 02 du repère R2 est située sur l'axe de l'articulation RI. 

C5: Xi est perpendiculaire à ZR! 

C6: Yi est perpendiculaire à ZR! 

C7: Zi est perpendiculaire à ZR! 

CS: Xi est parallèle à ZR! 

C9: RI est l'unique articulation rotoïde antérieure à l'articulation i. Zi est parallèle à Zl et 

Yi est concourant avec Zl . Toutes les articulations antérieures à i sont parallèles à Zl et à la 

direction de la gravité 

CIO: Yi est parallèle à ZR! 

Cll : même condition que C9 en remplaçant Yi par Xi. 

Cl2: Zi est parallèle à ZR!-
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Avec cette étude s'achève la première étape dans la recherche des paramètres 

inertiels minimaux. Les paramètres ainsi recensés sont éliminés du modèle. Les étapes qui 

vont suivre sont consacrées à la recherche de relations linéaires à coefficients constants 

entre les fonctions hk du modèle. Chaque relation obtenue permettra d'effectuer le 

regroupement d'un paramètre inertiel, contribuant ainsi à la réduction du modèle. Nous 

présentons dans un premier temps les relations générales de regroupements de paramètres, 

avant d'aborder l'étude des regroupements particuliers qui dépendent de la morphologie 

du robot. 

lll.3 1 Relations générales de regroupement de paramètres 

lll.3.1/ Principe de regroupement 

L'idée principale développée dans [Gautier 90] consiste à établir et exploiter 

les relations de récurrence existant entre les fonctions d'énergie hi de deux corps 

consécutifs. L'existence de relations linéaires à coefficients constants permet alors de 

simplifier l'expression de la somme des énergies des deux corps en effectuant des 

regroupements de paramètres du corps Cï sur d'autres paramètres des corps Cï-1 et Cï. Les 

relations de regroupements de paramètres sont alors appliquées de manière récursive à 

l'ensemble des corps, en partant de 1 'effecteur vers la base du robot. L'exploitation des 

relations de récurrence sur les torseurs cinématiques ainsi que sur les matrices 0 Ai et 0Pi 

permet d'établir la relation suivante: 

').} est une matrice de dimension (IOxlO) fonction de la variable articulaire qi et de 

paramètres géométriques constants, tandis que f est une matrice (lxlO) s'exprimant en 

fonction de la vitesse articulaire Qi ainsi que des éléments du torseur cinématique 1 Vi. 

Dans un souci de clarté, les expressions explicites de ces matrices ainsi que certains 
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développements des calculs sont renvoyés à l'Annexe 2. Sous une forme semi-développée, 

on écrit: 

( = r r/ (2.26) 

On retiendra cependant que pour une articulation rotoïde, les éléments de la matrice Â1 sont 

constituées de fonctions trigonométriques de la variable articulaire Si, tandis que dans le 

cas d'une liaison prismatique, cette même matrice peut s'exprimer en fonction de la 

variable articulaire qi sous la forme: 

(2.27) 

ou encore sous une forme plus développée: 

ÂMI il i-1 2 
Zj +Qi 

0 

(2.28) 

Ûl3 

Les différentes matrices intervenant dans cette relation sont constantes. Leur expression 

explicite est présentée en Annexe 2. Cette forme polynomiale en Qi ainsi que la forme 
. . . 

particulière des matrices constantes À() 
1

, ÂI 1 et Â2 
1 seront utilisées ultérieurement pour 

proposer de nouveaux regroupements de paramètres pour les articulations prismatiques, 

ainsi que pour effectuer une étude exhaustive des regroupements particuliers. 
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Dans ce paragraphe sont étudiées les relations générales de regroupement et deux 

hypothèses sont émises: 

i)Les composantes du torseur 1Vi apparaissant dans l'expression de f sont indépendantes. 

ii) Les composantes de hi-! sont indépendantes. 

Sous ces deux hypothèses, on montre que les conditions nécessaires et suffisantes 

d'existence de relations linéaires à coefficients constants entre hi-! et hi se traduisent par 

l'existence d'une matrice colonne b (lOxl) de coefficients constants et telle que: 

t b =0 

(2.29) 

où c est une matrice colonne de coefficients constants. La relation linéaire s'exprime alors 

par: 

(2.30) 

Pratiquement, cela revient à rechercher les composantes nulles de f, ainsi que les colonnes 

constantes, ou combinaisons linéaires de colonnes, à coefficients constants dans la matrice 
. . 

/.}. Chaque relation obtenue va permettre d'éliminer une composante de h1 dans 

l'expression de la somme des énergies des corps Ci-l et Ci. Après avoir choisi les fonctions 
. . 

à éliminer, on définit une matrice de permutation P1 qui réordonne les composantes de h1
: · 

(2.31) 

où hl 1 est la partie à conserver et hi regroupe les fonctions à éliminer. Les relations 

linéaires s'exprimeront alors par: 

(2.32) 
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où ~1 1 et ~21 sont les matrices de coefficients constants traduisant les relations linéaires 

obtenues. On permute de même les éléments de X1 de manière à exprimer l'énergie par: 

[Xli] 
X2' 

(2.33) 

La somme des énergies des corps Ci-l et Ci se simplifie alors comme suit: 

avec 

XRi-I = xï-1 + ~li x2ï 

XRli = Xli + ~2i X2i 

(2.34) 

(2.35) 

X21 représente le groupe de paramètres inertiels à regrouper sur xi-I et Xl 1
. Si les 

hypothèses émises précédemment sont vérifiées, alors XRi-l et XRl i représentent les 

paramètres inertiels minimaux suffisants à déterminer la somme des énergies des corps 

Ci-l et Ci. Dans le cas contraire, une étude complémentaire doit être réalisée afin de 

rechercher d'éventuels regroupements supplémentaires de paramètres. Ces cas particuliers 

seront abordés au paragraphe III.4. 

lll.3.2 1 Regroupement des paramètres d'une articulation rotoïde 

La recherche des composantes nulles de f ainsi que des colonnes constantes 

(ou combinaisons linéaires à coefficients constants entre colonnes) de ').,Î a permis à 

[Gautier 90] d'établir les relations suivantes (On notera 4 i la kème colonne de ').._î): 
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(2.36) 

En choisissant d'éliminer, dans cette dernière équation, la fonction d'indice le plus élevé 

(hi), on déduit de la relation (2.32): 

h2i = [ h4i h9i h!Oi] 

hl i = [ h/ h2i h3i h5i h6i h/ h8i] 

X2i = [ YY; MZ; M; ] T 

Xli = [XX; XY; XZ; YZ; ZZ; MX; MY;] T 

(2.37) 

Les paramètres regroupés des corps Ci et Ci-l , à savoir XRI i et XRi-l seront donc: 

XRI i = [ (XX; - YY;) XY; XZ; YZ; ZZ; MX; MY; ] T 

(2.38) 

Ici encore, les relations de regroupements obtenues ne sont pas limitées à la seule 

représentation de D.H.M. En désignant par s, n, a les trois vecteurs colonne de la matrice 

d . i-lAi p p p l . d i-lpi l e rotation , et x, y , z es trois composantes e , nous pouvons montrer que a 

forme explicite des regroupements sur le corps Ci-l s'écrit d'une manière plus générale: 
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2 2 
2(a2P y + a3P z) 

2 2 
s1 + n1 Py+Pz 

s 1 s2 + n 1 n2 -(a 1Py + a2Pz) -Px Py 

s 1 s3 + n1 n3 -(a1Pz +a3Px) -Px pz 
2 2 

2(a,Px +a3Pz) 
2 2 

s2 + n2 Px +Pz 

s2 s3 + n2 n3 -(a2Pz + a3Py) -PyPz [ YY; j i-1 i-1 
MZi (2.39) XR = x + 2 2 2 2 

s3 + n3 2(a,Px + a2Py) Px+Py M· 1 

0 a, Px 

0 a2 Py 

0 a3 Pz 

0 0 1 

La généralisation des résultats présentée ICI demeure valable pour 1' ensemble des 

développements qui vont suivre. 

III.3.2 1 Regroupement des paramètres d'une articulation prismatique 

En appliquant le même principe que précédemment, il vient: 

On en déduit alors: 

h2i= [hti 

hl i = [ h/ 
1 

h!O ] 

pour k=l, ... ,6 

i T -
x2 = r xxi . . . zzi 1 = Ji 

i T 
Xl = [MX MY. MZ· M· ] 1 1 1 1 

(2.40) 

(2.41) 
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T 
[ MXi MYi MZi Mi ] 
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(2.42) 

Compte tenu des expressions de ~1 1 et ~2', le regroupement des paramètres inertiels se 

réduit à celui de la matrice d'inertie Ji et peut encore s'exprimer sous la forme simple: 

i-l i i i-l 
IRt-1 = Ji-1 + A Ji A (2.43) 

Cette expression traduit la somme des tenseurs d'inertie des corps Ci-l et Ci, exprimée 

dans la base du repère Ri-1-

lll.3.3 1 Application à l'ensemble des corps 

Compte tenu des résultas précédents, l'expression de l'énergie totale pourra 

être simplifiée de proche en proche, en partant de l'effecteur vers la base du robot On 

considère tout d'abord la somme des énergies des corps CN-1 et CN. Il vient: 

(2.44) 

En ajoutant l'énergie du corps CN-2, la même méthode de simplification est appliquée au 

, · . l N-2 XRN-1 parametres mertte s X et . 

On procède ainsi de proche en proche jusquau corps C2: 
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1 1 2 2 N :-.; 
h XR + hl XRI + ... +hl XRI (2.46) 

Notons enfin que, dans la pratique, le calcul des paramètres regroupés XRk correspondant 

à des paramètres Xk sans effet sur le modèle est inutile. Rappelons cependant que pour 

établir ces règles générales de regroupements, des hypothèses d'indépendance entre les 

termes apparaissant dans les relations de récurrence ont été émises. Ces hypothèses ne sont 

malheureusement pas toujours vérifiées et des cas supplémentaires de regroupements 

peuvent apparaître. Ces cas particuliers font 1' objet de 1' étude qui va suivre. 

III.4 1 Etude des cas pm·ticuliers dépendant de la morphologie du r·obot 

111.4.1 1 Unicité des r·elations génér·ales de r·egroupements 

Comme il a été mentionné au paragraphe III.3, si les composantes de Vi et de 

hi-I ne sont pas indépendantes, des regroupements supplémentaires de paramètres peuvent 

apparaître. Cela est du au fait que pour les corps proches de la base du robot, certains 

paramètres inertiels sont sans effet sur le modèle et leur fonction d'énergie hk' est 

constante. De même, certaines composantes de Vi apparaissant dans l'expression de f' 

peuvent ne pas être indépendantes. Il s'agit de démontrer dans ce paragraphe que seuls les 

moments d'ordre un des articulations prismatiques situées entre les rotations RI et R2 

peuvent être sujets à des regroupements particuliers. En supposant que les composantes du 

torseur cinématique Vi-I sont indépendantes, et en utilisant le fait que la matrice de 

transformation iTi-I est inversible, [Gautier 90] est arrivé à la conclusion suivante: 

{Vi-l } est indépendant implique que {hi-l} est indépendant et que {Vi } est indépendant. 

On conclut alors que la recherche des regroupements particuliers ne concerne que les corps 

Ci i = 1, ... ,(p-1) tels que {V p-1 } est indépendant. Un problème cependant demeure 
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concernant l'indétermination de l'articulation p-1. Aussi allons nous considérer 

séparément le cas des articulations rotoïdes et prismatiques. 

Le cas des articulations prismatiques ne présente pas de difficultés, en ce sens que 

nous démontrons que le torseur de toutes les articulations succédant à R2 est indépendant. 

Les regroupements supplémentaires ne concernent donc que les paramètres MSi et Mi des 

corps précédant R2. On établit aussi aisémment que le coefficient de la masse Mi est le 

seul terme à contenir la forme quadratique ~? Par conséquent, il ne peut être regroupé et 

seule l'étude de MSi est à envisager. Le traitement des articulations rotoïdes se fait 

différemment du cas précédent. Nous montrons que les fonctions hk1 restant après les 

étapes de regroupements généraux et d'élimination des paramètres sans effet sur le modèle 

demeurent indépendantes entre elles, de même qu'elles sont indépendantes de la famille de 

fonctions { hi-! }. On en déduit alors qu'il n'y a pas de regroupements supplémentaires 

pour les articulations rotoïdes. 

Pour la clarté de l'exposé, ces développements sont reportés à l'Annexe 3. Nous 

nous intéressons dans ce qui suit aux relations de regroupements proprement dites et 

présentons dans un premier temps les résultats de travaux antérieurs. 

lll.4.2/ Travaux antérieurs 

Nous présentons ici les résultats de travaux traitant des cas particuliers de 

regroupements dans le cadre de la représentation de D.H.M. Pour des articulations 

prismatiques i situées entre les deux articulations rotoïdes RI et R2, ces résultats proposent 

des regroupements supplémentaires des éléments de MSi en fonction des configurations 

des articulations i et i-I vis à vis de l'articulation rotoïde RI. Les conditions d'existence de 

relations linéaires à coefficients constants présentées au paragraphe III.3 sont ici 

généralisées. On rappelle que celles ci se traduisaient par l'existence d'une matrice b 

(1 Oxl} de coefficients constants satisfaisant: 
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(2.47) 

où c est une matrice (Iûxl) constante. En utilisant la notion de corps généralisé pour 

obtenir le regroupement de paramètres, [Bennis 91] généralise les conditions précédentes 

en recherchant une matrice b satisfaisant: 

tb=O 

ùi-l Ài b = c (2.48) 

où ùi-l est une matrice diagonale (lûxlû) telle que ùi-l(k,k) = 0 si le paramètre Xk-l 

n'affecte pas le modèle, et 1 sinon. Dans ces conditions, le transport des paramètres 

inertiels du corps Ci sur des paramètres du corps Ci-l n'affectant pas le modèle n'est pas 

pris en compte dans la recherche des relations linéaires. La multiplication par la matrice 

ùi-l a ainsi pour effet d'annuler les lignes de la matrice Ài qui correspondent à des 

paramètres du corps Ci-l sans effet sur le modèle. En utilisant la représentation de DHM 

(Denavit et Hartenberg Modifiée), les regroupements obtenus en fonction de la 

morphologie particulière du robot sont regroupés dans le tableau 2.2 ci après. Il est à noter 

que les regroupements présentés ne sont pas uniques et dépendent du choix effectué par 

l'auteur. Cependant, l'étude réalisée par [Bennis 91] n'a pas permis de conclure de 

manière exhaustive sur l'existence de regroupements supplémentaires, excepté dans le cas 

de robot dont les articulations situées entre Rl et R2 sont parallèles ou perpendiculaires. 

Le tableau ci-après résume ces cas supplémentaires de regroupements. 

Dans le paragraphe qui va suivre nous utiliserons une autre approche qui nous 

permettra d'établir tous les cas supplémentaires de regroupements. 
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z; est parallèle à ZR! Aucun axe deR; n'est 

narallèle à ZRl 
Xi-I est 

parallèle à --- MYR; =MY;+ tan( 8; ) MX; 

ZR! 
YYRi-1 = YYi-1 + 2d; C8; MX;-2d; S8; MY; 

Yi-1 est MXR; =MX;- tan( 8; ) MY; 

parallèle à MXRi-1 = MX;-1 + C8; MX; - S8; MY; 

ZRl MZR; = MZ; + tan(a;)/C8; MY; 

MZR;-t = MZ;-t + S<XiS8; MX; + S<XiC8; MY; 
' 

ZZR;-t = ZZï-t + 2d; C8; MX; -2d; S8; MY; 

Zi-1 est MXR; =MX; -tan( 8; ) MY; 

parallèle à MX"Rt-1 =MX;_, + C8; MX; - S8; MY; 

ZRl MZR; = MZ; - C<Xi/S<XiC8; MY; 

MYRï-t = MYï-1 +S<XïS8; MX; +Ca;C8; MY; 

Tableau 2.2 : Regroupements supplémentaires de paramètres dans le cadre 

de la représentation géométrique de DHM. 

III.4.3 1 Etude complète 

On établit dans un premier temps que lorsque z; est parallèle à ZRt, les trois 

composantes de MS; (ou du moins celles qui affectent le modèle) peuvent toujours être 

regroupées sur le corps C;.1. On montre dans un second temps que lorsque z; n'est pas 

parallèle à ZR1, il existe toujours une (et une seule) relation linéaire à coefficients constants 

entre les composantes de MS;. Cette relation nous four; - alors l'ensemble des 

regroupements recherchés. Partant de l'expression développée rie la matrice À; (relation 

2.26), nous pouvons écrire: 

[ 

Àso i ] 
hs i = hi-1 i-t Ai 

0 

(2.49) 
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avec 

q; hJ i-1 Àsi i + q; fs' (2.50) 

Lorsque cela ne présente pas d'ambiguïté, nous désignerons parR la dernière articulation 

rotoïde précédant l'articulation i et par Aij l'élément générique (constant) de la matrice de 

rotation RAi_ On montre alors que l'expression de gs(qi, Qi) dans la relation (2.50) peut 

être ramenée à la forme simple: 

(2.51) 

où qL est la somme des vitesses des variables articulaires rotoïdes antérieures à 

l'articulation i. La démonstration de cette relation est renvoyée à V Annexe 3. 

Considérons le cas où Zi est parallèle à zR (ou ZR!); Dans ce cas, A31=A32=0 et A33=L Par 

suite, les trois composantes de gs(qi , Qi) sont nulles et la relation (2.49) nous fournit 

directement la relation de regroupement des paramètres de MSi sur le corps Ci-l: 

XR i-1 = xi-I + MS; (2.52) 

Dans le cas où Zi n'est pas parallèle à ZR!, nous recherchons une relation linéaire à 

coefficients constants entre les composantes de hsi; Compte tenu de l'expression de hsi 

(relation 2.49), cela revient à rechercher une matrice constante b (3xl) satisfaisant les trois 

relations: 

gs(q;' Q;) b = 0 

hl 
i-1 

Àso 
i 

b = constante 

hs 
i-l i-l i 

b A = constante (2.53) 
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La recherche de relations linéaires pour la première égalité fournit aisément la solution 

umque: 

(2.54) 

Le vecteur h représente en fait les composantes de ZR dans le repère Ri. Le calcul qui suit 

prouve que cette solution satisfait aussi les deux autres égalités: Les développements 

effectués pour simplifier l'expression de gs(qi, Qi) (Cf. Annexe 3) permettent d'écrire la 

deuxième relation sous la forme: 

3 

hJ i-l Â.so i h = 2 qi _I hp zo T RAi ~P Vp (2.55) 
p=l 

expression dans laquelle eJ=[lOO]T, ... , e3=[00l]T, et Vp est une matrice (3xl) fonction 

d 'l, d iAi-1 i-IAR i-lp i es e ements e , et 0 : 

(2.56) 

Compte tenu que hp = A3p , on montre sans difficulté que pour toute matrice V p, la 

quantité exprimée par la relation (2.55) est nulle.Concernant la troisième égalité de la 

relation (2.53), nous avons: 

hs i-l i-lAi h = T 1\ 0 T 0 i-l 
(Vi-l Wï-1 - g A ) 

i-l 
ZR = T 1\ i-l 0 T 0 

Vi-l (.l)i-l ZR - g ZR (2.57) 

Œi-l et ZR étant parallèles, leur produit vectoriel est nul, tandis que 1' orientation de ZR dans 

Ro est fixe. Par suite, la quantité exprimée par la relation (2.57) est constante, ce qui 

achève notre démonstration. Nous aboutissons finalement à la relation linéaire à 

coefficients constants: 

hs i h = constante (2.58) 
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Les relations de regroupements à effectuer sont simples mais dépendent des composantes 

non nulles de b. En choisissant de regrouper un élément MSik de MSi pour lequel la 

composante bk est non nulle, l'expression de l'energie due au moment d'ordre un prend 

alors la forme: 

hs i MSi = C0 + h 1 s ' MS Ri (2.59) 

. . 
où Co est un terme d'énergie constant qui.sera éliminé du modèle, his 1 est la matrice hs1 

à laquelle nous avons retiré la composante hsk 1
, et MSRi est le vecteur des deux 

paramètres regroupés. Les regroupements peuvent être les suivant: 

-Si Xi n'est pas perpendiculaire à ZR! (A3J:;t:O),MXi peut être regroupé suivant les relations: 

(2.60) 

D'après l'étude des paramètres inertiels sans effet sur le modèle, une condition necessaire 

pour que MYRi ou MZRi n'affecte pas le modèle est que Yi ou Zi soit parallèle à ZR!. 

Cette condition étant incompatible avec la condition de regroupement, nous pouvons en 

déduire que ces deux paramètres affectent le modèle. 

-Si Yi n'est pas perpendiculaire à ZR! (A32:;t:O),MYi peut être regroupé suivant les relations: 

(2.61) 

La même remarque que précédemment nous permet d'affirmer que ces deux paramètres 

regroupés affectent le modèle. 

-Si Zi n'est pas perpendiculaire à ZRI (A33:;t:O),MZi peut être regroupé suivant les relations: 
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(2.62) 

Sachant que Zi n'est pas parallèle à zRI, nous pouvons conclure que ces deux paramètres 

regroupés affectent le modèle. 

En conclusion nous pouvons noter que dans le cas où Zi est parallèle à ZRL les 

trois composantes de MSi sont regroupées sur le corps Ci-l- Dans le cas où Zi n'est pas 

parallèle à ZRI, nous pouvons toujours regrouper une composante de MSi sur les deux 

autres. Par conséquent, deux paramètres regroupés de MSi sur trois affectent le modèle si 

Zi n'est pas parallèle à ZRL zéro sinon. En tenant compte des configurations particulières 

que peut prendre le repère Ri-1, nous pouvons sans difficulté retrouver les relations de 

regroupements du tableau 2.2 du paragraphe III.4.2. 

Avec cette étude s'achève la dernière étape du calcul des paramètres de base. 

L'application des relations (2.60-61-62) nous permet désormais de déterminer tous les 

regroupements supplémentaires possibles. Le paragraphe qui va suivre présente un 

récapitulatif du déroulement des calculs, ainsi qu'une conclusion sur la minimalité de la 

solution obtenue. 

lli.S 1 Etapes de calcul des paramètres de base 

Le déroulement des opérations s'effectue en trois étapes: 

(1): Elimination des paramètres inertiels sans effet sur le modèle: 

L'ensemble de ces paramètres est regroupé dans le tableau 2.1 du paragraphe III.2 avec 

les conditions Ci qui leur sont associées. 
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(2) : Regroupements généraux des paramètres: 

Les paramètres regroupés sont obtenus par application récursive des relations (2.38 et 

2.42) . Cette récurrence est appliquée en partant de l'effecteur vers la base du robot Il est à 

noter que le calcul des paramètres regroupés correspondant à des paramètres sans effet sur 

le modèle est inutile. 

(3) : Traitement des cas particuliers: 

L'application des résultats du paragraphe III.4 permet de déterminer tous les cas 

particuliers supplémentaires dépendants de la morphologie du robot 

Les études exhaustives réalisées pour la recherche des paramètres inertiels sans 

effet sur le modèle, ainsi que pour le traitement des cas particuliers nous permettent 

d'affirmer que les solutions obtenues à l'issue de ces trois étapes représentent les 

paramètres inertiels minimaux des modèles. Il n'est par conséquent plus nécessaire 

d'avoir recours à des méthodes numériques pour valider ou modifier la solution obtenue 

par une méthode formelle. 

La minimalité de la solution étant assurée, il est désormais possible de déterminer le 

nombre de paramètres de base. Cette étude fait l'objet du paragraphe qui va suivre. 

lll.6 1 Détermination du nombre de paramètres de base 

Une première estimation est faite en calculant le nombre de paramètres restant 

après l'application des relations générales de regroupement Cette estimation est ensuite 

corrigée en lui déduisant (1) le nombre de paramètres sans effet sur le modèle et (2) le 

nombre de paramètres éliminés ou regroupés après 1' étape du traitement des cas 

particuliers. Nous traiterons séparément les cas des articulations rotoïdes et prismatiques. 
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III.6.1/ Nombre de paramètres de base des ar·ticulations mtoïdes 

Nous introduisons les notations suivantes: 

LR :Nombre total d'articulations rotoïdes 

RI2 : Nombre d'articulations rotoïdes comprises entre RI et R2 

g(RI) : Variable prenant la valeur I si la proposition : " ZR! et toutes les articulations 

prismatiques antérieures à RI sont parallèles à la direction de la gravité " est vraie, 0 sinon 

Pour toutes les articulations rotoïdes i telles que i > RI , il reste après les étapes de 

regroupements généraux 7 paramètres par articulation, à savoir: XXi , XYi , XZi , YZi , 

ZZi , MXi et MYi . Le nombre de paramètres de la première articulation conservant la 

valeur 10, les regroupements généraux nous fournissent une première estimation valant: 

(2.63) 

Il n'y a pas de regroupements particuliers pour les articulations rotoïdes. L'examen du 

tableau 2.I des paramètres sans effet sur le modèle nous renseigne alors sur le nombre de 

paramètres à déduire selon les valeurs de g(Rl), RI2 et la nature de la première 

articulation: 

-Si <r1=0 (RI=I), et g(Rl)=I, 9 paramètres sur IO sont à éliminer soit donc 9 <ri g(Rl) 

-Sicr1=0 (Rl=I),et g(Rl)=O, 7paramètressontàéliminersoitdonc7 cr1 (1-g(Rl)) 

-Si cr1=I (Rl>l) , et g(Rl)=l, 6 paramètres sur 7 sont à éliminer du modèle pour 

l'articulation RI ( XXR!, XYR! , XZR!, YZRI, MXRI, MYRI) soit donc 6 <JI g(Rl) 

-Si cr1=I (Rl>l) , et g(RI)=O, 4 paramètres sur 7 sont à éliminer du modèle pour 

l'articulation Rl ( XXR!, XYRI, XZRI, YZRI) soit donc 4 <ri (1-g(Rl)) 

-Enfin, R12 étant le nombre d'articulations rotoïdes comprises entre RI et R2, 4 

paramètres sur 7 doivent être déduits (XXi, XYi, XZi et YZi) soit 4 RI2. 
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Le nombre de paramètres de base des articulations rotoïdes, que l'on notera NR, sera donc: 

NR = 7 LR - 4 ( 1 + R12) - 2 g(R1) (2.64) 

III.6.2 1 Nomba·e de paramètres de base des articulations prismatiques 

Nous introduisons les notations suivantes: 

LT : Nombre total d'articulations prismatiques 

T1R1 :Nombre d'articulations prismatiques situées entre la première articulation et R1 

g(zi) : Variable prenant la valeur 1 si la proposition :" zi est parallèle à ZRl" est vraie, 0 

sm on 

Pour toutes les articulations prismatiques i telles que i > R1 , il reste après 1 'étape des 

regroupements généraux 4 paramètres par articulation à savoir MXi , MYi , MZi et Mi. La 

première estimation vaut ainsi: 

(2.65) 

L'examen du tableau des paramètres sans effet sur le modèle nous indique que 3 T1R1 

ansi que 90"1 paramètres sont à déduire de la première estimation. Enfin, r étude des cas 

particuliers du paragraphe IV nous montre que 1 ou 3 paramètres pour les articulations 

comprises entre RI et R2 seront à déduire selon que zi est ou n'est pas parallèle à ZRI. Le 

nombre de paramètres de base des articulations prismatiques, que l'on notera NT, sera 

donc: 

R2 

NT = 4 LT - 3 O"t - 3 TIRI L O"i ( 1 + 2 g(Zi) ) (2.66) 

i=Rl 
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Une remarque concernant cette dernière relation doit cependant être notée; En effet, 

certains robots, comme par exemple ceux du type SCARA, ont une morphologie qui ne 

comporte pas d'articulation rotoïde R2, toutes les articulations étant parallèles à la 

première rotoïde RL La somme apparaissant dans l'expression précédente doit alors être 

effectuée sur l'ensemble des articulations succédant à RI. Cette précision étant apportée, 

le nombre total des paramètres de base, que l'on notera NB, sera par conséquent: 

(2.67) 

La détermination de NB va ainsi permettre de conforter les calculs effectués en s'assurant 

de la minimalité de la solution obtenue. 

Dans la paragraphe qui va suivre, nous proposons de retrouver, par la méthode 

énergétique, la première solution de base, établie par [Mayeda, Ohashi 89] et utilisant les 

paramètres inertiels des corps augmentés. Nous utiliserons pour cela d'autres relations de 

regroupements de paramètres pour les articulations prismatiques. 

IV 1 MODELE ENERGETIQUE ET PREMIERE SOLUTION DE BASE 

IV.l 1 Paramètres inertiels sans effet sur le modèle 

Les résultats obtenus dans le cas des paramètres inertiels standards demeurent 

valables pour les corps augmentés. En effet, les paramètres inertiels étant indépendants 

entre eux, si un paramètre standard Xk affecte l'énergie du robot par un terme constant, il 

en est de même pour le paramètre augmenté (Xk + 0:0 Mi+I) , a..o étant un scalaire 

constant. 

Paramètres inertiels minimaux 



61 

IV.2 1 Relations générales de regroupements de paramètres 

Les regroupements proposés pour retrouver la première solution de base ne 

diffèrent des précédents que dans le cas des articulations prismatiques. La forme 

particulière de la matrice À} (relation 2.27 et 2.28) permettait en effet d'écrire: 

ou encore: 

On 

Às1 i 

Û33 

013 
[

066 

036 

o,6 

La récurrence sur h1 peut alors se mettre sous la forme : 

et la somme des énergies des corps Ci-l et Ci s'exprime par: 

hi-1 [ xi-I + 1 i xi ] < . ) xi = /\{) + g qi , Qj 

063 

033 

On 

(2.68) 

{2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

expression dans laquelle g( Qi , Cli ) ne contient pas de terme constant non nul: 

+ q~ ~ i) + Qi t (2. 72) 

La relation (2.71) ainsi obtenue fait apparaître des regroupements systématiques des 

paramètres du corps Ci sur le corps Ci-l . La présence des termes Qi et qi dans 

l'expression de g( Qi, Qi ) ne permet aucun regroupement supplémentaire de paramètres du 
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corps Ci sur Ci-l. En observant que les SIX premières composantes de g( qi , qi ) sont 

nulles, la réduction du modèle a consisté ici à éliminer par regroupement sur le corps Ci-l 

les éléments de la matrice d'inertie Ji. La différence fondamentale avec la simplification 

précédente réside dans le fait que les fonctions d'énergie initiales hk1 du corps Ci ont été 

remplacées par les composantes de g( qi , qi ). Notons aussi que, contrairement à 1' étude 

précédente, le regroupement des paramètres MSi et Mi sur le corps Ci-l n'entraîne pas 

nécessairement leur élimination à l'ordre i. Ainsi, les paramètres qui sont maintenus à 

1' ordre i sont: 

i T 
XRI = [ MXi , MYi , MZi , Mi ] (2.73) 

Le regroupement de paramètres du corps Ci sur le corps Ci-l s'exprime quant à lui par: 

i-1 i i-1 
MSRï_1 = MSi-t + A MSi + P0 M· 1 

(2.74) 

Si l'on conserve l'hypothèse d'indépendance des éléments de hi-! et t introduite au 

paragraphe précédent, il est inutile de chercher d'éventuelles réductions supplémentaires 

puisque les vecteurs regroupés par les deux méthodes sont de même dimension. En 

d , . XB XB' , , [XRi-lT XRliT]T b estgnant par et ces parametres regroupes o tenus 

respectivement par les deux formes de regroupement, le passage de la première à la 

seconde solution s'obtient à partir de la transformation linéaire, à coefficients constants, et 

non singulière suivante: 

(2.75) 
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Ainsi, si XB est une solution minimale du système exprimant la somme des énergies des 

corps Ci et Ci-l, XB' constitue elle aussi une solution de base. 

Notons enfin que les matrices ÀM 1 et ÀMO 
1 (de dimension 6xl) que l'on retrouve dans 

les regroupements généraux des articulations rotoïdes et prismatiques ne sont que les 

formes développées des matrices (3x3) apparaissant dans la définition des corps 

augmentés et s'expriment par: 

i ( 1+1~ 1 1+1~ 1) 
ÀM = - l" y 

=- {2.76) 

En rappelant que ces regroupements s'effectuent de proche en proche en partant de 

l'effecteur vers la base du robot, les relations (2.3 8) pour les articulations rotoïdes, et 

(2.74) pour les articulations prismatiques, font apparaître de manière implicite les 

paramètres inertiels des corps augmentés. Les relations générales de regroupements 

peuvent alors s'exprimer comme suit: 

Regroupements pour une articulation rotoïde : 

XRI •i = [ ()0(- YY~) XY~ XZ~ YZ~ ZZ~ MX~ MY~ ] T 

(2.77) 

Regroupements pour une articulation prismatique : 
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(2.78) 

Remarque 1: 

Ramené à des matrices de dimension (3x3), le regroupement de paramètres sur 

le tenseur d'inertie JRi-.1 s'écrit: 

où i-I _Ms* i traduit le changement de base: 

i-l 1\ * i i 1 i MS =-A MS~ 
1 

j i-l 
A 

(2.79) 

(2 80) 

On peut alors montrer que les paramètres inertiels Mi-I , MSRi-1 et JRi-t représentent les 

moments d'ordre 0, 1 et 2 du corps rigide composé des corps ci-1 et ci lorsque qi= O. 

IV.3 1 Regroupements particuliers 

L'étude des regroupements supplémentaires se base sur les résultats 

précédemment obtenus pour la première solution minimale. Le nombre de paramètres de 

base devant être identique pour les deux approches, on en déduit dans un premier temps 

qu'il n'y a pas de cas particuliers à envisager pour les articulations succédant à 

l'articulation R2. De plus, les mêmes relations de regroupements étant appliquées pour les 

articulations rotoïdes, celles ci ne donnent donc pas lieu à une étude supplémentaire. 

Concernant les articulations prismatiques, la présence des termes en Qi et qi dans 

l'expression de g( Qi, qi) ne permet aucun regroupement sur le corps Ci-l. Enfin, le 

coefficient de la masse augmentée étant le seul terme à contenir la forme quadratique qf, 
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* seul demeure à envtsager le regroupement entre les composantes de MSi. Rappelons 

l'expression des coefficients associés à ces paramètres: 

(2.81) 

La contribution de MSi à !énergie du robot s'exprime alors sous la forme simple: 

(2.82) 

où Mli et M2i sont les paramètres regroupés. Ces nouveaux paramètres inertiels sont 

* * 2 * = A33 [ A31 MXi + A32 MYi ] + ( l-A33) MZi 

(2.83) 

Nous pouvons aisément vérifier que l'unique cas pour lequel un des paramètres est nul se 

traduit par la relation: 

Mli = 0 <=> M2i = 0 <=> Zï est parallèle à ZRt (A33=0) (2.84) 

Cette solution a notamment pour avantage de ne pas avoir à considérer les cas des 

configurations particulières du robot. Elle met aussi aisémment en évidence le fait que zéro 

ou deux paramètres regroupés de MSi sur les trois affectent le modèle. 

L'application des trois étapes précédentes permet d'utiliser cette solution minimale dans 

les modèles dynamiques basés sur le formalisme de Lagrange [Mayeda, Y oshida, Osuka 

88], [Mayeda, Yoshida, Ohashi 89], [Mayeda, Ohashi 89] ou de Newton-Euler 

[Constantinos, Rajnikant, Pradeep 88], et utilisant la notion de corps augmenté. 
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V 1 APPLICATIONS 

les exemples qui vont être traités sont ceux du robot THS de Renault - Acma et du 

robot Stanford. Ces derniers ont été choisis du fait de la présence d'articulation~ 

prismatiques dans leur chaîne cinématique. Nous utiliserons pour leur description il 

paramètres géométriques de DHM. Ces derniers sont regroupés respectivement dans les 

tableaux 2.3 et 2.5, et les robots sont représentés dans leur configuration initiale (q=O) par 

les figures 2.1 et 2.2. Nous utiliserons les regroupements correspondant à la première 

solution de base ainsi que les paramètres inertiels des corps augmentés. 

V.l/ Robot TH8 

ZO Zl Z2 

XO Xl X2 

X3 X4 X5 X6 

Z3 Z4 Z6 

f03 

Figure 2.1 : Robot TH8 
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i (j _û:i d 8· r· 

1 0 0 0 e, 0 
2 1 0 0 0 r2 
3 1 90 d3 90 fl 

4 0 0 0 84 0 
5 0 90 0 e~ 0 
6 0 -90 0 86 0 

Tableau 2.3 : Paramètres géométriques du robot TH8 

Etape (1) : Par·amètres inertiels sans effet sur le modèle dynamique 

L'examen du tableau 2.1 fournit l'ensemble des paramètres n'affectant pas le modèle: 

C C3 Xy..,_,* xz*3 orps : yyj yzj zz3 :rv1X] 

Corps C2 : XXÎ XYÎ XZÎ YYÎ YZÎ MXÎ MYÎ MZÎ 

Corps C 1 : XXÎ XYÎ XZÎ YYÎ YZÎ MXÎ MYÎ MZÎ MÎ 

Etape (2): Regroupements généraux 

Corps C6 : Les paramètres YY6 et MZ6 sont regroupés suivant les relations: 

XXR6 = xx6 - YY6 

XXR*s * yy* = XXs + 6 

* * * ZZRs = ZZs + YY6 

* * * MYRs = MYs + MZ6 

Les paramètres minimaux du corps C6 sont: 

* * * * * * * XXR6 , XY6 , XZ6 , YZ6 , ZZ6 , MX6 , MY6 

Corps CS : Les paramètres YYs et MZs sont regroupés suivant les relations: 

* * * * * * XXRs = XXRs- YYs = XXs + YY6- YYs 

* * * XXR.4 = XX4 +YYs 
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* * * ZZR4 = ZZ4 + YYs 

* * * MYR4 = MY4- MZs 

Les paramètres minimaux du corps CS sont: 

* * * * * * * XXRs , XY s , XZs , YZs , ZZRs , MXs , MYRs 

Corps C4 : Les paramètres YY4 et MZ4 sont regroupés suivant les relations: 

XXR4 = XJCR4 - YY4 = xx4 + YYs - YY4 

* * * XXR3 = XX3 + YY4 

* * * MZR3 = MZ3 + MZ4 

Les paramètres minimaux du corps C4 sont: 

* * * * * * * XXR4 , XY 4 , XZ4 , YZ4 , ZZR4 , MX4 , MYR4 

Corps C3 : En tenant compte des paramètres des corps C3 et C2 sans effet sur le modèle, il 

ne reste plus que le regroupement de XX) , MY) et MZ) sur ZZÎ suivant la relation: 

* * * * * ZZR2 = ZZ2 + XXR3 - 2 d3 MY 3 + 2 ro3 MZR3 

* * * * * * = ZZ2 + XX3 + YY 4 - 2 d3 MY 3 + 2 ro3 ( MZ3 + MZ4 ) 

Les paramètres minimaux du corps C3 sont: 

* * * MY3 , MZR3 , M3 

Corps C2: Seul ZZRÎ est regroupé sur ZZÎsuivant la relation: 

* * * ZZRI = ZZ 1 + ZZR2 

* * * * * * * = ZZ 1 + ZZ2 + XX3 + YY 4 - 2 d3 MY 3 + 2 ro3 ( MZ3 + MZ4 ) 

L'unique paramètre du corps C2 est MÎ 

Corps Cl: L'unique paramètre du corps Cl est ZZRÎ 
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Etape (3) : Cas particulie•·s 

L'axe Z2 étant parallèle à Zl, seule l'élimination de MXÎ et MYÎ est à envisager. Cette 

opération a déjà été effectuée lors de la première étape. 

Résumé 

Sur les 60 paramètres de départ, 

23 paramètres sont sans effet sur le modèle: 

xyj :xzj yyj yzj zzj MX) 

xxi XYÎ xzî YYÎ YZÎ MXÎ MYÎ MZÎ 

xxi XYÎ xzi YYÎ YZÎ MXÎ MYÎ MZÎ MÎ 

17 paramètres sont inchangés: 

* XY6 , * XZ6 , YZ6 * , ZZ6, MX6 * , MY6 

X Ys * , xzs , YZs * , MXs 

XY4 * , XZ4 , YZ4 * , MX4 

MY) * , M3 

MÎ 

9 paramètres sont modifiés du fait des regroupements suivant les relations: 

* * * XXR6 = XX6 YY 6 

* * * * XXRs = XXs + YY6- YYs 

* * * ZZRs = ZZs + YY6 

* * * MYRs = MYs + MZ6 

* * * * XXR4 = XX4 +YYs YY6 

* * * ZZR4 = ZZ4 + YYs 

* * * MYR4 = MY4- MZs 

* * * MZR3 = MZ3 + MZ4 

* * * * * * * ZZRI = ZZ1 + ZZ2 + XX3 + YY4 - 2 d3 MY3 + 2 ro3 (MZ3 + MZ4) 
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Il reste donc 26 paramètres de base regroupés dans le tableau 2_4 suivant. 

J xxi X Yi xzi Y Yi YZi zzi MXi MYi MZi Mi 

1 ZZR~ 

2 M; 

3 MY; MZR; M; 

4 xxR.; XY~ xz~ vz~ zzR.; MX~ MY~ 

5 XXR5 XYs xz; vz; ZZRs MXs MY5 

6 XXR6 XY6 XZ6 YZ6 ZZ6 MX6 MY6 

Tableau 2_4: paramètres de base du robot TH8 

L'application des relations (2.64) et (2.66) nous permet de conforter ce résultat. En effet: 

LR = 4 , Rl2 = 0 , <JI = 1 , g(Rl) = 1 et par suite NR = 28- 4- 2 = 22 

LT = 2 , T1Rl = 0 , g(z2) = 1 , g(z3) = 0 et par suite NT= 8- 3 - 1 = 4 

Soit donc un total NB = NR +NT = 26 paramètres. 

V.2 1 Robot Stan ford 

i cr· a; d· e- r· 
1 0 0 0 e1 0 
2 0 . -90 0 e2 r2 
3 1 -90 0 0 r3 

4 0 0 0 e4 0 
5 0 90 0 es 0 
6 0 -90 0 e6 0 

Tableau 2.5 : Paramètres géométriques du robot Stanford 
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X2 
X3 X4 X5 X6 

Z3 Z4 Z6 

Figure 2.2: Robot Stanford 

Etape (1) :Paramètres inertiels sans effet sm· le modèle 

L'examen du tableau 2.1 nous fournit l'ensemble des paramètre n'affectant pas le modèle: 

Corps Cl : XXÎ XYÎ XZÎ YYÎ YZÎ MXÎ MYÎ MZÎ MÎ 

Etape (2): Regroupements généraux 

Les paramètres géométriques des 4 dernières liaisons étant identiques à ceux du robot 

TH8, les paramètres minimaux des corps C6, CS et C4 seront les mêmes, soit donc: 

Corps C6: XXR6* , XY6* xz* yz* zz* Mx* MY* , 6, 6. 6. 6. 6 

avec les regroupements: 

XXR6 = XX6 - YY6 
* * * XXRs = XXs + YY6 

* * * ZZRs = ZZs + YY6 
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* * * MYRs = MYs + MZ6 

* * * * * * * Corps CS: XÀ~5 , XYs , XZs , YZs , ZZRs , MXs , MYRs 

avec les regroupements: 

* * * * XXRs = XXs + YY6- YYs 

* * * XXR4 = XX4 +YYs 

* * * ZZR4 = ZZ4 +YYs 

* * * MYR4 = MY4- MZs 

Corps C4: * * * * * * * XXR4 , XY 4 , XZ4 , YZ4 , ZZR4 , MX4 , MYR4 

avec les regroupements: 

* * * * XXR4 = XX4 +YYs YY4 

XXR) = XX) + YY4 

* * * YYR3 = YY3 + YY4 

* * * MZR3 = MZ3 + MZ4 

Corps C3: Les paramètres du corps C3 se regroupent sur C2 suivant les relations: 

* * * * * * XXR2 = XX2 + (XX3 + YY4) + 2 ro3 (MZ3 + MZ4) 

* * * * * XYR2 = XY2 + XZ3 - rm ( MZ3 + MZ4) 

* * * XZR2 = XZ2 - XY3 

* * * YYR2 = YY2 + ZZ3 

* * * YZR2 = YZ2 - YZ3 

* * * * * * ZZR2 = ZZ2 + ( YY 3 + YY 4 ) + 2 ro3 ( MZ3 + MZ4 ) 

* * * * MYR2 = MY2 + (MZ3 + MZ4) 

* * * MZR2 = MZ2- MY3 

Les paramètres minimaux du corps C3 sont: 
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* * * * MX3 , MY3, MZR3 , M3 

Corps C2: Seul ZZÎ affecte le modèle, d'où les regroupements: 

* * * XXR2 = XXR2 - YYR2 

* * * * * * ~ = XX2 + ( XX3 + YY 4 ) - ( YY 2 + ZZ3 ) + 3 rm ( MZ3 + MZ4 ) 

* * * * ZZR1 = ZZ1 + YYR2 + 2 ro2 MZR2 

* * * * * = ZZ1 + ( YY2 + ZZ3) + 2 ro2 ( MZ2 - MY3) 

Les paramètres mnimaux du corps C2 sont: 

* * * * * * * XXR2 , XYR2 , XZR2 , YZR2 , ZZR2 , MXR2 , MYR2 

Corps Cl: L'unique paramètre du corps Cl est ZZRÎ 

Etape (3) : Cas particuliers 

Il n'existe pas d'articulation prismatique située entre les articulations RI et R2. Aucune 

opération supplémentaire n'est à effectuer. 

Résumé 

Sur les 60 paramètres de départ, 

9 paramètres n'affectent pas le modèle: 

~ nixzi ni ni ~i ~i MZÎ~ 

17 paramètres sont inchangés: 

* XY6 , * XZ6, YZ6 * , ZZ6, MX6 * , MY6 

XYs . * , xzs , YZs * '~5 

* XY4 , * XZ4, YZ4 * ' ~4 

* * * ~3, MY3, M3 
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16 paramètres sont modifiés du fait du regroupement suivant les relations: 

* * * XXR6 = XX6 - YY 6 

XXRs = XXs + YY6 - YYs 

* * * ZZRs = ZZs + YY6 

* * * MYRs = MYs + MZ6 

* * * * XXR4 = XX4 + YYs - YY4 

* * * ZZR4 = ZZ4 . + YYs 

MYIÛ = MY4 - MZs 

* * * MZR3 = MZ3 + MZ4 

* * * * * * XXR2 = XX2 + ( XX3 + YY 4 ) + 2 ro3 ( MZ3 + MZ4 ) 

* * * * * XYR2 = XY2 + XZ3 - ro3 ( MZ3 + MZ4) 

* * * XZR2 = XZ2 - XY3 

* * * YZR2 = YZ2 - YZ3 

* * * * * * ZZR2 = ZZ2 + ( YY 3 + YY 4 ) + 2 ro3 ( MZ3 + MZ4 ) 

* * * MXR2 = MX2 + MX3 

* * * * MYR2 = MY2 + (MZ3 + MZ4) 

* * * * * * ZZR1 = ZZ1 + ( YY2 + ZZ3) + 2 ro2 ( MZ2 - MY3) 

Il reste donc 33 paramètres de base regroupés dans le tableau 2.6 suivant. 

J xxi X Yi xzi Y Yi YZi zzi MXi MYi MZi Mi 

1 ZZRi 

2 XXRi XYRi XZRi YZRi ZZRi MXRi 

3 MXi MYi MZRi Mi 

4 XXR: xY: xz: yz: zzR: MX: MY: 

5 XXR5 XYs xz5 yz; ZZRs MX5 MY5 

6 ~ XY6 XZ6 YZ6 ZZ6 MX6 MY6 

Tableau 2.6: paramètres de base du robot Stanford 
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L'application des relations (2.90) et (2.91) nous permet de conforter ce résultat. En effet 

LR = 5 R12 = 0 , <>1 = 1 , g(Rl) = 1 

LT = 1 , TlR1 = 0 

Soit donc un total N = NR +NT= 33 paramètres. 

Vill 1 CONCLUSION 

et par suite NR = 35 - 4- 2 = 29 

et par suite NT = 4 

Les développements effectués au début de ce chapitre ont permis d'établir une 

liste exhaustive des paramètres inertiels sans effet sur le modèle dynamique de robot à 

structure ouverte simple. Les calculs ont été menés en écartant le cas des robots présentant 

des articulations rotoïdes d'axes confondus et parallèles à la première rotoïde Rl. Suite à 

cette étude, la minimalité de la solution au problème de recherche des paramètres de base a 

pu être assurée en effectuant une étude complète des cas particuliers de regroupements. 

Des relations simples permettent en outre de déterminer le nombre exact des paramètres 

de base. La minimalité de la solution étant assurée, il est alors possible d'envisager le 

développement d'une méthode séquentielle d'identification des paramètres inertiels, ainsi 

que des frottements. Cette étude fait r objet du chapitre qui va suivre. 
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CHAPITRE III 

l\1ETHODE D'IDENTIFICATION 

La recherche des paramètres de base constitue une étape préliminaire essentielle 

à l'identification des paramètres inertiels. Celle ci fournit en effet un ensemble de 

paramètres identifiables, évitant ainsi une perte de rang structurelle des matrices traduisant 

le comportement linéaire des différents modèles vis à vis des paramètres inertiels. 

La méthode d'identification généralement adoptée consiste à échantillonner 

l'équation du modèle utilisé à différents instants pour construire un système linéaire 

surdéterminé. Ce dernier permettra ensuite d'avoir une estimation au sens des moindres 

carrés des paramètres minimaux recherchés. La recherche d'un bon estimateur se heurte 

cependant à de nombreuses difficultés: 

Une des principales sources d'erreurs provient de l'utilisation de données 

perturbées; Aux bruits de mesure sur les couples des actionneurs, ainsi que sur les 

positions et vitesses articulaires, vient s'ajouter, pour les modèles dynamiques, le 

problème de la mesure ou de l'estimation des accélérations. Par ailleurs, les systèmes 

linéaires formés comprennent des termes fortement non linéaires vis à vis des positions et 

vitesses articulaires (fonctions trigonométriques ou encore formes quadratiques). Ces non 

linéarités ne permettent pas, en général, un calcul littéral du biais des estimations dû aux 

bruits de mesures. 

Outre les bruits de mesures précédents, il faut tenir compte des erreurs de 

modélisation systématiques dues à des phénomènes non pris en compte dans les équations 
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utilisées. Citons ici les phénomènes de jeu et d'élasticité au niveau des articulations, ou 

encore une modélisation imparfaite des frottements. 

La troisième source d'erreurs est d'ordre numérique; En effet, le nombre de 

paramètres à identifier demeure souvent élevé et il faut traiter des systèmes linéaires de 

taille importante. Dans l'exemple du robot TH8 présenté au chapitre précédent, 3 8 

paramètres sont à identifier si 1' on tient compte des frottements secs et visqueux. Le 

nombre important d'opérations à effectuer peut alors entraîner un biais non négligeable de 

1' information. 

Pour palier à ces difficultés, les approches les plus concluantes se sont orientées 

vers la recherche de trajectoires réalisables par le robot et offrant un comportement robuste 

du modèle formé vis à vis des perturbations évoquées plus haut. [Amstrong 87,89] utilise 

le modèle dynamique pour la recherche des trajectoires dites excitantes: Soit W(q , q, q) 

la matrice du système linéaire obtenu à partir d'une trajectoire initiale quelconque. Par un 

programme d'optimisation non linéaire avec contraintes, l'auteur détermine une nouvelle 

trajectoire assurant un meilleur facteur de conditionnement de la matrice W Iw_ Ce 

conditionnnement peut être défini comme le produit de la norme de W par la norme de sa 

pseudo inverse. Cette amélioration (diminution) du nombre de conditionnement assure au 

système linéaire formé une meilleure immunité au bruit. On dit alors que le problème est 

bien posé. La recherche de trajectoires excitantes est abordée différemment dans [Gautier 

90]. Ce dernier utilise tout d'abord le modèle énergétique permettant de s'affranchir des 

accélérations articulaires. Il adopte ensuite un critère d'optimisation faisant intervenir le 

conditionnement défini plus haut ainsi qu'un terme supplémentaire traduisant l'équilibrage 

des éléments de la matrice W(q, q) formée. La diminution de ce nouveau terme a pour but 

de limiter les perturbations d'ordre numérique. L'utilisation de séquences aléatoires pour 

les positions et vitesses articulaires, ainsi que d'un algorithme d'optimisation non linéaire 

permet d'obtenir une trajectoire assurant une valeur acceptable (non optimale) du critère 

adopté. 
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Un autre type d,approche consiste à faire exécuter par le robot un ensemble de 

trajectoires particulières, chacune d'entre elles conduisant à un système linéaire réduit 

permettant d'identifier, de manière sequentielle, un nombre limité de paramètres [Khosla, 

Kanade, 86], [Lai , Lan, 88], [Oisen, Bekey, 86], [Bu, Wang, 88], [Mayeda, Osuka, 

Kawanga, 84]. La méthode proposée dans [Mayeda, Maruyama, 89] présente au préalable, 

et de façon explicite, l'ensemble des paramètres de base qui seront identifiés au cours des 

différents tests. Cette solution de base est celle utilisant les paramètres inertiels des corps 

augmentés. On notera cependant que les frottements secs des articulations ne sont pas pris 

en compte dans les relations traduisant l'équilibre statique du robot. En outre, toutes les 

approches citées ici utilisent un modèle dynamique basé sur le formalisme de Lagrange ou 

de Newton-Euler. 

Ce chapitre présente une méthode d'identification séquentielle basée sur une 

approche énergétique, évitant ainsi la mesure ou l'estimation des accélérations articulaires. 

Les paramètres inertiels seront ceux de la seconde solution du chapitre précédent, c'est à 

dire basés sur les regroupements des paramètres inertiels standards. Nous éviterons enfin 

les tests portant sur l'équilibre statique du robot afin de ne pas soulever d'ambiguïté quant 

à la modélisation des frottements secs en l'abscence de mouvement. 

II 1 EXPRESSION GENERALE DU MODELE ENERGETIQUE 

En faisant passer le robot d'une configuration A à l'instant tA à une configuration 

B à l'instant tB, le bilan énergétique s'écrit: 

Lill = H( tA) - H( ts) f
a 

TT q dt (3.1) 

Développons cette expression afin de mettre en évidence la contribution des différents 

paramètres inertiels aux énergies cinétique et potentielle, ainsi que la contribution des 
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frottements secs et visqueux (que l'on avait désignés respectivement par Fsi et Fvi ). Pour 

cela on définit les grandeurs suivantes: 

t T . w. ri qi dt 1 

tA 

.6.fs; =t qi sg(qi) dt 
tA 

.6.fv; = t "2 
dt qi (3.2) 

tA 

Ces grandeurs scalaires sont supposées connues par la mesure des couples et vitesses 

articulaires tout au long des déplacements. Celles ci devront être discrétisées et 

transformées en sommes lors des essais d'identification. Rappelons également les 

fonctions d'énergie cinétique et potentielle associées aux différents paramètres inertiels 

(cf. premier chapitre): 

Duk - 0 T OAk s-- g 

Duk _ 0 T Opk 
M--g 

(fonction d'énergie cinétique du tenseur d'inertie Jk) 

(fonction d'énergie cinétique de MSJ 

(fonction d'énergie cinétique de la masse Mk) 

(fonction d'énergie potentielle de MSk) 

(fonction d'énergie potentielle de la masse Mk) (3.3) 

Ces fonctions des positions et vitesses articulaires n'interviennent dans le bilan 

énergétique que par leurs valeurs prises aux instants tA et tB. On définit à cet effet 

l'opérateur .6. [.] qui associe à une grandeur quelconque sa différence entre les instants tB 

Méthode d'identification 



80 

tl[.] = [.]~, - [.k (3.4) 

Le bilan énergétique, faisant apparaître l'ensemble des termes à identifier, s'écrit alors 

sous la forme générale: 

N 

L ( Wk - tlfsk Fsk - tlfvk Fvk ) 
k=l 

N 

= L ( tl [DE}] Jk + tl [DE~ + DU~] MSk + tl [DE~ + DU~t] Mk ) (3.5) 
k=l 

Cette dernière équation sera à la base de l'ensemble des systèmes linéaires qm seront 

obtenus à partir des différents mouvements tests. Il est important de noter que les 

paramètres inertiels apparaissant dans cette relation désignent ici les paramètres de base. 

Les paramètres regroupés ou sans effet sur le modèle sont mis à zéro. Le tableau qui suit 

rappelle les paramètres minimaux obtenus au chapitre précédent. 

Articulation i < Rl i =Rl Rl < i <R2 i~R2 

zz zz XX, XY, XZ, YZ, ZZ 

Rotoïde -- MX( Cl) MX MX, MY 

MY(Cl) MY 

(MX, MY) (C2) ou 

Prismatique M -- (MX, MZ) (C3) ou MX,MY,MZ 

(MY , MZ) (C4) et M 

M 

Tableau 3-1 : Paramètres inertiels minimaux 

Conditions Ci: 

Condition Cl: Il existe une articulation k ~RI non parallèle à la direction de la gravité. 

Condition C2: zi n'est ni parallèle ni perpendiculaire à ZRl 
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Condition C3: Yi n'est pas perpendiculaire à ZR! 

Condition C4: Xi n'est pas perpendiculaire à ZR! 

Les mouvements tests qui vont suivre vont permettre de traduire le bilan énergétique sous 

forme de systèmes d'équations faisant intervenir un nombre limité de paramètres à 

identifier. Afin d'éviter des développements inutiles, toutes les articulations qui ne sont 

pas mises en mouvement seront supposées dans leur configuration d'initialisation (q = 0). 

Lors de calculs intermédiaires, on établit sans difficulté la relation: 

(3.6) 

Par ailleurs, pour une articulation rotoïde k située entre deux articulations i et j et dont 

l'axe n'est pas parallèle à Zi, nous pouvons aisémment démontrer que les éléments CA1)3J 

et CA1)32 sont des fonctions de la variable articulaire ek linéairemant indépendantes. Le 

terme (1A1)33 et;t quant à lui constant, voire nul si les articulations i et j sont 

perpendiculaires. 

Ill 1 MOUVEMENTS TESTS ET PARAMETRES A IDENTIFIER 

III.I 1 Tests 1: Mouvements axe par axe des articulations prismatiques 

On effectue un déplacement le long d'une articulation i prismatique, les autres 

articulations ét<l.!lt fixes. Les yiJesses d~]Otation Wk sont alors nulles, de même que les 

. d . 0Ak . k 1 1 ,. ' matnces e rotation sont constantes, pour =l, ... ,N. De p us, es corps anteneurs a 

1 'articulation i étant immobiles, il vient les relations: 

k 
ô [DUs] = 013 pour k=l, ... ,N 

pour k < 
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La relation (3.5) se réduit alors à: 

N 

(3.7) 

Le tableau 3-1 précédent nous indique que seules les masses (regroupées) Mk des 

articulations prismatiques sont des paramètres de base. Par ailleurs, les relations générales 

de regroupements obtenues au second chapitre nous permettent aisémment d'établir que la 

somme de ces masses (somme de k à N) n'est autre que la masse augmentée Mk. La 

variation d'énergie cinétique exprimée dans le second membre se traduit alors sans 

difficulté par la relation: 

(3.8) 
k=i 

En développant l'expression de 0pk pour faire apparaître les variables articulaires 

prismatiques, la variation d'énergie potentielle s'écrit, après calcul: 

N 

2.: L\ [ nutt] Mk = 0 T 0 * 
- g Zi L\ [ Qi ] Mi (3.9) 

k=i 

L'équation énergétique s'exprime alors linéairement en fonction de la masse augmentée et 

des frottements de l'articulation i: 

·2 0 T 0 
W = [ ( lf:2 L\ [ Qi ] - g Zi L\ [ qi] ) Mv, [ M~] Ms,] F~, 

Fs, 

(3.1 0) 

En réalisant ainsi Q ~ 3 mouvements adéquats de l'articulation i, on aboutit à un système 

linéaire de Q équations à trois inconnues, Mi , Fvi et Fsi- Pour des articulations 

prismatiques non perpendiculaires à la gravité, Q déplacements à différentes vitesses 
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constantes suffisent à identifier les paramètres recherchés. Le terme fi [ qr ] de la relation 

(3.10} est alors toujours nuL A l'inverse, pour des articulations prismatiques 

perpendiculaires à la gravité, il faut au contraire veiller à ce que les déplacements ne 

s'effectuent pas à vitesse constante. En effet, le produit scalaire 0g T 
0zi étant nul, un 

mouvement à vitesse constante entraînerait un coefficient de la masse augmentée 

également nul et cette masse ne pourrait être identifiée. 

Au terme de cette première série de mouvements, nous sommes en mesure 

d'avoir une estimation des masses augmentées et des frottements secs et visqueux de 

toutes les articulations prismatiques. Le paramètre de base recherché Mi est donné 

simplement par la différence des masses augmentées Mi et Mi+I- Les paramètres pouvant 

être estimés par cette procédure seront supposés connus par la suite. 

III.2 1 Tests 2: Mouvement axe par axe des articulations rotoïdes, à vitesse 

constante 

Le choix des déplacements à vitesses constantes a pour but de s'affranchir de la 

connaissance des variations des fonctions d'énergie cinétique. Cette dernière étant la 

même aux instants tA et tB, seules subsistent les fonctions d'énergie potentielle et le bilan 

énergétique s'écrit 

·N 

(3.11} 

k=i 

En désignant par 1g = [ igx igy igz ] T les composantes de l'accélération de la gravité dans 
. . 

le repère Ri , nous pouvons établir sans difficulté que les composantes 1gx et 1gy sont des 

fonctions de la variable articulaire qi linéairement indépendantes, et ce pour toutes les 

articulations i rotoïdes si l'articulation RI n'est pas parallèle à la gravité, et pour toutes les 
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articulations rotoïdes i 2:: R2 sinon. Dans ce dernier cas nous avons 1 1 
gx = gy = 0 pour 

i < R2. La composante 
1 . 
gz est touJours constante. 

II apparaît de la relation (3.11) et des fonctions d'énergie mises en jeu que les paramètres 

inertiels qui seront estimés seront des combinaisons linéaires des paramètres de base 

recherchés. Aussi allons nous définir un certain nombre de grandeurs inertielles qui nous 

serviront pour l'ensemble des développements ultérieurs. On désignera par e1, e2 et e3 les 

trois vecteurs d'une base orthonormée. On définit les scalaires suivants: 

ij I T ( ip k ip kT) Mk (p,q) = 1 ,2,3 mp,q = er eq 
k=i 

mc~j I T u/\ k 1\ uAk MSk = e3 p e3 
k=i 

On note également les matrices (3xl) suivantes: 

Q~j = L upk Mk = [ Q~~ Q~ Q~~ ] T 
k=i 

j 

RC~j = L (ep T ipk) iA k MSk = [ RC~ RC~! RC~~ p = 1,2,3 

k=i 

Mdj = I iA k MSk = ( MC~j MC~j MC~j ] T (3.12) 
k=i 

Pour alléger les écritures, l'indice (j) des paramètres ci dessus pourra être omis lorsque les 

sommes seront appliquées jusqu'à l'ordre N, de même que les indices (u)" lorsque (u=i). 

Par la suite, seul le terme MC1 sera directement identifié. Les autres termes ne serviront 

qu'à exprimer de manière concise des quantités utilisant des termes inertiels déjà estimés 

lors de précédents tests. 
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Les masses (regroupées) des articulations prismatiques ayant été estimées lors des tests du 

paragraphe précédent, les composantes de Q1 sont ici supposées connues. Cela nous 

permet alors d'écrire: 

MC~ 
MCi y Fv, 

Fs, 

(3.I3) 

Dans le cas où l'articulation rotoïde est toujours parallèle à la gravité, la relation 

précédente se réduit à l'équation ci après où seuls les frottements peuvent être identifiés: 

[ Fv] [ Mv, L'lfs, ] F s: (3.I4) 

Les relations (3.I3) et (3.I4) nous permettent ainsi d'estimer les frottements secs et 
. . 

visqueux de toutes les articulations i rotoïdes, ainsi que les composantes MC~ et MC} du 

paramètre MC1 défini plus haut pour i ~RI si RI n'est pas parallèle à la gravité, et pour 

i ~ R2 sinon. La connaissance de ces deux dernières composantes sera utilisée lors des 

tests qui vont suivre pour retrouver les paramètres de base recherchés. Notons que si la 

dernière articulation N est rotoïde, les termes MC~ et MCy correspondent aux paramètres 

minimaux recherchés :MXN et MYN. 

111.3 1 Tests 3: Mouvements simultanés d'une articulation rotoïde (i) à vitesse 

constante et d'une ar·ticulation prismatique (p>i) à vitesse non constante 

Le choix d'une vitesse de rotation constante a ici pour but de ne pas avoir à faire 

intervenir les composantes des tenseurs d'inertie dans le bilan énergétique. La position 

relative de l'articulation prismatique p par rapport à l'articulation rotoïde i sera précisée 

Méthode d'identification 



86 

par la suite_ Compte tenu que la variation d'énergie cinétique de tous les corps antérieurs à 

la prismatique pest nulle, le bilan énergétique s'écrit: 

N N 

= L ( ~ [DU~ ] MSk + ~ [DU~ ] Mk ) + L ( ~ [DE~ ] MSk + ~ [ DE~ ] Mk) 

(3.15) 

Nous développons l'expression du second membre de cette relation afin de mettre en 

évidence les grandeurs inertielles déjà identifiées lors des tests précédents et celles qu'il 

nous reste à estimer. Afin de ne pas alourdir les expressions, nous désignerons par aij 

l'élément générique (constant) de la matrice de rotation 1AP_ La contribution des 

différentes masses aux variations d'énergie potentielle s'écrit, après calcul: 

N 

(3.16) 

Le terme de masse augmentée est utilisé sachant qu'il correspond à la somme des masses 

regroupées des articulations prismatiques. Les moments d'ordre un contribuent pour leur 

part à la variation d'énergie potentielle suivant la relation: 

N 

L ~ [DU~ ] MSk = ~ [ igx ] MC~ + ~ [ igy ] MC~ (3.17) 
k=i 

La variation d'énergie cinétique due aux masses regroupées se traduit par la relation: 
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N 
k "2 "2 2 2 2 • L L1 [ DEM ] Mk = Y2 ( L1 [ qP] - q; (an+ a23) L1 [ qP] ) Mr 

k=p 

(3.18) 

Compte tenu des deux étapes précédentes, les relations (3.16) à (3.18) s'expriment en 

fonction de paramètres inertiels déjà estimés. Lorsque l'on considère l'apport des moments 

d'ordre un à la variation d'énergie cinétique, il vient: 

N 
k "2 L L1 [DEs ] MSk = ( q; L1 [ qP] [ -a2I a33 -a32 a33 

k=p 

2 
1-a33 ] 

(3.19) 

Cette dernière équation est la seule du bilan énergétique à faire intervenir des termes 

inertiels inconnus, en l'occurrence le paramètre MCP_ Il apparaît de cette relation que 

l'identification des moments d'ordre un des articulations prismatiques se fera de proche en 
. . 

proche, en faisant intervenir les composantes MC~ et MCy identifiées précédemment pour 

les articulations rotoïdes. Nous considérerons séparément les cas où l'articulation 

prismatique p succède ou précède l'articulation rotoïde R2. Les articulations seront 

désignées de la manière suivante: 

S(i) : première articulation rotoïde succédant à 1 'articulation i. 

R(i): première articulation rotoïde précédant l'articulation i. 

Sup(i) : première articulation rotoïde succédant à l'articulation i et d'axe non parallèle à Zi. 

Inf(i): première articulation rotoïde précédant l'articulation i et d'axe non parallèle à Zi. 

Ainsi, toutes les articulations comprises entre Inf (i) et Sup (i) sont parallèles, de même 

que Sup(Rl) représente la rotoïde R2. 
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a) L'articulation prismatique p succède à l'articulation rotoïde R2 

Les articulations rotoïde i et prismatique p qui sont mises en mouvement sont 

chois.-., telles que p > Sup(i). (figure 3.1) On montre alors que les coefficients a31, a32 et 

a33 sont des fonctions linéairement indépendantes des variables articulaires rotoïdes cu avec 

j ~ Sup(i). (Le terme a33 peut être constant si p < Sup( Sup(i) ) mais les trois coefficients 

demeurent indépendants). Ainsi, en choisissant Q ~ 3 positions adéquates pour ces 

variables articulaires rotoïdes q; et en réalisant Q mouvements tests, la relation (3.19) 

utilisée dans le bilan énergétique permet de former un système linéaire de Q équations à 

trois inconnues permettant d'identifier les trois composantes du paramètre MCP_ 

(i) 

~ Sup(i)oSup(j) ~ 

~~ \ 

FÎQUre 3.1 :Mouvement simultané des articulations (i) et (p > R2) 

La connaissance des termes MC~ et MC~ des articulations i rotoïdes (tests précédents) 

ainsi que des trois composantes de MCP des articulations prismatiques permet de 

déterminer tous les paramètres de base des moments d'ordre un des articulations R2 à N. 

En effet, partant de l'effecteur vers la base du robot et tenant compte du fait que la 
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composante MZk des articulations rotoïdes est mise à zéro, nous retrouvons tous les 

paramètres recherchés grâce à la relation: 

(3.20) 

b ) l'articulation prismatique p précède l'articulation rotoïde R2 

Dans ce cas, il n'est plus possible d'avoir la configuration p > Sup(i). Nous 

prendrons pour articulation rotoïde i la dernière articulation précédant la prismatique p.( en 

d'autres termes i=R(p) ). (figure 3.2) Les coefficients aij définis plus haut sont alors ceu~ 

des regroupements particuliers du second chapitre. Ceux ci sont désormais constants. 

(R2) 

~~ 
( i=R(p)) 

(RI) \ 

Figure 3.2: Mouvement simultané des articulations (i) et (p < R2) 

Supposons dans un premier temps connus le paramètre MCp+l_ Les relations (3.19) et 

(3.20) nous permettent alors de n'avoir pour seules inconnues que les composantes de 
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MSk. Celles ci étant affectées de coefficients non indépendants, elles ne pourront être 

identifiées que sous forme de combinaisons linéaires à coefficients constants. Si l'on 

désigne par G(q,q) la fonction de l'équation énergétique regroupant l'ensemble des termes 

connus, la relation de départ (3.15) peut être réecrite sous la forme: 

G(q,ëi) (3.21) 

où Ml p et M2p représentent les paramètres à estimer, avec: 

2 Mlp = - a31 a33 MXp - a32 a33 MYp + ( 1- a33) MZp 

M2r = - a32 MXr - a31 MYp (3.22) 

En réalisant ainsi Q ~ 2 tests à différentes vitesses constantes Qi, la relation (3.21) nous 

fournit un système linéaire de Q équations à deux inconnues, Mlp et M2p. Selon 

l'orientation de l'axe zp par rapport au repère Rt , et en accord avec les regroupements 

particuliers du second chapitre, on retrouve sans difficulté les paramètres de base 

recherchés. Par exemple, lorsque zp n'est ni parallèle ni perpendiculaire à ZRI, le 

paramètre MZp est mis à zéro (car il est regroupé), et l'on déduit les solutions .MXp et 

MY p recherchées: 

2 . 
MXP = -1/(l-a33) ( a32 M2P + a31/a33 MlP) 

2 
MYP = l/(l-a33) ( a32 Mlp - a32/a33 Mlp) 

De même, lorsque c'est MXp qui est regroupé, il vient: 

MYp = M2p 1 a31 
2 

MZP = 11( 1- a33 ) ( Mlp + a32 a33/a31 M2P) 

(3.23) 

(3.24) 
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Rappelons enfin que l'identification de ces paramètres est soumise à la condition que les 

paramètres MCp+ 1 soient connus. Si R 1 n'est pas parallèle à la gravité, une identification 

de proche en proche permet effectivement d'avoir accès à l'ensemble des paramètres 

recherchés. Dans le cas contraire, on se heurte à l'indétermination des composantes 
. . 
1 cl MCx etM y des articulations i rotoïdes antérieures à R2, celles ci n'ayant pu être 

identifiées lors de mouvements axe par axe à vitesse constante. Ces deux inconnues 

devront être estimées au moyen d'autres mouvements tests avant de revenir à la présente 

procédure. 

Pour résumer, nous pouvons identifier à ce stade les frottements secs et visqueux 

de toutes les articulations, ainsi que les masses regroupées de toutes les articulations 

prismatiques. Les moments d'ordre un peuvent être identifiés pour toutes les articulations 

si RI n'est pas parallèle à la gravité, et pour les articulations succédant à Inf(R2) sinon. 

Les procédures qui vont suivre sont consacrées à l'identification des composantes des 
. . 

tenseurs d'inertie des articulations rotoïdes ainsi que des termes MC~ et MC~ des 

articulation rotoïdes i :::; Inf(R2). 

III.4 1 Test 4: Mouvements axe par axe des articulations i rotoïdes, à vitesse 

non constante 

Nous ne considérons pas, dans un premier temps, les articulations antérieures à 

Inf(R2), afin de ne pas faire intervenir d'éventuels paramètres MXi ou MYi non encore 

identifiés. La variation d'énergie potentielle du robot s'exprime de la même manière que 

lors des mouvements à vitesse constante, à savoir: 

N 

L ô [ DU~ ] MSk = - Lq igx] MC~ 
k=i 

N 

L Ô [ DU~t] Mk = -Ô [ igx] Q~ (3.25) 
k=i 
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a) i 2: Inf(R2) 

La variation d'énergie cinétique due aux masses et moments d'ordre un se traduit, 

après calculs, par les relations : 

k=i 

(3.26) 
k=i 

Pour toutes les rotoïdes i 2: Inf(R2), les relations (3.25) et (3.26) s'expriment en fonction de 

paramètres inertiels déjà estimés. Les seuls termes restant à identifier seront donc les 

éléments des tenseurs d'inertie des articulations rotoïdes. Comme précédemment, nous 

procédons de proche en proche, de l'effecteur vers la base du robot. Sachant que les 

articulations rotoïdes antérieures à S up(i) sont paralllèles à Zi , les fonctions d'énergie 

associées aux tenseurs d'inertie nous permettent d'écrire: 

N Inf(Sup(i)) N 

I ô [ DE~ ] Jk = ô [ CJi 
2 

] I ZZk + I ô [DE~] Jk (3.27) 
k=i k=i k=Sup(i) 

Rappelons que les éléments des tenseurs d'inertie des articulations prismatiques sont mis à 

zéro dans cette relation. 

Considérons tout d'abord la dernière rotoïde i de la chaîne cinématique; Aucune 

articulation rotoïde ne lui succède et la relation (3.27), utilisée dans le bilan énergétique, 

permet d'identifier directement le paramètre ZZi. Considérons maintenant le dernier 

groupe d'articulations rotoïdes parallèles de la chaîne cinématique; Il n'existe pas 

d'articulation Sup(i). En procédant de proche en proche, nous pouvons ainsi identifier 

l'ensemble des paramètres ZZk de ce groupe d'articulations. 
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D'une manière plus générale, supposons connus les tenseurs d'inertie 1k pour 

k ~ Sup(i), la même procédure permet . d'identifier les composantes ZZk pour 

Inf(i) < k < Sup(i) 

Dans un second temps, J'articulation i mtse en mouvement sera la première 

rotoïde antérieure à Sup(i), en d'autres termes i=Inf( Sup(i) ). Supposons connus les 

termes ZZk pour Sup(i)::; k < Sup( Sup(i)), ainsi que les tenseurs d'inertie 1k pour 

k~Sup(Sup(i)). Notre but est d'identifier les paramètres ZZi et :XXk , XYk , XZk , YZk 

pour Sup(i)::; k < Sup( Sup(i)) .(figure 3.3). Les tenseurs d'inertie Jk seront alors connus 

pour k ~ Sup(i) et la relation (3.27) nous permettra d'avoir accès aus termes ZZk pour 

Sup( Inf(i)) ~ k < Inf ( Sup(i) ). La procédure est ainsi réitérée jusqu'à identifier le 

paramètre ZZinf(R2) ainsi que les tenseurs d'inertie 1k pour k ~ R2. Examinons maintenant 

comment identifier ZZi et XXk, XYk , XZk, YZk pour Sup(i) ~ k < Sup( Sup(i)) : 

Sup( Sup(i) ) 

( i=Inf (Sup(i) ) ) 

( j=Sup (Inf(i) )) 

Inf(i)=InfG) 

Figure 3.3 :Mouvement axe par axe des articulations rotoïdes 
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On notera pour simplifier aij(k) l'élément générique de la matrice de rotation i A k On 

établit aisémment que pour le groupe d'articulations rotoïdes parallèles k telles que 

Sup(i):::; k < Sup( Sup(i) ) , les composantes a31 (k) et a32(k) sont des fonctions de la 

variable articulaire Bk linéairement indépendantes. L'orientation de Zk étant constante 

dans le repère Ri, le terme a33(k) est, quant à lui, constant, éventuellement nul si Sup(i) est 

perpendiculaire à l'articulation i. (a33(k)=a33). Enfin, les termes inertiels YYk n'étant pas 

pris en compte du fait de leur regroupement, la variation d'énergie cinétique due aux 

tenseurs d'inertie peut s'écrire: 

N N Inf(Sup(Sup(i))) 

I ~ [DE~] Jk = L ~ [ DE~] Jk + ~ [ qf ] lf2 a~3 L zzk 

k=Sup(Sup(i)) k=Sup(i) 

Inf(Sup(Sup(i))) 

+ ~[qf] ( ZZi + L ( [ 1/2a~1(k) 
k=Sup(i) 

(3.28) 

La seconde ligne de cette équation regroupe l'ensemble des paramètres inertiels inconnus 

dans le bilan énergétique. L'étude se fera en une ou deux étapes selon que Sup(i) est 

perpendiculaire ou non à l'articulation i: 

i) Sup(i) n'est pas pet·pendiculaire à (i). 

Supposons dans un premier temps que Sup(i) n'est pas perpendiculaire à i, ce qui 

correspond à a33;t:O_ Dans ce cas, les coefficients a~ 1 (k), a3 1 (k) a32(k), 

a3 1 (k) a33 et a32(k) a33 sont des fonctions de la variable articulaire 8k linéairement 

indépendantes. Soit r(i) le nombre d'articulations rotoïdes comprises entre Inf(Sup(i)) et 

Sup(Sup(i)); En choisissant Q ;::: 1 +4r(i) positions adéquates pour les variables 8k , les 
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bilans énergtiques nous fournissent un système linéaire de Q équations à 1 +4r(i) inconnues 

permettant d'identifier les termes ZZi · et XXk , XYk , XZk YZk pour 

Sup(i)::; k < Sup( Sup(i) ). 

ii) Sup(i) est perpendiculair·e à (i) 

Si maintenant Sup(i) est perpendiculaire à l'articulation i (a33=0), les paramètres 

XZk et YZk ci dessus ne pourront être identifiés par cette procédure et l'on aboutit à un 

système de Q équation à 1 +2r(i) inconnues. 

N N 

k=i k=Sup(Sup(i)) 

Inf(Sup(Sup(i))) 

.1[qf] ( ZZï + L ( [ lf2a~r(k) (3.29) 
k=Sup(i) 

L'estimation de XZk et YZk devra alors se faire par un autre moyen avant de 

revenir à la présente procédure. Cette étude fait l'objet du test 5. 

b) i < Jnf(R2) 

Rappelons que nous n'avions considéré en début de paragraphe que les 

articulations rotoïdes supérieures ou égale à Inf(R2). Si RI n'est pas parallèle à la gravité, 
. . 

il n'y a pas d'indétermination sur les paramètres MC~ et MCy des articulations i rotoïdes 

comprises entre Rl et R2, et les développements ci dessus peuvent être prolongés jusqu'à 

identifier les termes ZZRI, ... , ZZrnf(R2), ainsi que les tenseurs d'inertie 1k pour k ~ R2., ce 

qui correspond à 1 'ensemble des paramètres inertiels recherchés. 
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Si RI est parallèle à la gravité, aux inconnues ZZk antérieures à Inf(R2) viennent 
. . 

s'ajouter les composantes MC~ et MC~ des articulations i comprises entre RI et R2. En 

effet, la contribution des moments d'ordre un à la variation d'énergie potentielle est nulle 
. . 

(relation (3.25) dans laquelle ~ [ 1gx] = ~ [ 1gy] = 0), tandis que la variation d'énergie 

cinétique ne s'exprime plus uniquement en fonction de termes inertiels connus. Aussi 

allons nous chercher à identifier les paramètres MC~ et MC~ jusque là indéterminés, 

ainsi que les termes ZZk pour Rl~k<Inf(R2), en faisant appel alternativement aux tests 3 et 

4. 

La contribution des moments d'ordre un et des tenseurs d'inertie à la variation 

d'énergie cinétique peut s'écrire: 

N 

L ~ [ DE~ ] Jk + ~ [DE~ ] MSk = ~ [ qf ] ( mc
1 + ZZ; + ... + ZZinf(R2) ) 

k=i 

N 

+ L ~[DE~]"Jk (3.30) 

k=R2 

Le second terme du deuxième membre étant désormais connu, on développe l'expression 

du premier membre afin de mettre en évidence les grandeurs inertielles à identifier. Soit j 

la première rotoïde succédant à l'articulation i; En désignant pour simplifier par aij et 

Px, .. ,Pz les composantes de iAj et i~' il vient après calcul: 

~ [ q~] ( mc:·N + ZZ; + ... + zzlnf(R2)) 

~ ( q~] ( ( mc:j-l + mc~+l,N + ZZ; + ... + ZZinf(R2)) 

(3.31) 

L'articulation i mtse en mouvement est, dans un premier temps, la prem1ere rotoïde 

antérieure à Inf(R2), soit i=R( Inf(R2) ), et par suite j=Inf(R2). 
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Le cas des articulations rotoïdes confondues étant écarté ((Px,Py )=(0,0)), nous pouvons 

établir sans difficulté que les deux composantes MXi et MYi sont affectées de coefficients 

de la variable articulaire 8i linéairement indépendants. 

Les moments d'ordre un des articulations succédant à j=Inf(R2) étant connus, le paramètre 

mc{·N est connu. Il en est de même pour ZZj=ZZinf(R2). En prenant Q~3 positions 

adéquates pour 8i, les relation (3.30)et (3.31) utilisées dans le bilan énergétique permettent 

d'identifier MXj, MYj, ainsi que le terme inertiel [ (ZZi + md·j-1) + (ZZj + mc{+1,N)]. 

Connaissant MXj et MYj, on revient au test 3 afin d'identifier tous les termes MCk des 

articulations prismatiques comprises entre i et j. Dès lors, le paramètre md·j-1 devient 

connu ce qui nous permet d'avoir accès au terme ZZj. 

Le même procédé est effectué pour l'articulation rotoïde R(i) antérieure à i; (les 

articulations rotoïdes (i) et (j) sont décalées d'un cran vers la base du robot.) On identifie 

MXi et MYi, puis, à l'aide du test 3, les paramètres MCk pour R(i) < k < i, et, en revenant 

au test 4, le terme ZZR(i). L'opération est ainsi réitérée de proche en proche jusqu'à 

identifier ZZR1 ainsi que MCk pour k >RI. 

A ce stade de notre étude, les seuls paramètres non encore identifiés sont les 

moments MXR1 et MYR1 dans le cas où Rl est parallèle à la gravité et où il existe une 

articulation prismatique antérieure et non parallèle à Rl, ainsi que les composantes XZk et 

YZk pour les articulations rotoïdes telles que l'axe Zk est perpendiculaire à Inf(k). 

L'identification de ces deux derniers paramètres fait l'objet du paragraphe qui va suivre. 

Ill.5 1 Tests 5: Mouvement simultané de deux articulations rotoïdes i et (j>i) 

d'axes non parallèles, à des vitesses Qi constante et Qj non constante 

Cette étape a pour but d'identifier les paramètres XZk et YZk des articulations 

rotoïdes k telles que l'axe Zk est perpendiculaire à Inf(k). La variation d'énergie potentielle 

du robot se traduit par les relations: 
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N 

_I .1[DU~] Mk = -.1[igT] (Qi,j-1 + ipi Mj•) _ .1(jgT] Qj 

k=i 

N 

L .1 [ Difs] MSk =- .1 ( igT] Md·j-I - .1 [jgT] Md (3.32) 

k=i 

Les corps précédant l'articulation (j) ont une variation d'énergie cinétique nulle. En 

désignant par aij 1' élément générique de la matrice de rotation 1 
AJ, la contribution des 

masses aux variations d'énergie cinétique fournit, après calcul: 

N 

" k j '2 2 '2 . '2 LJ .1[ DEM] Mk = m11 (-qi .1[aJI]- .1(Qj] ) + mh ( 2 Qi .1(a3I a32] ) 
k=j . . . 2 2 . 2 

+ mJ13 ( 2 Qi .1(êu a3I]) + m~2 (-qi .1(a32]- .1[Qj]) 

+ m~3 ( 2 Qi .1[êu a32]) 

+ 2 Qi ( -Py .1(êij a11] + Px .1[ êu a21]) dx 

+ 2 Qi ( Py .1[êij a12] - Px .1[ êu a22]) dy 
. 2 . 

- 2 Qi ( Px .1[all a12 a13 ] + Py .1[ a21 a2 a23 ] ) Ci 

La variation d'énergie cinétique des moments d'ordre un s'écrit: 

N 

L .1[ DE~] MSk = Ret ( qt .1(au] + .1[(u
2
]- Qi .1[a22 êuJ ) 

k=j 
+ Rdy ( qt .1[a2I] +Qi .1(a12 êuJ) 

+ RCJ2x ( èd .1[a12] +Qi .1(a2I (u]) 

+ RC~ ( qt .1[ a22] + .1[ Cu2] - Qi .1[ a 11 êuJ ) 

(3.33) 

+ RC~x ( qt .1[al3]- Qi .1(a3l êu]) + RC~y ( qf .1[a23]- Qi .1[a32 êij]) 

+(qiPx.1[-a22êu a21êu 0] + CliPy.1[al2êu -a,Iêu 0]) MCÎ(3.34) 

Les relations (3.32) à (3.34) s'expriment toutes en fonction de grandeurs inertielles 

désormais connues. L'articulation j choisie sera telle que Sup(i):::; j < Sup( Sup(i) ). 

Lorsque l'on considère les éléments de tenseurs d'inertie, il vient la relation: 
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N N 

k=j k=j+l 

(3.35) 

Les coefficients a31 et a32 sont des fonctions de la variable articulaire 8j linéairement 

indépendantes. Supposons connus les tenseurs d'inertie pour k > j. La dernière ligne de 

cette équation est alors la seule à faire intervenir des paramètres inertiels inconnus. En 

choisissant Q;;::: 2 positions adéquates pour 8j , la relation (3.33) utilisée dans le bilan 

énergétique nous fournit un système linéaire de deux équations à deux inconnues XZj et 

YZj. Le tenseur d'inertie Jj est alors entièrement déterminé et la procédure est réitérée de 

proche en proche de l'effecteur vers la base du robot. 

La paragraphe suivant est consacré à l'identification des derniers paramètres de 

base MXRI et MYRI dans le cas où RI est parallèle à la gravité et où il existe une 

articulation prismatique antérieure et non parallèle à RI. 

lll.6 1 Tests 6: Mouvements simultanés d'une articulation pr·ismatique p à 

vitesse non constante et de l'articulation rotoïde Rl à vitesse constante 

Le choix de la vitesse de rotation constante a pour but de s'affranchir de 

l'utilisation des composantes des tenseurs d'inertie dans le bilan énergétique. Rl étant 

parallèle à la gravité, la variation de 1 'énergie potentielle due aux moments d'ordre un est 

également nulle. Le bilan énergétique ne fera donc intervenir que les contributions des 

masses regroupées aux variations d'énergie cinétique et potentielle, ainsi que des moments 
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d'ordre un aux variations d'énergie cinétique. L'articulation prismatique p (antérieure à 

RI) mise en mouvement est choisie non parallèle à RI. On désignera enfin par aij les 

composantes de la matrice de rotation PA RI_ II vient les relations: 

N 

"" k OTO • L.J ~ [ Du M ] Mk = - ~ [ qp ] ( g Zp ) Mp 
k=p 

N 

L ~ [DE~] Mk = ~ [ q;] M; + 2 qRI - ( ~ [ qp a3I] Q~1 + ~ [ qp a32] Q~ 1 ) 
k=p 

N 

L ~ [DE~] MSk = qRI ( ~ [ qp a32] M qp a3I] 
k=Rl 

) [ MXRt J 
MYRl 

(3.36) 

Les termes a31 et a32 sont des fonctions de la variable 8R 1 linéairement indépendantes. En 

utilisant les relations (3.36) dans le bilan énergétique, le même test réalisé pour Q ~ 2 

positions adéquates de 8RI permet d'avoir accès aux paramètres :MXRI et MYR! 

recherchés. 

Avec cette étude s'achève la dernière étape de la procédure d'identification des 

paramètres inertiels minimaux. Le paragraphe qui va suivre effectue, sous forme 

d'organigramme, un récapitulatif de 1' enchaînement des différents tests. 

III. 7 1 Etapes d'identification 

L'organigramme présenté CI après offre une méthode systématique 

d'identification des paramètres inertiels minimaux ainsi que des frottements secs et 

visqueux des articulations. Chaque étape indique le type de mouvement à réaliser ainsi que 

les paramètres de base qui y seront identifiés. Certaines morphologies de robots ne 

présentant pas d'articulation de type R2, un test supplémentaire portant sur l'existence de 

ce type d'articulation a été introduit 
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On rappelle que Sup(i) (respectivement Inf(i)) désigne la prem1ere articulation 

rotoïde succédant (respectivement précédant) l'articulation i et d'axe non parallèle à zi De 

même, S(i) ou R(i) désignent respectivement la première articulation rotoïde succédant ou 

précédant l'articulation i. 
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Test 2 

MCk , fsk , fvk 

pour 

RI~Okk~N 

Test 3 
MCk 

pour 

RI <crkk~N 

1 
Début 

Test 1 

Mk, fsk, fvk 

pour 

l~crkk~N 

RI est 

parallèle à 

la gravité 
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OUI 

OUI 1 

Test 2 
k MC , fsk, fVk 

pour 

R2 ~ O"kk~ N 

Test 2 

fsk, fvk 

pour 

RI ~O"kk<R2 

Test3 
MSk 

pour 

Inf(R2) < O"k k < N 

i 

Suite 1 

Il existe R2 1 non 
1 

! 

Test 2 

fsk, fvk 

pour 

Rl~crkk~N 

ou1~---'----.non 

j--O"N = 1 
e__ ____ _. 

Test 3 

1 

MSk 

pour 

R(N) < O"k k ~ N 



1 

oui 

IL 
Test 4 

ZZi 

XXk ,XYk 

pour 

Sup(i) < Œk k < Sup(S 

Test 5 

XZk,XZk 

pour 

Sup{i) < Œk k < Sup(S 

Suite 3 OUI 
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Suite 1 

i <-N 

OUI 
1 

Sui 
Il existe R2 1 non 

-1 1 

te 2 

Test4 

ZZk 

pour 

Inf(i) < OK k ~ i 

i <- Inf(i) 
1 

I 
i est 

non 
perpendiculaire 

à Sup(i) 

Test4 

up(i) 
ZZi 

XXk,XYk 

XZk, YZk 

pour 

Sup(i) < Œk k < Sup(Sup(i) 

up(i) 

1 

1 
i = Inf (R2) 

1 

non 

1 
1 

Test4 
1 

1 

1 

ZZk 1 

1 pour l Sup( Inf(i) ) < Œk k < i 

1 
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Suite 2 

l 
RI est 

non OUI parallèle à 
,--------1 

1 

OUI 1 

1 

Il existe une 

prismatique p < R 1 

non parallèle à R 1 

Test 6 

MXR! ,MYRI 

i=Rl 

Test 4 

ZZk 
pour 

non 
1 

non 

RI :5crk k:5i 

la gravité 

Test 4 

ZZk 

pour 

RI :50Jck<i 

1 
i <-R(i) J 

OUI .-~j~=~R~l-, non 

l~l 

Test 4 

ZZRI 

Suite 3 

l 
RI est 

parallèle à 

la gravité 

OUI 

Test4 

ZZi 

MXi,MYi 

Test 3 
MSk 

pour 

i < akk < S(i) 

1 
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IV 1 EXEMPLE DU ROBOT TH8 

Nous présentons dans cet exemple du robot THS l'enchaînement des différents 

tests en y faisant apparaître la relation traduisant le bilan énergétique, les paramètres qui y 

seront identifiés ainsi que ceux que l'on suppose déjà estimés et qui interviennent dans le 

bilan énergétique. L'accélération de la gravité a pour composantes 0 g=(OOg) T Les 

articulations qui ne sont pas mises en mouvement sont supposées dans leur configuration 

d'initialisation (q=O).Les paramètres de base sont résumés dans le tableau 3-2 suivant: 

J XXi XYi XZi YYi YZi ZZi MXi MYi MZi Mi 

1 ZZRt 

2 M2 

3 MY3 MZR3 M3 

4 x~ XY4 XZ4 YZ4 ZZR4 MX4 MY4 

5 XXRs XYs XZs YZs ZZRs MXs MYs 

6 XXRt; XY6 XZ6 YZ6 ZZ6 MX6 MY6 

Tableau 3-2: Paramètres de base du robot TH8 

11 Test 1: Déplacement à vitesse non constante de l'articulation 3 

Paramètres identifiés: M3, Fs3, Fv3 

Mv3 ] [~~] 
Fv3 

2/Test 1: Déplacement à vitesse quelconque de l'articulation 2 

Paramètres identifiés: Mz, Fsz, Fvz 

Paramètre utilisé: M3. 
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3/ Test 2: Déplacement à vitesse constante de l'articulation 6 

Paramètres identifiés: MXG, MY 6, Fs6, Fv6 

MY6 

[

MX6] 
w6 = [ -g .0..[C6] g t.[S6]) L1fs6 t.fv6 ] Fs

6 
Fv6 

4/ Test 2: Déplacement à vitesse constante de l'articulation 5 

Paramètres identifiés: MXs, MY s, Fss, Fvs 

Paramètre utilisé: MX6 

Ws = [ -g .0..[C5] g t.[S5] Mss Mvs ] 

{
MXs =MC~ - MX6 

MYs=MCy 

MC~ 
MC5 

y 

Fss 
Fvs 

5/ Test 2: Déplacement à vitesse constante de l'articulation 4 

Paramètres identifiés: MX4, MY 4, Fs4, Fv4 

Paramètres utilisés :MXs, MX6, MY 6 

W 4 = [ -g L1[C4] g t.[S4] L1fs4 Mv4 ] 

MX4 =MC;- MXs- MX6 
{ 

4 

MY4=MCy -MY6 

MC~ 
MC~ 
Fs4 
Fv4 

6/ Test 2: Déplacement à vitesse constante de l'articulation 1 

Paramètres identifiés: Fst, Fv1 
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[
Fsi] WI = [ Ms1 Mv1 ] F~I 

7/ Test 3: Déplacement de l'articulation 1 à vitesse constante, et de l'articulation 3 a 

vitesse non constante 

Paramètres identifiés: MY3, MZ3. 

Paramètres utilisés: MY4, MYs, MY6, FsL Fv1, Fs3 .Fv3 

WI +W3 -~fSI FsJ-MVI Fv1-~fs3 Fs3 -~fV3 Fv3 

- ( lj2 ~[~dl- 1/2 qT ~[q~] + è!l ro3 ~[q3] ) M3 

·2 . . [Ml3] = (QI ~[q3] -qi ~[q3] ) M
23 

{
MY3=M23 -MY4-MY6 
MZ3 =Ml3 -MYs 

8/ Test 4: Déplacement à vitesse non constante de l'articulation 6 

Paramètres identifiés: ZZ6 

Paramètres utilisés : MX6, MY 6, Fs6, Fv6 

9/ Test 4: Déplacement à vitesse non constante de l'articulation 5 

Paramètres identifiés: ZZs, XX6, XY 6 

Paramètres utilisés :MC~· MC~, Fss, Fvs 
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5 5 W s -Mss Fss- ~fvs Fvs - g MSS] MCy + g ~[CS] MC x 

10/ Test 5: Déplacement de l'articulation S à vitesse constante et de l'articulation 6 à 

vitesse non constante. 

Paramètres identifiés: XZ6, YZ6 

Paramètres utilisés: MXs, MYs, MX6, MY6, ZZ6, XX6, XY6 ,Fss, Fvs ,Fs6, Fv6 

Ws +W6- ~fss Fss -~fvs Fvs- ~fs6 Fs6 -Mv6 Fv6 

- g (-~[CS] MXs + ~(SS] MY 5 -~[CSC6] MX6 + ~[CSS6] MY 6 ) 

-lf2 q~ ~[S62] XX6 + q5 ~[C6S6] XY6 -~[qt] ZZ6 

. . . [XZ6] = -2 qs ( ~[ q6 S6] ~[ q6 C6] ) YZG 

111 Test 4: Déplacement à vitesse non constante de l'articulation 4 

Paramètres identifiés: ZZ4, XXs, XY 5 

Paramètres utilisés :MC~, MC~, ZZ6, Fs4, Fv4 

12/ Test 5: Déplacement de l'articulation 4 à vitesse constante et de l'articulation S à 

vitesse non constante. 

Paramètres identifiés: XZs, YZs 

Paramètres utilisés : :MX4, MY 4, MC~, MC~, MC~, ZZs, XXs, XY s.XX6, XY 6 . XZ6, 

YZ6, ZZ6, Fs4, Fv4 ,Fss, Fvs 
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w 4 +Ws- ~fs4 Fs4 -Mv4 Fv4- ~fss Fss -~fvs Fvs 

- g ( ~ [C4] MX4- ~[S4] MY 4- ~[C4C5] MC~- ~[C4S5) MCt- L\(S4] MC~) 

- qa ( 1 ~[S5 2] (XXs+XX6) + MS5C5] (XY s+XZ6) + 11'1[C52
] ZZ6 ) 

- q4 ( ~[S5 qs] XY 6 +~[CS qs] YZ6 ) -l'i[~dJ ZZs 

=2q4 (~[qsS5] ~[qsC5]) [~!] 

13/ Test 4: Déplacement à vitesse non constante de l'articulation 1 

Paramètres identifiés: ZZ 1, XX4, XY 4 

Paramètres utilisés :M3, MY3, MY4, MYs,MY6,MZ3,XX5, XZs, YZs ZZs, XX6, XY6. 

Fs4, Fv4 

WJ-~fsJFSJ-~fviFVI- ~[qT] (1(d~+rQ3)M3-d3(MY3+MY4+MY6) 
1 2 1 2 

+ r03 ( MZ3+MY 5) + 2 C4 ( XXs+XX6) + S4C4 ( XZs-XY 6) + 2 S4 ZZs) 

14/ Test 5: Déplacement à vitesse non constante des articulations 1 et 4 

Paramètres identifiés: XZ4, YZ4 

Paramètres utilisés : :MX4, MY 4, MXs, MY s. MX6. MY 6, ZZ 1, ZZ4, XX4, XY 4 . ZZs, 

XXs, XYs, ZZ6, XX6, XY6, Fs4, Fv4 ,Fss, Fvs 

WI +W4-~fs1 FsJ-MVI FvJ-~fs4Fs4-MV4FV4 

-MC~ ( -g ~[C4]- d3 qt ~[S4] + d3 ~[qa] + 2 qi ro3 ~[C4q4]) 

-MC~ ( g ~[S4]- d3 qi MC4 q4]- rm ~[qa)- q1 rm ~[S4q4] ) 

+ qT ( -1 ~[C42] (XX4+XXs+XX6) + ~[S4C4] (-XY 4-XZs+XY 6) -1 ~[S42] ZZs ) 

- q l ( ~[C4q4] (XY s+XZ6) + ~[S4q4] (YZs-YZ6) ) -1 ~[ qa] (ZZ4+ZZ6) 
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IV 1 CONCLUSION 

Dans ce chapitre a été proposée une méthode systématique d'identification des 

paramètres inertiels minimaux, ainsi que des frottements des articulations. Ainsi que 

l'illustre l'exemple du robot TH8, à mesure que l'on se dirige vers la base du robot, les 

bilans énergétiques mis en équation font intervenir un nombre croissant de paramètres 

supposés estimés lors de précédents tests. Il faut donc souligner l'importance que revêt la 

précision des estimations effectuées notamment en bout de chaîne cinématique, et ce afin 

de minimiser les effets de propagation d'erreurs. 

De bonnes performances peuvent cependant être atteintes grâce au nombre réduit 

de paramètres à identifier à chaque test. En effet, outre l'absence des accélérations 

articulaires, généralement fortement bruitées, la faible dimension des systèmes formés 

permet d'aborder le problème de recherche de trajectoires excitantes avec un nombre de 

variable d'optimisation fortement réduit. 
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CONCLUSION GENERALE 

Les travaux effectués au Centre d'automatique de Lille ont porté sur la 

modélisation dynamique et 1 'identification des robots à structure ouverte simple_ 

Dans l'écriture des différents modèles, nous avons utilisé une description 

géométrique partielle pour laquelle l'unique restriction est que l'axe Zi du repère lié au 

corps Ci soit porté par l'axe de l'articulation i. 

L'étude des paramètres inertiels minimaux est une étape indispensable à la mise 

en équation du comportement dynamique du robot. Celle ci est basée sur une approche 

énergétique et fournit des relations simples de regroupements de paramètres de deux corps 

consécutifs. Ces regroupements s'effectuent alors de proche en proche, de 1' effecteur vers 

la base du robot. La solution de base obtenue conduit à un modèle dynamique 

sensiblement simplifié du point de vue du nombre d'opérations à effectuer. Les recherches 

exhaustives des paramètres inertiels sans effet sur le modèle, ainsi que des cas particuliers 

de regroupements nous ont permis de conclure quant à la minimalité de l'ensemble des 

termes inertiels obtenus. 

L'identification des paramètres inertiels ne pourrait être envisagée sans être 

assuré de la minimalité des paramètres citée ci dessus. Il faut en effet disposer d'un 

ensemble de termes identifiables afin d'éviter une perte de rang structurelle des systèmes 

linéaires formés. Dès lors, nous proposons une méthode séquentielle permettant 

d'identifier, de proche en proche, l'ensemble des termes inertiels ainsi que des frottements 

des articulations. Cette méthode consiste à faire réaliser par le robot un ensemble de 

trajectoires simples, ne mettant pas en jeu plus de deux articulations simultanément Outre 

la dimension fortement réduite des systèmes linéaires formés, cette approche permet de 

s'affranchir de la mesure ou de l'estimation des accélérations articulaires. Il faut 
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néammoins souligner l'importance que revêt la précision des estimations effectuées en 

bout de chaîne cinématique, et ce afin de minimiser les effets de propagation d'erreurs. 

Notons à cet effet que le nombre réduit de termes à identifier à chaque étape permet, 

entre autres, d'envisager la recherche de trajectoires excitantes avec un nombre de 

variables d'optimisation fortement réduit 

En outre, il pourrait être avantageux d'envisager une méthode d'identification que 

l'on qualifierait d'hybride et dans laquelle une approche globale viendrait compléter 

l'utilisation des mouvements tests présentés au troisième chapitre. 

Parmi les futurs travaux pouvant être envisagés, citons enfin l'identification et la 

commande adaptative, ainsi que la généralisation des résultats obtenus aux robots à 

structure complexe. 
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ANNEXE 1 

PARAMÈTRES INERTIELS SANS EFFET SUR LE MODÈLE DYNAMIQUE 

Al 1 Introduction 

Cette annexe est une reprise de l'Annexe C de la thèse de [Bennis 91] dans 

laquelle nous cherchons à établir une liste exhaustive des paramètres inertiels sans effet sur 

le modèle. L'intérêt d'une telle étude réside dans le fait qu'elle nous servira ultérieurement 

à nous assurer de la minimalité de la solution au problème de recherche des paramètres de 

base. Enfin les résultats établis ne sont pas limités à la représentation géométrique de 

D.H.M Un paramètre inertiel Xk1 n'affecte pas le modèle si son coefficient hk1 est 

constant. Rappelons l'expression de ces différents coefficients: 

Coefficients du tenseur d'inertie Ii= [XXi, XYi, X:Zi, YYi, YZi, ZZi ]T: 

h~ 1 2 h~ h~ roil = roil roi2 = Oljl OljJ 
2 

h~ 1 2 h~ h~ 1 2 
roi2 = roi2 roiJ - OljJ 

2 2 

Coefficients du moment d'ordre un MSi = [ MXi, MYi, MZi ]T 

h~ vi2 vi3 
0 T 0 i 

= roi3 - roi2 - g s 

h~ vi3 vil 
0 T 0 i 

= roil OljJ - g n 

h~ vil vi2 
0 T 0 i 

= roi2 roil - g a 

Coefficient de la masse Mi : 

hi _l_VTV OT opi 
10- - g 

2 
(a1.1) 
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, o i o i o i , l d . . d R ·t ou s , n et a representent es composantes es vecteurs x1 , Yi , et Z1 ans o, sot 

encore les trois colonnes de la matrice de rotation ° Ai . 

A2 1 Résultats pr·éliminair'es 

Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats et propriétés déjà établis qui nous 

servirons par la suite pour nos développements: 

propriété a : 

On note RI la première articulation rotoïde et R2 la première articulation rotoïde 

succédant à RI et d'axe non parallèle à ZRt : 

-Pour toutes les articulations i antérieures à RI, û)j = 0Jxt 

T -Pour toutes les articulations _i rotoïdes comprises entre RI et R2 , ffii = [0 0 ffiiJ ] 

-Pour toutes les articulations i ;:::: R2, on démontre ([Gautier 90]) que les trois 

composantes de roi sont non nulles et indépendantes. (a1.2) 

propriété. b: 

Pour une articulation i rotoïde, on établit aisément les équivalences ([Bennis.9I]): 

ffiit = 0 <=> ffii2 = 0 

Vil= 0 <=> Vi2 0 

ffiil -:t:-0 et ffii2 -:f::. 0 <=> ffiil et ffii2 sont indépendants 

vil -:f::. 0 <=> Vi2 -:f::. 0 <=> vil et Vi2 sont indépendants (ai.3) 

propriété c: 

La relation de récurrence sur hi, qut sera examinée plus en détail au paragraphe 

III.3.2 s'écrit sous la forme: 

hi = hi-1 ').} + qi f avec (ai.4) 

f [0 0 0 
q· 

Vi2 -Vit 0 0] pour une liaison rotoïde = ffi il ffii2 (ffii3- -t) 
f = [ 0 0 0 0 0 0 -ffii2 ffiil 0 

qi 
(Vi3 -2)] pour une liaison prismatique 
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Les composantes non nulles de t pourront dans certains cas fournir des conditions 

nécessaires pour qu'un coefficient hl soit constant 

propriété d: 

La recherche des composantes hl constantes se fait en examinant séparément la 

contribution du paramètre inertiel aux énergies cinétique et potentielle. La 

contribution à l'énergie cinétique se fait en étudiant les composantes du torseur 

cinématique intervenant l' expression de hl . Nous rappelons l'expression de ce 

torseur: 

[ ~:] = ± 
k=l 

[ 

i k - i k e'i ] Ok A zo-Ok A P zo . 
- iAk qk 
Ok zo 

(a1.5) 

L'étude de la contribution de toutes les articulations k antérieures à i fournira les 

conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un paramètre du corps Cï n'affecte pas 

l'énergie cinétique du robot 

A3 1 Paramètres d'une articulation i rotoïde sans effet sur le modèle 

A3.1 1 Eléments du tenseur d'iner·tie Ji 

A3.1.1 1 Rl:::; i < R2 

Toutes les articulations rotoïdes comprises entre R1 et R2 étant parallèles à Rl, 

roil = roi2 = 0 et ûli3 -:f:. 0 (propriété al). Par suite, hki = 0 pour k=l, .. ,5 et donc seul le 

paramètre ZZi affecte le modèle. 

A3.1.2 1 R2 :::; i 

Les trois composantes de roi sont non nulles et indépendantes (propriété al). Par 

conséquent, tous les éléments de Ji affectent le modèle. 
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A3.2 1 Eléments de MSi 

A3.2.1 1 i = Rl 

A3.2.1.1 1 Paramètre MXRJ 

Pour que le paramètre MXRI n'affecte pas le modèle, il faut et il suffit que: 

(l)3Rl V2Rl - ~Rl V3Rl = 0 (contribution à l'énergie cinétique) 
0 T 0 Rl 
g s = constante (contribution à 1' énergie potentielle) (a1.6) 

Compte tenu que (WlRl = W2R1 = 0) (prop. a/), et que (VJRI = 0 <=> V2Rl = 0) 

(prop. hl), il reste à vérifier que: 

V1R1 = V2R2 = o 
0 T 0 Rl 
g s = constante 

L'expression du torseur cinématique nous donne: 

Rl-1 

VRl = L RlAk Zo Qk 

k=l 

(a1.7) 

(a1.8) 

Rl A k zo représente les composantes du vecteur Zk dans le repère RI. Par suite, pour 

vérifier la première condition (annuler les deux premières composantes de VRt), il faut que 

les deux premières composantes de chacun des vecteur de cette somme soient nulles. Il 

faut donc que toutes les articulations (qui sont prismatiques) précédant Rl soient parallèles 

, Il , , "fi 1 d . , d" . 0 T 0 Rl 0 a ZRl . reste a ven 1er a eux1eme con 1t1on, g s = constante. g est un vecteur 

fixe, tandis que l'axe XRl tourne autour de ZRl- Le produit ne sera alors constant (nul) que 

si 0g est perpendiculaire au plan de rotation de XRl . Il s'ensuit que ZRl est parallèle à la 

direction de la gravité . 
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En résumé, pour que MXRI n'affecte pas le modèle, il faut et il suffit que toutes les 

articulations précédant RI soient parallèles à ZR! et à la direction de la gravité. 

A3.2.1.2 1 Paramètre MYR1 

La même étude conduit aux même conclusions que précédement. 

A3.2.1.3 1 Paramètre MZR1 

On a toujours ffitRI = ffi2RI = 0 et la direction de ZRI est fixe. Par suite, hl1=0 

et MZRt n'affecte pas le modèle. 

A3.2.2 1 Rl < i < R2 

ffili = Wzi = 0 et la direction de Zi est fixe. Comme précédemment, MZi 

n'affecte pas le modèle. Une condition nécessaire pour que MXi ou MYi n'affecte pas le 

modèle est que Vil= Viz = 0 Nous montrons ici que cette condition ne peut être satisfaite. 

Considérons pour cela la première articulation rotoïde i succédant à RI. Compte tenu de 

l'expression du torseur cinématique, satisfaire la condition nécessaire précédente revient à 

vérifier 1' équation: 

a.zo (a1.9) 

où a est un scalaire quelconque. les articulations Rl et i étant deux articulations rotoïdes 

succéssives d'axes parallèles, la matrice de rotation RI Ai peut s'exprimer par: 

(al. lü) 

où iji = 9i + constante , constante due aux éventuelles articulations prismatiques situées 

entre les deux articulations rotoïdes. En écrivant de même que: 

Annexes 



T 
[Py,-Px,O] 

- 118-

(al. II) 

la résolution de l'équation (a1.9) nous fournit la solution Px= Py = 0 et par suite les axes 

Zi et ZRl sont confondus. Cette solution, bien que théoriquement valable, est écartée. 

A3.2.3 1 i = R2 

Les axes XR2 et YR2 subissent les effets des rotations (indépendantes) autour des 

axes non parallèles ZRt et ZR2. Par conséquent, leur direction est quelconque et il ne peut 

. d fi 0 1 l d. OTOR2 OTOR2 . extster e vecteur txe g te que es pro mts g s et g n sOient constants. On en 

déduit que les paramètres MXR2 et MY R2 affectent 1' énergie potentielle et donc le modèle. 

Une condition nécessaire pour que MZi n'affecte pas le modèle est que VIR2 = Y2R2 =O. 

Considérons pour cela l'articulation rotoïde antérieure à R2, que l'on notera Rd. 

L'expression du torseur cinématique nous amène à vérifier la relation: 

(a1.12) 

où a est un scalaire quelconque. On en déduit: 

(a1.13) 

Soient (u,v,w) les composantes de ZR2 dans Rd, nous avons: 

(a1.14) 

Deux cas peuvent se présenter: 
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a/ a = 0 (la vitesse d'entraînement du repère R2 engendrée par Rd est nulle). Il vient alors 

Px = Py =0 .L'origine ÜR2 du repère R2 est située sur l'axe de la rotation Rd. Cette 

situation ne peut avoir lieu que pour Rd=Rl. 

bi a ::f:. 0 et dans ce cas d'une part, w = 0 et donc ZR2 est perpendiculaire à ZRd, d'autre 

part, nous avons le produit scalaire nul entre ZR2 et 0RdÙR2 : 

u Px+ v Py + w Pz = 0 (a1.15) 

Finallement, ZR2 est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs ZRd et 0RdÙR2 .Ici 

aussi, il ne peut y avoir d'articulation rotoîde supplémentaire antérieure à Rd. (A moins 

d'avoir des axes de rotation confondus, solution que nous avons écartée, ZR2 ne peut pas 

être simulatément perpendiculaire à deux plans qui ne sont pas parallèles). Par suite, Rd= 

Rl. 

Concernant les articulations prismatiques, l'examen du torseur cinématique nous indique 

que toutes les articulations prismatiques antérieures à R2 doivent être parallèles à ZR2-

Cette condition est incompatible auusi bien avec la condition du a/ (ÜR2 ne resterait alors 

plus sur l'axe de rotation de RI) qu'avec cele du b/ (le vecteur ÜRdÙR2 aurait alors une 

composante parallèle à ZR2 et ces deux vecteurs ne seraient plus perpendiculaires) 

Enfin pour aboutir à des conditions nécessaires et suffisantes, il faut satisfaire la condition 

d l' , . . Il , . 0 T o R2 f-e · d e energte potentte e, a savotr g a = constante. z2 e 1ectuant une rotation autour e 

zl, il faut que Zl soit parallèle à la direction de la gravité. 

En résumé, pour que MZR2 n'affecte pas le modèle, il faut et il suffit de satisfaire les 

conditions suivantes: 
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Rl=l et R2=2_ De plus, l'origine du repère R2 est située sur l'axe de l'articulation RI. 

Autrement, il faut que z2 soit perpendiculaire aux vecteurs Zl et Ol02- Enfin zl est 

parallèle à la direction de la gravité_ Une façon équivalente d'exprimer ce résultat serait: 

RI =1 est parallèle à la direction de la gravité R2=2 et les vecteurs x2 et y2 sont 

concourrants avec zl 

A3.2.4 1 i > R2 

Les axes Xi et Yi ayant des directions quelconques, ils affectent l'énergie 

potentielle par des coefficients non constants_ Donc .MXi et MYi affectent le modèle. 

De même, si Zi n'est pas parallèle à ZR2, MZi affecte 1' energie potentiellle. Dans le cas 

contraire, il resterait à satisfaire la condition Vi 1 = Vi2 = O. Il faudrait pour cela (toujours à 

partir de l'expression du torseur cinématique) que Zi soit perpendiculaire à toutes les 

articulations rotoïdes qui lui sont antérieures (vitesse d'entraînement selon zi), situation 

impossible compte tenu des définitions de Rl et R2_ Par conséquent, MZi affecte le 

modèle. (Remarque: le cas où les axes des articulations i et R2 seraient confondus a ici 

aussi été exclu)_ 

A3.3 1 La masse Mi 

Pour que la masse n'affecte pas le modèle, il faudrait que l'origine du repère Ri 

soit fixe. Cette situation ne permet pas la présence d'articulations prismatiques antérieures 

à i. Toujours en excluant le cas des axes de rotation confondus, trois cas peuvent se 

produire: 

-RI= 1 auquel cas Mi n'afecte pas le modèle. ( VRI = Ü3xl) 
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- R2 = 2 et l'origine Û2 de R2 est située sur l'axe ZRl et dans ce cas M2 n'affecte pas non 

plus le modèle. ( VR2 = Û3xl ) 

-S'il existe une troisième articulation rotoïde, que l'on notera R3, succédant à R2, alors les 

axes des trois rotations sont concourrants et les origines des repères R2 et R3 sont 

confondues. Dans ce cas M3 n'affecte pas non plus le modèle.( VR3 = Û3xl ). Notons 

cependant que cette configuration correspond en général à celle du poignet du robot et non 

du porteur. 

A4 1 Paramètres d'une articulation i prismatique sans effet sur le modèle 

A4.1/ Eléments du tensem· d'inertie Ji 

A4.1.1/ i < Rl 

Pour toutes ces articulations, ffii = Û31. Par conséquent, aucun élément du 

tenseur d'inertie n'affecte le modèle. 

A4.1.2 1 Rl < i < R2 

D'après les expresswns de hki , k=l..6, les paramètres XXi, YYï, ZZi 

n'affectent pas le modèle si et seulement si nous avons respectivement COi1 = 0, ffii2 = 0 

et COiJ = O. Rappelons 1' expression de ffiï : 

ffii = L crk iAk Zo qk 
k=l 

(a1.16) 

Celle ci ne dépend donc que des orientations des axes des articulation rotoïdes antérieures. 

Ces dernières étant parallèles à ZRl, on en déduit que XXi (resp. YYi, ZZi) n'affecte pas le 

modèle si et seulement si Xi (resp. Yi, zi) est perpendiculaire à ZRl: 

De même, pour les paramètres XYi, XZi, YZi, nous déduisons: 
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XYi n'affecte pas le modèle<=> Xi ou Yi est perpendiculaire à ZRI. 

XZi n'affecte pas le modèle<=> Xi ou Zi est perpendiculaire à ZRl 

YZi n'affecte pas le modèle<=> Yi ou Zi est perpendiculaire à ZRI 

A4.1.3 1 i > R2 

Les composantes de ffii sont non nulles et indépendantes et donc tous les 

éléments du tenseur d'inertie affectent le modèle. 

A4.2 1 Eléments de MSi 

A4.2.1 1 i < Rl 

ffiï = 031 et l'orientation ° Ai de Ri dans Ro est constante. Par suite, aucun 

élément de MSi n'affecte le modèle. 

A4.2.2 1 Rl < i < R2 

A4.2.2.1 1 Paramètre MXi 

Dans la relation de récurrence sur hi (résultats préliminaires cl }, f7i = ffii2 . Une 

première condition nécessaire à satisfaire est donc que ffii2 = 0 . L'expression de h7i nous 

renseigne alors sur le reste des conditions à satisfaire, à savoir: 

0 T 0 i 
(l)i3 vi2 = 0 et g s = constante (a1.17) 

Par conséquent, MXi n'affecte pas le modèle s1 et seulement s1 l'une des conditions 

suivantes est satisfaite: 

0 T 0 i 
ffii2 = ffiï3 = 0 et g s =constante 

0 T 0 i 
{ùi2 = vi2 = 0 et g s = constante 

(condition a) 

(condition b) (al.l8) 
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Condition a: 

L'expression de OOi nous indique que pour toutes les articulations rotoïdes k antérieures à i, 

Xi est parallèle à Zk (donc à ZRI). Par ailleurs la direction de ZRl étant fixe, le produit 

0 TO i p , 1 d · · ' ' l l . . g s est constant. ar consequent, a con ztzon a se resume a a seu e proposttlon: 

Xi est parallèle à ZR 1 

Condition b: 

L'expression de OOi nous indique que OOi2 = 0 se traduit par le relation ( i A k)23 = 0 soit 

donc Yi est perpendiculaire aux articulations rotoïdes k antérieures, et donc à ZRI. Pour 

satisfaire Yi2 = 0, une condition nécessaire à satisfaire pour les articulations rotoïdes k 

antérieures se traduit par la relation: 

(a1.19) 

où Vl et V3 sont des scalaires quelconques. L'articulation i étant prismatique, nous pouvons 

écrire: 

(a1.20) 

où kPoi est un vecteur indépendant de la variable articulaire qi, et kzi représente 

l'orientation de Zi dans Rk, soit encore kzi = [( k Ai)l3, ( k Ai)23, ( k Ai)33] T . qi étant une 

variable indépendante, la relation (a.l9) nous fournit une autre condition nécessaire: 

iAk ki\ ( O ]T 
Zj Zo = v 1 v3 (a1.21) 

En cherchant à résoudre la seconde ligne de cette égalité matricielle, on obtient la relation: 

(a1.22) 
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En remarquant que les éléments d'une matrice de rotation sont égaux aux éléments de la 

matrice des cofacteurs (il suffit pour cela de considérer son inverse), le déterminant 

précédent n'est autre que le coefficient ëAk)I3 .Finallement, ëAk)I3 = ëAk)23 = 0, d'où 

ëAk)33 = 1 et Zi est parallèle à Zk (donc à ZR!). 

Revenons maintenant à la relation (a.19); Son développement conduit aux relations v3=0 

et: 

(a1.23) 

Si Vl =0 alors Px = Py = 0 et Zi se trouve sur l'axe de l'articulation rotoïde Zk .Si VI ::t 0 

alors nous pourrons écrire: 

(a1.24) 

Cela représente un produit scalaire nul entre les vecteurs kpi et kxi .Par conséquent, Xi est 

d. 1 . 1 kpi . perpen 1cu a1re au p an contenant Zk, Zi et , smt encore Yi est concourrant avec Zk . 

En résumé, zi est parallèle à Zk et Yi est concourrant avec Zk . La condition concernant Yi ne 

peut être conservée pour plus d'une articulation rotoïde antérieure à i (La situation des 

axes de rotations confondus ayant été exclue). Par suite, k=R1. 

Concernant les articulations prismatiques, l'expression de Vi nous indique que toutes les 

axes de ces articulations doivent être perpendiculaires à yi. Pour que Yi demeure 

concourant avec ZR!, il faudra que ces mouvements de translation s'effectuent 

parallèlement à ZRJ. 

0 T 0 i Enfin Xi étant perpendiculaire à ZRL l'effet de la pesanteur g s ne sera constant (nul) 

que si ZRl est parallèle à la direction de la gravité 
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Finalement, RI est l'unique articulation rotoïde antérieure à i, Zi et toutes les articulations 

antérieures sont parallèles à ZRI et à la direction de la gravité, Yi est concourrant avec ZRI. 

A4.2.2.2 1 Paramètre MYi 

Même conclusion que précédemment en remplaçant yi par xi. 

A4.2.2.3 1 Paramètre MZi 

Contrairement aux résultas précédents, la relation de récurrence sur hi ne nous 

fournit pas de condition nécessaire à respecter. L'examen de h9i nous donne alors quatre 

possibilités pour que MZi n'affecte pas le modèle. 

0 et 
0 T 0 i 

(condition a) {l)il = {l)i2 = g a = constante 

=vil= 0 
0 T 0 i 

(condition b) {l)il et g a = constante 

roi2 = vi2 = 0 
0 T 0 i 

(condition c) et g a = constante 

vil = vi2 = o 
0 T 0 i 

(condition d) et g a = constante (a1.25) 

Condition a: 

Nous obtenons sans difficultés l'unique condition: zi est parallèle à zRl. 

Condition b: 

La relation {l)j2 = Vi2 = 0 a déjà été traitée pour le paramètre MXi et conduisait 

notamment à la condition nécessaire que Zi soit parallèle à ZR!- Cette dernière étant une 

condition nécessaire et suffisante du point précédent, il est inutile d'aller plus loin. 

Condition c: 

Comme précédemment, nous aboutissons à la première condition. 
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Condition d: 

La condition nécesaire Vii = Vi2 = 0 nous amène à résoudre l'équation: 

i k ~i 
A P ZQ=aZo (a1.26) 

où a est un scalaire quelconque. En utilisant la propriété précédente, il vient 

(a1.27) 

-Si a= 0, on en déduit que Zi est parallèle à ZRl- Nous retrouvons un cas particulier de la 

condition a. 

-Si a =t 0, alors cette relation n'a pas de solution, Zi ne pouvant être le vecteur nuL 

Finalement, MZi n'affecte pas le modèle à l'unique condition que Zi soit parallèle à ZRl-

A4.2.2 1 i > R2 

Pour une articulation prismatique, la composante ViJ n'est jamais nulle du fait 

de la présence du terme O"i (li zo dans l'équation de récurrence sur Vi. Par ailleurs, les trois 

composantes de roi étant non nulles et indépendantes, nous déduisons que les termes h7i et 

h&i ne sont pas constants. Par suite, MXi et MYi affectent le modèle. De même, une 

condition nécessaire pour que MZi n'affecte pas le modèle est que Vil= Vïz =O. Le même 

raisonnement que celui effectué au paragraphe précédent nous conduirait à une situation 

impossible. 

A4.3 /La masse Mi 

Vi3 n'étant jamais nul, le produit v7Vi est non nul et la masse affecte le modèle. 
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ANNEXE2 

EXPRESSIONS DES MATRICES Ài ET~ 

L'exploitation des relations de récurence sur les torseurs cinématiques ainsi que 

sur les matrices 0 Ai et 0Pi permet d'établir la relation de récurrence suivante: 

(a2.1) 

avec 

hl = r hr hs1 hM1 

f r fr fs
1 

fM
1 ] 

[4' ÀS 
1 

~·] Àl = 036 i-l Ai ;-:p; 
016 Ûl3 

Avant de donner les expressions des différents termes mis en jeu, nous introduisons les 

notations suivantes: 

où ep (p=l,2,3) est un vecteur unitaire tel que e1 = [ 100 l ,e2 = [ 010] T,e3 

On désignera par Px, Py, Pz les composantes de i-lpi. Il vient: 

(a2.2) 
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2 
2s1n1 

2 
SI 2s1a1 ni 

sis2 sln2 + s2nl sla2 + s2al nln2 

ÀJ 
sls3 sln3 + s3nl sla3 + s3al nln3 

2 2 
s2 2s2n2 2s2a2 n2 

s2s3 s2n3 + s3n2 s2a3 + s3a2 n2n3 
2 

2s3n3 2s3a3 
2 

S3 n3 

avec 

Àsri = 
i-l /\ i 

er 
i-1 /\i i-l /\ i 

p + ( er 

ÀS =-

-2(s2Py + S3Pz) 

stPy + s2Px 
stPz + S3Px 

-2(stPx + S3Pz) 
stPy + s2Px 

-2(s tPx + s2Py) 

P
2 2 
y+ Pz 

-PxPy 

-Px Pz 
2 2 

Px+ Pz 

-PyPz 
2 2 

Px+ Py 

-2(ll2Py + n3Pz) 

n!Py + mPx 
ntPz + n3Px 

-2(ntPx + n3Pz) 
n1Py + mPx 

-2(ntPx + n2Py) 
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2n1a1 
2 

al 

n1a2 + n2a1 ala2 

nla3 + n3al ala3 
2 

2n2a2 a2 

n2a3 + n3a2 a2a3 

2n3a3 
2 

a3 

-2(a2Py + a3Pz) 

a!Py +a2Px 
a!Pz +a3Px 

-2(atPx + a3Pz) 
atPy +a2Px 

-2(atPx + a2Py) 

(a2.3) 
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[0 0 0 
qi 

( (Ùi3 -2)] 

(a2.4) 

La deuxième forme de regroupement proposée met à profit la forme polynomiale en Qi de la 

matrice ')..}_ En utilisant la relation: 

i-1 i i-1 i 
P = Po + ai Qi 

i-l 
z· 1 

nous pourrons écrire, pour une articulation prismatique: 

[À'; Âso i 

Ài = 036 
i-1Ai 

016 ol3 

(a2.4) 

(a2.6) 

Les expressiOns des matrices f...so 1 et ÀS1 
1 s'obtiennent de la même manière que ÀS 

1 en 

1 1 d i-1 i . i-1 i i-l 
remp açant es composantes e P respectivement par Po et zi . 

Les expressions des matrices ÀMO 
1 

, ÀMl 
1 et ÀM2 

1 s'obtiennent en utilisant la relation 

i-l i i-l i i-l 
p = p 0 + O"j Qi Zj (a2.7) 

dans l'expression de ÀM 
1
. Il vient: 

ÀMo • = Po Po 
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Â.Ml 
i 1 1 }jo 1 

1 1 1\ 1 1 1 1\ 1 1 jj 1 
Z· + Z· 1 1 0 . 

i 1 1\ 1 
Â.M2 

1 Il\ 1 
(a2.8} Z· Z· 1 1 

Enfin dans le cadre de la représentation géométrique de D.H.M., la forme explicite de la 

matrice Â.ü 1 est présentée dans le tableau de la page ci après: 

[À) i Â.so i 

Â.o i = Û3x6 
i-l Ai 

Ûlx6 Ûlx3 

(a2.9) 
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cee -2CS8 0 sse 0 0 0 0 2ro ro 2 

cseca (CC8-SS8)Ca -ces a -CSeCa ses a 0 -dS eCa+roCeS a -dCeCa-roSeSa dSa droSa 

cs es a (CCe-sse)Sa cee a -csesa -sec a 0 -dSeSa-roCeca -dCeSa+roSeCa -dCa -droCa 

ssecca 2CS8CCa -2SeCSa ccecca -2C8CSa SSa 2(dCe+roSeCSa) 2(-dSe+roCeCSa) 2roCCa d2+r5cca 

ssecsa 2CSeCSa Se(CCa-SSa) ccecsa Ce(CCa-SSa) -CS a roSe(SSa-CCa) roCe(SS a-CC a) 2roCSa roCS a 

ssessa 2CSeSSa 2SeCSa ccessa 2CeCSa CC a 2( dCe-roSeCSa) 2(-d$8-roCeCSa) 2roSSa d2+rossa 

0 0 0 0 0 0 ce -se 0 d 

0 0 0 0 0 0 sec a cee a -Sa -roSa 
. 

0 0 0 0 0 0 ses a ces a Ca roCa 
1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 ·~·-J -------

Tableau A2 : Expression de la matrice Ào i dans la cadre de la représentation géométrique de D.H.M. 
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ANNEXE3 

UNICITÉ DES RELATIONS GÉNÉRALES DE REGROUPEMENTS 

A3-1.1/ Introduction 

Il s'agit de démontrer dans cette annexe que seuls les moments d'ordre un des 

articulations prismatiques situées entre les articulations rotoïdes R1 et R2 peuvent être 

sujets à des regroupements supplémentaires. En supposant que les composantes du torseur 

cinématique Vi-l sont indépendantes, et en utilisant le fait que la matrice de 

transformation iTi-l est inversible, [Gautier 90] est arrivé à la conclusion suivante: 

{V i-l } est indépendant implique que {hi-l} est indépendant et que {Vi } est indépendant 

On conclut alors que la recherche des regroupements particuliers ne concerne que les corps 

Ci i = 1, ... ,(p-1) tels que {V p-l } est indépendant Un problème cependant demeure 

concernant l'indétermination de l'articulation p-1. Aussi allons nous, dans l'étude qui va 

suivre, considérer séparément le cas des articulations prismatiques et rotoïdes. Le cas des 

articulations prismatiques ne présente pas de difficultés, en ce sens que nous démontrons 

que le torseur de toutes les articulations succédant à R2 est indépendant Les 

regroupements supplémentaires ne concernent donc que les paramètres MSi et Mi des 

corps précédant R2. Enfin, le coefficient de la masse Mi étant le seul à contenir la forme 

quadratique q2
, il ne peut être regroupé et seule l'étude de MSi est à envisager. Le 

traitement des articulations rotoïdes se fera en montrant que les fonctions hk1 restant après 

les étapes de regroupements généraux et d'élimination des paramètres sans effet sur le 

modèle demeurent indépendantes entre elles, de même qu'elles sont indépendantes des 

fonctions hki-I_ Par suite, il n'y a pas de regroupements supplémentaires pour ces 

articulations. 
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Rappelons au préalable les expressions des torseurs cinématiques: 

vi= Lire zo 
k=l 

ou encore 

Vi = iTk vk + L iTu Zo qu 

u=k+l 

(a3.1) 

(a3.2) 

selon les besoins, nous utiliserons l'une ou l'autre de ces expressions. Compte tenu de la 

relation (a3.1), l'indépendance du torseur cinématique peut se traduire par la relation: 

T 
s vi= o <=> ST i.......k Z

0 
-- 0 k 1 · T pour = .. l <=> (a3.3) 

A3.2/ Unicité des regroupements pour les articulations prismatiques 

Nous démontrons dans ce paragraphe que le torseur de toutes les articulations 

prismatiques succédant à l'articulation rotoïde R2 est indépendant. En prenant k=i dans la 

relation (a3.1), une première condition nécessaire à vérifier est: 

T 
s Z 0 qi = 0 (a3.4) 

et par suite S3 =O. Considéront maintenant l'articulation rotoïde k=R2 ainsi que la relation 

(a3.2). Nous avons: 

(a3.5) 
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L'articulation i étant prismatique, nous pouvons écrire: 

R2 i 
Po + qi A zo (a3.6) 

où Po est indépendant de la variable articulaire qi. Nou déduisons alors de la relation (a3.5) 

une nouvelle condition nécessaire: 

(a3. 7) 

Les composantes de CùR2 sont non nulles et indépendantes, par suite: 

(a3.8) 

En désignant par aij l'élément générique de la matrice R2 Ai, on développe pour obtenir: 

(a3.9) 

Les déterminants deux à deux de cette dernière matrice correspondent respectivement aux 

coefficients a33, a23 et a13. Ils ne peuvent être simultanément nuls. Une des matrices 

extraites est ainsi inversible, et par conséquent Sl = s2 =O. Revenons à la relation (a3.5). Il 

reste: 

(a3.10) 

CùR2 étant indépendant et la matrice i A R2 inversible, on en déduit que s4 = ss = S6 = O. 

Finalement, s=016 et le torseur des articulations prismatiques succédant à R2 est 

indépendant. Le regroupement de paramètres ne concerne donc que les paramètres MSi et 

Mi des articulations antérieures à R2 (la matrice d'inertie étant quant à elle déjà 
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regroupée). En observant, dans la relation de récurrence sur h1
, que la fonction hi01 

associée à la masse Mi est le seul coefficient à contenir la forme quadratique en qr, on en 

déduit que seules les composantes de MSi sont concernées par les regroupements 

supplémentaires. 

A3.3 1 Unicité des regroupements généraux pour les articulations rotoïdes 

A3.3.1 1 Articulations i~2 

Pour les articulations i;?:R2, il reste après les regroupements généraux les sept 

fonctions d'énergie suivantes: 

h
i_.!. 2 

1 - (l)il 
2 

h5
i 

= (l)i2 (l)i3 

et 

h7 
i 

viz = rou 
hg i 

vi3 = (l)il 

0 T 0 i 
roiz vi3 - g s 

0 T 0 i 
û)i3 vil - g n (a3.11) 

. . . . 

Nous cherchons à établir que les éléments de la famille { h 11
, h21 

, h31 
, hs1 

, h61 
, h/ , hg1 

} 

sont d'une part indépendants, et d'autre part que toute combinaison linéaire de ces 

fonctions est indépendante des fonctions de { hi-! } . Pour montrer que cette famille est 

indépendante, nous établissons que les éléments des deux ensembles de fonctions { hJ 1
, 

. . . . . . 
h21 

, h31 
, hs1 

, h61 
} et { h71 

, hg1 
} sont indépendants, et que ces deux ensembles sont 

mutuellement indépendants. Pour montrer que cette famille est indépendante de { hi-! }, 

on montre que toute combinaison linéaire de ses composantes s'exprime en fonction des 
. . 

variables articulaires qi ou Qi. Concernant les fonctions h71 et hg1 
, nous ne considérerons 

que leur contribution à l'énergie potentielle, que l'on désignera respectivement par DU71 et 

DUs1
. Ces dernières ont pour expression: 
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1 OTOAi OTOi 
DU7 = g e1 = g s 

i 0 T 0 i 0 TOi 
DU8 = g A e2 = g n (a3.I2) 

Pour mettre en évidence la contribution des différentes variables articulaires aux 

précédentes fonctions, on défini un repère fictif RI correspondant au repère de la première 

rotation RI lorsque q1=0. Nous pourrons alors écrire: 

0 T OAi 0 T 0 ltl Rl i 
g e1 = g A Rot( z1 , q1 ) M Rot( Zi , qi ) (a3.I3) 

, RlMi - d c - l 'd l - , , (RIMi) ou est une matnce e trans1ormat1on que conque posse ant a propnete: 33 * 
I, car l'axe zi ne peut être parallèle à ZRI par définition des articulations RI et R2. En 

faisant de même pour la fonction DU81
, et en désignant par mij l'élément générique de 

RIMi ·1 . ' l l 1 vtent apres ca cu : 

DU7 i = a cos(qi) - P sin(qi) 

DU8 i = p cos(qJ + a sin(qJ 

expressions dans lesquelles: 

[

mu -m21 
ltl T 

a= g m21 mu 

p = 

0 0 

m22 
mt2 

0 

0 1 [cos(qt)1 0 sin(qt) 
m3l I 

0 1 [cos(qt)1 0 sin(qt) 
ffi32 I 

(a3.I4) 

(a3.I5) 

Sachant que R1 g * 031 et que m33 * I on montre sans difficulté que a et p ne peuvent 
. . 

être simultanément nuls. Par conséquent, DU/ et DUg1 sont indépendants. Par ailleurs, (l)j 

étant non nul et indépendant, les fonctions h1 i, h2i , h3i , hsi , h6i sont indépendantes. En 

outre, l'expression du torseur cinématique nous indique que tous ces termes sont fonction 
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des vitesses des variables articulaires ql ... qi. On en déduit alors que les familles { h1 1
, 

h2i , h3i , hsi , h61 
} et { h7i , hsi } sont indépendantes. La relation (a3.14) nous montre 

. . 
que toute combinaison linéaire à coefficients constants de DU71 et DUs' est fonction de la 

variable Qi, et par suite { h7i, hgi} sont indépendants de {hi-!}. De même, la variable û)j3 

s'exprimant linéairement en fonction de la vitesse qi, on en déduit que les fonctions h3 1
, 

hsi et h6i son indépendantes de { hi-! } . Il reste enfin à démontrer que les fonctions h 11 et 

h2i sont indépendantes de { hi-! } ; La relation de récurrence sur û)j peut s'écrire: 

roi = Rot( zi , -qi ) M roi-I + Qi Zo (a3.16) 

où M est une matrice de rotation constante. On posera pour simplifier V=M COi-1 

[vi,v2,V3]T. Il vient: 

(a3.17) 

et par suite 

(a3.18) 

Pour avoir une combinaison linéaire de ces deux fonctions indépendante de Qi, il faut qu'il 

existe un vecteurs (Ix2) non nul de coefficients constants vérifiant les relations: 

(a3.19) 

Vl et V2 ne pouvant être simultanément nuls (car û)j} et COi2 sont non nuls), on en déduit que 

h1i et h2i sont indépendant de { hi-l }. 
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En conclusion, les fonctions hi i, h2i , h3i , hsi , h6i , h7i, hsi sont indépendantes entre elles 

et toute combinaison de ces fonctions est indépendante de { hi-I }. Il ne peut donc y avoir 

de regroupements supplémentaires pour les articulations i2 R2. 

A3.2 1 Articulations i<R2 

Pour ces articulations, il reste au plus trois fonctions d'énergie après les étapes 

de regroupements généraux et d'élimination des paramètres inertiels sans effet sur le 

modèle, à savoir: h6i, h7i et h/ La fonction h6i = 1/2 ffiïJ 
2 est la seule à contenir la forme 

quadratique Cli 2
. le paramètre ZZï ne peut donc être sujet à des regroupements 

supplémentaires. En procédant d'une manière analogue à celle du paragraphe précédent 

pour les fonctions h6i et h/, il vient: 

i Ri 
DU7 = g 1 cos(qi) 

i Ri 
DU8 = g2 cos(qi) (a3.20) 

où Ri représente le repère Ri lorsque qi=O. Si Rigi = R'ig2 =0, alors l'axe Zi est parallèle à 

la gravité et les paramètres MXi et MYi sont sans effet sur le modèle. Dans le cas 

contraire, les fonctions h61 et h/ sont indépendantes entre elles, indépendantes de h61 et de 

{ hi-I } . Par conséquent, il n'y a pas non plus de regroupements supplémentaires pour ces 

articulations. 
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ANNEXE4 

EXPRESSION DE LA MATRICE gs(qï, iu) 

On considère pour cela chacun des termes des matrices (lx3) intervenant dans 

l'expression de gs (Qi, Qi) (relation 2.50):La première matrice s'exprime par: 

i-l 'l i ( h i-1 ~ h i-l ~ h i-l 'ISl i ) h1 r\.81 = J /\.Si
1 

, J '"81
2 

, J 1\. 
2 

(a4.1) 

Comme pour le tenseur d'inertie, un terme barré désigne la matrice (6xl) des éléments de 

la matrice symétrique (3x3) correspondante. Chacun des scalaires précédents peut ainsi 

s'exprimer sous la forme de produit suivant: 

En utilisant les résultats établis dans [Gautier 90], la matrice ÂSlp 
1 s'écrit 

= 
i-l 1\ i 

eP 
i-l 1\ 

z· 1 

i-l 1\ ) T 
Zi 

i-l 1\ i d · T T h où ep tra mt, pour ei=[IOO] ... e3=[00l] , le c angement de base: 

(a4.2) 

(a4.3) 

(a4.4) 

Compte tenu qu'il n'existe pas d'articulation rotoïde entre i-1 et R et que toutes les 

articulations rotoïdes antérieures à i sont parallèles à RI, il vient: 

i-l R __ i-IAR (O O ;,_]T 
(l)i-1 = A (I)R 'U. (a4.5) 
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où qi: est la somme des vitesses des variables articulaires rotoïdes antérieures à i. Cette 

propriété permet alors d'écrire: 

avec 

i-l/\ 
Z· 1 

(a4.6) 

(a4.7) 

En utilisant le fait que les éléments d'une matrice de rotation sont égaux à ceux de la 

matrice des cofacteurs (il suffit pour cela de considérer son inverse), les calculs 

intermédiaires nous fournissent: 

~/\ ~ R T 
Zi A Zo = [-A32 A31 0 ] (a4.8) 

On obtient par la suite : 

i-l 
Àsl, 

2 
A33 hJ = <h:; A31 

i-l 
Àsl2 

i 2 
A33 hJ = Q}: A32 

i-1 
Àsl3 

i . 2 2 
hJ = q}: [ -1 + A33 ] (a4.9) 

De la même manière, la seconde matrice intervenant dans la relation (2.60) peut s'écrire: 

fs i 0] (a4.10) 

d'où l'expression de gs (Qi, Qi) obtenue. 
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