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Introduction 

L'objet de notre travail 

Cette thèse est une contribution à l'étude du problème de l'équivalence pour une 
classe de transducteurs non-déterministes d'arbres: les transducteurs lettre à lettre. 
Nos preuves s'appuyant sur le codage de transducteurs dans des automates, pour 
résoudre le problème dans le cas non-linéaire nous sommes amenés à introduire de 
nouvelles familles d'automates. 

Pour mieux décrire notre travail, nous présentons d'abord et de façon informelle 
un exemple de transducteur. 
Après avoir rappelé les notions de base, nous décrirons les différentes parties de 
notre travail. Enfin des extensions possibles de nos résultats seront proposées en 
conclusion. 

Reprenons l'exemple classique du calcul de la factorielle d'un entier: 

{ 
f(O) = 1 
f(n+1) = (n+l)xf(n) 

Le calcul de f(2) peut se présenter ainsi: 

!(2) - 2 x j(1) 

- 2 x [1 x j{O)) 

- 2 x [1 x 1] 

- 2 x 1 

- 2 
Les équations définissant f( n) ont en fait été utilisées de la gauche vers la droite. 
On peut alors associer à cette définition un transducteur descendant d'arbres de la 
façon suivante: 

5 
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Les entiers naturels 0, 1, 2, ... sont représentés par les arbres: 
0 s s 

1 1 
0 s 

1 
0 

Le transducteur est défini par les règles suivantes 
j(S) -+ * q(S) -+ S q(O) -+ 0 

1 ~" J J 
x S f(x) x q(x) 

1 
q(x) 

Introduction 

f(O) -+ S 

J 

0 

Ce transducteur, en consommant un arbre représentant un entier naturel, produit 
l'arbre correspondant à la factorielle de cet entier. Dans l'arbre obtenu en sortie, le 
symbole * doit être interprété comme le produit d'entiers. 
On peut remarquer que ce transducteur comporte deux états: q à partir duquel un 
entier est recopié et f état à partir duquel est effectué le calcul de la factorielle. 
Les transformations décrites ci-après correspondent au calcul de la factorielle de 
l'entier 2. 

J(S) • • 
1-+ * 

....,__. 
* 1-+ * 

....,__. 
* 

1 /\ 1\ 1\ 1\ 
s s J(S) s J(S) s * s * 
1 1 1 1 1 1 1\ 1 1\ 

0 q(S) 0 s 0 s S !(0) s s s 

1 1 1 1 1 1 
0 0 0 q(O) 0 0 0 

Ce transducteur n'est pas lettre à lettre à cause de la première règle qui produit un 
arbre de profondeur supérieure à 1. 
Par contre, en introduisant le nouveau symbole "1", le transducteur défini par: 



f(S) 
J 
x 

--+ * 
A 

q(x) f(x) 

q(S) --+ S 

J J 
x q(x) 
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q(O) --+ 1 /(0) --+ 1 

est lettre à lettre. Les transformations associées correspondent toujours au ~aleu}, 
pour tout entier n, de la factorielle de n. 
Ce transducteur est non-linéaire, car x apparaît deux fois dans le membre droit de 
la première règle, mais il est déterministe puisque, pour tout entier, un seul calcul 
est possible. 

Considérons maintenant les deux transducteurs définis par: 

q(C(x))-+ *(qo(x),qt(x)) 
q(C(x))-+ *(q'o(x),q'o(x)) 
qo(S(x))-+ S(qt(x)) 
q2(S(x))-+ S(q2(x)) 
q't(S'(x))-+ S(q'o(x)) 

et 

k(C(x))-+ *(k1(x),kt(x)) 
kt ( s (x)) -+ 8 (kt (x)) 

q(C(x))--+ *(qt(x),qo(x)) 
q ( c (x)) --+ * ( q' 1 (x)' q' 1 (x)) 
9t (S' (x)) --+ .5' ( q2 (x)) 
q2(0) -+ 0 
q'o(O) -+ 0 

k1 (0)-+ o. 

Ces deux transducteurs lettre à lettre sont équivalents, dans la mesure où ils calcu
lent tous deux le carré d'un entier, mais le premier le fait de façon non déterministe. 
Dans cette thèse, nous nous intéressons à l'équivalence de tels schémas de calcul non
déterministes. On verra que l'association de la non-linéarité et du non-déterminisme 
complique les algorithmes de décision d'équivalence. 
Rappelons que si l'équivalence est décidable dans le cas des transducteurs détermi
nistes (Z. Esik [Esi80], Z. Zachar [Zac78]), elle est en général indécidable dans le 
cas non-déterministe. Comme résultat positif, citons ]a décidabilité de l'équivalence 
pour les transducteurs ascendants finiment-valués établie par H. Seidl [Sei90]. 

Les outils manipulés 

ba structure d'arbre est employée dans des domaines très différents. On la retrouve 
pour la description de hiérarchies ou de décompositions, pour l'énumération de choix, 
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en généalogie et même dans des livres de grammaire destinés aux enfants, pour ne 
citer que quelques exemples non-informatiques. Le vocabulaire utilisé est celui de la 
botanique. On parlera ainsi de racine, de branche, de noeud ... 
Ces objets sont aussi largement utilisés par les informaticiens comme structures de 
données et, plus généralement, comme termes (compositions formelles de fonctions). 
Nous considérons ici des arbres finis (ou termes) dont les noeuds sont étiquetés par 
des lettres d'arité fixe; l'arité étant le nombre de descendants possibles. · 

L'étude des langages d'arbres, encore appelés forêts, s'est beaucoup développée ces 
vingt dernières années. Les principaux concepts apparus sont en fait des générali
sations naturelles de ceux existant dans les mots. Cependant la situation diffère de 
celles des mots puisque de nombreuses propriétés ne se transposent pas. 
La classe de forêts la plus étudiée est celle des forêts reconnaissables, notée REC. 
Les arbres de dérivation de langages algébriques constituent un exemple de forêts 
reconnaissables. 
Ces forêts sont reconnues par des automates d'arbres. Notons dès maintenant une 
différence fondamentale avec le cas des mots: il existe des automates, dits ascen
dants, pour lesquels la reconnaissance des arbres se fait des feuilles vers la racine, 
et des automates descendants pour lesquels le mouvement se fait dans l'autre sens. 
Et déjà, une difficulté liée au non-déterminisme dans le cas descendant apparaît: 
on ne peut pas, en général, réduire le non-déterminisme dans le cas des automates 
descendants alors qu'on peut le faire dans le cas ascendant. 

Les automates finis d'arbres sont fortement utilisés dans nos travaux. Rappelons 
que les automates finis d'arbres sont, exprimés dans le vocabulaire des sortes, des 
signatures d'algèbres (H. Camon [Com90]). A chaque sorte, correspond un état de 
1 'automate. 

L'exemple suivant iUustre cette correspondance entre sortes et automates pour dé
finir les listes d'entiers. 

Soit la sorte ListeEntiers définie par: 
0 :Nat 
suce :Nat-+ Nat 
# :-+ ListeEntiers 
suw : Nat x ListeEntier.~ -+ ListeEntie1·s 

Un terme t de la sorte ListeEntiers a pour forme: 



sui v 

/""-
suce . 

J J 
SUJV 

/\ 
0 suce # 

J 

J 
0 
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A la sorte ListeEntier est associée la forêt reconnue par 1 'automate A =< :E, Q, F, R > 
avec: 

- :E = {0, #,suce, suiv} 

- les règles 
0 -+ qNat(O) 
succ(qNat(x))-+ qNat(succ(x)) 
#-+qLE(#) 
suiv(qNat(x),qLE(Y))-+ qLE(.suiv(x,y)). 

Un autre phénomène important, et qui n'existe pas dans les mots, est celui de la 
non-linéarité. La manipulation de termes non-linéaires se rencontre fréquemment en 
programmation logique par exemple. Dans le but de pouvoir manipuler des égalités 
de sous-arbres (c'est un symptôme de la non-linéarité) de nouveaux outils ont été 
définis. Des extensions des automates "classiques" d'arbres ont ainsi été proposées 
ces dernières années. 
Une première famille d'automates, notée RATEG, permettant de manipuler des 
égalités entre sous-termes a été introduite par M. Daucbet et J. Mongy en 1981 
[Mon81]. Ils ont montré que, sans restriction sur les contraintes d'égalité, la pro
priété du vide est indécidable. 
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Plus récemment, B. Bogaert et S. Tison ont défini la classe d'automates REC~ 
dans laquelle des tests d'égalité ou de non-égalité sont autorisés uniquement entre 
sous-termes directs d'un même noeud (frères). Cette classe est ainsi une algèbre de 
Boole close par morphisme alphabétique. 
Dans sa thèse, A. C. Caron a défini une classe d'automates dont les contraintes sont 
de la forme "t est un facteur de x". Cette classe d' "Automates de Filtrage dans 
les Arbres", est close par les opérations booléennes et le vide y est décidable [Car93]. 

Historiquement les transformations d'arbres sont apparues dès qu'il s'est agi de tra
duire un langage, qu'il soit naturel ou informatique, en respectant la syntaxe. Des 
préoccupations linguistiques ont, par exemple, conduit aux grammaires transforma
tionnelles. L'étude de certaines phases de la compilation a conduit à l'introduction 
des "syntax-directed translators" [AU69a], [AU69b]. 
Une transduction ascendante peut être vue comme une passe de calculs à attri
buts hérités; une transduction descendante synthétise des attributs conune l'illustre 
l'exemple suivant: 

Considérons la grammaire suivante: 
S-+ N V(S) = V(N) 
N-+ N1 V(N) = +(*(2, V(N)), 1) 
N-+ NO V(N) = *(2, V(n)) 
N-+ 1 

Cette grammaire permet ainsi la transformation de l'arbre de dérivation de l'entier 
codé 101 en base 2 en l'arbre représentant le codage en base 10 de ce même entier: 

s .,.._.._. + 
l 1\ 

N * 1 

/\ 1\ 
N 1 2 * 
/\ /\ 

N 0 2 1 

l 
1 
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Plus précisément, les transducteurs sont d'abord apparus, comme ce fut le cas pour 
les mots, comme des reconnaisseurs d'états finis avec sortie. Citons en particulier les 
travaux de W.C. Rounds et J.W. Thatcher ([Rou68], [Tha69], [Tha70]), les précur
seurs, et ceux de J. Engelfriet qui a créé des outils permettant une étude systématique 
([Eng75], [Eng77], [EngSO] ... ). 
Ils ont été largement étudiés. Parmi les travaux les plus récents, citons ceux de S. 
Bozapalidis ([Boz92]), J. C. Raoult([Rao93]) et H. Seidl ([Sei 93]). 

Les transducteurs modélisent aussi certaines sous-classes de programmes fonction
nels comme l'illustre l'exemple introductif. Le cas non-déterministe étudié ici cor
respond à certaines classes de programmes logiques. 

D'un point de vue algébrique, les transducteurs d'arbres généralisent en fait les 
transductions rationnelles dans les mots. Les principaux résultats sur les transduc
tions rationnelles peuvent être trouvés dans [Ber79] et [AuBSS]. 

Comme c'est le cas pour les automates d'arbres, on distingue deux classes prin
cipales de transducteurs d'arbres: 

- les transducteurs descendants ("top-clown" ou "root-to-frontier" dans la litté
rature en langue anglaise) qui transforment les arbres en commençant par la 
racine pour finir aux feuilles 

- et les transducteurs ascendants ( "bottom-up" ou "frontier-to-root") pour les
quels, au contraire, le mouvement se fait des feuilles vers la racine. 

D'autres distinctions, qui n'existent pas non plus dans les mots, entraînent une 
multiplication des classes de transducteurs. 
On citera les transducteurs 

- linéaires qui ne donnent pas en sortie plusieurs transformations d'un même 
sous-arbre 

- et les transducteurs complets qui n'effacent aucune branche, c'est-à-dire qui, 
pour tout sous-arbre en entrée, donne au moins un sous-arbre en sortie. 

Contrairement à ce qui se passe pour les automates, la classe des transducteurs as
cendants est différente de celle des transducteurs descendants (J. Engelfriet [Eng75]). 
lnformellement, on peut dire que cela est du au fait que ces transducteurs réalisent 
et transforment des copies de sous-arbres dans un ordre différent. Nous illustrons les 
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différences sur un exemple. 

Soit le transducteur ascendant défini par: 
a(q(x)) ~ q(u(x,x)) 
a(q(x)) ~ q(a(x)) 
a -+ q(a) 

Ainsi, par exemple a 

J 
a 

J 
a 

a(q(x))-+ q(b(x)) 
a-+ q(a) 

• a 1---+ 

J 
q(a) 

J 

b 

J 
a a 

et ensuite la branche transformée est dupliquée: 
a 1-+ 0" 

J /\ 
q(a) a a 

J J 

b b b 

J J J 
a a a 

Introduction 

La situation diffère pour un transducteur descendant qui peut, lui, de par le non
déterminisme, réaliser des copies différentes. 

Pour le transducteur défini par 
q(a(x)) ~ u(q(x),q(x)) 
q(a(x)) ~ a(q(x)) 
q(a) -+ a 

q(a(x))-+ b(q(x)) 
q(a) -+a 
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on peut alors avoir q(o:) ........ (7 • (7 1--+ 

J /"' /\ 
a q(a) q(a) a b 

J J J J 
a a a b a 

J 
ëi ëi ëi a a 

Cette différence disparaît dans le cas des transducteurs linéaires et complets. 
On remarquera que les transducteurs considérés dans cet exemple sont lettre à lettre. 

Par transduction, on désignera l'ensemble des couples d'arbres produits par un trans
ducteur. 

Au niveau des propriétés, notons que seuls les transducteurs linéaires conservent 
la reconnaissabilité et l'algébricité des forêts. 
De même, ]a plupart des classes de transductions ne sont pas stables ni par compo
sition ni par inversion ([Dau75], [Dau77]). 

De nouvelles familles de transducteurs ayant de meilleures propriétés ont été définies. 
Des transducteurs, dits avec "look-ahead", permettent par exemple un contrôle des 
sous-arbres d'un noeud avant que ceux-ci ne soient transformés. Lorsque ce contrôle 
est reconnaissable, c'est à dire calculable par un automate fini d'arbres, on obtient 
des familles closes par composition. De nombreuses classes de transducteurs avec 
look-ahead ont été étudiées. Citons, entre autres, les travaux de J. Engelfriet et de 
S. Vagvolgyi ([Eng77], [Fv89], [Fv90], [Vag92]). 

Peu à peu, les auteurs ont été amenés à décomposer les transductions en trans
formations simples: morphisme, morphisme inverse et intersection avec une forêt 
reconnaissable. Le point de vue des bimorphismes est ainsi apparu. 
Un bi morphisme est un triplet B = ( t/J, R, t/J) où tP et .,P sont des morphismes et R 
est une forêt reconnaissable. 
La transformation associée à un bimorphisme est définie par ÊJ = {( tjJ(t), .,P(t) 1 t E 
R}. 
En théorie des langages, M. Nivat a montré l'équivalence entre les transductions 
rationnelles, considérées comme transformations réalisées par des machines d'états 
finis, et les bimorphismes [Niv68]. 
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Dans (ArD82], A. Arnold et M. Dauchet montrent que ce résultat ne se transpose pas 
si on reste dans le cas classique d'étude des arbres. Dans une structure algébrique où 
les termes manipulés sont des n-uples d'arbres (les magmoïdes [ArD79a],[ArD79b]) 
des classes de transductions aux propriétés comparables à celles des transductions 
de langages sont obtenues. 

Récemment, S. Bozapalidis a montré que la classe .Alph des transductions alpha
bétiques, c'est-à-dire caractérisables par un bimorphisme ( <P, R, 1/J) où <P et 1/J sont 
des homomorphismes alphabétiques linéaires, est stable par inversion et composition 
[Boz92]. 

Notre travail 

Dans cette étude, nous nous intéressons au problème de l'équivalence pour la classe 
des transducteurs d'états finis lettre à lettre non-déterministes d'arbres. Les règles 
de tels transducteurs sont symétriques en ce sens que l'arbre figurant dans le membre 
droit des règles est réduit à une lettre, comme c'est le cas pour le membre gauche. 

Cette symétrie dans la forme des règles nous permet de montrer facilement que 
si ces transducteurs sont de plus linéaires et complets alors ils sont inversibles. Le 
transducteur réalisant la relation inverse s'obtient par "renversement des flèches". 

Rappelons d'abord que deux transducteurs sont équivalents si les transformations 
associées sont égales. Les résultats de décidabilité de l'équivalence sont peu nom
breux. Rappelons que l'équivalence des transducteurs déterministes_est décidable (Z. 
Esik [Esi80], et Z. Zachar [Zac78]). L'équivalence est en général indécidable pour les 
transducteurs non-déterministes. Citons les seuls résultats positifs pour ces trans
ducteurs non-déterministes. Il est connu qu'on peut décider si un transducteur est 
fonctionnel (J. Engelfriet [Eng80]) et que ce problème est décidable en temps poly
nômial (H. Seidl [Sei92]). En corollaire, on obtient la décidabilité de l'équivalence 
des transducteurs fonctionnels. Plus récemment, H. Seidl a établit la décidabilité de 
l'équivalence pour les transducteurs ascendants finiment-valués [Sei90]. 

La première partie, correspondant à la publication [AnD93], présente le résultat 
de décidabilité de l'équivalence pour les transducteurs linéaires et complets, qu'ils 
soient descendants ou ascendants. 
La preuve est faite d'abord pour les transducteurs descendants. L'idée qui nous a 
guidés est d'utiliser les automates d'arbres comme "outil de décision". L'idée n'est 
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pas nouvelle puisque, dans les années 60, les automates sur les mots et les arbres 
infinis avaient été introduits comme outil de décision pour des problèmes de logique 
(Büchi, Doner, Mac Naughton, Rabin ... ). En particulier, Rabin développa la théo
rie des automates infinis pour résoudre le problème de la décidabilité de la théorie 
monadique du second ordre [Rab69]. 
Dans une première phase, nous codons facilement les transducteurs sans-torsion 
(encore appelés marqueurs), c'est-à-dire linéaires, complets et n'autorisant aucune -
permutation de sous-arbres, en des automates d'arbres. Ces transducteurs préservant 

. le squelette des arbres, il nous suffit de les superposer. Le problème de l'équivalence 
pour les marqueurs peut ainsi se réduire à l'équivalence des automates d'arbres. 
Dans la seconde phase, nous considérons des transducteurs où les permutations de 
sous-arbres (que nous appelons torsions) sont possibles. Nous montrons que deux 
transducteurs équivalents ne peuvent appliquer des torsions différentes que pour des 
arbres et sous-arbres dont la profondeur est bornée. En traitant globalement ces 
arbres et sous-arbres, nous rendons les torsions non-significatives. Ces transducteurs 
peuvent ainsi être codés en des marqueurs et nous utilisons alors le résultat précé
dent. 
Ce résultat de décidabilité obtenu pour les transducteurs descendants se transpose 
sans difficulté au cas des transducteurs ascendants. 

La seconde partie, correspondant à [AB9:3a], constitue une extension des résultats 
de la première partie au cas de transducteurs descendants qui restent linéaires mais 
ne sont plus complets. 
On montre cette fois que deux transducteurs équivalents ne peuvent appliquer des 
torsions différentes que pour des arbres et sous-arbres dont l'image est de profondeur 
bornée. Par une démarche analogue à celle utilisée pour les transducteurs linéaires 
et complets, mais en ajoutant une phase de "complétion" de nos transducteurs, nous 
nous ramenons également au cas des marqueurs. 

Le problème devient beaucoup plus complexe lorsque les transducteurs descendants 
sont non-linéaires, même s'ils restent complets. Les transducteurs non-linéaires ne 
préservant pas la reconnaissabilité, il semble naturel que le codage en des marqueurs, 
c'est-à-dire en fait en des forêts reconnaissables, soit impossible. Les transducteurs 
descendants peuvent dupliquer des sous-arbres et ensuite des transformations diffé
rentes peuvent leur être appliquées. 
Ainsi, si on veut avoir un espoir d'étendre la technique de codage utilisée précédem
ment à nos transducteurs non-linéaires, outre le fait qu'il nous faudra obtenir des 
couples d'arbres de même squelette, il faudra prendre en compte le fait qu'un même 
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sous-arbre t peut être transformé en des sous-arbres différents u, u', u", ... 
Pour ce faire, nous introduisons de nouvelles classes d'automates. Ces automates, 
décrits dans la troisième partie de ce mémoire et dans [AB93b], peuvent tester l'équi
valence ou la non-équivalence de sous-termes directs. Ces automates constituent une 
extension des automates à tests d'égalité définis en 1990 par B. Bogaert et S. Tison 
([Bog90], [BT92]). A toute relation d'équivalence = correspond en fait une classe 
d'automates notée REC~. Ces cla.Sses sont stables par les opérations booléennes. 
Dans le cas particulier où l'équivalence est induite par un système de réécriture 
lettre à lettre, noethérien et confluent (deux arbres équivalents ont la même forme 
irréductible) la propriété du vide est décidable. On obtient ainsi de nouvelles classes 
d'automates pour lesquelles l'équivalence est décidable. 

On montre ensuite, dans la quatrième partie (publication [AB93c]), que le problème 
de l'équivalence pour nos transducteurs descendants non-linéaires peut se ramener 
à l'équivalence d'automates à tests d'équivalence. 
En répercutant dans les arbres en entrée les duplications qui sont effectuées lors des 
transformations nous obtenons des arbres de même squelette que nous pouvons alors 
superposer. Un système de réécriture bien choisi nous permet de considérer comme 
équivalentes des superpositions provenant d'un même sous-arbre en entrée. Nous 
obtenons ainsi la décidabilité de l'équivalence pour les transducteurs descendants 
complets. 
Malheureusement, les techniques utilisées ne permettent pas de conclure dans le cas 
général des transducteurs descendants non-complets et non-linéaires. Un exemple 
en illustre la raison. 

Dans la dernière partie, une extension au cas ascendant des techniques décrites 
dans les chapitres précédents nous permet de montrer que l'équivalence est déci
dable pour les transducteurs ascendants lettre à lettre. 

Pour conclure ce mémoire, nous décrivons les développements que nous souhaitons 
donner à notre travail. 



Chapitre 1 

Préliminaires 

Ce chapitre contient les définitions et principales propriétés des outils manipulés 
dans cette thèse. 
La plupart des définitions et notations proviennent des articles de J. Engelfriet 
[Eng75] pour les arbres et transformations d'arbres et de G. Huet [Hue80] pour les 
systèmes de réécriture. 

1.1 Arbres 

Un alphabet gradué est un couple (E, p) où E est un alphabet fini et p est une ap
plication de E dans IN. Usuellement, on le notera simplement E. 
Pour toute lettre u de E, p(u) est appelé l'arité ou rang de u. 
Le sous-ensemble Em de E est l'ensemble des lettres de rang m. 

Pour tout p 2::: 1, on désigne par X11 l'ensemble { x 11 ••• , x 11} de variables. X0 est 
l'ensemble vide. 

Etant donné un alphabet gradué E et un ensemble X11 de variables, l'ensemble de 
tous les termes construits sur l'alphabet E et indexé par X 11 , noté T1:(X11 ), est défini 
récursivement par: 

- X 11 c T1:(X11 ) et 

- si CJ E En et tt, ... , tn E TI:(X11 ) alors u(tt, ... , tn) E TI:(X11 ). 

L'ensemble TI:(Xo) des termes clos sera noté TI;. 

17 
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Les termes ainsi construits seront vus comme des arbres. 

Par exemple, le terme t = u(b(e, a( x)), e) peut être représenté par l'arbre 
0' 

1\ 
b e 

/\ 
e a 

x 

u en est la racine et e, f et x en sont les feuilles. 

Un sous-arbre d'un arbre t est dit propre s'il est différent de t. 

On désigne par V(t) l'ensemble des variables apparaissant dans t. 

Un terme t est linéaire si chaque variable apparaît au plus une fois dans t. 

La profondeur d'un arbre tE Tl:(Xp), notée 1r(t), est définie par 1r(t) = 0 si t E :E0 

ou t E Xp et 1r(t) = 1 +max{ 1r(t1), ... , 1r(tn)} si t = u(th ... , t 71 ). 

La profondeur de l'arbre t = u(b(e, a(x )), e), par exemple, est ainsi 1r(t) = 3. 

Pour tout p E IN, [p] désigne l'ensemble {1, ... ,p}. 
Une torsion () de [p] dans [q] est une application de (p] dans [q]. On la notera 
< q;O(l), ... ,()(p) >.Par id[n) on désigne l'identité sur [n]. 

1.2 Systèmes de réécriture 

Une règle de réécriture est un couple (l,r) de termes tels que V(r) Ç V(l). On la 
notera l -+ r. 
l est le membre gauche de la règle et r en est le membre droit. 

Une règle 1-+ rest complète si V(r) = V(l). 
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Une règle 1-+ rest linéaire. à gauche. (respectivement linéaire à droite) si 1 (respec
tivement r) est un terme linéaire. 

Un ensembleS de règles de réécriture est appelé un système de réécriture. 
On écrit t -+s t' (out-+ t's'il n'y a pas d'ambiguïté quant au système de réécriture 
considéré) si t est réécrit en t'en utilisant une règle de S . 
...:. désigne la clôture réflexive et transitive-+. 

Un système de réécriture est lettre. à lettre si et seulement si pour chaque règle 
l' arbre apparaissant dans le membre droit est, connue dans le membre gauche, ré
duit à une lettre. 

Un système de réécriture est noethérien si et seulement si il n'y a pas de séquence 
infinie de réécritures: to -+s t1 -+s ... 

Un système de réécriture est confluent si et seulement si 
Vx, Vy, Vz E T1:(X), (z...:. x et z...:. y):;. 3t E T1:(X) (x...:. tet y...:. t). 

Soit S un système de réécriture. Un terme clos t est irréductible si et seulement 
si il n'existe aucun terme t' tel que t puisse être réécrit en t' en utilisant une règle 
de S. 
Plus particulièrement, un terme non clos a(x) de profondeur 1 (respectivement 
a(xe(t)' Xe(:.z))) est irréductible si et seulement si il n'existe aucune règle de partie 
gauche a( x) (respectivement a(xe(t)' Xe(:.z))). 
Soit Sun système de réécriture. Pour tout terme t, part on désigne une quelconque 
forme irréductible de t. 

Si S est confluent, alors la forme irréductible (ou forme normale) t de tout terme t, 
si elle existe, est unique. De plus, si S est noethérien, on peut obtenir t à partir de 
t quelle que soit la séquence de réécritures utilisant des règles de S ([Hue80]). 

On désigne par 1 RR(E) l'ensemble des formes irréductibles des termes de E. 

Un système de réécriture est non-dégénéré si et seulement si il existe au moins 
un couple d'arbres (t11 t 2) tels que t~ # t~. Si S est un système lettre à lettre dégé
néré alors il existe une lettre unique a de rang 0 telle que toute lettre u est réécrite 
en a. 
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1.3 Automates d'arbres 

Les principaux résultats concernant les automates d'arbres peuvent être trouvés 
dans le livre de F. Gecseg et M; Steinby (GS84]. On ne rappelle que ceux qui sont 
utilisés dans ce mémoire. 

Un automate ascendant d'arbres est un quadruplet A=< I:, Q, F, R > où 

- I: est un alphabet gradué 

- Q est un ensemble fini d'états 

- F est un sous-ensemble de Q composé des états finaux 

- R est un ensemble fini de règles de la forme 
u(qt(Xt), ... ,q11(Xn))-+ q(u(xb···,xn)), avec q,qb···,qn E Q, 0' E En. 

Le langage reconnu (ou forêt) par un automate ascendant d'arbres A est défini par 
F(A) ={tE T(E) 1 t ~A q(t),q E F}. 

Un automate descendant d'arbres se définit de façon analogue mais F est l' en
semble des états initiaux et les règles de R sont de la forme q(u(xb ... ,xn)) -+ 
u(qt(Xt),. · ·, 9n(xn)). 

Les forêts reconnues par les automates ascendants d'arbres sont exactement celles 
reconnues par les automates descendants. On les appelle forêts reconnaissables et on 
note REC la classe ainsi définie. 

Théorème 1.3.1 La classe REC est close par union, intersection ct complémen
taire. 

Théorème 1.3.2 Soit .r une forêt reconnaissable. La propriété ".1' = 0" est déci
dable (en temps polynômial). 

1.4 Transducteurs d'arbres 

II existe de nombreux types de transducteurs mais on peut distinguer deux classes 
principales: les transducteurs descendants pour lesquels le mouvement se fait de la 
racine vers les feuilles et les transducteurs ascendants pour lesquels, au contraire, le 
mouvement commence aux feuilles pour se terminer à la racine. 
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Un transducteur d'états finis descendant d'arbres est un quintuplet T =< I:, ~' Q, 1, R > 
où 

- I: et ~ sont les alphabets gradués des symboles d'entrée et de sortie 

- Q est un ensemble fini d'états 

- 1 est un sous-ensemble de Q composé des états initiaux 

- R est un ensemble fini de règles 
R C Q(TE[X]) x T~[Q(X)] où Q(TE[X]) = { q(t) 1 q E Q, t E T1:[X]} et 
Q(X) = {q(x) 1 q E Q, xE X}. 

Les règles des transducteurs descendants que nous considérons sont de la forme: 

avec u E En, T E T~(X,), 
q, qb ... , q, états de Q, 
et e application de [p] dans [n]. 

Si n = 0 on a alors une règle de la forme q( u) -+ T. 

Un transducteur est lettre à lettre si pour toute règle l'arbre T figurant dans le 
membre droit est réduit à une lettre de ~. 

Un transducteur est linéaire si pour toute règle la torsion 0 figurant dans le membre 
droit est injective. 

Un transducteur est complet si pour toute règle Ja torsion 0 figurant dans le membre 
droit est surjective. 

Un transducteur est sans-torsion si pour toute règle la torsion 0 figurant dans le 
membre droit est l'identité. 

Les règles de R sont en fait des règles de réécriture. 
t ...-+ t' si et seulement si 
il existe to E TI:(Xt ), u E I:n, tb ... , tn E TI:, 6 E ~m' 
il existe q, qb ... , qm E Q, 
il existe une règle q( u(xt, ... , Xn)) -+ 6( q1 (xe(t)), ... , qm(Xe(m)) dans R 
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et t = to( q(u(th ... , tn)) ), t' = to( 6(q1 (to(t)), ... , qm(to(m) )). 
~ désigne la clôture réflexive et transitive de t-t. 

Pour tout état q de Q, 'Î'9 désigne la transformation réalisée à partir de l'état q. 
Formellement, 'Î'9 = {(t, u) E T1: x TA 1 q(t) ~ u}. 
Cette notation s'étend à tout ensemble d'états E: 'Î'E = U9eE'Î'9. 
'Î' désigne la transformation associée à T (ou transduction): 'Î' = U9e1'Î'9. 

Le domaine d'une transduction 'Î', noté dom('Î'), est l'ensemble {t E T1: 1 3u E 
TA, (t, u) ET}. 

Le codomaine d'une transduction 'Î', noté im(T), est l'ensemble { u E TA 1 3t E 
T1:, (t, u) ET}. 

Une transformation Test d'image finie si et seulement si im('Î') est fini. 

Cette définition est étendue à tout sous-ensemble de 'Î': 
Une partie Ede 'Î' est d'image finie si et seulement si { u 1 3t tel que (t, u) E E} est 
fini. 

Un état d'un transducteur descendant est dit infinitaire (respectivement finitaire) 
si et seulement si une infinité (respectivement un nombre fini) d'arbres sont trans
formés à partir de cet état. 
Un transducteur dont tous les états sont infinitaires (respectivement fini tai res) est 
dit infinitaire (respectivement finitaire). 

Un transducteur descendant est déterministe si et seulement si l'ensemble des états 
initiaux est un singleton et il n'existe pas deux règles de même partie gauche. 

Un transducteur ascendant se définit de façon analogue mais cette fois 1 est l'en
semble des états finaux et R Ç T1:[Q(X)] x Q(TA[X]). 

Rappelons que les transducteurs ascendants et descendants sont incomparables en 
général mais que cette différence disparaît lorsqu 'ils sont linéaires et complets. 

Théorème 1.4.1 [Eng75] La classe des transducteurs ascendants linéaires et com
plets est égale à celle des transducteurs descendants linéaires et complets. 

Nous avons, pour les transducteurs lettre à lettre, la propriété fondamentale suivante: 
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Propriété 1.4.1 Soit T un transducteur lettre à lettre. Pour tout couple d'arbres 
(t,u) de la transformation associée 'Î', 1r(t) = 1r(u) si Test complet et 1r(t) 2:: 1r(u) 
dans le cas contraire. 

PREUVE: 

Elle se fait par récurrence sur la profondeur des arbres. 0 

A ces notions classiques, nous ajoutons les définitions et notation suivantes: 

Définition 1.4.1 Deux ensembles d'états { qh ... , q71 } et { k17 ••• ,km} d'un transduc
teur T sont globalement équivalents si et seulement si U (Tq.) = U (Tki ). 

iE(n] jE(m) 

Définition 1.4.2 Soit T un mouvement de. transformation de t = O"(t17 ••• , tn) à 
partir de l'etat q: 
T: q(O"(t1, ... , tn)) 1-+ 6(ql(te(l)), ... , qm(te(m))) ~ 6(u1, ... , Um)· 
On appelle transformation initiale sur t à partir de. 1 'état q le triplet ( 0', 6, IJ). 

Notation 
Tq(a, 6,e) désigne la transformation réalisée à partir de l'état q en appliquant la trans
formation initiale (0', 6, IJ). 

1.5 Problèmes de décision 

Un problème P, fonction des données d1 , ••• , d71 , est dit décidable s'il existe un pro
gramme déterminant si, pour tout jeu de données d1 , ••• , dn, P(d17 ••• , dn) est vraie 
ou fausse. 

Dans ce mémoire, nous contribuons à préciser la frontière entre le décidable et le 
non-décidable pour des classes de transducteurs non-déterministes d'arbres. 

Définition 1.5.1 Deux transducteurs T e.t T' sont équivalents si et seulement si les 
transformations associées T et T' sont égales. 

Pour montrer qu'on peut décider de l'équivalence pour une classe donnée de trans
ducteurs, nous réduisons le problème considéré à un problème pour lequel la dé
cidabilité de l'équivalence a déjà été établie. En fait dans cette thèse, nous nous 
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ramenons à l'égalité d'automates d'arbres, qui est un problème décidable. 

Les résultats de décidabilité de l'équivalence pour les transducteurs sont relative
ment peu nombreux: 

1. L'équivalence est en général indécidable dans le cas non déterministe ( consé
quence du résultat obtenu dans les mots par T. Griffiths [Gri68]) 

2. En 1979, Z. Esik a montré que le caractère fonctionnel d'un tranducteur, as
cendant ou descendant, est décidable. L'algorithme proposé peut être utilisé 
pour décider de l'équivalence de deux transducteurs. Les transducteurs déter
ministes étant fonctionnels, il établit ainsi la décidabilité de 1 'équivalence dans 
le cas déterministe ascendant et descendant [Esi80]. 

3. Par d'autres méthodes, le même résultat a été obtenu pour les transducteurs 
déterministes ascendants par Z. Zachar en 1978 [Zac78] et par B. Courcelle et 
P. Franchi-Zannettachi en 1982, pour les transducteurs descendants [CF82]. 

4. Plus récemment, en 1990, H. Seidl a établi la décidabilité de l'équivalence pour 
les transducteurs ascendants finiment-valués [Sei90], [Sei92]. 

Remarques 

- Dans cette thèse, tous les transducteurs considérés seront lettre à lettre. Le 
terme "lettre à lettre" sera donc généralement omis pour les transducteurs. 

- Les résultats et preuves sont généralement énoncés pour des lettres d'arité 2. Ils 
se généralisent naturellement au cas de lettres d'arité quelconque mais au prix, 
entre autres, d'une plus grande complexité des notations et d'un accroissement 
du nombre de -cas à étudier. De plus l'énoncé de certains lemmes peut être 
sensiblement différent comme nous l'illustrons dans le paragraphe 2.2.6 pour 
la généralisation du lemme 2.2.2 qui est fondamental dans notre démarche. 



Chapitre 2 

Transducteurs linéaires et 
complets 

Nous considérons dans ce chapitre la classe des transducteurs lettre à lettre linéaires 
et complets. Ces transducteurs changent seulement le label des noeuds des arbres 
qu'ils transforment et, pour chaque noeud, peuvent effectuer une permutation des 
sous-arbres. 
Nous établissons d'abord (paragraphe 1) la décidabilité de l'équivalence pour la sous
classe des transducteurs, appelés sans-torsion, pour lesquels aucune permutation de 
sous-arbres n'est effectuée. Nous montrons ensuite (paragraphe 2) que le problème de 
l'équivalence pour les transducteurs linéaires et complets peut se réduire au problème 
de l'équivalence pour les transducteurs sans-torsion. 

2.1 Transducteurs sans-torsion 

Les transducteurs descendants lettre à lettre sans-torsion sont étudiés dans ce para
graphe. Ces transducteurs, encore appelés marqueurs dans [Dau75) ( relabelings dans 
[Eng75]), ne peuvent en fait modifier que le label des noeuds des arbres reconnus. 
Les règles sont de la forme: 

q(u(xt, ... ,xn))--+ 6(qt(Xt), ... ,qn(xn)) 
ou de la forme: 

q(u)--+6. 

Classe reconnue 
On note T-LAB la classe des transformations réalisées par les marqueurs descen
dants. 

25 
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Les transformations associés à cette classe correspondent en fait aux relations dé
finis par Takahashi. En utilisant le point de vue des bimorphismes, S. Bozapalidis 
montre que l'égalité de telles relations est décidable [Boz92]. Le résultat obtenu dans 
ce premier paragraphe n'est donc pas nouveau. 

2.1.1 Décidabilité de l'équivalence 

Pour établir la décidabilité de l'équivalence dans cette classe de transducteurs, nous 
utilisons les bonnes propriétés des forêts reconnaissables en codant nos transducteurs 
dans des automates. L'idée de considérer les automates comme "outil de décision" 
n'est pas nouvelle. Dès la fin des années 60, cette technique avait été introduite par 
Doner [Don70] et utilisée dans le théorème de Rabin dans le cas des arbres infinis 
[Rab69]. Cette construction a été choisie par C. Frougny et J. Sakarovitch [FS90] 
dans leur étude des relations rationnelles à délai borné et, dans le cas des arbres, 
elle fut utilisée par M. Dauchet et S. Tison pour établir la décidabilité de la théorie 
de la réécriture close [DT90], [Tis90]. 

L'idée est d'associer à tout n-uple d'arbres un arbre dont les noeuds sont des n
uples. Ce codage repose ici sur la propriété suivante: 

Propriété 2.1.1 Pour tout marqueur T, pour tout couple d'arbres (t, u) de la trans
formation associée 'Î', les arbres t et u ont le même squelette. 

Par conséquent, une simple superposition nous permet de coder facilement tout 
couple d'arbres (t, u) en un arbre qu'on notera [t, u]. 

Exemple 

t = b 

1\ 
a a 

1 
a 

u = /3 

/\ 
0' 0' 

1 

[t, u] = [b, /3] 

1\ [a,a] [a,a] 

1 
[a, a] 

A tout marqueur T =< ~' .6., Q, 1, R > 
nous as_socions l'automate Ar=< r, Q, 1, R' > défini par: 

-f=~x.6. 
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- R' tel que q([u, 6]{xt, ... , Xn))--+ [u, 6]{q1{xt), ... , qn(xn)) E R' si et seulement si 
q(u(x~, ... , Xn))--+ 6{qt{Xt), ... , qn(xn)) E R. 

On obtient de façon évidente: 

Propriété 2.1.2 [t, u] E F(Ar) si et seulement si (t, u) E 'Î'. 

Il nous est ainsi possible d'associer une forêt reconnaissable à la transformation 
d'arbres considérée et donc d'hériter des bonnes propriétés de clôture et de décida

. bilité de la classe REC. 

Propriétés de clôture de T-LAB 

Clôture de T-LAB par union. 
Soient T1 et T2 deux marqueurs. Nous associons à T1 et T2 les automates A1 et A2 

{comme ils ont été définis précédemment). Ainsi 

T1 U T2 = { ( t, u) / ( t, u) E 'Î't ou { t, u) E 'Î'2} 
= {(t, u)/ [t, u] E F{A1) ou [t, u) E F(A2)} 
= {(t, u)/ [t, u] E F(At) U F(A2)}. 

La classe REC étant close par union, il existe donc un automate A tel que F(A) = 
F(A 1 ) u F(A2). 
Donc, 'Î'1 U T2 = {(t, u)/ [t, u] E F(A)}. Soit T le marqueur associé à A. On obtient 
alors 'Î'1 U T2 = {(t, u) ET}= Tet par conséquent T-LAB est stable par union. 0 

De la même façon, on montre que T-LAB est close par intersection et différence, 
et que le vide est décidable. 

On obtient ainsi 

Théorème 2.1.1 L'équivalence des transducteurs descendants lettre à lettre sans
torsion est décidable. 

PREUVE: 

On utilise le fait que T1 et T2 sont équivalents si et seulement si {'Î'1 -'Î'2)U{T2-'Î'1 ) = 
0. 0 

Notons que l'équivalence est ici décidable en temps exponentiel puisque l'équiva
lence des automates d'arbres l'est avec cette complexité. 
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Remarque: propriétés de non clôture 
• T-LAB n'est pas close par complémentaire. 
Exemple 
Considérons 'Î'= {(b(an(a),a),,B(an(o),o)), nE IN}. 
(t,u) = (b(a(a),a),,B(a,a(a))) E Tl:xTA-Tmaisn'estpas réalisable par un trans
ducteur sans-torsion. 

• De la même façon, on perd, dans le cas de transducteurs complets mais non 
linéaires, la clôture par intersection. 
Exemple 
Soient 'Î't = {(b(an(a), am(a)), c(aj(a), a2(a), a31(a))), nE IN, mE IN} et 
T2 = {(b(an(a), am(a)), c(aj(a), a2(a), aj(a))), nE IN, mE IN}. 
On a alors 'Îi n 'Î'2 = {(b(an(a), an( a)), c(a}(a), a2(a), aj(a))), n E IN} qui n'est 
pas réalisable par un transducteur parce que son domaine n'est pas reconnaissable 
[GS84). 

• Comme dans le cas non linéaire, nous perdons, pour les transducteurs linéaires 
complets avec torsions, la clôture par intersection. 
Exemple 
Soient 'Î'1 = {(b(an(a),am(a)),b(aj(a),a2(a))), nE IN,m E IN} et 
'Î'2 = {(b(an(a), am(a)), b(aj(a), a2(a)), nE IN, mE IN}. 
On obtient 'Î'1 n 'Î'2 = {(b(an(a), an(a)), b(a;1(a), a2(a))), nE IN} qui n'est pas réali
sable par un transducteur. 

2.1.2 Algorithme de décision 

Nous proposons maintenant un algorithme de décision de l'équivalence, pour les 
marqueurs descendants, basé sur une preuve de la décidabilité de l'équivalence ob
tenue pour les transducteurs ascendants déterministes. 
La propriété de factorisation (T 1 ) de .J. Engelfriet [Eng80) permet de conclure que 
pour résoudre le problème de l'équivalence pour deux transducteurs ascendants dé
terministes B1 et B2 , il suffit de tester l'ensemble des arbres de profondeur au plus 
4 x N1N2 , où Ni désigne le nombre d'états de Bi. 

Soient T1 et T2 deux marqueurs descendants ayant respectivement N1 et N2 états. 
Notre algorithme comprend les étapes suivantes: 

1. Construction des automates descendants A~ et A~, comme cela a été décrit au 
début de ce paragraphe. 
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Ces automates ont également respectivement Nt et N2 états. 

2. Construction des automates ascendants A~ et A~ équivalents respectivement 
aux automates A~ et A~. Ces automates étant obtenus par simple "renverse
ment des flèches", les nombres d'états sont inchangés. 

3 C . d d d ' . . Ab d t Ab d ' • 1 t . onstruct10n es automates ascen ants etermtmstes t' e .2' equtva en s 
à A~ et A~. Ces automates ont au plus respectivement zN1 et 2N2 états. 

4. On associe, à ces automates déterministes, les transducteurs ascendants "iden
tité" B1 et B2 : un couple (t, t) E Êi si et seulement si t E .1"(A~'d). Ces trans
ducteurs sont évidemment déterministes. Les nombres d'états sont inchangés, 
à savoir respectivement 2N1 et 2N2. 

Il est évident que T1 et T2 sont équivalents si et seulement si B1 et B2 le sont. 

Il nous suffira donc de tester l'ensemble de tous les arbres de profondeur au plus 
4 X 2N1 2N2 = 2N1 +N2+2. 

2.2 Transducteurs linéaires et complets 

2.2.1 Préliminaires 

Nous considérons d'abord le problème de la décidabilité de l'équivalence pour les 
transducteurs linéaires et complets dans le cas descendant (classe LCT-LL). Nous 
montrons que ce problème peut se réduire au problème de l'équivalence pour les 
marqueurs. 

Le principal problème rencontré, et illustré dans l'exemple suivant, est que, même si 
Tet T' sont des transducteurs équivalents, pour certains couples d'arbres les trans
formations ne peuvent pas être réalisées avec les mêmes torsions dans Tet dans T'. 
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Exemple 
Considérons les transducteurs T et T' définis par: 

T: q(u(x,y))-+ 6(q1(x),q2(y)) 
q1(a(x))-+ a(q1(x)) 
q2(a(x))-+ o:(q2(x)) 

T': k(u(x,y))-+ 8(k'1(x),k2(y)) 
· k(u(x,y))-+ 6(k3(y),k4(x)) 
k1(a(x))-+ a(k1(x)) 
k2(o:(x))-+ o:(k2(x)) 
k'1(a(x))-+ a(k11 (x)) 
ku(a(x))-+ a(k11 (x)) 
k22(a(x))-+ o:(k22(x)) 
k3(a)-+ a 

q1 (a) -+ a 
q2(a)-+ a 

k(u(x, y))-+ 8(k1(x), k'2(y)) 

k1 (a) -+ ëi 
k2(a)-+ a 
k'2(a(x))-+ a(k22(x)) 
ku {ëi) -+ ëi 

k22(a)-+ a 
k4(a)-+ a 

Tet T' sont des transducteurs équivalents puisqu'ils réalisent les mêmes transfor
mations: 

·Mais, pour le couple d'arbres (u(ëi, a), 8(â, a)) des torsions différentes sont nécessai
rement appliquées dans le premier pas de transformation: 

pour T, la règle utilisée initialement est 

alors que pour T' c'est 

qui est appliquée. 
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Le point essentiel de notre preuve consiste à montrer que ce phénomène est de 
profondeur bornée, c'est à dire en fait que pour des transducteurs équivalents les 
mêmes torsions peuvent être appliquées, excepté éventuellement pour un nombre 
fini d'arbres {lemmes 2.2.1, 2.2.2). 

Ensuite, pour tout entier A nous construisons la forme A-normalisée T~ d'un trans
ducteur T de telle façon que: 

1. l'équivalence des formes A-normalisées est facile à décider: ces formes nor
malisées sont en fait des marqueurs et nous utiliserons donc les résultats du 
paragraphe précédent. 

2. si T et T' sont des transducteurs équivalents alors il existe un entier A tel que 
leurs formes normalisées T~ et T~A sont équivalentes (on se base sur le fait que 
si T et T' sont équivalents alors les mêmes torsions sont appliquées sauf pour 
un nombre fini d'arbres). 

L'équivalence de T~ et T~A étant décidable, l'équivalence de T et T' est semi
décidable. 
La non-équivalence étant évidemment semi-décidable, on en conclut que l'équiva
lence est décidable (théorème 2.2.1 ). 

En corollaire, on étend ce résultat au cas des transducteurs ascendants (théorème 
2.2.2). 

Remarque 
Pour des raisons techniques, dans les paragraphes 2.2.2 et 2.2.3, nous ne considère
rous que la sous-classe de LCT-LL, notée LCT-LLï, et composée des transducteurs 
infinitaires. Les résultats obtenus sont valables dans le cas général (paragraphe 2.2.4). 

2.2.2 Transformations initiales réalisées à partir de deux 
ensembles d'états globalement équivalents d'un trans
ducteur infinitaire 

Cas des arbres de la forme u(tt, t2) avec 1r(t1) =F 1r(t2) 

Lemme 2.2.1 A partir de deux ensembles d'états globalement équivalents, les mêmes 
transformations initiales sont réalisées sur les arbres de la forme u(t11 t 2) pour les
quels 1r(t1 ) =F 1r(t2). 
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PREUVE: 

Considérons deux ensembles d'états globalement équivalents E et F d'un transduc
teur T de LCT-LLï. 
Soit q un état de E et soit (u(tt,t2),6(uhu2)) un couple d'arbres de la transforma
tion 'Î'9<~. 1• 6 > tel que 1r(t1 ) # 1r(t2). 
Pour simplifier les notations, on prendra (} = idr21 (l'autre cas, (} =< 2; 2,1 ~' se 
traite de la même façon). · 
On a donc (propriété 1.4.1) 1r(u1 ) = 1r(t1 ), 1r(u2) = 1r(t2) et par conséquent 1r(u1 ) # 
1r( u2). 

Supposons qu'il existe un état k de F et une torsion JL, JL # (} (ici JL =< 2; 2, 1 > ), 
telle que (u(tt, t2), S(ut, u2)) E 'Î'k<~. 6.,.>· 
On aurait donc k(u(tt, t2)) 1-+ 6(k1(t2), k2(tt)) ~ S(ut, u2), ce qui impliquerait 
l'égalité de 1r(t2) et de 1r( u1). C'est en contradiction avec les hypothèses. 
Par conséquent, parce que E et F sont globalement équivalents, il existe au moins 
un état kEF tel que (u(tt,t2),6(ut,u2)) E 'Î'k(u,l,e)· 0 

Cas des arbres de la forme u(th t 2 ) pour lesquels 1r(t1 ) = 1r(t2) 

L'exemple donné au début de ce paragraphe illustre le fait que, à partir d'états 
équivalents, des transformations initiales avec des torsions différentes peuvent être 
xéalisées sur les arbres de cette forme. Nous montrons par le lemme ci-dessous que 
ce phénomène est "de profondeur bornée". 

Lemme 2.2.2 A partir de deux ensembles d'états globalement équivalents les mêmes 
transformations initiales peuvent être réalù;ées sur les arbres de la forme u(tt, t 2 ) 

pour lesquels 1r(t1 ) = 1r(t2 ), excepté éventuellement pour un nombre fini d'arbres. 

PREUVE: 
Soient E et F deux ensembles d'états globalement équivalents de LCT-LLi. On 
considère la différence 'Î'E<~. 1 • 6 > - 'Î'F(u, 6, 6>· 
Dans le but de simplifier les notations nous prenons (} = idr2J· 

A 'Î'E<~.I,fl) nous associons l'ensemble Q défini par: 

Q = {((t,u),(t',u')) tel que (u(t,t'),S(u,u')) E Î'E(u,l,fl)}, 

et à 'Î'F(u,l,fl) nous associons l'ensemble K. défini par: 

IC = {((t,u),(t',u')) tel que (u(t,t'),S(u,u')) E Î'F(u,l,fl)}. 

On a donc (u(t, t'), S(u, u')) E 'Î'E(CT,I,fl)- TF(u,l,fl) <:::} ((t, u), (t', u')) E Q- K.. 
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On désignera par Qi le complémentaire de Qi dans Tt x T/1. 

Des propriétés élémentaires de la théorie des ensembles nous permettent d'expri
mer Q- K en fonction de Qia, Q'ia' Kj13 , K'j13 (avec i E [n], a E (ai], j E [m], 
/3 E [ai]). 

Q-K - ( U Qia x Q'ïJ- ( U Ki" x K'i13 ) 

iE[n], oE[o;] jE[m], PE[oJ] 

u (U(Qian(n](e))x(Q'ian( n ](',))) 
iE[n],oE[o;J PÇA eEP JEA-P 

avec A = {j13 / j E [m], /3 E [a'j]}. 

Dans le cas particulier P = 0, on pose n (1< e) =Tt. 
eEP 

Supposons que Q - À~ soit infini. 
Il existerait alors au moins i E [n], a E [ai] et P Ç A 
tel que le produit (Qian( n Ke)) x (Q'ia n( n K',)) soit infini. 

eEP JEA-P 

On pourrait donc trouver dans ce produit au moins un couple ((t,u),(t',u')) pour 
lequel 1!' ( t) # 1!' (-t'), 
c'est à dire en fait 
au moins un couple (u(t,t'),h(u,u')) de la différence 'Î'Ec~.~.e>- 'Î'F(~.~.e> avec 1r(t) # 
11'(t'). 
Ceci est impossible puisque contraire au lemme 2.2.1. 
La différence Q- JC, et par conséquent 'Î'E<~·'·'>- 'Î'F<~·'·'>' est donc finie. Cl 

Nous proposons maintenant une autre preuve de ce lemme. 
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AUTRE PREUVE: 

Signalons que cette preuve nous a été suggérée par l'un des rapporteurs de notre 
article [AnD93] soumis à la revue Rairo. 

Comme précédemment E et F sont deux ensembles d'états glob~lement é9.uivalents 
d'un transducteur T de LCT-LLi et on considère la différence TE<"·'·'>- TF( .. ,,,e> en 
prenant () = id[2]· 

A chaque couple (u(t1, t2),6(uh u2)) E 'Î'E<"·'·'>- 'Î'F( .. ,,,e> nous associons l'ensemble 
Ct= {(k1,k2) tel que 3k E F, k(u(x1,x2))--+ 6(k1(x1),k2(x2)) est une règle de T 
et (tt, ut)~ 'Î'kJ 
et l'ensemble 
C2 = {(kt, k2) tel que 3k E F, k(u(x1 , x2)) --+ 6(k1 (x1 ), k2(x2)) est une règle de T 
et (t2, u2) ~ Tk2 }. 

Si 'Î'E<"·'·'>- TF( .. ,,,e> était infini alors, parce queT est un transducteur d'états finis, 
il existerait au moins deux couples d'arbres 
(u(tt, t2), 6(u1, u2)) et (u(t'1, t'2), 6(u't, u'2)), 

- éléments de 'Î'E< ... 6,e)- 'Î'F<"·'·'>' 

- obtenus à partir d'un même état q de Epar une règle de la forme q(u(x1, x2))--+ 
6(qi(Xt), qj(X2)), 

- associés aux mêmes ensembles cl et c2 

Considérons maintenant le couple (u(t1 , t'2), 6(uh u'2)). 
Il peut s'obtenir en appliquant initialement la règle q(u(xt,x2))--+ 6(qi(xt),qj{x2)) 
et il est donc élément de TE<"·'·'>' Par contre il ne peut être obtenu à partir de 
F puisque, quelle que soit la règle k(o-(xh x2)) --+ 6(ki(xt), kj(x2)) utilisée (avec 
k E F), on a soit (tt, ut) ft Tk,, soit (t'2, u'2) ~ 'Î'ki· Ce couple serait donc élément 

de 'Î'E(tr,l,e)- 'Î'F<"·'·'> ce qui contredit le lemme précédent (lemme 2.2.1 ). 

La différence TE<"·'·'> - 'Î'F<"·'·'> est donc finie. D 

Ce résultat peut également être obtenu par une interprétation géométrique du pro
blème considéré. 
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Soit n un nombre entier. 
On appelle produit tout sous-ensemble Ex F de [n] x [n] où E et F sont deux parties 
disjointes de [n]. 

On désigne par Tn l'ensemble {(i,j) 1 i E [n],j E [n] et i < j}. 
Géométriquement, le produit [n] x [n] sera interprété comme une surface carrée de 
côté n. L'ensemble Tn représentera alors le triangle supérieur du carré. La figure 
suivante donne un exemple de produit dans le cas n = 8. 

1 

La surface hachurée est associée au produit {1,4} x {5,6}. 

1) Montrons d'abord que le recouvrement de Tn par des produits nécessite au moins 
log2 n produits. 
La preuve se fait par récurrence sur n. 
La propriété est évidemment vraie pour n = 2. 
Supposons la propriété vraie jusque n, c'est-à-dire qu'il faut au moins log2 n produits 
pour recouvrir Tn, et montrons qu'elle l'est encore pour T2n· 
Pour cela supposons T2n recouvert par log2 n produits. Soit Ex Fun de ces produits. 
Par "renumérotation", on peut toujours obtenir E = { 1, ... , p} et F = {p+ 1, ... , q}. 
On distinguera deux cas selon la valeur de p (voir figure page suivante). 

Premier cas: p > n 
Dans ce cas E x F n'intercepte pas Tn, et Tn pourrait donc être recouvert par 
log2 n - 1 produits restants. Ce qui contredit l'hypothèse. 
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Second cas: p < n 
Dans ce cas, le triangle T'n = {(i,j) 1 i < j, i E [n + 1, 2n]} n'est pas intercepté 
par E x F et par conséquent T' n pourrait être recouvert par les log2 n - 1 produits 
restants. Ce qui est impossible également. 

1 n p+ 1 q 2n 
1 

n 

2 

cas p > n 

1 

p 

n 

2 

1 p+ 1 n q 2n 

casp<n 

Par conséquent, il faut au moins log2 n + 1 = log2 2n produits pour recouvrir T211 • 

Le recouvrement de Tn, pour n = 8 par exemple, nécessite au moins 3 produits: 
-pl= {1,2,3,4} x {5,6, 7,8}, 
- p2 = {1,2,5,6} x {3,4, 7,8} 
-et P3 = {1,3,5, 7} x {2,4,6,8}. 

2) Interprétation du résultat précédent. 
Considérons deux états équivalents q et k, et supposons qu'il existe n arbres de la 
forme u(Ti, T1i), avec 1r(Ti) = 1r(T'i), pour lesquels la transformation initiale ne peut 
se faire à partir de l'état k avec la même torsion que celle qui est appliquée à partir 
de l'état q. 
Pour les arbres u(Ti,T';) avec i E [n),j E [n) et i # j les mêmes torsions initiales 
doivent pouvoir être appliquées. 
Cet ensemble d'arbres correspond en fait au carré de côté n privé de sa diagonale. 
Les n arbres u(Ti, T'i) (i E [n]) étant associés à cette diagonale. 
Ainsi, si on considère seulement l'ensemble E des arbres u(Ti, T';) avec i E [n),j E [n) 
et i < j on retrouve le triangle supérieur Tn. 
A toute règle, à partir de l'état k, assurant la transformation d'une partie de cet 
ensemble E, on associe un produit. 
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Par exemple le produit P = {1, 2} x {5, 8} correspond à une règle assurant la trans
formation des arbres u(Tt,T15), u(ThT'8), u(T21 T15) et u(T2 1 T1s). 

En corollaire du résultat combinatoire obtenu en 2) on obtient alors: 
Pour que les arbres u(Ti, T1

;) avec i E [n],j E [n] et i < j soient transductés à partir 
de l'état k avec la même transformation initiale que pour l'état q il faut au moins 
log2 n règles. 
Il faut donc au moins 2 x log2 n règles pour assurer la transformation de tous les 
arbres u(Ti 1 T1

;) avec i E [n],j E [n] et i =f:.j. 
Le nombre de règles d'un transducteur étant fini, il n'existera qu'un nombre fini 
d'arbres pour lesquels des transformations initiales différentes sont nécessairement 
réalisées à partir de deux états équivalents. 0 

A l'issue des lemmes 2.2.1 et 2.2.2, on est donc assuré de l'existence, pour tout 
couple (E, F) d'ensembles d'états globalement équivalents d'un transducteur T et 
pour toute transformation initiale ( u, 6, 0), d'un entier, qu'on peut noter À(E,F),(cr,.S,e), 

tel que dès que 1r(t) > À(E,F),(a,6,9) 1 on a (t,u) E 'Î'E<,., 6,9 ) <=> (t,u) E 'Î'F(,,6,,l' 

C'est parce que nous ne calculons pas de majorant pour ces entiers À(E,F),(cr,.S,e) que 
la décision de l'équivalence repose sur deux algorithmes de semi-décision. 

2.2.3 Forme A-normalisée d'un transducteur infinitaire 

Pour tout entier A, nous associons maintenant à tout transducteur T de LCT-LLï 
une forme normalisée appelée forme A-normalisée et construite en deux étapes. 

1. Dans une première phase, nous construisons une forme intermédiaire, appe
lée forme A-scmi-normaliséc , pour laquelle tous les arbres et sous-arbres de 
profondeur inférieure ou égale à A sont transformés globalement. Si l'entier A 
est suffisamment grand, on obtient ainsi un transducteur pour lequel à par
tir d'états équivalents les transformations peuvent se faire en appliquant les 
mêmes torsions pour tous les arbres. 

2. La forme A-normalisée, qui est un marqueur, s'obtient ensuite en modifiant 
les règles non-closes de telle façon que les torsions ne soient plus appliquées. 

La figure 2.3 illustre la démarche. 
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Equivalence T 
semi

décidable 

1 
A {T , A=l,2, ... } 

TA 

1 
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T' 

1 Formes 

{ T'\ A=l,2, ... } Semi-normalisées 

T'A 

1 
TA Equivalence T'A Formes 

A-normalisées e décidable e 

FIG. 2.1 - : Démarche dans le cas linéaire et complet 
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Les deux paragraphes qui suivent contiennent les constructions de ces formes et leurs 
propriétés. 

Forme A-semi-normalisée 

Nous avons montré dans le paragraphe précédent que, pour tout couple de transduc
teurs équivalents, il existait un entier N, tel que dès que la profondeur des arbres (et 
sous-arbres) est supérieure à N, les transformations peuvent se faire avec les mêmes 
torsions dans les deux transducteurs. 
L'idée est donc de construire, pour tout entier A, un transducteur traitant globale
ment les arbres et sous-arbres dont la profondeur est inférieure ou égale à A, c'est à 
dire les transformant en un seul pas de réécriture. La forme ainsi obtenue, appelée 
A-semi-normaliséc, est notée TA. 

Tout d'abord, pour tout état q d'un transducteur T, pour tout couple d'arbres 
(t, u) E 'Î'q et tel que 1r(t) <A, on ajoute une règle de la forme 

- q<A(t) --+ u si 1r(t) < A 

- ou de la forme qA(t)--+ u si 1r(t) = A. 

Les arbres t et u sont de plus identifiés à de nouvelles lettres. 

Nous devons également modifier les règles "non-closes" de T de telle façon que 
pour ces couples (t, u), avec 1r(t) ~ A, la transformation ne puisse pas se faire au
trement. Dans ce but nous introduisons, par l'intermédiaire des états, un contrôle 
des profondeurs des arbres qui sont transductés. 
Ainsi à tout état q du transducteur de départ T, vont être associés deux états: 

- q<A, à partir duquel seules des transformations en un pas peuvent être réalisées 

- et qA permettant la transformation des arbres de profondeur égale ou supé-
rieure à A. • 

Ainsi par exemple, on ne trouvera dans TA aucune règle 

- de la forme qA(u(x))--+ 6(qfA(x)), pour les lettres de rang 1, 

- ou de la forme qA(u(xb x2)) --+ 6(qfA(xe(1)), qJA(xe(2))), pour les lettres de 
rang 2. 
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Pour les lettres de rang 2, l'un au moins des états de sortie sera donc indicé par A, 
c'est-à-dire sera de la forme qA. 

Nous montrons alors que (lemme 2.2.4) si A est suffisamment grand, à partir de 
deux ensembles d'états globalement équivalents de la forme A-semi-normalisée, les 
transformations peuvent être réalisées en appliquant les mêmes torsions pour tous 
les arbres. · 

Construction 
Soit T =< I:, ~' Q, 1, R > un transducteur de LCT-LLï. 
Pour tout entier A, nous associons à T 
le transducteur TA =< I: U I;A, ~ U ÂA, QA, ]A, RA > pour lequel: 

:EA et ~A sont de nouveaux alphabets dont les lettres peuvent être interprétées 
comme des arbres de dom(T) et im('Î') de profondeur inférieure ou égale à A, 

QA, 1 A et RA sont définis par: 

- q<A et qA sont des états de QA si et seulement si q appartient à Q, et ils sont 
éléments de 1 A si et seulement si q est dans 1. 

- q<A(t) --+ u (resp. qA(t) --+ u) est une règle de R\ test une lettre de I;A et . 
u est une lettre de ÂA si et seulement si (t, u) E 'Î'9 avec t E Tr, et 1r(t) < A 
(resp. 1r(t) =A). 

- qA(u(x))--+ b(qf{x)) est une règle de RA si et seulement si q(u(x))-+ b(qi(x)) 
est une règle de R. 

- qA(u(xt,x2))-+ b(qt(xu(t)),qJ(xe(2))), 
qA(u(xt,x2))-+ b(qfA(xe(t)),qJ(xe(2))) et 
qA(u(x1,x2))-+ b(qt(xu(1)),qfA(xe(2))) sont des règles de RA 
si et seulement si 
q(u(x1,x2))-+ b(qi(XB(l)),qj(Xe(2))) est une règle deR. 
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Exemple 
Reprenons les transducteurs Tet T'définis dans le paragraphe 2.2.1. 
Pour A = 1, par exemple, leurs formes A-semi-normalisées TA et T'A sont définies 
par: 

Règles closes de TA 
q~A(a)--+ a 
q~A(a)--+ a 
qt(a(a)) -+ a(a) 
qNo(a))-+ a(a) 
qA(u(a, a))-+ S(a, a) 

Règles non-closes de TA 
qA(u(x,y))-+ S(qt(x),qNy)) 
qA(u(x, y))-+ S(q~A(x), qNy)) 
qA(u(x,y))-+ S(qt(x),q~A(y)) 
qt(a(x))-+ a(qt(x)) 
qNa(x))-+ a(q~(x)) 

Règles closes de T'A 
k~A(a) -+a 
kftA(a) ..... a 
kfA(a) ..... a 
kt(a(a))-+ a(a) 
kt1 (a (a)) -+ a (a) 
k;A(a(a))-+ a(a) 
kA(u(a, a))-+ S(a, a) 

k~A(a)-+ a 
k~A(a)-+ a 
kfA(a)-+ a 
kNa(a))-+ a(a) 
k~2(a(a))-+ a(a) 
k;A(a(a))-+ a(a) 

Règles non-closes de T'A 
kA(u(x,-y))-+ S(k;A(x), k~(y)) 
kA(u(x, y))-+ S(k;<A(x), kNy)) 
kA(u(x,y))-+ S(k?(x),k~A(y)) 
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kA(u(x,y))-+ 6(kNy),kNx)) 
kA(u(x,y))-+ 6(k~A(y),kNx)) 
kA(u(x, y))-+ 6(k~(y), ktA(x)) 

kNa(x))-+ a(kNx)) 
k~A(a(x))-+ a(kt1(x)) 
kt1 (a(x )) -+ a(kt1 (x)) 

· kNa(x))-+ a(kNx)) 
k;A(a(x))-+ a(k~2 (x)) 
k~2 (a(x))-+ a(k~2 (x)) 

Le couple d'arbres (u(ëi,ô),6(ëï,ô)), pour lequel des transformations initiales dif
férentes étaient réalisées dans T et T', est maintenant traité globalement. 

Les règles utilisées sont: 

qA(u(ëi, ô))-+ 8(ëi, ô) dans TA 

et kA(u(ëi,ô))-+ 6(ëï,ô) dans T'A. 

Pour ce couple, aucun autre calcul n'est possible dans TA et T'A. 
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La similitude entre les transformations réalisées dans le transducteur d'origine et 
celles obtenues dans les formes A-semi-normalisées nous conduit naturellement à 
identifier ces deux formes pour toute valeur de A. 

Identification de T et TA 
• Pour tout mouvement q(t) ~ u dans T avec 1r(t) < A, il existe dans TA 

- une règle de la forme q<A(t) --+ u si 1r(t) < A 

- ou de la forme qA(t) --+ u si 1r(t) = A. 

Ces termes clos t de dom('Î') et u de im('Î'), dont la profondeur est inférieure ou 
égale à A, sont identifiés à de nouvelles lettres dans TA. C'est donc la seule dériva
tion possible pour ( t, u) dans TA. 

• Pour tout couple d'arbres (t, u) de 'Î' avec 1r(t) > A, il existe une décomposi
tion unique de t et u en t = to{tt, ... , tn) et u = uo( Ut, ••• , un) telle que: 

- pour tout ide (n], 1r(ti) ~ A et il n'existe aucun sous-arbre de t, de profondeur 
inférieure ou égale à A, dont ti est un sous-arbre propre 

- les dérivations 
q(to(tb ... , tn)) ~ uo(qt(te(t)), ... , qn(te(n))) dans T 

et 
qA(to(tb ... , tn)) .....=.... uo(q't(te(t)), ... , q'n(te(n))) dans TA 

(avec 'Vi E (n], q'i est soit qfA soit qf) sont analogues, c'est à dire qu'elles ne 
diffèrent l'une de l'autre que par les labels des états: qfA (ou qf) est utilisé 
dans TA lorsque qi l'est dans T. 

Pour ces raisons, pour tout A nous identifions T et TA et, dans la suite, pour tout 
couple d'arbres t de TI:ui:A (resp. TAuAA ), 1r(t) désignera la profondeur de l'arbre 
correspondant de TI: (resp. TA)· 

Il nous faut maintenant montrer que, lorsque A est suffisamment grand, pour les 
formes A-semi-normalisées les transformations peuvent être réalisées avec les mêmes 
torsions pour tous les arbres. Par le premier lemme nous montrons que c'est le cas 
pour les transformations initiales, c'est-à-dire pour la transformation de la racine. 
Le second lemme généralise cette propriété à la transformation complète. 

Lemme 2.2.3 Lorsque A est suffisamment grand, à partir de deux ensembles d'états 
globalement équivalents de TA, les mêmes transformations initiales peuvent être réa
lisées pour tous les arbres. 
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PREUVE: 

Soient E et F deux ensembles d'états globalement équivalents de T" et soit (t, u) 
un couple d'arbres de f'~ (='Î'P). 
Prenons comme valeur pour A, un majorant de l'ensemble des entiers À(E,F),(a,6,6) 

obtenus pour tous les couples (E, F) d'ensembles d'états globalement équivalents et 
pour toutes les transformations initiales ( u, 6, 8). 
Le lemme 2.2.2 nous permet d'affirmer que, pour tout couple (t, u) tel que 11"(t) > A, 
les mêmes torsions initiales sont utilisées. 
On obtient le même résultat dans le cas 1r(t) < A, puisqu' alors t et u sont traités 
globalement (assimilés à des lettres de rang 0); la construction nous assurant de 
plus, grace à un contrôle des profondeurs d'arbres effectués par les états, que c'est 
le seul calcul possible. D 

Lemme 2.2.4 Lorsque A est suffisamment grand, si E et F sont deux ensembles 
d'états globalement équivalents de T" alors pour tout calcul q(t)......:..... u, avec q E E, 
il exi..r;te k E F tel que les torsions appliquées lors du calcul k( t) ......:..... u sont les 
mêmes que celles appliquées à partir de q. 

PREUVE: 

La preuve se fait par récurrence sur la profondeur des dérivations. 

Un mouvement de dérivations q(to(it, ... , tn)) ~ uo(q1 (to(t)), ... , qn(te(n))) est dit 
de profondeur p si et seulement si chaque état qi (pour i E [n]) est obtenu après 
exactement p - 1 pas de réécriture. 

Dans le but de simplifier l'écriture de la preuve, nous considérons ici deux états 
équivalents q et k. Le résultat obtenu peut se généraliser, sans difficultés majeures 
mais au prix d'une surcharge des notations, au cas d'ensembles d'états globalement 
équivalents. 

Prenons comme valeur de A un majorant de l'ensemble des entiers À(E,F),(a,6,6) ob
tenus pour tous les couples (E, F) d'ensembles d'états globalement équivalents et 
pour toutes les transformations initiales (u, 6, 8). 

On ne considère que des couples ( t, u) de 'Î'9" ( = Tf), tels que 1r ( t) > A (dans le cas 
1r(t) 5 A, t est en fait assimilé à une lettre). 

Supposons la propriété vraie jusqu 'à la profondeur p, et montrons qu'elle l'est encore 
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à la profondeur p + 1. 

Premier cas: p < 1r{!) - A. 
Soit (t,u) ET:(= Tf). Considérons le mouvement 

q(t) = q(to(tt, ..• , tn)) 

avec 1r(to) =p. 
La propriété étant supposée vraie jusqu'à la profondeur p, il existe à partir de k au 
moins un calcul appliquant les mêmes torsions (que celles utilisées dans le calcul à 
partir de q) jusqu'à la profondeur p: 

k(t) = k(to(t1, ... , tn)) 

Soit i E [n]; considérons les ensembles 
C, = {qifq(to(xl!···,xn)) t--'!-. uo(qj1 (XB(1)), ... ,q,(XB(i)), .•. ,qin(XB(n)))} et· 
D, = {kï/k(to(xJ, ... ,xn)) t--'!-. uo(kj1 (XB(1)), ... ,k,(xB(i)), ... ,kj"(xe(n)))}. 

Supposons maintenant que, à partir de ces ensembles d'états C, et D,, la trans
formation ( te(i)! u,) ne puisse pas se faire avec la même torsion initiale. 
Les ensembles d'états C, et D, ne seraient donc pasglobalement équivalents (lemme 
2.2.3 et A cl~oisi suifisamment grand) et il existerait alors au moins un couple d'arbres 
(t, u) dans Tc,- Tv,. . 
Par conséquent, pour le couple (t 0 (t1 , ••• ,t, ... ,t71 ), u0 (u1 , ••• ,u, ... ,un)) on aurait 

q(to(tl! ... , I, ... , In)) t--'!-. uo( q1 (Ie(J)), ... , q,(1), · ·., qn(18(n))) 

~ uo(uJ, ... ,u, ... ,un) 

alors que quel que soit le mouvement de dérivation 

où k, E D,, (1, u) n'est pas transformé à partir de k,. 

Les états q et k étant équivalents, (t 0(t1 , ... ,t, ... ,t71 ), uo(uJ, ... ,u, ... ,un)) E 'Î'k. 

On aurait donc nécessairement, à partir de l'état k, un mouvement de dérivation tel 
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que les torsions appliquées sont différentes de celles appliquées à partir de q avant la 
profondeur p. Ceci contredit les hypothèses. Les mêmes torsions peuvent donc être 
appliquées à la profondeur p + 1. 

Second cas: p = 1r(t)- A. 
Les mêmes torsions sont appliquées à la profondeur p + 1 puisque dans ce cas les 
arbres transformés sont identifiés à des lettres de I:;A. 0 

Forme A-normalisée d'un transducteur infinitaire 

Pour tout transducteur, nous avons obtenu à l'issue de la première phase une forme 
A-semi-normalisée telle que si l'entier A est assez grand alors à partir d'ensembles 
d'états globalement équivalents les transformations peuvent se faire avec les mêmes 
torsions pour tous les arbres. 
Il n'est donc plus nécessaire d'appliquer effectivement ces torsions. Mais, comme le 
montre l'exemple ci-dessous, il n'est cependant pas possible de simplement les sup
pnmer. 

Exemple: 
q(u(x1,x2))-+ o(q1(xt),q2(x2)) 
q1 (a) --+a 
q2(ô)--+ ô 

k(u(xbx2))-+ o(k1(x2),k2(x1)) 
kl (ô)--+ ô 
k2(a)--+ a 

Les états q et k ne sont pas équivalents parce que (u(a,ô),o(a,ô)) E 'Î'9- 'Î'k. 
Par simple suppression des torsions, ce même couple deviendrait élément de 'Î'k. On 
pourrait ainsi obtenir deux états équivalents dans la forme normalisée alors qu'ils 
ne le sont pas dans les transducteurs de départ. Pour cette raison les torsions, qui 
ne sont plus appliquées, sont codées dans les noeuds de l'arbre image. 

On aura, 
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q( u ) 

1\ 
Xt X2 

si et seulement si 

q( u ) 

1\ 
Xt X2 

< h, 8 > est considéré comme une nouvelle lettre (ici, 8 =< 2; 2, 1 > ). 

Ainsi pour l'exemple précédent, le couple (u(a, a), h(a, a)) sera codé: 
- (u(a, a),< h, id> ( < a, id>,< ô, id>)) à partir de l'état q 
-et (u(a,a),< h,8 >(<a, id>,< a, id>)) à partir de k. 

La non-équivalence des états q et k est ainsi préservée. 

Construction 
Soient T =< E,A,Q,I,R >un transducteur de LCT-LLi 
et TA =< E U EA, AU A A, QA, 1 A, RA > sa forme A-semi-normalisée. 
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On associe à T le transducteur T~ =< EU EA, Ae, QA, JA, Re > où Ae et Re sont 
définis par: 

- q(u) -+< h, id> est une règle de Re et < h, id> est une lettre de Ae si et 
seulement si q( u) -+ h est une règle de RA. 

-
- q(u(x)) -+< h,id > (qi(x)) est une règle de Re et< h,id >est une lettre de 

Ae si et seulement si q(u(x))-+ h(qi(x)) est une règle de RA. 

- q(u(x1,x2)) -+< h,8 > (qll-'(t)(x1),qo-'(2)(x2)) est une règle de Ro et< h,8 > 
est une lettre de Ae si et seulement si q(u(x1,x2 ))-+ h(q1(xo(l)),q2(x8(2))) est 
une règle de RA. 

Remarque 
Pour tout entier A, la forme A-normalisée de tout transducteur linéaire et complet 
infinitaire est un marqueur. 
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Exemple 
Reprenons les transducteurs T et T' décrits dans le paragraphe 2.2.1 de ce chapitre 
et dont la forme A-semi-normalisée a été construite pour A = 1 (paragraphe 2.2.3). 
Dans la forme !-normalisée, pour l'indication de la torsion dans la lettre image, on 
désignera par id l'identité et par p. la torsion < 2; 2, 1 >. 

Règles closes de T~. 
q~A(a) --+< a, id> 
qt{a(a)) --+<a( a), id> 
qA(u(a, a))-+< 6(a, a), id> 

q~A(a) -+<a, id> 
qNa(a)) -+< a(a),id > 

Règles non-closes de T~. 
qA(u(x,y)) -+< 6,id > (qNx),qNy)) 
qA(u(x,y)) -+< 6,id > (qfA(x),qNy)) 
qA(u(x,y)) -+< 6,id > (qNx),q~A(y)) 
qt(a(x)) -+<a, id> (qt(x)) 
qNa(x)) -+<a, id> (qNx)) 

Règles closes de T~. 
kfA(a) -+<a, id> 
kf/(a) --+<a, id> 
k~A(a) -+<a, id> 
kt{a(a)) -+< a(a), id> 
kf1 (a(a)) -+<a( a), id> 
k~A(a(a)) -+<a( a), id> 
kA(u(a, a))-+< 6(a, a), id> 

Règles non-closes de T~A. 

k~A(a) -+< a, id> 
k<A( -) - "d 22 a -+< a,z > 
ktA(a) -+< a, id> 
kNa(a)) -+< a(a),id > 
k~2(et(a)) -+< a(a),id > 
k;A(a(ëi)) -+< a(ëi),id > 

kA(u(x, y))-+< 6, id> (k;A(x), kNy)) 
kA(u(x,y)) -+< 6,id > (k~<A(x),kNy)) 
kA(u(x, y))-+< 6, id> (k;A(x), k~A(y)) kA(u(x,y)) -+< 6,p. > (kNx),kNy)) 

kA(u(x, y))-+< 6, p.> (k~(x), k~A(y)) 
kA(u(x, y))-+< 6, p.> (k~A(x), k:(y)) kA(u(x, y))-+< 6, id> (kt{x), k;A(y)) 

kA(u(x, y))-+< 6, id> (kfA(x), k;A(y)) 
kA(u(x, y))-+< 6, id> (kf(x), k;<A(y)) 

kt{a(x)) -+<a, id> (kt{x)) 
k~A(a(x)) -+<a, id> (kf1(x)) 
kf1(a(x)) -+<a, id> (kf1(x)) 

kNa(x)) --+<a, id> (kNx)) 
k;A(a(x)) --+<a, id> (k~2 (x)) 
k~2 (a(x)) --+<a, id> (k~2 (x)) 
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2.2.4 Décidabilité de l'équivalence dans LCT-LL 

Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents s'étendent facilement au cas 
général des transducteurs non nécessairement infinitaires. 
Il est clair que, pour tout A, la forme A-normalisée de tout transducteur de LCT-LL 
se construit de la même façon. 
De plus, si NF est le nombre d'états finitaires d'un transducteur T, a~ors la pro
fondeur de tout arbre de dom(T) transformé à partir d'un état finitaire est au plus 
NF. Par conséquent dès que A est supérieur à NF les seuls états intervenant sont 
infinitaires. Les lemmes 2.2.3 et 2.2.4 sont donc valables dans le cas général. 

Lemme 2.2.5 Soit T et T' deux transducteurs de LCT-LL. Lorsque A est suffi
samment grand, T ct T' sont équivalents si et seulement si les marqueurs T~ et T~A 
sont équivalents. 

ELEMENTS DE PREUVE: 

Par le lemme 2.2.4 nous savons que, lorsque l'entier A est suffisamment grand, si E 
et F sont deux ensembles d'états globalement équivalents alors les transformations 
à partir de E et F peuvent se faire avec les mêmes torsions pour tous les couples 
d'arbres. Il est maintenant évident que l'équivalence des états est préservée lors de 
la construction de la forme A-normalisée puisque les torsions qui ne sont plus ap
pliquées sont codées dans les noeuds des arbres produits en sortie. Ainsi, pour une 
valeur suffisamment grande de A, T~E = T~F <=> 'Î'E =TF. 
Pour transposer ce résultat au cas de deux transducteurs T =< :E, ~' Q, 1, R > 
et T' =< :E, A, Q', J', R' >, avec Q n Q' = 0 (par renommage des états d'un des 
deux transducteurs, on peut toujours se ramener à cette situation), il nous suffit de 
considérer le transducteur T =< :E, A, Q U Q', 1 U /',RU R' >. On applique alors les 
résultats précédents aux ensembles d'états 1 et /'. 0 

On peut maintenant établir le résultat suivant: 

Théorème 2.2.1 L'équivalence des transducteurs descendants lettre à lettre linéaires 
et complets est décidable. 

PREUVE: 

Parce que l'équivalence des marqueurs est décidable, le lemme 2.2.5 établit la semi
décidabilité de l'équivalence. 
La non-équivalence étant évidemment semi-décidable, nous concluons. 0 
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2.2.5 Cas des transducteurs ascendants 

Dans ce paragraphe, nous étendons le résultat précédent au cas des transducteurs 
lettre à lettre, linéaires et complets mais maintenant ascendants . 
On désignera par LCB-LL la classe ainsi définie. 

Dans {Eng75], J.Engelfriet a montré que la classe des transducteurs ascendants 
linéaires et complets est égale à celle des transducteurs descendants linéaires et 
complets (théorème 1.4.1 dans ce mémoire). 

Soient Bt et B2 deux transducteurs ascendants lettre à lettre linéaires et complets, 
et Tt et T2 les transducteurs descendants linéaires et complets réalisant respective
ment les mêmes transformations. 
Les transducteurs Tt et T2 s'obtiennent à partir de B1 et B2 par "renversement des 
flèches": 

si u(qt(Xt), ... , qn(xn))-+ q(u(xe(t), ... , Xe(t))) est une règle de Bt (resp. B2) 
alors q(u(xl! ... ,xn))-+ u(qt(Xe(t)), ... ,qn(Xe(t))) est une règle de Tt (resp. T2). 

Tt et T2 sont donc lettre à lettre. 

L'équivalence est décidable dans LCT-LL, elle l'est donc dans LCB-LL. 

Théorème 2.2.2 L'équivalence des transducteurs ascendants lettre à lettre linéaires 
et complets est décidable. 

2.2.6 Cas de lettres de rang supérieur à 2 

Dans les paragraphes précédents, les preuves ont été réalisées pour des lettres de 
rang au plus 2. Des résultats de même nature sont obtenus pour des lettres de rang 
supérieur à 2 mais quelques différences existent cependant dans l'énoncé de certains 
lemmes. C'est le cas, par exemple, pour la généralisation du lemme 2.2.2. En effet 
comme l'illustre l'exemple suivant, la différence 'Î'9<~. 6, 6> - 'Î'k<~. 6, 6 > peut être infinie ( q 
et k étant équivalents). 

Considérons le transducteur T défini par: 
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q( u(.x, y, z)) -+ c5(qt (.x), q2(Y ), q3(z)) 
qt (a( .x)) -+ a( ql (.x)) 
q2(~(.x))-+ ~(q2(.x)) 
q3('-y(.x))-+ -y(q3(.x)) 

k(u(.x, y, z))-+ c5(qt(.x), k2(y), q3(z)) 
k(u(.x, y, z))-+ c5(q1(.x), k4(z), ks(y)) 
k2(~(.x))-+ ~(q2(.x)) 
k3('-y(.x))-+ -y(q3(.x)) 
k4(.:Y) -+ p 
ks(P) -+ .:Y 

qt(ô)-+ ô 
q2(P) ..... P 
q3 (.:y) -+ ;;y 
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Les états q et k sont équivalents et pourtant, quel que soit ( T, T
1

) E 'Î'91 , pour tous 
les couples de la forme (u(T,#,.:y),c5(T',P,.:Y)), c'est à dire donc pour une infinité 
de couples, des transformations initiales différentes seront appliquées à partir de q 
et de k. A partir de q la torsion initiale est 6 =< 3; 1, 2, 3 > et à partir de k on 
applique la torsion 6' =< 3; 1, 3, 2 >. On remarquera cependant que cette infinité 
est uniquement due aux couples ( T, T

1
) et qu'en considérant la "projection" de cet 

en sem bles de couples sur les deux dernières composantes (celles sur lesquelles 6 et 
6' diffèrent), on se ramène à des ensembles finis. 
Nous donnons maintenant la généralisation du lemme 2.2.2 en considérant, pour 
simplifier les notations, des lettres de rang 3. 

Pour toute transformation initiale ( u, c5, 6), on définit 
Q(u,cS,B) = {((t,u),(t',u'),(t",u")) 1 (u(t,t',t"),c5(u,u',u")) E 'Î'9<"·'·'>} 
et K(u,cS,B) = {((t,u),(t',u'),(t",u")) 1 (u(t,t',t"),c5(u,u',u")) E 'Î'k<"·'·'>}. 
Considérons 'D = ( Q(u,cS,B) - k(u,cS,B)) n k(u,cS,B') où 6' est une torsion différente de 
6. On montre alors que la projection de 'D sur 1 'ensemble { i 1 6( i) # 6' ( i)}, notée 
'D{iiB(i)#'(i)}' est finie. Le lemme s'énonce alors ainsi: 

Lemme 2.2.6 Soient q et k deux états d'un transducteur T linéaire et complet. 
Pour toute transformation initiale ( u, c5, 6), pour toute torsion 6' # 6, la différence 
((Q(u,c5,9)- .t:(u,c5,9)) n K(u,c5,81)){iiB(i)#'(i)} est finie. 

PREUVE: 

Prenons 6 = id[3]· 

A partir de q les règles sont donc de la forme q(u(.xh .x2, .x3)) -+ c5(qi(.xt), q;(.x2), q;' (.x3)) 
avec i E [n] 
et à partir de k les règles sont de la forme k(u(.xt, .x2, .x3))-+ c5(k;(.x1), k;(x2), k;'(x3)) 
(j E [rn]). 
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Supposons qu'il existe p règles k(u(x~,x2,x3)) ~ é(lr(Xe•(t)),l~(xe'(2)),C(xe'(3))) 
( r E (p]) pour la transformation initiale ( u, é, 0'). Pour tout i on notera respecti-
vement Q,, K, et L, les transformations 'Î'9., 'Î'ki et 'Î',i. . 

Comme dans la preuve du lemme 2.2.2, on exprime V sour forme d'une union de 
produits cartésiens. 

V - (( U Q, x Q', x Q",)- ( U Ki x K'i x K"i)) n ( U Lr x L'r x L"r) 
iE[n] jE[m] rE(p] 

U ( U (Q, n ( n (Ker)) x Q', n ( n (K'13)) x Q", n ( n (K'-y)))) 
iE(n) {J1,J2,J3} crEJ1 {3EJ2 -yEJ3 

n( U Lr x L'r x L"r)· 
rE(p) 

avec J1, J2 et J3 parties de [m) et J1 U J2 U J3 = [m). 

En utilisant des propriétés élémentaires de la théorie des ensembles, on obtient: 

(Q, n ( n (Ker)) n Lr x Q', n ( n (K'13)) n L'r x Q~', n ( n (K'-y)) n L"r))). 
crEJ1 fJEJ2 -yEJ3 

Montrons maintenant que V{iiB(i)#'(i)} est finie. 
Premier cas: ca rd( { i 1 0( i) # 0'( i)}) = 3 
Supposons v{iiB(i):;éB'(i)} infinie. 
Il existerait alors i E [n), J1 , J2 , J3 parties de (m) et rE [p] tels que 
(Q,n( n (Ka))nLr x Q',n( n (K'13))nL'r x Q",n( n (K'-y))nL"r) est infini. 

crE~ {JE~ -yEh 
L'un des facteurs, au moins, est donc infini. Supposons que ce soit le premier. Il 
existerait alors au moins un triplet ((t, u), (t', u'), (t", u")) élément de V et tel que 
1r(t) > 1r(t') et 1r(t) > 1r(t"). Parce que le transducteur considéré est complet, il y 
a conservation des hauteurs. On a donc 1r(t) = 1r(u), 1r(t') = 1r(u'), 1r(t") = 1r(u") 
et par conséquent 1r(u) > 1r(t') et 1r(u) > 1r(t"). Dans le cas considéré ici, les seules 
valeurs possibles pour (}' sont < 3; 2, 3, 1 > et < 3; 3, 1, 2 >. Dans le premier cas on 
devrait donc produire u à partir de t'ce qui est impossible puisque 1r(u) > 1r(t') et 
pour la seconde torsion on devrait produire u à partir de t", ce qui est impossible 
également puisque 1r( u) > 1r(t"). Cette différence est donc finie. 
Second cas: card({i 1 O(i) # O'(i)}) = 2 
C'est le cas des torsions (}' =< 3; 1, 3, 2 >, (}' =< 3; 3, 2, 1 > et (}' =< 3; 2, 1, 3 >. 
On retrouve alors ici la situation du cas des lettres de rang 2. 0 



2.2. Transducteurs linéaires et complets 53 

Cette extension du lemme 2.2.2 nous permet ensuite, par la construction de formes 
semi-normalisées qui généralisent celles construites dans les paragraphes précédents, 
de rendre vides ces différences ( { Q(0',6,9) - X.:(11,6,9)) n J\::(11,6,9') ){il9(i)~9'(i)} et donc d'ob
tenir des transformations avec les mêmes torsions pour tous les couples d'arbres. 
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Chapitre 3 

Transducteurs descendants 
linéaires 

Nous proposons dans ce chapitre une première extension du résultat de décidabilité 
de l'équivalence, obtenu dans le chapitre précédent, au cas des transducteurs des
cendants lettre à lettre linéaires mais qui maintenant ne sont plus complets. 
Ces transducteurs se caractérisent par le fait que lors des transformations certains 
sous-arbres d'un noeud (voire tous les sous-arbres) peuvent être supprimés avant 
même d'avoir été reconnus puisque le mouvement est ici descendant. 

On note LT-LL la classe des transducteurs descendants lettre à lettre linéaires. 

Nous adopterons la même démarche que dans le chapitre précédent, à savoir: 

1. étudier, du point de vue des torsions, les transformations réalisées à partir 
d'états équivalents 

2. construire des formes normalisées qui nous permettent d'utiliser des résultats 
existants de décidabilité. Ici encore, ces formes normalisées seront des mar
queurs. 

La figure 3.1 illustre la démarche. Celle-ci est analogue à celle utilisée dans le cha
pitre 2 en lui ajoutant cependant une phase de "complétion" des transducteurs. 
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Equivalence T T' 

j 
semi-

décidable j 
{TA, A=1,2, ... } {T'~ A=1,2, ... } 

Formes 

Semi

normalisées 

TA 

1 
TA 

c 

j 
Tg 

T'A 

1 
T'A 

c 

j 
Equivalence 

T~A décidable 

Formes 

complètes 

Formes 
normalisées 

FIG. 3.1 - : Démarche dans le cas linéaire 
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Nous ne donnerons donc, dans ce chapitre, que les constructions et propriétés qui 
sont spécifiques au cas des transducteurs non complets en ne considérant, dans un 
premier temps, que des transducteurs infinitaires (sous-classe LT-LLï)· 

3.1 Transformations initiales 

Considérons le transducteur non-complet T =< :E, ~' Q, 1, R >avec 
Eo ={a}, Et= {a, a} et E2 = {u}, 
~o = {ëi,e,J}, ~2 = {6} 
et les règles: 

q(u(xhx2))-+ 6(qt(x2),q2(xt)) 
qt(a(x))-+ e 
q2(a(x))-+ f 

k(u(xb x2))-+ 6(kt (xt), k2(x2)) 
k1(a(x))-+ e 
k2(a(x))-+ f 

Les transformations réalisées à partir des états q et k sont égales: 

'Î'q = 'h = {(u(a(r),o(r')),6(e,J)) 1 r,r' E T(:E)}. 

Et pourtant des torsions différentes sont appliquées initialement à tous les arbres: 
à partir de l'état q une permutation des sous-arbres de la racine est effectuée alors 
qu'à partir de k la transformation est sans-torsion. 

A la différence de ce qui a été montré dans le cas des transducteurs linéaires et 
complets, nous avons ici une infinité de couples d'arbres pour lesquels les transfor
mations initiales se font nécessairement avec des torsions différentes. Nous montrons 
par le lemme ci-dessous que cet ensemble de couples est d'image finie. 

Lemme 3.1.1 Soient q et k deux états équivalents d'un transducteur T de LT-LLï. 
Pour tout couy le ( Oj 6) E :E2 x ~P avec p :::; 2, pour toute torsion (} de [p] dans [2], 
la différence Tq9 - Tk9 est d'image finie. 

PREUVE: 

Nous distinguons trois cas. 

Premier cas: u et 6 sont de même rang. 
Les règles sont alors de la forme q(u(x1,x2))-+ 6(q1(xe(t)),q2(xe(2))). 

Dans le but de simplifier les notations, nous prendrons (} = id121 et la seule autre 



58 Chapitre 3. Transducteurs descendants linéaires 

torsion possible sera p.=< 2; 2,1 >. 
Considérons la différence 'Î'9, - Î'k,. 
Supposons qu'il existe, 
à partir de l'état q, n règles de la forme q(cr(x1,x2 ))--+ c5(qi(x1 ),q;(x2)) avec i E [n] 
et 
à partir de l'état k, m règles de la forme k(cr(x1 , x2)) -+ c5(kj(x1), k;(x2)) .avec 
jE [m]. 

On désigne par Q l'ensemble {((u, v), (u', v')) E 'Î'9, x 'Î'
9
:, i E [n]} et par Je l'en

semble {( ( u, v), ( u', v')) E 'Î'kJ x 'Î'k', j E [m]}. 
J 

Ainsi, ((u,v),(u',v')) E Q-JC <=> (cr(u,u'),c5(v,v')) E 'Î'9,- 'Î'ke· 

T 9 désigne le complémentaire de 'Î'9 dans TE x Tt::.. 

Des propriétés élémentaires de la théorie des ensembles nous permettent d'expri
mer Q - Je en fonction de T9,, 'Î'9·, 'Î'kJ, Tk'. 

1 J 

Q-JC - ( U 'Î'9, x 'Î'
9
·)- ( U f'kJ x tk.) 

iE(n] 1 jE(m] J 

U ( U ('Î'9, n (n(TkJ))) x ('Î'
9

• n (n(Tk•J))). 
ie(n] J~(m] jeJ 1 1eJ 

Supposons que Q -Je ne soit pas d'image finie (ce qui est possible dans le cas de 
transducteurs infinitaires). 
Il existerait alors au moins i E [n] et J ç [m] tels que Tq, n ( n (Tk )) ou 'Î'q' n 

jEJ J 1 

( n (Tk',)) ne soit pas d'image finie. 
1eJ 

Prenons, par exemple, le cas où 'Î'9, n ( n (TkJ)) n'est pas d'image finie. Pour tout 
jEJ 

couple (u',v') de f', n (n(Tk·,)) 'il existerait un couple (u,v) de Tq; n ( n (Tk)) 
qi leJ jeJ J 

tel que 1r( v) > 1r( u'). 
C'est-à-dire (cr( u, u'), c5( v, v')) E 'Î'9, - 'Î'k, avec 1r( v) > 1r( u'). Ce couple ne pouvant 
pas être élément de Î'k,. (propriété 1.4.1 ), on arrive à une contradiction avec 1 'hypo
thèse d'équivalence de q et k. 
Par conséquent, Q - Je est d'image finie. 

Second cas: c5 est de rang 1. 
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Considérons, par exemple, le cas où 8 =< 2; 1 >. 
Soit ( u( t, t'), c5( u)) E 'Î'99 - 'Î'k,. 
Alors, pour tout arbre TE TI:, (u(t,T),c5(u)) E 'Î'9,- 'Î'k,· 
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Les états q et k étant équivalents, il existerait au moins une autre torsion JL (ici 
p =< 2;2 >)telle que (u(t,T),c5(u)) E 'Î'k,. pour tout T, et en particulier dans le cas 
T E :Eo. Donc u E ~o. 
Par conséquent, pour tout {u(t,t'),c5(u)) E 'Î'9, -'Î'k,, 1r(u) =O. 

Troisième cas: les règles sont de la forme q(u(x1,x2)) --+ f où fest une lettre de 
rang O. Dans ce cas, la différence 'Î'99 - 'Î'ke est évidemment vide. D 

Remarque 
Ces résultats, obtenus pour des états équivalents, s'étendent naturellement au cas 
d'ensembles d'états globalement équivalents. 

3.2 Forme A-normalisée d'un transducteur infi
nitaire 

Comme dans le chapitre 2, pour tout A on associe à tout transducteur T de LT-LLï 
une forme A-normalisée construite en deux étapes. 
La forme A-semi-normalisée de T, obtenue par la première construction, vise le 
même objectif à savoir avoir un traitement global de tous les couples d'arbres ou de 
sous-arbres dont la profondeur est au plus A. 
Mais cette fois, à cause de la non-complétude, c'est la profondeur de l'arbre obtenu 
en sortie qui sera prise en compte. 
Ainsi, pour tout couple (t, u) de 'Î', avec 1r(u) :5 A, t sera transformé en u en un 
seul pas dans T\ les arbres t et u étant identifiés à de nouvelles lettres, éléments de 
nouveaux alphabets notés :EA et ~A, et t pouvant être un terme non clos. 
De même, nous montrons que si A est suffisamment grand alors, dans la forme A
semi-normalisée, à partir d'ensembles d'états globalement équivalents, les transfor
mations peuvent être réalisées avec les mêmes torsions pour tous les arbres (lemme 
3.2.2). 

Dans la seconde phase, après avoir rendu complète la forme semi-normalisée, nous 
construisons la forme A-normalisée dans laquelle les torsions sont exprimées dans 
J'image des arbres mais non appliquées effectivement. Cette forme A~normalisée est 
un marqueur. 
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Forme A-semi-normalisée 

Au transducteur T =< E, Â, Q, 1, R >, de LT-LLï, nous associons le transducteur 
TA =< EU :r;A,Â U ÂA,Q\1\RA >,pour lequel :r;A et ÂA sont de nouveaux 
alphabets dont les lettres peuvent être interprétées respectivement comme des arbres 
ou des préfixes d'arbres de dom(T) et des arbres de im(T) de profondeur inférieure 
ou égale à A, et construit de la façon suivante: 

- q<A et qA sont des états de QA si et seulement si q est un état de Q et ils sont 
éléments de 1 A si et seulement si q est dans 1. 

- q<A(t) -+ u (resp. qA(t)-+ u) est une règle de RA, test une lettre de r,A et u est 
une lettre de ÂA si et seulement si (t, u) E Tq avec tE Tr; et 11'(t) = 11'(u) <A 
(resp. 11'(t) = 11'( u) = A). 

- q<A(t0 (x1 , ••• ,xn))-+ u (resp. qA(to(Xt, ... ,xn))-+ u) est une règle deR\ 
t0 est une lettre de rang n de r,A et u est une lettre de Â A si et seulement si 
q(to(x1 , ••• ,xn)) ~ u dans T avec 11'(io) = 11'(u) <A (resp. 11'(to) = 11'(u) = 
A). 

- qA(u(x))-+ ô(qf(x)) est une règle de RA si et seulement si q(u(x))--+ ô(qi(x)) 
est une règle de R. 

- qA(u(xt,x2))--+ ô(qt(xe(l)),qJ(xe(2))), 
qA(u(x1,x2))--+ ô(qfA(xe(l)),qJ(xe(2))) et 
qA(u(xb x2))--+ ô(qf(xe(I)), qfA(xe(2))) sont des règles de RA 
si et seulement si 
q(u(x1 , x2))--+ ô(qi(Xe(I)), qj(Xe(2))) est une règle deR. 

- qA(u(x1,x2))--+ ô(qt(xe(1))) est une règle de RA 
si et seulement si q(u(x1,x2))--+ ô(qi(Xe(I))) est une règle deR. 

La similitude des transformations réalisées dans le transducteur d'origine et dans 
toute forme A-semi-normalisée, nous conduit naturellement à les identifier. 

Identification de T et TA 
• Soit q(t).....:,... u un mouvement de dérivation dans T, avec 11'(u):::; A. 
Premier cas: 11'(t) = 11'(u). 
Nous avons alors dans TA une règle de la forme q<A(t) -+ u si 11'(t) < A, ou de la 
forme qA(t)-+ u si 11'(t) =A. 
Second cas: 11'(t) > 11'(u) 
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Il existe une décomposition unique de t en t0(t 1 , ••• , tn) telle que 1r(t0 ) = 1r(u) et, 
pour tout n-uple d'arbres Tt, ... , Tn, q(to( Tt, ... , Tn)) ....!o+ u. 
On a alors, dans TA 

- une règle de la forme q<A( t0 ( Xt, . .. , xn)) -+ u si 1r( u) < A, 

- ou de la forme qA(t0(xh ... ,xn))-+ u si 1r(u) =A 

et ainsi q<A(t) ~--+ u ou qA(t) ~--+ u. 

En fait, ici nous confondons les arbres de profondeur inférieure ou égale à A, tels 
que t 0 ou u, avec de nouvelles lettres. Le contrôle des profondeurs d'arbres assuré 
par les états ( q<A ou qA) assurent que c'est le seul mouvement de dérivation possible 
pour (t, u) dans TA. 

• Pour tout couple d'arbres (t,u) de 'Î' avec 1r(u) > A, il existe une décomposi
tion unique u = uo(uh ... , u,.) et t = to(tt, ... , tm) (rn~ n) telle que 

- pour tout i E [n], 7r(ui) ~A 

- il n'existe aucun sous-arbre de u, de profondeur inférieure ou égale à A, dont 
Ui est un sous-arbre propre 

-et q(to(X], ... ,xm)) ....!o+ uo(qt(Xs(l)), .. ,qn(XB(n))) dans T. 

Les mouvements de dérivation 

- q( to( t11 ... , tm)) ....!o+ uo( ql ( ts(l)), ... , q,. ( ts(n))) dans T 

- et qA ( to( th ... , tm)) ....!o+ ua( q' 1 ( ts(t) ), ... , q' n ( ts(n))) dans TA (pour tout i de 
[n], q'i est soit qfA si ?r(ts(i)) <A, soit qf si 1r(tB(i)) =A) 

sont analogues, en ce sens qu'ils ne diffèrent que par les états rencontrés. 

Par conséquent, pour tout A nous identifions T et TA. 
Dans la suite, pour tout arbre t de TI:ui:", 1r( t) désignera la profondeur de "l'arbre 
correspondant" de TE· 

De la même façon que dans le cas de transducteurs linéaires et complets (chapitre 
2), on prouve successivement les résultats suivants: 

Lemme 3.2.1 Lorsque A est suffisamment grand, à partir de deux ensembles d'états 
globalement équivalents de TA les transformations initiales peuvent être réalisées 
avec les mêmes torsions pour tous les arbres. 
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PREUVE: 

La preuve est analogue à celle du lemme 2.2.3. 
Soient E et F deux ensembles d'états globalement équivalents de TA et soit (t, u) 
un couple d'arbres de Tb (='Î'P). 
On prend comme valeur pour A un majorant de l'ensemble des entiers ~(E,F),(CT,6,8) 
obtenus pour tous les couples (E, F) d'ensembles d'états globalement équivalents et 
pour toutes les transformations initiales ( u, 8, 0). 
Dans le cas où 11'( u) > A, le lemme 3.1.1 et la construction de TA nous permettent 
d'affirmer que les mêmes torsions initiales peuvent être appliquées. 
Dans le cas 7r(u) ~A, u est en fait une lettre de AA et test alors soit une lettre de 
I;A, soit un arbre de la forme t 0(t17 ••• , tn) avec t 0 E I;A. Dans ces deux cas, il existe 
au moins un état qi E E et un état ki E F à partir desquels t est réécrit en u en un 
seul pas. 0 

Lemme 3.2.2 Lorsque A est suffisamment grand, à partir de deux ensembles d'états 
globalement équivalents de TA les transformations peuvent être réalisées avec les 
mêmes torsions pour tous les arbres. 

PREUVE: 

La preuve est analogue à celle du lemme 2.2.4. 0 

Forme A-normalisée 

A partir de TA nous construisons le marqueur T~ en deux étapes. 
Puisque, pour les formes A-semi-normalisées (avec A suffisamment grand), les mêmes 
torsions peuvent être appliquées à tous les arbres à partir d'états équivalents, les 
mêmes sous-arbres seront supprimés. De plus, lors d'une transformation descen
dante, les sous-arbres supprimés ne sont pas préalablement reconnus. On peut par 
conséquent, tout en préservant l'équivalence des états, répercuter dans les arbres 
d'origine ces suppressions. On obtient ainsi un transducteur complet. Son alphabet 
d'entrée est noté I:~. Chaque lettre u- de cet alphabet est obtenue à partir d'une 
lettre u deI: U I;A et son arité (notée p(u-)) est inférieure ou égale à celle de u. On 
aura p( u-) < p( u) dans le cas où u est transformée par une règle non-complète (la 
différence p( u) - p( u-) étant égale au nombre de branches supprimées) et u- = u 
dans le cas contraire. La seconde phase, de construction d'un marqueur, est iden
tique à celle décrite dans le chapitre 2. 
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• Première phase: complétion de TA 
A partir de TA =< 1:; U I;A, ~ U ~A, QA, ]A, RA > 
construction de TcA =< !;~, ~ U ~A, QA, 1 A, R~ > de la façon suivante: 

- q<A(tï, ... ,n) __. u {resp. qA(tï, ... ,n) __. u) est une règle de R~ et tï, ... ,n est 
une lettre de rang 0 de !;~ si et seulement si q<A(t(x1, ••• , xn)) -+ u {resp. 
qA(t(xt, ... ,xn))-+ u) est une règle de RA. 

- qA(o-:Z(x)) __. 8(qt(x)) (resp. qA(o-ï(x))-+ 8(qt(x))) est une règle deR~ et o-2 
(resp. o-ï) est une lettre de rang 1 de 1:~ si et seulement si qA(o-(xt,x2)) __. 

8(qt{x1 )) (resp. qA(o-(xt,x2))-+ 8(qt(x2 ))) est une règle de RA. 

- Chaque règle complète (c'est à dire une règle pour laquelle la torsion en partie 
droite est une bijection) de RA est une règle de R~ et la lettre transformée par 
cette règle est une lettre de 1:~. 

• Seconde phase: construction du marqueur 
A partir de TcA =< !;~,AU AA, QA, JA, R~ >, 
construction du marqueur T~ =< 1:~, Ae, QA, ]A, Re >. 
La construction, identique à celle réalisée précédemment pour les transducteurs li
néaires et complets, peut être trouvée dans le chapitre 2. 
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Exemple 
Reprenons les transducteurs Tet T' définis dans le paragraphe 3.1 et construisons 
les formes A-normalisées pour A = 2. 

Formes semi-normalisées 

T2 : qA(O'(xt, x2))-+ 6(qt{x2), qNx1)) 
qA(O'(xt, x2)) -+ 6(q~A(x2), qNx1 )) 
qA(O'(Xt, x2))-+ 6(qt{x2), q~A(xl)) 
q~A(o(x))-+ e 
q~A(a(x))-+ f 

q<A(O'(a(x1), o(x2)))-+ 6(e,!) 

T'2 kA(O'(xllx2))-+ 6(kt(x1), kNx2)) 
kA(O'(xll x2))-+ 6(k~A(x1), kNx2)) 
kA(O'(x1 , x2)) -+ 6(kt{x1), k~A(x2)) 
k~A(a(x))-+ e 
k~A(o(x))-+ f 

k<A(O'(a(x1 ), a(x2)))-+ 6(e,!) 

Formes normalisées 

q<A(O'(aï,a})) -+< 6(e,J),id > 

T~ kA(O'(Xt, x2)) -+< 6, id> (kt( xl), k~(x2)) 
kA(O'(Xt,x2)) -+< 6, id> (k~A(xi), kNx2)) 
kA(O'(x1, x2)) -+< 6, id> (kNx1), kiA(x2)) 
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k~A(aï) --+< e, id> 
k~A(aï) --+< f,id > 

k<A(u(aï,aï)) --+< 6(e,J),id > 
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Dans ces formes normalisées id et p. désignent respectivement l'identité et la torsion 
< 2; 2,1 >. 

On remarquera que les 3 premières règles non-closes de TJ et T~2 génèrent ini
tialement des couples de lettres différentes mais que tout mouvement de dérivation 
s'arrête là puisqu'il n'existe aucune règle à partir des états qt, q~, kt et k~. 

Les transformations 'Î'ê et 'f;J sont en fait complètement réalisées par les règles 

q<A( u( aï, aï)) --+< 6( e, !), id> 

et k<A(u(aï,aï)) --+< b(e,J),id >. 
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Lemme 3.2.3 Soient E et F deux ensembles d'états globalement équivalents de la 
forme A-semi-normalisée TA d'un transducteur T et soit T~ sa forme A-normalisée. 
Lorsque A est suffisamment grand, 'Î'~ = f'p si et seulement si 'Î'~E = 'Î'~F· 

ELEMENTS DE PREUVE: 

Entre TA et r: existent les relations décrites dans le diagramme ci-dessous. 

· dom(TA) 

s 

dom(T:) 

où V est le transducteur lettre à lettre, construit à partir de TA, et modifiant 
dom(TA) de telle façon que T: soit complet: 

Regles de TX Regles de V 
q(o-)-+ h q(o-)-+ 0" 

q(o-(xt))-+ h(q1(x1)) q(o-(xi))-+ o-(q1(x1)) 
q(o-(x1))-+ h q(o-(x1))-+ o-1 

q(o-(xbx2))-+ h(q1(x1),q2(x2)) q(o-(xbx2))-+ o-(q1(xi),q2(x2)) 
q(o-(x1, x2))-+ h(q1(x2), q2(xi)) q(o-(x11x2))-+ o-(q2(xi),q1(x2)) 

q(o-(xbx2))-+ h(q1(x1)) q(o-(xbx2))-+ o-2(qi(xl)) 
q(o-(x1,x2))-+ h(q1(x2)) q(o-(x1,x2))-+ o-1 (q1(x2)) 

q(o-(x1,x2))-+ h q(o-(xb x2))-+ o-ï 2 

Pour tout couple (t, t') de V, on a (t, u) E f'A si et seulement si (t', u) E f'cA· 
S est la substitution réalisant la transformation inverse. 
Ainsi, si A est suffisamment grand, on obtient 'Î'~ = 'Î'fo si et seulement si 'Î'cA = 'Î'cA . 

· E F 

Dès que A est suffisamment grand, à partir d'ensembles d'états globalement équi
valents du transducteur linéaire et complet r: les mêmes torsions peuvent être 
appliquées pour tous les arbres. Il est par conséquent évident que l'équivalence des 
ensembles d'états est préservée lorsque les torsions ne sont plus appliquées mais 
sont codées dans les noeuds des arbres produits en sortie. Ainsi, pour une valeur 
suffisamment grande de A, on obtient 'Î'~ = 'Î'~ si et seulement si 'Î'~E = 'Î'~F· 0 
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3.3 Décidabilité de 1 'équivalence 

Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent s'étendent au cas général des 
transducteurs non nécessairement infinitaires. Il suffit pour cela de choisir A de telle 
façon qu'il soit de plus supérieur au nombre d'états finitaires du transducteur. 

Lemme 3.3.1 Soient T et T' deux transducteurs de LT-LL et soient T~ et T~A 
leurs formes A -normalisées. Lorsque A est suffisamment grand, T et T' sont équi
valents si et seulement si T~ et T~A sont équivalents. 

PREUVE: 

La preuve se fait eu appliquant le lemme 3.2.3 aux ensembles d'états initiaux des 
transducteurs considérés. 0 
Comme dans le chapitre précédent, on obtient: 

Théorème 3.3.1 L'équivalence des transducteurs descendants lettre à lettre linéaires 
est décidable. 

PREUVE: 

Parce que l'équivalence des marqueurs est décidable, le lemme 3.3.1 établit la semi
décidabilité de l'équivalence dans LT-LL. La non équivalence étant semi décidable, 
nous concluons. 0 
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Chapitre 4 

Automates avec contraintes 
d'équivalence 

La non-linéarité est un phénomène important qui apparaît souvent dans les arbres 
(par exemple en programmation logique, dans les systèmes de réécriture ... ) et 
l'ensemble des instances closes d'un terme non-linéaire n'est pas une forêt recon
naissable. Pour les reconnaisseurs "classiques" d'arbres, les conditions d'application 
d'une règle sont constituées uniquement par la lettre et les états apparaissant en 
dessous de cette lettre (pour un automate ascendant). Cette notion a été étendue 
par l'ajout de conditions portant sur les sous-arbres du noeud considéré. Ces condi
tions peuvent prendre différentes formes. 

Une première classe de tels automates a été introduite par J. Mongy [Mon81] au 
début des années 80. Pour ces reconnaisseurs ascendants à tests, appelés RATEG 
(Reconnaisseurs Ascendants à Tests d'EGalité), chaque règle est dotée d'une condi
tion d'application sous la forme d'un arbre fini, non clos en général. La règle ne peut 
s'appliquer que si l'arbre considéré a la forme de "l'arbre-condition". 

Reprenons l'exemple d'automate RATEG donné dans [MonS!) et défini par: 

l:o = {a}, l:1 = {a} et l:2 = { b} 

Q = { qo, q1 } et F = { ql} 

R composé des règles suivantes: 
(rl) a --+ qo 
(r2) a(qo)--+ qo 
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(r3) b(qo,qo)-+ q1 
(r4) b(qo, q1)-+ q1 avec la condition b(a(x1), b(xt, x2)) 

L'arbre-condition de la dernière règle est non-linéaire et cette règle ne pourra s'appli
quer qu'en cas d'égalité du sous-arbre situé sous le noeud a et du sous-arbre gauche 
du noeud b. 
Par exemple l'arbre b(a(a(a"(a))), b(a(a"(ëï)), b(a"(ëï)), a9(ëï)))) est reconnu par cet 
automate. 
On remarque immédiatement que, même si les comparaisons ne se font qu'à des 
profondeurs bornées (puisque les arbres conditions sont finis), il est impossible de 
borner la distance entre des sous-arbres liés par la condition d'égalité. Le nombre 
de "a" du premier sous-arbre de gauche est ici lié au nombre de "a" apparaissant 
en bas de l'arbre. 
Cette propagation des contraintes est à l'origine de la non-décidabilité du vide. 

Une autre voie a consisté à ne comparer que les sous-termes directs de la lettre 
courante. B. Bogaert et S. Tison ont ainsi défini une nouvelle classe d'automates, 
notée REC#, et permettant de tester l'égalité ou la non-égalité de sous-termes di
rects ((Bog90],(BT92]) . 

. Considérons l'exemple suivant (de (Bog90]): 
Soit A=< E, Q, F, R >l'automate de REC# défini par: 

l:o = { ëi}, Et = {a} et E2 = { b} 

Q = {q,qJ} et F = {q,} 

R composé des règles suivantes: 
(rl) a-+ q 
(r2) a(q)-+ q 
(r3) a(qJ)-+ qf 
(r4) b(q,q)[x1 # x2]-+ qf 
(r5) b(q,q)[xt=x2]-+q 
(r6) b(q,q,)[xt # x2]-+ qf 
(r7) b(q, qf )(xt = x2]-+ qf 
(r8) b(qJ, q)[x1 # x2]-+ qf 
(r9) b(qJ; q)[x1 = x2]-+ qf 
(rlO) b(qf, qf )[x1 # x2] -+ qf 
(rll) b(qf,qJ)(xt = x2]-+ qf 
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La règle (r4) ne s'appliquera qu'en cas de sous-arbres distincts, (r5) étant appliquée 
pour des sous-arbres identiques. 
La forêt reconnue par cet automate est composée des arbres déséquilibrés sur l'al
phabet 'E. 

Cette nouvelle classe possède les propriétés suivantes: 

Propriété 4.0.1 La classe REC:F est close par union, intersection et complémen
taire. 

Propriété 4.0.2 Soit A un automate de REC:F· La propriété "F(A) - 0" est 
décidable. 

Dans le cas où on autorise des tests à profondeur 1 (entre fils) et 2 (entre cousins 
germains) la propriété du vide est indécidable [Tom91]. 

Plus récemment D. Lugiez et J.L. Moysset ont étendu la classe précédente à une 
classe d'automates avec égalités entre fils modulo l'associativité et la commutativité 
[LM93). 

Dans ce chapitre, nous étendons les travaux de B. Bogaert et S. Tison ([Bog90], 
(BT92)) au cas de classes d'automates où les contraintes entre sous-termes directs 
d'un noeud sont des contraintes d'équivalence ou de non-équivalence. 
Les règles ont une forme analogue à celle des règles des automates de REC:F; on sub
stitue des contraintes d'équivalence (ou de non-équivalence) aux contraintes d'égalité 
(ou de non-égalité). 

Par exemple, si u(q1(x1),q2(x2))[x1 _ x2] -+ q est une règle d'un tel automate 
alors u(tb t 2 ) ...._:... q si et seulement si: 

- tl ....:..... q1' t2 ....:..... q2 
- et t 1 et t2 sont des arbres équivalents. 

Dans ce chapitre, nous montrons que la classe ainsi définie est close par union, 
intersection et complémentaire. De plus, lorsque la relation d'équivalence est induite 
par un système de réécriture lettre à lettre confluent et noethérien, la propriété du 
vide est décidable. 
On obtient ainsi une classe d'automates pour laquelle l'équivalence est décidable. Ce 
résultat est utilisé pour établir la décidabilité de l'équivalence pour les transducteurs 
descendants lettre à lettre et complets (chapitre 5). 
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4.1 Automates avec contraintes d'équivalence 

Les définitions et propriétés, que nous énonçons dans ce paragraphe pour les au
tomates avec contraintes d'équivalence entre sous-termes directs, sont inspirées de 
celles données dans [Bog90] et [BT92] pour les automates de la classe REC~. 

4.1.1 Définitions 

Soit = une relation d'équivalence sur Tt. 

Définition 4.1.1 Une description d'équivalence sur n éléments est une partition de 
l'ensemble [n]. EqDn désignera l'ensemble de toutes les descriptions d'équivalence 
sur [n]. 

Définition 4.1.2 Soit dE EqDn. Un n-uple de termes (ti)ie(n] satisfait la descrip
tion d'équivalence d si et seulement si: 

- pour tout X E d, pour tout i et jE X, ti= t; 

- et pour tout X et Y de d avec X =f Y, i EX, jE Y implique ti~ t;. 

Définition 4.1.3 Un automate ascendant avec tests d'équivalence entre sous-termes 
directs (ou fils} est un 4-uple < L., Q, F, R > où 

- L. est un alphabet grad1fé 

- Q est un ensemble fini d'états 

- F est le sous-ensemble de Q des états terminaux 

- Rest un ensemble fini de règles; R ç; U('L.i x EqDi x Qi+1
). 

i 

Notation 
Les règles sont généralement notées u(q11 ••• , q,.)[d] -+ q où d est une description 
d'équivalence sur [n]. 
Dans le cas des lettres d'arité 0 ou 1, la description d est omise. 
De la même façon, lorsque pour une lettre 0' d'arité n (n 2:: 2) et pour un n-uple 
d'états q1 , ••• , qn toutes les descriptions d'équivalence conduisent au même état de 
sortie, on omettra ces descriptions et on n'écrira ainsi qu'une seule règle. 
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Fonctionnement des automates 
Un arbre t est reconnu par un automate A, à tests d'équivalence entre fils, si et 
seulement si il existe un état final q tel que t ...,.!.... A q . 
.....=.....A désigne la clôture réflexive et transitive de ~A definie par: 

t ~ t' si et seulement si 
3u E Tt(Xt ), 3u E l::n et 3tt, ... , tn E Tt, 
3q et 91, ... , 9n éléments de Q, 
3 u(qt, ... , qn)[d) ~ q E R tels que 

t = u(u(qt(tt), ... ,qn(tn))), t'= u(q(u(th ... ,tn))) 
et (ti)ie[n] satisfait d. 

Définition 4.1.4 Pour tout état q, .1'q(A) ={tE T(I:) 1 t ..,.!....A q(t)}. 
Ainsi la forêt reconnue par A est F(A) = U .1'q(A). 

qEF 

Classes définies 
Pour toute relation d'équivalence=, RECt désigne la classe des automates à tests 
d'équivalence entre fils (pour cette équivalence). 

Remarque 
La classe REC;t est en fait un cas particulier de classe RECt pour laquelle deux 
termes sont équivalents s'ils sont égaux. 

4.1.2 Exemple 

1: est l'alphabet défini par I:o = {a}, l::t = {a, a}, et l::2 = {u, 6'}. 
On considère la relation d'équivalence sur Tt, notée =, et définie par 
t = t' si et seulement si t et t' ont le "même squelette". 

A=< 1:, Q, F, R >est l'automate de RECt définie par: 

Q = {q,puits}, F = {q} 
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et R constitué des règles suivantes: 
(rl) cr(q,q)[1,2]--+ q 
(r2) cr(q,q)[l], [2]--+ puits 
(r3) 6(q, q)[l, 2]--+ q 
(r4) 6(q, q)[l], [2]--+ puits 
(r5) a(q)--+ q 
(r6) a(q)--+ q 
(r7) a--+ q 

Les règles (rl) et (r3) assurent à chaque noeud des arbres reconnus l'équivalence 
des sous-termes. 
La forêt reconnue est ainsi constituée des arbres équilibrés de T:r:. 

Considérons, par exemple, les deux arbres: 

0' 0' 

/""' /''-... 
6 u 6 u 

1\ /\ /\ 1\ 
a a a a u a u a 

1\ /\ 
a a a a 

Le premier est reconnu par l'automate A alors que le second ne l'est pas car 
les sous-arbres u et a n'ont pas le même squelette. 

/\ 
a a 

4.1.3 Propriétés 

Définition 4.1.5 Un automate A est déterministe si et seulement si pour toute 
lettre 0' de :En, pour tout n-uple d'états q1, ... , qn et pour toute description d 'équiva
lence d de EqDn, il existe au plus une règle de la forme cr(qt, ... ,qn)[d]--+ q. 

Définition 4.1.6 Un automate A est complètement spécifié si et seulement si pour 
toute lettre u de :En, pour tout n-uple d'états q1 , •.• , q11 et pour toute description 
d'équivalence d de EqD11 , il existe au moins une règle de la forme. cr(qb ... , qn)[dJ--+ q. 
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En utilisant la méthode décrite par B. Bogaert et S. Tison dans [BT92], nous pouvons 
associer à tout automate de REC~ un automate déterministe et complètement 
spécifié reconnaissant le même langage. 

Spécification complète 

Lemme 4.1.1 Soit A =< E, Q, F, R > un automate de REC~. On peut construire 
un automate A'=< E, Q', F, R' > complètement spécifié tel que F(A') = F(A) . 

. PREUVE: 

L'algorithme est similaire à celui utilisé pour les automates classiques d'arbres. 
On ajoute un nouvel état noté "puits": Q' = Q U {puits}. 
De plus, pour toute lettre u de 'E71 , pour tout n-uple d'états q1 , ••• , q," pour toute 
description d'équivalence d de EqDn s'il n'existe aucune règle de R de membre 
gauche u( qh ... , q,.)[d] alors on ajoute la règle u( qh ... , q71 )[d] -+ puits. On obtient 
ainsi R'. 

On a alors, pour tout état q :f puits, t .....,!.... A' q # t .....,!.... A q. 0 
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Algorithme de déterminisation 

Lemme 4.1.2 Soit A =< :E, Q, F, R > un automate complètement spécifié de 
REC~. On peut construire un automate A'=< :E, Q', F, R' > déterministe tel que 
.1'(A') = F(A). 

PREUVE: 

Algorithme 

Debut 
Qo +-{X 1 X= {q l3a E :Eo, (a-+ q) ER} 
Ro +- {a-+ X 1 X= { q 1 (a-+ q) E R} 
Repeter 

Qi+- Qi-lu 
{X 1 3u E :En, 3(Xi)ie(n) dans Qi-t,3d E EqDn, 
X = { q 1 3(qi)ie(nl dans Q, 9k E Xk, (u(q1, ... , qn)[d) -+ q) E R} } 

ii+- ~-lu 
{(u(Xt, ... , Xn)[d)-+ X) 1 
0" E :En, {Xi)ie(n) dans Qi-1! dE EqDn 
X= {q 13(~./i)ie[n_l dans Q,qk E Xk, (u(q11 ... ,qn)[d)-+ q) ER}} 

Jusqu'a ce que Qi = Qi-1 
Q +-Qi 
R+-it 
Ë' +- {X 1 X nF# 0}. 
Fin 

Par récurrence sur la profondeur des termes on vérifie que: 
t ~A' X{::> X= {q 1 t ~A q}. 0 

Propriétés de clôture 

Proposition 4.1.1 La classe RECt est close par union et intersection. 

PREUVE: 

La preuve se fait par un produit d'automates. 
Soient A et B deux automates de RECt et A' et B' les automates déterministes et 
complètement spécifiés reconnaissant respectivement F(A) et .1'(B). 
Soit A'=< :E, QA, FA, RA > et B' =< :E, Qs, Fs, Rs >. 
Les automates "produits" A' n B' et A' U B' sont définis par: 
A' nB'_=< :E, Qn, Fn, Rn > et A' U B' =< :E, Qu, Fu, Ru > avec 

- Qn = Qu = Q X Q' 
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- Fn = F x F', Fu= (Q x F') U (F x Q') 

-Rn= Ru= {cr((qt,q't), . .. ,(qn,q'n))[d]-+ (q,q') tel que 
cr(qt, ... ,qn)[d]-+ q ER et cr(q't, ... ,q'n)[dJ-+ q' ER'}. 

Pour tout arbre t, t.....,. (q,q') dans l'automate "produit" si et seulement si t ...,..A, q 
et t .....,.B, q. 
Le même résultat s'obtient pour la clôture transitive et réflexive de ......... · 
Les automates A' n B' et A' U B' ainsi construits sont donc des automates de la 
classe RECt reconnaissant respectivement F(A) n :F(B) et :F(A) U :F(B). 0 

Proposition 4.1.2 La classe RECt est close par complémentaire. 

PREUVE: 

Soit A un automate de RECt et A' l'automate déterministe et complètement spé
cifié reconnaissant la même forêt. 
Si A'=< 'E, QA, FA, RA > alors l'automate C =< 'E, QA, QA- FA, RA > reconnaît 
le complémentaire. 0 

4.2 Classes RECT 

Nous nous intéressons maintenant aux classes d'automates à tests d'équivalence 
entre sous-termes directs pour lesquelles la relation d'équivalence est induite par un 
système de réécriture lettre à lettre, complet, noethérien et confluent. 
Si T est un tel système de réécriture alors deux arbres sont équivalents si et seule
ment si leurs formes irréductibles, obtenues par des réécritures utilisant les règles de 
T, sont égales. Pour tout système de réécriture T (ayant les propriétés ci-dessus), la 
classe de tous les automates à contraintes d'équivalence ainsi définie est notée RE C-r. 

Nous montrons d'abord que, pour de tels systèmes de réécriture, une forme nor
malisée, appelée forme !-réduite, peut être obtenue (paragraphe 4.2.1). Cette forme 
nous permet par une stratégie de réécriture ascendante d'obtenir la forme irréduc
tible de tout terme en ne réécrivant qu'une seule fois chaque noeud. 

En utilisant la forme !-réduite d'un système de réécriture donné T, nous associons 
à tout automate A de RE C-r 1 'automate A-r de REC~ (paragraphe 4.2.3) qui re
connaît l'ensemble des formes irréductibles des arbres de F(A). Cela nous permet 
de décider si la forêt reconnue par A est vide. 
Les classes REC-r ayant, de plus, de bonnes propriétés de clôture par les opérations 
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booléennes (propriétés 4.1.1 et 4.1.2), on en déduit que l'équivalence dans REC.r 
est décidable. 

4.2.1 Systèmes de réécriture lettre à lettre 

Propriétés des systèmes de réécriture lettre à lettre noethériens et confluents 

Lemme 4.2.1 Soit S un système de réécriture non-dégénéré, lettre à lettre, noe
thérien et confluent. 
Pour .tout couple (u, O),où u est une lettre et (J est une application de [n] dans [n] {n 
étant le rang de u, n ~ 2), il existe un couple unique (Ô", 11) tel que: 

- 11 est une application de [m] dans O([n]) (m est le rang de û, m ~ 2}, 
- u(xo(l), ... , Xo(n)) -=+s û(x~(l)' ... , X~(m)) 
- et û(x~(t), ... , x~(m)) est un terme irréductible. 

PREUVE: 

Soit u, ü' et ü" des lettres de rang 2 et soit (J = id[2J (les autres cas se traitent de 
façon similaire). 
Supposons que, pour le couple ( u, 0), il existe deux couples ( û',Jl) et ( ü", p") tels 

que: 
- ü' :f:. ü" 0 u /11 :f:. /1 Il 

- u(xt, x2) -=+s ü'(x~•(t), x~'(2)) et u(xb x2) -=+s u"(x~"(t), x~"(2)), 
les termes u'(x~'(l)l x~'(2)) et ü"(x~"(l)l x~"(2)) étant irréductibles. 

Considérons un couple de termes ( t 11 t 2 ) tel que ft =f i; (dans ce cas, nous avons 
évidemment t 1 :f:. t 2 parce que S est confluent). 
On aurait alors 

t = u(tt, t2) ..=.. u'(t~'(l)J~·(2)) =t'et 
t = u(t1, t2) -=+ ü"(t~"(l)' t~"(2)) = Î'' avec P et Î'' termes irréducibles. 

Or, P :f:. Î'' parce que nous avons supposé ü' :f:. êr" ou t~'(i) :f:. t~"(i) (i E [2]), ce 
qui est en contradiction avec l'hypothèse de confluence deS et la propriété est donc 
établie. 0 

Lemme 4.2.2 Soit S un système de réécriture non-dégénéré, lettre à lettre, noe
thérien et confluent. 
Pour toute lettre u de rang 2, si u(x11 x2) -=+s êr'(x~(1 ),X~(2 )) et u(x,x) -=+s êr"(x,x) 
{resp. ~"(x)) avec: 

- ô-' =f êr" et p(l) :f:. p(2), 
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- ü'(x11(1), x11(2)) et ü"(x, x) {resp. ü"(x)) termes irréductibles 
alors il existe un mouvement ü'(x,x) ..!.ts ü"(x,x) {resp. ü"(x)). 

PREUVE: 

Le contraire contredirait le fait que S est un système de réécriture confluent. 0 

Système de réécriture 1-réduit 
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Définition 4.2.1 Un système de réécriture lettre à lettre noethérien et confluent 
est 1-réduit si ct seulement si pour tout terme t = u(tb ... , tn) sa forme irréductible 
t = û(Îe(lh •.. , Îe(m)) peut être obtenue de la façon suivante: 

1. pour tout i E [n], ti ..!t ti 

2. u(tb ... ,În) -+ c1(Îe(1), ... , Îe(m)) avec 8 application de [m] dans [n] 
- - - 1 ou alors t = u(tb ... , tn) . 

Construction d'un système 1-réduit. 
Nous associons à tout système de réécriture lettre à lettre noethérien et confluent S 
sa forme }-réduite, notée S 1r, et construite de la façon suivante: 

- Pour toute lettre u de rang 0, 
u -+ c1 est une règle de S1r si et seulement si u ..!.ts Ô' et Ô' est un terme 
irréductible. 

- Pour toute lettre u de rang 1, 
u(x)-+ û(x) (resp. û(x,x)) est une règle de S 1r 

si et seulement si cr(x) ...=..s û(x) (resp. û(x,x)) et û(x) (resp. û(x,x)) est un 
terme irréductible. 

- Pour toute lettre cr de rang 2, 
cr(xe(l)' Xe(2)) -+ û(x11(1)' X11(2)) (resp. û(x11(1))) est une règle S1r si et seule
ment si cr(xe(l), XB(2)) ..!.ts c1(x11(t), X11(2)) (resp. c1(x11(1))) et û(x11(1), x11(2)) (resp. 
û(x11(1))) est un terme irréductible. 

- De plus, û'(x, x) -+ û"(x, x) (resp. ü"(x)) est une règle de S1r si et seulement si 
u(xbx2)-+ û'(xe(l),XB(2)) (avec 8 # /d[2J) et u(x,x)-+ ü"(x,x) (resp. ü"(x)) 
sont des règles de Str· 

1 On ne peut avoir de règle de la forme u(z, y) - u(y, z) puisque le système considéré est 
noethérien 
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Il est clair que Str est un système de réécriture lettre à lettre noethérien et confluent. 
Nous vérifions maintenant que S1,. réalise bien la même transformation que S. 

Lemme 4.2.3 Soit S un système de réécriture lettre à lettre noethérien et confluent 
et Str sa forme 1-réduite. Pour tout terme t, t ~s1r t si et seulement si t ~s t. 

PREUVE: 

La preuve se fait par récurrence sur la profondeur des termes. 
La preuve étant immédiate dans le cas d'un système dégénéré puisqu'il existe alors 

une lettre a unique telle que toute lettre de :E est réécrite en a, on ne considèrera 
que le cas d'un système de réécriture non-dégénéré. 

La propriété est évidemment vraie pour tout terme de profondeur O. 
Supposons-la vraie pour des termes jusqu'à la profondeur p. 
Soit t = u(tt, t 2) un terme de profondeur p + 1 et soit t = û(t11 f2) sa forme irréduc
tible (on procèderait de la même façon dans les autres cas, c'est à dire f = û(f2, f1) 
ou alors u et Ô' de rangs différents). 
La propriété étant supposée vraie jusqu'à la profondeur p, 

(tt ~s t1 et t2 ~s t2) si et seulement si (tl ~s1 r t1 et t2 ~s1 r t2). 

Premier cas: Il n'existe aucune règle de partie gauche u(x,x) dans Sou f1 =f=. t2• 

On a alors t = u(tt, t2) ~s f = û(fh t2) si et seulement si il existe un mouvement 
u(x, y) ~s û(x, y) et t1 ~s fh t2 .:_.s f2. 
Par construction, u(x, y)--+ û(x, y) est alors une règle deS1r, 
et donc u(tt, t2) ~S1 r éT(tt, f2). 

Second cas: Il existe dans S une règle de partie gauche u(x, x) et t1 = f2 . 

Considérons les dérivations u(x,y) .:_.s ér'(x,y) et u(x,x) .:_.s éT(x,x) dans S, avec 
û'(x,y) et û(x,x) termes irréductibles. 
Si û' =f=. Ô' alors, parce que S est un système de réécriture confluent, il existe un 
mouvement éT'(x, x) .:_.s éT(x, x) (lemme 4.2.2). 
Par construction, u(x,y)--+ éT'(x,y), u(x,x)--+ û(x,x) et û'(x,x)--+ û(x,x) sont 
des règles de S1,. (si éT' =/=- éT). 
Par conséquent, quelle que soit la séquence de réécritures, on obtient u(tt, t 2) .:_.s1r 

éT(tb t2)· 

Réciproquement, en utilisant la même méthode, on montrerait que, pour ces deux 
cas, t .:_.s1r f implique t ~s f. 0 
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Remarque 
Le système de. réécriture S1r est bien 1-réduit. 
En effet, 
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• pour tout terme, chaque noeud, de rang 0 ou de rang 1, est réécrit en sa forme 
irréductible en 1 pas. 
• quelle que soit la séquence de réécritures, nous avons au plus 2 pas pour la trans
formation des noeuds de rang 2. 
Considérons, par exemplet= u(t1, t2) et t = û(t1, t2). 

Lorsque t1 = t2, si on réécrit d'abord la racine de t, on peut avoir la séquence de 
réécritures suivante: 

u(tt, t2) -+s1r û'(tt, t2) ~S'1 r û'(Ît, Î2) -+s1r û(Ît, Î2). 
Donc, en choisissant une stratégie de réécriture ascendante, chaque noeud peut être 
réécrit en sa forme irréductible en un seul pas. 

4.2.2 Classes RECT 

Soit T un système de réécriture lettre à lettre, noethérien, confluent et complet. 
On désigne par RECT la classe de tous les automates à tests d'équivalence entre fils 
où la relation d'équivalence = est définie par: 

t =t'si et seulement si T(t) = T(t'), 
T(t) désignant la forme irréductible de t obtenue par des réécritures utilisant les 
règles de T. 

De plus, pour tout système de réécriture lettre à lettre noethérien et confluent T, il 
existe une forme 1-réduite T

1 telle que t ~T' t <=> t ~T' t (lemme 4.2.3). On a alors 
RECT'=RECT'· 
Par conséquent, dans la suite, on ne considèrera que des systèmes }-réduits. 

Comme cela a été montré dans le cas général (classes REC~), quel que soit T 

la classe REC,. est close par les opérations d'union, d'intersection et de complémen
taire. 

Il nous reste donc à montrer que la "propriété du vide" y est décidable pour obtenir 
une classe d'automates dans laquelle l'équivalence est décidable. 
La méthode choisie consiste à associer à tout automate A de RECT' un automate, 
noté AT, reconnaissant les formes normales de tous les arbres reconnus par A. L'au
tomate AT doit donc vérifier 1 RR(F(A)) = F(A,. ). 
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Le système de réécriture T nous permet de réduire les équivalences d'arbres à des éga
lités. L'automate des formes normales sera ainsi un automate à contrainte d'égalités 
entre fils. Ainsi en utilisant les bonnes propriétés de décidabilité de la classe REC~ 
(propriété 4.0.2) nous montrons que la "propriété du vide" est décidable dans REC'T. 

Le paragraphe suivant contient l'algorithme de construction de l'automate des formes 
normales associé à un automate de REC'T ainsi que quelques exemples. · 

4.2.3 Automate des formes normales associé à un auto
mate de RECr 

Construction. 

Soit T un système de réécriture 1-réduit défini sur un alphabet gradué :ET. 
A tout automate A =< :E, Q, F, R > de RECn où :E Ç :E.,., on associe l'automate 
A.,.=< :E.,., Qn F, R.,. > de REC# construit en deux étapes. 

Première phase: Construction de Q0 Ç Q.,. et Ro Ç R.,.. 
Les tableaux suivants décrivent pour chaque type de lettre, la règle de Ro obtenue 
à partir d'une règle de T (ligne) et d'une règle de R (colonne). 

1 arite(u) = 0 liu-+ q Il arite(u) = 1 Il 

lT-+lT u-+q u(x)-+ ü(x) ü( qi) -+ qj 
pas de regle u-+q u(x)-+ ü(x,x) ü(qi,qi)[l,2]-+ qj 

pas de regle u(qi) -+qi 

arite(u) = 2 llu(qi,qj)[l], [2]-+ q 1 

u(x,y)-+ ü(x,y) ü(qi,qj)[l], [2]-+ q ü(qi,qj)[l,2]-+ q 
u(x,y)-+ ü(y,x) ü(qj, qi)[l], [2]-+ q ü(qj,qi)[1,2]-+ q 
u(x,x)-+ ü(x,x) 0 ü(qi,qj)[l,2]-+ q 
u(x,x)-+ ü(x) 0 ü({qi,qj})-+ q, {qi,qj} E Qo 
pas de regle u(% qj)[l], [2]-+ q u(qi, qj)[l, 2]-+ q 

Dans le tableau ci-dessus, {qi, qi} désigne une paire d'états et Q0 est en fait l'en
semble des paires d'états obtenues dans le cas de règles linéaires à droite mais non
linéaires à gauche. 
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Remarque 1 
On peut observer qu'un grand nombre de règles de A et de A-r ont la même forme, 
mais la contrainte d qui est interpétée dans A comme une contrainte d'équivalence 
sera interprétée dans A-r comme une contrainte d'égalité. 

Remarque 2 
Nous avons obtenu, en partie gauche de certaines règles, de nouveaux états qui sont 
des ensembles d'états de l'automate A mais, parce qu'il n'existe aucune règle avec 
de tels états en partie droite, ces nouveaux états ne sont pas accessibles. 
La seconde phase a donc pour but de construire le plus petit ensemble de règles 
R,. qui contient Ro, avec ces nouveaux états en partie droite de règles et tel que la 
propriété suivante soit vérifiée: 

Propriété 4.2.1 Pour tout état {qt, ... ,q,} de Qn pour toute lettre u de l.':: 7 : 

- si u -+ { q1, ••• , q,} est une règle de R.,. alors 'Vi E [p], u -+ qi est une règle de 
Ro. 

- si u(E) -+ F est une règle de R 7 alors 'Vqi E F, 3Ei C E tel que u(Ei) -+ qi 
est une règle de Ro. 

- si u(X, Y)[d) -+ F est une règle de R.,. alors 't/qi E F, 3ki E X, 3k', E Y tel 
que u(ki, k',)[d) -+qi est une règle de Ro. 
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Seconde phase: Algorithme de complétion de Q0 et Ro. 

Debut 
Rr~Ro 
1~o; 

Repeter 
1 ~ 1 + 1; QI~ QI-1Î 
Pour tout p-uple d'etats { 9h ... , qp} de Q 1-I Faire 

Pour toute lettre u de E7 Faire 
Cas u de rang 0: 
Si ViE (p], u--+ 9i E R'T Alors R'T ~ R7 U { u-+ { 9h ... , 9P}} Fin si. 
Cas u de rang 1: 
Soit E = U Ei avec Ei E Qi-I et tel que 

iE[p] 

pour tout i E (p], u(Ei) --+qi est une regle de R7 alors 
R7 +-- R'T u {u(E)-+ {q1, ... , 9p} }, 
QI+-- QI U {E}. 
Cas u de rang 2: 
Soit E' = U {k'i} avec k'i E Q, E" = U {k"i} ou k"i E Q et tel que 

ie[p] ie(p] 

pour tout i E (p], u(k'i, k"i)[d]-+ qi est une regle de R7 alors 
R7 +-- R,. u {u(E',E")[d]--+ {91, ... ,qp}}, 
Q 1 +-- Q 1 U { E', E"}. 

Fin pour 
Fin pour 

Jusqu'a Q1 = Ql-1 
Q'T~QuQI 
Fin 

Si N est le nombre d'états de l'automate A alors le nombre d'états de l'automate 
A 7 est au plus 2N- 1 (les nouveaux états générés étant des parties de l'ensemble des 
états de A). Ce maximum peut être atteint. C'est le cas par exemple si on considère 
le système de réécriture réduit à la règle u(x, x)-+ û(x) et l'automate A défini par 
Q = { 9h 92, 93}, les règles u( qi, qj )[1, 2] -+ qk pour tout i, j, k E [3] avec i # j, i =/; k, 
j # k et les règles a--+ 9i pour tout i E [3]. 
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Exemple 1 

Reprenons l'automate A défini dans le paragraphe 4.1.2. 
La relation d'équivalence =, "avoir le même squelette", peut être associée au sys
tème de réécriture lettre à lettre, noethérien, confluent et complet T suivant: 

Forme !-réduite de T 
u(x,y)-. ô-(x,y) 
t5(x,y)-. ô-(x,y) 
a(x)-. ô(x) 
o(x)-. ô(x) 

Ce système de réécriture, en identifiant d'une part les noeuds d'arité 2 que sont 
u et t5, et d'autre part les noeuds d'arité 1 que sont a et o, réduit les équivalences à 
des égalités. 

Automate des formes normales associé à A 
ô-(q,q)[1,2]-+ q 
ô-(q,q)[l], [2]-+ puits 
à(q) __.. q 
a-+ q. 

Par exemple, on a 

et 

t5 0' 11 ô 0' a 

1\ 1\ 1\ 
a a a a à a a 0' a 

a a a 
Ît = t2 et donc t= 0' 

.. 
t----+ A,. q 

Ô' à 

1\ 
a à a 

J 
a 
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Exemple 2 

Soit l:o = {a}, l:t = {a:} et E2 = { u }. 
On considère la relation d'équivalence = sur TI: induite par le système de réécriture 
suivant: 

Forme 1-réduite de T 

u(x,x)--+ c7(x) 
a:(x)--+ c7(x) 
a_.a 

Automate de REC'T 
Soit A=< E, Q, F, R >l'automate défini par: 

Q = {q,puits}, F = {q} 

et R composé des règles suivantes: 
(j(q,q)[l,2] _... q 
(j(q, q)[l], [2] _...puits 
a(q)--+ q 
ëi_.q 

La forêt reconnue par l'automate A est l'ensemble des arbres sur Tr. dont toutes les 
branches ont la même longueur. 

C'est la première règle de l'automate qui assure à chaque niveau de l'arbre que 
cette propriété est vérifiée. 

Le système de réécriture, en substituant l'arbre en "forme de fil" (j à tout 

l 
t 

sous-arbre de la forme (j , permet de tester si deux sous-arbres sont 

/\ 
t t 

équivalents. 
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Par exemple, les arbres u et a sont équivalents car 

/'\ 
u Q u 

1\ /\ 
a a a ii ii 

• • u -+1' û et Q -+1' 

/\ J 
u Q' û u 

/\ J J /\ 
a a a a ii ii 

et ainsi u • q. t---+ A 

/""' u Q' 

/\ J 
u Q' u 

1\ /\ 
a a a ii ii 

Automate des formes normales associé à A 
û(q)-+ q 
a-+ q. 

Cet automate reconnait les arbres de la forme û 

J 
û 

a 

û 

J 
û 

J 
a 

87 
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Exemple 3 
On considère le même alphabet E que dans l'exemple 2 et soit =la relation d'équi
valence sur TI: induite par le système de réécriture suivant: 

Forme 1-réduite de T 

u(x,x)-+ a(x) 

Automate de REC.,. 
A=< E, Q, F, R >est défini par 

Q = {q,qj,puits}, F = {q} 

et R composé des règles suivantes: 
u(q,q,)[1,2]-+ q 
u( q, qf )[1], [2] -+ puits 
a(qJ)-+ qi 
a-+q 
a-+ q,. 

Cet automate reconnaît les arbres de la forme: 

0' 

//'" 
.... '\ 

0' Q 

... /-~ l 
(j Ct Q 

/"" J 

/\ 
0' Q Ct Ct Q 

/\ J 
a a a a a a 
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Automate des formes normales AT 
La première phase de construction de l'automate nous donne les règles suivantes: 

a{{q,q,}) ~ q 
a(qJ) ~ qJ 
a~q 

a~ q, 
u(q,q,)[l], [2] ~puits 

A l'issue de cette première étape, l'état {q, qf} n'apparaît dans aucun membre droit 
de règle. Par l'algorithme de complétion de l'ensemble des états, défini précédem
ment, on ajoute les règles: 

Ainsi 

a({q,q,}) ~ {q,qJ} 
a~{q,q,}. 

0' qui est la forme normale de 0' est reconnu par AT. 

.... /'""" 
a 0' a 

J ,/"' 
a 0' 0' a 

J /\ J 
0' 0' 0' 0' 0' 

1\ J 
a a a a a a 
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Exemple 4 
Il ne s'agit que d'une variante de l'exemple 3. 
Prenons I::o = { 1}, Et = { S} et I::2 = { *}. 

La relation d'équivalence sur TI: est induite par le système de réécriture suivant: 

Forme 1-réduite de T 

*(x,x)-+ S(x) 

Automate de REC'T 
A=< I::, Q, F, R > est défini par 

Q = {q,qf,puits}, F = {q} 

et R composé des règles suivantes: 
*(qJ,q)[1,2]-+ q 
*(qJ,q)[1], [2]-+ puits 
S(q,)-+qJ 
1-+ q 
1 -+ 9!· 

La forêt reconnue par cet automate est l'ensemble des arbres pouvant être interpré
tés comme la factorielle d'un entier (voir exemple donné en introduction). 

Ainsi, l'arbre * correspondant à f(3) est reconnu par l'automate A . 

... /", 
s * 
J /\ 
s s * 
J J /\ 
1 1 1 1 



4.2. Classes REC,. 91 

Le lemme suivant établit une propriété fondamentale de l'automate des formes nor
males. 
Cette propriété est ensuite utilisée pour montrer que 1 RR(F(A)) = F(A.,.). 

Lemme 4.2.4 Soit T un système de réécriture 1-réduit, soient A un automate de 
REC.,. et A.,. 1 'automate des formes normales associé à A. Soit { 91 , ••• , 911 } un état 
de A.,.. On aura t ~A .. { 91, ••• , 911 } si et seulement si pour tout i de (p),. t ~A .. 9i. 

PREUVE: 

La preuve se fait par récurrence sur la profondeur des arbres. 
La propriété est évidemment vraie pour les arbres de profondeur O. Supposons-la 
vraie pour les arbres de profondeur inférieure ou égale à n et montrons qu'elle l'est 
encore pour les arbres de profondeur n + 1. 

Premier cas: t = u(t') 
t ......:..... A .. { 91 , ••• , 9p} si et seulement si: 
- il existe une règle de la forme u( { k17 • .. , km}) -+ { 91 , ••• , 911} dans R,. 
- et t' ~A.. {kt , ... , km}. 

Par construction, Vi E (p] 3Ei Ç { k17 ... , km} tel que u(Ei) -+ 9ï est une règle 
de R-r et, parce que la propriété est supposée vraie jusqu'à la profondeur n, Vj E 
[rn) t'.....:_.. A .. kj. 
Par conséquent, VEi Ç {k~, ... ,k711 }, t' ....:.....A .. Ei et donc ViE (p], t .....:-.A .. 9i· 

Second cas: t = u(t', t") 
t ~A .. {91 , ••• ,911 } si et seulement si: 
-il existe une règle u(E', E")[d)-+ {qt, ... , 911 } dans R,. 
- et t' .....:_.. E' t" .....:_.. E" Ar ' · A,. • 

C'est à dire par construction, 
ViE (p], 3k'i E E', 3k"i E E" tel que u(k'i, k"i)[d)-+ qi est une règle deR,. et, 
parce que la propriété est supposée vraie jusqu'à la profondeur n, Vk'i E E', t'~ A .. 

k'i et Vk"i E E", t" ~A .. k"j· 
Par conséquent, Vi E (p], u(t', t") .....:_..A .. qi. 0 

Il nous faut maintenant montrer que l'automate A-r reconnaît effectivement les 
formes irréductibles de tous les termes reconnus par l'automate A (et elles seules). 

Lemme 4.2.5 Soit T un système de réécriture 1-réduit, soient A un automate de 
REC.,. et A.,. l'automate des formes normales associé à A. Pour tout terme t, si 
t ....:.....A q alors t ....:.....A .. q. 
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PREUVE: 

La preuve se fait par récurrence sur la profondeur des arbres reconnus. 

• Soit t = u, avec u lettre de rang O. 
t .....!-.A q implique l'existence d'une règle u--+ q dans A. 
Si u --+ ü est une règle de T alors t = ü et, par construction, ü --+ q est une règle de 
A.,.. 
Dans le cas contraire, c'est à dire s'il n'existe aucune règle de T de partie gauche u, 
t = u et u--+ q est une règle de A.,.. 
Par conséquent, dans ces deux cas, t ~Ar q. 

• On suppose la propriété vraie pour les arbres jusqu'à la profondeur n et on consi
dère t = u(tll t2) arbre de profondeur n + 1 (on ferait le même type de raisonnement 
dans le cas t = u(t')). 
La propriété étant supposée vraie jusqu 'à la profondeur n, t 1 ~A q1 et t 2 ~A q2 

implique que Î1 ~Ar ql et Î2 ~Ar q2. 

Premier cas: t1 ~ t2 
t ~A q implique qu'il existe dans A une règle de la forme u(qh q2)[1], [2] --+ q et 
tl ~A qll t2 ~A q2. 
Si u(x, y) --+ ü(x, y) est une règle de T (on ferait le même raisonnement pour la règle 
u(x, y) --+ ü(y, x)) alors t = ü(th t2) (parceque T est 1-réduit) et, par construction, 
ü(qllq2)[1],[2]--+ q est une règle de A.,.. 
Dans le cas contraire, s'iln'existe aucune aucune règle de T de partie gauche u(x, y), 
t = u(t1 , t2) et u(qb q2)[1], [2]--+ q est une règle de A.,.. 
On a donc t ~Ar q. 

Second cas: t1 = t2 
t .....!-.A q implique 
- l'existence dans A d'une règle de la forme u(qt, q2)[1, 2] --+ q 
-et tl ~A qt, t2 ~A q2. 

En fonction des règles de T, on peut distinguer trois cas: 
U: u(x,x)--+ ü(x,x) ou u(x,y)--+ ü(x,y) est une règle de T. 

Dans ce cas, t = ü(Ît,Î2) et û(q1,q2)[1,2]--+ q est une règle de A.,.. 
Or t1 ~Ar ql et t2 ~Ar q2, par conséquent t ~Ar q. 
2.2: Il n'existe dans T, aucune règle de partie gauche u(x,x) ou u(x,y). 

On a alors t = u(t1,i2) et u(ql!q2)[1,2]--+ q est une règle de A.,.. 
Par conséquent, comme en 2.1, t ~Ar q. 
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,2cl: O'(x,x)-+ û(x) est une règle de 7'. 

Dans ce cas, t = û(f) avec t1 = f2 = f et û( { q1 , q2} (x)) -+ q est une règle de Ar. -. -. -- ~ ~· Or t1 ....,_.,.A., qh t2 ....,_.,.A., q2 et t1 = t2 = t donc t ~---+A., { qt, q2} (lemme 4.2.4) et 
finalement t ~A .. q. 0 

Lemme 4.2.6 Soit 7' un système de réécriture 1-réduit, soient A un automate de 
REC.r et A.,. l'automate des formes normales associé à A. Pour tout terme t, si 
t ~A., { q1, ... , q,} alors pour tout qi de { q1, ... , qp}, il existe au moins un terme 
ti tel que ti~.,. tet ti ~A qi. 

PREUVE: 

La preuve se fait par récurrence sur la profondeur des arbres. 

• Soit t = (j un terme de profondeur O. 
t ~A .. {q1, ••• , qp} implique (lemme 4.2.4) que pour tout état qi de { q1 , ••• , qp} on 
a Î ~A .. % c'est à dire qu'il existe une règle u-+ qi dans A.,.. 
Par construction de A.,. (section 4.2.3), pour tout qi de { qt, ... , qp} il existe dans A: 
- soit une règle O'i -+ q, et O'i -+ (j est une règle de 7', 

- soit une règle û -+ qi s'il n'existe aucune règle de partie gauche u dans 7'. 

Par conséquent, dans ces deux cas, pour tout qi de {qt, ... , q,} il existe au moins un 
terme t, tel que ti ~.,.tet ti~ A q,. 

• Supposons la propriété vraie pour les arbres de profondeur inférieure à n et consi
dérons t = u(Ît, f2) avec 7r(i) = n ( la preuve est analogue si t = u(t')). 
Par l'hypothèse de récurrence, si t.....:..... A,. E (avec 1r(i) < n) alors pour tout k de E 
il existe au moins un arbre tk tel que tk ~.,. tet tk ~A k. 

Premier cas: t1 # t2 
t ~A .. {q1 , .... ,qp} implique 
-l'existence dans A.,. d'une règle u(Et,E2)[1], [2]-+ {q~t ... ,qp} 
-et ft ~A .. Et, t2 ~A .. E2. 

De plus, par construction de A.,. (section 4.2.3), pour tout état q, de { q1 , ••• , qp} il 
existe k, E Et et z, E E2 tel que û(k., li)[l], [2]-+ q, est une règle A.,.. 
Par conséquent, 

soit O'(ki, 1,)[1], [2]-+ q, est une règle de A et q(x,y) -+.,. u(x,y) 
soit a( ki, li)[l], [2]-+ qi est une règle de A s'il n'existe aucune règle de 7' de partie 

gauche û(x, y) . 
Or, Ît ~A., E1 implique que pour tout k E Et, il existe au moins tt" tel que 
th~.,. Ît et tt" ~A k, et 
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Î2 .,..!..... A .. E2 implique que pour tout l E E2, il existe au moins t21 tel que t 21 ~,. Î2 
et t2, .,..!..... A l. 
Donc, dans ces deux cas pour tout qi de { qt, ... , q,} il existe au moins un arbre ti 
tel que ti= u(tt,., t2,) ou ti= û(t1,., t 21 ) (Test 1-réduit), ti~,. Î et t, .,..!...A q,. 

Second cas: Ît = Î2 
Î .,..!..... A.. { qt, ... , q,} implique l'existence dans A,. d'une règle û(E~, E2)[1, 2] -+ 

{ q1, ••• , q,} et donc, comme dans le cas précédent, pour tout qi de { q1 , ••• , q,} il 
existe ki E E1 et liE E2 tel que û(ki,li)[l,2]-+ qi est une règle de A,.. 
En fonction des règles de T, pour tout Qi de { q1, ••• , Qp}, on peut distinguer trois 
situations. 
tl: u(x,x) --+,. û(x,x) ou u(x,y) -+,. û(x,y) et u(ki,li)[l,2]-+ Qi est une règle de 
A. 
2.:.2,: Il n'existe aucune règle de T ayant ü( x, x) ou û( x, y) comme partie gauche et 
û( ki, l,) (1, 2] --+ Qi est une règle de A. 
~: u(x) -+,. ü(x, x), ki = li et u( ki) -+ Qi est une règle de A. 
Par conséquent, pour ces trois cas, pour tout qi de { Qt, . .. , q,} il existe ti tel que . - . ti -+,. t et ti 1--+ A q,. 0 

Théorème 4.2.1 Soit A un automate de REC,.. L'ensemble 1 RR(F(A)), des formes 
irréductibles des arbres de F(A), est reconnu par un automate de REC~. 

PREUVE: 

C'est une conséquence directe des lemmes 4.2.5 et 4.2.6. 0 

4.2.4 Décidabilité de l'équivalence dans RECr· 

Théorème 4.2.2 Pour tout automate A de REC,., la propriété ':F(A) = 0" est 
décidable. 

PREUVE: 
Soit A un automate de REC,. et soit A,. l'automate des formes normales associé à 
l'automate A. 
i) Supposons F(A) =/:- 0. Il existerait alors au moins un état final Q et un arbre t tel 
quet .,..!...A Q· En utilisant le lemme 4.2.5, on obtient f ~A .. q et donc F(A,.) -:f- 0. 
ii) Supposons F(A,.) =/:- 0. Il existerait alors au moins un état final Q et un arbre t 
tel quet ~A .. Q· En utilisant le lemme 4.2.6, on conclut qu'il existe au moins un 
terme t tel que T(t) = f et t ~A q et par conséquent que F(A) #- 0. 
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Ainsi F(A} = 0 si et seulement si F(A,) = 0. Le vide est décidable dans REC~, il 
l'est donc dans REC.,.. 0 

Théorème 4.2.3 L'équivalence est décidable dans REC.,.. 

PREUVE: 

La classe REC.,. est stable par union, intersection et complémentaire (partie 4.1) et _ 
la propriété du vide est décidable (théorème 4.2.2}. 0 
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Chapitre 5 

Transducteurs descendants 
complets 

Dans ce chapitre, nous étendons le résultat de décidabilité de l'équivalence obtenu 
dans le chapitre 2, pour des transducteurs linéaires et complets, au cas des trans
ducteurs complets mais qui ne sont plus linéaires. 

On désigne par CT-LL la classe des transducteurs descendants lettre à lettre com
plets. 

La démarche est la même que dans les chapitres précédents, à savoir nous ramener 
à des automates d'arbres par superposition des arbres d'origine avec leurs transfor
més. Mais ce codage est ici moins facile à cause de la non-linéarité. En effet à tout 
niveau d'un arbre en entrée des duplications de sous-arbres peuvent être réalisées, 
les copies étant éventuellement ensuite transformées de façons différentes. Nous pro
posons, pour cette raison, une technique de superposition des arbres d'origine avec 
les arbres produits en sortie nous permettant de coder nos transducteurs dans des 
automates avec contraintes d'équivalence. 

Ce chapitre comprendra trois parties: 

1. étude des transformations initiales réalisées à partir d'états équivalents 

2. construction de formes normalisées 

3. codage des formes normalisées dans des automates à contraintes d'équivalence. 

La figure 5.1 illustre la démarche. 

97 
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Equivalence T T' 

1 
se mi-

décidable 

1 Formes 

{TA ' A = 1' 2, ... } {T', A = 1, 2, ... }Semi-

TA 

1 
Tg 

1 
AA 

T'A 

1 
T~A 

1 
Equivalence 

décidable 
A' A 

normalisées 

Formes 

normalisées 

Automates 
à contraintes 
d'équivalence 

FIG. 5.1 - : Démarche dans le cas complet 
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5.1 Transformations initiales 

L'exemple suivant illustre le problème principal rencontré dans la comparaison des 
calculs réalisés par deux transducteurs équivalents. 

Exemple 
Soient Tet T'deux transducteurs de CT-LL définis par: 

T: q(cr(x,y))--+ 6(qt(x),q2(y),qi(x)) 

qt(a(x))--+ a(qt(x)) 
q2(a(x))--+ a(q2(x)) 

T': k(cr(x,y))--+ 6(k1(x),k2(y),k't(x)) 
k(cr(x,y))--+ 6(k1(x),k3(y),k4(y)) 

kt(a(x))--+ a(kt(x)) 
kt (a) --+ a 
k'1(a(x))--+ a(k'u(x)) 
k'11 (a(x))--+ a(k'11 (x)) 
k' u (a) --+ a 
k3(o)--+ o 

q1 (a) --+ a 
q2(0:) --+ 0 

k2(a(x))--+ a(k2(x)) 
k2(o) --+ o 
k'2(a(x))--+ a(k'22(x)) 
k'22(a(x))--+ a(k'22(x)) 
k'22(o)--+ o 
k4(o)--+ a 

T et T' sont équivalents parce qu'ils réalisent la même trans_formation: 

mais pour (u(a, o), 6(ii, o, a)) des torsions différentes sont appliquées dans le premier 
pas de dérivation. 
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Nous montrons d'abord que ce phénomène est de profondeur bornée. 

Lemme 5.1.1 A partir de deux états équivalents q et k d'un transducteur T de 
CT-LL les mêmes transformations initiales sont réalisées sur les arbres de la forme 
u(tl,···,tn) pour lesquels pour tout i et j de [n], avec i :/; j, 1r(t,) :/; 1r(ti)· 

-PREUVE: 

Pour simplifier les notations nous considérons deux lettres u et 6 de rang 2 et nous 
prenons fJ = id[2] (les autres cas se traitent de façon similaire). 

Considérons (u(tb t2), 6(ull u2)) E 'Î'9<,,6,8 ) tel que 11'(t1) # 1r(t2). 
Dans ce cas, parce queT est complet on a 1r(ut) = 11'(t1), 11'{u2) = 11'(t2) {propriété 
1.4.1) et donc 1l'{u1 ) :/; 11'(u2). 
Supposons que (u(tllt2),6(ubu2)) fi 'h(,,f,B)" 

Il existerait alors au moins une torsion 0', ()' :/; () telle que (u(tb t 2), 6(u1 , u2)) E 

'Î'k<,,6,,,) (ici ()' =< 2; 2, 1 > ). 
On devrait donc avoir k(u(t1 , t 2 ) 1-+ 6(ki(t2 ), ki(t1 )) ~ 6(u11 u2) ce qui est impos
sible puisque 11'(t1 ) :/; 11'(t2). 0 

Lemme 5.1.2 A partir de deux états équivalents q et k d'un transducteur T de 
CT-LL, les mêmes transformations initiales peuvent être réalisées sur les arbres de 
la forme u(tll ... , tn), pour lesquels il existe A s; [n) tel que quels que soient i et j 
éléments de A on a 11'(ti) = 11'(ti), sauf éventuellement pour un nombre fini d'arbres. 

PREUVE: 

Premier cas: u et 6 ont des rangs différents. 
Considérons par exemple, u lettre de rang 2 et 6 lettre de rang 3 (ce qui nous au
torise un choix quant au sous-arbre qui va être dupliqué) et prenons() =< 2; 1, 1, 2 >. 

Nous considérons la différence 'Î'9(,,6,8 ) - 'Î'k<,,6,8 ). 

Soient qi et q'i deux états. 
On désigne par Q, 0 Q/ l'ensemble {{t, (u, u')) / (t, u) E 'Î'9; et (t, u') E Tq;' }. Ainsi 
Q, est en fait 'Î'q;· 

Aux n règles de la forme q(u(xt,x2)) -+ 6(qi(x1 ),q',(xi),q",(x2)) (i E [n]) nous 
associo:os l'ensemble U ((Qi 0 Q',) x Q",). 

iE(n] 

De la même façon, aux m règles de la forme k( u(xb x2)) -+ 6(ki(x1 ), k'i(x1 ), k"i(x 2 )) 
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nous associons l'ensemble U ((K; ® K';) x K";). 
jE(m] 

Soient Q = {((t,(u,u')),(t',u")) / (u(t,t'),é(u,u',u")) E T9< ... •.•>} et 

K.= {((t,(u,u')),(t',u")) / (u(t,t'),é(u,u',u")) E Tk(cr,f,B)}. 

On a donc T9c ... •.•> - Tk< ... •.•> infini si et seulement si Q - K. est infini. 
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Des propriétés élémentaires de la théorie des ensembles nous permettent d'écrire: 

Q-K. - U ((Qi® Q',) x Q",)- U ((K; ® K';) x K";) 
iE(n] jE(m] 

U ( U (Qi® Q/) n (n "";'TK,~· ®--;oK~;') x Q/' n ( n K;")). 
iE(n] JÇ(m] jEJ kE(m]-J 

Supposons maintenant Q- K. infini. 
Il existerait alors i E [n], J Ç [m] tel que 
(Qi ® Q/) n ( n K; ® I</) x Q/' n ( n K;") est infini. 

jeJ ke(m]-J 

On aurait ainsi au moins un couple ((t, {u, u')), (t', u")) E Q- K. avec 1r(t) :f:. 1r(t') 
ce qui est contradiction avec le lemme 5.1.1. 

Second cas: u et é ont le même rang. 
T étant un transducteur complet, la transformation initiale est dans ce cas linéaire. 
En utilisant la même démarche que dans le premier cas (avec seulement des produits 
cartésiens cette fois) on montre que la différence 'Î'9c ... •.8> - 'Î'kc ... •.8> est finie (la preuve 
est analogue à celle du chapitre 2). 0 

On obtient ainsi: 

Proposition 5.1.1 Si q et k sont deux états équivalents d'un transducteur T de 
CT-LL alors pour toute transformation initiale (u, é, 0) la différence 'Î'9c ... •.8> -Tkc ... •.B> 
est finie. · 

Un résultat analogue est obtenu pour des ensembles d'états globalement équivalents. 
Nous construisons maintenant des formes normalisées de nos transducteurs. 

5.2 Formes A-normalisées 

La construction se fait en deux temps: 

1. pour tout entier A, une forme A-semi-normalisée est d'abord proposée. La 
construction est identique à celle décrite dans le chapitre 2 et, de la même 
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façon, la forme A-semi-normalisée est identifiée au transducteur d'origine. 

2. la seconde phase est consacrée à la construction de formes A-normalisées pour 
lesquelles les torsions sont codées dans les labels des noeuds des arbres mais res
tent ici appliquées. En effet, les transducteurs descendants peuvent dupliquer 
des sous-arbres d'un arbre en entrée et ensuite des transformations différentes 
peuvent être réalisées sur ces copies. En construisant des formes normalisées 
qui soient des marqueurs, on ne pourrait pas prendre en compte cet aspect des 
.transformations. 

La première phase étant analogue à celle décrite dans le second chapitre, nous ne 
décrivons ici que la seconde phase. 
De plus, dans le paragraphe précédent, afin d'avoir un choix quant au sous-arbre de 
l'arbre en entrée qui allait être dupliqué, nous avons considéré des lettres d'arité 3 

·pour l'alphabet de sortie. Parce qu'il n'y a pas de différences majeures avec le cas de 
lettres d'arité 2, excepté la multiplication des cas, nous ne considérons de nouveau 
que des lettres d'arité au plus 2. 

Formes A-normalisées 
Soit T =< 'f., ~' Q, 1, R >un transducteur de CT-LLï 
et soit TA=< 'f. U 'E\ ~ U ~\ Q\ 1\ RA >sa forme A-semi-normalisée. 
Pour tout entier A, on associe à T sa forme A-normalisée 
T~ =< 'f. U r.A, ~~' QA, 1A, R~ > où ~~ et R~ sont définis par: 

- q(u) -+< h, id> est une règle de R~ et < h, id > est une lettre de ~e si et 
seulement si q( u) -+ h est une règle de RA. 

- q(u(x)) -t< h,id > (qi(x)) est une règle deR~ et< h,id >est une lettre de 
~e si et seulement si q(u(x))-+ h(qi(x)) est une règle de RA. 

- q(u(x)) -t< h,() > (qi(x),qi(x)) (avec()=< 1; 1,1 >)est une règle deR~ et 
< h,() >est une lettre de ~e si et seulement si q(u(x)) ___. h(qi(x),qj(x)) est 
une règle de RA. 

- q(u(xhx2)) -t< h,() > (qt(Xe(t)),q2(xe(2))) (où ()est une bijection sur [2]) 
est une règle de R~ et < h, () > est une lettre de ~e si et seulement si 
q(u(xhx2)) ___. h(qt(Xe(t)),q2(xe(2))) est une règle de RA. 

On établit ensuite la propriété suivante 
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Lemme 5.2.1 Soient T et T' deux transducteurs de CT-LL et T~ et T~A leurs 
formes A-normalisées. Si A est suffisamment grand, T et T' sont équivalents si et 
seulement T~ et T~A sont équivalents. 

ELEMENTS DE PREUVE: 

Comme dans le chapitre 2, dès que l'entier A est de plus supeneur au nombre 
d'états finitaires du transducteur considéré, les résultats obtenus sont valables pour 
des transducteurs non nécessairement infinitaires. 
On montre de même que si A est suffisamment grand alors, à partir d'ensembles 

· d'états globalement équivalents, les transformations peuvent être réalisées avec les 
mêmes torsions pour tous les arbres dans la forme A-semi-normalisée. Ainsi, en 
codant ces torsions dans les noeuds des arbres produits en sortie, on ne modifie pas 
l'équivalence des états et donc, si A est suffisamment grand, 'Î'E = 'Î'F # 'Î'~E = 'Î'~F· 
Pour transposer ce résultat au cas de deux transducteurs Tet T', nous considérons 
(comme cela est décrit dans la preuve du lemme 2.2.5) les ensembles d'états initiaux 
de Tet T'. 0 

5.3 Décidabilité de l'équivalence 

Dans les chapitres 2 et 3, les formes normalisées construites étaient des marqueurs 
et on utilisait alors directement les résultats de décidabilité de la classe T-LAB. 
La situation diffère ici puisque les formes normalisées obtenues ne sont pas sans
torsion. Rappelons seulement que, parce que les transducteurs considérés sont des
cendants, les sous-arbres dupliqués peuvent ensuite être transformés de façons dif
férentes et c'est pour cette raison que les torsions restent appliquées. 
Parce que nous souhaitons réduire le problème de l'équivalence de nos transducteurs 
à celui de l'équivalence pour des automates d'arbres, il nous faut superposer les 
arbres d'origine et les arbres produits en sortie. On est ainsi amené à répercuter 
dans l'arbre d'origine les duplications de sous-arbres réalisées pour produire l'arbre 
de sortie. 
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Par exemple, 

Le couple ( a b ) de la transduction considérée 

/'" 
a b a 

/\ 
t Ut U2 U3 

sera codé <a, b > 

~~ 
< a,b> <a, a> 

/""' J 
< t, Ut > < t, U2 > < t, U3 > 

Les arbres < t, u1 >, < t, u2 > et < t, u3 > qui correspondent à des transformations 
différentes du même sous-arbre t 1 seront considérés comme des arbres équivalents. 
Un système de réécriture, défini de telle façon qu'il associe l'arbre t à toute super
position < t, u >, nous permet de tester si deux arbres < t, u > et < t', u' > sont 
équivalents. 

Nos transducteurs descendants sont alors codés dans des automates ascendants à 
tests d'équivalence entre sous-termes directs; la relation d'équivalence étant induite 
par le système de réécriture évoqué ci-dessus. 

Ainsi, 

à partir de la règle q( a) -+ b de T 

J ~ 
x ql (x) q2 (x) 

on obtient la règle < a, b > [1, 2] -+ q 

/\ 
ql (x) q2(y) 

L'équivalence étant décidable dans RECn nous en déduisons qu'il en est de même 
dans CT-LL. 
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5.3.1 Codage des couples d'arbres 

Soient E et 1:1 deux alphabets gradués. Les lettres de l:ie étant des couples de la 
forme< 6, fJ >,où fJ est une application ayant rang(6) comme ensemble de départ. 
Dans le but de coder tout couple d'arbres (t, u) de T(E) x T(Âe) en un arbre de 
T(E x Âe), noté [t, u], nous définissons la fonction partielle suivante. 

Fonction code(t, u) 
debut 

fin 

si 1r(t) = 0 et u =< 6,id > 
alors retourner < t, u > 
sinon 

cas: t = a(t1 ) et u =< 6,id >(ut) 
retourner< a,< 6, id>> (code( tt, u1)) 

cas: t = a(t1 ) et u =< 6, fJ > (u11 u2), fJ =< 1; 1,1 > 
retourner< a,< 6, fJ >> (code(tl1(l)! u1}, code(te(2), u2)) 

cas: t = a( t 11 t2) et u =< 6, fJ > (Ut, u2) ou fJ est une bijection sur [2] 
retourner< a,< 6, fJ >> (code(te(1), u1), code(te(2) 1 u2)) 

fin si 

Remarque 
Pour tout couple d'arbres (t, u) de T(E) x T(Âe), l'indication d'une torsion pour 
tout noeud nous permet d'obtenir au plus un arbre [t, u]. 

5.3.2 Automate de RECT associé à la forme A-normalisée 
d'un transducteur 

Soit T~ =< E\ Â~, Q\ 1\ R~ > la forme A-normalisée, pour un entier donné A, 
d'un transducteur T de CT-LL. Nous associons à T~ l'automate à tests d'équiva
lence entre fils AA =< EA x Â~, QA, pA, 'RA >où la relation d'équivalence est définie 
par un système de réécriture lettre à lettre noethérien, confluent T sur l'alphabet 
(EA x Â~) u EA. 

Définition du système de réécriture T. 

- pour toute lettre < u, < 6, id > > de EA x Â~, pour laquelle rang( 6) -
rang(u) = 0, < u, < 6, id>>__. u est une règle de T. 
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- pour toute lettre < o-, < 6, id >> de :EA x ~~' pour laquelle rang(6) -
rang(o-) = 1, < o-, < 6, id>> (x)-+ o-(x) est une règle der. 

- pour toute lettre < o-, < 6, 8 >> de :EA x ~~' pour laquelle rang(6) -
rang(o-) = 2 et 8 est une bijection sur [2], < o-,< 6,8 >> (x,y)-+ o-(x,y) est 
une règle de r. 

- pour toute lettre< o-,< 6,8 >>de :EA x~~' pour laquelle rang(6) = 2 > 
rang(o-) = 1 et 8 =< 1; 1,1 >, < o-, < 6, 8 >>(x, x)-+ o-(x) est une règle de 
T. 

Il est clair que r est un système de réécriture noethérien et confluent. De plus r est 
sous forme !-réduite (paragraphe 4.2.1). 

Lemme 5.3.1 Pour tout couple d'arbres (t,u) de 'Î'~, [t,u] ..!t.,. t. 

PREUVE: 

La preuve se fait par récurrence sur la profondeur des arbres. 
• Soit (t, u) = (o-, < 6, id>) E Tg avec rang(o-) = rang(6) =O. 
[t, u] =< o-, < 6, id>> et de plus < o-, < 6, id>>-+ o- est une règle der. On a donc 
bien [t, u] ~.,. t. 
• Supposons la propriété vraie pour les arbres de profondeur inférieure ou égale à p 
et soit (t, u) un couple de 'Î'~ avec 1r(t) = p + 1. 
Nous ne considèrerons que le cas t = o-(t1), u =< 6, 8 > ( ub u2) (les autres cas se 
traitent de façon analogue). 
(t,u) E 'Î'g et donc 8 =< 1;1,1 >. 
Par conséquent [t, u] =< o-, < 6, 8 >> ([t1 , u1], [tb u2]). 
La propriété étant supposée vraie jusqu'à la profondeur p, on a: 

[tb Ut] ~.,. t1 et [tb u2] ~.,. t1. 
Ainsi,< o-,< 6,8 >> ([t11 u1),[tbu2]) ~'T< o-,< 6,8 >> (t1,t1). 
De plus, < o-, < 6, 8 >> (x, x) -+ o-(x) est une règle de r et donc [t, u] ~.,. o-(t1 ) = t. 
0 

Construction de l'automate A•\ 
Pour tout entier A, AA =< :EA x~~' Q\ F\ nA >est défini par pA = JA et nA 
construit de la façon suivante: 

- < o-, < o-', id >>-+ q est une règle de nA si et seulement si q(o-) -+< o-', id> 
est une règle de R~. 
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- < u, < u', id>> (q;) -+ q; est une règle de nA si et seulement si q;(u(x)) -+ 
< u', id> (q;(x)) est une règle de~· 

• < u, < 6, 6 >> (qt, q2)-+ q (avec 6 bijection sur (2]) est une règle de nA si et 
seulement si q(u(xt, x2)) -+< 6, 6 > (q1(xB(t)), q2(XB(2))) est une règle deR~. 

- < U, < 6, 6 >> (ql, q2)[1, 2) -+ q (avec 6 =< 1; 1,1 >)est une règle de nA si et 
seulement si q(u(x)) -+< 6,6 > (q1(x),q2(x)) est une règle deR~. 
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Exemple 
Soit T~ =< EA, ÂA, QA, JA, RA > la forme A-normalisée, pour un entier donné A, 
d'un transducteur T de CT-LL avec 
E~ = {a}, E~ = {a, a}, Â~ = { < a, id >}, 
Â~ = {<a, id>,< a', id>,< a", id>,< 6, id>}, 
Â~ = {< b,8 >,< u,8 >}avec 8 =< 1;1,1 >. 
QA = {qo,qt,q2,q3,q4}, QA = {qo} 
et les règles suivantes: 

qo(a(x)) -+< b, 8 > (qt(x), q2(x)) 
q1 (a( x)) -+ < u, () > ( q3 (x), q4 (x)) 
q1(a(x)) -+< h,id > (q3(x)) 
q2(a(x)) -+< h,id > (q3(x)) 
q3(a(x)) -+<a, id> (q3(x)) 
q3(a(x)) -+<a', id> (q3(x)) 
q3(a) -+< a, id > 
q4(a(x)) -+<a", id> (q4(x)) 
q4(a) -+<a, id> 

Système de réécriture T 

<a,< b, () >> (x, x)-+ a( x) 
<a,< u,O >> (x,x)-+ a(x) 
<a,< é,id >>(x)-+ o(x) 
<a,< a, id>> (x)-+ a(x) 
<a,< a', id>> (x)-+ a(x) 
<a,< a", id>> (x)-+ a(x) 
<a,< a, id>>-+ a 

Automate de REC.r associé à Tg 
AA =< EA x ll,A' QA' FA= ]A' nA > est défini par: 

<a,< b,8 >> (qt,q2)[1,2)-+ qo 
< o,< u,8 >> (q3,q4)[1,2]-+ q1 
< o, < é,id >> (q3)-+ ql 
< o,< é,id >> (q3)-+ q2 
<a,< a, id>> (q3)-+ q3 
< a,< a', id>> (q3)-+ q3 
< a,< a", id>> (q4)-+ q4 
< a, < a, id >>-+ q3 
< a, < a, id > >-+ q4 



5.3. Décidabilité de l'équivalence 

Considérons, par exemple le couple ( t, u) = (a( t1 ), < b, 8 > (Ut, u2)) E T~ avec 

t1 = a(a), 

u1 =< u, 8 > (<a, id>,< a, id>) 

et u 2 =< 6,id >(<a, id>). 
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[t, u] =<a,< b, 8 >> ([tt, u1], [t1, u2]), résultat de la fonction définie en 5.3.1, est un 
arbre de F(AA). 

De plus, [th u1] et [tb u2] sont des arbres équivalents parce que 

[t1, u1] ~.,. t1 

et [tt, u2] ~.,. t1. 

Par conséquent [t,u] =<a,< b,(} >> ([thut],[thu2]) ~A .. qo. 
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Lemme 5.3.2 Soient T~ la forme A-normalisée d'un transducteur T et AA l'auto
mate de REC.,. qui lui est associé. Pour tout état q, q(t) ~T.A u si et seulement si 

e 
[t,u] ~AA q. 

PREUVE: 

La preuve se fait par récurrence sur la profondeur des arbres. 

• La propriété est vraie pour les arbres de profondeur O. 
Soit (t, u) un couple d'arbres de profondeur O. t et u sont, dans ce cas, des lettres 
d'arité O. 
q(t) 1-+T.A u si et seulement si il existe dans T~ une règle q(t)--+ u. 

e 
Il existe donc par construction une règle< t, u >--+ q dans AA. Et ainsi, [t, u] 1-+ AA q. 

' • Supposons la propriété vraie jusqu'à la profondeur n et soit t = u(t1 ) un arbre de 
profondeur n + 1 (on procèderait de façon analogue dans le cast= u(t~, t2)). 

Premier cas: u =< 6, id> (u1). 

Nous avons alors [t,u] =< u,< 6,id >> ([t 1 ,u1]). q(t) .....:...TAu si et seulement si il 
e 

existe une règle q(u(x)) --+< 6,id > (q'(x)) dans T~ et q'(t1 ) .....:...TA u1• 
e 

Il existe donc, par construction, une règle < u, < 6, id>> ( q') --+ q dans AA 
et, parce que la propriété est supposée vraie jusqu 'à la profondeur n, [t1, u1] ~ AA q'. 
Finalement, [t, u] ~ AA q. 

Second cas: t = u(t1 ) et u =< 6,0 > (uhu2), avec 0 =< 1; 1,1 >. 
Dans ce cas, nous avons [t, u] =< u, < 8, 0 >> ([th u1], [tt, u2]). 

q(t) .....:...TA u si et seulement si il existe une règle q(u(x)) --+< 8,0·> (q1(x),q2(x)) 
e 

dans TG et q1(tt) ~TA Ut, q2(tt) .....:...TA u2. e e 
Il existe donc une règle < u, < 6, 0 > > ( qt, q2)[1, 2] --+ q dans AA et, parceque la pro-
priété est supposée vraie jusqu 'à la profondeur n, [tt, u1] ~ AA q1 , [t~, u2] ~ AA q2• 

De plus, [tt,u1] ~,. t 1 et [t1,u2] ~,. t1 (lemme 5.3.1) et ainsi [tt,u1] = [t~,u2]. 
Finalement, [t, u] ~ AA q. 

Inversement, en utilisant la même méthode, on montre que dans ces deux cas 
[t, u].....::.... AA q implique q(t) .....:....T~ u. 0 



5.4. Le cas général descendant 111 

Décidabilité de l'équivalence 

Lemme 5.3.3 Soient T et T' deux transducteurs de CT-LL, T~, T~A leurs formes 
A-normalisées et A\ A' A les automates de REC.r associés à T~ et T~A. Lorsque A 
est suffisamment grand, T et T' sont équivalents si et seulement si AA et A'A sont 
équivalents. 

PREUVE: 

Le lemme 5.2.1 établit que, lorsque A est suffisamment grand, T et T' sont équiva
lents si et seulement si leurs formes A-normalisées TJ et T~A le sont. Le lemme 5.3.2 
nous permet alors de conclure. 0 

On obtient ainsi 

Théorème 5.3.1 L'équivalence des transducteurs descendants lettre à lettre com
plets c.c;t décidable. 

PREUVE: 

Le lemme 5.:3.:3 établit en fait la semi-décidabilité de l'équivalence dans CT-LL. 
La non-équivalence étant semi-décidable, nous concluons. 0 

5.4 Le cas général descendant 

Nous venons d'établir la décidabilité de l'équivalence pour les transducteurs descen
dants lettre à lettre linéaires (chapitre :3) ou complets (chapitre 5). 
La question qui se pose alors naturellement est de savoir si nos résultats peuvent· 
s'étendre au cas général de transducteurs descendants lettre à lettre non-linéaires et 
non-complets? 
lin 'en est rien malheureusement. Nous en illustrons la raison dans la première partie 
de ce paragraphe. 

Pour conclure sur le cas des transducteurs descendants lettre à lettre, nous résu
mons dans la seconde partie l'ensemble de la démarche en utilisant, à chaque étape, 
la présentation la plus générale possible. 

5.4.1 Cas général 

L'exemple suivant illustre le fait que les lemmes fondamentaux (lemmes 3.1.1 ou 
5.1.2 selon que les transducteurs sont linéaires ou complets) sur lesquels reposent 
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nos techniques, ne peuvent être étendus au cas général. 

Exemple 
Considérons les transducteurs Tet T' définis par: 

T: q(u(x,y))--+ h(qt(x),q2(Y)) 
q(u(x,y))--+ h(q3(x),q4(x)) q(u(x,y))--+ h(qs(y),q6(y)) 

qt(a(x))--+ a(qt(x)) qt(ii)--+ ii 
q2(a(x))--+ a(q2(x)) q2( ii) --+ ii 

q3( a( x)) --+ a( 93( x)) q3( ii) --+ ii 
q4(a(x))--+ a(q4(x)) q4(ii)--+ ii 
q4(a(x))--+ a 

qs(a(x))--+ a(qs(x)) qs( ii) --+ ii 
qs(a(x))--+ ii 
q6(a(x))--+ a(q6(x)) q6( ii) --+ ii 

T': k(u(x,y))--+ h(k3(x), k4(x)) k(cr(x, y))--+ t5(ks(y), k6(Y)) 

k3(a(x))--+ a(k3(x)) k3(ii) --+ ii 
k4(a(x))--+ a(k4(x)) k4(ii) --+ ii 
k4(a(x))--+ a 

k5 (a(x))--+ a(k5(x)) ks(ii)--+ ii 
k5 (a( x)) --+ ii 
k6(a(x))--+ a(k6(x)) k6( ii) --+ ii 

Les transducteurs T et T' sont équivalents: 

On remarque cependant que la première règle du transducteur T, qui est sans
torsion, n'a pas d'équivalent dans T'. 
Tous les. couples (u(am(ii), a11(a)), t5(am(ii), a 11 (ii))) obtenus en appliquant initiale
ment la règle sans-torsion de T seront produits dans T' en appliquant initialement 
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une torsion différente de l'identité. On aura: 

k(u(am(a), an( a))) ...!-+ 6(k3(am(a)), k4(am(a))) 
...!-+ 6(am(a), an{ô)) 

dans le cas n < m 

et 

k(u(am(a), an( a))) ...!-+ 6(k5(an(a)), k6 (an(a))) 
...!-+ 6(am(a), an(a)) 

dans le cas m ~ n. 
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Ainsi, à partir d'états équivalents des transformations initiales différentes sont néces
sairement réalisées pour une infinité de couples d'arbres. Les techniques précédentes 
ne peuvent donc s'appliquer ici. 

5.4.2 Regard sur les techniques utilisées 

Nous résumons, maintenant, l'ensemble de la démarche en adoptant, à chaque étape, 
la plus générale des constructions décrites précédemment. 

Transformations initiales 
Les lemmes 3.1.1 et 5.1.2, obtenus respectivement pour les éas linéaires et complets, 
et le contre-exemple du paragraphe précédent nous permettent d'énoncer le résultat 
suivant: 

Lemme fondamental 1 Si q et k sont deux états équivalents d'un transducteur 
descendant lettre à lettre T alors pour toute transformation initiale ( u, 6, 6) la diffé
rence 'Î'9<.,,6,,> - 'Î'k<.,,6,,> est: 

- d'image finie si T est linéaire 

- finie si T est complet 

- éventuellement infinie sinon. 
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Construction des formes A-semi-normalisées 
Pour tout entier A, on associe à tout transducteur T descendant lettre à lettre sa 
forme A-semi-normalisée TA en utilisant la construction décrite dans le paragraphe 
3.2 (cas linéaire). 

Des résultats obtenus dans les chapitres 2 et 5, on déduit: 

Lemme 1 Si T est linéaire ou complet alors, lorsque A est suffisamment grand, à 
partir. d'états équivalents, les calculs dans la forme A-semi-normalisée peuvent être 
réalisées avec les mêmes torsions pour tous les arbres. 

Construction des formes A-normalisées 
Pour tout entier A, à partir de la forme A-semi-normalisée TA d'un transducteur on 
construit sa forme A-normalisée en deux phases: 

- complétion du transducteur (algorithme donné en 3.2). Aucune modification 
du transducteur n'est évidemment réalisée si le transducteur est complet d'ori
gme. 

- construction de la forme A-normalisée. On utilise ici la construction définie 
dans le paragraphe 5.2 pour des transducteurs complets. La forme normalisée 
obtenue n'est pas un marqueur puisque les torsions qui sont codées au niveau 
des noeuds des arbres restent appliquées. 

On obtient: 

Lemme 2 Si T et T' sont deux transducteurs linéaires ou s'ils sont tous deux 
complets alors, lorsque A est suffisamment grand, T et T' sont équivalents si et 
seulement si leurs formes A-normalisées sont équivalentes. 

Décision de l'équivalence 
Nous ramenons enfin le problème de l'équivalence de nos transducteurs linéaires ou 
complets à l'équivalence d'automates de REC.r. La construction des automates à 
tests d'équivalence, à partir des formes normalisées, est décrite dans le paragraphe 
5.3.2. Notons que, pour un transducteur qui serait linéaire d'origine, les contraintes 
d'équivalence sont indifférentes (l'automate obtenu dans ce cas est en fait un auto
mate "classique"). 



Chapitre 6 

Transducteurs ascendants 

Dans ce chapitre, en transposant au cas ascendant la démarche utilisée pour les 
transducteurs descendants, nous établissons la décidabilité de l'équivalence pour les 
transducteurs ascendants lettre à lettre. 

Notation 
La classe des transducteurs ascendants lettre à lettre est notée B-LL. 

6.1 Extension des définitions 

Nous proposons dans ce paragraphe une extension au cas ascendant des notions 
introduites dans le chapitre 1, pour les transducteurs descendants. 

Définition 6.1.1 Soit 1J un mouvement de dérivation pour le terme t = u(tt, .. , tm) 
et aboutissant à l'état q. 
1J: u(tb .. , tm)~ u(q1(u1), .. , 9m(um)) t-+ q(6(ue(l), .. , Ue(n))). 
On appelle transformation finale le triplet (u, 6, 8). 

Notation 
Êq(tt,6,9> désignera l'ensemble des couples (t, u) tels que t ~B q(u) en appliquant 
la transformation finale (u, 6, 8). On écrira, plus simplement, Êq9 s'il n'y a aucune 
ambiguïté sur le couple de lettres transformées. 

Définition 6.1.2 Un état q est dit infinitaire s'il existe une infinité de couples (t, u) 
tels quet~ q(u). 
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Définition 6.1.3 Deux états q et k, d'un transducteur ascendant B, sont équiva
lents si t HB q(u) # t Hs k(u). 

Cette définition s'étend à des ensembles d'états: 

Définition 6.1.4 Deux ensembles d'états {qt, .. ,qn} et {kt, .. ,km} d'un transduc
teur B sont globalement équivalents si et seulement si U (Ê9;) = U (Êk)· 

iE(n] je[m] 

Comme dans les chapitres précédents, pour des raisons techniques nous étudions 
d'abord les transformations finales aboutissant à des états infinitaires équivalents. 

6.2 Transformations finales 

Considérons le transducteur B =< 1:, ~' Q, 1, R > avec 
I:o = {a}, Et = {a, a} et E2 = {CT}, 
~o = {e,j}, ~2 = {6} 
et les règles: 

CT(qt(Xt),q2(x2))--+ q(6(xt,x2)) 
a(q'1(x))-+ qt(e) 
a(q'2(x))-+ q2(J) 

avec de plus, Vr E Tr;, 
T ._:..... q'J ( T) et T ._:..... q' 2 ( T) 

CT(k2(xt), k1(x2))-+ k(6(x2,x1)) 
a(k't(x))--+ k1(e) 
a(k'2(x))--+ k2(f) 

Les transformations aboutissant aux états q et k sont égales: 

Ê9 ::::: Êk = {(CT(a(r),a(r')),6(e,f)) 1 r,r' E T:d· 

Et pourtant, des torsions finales différentes sont appliquées à tous les arbres: pour 
l'état k une permutation des sous-arbres de la racine est effectuée alors que pour q 
la transformation finale est sans-torsion. 
Nous montrons d'abord que ce phénomène est d'image finie. 

Lemme 6.2.1 Soient q et k deux états infinitaires équivalents d'un transducteur B. 
Pour toute transformation finale (CT, 6, 0), la différence Êq(cr,6 ,9> - Êkc.,, 6,9> est d'image 
finie. 
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PREUVE: 

Nous distinguerons deux cas selon les arités de u et 6. 

Premier cas: u et 6 sont de rang 2. 
Les règles considérées sont donc de la forme u(q1(x1), q2(x2))-+ q(6(xs(t), XB(2))). 

Considérons d'abord le cas 6 =id. 
Supposons qu'il existe n règles de la forme u(qi(x1), q'i(x2))-+ q(6(xh x2)), c'est-à
dire aboutissant à l'état q, 
et rn règles de la forme u(ki(x1 ), k'i(x2 )) -+ k(c5'(x1, x2)), avec k comme état de sor
tie. 
Nous considérons la différence Ê9,- Ê~ç,. 

Nous notons Q l'ensemble {((u,v),(u',v')) E Ê9i x Ê
9
:, i E [n]} 

et K l'ensemble {((u,v),(u',v')) E Êki x ÎJk'' jE [rn)}. 
J ~ ~ 

On aura alors ({u,v),{u',v')) E Q- K <::} (u(u,u'),h(v,v')) E B9,- Bk,. 
Par B9 on désigne le complémentaire de Ê9 dans TI: x Tt:.. 

Des propriétés de base de la théorie des ensembles nous permettent d'exprimer la 
différence Q- Ken fonction de Ê9i, Ê •, ÊkJ' Êk'· 

qi J 

- ( u Êq; x Êq')- ( u ÊkJ x Êk') 
iE[n) 

1 
jE[m) J 

U ( U (Ê9; n ( n (Bk,))) x (Ê
9

• n ( n (Bk•,)))). 
iE[n) Jç;;[m) jEJ 

1 
lE[m)-J 

Supposons que Q - K ne soit pas d'image finie. 
Il existerait alors au moins i E [n] et J S"; [rn] tels que ÎJ9i n ( n (BkJ)) 

jEJ 

ou ÎJ
9

, n ( n (Bk•,)) n'est pas d'image finie. 
1 lE[m)-J 

Choisissons, par exemple, le cas où Ê9i n ( n (BkJ)) n'est pas d'image finie. 
jEJ 

Pour tout couple ( u', v') de Ê 
9

• n ( n (Bk',)) , on pourrait donc trouver au moins 
1 lE[m)-J 

un couple (u, v) de Ê9; n ( n (Bki)) tel que 1r(v) > 1r(u'). 
jEJ 

C'est-à-dire (u(u,u'),h(v,v')) E Ê9,- Êk, avec 1r(v) > 1r(u'). 
Les états q et k étant équivalents, il existerait donc une torsion p, différente de 6, 
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et telle que ( u( u, u'), o( v, v')) E Êh,.. Trois cas sont possibles. 

cas 1.1: JL =< 2; 2,1 >. 
On devrait donc avoir 
u(u,u') ~ u(kj(w),k'j(w')) 1-+ k(o(w',w)) avec o(w',w) = o(v,v'), 
c'est-à-dire en fait u' ~ k'j(w') avec w' =v. 
Cette transformation est impossible puisque d'une part 11'( w') :5 11'( u') (lemme 1.4.1) 
et d'autre part 11'(v) > 11'(u'). 

cas 1.2: JL =< 2; 1,1 >. 
On aurait ici 
u(u,u') ~ u(kj(w),k'j(w')) 1-+ k(o(w,w)) avec o(w,w) = o(v,v'). 
Ce mouvement est impossible également puisque 11'( v) =f 11'( v') dans la mesure où on 

-.:ne peut avoir simultanément 11'(v) > 11'(u') et 11'(v') :5 11'(u'). 

cas 1.3: JL =< 2; 2, 2 >. 
Le mouvement de transformation à considérer ici est 
u(u,u') ~ u(kj(w),k'j(w')) 1-+ k(o(w',w')) avec o(w',w') = o(v,v'). 
On arrive également à une impossibilité puisque 11'( w') :5 11'( u') et 11'( v) > 11'( u'). 

On fait le même type de raisonnement pour les autres valeurs possibles pour la 
torsion 8: e =< 2; 2,1 >, e =< 2; 1,1 >ou e =< 2; 2, 2 >. 

On en conclut que la différence Ê9(tr,6,e) - Êk(tr,6,e) est d'image finie lorsque u et 0 
sont de rang 2. 

Second cas: u est de rang 2 et o est de rang 1. 
Les règles sont donc de la forme u(qi(x1),q'i(x2))-+ q(o(xe(t))). Supposons que la 
différence ÊJ99 - Êk, ne soit pas d'image finie. 
On est donc amené à distinguer deux cas selon que 8 =< 2; 1 >ou que 8 =< 2; 2 > . 

.2.:.1: e =< 2; 1 >. 
On aurait donc u(u, u') ~ u(qi(v), q'i(v')) 1-+ q(o(v)). 
Supposons que la différence Ê98 - Êke ne soit pas d'image finie, il existerait donc 
une infinité d'arbres v tels que (u(u,u'),o(v)) tt Êke· Ce serait donc en particulier 
le cas pour v tel que 11'( v) > 11'( u'). 
Les états q et k étant supposés équivalents, il existerait donc une torsion p,, diffé
rente de (}, telle que (u(u, u'), o(v)) E Êk,.· Ici, la seule autre torsion possible est 
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p.=< 2;2 >. 
On aurait donc: 
O'(u, u') ....!-+ O'(ki(w), k'i(w')) 1-+ k(6(w')) avec w' =v. 
Cette transformation est impossible puisque n-( v) > n-( u') et n-( w') < n-( u'). 
La différence considérée est donc d'image finie. 

2.2: 0 =< 2;2 >. 
Ce cas se traite de façon analogue au cas précédent. 
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Ainsi dans tous les cas possibles, pour toute transformation finale ( 0', 6, 0) la dif

férence Ê9<.,·'·'> - Êk<.,·'·'> est d'image finie. 0 

Un résultat analogue est obtenu lorsqu'on considère des ensembles d'états globa
lement équivalents. Ainsi, pour tout couple (E, F) d'ensembles d'états globalement 
équivalents, pour toute transformation finale (0', 6, 0) il existe un entier, qu'on no
tera À(E,F),(O',S,II)! tel que dès que n-(u) > À(E,F),(0',6,11), on a (t,u) E BEc ... •.•> <=> (t,u) E 

ÊF( ... •.•>. Ce résultat est valable dans le cas d'ensembles d'états non nécessairement 
infinitaires. 
Comme pour le cas des transducteurs descendants, la démarche se poursuit par la 
construction, en deux étapes, de formes A-normalisées. 

6.3 Formes A-normalisées 

Pour tout entier A, nous construisons d'abord la forme A-semi-normaliséed'un trans
ducteur B pour laquelle tous les couples (t, u) (d'arbres ou de sous-arbres) tels que 
n-( u) ::5 A sont traités globalement, c'est-à-dire en fait identifiés à de nouvelles lettres. 

6.3.1 Formes A-semi-normalisées 

Au transducteur ascendant B =< I:, À, Q, F, R > nous associons le transducteur 
BA =< I;A, ,6A, QA, pA, RA > construit de la façon suivante. 

- q<A et qA sont des états de QA si et seulement si q est un état de Q et ils sont 
éléments de pA si et seulement si q est dans F. 

- t -t q<A ( u) (respectivement t -t qA ( u) ) est une règle de RA, 
t est une lettre de I;A et u est une lettre de ÂA 

si et seulement si 
(t, u) E Ê9 avec tE Tr; et n-(t) = n-(u) <A (respectivement n-(t) = n-(u) =A). 
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- to(q't(Xt), .. ,q'n(xn))-+ q<h(u) est une règle de Rh (q'i est soit qfh soit qf), 
to est une lettre de rang n de :Eh et u est une lettre de Âh 

si et seulement si 
to(qt(xt), .. ,qn(xn)) ~B q(u) dans B avec 11'(to) = 11'(u) <A. 
On aura to(q't(xt), .. ,q'n(xn))-+ qh(u) dans le cas où 11'(t0 ) = 11'(u) =A. 

- u(qf(x))-+ qh(8(x)) est une règle de Rh 
si et seulement si u(qi(x))-+ q(8(x)) est une règle deR. 

- u(qf(x))-+ qh(8(x,x)) est une règle de Rh 
si et seulement si u(qi(x))-+ q(8(x,x)) est une règle deR. 

- u(qf(xt),qJ(x2))-+ qh(8(xo(t)lX8(2))), 
u(qfh(xt),qJ(x2))-+ qh(8(xe(l),Xe(2))) et 
u(qf(xt),qfh(x2))-+ qh(8(xo(l),Xo(2))) sont des règles de Rh 
si et seulement si 
u(qi(x1 ), qi(x2))-+ q(8(xe(l)l Xo( 2))), avec() bijection, est une règle deR. 

- u(qf(xt),qJ(x2))-+ qA(8(x 1 ,x1)) et 
u(qf(xt), qfA(x2))-+ qA(8(xt, x1)) sont des règles de RA 
si et seulement si 
u(qi(xt), qi(x2))-+ q(8(x1 , xt)) est une règle deR. 

- u(qf(xt), qJ(x2))-+ qA(8(x2, x 2 )) et 
u(qfA(x1 ), qJ(x2))-+ qA(8(x2, x 2 )) sont des règles de RA 
si et seulement si 
u(qi(xt), qi(x2))-+ q(8(x2, x2)) est une règle deR. 

- u(qf(xt), qJ(x2))-+ qA(8(xt)) et 
u(qf(x1 ),qfA(x2))-+ qA(8(x1 )) sont des règles de RA 
si et seulement si 
u(qi(x1 ), qj(x2))-+ q(8(x1)) est une règle deR. 

- u(qf(x1 ),qJ(x2))-+ qA(8(x2)) et 
u(qfA(xt),qJ(x2))-+ qA(8(x2)) sont des règles de RA 
si et seulement si 
u(qi(x1 ),qj(i2))-+ q(8(x2)) est une règle deR. 

Comme pour le cas des transducteurs descendants, la similitude des transformations 
réalisées dans le transducteur d'origine et dans toute forme A-semi-normalisée, nous 
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conduit à les identifier. 

Nous montrons maintenant que, lorsque A est suffisamment grand, dans la forme 
A-semi-normalisée, les calculs aboutissant à des ensembles d'états globalement équi
valents peuvent être réalisés en appliquant les mêmes torsions pour tous les couples 
d'arbres, sauf éventuellement pour les sous-arbres qui sont ensuite supprimés. 
Nous illustrons, sur l'exemple suivant, le problème posé par la non-complétude. 

Considérons le transducteur défini par: 
(r1): u(q1(x),q2(y)) -t q(e) 
(r2): b(qi(x),qi(y)) -t q1(b(x,y)) 
(r4): a(q2(x)) -t q2(a(x)) 

(si): u(k1(x), k2(y)) -t k(e) 
(s2): b(kt(x),kt(Y)) -t kt(b(y,x)) 
(s4): a(k2(x)) -t k2(b(x,x)) 

(r3) : a-t qt(a) 
(r5) : a -t q2(a) 

(s3) : a-t kt (a) 
(s5) : a-t k2(a) 

Les états q et k sont équivalents. Cependant on remarquera que d'une part, pour 
les arbres de la forme u(b(t1 , t2 ),a(t3 )), des torsions différentes (règles (r2) et (s2)) 
sont appliquées lors de la transformation de b(t11 t 2 ) et d'autre part que les arbres 
produits à partir de a(t3 ) sont différents (règles (r4) et (s4)). 
C'est en réalité sans conséquence sur les transformations aboutissant aux états q 
et k puisque ces sous-arbres sont ensuite supprimés. Seul importe, ici, le fait que 
dom( Ê91 ) = dom( Êk1 ) et dom( Ê92 ) = dom( Êk2 ). 

Ainsi pour tout couple d'arbres (t,u), les seules torsions significatives, et donc à 
prendre en compte, sont celles qui sont appliquées aux sous-arbres apparaissant ef
fectivement dans l'arbre u produit par le transducteur. 
Pour formaliser cette situation, nous associons au transducteur BA considéré un 
transducteur, noté BA,d, pour lequel les torsions appliquées lors des calculs sont ex
primées dans les noeuds des arbres produits en sortie. 

Construction de BA,d 
A partir de BA=< I:.\A\QA,FA,RA >, 
construction de BA,d =< I:,A, AA,d, Q\ pA, RA,d > de la façon suivante: 

- t -t q( < u, id>) est une règle de RA,d et < u, id >E AA,d si et seulement si 
t-t q(u) est une règle deR\ avec tE I:." et u E AA 
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- t( x) ~ q( < u, id > (x)) est une règle de RA,d et < u, id > E ~ A,d si et seulement 
si t(x) ~ q(u(x)) est une règle de RA 

- t(x) ~ q(< u,8 >(x, x)) est une règle de RA,d, 8 =< 1; 1,1 >et< u,8 >E 
~A,d si et seulement si t(x) ~ q(u(x,x)) est une règle de RA 

- t(x) ~ q(< u,id >)est une règle de RA,d et< u,id >E ~A,d si et seulement 
si t(x) ~ q(u) est une règle de RA avec u E fiA 

- t(xt, x2) ~ q( < u, 8 > (xo(t) 1 Xo(2))) est une règle de RA,d et < u, 8 >E fiA,d si 
et seulement si t(x11 x2) ~ q( u(xo(I), xo(2))) est une règle de RA 

- t(xt, x2) ~ q( < u, 8 > (xe(t))) est une règle de RA,d et < u, () >E fiA,d si et 
seulement si t(xt, x2) ~ q(u(xo(t))) est une règle de RA 

- t(x11 x2) ~ q( < u, id >) est une règle de RA,d et < u, id >E fi,A,d si et 
seulement si t(xt, x2) ~ q(u) est une règle deR\ avec u E fiA 

Pour tout couple (t, u) de Ê\ notons (t, ud) le couple correspondant de ÊA,d, c'est
à-dire pour lequel les torsions appliquées lors du calcul sont codées dans les noeuds 
de l'arbre u produit en sortie. Nous nous proposons maintenant de montrer que si 

- - -Ad -Ad A est suffisamment grand, alors BE = BF {::> BE' = BF' . En considérant de plus 
A supérieur au nombre d'états finitaires du transducteur, les résultats peuvent être 
établis dans le cas général des transducteurs non nécessairement infinitaires. Nous . 
utilisons le lemme technique suivant: 

Lemme 6.3.1 Soient E et F deux ensembles d'états globalement équivalents de 
transducteur BA. Lorsque A est suffisamment grand, pour tout cov,ple (t, u) de Ê~ 
( Ê~), pour tout préfixe u0 de u, pour tout état q de Q, pour tout calcul 

to(it, .. , tn) ~BA to(qt(Ut), .. , qn(un)) ~Bh,d q(ug(ue(l)' .. , Ue(m))) 
il existe k E F tel que 

to(tll .. , tn) ~BA to(kt(Ut), .. , kn(un)) ~Bh,d k(ug(ue(t) 1 .. , Ue(m))). 

PREUVE 

Elle se fait par induction sur le préfixe uo de u. 

Soit À un majorant de l'ensemble des entiers À(E,F),(u,cS,B) obtenus pour E et F en
sembles d'états globalement équivalents et (u, 6, ()) transformation finale, et soit NF 
le nombre d'états finitaires du transducteur B. On prend A= sup(À,NF)· 

• La construction de BA avec A suffisamment grand et le lemme 6.2.1 assurent 
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que la propriété est vraie pour u0 E ~A. 

• Supposons maintenant que la propriété est vraie pour tous les couples de la forme 
(t, uo(uh .. , um)) de B~ et montrons qu'elle l'est encore pour ce préfixe uo augmenté 
d'une lettre. 
Pour tout j E (m], considérons les ensembles 
Qj = {9B(j) 1 to(9t(Xt), •. ,qg(j)(Xe(j)), .• ,qn(xn)) ~BA,d q(ug(xe(l)' .• ,Xe(j), .. ,Xe(m))), 
avec q E E et 'ViE (n], B9; # 0} 

. et 
Kj = { ke(j) 1 to( kt (xt ), .. , k11(j) (xe(j) ), .. , kn (xn)) ~ BA,d k( ug(xe(t), .. , X8(j), .. , Xe(m)) ), 
avec k E F et 'ViE (n], Êk; # 0} 

Montrons d'abord que, pour tout j E [m], les ensembles d'états Qj et Kj sont 
globalement équivalents. 
Supposons, pour cela, qu'il existe j E [m] tel que Qi et Ki ne soient pas globalement 
équivalents. Il existerait donc alors au moins un couple (f,ji) élément de Bq1 -BK,, 
c'est-à-dire tel que 
to(üb .. ,f, .. ,ün) ~BA,d q(ug(üB(t), .. ,ji, .. ,ÜIJ(m)))), avec 'ViE (n],li ~ 9i{üi) 
alors que {f, ji) ~ ÊK, et donc que ce calcul ne peut aboutir dans aucun état k de 
l'ensemble F. 
Ceci contredit le fait que la propriété est supposée vraie pour le préfixe u0 et donc 
pour tout j E (m) les ensembles d'états Qi et Kj sont globalement équivalents. 

Par conséquent, pour tout j E [m], pour tout état q' E Qh il existe au moins 
un état k' E K; tel que les transformations t11(j) ~ q'(uB(i)) et te(j) ~ k'(ue(j)) 
sont réalisées en appliquant la même torsion finale (premier point de cette preuve). 
La propriété est donc vraie pour un préfixe de u contenant une lettre de plus que 
u0 (la racine de UIJ(i))· D 

Proposition 6.3.1 Soit B un transducteur ascendant lettre à lettre. n existe un 
-Ad -Ad -

entier A tel que, pour tout couple (E, F) d'ensembles d'états, BE' = BF' #BE= 
ÊJF. 

ELEMENTS DE PREUVE: 
-Ad -Ad - -On a en effet, de façon évidente, BE' = BF' :::} BE = BF. Réciproquement, on 

utilise le lemme précédent, en prenant comme préfixe de tout arbre t, l'arbre t lui
même. 0 
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6.3.2 Formes A-normalisées 

La proposition 6.3.1 nous permet entre autres d'affirmer que, pour A suffisamment 
grand, si lors d'un calcul t ~ q( u ), avec q E E, certains sous-arbres de t sont sup
primées (respectivement dupliqués) alors il existe au moins un état k E F ( E et F 
sont des ensembles d'états globalement équivalents) tel que lors du calcul t ~ k(u) 
les mêmes sous-arbres sont supprimés {respectivement dupliqués). Cela nous permet, 
tout en préservant l'équivalence des états, de construire une forme A-normalisée dans 
laquelle les torsions sont codées dans les noeuds des arbres produits en sortie mais 
ne sont plus appliquées effectivement. Cette forme est ainsi un marqueur, c'est-à
dire entre autres un transducteur complet et linéaire. La construction de toute forme 
A-normalisée intègre donc une "complétion" et une "suppression de la non-linéarité". 

La "complétion" du transducteur ascendant BA,d ne peut cependant pas se faire 
aussi simplement que dans le cas des transducteurs descendants. En effet, un trans
ducteur ascendant ne supprime un sous-arbre qu'après l'avoir reconnu. Pour obtenir 
une forme complète du transducteur on est, pour cette raison, amené à conserver les 
sous-arbres qui devaient être supprimés et à les faire apparaître sans transformation 
dans l'arbre produit en sortie. 
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Ainsi, par exemple 

à partir de la règle (1 -+ q(c5) de B"·"' 
/""" J 

qt(x) q2(y) x 

on construit la règle (1 -+ q( c5') 

. /""" 1 \ 
q1(x) q2(y) x y 

où la transformation associée à q2 est l'ensemble {(t, t) 1 t E dom(Ê~·"')}. 

D'autre part, un transducteur ascendant ne peut réaliser, par application d'une 
règle non-linéaire, que des copies identiques puisque les duplications sont faites après 
transformations. Les torsions étant déjà codées dans les noeuds des arbres, il est 
donc possible de ne pas réaliser effectivement ces duplications, tout en préservant 
l'équivalence des états. 

Phase de complétion 

A toute forme A-semi-normalisée B 11
·"' =< E, ~' Q, F, R >, on associe le transduc

teur complet B'A,d =< E, b.', Q', F', R' > défini par: 

- pour tout état q de Q, q et ij sont des états de Q'. Ils sont de plus dans F' si 
q est dans F. 

- toute règle complète de Rest une règle de R' 

- u( 9t (x), ij2(y)) -+ q( c5'(x, y)) et u( ql (x), ij2(y)) -+ ij( u(x, y)) sont des règles de 
R', c5' et u sont des lettres de ~' 
si et seulement si u(q1(x),q2(y))-+ q(c5(x)) est une règle deR 

- u(ij1(x),q2(y))-+ q(c5'(x,y)) et u(ij1(x),q2(y))-+ ij(u(x,y)) sont des règles de 
R', c5' et u sont des lettres de ~' 
si et seulement si u(q1(x),q2(y))-+ q(c5(y)) est une règle deR 

- u(ij1(x),q2(y))-+ q(c5'(x,y)) et u(q1(x),q2(y))-+ q(u(x,y)) sont des règles de 
R', c5' et u sont des lettres de b.' 
si et seulement si u(q1(x),q2(y))-+ q(c5) est une règle deR 
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- o-(qt(x))-+ q(8'(x)) et o-(q1(x)) -+ q(o-(x)) sont des règles deR', 8' et o- sont 
des lettres de ~' 
si et seulement si u( q1 (x)) -+ q( 8) est une règle de R 

de plus 

- pour toute règle u -+ q( 8) de R, u -+ q( u) est une règle de R' et u est une 
lettre de ~' · . 

- ·pour toute règle u(q1(x))-+ q(8(x)) deR, u(q1(x))-+ q(u(x)) est une règle de 
R' et u est une lettre de ~' 

-pour toute règle u(q1(x))-+ q(u(x,x)) deR, u(q1(x))-+ q(u(x)) est une règle 
de Rd 

- pour toute règle u(q1(x1),q2(x2))-+ q(8(xe(t)lXe(2))) deR, u(q1(xt),q2(x2))-+ 
q(u(xe(t)l Xe(2))) est une règle de R' et u est une lettre de~' 

Suppression de la non-linéarité et construction du marqueur 

Au transducteur complet B'A,d construit précédemment, on associe le marqueur B~ 
défini par 

- u -+ q( < 8, id >) est une règle de R~ et < 8, id >E ~e si et seulement si 
u -+ q( 8) est une règle de R' A 

- u(q1(x)) -+ q( < 8, id > (x)) est une règle de R~ et < 8, id >E ~e si et 
seulement si u(q1(x))-+ q(8(x)) est une règle de R'A 

- u(q1(x))-+ q(< 8',() >(x)), avec 6 =< 1;1,1 >est une règle deR~ et 
< 8,() >E ~e si et seulement si u(q1(x))-+ q(8(x,x)) est une règle de R'A 

- u(q1(x1),q2(x2))-+ q(< 8,6 >)(xt,x2)) est une règle deR~,< 8,() >E ~e si 
et seulement si u(q1(x 1 ), q2(x2))-+ q(8(xe(t)l Xe(2))) est une règle deR 

Proposition 6.3.2 Soit B un transducteur ascendant lettre à lettre. fl existe un 
entier A tel que pour tout couple (E, F) d'ensembles d'états, Êh = ÊF <=? Ê~E = 
"A 
BeE· 

ELEMENTS DE PREUVE: 
D'une part, la proposition 6.3.1 nous assure de l'existence d'un entier A tel que pour 

"Ad "Ad ... ... 
tout couple d'ensembles d'états (E, F) BE' = BF• <=?BE= BF. 
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D'autre part, par la méthode de "complétion" choisie, pour toute règle de la forme 
u(qt(Xt), q2(x2)) -+ q(6(x1)), nous substituons à l'état q2 un état ih tel que t E 
dom(Ê~·d) <::} t E dom(Ê~ 92 ) (on procède de façon analogue pour les règles de la 
forme u(qt(Xt),q2(x2)) -+ q(6(x2)) ou u(q1(x1 ),q2(x2))-+ q(6(xt))). L'équivalence 
des états est ainsi préservée. De la même façon, parce qu'un transducteur ascen
dant ne peut réaliser que des copies identiques, la suppression de la non-linéarité 
qui consiste ici à ne conserver qu'un seul exemplaire de ces copies ne modifie pas 
l'équivalence des états. On a par conséquent BE = ÊF <::} Ê~E = Ê~E· 0 

6.4 Décidabilité de l'équivalence 

Les résultats obtenus précédemment pour des ensembles d'états globalement équi
valents d'un transducteur nous permettent d'établir le résultat suivant 

Théorème 6.4.1 L'équivalence pour les transducteurs ascendants lettre à lettre est 
décidable. 

PREUVE: 

Soient B =< E, A, Q, F, R > et B' =< E, A, Q', F', R' > avec Q n Q' # 0 (en 
renommant les états d'un des deux transducteurs, on peut toujours se ramener 
à cette situation). La proposition 6.3.2 appliquée aux ensembles d'états finaux F 
et F' et la décidabilité de l'équivalence pour les marqueurs ascendants 2.2.2 nous 
permettent d'obtenir la semi-décidabilité de l'équivalence. La non-équivalence étant 
semi-décidable, nous concluons. 0 
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Conclusion 

Nous avons établi, dans cette thèse, des résultats de décidabilité pour les trans
ducteurs lettre à lettre d'arbres (à l'exception des transducteurs non-linéaires et 
non-complets). Citons quelques applications immédiates de ces résultats: 

- Tester la "pertinence" d'une règle. 
Soit T =< ~,A,Q,I,R >un transducteur de LT-LL, CT-LL ou B-LL et soit r 
une règle deR. Considérons maintenant le transducteur T'=<~' A, Q, 1, R-{r} >. 
Si T et T' sont équivalents, alors la règle r n'est pas "pertinente". L'équivalence étant 
décidable pour ces classes de transducteurs, on peut donc décider de la "pertinence" 
d'une règle. 

- Décider de l'équivalence de transducteurs de LT-LL, CT-LL ou B-LL modulo la 
commutativité de certains opérateurs de l'alphabet de sortie. 
Considérons par exemple le transducteur lettre à lettre, décrit dans l'introduction 
de ce mémoire, et dont la transformation associée est composée des couples ( t, u) où 
u peut être interprété comme la factorielle de l'entier correspondant à l'arbre d'en
trée t. La prise en compte de la commutativité de l'opérateur associé au symbole 
* permettrait de considérer comme équivalents ce transducteur et le même trans
ducteur dans lequel on aurait substitué la règle f(S(x)) ~ *(J(x),q(x)) à la règle 
f(S(x)) ~ *(q(x),J(x)). 
Pour réduire le problème de l'équivalence de transducteurs modulo la commutativité 
de certains opérateurs à l'équivalence dans LT-LL, CT-LL ou B-LL, il nous suffit, 
par exemple pour un transducteur descendant, d'ajouter pour toute règle de la forme 
q(u(x,y)) ~ 6(q1(x),q2(y)) (où 6 est interprété comme un opérateur commutatif) 
la règle q(u(x, y))~ 6(q2(y), qt(x)). On remarquera que, de la même façon, on peut 
prendre en compte la commutativité de certains opérateurs de l'alphabet d'entrée. 

Pour clore ce mémoire, citons maintenant les développements que nous souhaitons 
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donner à notre travail: 

- Obtenir un résultat pour le cas général (c'est-à-dire associant la non-complétude 
et la non-linéarité) descendant lettre à lettre. 

- Etudier les liens avec la programmation (programmation logique par exemple). 
C'étaient d'ailleurs les motivations de notre travail mais nous n'en avons étudié 
que l'aspect théorique. 

- Déterminer la complexité des algorithmes de décision. La décision de l'équiva
lence est obtenue ici à partir de deux algorithmes complémentaires de semi
décision. Ils ne donnent malheureusement pas une borne. Dans ce genre de 
problèmes, on a souvent une borne dans le pire des cas impraticable. Il serait 
intéressant d'obtenir un algorithme de nettoyage empiriquement efficace. 

- Considérer des transducteurs "quasi-plats", c'est à dire où les membres droits 
des règles ne sont pas nécessairement réduits à une lettre, les variables appa
raissant toujours à la profondeur 1. 
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