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Chapter 1

Introduction.

La notion de courbes paralleles se rencontre par exemple lors de ’étude de trajectoires
d’outils pour machine 3 commande numeérique, de ’analyse de la tolérance, de I’agran-
dissement ou du rétrécissement d’objets. Dans le domaine de la CAGD on les nomme
"offset curves”. Plus précisement:

Définition 1.1 Soit r(t) = (z(t),y(t)) une courbe paramétrée sur [a,b}, avec a,b €
R. Les courbes r4(t) = r(t) + dn(t) ot d est un réel quelconque et n(t) = (—y'(t)/

z'2(t) + y2(t) , 2'(t)/\/x%(t) + y?(t)) est le vecteur normal unitaire & r(t) , sont ap-
pelées courbes paralléles a r(t).

Les deux exemples élémentaires que constituent les droites et les cercles (dont les paralleles
sont évidemment des droites et des cercles), n’apportent pas une intuition correcte des
difficultés que les courbes paralleles peuvent générer. Le probleme essentiel qui est a
Porigine de ’étude récente des courbes paralleles est le suivant: les courbes paralleles d’une
courbe rationnelle ne sont généralement pas rationnelles (il faut en effet pour cela que
le dénominateur /z'?(t) + y'?(t) de n(t) soit rationnel). L’ellipse rassemble les différents
problémes rencontrés lors de leur utilisation: ses paralleles ne sont pas des ellipses, a partir
d’une certaine distance apparaissent points multiples et points singuliers, les paralleles de

Pellipse ne sont jamais rationnelles.

Figure 1.1: Les paralleles de l’ellipse ne sont pas rationnelles.



Précisons que I’ensemble des points singuliers de toutes les courbes r4(t) pour d €
IR décrit exactement la développée de r(t). Pour une étude compléte des propriétés
analytiques classiques des "offsets” on peut se référer a Farouki et Neff [9].

Dans D'article précédemment cité est donnée une définition topologique de ce que les
auteurs appellent "trimmed offset”. 1l s’agit d’éliminer les points de la courbe parallele
qui sont a distance strictement inférieure a d de la courbe r(t). Pour ce faire, I'intervalle
[, b] est scindé en une suite d’intervalles [is,7x4+1] O les 7k sont les paramétres des points

multiples de "I’offset” r4(¢). On montre que 'une des deux assertions suivantes est vérifiée:

soit d(ry(7),r) = |d| pour tout T €Ji, k4],

(1.1)

soit d(r4(r),r) < |d| pour tout T €Jix, k4]

ou d(rq(7),7) = infrep)|ra(r)—r(t)|. Définir la "trimmed offset” consiste alors a restrein-
dre la courbe r4(t) aux intervalles pour lesquels la distance d’un point de la courbe paralléle
a la courbe r(t) est strictement égale & d. Dans le cas de I'ellipse, les deux "queues de

poisson” des paralleles & points multiples sont alors écartées.

=

Figure 1.2: La "trimmed offset” est le lieu des points a distance strictement égale a d de
la courbe.

Afin d’éviter I’approximation de courbes paralleles, R.T. Farouki et Sakkalis [10,11]
ont introduit une classe de courbes polynomiales dont les paralleles sont rationnelles. Ils
disposent, en se restreignant a cet ensemble de courbes, d’une représentation rationnelle
des paralleles rq(t).

Le probleme se pose pour une classe plus grande de courbes: déterminer ’ensemble
des courbes rationnelles a paralléles rationnelles, cet ensemble sera noté Iz . Dans ce

cas, on ne dispose pas de la forme explicite de leur paramétrisation. Plus généralement

2



ce probléme a été abordé a la fin du siécle dernier dans le domaine complexe: Raffy [29]
caractérise I’ensemble Ig . La grande difficulté réside dans ’extraction des courbes réelles.
Dans le méme ordre d’idée G. Humbert [23] s’interresse aux courbes algébriques dont I’arc
est algébrique. '

Dans le chapitre 2, nous donnerons la forme générale des paramétrisations des courbes
de I et de leurs paralléles. H. Pottmann [27,28] a résolu simultanément ce probléme, il
utilise par ailleurs la forme Bézier duale pour la représentation des courbes de Iz . Une se-
conde caractérisation de ’ensemble I sera apportée par une approche géométrique. Nous
montrerons d’abord que les caustiques (enveloppe des rayons réfléchis sur un miroir) des
courbes rationnelles ont des paralléles rationnelles , mais elles ne constituent qu’un sous-
ensemble strict de Ir . L’ensemble Cr des caustiques des courbes rationnelles est en fait
égal a I'ensemble Ag des courbes rationnelles dont 1'abscisse curviligne est rationnelle
ou rationnelle par morceaux. Nous décrirons alors ’ensemble Iz comme ensemble des
développantes des courbes de Az =Cx.

Dans le chapitre 3, nous étendons certains des résultats donnés dans [10,11] en don-
nant une caractérisation géométrique des quintiques polynomiales a paralleles rationnelles
et une méthode d’interpolation en deux points & ’ordre k par des courbes polynomiales
a paralleles rationnelles . Une autre expression de la caractérisation des quintiques a
paralleles rationnelles et la forme générale des polygones de contrdle des courbes poly-
nomiales & paralleles rationnelles (ces derniéres constituant ’ensemble Ip ) a été établi
parallélement au présent travail par Farouki [12].

De nombreux papiers des années 80 (7,21,22,24,26,30] ont pour but d’appliquer aux
"offsets” des schémas d’interpolation polynomiale ou rationnelle. Néanmoins, jamais
ces auteurs ne s’attaquent directement a l'interpolation du vecteur normal n(t) en vue
d’obtenir des interpolants de r(t) + dn(t).

Dans le chapitre 4, nous déterminons une approximation rationnelle des paralleles
a une courbe rationnelle r(t). Par commodité, comme dans le chapitre précédent, nous
identifierons un point du plan avec sa représentation en nombre complexe. Le probléme
est ramené a la détermination d’un interpolant de type Hermite de n(t), vecteur nor-
mal unité de r(t). Bien qu'il s’agisse a priori d’un probléme non linéaire, en écrivant
Pinterpolant Z(t) de n(t) sous la forme Z(t) = .:1((3 ou z(t) est une courbe polynomiale,
nous le transformons en un probléme linéaire. A cet effet, nous déterminons un ensemble
de nombres complexes (b/) dits admissibles, tel que V'interpolant polynomial z(t) de ces
nombres fournisse une solution Z(t). Comme nous recherchons I’interpolant des paralléles
a r(t) sous la forme d’une spline rationnelle, nous traitons le probleme de I'interpolation




d’Hermite a ’ordre k en deux points. Une liberté nous permet d’ajouter la valeur en un
point intermédiaire. Par ajustement des données admissibles, nous sommes capables de
déterminer un interpolant polynomial 2(t) en général de degré k+ 1, et donc une solution
Z(t) de degré 2k + 2. Une variante est proposée pour la recherche d’un ensemble de
données admissibles de départ afin d’éviter le calcul des dérivées de n(t), ces derniéres
introduisant ’évaluation de radicaux. Finalement, nous disposons d’un interpolant ra-
tionnel r(t) + d Z(t) de la courbe ry(t).

Cette étude a été motivée par le fait que toute courbe rationnelle est décrite sous forme
(BR) au moyen d’un polygone de vecteurs massiques (Fiorot et Jeannin [14,15,16,17}).
Les paralleles des courbes de Ip ou de Iz, les interpolants des courbes paralleles constru-
its au chapitre 4 pourront alors étre représentés sous la forme (BR). Les courbes (BR)

contiennent les courbes Bézier polynomiales {1,5] et les courbes Bézier rationnelles (8,13].

NOTATIONS:

Nous noterons R ’ensemble IR U {—o0, o0},

IR{X] anneau des polynomes a coefficients réels,

IR(X) le corps des fractions rationnelles,

D 'ensemble des courbes paramétrées rationnelles a support sur une droite,

C 'ensemble des courbes paramétrées rationnelles a support sur un cercle,

Iy ’ensemble des courbes paramétrées polynomiales a paralléles rationnelles ou rationnelles
par morceaux,

Ir P’ensemble des courbes paramétrées rationnelles a paralleles rationnelles ou rationnelles

par morceaux,

Cr l’ensemble des caustiques des courbes pa.rarriétrées rationnelles,

Az I’ensemble des courbes paramétrées rationnelles dont ’abscisse curviligne est rationnelle

ou rationnelle par morceaux.



Chapter 2

Courbes Rationnelles a Parallelles
Rationnelles

2.1 Les Ensembles Ipet Iy

Les courbes paralléles d’une courbe paramétrée rationnelle r(t) sont rationnelles si et

seulement si Papplication de Gauss t — n(t) est rationnelle i.e.
ssi ’application t — |r’(t)] est rationnelle (2.1)

ssi 3C € R(X), z%(t) + y*(t) = C*(1). (2.2)

Nous noterons Ipl’ensemble des courbes polynomiales a paralleles rationnelles . Les
courbes de Ipsont appelées par Farouki et Sakkalis [10,11] "Pythagorean-hodograph
curves”. Tiller et Hanson [30) montrent que I’ensemble des courbes polynomiales & paral-

leles polynomiales est réduit a I’ensemble des droites paramétrées.
Pour donner une caractérisation de I’ensemble Ip et de ’ensemble I , nous utiliserons
le théoreme donné par Kubota [25):

Théoreme 2.1.1 Soient a,b,c € R[X],a%+b* = ¢ si et seulement si il existe K, M,N €
R[X] tel que

a = K(M?*-N?
b = K(2MN).



L’ensemble Ip peut alors étre exprimé par
z(t) = [ K(t) (M*(t) — N*(t)) dt

(1)
Ir = {r(t) = / y(t) = £ K(1) @2M(1) N(t)) d
K,M,N € R[X]

Remarques

1) En fixant K(t) = 1 et M(t) = a, N(t) = B avec o, € R, nous obtenons les
paramétrisations affines des droites.

2) Les courbes de Ip de degré plus élévé que les droites sont les cubiques déterminées par
Kit)=1,M(t)=at+ P et N(t)=~t+6.

Farouki and Sakkalis [10] donnent une caractérisation de ces cubiques par une condition
géométrique sur leur polygone de controle (voir le chapitre 3 pour une autre formulation
de cette condition et une généralisation aux quintiques de Ip ).

Ils observent aussi qu’il n’existe qu’une seule cubique (a un ensemble de transformations

élémentaires prés). Cette courbe est la cubique de Tschirnhausen qui est aussi la caustique
de la parabole [11].

Corollaire 2.1.1 (i) L’ensemble I est détermin€ par
( z(1) ) / 2(t) = § K (t) M40 ay
y(1) y(t) = [ K(t)250 50 dt

sotent rationnelles

Nous avons de fagon équivalente: .

(it) P(t) € Ir ssi P(t) est rationnelle et il eziste K, M,N € R[X] tels que P'(t) =

K(t) (MYghr Q)2

Preuve:
Soit r(t) = (P(1)/R(t),Q(t)/R(t)) une courbe rationnelle . La courbe r(t) € Ig ssi il
existe C' € IR(X) tel que

(P'R- PR+ (Q'R—- QR')>= C*R2.
Remarquant que C2R? € IR[X] et par Kubota, 3K, M, N € R[X] tels que

PR-PR _ M'-N' _ QR-QR _ 2MN
—r S fTm ot m fm




ce qui prouve (i).
En écrivant P(t) = z(t) + iy(t) ol i* = —1, (i) et (ii) sont clairement équivalent.O

Exemples 2.1.1 1) La paramétrisation du cercle unité privé du point (—1,0) donnée par
r(t) = ((1 —3)/(1 + t?),(2t/(1 + t*)) peut étre obtenue sous la forme précédente

r0)=(f K(t)M2 t) - Nz(t) a, [ K@) 2—M}-§§-)(-?)lt-) dt)

avec K(1)==1,M(t)=1+4+t, Nt)=1—-t, R(t)=1+1t2
2) La paramétrisation de l’astroide

0= ((55) - (55 )

K@t)=-12t(1-t}), M(t) =1, N(t) = t, R(t) = (1 + t?). (2.3)

est donnée par

Ses paralleles sont déterminées par

-2t 1-12

t ,
rat) +e(t) - (7 7T

— )

ol £(t) est le signe de —12¢(1 — t2).

1//‘ .
N

Figure 2.1: L’astroide est une courbe de I .
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Les deux équivalences du corollaire 2.1.1 ménent a deux approches différentes en vue de

la résolution du probleme. Nous examinons briévement le premier, qui n’est pas efficace:

Soient K, M, N,R € IR(X) et soient ro,ry,--,r, les racines complexes de R(t). Soit

Zt)=(f K(t)iz%'(—t@ dt, [ K(t)%’fg)r:-\’;lEZ dt) une courbe paramétrée .

Z(t) € Ix ssi pour touti € {0,1,---,n}, les résidus de Z(t) en r; sont nuls. Le résidu
Res (&%:{—Nﬁ,r;) ou Res (&%Ml,ri) est le coefficient du terme tTer de la série de Lau-
rent. Rappelons (Henrici [20]) que nous avons

P 1 e o Pt =

ou q; est 'ordre de la racine r; de Q(¢) . Ce calcul qui nécessite la détermination des

zéros de )(t) est numériquement colteux.

Nous allons contourner ces difficultés algébriques en considérant le point (ii). Nous

donnons maintenant la forme explicite des paramétrisations des courbes de I .

Théoréme 2.1.2 Une courbe r(t) = (z(t),y(t)) appartient d I ssi
_ fﬂ M2.N2 —f M?_Nz '
2(t) = Lm0
_  _J'@MN)-{@MN)'
y) = sav—mmoreny ()

ot f € R(X) et M,N € R[X].

(2.4)

Preuve:

La courbe r(t) appartient a Iz
ssi r(t) est rationnelle et r'(t) = K(t)(ﬂﬁ%m)z, d’apres le corollaire 2.1.1 (1)
ssi r(t) est rationnelle et les tangentes D; de r(t) peuvent étre mises sous la forme

2M(N(t) M23(t) — N%(t)
R3(t) R3(1)

D, = K(t) T — K(t) y = c(t) (2.5)

ou c(t) est une fontion rationnelle .

Cette forme est équivalente a
D, = 2M(t)N(t) z — (M*(t) - N*(t)) y = f(2) (2.6)

ol f(t) est une fonction rationnelle . Remarquons que I’on peut considérer toute courbe

r(t) comme enveloppe de ses tangentes. Or, 'enveloppe d’une famille de droites a(t) z +



b(t)y = c(t) est déterminée par le systéme
{ a(t) X(t) + )Y (t) = ¢(t)
ad(t) X(t) + Y(R)Y(t) = (1)

ou une solution (X (¢), Y (%) (si elle existe) est un point de ’enveloppe.
Par un simple calcul on obtient: r(t) appartient & I ssi

l f(t) Mz(t) - Nz(t) l
f'(8) (M2(t) = N*(2))

”(t)=| MONE) 0 - N0 | 27)
(CM(t)N(t)) (M3*(t) — N*(t))
t
e | 76) MmNy !
(t t 1))
Y = —MONG MAE) - N) (28)

eM@NQY (M) - M)y !

ce qui mene au résultat. O

Exemple 2.1.1 Paramétrisation du cercle.
En posant f(t) = A (M?(t) + N?(t)) dans (2.4) on obtient

() = 2 M0 = N

L —2M)N()
2(t) = A = A0+ V)

B EOEEON

soit la forme explicite des paramétrisations des courbes de C (ceci sera montré dans la
preuve du lemme 2.3.1). La paramétrisation donnée dans I’exemple 2.1.1 est obtenue avec

M(t)= Z5(1+t) et N(t) = J=(1 - 1).
Un autre exemple est donné par la proposition suivante:

Proposition 2.1.1 Les cubiques de Ip n’appartenant pas @ D sont obtenues par
lezpression (2.4) en posant f(t) = A (M?*(t) + N%(t))? avec M(t) = at + b, N(t) =
ct+d, (a,c) # (0,0) et ad — bc # 0.

Preuve: :

Le polyndéme 2(M(t)N'(t) — M'(t)N(t)) = 2(ad — bc) est constant non nul. Le polynéme
M?(t)+ N?(t) divise le numérateur de z(t) et y(t). L’expression de la courbe ainsi obtenue
est celle d’une courbe dont le support n’est pas sur une droite.

Réciproquement, considérons une cubique de Ip, r(t) = (f(M?(t) — N(t)) dt,

9



J2M(t)N(t)dt) avec K(t) = 1,M(t) = at+b,N(t) = ct +d,(a,c) # (0,0) et ad — bec # 0.
Nous recherchons une fraction rationnelle f telle que r(t) soit aussi obtenue par (2.4).

f qui est le terme de droite de I’équation (2.6) est donc aussi un polynéme de degré 4.
Le polyndme M?(t) + N?(t) divise z(t) et y(t) ssi il divise le numérateur de z(t) + iy(t)
i.e. le polynéme f'(t) A%(t) — f(t) (A%(¢))" qui est égal & A(t)(f'(t)A(t) —2f(t)A'(2)), avec
A(t) = M(t) + tN(t). Remarquons que M(t) et N(t) n’ont pas de racine commune. En
notant ¢, une des deux racines complexes de M?(t) + N?(t), nous recherchons donc f de
degré 4 telle que (f'(t0)A(to) — 2f(t0)A'(to)) = 0 ce qui est équivalent a

{f’(to)M(tO) = 2f(to)M'(to)

f'(t)N(t) = 2f(to)N'(t0)

Ce systéme implique 2f(t0) f'(to) (M (to)N'(to) — M'(t0) N (%)) = 0,

comme M (to)N'(to) — M'(t0)N(to) = ad — bc # 0, on a f(to) f'(to) = 0. Le systéme (2.9)
donne f(to) = f'(to) = 0 car (a,c) # (0,0).

Le conjugué 7, est 'autre racine de M%(t)+ N%(t), ainsi nous avons f(%5) = f'(Tp) = 0. Le
degré de f étant 4, on obtient f(t) = A(t —t5)2(t — 1) qui est égal & B(M?(t) + N*(1))?,
avec \,f e R. O

(2.9)

Nous allons maintenant donner la forme explicite du vecteur normal d’une courbe r(t)
définie par (2.4). Nous disposerons alors des paramétrisations des courbes paralléeles aux
courbes de I .

Lemme 2.1.1 Soit f € R(X) et M,N € R[X]. La courbe r(t) définie en (2.4) peut étre

mise sous la forme

() = (/ M’(t)—N2 dt / 2M( t)N(t)d) (2.10)

avee R(t) = 2(M(t)N'(t) — ’(t)N(t))(M’(t)+N2(t)) et

f()  2M@N@)  MP(t) - N*(2)
gty =| F(t) CM@HNQ@)Y (M*(t) — N*(t))
') @M@ON®)" (M?(t) - N*(2))"

Preuve:
1l suffit de dériver les expressions (2.7) et (2.8) de z(t) et y(t). Nous obtenons

"t) = —(f(t)a"(t)R(t) = f(t)d'(®)R'(t) — a(t) (—f"()R(1) + f'(}) R (1))
T 20
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ol a(t) = M?(t) — N2(t), R(t) = b(t)a'(t) — V/(t)a(t) avec b(t) = 2M (t)N(t) soit

/) = =0 (rgsgarts - 50800

—F'($)b(t)a"(t) + f'(1)b" (t)a(t)
F1(B)b(e)a’(t) — £ ()b (t)a(t)).

Le terme de droite de l'expression ci-dessus est le déterminant recherché. Un calcul

similaire sur y(¢) donne le résultat. O

Remarque
Soit r(t) une courbe définie par (2.10). Notons g(t) = (t) En écrivant g(t) = %ﬂ

on obtient r(t) sous la forme du corollaire 2.1.1 avec K(t) = g;(t)g.(t) et R(t)g(t) a la
place de R(t).

Finalement (2.10) donne le vecteur normal de r(t) et

Corollaire 2.1.2 Soit r(t) une courbe définie par (2.4) avec f € R(X) et M,N € R[X].

Les courbes paralleles r4(t) de r(t) sont définies par

_ —-2M(@)N(t) M?*(t)— N2(¢)
ra(t) =r(t) + de(t) (35 O EOFE0L

ot €(t) est le signe du déterminant
f(t) 2M()N()  MP*(t)- N*(t)

f1(t) @EM@NQ@)  (M3(t) - N*(t)) (2.11)
") @MONQ®)" (M?(t) — N2(1))"

Remarque

Les courbes de Iz sont données par (2.4) et leurs paralléles par le corollaire (2.1.2). Pour
leur utilisation en CAGD et CAM nous pourrons les représenter sous la forme (BR)
donnée dans [14,15,16,17]. Elles seront stockées sous la forme d’un polygone de vecteurs

massiques.

Exemple 2.1.2 Posons M(t) = 1, N(t) = t et f(t) = 22 dans (2.4), nous obtenons la
courbe de I

r(t)_(4+4t+8t2+5t3 -(4+4t+5t2))
TN+ (412 (2412 (1+12)

11



1246145 L o
= (211)+ s . Il est positif si t €)—2,0[ et négatif sinon.

Nous représentons le graphe des courbes r(t) et r4(t) avec d = 1 sur | — 1, +ool:

Le déterminant (2.11) est égal a

D

‘\/

r(t)
r4()

Figure 2.2: La direction du vecteur normal €(t) (Tf?tf’ %f_?;) ‘changeen t = 2.

Pour un réel d donné, la courbe r(t) et ses paralleles paramétrées sur | — oo, +00|
seront représentées sur les trois intervalles ] — 00, —2[, ] — 2,0] et [0, +0o[. Sur chacun de
ces intervalles r(t) et ses paralleles sont alors définies par cinqg vecteurs massiques,
Remarque
Il est clair que I’abscisse curviligne d’une courbe rationnelle est donnée sous la forme d’une
integrale hyperelliptique

/ 5 (t) (2.12)

ot P,Q € R[X]? Dans le cas ou r(t) est une courbe de Iz , on obtient

2 2
st = | kM (t})z;zt?’ () 4.

Généralement cette intégrale est non rationnelle et nous allons maintenant caractériser

le sous ensemble de Iz constitué des courbes paramétrées rationnelles dont ’abscisse
curviligne est rationnelle ou rationnelle par morceaux.
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2.2 Caustiques des Courbes Rationnelles

Nous considérons ici les caustiques comme solutions d’un probleme d’optique élémentaire:
Une caustique est ’enveloppe des rayons réfléchis sur un miroir, on supposera que la source
de lumiére est a l'infini (voir Brieskorn et Knoerer [2] et aussi Bruce, Giblin et Gibson
[3,4], pour une étude plus récente). Plus précisément, soit r(¢) = (z(t),y(t)) une courbe
paramétrée considérée comme miroir. La source de lumiére étant a ’infini, les rayons sont
paralleles a la droite y = 0, provenant d’un c6té ou de l’autre du plan selon la convexité
de la courbe:

Figure 2.3: La caustique du cercle est la néphroide.

Dans le cas ou la source de lumieére est a distance finie, les résultats donnés ici ne sont
plus vrais. Nous allons maintenant montrer que les paralleles des caustiques des courbes
rationnelles sont rationnelles.

Lemme 2.2.1 L’équation de la droite réfléchie L, par une courbe paramétrée r(t) =

(z(t) ,y(t)) est
(v - y(1) (¥*(t) - 2%(t)) + (z - z(t)) (22'(t)y'(1)) = 0. (2.13)
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Preuve: Dans la figure ci-dessous, T est la tangente a la courbe r(t) et N la droite
perpendiculaire a T.

2'(1)

arg (2'(1))

Comme N et T sont les deux bissectrices de la droite parallele & ’axe des x et passant
par r(t) et de la droite L,, la pente de L, est

tan(2arg z'(t)) = tan(arg 2*(t))

ou z(t) = z(t) + iy(t). La pente de L; est donc 2z'(t)y'(t) / (z%(t) — y"*(t)) ce qui donne
le résultat. O

Lemme 2.2.2 L’équation de la caustique d’une courbe paramétrée r(t) = (z(t),y(t)) est

( X(t) ) ( (1) ) " ( 27(1) -y (1) ) -
= - 3 () vy tl-tz’ tyy''(t 2.14
Y(t) vty ) TTOITOYO sy

De plus
( X'() ) ( z?(t) - y*(t) )
= k(t)
Y'(t) 2z'(t)y'(2)
ouk:R — IR.

Si de plus r(t) est rationnelle , la caustique ’est aussi.
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Preuve: La caustique est I’enveloppe de la famille des droite réfléchies L;. Soit

(X(t),Y(t)) un point défini de cette enveloppe. Le point (X(t),Y(¢)) est alors solution
de

(Y(t) - ¥(2)) (42(t) — 2(t)) + (X(2) - z(t))- 2'()y'®) = 0 (2.19)

(Y (1) - y(1) (") — (1)) + (X () — 2(t)) @' ()Y (1)) = (2.16)

y'(2) (17(2) - 22(1)) + (1) ' ()Y (1)) -

En soustrayant la dérivée de (2.15) de 1’équation (2.16) on obtient

Y'(t) (y*(t) - 2(1)) + X'(t) (22'(t)y'(2)) = 0. (2.17)

Par conséquence, il existe une application k : IR — IR telle que
{ X'(t) = k() (z%(t)-y?(1))

Y'(t) = k1) (22'(t)y'(2))

ce qui montre le second point du lemme. De la méme fagon on obtient de (2.15) une

(2.18)

application ¢ : R — R telle que
X(t)—z(t) = ot) (z%(t) - y*(t))
{ Y(t)-y(t) = c(t) (2<'(t)y'(2))-
Substituer les équations (2.19) dans (2.16) donne

) = V(1) (1(t) = 27(t)) + ') 2 ()y'(D) |
2Oy (1) - 2 0) + (@0 - 17(0) 22OV D)

Simplifions maintenant ¢(t):

(2.19)

o(t) = Re (2'(t).1.27%(t))
Re (27(1).2.27'(t)Z"(t) )
_ _Im(F®)
Im(2'(t)z'(t))
_ 1 y'(t)
2 2"(t)y'(t) - 2'(t) y"(t)’

ce qui acheve la preuve du lemme. O
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Proposition 2.2.1 Soit Cr [l’ensemble des caustiques des courbes paramétrées ra-
tionnelles. On a
Cr C Iz

Preuve :
Soit R(t) = (X(t),Y(t)) la caustique de la courbe rationnelle r(t) = (z(t),y(t)). Du
lemme 2.2.2 on déduit

X(t) + Y(t) = k(t) (27(t) + y7(2))?,

ou k € R(X) car R'(t) est rationnelle .
La courbe R(t) appartient donc a Ix d’apres (2.2). O

On pourrait penser que toute courbe de I est la caustique d’une courbe rationnelle.
Ce n’est cependant pas le cas, nous illustrerons ceci dans 1’exemple 2.2.1 et la section 2.3.

Nous donnons maintenant une autre caractérisation de ’ensemble Cx .

Théoréme 2.2.1 Soit Ag l’ensemble des courbes paramétrées rationnelles dont ’abscisse

curviligne est rationnelle ou rationnelle par morceauz, alors

Cr = Ar .

Pour prouver le théoréme 2.2.1 nous avons besoin du

Lemme 2.2.3 Une courbe R(t) de Ir est la caustique d’une courbe rationnelle si et seule-
ment st son abscisse curviligne est rationnelle ou rationnelle par morceauz.

Preuve :
Soit R(t) = (X(t),Y(t)) € Ir alors il existe K, M, N, R € R[X] tels que

X'(t) = K(t) G0
Yl(t) = K(t) 2MRM(I:;M

les polynémes M et N étant supposés premier entre eux ( ceci sans perte de généralité car

(2.20)

dans le cas contraire il suffit de factoriser leur PGCD et de l'intégrer dans le polynéme
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K(t)).
En notant Z(t) = X(t)+:Y(t)on a

. 2
Z'(t) = K(t) (———-———M(t);(t;mt)) :

(2.21)

Nous recherchons une courbe z(t) = z(t) +iy(t) qui admet pour caustique Z(t) = X(t)+

iY(t) .

La courbe z(t) recherchée est donc telle que 2arg z'(t) = arg Z'(t) (x), i.e. argz(t) =

arg Z'(t) («), elle vérifie

{ z(t) = Z(t)+g(t) 2'(t) (a)

) = f(H)Z'(t) (b)
ou (f,g) € R(X)2.

Z0)
Z(1)
z2'(1)
arg(z'(1))
2(1)

Figure 2.4: Existe-t-il un miroir rationnel 2(t) ?

En dérivant (2.22-a) et par (2.21) on obtient

(1) = (M) + iN(0) [ F B0 +iN ) + ()

+g(t) ((g;%)’ (M(t) +iN(D) + 258 (M'(1) + z'N’(t)))]

17
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on notera cette derniere équation 2’(t) = (M(t) + iN(t)) A(t).
11 faut que (voir (2.22-b))

£7(t) = £(0) s (M) + N ).

Nous recherchons donc g(t) € R(X) telle que
A%(t) € R(X).

Ceci est équivalent a

EMa+)+g((B) M+28m) = 0 (2)
o (2.23)
%N(1+g’)+9((%) N+2%N') =0 (b).

L’équation ci-dessus est symétrique en M et N, il suffit de résoudre (2.23-a). On obtient

]

s o o) -

g(t) = [ll{(t)l%ﬂ— [A - / |K (¢t )I%:((tt)) dt] ,AeR. (2.24)

De méme ’équation (2.23-b) a pour solution

qui admet pour solution

h(t) = [u(( )|z§(3] [A L0 R2(t ] JAeR. (2.25)

Nous trouvons donc deux classes de miroirs

1(t) = Z(t) + g(t) Z'(¢)
;(t) = Z(1) + ?z(t)Z’(t) (2.26)

ayant la courbe Z(t) pour caustique.

Observons maintenant sous quelles conditions elles sont rationnelles .

Supposons en premier, R(t) non singuliere i.e. K(t) # 0 pour tout t. Nous supposons de
plus K > 0. Alors d’apres (2.24)

M*(
RA(t

2, (t) est rationnelle ssi / K (t )) dt est rationnelle .
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R(t) € I implique [ K (t)% dt rationnelle . Donc,

N3(t)

24(t) est rationnelle ssi / K(t)——+ 0

dt est rationnelle ,

soit ssi

/ K (t)Mz(t})z:('t;Vz(t) dt est rationnelle. (2.27)

La derniere expression est celle de ’abscisse curviligne de R(t).
Remarquons
z1(t) rationnelle est équivalent & z;(t) rationnelle. (2.28)

Soit maintenant R(t) singuliére. Contrairement au premier cas, ou la constante A était
arbitraire, il nous faut prendre maintenant A = 0 dans (2.24) et (2.25). Alors

0 = - (o8] [/ e o

-[roi] [/ motise]

et nous retrouvons le cas régulier. O

Remarque
Une courbe réguliere de Axr admet deux classes infinies de miroirs qui ’admettent pour
caustique. Si la courbe est singuliere , i.e. si son abscisse curviligne est rationnelle par

morceaux, il n’existe que deux miroirs rationnels, les autres étant rationnels par morceaux.

Exemple 2.2.1 La paramétrisation de ’astroide considérée dans I’exemple 2.1.1 fournit
un exemple de courbe de Iz qui n’est pas la caustique d’une courbe rationnelle. En effet,

son abscisse curviligne est non rationnelle par morceaux:

S(t)=12/|—t+1+t2

Néanmoins on sait que l’astroide est la caustique de la deltoide. Nous pouvons donc

|dt.

générer une paramétrisation de l’astroide appartenant & Ax = Cr comme caustique de

la deltoide
3—6t2—t* 8¢

r(t) = ( 1+6) "(1+8)

7)

La formule (2.14) donne
315t 49t —51° 324
T+ 0+

R(t) = ( 3)-
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On peut retrouver la deltoide et les autres miroirs de I’'astroide (qui sont seulement ra-
tionnels par morceaux) en utilisant (2.26). On représente ci-dessous le miroir z;(t) =
R(t) + g(t) - R'(t) avec X = 0.25.

Figure 2.5: L’astroide dont l'abscisse curviligne est rationnelle est la caustique de la
deltoide.

Preuve du théoréme 2.2.1:

Soit M(t) € Cr, d’apres la proposition 2.2.1 M(t) € Ir. Le lemme 2.2.3 montre que
M(t) € Ar, et donc Cr € Ax.

Réciproquement, M (t) € Ar implique d’aprés (2.1) que M(t) € I, on obtient toujours
en utilisant le lemme 2.2.3 que M(t) € Cr et finalement Ax CCr. O

2.3 Un Sous-ensemble de I \ Az

Proposition 2.3.1 Soit r(t) € Ag . Une paralléle ry(t) de r(t) avec d # 0 appartient ¢
Ir\ Ar sur tout intervalle ot r(t) n’admet pas de point de rebroussement.

Tout d’abord, démontrons le lemme suivant
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Lemme 2.3.1 L’abscisse curviligne d’une courbe de C n’est pas rationnelle.

Preuve :
Soit Z(t) = %% + i%{% une courbe de C. Nous supposons que le rayon du cercle est 1.
Alors P%(t) 4+ Q?%*(t) = R%(t). D’aprés le théoréme 2.1.1, il existe K, M, N € R[X] tels que

M?3(t) — N2(t) + i2M(t) N(t) _ =(2)

2(t) = Mi(t) + N2(2) = 20)

avec z(t) = M(t) + iN(t). Nous avons

2 Im(2'(t) 7(t))

—2i Im (2 () 7(t))
z2(t) '

7= =0

et Z'(t) =

(2.29)

Donc, I’abscisse curviligne S,(t) de Z(t) est

o IN)M(u) = N)M/(u)
5.0 = [ 2T N

Soit un intervalle [a,d] C [a,b] tel que N'(u) M(u) — N(u) M'(u) # 0 pour tout
u €la,d]. Alors par le changement de variable v = %((% on obtient

du.

_ N() N(a)
Sa(t) = 2 (arctan m — arctan —M—(Z—)-)

ce qui prouve le lemme. O

Preuve de la proposition 2.3.1:

Soit r(t) € Az, t € [a,b]. Sur un intervalle ol le vecteur normal de r(t) ne change pas de
direction, toute paralléle r4(t) est élément de Ir car ses paralléles, qui sont aussi paralleles
a r(t), sont rationnelles .

D’apres [9) I’abscisse curviligne S(t) d’une paralléle non singuliere rq(t) est Si(t) =
S.(t) +d|0(t)] ou S,(t) est I'abscisse curviligne de r(t) et 6(t) 'angle des vecteurs n(a) et
n(t).

Pour montrer le résultat il suffit de supposer ry(t) réguliere. Si ry4(t) admet des points
singuliers, on somme la longueur des arcs ol ry(t) est réguliére.

6(t) peut étre considérée comme abscisse curviligne de la courbe n(t) qui est rationnelle
car r(t) € Ir. Le lemme 2.3.1 montre que 6(t) est non rationnelle et donc que SZ(t) ne
Pest pas. Finalement r4(t) € Ir\ Az . D
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2.4 Une Caractérisation Géométrique de I

Rappelons quelques définitions et propriétés de géométrie différentielle élémentaire (voir
par exemple [6]). On appelle développée d’une courbe r(t) = (z(t),y(t)), la courbe
ev(r(t)) = r(t) — p(t)n(t) , ou p(t) est le rayon de courbure. La développée est le centre
des rayons de courbure de r(t).

La courbe inv(R(t)) = R(t) + S, (1) ]g—:%[ , to € R ou S, est I’abscisse curviligne de
R(t), est appelée développante de la courbe R(t).

Propriété 2.4.1 i) ev(inv(R(t))) = R(t).
ii) Les développantes d’une courbe sont paralléles entre elles.

iii) Les developpées d’une courbe de Ir sont rationnelles (leur courbure €tant rationnelle)

et sont définies en tout point ou la courbure ne s’annule pas.

i111) Les courbes dent le support est sur un cercle sont les seules dont les développées
sont réduites a un point. En dehors des courbes dont le support est sur une droite ou sur

un cercle, toute courbe est €gale a la développante de sa développée.

Lemme 2.4.1 (i) Les développantes d’une courbe de Ag appartiennent a I .

(ii) L’ensemble Ag est €gal a l’ensemble des courbes rationnelles a devéloppantes ra-

tionnelles

(11i) La développée d’une courbe de Ir \D appartient @ Ag .

Preuve :

(1) Soit r(t) € Agr; l'application t — S, I_:;gg—l est rationnelle d’apres (2.1). Les
développantes inv(r(t)) sont donc rationnelles et d’apres la propriété 2.4.1 i), elles sont
paralleles entre elles. Finalement, inv(r(t)) € Ir.

(i) Le point précédent (i) énonce que les développantes d’une courbe de Az sont ra-
tionnelles .

Réciproquement, soit r(t) = (z(t),y(t)) une courbe rationnelle dont les développantes
inv(r(t)) sont rationnelles . D’apres la propriété 2.4.1 ii), inv(r(t)) € Iz, alors sa cour-

bure est rationnelle . Le résultat est obtenu en considérant que la longueur d’un arc
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de la développée d'une courbe est égale & la différence des rayons de courbure aux deux
extrémités de Parc.

(iii) Soit r(t) € Ir \(D UC). Sa développée ev(t) est rationnelle et admet r(t) comme
développante. D’aprés (ii) ’abscisse curviligne de ev(t) est rationnelle et donc ev(t) € Az .
Les développées des courbes de C sont réduites & un point qui est la caustique de la

parabole (en considérant la direction de la lumiére suivant ’axe de la parabole) . D

Finalement nous obtenons

Proposition 2.4.1 L’ensemble I des courbes rationnelles d paralléles rationnelles est la

réunion des développantes des caustiques des courbes rationnelles et de D UC.

Preuve:
Il est clair que D C I .
Soit Z(t) = 2(t)/Z(t) une courbe de C. On déduit de (2.29) que

s _ 4Im(/()z(1))?

donc Z(t) € I, .

D’apres le lemme 2.4.1 (i), les développantes d’une courbe de Cx = Ax appartiennent a
Ir.

Pour linclusion réciproque, considérons une courbe r(t) € Ix\{D UC}. Alors le
lemme 2.4.1(iii) donne ev(r(t)) € Ax = Cr. On a inv(ev(r(t)) = r(t) (d’apres la
propriété 2.4.1 iiii)), ainsi r(t) est la développante d’une courbe de Cx. On vient de
montrer que Ir \{DUC} C inv(Cr ) ce qui termine la démonstration. O
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Dans la derniere figure de ce chapitre, nous rassemblons les différents résultats obtenus:

R(t) € Cr = Az

Ar ¥ Rd(t)

24

r(t) rationnelle

inv(R(t)) € Ir



Chapter 3

Courbes Polynomiales 4 Paralleles
Rationnelles

3.1 Introduction

Rappelons qu’une courbe polynomiale r(t) = (z(t),y(t)) admet des paralléles rationnelles
(i.e. est élément de I’ensemble Ip ) si et seulement si
{ z(t) = [K(t)(M3(t) - N*(t))dt
y(t) J K@) (2M(t)N(t))dt

o

(3.1)
ot K, M,N € R[X].

On notera IF le sous ensemble de Ip constitué des courbes de la forme (3.1) avec K
constant et maz(deg(M),deg(N)) = m. IF constitue un sous ensemble des courbes de
degré 2m + 1de Ip.

Nous aimerions caractériser les courbes de Ip par des conditions géométriques sur leur
polygone de contrdle. Farouki et Sakkalis [10,11] apportent une réponse dans le cas des
cubiques de I} :

Théoréme 3.1.1 Soit (P, P, P2, Ps) le polygone de controle d’une cubique polynomiale
r(t). En notant L; = | P:Pl |, Ly = | P:Pz | et Ly = | P;Pa | et 6, = (P.:Pl,P:Pg), 0, =

(P:Pg,P;P;;) ,ona
01 - 02
r(t) € Ip? ssi { (3.2)
L, = VILs

25




Nous cherchons a généraliser cette condition aux courbes de I3 . Pour cela, nous allons
rechercher la forme du polygone de contréle de ces courbes que nous utiliserons dans un
premier temps pour reformuler le théoréme précédent et donner une caractérisation des
quintiques de I3 . Nous l'utiliserons ensuite pour établir un schéma d’interpolation en
deux points a ’ordre k par des courbes de I} .

3.2 Forme Générale du Polygone de Contréle des
Courbes de I7 .

Une courbe r(t) est dans Ip si et seulement si

r(t) = / K(1)22(t)dt

avec 2(t) = M(t) + iN(t) une courbe polynomiale et K € IR[X]. Les courbes de I3 sont
alors obtenues par

r(t) = / 2(t)dt.

Si nous disposons du polygone de contréle de la courbe z(t) (les points de contréle de la
courbe sont alors des nombres complexes), nous pouvons déterminer les points de contréle
de la courbe z?(1) puis ceux de f z%(t)dt.

Dans la suite de ce chapitre, nous noterons u; le nombre complexe correspondant
au 1™ ¢6té du polygone de contréle d’une courbe Bézier. Ainsi, le polygone de
contréle d’une courbe Bézier de longueur n sera indifféremment noté (Ao, A;,...,A;)
ou (Ao, u1,...,Un—1) avec u; = A; — Ai_;, A; € @ Cette notation est particulierement

adaptée aux courbes obtenues comme primitive d’une courbe Bézier.

Lemme 3.2.1 Soit P(t) = BP{Ro, R;,...,Rn_1])(t). Le polygone de contréle de la courbe
J P(t)dt s’écrit (A,uy,...,u,) avec

AE(Detu;H:

S|

R; pouri=0,...,n—1 (3.3)

Preuve:
Soit (B?)i=o,..n la base de Bernstein des polynomes de degré inférieur ou égal a n:
BMt)=Ci(1—t)" 't pour i =0,...,n.
Ona .
/Bk"l(t)dtzl Z B;‘(t) pour k=0,...,n—1. (3.4)
N k41

2
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On obtient

[Poa = T([ B,
=0 )
YT Bo)R+4

=0 n J=i41

avec A € €. Soit

[P = %[ROB;‘(t)+(Ro+R1)B;‘(t)+...

+(Ro+ Ri+ ...+ Ro_y)BL(t)) + A

= L 1AB3(0) + (A0 + R)BI() + (Ao + Bo+ R)B}() + ..

+(Ao+ Ro+ Ry + ... + Raq) B2 (2)]

(3.5)

en ayant posé Ag = nA et en utilisant la partition de I'unité: Y%, B*(t) = 1, le lemme

est alors montré. O

Proposition 3.2.1 Le polygone (Ag,uy,...,Uzn4+1) d’'une courbe v(t) de IF ie. r(t) =

J 23(t) dt avec z(t) = T, P: B2(t) s’ezprime par

Ao € Cet upyy = 2n1+1 Qr pourk=0,...,2n
avec
min(kn) o
Q= Y. NF'P-Py
t=maz(0,k-n)
Preuve:

(3.6)

(3.7)

Considérons 2(t) = M(t)+iN(t) une courbe polynomiale de degré n, on la considere sous

la forme Bézier

z(t) =)_ P B}(t) avec P, € € pour i € {0,...,n}.

=0
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La courbe 2%() est de degré 2n, on la note

2n
2(t) = Y QiB¥(t) avec Q; € € pour i € {0,...,2n} .

1=0

Nous allons maintenant exprimer les points de contréle de la courbe z3(t) en fonction de

ceux de z(t). On a

or
i
iJ — ~n>np
avec A} = ORE
2n
On trouve
et

2
22(1) = (gﬂ-B:‘(t)).
= LY P RBBIOB®),

Br(t)B}(t) = Ci(l—)"*¢'Ci(1 —t)"¢
= CiCi(1 —t)n=i-igi+i
= M\JBH;(t)
La courbe 2z2(t) s’exprime par
Zz(t) = ?:o ?:o ’\fin : PjB?:j(t)

= Thoo (Tho NP+ Piy) BR(t)

+ T8 e1 (Tiekon NP Pusy) BE(2)

k
Qx = Z Af;’""P,- -P_;pourk=0,...,n (3.8)
=0
Q= Y. Aok=ip . P _;pourk=n+1,...,2n (3.9)
t=k-n

L’expression (3.7) des Q; est équivalente a (3.8) et (3.9). D

Dans le corollaire suivant nous donnons en exemple la forme des polygones des cubiques

de I} et des quintiques de I3, elles seront utilisées dans les caractérisations ultérieures.
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Corollaire 3.2.1 (i) Une cubique r(t) = BP[(Ao,u1,uz,u3)](t) est dans I} si et seule-
ment si il existe Py, P, € € tels que

3u1 = Pg
3UQ = PoPl (310)
3‘U3 = Plz .

(i) Une quintique r(t) = BP[(Ao,u1,...,us)](t) est dans I} si et seulement si il eziste
Py, P, P; € C tels que

5U1 = Pg

5U2 = POPI

5U3 = %PoPg"l‘%Plz (3.11)
5‘U4 = P] Pg

5U5 = P22

Preuve:
Il suffit d’appliquer la proposition 3.2.1 pour n = 1 et n = 2, i.e. pour z(t) = BP[F,, P,](t)
et 2(t) = BP[Py, P, P,](t), on obtient respectivement les points (i) et (ii).

3.3 Caractérisation Géometrique du Polygone de
Contréle des Cubiques de I}, et des Quintiques
de I%.

Théoréme 3.3.1 Caractérisation des cubiques de I}
Soit r(t) = BP[Ao,u;,uz,us] une cubique polynomiale telle que les points de contréle A;

soient cons€cutivement distincts, i.e. u; - uy-uz # 0 alors r(t) € Ip! ssi

e e (3.12)

u U2

Preuve:
Si r(t) est dans I}, alors d’apres le corollaire 3.2.1 (i) il existe Po, P, € C tels que

3u1 = Pg
3112 = Po s P]
3U3 = Pl2

Y2 ot Y2 : s B
Les rapports 32 et 32 sont tous deux égaux a o

Réciproquement, considérons une courbe r(t) = BP[Ag, uj, uz, us)(t) telle que uy -u;-uz #

29



0 et —1 = —1 ie. ul = uwjuz. Il existe Py, P, € Ctels que 3u; = P? et 3us = PZ. On
trouve alors que 9u? = P? - P? soit 3u; = ¢Py - Py avec € = %1 On a trouvé deux points

(ePy), P, € Ttels que

Uy = 1(613(3)2
u; = '11(€P0)P1
Uz = P12 3

La courbe r(t) appartient & I} d’aprés le corollaire 3.2.1. D

Théoréme 38.3.2 Caractérisation des quintiques de I?

Soit r(t) = BP[Ao, u1,...,us)(t) une courbe polynomiale de degré 5,

(1) SiTIio, wi # O (deuz points consécutifs sont distincts), r(t) € Ip? ssi
u3 2us  lus us _ 2u4 lul

= -2 et
Uy 3u1+3u4 ¢ Uy 3u5 3u2

(3.13)

(i) Si uy = u; =0 (resp. ug =us =0) et uz-uy-us # 0 (resp. uy - uy-uz # 0) alors

r(t) € Ip? sst

:l,: 3U5 ' Uz 3‘U1
(i) Siug=ug =0 et u; - uz - us # 0 alors r(t) € Ip? ssi
U3 I‘U5
Uy 9“3
(15ii) Siuz = 0 et uy - uy - ug - us # 0 alors r(t) € Ip? ssi
u2

U2
2—+—=0¢et =
L5} Ugq u4 Us

‘Ul

Preuve:

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(i) Soit r(t) = BP[A¢,u,...,us)(t) telle que JI}_; u; # 0. Le corollaire 3.2.1 montre

Pexistence de Py, Py, P, € O tels que

5U1 = P2

5u2 = PoPl

5U3 = lPoPQ + §P12
5U4 = P]Pg

5U5 = P22

Ces équations impliquent

Us 1P2+2P‘ tis_ .l_ﬂ)_.’.g&
U, 3P1 3Po Uy 3P1 3P2
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et nous donnent la condition nécessaire recherchée en remarquant que

Réciproquement, soit r(t) = BP[Ap,uy,...,us)(t) telle que ]}, u; # O et vérifiant les
équations (3.13). En multipliant 1’égalité

2=ty (3.17)

par ¥ . &, il vient

ie.
22 =2 carug #0. (3.18)
Us

Il existe Py, P, € Ctels que 5u; = P? et 5us = P?. L’équation (3.18) s’écrit alors
-_— 61—— (3.19)
avec €; = £1. D’autre part, il existe P; tel que 5uz = e, PoP> + 3PE. L’égalité (3.17)

multipliée par 5u, donne
Uy 1 2 uguy

u—2 511.3 §5U5+5§ u (320)
soit
2 P 1 2 1
5-§-u2u4 = —Pz( P; (§€1P0P2+-3-P12)—§P22)
2 PP}
= - 2 — 2
P ( Pg( )+351 Po )
12
= 3§€1P0P2P12,

en utilisant (3.19) on obtient que (5u4)? = (P1P;)? et par suite
Suy = €2P1P2 et 5“2 = €1€2P0P1

On a donc trouvé trois nombres complexes (e1Fo),(€2P1), P, tels que

5U1 = (61Po)2

5U2 = (61 Po)(Esz)

Suz = %(Elpo)Pg + %(62})1)2
5"14 = (€2P1)P2

5‘U.5 = P22
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Finalement, la courbe r(t) appartient & I d’apreés le corollaire 3.2.1.
(it) Considérons une courbe r(t) = BP[Ao,0,0,us,uq,us](t) avec uz - ug - us # 0. La
courbe r(t) € Ip ? ssi il existe Py, P, € Qtels que

5U3 = %Pf
5“4 = P1P2
5U5 = P22
par le corollaire 3.2.1 et en remarquant que u; = u = 0 ssi Pp = 0. La

suite de la démonstration est alors idemtique & celle de la caractérisation des cu-
biques (théoréme 3.3.1).

(#ii) Similaire au point (iii) en remarquant que si u; = u3 = us = 0 alors uz = u4 = 0 ssi
P =0.

(iiii) La démonstration de ce point est identique a celle du point (i): Soit r(t) =
BP[Ao,u1,uz,0,uy,us)(t) une courbe de I3 telle que u; - uz - ug - us # 0. D’aprés le
corollaire (3.2.1) il existe Po, Py, P; € Ctels que

5U1 = Pg
5‘U2 = PQPI
0 = %Pon + %Pf .
5U4 = P]Pg
5U5 = P22

On vérifie aisément que
2

222 4 B gt 2=

Uy Uy Uy Us
Réciproquement, soit une courbe r(t) = BP[Ap, u;,uz,0,uq, us)(t) avec uy - up-ug-us # 0
qui vérifie les hypotheses (3.16). Il existe Po, P, € € tels que 5u; = P et 5us = P2,

2
Phypothése 5% = 4 devient

Ugy = E]%U.; . (321)

Il existe P, tel que
€1P0P2 = —2P12 . (322)
Or 2u; - ug = —uy - us ce qui donne 2¢, %u} = —%2P§P22 par (3.21), puis Suy = €2P, P, en

utilisant (3.22). La encore, on a trouvé trois points (€; Fo), (€2P,), P2 dans C tels que

5U1 = (61 P())2
5u2 = (€1Po)(€2P1)
5U3 =0 = %(€1P0)P2 + %(EzPl)z
Sug = (PP,
5“5 = P22
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ce qui montre le résultat. O

Remarque
Les seuls cas volontairement écartés dans le théoreme 3.3.2 sont ceux du cas dégénéré
U = u; = uz = ug = us = 0 et ceux du sous-ensemble des droites de I3 donné par

Y=w=uy3=uy=0ctuyy=u;=u,=us;=0.

3.4 Interpolation par des Courbes de I7.

Nous nous proposons de résoudre le probléme d’interpolation suivant:
Probléme 0 Soit a3,...,af,a?,...,a* une donnée de nombres complezes, on veut trouver
une courbe r(t) € Ip™ telle que

r0)=a) e rO1)=a] pourj=0,...,k.

Quel est le plus petit entier m apportant une (ou des) solution(s) pour k donné ?

Nous savons (Farouki [10,11]) qu’il existe quatre quintiques de I? qui interpolent deux
points et leur dérivée (i.e. qui soient solutions du probléeme 0 pour k = 1).

Nous pouvons retrouver ces quatres interpolants en utilisant la forme du polygone de
contréle des quintiques de I3 :
On recherche une courbe r(t) = BP[Ag, uy,.-..,us)(t) € Ip ? telle que

5
0 0
Ao=ay , A0+2u,-=a,,
=0
et
5u; = aj et 5u5=a}.

Or r(t) € Ip ? si et seulement si

r(t) = / (PoB2(t) + PLBX(t) + P,B(t))*dt avec Po, P, P, € € (3.23)
si et seulement s’il existe Py, P;, P, € C tels que
5U1 = P02
5U2 = P0P1
5U3 = %PoPg + %Plz
5U4 = P1P2
5U5 = P22
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La constante arbitraire de la primitive (3.23) permet linterpolation du point aJ. La
recherche d’une solution du probléme 0 pour k¥ = 1 est donc équivalente a la recherche de
Py, Py, P, € Ctels que

Pl=a) e Pl=adl - (3.24)

et

1 2

On trouve quatres couples solutions (P, P,), solutions de (3.24) et pour chacun de ces
couples, deux solutions a ’équation (3.25) du second degré en P,. On a donc trouvé
huit polygones de contréle et donc huit courbes z(t) tels que les courbes r(t) = f z%(t)dt
soient solutions de notre probléme. En fait, ces huit polygones ne fournissent que quatre
courbes distinctes r(t): la forme des coefficients de 1’équation (3.25) montre qu’il est
équivalent que trois complexes Py, P;, P; soient solutions des équations (3.24) et (3.25)
ou que — Py, — P;, — P, le soient. Parmi les huit polygones solutions (Po, P;, P2) on trouve
donc quatre polygones et leurs symétriques relativement a l'origine. Or, si deux courbes
z,(t) et zy(t) ont deux polygones de contrdle symétriques par rapport a lorigine, les
courbes zZ(t) et z3(t) sont identiques.

On peut généraliser la méthode exposée ci-dessus pour la résolution du probleme 0 pour

kelIN:

Proposition 3.4.1 Soient a3,a},---,ak,a%,a},---,a% € @ tels que a} et a} soient non

nuls. Il existe quatre courbes de IZ* solutions du probléme 0 pour k € IN.

1l est bien connu qu’un probleme d’interpolation en deux points est facilement résolvable
quand on recherche linterpolant sous forme Bézier, la recherche du polygone de
I’interpolant consistant en la résolution de deux systemes triangulaires. Dans le probleme
qui nous occupe, les k + 1 premiers et les k + 1 derniers points de contréle d’une courbe

de IZ sont déterminés de la méme fagon:

Lemme 3.4.1 Soit r(t) = BP[Ao,uy,...,u,)(t) une courbe polynomiale. Si r(t) est so-

lution du probléme 0 alors

Ag=ad
(3.26)
Ao+ 2 oui =
et .
U ag
— Dl—l . Bl-l
Uk a’(;
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Up—k-1 a,
i |=Dt-Bt-|
u, al
avec
I’T'-“xT 0 0
D, = 0 ("_22? )
0 oy
(—ﬂ'_"—k), 0 0
D2 - 0 n! ’
0 e m
el
1 0 0
-1 1 :
B, = : :
: : . 0
(1)F1 e (S0 1
(-1k1 o (=1 1)
0 ’ 1
B; = -2 1
: -1 1
0 0 1)

Méthode de détermination des solutions. Preuve de la proposition 3.4.1:

On recherche une courbe z(t) = B2*(t)FPy + ... 4+ B2E(t) Py telle que r(t) = [2%(t)dt
soit solution du probléme 0. La courbe r(t) étant élément de I2*, la condition nécessaire
donnée par le lemme 3.4.1 pour n = 4k + 1 est aussi suffisante. Or le polygone de contréle
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(Ao, u1," -+, tuqi) de la courbe r(t) s’exprime par u;41 = i7@; pour j =0,

Q; sont déterminés par la proposition 3.2.1.
On évalue les valeurs

AN %

: | =(4k+1)D;!- Bt
A% o}
et
Af at
i | =@k+1)D7' By} ],
A a}

,4k ou les

le coefficient 4k + 1 provient de I’expression des Q; donnée en (3.6), intégré ici pour que

les termes de droite des équations ci-dessous soient plus simples.

La courbe r(t) est solution du probleme 0 ssi

P = Al
PP, = A2
TEINETP  Peoan = Al
P22k = A{
P2k—lP2k = A'f
1P Pus+ Ph, = A
,—k+1 /\t 3k+1-tPi . P3k+1—i — Aic
et
4k F1 JZ_;,Q’ ==
avec min(j,2k)

Q; = E ""'P - P

s=maz(0,j-2k)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Résolvons le systeme (3.27). Soit P, égale & une des deux solutions de P¢ = A}.
Soit la jéme égalité (1 < j < k) du systeme (3.27) que ’on considére comme équation en

Pj_12
2258 'Po- Py + z Ml P Pioaei = 4,

=1
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la somme des Ay "'P; . P;_;_; est fonction des points P,--+,P; — 2. On peut donc
1
calculer itérativement les points Py,---, Pi_; par P, = %ﬁ et pour y=3,---,k

A —SIZEAR Piy

Pi-r= 2031 P,

Notons Py,---,P;_; les points ainsi obtenus en ayant choisi P, comme solution de
I’équation P¢ = A}, et PA,---, P2, ceux obtenus pour le choix —F;. Montrons que
PA=~Ppourl=0,...,k—1.

Léquation Py - P, = A3 donne P2 = —P;. On montre itérativement le résultat: on

suppose que P? = —P;,..., P!

J_2—---P_2pour3<,7<lc 2,0na

3-2

0,_1 l( PO J-] E A"J—l-'PA P"el-‘ — Aa
=1
i.e.
j=2 . .
200 Py (—PA) 4+ Y. NP P = A}
=1

car P? - PR, ;= (—F})- (—P;_,_;) pour 1 < j < j — 2. L’équation (3.30) étant vérifiée
par les Py,..., P, on obtient —P? = P.
On a donc exhibé deux k—uplets (Po,...,Pk_l) et (—Po,...,—Pi_;) solutions du sys-
téme (3.27). De méme on calcule (Piy1,. .., Pak) €t (—Pit1,...,—Pa) solutions du sys-
teme (3.28).
Le dernier point de contrdle de la courbe 2(t) = B2k(t)P, + ... + B2 (t)P & notre
disposition permet de réaliser I’égalité (3.29) qui est maintenant une équation du second
degré en Pi: le terme Qg = T2 Ab 2k"P,- - Pax_; de la somme (3.29) contient le terme
)\:kk PZ. Chacune des sommes Q; pour j = k,...,2k—1et j=2k+1,...,3k—1 contient
deux termes en Py, plus précisemment:
Pour j=k,...,2k—1ouj=2k+1,...,3k
min(j,2k)
Q= Y MNP Py + 2X50 7 Py - Py,
t = maz(0,5 — 2k)
t#k

j-i#k

L’équation (3.29) s’écrit maintenant :

ar+ P+ NP2 =0 (3.31)
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avec

3k .
Be= Y 2P (3.32)
i=k
j#2k
et
k-1 4k 3k min(j, 2k) o
ak = Z Q; + Z Q; + E E MN7'P - Py (3.33)
j=0 J=3k+1 j=k i=maz(0,j—2k)
j#2k itk
j—i#k

Si on note U},U? les deux solutions de l’équation (3.31) relatifs a un 2k-uplet
(Pos-++sPr=1y Pr1y...,Pax) - solution des systémes (3.27) et (3.28) - et V},V? les
deux solutions relatives a (—Fo,...,—Pi—1,—Piy1,...,—Poi), la forme des coeflicients
de P’équation (3.31) donne que U} = -V} et U? = —V2. On vient donc de
mettre en évidence quatre polygones de controle dont deux symétriques des deux
autres. Une considération identique sur les 2k-uplets (Py, ..., Pc—1,—Pr41,-..,—Pox) et
(=Poy---y=Pr_1, Pry1,. .., Pa) apporte de la méme facon deux polygones de contrdle et
leur symétrique. Les huit polygones de contréle ainsi construits donnent quatre courbes

2%(t) distinctes et donc quatres courbes r(t) = [ z2(t)dt solutions du probleme 0. O

Exemple:
Nous déterminons en résolvant les systemes (3.27), (3.28) et P’équation (3.31), les inter-
polants d’un quart de V'ellipse: r(t) = (}—j;—:;—,i-l—t;) paramétrée sur [0,1]. Le choix de
I'un des quatre couples (Fo, Py), (=Fo, P1), (Po,—P1) et (—Py,—P,) détermine la suite
des interpolants relatifs & k = 0,1,--- On représente sur chacune des pages suivantes les
interpolants (jusque k = 4) obtenus pour un des choix de (¢ Po,eP,), (¢ = %1).

On remarque que 'un des quatres couples fournit une suite d’interpolants qui semble

converger vers ’ellipse. Ce phénomeéne a été observé sur ’ensemble des exemples traités.
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Ci-dessous, ’ellipse et ses "bons interpolants”:
p

0.5

v

0.4

0.3}

0.2

0.1%

0.2 0.4 0.6 0.8 1




Chapter 4

Interpolation Rationnelle de
Courbes Paralléles

4.1 Interpolation Rationnelle du Cercle Unité

L’ensemble des courbes paramétrées rationnelles admettant le cercle unité pour support
sera noté C.

4.1.1 Le probleme

On considére une courbe r(t) rationnelle et ses paralleles ry(t) = r(t) + dn(t). En gé-
néral 'application de Gauss ¢ — n(t) n’est pas rationnelle. Une méthode naturelle
d’interpolation des courbes rq(t) consiste en l'interpolation de la courbe n(t) par une
courbe rationnelle Z(t). On dispose alors des courbes r(t) + d Z(t) qui interpolent pour
chaque valeur de d € R la parallele r4(t). Le but de cette partie est de rechercher des

interpolants Z(t) qui soient comme n(t) sur le cercle unité, on se propose de résoudre le
Probléeme 1

Soit Zy(t) = Xo(t) + iYo(t) une courbe parameétrée non nécessairement rationnelle ¢ sup-
port sur le cercle unité i.e. X2(t) +YZ(t) =1 Vi € [a,b).
On cherche Z(t) € C telle que

ZW(t) = Z8(t;) pouri=0,...,m et j=0,...,7.

On note v = (70, 71,- - - »¥m) €t T I'ensemble des couples d’indices défini par

(1,j) €ETssi0<j<met0<j<
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Rappelons la forme des paramétrisations des courbes de C, la preuve de cette propriété
ayant été donnée au sein du lemme 2.3.1.

Propriété 4.1.1.1 Une courbe Z(t) = R(t) LAONEY z%}% rationnelle est élément de C si et

seulement st il eziste une courbe polynomiale z(t) = M(t) +iN(t) telle que

(1)
Z(t) = = 4.1
0= (4.)
Remarque
H. Pottmann [27] remarque que l'on peut trouver la forme

M? — 2MN
2() = 37t N2(t)+z i

en considérant ’ensemble des projections stéréographiques des paramétrisations ra-

(4.2)

tionnelles d’une droite ne passant pas par le pole.

L’expression (4.2) incite a penser que le probleme 1 est non linéaire. Nous allons
montrer que la forme (4.1) permet de le transformer en un probleme d’interpolation poly-
nomiale sur z(t) et donc en un probléme linéaire. Nous donnerons deux méthodes pour
réaliser cette interpolation. La premiére ou 'on considérera les dérivées de Zy(t) évaluées
aux points ¢; (paragraphe 4.1.2). La seconde ou Zy(t) est le vecteur normal d’une courbe
r(t) (section 4.2). Dans ce cas, la méthode n’utilisera pas les dérivées Z AT ;) mais les

valeurs rU*+1)(¢;). 1l est important de constater

Remarque

Le probleme consistant en I'interpolation d’une courbe Zy(t) telle |Z4(t)| = 1 peut sem-
bler plus général que celui de ’interpolation du vecteur normal d’une courbe paramétrée
quelconque. En fait, en écrivant Zy(t) = cos6(t) + isin 6(t) nous obtenons pour vecteur
normal ng = (—cos@ - -I-%,— sinf - l%:—l). Si @ > 0 (Zo(t) parcourt le cercle dans le sens
trigonométrique) alors ny = —Z,, sinon ng = Z,. Par suite, toute courbe Zy(t) sur le
cercle unité peut étre considérée comme vecteur normal de la courbe r(t) définie par
r(t) = —Zo(t) sur tout intervalle ou Zo(t) parcourt le cercle dans le sens trigonométrique
et r(t) = Zo(t) sinon.

Résolution pour m € N et v =(0,0,...,0)
Nous recherchons z(t) polynomiale telle que %{:—3 = Zo(t;) pour i = 0,---,m. Les ar-
guments des nombres complexes z(to),...,2(tm) doivent respectivement étre égaux a la
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moitié (modulo 7) des nombres Zy(tp), ..., Zo(im)-

Réciproquement, toute courbe z(t) vérifiant la condition nécessaire précédente four-
nit une solution Z(t) = é%% au probleme 1 pour v = (0 0,...,0), car on obtient
arg Z(t;) = arg Zo(t;) et |Z(¢t,)| = 1.

On note 6§, = arg Zy(t;) et D; la droite de pente tan %i.

Z(t) _ Z(tm)
*~ z(t;)
Z(to)
(1) :
2(tm )

|2

Figure 4.1: Les conditions sur la courbe z(t) pour que Z(t) = %—% soit solution du proble-
me 1 s’expriment par: 2(t;) € D; pour: €0,...,m.

Explicitons maintenant la démarche proposée pour la résolution du probleme 1:

Etant donnée une paramétrisation du cercle Zy(t) (i.e. | Zo(t)] = 1) et les valeurs Z§(¢;)
avec (1,j) € T, il s’agit de déterminer des nombres complexes (b;’)(. jer tels que le
polyndme z vérifiant zU)(t;) = b soit tel que

(%)m (t;) = 28(t:) pour (i,j) € T.

Par suite Z(t) = ..(t) 2(1) est solution du probleme 1: Z(t) vérifie ZO(t;) = Z¥)(1) et |2(t)| =
1.
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Définition 4.1.1.1 Les nombres complezes (bf)(, Jler sont dits admissibles pour le
probléme 1.

Dans un premier temps le travail consistera a construire I’ensemble des données admissi-
bles. Nous pourrons soit les déterminer par la construction 4.1.2.1 et le corollaire 4.1.2.1,
soit dans le cas od Zo(t) est le vecteur normal d’une courbe paramétrée r(t), par la propo-
sition 4.2.1 et le méme corollaire .

Un interpolant z(t) de ces données est de degré inférieur ou égal & Y -o(vi +1) — 1. Le
degré de Z(1), i.e. celui de {87100 + i MU est le double du degré de 2(2). Nous
posons le probléme de déterminer les données admissibles qui fournissent un interpolant
z(t) de degré le plus petit possible. Comme le montre ’exemple 4.1.1.1, pour m = 2 et
v = (0,0,0) nous déterminerons une donnée admissible qui donne un interpolant z(t) de
degré 1 au lieu de 2, et donc un interpolant Z(t) de degré 2 au lieu de 4. Nous montrerons
dans le cas m = 2 et v = (k,0,k) qu’il peut exister une unique donnée (b{)(,-,j)er a un
coefficient multiplicatif pres qui fournit un interpolant z(t) de degré k+1 au lieu de 2k +2
et donc une unique solution du probleme 1 de degré 2k + 2.

Exemple 4.1.1.1 Considérons le probleme 1 relatif a I'interpolation des points Zy(0) =
—1, Zo(tl) =1et Zo(l) = 1.

Z(t)

AL

[ ]
[

g

Z(1) pby

Ry
i
D | =

La donnée b3 = £, 89 = %Z + i{—i, b) = } est admissible puisque les arguments de ces
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trois nombres complexes sont moitié ceux de Zy(0) , Zo(t1), Zo(1). On trouve alors
une solution Z(t) = J(;% ol z(t) est une parabole interpolant les trois points 53, b9, 3.
Néanmoins, il est possible de trouver A, u € IR tels que I'on puisse déterminer une courbe
2(t) de degré 1 qui interpole en o = 0, t;, t; = 1 les points 43, AbY et ubd:
L’interpolation de b3 et ub3 donne

2(t) = £B3(1) + ZuBi(0).

L égalité z(t;) = Ab? s’écrit alors

3 1
—\/—-'H%—- = (1—t1)+#§t1,

on trouve, t; étant différent de 0 et 1

/\=—\/-—2-(1—t1) et p:—l——l.
2 4

La donnée 8 = £, b = 3(1—t;)(1 + 1), b = 335 fournit un interpolant polynomial z(2)
de degré 1 et une paramétrisation du demi- cercle sur [0,1}:
2(0) = 2BW+EEBD)
—3Bi(t) + 152 BH(1)

qui interpole —1,7, 1 ento =0, t; & {0,1}, t2 = 1.

4.1.2 Détermination de I’ensemble des solutions du probléme 1

La recherche de ’ensemble des données admissibles s’articulera autour du théoreme sui-

vant:

Théoréme 4.1.2.1 Soit Z,(t) = £ (:) une solution du probléme 1 et Z(t) = %% une autre

paramétrisation du cercle. Les trois assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Z(t) = i(:) est une autre solution du probléme 1

(ii) Il eziste un polynéme P tel que

20(t;) = (P z)9)¢;) pour (4,5) €T (4.3)
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(tit) Pour tout i € {0,...,m} il eziste A\?,)},..., A} € R tels que

( Z(t,') = A? Zl(t.')
z'(t:) A 2, (8) + A za(ts)

(k) = T, CINF(t) 4

| 200() = A0 2(t) + w A ATV + - 4 A ()

Preuve:

Les points (1) et (iit) sont équivalents: Considérons un polynéme P vérifiant les équa-
tions (4.3). En appliquant la formule de Leibniz & ces équations, on trouve que z(t)
vérifie (4.4) avec M = Pi(t;) pour (i,5) € T.

Réciproquement, si z(t) vérifie les équations (4.4), le polynéme P du point (zz) est
donné par linterpolation de la donnée de nombres réels (\! )i.jer (e Pi(t;) = X pour
(i,7) eT).

Montrons que (iz) implique (i). Supposons ’existence d’un polynéme P vérifiant (4.3).
Soit 1 € {0,...,m} et j € {0,...,%}. Par hypothese, (P - z,))(t;) = 2()(t,) et
(P -7)I(t;) = 29(t;) pour tout entier I € {0,...,5} et donc

6)"w=F2)" w

On vient de montrer que pour tout ¢ € {0,...,m} et pour tout j € {0,...,%}, ZU)¢t;)
est égale a Zl(j )(t,-) et donc

Z)(t;) = Z8(t;) pour i € {0,...,m} et j € {0,...,%},

car Z,(t) est solution du probleme 1.

Achevons la preuve du théoréme en montrant que (z) donne (iiz). On suppose que Z(t)

est une solution du probléme 1, il vient
z9(t;) = Z{)(t;) pour (i,j) €T (4.5)

Soit ¢ € {0,...,m}. En considérant les arguments de Z(¢;) et Z;(t;) qui sont égaux, on
trouve que arg z(#;) = arg z;(%;). 1l existe donc un réel A? tel que z(t;) = A9 2, (&;).
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Supposons qu'il existe A% Al,..., M € IR tels que

j .
20(t) =Y CEE2EN() pourj=0,...,1-1et <. (4.6)
k=0 .
On note Z(t) = X(t) +1:iY (2), 2(t) = z(t) + 1y(t). L'égalité Z(t) = se met sous la

z(t) X(t Y(t
forme A(t) - ( u(t) ) = 0 avec A(t) = ( f}(t) X(t)(-z—l )

Le produit matriciel A(t) - ;’gg ) sera noté A(t) - 2(t). En adoptant des notations

similaires pour Z;(t) on obtient A;(t) - z;(t). L’hypothese entraine
A1) = AY(t) pour j =0, -, .. (4.7

Dérivant [ fois 1’égalité A(t) - z(t) = 0 il vient
A(t) - 29(t) )= _E CP AW (1) . 2(-P)(1)
p=1
soitent =1t;
1 l-p
A(ty) - 20(t) = E [Cp A(P) (Z Cl—p A z§l-x>—q)(t'.))
p=1 ¢=0

d’apres (4.7) et 1'égalité (4.6).

-~
|
[
-.
-Q

At)-20() = -3 3 CPCE, M AP () - 877 ()

il
il
'-‘ (=}
o
il
b

- )‘ Cq Z 1-p A(p)(t) Z(l-p-q)(ti)

q=0 p=1

i

car C} C{_, = C{ C}_, et donc

-1 l-g . !
Alt) - 20() = _Zo MY z%( ,_pA(P)(t) 2 —”"’)(t,-)) = A(t) - 279,
q= p=
-1
= 3 NG Ai(t) - A ()
q=0

car T,2% OF, AP (1) -5 770(8) = (A 2) 70 (1) =
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Il vient
-1

Ai(t) - [20) - T e )| = o.

q=0
La matrice A,(t;) est de rang 1, z(¢;) appartient au noyau (qui est de dimension 1): 1l
existe A! € IR tel que

-1
) = T M0 A0() + M a(t)

g=0

1l
= S ac )

q=0

Ce qui achéve la démonstration. D

Ce théoreme nous permettra, une fois connue une donnée admissible au probleme 1,
de les déterminer toutes explicitement. Montrons maintenant que les données admissibles
au probleme 1 sont solutions d’un ensemble de systémes linéaires de rang +; + 1 (point ()
) qui admettent effectivement des solutions (point (ii) ).

Proposition 4.1.2.1 (i) La donnée d’interpolation (b,-i)(."j)er est admissible si et seule-
ment si pour tout i € {0,...,m} le nombre compleze b? est non nul et si &,5b},...,b)"
sont solutions des systémes linéaires

Aolt:) -8 = 0
Ao(t:) - b} —Ap(t:) -

(4.8)

Aolt) B = — X, O3, AR(t) 8P

(ii) L’ensemble des solutions b9,b},...,b du systéme précédent est non vide.

IRt 3 )

Preuve:
(i) Soit (b)) une donnée admissible et z(t) une courbe polynomiale qui en réalise
Pinterpolation i.e. z()(t;) = b pour (i,5) € T, on a (%)(J) ;) = Zt(,J)(t,-) pour (i,5) € I.

Rappelons qu’en notant Z(t) = X(t) +1Y(t) et A(t) = ( X_(Q(-t_)l Xz:)(tl 1 ), Pégalité
Z(t) = £ sécrit
A(t)-z() =0 (4.9)
et que légalité Z0)(t;) = Z§)(t;) se traduit par
AVL) = AF(t:) (4.10)
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ou

Xolt) =1 Yot
Ao(t)=( _(Yo(t) Xo(tg-)i-l)' (4.11)

Soit i € {0,...,m}; d’aprés (4.9) en t = t; et par (4.10) pour j = 0, on trouve que b? est
solution du systéme linéaire Aq(¢;) - b9 = 0.
En dérivant successivement 1’équation (4.9) par la formule de Leibniz jusqu’au rang v; en
t =t; et par (4.10) on trouve que la condition est nécessaire.
Considérons maintenant b?,---,b) vérifiant le systéme (4.8) pour tout ¢ € {0,...,m} et
montrons que cette donnée est admissible. Soit une courbe z(t) telle que 2V () = ¥,
montrons que la courbe Z(t) = ;—.(-(?)- est effectivement solution du probleme 1.
A(t;)) - 2(t;) = 0 donne A(t;) - b = 0. Par construction de b? on a Ag(t;) - b = 0, ce qui
implique

(A(t;) — Ao(t)) - 89 = 0. (4.12)

(XM -Xol) Y(t)-Ya(t)
Alt) = Aolt) = ( —(Y(t) - Yo(t))) X(t) - Xoft) )

le déterminant de cette matrice est égal & (X (t) — Xo(t))? + (Y (t) — Yo(2))?, b? étant non
nul on obtient par (4.12) que X (t;) = Xo(t;) et Y(t;) = Yo(t;) et donc que Z(t;) = Zo(t;).
Supposons que l'on ait montré que ZW(t;) = Z¥(t;) ie. AU(E;) = AP (L) pour j

Or

0,...,]—1et ! <~. En dérivant (4.9) ! fois par Leibniz en t = t; et en remplacant z{/)(¢;)
par b on obtient

-1
AN -8 = =1 CT AP (1) - b7

q=0
or d’apres I’équation I de (4.8)
(’)(t Z Cy Aoq)(t) b’—
q=0

qui implique
(A0w) - AP () - 8

Le déterminant de AV(t) — AV(2) est (XO(¢) — X((,')(t))’ + (Y1) = Y(1))?, 1a encore
% non nul donne ZO(t;) = Z{)(:), et le résultat quand ! = +;. Finalement Z(t) est une
solution du probléme 1 et donc (bf) est une donnée admissible au probléme 1.

(ii) Montrons D’existence de solutions, elle sera également montrée a la proposition (4.2.1)
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(existence d’une solution au probléeme 1 est équivalente a 1’existence d’une donnée ad-
missible).

Notons E; la jiéme équation du systeme (4.8). Les solutions de 1’équation Ej i.e.
Ao(t;) - Y = 0, forment un espace vectoriel de dimension 1 car la matrice Ag(t;) est de
rang 1.

On suppose que le systéme formé des équations Ey,-- -, E; (avec 0 < j < v;—1) admet des
solutions. Il en est de méme du systéme Ey,-- -, E;;; si et seulement si la compatibilité

du second membre de I’équation
j+1
Ao(ti) - b = =3 CIL AP () - BT (4.13)
g=1
est assurée. On note bi*! = aj+1 + 1B;+1. L'équation (4.13) devient

(Xo(t:) — ey + Yo(t:)Bjs1 = — Ti21 Ca (X ()41 + Yo (1:)Bj41-,)

—Yo(ti)ejs + (Xo(ti) + 1)Bi1 = = Ti2] CLu(Yd (t)a41-0 + X3P (4:)Bi41-¢)
(4.14)

On suppose que Xy(t;) est différent de —1 et 1 i.e. Yy(t;) différent de 0.
En multipliant la premiére équation par —Y;(t;) et la seconde par Xo(¢;) — 1, on obtient

en soustrayant
i+l

E Cgﬂ Xo (t )aj41-g + YO (t )Bi+1-9) =

9=1
J+1

=(Xo(t:) = 1) X Clia (Yo" (t)etjung + Xo () Bi1-4)
soit
X (t:) (Yo(ti)ao + (Xo(ts) = 1)Bo) + Yot (t:) (Yo(t:) Bo — (Xo(t:) — 1)ao)

= —Yo 2 +1(X0 (t:‘)aHl—q + Y()(Q)(ti)ﬂﬁl-q) (4-15)

—(Xo(t:) = 1) Z 1 (=Y3  (t)aja1-q + X (8:)B41-4)
L’équation E, entraine
Yo(ti)ao + (Xo(ti) — 1)Bo = 260 Xo(t:)
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et
Yo(t:)Bo — (Xo(t:) — 1)ao = 2BoYo(ti)-

Une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme (Ej,:--, E;;1) admette des
solutions est que (X& (4 ), YOy, ) appartienne a la droite

2ﬂ0Xo(t.)U + 250},0(t,)v = 8541 (4.16)

oll ;41 est le terme de droite de I'équation (4.15). Or, par dérivation de I'égalité X2(t) +
YZ(t) =1 en t = t; on obtient

2(Xo(t:) XSV () + Yo(t) Y (1) =

Z 1 (XN XTI + YE ()Y (1)

Soit (Up, V) un point de la droite (4.16), le systeme (4.14) admet des solutions
(@j+1,B8;+1) qui sont telles que la donnée (b?,~--,bj+1) soit admissible au probléme 1
pour interpolation des dérivées Zc(,l)(t;) 1=0,---,j et 2§ )(t ) = U +1Vh.
1l existe donc une courbe Z(t) = X(t) +:Y(t) telle que
Z0@) = XP ) + Y (t) pour I=10,---,j
et
ZUN(t) = Us + iV

En dérivant j + 1 fois ’égalité X2(t) + Y?(t) = 1 en t = ¢, on obtient

& k( y (k) (7+1-k) (k) (7+1-k)

g_jocj (XP)XT0 () + YY) = 0

soit
J
2AX )XY+ Y()YU(1) = = 3 CHXW () X U+H1-0)(1,) + YR (1,) Y U+1-R) (1))
k=1
(Uo, Vo) appartient donc a la droite

J ! )
2Xo(t:)U + 2XYo(t:)V = = Y CHXP()XTH (W) + {0y V70 w)) . (417)
. k=1

Nous venons de montrer que la droite (4.16) est égale a la droite d’équation (4.17).

Or, le point (Xéjﬂ)(t.-),}’[,(j“)(t.-)) appartient a la droite d’équation (4.17) car cette
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équation considérée en (U,V) = (Xéj+l)(t;),)’(,(j+l)(t;)) n’est autre que la dérivée
(G + 1)1€Me de X2(t)+ Y2(t) en ¢ = ;. L'équation (4.16) est donc vérifiée en (U,V) =
(X5 (1), YUV (1)) et finalement, la condition de compatibilité relative & 1'équation
E;., est assurée. Ceci étant vrai jusque j = 9; — 1 nous obtenons alors le résultat an-
noncé.

S’il existe ¢ € {0,---,m} tel que Yy(t;) soit nul, il suffit de considérer un changement
d’axes qui soit tel qu’aucun des Yo(2;) ne soit nul. Le systéme (4.8) relatif & ce nouveau
probléme admet des solutions (ceci d’apreés le cas général précédent), qui fournissent une
solution Z*(t). En revenant au repére d’origine nous obtenons une solution au probleme 1,
il y a donc bien compatibilité du systeme (4.13) si un des Yo(t;) est nul. O

Par le corollaire 4.1.2.1 nous pourrons déterminer explicitement ’ensemble des données

admissibles au probléme 1. Tout d’abord, construisons une donnée admissible particuliere.

Construction 4.1.2.1 Un jeu de données admissibles.
On choisit une donnée admissible au probleme 1 comme solution particuliere des
systemes (4.8):
En posant b} = a; +i8; (i® = —1), on prend
1 - Xo(t:) .

0 _ . X
B = 14§ s Yo(t) #0
= 1 s Yo(ti) =0et Xo(t,') =1 (418)
= 1 si Yp(t;) = 0 et Xo(t;) = —1

puis si Yy(¢;) # 0 alors pour j = 1,--+,4; on prend

1 N - d 9y {@y. , 9 (4.
Yolt:) (1”X°(t') 2 O (XS (t) + Bi-aYa (t.))) :

Qj=l et ﬂj=

Si Yo(t:) = 0 et Xo(t:) =1,
1 J
aj=0et f= -595_;1 Cf Bi-o X§(t:) -
Si Yo(t:) = 0 et Xo(t:) = —1,
1 J
B;=0 et a; = 5; CF ;o X(t,) -

ceci jusque j = v; et pour tout i € {0,...,m}.
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Corollaire 4.1.2.1 Soit (b )ij)er une donnée admissible particuliére . Une donnée
(a])igyer est admissible si et seulement si pour tout i € {0,...,m} il eziste \9,..., A\ €
R, )\ étant non nul, tels que

a? = A
al = A0 + AN
al' = MNbF+...+CEANB .. 42

Preuve:
Soit (¥ )i.j)er une donnée admissible. Considérons deux courbes polynomiales z(t) et
z1(t) telles que

t)=al et )= pour (5,5) €T (4.19)

On note encore Z(t) = %% et Z,(t) = 2 (:). La courbe Z,(t) est une solution du probleme
1 car (b})(ijjer est admissible.

(a{)(",j)er est admissible si et seulement si ZU)(t;) = Z((,j)(t.-) pour tout (¢,7) € . D’apres
Péquivalence (i) <= (¢i¢) du théoréme 4.1.2.1 et en utilisant (4.19) nous obtenons le

résultat souhaité. O

Corollaire 4.1.2.2 L’ensemble des données admissibles est un espace vectoriel de dimen-
ston 3 7o(7 +1).

Preuve:
L’ensemble est non vide et d’apres le corollaire ci dessus, une donnée (aj)(; j)er est admis-
sible si et seulement si (a?,---,a]") est combinaison linéaire des vecteurs (b,b},--, "),

0,89, ...,C26771) -+, (0,-++,0,80). D
1 yi ot T

4.1.3 Résolution du probleme pour m =2 et v = (k,0,k).

Nous voulons montrer qu’il existe une unique courbe rationnelle Z(t) = %%} de longueur
2k + 2 qui soit solution du probleme 1 pour m =2 et vy = (k,0,k) avecicitp =0 < t; <
t; = 1.
Pour cela, on recherche une courbe polynomiale z(t) de degré k + 1 i.e.
k+1
2(t) = S Bf'(t) P; avec Py, Py,..., Piy1 € €, (4.20)

=0

telle que Z(t) = %%% soit solution du probleme 1.

On détermine & l'aide de la construction 4.1.2.1 une donnée admissible b3,...,bE, b9,
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b,---,b5 € €. Toutes les données admissibles sont alors déterminées par le corol-
laire 4.1.2.1. Nous nous proposons de déterminer AJ,...,5 A9, A9,--- A% € R tels
que la courbe z(t) (de degré k + 1) vérifie

[ 2(0) = M8
 Z(0) = A3k + Ab) (4.21)
| 20(0) = MQBE+...+CINH+...+ Ak

2(ta) = AL (4.22)
I 2() = X8 + My (4.23)
| 2W(1) = AQbE+...+CIAM b +...+ 2583

La recherche d’une courbe 2(t) de la forme (4.20) vérifiant (4.21), (4.22) et (4.23) consiste

en la résolution du systeme linéaire de 4k + 6 équations réelles:

' AP, = XK
(k+1)AR, = ASEL + ABES

k(k+1)A%P, = A3b2 + 2M1b1 + A2 5 (a)

(k + 1)'A*P, ABE 4+ CINB ...+ AR

§ THIB ()P = M8 (b) (4.24)

(k + 1)1AkP, b+, +CI B+ + A

Rk + DAy = M8 + 208+ )88 ©)

(k+1)A'P,

AQBL + ALBY

k APy = X0
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ou les inconnues sont

0 k 10 10 k
(!)Oapl,'-"Pk-l-ll’ :\oa"'sAOaAnsz"'vAzl)

k+2 points

2k+3 réels .

i.e. 4k+7 inconnues. Considérons A\? comme parametre, on obtient 4k+6 équations a 4k+6

inconnues, le second membre de ce systeme étant de la forme A - (0,...,0,%2,0,...,0).

Notons 2,(t) 1a courbe polynomiale obtenue en ayant posé A = 1. Toute courbe z(t)

solution du systéme pour une autre valeur de A est égale & A\z,(t), (les points de contrdle
de z(t) étant égaux a A? fois ceux de 2,(t)). Toutes les solutions Z(t) = %{% du probléme 1
obtenues par A} € R” sont donc égales & z,(t)/Z,(t).

La structure du systéme (4.24 a-c) nous permet de déterminer dans un premier temps

les valeurs A3, ..., Ak, A9, .-+, A% en ayant pris A? = 1, puis de trouver les points Py, Py, ...,

P, par le systéme (4.24-a) et P, par ’égalité P,y = A383. Notons D, et D, les matrices

diagonales
1 0 0
D, = 0 (k+1) .
0 (k+1)! /
et
(k+1) 0 oo 00
D2 = .
(k+1) 0

1)

En exprimant matriciellement les systémes (4.24-a) et (4.24-c) il apparait les matrices

1
-1
B, :

(_i)k (—1)‘.‘+J'C,’; 1)

et

0
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(((-1)F - (-1)M1-iC 1)

0o - 1

B, = -2 1
: -11

\ 0 ... 0 1)

Les systemes (4.24-a) et (4.24-c) s’écrivent alors respectivement

P (b \ /X
P ToT.. ’\cl)
: | =B'-Dt- b : (4.25)
et
P, b City -+ B\ [ M
Py : :
: = B;'-D;'. b3 : (4.26)
: el A
Piyq %)\ A
Ona
( 1 O 0\
1 1 0 :
. 1 2 1
B = .
1 3 3 1 :
: . 0
\ 1 .. | }
et
B;1=Bz

En identifiant les expressions de P; données par la (i + l)iéme ligne de (4.25) et la jieme
ligne de (4.26) ceci pour i € {1,...,k} on obtient un systeme linéaire homogene de 2k
équations & 2k + 2 inconnues. Si la matrice de ce systéme est de rang 2k, on le résout
en considérant par exemple A3 et A\ comme paramétres. Les réels A},..., Ak, AL, ... )%
sont alors combinaisons linéaires de A3 et A}. En calculant (P, B,...,P;) par (4.25),
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nous disposons de

Po = Ag bg
P, = Mo+, 5 aveci € {1,...,k} et a;,8; € C.
Pk+1 = Ag bg

L'égalité (4.24-b) fournit ’équation A7 + A6 = b avec 7,6 € € qui admet a priori
une unique solution (A3, A3). Si les deux valeurs AJ et A sont non nulles, le terme de
droite des équations (4.21), (4.22) et (4.23) constitue effectivement une donnée admissible
(d’apres le corollaire 4.1.2.1), rappelons que l'on a pris A = 1. Le polygone de contréle
(Po. Py, .., Pry1) de z(t) étant entiérement déterminé, on dispose de I'unique solution
Z(t) = £ du probleme 1 de longueur 2k + 2.

Exemples (i) Considérons v = (0,0,0) et b3, 82, bJ une donnée admissible relativement &
I'interpolation de Zy(0), Zo(t;). Zo(1). On pose Al = 1. Recherchons Py, P, € €, A3, ) €
R tels que

Py = M358
Bi(t1)Po + Bi(t))P, =

avec t; €)0,1[.
ZQ()  Py= 200

Z(tl) = —

2{0) 8 b?= (-1} + 1,

5o

Figure 4.2: Les valeurs A3, A sont calculées pour que (1 —t,)P, + 1; P, coincide avec bS:
On trouve ainsi 'unique courbe de C de longueur 2 qui interpole trois points distincts sur
le cercle.
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Les réels A3, A9 sont déterminés par
Ao Bo(t1)bg + A3 By (11)b3 = b},

cette équation admet un unique couple solution (A3, A9) si (82,82) constitue une base de
@, ce qui est le cas si Zo(0) # Zo(1). Si Zo(t;) est différent de Zo(0) et Zo(1), les réels
A3 et A sont non nuls. La donnée AJ8), &9, A9b2 est admissible et fournit une solution
Z(t)= %g—} de longueur 2 avec z(t) = PyB}(t)+ PyBi(t).
(i) Nous prenons maintenant v = (1,0,1) et b3, b}, 42, b3, b} une donnée admissible. On
recherche Py, Pi, P, € @, A3, A}, A3, X9, A} € R tels que

(7)-(1) (1) (Ha)() @

1-t)lP+2t,(1-t)yP+t2 =1 (b) (4.27)

(B)=(71)(51)(F%) (%) o

avec t; €]0,1[. Les deux expressions de P; données par (4.27-a) et (4.27-c) conduisent a

(B + SBAS + SHAL = —140AL 4 (—281 + )G,
2 2 2 2
soit
1.0v1, Lion1 1.1, ;o010 o, ayyo
§bo’\o + §b2)‘2 = ‘(“2’b2 +b3)A; — (b + '2‘bo)’\o (4.28)

L3 encore si (83, 89) forme une base de @, il existe un seul couple (A}, A}) vérifiant I’équa-
tion (4.28) pour AJ, AJ fixés. On trouve

Ag
A2

6128 + 6229

7128 + 129 (4.29)

En remplacant les valeurs de Py, P;,P, qui sont maintenant fonctions de (A3, )9)
dans (4.27-b), on trouve A, A9 comme solutions d’un systéme linéaire de deux équations
a deux inconnues. Si AJ et A sont non nuls, nous disposons de ’'unique courbe Z(t) = -;J(-%
de longueur 4 avec z(t) = PoB(t) + P,B%(t) + P, B%(t) qui soit solution du probléme 1
pour v = (1,0,1).
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2/(1) = A28 + ALpg

Figure 4.3: Les réels A3, A}, AJ)\} sont déterminés pour que 2'(1) = X363 + A}89, 2/(0) =
A0bL + ALBS et z(t;) = BS.

4.1.4 Représentation sous forme (BR) d’une courbe sur le cer-
cle unité

Soit z(t) une courbe polynomiale dont le polygone de controle est noté (P, Py, ..., Py).
On identifiera les sommets de ce polygone aux nombres complexes les admettant pour
affixe.

La courbe Z(t) = %%:—% est égale a th;%()ﬁ La courbe z%(t) est de degré 2n. Ses points de
controle Qo, @1, . ..,Q2. s’expriment en fonction des points Py, Py,..., Py,:

k
Qr = Z Af;"“P,- +Pi_ipourk=0,...,n
1=0
et n

Qi = Z Ai;k'i}’;-Pk_; pourk=n+1,...,2n

i=k—n
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Menons un calcul identique pour calculer les coordonnées (B )iefo,...2n} de la fonction
réelle t — 2(t) - Z(t) dans la base de Bernstein (B3"(t))xeqo.....2n):

2(t) - Z(t) = z": 3" PP, -P;B(t),

J=0 =0
on trouve R
Br = E z\f{""P.- -Py_ipour k=0,...,n
=0
et n
Br = Z Af;""P; ‘Pr_ipourk=n+1,...,2n

t=k-n
On note I 'ensemble des indices des réels S non nuls et T son complémentaire dans
{0,...,2n}. La courbe Z(t) = =8 est alors déterminée sous la forme (BR):

Yie1 BiR:B¥(t) + Licl U:B?(t)

20 == 0]

avec

2.-0 Aik=ip.. Py,
'_0 x k—tP Pk—:
/\: k—:P Pk-z

:—k—n
= — ourk€letk>n+1,
/\' k-'P Pk_ P

Ry = pourk€letk<n

:—k—n

U = S5 A%~ P, . P _;pourkeTetk<n

= Y, AP .P_pourkeTetk>n+1
et 2
B(t)=>_ B:B¥(t).

=0

4.2 Application: Interpolation des Courbes
Paralléles 4 une Courbe Rationnelle.

Considérons une courbe rationnelle r(t) = (z(t),y(t)) et d € R. On veut interpoler la
courbe parallele r4(t) = r(t) + dn(t) par une courbe rationnelle A4(t) en les parameétres

to=0<1t <...<t,=1. Le vecteur normal n(t) = \/,a.(f;ﬁnu) + i\/;azii)ya(t) est une
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courbe dont le support est sur le cercle unité. Dans le cas ou il n’est pas défini en une ou
plusieurs des valeurs ¢;, on peut le prolonger en factorisant:

(2'(t),¥'()) = k(t) - (21 (), 11 (2)) (4.30)
avec k(t) € R(X) et (z1(t:),3:1(t:)) # 0 Vi€ {0,---,m}.
On obtient alors

n(t) = e(t)N(t) avec N(t) = —(t) (1)

t 4.31
VIR + 3 /i) + vR() “3D

ou &(t) est le signe de k(t).

On suppose que le vecteur normal de r(t) peut étre prolongé continuement sur [0, 1],
i.e. que £(t) est constant sur ]0,1[. On écarte ainsi les points de rebroussements situés en
des valeurs de parametres comprises strictement entre 0 et 1.

La méthode décrite dans le paragraphe 4.1.2 nous permet de construire des interpolants

Z(t) = %%} de N(t). On est donc en mesure de résoudre le

Probléme 2 Déterminer Z(t) = %% avec z(t) = M(t) + iN(t) telle que

ZU)(t) = NU(t,) pour (i,j) €T

On obtient alors la courbe A4(t) = r(t) + d Z(t) interpolant de r4(t) aux points

to,tl, e ’tm:
APy =r¥(t)  pour (i,5) €T

En fait, les deux courbes A;(t) et r4(t) ne se raccordent pas seulement C* en t = t;
mais aussi GC"*+1, ce qui sera montré dans la proposition 4.2.2.
Nous allons maintenant exposer une recherche de données admissibles qui se contentera

des évaluations des dérivées de r(t) aux points d’interpolation, évitant ainsi celles de N(t).

Définition 4.2.1 Soit ¢ = %1 et P(t) = Py(t) + iP2(t) une courbe paramétrée sur [0,1].
On note indifféremment R(t) une des deuz courbes définies par R(t) = e(pi(t) + ip2(t))

avec
(1) = Sione(Py(0) 3(P.) + PO + PRC) (4:32)

lt) = 3(-Pi) + PR + PRC) (4.33

ot Signe(P,(t)) vaut 1 si Py(t) > 0 et —1 sinon.
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On vérifie facilement que

pi(t) — p3(t) = Py(2) et 2p:(t)pa(t) = Pa(2). (4.34)
On a alors |

Propriété 4.2.1
(R(t))? = P(t) vt € [0,1) (4.35)

Montrons maintenant qu’un interpolant z(t) de R(t) fournit un interpolant 22(t) de la
courbe P(1).

Lemme 4.2.1 Soit une courbe P(t) = Py(t) + iP;(t) et une courbe polynomiale z(t) =
M(t) + iN(t) telle que 29(¢;) = RU)(t;) pour tout (i,5) € T, la courbe R(t) ayant été
définie en 4.2.1, alors |

(%)) = PO(t,) pour (i,5) €T

Preuve:
Soit i € {0,...,m}. On suppose MU(t;) = ep)(t;) et NU)(t;) = ep{)(t;) pour j €
{0,...,%}. 1l vient
(M? = N)O(1;) = (p} - p3)9)(t:)
{ (2M N)U)(t;) (2p1 p2)V)(t:)
pour j € {0,...,7]}, ce qui est équivalent a (22)U)(¢;) = PU)(t;) d’apres la proprieté 4.2.1.
0

Finalement

Proposition 4.2.1 Soit r(t) une courbe paramétrée dont la dérivée a été factorisée en
(4.80). Nous écrivons alors —y'(t) + iz'(t) = k(t) - P(t) avec P(t;) # 0 pour tout ¢ €
{0,...,m}. La donnée (RY)(t;)):j)er est admissible pour le probléme 2.

Preuve: Soit une courbe polynomiale z(t) = M(t) + iN(t) telle que z()(¢;) = RU(¢;)
pour (3,5) € T, alors (22)9)(¢;) = PU(t;) pour (i,5) € T d’apres le lemme 4.2.1. Ceci est

équivalent a
(M? = N)O(t) = —()O(L:)
{ @EMN)I(L) = (2)(t:)

pour (i,j) € T
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2(t) _ _ _M?-N?4i2MN : ¢ in-
Alors, la courbe 50 = (M?-N2)2+(2MN)7(t) est une solution du probleme 2 car elle in
terpole le vecteur normal %M, la donnée (RVY)(t;)) est bien admissible. O
=3 (t)+43 (2)

Remarque

On peut choisir sans perte de généralité ¢ = 1 dans la définition 4.2.1, la connaissance
d’une donnée admissible entrainant la connaissance de toutes les données admissibles
(d’aprs la propriété 4.1.2.1).

Calcul des dérivées RU)(t;)
Il peut sembler peu économique, pour éviter 1’évaluation des dérivées de n(t) en t = t;,
de s’imposer le calcul des dérivées de R(t) en t = ¢;: ’expression des coordonnées p,(t)
et p2(t) ne sont pas ce que 'on peut appeler des fonctions aisées a dériver. En fait, les
seuls calculs non linéaires a effectuer pour I'évaluation des RU)(¢;), (4,5) € T sont ceux
de R(t;) avec i € {0,...,m}. En effet:

Considérons i € {0,...,m} et calculons R(¢;) par I’évaluation de (4.32) et (4.33). En
dérivant 1'égalité (4.35) on obtient

2 R(t)- R(t) = P'(t) (4.36)

Remarquant qu’une équation az = b ou a,b € € est équivalente & un systeme linéaire de
q q q

deux équations a deux inconnues, on calcul R'(t;) comme solution du systeme
2R(t;)-u = P'(t;) (4.37)

qui admet une solution unique car r'(¢;) # 0 implique R(t;) # 0.
On applique alors Leibniz & ’équation (4.36) en ¢t = ¢;:
soit § € {2,...,%}, on a 2(R- RU-V(¢,) = PU(L;) ie.

: . 31 .
R(t,) - RY(t,) = %P‘J)(t,-) - z C?, R®(¢,) - RU-P)(¢,)
p=0

On suppose que les valeurs de RU)(¢;) ont été préalablement calculées pourp =1,...,5-1,

RU)(t,) est 'unique solution du systéme linéaire
1. -1 .
R(t)-u= -2-P(’)(t.-) - Zl C?_, R®)(t;) - RU=P)(¢,). (4.38)
=

Les valeurs R(t;),..., R®)(¢;) sont donc calculées quand j = ;.
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Résumons les deux méthodes a notre disposition pour I'interpolation du vecteur normal
n(t) d’une courbe r(t): on considére connue la factorisation r'(t) = k(t) - (z1(t),y1(2)) et
donc N(t) défini en (4.31):

Premiére méthode.
On évalue les dérivées NU(t;) notées X&(t;) +iY¥)(t;) pour (i,7) € T. On dispose alors

des matrices AY

)(t,-) définies par la dérivation terme & terme de la matrice (4.11). On
construit une donnée admissible particuliére en 4.1.2.1, il s’en suit ’ensemble des données
admissibles (corollaire 4.1.2.1). Un interpolant polynomial 2(t) d’une de ces données
admissibles fournit une solution Z(t) = ;—% au probleme 1. En vue de déterminer les
interpolants rationnels de r4(t) sous la forme de splines rationnelles, nous traitons le
probleme avec m = 2 et 4 = (k,0, k), i.e. pour les valeurs des dérivées jusque l'ordre k en
deux points extrémités et la valeur en un point intermédiaire. La méthode explicitée dans
le paragraphe 4.1.3 nous permet, par ajustement des données admissibles, de déterminer
en général un interpolant z(t) de degré k + 1, et donc une solution Z(t) de degré 2k + 2.
Dans le cas ou les systémes linéaires rencontrés ne seraient pas de rang maximal ou si
un des deux nombres A ou A9 déterminés lors de la résolution de (4.24) est nul, il faut

envisager de relacher le degré de l'interpolant z(t) recherché.

Deuxiéme méthode.
Elle ne différe de la premiére que par la construction d’une donnée admissible particuliere:
On évalue d’apres (4.37) et (4.38) les dérivées de la courbe R(t) associée, d’apres la
définition 4.2.1, & P(t) = —y,;(t)+1iz,(t). La donnée RU)(¢;) est admissible au probléme 2
(proposition 4.2.1). La recherche d’un interpolant de degré minimal s’effectue de maniere

identique a la premiére méthode.

Terminons par deux propriétés géométriques des interpolants A4(t) = r(t) + d Z(1).

Définition 4.2.2 Raccord géométrique [19).
Soit X (t) et Y(t) deuz courbes paramétrées sur [a,b] et ug € [a,d] on dit que X(t) et Y (1)

se raccordent GC* en t = ug ssi il eziste une application ¢ I — [a,b] telle que
Jug € 1, p(uo) = uo, ¥'(10) 2 0 et (X 0 p))(ug) = Y (uo)

Exemples 4.2.1 (i) Deux courbes X(t) et Y(t) se raccordent GC* en t = uo
ssi X(uo) = Y(uo) et 3A; € IR tels que Y'(ug) = A; X" (uo)
(ii) Deux courbes X (t) et Y (t) se raccordent GC? en t = u,
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ssi X(up) =Y (uo) et IA; > 0 et A; tels que
Y'(UO) = A1X'(UO)
Y"(uo) = MX"(ug) + A2 X'(uo)

Proposition 4.2.2 Si Z(t) = .-:.-% se raccorde C™ avec n(i) ent = t;, alors si r'(t;) # 0,

Ai(t) = r(t) + d Z(t) et rq4(t) se raccordent C et GCV+! ent =1t;.
Lemme 4.2.2 Soit deuz courbes fi(t) et f,(t) se raccordant C* en t = uy, elles se rac-
cordent GC*! en t = g ssi

3Bis1 € R tel que f5(uo) = £ (o) + Brs £ (o) (4.39)

Preuve:
En reprenant les notations de Gregory, la condition nécessaire et suffisante s’obtient avec

IBI =1 et ﬂ2,"'1ﬂk=0° O
Preuve de la propriété 4.2.2:

Soit 7 € {0,...,m}. On suppose
Z(j)(ti) = Tl(j)(t,') pour 3 =0,...,%, (440)

A4(t) et r4(t) se raccordent donc C™ en t =1t,.
1l existe deux applications 8z(t) et 6,(t) telles que Z(t) = €*2(*) et n(t) = €¥*®). Les

égalités (4.40) entrainent

69 (1) = 09)(t,) pour j = 0, .. ,7:. .
Ona
ZH() = (i-05(t)e?20)®
= k}_.:l iC} o(zi+1)(t) (eeaz(t))(k-,-) + iog‘“)(t) 62
=0

En dérivant de la méme facon n(t) et d’apres (4.41) on obtient
ZE(5) = n*(8) + RO OF (1) - 0 (1)
Finalement Z(t) et n(t) se raccordent GC*+! en appliquant le lemme 4.2.2 avec A =

(65 (t:) = 6%+1(:))/8.(%). ©

On peut aussi préciser dans le cas de l'interpolation d’une offset r4(t) qui n’admet pas

de point multiple que A4(t) ne peut étre "au dela” de ry(t) relativement a la courbe r(t):
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Proposition 4.2.3 Soit une offset ry(t) = r(t) + dn(t) sans point mutiple i.e. pour tout
t' #£1", ra(t') # ra(t"). Le segment [r(t), A4(t)] intersecte la courbe rq(t) ssit = t; avec
i € {0,...,m}. Dans ce cas, intersection de [r(t), Aa(t)] et du graphe de ry(t) est réduit
a rq(t;) = Aalty).

Preuve:
Sit=1t, aveci € {0,...,m} alors Ay(%;) = ra(t:).
On suppose qu’il existe t' # t" et A €]0,1] tels que (1 — A)r(t') + AA4(t') = ra(t"),

ra(1") = (1 = M)r(t') + AAq(t')

ie. r(t')+ AdZ(t') = ra(t”) ce qui implique |ra(t”) — r(t')] = Ad < |d| et donc la
distance entre le point r4(t”) et la courbe r(t) est strictement inférieure a d. Ceci est en
contradiction avec 1.1 car tout point de la courbe r4(t) n’admettant pas de point multiple |

est & distance strictement égale & d de la courbe r(t). D

Exemples
Les deux méthodes exposées dans ce chapitre sont appliquables pour trouver les résultats

suivants:

1) Soit la parabole r(t) = (t,2t? — 21), représentée ici avec la paralléle r_%(t):

-0.25 0.5 0.5 0.75 1.25




Nous déterminons les courbes Z(t) € C de longueur 2k + 2 qui interpolent le vecteur
normal n(t) pour vy = (k,0,k) ento =0, t; = %, t; = 1, ceci pour k € {0,---,5}. On
ne rencontre pas dans cet exemple, le probléme de non existence de la solution de degré
2k + 2.

L'erreur commise lors de D'interpolation de ry(t) par Ay(t) est

ra(t) = Ad(t) = d(n(t) - Z(t))

En prenant d = 1, nous représentons ci-dessous pour chaque valeur de k, la courbe
n(t) — Z(t). La suite des interpolants semble converger géométriquement, au sens usuel
de la convergence géométrique des suites, vers n(t): la valeur supiepo)| Z(t) — n(t)] est

approximativement divisée par 3 lors du passage a un ordre supérieur.

00015 -0.001 -0.0005 0.0005  0.001  0.0015
0.00025
0.0002

0.00015;

e A e PO SRS T |

P R Sy

-0.0006 ;6.0004 -0.0002 0.0002 0.0004 0.0006
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2) On effectue un travail identique pour la cubique r(t) = (¢?,¢). On prolonge
n(t) a droite en t = 0: on obtient N(t) = (74-—:%17’7%’) pour t € [0,1]. En passant a
Pordre supérieur, I'erreur d’interpolation est ici approximativement divisée par 20.

1 1.2 1.4

k=1 0.004}

0.002¢
2 s ——
-0.015 -0 =0.005

20.002}
-0.004}
-0.006F

k=2

-0. 6008 -0.0006




-0.000015

-0.00002}

-0.00001

v

-6 -6 -6
.5 10 -2. 10 -1.5 10 2
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