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Introduction générale

Le contenu de cette theése est réparti en quatre chapitres.

Le premier chapitre concerne 1’étude de la premiére et de la seconde
généralisation de e-algorithme.

A trvers les chapitres 2 et 3, nous montrons comment les désignants (1927)
nous permettent de développer une théorie d’extrapolation dans le cas non
commutatif et de généraliser dans ce sens les résultats déja connus.

Le chapitre 4 est un chapitre d’application. En particulier, grace a
I'utilisation de I’algebre de Clifford et des désignants, nous résolvons une
question ouverte depuis trente ans déja, a savoir si 'on peut écrire, sous
forme d’un rapport de deux déterminants, les quantités calculées par P'e-
algorithme vectoriel de Wynn. Ce résultat nous permettra ainsi d’énoncer
de nouveaux résultats et de retrouver, d’'une maniere différente, d’autres déja
connus.
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Chapitre 1

Sur la premieére et la seconde
généralisation de I’ algorithme



1.1 Introduction

Soit (S,) une suite de nombres réels ou complexes. La transformation de
Shanks [38], transforme la suite (S,) en un ensemble de suites ex(S,) ot :

S, Sn+1 ces Sn+k
Sn+l Sn+2 e Sn+k+1
e (S ) — Sn+k Sn+k+1 ce Sn+2k
Ko A5,  AS.y o DS

A2Sn+1 A2Sn+2 e A25n+k

A?Spik-1 ASppk o0 A2Sni0k-2

avecA®S, = S, et A™1S, = A'S, ., — A'S, pour i = 0,1,...
Les nombres e, (S, ) sont calculés récursivement par I’e-algorithme de Wynn|39):

Eﬁl=0;68=5n Tl=0,1,...

1
n — .n+l —_
Eky1 = Ex11 T —-——-Ezﬂ = k,n=0,1,...

Nous obtenons

noo_ n —_ 1
€2 = €x(Sn) €t €5y = s5y

L’c-algorithme est une méthode puissante pour 'accélération de la conver-
gence d’une certaine classe de suites. Voir[5] pour plus de détails, pour les
applications et les programmes.

Soit maintenant une suite auxilaire de nombres z,. Dans [8], Brezinski a
proposé deux généralisations de l’e-algorithme:

La premiere généralisation

Az

n_nn o ..n — n+l n

& = 0,50 = Sna5k+1 =€k + n+1 n
€) — &



La seconde généralisation

i L Az,
&2, =0;85 = Sn; 65 = G341 + Ff"'_lj_ég

Ces deux algorithmes sont obtenus en modifiant directement les regles de
I’e-algorithme. :

A partir de la théorie développée dans[13), il est connu, pour les algorithmes
de ce type, que les quantités calculées peuvent étre exprimées sous forme
d’un rapport de deux déterminants comme pour ’e-algorithme de Wynn.
Une telle expression a été donnée par Brezinski dans[8] pour la premiere
généralisation. Cependant, pour la seconde généralisation, une telle expres-
sion n’a pas été donnée. Ce sera l'objet de la section 1.2 de répondre a cette
question. Dans [8], le noyau de la premiére généralisation a été présenté sous
forme d’une équation aux différences finies. La résolution de cette derniere
a été faite uniquement dans le cas particulier k=1.

Au 1.3, nous donnerons le noyau de la seconde généralisation sous forme
d’une équation aux différences finies. Au 1.4, nous résoudrons cette équation
aux différences finies a la fois pour la premiere et la seconde généralisation
et ceci pour k quelconque. Ainsi, nous aurons explicitement le noyau de
chacune des deux généralisations.

1.2 Rapport de deux déterminants

Posons u, = S,;,.Az,. Définissons 'opérateur R par
— Un~-1
Run = A(g2=-

et ses puissances par :
k

Rk+1un = A( Ao )

Nous avons le



Théoréme 1.1

Un4k-1 ce Up42k-1
Run-Hc—l s Upy2k-1
k k
5 & Rfupyroq -+ Rfupyorg
Zk(Sﬂ) =0 = A A
Tntk-1 e Tn+2k-1
Rug4ry -+~ Run+2k—l
k k
Rfupyr—r -+ Rfupyor—
JAY SN o AZpgg
2 2
Riuppr -+ Rlupin
k+1 k41
6 = R lug g R g y0n _ 1
2%k+1 = =
Runy Runyok 52k(Run+1)
2 2
Riupyr -+ Rlupin
k+1 k
Ry, R lup ok
Démonstration

Nous allons démontrer ce résultat par récurrence. Il est facile de vérifier ces

égalités pour k = 1.

Supposons maintenant que les 7 peuvent étre écrits comme rapport de deux
déterminants, comme cela est indiqué dans le théoréme, pour ¢ = 0,..., 2k.
Nous devons démontrer que ces égalités sont encore vraies pour 63, et

n
62k+2'

Pour cela, nous allons tout d’abord calculer les quantités 63,,, — 632, et

AZppor /(6571 — 83,) et établir leur égalité.

Nous avons
n n+l _
52k+1 - 521:-1 =



A$n+k . A$n+2k ATpik . A$n+2k—1
2 2 2
Runyr . Rluayor R’unyi ... Runyzp
k k
R up ik R g0k Rrupgr ... RFungnn
Run+k Run+2k Run4r ... Run+2k-1
2 2
RPupyi . Rlupyon Rzun+k . R2Un+2k-1
k k+1 k k
R +lun+k v R lupgg Rupyp ... Rfupygpa
Appliquons ’identité de Schweins ([1]), nous obtenons
&n _ 5ﬂ+1 _
2k+1 2%k-1 =
Aznyx Aznyok
2 2
Run+k Run+2k R Untk ... R Un42k-1
k k k+1 k+1
Rrup i Rfupyop R Untk R Un42k-1
Run+k Rup ok Rup i Run+2k-1
2 2 2 2
Réugpx RPupqok Rupqk R Un42k-1
k k+1 k k
R +lun+k R** Un42k R Untk R Ung2k-1
De la méme maniere, nous avons
n+1 n _
6% — O =
Un+tk Un4 2k Unt k-1 Un42k-1
Rup i Run+2k Rupyr- Run+2k-l
k k k k
Rfup R Up42k Riupqk R Un42k-1
A:l:ﬂ+k Axn+2k A-7:1'3-+-k—1 Azn+2k—l
Run+k Run+2k Run+k Run+2k
k k k
R"un+k R uqyok Rfup iy R Un42k-1

Posons




Un4k oo Upg2k A:l«'ﬂ+lc-l R A-Tn-1>2k—1
R'U.,H.k e R‘U.,H.gk Ru,.+k_1 e Ru,.+2;,_1

A=, . : . -
k k k k
R Upntk -+ R Un 42k R Uppk-1 .- R Up42k-1
Unpk-1 cer Upg2k-l AZpyr ... Azpyon
Rupyr-1y ... Rungporr || Runsr ... Rupyon
k k k k
R Un4k=1 +-- R Un42k-1 R Untk .- R Uni2k

En appliquant l'identité de Sylvester, nous avons

A.’En+k_1 e A$n+2k
Un k-1 eos Uny2k Rusyx ... Rugpiaea
A= Run+k—1 s Run+2k-—1 : :
. . k k
: . R Ungk --- R Un42k-1
k k
R Untk=1 +-- R Up42k
D’ou
n+1 ny —
Axﬂ+2k/(52k —-6%) =
Ax,,+k o A$n+2k Azn+k—l o Amn+2k-1
Rupix ... Rupyo Rupyp-y ... Rupqpor
Axn+2k . . .
k k k k
R Ungk - R Ung2k R Un4k-1 - R Up42k-1 o
A (1' )
Pour avoir 1'égalité entre (1.1) et (1.2), il faut démonter que
AZpyp-r ... A$n+2k—1
2 2
R Untk ... R Un4+2k-1 Run+k—l o Run+2k—l
k+1 k41 k k
R + Untk o+ R + Uny2k-1 _ R Uppk-1 - R Up42k-1
* = AZpiok
Run+k ‘e Run+2k A$n+k..] e A$n+2k
: : Untk-1 eos Ungok
k k+1 : :
R +lun+k ... R + Uy 2k : :
k k
R Uppk-1 -+ R Un42k
(1.3)
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En effet, considérons le membre a droite de I’égalité, il est égal a

1 I |
Rupyx—y Rupyzx—y
AZpyk—1 " AZppak-r
AZpip-1...AZnio . " . "
Rk“nik—l Rk“niﬂ&-—l
Brpir-1 """ AZayzk-t
1 R |
Rungi—1 Rupgy2x
AzZppk-1 77 Bzpgak
A-Tn+k..1 cee A.’E,H,gk . " . "
Rruyix.y Rrupyop
AZpnyk-2 Tt A2k

En simplifiant par Az,4k-1 ... AZ,42k €t en soustrayant la premiere colonne
de la seconde, la seconde de la troisieme et ainsi de suite (au numérateur et
au dénominateur), nous obtenons

Ru - Rup g0k
At AR
. R"u,,i — . Ry $2k—
A( Arn-u;k-:l ) T A( Az‘r:‘+22:-1l )

R - R
M) - AEE)

. R*y k= . R*y 42k
A( Arnn+k—1] ) e ( AI:+22): )

qui est par définition de 'opérateur R, égal a

2 2
Rupix oo Rfuggoro
k+1 k
R + Un4k R + Up4+2k-1
Ru,H,k . Ruﬂ+2k
k+1 k+1
R*lupyr .. Ry, o

Ainsi (1.1) et (1.2) sont égaux. De la méme maniére, nous allons démontrer

Az k41
que 58,:1_2 - 5;2) = W{_(;)-_ En effet 5;k+2 - 5;;“ =
2k+1 T 52k+1

11



Untk cee Upg2k Untk cer Ung2k

Rupyx eor Rupyorsr Rupyr ... Rupyon
k k k k

R lunir oo RMupgoen Rrupyr ... Rfupgon

A$n+k e A$n+2k+1 AJI“.H; . A$n+2k

Run+k N Run+2k+1 Ru,,+k PN Run+2k
k+1 k+1 k k

R unr o0 RMugigen Rfunir ... Rfupin

Appliquons 'identité de Schweins ({1]), nous obtenons

n _ gn+l __
2k4+2 — Ok =
Un+k eor Ungy2k4d
A(I:,H.k e AIn+2k+1 Run+k [N Run+2k
k k k+1 k+1
Riuppp ... Rfupgorp | R ek oo Ry o (1.4)
AZpgr .. AZpgon VAV SPUNNRAY. S
Run+k e Run+2k+1 R'Un+k e Run+2k_1
k+1 k+1 k k
R + Uppk oo R + Un42k+1 R Ungk - R Up42k
Pour le membre a droite, nous avons
AZny2k41 _
(n+1) (n) T
b2k+1 — baita
Runika oo Rupyorg Rup 4 oo Rupyox
Aznyops1 | : : :
k+1 k+1 k+1 k+1
| R gk oo B M nggpgn || B* Y Ungs .0 R¥uqyn
B
avec
ATnyisr cor DTopoii R R
R? R? Untk . Un42k
Unsk+1 oo Un42k+1 . k
B=|, . : : -
: : k+1 Rk+1
k41 k41 ) S TR Un42k
R Untpk4+1 - R Un42k+1
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Azn-{»k .. Axn+2k Ru x Ru "
Rzun-i'k ov Rzun+2k . i+ o . nt2k

: ' RF+1y ... RFtly

Rk+1 Unik - Rk+lun+2k ntk+1 n+2k+1

En appliquant I'identité de Sylvester au dénominateur B, nous obtenons

Azpyoks1 /(658 — 6ppy) =

Rugyxi Rugiok41 Rup 4k oo Rupyor
— ATk : : :

Rk+1 Untk+1 Rk+lun+2k+1 Rk+lun+k ces Rk+lun+2k
JA Y. S0 ATni2k41 Rzun+k+l R2un+2k
Rup i Rugy2k41 : :
: : Rk+1un+k+l “es Rkun+2k
Rk+lun+k .o Rkun+2k+l

(1.5)

Pour avoir I’égalité entre (1.4) et (1.5), il faut et il suffit de démonter que

A$n+k Ail'n+2lc+1
Un+k Un42k+1 Run+k+1 oo Run+2k+l
k k k+1 k+1
Rfupip ... R*up ok Az R Unpker --- R + Un42k+1
= n42k+1 2 2
ATppk oo DZpyn Riugyrsyr .. Riupya
Ru,,.,.k e Run+2k : :
: : k41 k41
: R Untk+1 R** Un 42k
k k
Rrupyr ... Rfuqio
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Le membre a gauche de 'égalité, est égal a

1 o 1
Untk Unt2kil
Azpgpx "7 BDrpizepn
Rrupyn Rrupsangy
Az ATy "7 ADZTng2k4
n+2k+1
1 oo 1
Runik R“ni?k
Azngx "7 Dzpgak
Rk“nik Rkunizk
A-Tn+k e A.’L‘n+2k

En soustrayant la premiere colonne de la seconde, la seconde de la troisieme et

ainsi de suite (au numérateur et au dénominateur), nous obtenons le membre
a droite.m

1.3 Le noyau

Le théoremel.l est important pour ’étude des propriétés de la seconde

généralisation de ’e-algorithme, en particulier, il nous permet de déterminer
implicetement le noyau. Nous avons le

Théoréme 1.2 Une condition nécéssaire et suffisante pour que:

Vn 65, =S
est
3C,, Cy, ..., Ck
constants, non tous nuls tels que:
k .
VnCo(Snsk — S)AZnsr-1+ Y CiR'Upti—y =0

=1
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Démonstration

Upgk-1 — SA$u+k-1 crr Ung2k-1— SA$n+2k-1
n Run+k—1 v Un42k-1
2 =5 & ] )
Rkun+k-1 o Rkun+2k—1
Ce déterminant est nul si et seulement si il existe aj, ..., a} non tous nuls tels
que:

ag(Unpk-1 — 5A1'n+k-1)+ cor +af (Ungok-1 — SA$n+2k-1) =0
a3Run+k_1+ v +(12Run+2k_1 =0
angun-l»k—l'i' e +02Rkun+2k-—l =0

d’ott (Unpk—1 — SAZn4k-1), RUpnik_1, R¥unix—q sont solutions de ’équation
aux différences: ajyn, + ... + a3yYnsr =0

Or ’ensemble solution de cette équation est un espace vectoriel de dimension
inférieure ou égale a k([27]) et donc il existe Cy, ..., Cy non tous nuls tels que:
CO(Sn-H: - S)A$n+k-1 + 2?:1 CiRiun+k-1 =0

La réciproque est triviale.

Remarques

1) D’aprés le théoremel.l, on peut déduire que la seconde généralisation peut
étre considérée comme un cas particulier du E-algorithme [6]. En effet si ’'on
prend g(n); = R'u,_,/(Az,-1), nous aurons alors Ex(Sn4x) = 62x(Sn).

2) Le noyau de la premiere et de la seconde généralisation n’est connu ex-
plicitement que pour k = 1[8].

1.4 Noyaux explicites de la premiére et de
la seconde généralisation

1.4.1 Noyau explicite de la premiére généralisation

Le noyau de la premiére généralisation de I’e-algorithme est ’ensemble des
suites (Sp)nen qui vérifient:([8])

(Sn — s*)Az, = i a;R'v, (1.6)

i=1
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oua; € R, i=1,.. kv, = S5,.Az, et R un opérateur défini par
Rty = A(R*v,/Az,); R%, = v,

Nous avons démontré que le noyau de la seconde généralisation de I’e-algorithme
est formé des suites (S,), v qui vérifient:

k
(Sn+k - S)Azﬂ+k-1 = Z aiU'u,H.k_] (1.7)

=1

ouna; € IR;1=1,....,k; u, = Sp41.Az, et U un opérateur défini par:

Uty = A(up_y/Azn_y) et R, = A(RFuy_y/Az,_y).

Dans [8], Brezinski a donné ’ensemble solution de (1.6),(1.7) pour k = 1. Le
but de ce travail est de résoudre (1.6) et (1.7) pour k quelconque. Ainsi nous
donnerons explicitement le noyau de la premiére et de la seconde généralistion
de I’e-algorithme.

a) Rappel
Rappelons ici un résultat élémentaire de l'algebre linéaire. Soit V un IR-
espace vectoriel (de dimension finie ou infinie)
P :V — V un opérateur linéaire, c’est a dire que P vérifie :
Yu, A € R, Vvy,v3 € V, P(Avy + pva) = AP(v1) + pP(vg).
Soit ¢ € V, soit a résoudreP(u) = 0. Supposons connaitre ’ensemble solution
de I’équation P(u) = 0. Notons le N (noyau de P). Supposons connaitre une
solution particuliere de ’équation P(u) = q.

Proposition 1.1 L’ensemble solution S de I’équation P(u) = q est
S={ueVju=f+a;a€ N}.

Démonstration
Soit g une solution de P(u) = ¢. On a alors P(g — f) = 0. Donc

Ja€N|g-f=a

b) Définitions et notations

SR: Pensemble des suites réelles

SRC: 'ensemble des suites réelles convergentes

SRCy: Vensemble des suites réelles convergentes vers 0.
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(SR,+,.) est un IR-espace vectoriel de dimension infinie.

SRC, SRC, sont des IR-sous-espaces vectoriels de SR.

c) Résolution de I’équation (1.6)

Revenons maintenant a la premiére généralisation de I’c-algorithme. Soit
(Azp)nen une suite dont les éléments Az, # 0 Vn. Considérons 'opérateur

R:SR — SR; S — R(S5)([3))

avec: AS
Az, Vn € N.

L’opérateur R est linéaire. Notons I 'opérateur

(R(S))n =

1:SR— SR;S — I(S) = S.

C’est donc 'opérateur identité.

Soit s* € R. Soit s € SR telle que s, = s*Vn € N (s est donc la suite
constante de valeur s.).

L’équation (1.6) caractérisant le noyau de la premiere généralisation a donc
une formulation équivalente :

S= s+ia,-R"(S) (1.8)

i=1

ou S,s € SR; a; 1 =1,...,k éléments de IR.
Nous cherchons donc I'ensemble A des suites S vérifiant (1.8) ou les q;
décrivent IR. Cet ensemble est le méme que celui donné par:

k
I+ Z:a;Ri)(S) =3 (1.9)

Nous allons d’abord résoudre I’équation (1.9) pour k = 2, puis nous généraliserons
a k quelconque. Pour k = 2, (1.9) s’écrit:

(I+a;R+ a;R?)(S) = s (1.10)

Une solution particuliére de (1.10) est S = s car, pour toute suite a valeur
constante, on a R(s) = 0. D’aprés la propositionl, pour trouver la solution
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générale de ’équation(1.10), il suffit de déterminer la solution générale de
I’équation:

(I+a;R+a;R*)(S)=0 (1.11)
Soient b, et b; les deux solutions du polynoéme (1 + a; X + a,X?) = 0. Il est
clair que b, # 0 et b; # 0 (puisque a, # 0). Nous avons:

l+aX +aX?=(1-X.1-%)
A

1¢"cas :

A= af - 402 >0
Nous avons alors b; # by;b1,b, € IR. Dans ce cas (1.11) s’écrit :

(1—3’%).(1—5):0 (1.12)

Naturellement, le produit de 'opérateur (I — 651-), par (I — %) est au sens de

la composition. Les deux opérateurs (I — f—) et (I — g—) commutent, ce qui
est important, comme nous allons le voir, pour la résolution de I’équation

(1.10)

Théoréme 1.3 Si A = al—4a; > 0, alors ’ensemble solution de I’équation(1.10)
est formé€ des suites S telles que :

n—-1 n—-1
Sp=38"+X\ H(l + b1 Az;) + A, H(l + b Az;)
=0 =0

ou by et by sont solutions de 1 4+ a; X +a;X%2=0
A1, Ay des nombres réels quelconques.

Démonstration

Cherchons les solutions de (I — %)(S ) =0.
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R (B(S))

R AS,
(I—E)(S)_O@Vnews,,—bl.Azn_0.
Ry o 1\ Sun

(I- b—l)(S) =0« Vne NS, (1+ bl.Az,,) = b A
R

(I=2)(8) = 0= ¥n € N Sppy = (1 + b1.A2,)S,.

1

n-1
(I - ?)(5) =0 Vne NS, = [[(1+bi.Az)So.

1 1=0
ou Sp est un réel quelconque. De méme, nous avons:

n-1
(I - g-)(S) =0 Vne NS, = [[(1+brAz:)So.

1=0

ou Sp est un réel quelconque.
Pour simplifier les notations, nous prenons par convention :

n-1
[I(1+8.Az;)=1pourj <0
1=0
Ainsi soit S? la suite donnée par :
n-1

S! = H(1+b1.A:c,-)n20

=0
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soit S? la suite donnée par :

n-1
S: = H(l + b.Az)n >0
=0
L’ensemble solution de I’équation (/ —%)(S ) =0 est donc {AS*|\ € IR} ;de
meéme ’ensemble solution de 1’équation (I — {%)(S) =0 est {uS%|n € R}.
Les deux suites S? et S? sont linéairement indépendantes. En effet

BiS'+ 6,5’ =0= B+ B, =0(n=0)

Supposons que B; # 0, nous avons $3;(S? — §%) = 0. Ceci implique S = S2.
En particulier pour n =1, on aura : 1 4+ b;Azo = 1 + byAz,. Ceci implique
b, = b,. Or d’apres '’hypothese b; # b;. D’ou B, = 5, =0

Démontrons maintenant que A;S? + 1,52 est solution de (1.12). En effet

(I- ?)(I - bﬁ)(xlsl 42,87 =
1 2
R.. R . R R
(I- E)(I - b—z)()\ls )+ (I - 31-)(] - E)(A252)
Or (I - %)(A;)Sz) =0. Dou
R R R R
(I- E)(I - b—z)(hsl + X8 =~ E)(I - E)(MS])
Comme (I — g) et(] — 3’:-) commutent,
(1= )T = IS 428 = (1= AT = ) S") =0

Comme I’ensemble solution de ’équation (1.12) est un espace vectoriel de di-
mension 2, il est engendré par S! et S2. D’apres la propositionl.1, I’ensemble
solution de ’équation (1.10) est donc S = s + A1 S? + A;S;. En passant aux
composantes:

n-1 n-1

Sn = s* + /\1 H(l + blA.’IZ,‘) + )\2 H(l + bgAl‘,‘) |

i=0 1=0
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Remarque

Si Az; = cste , on retrouve le noyau de la transformation de Shanks pour
k=2:5,= M\al + \aj.

ziemecas:

A=a'f—-4a2=0

Dans ce cas on a b; = b = b # 0. Nous avons alors le

Théoréme 1.4 Si A = a? — 4a; = 0, alors ’ensemble solution de I’équation
(1.10) est formé€ des suites S telles que :

n—1 bek n-1
n=8" A+ A _— > 0.
Sp=s"4+(M+ 2,§)I+bAzk)g)(l+bek)n_0

avec la convention -'Zi:o ur =0 pour j <0 :'n;::o ux =1 pour j < 0.

Démonstration
Dans ce cas ’équation (1.12) s’écrit :

(1= 378 =0 (113)
(1.13) est équivalente au systeme :
(I-8)S) =@ (1.141)
{ (I-8)Q) =0 (1.142) (1.14)

Nous connaissons déja la solution générale de 1’équation (1.14.2). La solu-
tion générale de I’équation (1.14.1) s'obtient comme somme d’une solution
particuliere de ’équation (1.14.1) et de la solution générale de (1.14.1) sans
second membre (propositionl.1).
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La solution générale de (1.14.2) est :
n-1
Qn =\ H(l + bAz;) n>0.
=0

Avec la technique de Lagrange [27] (variation de la constante), nous allons
chercher une solution particuliere de (1.9.1).

posons
n—~1
Sp. = A, H(l + bAz;) n > 0.
=0
Nous avons:
R 1 1
((I - ?)(S))" - Sﬂ(l + ben) - bAl’n Sn+l-
(1 R)(S)) =\ ﬁ(l-%—bA (1 + ! ) — ! A f[(l+bA:r-)
b e =0 - ben bA‘Tn n+l'i=0 o
((1_5)(5)) =) ('ﬁ(1+bA1~) 1+ ! ) — ! A ﬁ (14 bAz,)+
b nomR AL YU bAT,T bAT, iy '
(An = Ans1) 1
"7, E; (14 bdAz;).
R A,
(U= ) =~z T + bz
Ce terme doit étre égal a @, donc:
A ﬁ(l + bAz;)= A ﬁ(l + bAz;)
bAz, i v ..‘=o o
0 déduit
n en dédui N bAz
T 14 bAz,]
k k. bAz,
nz::O /\E 1+ bAz,’
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d’ou

k. bAz,
Mot = o= =X} R

Avec la convention ¥}, u; = 0 pour j < 0,on peut écrire:

pmd bAka

M1 =do— A —=—
k10 2,‘:1+bA:::k

La solution particuliére cherchée est donc:

koobAz,
. > (.
/\El+bA = E}(l+bAz,) n>0

La solution générale de ’equation (1.13) est donc:

n-1 bA n-1
Sn=((Ao+p)- 21+ch H(1+be)n20.

Comme p, A, Ap sont des constantes quelconques, on peut écrire:
‘L’ k] k) p

n=l pAz, "o
Sp=M+A Y —=2 ) TI(1 +bAz;) n>0.
2 75aq) 1L

D’apres la propositionl.l1, la solution générale de ’équation (1.10) est donc :

k bAl‘n n-1
Sn, = 3‘+()\1 +/\22m—A—1‘_) H(l-{"bAI,') n>0.m
n n =0

3iemecas
A=a—4a;<0.

Dans ce cas b;,b; sont deux complexes conjugués non nuls. (1.12) s’écrit

alors:
R R
(I=-3)=3)5)=0 (1.15)
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Théoréme 1.5 Si A = a?—4a; < 0, alors l’ensemble solution de 1’équation
(1.10) est formé€ des suites S telles que :

Sn = s+ 3 (M cos(if) + A, sin(i0)) A
=0
ot :
A = l;AS") =r > Az; .. Az, 0<i1<n
0<j1 €j2<...<ji<n-1

avec: b= r(cosf + isin )

Démonstration
Soient S, S? les suites :

n-1
Sn=Jl1+bAz;) n>0

1=0
n-1 _
S2=TJ[(1+0%Az;) n2>0

1=0
5!, 5% sont donc deux suites conjuguées solutions de(1.7). On en déduit que
2(S* + S?) est une solution réelle de 'équation (1.7)., de méme #(S* — 5?)
est une solution réelle de I’équation (1.7)
Posons :

Y'=

Y? et Y? sont linéairement indépendantes.
La solution générale de (1.5) est donc § = s+ A, Y + A, Y2
Développons Y?! et Y2 Nous avons:

H(l +bAz)) =1+ bz Az + b E Az, Az; + ...+ b Azy.. Az,

=0 =0 4,7=0,,

Il vient alors:

n-1 n-1
[T +baz)+ [I(Q+bAz;) =
1=0 1=0
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n-1 n-1

24 (b+8) Y Azi+ (B +8) Y AziAzi+..4 (0" + 5 Azo...Azpy.

i=0 0<i<j<n~1
D’ou
n-1 n-1
Y' =1+4(rcosf) Y Azi+(rPcos(20)) Y. AziAzj+..+(r"cos(nd))Azo..Az,_;.
i=0 0<i<j<n-1
n-1 n-1
Y? =14(rsin6) > Azi+(r®sin(26)) Y. AziAzj+..+(r"sin(nd))Azo...Azp ;.
=0 0<i<j<n-1
Posons:
Ag") = l;AS") =r > Azj..Az;, 0<i<n

0<j1 <2< <jign—1

Nous avons alors:

Y =3 cos(i0)A7;

1=0

Y? = sin(i6)A7.
1=0
Nous allons résoudre maintenant I’équation (1.9) a savoir (/4+3%, a;R)(S) =
s pour k quelconque.
L'’idée de base est de décomposer cet opérateur (I + % a;R’) en produit
d’opérateurs simples. En effet:

k
by, bk €CI(T+D_aiR)(S)=(I - g-)...(l - b—R;).

i=1
Les by, ..., by ne sont autres que les racines du polynéme 14 a; X + ...+ a; X™".
Il est évident que toutes ces racines sont non nulles ( puisque a; # 0).
Supposons qu’il y a N, racines réelles( sans compter la multiplicité).

Chaque racine ¢, est de multiplicité m,,.
Nr

Le nombre de racines réelles en comptant la multiplicité est donc: Z m;,.

ir=1
Soit 2N, le nombre de racines complexes (sans compter la multiplicité).
Chaque racine complexe i, est de multiplicité m;,
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2N,
Le nombre de racines complexes en comptant la multiplicité est donc: Z mg..
ic=1

En décomposant en produit de facteurs simples, I’équation (1.9) s’écrit donc:

(=g (= s (1= g e (= g T =5 e (T =g (S) =
1r N
(1.16)
D’apres la propositionl.1, résoudre ’équation (1.16) revient a résoudre I’équation:
m m R m; :
H(I—— " H(I——) “ (I —=)"(8) =0 (1.17)
ir=1 " ic=1 ETC

et de trouver une solution particuliere de I’équation (1.16).

Or S = s est une solution particuliere de I’équation (1.16). Il nous suffit
donc de trouver la solution générale de (1.17). Pour cela, nous avons besoin
de résoudre d’abord ’équation

(I~ %)m(S) =0 (1.18)

Théoréme 1.6 L’ensemble solution de ’équation (1.18) est formé des suites
S telles que:

n-l bAIk n-l k-l bAIk ) (bAIL‘k )
— A l 1 2
Sn (ha 42 2 1 + bAz,, 2 2_:02:_:0 1+ bAzy,).(1 + bAzy,)
e i “121 m-zz ! (bAzy,).(bAzZ,)...(bAZy, _,)
K120 k=0 1 + bA:tk,).(l + bA.’Ek2 )(1 + bAzkm_l)

km— 1—0

)"1:[1(1 +bAz;

=0

0t Ay A € R

Démonstration
Par récurrence: Nous avons vu ci-dessus que le théoréme est vrai pour
m = 1, m = 2. Supposons que cela reste vrai pour un m. Démontrons
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que le résultat reste valable pour m + 1. Nous cherchons donc la solution de

(I — £)m+1(S) = 0. Cette équation est équivalente au systéme suivant:
=38 =Q (1.19.1)
1.19
{ (I - -—)(Q) (119.2) (1.19)

D’aprés I'hypotheése de récurrence, nous connaissons déja la forme générale
de la solution de (1.19.1). Reste & résoudre (1.19.2).
La solution générale de (1.19.2) s’obtient comme somme de la solution générale
de (I - —)(S) = 0. et d’une solution particuliéere de (I — )(S) Q. Or nous
connaissons déja la forme générale de la solution de (I — T)(S ) = 0. Cher-
chons donc une solution particuliere de (I — -’3)( ) = @. Pour cela, utilisons
la technique de Lagrange [27](variation de la constante).

pour une solution particuliere P, nous pouvons poser:

n-1
P, = JJ(1+bAzy).

1=0

Nous avons alors:

R AN, &
(I = )P = == J1(1 + bAL;)
b bAz, g
(calcul déja fait ci-dessus).
Nous devons donc avoir:
A, &
- = T1(1 4+ bAz;) = Q..
bAz,, g)

Or d’apres '’hypothese de récurrence,

=l A ikl bAz;,).(bA
Qn = (/\1+A22 zkl ASE z ( 2:k:l)( Ik2)

Lo 1+ bAzy Eokso (14 bAzy,).(1+ bAzy,)
nol k=l kmoa-l (bAzy,).(bAZy,)...(bAT n-1
,‘1_0 k2_0 k,..-l—o (1 + bAzy,).(1 + be,,,) (1 4+ bAzy,, ) i
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Par identification, nous aurons:

n-1 bAz, n-1k— (bA:ck ).(bA:ck,)
—Adn = (M2 ‘ :
(X 2,;, 1+ bAz; As 2.:0;:,20 (1 + bAzy,).(1+ bAzy,)
n—1kj~1 km-2-1 (bekl)‘(bAsz)"'(bek(m—l)) bAz,

Am Z Z 2 (1 + bAzkl).(l + bAlIkg)(l _+ bAzk(m_l)))(l + bAz;

k1 =0 k=0 km—-1=0

Nous en déduisons:

k-1 bAIn k-1n-1 (bAzn)(bekl
=Ar = )\0+’\12 1+ bAz, ’\2"20"2_:0 (1 4+ bAzi, )(1 + bAzZ,)

n=0

k-ln-lh-1 kmoa-i (bAzg,).(bAzZ,)...(bAzZ, ) (bAZ,)
Amd D ) Z o (14 bAzy).(1 4+ bAzy,).. (1+b(Ax) )(1 + bAz,
n=0k;=0k,=0 m—1 k1 k2 k(m-1) z,

En faisant un changement d’indice, et comme Ag,A;,..., Ay sont des réels
quelconques, nous pouvons écrire: (avec les conventions citées ci-dessous)

=l bAz, nelba-l (bAz,)(bAz,
PV el W 1
" Mt kfi“o 1+ bAzy, As E 2 (1 + bAz, )(1 + bAz,)

k1=0k; -0

el ket kym *(mi)' (bAzy,).(bAZL,)...(bAT,,, ) (bAz,)

W S

EooiTo ity o2y (14 bAzy).(1 + bAzy,)... (1 + bAzy,)

+

La solution générale de I’équation (I — &)™+(S) = 0 est donc:

1 bAm, IR (bAz)(bAzi,)
_ A A 1 A n 1
Sn=hiths k;z-:o 1+ bAzy, ° z-;0 kzz—o (1+bAz,)(1+ bAz")+
n—1ki—1k;-1 Kkm-1)-1 (bAzy,).(bAzk,)...(bAzZy, )(bAZ,)
Am — k) bm = 14 bAz;).
" ’HX-';Ok:Z'—;Okg::O k§o (14 bAzy,).(1 + bAzy,)...(1 + bAzy,,) eI=Io( + ba)

Par simplicité, nous notons S,(b, A1, ..., A ) la solution générale de I’équation
(1.18) donnée par le théoreme 4, ou Ay, ..., Am sont des réels qui décrivent IR.
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Considérons maintenant 1’équation:

(=PI -2(s) = (1.20)

ou b est un nombre complexe (non réel). Nous avons alors le

Théoréme 1.7 L’ensembe solution de ’équation (1.120) est formé des suites
Y, telles que Y, =

1/2{(Sn(b, A1,y Am) + Sa(d, A1y ... Am))+
l/i(sn(b’ K1, al‘m) (b t, - aﬂm))}

Démonstration

L’intérét de cette écriture est uniquement de donner sous forme de suites
réelles la solution générale de l’équation (1.120).

Il est évident que S(b, A1,y Am)y S(b,p1,...,m) sont solutions de (1.20)
pulsque (I - ——)’"S(b MyoeiyAm) = 0et (I - %)"‘S(Z,p],...,pm) =0 et
-8 (- —) commutent. Il en résulte que Y, est solution de (1.120),
en plus elle est reelle. Comme ’ensemble des Y de cette forme est IR-espace
vectoriel de dimension 2m, il en découle que c’est la forme générale.

Il est maintenant tout a fait simple de donner la solution générale de I'équation
(1.17). Soit n € IN ; Si b € IR, notons :

n-1

Xi(b,n) = J(1 + bAz).
1=0
! bAzkl

X2(b’n) = (Z

A )X n).
o1 +bAz,,

Zl “(mi::" (bAZ;) -+~ (bAzs,_,)
_o(l+bA:r1) (14 bAzy,,_,)

ki=0

Si b €€ — IR, notons:

Xl(b, n).

X1 (b,n) + X1(B,n)

}/l(b’ n) = 2
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Xom(b,7) + Xm(B,n)

Ym(b, n) = 5
Zy(b,n) = Xa (b, ");Xl(z,n)'
Zp(byn) = X (b, 1) ~ Xm(z,n).

21

Avec ces notations, nous pouvons énoncer le

Théoréme 1.8 Le noyau de la premiére généralisation de Us-algorithme est
formé des suites S telles que :

Nr mir .
Sn =s"+ Z E )‘_(-,'")Xj(bir’n)
ir=13=1
Ne my

+ 33 1 (bic,m)

tc=1 3=1

Nc m )
+ 3% v9Zi(bicyn)

ie=15=1
ou les by, ,ir =1,..., N;; by ,ic = 1,..., N, sont les éléments ci-dessus
Aj" elR j=1,..,my;ir=1,..,N,
yj-" €ER j=1,..,mir=1,..,N,

V;c €R ] =1,..,.m;ir=1,..., N,

m;,, Mie, Ny, N, vérifient la relation suivante :

Nr Nc¢
Ymip+2) mi =k

ir=1 ic=1
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Démonstration

Le théoreme est une conséquence immédiate des résultats que nous avons
démontrés ci-dessus: X;(b;ryn), j=1,...,myu;i=1,...,N,

Y;(bicyn), Z;j(bic,n) j = 1,...,my; ic=1,..., N.sont k suites réelles indépendantes
(avec k= 2{:{;1 mi + 2 E{gil mic)-

L’ensemble solution A de I’équation (1.17) est un espace vectoriel de dimen-

sion inférieure ou égale & k. Comme les opérateurs (I — %); (I- 3%); I- b—’f:)
sont linéaires et commuttent entre eux, nous avons:

- Toute solution de (I — %)”‘"(5) =0ou (I - 3%)’"“(] - b-}f:)”""(S) =0 est
solution de (1.17).

- Toute combinaison linéaire de ces solutions est solution de (1.17).

Or la solution générale de (I — £)™(S5) = 0 est 725 AV X (b, n), et la

solution générale de (I — &)me(J — B)mie(S) = 0 est =75 uY;(bic,n) +

tc

VJ(-iC)Zj(bic,n). Il en résulte que

Ny mir

Z Z A§ir)Xj(b5,, TL)

ir=1 j=1

est solution de (1.17). Comme la dimension de A est inférieure ou égale
a k, cette forme est la forme de la solution générale. s(s; = s*) est une
solution particuliere de I’équation (1.16). Le résultat final découle de la
propositionl.l.

1.4.2 Noyau explicite de la seconde généralisation

Le méme travail peut se faire pour la seconde généralisation de ’e-algorithme
et permet ainsi d’avoir I'’ensemble solution de ’équation du noyau.

Mais avant, nous devons montrer que l'équation du noyau s’écrit sous la
forme suivante

(I+a;Gy + a;G* + ...+ axG*)(S) = s (1.21)
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avec,

G : SR — SR un opérateur linéaire. La suite s étant la suite constante de
valeur s* € IR (s; = s* Vi).

Nous savons que &5} s’écrit

Uptk-1 coe Ung2k-1
Rupip-r ... Run+2k-l
k k
6(") _ Rfupproy oo Riupygp
2% =
A:l:n-i-k—l v A$n+2k—l
Rupnyi-1 .. Rupyory
k k
Riupgr—y oo Rfuppora
avec u, = S, 1Az,
, o e Up-1 .
L'opérateur R est défini par Ru, = A(~——), les puissances
Axn—]
R*u -1 , ..
Ry, = A(=—=221); 60 peut également sécrire
A:rn—l
Sn+k e Sn+2k
R“ni k—1 Runi?k-—l
Az, kg Tt Azpgok—
Rlungi-y . Rrupion_y
5(11) _ Ax,..,,k_; A$n+2k—l
Runik—l Runi2k—]
Azpgk-1 T Azppok—g
Rrunyi—y Rrunyoe_y
Azpgx-1 ' Azpgzk-

La suite Az, étant donnée. Az, # 0 Vn. On définit 1’opérateur
G:SR — SR § — G(95)

ASn+k—]

AZnyk

(G(5))nak = ( (1.22)
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. Au k-
Puisque Rup s = (=2

) = AS4k-1, 1l vient alors

R Azn-{-k-—?
(G(S))n4k = ﬁ Montrons maintenant que:
‘ Riun -
(G ()i = F2= (1.23)

Par récurrence: Ceci est vrai pour ¢ =1
Supposons que I’égalité soit vraie pour i. Montrons que nous avons encore

. Ri+1u k-1
G H(8))pyk = ——F221
(G™HS))n+k At
En effet, (G (S))nak = (G(GH(S))oan = 2 Entnr),
ntk~
D’apres I’hypothese de récurrence M
~ Riug, ko Rty i
GHY S ) par = A2V /ALy g = ]
(G*(S))nsk (A%M_2 )/ ATtk At
(Ceci d’apres la définition de R'*?). 1l est évident que
G: SR — SR S — G(S); (G(8))ns1 = Ai"

est un opérateur linéaire. Nous avons donc le

Théoréme 1.9 Soit G l'opérateur linéaire

G: SR — SR S — G(S); (G(S))ass = fé”
on a
Sntk v Sniak
C(Shusk oo C(S)uss
('n) Gk(S)n+k oo Gk(S),H.k
b =13 .1

G(S)ask - G(S)nsn

G*(S)npk - GH(S)nsn
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Avec G* : la puissance k’iéme de G

L’équation du noyau de la seconde généralisation de ’c-algorithme s’écrit
donc

k
Sn+k + Za,'(Gi(S)),H.k =s" (124)

=1
Ce qui a une forme équivalente en termes d’opérateurs linéaires

I+ zk:a,-G")(S) =s (1.25)

=1

Pour résoudre cette équation, nous suivons la méme démarche utilisée pour
la premiere généralisation. Nous utilisons la méme convention a savoir
[T_ou =1 pour j < 0; ©_,u; = 0 pour i < 0.

Soient b, ...,b les solutions du polynéme 1 + a; X + ...+ ax X* = 0. Les

bi; i =1,.. .,k sont tous non nuls (car ax # 0). L’équation ci-dessus peut
s’écrire G G
(I-7)I=-7)...(J- —) =s (1.26)
by b,

D’apres la propositionl.1, la solution générale de (1.26) s’obtient comme
somme d’une solution particuliere de (1.26) et de la solution générale de

Péquation G G G
(I - b—l).(I - b2) (1= 3:) =0 (1.27)
Les oprateurs linéaires (I — %) t=1,...,k commutent entre eux, ce qui est

fondamental pour la résolution.
Comme pour la premiere généralisation, I’ensemble solution de (1.27) est un
espace vectoriel de dimension égale a k ([27]) (avecay # 0)

Théoréme 1.10 St b;,t = 1,...,k sont les solutions réelles simples du
polynéme 1+ a; X + ...+ a,X* = 0, alors ’ensemble solution de I’équation
(1.19) est formé€ des suites S telles que

n-1 1
=5+ M\ [[(——— A
Sn=stH lg(l—blAz,)+ -t *E,(l—bkAz,)

ot A,..., s décrivent IR.
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Démonstration
Il est évident que si S* € SR est solution de

G
I-3) (1.28)

alors 2.—1 XSt est solution de 'équation (1.27). Ceci résulte du fait que
(I- —:) sont linéaires et commutent entre eux En effet,

I=2)I=§)... (- NS XiS) = T M = £).( = £)(S°

Or, comme (I — gc;) commutent entre eux

(I=2)(T=-g)...(I-2)Ty MiS) = T Moy i = 2T - £)(ST) = 0
puisque (I — -)(S') = 0.

Cherchons maintenant I'ensemble solution de I’équation (1.28).

G AS,_,
_— o > —_ =
(1 bl)(S) 0=Vn>1S, bAz. . 0
G 1 Sn1
— —— f—d > -— -_—
(1 b J(S)=0=Vn>1S5,(1 b1A$n-1) + bAz. 0
I=-8)8)=0=vn>18, = —1 )5
bl - n= T 1- blAl'n._l -
n-1 1
—_— = > = —_—
(7 bl)(S) 0= Vn218 = Il 75 )%
I-S)8)=0= V218 =\ ] ———)
b - -t li.—.ol_blA‘T‘
Comme b; i = 1,..., k sont solutions simples, les suites
(8)n =720 =58 A sont linéairement indépendantes.

L’ensemble solution de I’équation (1.27) est donc formé des suites

S telles que S, = Y45, A 1550 T—m)

L’ensemble solution de I’ equatlon (1.26) est formé des suites S telles que
S, =s"+ 21—1 o l—b a5 puisque s, suite de valeur constante s* est
solution partlcuhere de (1 26) =

Théoréme 1.11 Soeintby,...,bn, les racines réelles, ¢;,...,cnc, 61, . .y CNe
les racines complezes de l'équation 1+ a1 X + ...+ a, X* = 0.
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Nous supposons que toutes ces racines sont simples (2Nc+ Nr = k).
L’ensemble solution de I’équation (1.24) est formé des suites S telles que

n-1 n-1 1
Sp=8"+X\ :_[:IO( ) +...4+ Any E(mH
n-1 ) n—-1 (No) {n—-1) (No)
ul(H cos( Z 0( 4 une(I1 R;")cos( z 6;")+
§=0 §=0 §=0 =0

n-1 (n-1)
v (I RM)sin( 3 6) +. 1‘[ R"NNsin Z 0""6)

=0 =0 3=0 j=0
ou
= = Rteis”
1 — cxAz; ’
Démonstration
Considérons la suite réelle
_ 1T ! 1 1

{H o 1 —adlr; + 1—c'1A:c,-}

Elle est solution de P’équation (1.27).

Posons
1 5(1)
- Rl 16 ,
1- C]A.TJ' Je ’
nous avons alors
n=1 (1) —i(S1 )
2 H R(l)( ‘(2180 3 + e (21300 )

j=0

n=%ﬁ cos 20(1)

=0
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n-1

De méme posons I} = %{n?;(}(r_—c;l(;—%) - j=o(i._c-,l'5,—,)}
Elle est solution de ’équation (1.27). De méme on peut écrire:

n-1 n—
I = = I] RPsin(3" )
2 =0 =0
D’ou les suites réelles
n-1 1
,I-I)(l biij) i=1,...,Nr
I =T S =
Rn=-2— R; cos(EOj yl=1,...,Nc
=0 J=
ln—l 0 n-1 d
IL=-TIRVsin(36") 1=1,...,Nc
2 =0 =0

sont des solutions inépendantes de I’équation (1.27). Comme Nr + 2Nc =k
et la dimension de ’ensemble solution de 1'équation (1.27) est égale a k, on
en déduit que la solution générale de (1.27) est

Ne 0 Ne n
A R I'Y.
§ H 1—bA +§w n +§u:n
Comme s est une solution particuliere de ’équation (1.25), nous déduisons
de la propositionl.l la solution générale de (1.25)

.’-

n-
Sp=3s" +E/\H +EV1R')+Z;11(1),
=1 J_O

ou A, t=1,...,Nr, y, I = 1,...,Nc, u, L =1,...,Nc sont des réels
décrivant IR.
Comme pour la premiére généralisation, nous allons étudier le cas ou une
racine est multiple.
Supposons que chaque racine b; soit de multiplicité m,. Ainsi ’équation
(1.27) s’écrit

G G

=) (= =)"(8) =0 (1.29)

Shs b
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N étant le nombre de racines du polynéme 1 + a; X + ...+ a3 X* = 0 sans
naturellement compter la multiplicité. Puisque les (I — bg.) sont linéaires et
commutent entre eux, toute solution de 1’équation

(1= 2y™)() =0 (1.30)

13

est solution de (1.29). Pour donner la solution générale de I’équation (1.29),
nous allons d’abord résoudre 1’équation (1.30).
Résolvons d’abord I’équation (1.30) pour m; = 2

G

(- 7J:)2)(5) =0 (1.31)
Ceci revient a résoudre le systeme
(I-§)S)=@Q 1321
{ (I-€)(Q) =0 1322 (1.32)

Nous avons vu que la solution générale de I'équation (1.32.2) est

—/\H bA:tJ

=0

La solution générale de 'équation (1.32.1) s’obtient comme somme d’une
solution particuliere de (1.32.1) et de la solution générale de I’équation

I- -g)(S) =0 (1.33)

Or la solution générale de (1.33) est

Sn '”H be,

J—O

Pour trouver une solution particuliere de (1.32.1), nous utilisons la technique
de Lagrange (variation de la constante). Posons

n-1 1
S = pn T (———).
J]‘;‘L(l - b.'A.’L‘J')
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G 1 Snos
. S = > — n =
(I-2NH=Q = 21501 r—)+ 2= =0
Or
1 oy 1 R S
Sa(1— = yn -
e Y hdn, ¢ (H(1 - be, = 3o + 3oy L9 ThA;)
1 n—2 -
tiga (et e I G i bAa: )
=0 J
Or
1‘[( L L Tt —)=0
bAIJ b,’é.’rn_l b,’é.‘l'ﬂ_l 5=0 l—b,'A.’L'j -
D’ou
Aﬂn-] n-2 1
— >
b6Zn1 g(l-b,«ax, AJHO - Ax, ) /i¥n 2 1.

En simplifiant, nous aurons

biAZn- /;¥n > 1.

Bt = TN har, 2

Nous en déduisons

1 p Az
= A i
Kk = Ho — Z bAz,

Ainsi la solution particuliere cherchee est:

! hAzn
= (=22 T3A L, ),I:Io l—bA:c,

D’apreés la propositionl.1, la solution générale de I’équation (1.31) est

! bhAz n-1 1
Sn=(ﬂl+ﬂ22 bAk:c)H( —b-A:c~)Vn'>‘0'
DT

D’une maniere générale, nous avons le
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Théoréme 1.12 La solution générale de I’équation (1.30) est

1 Az, n—1 k-1 (biAzy, ) (bAzy )
Sn={a1+e —+ta —— et
pree ,}_:0 1—bAz, :4_:0 ,2_:0 — bilzy,)(1 - bidz,)

n—1 k-1 km;—1 (b,-A.’I)k‘) .o (biAzy ,_1) nl 1
O Z E E (1-b0zk)...(1- b.'Aka‘_, } H( - biAzj)

k1=0k2=0 km;—2=0 J=0

Démonstration

i désigne le numéro de la racine b;. Nous pouvons, sans perdre la généralité,
prendre : = 1. Le théoreme est vrai pour my =1,m; =2

Supposons que l'assertion reste vraie pour m;. Démontrons que cela reste
vrai pour m; + 1. Nous cherchons donc a résoudre ’équation

bg)mlﬂ(s) =0 (1.34)

Cette équation est équivalente au systeme

(I-£)S)=@Q 1.35.1
{ (1- €)™ (Q)=0 1.35.2

D’apres I’hypothese de récurrence, nous connaissons déja la solution générale

de 1.35.2. La solution générale de (1.35.1) s’obtient comme somme de la so-

lution générale de (1.35.1) sans second membre et d’une solution particuliere

de (1.35.1).

Cornme nous l’avons déja fait, cherchons une solution particuliére sous forme
= X\ [0 oia sy )- Nous avons déja vu que

(I-

(1.35)

G Adnoy 1
((I - EI)(S))" - _blen—l Fairy 1-— blei)

Nous devons donc avoir

Aoy 1 bAz ikl (bh,Az) (b Azy,)
= {a +O’ l + 1 2
T b AT, {onten hz_o - b Azy, 3,:12_:0 k22_0 = b Az, )(1 - biAzy,)
n-1 k-1 km; -1 (b Azy, ) . (blekml—l) 1

+"’+aml Z Z T E (1——b]Azkl).-.(l"‘blAmkm]_l)}(l_blen—l)

k1 =0 k=0 km;—2=0
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Nous en déduisons

o (hAr) | T E (hAs)(hAz)
An— 2o = —{ ’5__;) —bAz ) @2 ‘2_% qu-:o - bhAz,)(1- b1A$;)+

nol k-1 (blAzkx)(blA:L'k?)
Q
3 :4;0 ,;2, — b Azi, )(1 - bAzy,)

.4

n-liz1 k=1 kmy=1 (biAzy,). .. (M ATy, _,)(hAT)
Qm, Z Z E ot Z—o (1 - b;A-’l’k,) (1 - b]Azkm,-x)(l - blek.')}.

1=0 k1 =0 k2=0 km -2=

D’ou en faisant le changement d’indices ¢ — k;, k; — kj4; et puisque

Ao, @1, ..., Qp, sont des réels quelconques, nous pouvons écrire

E hAz, ikl (b Az )(i1Az,)

=0+ +a .ot
1T 2_:0 = b Azy, 3,};0 ,3;, — b Azy, )1 - bjAzy,)
"f kxz-:l "'i (hiAzy,)...(h Az, )
am
i e, - bhiAe,) . (1 - b,
Nous déduisons que la solution générale de 1'équation (1.34) est
blAl'k nol kil b]ASEk )(b]Al‘k )
Sp={a1+a ————ta - - +...4
{es 25_:0 “bAzy, O3 E_o k,z-:o — bAzy, )(1 - b Azy,)

-1 k;—1 kmy -1 b Az ) (b Az )
181k, 185 km,
Qm; 41 z Z Z (1-bAzg)...(1- blA-Tkm,) H 1— b,A.trI ]

k1=0 k2=0 km =0 =0

Il est maitenant simple de fournir la solution générale de 1’équation (1.25).
Soit Nr le nombre de racines réelles de ’équation 1 +a; X +...+ a: X* = 0.
Chaque racine est comptée une fois (on ne tient pas compte de la multi-
plicité). Chaque racine b; 1 <t 2> Nr est de multiplicité g,

De méme, soit 2Nc¢ le nombre de racines complexes de la méme équation
14 a,X + ...+ aX¥ = 0. Chaque racine ¢, & est de multiplicité v;.
Comme pour la premiére généralisation:
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Soit n € IN, si b € IR, notons :

n-1

X(b,n) = T (1 — bAz;)™
=0
nl bAz,
X2(b,n) = —2)X,(b,n).
2bm) = (X e Xalbm)

n-1 “(m-?)-1 .
=y .. (bAzy)--- (bAz,,_,)
Xm(b,n) - Z E (1 _ bA.’IJl)' ] (1 _ bekm_])Xl(b, n).

k1=0 k(m-1)y=0

SibeC - IR, notons :

Yi(b,n) = Xi1(b,n) ;‘ Xx(b,n).
Y. (b,n) = X (b,n) -; Xm(b,n).
Zl(b,n) _ Xl(b,n) ;Xl(b’n)
Zom(b,n) = Xm(b,n)— Xm(Z,n).

2

Nous pouvons énoncer le

Théoréme 1.13 Le noyau de la seconde généralisation de l’e-algorithme est
formé€ des suites S telles que :

Ny mir

Su=s"+ 3 3 A X (bsm)

ir=1 ;=1
Ne mic

+33 n}“’Yj(bfc,n)

ic=1 j=1
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Ne m,. .
+3 5 uf9Z;(bic,n)

te=1 y=1

ou les b, yir =1,...,N;; b ,ic=1,..., N, sont les éléments ci-dessus

AT €Rj=1,..,mpir=1,..,N,
py € Rj=1,..,mir=1,..,N,
V;C €ERj=1,..,miir=1,...,N,
m;,, M, Ny, N. vérifient la relation suivante :
Nr Nc
Yomp+2) mi=k
ir=1 te=1

Démonstration
Méme démarche a suivre que celle de la démonstration du théoremel.6
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Chapitre 2

Les Désignants. Définitions et
Propriétés
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2.1 Introduction

Les méthodes d’extrapolation et leurs applications (résolution des systéemes
d’équations linéaires, approximation d’une limite ou anti-limite d’une suite,
accélération de la convergence d’une suite,.. ., [5]) utilisées jusqu’a présent,
ont pour "corps de base” les corps IR ou € ou la loi multiplicative est com-
mutative.

La théorie d’une grande majorité de ces méthodes repose fondamentale-
ment sur la théorie des déterminants. Ces derniers servent a construire
des algorithmes récursifs correspondants & ces méthodes d’extrapolation (E-
algorithme [6], e-algorithme [39], ...).

L’idée motrice du chapitre suivant est de répondre a la question suivante:
est-i] possible de généraliser ces méthodes d’extrapolation a "un corps de
base” dont la loi multiplicative est non commutative. Un tel corps est dit
gauche ou non commutatif.

Il y a plusieurs difficultés a surmonter, principalement la suivante: les déterminants
n’existent pas sur un corps (ou un anneau) non commutatif. C’est a dire:

Soit IK un corps (ou un anneau) non commutatif.
M, (IK): P'ensemble des matrices carrées a coefficients dans K. On entend
par déterminant, toute application det:

M, (K) — IK
A — det(A)

qui vérifie:

1) det est multilinéaire.

2) det(A) = 0 <= A non inversible.

3) det(A.B) = det(A).det(B).

Le théoreme de Dyson ([20], [31]) affirme que si ’on a une application det
qui satisfait 1),2) et 3) alors la loi multiplicative sur IK est for¢ément com-
mutative.

J. Dieudonné [18] a montré le role important que joue la commutativité
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de la loi mutiplicative dans la théorie des déterminants. Ainsi, étant donné
un corps IK commutatif ou non, IK” = IK — 0; C : Pensemble (le groupe) des
commutateurs du groupe IK*.

IK*/C: le groupe IK™ quotienté par le groupe distingué C. Dieudonné définit
une application

det : M,(IK) — (K"/C) U0,

qui vérifie bien les propriétés 1),2) et 3) et qui coincide avec le déterminant
habituel quand le corps est commutatif. Dans le cas non commutatif, la
valeur de det n’est plus dans IK, mais dans (IK") U 0. C’est a dire det est
une classe d’equivalence. Cette théorie n’est donc d’aucune utilité pour nos
méthodes d’extrapolation sur un corps non commutatif.

0.Ore [33] définit un certain "déterminant” d’un systéme d’équations linéaires
a coefficients dans IK (corps non commutatif). Mais I’absence de relation de
récurrence rend cette définition inexploitable.

Un travail qui nous sera par contre d’une grande utilité pour les deux chapitres
suivants est celui d’Heyting [29]. C’est pour cette raison que nous lui con-
sacrons ce chapitre. Les résultats donnés dans [29] sont cités sans démonstration.

2.2 Deésignants

Soit JK un corps non commutatif. Soit le systeme d’équations linéaires ho-
mogénes a deux inconnues z;, z; a coefficients a droite

T1ay1 + T2a12 =0
a;; € K :,;=1,2 (21)
T18; + Taa; =0

Supposons que a;; # 0. En éliminant l'inconnue z; de la seconde équation,
on aura:
- ~1 =0
z(az — aiagy azn) = 0.

On note alors
a;; 4ap
az1 Q22

Ay =

—- -1
= az; — Q31204 G2.
d
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Ag: s’appelle le d.désignant (désignant a droite) du systéme 2.1

La lettre d indique que le désignant en question est un désignant d’un systéme
d’équations linéaires a coefficients a droite. Elle indique également le sens
du calcul.

De méme, soit le systeme d’équations linéaires homogenes a deux inconnues
z1,z2 a coefficients a gauche

anTy+a1222 =0
a; €K 1,5 =1,2 (2.2)

anTy +apzr; =0

Supposons que a;; # 0. En éliminant 'inconnue z; de la seconde équation,
on aura:
-1 _
((122 s (1210.11 012)12 = O

On note alors
a;nx ax;
a; a

n 62 |

A, =

-1
= Q22 — a2104; A12.

Ag: s’appelle le g.désignant (désignant a gauche) du systéme 2.2

La lettre g indique que le désignant en question est un désignant d’un systeme
d’équations linéaires a coeflicients a gauche. Elle indique également le sens
du calcul.

Si A4 # 0 (respectivement A, # 0) le systeme 2.1 ( respectivement le systéeme
2.2) a P'unique solution triviale.

Si Ay = 0 (respectivement A, = 0) le systéme 2.1 ( respectivement le systéme
2.2) a plusieurs solutions.

Avant de passer au cas général, faisons la méme chose pour le systeme
d’équations linéaires homogenes a trois inconnues z,,z;,z3 a coefficients a
droite:

Tia1; + T2a52 + T3a13 =0
Tiagy + Taazz + T3a3 =0 aj€EK i,7=1,2 (2.3)
Zia3 + T2a3; + T3a33 =0

Supposons que a;; # 0. En éliminant z, de la premiere et de la seconde
équation, nous aurons:

To(az — aaian) + z3(az — azagtan) =0
To(asz — @203y an ) + z3(ass — a3afias) = 0
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Supposons que az; — a12a57 @ # 0, nous aurons:

-1 -1
Q22 — 12047 @21 Q23 — 13077 A2 =0

I3 -1 -1
G32 — G120y @21 G33 — 41384 43 |,

-1 -1
az; — Q12097 Q21 Qd23 — Q1303 421

le coefficient =1 z
G32 — G120y @21 433 — G130y @31 |,

s’appelle le d.désignant du

systeme 2.3

On note
a;y G2 a3
Ag=|ay ap ap| =
a3y 4z as3 |,
a; a2 aypy a4z
az — a12037 @z Gy —aaaiian | _ || @n 6|, |axn axs |,
az; — 12077 G @33 — Q13037 aa J Tl an a2 a1 a3

3 Q32 |, | Gxn 433 | |,

De la méme maniere, pour un systeme d’équations linéaires homogeénes a
trois inconnues z,,z,,z3 a coefficients a gauche

any + a7+ a1373 =0
ATy + 9%9 + A93T3 = 0 a,-j e lK 2,] = 1,2 (24)
a31Z; + a3y + a3z =0

en supposant que aj, # 0 et (ay2 — aza37 a12) # 0, nous aurons

Agl‘3 =0
A, s’appelle le g.désignant du systeme 2.4
a;; Qx2 a;y a3
a;; ay;; a
1 12 s , . llan a2 az ag;
On note A; = | ay az ays |, et est égal a 9 9
as @z a3 az;; a2 an a3
a3 as2 as; as3
g 9 g

Remarque
an a2 a3
Le d.désignant Ay = | az; az; az3 | n’a de sens que si son mineur prin-
@31 432 ass |,
a;; di2

# 0. Celui-ci n’a de sens que si a;; # 0. Ainsi Ay existe
an 4z |,

cipal
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si tous les mineurs principaux sont différents de 0. Ceci est valable pour les
g.désignants.

Cas général
Soit le systeme d’équations linéaires homogenes a n inconnues z;,Z3,...,Tn
a coefficients a droite

zia1; + 2012+ ...+ 0y, = 0
1'1021+.'L'2(122+...+$"02n=0 a,'jGK i,j=1,..,n ) (2 5)

T1Gp1 + T28n2 + ...+ TGy =0
Avec le méme procédé d’élimination des inconnues z,,Z,,...,Z,-1, ON arrive
a :t.nAd = 0.
Ay s’appelle le d.désignant du systéme 2.5 et I'on note

a1 o Qg
Ay= :
am Mmoo
an *cr QGip-1
A4 a un sens que si son mineur principal .. : a un sens
Ap-1; - nn-—1 4
et est différent de zéro.
a5 in1
A son tour : : a un sens que si son mineur princi-
an-11 °°° n—1ln-1 d
an T G1n-2
pal : a un sens et est différent de zéro. Ainsi de
Qp-21 ** n—=2n-2|,
a;y -+ Qn
suite. Donc Ag={ @ .. a un sens si tous les mineurs principaux
@G -+ mn |,
L2 B |
a, G bz b - : sont différents de zéro.
azn a2 |,

Qn-11 *°° Quoin-1 d
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De méme, considérons le systeme d’équations linéaires homogenes a n in-
connues a coefficients a gauche.

anTy+ a2+ ... 4+ 4122, =0
anzy + apry+...4+ apr, =0 a; €K i,5=1,..,n

(2.6)

A T1 + oo+ ...+ Appz, =0
Avec le méme procédé d’élimination des inconnues z;,z;,...,Zn-1, OD arrive
aAjz, =0.
A,: s’appelle le g.désignant du systeme 2.6 et ’on note

a; -+ ap
Ay =
an “ e nn g
a31 *t Gn
A a un sens si tous les mineurs principaux
anl * e nn y
a;i; ' Qin-l
a1 a2 . . . e ,
a, sees : .. : sont différents de zéro.
azs a2
g An-11 " Qp_1n-1

2.3 Propriétés

2.3.1 Notations

an - O1n
Soit Ay =

an1 ccc o mn |
Apg: le d.désignant d’ordre (n—1) obtenu a partir de A4 en gardant les lignes
1,2,..,n —2,p et les colonnes 1,2,..,n — 2,4.
AP: le d.désignant d’ordre p obtenu a partir de A en gardant les lignes
1,2,..,p et les colonnes 1,.., p.

A?.: le d.désignant d’ordre p + 1 obtenu a partir de A4 en gardant les lignes

1,..,p,q et les colonnes 1,2,..,p,r (g,r > p). Ainsi on a: A‘({,’_’zl’pﬂ = Alp+1)
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2.3.2 Relations de récurrence, identité de Sylvester

Propriété 2.1

(») (»)
11 -°* Gin Aprrper 0 Apiim
Ag=| i . 1| = S o
()
@n1 nn |y An.p+1 e AS::): d

En mettant p = n — 2, on obtient l’analogue de l'identité de Sylvester ([1]):

all “oe aln A(n__z) (n_2)
A - . ‘. M — n_l’ﬂ_l —l,ﬂ
d Pt o

A - A(n-?)
anl o nn n,n 1 nn d

d

2.3.3 Relation entre désignant et déterminant

Soit D le déterminant du systeme 2.5 quand le corps IK est commutatif.
Ay le d.désignant du méme systéme (ici Ay = A,). On a alors

Propriété 2.2
a -+ an
D = ., : = Ad.A("'])...A(2).au

aﬂl P nn d

2.3.4 Multiplication d’une ligne ou d’une colonne par
un nombre

Propriété 2.3 Un d.désignant d’ordre n ne change pas si l'on multiplie a
droite la ligne 1 différente de la derniére (i # n) par un élément X € IK™.

St l’on multiplie @ droite la derniére ligne par un élément X € IK, le d.désignant
obtenu est multiplié a droite par A.

exemple: A #0

and apA -1 _ -1.-1 a5 a2
= 022'—(012/\).(011/\) an = agz—auA.(A) ;14421 = .
an a2 |, a a2 |,
a a - a a
ll/\ 12)‘ = (122/\ - d]g.anlaz]A == n 12 A
anA aA |, an a2 |,
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Propriété 2.4 Un d.désignant d’ordre n ne change pas si l'on multiplie a
gauche la colonne i différente de la derniére (i # n) par un élément A\inlK".

Si Uon multiplie & gauche la derniére colonne par un élément A € IK, le
d.désignant est multiplié @ gauche par A.

exemple: A # 0

ey ap a1 Q2
A = 022—a12.(A011)—1A021 = agg—alganl)\"l.AaH = .
an a2 |, an a2 |,
a5, Aa - a;n ap
! \ 21 = Xag — Aanz.aitay == ! .
a2 a2 |, az az |,
Remarque

Les propriétés 2.3 et 2.4 sont donc différentes de celles connues pour les
déterminants.

2.3.5 Relation entre d.désignant et g.désignant
Propriété 2.5

an a2 o Qyn a;;y az -+ an)
a1 Q2 *++ Q2p a2 QG *°* Qp2
Any Gn2 *°* Gpp d Qin QG2n *°° Qpq g

Propriété 2.6

an T a1n ayp o+ da1n a; -t Qin
= +
an-11 Tt Qn-1n Gp-11 *** Qn-in Qn-11 *** CQu-o1n
a, + bnl cer Qppt brm d an) e Qnn d bnl e bnn d

Propriété 2.7
an ccc Gaoy G1p + by,

Qny *°* QGpn-1 ann+brm d
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Q11 *°* QGp-1 Q1n a1 Qa1 bin
. . + . . .

Qn1 *°* Qpp-} GQun d Gry **° Qpn-i bn.n d

2.3.6 Lignes proportionnelles

Définition 2.1 Deuz lignes A; = (aa,...,8in), A; = (aj,...,a;,) sont
proportionnelles a droite s’il eziste A € IK tel que A; = A; )

Elles sont proportionnelles a gauche s’il existe X € IK tel que A; = AA;
Méme définition pour les colonnes

Propriété 2.8 Le d.désignant est €gal a zéro si la derniére ligne et une autre
ligne supérieure sont proportionnelles a droite.

Exemple
A A axA 1 -
A 2 = dap — 0.22/\lambda an 1021 =4ap —ax»n = 0.

an a2 |,

Propriété 2.9 Le d.désignant est égal a zéro st la derniére colonne et une
autre colonne sont proportionnelles a gauche.

Aag;  ap

-1
=ax — 012(112’/\ Aa22 = 0
Aaz  az

d

2.3.7 Permutation de deux lignes, de deux colonnes

Propriété 2.10 Si l'on permute la ligne ¢ avec la ligne j, toutes les deux
différentes de la derniére (1 # n, j # n), si le d.désignant ezxiste, alors ces
deuz désignants sont €gauz. C’est a dire

an - an a;i °°c Qn
Gy @ a;; -+ ajg
a;y °°° Qjn ix ctc Gin
an ann |y Qn Qnp d
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Propriété 2.11 Si l'on permute la colonne it avec la colonne j, toutes les
deuz différentes de la derniére (i # n, j # n), si le d.désignant eziste, alors
ces deur désignants sont égauz. C’est d dire

all . e al' .o al] LY aln all .o alj e al’ .o aln

Qny " Qpi *°° anj cer Apn d Qny - anj .o Qpi **°* Qpnp d

2.3.8 Addition de lignes

Propriété 2.12 Le d.désignant ne change pas si l'on ajoute a la ligne p la
ligne q multipliée a droite par un élément A € IK, avec p # q, ¢ # n. C’est
a dire :

an Qin
M .o . all oo a]ﬂ.
ap1 +anA 0 Gt agA | = 1 L q # n.
: : an1 " Qnn |,
an1 the Qpn d

Propriété 2.13 Un d.désignant est une fonction linéaire a coefficients a
droite en €léments de sa derniére colonne

Remarque

Toutes les propriétés citées ci-dessus restent valables sil’on remplace d.désignant
par g.désignant, a condition de remplacer chaque mot colonne par ligne et
chaque mot ligne par colonne.

Nous complétons ces propriétés par les suivantes:

Propriété 2.14 Un d.désignant est également fonction linéaire d coefficients
d gauche en éléments de sa derniére ligne.

Démonstration

La propriété est vraie pour un d.désignant d’ordre 2.
an a2 -1

En effet = ag; — (@120 )az1-
an 4z |,
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Supposons que la propriété soit vraie pour les d.désignants d’ordre n—1. On a

A§‘2’ AQ‘,} an Qin
Qn1 nn |y Af,lz) AS:lr? d

Seuls les éléments AS]-) contiennent les éléments de la derniére ligne.
D’apres I’hypothese de récurrence, il existe B,,...,B, indépendants de la

a1 a1n
o . _ (1) 1
derniere ligne, tels que = ByA,3 + ...+ B, AW
Qn1 Qnn d
an ayn
a1 ay2 a;; apn
p—d BZ + PR + Bn
Gn1 Qan2 Gn1 dpn
d d
ani Qnn d
a Q1n
— -1
= Bia,; — (Baayzan1)am + ... + Bran, — (Brainaiy )am
an) Qnn
D’ou 'on déduit: 3 Cy,...,C, indépendants de la derniere ligne:
ayi; - Qin
=Cin1+...+Crap,. M
ani Qnn d

Propriété 2.15 Le d.désignant ne change pas si l'on ajoute a la colonne p
la colonne ¢ multipliée a gauche par un élément A € IK, avec p # q, ¢ # n.

Démonstration
La propriété est vraie pour un d.désignant d’ordre 2.

En effet l ap  apz + Aay

-1
= az; + Aay — (a12 + Aaj1)ajyan
an a2 + Aay

d

apy ax2
an a4 |,
Supposons que la propriété soit vraie pour les désignants d’ordre n — 1. Con-
sidérons le d.désignant d’ordre n
ap + /\alq

qui est égal a

ai Qg Q1n

Ag=

an anp + Aanq anq Qnn d
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1 an
Al ...

az ajp + Aay d
Ay = .
Al apn  ap+ Aay, 1
ol oo Apg - AL
, nl np ng |4 d
D’apres la proprité 2.7
1 1 1 1 1
A Az, + A4y, - Ay Az
Ay = | Soit p > 1. Aj
1 ... 1 L 1, 1
. An2 Anp + )‘Anq Anq Arm d
0:=2,...,net
1 1 1 1 '
A22 A2p A2q e A2n a;; -+ A
Ay = : : = -
1 1 1 1
An2 Anp Anq T Ann d Gny """ Gpn d
Sip=1, on aura:
an+Aay a;p - ay ot Qg
any + /\anq Qn2 Qpg " Qqn d
an + Aay; arp an + Aay, ay e+ Ay
ax + Aay ax |, az + Aay, ay |, an + Aag,
ay + Aayy; a2 ap + Aay, ay, o lan+ Aay,
any + /\anq an2 d an + Aa'nq Qngq d Qn) + Aanq
Par ailleurs on a:
an + /\alq air -1 an + ’\al ar
A = azr—alr(au+)\01q)( )(021+/\02q) A\ !
az + Aay @z |, az + Aaz, Qo
a;; Qyr -1 -1
+ ay,aq; ay — ay.(an + /\alq) (a2 + )\azq)-
ax Qzr |,
ay ar -1 -1
= — ai(an + Aayg)"H—(an + Aayg)aiian + azn + Aay} =
axn az |,
ajy ayr -1 -1
— ay,(an + Aay) M {—an — Aayg)an exn + axn + Aay,}
a2 a4 |,
ay; ar -1 -1
£ - al,(an + /\alq) A{—agl - alq)an (121}
ax; az |,

a)p + Aay,
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an ajq
az1 azg

a aQ -
Mt — gy (an + Aay )71

Si r = ¢ nous aurons:

aj + /\alq alq _ _ -1
axn + Aazg az d— {1-ai(an+a,)7A)

(alq(all + /\alq)—l)((au + /\alq)al-ql - 1)

d

a5 ay a;; + Aay, ay,
an ay |,| an +Aay az
a1 4y ay + Aay, ay

an @z |, | an + Adg, @y d

i

d

-1 -1} @11 Q14
ai,(ay; + Aay, )" 'aya
lq( 1 q) 11¢%14 an g

En injectant ces formules dans (a) et en utilisant la propriété 2.4 et I’hypothese
de récurrence, on a le résultat. m

2.3.9 Autres propriétés

Pour les besoins des chapitres 3 et 4, nous allons démontrer certaines pro-
priétés.

Propriété 2.16

ay - Q1k-2 A1k-1 ayk
Qk-11 *** Qk-1k-2 Qk-1k-1 Ck—1k
Vkl  °°* Vkk-2 Vkk-1 Vkk |y
-1
ay v Qik—2 Gk G1k-1 i1t Gik-2 Gk G1k-1
Qk-11 *°° Qk-1k-2 Qk-1k QCQk—1k-1 Qk-11 *°° Qk-1k-2 Qk-1k Qk-1k-1
o - 0 1 0 g | Vet Ukk-2 Ukk UVkk-1 |

Ainsi la propriété 2.16 donne explicitement le facteur multiplicatif, quand on
permute la derniére colonne avec une autre (ici I’avant derniere).
Démonstration

Pour k =2

a;; ax

-1 _ -1 -1
= V22 — Q12044 V21 = 43244, (auan V22 — vzx)
Va1 V22 |,
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ay 4a

_ -1 -1
= —ap2ay, (va1 — ay1a,, Uzz)

G2 an
al V22 Va1 |,

-1

a1
V31

a5
U3

a13
Va3 d

as
V33 |,

a1 V22 |,
a;y A ©y=-1 -1
= (—‘111012) (021 — 41144, 1’22)
v21 Y22 |,
an G2 _ | 12 4n
U1 V22 |, 1 0
Pour £k =3
-1
aix a13 a2 an a3
a1 Qa3 a2 azy Qa3
0 1 0 d V31 Usas
-1
_|| @ a2 an a3 an
an @z || ax azs|, | 0
ann a2 | _ | Gnn 42 a1 Gi3
Usa1 V32 |, azy asz d az azs
a a; N
Or| M 31 = 1. Dou
0 1
d
_ _|on a3 an a2
a1 az3 || G21 422
a1 Gi12 | _ {4 Q12 i 413
U3l Va2 |, an a2 j,| An 423
-1
_ |9 @3 (| dn a2 i ax2
@21 Q23 || Gnn @22 |, | Va1 Va2
a; a2 a3
=1@a21 a2 azs
Va1 Va2 V33 |,
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Pour k quelconque, on aura

all LR

een

ak-ll LIRS

all LIRS

.
.
.

Qr-21
0 -

all e

Qk-11
an

.

Qr—21
VK1
U

Or
Uk-11

0
rect).

4 Q-1

-1

Q1k-2 ayk Q1k-1 an cee Q1k-2 a1k Q1k-1
Qk-1k-2 Qk-1k Qk-1k-1 Gp-11 *°° Qk-1k-2 Qk-1k Qk-1k-1

0 1 0 ;| wva -+ Vkk-2 Uk UVmk-1 |y

-1
Ter Ak a1k-1 ayy o G1k-2 a1k
*tt Gk-1k-2  Gk-1k-1 4] @k-11 """ Gk-1k-2 CGk-1k |,
-1
a1k-2 ayg ayy . Q1k-2 Aik-1
X

Qk—2k-2 Qk-2k Qk_21 *** CQk-2k-2 Qk-2k-1

0 1, Ykttt Vkk-2 Ukk-l |y

-1

A1k-2 a1k-1 an Qyk-2 Ak

Qk-1k-2 Qk-1k-1 |4} k-1 Ak-1k-2 Qk-1k |4
Ay1k—2 a1k
Qk—2k-2 Qk-2k
Vkk—2 Ukk Iy

Uik
' = 1. En effet, ceci est vrai pour k=2 (calcul di-
Uk-1k
0 1

Supposons que cette propriété soit vraie pour des désignants de cette forme
d’ordre (k—1). On a

un

ce Uk un Usk-2 Uik
v Up—1k Ug-21 Uk-2k-2 Uk-2k
- 0 1 0 .. 0 1
d d
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Uiy cer 0 U2 Uk Uy crc . Uik-2 Urk-1

: : x : : X
Uk~11 **° Uk-1k-2 Uk-1k |y Uk-11 "*° Uk-1k-2 Uk-1k-1 |y
Uiy - Usg-2 Uik-1
Ug-21 **° Uk-2k-2 Uk-—2k-1
0 cen 0 0 4
Or le dernier facteur du deuxieme terme de 'égalité est nul.
D’ou d’apres ’hypothese de récurrence, on aura U = 1. D’ou
a;n Qg2 a1k a1y Q-2 a1k-1
A —_ — . .
Gk-11 """ Ok-1k-2 Gk-1k |4 CGk-11 "' GQk-1k-2 Gk-1k-1
(
an Tt Qrg-2 A1k-1
) a1 Q13
Qk-21 " QGk-2k-2 Qk-2k-1
Gk-11 " Gk-1k-1 |y
(U Ykt o0t Ukk-2 Vkk-1 |y
-1 Q11 Qrk-2 a1k
250 B 1 A1k .
Qk-21 *** Ok—2k-2 Qk-2k
Qk-11 * Qk-1k-2 Qk-1k |,
173} ccr Ukke2 Vkk |y
an ccr Q1k-2 Qayk a1 . Qrk-2 A1k-1
A=-— :
Gk-11 "' Qk-1k-2 CQk-1k |4) Qk-11 " Gk-1k-2 Gk-1k-1
ain o Qrk-2 A1k-1 ap o Qik-2 a1k
+ . .
Qk—21 ' Qkeo2k-2 CGk-2k-1 Q-1 Qk-2k-2 Qk-2k
Vk1 v Ukk-2 UVkk-1 |y Ykt " Ukk-2 Ukk |y
apy o Q12 Q1k-1 a1k
A= ‘ : . n
Qk-11 *°° Qk-1k-2 CQk-1k-1 Qk-1k
Vkr  *cr Vkk-2 Vkk-1 Vkk g
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Propriété 2.17

a2 *°  Glk-1 ayk a1k+1 a2 - Qlk-a an Q1k+1
@y - Qg azk Q2k+1 ax@ ' G- as QA2k+1
Qk-12 *°° CQkelk-1 Qk-1k Qk-1k41 Qr-12 *** Gk—1k-1 GCGk-11 CGk-lk4l
Gk2  cc Gkk-1  Gkk  Gkk41 |y | Gk2 Ct Gkk-1 Gkl Gkk4l |,

a PR Ayk_ a -1
12 11 141 a2 -t Gy ann o ik
a2 - G2k Q2k+1 ]
Gk-12 *°° Gk-1k k1 "t Qkk
Qk-12 " @k-1k-1 Gk-1k+1 |, d d

La propriété 2.17 donne sous forme d’un produit la différence de deux désignants
qui ne différent que d’une seule colonne.

Démonstration
La propriété est vraie pour k = 3. En effet
a2 Q3 Q14 G2 a3 Qa4
Q22 43 Q24 | = | Q22 421 QA4
azz as3z az4 |, a3z 431 434 |,
a2 ay4 a2 a3 - a2 Q13

Gz Q4 |,] @22 423 |, | @32 433 |,
-1
a1z ay4 a2 4an a2 an

az2 a4 |,| Q22 d21 |, | 432 431 |,
-1
Q12 a4 a2 43

a2 Qzq |, az2 4 |,

a2 613 | | Gi2 a13 a2 an a2 dn
a3z a3 |, Gz a3 |,| A22 a4n |, | @32 431 |,

-1 a2 a; as
a2 Q4 a2 a3

Gz Q24 |,| @22 Q423 |,

dz2 Az az3
a3 a3 4azz |,
-1y @iy a2 a3

_laiz2 G a2 413 ay gy 4z

a2 4z |, az; Qasz3 d

as a4z 4z |
Pour le cas général, la démonstration se fait de la méme maniere. Posons F
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le membre gauche de 1’égalité de la proprité 2,17. En développant :

-1} a2 - Qi
a: *e Q1k-1 Qik+1 ayz - Q1% )
E=| : ' z e ' -
Qr_22 **° Qk-2k
Qk-12 Qk—1k-1 Gk-1k+1 [4| Gk-12 °°° Qk-1k |y
k2 " Gkk |y
-1
a2 eo Qg1 Qik+1 a2 ees Qik-a an
Qk-12 -+ Qk-1k-1 Qk-1k+1 |4 Gk-12 --. Qk-1k-1 Qk-11 |4
a2 ese Qlk-1 an
Ak-22 Qk—2k-1 Qk-21
ag2 Qkk-1 aK d
-1
a2 A1k-1 A1k+1 a2 a1k
= . : X
Gk-12 Gk-1k-1  CGk-1k+1 |y| @k-12 Ak-1k |4
ayz a1k
a2 st Gag
- X
Q22 Ak—2k
Qk-12 *°° Qk-1k
a2 akk |y d
-1| G312 s Q1k-1 an
a2 a1k-1 an )
ak-22 Ak_2k-1 Qk-21
Af-12 Qk-1k-1 Qk-11 |,
Qg2 vt Qkk-1 a1 d
On obtient donc
E =
-1 ai12... a1k-1 an a1k
az... Q1k-1 Q1k+1 azz... ik ]
) ) Gk-12.- Gk—1k-1 Gk—11 Gk-1k
Ag—12--+ Qk-1k-1 Ck—-1k+1 Qk-12..- CQk-1k
d d | agg...  Qkk—1  Gr1 Gk
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Le résultat provient directement en appliquant la propriété 2.11 au dernier
désignant du produit. m

2.3.10 L’identité de Schweins

Nous allons proposer une identité verifiée par les désignants qui est ’analogue
de l'identité de Schweins pour les determinants [1].

Propriété 2.18

L -1
an ‘e A1k 1 an .o azk a;
Qk411 oo Gkt1k Pk gl Gk+411 - CGkilk Gkt1 |y
3 -1
ai2 ... Qik 1 a2 ... aQ1p A
Ao ... Qkk hk d Ak ... Qg Qag d
-1
aj, ce. Q1 a hi ay ... Qi a;
Qp412 -+ Gkp1k Gry1 hrp Q411 - -+ Qk41k Akt
d d
Démonstration
Pour k=1
-1
ay by an a hia”! =
h A=
an N2 || @1 G2 |,
-1
an b — hya?! an a4 an 4
1
ay hy d an a2 |, an a4z |,
a -1
-1 -1 -1 n a
= hz - hlan asy — h]dl (0,2 — a0y, 021))
axn 4az |,
a -1
- a
= (h — hia 1a2) 1 1
2 14
ax a2 |,
-1
_la hy an a
az hs 4l @21 @42 |,
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Pour k =2

an a2 h a; G2 4y
az; a2 hy az az2 a2 -
an @ hs | an @x 63|,
-1
a;2 h a;; 4 _
ap hy || a2 a |,
ann 612 h -1} any a2 O
h a2 h, a2 a1
azy a2 2| — h ay a2 a;
h azz 2 (4] Q22 @2 |,
a3 a4z N3 |, as @3z a3 |,
-1
apn a2 o4
az; Az Qa2
az aszx 4as |,
d’aprés la propriété 2.11:
aj; aixz h1 -1} a a a
_ h a2z M a2 a 12 M
= az a2 2 | — h az; A az
h az; ha |} az2 @2 |,
az a4z A3 |y az2 Gz 4z |,
-1
ay a2 a4
azy Q22 Q2
Gz 4z a3 |,
En développant ce qui est entre parenthese
-1
_ a;z hi| _|on hi a2 4n a2 an | _ | %12 hy a2
asz ha d az h a] @22 azn |, | @32 as |, ap h d az;
-1 a;; a12a1 -
a2 a a2 @4 a1z an a2 an x| ag aggaz
1 2
az a3 |, az a2 || @22 an |; | 932 an |, a Gt
31 Q3203 |,
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-1 a1 a2 a1
_ a2 h a;; hy a2 a G12 a3
- az; hj - ax h; az; 4a; az2 as Gn G2 G2
d d d i) | az a3z a3 |,
3 -1
a2 a1 n an a2 a
=|axpn a; h; azn az; 4a;
az; az hs a3 az2 as
’ )d ’ d- . -~ *n
Pour le cas général, la démonstration se fait de la méme maniere. En effet
posons
-1
an . a1k hy an ... Qi a
A= E . . : -
k11 - Gkt1k hip 4l Gk+11 Gk+1k Qi1 |y
-1
a2 ... ay h Q12 aix a4y
k2 akk ki || a2 akk K |,
' h h -
an a1k 1 a2 aixr M azz aix Ay
< - : :
L] @k+11 Gkyik hikgr |, | Gk ake ki || ak2 ... G ak |
-1
ai a1k a, an a1k a
Pl x| :
Gk+11 Ak+1k Gk+1 |y Qk+11 k+1k Qk+1 |,
Posons
an a1k a;
a= :
Ak+11 Gk+1k  Gk41 |y

En permutant la 1¢7® colonne avec 'avant derniére du premier terme et du
troisieme facteur du second terme

ajk azz A1k-1
Qr41k Qk412 Ak 41k-
-1
a2 ... Q1xp a4 a1k
k2 < Gkk Gk |; | Qk+41k

an

1 G hiegr d

as Q1k-1

Qk412 -+ CQkglk-1

Q411
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En développant le premier terme et le troisieme facteur du second terme

a1k

Qr-11k Gk-312

ao PR

Qyk-1

hy

.
.

eoe Qk-1k-1 hi-1

air @12 ...

.
— .
.

akk Qg2
Gky1k  @k+12 .- Gkt1k-1 hksr |y
-1 @y a2 ... G1k-1 an
a1k Qi2 ... Q1k-1 an . .
Qk—1k Qk-12 ... Gk-1k-1 Gak-11
Gk Qk2 Gkk-1 @K1 |y
Qki1k Gk412 - -+ Qk41k-1 Q411
-1 ak a2
a2 ae by ay2 a1 4
' Ar—1k Qk-12
k2 akk i |y ax2 akk ak |,
Qr41k Ak412
-1
a1x Q2 aik-1 Q4 aix Q)2 a1k-1 4an
Aik Qg2 Gkk-1 Gk |4 Gkk Qk2 ... Qkk-1 Ak |,
Y
a1k a2 Q1k-1 an
Y g1
Qk—1k Qk-12 Ap_1k-1 Qk-11
Gk+1k  Qk+12 Qk+1k-1 Gk411 |4/ )
En simplifiant
a1k a2 Ayk-1 h,
a2 ayx by
Qk-11k @k-12 --. Gk—1k-1 hik-1 ) '
h a2 ... Qi hk d
Ak+1k  Ok412 -+ Gk41k=1 k41 |y
-1 aik ajyo cen Ayp—1 ai
a2 a1 4 .
. : a-!
Qk-1k Qk-12 -+« OGk-1k-1 Qk-1
arp ... Qrx Ak d
Gk+1k Qk+12 - Gk41k-1 Gk41 |y
a1k a ... Qik-1 ay M
. ay e ayk
Gk Qx2 -1 ax hy
h Q411 --- G4k
Gk+1k  Gk412 -+ Qk41k-1 Gk41 k41 |y
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h

.
.

vee Qkk-1 hk

d
A1k-1
Qk-1k-1
Qr4ik-1
-1
a
ak+l d

a3

Qg1
Q41



a2 ayz o e Ak ay h1 -1

] . ary e Q1k ai
Qk2 Q2 ... Qkk aj k
Qky1l .- Gk41k Gk
Gk+12 Gk412 -+ Gk41k Gk41 hig |, d
Dépendance linéaire de lignes ou colonnes.
Nous notons :
a1
c = ,l'=[a1,- a;n]
Ay
Propriété 2.19
ayi ...4d4)n
=0
anq N Apy

st et seulement si les vecteurs colonnes sont linéairement dépendants a gauche.
C’est a dire

3X,..., A, € IK non tous nuls tels que :

A+ .. 4+ At =0.

Démonstration
Considérons le systeme d’équations linéaires homogenes a coefficients a droite
T1a1q +...+ ITnQin = 0

Tian1 + ...+ Tpap, =0

an ... Qg
Nous avons vuque z,,{ : .. i |=0.
Gpy -+ Qpp
ay; ... Qip
Si| ¢ ... i |=0,lesysteme ci-dessus aura une solution (Ay,...,A,)
any .. Ann

différente de la solution triviale nulle. Donc, les vecteurs colonnes seront
linéairement dépendants a gauche.
Réciproquement, supposons que les vecteurs colonnes soient linéairement
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a1 ... Qn

dépendants a gauche. Sile d.désignant # 0, on aura z, = 0.

anl ) ann
Mais en remontant le procédé d’élimination, on aura également
n-2 n-2
mﬂ—lAn—ln—-l + zﬂAn—ln =0
-2 -
‘Tﬂ—lA:n—l + zﬂA:nz =0

ay; ... Qin
Or AnZ2 _, #0 (d.désignant principal de | : .. : |)
Gn1 ... Qnn

Comme z, = 0, on aura z,_, = 0. Ainsi de suite, en remontant le procédé
d’élimination jusqu’au systéme ci-dessus.
Comme z, = 2,1 = ... = 2, = 0 et a;; # 0, on aura z; = 0. Ce qui est
contradictoire avec ’hypothese . m
Propriété 2.20

a; ... Qapn

=0 <

Qn1 .+« Qgup d

les vecteurs lignes sont lin€airement dépendants a droite. C'est d dire

3B1,...,B. € IK non tous nuls tels que
PBi+...+0"3, =0

Démonstration
Considérons le systeme d’équations linéaires homogenes a coefficients a gauche
ancy+...+anc, =0

A1nT1 4+ ...+ ATy =0
On démontre de la méme maniere que ci-dessus:

ayn ... aGm
=0 <= les vecteurs lignes sont linéairement dépendants
aln .o ann g
a droite.
a; ... Qq ay ... ap
Comme| @ . =] .. (propriété 2.5), le résultat est
Qn1 ... G | Qin .en Gnn |,

immeédiat. m
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Chapitre 3

Extrapolation sur un corps
non commutatif IK
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, quand IK est non commutatif, nous montrons que les
désignants jouent un réle important pour la méthode d’extrapolation linéaire
non commutative, pour la transformation de Shanks "non commutative”,
aussi important que le role des déterminants pour ces mémes méthodes,
quand IK est commutatif. Ces désignants sont & la base de la construc-
tion des versions non commutatives du E-algorithme et de I’e-algorithme.
Ainsi, au §1, nous présentons le probleme d’extrapolation linéaire dans un
corps non commutatif JK. Deux formulations naturelles du probléme ap-
paraissent.

Au §2, nous résolvons le probleme en présentant deux versions du E-algorithme:
dF-algorithme et 9 E-algorithme.

Au §3, nous traitons le cas vectoriel.

Au §4, nous présentons la transformation de Shanks. La aussi, il y a deux
formulations.

Le §5 est consacré a la construction de I’algorithme correspondant a ces deux
formulations de la transformation.

3.2 Méthode d’extrapolation générale sur un
corps IK non commutatif

Dans [6], Brezinski a proposé une méthode d’extrapolation générale sur IR
ou(.

Le but de ce travail est de voir si I'on peut construire une méthode analogue
sur un corps non commutatif ( ou méme un anneau unitaire non commutatif).
La grande difficulté provient du fait que, sur un anneau non commutatif, les
déterminants n’existent pas (§1 ch.2). Cette difficulté sera surmontée grace
a I'utilisation des désignants.

Soit IK un corps gauche. Soit (S,) une suite d éléments de IK telle que:
3ay,...,ax € K, 3g1(n),...,9x(n) € IK,3S € K

Sn = a191(n) + azg2(n) + ... + axgi(n) + S Vn (3.1)
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Pour exprimer S en fonction des termes de la suite (S, ), on résoud le systeme
d’équations linéaires a coefficients & droite suivant:

Sn = a1g1(n) + a29:(n) + ... + argi(n) + S

Snt1=aii(n+1)+ag2(n+1)+...+argi(n+1)+ S (32)

Sntk = argi(n+ k) + ag:(n+ k) + ...+ akgr(n+ k) + S

On suppose toujours que ce systeme (3.2) est non singulier, ce qui est équivalent
a dire que son d.désignant est non nul.

Si la suite (S,) n’a pas la forme exacte (3.1), S dépendra de k et de n, et on
le notera ¢E;(S,). On a alors

-1

91(n) oo gk(n) Sy a1(n) .. gu(n) )
Bi(sy = | U gl S ot ) et D

‘91("+k) :qk(n+k) :9n+k d ;71(”'*"“) :Gk(n-}-k) 1 d
De méme, soit (S,) une suite d’éléments de IK telle que: 3 al,...,a;(:3-3€)

IK, 3¢i(n),...,q(n) € K,3S € K
Sp=g1(n)a; + g2(n)as + ...+ gi(n)ax + S Vn (3.4)

Pour exprimer S en fonction des termes de la suite (S,), on résoud le systeme
d’équations linéaires a coefficients a gauche suivant:

Sn = gi1(n)a; + g2(n)az+ ...+ gi(n)a, + S
Sn+1 = gl(n -+ 1)(11 + gg(n + 1)02 +...4 gk(n + l)ak -+ S

(3.5)
Sark=gqi(n+k)as + g2(n+2)az+... + gi(n + kja + S

On suppose toujours que ce systeme (3.5) est non singulier ce qui est équivalent
a dire que son d.désignant est non nul.
Si la suite (S,) n’a pas la forme exacte (3.4), S dépendra de k et de n, et on
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le notera 9Ei(S,). On a alors

a1(n) Lo ak(n) 1 } 1 a1(n) - gk(n) 1 g
gEk(Sn)‘: gl(n+ ) g"(n+ ) : .:ql(n+ ) :gk(n+ ) :n+1
an+k) ... g(n+k) 1 . gn+k) ... ge(n+k) Sptr .

(3.6)

3.3 Un algorithme récursif

Naturellement le grand probleme est: comment peut-on calculer ces éléments
1E,(S,) sans calculer les désignants?
Nous allons donner une version de E-algorithme ([6]), version non commuta-

tive, qui nous permet de calculer récursivement les ¢Ej(S,). Cet algorithme

est le suivant: on considere les quantités dE,E") et dg,£ ,) calculées par

Initialisation:

M =8,;n=0,1,...
ddo,z =gi(n);1=1,2,... ;n=0,1,...

Itération:

Pour k=1,2,... ; n=0,1,...
-1 n n n -1
B = (B (4T - 4B (4o, 0T H( ‘“) - (g0 1

n n+1) n+1l 1 n n n+1) n -1 -
dgi) = {dg\"h( gilﬁ) — gt g ) T HEE T — @, 0T
it=k+1,k+2,.

Remarque
Si IK est commutatif, cette version coincide avec le E-algorithme.

Pour ces quantités, on a le

Théoreme 3.1
EM = 9E,(S,) (3.7)
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Démonstration:
Nous allons démontrer simultanément:

([ 4E} = YEy(S,)
ain) .. aln)  gi(n) 91(n)

.

Par récurrence
(3.8) est vérifiée pour k=0
Supposons qu’elle soit vérifiée pour (k — 1).

. gk(n) 1!

. g(n+1) 1

dgii(n) = gi(n+1) ... g(n+1) gi(n+1) | | qi(n+1)
{ .;Jl(n+k) .;Jk(n+k) :q.-(n+k) J .gl(n+k) .;]k(n-i-k) 1 ,

(3.8)

Posons:
a1(n) oo gil(n) S, gi{n+1) . gr(n +1) Sat1
an+1) ... g(n+1) Spn : SR 3
= : U : Slan+k-1) ... gln+k—-1) Sppxa
N P g1(n) e gi(n) Sn
gi(n+k) ge(n+k) Sayx |, gi(n+ k) . ge(n+ k) Stk J
(propriété 10).
En appliquant l'identité de Sylvester (propriété 10 du chap.2) A =
g(n+1) .. Gea(n+1) Sner .91(n+1) :Qk—l(n'i"l) t9n+1
: SR : - o : X
’ ) | k—1) ... geaa(n+k=1) S,px-
) ... _ k Sn g](n+ k=1 n+k-1
ai(n+k) gi-1(n+ k) Snpx |, a(n) ot Gea(n) s )

-1

gi(n+1) cor Gi(n+1)

an+k-1) ... g(n+k-1)

g1(n) oo gk(n) 4
Posons:
gi(n+1) ... g(n+1)

J=1: el s

aln+k) ... g(n+k)|,

g(n+1) ... gn+1)  Sep | |@(n+1) ... g(n+1) |7
B=1|: . . . . . .

73

aln+k) ... gra(n+k) Spr || Giln+k) ... giln+k) |,

a(n+1) ... g(n+1)

a(n+k) ... g(ntk) |,

et



gl(n+1) vee g,,_,(n+1) Sn+1

g:(n+k—l) e g;,_l(n+k—1) Sﬂ+k-1
a1(n) eor Gi-1(n) Sn p

gi(n+1) cer gi(n+1) -1
E e Il vient alors:
gin+k-1) ... ge(n+k-=1)
a1(n) ..o gi(n) 4
AJ"! = B - C; B peut s’écrire:
g(n+1) ... g(n+1) S gn+1) ... gaa(n+1) 1 -
B = . . . . . R . .

giin+k) ... geaa(nt+k) Sapx |;] a(n+k) ... gi-1(n+ k) 1 d
gan+1) ... grai(n+1) 1} | gi(n+1) ... g(n+1) |

giln+k) ... gieai(n+k) 1 [} ailn+k) ... g(n+k) |,
D’apres ’hypothese de récurrence:

n nt+l)y-~
B = Eft(gmih

Pour le membre C, tout aurait été facile , comme pour le membre B, si I'on
pouvait permuter une ligne avec la derniére sans que le d.désignant ne change
de valeur (propriété 16).

Mais heureusement ce qui nous intéresse, c’est uniquement le produit des
deux facteurs de C et non pas la valeur de chacun de ces deux désignants.
Quand on permute la dérniere ligne de chacun des deux facteurs de C avec
une ligne 7 de chacun des deux facteurs, les deux facteurs changent de valeur,
mais leur produit reste le méme. C’est & dire que nous aurons encore:

g1(n) ver Gr-1(n) Sn
C=|: el :

gn+tk—=1) ... galn+k=1) Sppxr |,
91(n) coo gx(n) -

gn+k-1) ... gln+k-1) |
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Ceci provient tout simplement du fait que C est solution unique du systéme

ag(n+1l) + ... +  aag-1(n+1) + Cag(n+1) = S
agi(n+k=1) + ... + aag-1(n+k—=1) + Cagi(n+k—-1) = Spir
a19:(n) + ... + ar-19k-1(n) + Cgx(n) = 5,
Mais c’est aussi solution unique du systéme
a191(n) + ...+ ax-19k-1(n) + Cgi(n) = &
agnn+k-1) + ... + aag-1(n+k-1) + Can+k—=1) = S,k
Une démonstration par un calcul direct est faisable aussi. Donc:
g1(n) R TR () Sn
C=|: KR :
giln+k—1) ... ga(n+k—1) Snpsa |,
a1(n) cee Gr-1(n) 1!
giln+k—1) ... ga(ntk-1) 1|
gi(n) oo gr-1(n) 1| |ealn) gx(n) -
X | U : : : .
an+k=1) ... galn+k=1) 1| |an+tk-1) g(n+k—1) |,

Par hypothese de récurrence:

E{Z\(f9i%h )7 Ainsion a: AT} = BV (g0 B (Y2 ,)

a1(n) voo gi(n) 1
Posons: A' = | : EEUR 2
gn+k) ... g(n+k) 1 g

nous avons par définition ¢E(S,) = AA’—1. En suivant le méme chemin que

celui de "A”, on a:
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gi(n+1) ... giaa(n+1) 1 gi(n+1) co gra(n+1) 1

A': . e, s . -—

giln+k) ... giaa(n+k) 1}, ailn+k—1) ... g-a(n+k-1) 1

a1(n) cee Gr—a(n) 1

g1(n +1) oo gr(n+1) a(n+1) ... g(n+1)

' k=1) ... . k-1 : L |
aln+ ) gr(n + ) galn+k) ... g(n+k) |,

a1(n) o gi(n) i
D’ou
B =
an+1) . gam+]) 1| |an+1) o g(n+) |7
aln+k) ... graaln+k) 1| | qln+k) ... g(n+k) |,
et C'=
a(n+1) oo grea(n 1) 1| | gin+1) o gi(n+1) -
aln+k=-1) ... graa(n+k=1) 1| [a(n+k-1) ... ge(n+k-1)
9:1(n) oo Gr-1(n) 1, g1(n) oo gk(n) d
11 vient alors:
A'J"1 = B' — C'. Pour les mémes raisons que pour "C”
C'=
g1(n) cor gra(n) 1] | g1(n) v () -

an+k=1) ... gia(n+k=1) 1| jgan+k-1) ... g(n+k-1) |,

Donc:
an+1) ... gi_q(n) gr(n+1)
AT =) EA :
giln+k) ... galn+k) gi(n+k) |,
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-1\ -1

aln+1) ... ga(n+1) 1

gl(n-{-k) o gk_l(n-}-k) 1 d

(| g1(n) oo gk-1(n) ~ gk(n)
| ain4k=1) . gealn+k=-1) gulm) |,
g1(n) eee Grk-1(n) 17! !
G(n4k=1) ... galn+k—1) 1],

Par hypothese de récurrence:
AT = (G - (4T,
Par suite
{E(S,) = AA T = AJTVAT = ATV (AT
Eu(S,) = (ERI(G)™ — BP, (ol 0 HE )™ - (07
=E.

La méme procédure permet d’établir la relation concernant les "g,(: ,) puisqu’il

suffit de remplacer S, par g;(n) m
Considérons maintenant les quantités 9E(") et 9g ) calculées par

Initialisation:

gE(")_Sn; n:O,l,..-
sge) =gi(n); i=1,2,... s n=0,1,...

Itération:

Pour k =1,2,. .;n-Ol .
n n n - n+1l n41 n -1 n
dE(M = (o9 - (g, BRI ) TIECA — (9l )T B,
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n n n n -1 n n -1 n
ok = { 9’3‘ *;’> = (g e el - a0 o)
t=k+1,k+
Pour ces quantités, on a le
Théoréme 3.2
gEl(cﬂ) = 9E;(Sa)
Démonstration:
Nous allons démontrer simultanément:
( SER = 9E(S,)
-1 | gi(n) oo gk(n) S,
n . n 1
{ Zign)-i- 1) ... i:gn)—k 1) 1 gi(n+1) - gr(n+1) San
Igki(n) =1, o . : : :
.gl(n + k) ) .gk(n + k) 1 gl(n -+ k) gk(n + k) Sn+k
\ g
(3.9)
Par récurrence
(3.9) est vérifiée pour k =0
Supposons qu’elle soit vérifiée pour (k —1).
Posons:
ai{n) . gk(n) Sn
a4+ a1 S|
G+ k) . gln+k) Sup |
gl(n + 1) . gk(n + 1) Sn+1
gl(n+k—1) . gk(n-l—k——l) S-n+k_1
g1(n) . gi(n) S,
g1(n'+ k) gtk S |

(propriété 10).

En appliquant I'identité de Sylvester (propriété 1 du chap.2)

A=
gi(n+1)

or(n+k)

. gk—l(n+k) Sn+k

o gki{n+1) Spin

g
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gi(n+1)

gl(n+k) e

. gr-1(n+1) gi(n+1)

-1

g1(n+1) o G(n+1)

alntk=1) ... g(n+k—1)
9| g1(n) eer gk(n)

gl(n+1) gk_1(n+1) Sﬂ.H

Gea(n+k) gi(n+ k)

giln+k—1) ... geaa(n+k—=1) Sppi

g1(n) e Gemaln) S |,
Posons
gi(n+1) ... g(n+1)
J=: Ll ,
an+k) ... gln+k) |
an+1) ... gn+1) [T @(n+1) .. galn+1) Sap
B=: . : e : et
an+k) ... g(n+k) . an+k) ... giei(n+k) Spgk .
aln+1) cer gk(n+1) -1
gin+k=1) ... go(n+k-1)
a1(n) . gk(n) :
gi(n+1) cor Gr-1(n +1) Sn+1
g](n+k—1) . gk_.l(n+k—1) Sn-Hr—]
g1(n) . gr-1(n) Sn

Il vient alors:

J 'A = B - C; B peut s’écrire:

B =

gi(n+1)

ar(n+ k)

gn+k) ... g(n+k) . a{n+k) ... griaa(n+k) 1
. grk-1{n+1) 1

. Gr-1(n+ k) 1

an+1) ... gn+1) [T ar+]) ... gan+1) 1

9
-1] gi(n+1) eer Gk(n+1)

Gt k=1) ... gntk—1)
g g1(n) coo gk(n)
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D’apres I’hypothese de récurrence:

n+1
B = (9g\"th) e grl

De méme nous aurons: C =

g1(n) .. g(n) | aa(n) <o gra(n)
gl(n-{-k—l) (n+k—1) an+k-1) ... g(n+k-=1)
¢ = (e B,
g1(n) cor gk(n) 1
Posons: A’ = | : T 1
gi(n+k) ... gr(n+k) 1

En procédant de la méme maniere que pour " A”, on établit

JTA = (g T = Ceth T

Or
SEW(Sn) = ATTA= AT A= (JTA)TI(JTMA)

n n n n =3 n
PEW(S) = {Cgm) T = (g™ )T 1 M) TV~ 0, ) T OE),
SE«(S,) =EM.

(n) puisqu’il

La méme procédure permet d’établir la relation concernant les 9g;;
suffit de remplacer S, par g;(n) dans ce qui a été fait. m
Remarques
1) Les °E, 9EF algorithmes coincident avec le E-algorithme quand le corps I
est commutatif.
2) Le ¢E-algorithme peut s’écrire comme suit:
dEM =8, n=0,1,.
dgc(,,) =gi(n) 1= 1,2..., n=0,1,...
Pour k=1.2,...; n=0;1420s
4E,(n) = “Eps(n) — ACEemr(m)) (AL )40,
g1 4(n) = Ugk14(n) — A%gesi(n))(ACG, ) 1g,
i=k+1,...
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ou 'opérateur A agit sur les indices supérieurs n.

3) Le 9E-algorithme peut sécrire aussi comme suit: 9E( N =
g“—g,()z—l? s B =010

Pour k=1,2,...; n =0,1,.

5Eu(n) = Eu-a(n) = 29" (g, ) A Eis(n)
5984(n) = 2gk-14(n) = 5974 (AT, ) Age-14(n))
1=k+1,..

ou l'opérateur A agit sur les indices supérieurs n.

2) 3) résultent d’un simple calcul.

Théoreme 3.3 S5i S, = S+ a19:1(n) + ...+ argi(n) VY n alors

M =8 Vn

Démonstration
Cela résulte de la construction.

Théoreme 3.4 Si S, = S+ a;g:(n) + ...+ arge(n) V n alors

BN =5+ ak+1d91(:k)+1 + ak+2d91(:k)+2 too. Vngk

Démonstration

La propriété est vraie pour k = 0.

Supposons qu’elle reste vraie JUS?U 'a 'ordre k. On a alors:
dE =S5+ arn 95« 13+1 = ak+2 19 k+2 +

+1 +1 (n) +1
dEl(cj.l = {dE(n )(dgl(cnk+1)) dEk dgk k+1) }{ dgl(cnk+]))

d’ou:
n n+1 1 1
ES (gt =1 = S(giti ) + apr + apga¥el o)
l(c:-)l (gl(cﬂk)+l)_ (g}(cnlz-{»l) + Gk41 + Qk42 gl(:,k)+295:k)+l)_l

En faisant la soustraction des deux membres,

n+1 n+1 n =
El(c+‘; )( 5«:};:—1)) El(;+)1(gk k+1) 1=

n+1 n+1 (n+1 (n+1 n
Sl — (D) + axeallgl e alatm ) =g,
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d’ou:
dE;(:.:.)l =S5+ ak+2dgl(:}-)1,k+2 + ak+3dgl(c1)1.k+3 t+... =

Théoréme 3.5 Il existe des coefficients Agk’") tels que:
k
n k,n n . k,n
dE( ) — an ,A( ). dg’(m) zgi(ﬂ+J)A§ )

3=0 =0

k
avec ZA;’“") =1

=0

Démonstration
La propriété est vraie pour k =0
Supposons que la propriété soit vraie pour k-1
k- k=1,n)
dEl(cn) zsnﬂA( 1,n), dgk = Zg,n+J)A( 1,

j=0

avec ZAgk'l’") =1
1=0
Il faut d’abord montrer que dE,(C") est fonction linéaire des S,+;, avec les co-

k
efficients & droite, méme chose pour les g( ") et puis ZA;’"") =1
3=0

-1 -1

n n n n n -1 n n
Comme E{" = {*E V(9" ~EZ (g0 " HCZD T (o) )

. “ ’ 1 . M ’ b - .
D’apres I’hypothese de récurrence, dE,(c"_’; ) est fonction linéaire & coefficients
a droite des éléments S,41,..., Snek-1-

‘1E,(c’1)1 est fonction linéaire a coeflicients a droite des éléments S,,, ..., Sp1x-1-

D’apreés ’expression de ?E} en fonction de ¢E}Y], ¢E7_;, et puisque g,(c )1 x

sont indépendantes de S,,..., on en conclut que ?E} est fonction linéaire &
droite des éléments S,.,.. S,,.H,
Ceci etant valable ega]ement pour les g; ,) Il s’agit maintenant de montrer

que }:Ay‘") = 1. En effet:
=0

B = {(Th Serinn A5 ) (90N = (T30 Sns A7) (012107
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{(gimi)™ = (gt
k-1,n n -1, n
“BE) = (IS AT D) ) T (S A i) ™)
-1,n n 1,n+1 n+l n+1
SnA(o) (%g ko1k)” 1+Sn+kA(k—1) ¥ )(dgl(:jl'k) TH( gl(c-': k)) (dgl(:l)l,k 1} L

1EM = {Sh Sapa (AR (gl = AR (gl ) - S AT Gl )T+
k—-1,n n n n -1y —
Sk AL gD T H AT = (o )

d’ciﬁ. .
n) 1n n n+1 n 11—
A(() AEO) )(dgl(c )1 k l{(dgl(c -;k)) (dgfc )1 1}

k.n k—=1,n+41 n<+1 n+1 n 1) =
AP = AR A= (Gt — (gl 1))

Pour 0 < j < k, on a:

k. k—-1,n n k=1n n - n n -1~
A = (AL g ) = AT (gl )T H G T - (e ) )

donc:
(ki (k-1n+41 (n+41)y_ k=1,n n k=1n n -
o AR = (ALY ><dk,2>1 Al (gl )T T (A I g ) -
k-1n n n+1) n —1) -
AL (g )TN - (el 07

k Akﬂ) — {(A(k ]'n+1)++z ( (k 1n+1))(d (714;12) z:k lA(k ln)(dg(n) )_1)}

=0
n+l)\— n) -
{7 = (g
D’ apres( kl hypothese de récurrence
n n+1 n n+1 n -
Z;—oA )= {1 )) l(dgl(c )1 ») T H( dgl(c -:k)) dgl(c )1 —1}!

d’olt Tfg Agk'") = 1
De la méme maniere, on établit la propriété pour les g;(n). m

Remarques
1) On a donc

K n - (k—1n n -
A(k )A(d () %) 1 _ Ao 1 )(dgl(:—)lk) 1
Pour 0 < < &

k.n n - k=1,n+1 nt1)\— k-1,n n -
AEMAEGM, )1 = AT dgintilyr g el -
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Pour y =k

k,n n - k—l,n n -
AFPACG )T = AL

avec AP =1vn A (_, = dgitl) gl

Ces relations peuvent étre utilisées pour l’1mplementation paralléle de la
méthode d’extrapolation & la place de ?E-algorithme. Cette méthode est
particulierement adaptée a I’extrapolation simultanée de plusieurs suites avec
la méme famille de suites g;(n).

2) Nous ne traitons pas le probleme de convergence. Il est par exemple,
intéressant d’étudier cette question pour le corps des quaternions [28].

3.4 Cas vectoriel

Etant donné un corps non commutatif IK.
IK” peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel a gauche en définissant
la loi externe de la maniere suivante

K x IK? — IK?
T o ATy
T, T, Az,

Soit (IK?)* le dual de IK®. C’est un espace vectoriel a droite sur IK (voir [22]).
Soit (Sy) une suite d’éléments de Ih” telle que:

Sp=S+agi(n) + ...+ arge(n) (3.10)
ou S € IN?, ay,...,ax € IK.
Pour exprimer S en fonction des g;(n), : = 1,..., k, nous devons résoudre le
systeme:
a191(n) + ... 4+ akgk(n) + S = 6
a1Agi(n) + ... + arAg(n) + = AS,
a;Agiin+k—-1) + ... + axAg(n+k-1) + = ASpti-1
(3.11)

Soit y € (IK?)?. Notons y(z) = (z,y) ot z € IK” et (z,y) € IK.
Appliquons y aux équations du systeme (3.11) sauf la premieére, nous obtenons:
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a1(Agi1(n),y) + ... + ax(Agk(n),y) + (AS,,y)

(A5n+k—l 9 y)
Sn
(3.12
Notons S*, S, gi(n), ¢ = 1,...,p les composantes respectives des vecteurs
S, Sy, gi(n). Si les désignants

al(Agl(n+k—1),y) + ... + ak(Agk(n+k—1),y) <+
a191(n) + ...+ awgi(n) + S

(Agi(n),y) oo (Agk(n),y) 0
(Barin+k=1)3) ... (Dguln+k=1)y) 0| 7 0 = ho?
91(n) oo gi(n) 14,
On aura
(Agi(n),y) . (Agk(n),y) (AS.,y)
gl : :
(Agpi(n+k—-1),y) ... (Age(n+k—-1),y) (ASntk-1,¥)
9:1(n) v gi(n) Sn g
(3.13)
(Agi(n),y) .. (Ag(n),y) o
(Bgi(n+k=1)y) ... (Bg(n+k=1),y) 0
91(n) oo Gi(n) 14,

Définition 3.1 Soient u;; 1=1,...,k~1; 3 =1,...,k des éléments de IK
Sotent vi; 7 =1,...,k des éléments de IK*.
On appelle le d.désignant vectoriel

Uy ... Uk

Ukl oo Vkk
le d.désignant obtenu en développant par rapport a la derniére ligne.

Remarques
1) Cette définition est une généralisation des "déterminants vectoriels” (voir
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[11]) au cas non commutatif.

2) Toutes les relations récursives scalaires restent valables.

3) Cette définition n’aura aucun sens si les vy; ¢ = 1,...,k occupent une
autre ligne que la derniere.

4)Les composantes du vecteur d.désignant sont les d.désignants des com-
posantes c.a .d

T
U1 ... Uk Uy ... Uk Uy ... Uk
1 1 14 14
Vk1 ... Ukk Uky oo+ Uk Vi1 . Vkk

Lemme 3.1 Sotent u;; t=1,...,k+1, 3 =1,...,k des éléments de IK

U1 el Ugk 0

Le d.désignant 01 est €gal a 1.
Uk e Ukk 0
Ukt11 oo Ukprk 1y

Démonstration
La propriété est vraie pour k = 1. En effet:
u;; O -
H =1-0.uluy = 1.
1
U2
d L4 , . .
Supposons que la propriété soit vraie pour k. Pour k+ 1,0n a
Uiz e Ugk Utk+1 0 Uun cee Uk 0
: ol _ 0 _
Uk411 --- Uk+lk Uks1k41 O Uky cooouge 0
Uk421 .- Uk42k Ukt2k+1 1 |y Ukt21 - Ukt2k 1|,
-1
U coe Uk 0 Uy <o Utk Un cer Ugg Uik+1
0 : : : :
Ukt eeo Ukk 0 Uk eee Ukk Uk ceo Ukk Ukk+1
Ukrr oo Urprk O [g] Ukann o Wkpakdn [ ] Uke2t oo. Ukg2k Uks2kd |

Le premier terme du second membre de 1’égalité est égal a 1 d’aprés I’hypothese
de récurrence. le premier facteur du second terme du second membre de
Iégalité est égal 2 0. =
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Lemme 3.2 On a )
(AS,,y) (Agi(n),y) oo (Agi(n),y) -

(ASpsr-1,9) (()Agl(n +E=1),9) ... (Age(n+k—1),9)
1 0

(AS.,y) (Agi(n),y) .(Agk(n),y)

d

(DSarkeryy) (Bar(n+E=1)3) ... (Dg(n+k—1),7)
Sn a1(n) coe gk(n) J

Démonstration
D’apres le lemme2.1, ’expression (3.13) s’écrit:

(Agi(n),y) oo (Agk(n),y) (AS.,y)
Si— : : :
(Agi(n+k=-1),y) ... (Bg(n+k-1),y) (ASatk-1,9)
91(n) oo gk(n) Su d
(3.14)
En appliquant la propriété 16 du ch.2, puis la propriété 11, on a
-1
(ASq,y) (Agi(n),y) oo (Agk(n),y)
Si — x
(ASpsk-1,y) (Agi(n+k=1)y) ... (Ag(n+k—-1),y)
1 0 ... 0 J
(Asmy) (Agl(n)’y) s (Agk(n)sy)
(A5n+k-1,y) (Agi(n+k—1),y) ... (Agk(n+k —1),y)
Sn gi(n)’ oo gi(n) g
Nous en déduisons immédiatement "
(ASq,y) (Agi(n),y) oo (Agr(n),y)
S = . x
(ASn4k-1,y) (Ag(n+k—1),y) ... (Ag(n+k—1),y)
1 0 ... 0 4
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(ASa,y) (Agi(n),y)
(Asn-’-k-la y) (Agl(n + k- 1)7 y)
Sn gl(n)

Remarques

- (Agk(n),y)

. (Agk(n + k- 1)3 y)
. gk(n) d

1) L’expression de S donnée par le lemme 2 ressemble & celle donnée par
C.Brezinski dans [5], mais dans I'ordre (IK est non commutatif)

2) Si IK est commutatif, on retrouve les mémes résultats que dans [5], puisque
d’apres la propriété 2 du ch.2, on a le déterminant

(ASn,y)

(Agl(n)ay)
(ASwsrenry) (Aga(n+k=1),3)
Sn gl(n)

est égal a

Ax AR x .

ou

(ASn,y)

A=|"

(A5n+k_1,y) (Agl(n + k— 1),y) .

Sn gi(n)

(Agi(n),y)

. (Bgk(n),y)

oo (Agr(n+k-1),y)
. gx(n)

x A@ x A?

(Agk(n)a y)

(Agk(n + k —1),y)
. gk(n) d

et les A' 1 =1,...,k sont les d.désignants principaux A

De méme le déterminant

(ASn’ y) (Agl(n)ay)

(Asn+k—la y) (Agl (n +k- 1)1 y)
1 0
est égal a

(AS'M y) (Agl(n)’y)

1 0

(AS,4k-1,Y) (Agi(n+k-1),y) ...

. (Agk(n)’ y)

. (Agr(n+k—-1),y)
. 0

- (Agk(n),y)



D’ou en remplacant dans ’expression de S

(AS.,y)  (Aa(n),y) oo (Agk(n),y) -
Pk :
(ASnsk-1,9) (Agi(n+k—1),y) ... (Ag(n+k—1),y)
1 0 .. 0
(ASn,y) (Agi(n),y) oo (Agi(n),y)
(ASuriony) (Agin+k=1)9) ... (Bgln+k=1),9)
S g1(n) e gk(n)
qui est égal a
Sn 91(n) o gk(n)
(AS,,y) (Agi(n),y) oo (Agi(n),y)

(BSwaicrry) (Bar(n+k=1)9) ... (Ag(n+k=1),1)
(Agl(n)’y) (Agk(n)’y) 1

(Agi(n+k—1)y) ... (Ag(n+k—1),y)
qui est ’expression donnée dans [5].
3) Si la suite de vecteurs (S,) n'a pas la forme exacte (3.10), S dépendra de
n et de k. On notera 2Ei(S,).

(ASay)  (Agi(n),y) oo (Agi(n),y) i
dE Sn =
H5) (ASntk-1,y) (Agi(n+k=1),y) ... (Agu(n+k—1),y)
1 0 ... 0 4

(ASn,y) (Agi(n),y) oo (Agi(n),y)

(ASn+k-1,y) (Bor(n+k—1)y) ... (Ag(n+k—1),y)

Sn gl(n) s gk(n) d
Il s’agit maintenant de construire un algorithme qui calcule récursivement
ces quantités E(S,).

Considérons maintenant les quantités 9E,(‘") et 991(:;-) calculées par
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Initialisation:

JEM =S, n=0,1,...
’g((,?,-) =g(n);i=12,...;n=0,1,...

Itération:

Pour k =1,2,..., n=0,1,...

‘Ex(n) = *Ex-a(n) = (ACEra(n)), 1) A0 10),¥) ™ 01h i
i) = 9gk-14(n) = (A1), )AL, 1), 9) Mgl o
i=k+1,...

ou l'opérateur A agit sur les indices supérieurs n.

Pour ces quantités, on a le

Théoreme 3.6 ‘E{™ = ¢E(S,)

Démonstration
Nous allons démontrer simultanément:

( dE,': = dEk(Sn)
(Agi(n),y) (Agi(n),y) oo (Agi(n),y) -
dg (m) | P
960 = (Agitn+ k- 1),3) (BantE=Da) - Baxtnt k1))
4 1 ... 0
(Agi(n),v) (Agu(n),¥) . (Bge(n),y) ’
(Agn+k—=1),y) (Aqn+k—1)y) ... (Age(n+k—1)3)
L | gi(n) g1(n) v gk(n) 4

Par récurrence
La propriété est vérifiée pour k = 0.
Supposons qu’elle soit vérifiée pour (k —1).
(ASa,y) (8g:1(n),y) o (Bgr(n),y) -

B (S.) = | :
50 =1 (ASureny) (Bai(n4k—103) ... (Bge(n+k—1)9)
... 0

1 0 g
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(AS,,y) (Agi(n),y) oo (Dgr(n),y)

(ASn+k-1,¥) (Agi(n+k—-1),y) ... (Age(n+k—1),y)

S, g1(n) .. gi(n) d
En appliquant I'identité de Sylvester (propnete 2.1 du ch.2), on aura
E(Ss) = {~AB1C}™! x {D AB™'E} ou

(Agx(n),y) . (Agk(n) )
A=
(Ayx(n +k-1)y) ... (Agk(n +k-1),9) |,
(Agi(n),y) oo (Agr-1(n),y) (AS,,y)
B=]: : :
(Agi(n+k=1),y) ... (Agra(n+k—1),y) (ASnsr-1,9) |,
(Agi(n),y) oo (Agr-1(n),y) (ASq,y)
C = .
éAgl(n +k-1),y) ... éAgk_l(n +k-1),y) (ASpsr-1,Y)
1
(Agi(n),y) coo (Agk-1(n),y) (Agk(n),y) ’
Dol : :
(Bgi(n+k-1),y) ... (Agkaa(n+k—1),y) (Agr(n+k—1),y)
g1(n) o Gr-1(m) gk(n)
(Agi(n),y) oo (Agr-1(n),y) (AS.,y)
b= kAgx(n +k-1)y) ... -(Agk 1n+k—1),y) .(A5n+k-1,y)
91(n) gr-1(n) Sn d

4E,(S,) = —~C~'BA- 1D+ C-1BA-'AB-'E
4E4(Sn) = C1E — C-'BA-'D.

Or C =1 (méme démonstration que pour le lemme 3.1) donc:

1E(S,) = E — BA™'D. Or d’aprés l'expression (3.14) et I’hypothése de
récurrence, on a E = ¢E}_, d’ott ¢Ei(S,) = “E{™, — BA™1D.
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(Agi(n),y) oo (Agk-1(n),y) (Agk(n),y)

b= .(Agl(n+k—1),y) .(Agk-l(n+k—1),y) .(Agk(n'*'k—l),y)

g1(n) coe Gr-a(n) 9k(n) d

En appliquant la propriété 2.16 du ch.2, puis la propriété 2.11, on a:
D=

(Agi(n),9) (Aax(n),9) o\ (Bgea(n),y) -

.(Agk(n+k—1),y) .(Agl(n+k—1),y) &Agk_l(n-f-k—l),y) X

1 0 .. 0 J
(Agi(n),y) (Agi(n),y) o (Agioa(n),y) |
.(Agk(n'*'k—l)’y) (Agl(n+k_1)’y) .(Agk-l(n'*'k_l)’y)
gk(n) g1(n) oo gr-a(n) J

D= dgfl)lvk (d’apres 'hypothése de récurrence). D’ou
1Ei(S,) = E{Y; — BA=14g(™, ,. Posons I = BA™.
D’apres ’expression de I, I est un scalaire. Il vient donc

(dEk(Sn) - dEk-—l(Sn)ay) = —I(dgfrn—)l,k’ y)

Or, il est facile de voir que (Ex(S,.),y) = Ex(Sn,y)
(Naturellement les vecteurs g;(n),...,gx(n) sont remplacés par

(91(n),9)s- .. (gx(n), 9).
Or d’apres les régles du ¢ E-algorithme scalaire, on a
?Ex(Sn,y) = “Ex-1(Sn,y) = =A% E1(Sn, ¥)(A%ko1 1 ¥) 7 (CGkork 5 ¥)-
dolt I = (A?Er-1(Sn,9))(A%k-14",9) " = (AErct”, y) (A7 1 4,9) 7

Ainsi on a enfin
Ei(Sa) = *Ery” — (AYE y) gin ™ = E].

Pour les %g; i(n), la démonstration est la méme, puisq’il suffit de remplacer
S, par gi(n). =
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Théoreme 3.7 §i S, = S+ a191(n) + ... + argi(n) V n alors
dEr =S Vn

Démonstration

Cela résulte de la construction. Plus généralement encore

Théoréme 3.8 §i S, = S+ ayg1(n) + ... + axgx(n) V n alors ‘E} =
(n)

S+ ar?glher + Graglla + ... Y,k

Démonstration

La propriété est vraie pour k = 0.

Supposons que c’est vrai Spour k-1.

‘B = 5+ Liokor 0900 — Tisina (08070 1) (A% 19) 0l
dE)(cn) =5+ Ei>k-—1{aidgl(:1)1,i - (Adgl(ci)l,i’ y)(Adg,(l)l,k, y)-ldgin-)l,k

BN = § + Tios a;dg,(;;-) car (dg,(:k) =0.) m De méme, étant donné un corps
non commutatif K.

IK® peut étre muni d'une structure d’espace vectoriel a droite en définissant
la loi externe de la maniere suivante

K? x IK — IK?
Ty I IE]A
Tp T, TpA

Soit (Ik%)* le dual de IK*. C’est un espace vectoriel a gauche sur I\ (voir
[22]).

Soit (S,) une suite d’éléments de IK? telle que:

Se=8S+a(n)a+...4+ gi(n)ai (3.15)

ouS € IK*, a;,...,a; € IN.
Pour exprimer S en fonction des g;(n), 2 = 1,...,k, nous devons résoudre le
systeme:

gi1(n)a; + ... + gi(n)ax 4+ § = S,
Agi(n)a + ...+ Ag(n)a + = AS,
Agiln+k-1)a + ... + Agin+k—-1)ax + = AS.ik

(3.16)
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Soit y € (IK?)?. Notons y(z) = (z,y) ou = € IK? et (z,y) € IK.
Appliquons y aux équations du systeme (3.16) sauf la premiere, nous obtenons:

(Agl(n)a y)al + ... + (Agk(n)’ y)ak + = (ASn, y)
(Agl(n + k - 1)’ y)al + ... + (Agk(n + k- 1)) y)ak + = (ASn+k—1,y
g1(n)a, + ...+ gi(n)ax + § = 5,

(3.17)

3) Si la suite de vecteurs (S,) n’a pas la forme exacte (3.10), S dépendra de
n et de k. On notera ?Ex(S,).

(ASay)  (Agi(n),y) cor (Bgi(n),y) -
d _l: :
EeSn) =1 (ASunnst) (Bai(n+E=1)3) .. (Ags(n+k—1),0)

1 0 .0 ,

(AS,,y) (Agi(n),y) oo (Agi(n),y)

(ASwiiony) (Aqin+Ek=1)y) ... (Bgiln+k=1),)
Sn gl(n) gk(n)

’ ’ d.
Il s’agit maintenant, comme pour le cas précédent, de construire un algo-
rithme qui calcule récursivement ces quantités 9 Ex(S,,).

(n)

Considérons maintenant les quantités 9E£ et 9g calculées par

Initialisation:

SEM =8, n=0,1,...
gg(()f:-) =gi(n);1=12,... ; n=0,1,...

Itération:

Pour k =1,2,. ,n—Ol
9Ey(n) = 9 Ep-1(n) — 29 1 (AC, 1), 8) 1 (ACEsos (n)), )

9g0.4(n) = 4g5-14(n) = 791 (AL )0 1) ACGo1(n), )
i=k+1,...
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ou 'opérateur A agit sur les indices supérieurs n.
Pour ces quantités, on a le

Théoréeme 3.9
SE™ = 9E(S,)

Démonstration
Elle se fait de la méme maniere que la démonstration du theoeme 3.1 avec

Ig1i(n) =

ngi(n),y) (Agi(n),y) ngk(n),y)
iﬁgs(nw— 1),3) ;;A'(il)(nw— 1),9) iﬁik)(nm— 1),9) g
(Bg:(n),) (Ag(n),y) ... (Bge(n),y) -
:gAg,-(n +k-1),y) (()Agl(n +k-1),y) ;()Agk(n +k-1),y)

Théoréme 3.10 S5i S, = S+g1(n)ay+...+gx(n)ar V n alors 9E,(c") =S5Vn

Démonstration
Comme pour le théoreme 3.7, cela résulte de la construction. Un résultat
plus général encore

Théoréme 3.11 Si S, = S+ gi(n)ay + ... + gi(n)ax V n alors gE)(:'fl) —
S+ gg§c712+1ak+1 + 9g£'2+2ak+2 +... Vk,n

La démonstration se fait d’une maniere analogue a celle faite pour le théoreme

3.8

3.5 Transformation de Shanks

Soit (Sn),¢ pv une suite d éléments du corps non commutatif JK qui vérifie:

{aOSn + @541 + ...+ @Spyx = S (3.18)

Qo + a; + e + ai = 1 Vn
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Pour exprimer S en termes de la suite, on résoud le systéme suivant:

ao + a + ... + ai =1
aoS,, + 015n+1 4+ ... + akSﬂ+k "‘S =0
aoASn + GIASn+1 4+ ... + akASn+k =0 (319)
aOASn+k—l + alsn+k + ... + akASn+2k—1 = 0

en supposant que le d.désignant de ce systéme soit non nul, on a

1 1 a1 1
Sn Sn+1 eor Stk
S=|AS.  ASuyy ... AS.y

OO

ASﬂ+k—1 ASn+k . ASn+2k-—l 0
1 1 R | 0
Sn Sn+l e Sn+k -1
ASn Asn+1 oo A5n+k 0

A,

ASn+lc—1 ASn+k e ASn+2k-—l 0
Pour une suite S,, qui n’a pas la forme exacte 3.18, S dépendra de k et de n.
On notera %4 (S,) au lieu de S.

La transformation

T . (Sn)pe N — 4e,:(S,) est la transformation de Shanks a droite.

Nous allons constuire de la méme maniere 97 :

Soit (Sn),e pv une suite d éléments du corps non commutatif JK qui vérifie:

Spao + Spy1a; + ... 4 Spppar = S
{ ao + a + ... + a; = 1 Vn (320)
Pour exprimer S en termes de la suite, on résoud le systéme suivant:
ao + a + ... 4+ a = 1
Snao + Seniaa + ..+ Sppkax -5 =0
ASnao + A5n+1a1 + ... + AS,-H,kak = 0 (3.21)
ASpik-160 + ASppkar + ... 4+ ASiia-0k = 0
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en supposant que le d.désignant de ce systeme soit non nul, on a
1 1 1 o |7
Sﬂ Sn+1 c e S"+k —1
S = ASn ASﬂ+1 . ASﬂ+k 0

ASpik-1 BSnyk ... ASppq 0

1 1 o1 1
Sn Sn+] oo Sﬂ+k 0
AS, ASny1 ... ASnik 0

ASn+k—l ASn+k A5n+2k-—1 0 g

Pour une suite S, qui n’a pas la forme exacte 3.18, S dépendra de k et
de n. On notera 9¢4(S,) au lieu de S.

La transformation

ST : (Sn)neﬂ\’ — 994 (Sy) est la transformation de Shanks & gauche.

Il s’agit maintenant de trouver un algorithme qui calcule récursivement les
quantités %e2x(Sn), %€2x(S,) sans calculer explicitement les d.désignants et les
g.désignants en question.

3.6 L’c-algorithme

Wynn in [39,41] a construit un algorithme, e-algorithme, qui permet la mise
en oeuvre de la transformation de Shanks (ici I = IR ou ).

Nous allons voir que cet algorithme est encore valable pour la mise en oeuvre
de 9T, 4T. (c a d que I’c-algorithme va nous permettre le calcul récursif des
quantités Egk( n )y 7€2k(Sn)-

Nous posons %ezx41(Sn) = ( dear(AS,)) ! et

Seak+1(Sn) = (Se2x(ASn))~!

Soient e} les quantités calculees de la maniere suivante:

ery=0 n=0,1,.

eg =5 n=0,1,.

Pour k =0,1,. n=0,1,...

€he1 = €xy + (ek t — )
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Théoréme 3.12
€r = %ex(Sn) Vk,n

Démonstration
J 1 1|1 o |7 »
€o(Sn) = s olls -3 =(0-1x1x8,)x(0-0x1xS5,)"!=
n dl~n d
Sp = €3.
De méme

%e1(Sn) = (*eo(AS,))! = €7
Nous allons démontrer par un calcul direct que
%€2(Sn) — %€0(Snt1) = (Y€1(Sna1) — %€1(Sn)) 7.

C’est a dire .

1 1 1 1 1 0 -1
S S 0] |S. Sy -1 15 (1) }9 ‘11 -
AS, ASwy 0[] AS, ASy 0 | 17 Ol S =1,
Wl Yo S ke ML O e
ASpsr 0|, ASw -1, AS, 0| AS, -1,

Développons le premier membre de 1'égalité. 1l est égal a
—AS, + Sp(AS:) Y ASus1 — AS)) X ((ASR) Y (ASn41 — AS))™! = Spg
—Asn((ASn)_l(ASn-&—l - Asn))_l + Sn - Sn+l
—AS,(ASp41 — AS,)TAS, - AS,

~ASu(ASns1 — AS)THAS, + (ASp41 — ASL))
—AS,(ASp41 — AS)TAS 4

—AS,(ASn1((AS,)™ — (ASn41) " 1)AS,)TAS 1
—ASn(ASh) T ((ASn41)™! = (AS:) ™) H(ASn41) T ASnn
= ((ASn1)™! = (AS,)1)™!

qui est tout simplement le second membre de ’égalité.
Démontrons aussi que

%€3(Sn) = %€1(Snt1) = (€2(Sns1) = %€2(8n)) ™. %e3(Sn) = “e1(Sanr) =

1 1 111 1 o ™\~
AS, AS..1 0| | AS, AS.., -1
A2S, A5, O || A, A2, 0 |
_ -1
[l 1] |1 o |7
ASppr 0|, ASesn -1 |,
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-1

1 1 0 1 1 1 1 0 ]
=|AS, AS.y -1||AS, AS.. 0 -l As.. —111as
A5, A? Sps1 0 J A?S, A? Spp1 0 ; n+l d n+1

En appliquant l'identité de Schweins (propriété 3.18 ch.2), on a

Ye3(Sn) — %€1(Snin) = 1

1 1 0 1 1 1
ASﬂ.H 0 -1 ASn ASn-H 0
A%Snyr 0 0 | ] A5y ASapy 0,
E F-!
De méme
d€2(5n+1)—d52(5n =
1 1 1 1 0

Sn+1 Sn+2 -1
ASni1 ASny2 0

)
1
Sn+1 Sn+2 0
0

ASpy1 ASni d d

1 1 1 1 1 0
Sn Sn+1 0 Sn Sn+1 -—1
AS, AS,;, O 4 AS, AS.4,; O d
d52(5n+1) - dfz(Sn) =
/| 1 1 1 1 1 1
Sn+l Sn+2 0 - Sn Sn+l 0
\| ASw41 ASwp2 0, |AS, ASuy 0,
1 1 0 1 1 0
Sn Snt1 -1 Snt1 Sn+2 -1 )X
AS, ASpy1 0 || ASppr ASn42 0 |,
1 1 o |7

Sn+1 Sn+2 -1
ASpy1 ASnyy 0 4

Et—l

Notons F’ la quantité qui est entre parenthese.
Ainsi

(“e2(Sns1) — “e2(Sn)) ™ = E'(F')?
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Montrons que E = E'. En effet, en appliquant la propriété 2.1 du ch.2, on a:

1 1 1 0
E= AS,41 O ASpy1 -1 a| _ | =ASen -1 _ 1ASp41 -1
AR 1 1 0 T A 0 |, | A%Syn O )
A%S,., 0 g AS.4, O a g
(prop 2.4)
De méme
1 1 1 0
E,= Sn+l Sn+2 d Sn+1 -1 d - A3n+1 -1
1 1 1 0 A5, 0,
ASnsr ASnyz |, | ASasr 0, |,
Démontrons maintenant que F = F'. Considérons le d.désignant
1 1 0 1
Sns1 Sng2 =1 0
AS, AS.;; 0 0
ASns1 ASpye 0 0,
Il est égal a
1 1 1
Sn+1 Sep2 0] =
ASp4y1 ASpy, O d
11 11 1 0o |71 1 0
Snt1 Sny2 O Sn1 Snyz =1 Sntr Sny2 -1
AS, ASny 0, AS, AS,4 O g | BSn41 ASpy2 0 |,
or
11 11 1 o |
Sn+1 Sn+2 0 Sn+1 Sn+2 -1 =
AS, AS,;1 0 4 AS, ASp41 0 q
11 1|1 1 o |
Sn Sﬂ+1 0 Sn Sn+1 —1 == F’.
AS, ASp 0, AS, ASp41 0 P
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En appliquant la propriété 2.10,2.11 puis 2.1 du ch.2, on a

1

[
F=| g

ASn+l

Sn+1

1

AS,
A5n+l

-1

OO O

Nous allons suivre la méme démarche pour la démonstration dans le cas

général.
Démontrons que

Sn+l

1 0
-1
ASn4 0
ASﬂ+2 0

Sn+2

Sn+2
1

ASn«{»l
ASn+2

oo - 0O

1
0
0
0

Sn+1
1

AS,
d

1
AS,
ASn-H

Sns2 0
1 0 1
ASyy1 0 0
ASpp1 ASesz 0 0

ASny 0
ASﬂ+2 0

-1

1
=F

d

€2k+2(5Sn) — €2k(Snt1) = (€2k41(Sn41) = €2k41(Sn)) 71
€2k+2(5n) - €2k(5n+1) =

1 1 1

Sn Sn+l Sn+k+1
AS, ASni ASniks1
ASn-f-k AS'n+k-0-1l ASﬂ+2k+l
1 1 1

Sn+l Sn+2 Sﬂ+k+l
ASn+l ASn+2 ASn+k+1
ASptk ASnsiks ASni241

[ R
e

[am BN en ] (an)
oo s
S g
+ +
- »

L)
B>
n

3

+

L

En appliquant l'identité de Schweins
€2k+2(Sn) — €2k(Sn41) =

1
Sn+1
ASn-l—l

AS'n+k+1

1 0
Sn+k+l

ASﬂ+k+1 0
A5n+2k+1 0

-1

1
0
0

o e

oo Sﬂ+k+l
. ASn+k+l 0

1

Sn+l
ASn+1

ASn+lt:+1

1

Sn+2
ASﬂ-+-2

ASp k41

1 0
-1

. ASn+2k+l 0

1 0
Sn+k+1 -1
ASﬂ+k+l 0
. ASnio4r 0
1 0
cor Sngrsr -1
. ASrz~{>-lc+l 0
ASpy2x 0
-1
d




(e2k42(Sn) — €2k(Sn+1)) !

1 o1 0 1 1 o 1]
Sn oo Sk -1 || San Savk+1 -1 0
ASn . A.S'n+k+1 0 AS'n-l-l ASn+k+1 0 0
AS,H,]; . -AS,,+2I;+1 0 d¥A5n+k+l AS'n+2k+1 0 OL
° El g Ffv—l
€2k+1(5n+1) - €2k+1(5n) = ;
/|1 1 1] )1 o1 o |
AS,H.] . ASﬂ+k+] 0 A5n+1 B ASn+k+1 —1
A%S, 4 ASpiknn O A%S, 44 A?Spiksr O -
A251l+k AzSn-t—2k+l 0 d A25n+k A25n+2k 0 d
1 ] 111 1 o ™\
AS, AS, 1k 0 AS, voo ASnik -1
A25n A2Sn+k O A2Sn AZS,H.}; 0
A2S'n-f-lc-l A:')Sn+2k-l 0 d A2Sn+k—] . A2Sn+2k—1 0 d
€2k+1(Sn41) — €2k4+1(5n) =
1 1 0 1 ] 1™
AS-,H,] ASn+k+l —1 ASn+1 “ o ASn+k+1 O
A2Sn+1 A2Sn+k+1 0 A2Sn+] “oe A2Sn+k+] 0 p—
A%S ik A%Spi O d A¥S ik ... AMSpioksr O p
1 1 0 1 | 1™
ASn ASn+k —1 ASn . ASn+k 0
AQSn A25n+k 0 Azsn A25n+k 0
A25n+k—1 A2Sn+2k—1 0 d A25n+k-l A25n+2k—l 0 d
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52k+1(5n+1) - €2k+1(5n) =

1 1 e 1 0
ASist ASwiz ... ASwexs -1
A%Spp1 A%Spy2 ..o Ak 0
A25n+k A25n+k+l e A25n+2k 0

1 1 AU | 0
ASn AS"H-I “ee ASn-l-k -1

— Azsn A25n+] o e A25n+k 0

A%Spik-1 A%Sppr ... A%Sui2-1 O

1 1 R | 1
AS, ASpyi ... ASni 0
Azsn A2Sn+1 o s A25n+k O
A?Sppk-1 ASppk ... A%Spimk-r O P
1 1 R | 1
ASns1  ASniz oo ASpker O
A2Sn+1 A2Sn+2 “o A2Sn+k+1 0
A28k A¥Spqker oo ASppakr 0 P
1 1 o 1 1™
ASn+1 A5n+2 “ee Asn+k+1 0
A25n+1 A2Sn+2 oo A2Sn+k+l 0
A2Sn+k A2Sn+k+1 “on A25n+2k+1 0 d

F!
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Montrons que F' = F. En effet F' =

Pk

1 “e 1 0 1 Sn+1 Sn+k+l —1 0
Sn+1 oee Sn+k+1 —’1 0 1 o 1 0
AS,-H,] coe ASﬂ+k+1 0 0 = ASﬂ+1 cee ASn+k+1 0 0
ASpik+1 - ASpsoesr 00 d ASpik+1r .. ASppoksr O 0
0—1 fﬂ+1 e fﬂ+k+1 2 1 . 1 1
0 AS.y1 ... ASpkn 0] = _AS ntt e BSnikn 0
0 ASn+k+l o ASn+2k+1 0 ; ASn-Hc-H oo ASn-ir2k~{-1 0 d
F
Montrons que E = E’. Pour cela, considérons le d.désignant
1 1 R | 10
ASn4 ASnyo voe ASpgksr 0 =1
A?S. 41 A5, 42 cor DStk 0 -1
A%Spik-1 A%Snyr ... A2Spi; 000
A%S, A?S, 44 oo AS 0 0
A2Sn+k A2Sn+k+1 s A25n+2k 0 0 d
1 1 AU | 1
ASni AS, 42 oo ASpgk1 O
A5, AS, 40 oo A¥ppkn 0
ASupicy AlSupx o ASua 0
A2Sn+k A25n+k+l cee A2Sﬂ+2k O d
1 o1 0 1 o1 17!
AS,H.l “ e ASn+k+] “1 ASn+1 cee ASn+k+1 0
A2Sn+1 v e A25n+k+l 0 A25n+1 “ee A25n+k+l 0
A25n+k_1 e A2Sn+2k-l 0 A25n+k_l o A2Sn+2k_l 0
A?S, eo. A28 0 A?S, A 0 p

S
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1
ASn-H
A8, 4y

A2S'n+k-1
A2Sn+k—1
AzSn-Hc

Or E=
1
ASn-H
A%S,
AS, .,

A2S'n-i-k—l
A25n+k—l

1
ASn+2
A25n+2

A%S, ik
A2S'n.+k
A25n+k+1

1
A511-}»2
A8, 41
A?S,.;

A2Sn+k
A2Sn~+-k

R | 1
. ASp4kn 0
. A4 0
A%Sptok-1 0
A%Sp42k-1 O
ASppn 0,
1 0 1

. A2Sn+k 0 A2Sn

. ASn+k+1 -1 AS'n.+1

A%Sppir O A?S, 41

. A¥Spiake1 O

Ainsi, en comparant avec E, il vient

1 1 |

ASn-H AS,H.Q S ASn+k+1

A2S’n+l A2,5n+2 coe A2S’n+k+1

A2SrrHc-—l A25’11-}-!: “ee A25n+2k—1

A2Sn A25n+] o .. A2Sn+k

A2S’n+k A2Sn-}-k-{»l v A2S"rz-§-2lc
1 1 N | 1
A5n+1 Asn+2 e ASn+k+1 0
A25n A25n+1 «ee A25n+k 0
A25n+1 A2Sn+2 “on A25n+k+1 0
A25n+k—l A2Sn+k “on A25n+2k—l 0
A25n+k A25n+k+l P A25n+2k 0
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1
ASn+2
A2Sn+1
A2Sn+2

. A2Sn+2k-l 0 A25n+k—l A2Sn+k
A2Sn+l:—1 A2Sn+k

M == =]
e |
—

oo
oo

o
[ees]

1
ASn+k+1
A2511-!-1:
A28tk

2
A Sn+2k—1
A25n+2k—1

OO O -

o v

-1



1 1 | 10

AS,, ASn+1 PEPN AS,H,); 0 —1

A?S, A%Spp1 oo ASpyx 00

A25n+1 AZS,-H.Q .o A2Sn+k+1 0 0 F—3

A2Sn+k_1 A25n+k .o A2Sn+2k._1 0 0

A2Sn+k A25’n+k+] .« A2Sn+2k O 0 d

11 1 R | 0

0 AS, ASn41 voo ASpik -1

0 Azsn A25n+1 e A25n+k O )

0 A2Sn+1 A2Sn+2 “ee A25n+k+1 0 =

0 A2Sn+k..} A25n+k . A25n+2k—1 0

0 A25n+k A2Sn+k+] “o A2Sn+2k 0 d
ASn PN ASn+k —'1

A8, ... A O

A2Sn+k e A2Sn+2k 0 d

(Ceci provient de I’application de la propriété 2.1 (p=1) du ch.2)
Pour E’ on a

1 o1 0
Sn e Sﬂ.+k+l —1
E’ — ASn AN Asn+k+1 0 =
ASnyk +o. ASpszksr 0 |,
ASn Sn+2 - Sn e Sn+k+1 - Sn -1

A?S,  ASny2-AS, oo ASpipe1—AS, 0

ASppr ASpykiz—ASnyk oo ASppaks1 —ASpye 0 |
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(Ceci provient de la propriété 2.1 du ch.2 (p=1))

(Ceci provient d’apres la propriété 2.15 du ch.2).

AS.  ASni
A?S,  A?Sn

A?Sppk DSy

Nous allons démontrer de la méme facon que:
€2k+3(Sn) — €2k41(Snt1) = (€2k42(Sn41) — €2442(Sn))™!. En effet
€2k+3(Sn) — €2k41(Snt1) =

€2k+3(5n) - €2k+1(5n+1) =

1
ASn+l
A28,

2
A Sn+k+l

1
ASml—k+l
A2Sn+k+l

2
. A Sn+2k+l

(52k+3(5n) - 62k+1(5n+1))—1 =

d
En appliquant 'identité de Schweins

o oo

1 | 0 1

ASn I ASn+k+1 '—1 ASn
A%S, . A%Soik O A%S,
AS, 4k A’Spyaknr 0 || A%Sngx
1 1 0 1

ASn+1 ASn+k-+-1 -1 ASn+]
AS,4 o Ak 0 AS,
ASppk ..o A 0 DSk

0 1

-1 | AS,

0 A%S,

O d A25n+k
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v A5n+] '_1
v A2S"+k 0
. A2Sn+2k 0 d

1 1
ASn+k+l 0
A2Sn+k+l 0

ASni2k41 O

1 1
ASn+k+1 0
A2Svri—k-l»l 0

!
“a,

A2Sn+2k 0

e 1
. ASn-l»k+1
. A25n+k+1

2
. A Sn+2k+1

oo

o -

-1



-1
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1 1 1 1 | 10
AS, ASniie1 O] | ASen A
Azsn A25n+k+1 0 A2Sn+1 A25n+k+1 0 0
A*Spyk oo A2Spynsy 0 ASpprer oo A%Spyoes 00 'S
E F?
E2k+2(Sn41) — E2k42(Sn) =
1 1 1 1 1 1
Sn+1 “ o Sn+k+2 0 Sn o Sﬂ+k+l O
Asn+1 e A5n+k+2 0 —_— ASn . ASn+k+1 0
AS'n+lc+l A5n+2k+2 0 d ASrH»k AS'n+2k-l-l 0
1 1 0 1 1 0
Sn Sntk+1 -1 Snt1 oo Snyks2 -1
ASn ASﬂ+k+l 0 ASn+l AS'n-}-k+2 0
ASnik ASptaktr 0 |, | ASatksr oo ASntaks2 0 |
1 1 o |
Sn+1 Sn+k+2 -1
AS, 41 ASniks2 O
A5n+k+l A5'n+2k-(»2 0 d
o=y
Posons E' =
1 1 1 1 1 1
S'n+1 Sn+k+2 0 Sn . Sn+k+l 0
AS"H—I . ASn+k+2 0 —_— ASn ASn+k+1 0
ASniks ASnizksz 0, | ASnsk ASni2k41 0



1 R | 0 1 e 1 0
Sn cor Sntknr -1 Sn+1 cor Sniks2 -1
ASw oo ASwprsr 0 | |ASays oo ASuirss 0 |)

ASn.-H: ASn+2k+l 0 ASn-HH—l A5n+2k+2 0 d

d

Nous avons

11 RO | 0

0 ASpn oo ASuu —1| | Agat o Afwee
F= 0 A25n+1 . A2Sn+k+1 0 = n+1 eee ) n+k+1 .

6 A2, k41 .A25n+2k+1 0 ) A’Sptktr oo A%Snpaenn 0 )
(propriété 2.1 avec p=1 du ch.2)

AS,41 Sn+3 — Sna oo Spsksz — Sn -1
P A5, AS,43 — ASpp vor ASpike2— ASnh 0 _F

AS,tke1 ASppkis— ASnpks1r oo ASniski2 — ASpgks 0 d

(propriété 2.1 et 2.15)
Nous allons maintenant démontrer que E = E’. Considérons le d.désignant

1 oo 1 0 1
Sn+1 e Sn+k+2 ‘—1 0 1 “es 1 1
ASn+1 PERERY ASn+k+2 0 0 Sn+1 “ o S'n.+k+2 0
E — AS,H.] o .. Asn+k+2 0 -
ASn+k . ASn+2k+l 0 0 5 E
ASn e Asn+k+1 0 0 A5n+k+1 e ASn+2k+2 0 d
A5n+k+] e ASn+2k+2 0 0 d

1 e 1 1|1 1 o |

Sn+1 coe Sn+k+2 0 Sn+1 oo Sn+k+2 —1

ASn+1 eae ASn+k+2 0 AS,H.] cen ASn+k+2 0

ASpik .. ASpioe4r O ASptk «.. AOSpto4r O

AS,, ce ASn+k+1 0 d ASn ce ASn+k+1 O d

g
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1

Sn+l
AS'n-H

ASn+k+l

1 0

. Sn+k+2 -1
. ASn+k+2 0
. ASﬂ+2k+2 0

Ce qui est au dessus de 'accolade est égal a

-1

1 1 1 1 1 0
Sn+l Sn+k+2 0 Sn+1 Sn+k+2 -1
ASn ASn+k+1 0 ASn ASn+k+1 0
ASp ASntky2 0 AN ASniks2 0
| ASnik ASatak+r 0 || ASnsk ASnsakr 0 |
En appliquant la propriété 2.12 du ch.2
1 1 1] |1 1 o ™
Sn Sn+k+l 0 Sn S‘n+k+1 -1
ASn Asn+k+l 0 ASn ASn-+-lc+l 0
ASﬂ+k ASn+2k+l 0 d ASn-H: AS’n+2k+l 0 d
d’ol1 en comparant avec le développement initial de E', il vient:
1 1 0 1
Sn+1 Sn+k+2 -1 0 1 1 0
ASn-H A'S,n+k+2 0 0 Sn S’n+k+1 -1
A5ﬂ+k Asn+2k+1 0 0 '
ASn ASn+k+l 0 0 ASn-{-k-&-] ASn+2k-}-2 0
ASn+k+l ASn-}-2k+2 0 0 d
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Sn e Sn+k+1 —1 0 —1 Sn ces Sn+k+1 0
1 | 0 1 0 1 | 1
- ASﬂ oo AS,,.,,H] 0 0 = 0 AS,; “ee ASn+k+1 0
A5n+k+1 cee AS,,+2k+2 0 0 d 0 Asn+k+1 N ASn+2k+2 0 d
1 R | 1
:AS'n “ee ASﬂ+k+1 0 - E
ASn+k+1 «oe ASn+2k+2 0 d

(Les étapes intermédiaires sont obtenues en appliquant les propriétés 2.10,
2.11 et la propriété 2.1 avec p=1 du ch.2)
Nous avons donc démontré que
Yex41(Sn) = Yer-1(Sn41) + (“ex(Snt1) — dEk(Sn))'l-
Comme nous avons déja vérifié que %o(S,) = € et %e,(S,) = €7}, il vient
donc:

4 (Sn) =€t Vn,k. m

De la méme maniere, on établit

Théoreme 3.13
9er(Sp) = €7 Vn,k.

Remarques
1) Toute cette construction reste valable si I’on se place dans un anneau as-
sociatif unitaire non commutatif Ik & condition de remplacer ci-dessus toute
hypothese .
H,: élément différent de 0 par 'hypothese
H,: élément inversible. Ainsi par exemple:

. . . . an a
Dans IK corps non commutatif, I’existence du d.désignant ' M2 est

azy az

conditionnée par la satisfaction de I’hypothese H;: ay; # 0.

Dans IK anneau associatif unitaire non commutatif, I'existence du d.désignant
apn a2
az; az
versible.

est conditionnée par la satisfaction de I'hypothese H;: a,; in-
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Cette remarque est importante pour le chapitre suivant puisque, comme nous
allons le voir, IK sera un anneau associatif unitaire non commutatif bien
spécifique.

2) Du théoreme 3.12, et du théoreme 3.13, on déduit %ex(S,) = 9€x(Sy).
Cela veut dire que pour les systemes (3.20) et (3.21), les (a;) ne sont pas
les mémes pour une suite donnée (S,), mais S est le méme pour les deux
systémes.

En revenant aux désignants, I'égalité %ci(S,) = 9€4(S,) se traduit par

1 1 1] |1 o1 o |7
Sn eer Spak 0 Sy eer Sntk -1

AS, e ASerx 0] | AS. ... AS.x 0 _
ASn+k—l s AS‘n+2k—l 0 d AS’n-{-k-l e ASn+2k--1 0 d

1 N 0o |71 1 1

Sn Sn+k —1 Sn Sn+k 0
ASn - ASn+k 0 ASn “ e Asn+k 0
ASn+k_1 v ASn+2k_1 0 g A5n+k—1 ) Asn+2k_1 0 g

Cette égalité a une forme équivalente donnée par Wynn [42):

postQ™ (X).postP(3) ™! = preP™ (A preQi ™ (N).

Nous reviendrons a cette question avec un peu plus de détails dans le chapitre
suivant. Remarquons tout simplement 'analogie parfaite qu'il y a entre les

deux expressions. Précisons pour le moment que postP{™), postQ(™), pre P{™), preQ(™
sont des polynoémes avec une certaine définition qui tient compte de 'ordre

du produit.

3) Par de simples manipulations des d.désignants, on peut écrire

-1

AS, ... ASwix1  Sn AS, ... ASproq 1

dezk(Sn) - :ASn+1 R :A5n+k ;gn+l :ASYI+1 e fksn+k 1
ASn+k o« o A5n+2k-—l S‘n+k d Asn+k e ASn+2k_1 1 d
(3.22)
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Cette expression est similaire ( de point de vue forme) a celle donnée dans
[5] p.9 a I'aide des déterminants (Dans ce cas Ik = IR ou C).
De méme, on peut écrire

AS, ... ASpukr 17 AS. ... ASpik-1 Sa

gEgk(Sn) — .ASn-H v .Asn+k 1 .ASn-H v .Asn+k ts"n+l

ASnsk ... ASpiak-r 1 ASp+k -.. ASpi2e-1 Sntk |y

3.23
4) Dela relation (3.22) ci-dessus, et de la relation (3.3), on déduit que defk(Sn;
peut étre calculé a I'aide du ?E-algorithme en choisissant g;(n) = AS,4i_1
comme %e24(S,) = 5 = °E}” (gi(n) = ASnyicy
9e0k(Sn) = €3 = 9E{™) méme initialisation

d

On aura dEi") = gEin) = ¢3;. Clest a dire que €3, peuvent étre calculées
indépendamment par ¢ E-algorithme ou ¢ E-algorithme.

3.7 Conclusion

Les désignants apparaissent donc comme une généralisation des déterminants,
puisqu’ils nous permettent:

1) d’étendre les méthodes d’extrapolation a des ensembles encore plus généraux
(corps non commutatif, anneau associatif unitaire non commutatif,...)

2) Si l'on se place dans IR ou € ou dans un corps commutatif IK, en utilisant
les méthodes exposées ci-dessus a 1'aide des désignants, les résultats sont les
mémes que ceux des mémes méthodes utilisant des déterminants.
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Chapitre 4

Sur ’c-algorithme vectoriel de
Wynn, algebre de Clifford,

désignants et autres.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, les §2, 3 sont consacrés & la contruction et aux propriétés de
’algebre de Clifford, le §4 a I’extrapolation générale dans ’algebre de Clifford
C(V), d’ou provient un algorithme généralisant 1’c-algorithme de Wynn.

Le §5 est réservé a ’établissement d’un résultat fondamental concernant ’e-
algorithme vectoriel de Wynn. En effet depuis trente ans déja, on se pose la
question de savoir si I’on peut exprimer les quantités vectorielles €} en fonc-
tion des termes de la suite S, sous forme d’un rapport de deux déterminants.
Le résultat fondamental est la réponse a cette question.

Au §6, on fait le lien entre ces nouveaux résultats et les travaux de Graves-
Morris, Roberts, Wynn.

On présente de nouveaux algorithmes dans le §7.

4.2 Algébre de Clifford réelle

4.2.1 Construction

Soit V un IR-espace vectoriel de dimension d. Soit ¢ une forme quadratique
réguliére sur V [17].

Considérons ’espace quadratique (V,¢). Nous allons construire un certain
anneau associatif unitaire non commutatif appelé I’algebre de Clifford C(V)
de V [2]. Pour les besoins de la construction, nous devons introduire quelques
notions élémentaires de la théorie des ensembles.

Soit M un ensemble. Soient S;,...,S, des sous-ensembles de M. On définit
une certaine somme S; + Sz + ... + S, (différente en général de la réunion).
Elle est formée des éléments de M qui appartiennent a un nombre impair des
ensembles S;.

Par exemple: M = {1,2,3},0ona {1} + {2} = {1,2} {2} + {2} =0.

(@ ’ensemble vide).

(Voir [2] pour plus de propriétés de cette somme).

Soit ay, ..., ay une base orthogonale de V. g(a;) sera noté a;.a; = a?: le carré
scalaire. Prenons M = {1,2,...,d}. CardP(M): le cardinal de ’ensemble
des parties de M est égal a 2. On construit un IR-espace vectoriel C(V) de
dimension 2¢ ayant pour base E,, S € P(M). (un vecteur E, pour chaque
partie S de M).
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Dans C(V), on définit une multiplication des éléments de base, notée x, et
on | étend par linéarité a C(V) tout entier.
La définition de la multiplication interne de x est:

Es x Er = H(S,t).es.:er H a?.E5+—_r
i€esnT

Le symbole (s,t) est défini de la maniére suivante
1sis<t
(s,8) = { ~1sis>t , (41)

Si S,T ou SNT sont vides, alors des "produits vides” apparaissent dans la
définition. Ils doivent étre interprétés comme étant égaux a 1.

Cette définition un peu compliquée, deviendra bientét compréhensible.
Dans [2], on établit le

Théoréme 4.1 (C(V),+, x,.) est une algébre associative appelée l’algébre
de Clifford associée a lespace quadratique (V,q). Cette algébre est non com-
mutative pour d > 1.

4.2.2 Propriétés et exemples

Propriété 4.1 C(V) est unitaire; Ey est | élément neutre.

Démonstration

Par définition on a:Ey x E, = E, x Ey VS € P(M).

On en déduit Ey x X = X x Ey VX € C(V). En effet

X = Yseom) @ Es a, € IR (puisque (S,),ep(m).) est une base de C(V). d’ou
Eyx X = Ey(C a,E,) =Y a,EyE, =Y a,(E,Ep) = (Y a,E,)Ep = X x Ey.
Identification

Par souci de simplicité, notons Eg au lieu de Ep et E; au lieu de Ey;y; donc
E, est 1 élément neutre de C(V).

L’ensemble des multiples scalaires de Ey, IRE; sera identifié a IR. Le vecteur
d

a; sera identifié au vecteur E;, le vecteur X = Z:c;a,— de V sera identifié au
=1

d
vecteur Ez;Ei de C(V). Avec ces identifications, nous avons IR € C(V);
=1

VeCo).
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Cette identification étant faite, il faut maintenant distinguer I’ancien produit

scalaire X.Y et le produit X x Y dans C(V).
Propriété 4.2 On q,

a; Xa; = E,' X E,‘ = (2,2)a?E0 (42)

Sit# ja; x a; +a; Xa; = (i,j)E{,',j} + X(j,l.)E{,"J‘} =0 (4.3)
XxY+YxX=2XYVXEV,YeV C(44)

Démonstration
(4.2) résulte de la définition.

(4.3) resulte de la deﬁnmon et du fait que (¢ # j (3,7) = —(J, 7).
(44) X = E:z: a;, Y = Zy,aJ alors

=1 j=1

d
XxY+Y xX=) ziyj(a x a; + aj x a;); d’apres (4.3)
1,7=1
"
XxY+YxX= 2Zx;y,-af =2(X.Y)
i=1
Remarque
La relation (4.4) a deux cas particuliers:
la regle de commutation, quand X, Y sont orthogonaux.

XxY=-YxX (4.5)

Et
XxX=X? (4.6)

ol X? note le carré scalaire (X2 = Y _ z?a?).

Propriété 4.3 Les éléments E,,...,E; sont des générateurs de l’algébre de
Clifford C(V) associée a l’espace quadratique (V,q). C’est a dire que tout
élément de C(V) est une combinaison linéaire des produits finis des E;.

En effet, soit S € P(M) non vide. Rangeons les éléments de S dans 'ordre

croissant ¢; < i3 < ... < i, < d. On établit aisément par récurrence [2] que:
Es=FE; x E;, x...x E;, d’ou le résultat.
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On comprend mieux maintenant la définition de la multiplication des éléments
de base donnée au §2.

Ainsi si

S={i1,...,5;} 1 <3 <...<i, <d.

T = {j],...,j,} jl <j2 <... <j, < d.

alors Es=FE; xE;, x...x E;; Er=E; xE;; x... x Ej,.

Le produit Eg x Er s’obtient en appliquant un nombre de fois la relation
(4.2) de la propriété 4.2, et un nombre de fois la relation (4.3) de la méme
propriété 4.2,

Ainsi par exemple

E1‘2 X E1'3 = (E1 X Ez) X (E] X E3)

El’g X E1,3 = El X (E2 X El) X E3

E1,2 x E]’3 = —El X El X Eg) X E3 (rég]e 42)

El'g X E1'3 = —(El X El) X (E2 X E3)

Elyg X E1’3 = —a%(Ez X E3) (régle 41)

Il résulte de la propriété 3 que tout élément A de C(V) s’écrit comme com-
binaison linéaire:

A=aEg+aEy+...+agEj+apnEi X Ey+ ...t ago1gBgy X Eg+ ...+
a,-l,,,,'rE,-l X ... E,’r 4+ ...+ a5, Fy xE;x ... x E,.

Quelques exemples

d = 1 considérons (IR,q), avec ¢ la forme quadratique négative ¢(z) =
-z? Vr € R.

A;(IR): l'algebre de Clifford associée a (IR, q) est constituée des éléments de
la forme aoEy + a; F; isomorphe & l'ensemble € [2,17).

d = 2 considérons (IR?,q), avec ¢ la forme quadratique telle que pour une
base orthogonale a;,a; on a g(a,) = gq(az) = —1.

Ay (IR): Valgebre de Clifford associée a (IR?, q) est constituée des éléments de
la forme aoEy + a1 Ey + a2, + a2 F) X E,.

Silon pose Eg =1, i = Ey, j = Eq, k = E; x E;, on obtient que A;(IR) est
isomorphe au corps des quaternions réels IH [35].

Si pour la base orthogonale a;,a; on a ¢(a;) = a € IR; ¢(a;) = b € IR alors
I’algebre de Clifford associée a (IR?,q) est isomorphe a 1’algébre des quater-

a,b

nions généralisés (-EZ_) [2,17).

Nous donnons encore quelques propriétés élémentaires de C(V).
Soit C*(V) = Span{Ey, E; x Ea,...,,E4_1 x Ey,...} lespace vectoriel en-

118



gendré par des produits pairs des éléments F,,..., E,.
Soit C~(V) = Span{E,,...,,Es,E; x E; x Ej3,...} Pespace vectoriel en-
gendré par des produits impairs des éléments E,,..., Ey.

Propriété 4.4 C*(V) est une sous algebre de C(V) de dimension 2(4-1).
C~(V) est un sous espace vectoriel de C(V) de dimension 2(¢-1),

On a également C(V)=C*H(V)@ C~(V) et

CtxCH*HV)cC CHV); C-xCHV)cCC~(V)

C-xC~(V)c C*V); Ct*xC~(V)cCC~(V)

Propriété 4.5 Si u € V, v € V alors le produit u x v n’appartient pas en
général a V.

Propriété 4.6 L’algébre de Clifford C(V) n’est pas en général intégre.

4.3 Représentation matricielle

Soit V un IR-espace vectoriel euclidien. Soit e;,...,e4 une base orthonor-

male de V. La forme quadratique considérée est donc g(z) = T4, z?, o

d
I = Z Ti€;.
=1
Pour toute la suite, et sauf mention du contraire, nous nous plagons dans ce
cas de figure.

Les relations (4.2) et (4.3) de la propriété 4.2 du §2 peuvent étre condensées
en une seule

e Xe+e Xe= E; x Ej + Ej x E;, = 25,‘on (47)

ou §;; est le symbole de Kronecker. Cette relation montre déja que ’algebre
de Clifford C(V) ne peut pas étre commutative pour d > 1.

Pour X, Y eV X xY +Y x X =2(X.Y) (4.8)
ot (X.Y) est le produit scalaire habituel

d d d
(XY) = z:c,-y,- ou X = EI,'C,', Y = Zy,-e,'.

i=1 =1 =1
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Remarque
d

Nous avons déja fait l'identification entre le vecteur Zz;e;, et le vecteur
i=1

d

}: z;E;. Pour un vecteur X de V, nous utiliserons 1’'une ou I’autre notation.
i=1

Ceci résulte du fait suivant: Soit Vjp le sous espace vectoriel de C(V) en-
gendré par la base Ey,...,E;. Il y a un isomorphisme d’espace vectoriel

H:V — Vg
d d
T = Ezie; — Ez;E;.
i=1 =1
Nous ne ferons plus la distinction entre ces deux vecteurs.

d d

Considérons Y _z,E;; || X ||= (3 z2)? la norme de X.
1=1 =1

En mettant X =Y dans la relation (4.8), nous avons

XxX=(XxI) (4.9)
Si X # 0, lanorme | X || 0 d’ou
T ;{ T X=Xx m = E, Ceci implique donc
Propriété 4.7 Tout vecteur X de V non nul est inversible, son inverse ap-
partient @ V, et est €gal a X' = T ;{“2

Remarques

1) L’inverse d’un vecteur X de V (V C C(V)) coincide avec I'inverse généralisé
d’un vecteur au sens de Moore-Penrose [34].

2) Alors que le produit de deux vecteurs de V n’appartient pas en général a
V, l'inverse d’un vecteur de V (s’il est non nul) est toujours dans V.

3) C(V) n’est pas intégre. Ainsi par exemple

Eo+Ey # 0, Eg—E, # 0, mais (Eo+ Ey) x(Eo— E) = Eg—E1+E,—Eg = 0.
L’algebre de Clifford associée a un espace quadratique (V, g) est déterminée
d’une maniére unique & un isomorphisme d’algebre pres [17]. L’algébre de
Clifford est tfes riche en propriétés algebriques et a beaucoup d’applications
dans des domaines scientifiques divers [16]. Elle a plusieurs représentations
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sous forme matricielle. Mentionnons [30]; les matrices de Cartan [14,15];

les matrices de Dirac pour d = 1 qui jouent un role trés important dans la

mécanique quantique [17].

Nous présentons ici la représentation proposée par Mc-Leod [32]. Chaque

élément de base de C(V) E; est représenté par une matrice de dimension

24 x 24,

La construction est la syivante:

Ia-1) Ow-1y | o

Ow@-1) —I-1)

I(4-1): la matrice identité de dimension 2(-1) x 2(4-1)

O(a-1): la matrice nulle de dimension 2¢¢~1) x 2(4-1)

E, s’obtient de E; en remplagant O(4-1) par la matrice

[ Ia-2y O-2)
Ou-2 —Iu-2)

Nous avons donc

1 —
] et J(4_y) par la matrice Oy_y).

' Ow-2) lig-2)
By= | comoe e oty Qg
Iu-2 Ow-2  pu-1

O-2) —I-2

O(d-1)

Puis chaque élément FE; s’obtient du précédent en remplagant la matrice
O=*+1) par la matrice

Tu-y Og-i
Owa-iy —I(d-iy

Exemple d = 3
O {
0 , (1) 1)
Owpy —Ig Iy O(l)f 0
Owy —Igy.
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1
0? :-_? __:-0_ ._l--_
| 1 0 | 1
0
E3= -———————l_o..._l:_._—__
o 10T
J e _0_._1_‘ 02
10 5
0 -1 j )

Ainsi on peut considérer 'algebre de Clifford associée a (V, q) comme étant
I’algebre de matrices de dimension 2¢ x 2¢ engendrée par les matrices de base

Ey, ..., Ey.

4.4 Extrapolation linéaire sur C(V). Cas général

Nous avons vu que l'algebre de Clifford C(V) est en général non intégre.
L’anneau (C(V),+, x) est un anneau associatif unitaire, non commutatif
pour d > 1. '

Nous allons appliquer les résultats du ch.2 et du ch.3 au cas particulier IK =
C(V).

Soit (Sn),e v une suite d éléments de V (V C C~(V)), qui verifie

Sn=S+a; xgi(n) +ax x ga{n) + ...+ ax X gk(n) (4.10)

ou
S, 80, 91(n),...,gx(n) € V ;a4,...,ax € C(V).

Remarques
1) Rien n’empéche de poser le probleme dans sa généralité

Sn=84a1 xg1(n)+az; x g2(n) +... + ar x gi(n) (4.11)

ou S,q1(n),...,9x(n),a1,...,ax € C(V).

2) Comme on I’a déja vu, C(V) est un anneau en génral non intégre. Mais
il présente plusieurs sous-ensembles qui n’ont pas de diviseurs de 0.( Pour
ces sous-ensembles, tout élément non nul est inversible). Par exemple le IR-
espace vectoriel V. Ce probleme d’intégrité va poser certaines difficultés pour
la suite. On va y remédier en posant pour le moment certaines hypotheses
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supplémentaires.
Revenons maintenant a notre équation (4.10). Nous avons vu que pour ex-
primer S en termes de la suite (S,), on doit résoudre le systéme

Sn = S 4+ a1 xq(n) + ... 4+ ar xgi(n)
AS, = a; x Agy(n) + ... + apxAg(n)
ASpik-1 = a; X Agi(n+k-1) + ... + a;Xx Ag_k(n-}-k— 1)
(4.12)
Hypothese supplémentaire: si I'on suppose que le d.désignant de ce systeme
g1(n) oo gk(n) 1
Agi(n) oo Agi(n) 0
Agi(n+k-1) ... Ag(n+k-1) 0|,

est inversible alors

gl(n) gk(n) Sn
S = Agy(n) oo Agi(n) AS,

Ag(n+k-1) ... Ag(n+k~1) ASpyk1 4

91(n) .. gk(n) 1
Agi(n) ... Agi(n) 0

-1

Agi(n+k-1) ... Ag(n+k-1) 0],

Nous avons vu (th.3.1 §3 ch.3) que S peut étre calculé récursivement par le
dE-algorithme. "Eén) =5, n=0,1,...
d%)—g@)i:LZ”.n=OJV”

Pourl=1,2,... n=0,1,...

SE( = 4B — ACED) x (A(67,0) x 4o,
dgfj:) - dgfn)lt (dgf")l') X (A(dgfn?.ll))- X dgfn)ll 1= I+ 191+2a---
Ona

iy =S
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Nous n’allons pas étudier en détail cet algorithme, mais quelques éclaircissements
s'imposent

Propriété 4.8 Soient
(Sn) eV, SeV, gi(n),...,gx(n) €V ay,...,ax € C(V).
On ag() € C~(V); E} € C-(V) Vn,l,i

Démonstration
On a par hypothéese dgg’? =gi(n) € V CcC~(V)

Supposons que dgf_'f)l" appartienne a C~ (V). Supposons avoir démontré que

(A(dgfz)u))'l appartienne a C~(V).

. n (n (n) (n) \\— (n)
Puisque dgl(,i) = dgl-)l,i - A(dgl—l.i) X (A(dgl—l,l)) T x dgl—l,l

Or comme (A(%g}7) ) € C™(V), (A(gi2L )™ € C~(V) et 497}, € C=(V),
alors le produit (Adgff)“-) X (A(dgff)l,,))"l X dgff)lyl € C~(V) (Ceci provient
de la propriété 4.4 du §2 et de ’hypothese de récurrence). Reste a démontrer
que (A(%g2) )" € C7(V).

Pour cela, il suffit de démontrer que I'inverse d'un élément u de C~ (V) est
aussi un élément de C~ (V).

Posons u™! = u; + uy; uy € C~(V), up € C*H(V)

(Puisque C(V) = C~(V) & C*(V), cette décomposition est unique.)
Onauxu =1=ux(u +u) € CHV) (car 1 € C*(V)).

Comme u x u; € C*H(V), u x u; € C~(V), il en résulte u x u; = 0. Comme
u est supposé inversible, il en découle u; = 0. Donc u~! € C~(V).

Pour établir que

‘B e CT(V),

le méme raisonnement est valable. =

Remarques

1) Cet algorithme présente quelques inconvénients majeurs d’ordre pratique
en plus des hypotheses supposées verifiées ci-dessus. Ces inconvénients sont:
a) Nous avons vu que pour un élément X € V, le calcul de l'inverse X?
quand X # 0 est simple: X~1 = TXTE

Mais pour un élément u € C~(v), existence et le calcul de u~? sont deux
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problemes beaucoup moins évidents, puisque u a une expression plus com-
pliquée: u = > a;,..i,Eiy x ... x E;_, ol r est un entier impair.
{1<1<...<ir<d}

dp(n) d, (n) (d-1) : Sy =
b) chaque vecteur °E;™’, °g; .’ a au plus 2 composantes (puisque dimC~ (V) =
2("‘1)) dans la base canonique F,,...,E;,E; x E;3 X E3,...,Eq_9 X Eg4_y X
E,...
En fait, cela demande une étude plus poussée de 'algorithme. Concernant la
compléxité de ’algorithme, faisons remarquer tout simplement que le nombre
de composantes (a calculer) de “'Ef"), "gf;) dépend du numeéro de I’étape de

calcul. En réalité, dEf"), dgfz) appartiennent & un sous-espace V, de dimen-

sion inférieure a celle de C~(V). Nous avons Vo C V] C V;.... Cette chaine
devient stationnaire 'é. partir d’un certain rang.

Rappelons que est le nombre de parties a ¢ éléments d’un ensemble

i(d —1)!
a d éléments. D’ou il en déco;xle:

d!
dim(C~(V)) = 20¢-1) = _—
( ( )) {i:O,g'r;pair} 2!(d—l)!
dim(Ct V) =2 = 3
m =2 = RYEEERY
{1=0,ipair} l'(d - 2)!

Nous allons déterminer le nombre de composantes a calculer a chaque itération,
les restantes sont nulles. Ainsi a

I’étape 0:

1" = SYE, + ...+ S¢Eq

‘950 = gi(n) = g(n)B1 + ...+ g (n) Eq

dE(()n) ad co'rnposantes éventuellement non nulles, les restantes nulles. C’est

= d. De méme pour dgg:?.

a dire Md—1) )
I’étape 1:
‘B = 2B — ACER) x (A(gg)))™ x *g0

n n n (n)\\— n
dg\™) = dgl) _ A(4gST)) x (A(%00))! x 4g

De ces deux regles, il vient que °F 5"), "ggT-) ont des composantes éventuellement

non nulles uniquement pour les éléments de base dont le produit est impair et

le nombre de facteurs ne dépasse pas 3. Les autrc:ls' composantt'es sont nulles.
! d'

Md—1)!  31(d—3)

Ce nombre de composantes "utiles” est donc . Et ainsi
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de suite, a

I’étape i: le nombre de composantes "utiles” est
min(d,S‘) d‘

(i=0, { mpai (d =)
i=0, { impair}
chaque étape. Ceci est vrai dans le cas général. Si ’on dispose des informa-
tions supplémentaires sur la nature de la suite, ce nombre peut étre mieux
déterminé. Ainsi par exemple, une suite qui verifie (4.1), & ’étape k, le nom-
min(d,3%) d

bre de composantes "utiles” est d et non pas }: —_—

(=0, § mpai i(d —1)!

1=0, 1 impair}

Donc, le nombre de composantes ”utiles” augmente a

Exemple d=5

C-(V) = {El,EQ,E3,E4,E5,E1 X E'_) X E3, El X E2 X E4, E] X E2 X E5, E1 X
Eg X E3,E1 X E2 X E3,E1 X E3 X E4,E1 X E3 X E5,E1 X E4 X Es,Ez X E3 X
E4,E2 X E3 X Es,E2 X E4 X Es,Ea X E4 X E5,E1 X E2 X E3 X E4 X E5}
dim(C~(V)) =26-Y = 16., Vo = V = sapn{E,, E,, E3, E,, Es}, E ,g(n),- €

= 5.

Vo. Le nombre de composantes "utiles” de ¢E{"”, g(n), est 1!?4)

‘/1 = Span{{El,Ez,Eg,E.;,Es} U {E,‘1 X E{2 X Ei:s 1 <<« il < iz < i3 < 5}}
5! 5!

, 7 —
dimV} TTa)! +3'(2)

E("), 91 ) est 15. la composante relative a Ey x E; x E3 x E4 x E5 est donc nulle.

=15 V5 C V;. Le nombre de composantes "utiles” de

min(4,3%) d!

Vo =C7(V), dimVy = Z m = 16.

{i=0, { impair}

La suite des espaces vectoriels V; est stationnaire a partir de 'indice 1 = 2.
2) Le H-algorithme d’Henrici [7] se présente comme un cas particulier de ¢E-
algorithme. En effet, sil’on impose aux g;(n) d’appartenir a IR (IR C C~(V)),
et aux a; d’appartenir a V. (V C C~(V)) dans la relation (11), on peut alors
modifier Pécriture de ¢ E-algorithme:

dEM =5, eV n=01,...

gé"t) =gi(n) eR:1=12,...,n=0,1,...

De la relation

(n) {n) (n) {n) (n)
dg ‘-dgl i~ (dgl—l,:) (A(dgz 11)) X dgl 1,b
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on déduit que 4g{") € IR, Vk,i,n. Do (A(*g") )™ = ————.
’ ’ A(%gi21,)
Comme les réels commutent avec tout vecteur de C(V), le ¢ E-algorithme
peut s’écrire
g =S, eV n=0,1,...
g(()::) =gi(n) €R:=12,...,n=0,1,...
Pourl=1,2,... n=0,1,...

(n) ) N
‘B =By - ACE")— 5~ €V

A(dgff),,,
) _ 4 (m) @ . e
‘g = dgl—l,i - A(d91-1,;)——d——(r €R i=14+1,142,...
A( 91-1.1)

qui est tout simplement le H-algorithme d’Henrici

4.5 L’c-algorithme vectoriel

Pe-algorithme de Wynn [40] est 'un des algorithmes les plus puissants, les
plus utilisés pour ’accélération de la convergence d’une suite vectorielle.
Mais il a d’autres domaines d’applications aussi importants, en particulier, la
résolution des systémes d’équations linéaires [9,21], d’équations non linéaires
[12], le calcul des valeurs propres d'une matrice [10].

Il intervient également dans la théorie d’approximation vectorielle (fractions
continues vectorielles [42], interpolation vectorielle, approximants de Padé
[23,24,25,26)).

I1 était I'objet de plusieurs recherches, mais il manque encore de résultats
théoriques.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que e-algorithme vectoriel de
Wynn, comme les autres algorithmes d’extrapolation connus, réalise une
certaine extrapolation dans C(V), résoud un certain systeme d’équations
linéaires dans C(V) et s’écrit comme "rapport” de deux désignants.

Nous avons vu que (C(V), 4+, X) est un anneau associatif unitaire. Il est non
commutatif quand d > 1.
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Nous avons vu également que V C C(V); R C C(V). Pour tout X =

¢ z,E; de V non nul, nous avons vu que son inverse est X~1 = T ;f” ol

I X = (ke D)2

L’e-algorithme vectoriel de Wynn s’écrit donc

W=0n=01,.; =8 €Vn=01,...

ef:,)l = Esﬁ.’:l) + (si"“) - ef,"))‘l, k=0,1,...; n=0,1,...

L’inverse considéré est l'inverse ci-dessus.

Contrairement au E“-algorithme, les quantités ei") appartiennent toujours
a V. Ceci est di au fait que la somme et la différence sont des opérations
stables dans V, et I’inverse d’un élément de V est un élément de V.

Le fait que (C(V), 4+, x) soit une algébre, nous permet de regarder les élrhents
de C(V) comme scalaires de I’anneau (C(V),+, x) et comme des vecteurs
de Pespace vectoriel (C(V),+,.).

Soit S, une suite de vecteurs de V (scalaires de (C(V'), +, x) telle que

ap xSy + a1 xXS41 + ... + axxSpx = S (4.13)
Qo + a) + ... -+ aj = 1 )
ou S €V;ag,a,...,ar € C(V)/.
Pour exprimer S en termes de la suite, on résoud
(a0 + a + ...+ a = 1
ag X S, + a; x Spq1 + ... 4+ ar X Spqxk = S
ao X AS, + a;xASp41 + ... + ar xASnyk = 0
L @0 X ASn+k-1 4+ a; x ASn+k + ... 4+ a X A5n+2};-1 = 0
(4.14)
En supposant que le désignant de ce systeme soit inversible, on a
1 1 1] |1 o 1 0o |
Sn vo e Sn+k 0 Sn cee Sn+k '—'1
S=1|4AS, vor ASpyk 0 AS, eor ASpgk 0
ASp4k-1 oo ASpyzk-1 0 || ASnpk-1 .. ASpg2k-1 0 |
(4.15)

Pour une suite (S,) qui n’a pas la forme (4.13), S dépendra de k et de n. On
notera €24(S,) au lieu de S.
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Nous avons vu que (4.15) ( remarque 3 §6 ch.3) peut s’écrire

AS. ... ASpiker S AS. ... ASp 1

-1
€2k(5n) =1 : : : : :
AS,H.;, one ASn.',Qk-] Sn+k d ASn-H: o Asn+2k_1 1 d

En appliquant le théoreme 3.12 §6 du ch.3 pour K = (C(V),+, %), nous
avons le

Théoréme 4.2 L’%-algorithme vectoriel s’écrit comme "rapport” de deuz
désignants
AS, ... ASuiier Sa AS, ... ASpp 17

4 =

Asn+k e A5n+2k—] Sn+k d AS,H.k A5n+2k-—1 l
52k+1 (e2x(AS,))7!

Ainsi ce théoréeme donne explicitement ’expression de e(
termes de la suite.

d

") en fonction des

Théoréme 4.3 52k =S5 < 3A,...,AAeC(V)|S.=5+A xAS, +
R AkAS,H.k_]

Démonstration
C’est une conséquence directe de 1'écriture sous forme d’un "rapport” de
deux désignants. En effet

AS, ... AS.ik-1 Sa AS, ... ASpik
V=8 = |: : : = Sx|: :

ASprk oo ASayak-1 Sask |y ASpik .. ASnta
D’apres la propriété 2.4 §3 du ch.2

AS, ... ASpykr Sa AS, ... ASp4kr S
=5 = |: : P | =] : :

ASnsk -+ DSpyzk-r Snek |; | ASnsk --- ASpiak1 S

AS, ... ASp4k-1 Sn—S
e =5 < |: : : =0.

ASnsk --o ASayzk-r Sark— S |

D’apres la propriété 2.19 §3 du ch.2,
3A1, . o ,Akl Sn - S = A]AS,; +...4+ AkASn+k—l- | |
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Remarques

1) Le probleme d’intégrité ne se pose pas pour ’c-algorithme vectoriel, car
toutes les quantités e} appartiennent a V et tout élément non nul de V est
inversible.

2) Si ’on pose gi(n) = ASp4i-1; "E( = S,, alors les quantltes Y8

étre calculées & I'aide du E?-algorithme et I'on a e} = ¢E" (€ V).
Cependant, il faut remarquer que les g( ") correspondants n’appartiennent pas
forcément & V (mais siirement & C~ (V))
3) On retrouve le résultat algebrique fondamental de McLeod [32] comme cas
particulier du théoreme 2 en imposant aux A; d’appartenir a IR (C C~(V)).
Du théoreme 1, nous pouvons déduire encore des résultats intéressants et en
retrouver d’autres comme cas particulier.

() peuvent

Théoréeme 4.4 Soient ¢y, (") les vecteurs obtenus en appliquant l’e-algorithme
vectoriel a la suite de vecteurs S, éléments de V.
Soient A, B deuz €léments de C(V') inversibles, C un €élément de V.

Soient ¢, () les vecteurs obtenus en appliquant l’e-algorithme a la suite A x
S >< B+C alors

esp —AX5 'xB+C, 52k+1—B 1X€(22)+1><A_1

Démonstration

(n)

Ep =

Ax AS, xB ee. AXAS k-1 xB AxS,xB+C

AXASn+kXB AXASn+2k-]XB AXSn+kXB+C
AxAS,xB ... AxASpx-1 xB 1 [

d

A x ASn-H: xB ... Ax A5n+2k—1 xB 1
D’apres la propriété 2.7 du §3 du ch.2

e =

Ax AS, xB voo. AXAS4k-1xB AxS,xB

AxAS,uuxB ... AxASjk-1 XB AX S, x B 4
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AxAS, xB oo AXAS 41 xB 1

: : S
AxASptkxB ... AxASpt1xB 1|,
AxAS,xB ... AxAS,4y.1xB C

AXASn+kXB e AXASn+2k_1>(B C
AxXxAS, xB ... AXASp4r-1xB 1

d

AXASuuxxB ... AxAS, 4001 XB 1 J

Notons E le premier terme de la somme, F' le second terme de la somme.
En appliquant la propriété 2.4 du §3 du ch.2, on a

AxAS, xB ... AxASj4-1 xB 1
F=Cx]|: : :
AXxAS 4k xB ... AxAS 42k-1 xB 1 g
AxAS,xB ... AxASp1xB 1|7
: : : =C.
AxAS .o xB ... AxASp49k-1XB 1
En appliquant la propriété 2.3 du §3 du ch.2 on a
A x AS, ver AXASp4i-1 AXS,
E=|: : : x B
A x ASn+k . AX A5n+2k-1 A X Sn+k d
AxAS, ... AXASp1 B -
: : : x B
A x AS,H.k ... AX ASn+2k..1 B! d
A x AS, vo. AXAS ko1 AXS,
E=|: : :
AXAS ik .. AXASpiok1 AX Spgk g
AxAS, ... AxASukn BT

A x ASn+k . AXx AS,H.gk_] B-1 d
En appliquant la propriété 2.4 du §3 du ch.2, on a
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AS, ... ASwpkor Sa AS, ... ASppra
E=Ax|: : s B x| :
ASnpk o+ ASpizkcr Saik |, ASpk oo ASpyzkc
AS, ... ASnyk-1  Sa AS. ... ASpp 17
E=Ax|: s P ; Pox
ASupk -+ DSapzecr Sasr |y | ASasr oo ASupaar 1,

B
d’ol e2k =E+F=Axe) xB+C. =
Comme cas particulier du theoréme 4.3, nous avons le résultat déja connu [5)

Théoreme 4.5 Soit M une matrice carrée de dimension d x d orthogonale
(MM = I). Soient €} les vecteurs obtenus en appliquant ’e-algorithme é la
suite vectorielle M S, ot C un vecteur constant de V; M S,, le produit d’une
matrice et d’un vecteur de V. alors

e = Mey + C; ey = Megiyy

Démonstration
Soit u I’endomorphisme de V dans V dont la matrice relativement a la base

Ey,...,Ejest M.

Iy
Soit z = Y%, ;E;; X =

T4
Le vecteur image u(z) s'écrit en forme matricielle M X.
Pour démontrer que le théoreme 4.5 est un cas particulier du théoreme 4.4,
nous allons démontrer que tout isomorphisme orthogonal u : V. — Vil
existe B € C(V) inversible tel que Ve € V u(z)=eB xz x Bl ol e = 1.
Supposons avoir démontré cette assertion, 2x(M S,+C) s’écrit donc €4x (e B X
S, x B™1 +C).
D’apres le théoréme 4.4, on a donc ez (eB x S, x B~ + C) = eB x £2x(Sn) %
B~! 4+ C qui est en écriture matricielle Me(S,,) + C.
De méme e441(MS, + C) s’écrit e3441(¢eB x S, x B~! + C) qui est égal
d’apres le théoréme 4.4 & (B71)™? X €244:(S,)(eB)™? qui est égal a eB x
€2k+1(Sn) x B! (puisque ¢! = ¢; (B~!)"! = B) qui est égal en écriture
matricielle se traduit par Meg41(Ss).
Donc nous avons bien e}, = Mely + C; €., = Me},,, pour toute matrice
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orthogonale M. Il nous reste a démontrer 1’assertion de départ qu’on a sup-
posée vraie.

L’application ?(V) : EC;(Z)Q Y€ X a
inversible, est un automorphisme de C(V) qui vérifie (£7)* = £2*A. Notons
R(V) Pensemble de tous les a inversibles qui appliquent dans lui méme le
sous-espace vectoriel V de C(V). C’est a dire pour lesquels X € V implique
X® € V. Soit a un tel élément. Considérons I’égalité V X € V; VY €
V XxY+Y xX =2(X.Y) ou (X.Y) est le produit scalaire (élément de
IR ¢ C(V)). Transformons par a les deux membres de cette égalité. Pour le
membre de droite, nous avons a x(2X.Y)xa™! = axa™1x2(X.Y) = 2(X.Y),
(puisque 2(X.Y) € IR).

Pour le membre gauche, nous avons a X (X xY+Y xX)xa ! = ax X xY x
a l+axYxXxa!'=axXxa'xaxY xa l+ax¥ xa I xaxX xa™! =
XexY*+Yex X*=2(XY?).

Nous obtenons donc (X.Y) = (X°.Y?). Ceci montre que a induit une
isométrie sur V (conservation du produit scalaire).

Soient D, X € V et | D ||# 0. Nous avons

DxX=2D.X)-XxD. CommeDEV,onaD‘1=”DD”.

Donc XP? = DxXxD™'= QH%‘I%D—X = —7p(X)oup(X) = X—2U%—X5D;
I’application 7p V. — V est I'identité sur I'hyperplan orthogonal a D et
7p(D) = —D. C’est donc la symétrie par rapport au plan orthogonal a D.
Or nous savons que chaque isométrie o de V est un produit ¢ = 75, ...75,
de symétries [19] (on peut réaliser r < d).

Donc pour une isométrie u quelconque, il existe By...B, € V tels que
Vz €V u(z) =(7p,...78,)(7)

VeV u(z)=~(rg,...78,_,)(BrzB;?)

VreV u(z)=(-1)(rs, ...By)z(78, ... B;)™!

Vr €V u(z) =ecBzB'avec B=1g,...B, et e =(-1)".

Pour plus d’informations sur le lien entre 1’algebre de Clifford et les groupes
orthogonaux classiques, nous envoyons au [2]. »

—1 ou a est un élément de C(V)
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4.6 Fractions continues non commutatives,
approximants de Padé vectoriels,...

Dans ce paragraphe, nous revenons & la remarque 2 §6 ch.3.

Il est connu qu’il y a un lien étroit entre les fractions continues scalaires,
approximants de Padé scalaires et 1’c-algorithme scalaire. Ces liens ont été
developpés dans le cas vectoriel par Wynn [42,43], puis Graves-Morris a donné
d’autres définitions, axiomes et résultats dans [23,24,25]. Roberts a étudié
également la question en introduisant 1’algebre de Clifford [36,37]. Et recem-
ment, de nouveaux résultats ont été présentés par Graves-Morris et Roberts
dans [26).

Ici, nous reprenons rapidement et sommairement chacun de ces travaux, et
montrons que, comme au cas scalaire, il y a une parfaite analogie entre les
résultats trouvés par ces auteurs et leurs formulations en terme de désignants.
Sur des exemples, nous allons montrer que ces auteurs (Wynn, Roberts), sans
le savoir, ont utilisé explicitement des désignants.

Ce travail est limité ici uniquement a cette comparaison de "form”. Une
étude plus poussée sera faite ultérieurement pour tenter de répondre a un
certain nombre de questions, parmi lesquelles:

1) Comment, a l'aide de cette écriture sous forme d’un "rapport” de deux
désignants, du lien entre les fractions continues vectorielles, approximants
de Padé vectoriels,. . ., peut-on avancer 'étude théorique de ’e-algorithme et
vice-versa?

2) Peut-on, par exemple, traiter les questions de break-down, near-down, a
’aide de ces nouveaux résultats a notre disposition ( méthode de Bordage
adaptée,...)?

1 Wunn [42,43]

Etant donné une série entiére en A~!

F(A) = ©2,u A7t 1 11 est formellement possible de déterminer les coeffi-
cients (ay, 8;) de la fraction continue ;—2— A_‘Z‘,’l_ .- ,\_i'r'_’l_ ... dont le rieme
convergent est & ,\f:fl- vee f;:"’_l (qui est une fraction rationnelle en )
posséde un développement en série entiére en A~! qui coincide avec F(\) pour
les 2r premiers termes. C’est la fraction continue associée a F'(A). Le con-
vergent peut se mettre sous la forme - (i) ot ¢.()), p-(A) sont des polyndmes
de degrés respectifs 7 et r — 1.

De méme, nous pouvons faire exactement la méme chose pour F,(}) =
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Yoo Ut4mA~ "1 et nous obtenons les polynémes g™ (A), p™(N).

Ainsi F,(A) = TRg  u At 4+ A‘m% coincide avec F'()) pour les 2r + m
premiers termes. '

Dans [43], Wynn a donné une large théorie des fractions continues non com-
mutatives.

Si 'on se place dans une algebre non commutative ( en l'occurrence ici
P’algebre de Clifford), il faut préciser 'ordre dans lequel se fait la multi-
plication d’un élément de I’algebre par un inverse.

Ainsi Wynn définit deux systemes de fractions continues:

le premier "the pre-continued fractions” qui correspond a la multiplication
d’un élément par un inverse & gauche (pre4 = B~'A.) noté pre[Bo+£%- Bz ...
dont les convergents successifs {preC,} sont calcules par :

preC, = D!
Dy=B, D,,y=B._1+D7'A_ t=0...,r—1

le second "the post-continued fractions” qui correspond a la multiplication
d’un élément par un inverse a droite (post% = AB™!.) noté post[B, +

3!‘3-—,543- .] dont les convergents successifs {postC,} sont calculés par :

preC, = D,
Dy=B,, Dy =B,i1+A_D; t=0...,r—1

Il a été possible de développer la théorie des fractions continues des deux
systémes associés a une série F(\) = %2, U,A7""! ou l'argument A est un
scalaire et ou les coefficients {U;} obeissent & une multiplication non com-
mutative (exemple A € IR, U; € V, la multiplication étant celle de I’algebre
de Clifford (C(V))).

Les coeflicients de la fraction continue de chacun des deux systemes provenant
de la méme série différent en général, mais les polynomes associés {pre P}, {preQr ()}
pour le premier systeme, {postP"},{postQT*(A)} pour le second systéme
vérifient:

R = YRt UM + X ™ preP (M) preQ (X)

e = Limo UtA™* "1 + X7 postQr (A)post P (A)~! (lemme 3 [42])

Ce qui donne

preP () preQT(X) = postQ (A)post P (X) ™!
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(relation 20 [42])
Si l'on pose S, = Yo U A1, ce lemme 3, [42] s’exprime d’une maniere
équivalente a I’aide des désignants a travers le théoréme 1 §4 de ce chapitre.

AS, ... ASpprey Sn| | AS, ... ASnpeq 1|7
elm) | : : .
2r — | . . .
ASy ... ASppror Sn || ASw ... ASwir—n 1,
AS, ... ASpyrer 17| AS, ... ASuir-1 Sk
5("‘)—— : : : :
2r T} . . :
ASn “ o ASﬂ.+T—l 1 g ASn coe ASn+r—1 S'n, g

donc de la forme
s = Iz = M52

Remarquons cette parfaite analogie entre cette forme et la relation 20 du [42]
ou

le suffix d joue le role de post,

le suffix g joue le role de pre.

Wynn a en effet, sans le savoir, utilisé les désignants. Pour illustrer cela,
considérons son exemple (relation 15 [42].

Il trouve:

preP" = X — Uy U?

pre@T* = U, qui sont tout simplement les désignants

Um m
Unsr A d’ preQ; =| Un |d

preP" = .

de méme
postP = A= U Uy
postQT = U,, qui sont tout simplement les désignants
0| ],

9
Mieux encore ei™ = TS5t UA=t1 + A= U (A = Uz Upyy) (lemme 3 [42)).
Nous allons montrer que c’est le "rapport” de deux désignants comme indiqué
ci dessus.

Par simplicité, prenons m = 1; nous avons
e§" = UpA™ 4+ A~y (A = U 'U;). Montrons que

postP" =
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1_ | AS: S AS; 1
e = AS, S| |as 1], En effet
S = UoA_l; S, = U(;.)r1 + U])\-2; S3 = Ug/\-l + UlA-z + UgA_a.
Dou AS); = U} A"% A8, = Uy a3

Uid=%2 Upi™? = U1 U, 1
Upd™3 Uph" 1+ U A2 4 -0 U7t 1
(propriétés des désignants cités dans le ch.2)

Ui 0
AT

d

-2
g;i‘:’ i d= g: \-1 } ) (propriété des désignants). D’ou
AS 5 AS; 1
AS; S d ASQ 1 d
U 1 U 0 U 1 -1
-1 1 1 :
(UO/\ Uz/\—l 1 d+ U2’\_1 UI)‘-Q 4) Uz)\"l 1 d
U. 0 U, 1 -1
= -1 -2 1 1
_UO/\ + A lUg)\’l U1 J U2A—1 1 )

= UpA=! + A"2U, (1 = U1 U,A-1)!
= I]())\“l + A_IUI(/\ - Ul_lUg)_l = 5%.

Faisons remarquer un point important, les coefficients des polynémes

preP(A), preQ7 (), postP(}), postQr'(A)

ne sont pas forgement dans V (par exemple post P[*(A) = A=U; Uy, UZ Upss
n’appartient pas forcement a V'), mais les convergents successifs le sont (re-
marque déja citée en [42]). Ceci a un parallele dans ce que nous venons de
faire tout au long de ce travail: pour les systemes d’équations linéaires (dans
C(V)), qui ont servi a la construction de I’e-algorithme, les coefficients a;
n’appartiennent pas forcément a V (mais sirement a C(V)) mais la solution
appartient a V.

2 Graves-Morris, Roberts [23,24,25,26,36,37]

Dans [23,24,25], Graves-Morris définit et étudie extensivement les

GIRF: "Generalised Inverse Rational Fraction”

GIRI: " Generalised Inverse Rational Interpolant”

GIPA: ”Generalised Inverse vector-valued Padé Approximant”

ainsi que d’autres définitions. L’inverse généralisé d’un vecteur au sens de
Moore-Penrose est a la base de ces définitions. Aucun appel a I’algeébre de
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Clifford n’est mentionné.

Dans [36,37], Roberts se sert fondamentalement de ’algeébre de Clifford pour
définir et étudier:

VPA: ”Vector-valued Padé approximant”

VRI: "Vector-valued Rational Interpolant”. Il établit, sous certaine condi-
tion, l'identification entre VPA et GIPA, entre VRI et GIRI. D’autres
résultats sont obtenus dans [26).

Dans [37], les VPAs sont définis de la maniére suivante:

consideérons une fonction f(z) € C**! ayant le développement
fR)=c+az+cz?+...+azf+... ol ¢ € ! 1=20,1,... z€C.

Il définit un "right-handed [M/N]VPA”, s’il existe, par

PR(2)[gR(2)]7! = f(2) = O(zM*+N+1) ot PE(z), qR(2) sont des polyndnes de
degrés respectifs M et N dont les coefficients appartiennent a A4(C) ( en
effet, en général, leurs coefficients n’appartiennent pas a C).

De méme il définit un "left-handed [M/N]V P A, s’il existe, par [gk (2)]" ! Pk (z)—
f(z) = O(zM+N+1). Dans [4], il est établi que les deux versions "gauche” et
"droite” sont identiques:

(2)lgn(2))™" = [gn(2)) "  Prr(2)

Cette relation se traduit a 'aide des désignants (comme dans 1 Wynn) sous

forme [[llallliz* = lll7*lllly ot

'indice d joue le role R: right

Pindice ! joue le role L: left.

Mieux encore, Roberts donne une relation liant Pfi(z) et PH(2), Q¥ (z) et

Q%(z). Nous allons voir que cette relation se déduit facilement a partir des

désignants. Elle traduit tout simplement la propriété 5 §2 ch.2. En effet soit

“’anti-automorphisme de A4(C) défini par : AdC) — AdC)
N ; €j;.--€, —F €5 ...€;5

On en déduit (uv) = ¥4, & = u. Ainsi on remarque que”a 'effet d’une trans-

position matricielle {26].

Pfi(z) = Py ()

o (2) = qi(2)

ceci se traduit, en utilisant les désignants, par la propriété 5 §2 ch.2.

Eneﬁ‘etona‘AId=|AT~|L=|A~|L

(pour établir I AT | L= | A IL, une simple récurrence le permet).

Roberts établit
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Ces questions seront reprises avec beaucoup plus de détails ultérieurement,
avangons juste un exemple pour éclaircir ces relations, et montrer encore que
Roberts, a utilisé, sans le savoir les dégignants. 1

, P'(2) = co + z(c1 — cocy ' ¢2)
Dans [36] la relation (3.9) donne { R (z) = e + z671c3)
(ol eo Pélément de A4(C) qu'on note aussi 1), ce qui donne "the right
[(1/1]JVPA” (realation 3.10 [36)).
[1/1] = [co + z(e1 = cocT e2)][eo — zckcz]~. Nous remarquons tout de suite

que PJF(z),qF(z) s’écrivent sous forme de désignants: PR(z) = | o Id +
2 G &

G2 G |,
R G =z

z) =
g (2) e €|,
Mieux encore, posons S,, > i, ¢it', nous allons montrer:

-1
ASy So ASy 1

[1/1] =€ = AS, S |,| a8 1], ; nous avons:
Qo | ez o gz 17
2 2% co+ iz J cz? 1 J

= (co+ 1z — co(c12) " e2?) x (1 = (€12) 1 ep2?) !
= (co+ 12 — co(12) " 1c22?) x (1 = zeTler) !
= (co+2(c1 —coci'er) X (1= z¢77ex) " = [1/1] m

Nous avons en plus Pfi(z) = 2?0 220 EAOE l 2?’ i ’
1 14 1 d

de méme, nous avons P{'(z) = ‘ igo 2?0 P ar()= l ﬁgo i ‘

1 1 9 1 g

et [1/1] =€) = [gr(2)] P (2);
Appliquons la propriété 5 §2 ch.2: r 3

ASO So AS() So ASO So ~
P =145 5|~ \|as s d) =|as, 5 | =PE)
Nous pensons que ces résultats sont généraux. lls feront l'objet d’un tra-
vail ultérieur. Tous les résultats du [36] peuvent alors étre retrouvés a par-
tir des propriétés des désignants, mais en plus, nous aurons explicitement
PL(2),q%(2), PR (2),qR(z) sous forme dun désignant et également

eM = [M + k/k]VPA
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Nous aurons le méme genre de résultats pour les fractions continues du [36].

4.7 Nouveaux algorithmes

Nous avons vu que le E% algonthme

M =5, € V; n=0,1,... g‘(,':)—g‘(n) €Vi=1l,.., n=0,1,...
pourl=1,2,..., n=0(,1,.

4E™ = 4p _ (AAEM)([dgl )1 x g,

4 = 4, - (dAg,‘"l STl x4,

pourz—l+1 I+2

ou les éléments dE, ;%gr; appartiennent & C~(V), pose un certain nombre
de difficultés, spécialement:

- La complexité de I'algorithme (qui reste a étudier avec plus de detalls)

- Un élément non nul de C~ (V) n’est pas for¢ément inversible, et si c’est le
cas, nous n’avons pas une méthode pour calculer cet inverse.

C’est pour ces raisons que l'on va intervenir directement sur les regles de
calcul de P’algorithme pour donner d’autres algorithmes ne présentant pas
ces inconvénients.

Le F-algorithme Il est dérivé du E?-algorithme de la maniére suivante:

a chaque étape, on calcule dE("),dg,(f) avec les regles du ?E-algorithme puis

on projecte dE( ) dgl, sur ’espace vectoriel V (C C~(V)). 1l s’écrit donc
dF(") S, € V; n=0,1,... dg(",)—g,( yeVi=1,.., n=0,1,...
pour l=1,2,..., n—O,l,

dF(") _dF(") (dAF—l)( (N) ) 1 g(ﬂ)

gt = 2g7) i — (“Agm) ) g,‘"i PEIEEDY
pouri=1+11+2,.

F désigne la projection de lélément F' de C(V) sur ’espace V C C-(V).

A 95:—)1 k

Ainsi dans ce cas (A% k)= = i

k=1,k
Nous allons expliciter un peu les calculs de cet algorithme:

Propriété 4.9 Soient u,v,w € V; u= w1 By +u By +... 4+ uyEy;
v=uEi+vE+...+vEy w=wE +wE,+...4+wiEy
yu,€ Ri=1,...,d;v, € Ri=1,...,d; w; € Ri=1,...,d.
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Soit (u.v) le produit scalaire; (u.v) = T4, uv;. Ona

uxv=(u. v)Eo + Licicjcd(uivy — u,v,)E x E;

2)(‘0 XEw = Zt—l{(u v)w'+zl<1<da¢t(u‘v.7-qu‘)wJ}E +Zl<t<1<k<d rsJkE X
X L

avec
Tijk = (u,-vj - u_,-v,-)wk + (ukv.- - u,-vk)wj + (ujvk - ukvj)w,-

Démonstration

uxuv= (2:-1 U.E) X (21_1 U,E) = (u v)EO + 21<1<J<d(u vJ uJ I)E X
Eiuxvxw= (uv)E + Yicicicd(uiv; — u;v)E; x E;) x (T, wE

> ‘V‘_lu,v-7 u;v;)E; x E; x E

1<i<j<d I=1

s

= (u.v)(Tik; wiEi+ D
D = Ty gicjcal Tina g (wivs — wyvi)wiBi x Ej x By + (uiv; — ujvi)w E;
EJ’ X E,' + (uivj - uJ-v,')wJ»Ei X EJ’ X EJ}
Ainsi nous avons D = A+ B + C avec
A= Ticicicd Dimagisg(wiv; — uvi)wE; x E; x By
B = — ¥1cicicd(wivy — ujv)wiE;
C= 215i<j5d(uivj - Ujvi)iji
B peut s’écrire
B = — Y1 ¢jca(Trpici(uiv — ujvi)wi) E;
B=- Elgigd(zl;ﬁj«(ujvt uiv;)w;) Ey;
on a alors
B+C = ¥ycica(Trgici(wivy—u;vi)wi) Ei+ g cica(Ticjca(uiv;—ujvi)w; ) E; =
ZISiSd(ZISde(uivj — uvi)w;) E;.
Développons A
Z Z (U,'vj - Ujv,')le" X EJ' X E[

1<i<j<d 1<i<j3<I<d
A= A1
E E (u;vj - u,-v;)w;E,- X E[ X Ej
1<i<<d 1<ii<;5<d

_ A,
E Z (u,-vj - ujv;)lez X E,' X EJ'

1<i<j<d 1<l<i<i<d

J

o p—

As
A; peut sécrire
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Al = le,-<j<k5d(u,-vj - Ujv,‘)wkE{ X EJ X Ek de méme

A2 = Thgicicjca(UVi—uv))wiE; X By x Ej = Ty icjcrcd(Ukvi — wivi )w; Ey X

EJ‘ X Ek de méme

As = Ticicicjcd(4ivi —ujvi)w By X E; X Ej = Ty cicjcrcd(uivr —usvj)wi By X

EJ' XEk. CommeA=A1+A2+A3

A= 215,-<j<k5d{(u;vj - u,-v,-)wk + (u;,v.' - u;vk)wj + (u_,-vk - uk'vj)w;}E; X

E; x E; carre

A1n51 onadoncuxvxw=Y% {(vv)w+ Ticjcduiv; — ujv)w; } E; donc

AR x (AglZ) )7 x gy =1l g2 1172 AFE) x (AgT)) x g2 =1l Al 1172
f_l r E;

avec

= (AR .Ag7 )00 )+ Tags<al (ARID(AGIT )i~ (AFI; (A0l )} 6l

de n?éme
(Ag™) ) (Agm ) x (g ) x g™ ) =1 Agl L 1172 (Aglh ) x (Agi™) ) x ¢

=|| Ag, w1172 iy siEp; s s'obtient de 'expression de r; en remplagant
F) par g7} .

= (8g{™) ;. Agl” 5 )0 )t Tagical (A0T1)H(A011 )i~ (8012,)5(Agi11)m ) g
Le F -algorithme s’écrit donc

F =85, €V n=0,1,..

gé") =g(n) € Vi= 1,2,... n=0,1,...

Pourk=1,... n=0,1,... " = F{") = v rlE,

o) = o~ ThysiE = kA LE4 2. ot r =] Al [P < =]
Agk e 172 s

Le F- algorithme nécessite encore 'étude de

- la complexité

- la convergence

- expériences numeériques

- liens avec d’autres algorithmes.

On peut cependant remarquer que si dans l’expression de r,, s,, on se

hrmte umquement aux premiers termes r; = (AF{.Ag™, Joi™, )i s =

(Ag) Lit Ag L, T &)1, on retrouve le E-algorithme vectoriel [6]
EM =5, n=0,1,.
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gg‘,-)=g(n),- 1=1,2,... n=0,1,...

pour k=1,2,... n=0,1,...
(y-AEﬁq)gl@x,k

E¢ =E;_, - "
(3/~A£-)1.k
n o .n (y'Agg—l,i)gl(c’l)l,k
ki = Gk-1,i — ™
(y°Ak-1.k)

t=k+1,k4+2,...

avec un choix particulier de y € V mais variable y = (Ag,("l)l'k . Avec ce
choix de r;, s; 'algorithme s’écrit

G-algorithme

G =5, n=0,1,...

g =g(n)i i=1,2,... n=0,1,...

pour k=1,2,... n=0,1,...

(8o, ,-AG_ et

no_ Gn — kel k

k k-1 1aly, e
gn. — gz o (Agi"_),'k.Ag;‘_“)gin_)l‘k
Rt T Ik A5, 4112
t=k+1,k+2,...

Comme pour le E-algorithme vectoriel [6], nous avons

Propriété 4.10 S5: S, = ayqi(n) + ... + argx(n); ot gi(n) € V; a; € IR
alors Gy = S.

De méme, nous avons le résultat plus général

Propriété 4.11 Si S, = a1g1(n) + ...+ arge(n) + ...
alors G} = S + ak+1g,(:k)+1 + ak+2g,(:,3+2 +...

Pour la démonstration, c’est & peu prés la méme que celle dans [6].
Autres algorithmes

Notre souci, pour éviter les invonvénients du E-algorithme est d’avoir AE,(:_)1 X
(Agl(c,l)l,k)-l x(gl;cri)l,k € V(§)

Agl(c'l)l.i X (Agitip)™ X gitix € V5

Ceci a été fait pour les algorithmes cités ci-dessus, mais on peut en "fabri-
quer” d’autres en intervenant directement sur le produit.
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M-algorithme (Mélange de deux multiplications)

9&-1 x)
AN

C est Pinverse compatible avec la multiplication deﬁme sur C(V), quand

Ag _1 appartient a V, et on remplace la multiplication x par une autre
multlphcatlon * de telle sorte que le produit u * v reste toujours dans V.

L’idée consiste a prendre 'inverse (Ag,c wx) ! égal 3 a3

(2! 2! U
Si I'on choisit par exemple uxv = | : | : |=1]: ,
Ug4 V4 UqV4

on obtient Palgorithme

=S,, n=0,1,.
g((,’:) =g(n) 1=1,2,... n=0,1,...
pour k=1,2,... n=0,1,...

(ag) ,=8G7_ )g(™)
M]?:M‘?_l_ k=1k k=1 kl,kev

INQANTE
(Agfg'l), x*89% 1 .)‘.9&"_)1 &
9ki = Gk-14— TGN eV
k=1,k
i=k+1,k+2,...

Si V = IR, on retrouve tout simplement le F-algorithme scalaire.

Aucune étude concernant la convergence, les applications, n'a été faite pour

cet algorithme.

Une autre maniere d’obtenir d’autres algorithmes est la suivante: dans I’algorithme
général

{E'(” = EI — AED, x' (Ag, )7 x2 gl

g = gi")l.—Agk e (Ag‘"’ )7 X2 gl
Si 'on pose (A,c lk) -Irg“—)—’d“l?, et si I'on remplace la multiplication
Ikm1,k

(1) par le produit scalalre, on retrouve le G-algorithme ci dessus. Dans les

égalités donnant Gj et g ,) la direction du second terme du second membre

est imposée par g,(c_)l'k. Rien n’empéche de faire la méme chose pour la mul-

tiplication 2. Ceci donne alors le N-algorithme suivant
=5, n=0,1,...

g((,,) =g(n); 1=1,2,... n=0,1,...

pour k=1,2,... n-—O 1,.

Np= NP, - (Agy?) kgk 1 k)AN £-1)
kK — -1

||A‘")1 W2

ev
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Al 4ol yAg]
n _ a0 Lk Jk=1 k= k=1,
ki = Gk-1,i — 1877, 1P J eV

i=k+1,k+2,...
Si V = IR, on retrouve le E-algorithme scalaire. Pour cet algorithme, la
dlrectlon du second terme du second membre de 1’égalité est imposée par
AN,,_
Le dermer choix qui reste donne le K-algorithme

=85, n=0,1,..
g((,",) =g(n) 1=12,... n=0,1,...
pour k=1,2,... n —0 1,.
(AK]_, gk 1 ,‘)A!],‘_l &

K=K} , - = \%
k k=1 ( )”A(( ); k“? €
(B9, -9y 1 )BgR_
gl?,i = 92-1,; - * 1||A(‘:')::||2 =ik eV
it=k+1,k+2,...

De méme, si V = IR, on retrouve le E-algorithme scalaire.

Pour le K- algonthme la dlrectlon du second terme du second membre de
P’égalité est imposée par Agk )1 k-

Aucune étude concernant la convergence, les applications, les propriétés des
ces algorithmes n’a été faite.

Nous pouvons faire evxdemment la meéme chose pour le E-algorithme vecto-
riel [6]. Le premier choix est LM=8, n=0,1,.

g((),) =g(n); 1=12,... n=0,1,...

pour k=1,2,... n=0,1,.

n_Jn (y~95="_)1 k)AL(n)
y'Ak—l,k
no_on WA
gk,l - gk—l,t yAk W

t=k+1,k+2,...
ou y € V choisi une fois pour toute.
Ainsi pour cet algorithme, si I’on choisit

1 ™
Ol . wm_|0 5 ) :

v=1 . |;g ) ou h;"’ € IR, on retrouve le H-algorithme
0 0

Si V = IR, on retrouve le E-algorithme scalaire.
Nous pouvons encore transformer le ¢E-algorithme pour donner 3 autres al-
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gorithmes

1M =8, n=0,1,.

g((),t)_g(n)s 1—12 . n=0,1,...

pour k= 1,2,... n—0,1,...

=1 - (y'A”(kn-)l)(y‘Agi"-)Lk)gSzn-)Lk
Tk |1yn=|mg£"_’,.u|2

(v-897, (v Ayk L9

BRESRANE

Gki = Gk-1,i —
i=k+1,k+2,...

27 =5, n=0,1,.
g((,,)—g(n),- z_1,2,... n=01,...
pour k =1,2,. .n—01 ..

() Daei?)

o _ gqn (yg,,_l TR E Y
I,="I_, - P CY Iy
HlulPllagiy &l

V94 (y-Bap_y IAGE,

N, =qg? .. —
9ki = Gk-1,i IFIALD, 7
i=k+1,k+2,...

Le dernier choix est

3t =5, n=0,1,...

gg,> =g(n) i=1,2,... n=0,1,...

pour k=1,2,... n=0,1,...

S[P =3 (v-0i7) D821 )AglY,

k k-1 QAN
no_ n _ (y‘gin)l J-Bg8_y ()AgE_y

ki = Gk-1 EISSNE

i=k+1,k+2,...

Pour les trois algorithmes, si ’on se place dans le cas scalaire, on retrouve le
E-algorithme scalaire.

Pour ’algorithme 11, si ’on prend y = Aﬁ"_)l’k, on retrouve le G-algorithme.
Comme pour les autres algorithmes nouveaux, aucune étude concernant la
convergence, les applications, les propriétés, les expériences numériques, n’a
été faite. Nous comptons bien traiter ces questions dans un travail ultérieur.
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