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Introduction générale 

Le contenu de cette thèse est réparti en quatre chapitres. 

Le premier chapitre concerne 1 'étude de la première et de la seconde 
généralisation de e-algorithme. 

A trvers les chapitres 2 et 3, nous montrons comment les désignants (1927) 
nous permettent de développer une théorie d'extrapolation dans le cas non 
commutatif et de généraliser dans ce sens les résultats déjà connus. 

Le chapitre 4 est un chapitre d'application. En particulier, gràce à 
l'utilisation de l'algèbre de Clifford et des désignants, nous résolvons une 
question ouverte depuis trente ans déjà, à savoir si l'on peut écrire, sous 
forme d'un rapport de deux déterminants, les quantités calculées par l'e­
algorithme vectoriel de Wynn. Ce résultat nous permettra ainsi d'énoncer 
de nouveaux résultats et de retrouver, d'une manière différente, d'autres déjà 
connus. 
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Chapitre 1 

Sur la première et la seconde 
généralisation de l't: algorithme 
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1.1 Introduction 

Soit (Sn) une suite de nombres réels ou complexes. La transformation de 
Shanks [38], transforme la suite (Sn) en un ensemble de suites ek(Sn) où : 

Sn Sn+l Sn+k 
Sn+l Sn+2 Sn+k+l 

ek(Sn) = 
Sn+k Sn+k+l Sn+2k 

~2Sn ~2Sn+l ~2Sn+k-1 
~2Sn+l ~2 Sn+2 ~2Sn+k 

~2 Sn+k-1 ~2Sn+k ~2Sn+2k-2 

avec~0Sn =Sn et ~i+ 1 Sn = ~iSn+1- ~iSn pour i = 0, 1, ... 
Les nombres ek(Sn) sont calculés récursivement par l'e:-algorithme de Wynn[39]: 

Nous obtenons 

.,.n - 0· .,.n- S 
'--1 - 'co - n 

n n+l + 
êk+1 = êk-1 -.,.n-+:-::1--.,.-n 

"'k - ""k 

1 

n = 0,1, ... 

k,n = 0,1, ... 

t:Ïk = ek(Sn) et t:Ïk+1 = ek(~n). 
L'e:-algorithme est une méthode puissante pour l'accélération de la conver­
gence d'une certaine classe de suites. Voir[5] pour plus de détails, pour les 
applications et les programmes. 
Soit maintenant une suite auxilaire de nombres Xn· Dans [8], Brezinski a 
proposé deux généralisations de l'e:-algorithme: 
La première généralisation 
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La seconde généralisation 

rn 0 en S en · rn+l ~Xn+k 
v_l = i Vo = Ni 0 k+l = 0 k-1 + ~+1 6n 

k - k 

Ces deux algorithmes sont obtenus en modifiant directement les règles de 
l'e-algorithme. 
A partir de la théorie développée dans[13), il est connu, pour les algorithmes 
de ce type, que les quantités calculées peuvent être exprimées sous forme 
d'un rapport de deux déterminants comme pour l'e-algorithme de Wynn. 
Une telle expression a été donnée par Brezinski dans[8) pour la première 
généralisation. Cependant, pour la seconde généralisation, une telle expres­
sion n'a pas été donnée. Ce sera l'objet de la section 1.2 de répondre à cette 
question. Dans [8), le noyau de la première généralisation a été présenté sous 
forme d'une équation aux différences finies. La résolution de cette dernière 
a été faite uniquement dans le cas particulier k=l. 
Au 1.3, nous donnerons le noyau de la seconde généralisation sous forme 
d'une équation aux différences finies. Au 1.4, nous résoudrons cette équation 
aux différences finies à la fois pour la première et la seconde généralisation 
et ceci pour k quelconque. Ainsi, nous aurons explicitement le noyau de 
chacune des deux généralisations. 

1.2 Rapport de deux déterminants 

Posons Un = Sn+l·~Xn· Définissons Popérateur R par 

et ses puissances par : 

Nous avons le 
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Théorème 1.1 

Un+k-1 Un+2k-1 

Run+k-1 Un+2k-1 

62k(Sn) = ô';k = Rkun+k-1 Rkun+2k-1 

~Xn+k-1 .D.xn+2k-1 

Run+k-1 Run+2k-1 

Rkun+k-1 Rkun+2k-1 

.D.xn+k ÂXn+2k 

R
2
un+k R

2
un+2k 

hn -
Rk+1un+k Rk+1un+2k 1 

2k+t-
Run+k 

-
62k(Run+d Run+2k 

R 2un+k R
2
un+2k 

Rk+lun+k Rk+1un+2k 

Démonstration 
Nous allons démontrer ce résultat par récurrence. Il est facile de vérifier ces 
égalités pour k = 1. 
Supposons maintenant que les hf peuvent être écrits comme rapport de deux 
déterminants, comme cela est indiqué dans le théorème, pour i = 0, ... , 2k. 
Nous devons démontrer que ces égalités sont encore vraies pour 62k+t et 
62k+2• 
Pour cela, nous allons tout d'abord calculer les quantités h2k+1 - h;t.!1 et 
.D.xn+2k / ( h;t1 

- h2~c) et établir leur égalité. 
Nous avons 
en hn+l _ 
()2k+l - 2k-1 -
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~Xn+k ~Xn+2k ~Xn+k ~Xn+2k-l 
R

2
un+k R2

un+2k R
2
un+k R2

un+2k-1 

Rk+lun+k Rk+lun+2k Rkun+k Rkun+2k-l 

Run+k Run+2k Run+k Run+2k-l 

R
2
un+k R

2
un+2k R

2
un+k R

2
un+2k-l 

Rk+lun+k Rk+t Un+2k Rkun+k Rkun+2k-l 

Appliquons l'identité de Schweins ([1]), nous obtenons 
bn bn+l 
2k+l- 2k-1 = 

~Xn+k ... ~Xn+2k 
Run+k . . . Run+2k R

2
un+k ... R2

Un+2k-l 

Rkun+k Rkun+2k Rk+ 1u Rk+t . . . n+k ... Un+2k-l 

Run+k . . . Run+2k Run+k ... Run+2k-l 
(1.1) 

R2un+k . . . R
2
un+2k R

2
un+k ... R2

un+2k-l 

Rk+ 1 un+k . . . Rk+t Un+2k Rkun+k ... Rkun+2k-l 

De la même manière, nous avons 
bn+l bn -2k - 2k-

Un+k Un+2k Un+k-1 Un+2k-l 

Run+k Run+2k Run+k-l Run+2k-l 

Rkun+k Rkun+2k Rkun+k-l Rkun+2k-l 

~Xn+k ~Xn+2k ~Xn+k-l ~Xn+2k-l 
Run+k Run+2k Run+k Run+2k 

Rkun+k Rkun+2k Rkun+k-1 Rkun+2k-l 

Posons 
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Un+k Un+2k ~Xn+k-1 ~Xn+2k-1 

A= 
Run+k Run+2k Run+k-1 Run+2k-1 

Rkun+k Rkun+2k Rkun+k-1 Rkun+2k-1 

Un+k-1 Un+2k-1 ~Xn+k ~Xn+2k 
Run+k-1 Run+2k-1 Run+k Run+2k 

Rkun+k-1 Rkun+2k-1 Rkun+k Rkun+2k 

En appliquant l'identité de Sylvester, nous avons 

~Xn+k-1 ~Xn+2k 
Un+k-1 Un+2k Run+k Run+2k-1 

A= Run+k-1 Run+2k-l 

Rkun+k Rkun+2k-1 

Rkun+k-1 Rkun+2k 

D'où 

ÂXn+2k/(b;:
1

- b~k) = 
ÂXn+k ÂXn+2k ÂXn+k-1 ÂXn+2k-1 

~Xn+2k 
Run+k Run+2k Run+k-1 Run+2k-1 

Rkun+k Rkun+2k Rkun+k-1 Rkun+2k-1 
(1.2) 

A 
Pour avoir l'égalité entre (1.1) et (1.2), il faut démonter que 



En effet, considérons le membre à droite de l'égalité, il est égal à 

1 1 
Run±k-1 Run±2k-1 

D.xn+k-l ••• D.xn+2k 
A:cn+k-1 A:cn+2k-1 

Rkun±k-1 Rkun±2k-1 

A:cn+k-1 A:cn+:lk-1 

1 1 
Run±k-1 Run±2k 

D.xn+k-l •• • D.xn+2k 
A:cn+k-1 A:cn+2k 

Rkun±k-1 Rkun±2k 
A:cn+k-1 A:cn+2k 

En simplifiant par D.xn+k-l ••• D.xn+2k et en soustrayant la première colonne 
de la seconde, la seconde de la troisième et ainsi de suite (au numérateur et 
au dénominateur), nous obtenons 

qui est par définition de l'opérateur R, égal à 

Ainsi (1.1) et (1.2) sont égaux. 
b(n) b(n) _ ~Xn+2k+1 

Rk+1 
Un+2k-l 

Rk+l 
Un+2k 

De la même manière, nous allons démontrer 

. En effet ~k+2 - h;t1 = que 2k+2 - 2k - b(n+l) _ b(n) 
2k+l 2k+l 
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Un+k Un+2k+l Un+k 

Run+k Run+2k+l Run+k 

Rk+1un+k Rk+1un+2k+l Rkun+k 

~Xn+k ~Xn+2k+l ~Xn+k 
Run+k Run+2k+l Run+k 

R k+t Rk+t Rk Un+k Un+2k+l Un+k 

Appliquons l'identité de Schweins ([1]), nous obtenons 

bn bn+l _ 
2k+2- 2k -

Un+k Un+2k+l 

~Xn+k ~Xn+2k+l Run+k 

Rkun+k Rkun+2k+1 Rk+1u n+k 

~Xn+k ~Xn+2k+1 ~Xn+k 
Run+k Run+2k+1 Run+k 

Rk+1u n+k Rk+l Un+2k+1 Rkun+k 

Pour le membre à droite, nous avons 

ÂXn+2k+l 

b(n+l) _ b(n) -
2k+l 2k+l 

Run+k+I Run+2k+1 Run+k 

ÂXn+2k+1 
Rk+t Un+k+l Rk+l Un+2k+l Rk+Iu 

B 
avec 

ÂXn+k+l ÂXn+2k+1 
Run+k 

R2
un+k+l R2

un+2k+l 
B= 

Rk+t Un+k+l Rk+I 
Un+2k+l 

Rk+lun+k 

12 

Run+2k 

Rk+l Un+2k 

ÂXn+2k 

Run+2k-1 

Rkun+2k 

n+k 

R k+l 
Un+2k 

(1.4) 



En appliquant l'identité de Sylvester au dénominateur B, nous obtenons 

Run+k+I Run+2k+I Run+k Run+2k 

-~Xn+2k+I 
Rk+I Un+k+I Rk+I Un+2k+I Rk+1un+k Rk+1un+2k 

~Xn+k ~Xn+2k+I R
2
un+k+I R

2
un+2k 

Run+k Run+2k+I 

Rk+I Un+k+I Rkun+2k 

Rk+Iun+k Rkun+2k+I 

(1.5) 
Pour avoir l'égalité entre (1.4) et (1.5), il faut et il suffit de démonter que 

~Xn+k ~Xn+2k+I 
Un+k Un+2k+I Run+k+I Run+2k+1 

Rkun+k Rkun+2k+I Rk+t Rk+I 

= ~Xn+2k+1 
Un+k+I Un+2k+1 

~Xn+k ~Xn+2k R
2

un+k+1 R
2
un+2k 

Run+k Run+2k 

Rk+t Un+k+l Rk+t Un+2k 

Rkun+k Rkun+2k 
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Le membre à gauche de l'égalité, est égal à 

1 

R"un±k 

ÂXn+2k+1 
~Xn+k 

1 
Run±k 
~Xn+k 

R"""±" 
~Xn+k 

1 
Un±2k±1 
~.7:n+2k+1 

R"un±2k±1 
~.7:n+2k+1 

1 
Run±2k 
~Xn+2k 

R"un±2k 
~.7:n+2k 

En soustrayant la prenùère colonne de la seconde, la seconde de la troisième et 
ainsi de suite (au numérateur et au dénominateur), nous obtenons le membre 
à droite. • 

1.3 Le noyau 

Le théorèmel.l est important pour l'étude des propriétés de la seconde 
généralisation de l'e-algorithme, en particulier, il nous permet de déterminer 
implicetement le noyau. Nous avons le 

Théorème 1.2 Une condition nécéssaire et suffisante pour que: 

est 

constants, non tous nuls tels que: 

k 

VnCo(Sn+k- S)Axn+k-1 + L CiRiun+k-1 = 0 
i=1 
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Démonstration 

Un+k-1- S~Xn+k-1 
Run+k-1 

Un+2k-1- S~Xn+2k-1 
Un+2k-1 

=0 

Ce déterminant est nul si et seulement si il existe a0, ... , aj! non tous nuls tels 
que: 

l 
aô(un+k-1- S.6.xn+k-1)+ · · · +aj!(un+2k-1- S~xn+2k-1) = 0 

a0Run+k-1+ · · · +ai:Run+2k-1 = 0 
. . . . . . . . . 

a0Rkun+k-1+ · · · +ai:Rkun+2k-1 = 0 

d'où ( Un+k-1 - S.6.xn+k-d, Run+k-1, Rkun+k-1 sont solutions de l'équation 
aux différences: a0yn + ... + ai:Yn+k = 0 
Or l'ensemble solution de cette équation est un espace vectoriel de dimension 
inférieure ou égale à k([27]) et donc il existe C0 , ... , Ck non tous nuls tels que: 

k i Co(Sn+k- S)~Xn+k-1 + Li:1 CiR Un+k-1 = 0 
La réciproque est triviale. 
Remarques 
1) D'aprés le théorème1.1, on peut déduire que la seconde généralisation peut 
être considérée comme un cas particulier duE-algorithme [6). En effet si l'on 
prend g(n )i = Riun-tf(.6.xn_t), nous aurons alors Ek(Sn+k) = 62k(Sn)· 
2) Le noyau de la première et de la seconde généralisation n'est connu ex­
plicitement que pour k = 1[8). 

1.4 Noyaux explicites de la première et de 
la seconde généralisation 

1.4.1 Noyau explicite de la première généralisation 

Le noyau de la première généralisation de l'e·algorithme est l'ensemble des 
suites (Sn)neN qui vérifient:([8]) 

k 

(Sn- s*).6.xn = L aiRivn 
i=1 
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où a, E IR; i = 1, ... , k; Vn = Sn.fiXn et R un opérateur défini par 

Nous avons démontré que le noyau de la seconde généralisation de l'e-algorithme 
est formé des suites (Sn)ne/N qui vérifient: 

k 

(Sn+k- S)Axn+k-1 = L: a,U'un+k-1 
i=1 

où ai E Dl; i = 1, ... , k; Un = Sn+l·l:ixn et U un opérateur défini par: 
Uun = fi( un-d Axn-1) et Rk+lun = A(Rkun-1/ l::ixn-1)· 

(1.7) 

Dans [8), Brezinski a donné l'ensemble solution de (1.6),(1.7) pour k = 1. Le 
but de ce travail est de résoudre (1.6) et (1.7) pour k quelconque. Ainsi nous 
donnerons explicitement le noyau de la première et de la seconde généralistion 
de l'e-algorithme. 

a) Rappel 
Rappelons ici un résultat élémentaire de l'algèbre linéaire. Soit V un IR­
espace vectoriel (de dimension finie ou infinie) 
P: V --+ V un opérateur linéaire, c'est à dire que P vérifie : 
'VJ1,>. ER, Vvt,v2 EV, P(>.v1 + 11v2) = >.P(vt) + pP(v2). 
Soit q E V, soit à résoudre?( u) = O. Supposons connaître l'ensemble solution 
de l'équation P( u) = O. Notons le N (noyau de P). Supposons connaître une 
solution particulière de l'équation P( u) = q. 

Proposition 1.1 L'ensemble solution S de 1 'équation P( u) = q est 

S = {u E Vlu = f +a; a EN}. 

Démonstration 
Soit g une solution de P(u) = q. On a alors P(g- f) =O. Donc 

3a E Nlg- f =a 

b) Définitions et notations 
SR: 1 'ensemble des suites réelles 
SRC: l'ensemble des suites réelles convergentes 
SRC0 : l'ensemble des suites réelles convergentes vers O. 
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(SR,+,.) est un m.-espace vectoriel de dimension infinie. 
SRC, SRC0 sont des m.-sous-espaces vectoriels de SR. 
c) Résolution de l'équation {1.6) 
Revenons maintenant à la première généralisation de l'ê-algorithme. Soit 
{~xn)neN une suite dont les éléments .6.xn # 0 \ln. Considérons l'opérateur 

R: SR--+ SR; S--+ R(S)([3]) 

avec: 

(R(S))n = ~Sn \ln EN. 
L.lXn 

L'opérateur R est linéaire. Notons 1 l'opérateur 

1: SR--+ SR;S--+ 1(S) =S. 

C'est donc l'opérateur identité. 
Soit s* E R. Soit s E SR telle que Sn = s* Vn E N (s est donc la suite 
constante de valeur s.). 
L'équation (1.6) caractérisant le noyau de la première généralisation a donc 
une formulation équivalente : 

k 

S = s + LaiRi(S) (1.8) 
i=l 

où S, sE SR; ai i = 1, ... , k éléments de m. 
Nous cherchons donc l'ensemble A des suites S vérifiant (1.8) où les ai 
décrivent m. Cet ensemble est le même que celui donné par: 

k 

(1 + L aiRi)(S) = s (1.9) 
i=l 

Nous allons d'abord résoudre l'équation (1.9) pour k = 2, puis nous généraliserons 
à k quelconque. Pour k = 2, (1.9) s'écrit: 

(1.10) 

Une solution particulière de (1.10) est S = s car, pour toute suite à valeur 
constante, on a R(s) =O. D'aprés la proposition!, pour trouver la solution 
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générale de l'équation(1.10), il suffit de déterminer la solution générale de 
l'équation: 

(1.11) 

Soient ~ et b2 les deux solutions du polynôme (1 + a1X + a 2X 2) =O. Il est 
clair que b1 =F 0 et ~ =F 0 (puisque a 2 =F 0). Nous avons: 

1 + a1X + a2X
2 = (1 - ~ ).(1 - ~) 

1er cas : 

À= ai- 4a2 > 0 

Nous avons alors b1 =F b2 ;b1 ,~ E IR. Dans ce cas (1.11) s'écrit: 

R R 
(J--).(J--)=0 

bl b2 
(1.12) 

Naturellement, le produit de l'opérateur (1- ~),par (1- ~) est au sens de 
la composition. Les deux opérateurs (1 - ~) et (1 - C) commutent, ce qui 
est important, comme nous allons le voir, pour la résolution de l'équation 
(1.10) 

Théorème 1.3 Si À= a~-4a2 > 0, alors l'ensemble solution de l'équation(l.lO) 
est formé des suites S telles que : 

n-1 n-1 

Sn = s• + -\1 II (1 + b1Àxi) + -\2 Il (1 + ~Àxi) 
i=O i=O 

où b1 et b2 sont solutions de 1 + a1X + a2X 2 = 0 
,\1 , ,\2 des nombres réels quelconques. 

Démonstration 

Cherchons les solutions de (1- ~ )(S) =O. 
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(/- ~)(S) = 0 <==> Vn E IN Sn- (R~~))n =O. 

( R 1 Sn+1 
1- -b )(S) = 0 <==> Vn E IN Sn(1 + b ~ ) = b ~ 

1 1· Xn 1· Xn 

R n-1 

(/- b )(S) = 0 <==> Vn E IN Sn= II (1 + b1.~xi)So. 
1 i=O 

où S0 est un réel quelconque. De même, nous avons: 

où S0 est un réel quelconque. 
Pour simplifier les notations, nous prenons par convention : 

n-1 

II (1 + ht.~x;) = 1 pour j < 0 
i=O 

Ainsi soit S 1 la suite donnée par : 

n-1 

S! = II (1 + bt.~x;) n ~ 0 
i=O 
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soit S2 la suite donnée par : 

n-1 

s~ = II (1 + b2.~Xi) n > 0 
i:O 

L'ensemble solution de l'équation (1- ~ )(S) = 0 est donc {>.S1 I>. E .m} ; de 
même l'ensemble solution de l'équation (/- ~ )(S) = 0 est {pS2Ip E Dl}. 
Les deux suites S1 et S2 sont linéairement indépendantes. En effet 

Supposons que (:J1 # 0, nous avons (:J1(S1- S2) =O. Ceci implique S1 = S2 • 

En particulier pour n = 1, on aura: 1 + b1 ~x0 = 1 + b2~x0 • Ceci implique 
b1 = b2 • Or d'après l'hypothèse b1 # ~. D'où (:J1 = (:J2 = 0 
Démontrons maintenant que >.1S1 + >. 2S2 est solution de (1.12). En effet 

R R 1 2 
(1-- )(J--)(>.1S + >.2S ) = 

b1 b2 

R R 1 R R 2 ( I - b; )( 1 - b
2 

)( >.1 S ) + (1 - ~ ) (1 - b
2 

) (>. 2 S ) 

Or (1- ~ )(>.2S2
) = 0 . D'où 

R R 1 2 R R 1 
(1- b1 )(1- b2 )(,\1S + >.2S ) = (1- b1 )(J- ~ )(>.1S ) 

Comme (1 - ~) et(J - ~) commutent, 

(1- R)(J- R)(,\1S1 + >.2S2) = (1- R)(l- R)(>.1S1) = 0 
b1 b2 b2 b1 

Comme l'ensemble solution de l'équation (1.12) est un espace vectoriel de di­
mension 2, il est engendré par S 1 et S 2

• D'après la proposition1.1, l'ensemble 
solution de l'équation (1.10) est donc S = s + À1S1 + >.2S2 • En passant aux 
composantes: 

n-1 n-1 

Sn = s• + >.1 II (1 + b1~xi) + >.2 II (1 + b2~xi) • 
i=O i=O 
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Remarque 

Si .6-xi = este , on retrouve le noyau de la transformation de Shanks pour 
k = 2 : Sn= Àtai + À2a2. 

Do = a~ - 4a2 = 0 

Dans ce cas on a b1 = b2 = b =/:-O. Nous avons alors le 

Théorème 1.4 Si Do= a~- 4a2 = 0, alors l'ensemble solution de l'équation 
( 1.10) est formé des suites S tell es que : 

avec la convention :2:{=0 Uk = 0 pour j < 0 ;Il{=o Uk = 1 pour j < O. 

Démonstration 
Dans ce cas l'équation (1.12) s'écrit : 

R 2 
(1- b) (S) = 0 

(1.13) est équivalente au système : 

{ 
(1- i)(S) = Q (1.14.1) 
(1- b )(Q) = 0 (1.14.2) 

(1.13) 

(1.14) 

Nous connaissons déjà la solution générale de l'équation (1.14.2). La solu­
tion générale de l'équation (1.14.1) s'obtient comme somme d'une solution 
particulière de l'équation (1.14.1) et de la solution générale de {1.14.1) sans 
second membre (propositionl.1 ). 
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La solution générale de {1.14.2) est : 

n-1 

Qn =À. 11 {1 + b~xi) n ~O. 
i=O 

Avec la technique de Lagrange [27] (variation de la constante), nous allons 
chercher une solution particulière de {1.9.1 ). 
posons 

n-1 

Sn = Àn. 11 {1 + b~xi) n ~O. 
i=O 

Nous avons: 

R n-1 1 1 n 

((1- b )(S))n = Àn· n (1 + b~xi).(1 + b~Xn)- b~Xn Àn+l· g(1 + b~xi)· 

R n-1 1 1 n 

((1- b )(S))n = Àn·(!! (1 + b~xi).(1 +bAx-;:)- ~Àn. !!(1 + b~xi) + 

Pn- Àn+1) ÏI(1 + b~xi). 
b~xn i=O 

R ~À n 
((1- b)(S))n =- b~ n 11(1 + b~xi)· 

Xni=O 

Ce terme doit être égal à Qn, donc: 

On en déduit 
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d'où 

Avec la convention Et=o Ui = 0 pour j < O,on peut écrire: 

La solution particulière cherchée est donc: 

La solution générale de l'equation (1.13) est donc: 

Comme p, À, Ào sont des constantes quelconques, on peut écrire: 

D'après la proposition1.1, la solution générale de l'équation (1.10) est donc: 

~ = a~ - 4a2 < O. 

Dans ce cas b11 ~ sont deux complexes conjugués non nuls. ( 1.12) s'écrit 
alors: 

R R 
(1 - - )(J - -= )( S) = 0 

b b 
(1.15) 
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Théorème 1.5 Si A = a~- 4a2 < 0 , alors 1 'ensemble solution de 1 'équation 
(1.10) est formé des suites S telles que : 

n 

Sn = s* + ~:::Jxl cos( iO) + .X2 sin( iO) )A~n) 
i=O 

où: 
~n) = 1;A~n) =ri L AXj1 ••• AXj; 0 ~ i ~ n 

O$i1 <i2< ... <j;$n-l 

avec: b = r( cos fJ + i sin fJ) 

Démonstration 
Soient S1 , S2 les suites : 

n-1 

s~ = II (1 + bAxi) n ~ 0 
i=O 

n-1 

s~ = II (1 + bAxi) n ~ 0 
i=O 

SI, S2 sont donc deux suites conjuguées solutions de(1.7). On en déduit que 
~(S1 + S2) est une solution réelle de l'équation (1.7)., de même ii(S1 - S2) 
est une solution réelle de l'équation (1.7) 
Posons : 

y1 = ~(St + S2) 
2 

y2 = ;i ( S1 - S2) 

Y1 et Y2 sont linéairement indépendantes. 
La solution générale de (1.5) est donc S = s + .X1Y1 + .X 2Y2

• 

Développons Y1 et Y2• Nous avons: 

n n n 

II(1 + bAxi) = 1 + b LAxi + b2 L Axi.Axj + ... + bn+1Ax0 ••• Axn. 
i=O i=O i,j=O•<J 

Il vient alors: 
n-1 n-1 

II (1 + bAxi) + II (1 + bAxi) = 
i=O i=O 
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n-1 n-1 

2 + (b + b) 2: ~Xi+ (b2 + b2 ) 2: ~Xi.~Xj + ... + (bn + ~ ~Xo ... ~Xn-1• 
i=O O$i<j$n-1 

D'où 

n-1 n-1 

Y1 = 1+(r cos 0) 2: ~xi+(r2 cos(20)) 2: ~Xi.~xi+ ... +(rn cos(nO))~x0 ••• ~Xn_ 1 • 
i=O O$i<j$n-1 

n-1 n-1 

Y2 = 1+(r sin 0) 2: ~xi+(r2 sin(20)) 2: ~Xi.ÂXj+ ... +(rn sin(nO))~xo ... ~Xn-1 • 
i=O O$i<j$n-1 

Posons: 

Ao(n) = 1· A(n) = ri " Ax Ax 0 < ; < n ' ' L.J L.l il ... L.l j; - • -
O$j1 <i2< ... <j;$n-1 

Nous avons alors: 
n 

Y 1 = L cos(iO)Ai; 
i=O 

n 

Y2 = I:sin(iO)Ai. 
i=O 

Nous allons résoudre maintenant l'équation (1.9) à savoir (1 + 2:7=1 a;Ri)(S) = 
s pour k quelconque. 
L'idée de base est de décomposer cet opérateur (I + 2:7=1 aiRi) en produit 
d'opérateurs simples. En effet: 

Les b1 , ••• ,bk ne sont autres que les racines du polynôme 1 + a1X + ... + akxn. 
Il est évident que toutes ces racines sont non nulles ( puisque ak :f:. 0). 
Supposons qu'il y aN,. racines réelles( sans compter la multiplicité). 
Chaque racine i,. est de multiplicité mir· 

Nr 

Le nombre de racines réelles en comptant la multiplicité est donc: L mir· 

ir=1 
Soit 2Nc le nombre de racines complexes (sans compter la multiplicité). 
Chaque racine complexe ic est de multiplicité mie 
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2Nc 

Le nombre de racines complexes en comptant la multiplicité est donc: L: m 1e. 

ie=l 

En décomposant en produit de facteurs simples, l'équation (1.9) s'écrit donc: 

(J-.!!:_)mtr ... (J-_.!!:_)mNr.(J-}i)mtc.(J-}i)mtc ... (/-!!:_)mNc.(J- R )mNc(S) = S 

blr bNr ble ~ bNe bNe 
(1.16) 

D'après la proposition1.1, résoudre l'équation (1.16) revient à résoudre l'équation: 

Nr R Ne R R II(/- -)mir, II(/- -)mie,(/- -)mic(S) = 0 
ir=l bir ie=l bie 'li: 

(1.17) 

et de trouver une solution particulière de l'équation (1.16). 

Or S = s est une solution particulière de l'équation (1.16). TI nous suffit 
donc de trouver la solution générale de (1.17). Pour cela, nous avons besoin 
de résoudre d'abord l'équation 

(1.18) 

Théorème 1.6 L'ensemble solution de l'équation (1.18) est formé des suites 
S telles que: 

Démonstration 
Par récurrence: Nous avons vu ci-dessus que le théorème est vrai pour 
m = 1, m = 2. Supposons que cela reste vrai pour un m. Démontrons 
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que le résultat reste valable pour m + 1. Nous cherchons donc la solution de 
(1- ~)m+l(S) =O. Cette équation est équivalente au système suivant: 

{ 
(/- ~)m(S) = Q (1.19.1) 
(1- ~)(Q) = 0 (1.19.2) 

(1.19) 

D'après l'hypothèse de récurrence, nous connaissons déjà la forme générale 
de la solution de (1.19.1). Reste à résoudre (1.19.2). 
La solution générale de (1.19.2) s'obtient comme somme de la solution générale 
de(/- ~)(S) =O. et d'une solution particulière de (1- ~)(S) = Q. Or nous 
connaissons déjà la forme générale de la solution de (/- ~)(S) = O. Cher­
chons donc une solution particulière de (1- ~)(S) = Q. Pour cela, utilisons 
la technique de Lagrange [27](variation de la constante). 

pour une solution particulière P, nous pouvons poser: 

n-1 

Pn = ..\n II (1 + b~xi). 
i=O 

Nous avons alors: 

R 6..\ n 

((J- b)(P))n = -b6xnn !!(1 + b~xi) 

(calcul déjà fait ci-dessus). 
Nous devons donc avoir: 

Or d'après l'hypothèse de récurrence, 
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Par identification, nous aurons: 

Nous en déduisons: 

En faisant un changement d'indice, et comme >.0,).1, ... , >.m sont des réels 
quelconques, nous pouvons écrire: (avec les conventions citées ci-dessous) 

La solution générale de l'équation (1- ~)m+1 (S) = 0 est donc: 

Par simplicité, nous notons Sn(b, >.b ... , >.rn) la solution générale de l'équation 
(1.18) donnée par le théorème 4, où ).}, ... , .Àm sont des réels qui décrivent m. 
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Considérons maintenant l'équation: 

(/-~)m.(/- ~)m(S) = 0 (1.20) 

où b est un nombre complexe (non réel). Nous avons alors le 

Théorème 1. 7 L 'ensembe solution de l'équation {1.120) est formé des suites 
Yn telles que Yn = 

Démonstration 

1/2{(Sn{b, Àt, ... , Àm) + Sn(b, Àt, ... , Àm))+ 

1/i(Sn(b, Jlb .. •, Jlm)- Sn(b, /lb· • •, Jlm))} 

L'intérêt de cette écriture est uniquement de donner sous forme de suites 
réelles la solution générale de l'équation (1.120). 
Il est évident que S(b, Àt, ... , Àm), S(b, Jlt, ... , Jlm) sont solutions de (1.20) 
puisque(!- ~)mS(b,Àt, ... ,Àm) = 0 et(!- ~)mS(b,Jl1,···,Jlm) = 0 et 
(1- ~)m, (!- ~)m commutent. Il en résulte que Yn est solution de (1.120), 
en plus elle est réelle. Comme l'ensemble des Y de cette forme est Hl-espace 
vectoriel de dimension 2m, il en découle que c'est la forme générale. 
Il est maintenant tout à fait simple de donner la solution générale de l'équation 
(1.17). Soit n E IN ; Si bE IR , notons : 

n-1 

X 1 (b, n) = II (1 + b~xi). 
i=O 

y,(b )
_X1(b,n)+Xt(b,n) 

1 ,n - 2 . 
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Y. (b ) 
_ Xm(b,n) + Xm(b,n) 

m ,n - 2 . 

Z (b ) 
= X1(b, n)- Xt(b, n) 

1 'n 2i . 

Z (b ) 
= Xm(b, n)- Xm(b, n) 

m ,n 2i . 

Avec ces notations, nous pouvons énoncer le 

Théorème 1.8 Le noyau de la première généralisation de l'e-algorithme est 
formé des suites S telles que : 

Nr m;r 

Sn= s* + L L >.yr) Xj(bin n) 
ir=l j=l 

Ne m,c 

+ L L Jlyc)}j( bic, n) 
ic=l j=l 

Ne m;e 

+ L L vjic) Zj( bic, n) 
ic=l j=l 

où les bir , ir= 1, ... , Nr; bic , ic = 1, ... , Ne sont les éléments ci-dessus 

>.~rE Ul j = 1, ... ,mir;ir = 1, ... ,Nr 

Jl~c E Ul j = 1, ... ,mic;ir = 1, ... ,Nc 

v;c E Ul j = 1, ... , mie; ir = 1, ... , Ne 

mir' miCl Nr, Ne vérifient la relation suivante : 

Nr Ne 

L mir + 2 L mie = k 
ir=l ic=l 
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Démonstration 
Le théorème est une conséquence immédiate des résultats que nous avons 
démontrés ci-dessus: Xj(bir' n ), j = 1, ... , miri i = 1, ... , Nr 
lj(bic, n), Zj(bic, n) j = 1, ... , mici ic = 1, ... , Ne sont k suites réelles indépendantes 
(avec k = Er;~l mir+ 2Efc;t mie)· 
L'ensemble solution A de l'équation (1.17) est un espace vectoriel de dimen­
sion inférieure ou égale à k. Comme les opérateurs (1- bR);(/- bR);(/- bR) 

tr IC IC 

sont linéaires et commuttent entre eux, nous avons: 
- Toute solution de {1- B.. )mir(S) = 0 ou (1- B.. )mic(J- 1!. )mi•(S) = 0 est 

~r bK ~c 
solution de (1.17). 
- Toute combinaison linéaire de ces solutions est solution de (1.17). 
Or la solution générale de {1- b~ )m;•(S) = 0 est Ej~}Àyr) Xj(bir, n), et la 

solution générale de {1- b~ )m;•(I- b~)m;•(S) = 0 est E~1 Jlyc)}j(bic, n) + 
v~ic)zj(bic,n). Il en résulte que 

Nr m;r 
L LÀYr)Xj(bir,n) 
ir=l j=l 

Ne m,c 
+ L LJLYc)}j(bic,n) 

ic=l j=l 

Ne mac 

+ L L vt) Zj(bic 1 n) 
ic=l j=l 

est solution de (1.17). Comme la dimension de A est inférieure ou égale 
à k, cette forme est la forme de la solution générale. s(si = s*) est une 
solution particulière de l'équation (1.16). Le résultat final découle de la 
proposition1.1. 

1.4.2 Noyau explicite de la seconde généralisation 

Le même travail peut se faire pour la seconde généralisation de l'e-algorithme 
et permet ainsi d'avoir l'ensemble solution de l'équation du noyau. 
Mais avant, nous devons montrer que l'équation du noyau s'écrit sous la 
forme suivante 

(1.21) 
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avec, 
G : SR ---+ SR un opérateur linéaire. La suite s étant la suite constante de 
valeur s• E m (si= s• Vi). 
Nous savons que 6~~) s'écrit 

Un+k-1 Un+2k-1 

Run+k-1 Run+2k-1 

h(n)- Rkun+k-1 Rkun+2k-1 
2k -

Axn+k-1 Axn+2k-1 

Run+k-1 Run+2k-1 

Rkun+k-1 Rkun+2k-1 

avec Un= Sn+1Axn 
L'opérateur Rest défini par Run =A( ;n-1 

), les puissances 
Xn-1 

Rk+1un =A( Rkun-1 ); 8~~) peut également s'écrire 
Axn-1 

Sn+k Sn+2k 
Run±k-1 Run±2k-1 

t.xn+k-1 t.xn+2k-1 

Rkun±k-1 RkUnf2k-1 

h(n)- t.xn+k-1 t.xn+2k-1 
2k - 1 1 

Run±k-1 Run±2k-1 

t.xn+k-1 t.xn+2k-1 

Rkun±k-1 Rkun±2k-1 

t..rn+k-1 t..rn+2k-1 

La suite Axn étant donnée. Axn =1- 0 Vn. On définit l'opérateur 
G: SR ---+ SR S ---+ G(S) 

(G(S))n+k = (ASn+k-1) 
Axn+k-1 
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P . R (~Un+k-2) AS '1 • 1 msque Un+k-1 = ~ = ~ n+k-1, 1 v1ent a ors 
Xn+k-2 

(G(s)) Run+k-1 M . n+k = Â . ontrons mamtenant que: 
Xn+k-1 

(Gi(S))n+k = Riun+k-1. 
ÂXn+k-1 

(1.23) 

Par récurrence: Ceci est vrai pour i = 1 
Supposons que l'égalité soit vraie pour i. Montrons que nous avons encore 

i+1 
(Gi+l(S))n+k = R Un+k-1. 

ÂXn+k-1 

En effet, (Gi+1 (S))n+k = (G(Gi(S)))n+k = tl.(~(S)n+k-d. 
Xn+k-1 

D'après l'hypothèse de récurrence 

i i+1 
(Gi+1(S))n+k = ~(R Un+k-2)/ÂXn+k-1 = R Un+k-l 

ÂXn+k-2 ÂXn+k-l 
(Ceci d'après la définition de Ri+I ). Il est évident que 

~Sn 
G: SR ---+ SR S ---+ G(S); (G(S))n+1 = ~ 

~Xn 

est un opérateur linéaire. Nous avons donc le 

Théorème 1.9 Soit G l'opérateur linéaire 

~Sn 
G: SR ---+ SR S ---+ G(S); (G(S))n+1 = ~ 

~Xn 

on a 

Sn+k Sn+2k 
G(S)n+k G(S)n+k 

O(n)- Gk(S)n+k Gk(S)n+k 
2k - 1 1 

G(S)n+k G(S)n+k 

Gk(S)n+k Gk(S)n+k 
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Avec Gk : la puissance k 'ième de G 

L'équation du noyau de la seconde généralisation de l'e-algorithme s'écrit 
donc 

k 

Sn+k + Lai(Gi(S))n+k = s• 
i=l 

Ce qui a une forme équivalente en termes d'opérateurs linéaires 

k 

(1 + L aiGi)(S) = s 
i=l 

{1.24) 

{1.25) 

Pour résoudre cette équation, nous suivons la même démarche utilisée pour 
la prerrùère généralisation. Nous utilisons la même convention à savoir 
n1=0 Uj = 1 pour j < 0; Li=O Uj = 0 pour i < 0. 
Soient b1 , .•. , bk les solutions du polynôme 1 + a1X + ... + akXk = O. Les 
bi; i = 1, ... , k sont tous non nuls (car ak :f 0). L'équation ci-dessus peut 
s'écrire 

G G G 
(1 - bl ) . (1 - b2 ) ... ( 1 - b) = s (1.26) 

D'après la proposition1.1, la solution générale de (1.26) s'obtient comme 
somme d'une solution particulière de (1.26) et de la solution générale de 
l'équation 

G G G 
(1- bl ).(1- b) ... (1- bk) = 0 (1.27) 

Les opfateurs linéaires (1 - ~) i = 1, ... , k commutent entre eux, ce qui est 
fondamental pour la résolution. 
Comme pour la première généralisation, l'ensemble solution de (1.27) est un 
espace vectoriel de dimension égale à k ([27]) ( aveca~c :f 0) 

Théorème 1.10 Si bi, i = 1, ... , k sont les solutions réelles simples du 
polynôme 1 + a1X + ... + akXk = 0, alors l'ensemble solution de l'équation 
{1.19} est formé des suites S telles que 

où ~l' ... ' ~k décrivent m. 
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Démonstration 
Il est évident que si Si E SR est solution de 

G 
(1- bi) (1.28) 

alors L:f=1 >.iSi est solution de l'équation (1.27). Ceci résulte du fait que 
(1 - ~) sont linéaires et commutent entre eux. En effet, 

G G G k i k G G i (1- ~ ).(1- b:z) • • • (1- b, )(Ei=t >.is) = Lj=t >.i(I- ~ ).(/- b:z )(S 
Or, comme (1- ~) commutent entre eux 

J 

(1- ~).(/- ~) · · · (1- ~)(Ef=t >.iSi) = Ef=t Tij=1.#i(J- f,)(I -~)(Si)= 0 
puisque (1- ~)(Si) =O. 
Cherchons maintenant l'ensemble solution de l'équation (1.28). 

(1-
0 )(S) = 0 ==> Vn 2:: 1 Sn- ~Sn-1 = 0 
b1 b1~Xn-1 

(/- bG )(S) = 0 =? V'n > 1 Sn(1 - b fl.
1 

) + b ~n- 1 = 0 
1 1 Xn-1 1 Xn-1 

G 1 
(/- -b )(S) = 0 ==> V'n 2:: 1 Sn = 

1 
b ~ )Sn-1 

1 - 1 Xn-1 

G n-1 1 
(/- b )(S) = 0 ==> V'n 2:: 1 Sn = IJ 1 _ b fl. )So 

1 i=O 1 X, 

G n-1 1 
(1- b1 )(S) = 0 ==> V'n 2:: 1 Sn = >.1!! 1 _ btfl.xi) 

Comme bi i = 1, ... , k sont solutions simples, les suites 
(Si)n = Tij;J 1 -b~~x) sont linéairement indépendantes. 
L'ensemble solution de l'équation (1.27) est donc formé des suites 
S telles que Sn = L:j=1 Àj Tii;o1 1 _b;~.r; ). 

L'ensemble solution de l'équation (1.26) est formé des suites S telles que 
Sn = s* + L:j=1 Àj Tif;~ 1 _b;~x;, puisque s, suite de valeur constante s* est 
solution particulière de (1.26) • 

Théorème 1.11 Soeint bt, ... , bNr les racines réelles, Ct, ••• , CNe, ët, .•• , c'Ne 

les racines complexes de l'équation 1 + a1X + ... + akXk =O. 
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Nous supposons que toutes ces racines sont simples (2Nc + Nr = k). 
L'ensemble solution de l'équation {1.24} est formé des suites S telles que 

n-1 (n-1) n-1 (n-1) 

u1(Il R?>)cos( L 0]1>) + ... +UNe( Il R~Nc))cos( 2: o~Nc))+ 
j=O j=O j=O j=O 

n-1 (n-1) n-1 (n-1) 

v1(Il R)1>)sin( L 0)1
)) + ... + VNc(Il RJNc))sin( 2: ojNc)). 

j=O j=O j:O j=O 

. 
ou 

Démonstration 
Considérons la suite réelle 

Rl =~{rf 1 + 1 } 
n 2 . 1 - Ct ~X · 1 - Ct ~X · ;=0 ) ) 

Elle est solution de l'équation {1.27). 
Posons 

nous avons alors 

1 n-1 
(1 ) i(""'n-1 8(1) -i(""'n-1 8(1) 

R! = 2 n R; ( e L..J, .. o J + e .l..JjaO J ) 

J=O 
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D A J1 - 1 {nn-1( 1 ) nn-1( 1 )} e meme posons n- 2i j=O 1 _e1 ~zJ - j=O 1 -èi~i 
Elle est solution de l'équation (1.27). De même on peut écrire: 

11 = !. nfi-1 R(1) . (~ n(1)) 
n 2 J sm ~ uJ • 

j:O j=O 

D'où les suites réelles 

n-1 1 
fi(1-b·A) i=1, ... ,Nr. 
j=O ' X; 

1 n-1 n-1 
1 _ rr (1) . ~ (1)) _ ln-2 Rj szn(,t_Bj 1-1, ... ,Nc. 

j:O j:O 

sont des solutions inépendantes de l'équation (1.27). Comme Nr + 2N c = k 
et la dimension de l'ensemble solution de l'équation (1.27) est égale à k, on 
en déduit que la solution générale de (1.27) est 

Nr n-1 1 Ne Ne 

LÀi fi( 1 _ b·Ax·) + l:v1R~) + LJLtf~1 ). 
i=1 j=O ' J 1=1 1=1 

Comme s est une solution particulière de l'équation (1.25), nous déduisons 
de la proposition1.1 la solution générale de (1.25) 

Nr n-1 1 Ne Ne 

Sn = s* + ~ Ài _U 1 _ b,Axj + ~ 111R~) + ~ ptf~l), 

où Ài, i = 1, ... ,Nr, lit, 1 = 1, ... ,Nc, JLI, l = 1, ... ,Nc sont des réels 
décrivant m. 
Comme pour la première généralisation, nous allons étudier le cas où une 
racine est multiple. 
Supposons que chaque racine bi soit de multiplicité mi. Ainsi l'équation 
(1.27) s'écrit 

(1.29) 
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N étant le nombre de racines du polynôme 1 + a1X + ... + akXk = 0 sans 
naturellement compter la multiplicité. Puisque les (1 - ~) sont linéaires et 
commutent entre eux, toute solution de l'équation 

(1.30) 

est solution de (1.29). Pour donner la solution générale de l'équation (1.29), 
nous allons d'abord résoudre l'équation (1.30). 
Résolvons d'abord l'équation (1.30) pour mi= 2 

Ceci revient à résoudre le système 

{ 
(1- ~ )(S) = Q 1.32.1 
(1- ~)(Q) = 0 1.32.2 

Nous avons vu que la solution générale de l'équation (1.32.2) est 

(1.31) 

(1.32) 

La solution générale de l'équation (1.32.1) s'obtient comme somme d'une 
solution particulière de ( 1.32.1) et de la solution générale de 1 'équation 

G 
(1-- )(S) = 0 

bi 

Or la solution générale de (1.33) est 

( 1.33) 

Pour trouver une solution particulière de (1.32.1 ), nous utilisons la technique 
de Lagrange (variation de la constante). Posons 
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Or 

Or 

D'où 

_ Âlln- 1 rr\ 1 ) = -\ iï\ 1 ) /; Vn ~ 1. 
bibXn-1 j=O 1- biÂXj j=O 1 - biÂXj 

En simplifiant, nous aurons 

Nous en déduisons 

\ ~ biÂXn 
/lk =llo-"'~ 

n=O 1- biÂXn 

Ainsi la solution particulière cherchée est: 

n-1 biÂXk n-1 1 
Sn= (llo-_\ L 1- b·Â ) II ( 1- b·Â ). 

k=O 1 X k i=O 1 X J 

D'après la proposition1.1, la solution générale de l'équation (1.31) est 

n-1 biÂXk n-1 1 
Sn= (!li+ /12 L 1- b·Â ) II ( 1- b·Â ) 'Vn ~O. 

k=O 1 Xk i=O 1 XJ 

D'une manière générale, nous avons le 
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Théorème 1.12 La solution générale de l'équation {1.30} est 

Démonstration 
i désigne le numéro de la racine bi. Nous pouvons, sans perdre la généralité, 
prendre i = 1. Le théorème est vrai pour m1 = 1, m 1 = 2 
Supposons que l'assertion reste vraie pour m1 • Démontrons que cela reste 
vrai pour m 1 + 1. Nous cherchons donc à résoudre l'équation 

(1- G )ml+l(S) = 0 
bl 

Cette équation est équivalente au système 

{ u- r )(s) = Q 1.35.1 
(1- ~)m 1 (Q) = 0 1.35.2 

(1.34) 

(1.35) 

D'après l'hypothèse de récurrence, nous connaissons déjà la solution générale 
de 1.35.2. La solution générale de (1.35.1) s'obtient comme somme de laso­
lution générale de (1.35.1) sans second membre et d'une solution particulière 
de (1.35.1 ). 
Comme nous l'avons déjà fait, cherchons une solution particulière sous forme 
Sn = -Xn Tii;~( l-b:~x)· Nous avons déjà vu que 

((1 _ G)(S))n = _ A.\n-1 ll( 1 ) 
b1 b1Axn-1 i=O 1 - b1Axi 

Nous devons donc avoir 
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Nous en déduisons 

D'où en faisant le changement d'indices i ---+ ki, kj ---+ kHI et puisque 
>.o, a 1 , .•• , O'm1 sont des réels quelconques, nous pouvons écrire 

~ k~I k~1 (bi~Xkl) · · · (bi~Xkm1 ) 
O'm1+l ~ ~ ••• ~ 

k1=0k2=0 km1:o (1- b1~Xk1)" "" (1- ~~Xkml) 

Nous déduisons que la solution générale de l'équation (1.34) est 

Il est maitenant simple de fournir la solution générale de l'équation (1.25). 
Soit Nr le nombre de racines réelles de l'équation 1 +aiX+ ... + akXk =O. 
Chaque racine est comptée une fois (on ne tient pas compte de la multi­
plicité). Chaque racine bi 1 $ i ~ Nr est de multiplicité Pi 
De même, soit 2N c le nombre de racines complexes de la même équation 
1 +aiX+ ... + akXk = O. Chaque racine Cj, ~ est de multiplicité Vi· 

Comme pour la première généralisation: 
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Soit n E IN, si b E Hl, notons : 

n-1 

X1(b, n) = II (1- baxi)-1 

i=O 

Si b E q; - Hl, notons : 

y,(b )
_X1(b,n)+X1(b,n) 

1 ,n -
2 

. 

Y.(b )
_Xm(b,n)+Xm(b,n) 

m ,n - 2 . 

Z (b ) = X 1 (b, n)- X 1(b, n) 
1 'n 2i . 

Z (b ) 
= Xm(b, n)- Xm(b, n) 

m ,n 2i . 

Nous pouvons énoncer le 

Théorème 1.13 Le noyau de la seconde généralisation de l'é-algorithme est 
formé des suites S telles que : 

Nr m;r 

Sn= s* + 2: 2: .xyr) Xi(bir, n) 
ir=1 j=1 

Ne m;c 

+ L L JLyc)Yj(bic, n) 
ic=1 j=1 
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où les b,, , ir = 1, ... , N,; bic , ic = 1, ... , Ne sont les éléments ci-dessus 

>..;' E JRj = 1, ... ,m,,;ir = 1, ... ,Nr 

J.l~c E JRj = 1, ... ,miciir = 1, ... ,Nc 

v;c E JRj = 1, ... ,miciir = 1, ... ,Nc 

m,,, mie, N,, Ne vérifient la relation suivante : 

Nr Ne 

L mir + 2 L mie = k 
ir=l ic=l 

Démonstration 
Même démarche à suivre que celle de la démonstration du théorème1.6 
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Chapitre 2 

Les Désignants. Définitions et 
Propriétés 
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2.1 Introduction 

Les méthodes d'extrapolation et leurs applications (résolution des systèmes 
d'équations linéaires, approximation d'une limite ou anti-limite d'une suite, 
accélération de la convergence d'une suite, ... , [5]) utilisées jusqu'à présent, 
ont pour "corps de base" les corps m ou (C où la loi multiplicative est com­
mutative. 

La théorie d'une grande majorité de ces méthodes repose fondamentale­
ment sur la théorie des déterminants. Ces derniers servent à construire 
des algorithmes récursifs correspondants à ces méthodes d'extrapolation (E­
algorithme [6], e-algorithme [39], ... ). 

L'idée motrice du chapitre suivant est de répondre à la question suivante: 
est-il possible de généraliser ces méthodes d'extrapolation à "un corps de 
base" dont la loi multiplicative est non commutative. Un tel corps est dit 
gauche ou non commutatif. 

Il y a plusieurs difficultés à surmonter, principalement la suivante: les déterminants 
n'existent pas sur un corps (ou un anneau) non commutatif. C'est à dire: 

Soit JI{ un corps (ou un anneau) non commutatif. 
IMn(D{): l'ensemble des matrices carrées à coefficients dans ff{. On entend 
par déterminant, toute application det: 

qui vérifie: 
1) det est multilinéaire. 

JM n (JI\} --+ JI{ 

A--+ det(A) 

2) det(A) = 0 <==::} A non inversible. 
3) det(A.B) = det(A).det(B). 
Le théorème de Dyson ([20], [31]) affirme que si l'on a une application det 
qui satisfait 1 ),2) et 3) alors la loi multiplicative sur ff( est forçément com­
mutative. 

J. Dieudonné [18) a montré le rôle important que joue la commutativité 
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de la loi mutiplicative dans la théorie des déterminants. Ainsi, étant donné 
un corps U( commutatif ou non, H\ = U(- 0; C: l'ensemble (le groupe) des 
commutateurs du groupe IK'*. 
IK'* /C: le groupe D\ quotienté par le groupe distingué C. Dieudonné définit 
une application 

det: IMn(/K) -+ (H\ /C) u 0, 

qui vérifie bien les propriétés 1 ),2) et 3) et qui coïncide avec le déterminant 
habituel quand le corps est commutatif. Dans le cas non commutatif, la 
valeur de det n'est plus dans U(, mais dans (H\) U O. C'est à dire det est 
une classe d'equivalence. Cette théorie n'est donc d'aucune utilité pour nos 
méthodes d'extrapolation sur un corps non commutatif. 

O.Ore [33) définit un certain "déterminant" d'un système d'équations linéaires 
à coefficients dans U( (corps non commutatif). Mais l'absence de relation de 
récurrence rend cette définition inexploitable. 

Un travail qui nous sera par contre d'une grande utilité pour les deux chapitres 
suivants est celui d'Heyting [29). C'est pour cette raison que nous lui con­
sacrons ce chapitre. Les résultats donnés dans [29) sont cités sans démonstration. 

2.2 Désignants 

Soit H< un corps non commutatif. Soit le système d'équations linéaires ho­
mogénes à deux inconnues x1 , x2 à coefficients à droite 

(2.1) 

Supposons que a11 =/:- O. En éliminant l'inconnue x1 de la seconde équation, 
on aura: 

On note alors 
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~d: s'appelle le d.désignant (désignant à droite) du système 2.1 
La lettre d indique que le désignant en question est un désignant d'un système 
d'équations linéaires à coefficients à droite. Elle indique également le sens 
du calcul. 
De même, soit le système d'équations linéaires homogènes à deux inconnues 
x 1, x2 à coefficients à gauche 

{ 

aux1 + a12x2 = 0 , .. 
aij E IR z, J = 1, 2 

a21 x1 + a22X2 = 0 
(2.2) 

Supposons que a11 # O. En éliminant l'inconnue x1 de la seconde équation, 
on aura: 

On note alors 

~g= 

~9 : s'appelle le g.désignant (désignant à gauche) du système 2.2 
La lettre g indique que le désignant en question est un désignant d'un système 
d'équations linéaires à coefficients à gauche. Elle indique également le sens 
du calcul. 
Si ~d # 0 (respectivement tl.9 =f 0) le système 2.1 (respectivement le système 
2.2) a l'unique solution triviale. 
Si tl.d = 0 (respectivement tl.9 = 0) le système 2.1 (respectivement le système 
2.2) a plusieurs solutions. 
Avant de passer au cas général, faisons la même chose pour le système 
d'équations linéaires homogènes à trois inconnues Xt, x2, x3 à coefficients à 
droite: 

{ 

Xt au + x2a12 + X3a13 = 0 
Xt a21 + x2a22 + X3a23 = 0 
x 1 a 31 + x 2a32 + x3a33 = 0 

aô E lK i,j = 1, 2 (2.3) 

Supposons que a11 # O. En éliminant x 1 de la première et de la seconde 
équation, nous aurons: 

{ 
x2(a22- a12aïla21) + x3(a23- a13aï1

1a2I) = 0 
x2(a32 - a12aïla21) + x3(a33- a13aïla3I) = 0 
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Supposons que a22 - a 12aïl a 21 # 0, nous aurons: 

le coefficient 

système 2.3 
On note 

-1 
a22 - at2all a2t 

-1 
a32 - a12a11 a21 

au 

Ad= a21 

a31 

-1 
a23 - a13a11 a21 

-1 
a33 - a13an a31 

a12 a13 

a22 a23 

a32 a33 d 

au 

1. 
a21 

-
au 

a31 

1. =o. 

-

a12 an a13 

a22 d a21 a23 d 
a12 au a13 

a32 d a31 a33 d d 

De la même manière, pour un système d'équations 
trois inconnues x1 , x2 , x3 à coefficients à gauche 

linéaires homogènes ' a 

{ 

aux1 + a12x2 + a13X3 = 0 
a21 x1 + a22x2 + a23x3 = 0 
a31x1 + a32x2 + a33x3 = 0 

aô E D< i,j = 1, 2 

en supposant que an# 0 et (a22- a21aï1
1
a12) # 0, nous aurons 

A9x3 = 0 

A9 s'appelle le g.désignant du système 2.4 

a11 a12 a13 

On note A9 = a 21 a22 a23 , et est égal à 
a31 a32 a33 

Remarque 

au 

a21 

au 

a31 

a12 an 

a22 g a21 

a12 an 

a32 s a31 

(2.4) 

a13 

1. a23 

a13 

a33 g g 

Le d.désignant Ad = a21 a22 a23 n'a de sens que si son mineur prin-
a31 a32 a33 d 

l, # O. Celui-ci n'a de sens que si a 11 =f O. Ainsi Ad existe 
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si tous les mineurs principaux sont différents de O. Ceci est valable pour les 
g.désignants. 

Cas général 
Soit le système d'équations linéaires homogènes à n inconnues x~, x2, ••• , Xn 

à coefficients à droite 

l 
Xtan + x2a12 + ... + Xnatn = 0 
Xt a21 + x2a22 + · · · + Xna2n = 0 

Xt an1 + X2an2 + ... + Xnann = 0 

aij E lK i,j = 1, .. , n 
(2.5) 

Avec le même procédé d'élimination des inconnues Xt, x2 , • •• , Xn- b on arrive 
à Xn.6.d =O . 
.6-d: s'appelle le d.désignant du système 2.5 et l'on note 

.6-d= 

.6-d a un sens que si son mineur principal a un sens 

nn -1 d 

et est différent de zéro. 
au aln-1 

A son tour a un sens que si son mineur princi-

an-11 n- ln- 1 d 

an Gtn-2 

pal a un sens et est différent de zéro. Ainsi de 

n- 2n- 2 d 

suite. Donc .6-d = a un sens si tous les mineurs principaux 

anl nn d 

an 
an a12 

an, 
a21 a22 ' ... ' 

d an-11 

sont différents de zéro. 
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De même, considérons le système d'équations linéaires homogènes à n m­
connues à coefficients à gauche. 

l 
aux1 + a12X2 + ... + a1nXn = 0 
a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn = 0 

anlXl + an2X2 +. • • + annXn = 0 

aij E U( i, j = 1, .. , n 
(2.6) 

Avec le même procédé d'élimination des inconnues x11 x 2 , ••• , Xn- 1 , on arrive 
à l::t.9 Xn =O. 
l::t.9 : s'appelle le g.désignant du système 2.6 et l'on note 

l::t.g= 
nn 

g 

!::t.g= a un sens si tous les mineurs principaux 
nn 

g 

sont différents de zéro. 

an-ln-1 g 

2.3 Propriétés 

2.3.1 Notations 

Soit !::t.d = 

anl nn d 

Apq: le d.désignant d'ordre ( n -1) obtenu à partir de !::t.d en gardant les lignes 
1, 2, .. , n- 2,p et les colonnes 1, 2, .. , n- 2, q. 
AP: le d.désignant d'ordre p obtenu à partir de !::t.. en gardant les lignes 
1,2, .. ,p et les colonnes 1, .. ,p. 
A~r: le d.désignant d'ordre p + 1 obtenu à partir de !::t.d en gardant les lignes 

1, .. ,p,q et les colonnes 1,2, .. ,p,r (q,r > p). Ainsi on a: A~Jl,p+l = A(P+l). 
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2.3.2 Relations de récurrence, identité de Sylvester 

Propriété 2.1 

au a ln A<"> p+l,p+l A<"> p+l,n 

Ad= -
anl nn 

d A<"> A(P) 
n,p+l n,n d 

En mettant p = n- 2, on obtient l'analogue de l'identité de Sylvester ([1}}: 

au aln A(n-2) ~n-2) 
Ad= - n-l,n-1 -l,n 

A(n-2) A(n-2) 

ani nn n,n-1 n,n d 
d 

2.3.3 Relation entre désignant et déterminant 

Soit D le déterminant du système 2.5 quand le corps U( est commutatif. 
Ad le d.désignant du même système (ici Ad= A 9 ). On a alors 

Propriété 2.2 

D= 
nn d 

2.3.4 Multiplication d'une ligne ou d'une colonne par 
un nombre 

Propriété 2.3 Un d. désignant d'ordre n ne change pas si 1 'on multiplie à 
droite la ligne i différente de la dernière ( i # n) par un élément À E U(•. 

Si l'on multiplie à droite la dernière ligne par un élément À E /K, le d.désignant 
obtenu est multiplié à droite par À. 
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Propriété 2.4 Un d.désignant d'ordre n ne change pas si l'on multiplie à 
gauche la colonne i différente de la dernière ( i # n) par un élément >.inD\. 

Si l'on multiplie à gauche la dernière colonne par un élément >. E JK, le 
d.désignant est multiplié à gauche par>.. 

exemple: >. r 0 
>.au a12 (' )-1, -1 ,_1 , 1 au , = a22-a12· "an "a21 = a22-a12au " ·"a21 = 
"a21 a22 d a21 

au Àat2 1 an al2 
, = Àa22 - Àa12·aÏ1 a21 == >. 

a21 -"a22 d a21 a22 d 

Remarque 
Les propriétés 2.3 et 2.4 sont donc différentes de celles connues pour les 
déterminants. 

2.3.5 Relation entre d.désignant et g.désignant 

Propriété 2.5 

au a12 a ln au a21 anl 

a21 a22 a2n a12 a22 an2 
-

anl an2 ann d a ln a2n ann g 

Propriété 2.6 

au a ln au a ln au 

- + 
an-11 an-ln an-11 an-ln an-11 

anl + bnl ann + bnn d anl ann d bnl d 

Propriété 2. 7 
au aln-1 aln + bln 

-
anl ann-l ann + bnn d 
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au aln-1 a ln au aln-1 ~n 

+ 
anl ann-1 ann d anl ann-1 bnn d 

2.3.6 Lignes proportionnelles 

Définition 2.1 Deux lignes Ai= (ai1, ... ,ain), A;= (a;1, ... ,a;n) sont 
proportionnelles à droite s'il existe À E 8( tel que Ai = A; À 

Elles sont proportionnelles à gauche s'il existe À E 8( tel que Ai = ÀA; 
Même définition pour les colonnes 

Propriété 2.8 Le d.désignant est égal à zéro si la dernière ligne et une autre 
ligne supérieure sont proportionnelles à droite. 

Exemple 
a 21 À a 22 À 

a21 a22 d 

Propriété 2.9 Le d.désignant est égal à zéro si la dernière colonne et une 
autre colonne sont proportionnelles à gauche. 

Àa21 a221 \-1' 0 = a22 - a12al21"' "'a22 = . 
Àa21 a22 d 

2.3. 7 Permutation de deux lignes, de deux colonnes 

Propriété 2.10 Si 1 'on permute la ligne i avec la ligne j, toutes les deux 
différentes de la dernière (i =/: n , j =/: n), si le d.désignant existe, alors ces 
deux désignants sont égaux. C'est à dire 

au a ln au a ln 

ail ain a;t a;n 

-
a;1 a;n ail ain 

ani ann d anl ann d 
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Propriété 2.11 Si l'on permute la colonne i avec la colonne j, toutes les 
deux différentes de la dernière ( i =/: n , j =/: n), si le d.désignant existe, alors 
ces deux désignants sont égaux. C'est à dire 

au 

= 

2.3.8 Addition de lignes 

Propriété 2.12 Le d.désignant ne change pas si l'on ajoute à la ligne p la 
ligne q multipliée à droite par un élément À E D<, avec p =/: q , q =/: n. C'est 
à dire 

au a ln 

an a ln 

ap1 + a 91 À apn + Qqn). - q =/: n. 

ani ann d 

ani ann d 

Propriété 2.13 Un d.désignant est une fonction linéaire à coefficients à 
droite en éléments de sa dernière colonne 

Remarque 
Toutes les propriétés citées ci-dessus restent valables si l'on remplace d.désignant 
par g.désignant, à condition de remplacer chaque mot colonne par ligne et 
chaque mot ligne par colonne. 
Nous complétons ces propriétés par les suivantes: 

Propriété 2.14 Un d.désignant est également fonction linéaire à coefficients 
à gauche en éléments de sa dernière ligne. 

Démonstration 
La propriété est vraie pour un d.désignant d'ordre 2. 

au a12 ( -t) En effet = a22 - a12a11 a21· 
a21 a22 d 
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Supposons que la propriété soit vraie pour les d.désignants d'ordre n-1. On a 

A(l) 
22 

ann A(l) A(l) 
d n2 nn d 

Seuls les éléments A~~ contiennent les éléments de la derniére ligne. 
D'après l'hypothèse de récurrence, il existe B2 , ••• , Bn indépendants de la 

au a ln 

dernière ligne, tels que - B A(t) + + B A<1) - 2 n2 • • • n nn 

ani ann d 

au a ln 

= B21 l, + ... +B.I l, au a12 au a ln 
ani an2 anl ann 

anl ann d 

au ain 

anl ann d 

D'où l'on déduit: 3 Ct, ... , Cn indépendants de la dernière ligne: 
au ain 

Propriété 2.15 Le d.désignant ne change pas si l'on ajoute à la colonne p 
la colonne q multipliée à gauche par un élément ..\ E JK, avec p =f. q , q =f:. n. 

Démonstration 
La propriété est vraie pour un d.désignant d'ordre 2. 

au a12 + Àau ( \ ) -1 En effet + \ = an + ..\a2I - ai2 + Aau au a21 
a21 a22 "a2I d 

. t , l . 1 au a121 qm es ega a 
a21 a22 d 

Supposons que la propriété soit vraie pour les désignants d'ordre n -1. Con­
sidérons le d.désignant d'ordre n 

au a 1p + ..\a19 • • • a 19 • • • a 1n 

~d= 

··· a +..\a ··· np nq 

55 



alp + ..Xa19 1 
a1p + .-\a29 d 

· · · A29 • • • A~n 

A~2 1 au alp + ..Xalq Id . . . Anq .•. 
anl anp + Àanq 

D'après la proprité 2.7 
A~2 A~P + ,\A~9 A~9 A~n 

d 

Soit p > 1. AJ9 -

A l . • • Al + \Al • • . Al • • . Al n2 np A nq nq nn d 
0 i = 2, ... , net 

A~2 A~P A~9 A~n au a1n 

A~2 · · · A~P A~9 A~n d 
Si p = 1, on aura: 

au + ,\alq al2 alq aln 

anl + ,\anq an2 ... 

1 

an + .-\a1 9 a121 
a21 + .-\a29 a22 d 

au + .-\a1 9 a12 1 
anl + ,\anq an2 d 

Par ailleurs on a: 

anq ann d 

1 

au + .-\a1 9 

a21 + .-\a29 

= 

1 

an + Àa1 9 

a21 + .-\a29 

1 

a 11 + .-\a1 9 a1 9 d • • • 1 au + .-\a1 9 

anl + ,\anq anq anl + ,\anq ::: l, d 

. (a) 

1 

au + .-\a19 a1r 1 ( \ )(-l)( \ ) au + .-\a1 9 alr 1 \ = a2r-a1r au +Aat9 a21 +Aa29 + \ -
a21 + Aa2q a2r d a2l Aa2q a2r d 

au air + a1raï1
1a21- atr(an + ,\at 9t 1 (a21 + ,\a2q)· 

a21 a2r d 

_ an air - a 1r(a11 + ,\at9)-1{-(an + Àat9 )aïla21 + a21 + ,\a2q} -
a21 a2r d 

1 
au air 1- a 1r(a11 + ,\at 9)-

1 {-a21- ,\at9 )aïla21 +a21 + Àa29 } 
a21 a2r d 

= - atr(au + .-\at9t 1 .-\{-a21- at9 )aïla2t} 
d 
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( , )-1 -11 an a19 1 a19 au + "a19 au a19 a21 a2q d 

au + ..\a19 a19 

d a21 + .Àa29 a29 d -

au + ..\a19 a19 _ 

a21 + ..\a29 a29 d -

En injectant ces formules dans (a) et en utilisant la propriété 2.4 et l'hypothèse 
de récurrence, on a le résultat. • 

2.3.9 A ut res propriétés 

Pour les besoins des chapitres 3 et 4, nous allons démontrer certaines pro­
priétés. 

Propriété 2.16 

an alk-2 alk-1 alk 

-
ak-n ak-Ik-2 ak-1k-1 ak-1k 

V ki Vkk-2 Vkk-1 Vkk d 

-1 
an a1k-2 alk alk-1 an a1k-2 alk alk-1 

ak-11 ak-1k-2 ak-1k ak-1k-1 ak-11 ak-1k-2 ak-1k ak-1k-1 
0 0 1 0 d Vk1 Vkk-2 -Vkk Vkk-1 

Ainsi la propriété 2.16 donne explicitement le facteur multiplicatif, quand on 
permute la dernière colonne avec une autre (ici l'avant dernière). 
Démonstration 
Pour k = 2 
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1 au al2 1 -1( -1 ) 
V21 v22 

d = -al2au v21 - au a12 v22 

an a12 
= (-aua12t

1
(v21- auaïlv22) 

V21 V22 d 

au a12 a12 an 1 a12 an - 1 0 V21 V22 d d v22 V21 d 

Pour k = 3 

-1 
an a13 a12 au a13 a12 
a21 a23 a22 a21 a23 a22 -
0 1 0 d V31 v33 V32 d 

-1 r _ (1 au 
a12 lau a13 au a13 

a21 a22 d a21 a23 d 
0 1 x 

d 

(1 au 
al2 

l, -1 
au a1211 au a13 [' an a13 IJ V31 VJ2 a21 a22 d a21 a23 V31 V33 

Or 1 
au a13 

l, = 1. D'où 0 1 

=-1 
au a13 

Il au 
a12 ['x a21 a23 d a21 a22 

l, -1 n (1 au 
a12 au a1211 au a13 au 

""1) V31 V32 a21 a22 d a21 a23 d v31 v33 d 

=-1 u n 1.+1 Id· 
an a13 au a12 au a12 au a13 
a21 a23 a21 a22 d VJt V32 VJt V33 

au a12 a13 

- a21 a22 a23 
V31 VJ2 v33 d 
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Pour k quelconque, on aura 
-1 

au alk-2 alk alk-I au alk-2 alk alk-I 

ak-11 ak-1k-2 ak-1k ak-1k-1 ak-11 ak-1k-2 ak-1k ak-1k-1 

0 0 1 0 
d V ki Vkk-2 Vkk Vkk-1 

{o-
-1 

au alk-2 a1k-1 au alk-2 alk 

ak-n ... ak-1k-2 ak-1k-1 ak-u ak-1k-2 ak-1k d d 

au a1k-2 alk 

dr l 
au alk-2 alk-1 

x 
ak-21 ak-2k-2 ak-2k ak-21 ak-2k-2 ak-2k-1 

0 0 1 Vk1 Vkk-2 Vkk-1 d 
-1 

au alk-2 alk-1 au alk-2 alk 

ak-1k-2 ak-1k-1 d ak-11 ... ak-1k-2 ak-1k d 

alk-2 alk 

J ak-2k-2 ak-2k 

Vkk-2 Vkk 

un Utk 

Or = 1. En effet, ceci est vrai pour k=2 (calcul di-
Uk-1k 

0 1 
reet). 
Supposons que cette propriété soit vraie pour des désignants de cette forme 
d'ordre (k- 1). On a 

un UJk un U1k-2 Ulk 

U= -
Uk-ll Uk-1k Uk-21 Uk-2k-2 Uk-2k 

0 0 1 
d 

0 0 1 
d 
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-1 
U1k-2 U1k uu U1k-2 UJk-1 

x x 

uk-1k-2 Uk-1k d Uk-11 Uk-1k-2 Uk-1k-1 d 

un U1k-2 U1k-1 

Uk-21 Uk-2k-2 

0 0 d 

Or le dernier facteur du deuxième terme de l'égalité est nul. 
D'où d'après l'hypothèse de récurrence, on aura U = 1. D'où 

alk-2 alk an a1k-2 a1k-1 

Do=-
ak-1k-2 ak-1k d ak-n ak-1k-2 ak-1k-1 

alk-2 alk-1 
au alk-1 

ak-2k-2 ak-2k-1 
ak-11 

Vkk-2 Vkk-1 d 

-1 
alk-2 alk 

an alk-2 

J 
Do=-

+ 
ak-2k-2 ak-2k-1 

Vkk-2 Vkk-1 d d 

Do= • 
d 
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Propriété 2.17 

a12 alk-1 ali~ alk+l a12 alk-1 au a1k+1 

a22 a2k-1 a2k a2k+1 a22 a2k-1 a21 a2k+1 

ak-12 ak-1k-1 ak-1k ak-1k+1 ak-12 ak-1k-1 a k-u ak-1k+l 

ak2 akk-1 akk akk+l d ak2 akk-l akl akk+l 

a12 alk-1 alk+l -1 

a22 a2k-l a2k+l 
a12 alk au alk 

ak-12 ak-1k d ak1 akk d ak-12 ak-lk-1 ak-1k+1 d 

La propriété 2.17 donne sous forme d'un produit la différence de deux désignants 
qui ne diffèrent que d'une seule colonne. 
Démonstration 
La propriété est vraie pour k = 3. En effet 

al2 a13 a14 a12 au a14 

a22 a23 a24 a22 a21 a24 

a32 a33 a34 d a32 a31 a34 d 

u -tl = 1 a12 
a14 a12 a13 a12 a13 

a22 a24 a22 a23 d a32 a33 d 

1-1 a12 al4 a12 au a12 an 

a22 a24 d a22 a21 d a32 a31 d 
-1 

a12 a14 al2 a13 -
a22 a24 d a22 a23 d 

{1 

a12 a131 -1 a12 a1311 
a12 au Cl a12 au IJ a32 a33 d a22 a23 d a22 a21 a32 a31 

u [' a12 au a13 

= 1 a12 
a14 a12 a13 

a22 a21 a23 
a22 a24 a22 a23 

a32 a31 a33 d 

a12 a14 1 a12 a13~-I au a12 a13 
- a21 a22 a23 

a22 a24 a22 a23 
d d a 31 a32 a33 d 

Pour le cas général, la démonstration se fait de la même manière. Posons E 
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le membre gauche de l'égalité de la proprité 2.17. En développant : 

alk-1 

E= 

· · · alk-1 

On obtient donc 
E= 

a12 • • • alk-1 au 

d 

d 

• · · a1k-1 
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Le résultat provient directement en appliquant la propriété 2.11 au dernier 
désignant du produit. • 

2.3.10 L'identité de Schweins 

Nous allons proposer une identité veri:fiée par les désignants qui est l'analogue 
de l'identité de Schweins pour les determinants [1]. 

Propriété 2.18 

hl 
-1 

an alk an alk al 

ak+n ak+Ik hk+l d ak+ll ak+Ik ak+I d 

hl 
-1 

a12 a1k a12 alk al 

ak2 akk hk d ak2 akk ak d 

ht 
-1 

a12 alk al au alk at 

-
ak+I2 ak+lk ak+l hk+t d ak+ll ak+tk ak+l d 

Démonstration 
Pour k = 1 

ht 
-1 

an au al h -1 
a21 h2 a21 a2 

- 1a1 = 
d d 

{1 an 
hl h -1 an al J an al 

a21 h2 
- lat 

a21 a2 a21 a2 
d 

-1 

d 

:: c 
-1 
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Pour k = 2 

ht 
-1 

an a12 an al2 al 

a21 a22 h2 a21 a22 a2 

a31 a32 h3 d a31 a32 a3 d 

a12 ht u al2 al [' h2 
-

a22 a22 a2 

{ an a12 hl 
ht u 

-1 au a12 al J h2 
a12 a12 at 

a22 a21 a22 
h2 a22 

a21 a2 

a31 a32 h3 a22 a2 d a32 
d 

a31 a3 

-1 
an a12 al 

a21 a22 a2 

a31 a32 a3 d 

d1après la propriété 2.11: 

={ 
an a12 hl 

-1 
hl u [' 

a12 an al J h2 
a12 a12 al 

a21 a22 
h2 a2 

a22 a21 a2 

a32 h3 
a22 a22 

a31 d 
a32 a31 a3 

-1 
an a12 al 

a21 a22 a2 

a31 a32 a3 d 

En développant ce qui est entre parenthèse 

={ hl h1 1 a12 -1~ ht 
-1 

a12 a12 an a12 au a12 a12 at x 
a32 h3 d 

a22 h2 d a22 a21 d a32 a31 d a22 h2 d 
a22 a2 d 

::: lJ } x 

-1 

( ,-1 u 1-1 au at2at 

a12 Ut a12 al a12 an a12 

a3 a22 a2 a22 a21 d a32 
a21 a22a2 

a32 a31 a32a3 d 
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-1 

{l"" hl a12 hl 1 a12 al ~'1 a12 al J 
au a12 al 

- h3 h2 
a21 a22 a2 

a32 d a22 d a22 a2 a32 a3 
a31 a32 a3 d 

ht 
-1 

a12 al au a12 al 

- a22 a2 h2 a21 a22 a2 

a32 a3 h3 d a31 a32 a3 d 

Pour le cas général, la démonstration se fait de la même manière. En effet 
posons 

hl 
-1 

au a1k an alk al 

A= 
ak+ll ... ak+Ik hk+l d ak+ll ak+lk ak+l d 

hl 
-1 

a12 alk a12 a1k al 

-
ak2 akk hk d ak2 akk ak d 

{ 
hl hl 

-1 
au alk a12 alk a12 ... alk al 

ak+ll ak+lk hk+l d ak2 ... akk hk d ak2 akk ak d 

J 
-1 

au alk al au alk al 

x 

ak+ll ak+Ik ak+l ak+Il ak+lk ak+l d 
Posons 

au alk al 

a= 

ak+ll · · · ak+lk ak+l d 

En permutant la 1 ere colonne avec l'avant dernière du premier terme et du 
troisième facteur du second terme 

={ 
alk a12 alk-1 au hl a12 ... alk hl 

. 
ak+lk ak+l2 ak+lk-1 ak+u hk+l d ak2 ... akk hk d 

-1 

J·-1 
a12 alk al alk a12 alk-1 an al 

ak2 . . . akk ak d ak+lk ak+I2 ... ak+Ik-1 ak+ll ak+I 
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En développant le premier terme et le troisième facteur du second terme 

ak+lk ak+12 

En simplifiant 

l 
alk 

= ak-llk ak-12 

ak+1k ak+12 

akk ak2 

ak+Ik ak+12 

-1 

-1 

ak-1k ak-12 ••• ak-1k-1 

ak+Ik ak+12 • • • ak+lk-1 

J )·-· 
ak-1k-1 hk-1 

ak+1k-1 hk+1 d 

... alk 

••• akk 

ak-11 

ak+I1 d 

alk-1 

alk a12 

ak-lk ak-12 

ak+1k ak+l2 

}-· 
akk-1 ak 

ak+Ik-1 ak+I 
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-1 

• ak2 ak2 au ak hk 

ak+12 ak+12 ak+Ik ak+I hk+I d 

Dépendance linéaire de lignes ou colonnes. 

Nous[n~!~nls : 
ci = : . , fi = [ ali . . . ain ] 

am 

Propriété 2.19 

an ... aa1n 

=0 

si et seulement si les vecteurs colonnes sont linéairement dépendants à gauche. 
C'est à dire 
3 .X1 , .•• , Àn E U( non tous nuls tels que : 
ÀtC1 + ... + ÀnCn =O. 

Démonstration 
Considérons le système d'équations linéaires homogènes à coefficients à droite 

{ 

x1an + ... 7 Xnaln = 0 

Xtanl + ... + Xnann = 0 

Nous avons vu que Xn =o. 

Si = 0, le système ci-dessus aura une solution (.Xt, ... , Àn) 

anl ann 

différente de la solution triviale nulle. Donc, les vecteurs colonnes seront 
linéairement dépendants à gauche. 
Réciproquement, supposons que les vecteurs colonnes soient linéairement 
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dépendants à gauche. Si le d.désignant #- 0, on aura Xn = O. 

an1 ann 

Mais en remontant le procédé d'élimination, on aura également 

{ 

A n-2 + An-2 0 
Xn-1 n-ln-1 Xn n-ln = 

A n-2 + An-2 0 
Xn-1 nn-1 Xn nn = 

Or A::in-1 #- 0 ( d.désignant principal de ) 

an1 ann d 

Comme Xn = 0, on aura Xn- 1 = O. Ainsi de suite, en remontant le procédé 
d'élimination jusqu'au système ci-dessus. 
Comme Xn = Xn- 1 = ... = x2 = 0 et a 11 =f. 0, on aura x 1 = O. Ce qui est 
contradictoire avec l'hypothèse . • 

Propriété 2.20 

= 0 <:==::} 

anl ann d 

les vecteurs lignes sont linéairement dépendants à droite. C'est à dire 
3 /31 , .•• , f3n E ff{ non tous nuls tels que 
zt f3t + ... + zn f3n = 0 

Démonstration 
Considérons le système d'équations linéaires homogènes à coefficients à gauche 

{ 

~11X1 + ... + anlXn = 0 

a1nX1 + · · · + annXn = 0 
On démontre de la même manière que ci-dessus: 

au anl 

a ln ann 

à droite. 

Comme 

anl 

immédiat. • 

=0 <==? les vecteurs lignes sont linéairement dépendants 

g 

(propriété 2.5), le résultat est 
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Chapitre 3 

Extrapolation sur un corps 
non commutatif IK 
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3.1 Introduction 

Dans ce chapitre, quand D< est non commutatif, nous montrons que les 
désignants jouent un rôle important pour la méthode d'extrapolation linéaire 
non commutative, pour la transformation de Shanks "non commutative", 
aussi important que le rôle des déterminants pour ces mêmes méthodes, 
quand D< est commutatif. Ces désignants sont à la base de la construc­
tion des versions non commutatives du E-algorithme et de l'ê-algorithme. 
Ainsi, au §1, nous présentons le problème d'extrapolation linéaire dans un 
corps non commutatif D<. Deux formulations naturelles du problème ap­
paraissent. 
Au §2, nous résolvons le problème en présentant deux versions duE-algorithme: 
dE-algorithme et gE-algorithme. 
Au §3, nous traitons le cas vectoriel. 
Au §4, nous présentons la transformation de Shanks. Là aussi, il y a deux 
formulations. 
Le §5 est consacré à la construction de l'algorithme correspondant à ces deux 
formulations de la transformation. 

3.2 Méthode d'extrapolation générale sur un 
corps IK non commutatif 

Dans [6), Brezinski a proposé une méthode d'extrapolation générale sur IR 
ou Œ:. 
Le but de ce travail est de voir si 1 'on peut construire une méthode analogue 
sur un corps non commutatif (ou même un anneau unitaire non commutatif). 
La grande difficulté provient du fait que, sur un anneau non commutatif, les 
déterminants n'existent pas (§1 ch.2). Cette difficulté sera surmontée grâce 
à l'utilisation des désignants. 

Soit D< un corps gauche. Soit (Sn) une suite d éléments de IK telle que: 
3ab···,ak E D(, 3g1(n), ... ,gk(n) E JK, 3S E K 

(3.1) 
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Pour exprimer Sen fonction des termes de la suite (Sn), on résoud le système 
d'équations linéaires à coefficients à droite suivant: 

l 
Sn= a191(n) + a292(n) + ... + ak9k(n) + S 
~n+I = a191(n + 1) + a292(n + 1) + ... + ak9k(n + 1) + S 

Sn+k = a191(n + k) + a292(n + k) + ... + ak9k(n + k) + S 

(3.2) 

On suppose toujours que ce système (3.2) est non singulier, ce qui est équivalent 
à dire que son d.désignant est non nul. 
Si la suite (Sn) n'a pas la forme exacte (3.1 ), S dépendra de k et de n, et on 
le notera d Ek(Sn)· On a alors 

91 (n) 9k(n) Sn 9I(n) 9k(n) 

a Ek(Sn) = 
91 (n + 1) 9k(n + 1) Sn+l 9I(n + 1) 9k(n+1) 

91(n + k) 9k(n+k) Sn+k d 91(n + k) 9k(n+ k) 
(3.3) 

De même, soit (Sn) une suite d'éléments de 8{ telle que: 3 a1, ... , ak E 
ff{, 3 9I(n), ... ,9k(n) E 8{, 3 S E ]{ 

Pour exprimer Sen fonction des termes de la suite (Sn), on résoud le système 
d'équations linéaires à coefficients à gauche suivant: 

l 
Sn= 9I(n)al + 92(n)a2 + ... + 9k(n)ak + S 
~n+1 = 91(n + 1)al + 92(n + 1)a2 + ... + 9k(n + 1)ak + S 

Sn+k = 9I(n + k)a1 + 92(n + 2)a2 + ... + 9k(n + k)ak + S 

(3.5) 

1 
1 

1 

On suppose toujours que ce système (3.5) est non singulier ce qui est équivalent 
à dire que son d.désignant est non nul. 
Si la suite (Sn) n'a pas la forme exacte (3.4), S dépendra de k et den, et on 
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le notera 9 Ek(Sn)· On a alors 

91(n) 9k(n) 1 -1 
91(n) 9k(n) Sn 

91(n + 1) 9k(n + 1) 1 91(n + 1) 9k(n + 1) Sn+l 
9 Ek(Sn) = 

91(n + k) 9k(n+ k) 1 91(n + k) 9k(n+k) Sn+k g 

(3.6) 

3.3 Un algorithme récursif 

Naturellement le grand problème est: comment peut-on calculer ces éléments 
d Ek(Sn) sans calculer les désignants? 
Nous allons donner une version de E-algorithme ([6]), version non commuta­
tive, qui nous permet de calculer récursivement les d Ek(Sn)· Cet algorithme 
est le suivant: on considère les quantités d Ekn) et d9kn{ calculées par 

' 

Initialisation: 

dE(n) - S · n - 0 1 0 - nl - ', .. . 

dd~~/ = 9i(n); i = 1,2, ... ; n = 0,1, ... 

Itération: 

Pour k = 1, 2, ... ; n = 0, 1, ... 
dE(n) _ {dE(n+l)(d (n+I))- 1 _ dE(n) (d (n) )-1}{(d (n+l))-1 _ (d (n) )-1}-1 

k - k-l 9k-l,k k-l 9k-1,k 9k-1,k 9k-1,k 

d (n) _ {d (n+l)(d (n+l))-l _ d (n) (d (n) )-l}{(d (n+1))-1 _ (d (n) )-l}-1 
9k,i - 9k-l,i 9k-1,k 9k-l,i 9k-1,k 9k-l,k 9k-1,k 

i = k + 1' k + 2, ... 

Remarque 
Si D< est commutatif, cette version coïncide avec le E-algorithme. 

Pour ces quantités, on a le 

Théorème 3.1 
(3.7) 
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Démonstration: 
Nous allons démontrer simultanément: 

cl E'k = d Ek(Sn) 

91(n) 9k(n) 9i{n) 

d9k,i(n) = 
91(n + 1) 9k(n + 1) 9i(n + 1) 

91(n + k) 9k(n + k) 9i(n + k) d 

Par récurrence 
(3.8) est vérifiée pour k = 0 
Supposons qu'elle soit vérifiée pour ( k - 1 ). 
Posons: 

91 (n) 9k(n) Sn 
91(n + 1) 

91(n + 1) 9k(n + 1) Sn+1 

91{n) 9k(n) 1 -1 

91(n + 1) 9k(n + 1) 1 

91(n + k) 9k(n + k) 1 d 
{3.8) 

9k(n+1) Sn+I 

A= - 91(n + k- 1) 9k(n+k-1) Sn+k-1 

91(n + k) 9k(n+k) Sn+k 
91(n) 9k(n) Sn 

d 91(n + k) 9k(n + k) Sn+k 
(propriété 10). 
En appliquant l'identité de Sylvester (propriété 10 du chap.2) A= 

91 (n + 1) 

91(n + k) 

91(n + 1) 

91(n + k- 1) 
91(n) 

Posons: 

J= 

B= 

91(n + 1) 

91(n + k) 

91(n + 1) 

91{n + k) 

9k-1(n + 1) Sn+l 

9k-1(n+k) Sn+k d 

9k(n+1) 

9k(n+k-1) 
9k(n) 

9k(n + 1) 

9k(n+k) d 

-1 

d 

9k(n + 1) Sn+1 

91 (n + 1) 

91(n + k -1) 
91 (n) 

91 (n + 1) 

91(n+ k) 

91 (n + 1) 

9k-1(n + k) Sn+k d 91(n + k) 
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9k-1(n + 1) Sn+l 

9k-1(n+k-1) Sn+k-1 
9k-1(n) Sn 

9k(n+1) 

9k(n+k) d 

9k(n + 1) -
1 

et 

9k(n+k) d 

d 

d 

x 



91(n + 1) 9k-t(n+1) 

C= 
91(n + k -1) 
91(n) 

9k-1(n + k- 1) 
9k-1(n) 

9t(n + 1) 9k(n + 1) 
-1 

91 ( n + k - 1) g k ( n + k - 1) 
Il vient alors: 

91(n) 9k(n) 
AJ-1 = B- C; B peut s'écrire: 

91(n + 1) 9k(n + 1) 
B= : 

9k-1(n+1) 1 

gt(n + k) 

9t(n + 1) 

9k-1(n+k) Sn+k d 91(n+k) 9k-1(n+k) 1 d 

9k-1(n+1) 1 9t(n+1) 9k(n+1) -
1 

91(n + k) 9k-1(n + k) 1 d 91(n + k) 9k(n+k) d 

D'après l'hypothèse de récurrence: 

B _ En+1( (n+1))-1 
- k-1 9k-1,k . 

Pour le membre C, tout aurait été facile, comme pour le membre B, si l'on 
pouvait permuter une ligne avec la dernière sans que le d.désignant ne change 
de valeur (propriété 16). 
Mais heureusement ce qui nous intéresse, c'est uniquement le produit des 
deux facteurs de Cet non pas la valeur de chacun de ces deux désignants. 
Quand on permute la dérnière ligne de chacun des deux facteurs de C avec 
une ligne i de chacun des deux facteurs, les deux facteurs changent de valeur, 
mais leur produit reste le même. C'est à dire que nous aurons encore: 

91(n) 9k-1(n) Sn 

c = : . : 
91(n + k -1) ... 9k-1(n + k -1) Sn+k-1 d 

91 (n) 9k(n) -
1 

g1(n + k- 1) 9k(n+k-1) d 
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Ceci provient tout simplement du fait que C est solution unique du système 

1 a1g1(n + 1) + + a~:-t9k-t(n + 1) + Cg~:(n + 1) - Sn+l 

a1g1(n ~ k- 1) + + ak-19k-t(n+k- 1) + Cg~:(n+k-1) - Sn+k-1 
a1g1(n) + + ak-19k-1 ( n) + Cg~:(n) - Sn 

Mais c'est aussi solution unique du système 

{ a1g1(n) + + a~:-t9k-t(n) + Cg~:(n) - Sn 

a1g1(n~k-1) + ... + ak-19k-1(n + k- 1) + Cgk(n+k-1) - Sn+k-1 

Une démonstration par un calcul direct est faisable aussi. Donc: 

9I(n) 9k-1(n) Sn 

C= 

91(n + k- 1) 9k-1(n + k- 1) Sn+k-1 d 

91 (n) 9k-1(n) 1 
-1 

91(n + k- 1) 9k-1(n+k-1) 1 
d 

91 (n) 9k-1(n) 1 91(n) 9k(n) 
-1 

x 
g1(n + k- 1) 9k-1(n + k -1) 1 

d g1(n + k- 1) 9k(n+k-1) d 

Par hypothèse de récurrence: 
C _ dE(n) (d (n) )-1 A" • . AJ-1 _ dE(n+1)(d (n+1))-1_dE(n) (d (n) )-1 

- k-1 9k-1,k · ms1 on a. - k-1 9k-1,k k-1 9k-1,k · 

91(n) 1 

Posons: A'= 

g1(n+k) 9k(n+k) 1 d 

nous avons par définition dE (Sn) = AA' -1. En suivant le même chemin que 
celui de "A", on a: 
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91(n + 1) 
A'= 

91(n + k) 

91(n + 1) 

91(n + k -1) 
91(n) 

D'où 
B'= 

91 (n + 1) 

91(n + k) 

etC'= 

91 (n + 1) 

91(n + k- 1) 
91 (n) 

Il vient alors: 

9k-1(n+1) 1 

9k-1(n + k) 1 d 

9k(n + 1) 

9k(n+k-1) 
9k(n) 

9k-1(n + 1) 1 

d 

-1 

91(n + 1) 

91(n + k- 1) 
91(n) 

91(n + 1) 

91(n + k) 

91 (n + 1) 

9k-1(n + k) 1 d 91(n + k) 

9k-1(n + 1) 1 91(n + 1) 

9k-1(n + 1) 1 

9k-1(n+k-1) 1 
9k-1(n) 1 

9k(n + k) d 

9k(n + 1) -
1 

9k(n+k) d 

-1 

9k-1(n+k-l) 1 91(n+k-1) 9k(n+k-1) 
9k(n) 9 k-1 ( n) 1 d 91 ( n) d 

A' J-1 = B'- C'. Pour les mêmes raisons que pour "C" 
C'= 

91 (n) 9k-1(n) 1 91 (n) 
-1 

91(n + k- 1) 9k-1(n+k-1) 1 d 91(n+k-1) 9k(n + k- 1) d 

Donc: 

A'r' = ( 

91(n + 1) 

91(n + k) 9k-1(n + k) 9k(n + k) d 
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91(n + 1) 

91(n + k) 

( 

91(n) 

91(n + k- 1) 

9t(n) 

91(n + k- 1) 

Par hypothèse de récurrence: 

9k-1(n+1) 1 

9k-l(n + k) 1 

9k-l(n) 9k(n) 

9k-l(n+k-1) 9k(n) d 

9k-l(n) 1 -dl) -1 

9k-1(n+k-1) 1 

A'J-1 _ (d (n+l))-1 {d (n) -1) 
- 9k-1,k - 9k-l,k . 

Par suite 

d Ek(Sn) = AA'-1 = AJ-1 J A'-1 = AJ-1(A' J-1 f 1 

E (S ) = {d E(n+l)(d (n+1))-1 _ d E(n) (d (n) )-1}{(d (n+l))-1 _ (d (n) )-1} 
k n k-1 9k-1,k k-1 9k-1,k 9k-l,k 9k-l,k 

_ dE(n) 
- k • 

La même procédure permet d'établir la relation concernant les d9k~) puisqu'il 
suffit de remplacer Sn par 9i ( n) • ' 

Considérons maintenant les quantités 9 Ekn) et 9gt> calculées par 

Initialisation: 

9E(n) - S • n - 0 1 0 - n' - ' , ... 
9g~~> = 9i(n); i = 1,2, ... ; n = 0,1, ... 

Itération: 

Pour k = 1,2, ... ; n = 0,1, ... 
g E(n) - {(9 (n+1) )-1 - (9 (n) )-1 }-1 {(9 (n+I))-1 9 E(n+l) - (9 (n) )-1 g E(n) } 

k - 9k-l,k 9k-l,k 9k-1,k k-1 9k-1,k k-1 
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gg(n) = {(gg(n+l))-1 _ (gg(n) )-1}-1{(gg(n+1))-199(n+1) _ (gg(n) )-199(n) ·} 
k,t k-1,k k-1,k k-1,k k-1,t k-1,k k-1,t 

i = k + 1' k + 2, ... 

Pour ces quantités, on a le 

Théorème 3.2 

Démonstration: 
Nous allons démontrer simultanément: 

9 EJ: = 9 Ek(Sn) 

9t(n) 9k(n) 1 
-1 

91(n + 1) 9k(n+1) 1 
99k,i(n) = 

9t(n + k) 9k(n + k) 1 g 

Par récurrence 
(3.9) est vérifiée pour k = 0 
Supposons qu'elle soit vérifiée pour (k -1). 
Posons: 

91 (n) 9k(n) 

A= 
91 (n + 1) 9k(n + 1) 

91(n + k) 9k(n + k) 

91 (n + 1) 9k(n + 1) 

9t(n + k- 1) 9k(n+k-1) 
9t(n) 9k(n) 
9t(n + k) 9k(n + k) 

(propriété 10). 

91(n) 
9t(n + 1) 

91(n + k) 

Sn 
Sn+l 

-

Sn+k g 

Sn+l 

Sn+k-1 
Sn 
Sn+k 

9 

En appliquant l'identité de Sylvester (propriété 1 du chap.2) 
A= 

9t(n + 1) 9k-1(n + 1) Sn+1 

9t(n + k) 9k-1(n + k) Sn+k 
9 
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9k(n) Sn 
9k(n + 1) Sn+l 

9k(n + k) Sn+k 

(3.9) .. 



91(n + 1) 9k-1(n+1) 9k(n+1) 
9t(n + 1) 9k(n + 1) 

. . . 
91(n + k) 9k-t(n + k) 9k(n + k) 91 (n + k- 1) 

g 9t(n) 

Posons: 
91(n + 1) 

J= 

91(n + 1) 

91(n + k -1) 
91(n) 

9k(n + 1) 

9k(n + k) 

9k-t(n+1) 

9k-1(n + k- 1) Sn+k-1 
9k-t(n) Sn 

g 

g 

91(n + k) 

91 (n + 1) 9k(n + 1) - 1 
9t(n + 1) 9k-1(n + 1) 

B= 
91(n + k) 

91(n + 1) 

9k(n + k) 91(n + k) g 9k-1(n + k) Sn+k 

C= 
91(n + k- 1) 
91 (n) 

91 (n + 1) 

91(n + k- 1) 
91 (n) 

Il vient alors: 

9k(n+1) 

9k(n+k-1) 
9k(n) 

9k-1(n+1) 

-1 

9k-1(n+k-1) Sn+k-1 
9k-1(n) Sn 

J-1 A= B- C; B peut s'écrire: 
91(n + 1) 9k(n + 1) -

1 
91(n + 1) 

B= 

g 

91(n+k) ... 9k(n+k) 

91(n + 1) 9k-t(n+1) 1 

g 

-1 

91(n + k) 

9t(n + 1) 

91(n + k) 9k-1(n+k) 1 g 

9t(n + k- 1) 
91(n) 
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9k-1(n+1) 1 

9k-1(n + k) 1 g 

9k(n + 1) 

g 

g 

-1 

g 

et 



D'après l'hypothèse de récurrence: 

B _ (9g(n+1))-19 En+l. 
- k-l,k k-1' 

De même nous aurons: C = 

91 (n) -t 9t(n) 9k-t(n) 

g1(n + k- 1) 9k(n + k- 1) 9 9t (n + k- 1) 9k-t(n + k -1) 

C _ (9 (n) )-19 E(n) 
- 9k-1,k k-t· 

91(n) 9k(n) 1 
Posons: A'= 

91 ( n + k) g k ( n + k) 1 
9 

En procédant de la même manière que pour" A", on établit 

J-l A' _ (9 (n+l))-1 _ (9 (n) )-1 
- 9k-1,k 9k-1,k . 

Or 
9Ek(Sn) = A'-1A = A'-1JJ-1A = (J- 1A')-1(J-1A) 

9 E (S ) = {(9g(n+1))_
1

_(9g(n) )- 1 }-1{(9g(n+~))-l9 E(n+1)_(9g(n) )-l9 E(n)} 
k n k-1,k k-1,k k-l,k k-1 k-1,k k-1 

9 Ek(Sn) = 9 Eknl. 

La même procédure permet d'établir la relation concernant les 9 gt) puisqu'il 
suffit de remplacer Sn par 9i(n) dans ce qui a été fait. • 
Remarques 
1) Les a E, 9 E algorithmes coïncident avec le E-algorithme quand le corps lK 
est commutatif. 
2) LedE-algorithme peut s'écrire comme suit: 
dE(n) - S n - 0 1 0 - n - ' , ••. 

dg~~) =gi(n) i= 1,2 ... , n=0,1, ... 
Pour k = 1, 2, ... , n = 0, 1, ... 
dEk(n) = dEk-1(n)- ~(dEk-1(n))(~(d9k~1 ,kt 1 d9~~1,k 
d9k,i(n) = d9k-1,i(n)- ~(d9k-1,i(n))(~(dg~~t,kt 1 dg~~l.k 
i=k+1, ... 
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où l'opérateur ~ agit sur les indices supérieurs n. 

3) Le 9 E-algorithme peut sécrire aussi comme suit: 9 Ean> = Sn n = 0, 1, ... 
8g~~> =gi(n) i = 1,2 ... , n = 0,1, ... 
Pour k = 1,2, ... , n = 0,1, ... 
9 Ek(n) = 9 Ek-1(n)- 99t!1 ,k(~(9gi~t.kt 1 ~(9Ek-t(n)) 
89k,i(n) = 99k-1,i(n)- 99i~u(~(9gt!1,kt 1 ~(99k-t,i(n)) 
i = k + 1, ... 
où l'opérateur ~ agit sur les indices supérieurs n . 
2) 3) résultent d'un simple calcul. 

Théorème 3.3 Si Sn= S + a1g1(n) + ... + akgk(n) '</ n alors 

Démonstration 
Cela résulte de la construction . 

Théorème 3.4 Si Sn= S + a1g1(n) + .. . + akgk(n) '</ n alors 

dE(n) S d (n) d (n) \..1 k 
k = + ak+I 9k ,k+1 + ak+2 9k ,k+2 + · · · v n, 

Démonstration 
La propriété est vraie pour k =O . 
Supposons qu'elle reste vraie jusqu 'à l'ordre k. On a alors: 
dE(n) S d (n) d \n) 

k = + ak+I 9k ,k+I + ak+2 9k ,k+2 + · · · 
dE(n) _ {dE(n+1)(d (n+l))- 1 _ dE(n)(d (n) )-

1
}{(d (n+1))- 1 _ (d (n) )-1}_1 

k+1 - k 9k ,k+1 k 9k ,k+1 9k,k+1 9k ,k+1 

d'où: 
E (n+1)( (n+1))-1 _ S( (n+l))-1 + + d (n+1) (n+1))-1 

k+1 9k,k+1 - 9k,k+l ak+1 ak+2 9k ,k+29k ,k+1 

E (n) ( (n) )-1 S( (n) )-1 d (n) (n) )-1 
k+1 9k,k+1 = 9k,k+1 + ak+1 + ak+2 9k ,k+29k,k+1 

En faisant la soustraction des deux membres, 
E (n+1)( (n+l))-1 _ E(n) ( (n) )-1 _ 

k+1 9k,k+1 k+1 9k,k+1 -

S(( (n+l))-1 ( (n+l))-1) (d (n+1)( (n+1))-1 d (n) ( (n) )-1) 
9k ,k+l - 9k,k+1 + ak+2 9k,k+2 9k,k+1 - 9k,k+2 9k,k+1 + · · · 
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d'où: 
dE(n) S d (n) d (n) 

k+1 = + ak+2 9k+l,k+2 + ak+3 9k+1,k+3 + · · · • 

Théorème 3.5 Il existe des coefficients A~k,n) tels que: 
k k 

d E(n) _ ""'S ·A(k,n). d (n) _ ""' ·( + ')A (k,n) 
k - L.J n+J J , 9k,i - L.Jg, n ) J 

j=O j=O 
k 

avec ~A~k,n) = 1 
j=O 

Démonstration 
La propriété est vraie pour k = 0 
Supposons que la propriété soit vraie pour k - 1 

k-1 k-1 
dE(n) =""'S -A(k-1,n). d (n) ·=""' ·( + ·)A(k-1,n) 

k-1 L.J n+J 3 , Yk-1,, L.Jg, n J 3 
j=O j=O 

k-1 
avec ~A~k-1 ,n) = 1 

j=O 

Il faut d'abord montrer que d E!n) est fonction linéaire des Sn+j, avec les co­
k 

efficients à droite, même chose pour les gij> et puis ~AY·n> = 1. 
j=O 

C dE(n) _ {dE(n+1)(d (n+1))_1 _dE(n) (d (n) )-1}{(d (n+1))- 1-(d (n) )-1}·-1 
omme k - k-1 9k-1,k k-t 9k-1,k 9k-1,k 9k-1,k • 

D'après l'hypothèse de récurrence, d Et.i1
) est fonction linéaire à coefficients 

à droite des éléments Sn+b ... , Sn+k-1· 

d Et!1 est fonction linéaire à coefficients à droite des éléments Sn, ... , Sn+k-1. 

D'après l'expression de dEI: en fonction de dEZ~{, dEJ:_ 1, et puisque gt\,k 

sont indépendantes de Sn, ... , on en conclut que d EJ: est fonction linéaire à 
droite des éléments Sn, ... , Sn+k· 

Ceci étant valable également pour les gt/. Il s'agit maintenant de montrer 
k 

que ~A~k,n) = 1. En effet: 
j=O 

dE(n) _ {("~-1 S . A(k-1,n+1))(d (n+1))-1-("k-1 S A(k-1,n))(d (n) )-1} 
k - i..J;=O n+;+1 J 9k-1,k i..JJ=O n+J J 9k-1,k 
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{(d (n+I))-1 (d (n) )-1}-1 
9/c-I,Ic - 91c-I,Ic • 

d E(n) = {"~-2(S 0 A(k-1,n+l)(d (n+l))-1)-"~-2(S 0 A(lc-1,n)(d (n) )-1)-
lc LJ;=O n+J+l J 9k-1,k i-J=O n+J+1 J+1 9k-1,k 

S A(lc-1,n)(d (n) )-1+S A(k-1,n+t)(d (n+l))-1}{(d (n+l))-1-(d (n) )-1}-1 
n (0) 91c-I,Ic n+k (lc-1) 9k-1,k 9k-1,k 9k-1,k • 

dE(n) _ {"lc-1 S (A(k-1,n+l)(d (n+l))-1-A(Ic-1,n)(d (n) )-1)-S A(lc-I,n)(d (n) )-1+ 
le - LJ/=1 n+l 1-1 91c-I,Ic 1 9k-1,k n (0) 9k-1,k 

S A(k-1,n+1)(d (n+I))-1}{(d (n+I))-1 _ (d (n) )-1}-1 
n+k (k-1) 91c-I,Ic 9k-1,k 9k-1,k • 

d'où: 
A(lc,n) _ -A(Ic-I,n)(d (n) )-I {(d (n+I))-I _ (d (n) )-I}-I 

0 - (0) 91c-I,Ic 9k-I,k 9k-I,k 

A (k,n) _ A(lc-I,n+I)(d (n+1))-I{(d (n+I))-I _ (d (n) )-I}-I 
k - (Ic-I) 9k-1,k 9k-I,k 9k-I,k 

Pour 0 < j < k, on a: 
A(k,n) _ {A(Ic-1,n+1)(d (n+1))-1-A(Ic-1,n)(d (n) )-1}{(d (n+1))-1-(d (n) )-1}-1 

j - J-1 9k-1,k J 91c-1,1c 9k-1,k 9k-1,k 

donc: 
"k A(k,n) _ {A(k-I,n+1)(d (n+1))-I-A(k-1,n)(d (n) )-1+"1c-1(A(k-I,n+1)(d (n+1))-1-
LJJ=O J - (Ic-I) 9k-I,k (0) 9/c-I,k i-1=1 J-1 9k-1,k 

A(k-1,n)(d (n) )-1)}{(d (n+1))-1 _ (d (n) )-1}-1 
J 9k-1,k 9k-1,k 9k-1,k 

"k A(k,n) = {(A(k-1,n+1)++ "k-1(A(k-1,n+1))(d (n+1))-1-"k-1 A(k-1,n)(d (n) )-1)} 
LJJ=O J (k-1) i-1=1 J-1 9k-I,k i-;=0 J 9k-I,k 

{(d (n+1))-1 _ (d (n) )-1 }-1 
9k-1,k 9k-I,k 

D'après l'hypothèse de récurrence 
"k A(k,n) _ {l(d (n+1))-1 -l(d (n) )-I)}{(d (n+1))-1 _ (d (n) )-1}-1 
LJj=O j - 9k-1,k 9k-1,k 9k-1,k 9k-1,k 

d ' , "k A(k,n) _ l 
OU t-j=O j -

De la même manière, on établit la propriété pour les 9i( n ). • 
Remarques 
1) On a donc 
A

(lc,n) A(d (n) )-1 __ .,i(k-1,n)(d
9

(n) )-1 
0 L.l. 9k-1,k - ~ lc-1,/c . 

Pour 0 < j < k 
A(k,n) Â(d (n) )-1 _ A(lc-1,n+1)(d (n+1))-1 A(lc-I,n)(d (n) )-1 

j 9k-1,k - j-1 9/c-1,/c - j 9k-1,/c • 
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Pour j = k 
A(k,n) /:i(d (n) )-1 _ A(k-1,n+1)(d (n+l))-1 

k 9k-1,k - k-1 9k-1,k . 

avec A(O,n) _ 1 v n A dg(n) _ dg(n+1) dg(n) 
0 - v ~ k-1k- k-1k- k-lA: 

Ces relations peuvent être' utilisées 'pour l'i~plementation paralléle de la 
méthode d'extrapolation à la place de dE-algorithme. Cette méthode est 
particulièrement adaptée à l'extrapolation simultanée de plusieurs suites avec 
la même famille de suites 9i(n). 

2) Nous ne traitons pas le problème de convergence. Il est par exemple, 
intéressant d'étudier cette question pour le corps des quaternions [28]. 

3.4 Cas vectoriel 

Etant donné un corps non commutatif /K. 
ne peut être muni d'une structure d'espace vectoriel à gauche en définissant 
la loi externe de la manière suivante 

u .. · x n\''P --+ ne 

(À OJ) ~ ÀOJ=CU 
Soit (ff\"'P)*le dual de ne. C'est un espace vectoriel à droite sur U\ (voir [22]). 
Soit (Sn) une suite d'éléments de n(P telle que: 

(3.10) 

où S E ff\"P, all···,ak E ff{. 
Pour exprimer S en fonction des 9i( n ), i = 1, ... , k, nous devons résoudre le 
système: 

1 a1
g

1(n) + + ak9k(n) + s - Sn 

a1l:i9t(n) + + akl:igk(n) + - !::..Sn 

~ 1 /:ig 1 (n + k- 1) + ... + akl:igk(n + k -1) + - l:iSn+k-1 
(3.11) 

Soit y E (ne)P. Notons y( x)= (x, y) où xE n(P et (x, y) E n<. 
Appliquons y aux équations du système (3.11) sauf la première, nous obtenons: 
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+ + 

+ ak(~gk(n+k-1),y) + - (~Sn+k-llY) 
+ akgk(n) + S - Sn 

(3.12) 
Notons Si, S~, gj{n), i = 1, ... ,p les composantes respectives des vecteurs 
S, Sn, 91(n). Si les désignants 
(~g1(n),y) (~gk(n),y) 0 

(~g1(n + k- 1), y) 
g~ (n) 

On aura 

(~g1(n),y) 

Si= 

(~gk(n+k-1),y) 0 
gÎ(n) 1 d 

(~gk(n),y) 

::f.O i=1, ... ,p 

(~Sn, Y) 

(~g1(n + k- 1),y) (~gk(n + k- 1),y) (~Sn+k-bY) 
g~ (n) gÎ(n) Si 

n 

(~g1(n), y) (~gk(n),y) 0 
-1 

(~g1(n + k -1),y) (~gk(n + k -1),y) 0 
g~ (n) 9Î(n) 1 

d 

x 

d 
(3.13) 

Définition 3.1 Soient uii i = 1, ... , k- 1; j = 1, ... , k des éléments dell{ 
Soient Vkj j = 1, ... , k des éléments de D{P. 
On appelle le d.désignant vectoriel 

le d.désignant obtenu en développant par rapport à la dernière ligne. 

Remarques 
1) Cet te défini ti on est une généralisation des "déterminants vectoriels" (voir 
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[11]) au cas non commutatif. 
2) Toutes les relations récursives scalaires restent valables. 
3) Cette définition n'aura aucun sens si les Vki i = 1, ... , k occupent une 
autre ligne que la dernière. 
4 )Les composantes du vecteur d.désignant sont les d.désignants des com­
posantes c.à .d 

=( r 
Lemme 3.1 Soient Uij i = 1, ... , k + 1, j = 1, ... , k des éléments de ff{ 

Uu UJk 0 

Le d. désignant est égal à 1. 

Démonstration 
La propriété est vraie pour k = 1. En effet: 

1 
un ~ 1 = 1 - O.uï}.u2I = 1. 
u2I d 

Supposons que la propriété soit vraie pour k. 
Un Utk Uik+I 0 Un 

0 = 
Uk+Ik Uk+Ik+I 0 

1 d Uk+2I 

Uu Utk 0 Un Utk+l 

0 
Uki Ukk Q UkJ Ukk 

Pour k + 1, on a 
UJk 0 

0 
Ukk 0 
Uk+2k 1 

d 
-1 

un 

Ukt 

UJk UJk+l 

Ukk Ukk+J 

Uk+JI Uk+Jk 0 d Uk+ll Uk+Jk+l d Uk+21 Uk+2k Uk+2k+1 d 

Le premier terme du second membre de 1 'égalité est égal à 1 d'après 1 'hypothèse 
de récurrence. le premier facteur du second terme du second membre de 
l'égalité est égal à O. • 
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Lemme 3.2 On a 
(~Sn,Y) (~91(n),y) 

S= : 
(~Sn+k-llY) 
1 

(~91(n + k -1),y) 
0 

(~Sn, y) (~91(n),y) 

(~Sn+k-b y) (~91(n + k- 1), y) 
Sn 91(n) 

Démonstration 

(~9k(n + k- 1),y) 
0 

(~9k(n),y) 

(~9k(n + k- 1), y) 
9k(n) d 

D'après le lemme2.1, l'expression (3.13) s'écrit: 

(~91(n), y) (Â9k(n ), y) (~Sn, Y) 

Si= 

-1 

d 

(~91 (n + k- 1),y) (Â9k(n + k -1),y) (~Sn+k-b Y) 
9~ (n) 9i(n) Si n 

En appliquant la propriété 16 du ch.2, puis la propriété 11, on a 
(ÂSmy) (Â91(n),y) (Âgk(n),y) 

Si= : 
(ÂSn+k-1 1 Y) 
1 

(Â91(n + k -1),y) 
0 

(~Sn, Y) (~91 (n), Y) 

(~Sn+k-llY) (~91(n + k- 1),y) 
s~ 91(n)i 

Nous en déduisons immédiatement 
(~Sn,y) (Â91(n),y) 

S= 
(~Sn+k-llY) (Â91(n + k- 1),y) 
1 0 
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(Âgk(n + k- 1),y) 
0 

(~9k(n),y) 

(~9k(n+ k- 1),y) 
9i(n) 

(Âgk(n),y) 

d 

(Âgk(n + k- 1),y) 
0 

-1 

d 

-1 

d 

x 

d 
(3.14) 

x 
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(.6.Sn+k-b y) (.6.91 ( n + k- 1 ), y) 
Sn 9t(n) 

Remarques 

(.6.gk(n + k -1),y) 
9k(n) d 

• 

1) L'expression de S donnée par le lemme 2 ressemble à celle donnée par 
C.Brezinski dans (5], mais dans l'ordre (U< est non commutatif) 
2) Si ff( est commutatif, on retrouve les mêmes résultats que dans (5], puisque 
d'après la propriété 2 du ch.2, on a le déterminant 

(.6.Sn,Y) (Agt(n),y) (.6.gk(n),y) 

(.6.Sn+k-llY) (.6.g1(n + k -l),y) 
Sn 9I(n) 

est égal à 

ou 

(Agt(n),y) 

.6.= 

(.6.gk(n + k -1),y) 
9k(n) 

(.6.Sn+k-llY) (.6.g1(n + k- l),y) (.6.gk(n + k -1),y) 
9k(n) Sn 9t(n) 

et les Ai i = 1, ... , k sont les d.désignants principaux .6. 
De même le déterminant 

(.6.Sn,y) (.6.g1(n),y) (Agk(n),y) 

(ASn+k-ll y) ( .6.g1 ( n + k - 1), y) (.6.gk(n + k -1),y) 
1 0 0 

est égal à 

(.6.Sn,Y) (.6.91 (n), y) (.6.gk(n),y) 

d 

(.6.g1(n + k- 1), y) (.6.gk(n + k -1),y) 
Ak ... At. 

(.6.Sn+k-t, y) 
1 0 0 d 
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D'où en remplaçant dans l'expression de S 
(~Sn,Y) (~91(n),y) (~gk(n),y) 
. 

S= : 
(~Sn+k-11 Y) 
1 

(~91(n + k- l),y) 
0 

(~Sn, y) 

(~Sn+k-t,Y) 
Sn 

qui est égal à 
Sn 
(~Sn, y) 

(~91(n), y) 

(~9t(n + k- 1), y) 
91(n) 

91 (n) 
(~91(n),y) 

(~gk(n + k -l),y) 
0 

(~9k(n), y) 

(~9k(n + k -1),y) 
9k(n) 

9k(n) 
(~9k(n),y) 

(~Sn+k-hY) (~91(n + k -1),y) (~9k(n + k -l),y) 
(~91(n),y) (~gk(n),y) 

~~91(n+k-1),y) ... ~~9k(n+k-1),y) 1 

qui est l'expression donnée dans [5]. 

-1 

x 

3) Si la suite de vecteurs (Sn) n'a pas la forme exacte (3.10), S dépendra de 
n et de k. On notera d Ek(Sn)· 

(~Sn+k-1,y) (~91(n + k- 1),y) 
Sn 91(n) 

(~9k(n + k- 1),y) 
9k(n) d 

Il s'agit maintenant de construire un algorithme qui calcule récursivement 
ces quantités d Ek(Sn)· 

Considérons maintenant les quantités 9 Ekn) et 9gt/ calculées par 
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Initialisation: 

'E(n) - S · n - 0 1 0 - n' - ' , .. . 
1g~~> = g,(n); i = 1,2, ... ; n = 0,1, ... 

Itération: 

Pour k = 1, 2, ... , n = 0, 1, ... 
d Ek(n) = d Ek-1(n)- (.6-(d Ek-1(n)), y)(.6.(dgt_\,k), y)-1 dgl~1 ,k 
d9k,i(n) = d9k-1,,(n)- (.6.(d9k-1,i(n)),y)(f:1(dgt.\,k),yt 1 d9l~1,k 
i=k+1, ... 
où l'opérateur 1:1 agit sur les indices supérieurs n. 
Pour ces quantités, on a le 

Démonstration 
Nous allons démontrer simultanément: 

d EJ: = d Ek(Sn) 
(l:l.g,(n),y) (.6.g1(n),y) 

d9k i(n) = : 
' (l:l.g1(n+k-l),y) 

1 
(.6.g1(n + k- l),y) 
0 

(l:l.gk(n + k- 1),y) 
0 

(.ôg,(n),y) (.6.g1(n),y) 

(l:l.gi(n + k- l),y) (.6.g1(n + k -1),y) 
9i(n) 9I(n) 

Par récurrence 
La propriété est vérifiée pour k =O. 
Supposons qu'elle soit vérifiée pour ( k - 1 ). 

(l:l.Sn,y) (l:l.g1(n),y) 
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(l:l.gk(n), y) 

(.6-gk(n + k- 1), y) 
9k(n) d 

(l:l.gk(n + k -1),y) 
0 

-1 

x 

d 

-1 

d 



(~Sn+k-t,Y) (~9I(n+k-1),y) (~9k(n+k-1),y) 
Sn 9t(n) 9k(n) d 

En appliquant l'identité de Sylvester (propriété 2.1 du ch.2), on aura 
dEk(Sn) = {-AB-1C}-1 x {D- AB-1E} où 

(~91(n),y) (~9k(n),y) 

A= 
(~91(n + k -1),y) (~9k(n + k- 1), y) d 
(~91 (n), y) (~9k-l(n),y) (~Sn, y) 

B= 
(~9I(n + k- 1),y) (~9k-l(n + k- 1),y) (~Sn+k-llY) d 

(~91(n),y) (~9k-l(n),y) (~Sn, y) 

C= 
(~9I(n+ k- l),y) (~9k-1(n+ k- l),y) (~Sn+k-b Y) 
0 0 1 

d 

(~91(n), y) (~9k-1(n),y) (~9k(n),y) 

D= 
(~9I(n + k- l),y) (~9k-t(n + k -l),y) (~9k(n + k -l),y) 
9I (n) 9k-1(n) 9k(n) 
(~91 (n), Y) (~9k-I(n),y) (~Sn, y) 

E= 
(~91(n + k- l),y) (~9k-t(n+ k- l),y) (~Sn+k-1, y) 
9t(n) 9k-t(n) Sn d 

d Ek(Sn) = -C-1 BA- 1 D +c-t BA- 1 AB-1 E 
d Ek(Sn) = c-1 E- c-1 BA- 1 D. 

Or C = 1 (même démonstration que pour le lemme 3.1) donc: 
d E(Sn) = E - BA- 1 D. Or d'après l'expression (3.14) et l'hypothèse de 
récurrence, on a E = d EJ:_ 1 d'où d Ek(Sn) = d Et!1 - BA- 1 D. 
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D= 
(~91(n+ k- 1),y) 
91(n) 

(~9k-1(n+k-1),y) (~9k(n+k-1),y) 
9k-1(n) 9k(n) 

En appliquant la propriété 2.16 du cb.2, puis la propriété 2.11, on a: 
D= 

(~gk(n),y) (~91(n),y) (~9k-1(n),y) 

(~gk(n + k -1),y) (~g1(n + k- 1),y) (~9k-1(n + k -1),y) 
1 0 0 

(~9k(n),y) (~g1(n),y) (~9k-1(n), y) 

(~9k(n + k- 1), y) (~g1(n + k -l),y) (~9k-1(n + k -l),y) 
9k(n) 91 (n) 9k-I(n) 

D = dgt\,k (d'après l'hypothèse de récurrence). D'où 

aEk(Sn) = dEt}1- BA- 1 agl~1 ,k· Posons 1 = BA-1
• 

D'après 1 'expression de 1, 1 est un scalaire. TI vient donc 

(a Ek(Sn)- a Ek-I(Sn), y)= -1(aginJ1,kl y). 

Or, il est facile de voir que (dEk(Sn),y) = dEk(Sn,y) 
(Naturellement les vecteurs g1(n), ... ,gk(n) sont remplacés par 

(gi ( n), y), ... , (g k ( n), y). 

Or d'après les règles du dE-algorithme scalaire, on a 

-1 

d 

d 

d Ek(Sn, y) - d Ek-1 (Sn, y) = -~a Ek-1 (Sn, y )(~d9k-l.k \y t 1(d9k-1,k n, y). 

d'où J = (~d Ek-1(Sn, y))(~d9k-1,k n, Yt1 = (~d Ek-1 n, Y)(~d9k-l,k' y)-1 . 

Ainsi on a enfin 

dE (S ) dE n (A dE(n) )-Id (n) dEn k n = k-1 - U k-1,y 9k-1,k = k' 

x 

Pour les d9k,i(n), la démonstration est la même, puisq'il suffit de remplacer 
Sn par 9i( n ). • 
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Théorème 3.7 Si Sn= S + a1g1(n) + ... + akgk(n) V n alors 
dEi:= S V n 

Démonstration 
Cela résulte de la construction. Plus généralement encore 

Théorème 3.8 Si Sn = S + a1g1(n) + ... + ak9k(n) V n alors dEi: -
S d (n) d (n) I.J k + ak+l 9k,k+1 + ak+2 9k,k+2 + · · · v n, 

Démonstration 
La propriété est vraie pour k =O. 
Supposons que c'est vrai pour k- 1. 
dE(n) S ~ d (n) ~ ( Ad (n) )(Ad (n) )-1d (n) 

k = + L...i>k-1 ai 9k-1,i - L...i>k-1 aiu 9k-1,i' Y u 9k-1,k' Y 9k-1,k 
dEin) = S + Li>k-1{a/gt!l,i- (~dgt.\,i,y)(~dgt!1,k'Yt 1 d9i~1,k} 
dEin) = S + Li>ka/gt> car (dgi1 = 0.) • De même, étant donné un corps 
non commutatif U<. 
U·(P peut être muni d'une structure d'espace vectoriel à droite en définissant 
la loi externe de la manière suivante 

ue x u< --+ U\.''P 

( CJ À ) ~ ( ~:) À= C!: ) 
Soit (ff'i."P)* le dual de ff'i."P. C'est un espace vectoriel à gauche sur U\ (voir 
[22]). 
Soit (Sn) une suite d'éléments de U\."P telle que: 

(3.15) 

où S E ff'i."P, a1, ... , ak E U\. 
Pour exprimer Sen fonction des 9i(n), i = 1, ... , k, nous devons résoudre le 
système: l g1(n)a, + + 9k(n)ak + s - Sn 

~91(n)a1 + + ~9k(n)ak + - ~Sn 

~9t(n + k- 1)a1 + ... + ~9k(n + k- l)ak + - ~Sn+k-1 
(3.16) 
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Soit y E (JKP)P. Notons y(x) = (x, y) où x E JKP et (x, y) E U<. 
Appliquons y aux équations du système (3.16) sauf la première, nous obtenons: 

+ + 

+ (~9k(n+k-1),y)ak + - (~Sn+k-llY) 

+ + 9k(n)ak + S - Sn 
(3.17) 

3) Si la suite de vecteurs (Sn) n'a pas la forme exacte (3.10), S dépendra de 
net de k. On notera d Ek(Sn)· 

(~Sn, Y) (~91 (n ), Y) 

dEk(Sn) = 
(~Sn+k-bY) (~91(n + k -1),y) 
1 0 

(~g1(n),y) (~gk(n),y) 

(~gk(n + k -1),y) 
0 

(~Sn+k-bY) (~g1(n + k -1),y) (~9k(n + k -1),y) 
Sn 91(n) 9k(n) d 

-1 

d 

Il s'agit maintenant, comme pour le cas précédent, de construire un algo-
rithme qui calcule récursivement ces quantités 9 Ek(Sn)· 

Considérons maintenant les quantités 9 Et> et 9g~1 calculées par 

Initialisation: 

gE(n) - S · n - 0 1 0 - n' - , , .. . 

9gt>=gi(n); i=1,2, ... ; n=0,1, ... 
' 

Itération: 

Pourk=1,2, ... , n=0,1, ... 
9 Ek(n) = 9 Ek-1 (n)- 9gt!1 ,k(~(9g~~l.k), y)- 1 (~(9 Ek-1 (n)), y) 
99k,i(n) = d9k-1,i(n)- 99l~1,k(~(9g~~1,k),y)- 1 (~(9gk-1,i(n)),y) 
i=k+1, ... 
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où l'opérateur ~ agit sur les indices supérieurs n. 
Pour ces quantités, on a le 

Théorème 3.9 

Démonstration 
Elle se fait de la même manière que la démonstration du theoème 3.1 avec 
9gk,i(n) = 

(~9i(n),y) (~gl(n),y) (~gk(n),y) 

(~9i(n + k -1),y) (~91(n + k -1),y) (~gk(n + k- 1), y) 
9i(n) 9I(n) 9k(n) g 

(~9i(n),y) (~91(n ), y) (~gk(n),y) 
-1 

(~gi(n + k- 1),y) (~91(n + k- 1), y) (~9k(n + k -1),y) 
1 0 0 

g 

Théorème 3.10 Si Sn= S+g1(n)a 1+ ... +gk(n)ak Vn alors 9 Ekn) = S Vn 

Démonstration 
Comme pour le théorème 3.7, cela résulte de la construction. Un résultat 
plus général encore 

Théorème 3.11 Si Sn = S + gi(n)a1 + ... + 9k(n)ak V n alors 9 Ekn) = 
S + 9 (n) + g (n) + u k 9k,k+l ak+l 9k,k+2ak+2 · · · v , n 

La démonstration se fait d'une manière analogue à celle faite pour le théorème 
3.8 

3.5 Transformation de Shanks 

Soit (Sn)neDV une suite d éléments du corps non commutatif II< qui vérifie: 

{ 
aoSn + a1Sn+l + + akSn+k - S 
ao + a1 + . . . + ak = 1 Vn (

3·18) 

95 



Pour exprimer S en termes de la suite, on résoud le système suivant: 

ao + al + + ak - 1 
aoSn + a1Sn+1 + + akSn+k -S - 0 
ao~Sn + al~Sn+l + + akÂSn+k - 0 (3.19) 

ao~Sn+k-1 + a1Sn+k + + akÂSn+2k-1 - 0 

en supposant que le d.désignant de ce système soit non nul, on a 

1 1 1 1 
Sn Sn+l Sn+k 0 

S= ~Sn ~Sn+l ÂSn+k 0 

~Sn+k-1 ÂSn+k ÂSn+2k-1 0 d 
1 1 1 0 

-1 

Sn Sn+l Sn+k -1 
~Sn ÂSn+l ~Sn+k 0 

~Sn+k-1 ÂSn+k ÂSn+2k-1 0 d 
Pour une suite Sn qui n'a pas la forme exacte 3.18, S dépendra de k et den. 
On notera de 2k(Sn) au lieu de S. 
La transformation 
dT: (Sn)nell\l--+ dê2k(Sn) est la transformation de Shanks à droite. 
Nous allons constuire de la même manière 9T: 
Soit (Sn)ne/N une suite d éléments du corps non commutatif ll( qui vérifie: 

{ 
Snao + Sn+1a1 + . . . + Sn+kak = S 
ao + a1 + . . . + ak = 1 'Vn 

(3.20) 

Pour exprimer S en termes de la suite, on résoud le système suivant: 

ao + al + + ak - 1 
Snao + Sn+lal + + Sn+kak -S - 0 
~Snao + ÂSn+lal + + ÂSn+kak - 0 (3.21) 

~Sn+k-tao + ÂSn+kal + + ÂSn+2k-1ak - 0 
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en supposant que le d.désignant de ce système soit non nul, on a 

1 1 1 0 
-1 

Sn Sn+l Sn+k -1 

S= A Sn ASn+l ASn+k 0 

ASn+k-1 ASn+k ASn+2k-t 0 
g 

1 1 1 1 
Sn Sn+1 Sn+k 0 
A Sn ASn+1 ASn+k 0 

ASn+k-1 ASn+k ASn+2k-1 0 
g 

Pour une suite Sn qui n'a pas la forme exacte 3.18, S dépendra de k et 
den. On notera 9 E2k(Sn) au lieu de S. 
La transformation 
9T: (Sn)nelN ~ 9ê2k(Sn) est la transformation de Shanks à gauche. 
Il s'agit maintenant de trouver un algorithme qui calcule récursivement les 
quantités de2k(Sn), 9 e2k(Sn) sans calculer explicitement les d.désignants et les 
g.désignants en question. 

3.6 L 'ê-algorithme 

Wynn in [39,41] a construit un algorithme, !-algorithme, qui permet la mise 
en oeuvre de la transformation de Shanks (ici li\"= mou C). 
Nous allons voir que cet algorithme est encore valable pour la mise en oeuvre 
de dT, dT. ( c à d que l'e-algorithme va nous permettre le calcul récursif des 
quantités dê2k(Sn), 9 E2k(Sn)· 
Nous posons dê2k+1 (Sn) = (de2k(ASn))- 1 et 
9 t2k+1(Sn) = (9e2k(ASn))-1

• 

Soient ei: les quantités calculées de la manière suivante: 
e:::1 = 0 n = 0, 1, .. . 
e0 = Sn n = 0, 1, .. . 
Pourk=0,1, ... , n=0,1, ... 
.,.n _ ,.n+1 + (en+1 _ ên)-1 "-k+1 - "'k-1 k k 
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Théorème 3.12 

Démonstration 

'eo(S.) = 1 ~n ~ l, 1 ~n 
Sn= e0. 
De même 

1

-1 

~l d = (0- 1 X 1 X Sn) X (0- 0 X 1 X Sn)-1 = 

del(Sn) = (deo(ôSn))-l = e~. 
Nous allons démontrer par un calcul direct que 
dé2(Sn)- déo(Sn+l) = (dét(Sn+t)- dél(Sn))-1

• 

C'est à dire 
1 1 1 1 1 0 
Sn Sn+l 0 Sn Sn+l -1 
ôSn ôSn+l 0 d ôSn ôSn+l 0 d 

-1 

-1 ~. ~ 1.1 ~. ~ 1 [ 

1 

-

{ ( 1 1 Il o -l tl _ ( 1 1 1 o -l tl} -1 

ôSn+1 0 d ôSn+1 -1 d ôSn 0 d ôSn -1 d 

Développons le premier membre de 1 'égalité. Il est égal à 
-ÔSn + Sn(ÔSnt 1(ôSn+l - ÂSn)) X ((ÂSnt1(ÂSn+1- ÂSn))-1 - Sn+1 
= -ÔSn((ÂSnt1(ÂSn+l - ÂSn))-l +Sn- Sn+l 
= -ÂSn(ÂSn+1- ÂSnt1ÂSn- ÂSn 
= -ÔSn(ÂSn+l - ÂSn)- 1 (ÂSn + (ÂSn+l- ÂSn)) 
= -ÔSn(ÂSn+l- ÂSnt1ôSn+l 
= -ÔSn(ÂSn+1((ÂSnt1 - (ÂSn+lt1)ôSnt1ÂSn+1 
= -ÔSn(ÂSn)-1((ÂSn+t)-l- (ÂSn)- 1 t 1(ÂSn+1)-1 ôSn+1 
= ((ôSn+lt1 - (ÂSnt 1t 1 

qui est tout simplement le second membre de l'égalité. 
Démontrons aussi que 

d(·3r~.- ·~~;::~,)~('·~:.+!)~:~::s.)~~~. ~;)3(~n) _ dét(Sn+t) = 

ô 2Sn Â 2 Sn+1 0 d Â 2 Sn Â 2Sn+1 0 d 

- (1 ~Sn+t ~ 1.1 ~Sn+t ~ 1 n -l 
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-1 
1 1 0 1 1 1 

- tl.Sn tl.Sn+I -1 fl.Sn tl.Sn+1 0 
fl.2Sn fl.2Sn+l 0 d fl2Sn fl.2Sn+1 0 d 

-1 ~s.+! ~~ IJ ~s.+l ~ [' 
En appliquant l'identité de Schweins (propriété 3.18 ch.2), on a 

de3(Sn)- de1(Sn+I) = 

1 1 0 1 1 1 
-1 

tl.Sn+l 0 -1 tl. Sn flSn+l 0 

tl. 2 Sn+l 0 0 fl.2 Sn fl2Sn+I 0 
d d 

E p-1 

De même 
de2(Sn+I) - de2(Sn) = 

1 1 1 1 1 0 
Sn+1 Sn+2 0 Sn+1 Sn+2 -1 
fl.Sn+l ÂSn+2 0 d ÂSn+l ÂSn+2 0 d 
1 1 1 1 1 0 
Sn Sn+1 0 Sn Sn+1 -1 
ÂSn ÂSn+1 0 d ÂSn flSn+l 0 d 

dê2(Sn+1)- dê2(Sn) = 

c 1 1 1 1 1 
Sn+l Sn+2 0 Sn Sn+1 0 
fl.Sn+1 fl.Sn+2 0 d flSn ÂSn+l 0 d 

1 1 0 1 1 0 

Jx Sn Sn+l -1 Sn+l Sn+2 -1 
ÂSn ÂSn+l 0 d ÂSn+1 ÂSn+2 0 

1 1 0 
-1 

Sn+l Sn+2 -1 

ÂSn+l ÂSn+2 0 d 

E'-1 

Notons F' la quantité qui est entre parenthèse. 
Ainsi 
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Montrons que E = E'. En effet, en appliquant la propriété 2.1 du ch.2, on a: 

De même 

E'= 

1 
0 

~t 
1 0 
~Sn+I -1 d 

1 0 
~2Sn+I 0 d d 

0 
-1 d 

0 

~Sn+l ~Sn+2 d ~Sn+l 0 d d 

-1 ASn+t -1 
- 2S Â n+l 0 d 

Démontrons maintenant que F = F'. Considérons le d.désignant 

1 1 0 1 
Sn+l Sn+2 -1 0 
~Sn ~Sn+l 0 0 
~Sn+l ~Sn+2 0 0 

d 

Il est égal à 
1 1 1 

Sn+l Sn+2 0 
~Sn+l ~Sn+2 0 

d 

1 1 1 1 1 0 
-1 

1 1 0 
Sn+l Sn+2 0 Sn+l Sn+2 -1 Sn+1 Sn+2 -1 
~Sn ~Sn+I 0 d /:lSn f:lSn+l 0 d /:lSn+1 f:lSn+2 0 

or 

1 1 1 1 1 0 
-1 

Sn+l Sn+2 0 Sn+l Sn+2 -1 -
~Sn /:lSn+l 0 d ~Sn ASn+t 0 d 

1 1 1 1 1 0 
-1 

Sn Sn+l 0 Sn Sn+I -1 =F'. 
~Sn ~Sn+1 0 d ~Sn ASn+t 0 d 
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En appliquant la propriété 2.10,2.11 puis 2.1 du ch.2, on a 

1 1 0 1 Sn+l Sn+2 -1 0 

F'= Sn+l Sn+2 -1 0 1 1 0 1 
tl. Sn tl.Sn+l 0 0 - tl. Sn fl.Sn+l 0 0 -
tl.Sn+l fl.Sn+2 0 0 d tl.Sn+l tl.Sn+2 0 0 d 

-1 Sn+l Sn+2 0 
1 1 1 

0 1 1 1 
tl. Sn tl.Sn+l 0 =F 0 tl. Sn fl.Sn+l 0 -

0 fl.Sn+l tl.Sn+2 0 fl.Sn+l fl.Sn+2 0 d 
d 

Nous allons suivre la même démarche pour la démonstration dans le cas 
général. 
Démontrons que 
e2k+2(Sn)- e2k(Sn+I) = (e2k+t(Sn+t)- e2k+t(Sn))-1

• 

e2k+2(Sn)- e2k(Sn+I) = 

1 1 1 1 1 1 1 0 
-1 

Sn Sn+1 Sn+k+1 0 Sn Sn+1 Sn+k+l -1 
tl. Sn tl.Sn+1 tl.Sn+k+1 0 tl. Sn tl.Sn+1 fl.Sn+k+l 0 

tl.Sn+k tl.Sn+k+1 fl.Sn+2k+1 0 
d tl.Sn+k fl.Sn+k+l tl.Sn+2k+1 0 

d 

1 1 1 1 1 1 1 0 
-1 

Sn+1 Sn+2 Sn+k+1 0 Sn+l Sn+2 Sn+k+l -1 
tl.Sn+1 tl.Sn+2 tl.Sn+k+l 0 tl.Sn+l tl.Sn+2 fl.Sn+k+l 0 

fl.Sn+k tl.Sn+k+1 ÂSn+2k+1 0 
d fl.Sn+k fl.Sn+k+1 fl.Sn+2k 0 

d 

En appliquant l'identité de Schweins 
e2k+2(Sn)- e2k(Sn+I) = 

1 1 0 1 1 1 0 
-1 

Sn+l Sn+k+l -1 0 Sn Sn+k+1 -1 
tl.Sn+l tl.Sn+k+l 0 0 tl. Sn tl.Sn+k+1 0 

tl.Sn+k+l tl.Sn+2k+I 0 0 
d fl.Sn+k fl.Sn+2k+1 0 

d 
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(ê2k+2(Sn)- ê2k(Sn+1))-1 = 

1 1 0 1 
-1 

1 1 0 
Sn Sn+k+l -1 Sn+1 Sn+k+1 -1 0 

.6.Sn .6.Sn+k+l 0 .6.Sn+l .6.Sn+k+1 0 0 

.6.Sn+k ~Sn+2k+l 0 .6.Sn+k+l .6.Sn+2k+l 0 0 d d 

E' pt-1 

ê2k+1 (Sn+1)- ê2k+1 (Sn)= 
-1 -1 

1 1 1 1 1 0 
.6.Sn+1 .6.Sn+k+1 0 .6.Sn+1 .6-Sn+k+l -1 
.6.2Sn+1 .6.2 Sn+k+1 0 .6.2 Sn+1 .6.2 

Sn+k+l 0 

.6. 2 
Sn+k ,6. 

2 
Sn+2k+l 0 

d Ll2
Sn+k .6. 2 

Sn+2k 0 
d 

-1 -1 
1 1 1 1 1 0 
.6.Sn .6.Sn+k 0 .6-Sn .6-Sn+k -1 
,6. 2 Sn .6.

2 
Sn+k 0 .6.2 Sn Ll2Sn+k 0 

.6.2 
Sn+k-1 .6.

2 
Sn+2k-1 0 

d .6.2 
Sn+k-1 .6.2 

Sn+2k-1 0 
d 

ê2k+1(Sn+1)- ê2k+1(Sn) = 

1 1 0 1 1 1 
-1 

Â5n+1 .6.Sn+k+1 -1 .6.Sn+1 .6.Sn+k+1 0 
Â

2
Sn+1 Â

2
Sn+k+1 0 Ll2Sn+1 .6.2 

Sn+k+1 0 

Â
2

Sn+k .6.
2 

Sn+2k 0 
d Ll2Sn+k Ll2Sn+2k+l 0 d 

1 1 0 1 1 1 
-1 

ÂSn .6.Sn+k -1 .6-Sn ÂSn+k 0 
Â 2Sn .6.2Sn+k 0 .6. 2 Sn Â

2
Sn+k 0 

Â
2

Sn+k-1 .6.
2
Sn+2k-1 0 

d Ll2Sn+k-1 Â
2

Sn+2k-1 0 
d 

102 





Montrons que F' = F. En effet F' = 
1 1 0 1 
Sn+l Sn+k+l -1 0 
~Sn+l ~Sn+k+l 0 0 

~Sn+k+l 
-1 Sn+l 

0 1 
0 ~Sn+l 

0 
F 

~Sn+2k+l 0 

Sn+k+l 
1 
~Sn+k+l 

0 d 

0 
1 
0 

-1 0 
0 1 
0 0 

0 d 

Montrons que E = E'. Pour cela, considérons le d.désignant 

~2Sn+k-1 
~2Sn 
~2Sn+k 

~2Sn+k 
~2 Sn+1 
~2Sn+k+l 

~2 Sn+k-1 ~2 Sn+k 
~2 

Sn+k ~2 
Sn+k+1 

1 

~Sn+k+1 
~2Sn+k+1 

0 
-1 
0 

~2Sn+2k-1 0 
~2Sn+k 0 

E 
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1 
~Sn+k+1 
~2Sn+k+1 

~2Sn+2k-1 
~2Sn+k 
~2 Sn+2k 

1 0 
0 -1 
0 -1 

0 0 
0 0 
0 0 

1 1 
~Sn+k+1 0 
~2Sn+k+1 0 

~2Sn+2k-1 0 
~2Sn+2k 0 d 

d 

1 
~Sn+k+1 
~2 Sn+k+1 

1 -1 

0 
0 

~2Sn+2k-1 0 
~2 Sn+k 0 d 



1 1 1 1 
asn+1 asn+2 asn+k+l 0 
a 2Sn+1 a 2Sn+2 a 2Sn+k+1 0 

x 

a 2Sn+k-1 a 2Sn+k a 2Sn+2k-1 0 
a 2Sn+k-1 a 2Sn+k a 2Sn+2k-1 0 
a 2Sn+k a 2Sn+k+1 a 2Sn+2k 0 d 

OrE= 
1 1 1 0 1 1 1 1 

-1 

asn+1 asn+2 asn+k+1 -1 asn+l asn+2 asn+k+l 0 
a 2Sn a 2Sn+1 a 2Sn+k 0 A2Sn a 2Sn+1 a 2Sn+k 0 
a 2Sn+1 a 2Sn+2 A2Sn+k+1 0 A2

Sn+I a 2
Sn+2 a 2Sn+k+1 0 

a 2Sn+k-1 a 2Sn+k a 2Sn+2k-1 0 A2Sn+k-1 a 2Sn+k a 2Sn+2k-1 0 

a 2Sn+k-1 a 2Sn+k a 2 Sn+2k-1 0 d A2Sn+k-1 a 2Sn+k a 2Sn+2k-1 0 d 

Ainsi, en comparant avec E, il vient 

1 1 1 1 0 
ASn+1 asn+2 asn+k+1 0 -1 
a 2Sn+1 A 2

Sn+2 a 2Sn+k+1 0 0 

E= -
a 2

Sn+k-1 A 2
Sn+k a 2Sn+2k-1 0 0 

a 2Sn a 2
Sn+l a 2Sn+k 0 0 

a 2Sn+k a 2
Sn+k+l a 2Sn+2k 0 0 d 

1 1 1 1 0 

asn+1 asn+2 asn+k+l 0 -1 
a 2Sn a 2Sn+1 a 2Sn+k 0 0 
a 2Sn+1 a2

Sn+2 a 2Sn+k+1 0 0 -

a 2Sn+k-1 A2Sn+k a 2Sn+2k-1 0 0 

a 2Sn+k a 2Sn+k+1 a 2Sn+2k 0 0 
d 
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1 1 1 1 0 
l:l.Sn l:l.Sn+1 l:l.Sn+k 0 -1 
f:l. 2 Sn f:l.2 Sn+1 f:l.2Sn+k 0 0 
f:l. 2

Sn+l f:l. 2Sn+2 f:l.2
Sn+k+1 0 0 -

f:l.2Sn+k-1 f:l.2Sn+k f:l. 2 
Sn+2k-1 0 0 

f:l.2Sn+k f:l.2Sn+k+1 A2
Sn+2k 0 0 d 

1 1 1 1 0 
0 l:l.Sn f:l.Sn+l l:l.Sn+k -1 
0 f:l. 2 Sn A2

Sn+1 f:l.2 Sn+k 0 
0 f:l.2 Sn+1 f:l. 2 

Sn+2 f:l. 2 Sn+k+ 1 0 -

0 f:l. 2 Sn+k-1 A2
Sn+k fl. 2

Sn+2k-l 0 
0 f:l.2 Sn+k f:l. 2 Sn+k+ 1 A 2

Sn+2k 0 
d 

f:l.Sn f:l.Sn+k -1 
f:l. 2 Sn f:l. 2 Sn+k 0 

f:l. 2 Sn+k f:l. 2 Sn+2k 0 
d 

(Ceci provient de l'application de la propriété 2.1 (p=1) du ch.2) 
Pour E' on a 

1 1 0 
Sn Sn+k+1 -1 

E'= l:l.Sn l:l.Sn+k+l 0 

l:l.Sn+k l:l.Sn+2k+l 0 
d 

l:l.Sn Sn+2- Sn Sn+k+1- Sn -1 
f:l. 2 Sn l:l.Sn+2 - ASn f:l.Sn+k+l - f:l.Sn 0 

f:l.2 Sn+k l:l.Sn+k+2 - l:l.Sn+k f:l.Sn+2k+1 - f:l.Sn+k 0 d 
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(Ceci provient de la propriété 2.1 du ch.2 (p=1)) 

(Ceci provient d'après la propriété 2.15 du ch.2). 
Nous allons démontrer de la même façon que: 

d 

ê2k+3(Sn)- ê2k+1(Sn+I) = (e2k+2(Sn+I)- ê2k+2(Sn))-1. En effet 
ê2k+3(Sn)- ê2k+I(Sn+1) = 

1 1 0 1 
~Sn ~Sn+k+1 -1 ~Sn 
~2Sn ~2 Sn+k+1 0 ~2Sn 

~2 Sn+k ~2 Sn+2k+1 0 
d ~2Sn+k 

1 1 0 1 
~Sn+1 ~Sn+k+I -1 ~Sn+I 
~2 Sn+1 ~2 Sn+k+1 0 ~2Sn+I 

~2 Sn+k ~2 Sn+2k 0 
d ~2Sn+k 

En appliquant l'identité de Schweins 

ê2k+3(Sn)- ê2k+I(Sn+I) = 
1 1 1 0 

0 -1 
0 0 

~2Sn+k+1 ~2Sn+2k+1 0 0 d ~2Sn+k 
(e2k+3(Sn)- ê2k+I(Sn+l))-l = 
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~2Sn+2k+l 
1 
~Sn+k+l 
~2Sn+k+1 

~2Sn+2k 

1 

1 
0 
0 

0 

1 -1 

0 
0 

0 d 
-1 

d 

~Sn+k+1 
~2Sn+k+1 

~2Sn+2k+l 

1 
-1 

0 
0 

0 
d 



1 1 1 0 -
1 . . . 1 1 ... 1 

~Sn . . . ~Sn+k+1 0 ~Sn+1 ... ÂSn+k+1 0 -1 

~2Sn . . . ~2Sn+k+l 0 Â 2Sn+l ... Â
2
Sn+k+1 0 0 

. . . : . 
~2Sn+k ... ~2 

Sn+2k+1 0 Â 2Sn+k+l ... Â
2
Sn+2k+l 0 0 

d d 

E p-1 

ê2k+2(Sn+l) - ê2k+2(Sn) = 

1 1 1 1 1 1 
Sn+l Sn+k+2 0 Sn Sn+k+l 0 
ÂSn+l ÂSn+k+2 0 ÂSn ~Sn+k+l 0 

ÂSn+k+l ÂSn+2k+2 0 
d ÂSn+k ~Sn+2k+l 0 

d 

1 1 0 1 1 0 
Sn Sn+k+l -1 Sn+l Sn+k+2 -1 
~Sn ~Sn+k+l 0 ÂSn+l ÂSn+k+2 0 

~Sn+k ÂSn+2k+l 0 
d ÂSn+k+1 ÂSn+2k+2 0 

d 

1 1 0 
-1 

Sn+l Sn+k+2 -1 
ÂSn+l ÂSn+k+2 0 

ÂSn+k+l ÂSn+2k+2 0 
d 

F'-1 

Posons E' = 

1 1 1 1 1 1 
Sn+l Sn+k+2 0 Sn Sn+k+l 0 
ÂSn+l ÂSn+k+2 0 ÂSn ~Sn+k+l 0 

ÂSn+k+l ÂSn+2k+2 0 
d ÂSn+k ~Sn+2k+l 0 

d 
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1 1 0 1 1 0 
Sn Sn+k+I -1 Sn+l Sn+k+2 -1 
!::.Sn l::.Sn+k+l 0 l::.Sn+l l::.Sn+k+2 0 ) . 

l::.Sn+k l::.Sn+2k+I 0 
d l::.Sn+k+l l::.Sn+2k+2 0 d 

Nous avons 

1 1 1 0 
l::.Sn+l l::.Sn+k+l -1 

0 l::.Sn+l l::.Sn+k+l -1 
0 !::.2 Sn+l !::.2 Sn+k+1 0 !::.2 Sn+l !::. 2 Sn+k+l 0 

F= -

0 f::.2Sn+k+1 !::. 2 Sn+ 2k+ 1 0 !::. 2 Sn+k+l !::. 2 Sn+2k+1 0 
d 

d 

(propriété 2.1 avec p=1 du ch.2) 

!::.Sn+ 1 Sn+3- Sn+1 Sn+k+2- Sn+1 -1 

F'= 
!::.2 Sn+1 l::.Sn+3 - l::.Sn+1 l::.Sn+k+2 - l::.Sn+l 0 

=F 

f::. 2Sn+k+1 l::.Sn+k+3- f::.Sn+k+1 l::.Sn+2k+2 - l::.Sn+k+l 0 
d 

(propriété 2.1 et 2.15) 
Nous allons maintenant démontrer que E = E'. Considérons le d.désignant 

1 1 0 1 
Sn+1 Sn+k+2 -1 0 1 1 1 
l::.Sn+l l::.Sn+k+2 0 0 Sn+1 Sn+k+2 0 

- l::.Sn+1 l::.Sn+k+2 0 

l::.Sn+k l::.Sn+2k+1 0 0 
!::.Sn l::.Sn+k+l 0 0 l::.Sn+k+l l::.Sn+2k+2 0 

d 
l::.Sn+k+l l::.Sn+2k+2 0 0 d 

1 1 1 1 1 0 
-1 

Sn+l Sn+k+2 0 Sn+l Sn+k+2 -1 
l::.Sn+1 l::.Sn+k+2 0 l::.Sn+l l::.Sn+k+2 0 

l::.Sn+k l::.Sn+2k+1 0 l::.Sn+k l::.Sn+2k+1 0 
!::.Sn l::.Sn+k+l 0 

d !::.Sn l::.Sn+k+1 0 
d 
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1 1 0 
Sn+I Sn+k+2 -1 
~Sn+l ~Sn+k+2 0 

~Sn+k+1 ~Sn+2k+2 0 
d 

Ce qui est au dessus de l'accolade est égal à 

1 1 1 1 1 0 
-1 

Sn+l Sn+k+2 0 Sn+l Sn+k+2 -1 
ÂSn ÂSn+k+l 0 ~Sn ÂSn+k+l 0 
ÂSn+l ÂSn+k+2 0 ÂSn+l ÂSn+k+2 0 

ÂSn+k ... ÂSn+2k+l 0 d ÂSn+k . .. ÂSn+2k+1 0 

En appliquant la propriété 2.12 du ch.2 

1 1 1 1 1 0 
-1 

Sn Sn+k+l 0 Sn Sn+k+l -1 
ÂSn ~Sn+k+l 0 ~Sn 6Sn+k+1 0 

ÂSn+k ÂSn+2k+l 0 
d ÂSn+k ÂSn+2k+1 0 

d 

d'où en comparant avec le développement initial de E', il vient: 

1 1 0 1 
Sn+l Sn+k+2 -1 0 1 1 0 1 
ÂSn+l ÂSn+k+2 0 0 Sn Sn+k+l -1 0 

E'= - ~Sn ÂSn+k+l 0 0 

6Sn+k ~Sn+2k+l 0 0 
ÂSn ÂSn+k+I 0 0 ÂSn+k+1 ... ÂSn+2k+2 0 0 

d 
6Sn+k+1 ÂSn+2k+2 0 0 d 
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Sn Sn+k+l -1 0 -1 Sn Sn+k+l 0 
1 1 0 1 0 1 1 1 

- L::.Sn ~Sn+k+l 0 0 - 0 ~Sn L::.Sn+k+l 0 

L::.Sn+k+l L::.Sn+2k+2 0 0 d 0 ~Sn+k+l ~Sn+2k+2 0 

1 1 1 
~Sn ~Sn+k+l 0 

=E 

~Sn+k+l ~Sn+2k+2 0 d 

(Les étapes intermédiaires sont obtenues en appliquant les propriétés 2.10, 
2.11 et la propriété 2.1 avec p=1 du ch.2) 
Nous avons donc démontré que 
dêk+t(Sn) = dêk-t(Sn+I) + (dêk(Sn+l)- dêk(Sn))- 1

• 

Comme nous avons déjà vérifié que de0 (Sn) = e3 et de 1 (Sn) = ê~, il vient 
donc: 

dek(Sn) = eJ: 'Vn, k. • 

De la même manière, on établit 

Théorème 3.13 

Remarques 
1) Toute cette construction reste valable si l'on se place dans un anneau a·s­
sociatif unitaire non commutatif U( à condition de remplacer ci-dessus toute 
hypothèse _ 
H1: élément différent de 0 par l'hypothèse 
H2: élément inversible. Ainsi par exemple: 

f d d . 1 an a12 Dans U\ corps non commutati , l'existence du . esignant 
a21 a22 

conditionnée par la satisfaction de l'hypothèse H1: a11 #- O. 

est 

Dans U( anneau associatif unitaire non commutatif, l'existence du d.désignant 
all a12 

a21 a22 

versible. 

est conditionnée par la satisfaction de l'hypothèse H2 : an in-
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Cette remarque est importante pour le chapitre suivant puisque, comme nous 
allons le voir, H< sera un anneau associatif unitaire non commutatif bien 
spécifique. 

2) Du théorème 3.12, et du théorème 3.13, on déduit dêk(Sn) = 9tk(Sn)· 
Cela veut dire que pour les systèmes (3.20) et (3.21 ), les (ai) ne sont pas 
les mêmes pour une suite donnée (Sn), mais S est le même pour les deux 
systèmes. 
En revenant aux désignants, l'égalité dtk(Sn) = 9 tk(Sn) se traduit par 

1 1 1 1 1 0 - 1 

Sn Sn+k 0 Sn Sn+k -1 
~Sn ~Sn+k 0 ~Sn ~Sn+k 0 

~Sn+k-1 ~Sn+2k-1 0 d ÂSn+k-1 ~Sn+2k-1 0 d 
1 1 0 

-1 
1 1 1 

Sn Sn+k -1 Sn Sn+k 0 
~Sn ÂSn+k 0 ~Sn ~Sn+k 0 

~Sn+k-l ~Sn+2k-l 0 ~Sn+k-l ~Sn+2k-1 0 g g 

Cette égalité a une forme équivalente donnée par \Vynn [42]: 

postQ~m) (>.. ).postP;m) (>, )-1 = preP:m) P.r 1preQ~m)(,\). 

Nous reviendrons à cette question avec un peu plus de détails dans le chapitre 
suivant. Remarquons tout simplement l'analogie parfaite qu'il y a entre les 
deux expressions. Précisons pour le moment que postPjm), postQ~m), prePjm), preQ(m: 
sont des polynômes avec une certaine définition qui tient compte de l'ordre 
du produit. 

3) Par de simples manipulations des d.désignants, on peut écrire 

~Sn ~Sn+k-1 Sn ÂSn ÂSn+k-1 1 
-1 

dê2k(Sn) = 
~Sn+l ~Sn+k Sn+1 ÂSn+l ÂSn+k 1 

~Sn+k ~Sn+2k-1 Sn+k d ÂSn+k ÂSn+2k-1 1 d 
(3.22) 
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Cette expression est similaire ( de point de vue forme) à celle donnée dans 
[5] p.9 à l'aide des déterminants (Dans ce cas D( = IR ou C). 
De même, on peut écrire 

1 -1 

1 

D.Sn+k D.Sn+2k-1 1 d D.Sn+k D.Sn+2k-1 Sn+k d 
(3.23) 

4) De la relation (3.22) ci-dessus, et de la relation (3.3), on déduit que de2k(Sn) 
peut être calculé à l'aide du dE-algorithme en choisissant 9i(n) = D.Sn+i-1 
comme dê2k(Sn) = e2k = dEkn) (gi(n) = D.Sn+i-1 
9 ê2k(Sn) = e2k = 9 Ekn) même initialisation 
On aura d Ekn) = 9 E~n) = e'2k· C'est à dire que e2k peuvent être calculées 
indépendamment par dE-algorithme ou 9 E-algorithme. 

3. 7 Conclusion 

Les désignants apparaissent donc comme une généralisation des déterminants, 
puisqu'ils nous permettent: 
1) d'étendre les méthodes d'extrapolation à des ensembles encore plus généraux 
(corps non commutatif, anneau associatif unitaire non commutatif, ... ) 
2) Si l'on se place dans IR ou{: ou dans un corps commutatif D(, en utilisant 
les méthodes exposées ci-dessus à l'aide des désignants, les résultats sont les 
mêmes que ceux des mêmes méthodes utilisant des déterminants. 
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Chapitre 4 

Sur l'E-algorithme vectoriel de 
W ynn, algèbre de Clifford, 
désignants et autres. 
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4.1 Introduction 

Dans ce chapitre, les §2, 3 sont consacrés à la contruction et aux propriétés de 
l'algèbre de Clifford, le §4 à l'extrapolation générale dans l'algèbre de Clifford 
C(V), d'où provient un algorithme généralisant l'e-algorithme de Wynn. 
Le §5 est réservé à l'établissement d'un résultat fondamental concernant l'e­
algorithme vectoriel de Wynn. En effet depuis trente ans déjà, on se pose la 
question de savoir si l'on peut exprimer les quantités vectorielles ei: en fonc­
tion des termes de la suite Sn sous forme d'un rapport de deux déterminants. 
Le résultat fondamental est la réponse à cette question. 
Au §6, on fait le lien entre ces nouveaux résultats et les travaux de Graves­
Morris, Roberts, Wynn. 
On présente de nouveaux algorithmes dans le §7. 

4.2 Algèbre de Clifford réelle 

4.2.1 Construction 

Soit V un m.-espace vectoriel de dimension d. Soit q une forme quadratique 
régulière sur V [17]. 
Considérons l'espace quadratique (V, q). Nous allons construire un certain 
anneau associatif unitaire non commutatif appelé l'algèbre de Clifford C(V) 
de V [2]. Pour les besoins de la construction, nous devons introduire quelques 
notions élémentaires de la théorie des ensembles. 
Soit M un ensemble. Soient S1 , ••• , Sr des sous-ensembles de M. On définit 
une certaine somme S1 + S2 + ... +Sr (différente en général de la réunion). 
Elle est formée des éléments de M qui appartiennent à un nombre impair des 
ensembles si. 
Par exemple: M = {1,2,3}, on a {1} + {2} = {1,2} {2} + {2} = 0. 
(0 l'ensemble vide). 
(Voir [2] pour plus de propriétés de cette somme). 
Soit a1 , ••• , ad une base orthogonale de V. q(ai) sera noté ai.ai =a~: le carré 
scalaire. Prenons M = {1, 2, ... , d}. CardP(M): le cardinal de l'ensemble 
des parties de M est égal à 2d. On construit un Dl-espace vectoriel C(V) de 
dimension 2d ayant pour baseE,, S E P(M). (un vecteur E, pour chaque 
partie S de A1). 
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Dans C(V), on définit une multiplication des éléments de base, notée x, et 
on 1 étend par linéarité à C(V) tout entier. 
La définition de la multiplication interne de x est: 
Es x ET= Il(s, t),es,teT II a?.Es+T 

iESnT 
Le symbole ( s, t) est défini de la manière suivante 

( t) { 1 sis~ t 
s, = -1 sis> t (4.1) 

Si S, T ou Sn T sont vides, alors des "produits vides" apparaissent dans la 
définition. Ils doivent être interprétés comme étant égaux à 1. 
Cette définition un peu compliquée, deviendra bientôt compréhensible. 
Dans (2], on établit le 

Théorème 4.1 (C(V),+,x,.) est une algèbre associative appelée l'algèbre 
de Clifford associée à 1 'espace quadratique (V, q ). Cette algèbre est non com­
mutative pour d > 1. 

4.2.2 Propriétés et exemples 

Propriété 4.1 C(V) est unitaire; E0 est 1 élément neutre. 

Démonstration 
Par définition on a:E0 x E, = E, x E0 VS E P(M). 
On en déduit E0 x X= X x E0 'VX E C(V). En effet 
X= L:seQ(M) a,E, a, E IR (puisque (S,),eP(M)·) est une base de C(V). d'où 
E0 x X = E0('L. a,E,) = L. a,E0E, = L. a,(E,E0) = ('L. a,E,)E0 =X x E0. 
Identification 
Par souci de simplicité, notons E0 au lieu de E0 et Ei au lieu de E{i}; donc 
E0 est 1 élément neutre de C(V). 
L'ensemble des multiples scalaires de E0 , DlE0 sera identifié à IR. Le vecteur 

d 

ai sera identifié au vecteur Ei, le vecteur X = L Xiai de V sera identifié au 
i=l 

d 

vecteur LXiEi de C(V). Avec ces identifications, nous avons IRE C(V); 
i=l 

V E C(V). 
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Cette identification étant faite, il faut maintenant distinguer l'ancien produit 
scalaire X.Y et le produit X x Y dans C(V). 

Propriété 4.2 On a, 

Si i :f j ai x ai+ ai x ai= (i,j)E{i,i} + x(j, i)E{i,i} = 0 (4.3) 

X x Y+ Y x X= 2X.Y 'V XE V, Y EV (4.4) 

Démonstration 
( 4.2) résulte de la définition. 
(4.3) résulte de la définition et du fait que (i :f j (i,j) = -(j, i). 

d d 

(4.4) X= L:xiai, Y= LYiaj alors 
i=l i=l 

d 

X x Y+ Y x X= L XiYj(ai x ai+ ai x ai); d'après (4.3) 
i,i=l 

d 

X x Y+ Y x X= 2Lxiyia~ = 2(X.Y) 
i=l 

Remarque 
La relation (4.4) a deux cas particuliers: 
la règle de commutation, quand X, Y sont orthogonaux. 

X x Y= -Y x X 

Et 

d 

où X 2 note le carré scalaire (X 2 =Lx~ an. 
i=l 

( 4.5) 

(4.6) 

Propriété 4.3 Les éléments E11 ••• , Ed sont des générateurs de l'algèbre de 
Clifford C(V) associée à 1 'espace quadratique (V, q ). C'est à dire que tout 
élément de C(V) est une combinaison linéaire des produits finis des Ei. 

En effet, soit SE P(M) non vide. Rangeons les éléments de S dans l'ordre 
croissant i 1 < i 2 < ... < ir ~ d. On établit aisément par récurrence [2] que: 
Es= Ei1 x Ei2 x ... x Bir d'où le résultat. 
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On comprend mieux maintenant la définition de la multiplication des éléments 
de base donnée au §2. 
Ainsi si 
S ={ill .. •, Ïr} Ït < i2 < .. • < Ïr $ d. 
T = {jt, · .. ,js} jl < h < .. · < is $ d. 
alors Es= Ei1 x Eï2 x ... x Eïri ET= Eù x Eh x ... x Ei.· 
Le produit Es x ET s'obtient en appliquant un nombre de fois la relation 
( 4.2) de la propriété 4.2, et un nombre de fois la relation ( 4.3) de la même 
propriété 4.2. 
Ainsi par exemple 
E1,2 x Et,3 = (Et x E2) x (Et x E3) 
E1,2 x Et,3 =Et x (E2 x Et) x E3 
E1,2 x Et,3 = -Et x E1 x E2) x E3 (règle 4.2) 
E1,2 x Et,3 =-(Et x Et) x (E2 x E3) 
E1,2 x Et,3 = -ai(E2 x E3) (règle 4.1) 
Il résulte de la propriété 3 que tout élément A de C(V) s'écrit comme com­
binaison linéaire: 
A= o:oEo + o:1E1 + ... + o:dEd + a12E1 x E2 + ... + o:d-tdEd-t x Ed + ... + 
o:i1 •.• irEi1 x ... Eir + ... + o:12 ... dEt x E2 x ... x Ed. 
Quelques exemples 
d = 1 considérons (IR, q ), avec q la forme quadratique négative q(x) = 
-x2 Vx E IR. 
A1 (Ul): l'algèbre de Clifford associée à (IR,q) est constituée des éléments de 
la forme o:0 E0 + o: 1E1 isomorphe à l'ensemble q; [2,17]. 

d = 2 considérons ( IR2
, q), avec q la forme quadratique telle que pour une 

base orthogonale at, a2 on a q( at) = q( a2) = -1. 
A2 (Ul): l'algèbre de Clifford associée à (IR2

, q) est constituée des éléments de 
la forme aoEo + o:1Et + o:2E2 + o:12E1 x E2. 
Si l'on pose E0 = 1, i =El! j = E2, k = E1 x E2, on obtient que A2(Ul) est 
isomorphe au corps des quaternions réels HI [35]. 
Si pour la base orthogonale al! a2 on a q( at) = a E IR; q( a2 ) = b E m alors 
l'algèbre de Clifford associée à (IR2 ,q) est isomorphe à l'algèbre des quater-

nions généralisés (a;;) [2,17]. 

Nous donnons encore quelques propriétés élémentaires de C(V). 
Soit c+(V) = Span{Eo,Et x E2, ... ,Ed-t x Ed, ... } l'espace vectoriel en-
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gendré par des produits pairs des éléments Eb ... , Ed. 
Soit c-(V) = Span{Eb ... ,Ed,E1 x E2 x E3 , ... } l'espace vectoriel en­
gendré par des produits impairs des éléments E1 , .•• , Ed. 

Propriété 4.4 c+(V) est une sous algèbre de C(V) de dimension 2<d-t). 

c-(V) est un sous espace vectoriel de C(V) de dimension 2<d-t). 

On a également C(V) = c+ (V) œ c- (V) et 
c+ x c+(v) c c+(V); c- x c+(v) c c-(v) 
c- x c-(v) c c+(v); c+ x c-(v) c c-(v) 

Propriété 4.5 Si u E V, v E V alors le produit u x v n'appartient pas en 
général à V. 

Propriété 4.6 L'algèbre de Clifford C(V) n'est pas en général intégre. 

4.3 Représentation matricielle 

Soit V un m-espace vectoriel euclidien. Soit ell ... , ed une base orthonor­
male de V. La forme quadratique considérée est donc q( x) = L:f=t xt, où 

d 

x= LXiei. 
i=l 

Pour toute la suite, et sauf mention du contraire, nous nous plaçons dans ce 
cas de figure. 
Les relations (4.2) et (4.3) de la propriété 4.2 du §2 peuvent être condensées 
en une seule 

ei x ej + ej x ei =Eix Ej + Ej x Eï = 2bïjEo (4.7) 

où bij est le symbole de Kronecker. Cette relation montre déjà que l'algèbre 
de Clifford C(V) ne peut pas être commutative pour d > 1. 

Pour X, Y E V X x Y+ Y x X= 2(X.Y) 

où (X.Y) est le produit scalaire habituel 
d d d 

(X.Y) = LXiYi où x= LXiei, y= LYi€j. 
i=l i=l i=l 
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Remarque 
d 

Nous avons déjà fait l'identification entre le vecteur L: Xiei, et le vecteur 
i=l 

d 

L: xiEi. Pour un vecteur X de V, nous utiliserons l'une ou l'autre notation. 
i=l 
Ceci résulte du fait suivant: Soit VIR le sous espace vectoriel de C(V) en-
gendré par la base E1 , ••• , Ed. TI y a un isomorphisme d'espace vectoriel 

H: v --+ Vm 
d d 

x= L:xiei --+ L: XiEi. 
i=l i=l 

Nous ne ferons plus la distinction entre ces deux vecteurs. 
d d 

Considérons L: xiEi; Il X Il= (L: x~)Î la norme de X. 
i=l i=l 

En mettant X= Y dans la relation (4.8), nous avons 

x x x = (Il x 11)2 

Si X# 0, la norme Il X Il# 0 d'où 

Il ~ Il x X = X x Il ~ Il = E0 Ceci implique donc 

(4.9) 

Propriété 4. 7 Tout vecteur X de V non nul est inversible, son inverse ap-
X 

partient à v' et est égal à x-l = Il x 112. 

Remarques 
1) L'inverse d'un vecteur X de V (V C C(V)) coïncide avec l'inverse généralisé 
d'un vecteur au sens de Moore-Penrose [34]. 
2) Alors que le produit de deux vecteurs de V n'appartient pas en général à 
V, l'inverse d'un vecteur de V (s'il est non nul) est toujours dans V. 
3) C(V) n'est pas intégre. Ainsi par exemple 
E0 +E1 # 0, E0 -Et # 0, mais (Eo+Et) x (Eo-EI) = Eo-Et +E1 -Eo =O. 
L'algèbre de Clifford associée à un espace quadratique (V, q) est déterminée 
d'une manière unique à un isomorphisme d'algèbre près [17]. L'algèbre de 
Clifford est tfes riche en propriétés algèbriques et a beaucoup d'applications 
dans des domaines scientifiques divers [16). Elle a plusieurs représentations 
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sous forme matricielle. Mentionnons (30]; les matrices de Cartan (14,15]; 
les matrices de Dirac pour d = 1 qui jouent un rôle trés important dans la 
mécanique quantique (17). 
Nous présentons ici la représentation proposée par Mc-Leod (32]. Chaque 
élément de base de C(V) Ei est représenté par une matrice de dimension 
2d x 2d. 

La construction est la suivante: 
E _ [ J(d-1) O(d-1) l , 

1 
- o<d-1) -J<d-1) ou 

J(d-1): la matrice identité de dimension 2(d-t) x 2(d-I) 

o(d-lf la matrice nulle de dimension 2(d-l) x 2(d-l) 

E2 s'obtient de E1 en remplaçant O(d-t) par la matrice 

[ 
Jo(d-

2
) 

0
</d-

2
) l et J(d-1) par la matrice o(d-1)· 

(d-2) - (d-2) 

Nous avons donc 

Puis chaque élément Ei s'obtient du précédent en remplaçant la matrice 
o<n-i+l) par la matrice 

[ 
J(d-i) o(d-i) ] 

o(d-i) - J<d-i) 

Exemple d = 3 

[ 

0 : 0(1) J(l) j 
(
2

) ' 11) 0 1 E2 = - - - - - - - - ·- - -< - < ) 
J(l) 0(1) : 0(2) - - - - - . 

0(1) -J(l)' 
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1 0 
0 -1 

,-- - - - 1- - - ---

1 1 0 1 Ql 

1 0 -11 
- t- - - -

Ainsi on peut considérer l'algèbre de Clifford associée à (V, q) comme étant 
l'algèbre de matrices de dimension 2d x 2d engendrée par les matrices de base 
Et, ... , Ed· 

4.4 Extrapolation linéaire sur C(V). Cas général 

Nous avons vu que l'algèbre de Clifford C(V) est en général non intégre. 
L'anneau (C(V),+, x) est un anneau associatif unitaire, non commutatif 
pour d ~ 1. · 
Nous allons appliquer les résultats du ch.2 et du ch.3 au cas particulier IK = 
C(V). 
Soit (Sn)ne!N une suite d éléments de V (V c c-(V)), qui verifie 

(4.10) 

ou 

Remarques 
1) Rien n'empêche de poser le problème dans sa généralité 

(4.11) 

où S,gt(n), ... ,gk(n),ab···,ak E C(V). 
2) Comme on l'a déjà vu, C(V) est un anneau en génfal non intégre. Mais 
il présente plusieurs sous-ensembles qui n'ont pas de diviseurs de O.( Pour 
ces sous-ensembles, tout élément non nul est inversible). Par exemple le IR­
espace vectoriel V. Ce problème d'intégrité va poser certaines difficultés pour 
la suite. On va y remédier en posant pour le moment certaines hypothèses 
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supplémentaires. 
Revenons maintenant à notre équation (4.10). Nous avons vu que pour ex­
primer Sen termes de la suite (Sn), on doit résoudre le système 

A Sn 
- S + a1 x 91 ( n) 

a1 x Ag1(n) 
+ 
+ 

+ a1e x g~e(n) 
+ a1e x Ag~e(n) l 

Sn 

~Sn+k-l - a1 xAg1(n+k-1) + ... + a~exAg~e(n+k-1) 
(4.12) 

Hypothèse supplémentaire: si l'on suppose que le d.désignant de ce système 

1 
0 

Agk(n+k-1) 0 d 

est inversible alors 

Ag1(n + k- 1) 

9t (n) 
Ag1(n) 

Agi(n + k- 1) 

9k(n) 
Agk(n) 

Agk(n+k-1) 

9k(n) 
Agk(n) 

Agk(n+k-1) 

Sn 
A Sn 

ASn+k-1 d 

1 
-1 

0 

0 d 

Nous avons vu (th.3.1 §3 ch.3) que S peut être calculé récursivement par le 
dE-algorithme. d E~n) = Sn n = 0, 1, .. . 

dgt>=gi(n) i=1,2, ... n=0,1, .. . 
Pour 1 = 1, 2,... n = 0, 1, ... 
d E}n> = d E}~i- A(d E}n>) x (A(dg}~L))-1 x d9}~i.1 
dg(~) = dg(n) . - A(dg(n) ·) X (A(dg(n) ))-1 X dg(n) . 1 + 1 1 + 2 1,1 1-1,1 1-l,l 1-1,1 1-1,1 t = ' ' ... 
On a 

dE~= S 
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Nous n'allons pas étudier en détail cet algorithme, mais quelques éclaircissements 
s'imposent 

Propriété 4.8 Soient 

(Sn) EV, SE V, 9t(n), ... ,gk(n) EV a~, ... , ak E C(V). 

On a d9~.~) E c- (V); d E7 E c- (V) Vn, l, i 

Démonstration 
On a par hypothèse dg~~J = 9i(n) E V c c-(V) 

Supposons que dg~:L appartienne à c- (V). Supposons avoir démontré que 

(~(d9~:L)tt appartienne à c-(v). 
Puisque dg(~) = dg(n) . - ~(dg(n) ·) X (~(dg(n) ))-t X dg(n) 

l,t 1-t,t 1-t,t 1-t,l 1-t,l 
Or comme (~(dg~:Ln E c-(v), (~(dg~:~,l))-t E c-(v) et dg~:L E c-(v), 

alors le produit (~dg}:i.i) x (~(dg}:i,l))-t x dg}:L E c-(v) (Ceci provient 
de la propriété 4.4 du §2 et de l'hypothèse de récurrence). Reste à démontrer 

que (~(dg~:L))-t E c-(V). 
Pour cela, il suffit de démontrer que l'inverse d'un élément u de c- (V) est 
aussi un élément de c-(V). 
Posons u-t= Ut+ u2; Ut E c-(v), u2 E c+(v) 
(Puisque C(V) = c-(V) œ c+(V), cette décomposition est unique.) 
On au x u- = 1 = u x (ut+ u2) E c+(V) (car 1 E c+(V)). 
Comme u x Ut E c+(v), u x u2 E c-(v), il en résulte u x u2 =o. Comme 
u est supposé inversible, il en découle u2 = O. Donc u-t E c-(V). 
Pour établir que 

d E~n) E c- (V), 

le même raisonnement est valable. • 
Remarques 
1) Cet algorithme présente quelques inconvénients majeurs d'ordre pratique 
en plus des hypothèses supposées verifiées ci-dessus. Ces inconvénients sont: 
a) Nous avons vu que pour un élément X E V, le calcul de l'inverse x-t 

quand x =f. 0 est simple: x-t = Il: 112. 

Mais pour un élément u E c-(v), l'existence et le calcul de u-t sont deux 
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problèmes beaucoup moins évidents, puisque u a une expression plus com­
pliquée: u = L Cti1 ••• ir Ei1 x ... X Eir, où r est un entier impair. 

{l:$Îl < ... <ir:$d} 

b) chaque vecteur d E~n), dg~~) a au plus 2(d-l) composantes (puisque dimC-(V) = 
2(d-l)) dans la base canoni~ue E~, ... , Ed, E 1 x E2 x E3, ... , Ed-2 x Ed-1 x 
Ed,··· 
En fait, cela demande une étude plus poussée de l'algorithme. Concernant la 
compléxité de l'algorithme, faisons remarquer tout simplement que le nombre 
de composantes (à calculer) de d E~n), dg~~) dépend du numéro de l'étape de 

calcul. En réalité, d E~n), dg~;> appartien~ent à un sous-espace VI de dimen­
sion inférieure à celle de c-(V). Nous avons V0 c V1 c V2 .... Cette chaîne 
devient stationnaire à partir d'un certain rang. 

Rappelons que 'l(d d~ ')' est le nombre de parties à i éléments d'un ensemble 
l. z • 

à d éléments. D'où il en découle: 
d d' 

. ( - ( ) - (d-1) - "" . 
dzm C V) - 2 - {i=0,7mpair} i!(d- i)! 

. d d! 
dzm(C+(V)) = 2(d-I) = L ., . 

1 
{ . 0 . . }z.(d-z). t= ,tpatr 

Nous allons déterminer le nombre de composantes à calculer à chaque itération, 
les restantes sont nulles. Ainsi à 
l'étape 0: 
dE(n) - S1 E SdE 0 - n 1+ ... + nd 
dgt) = gi(n) = g!(n)E1 + ... + gf(n)Ed 

d E~n) a d composantes éventuellement non nulles, les restantes nulles. C'est 
' d! d D • d (n) 
a dire '(d _ )' = . e meme pour g0 ,i • 1. 1 . 
l'étape 1: 
d E(n) = d E(n) _ D.(d E(n)) X (D.(dg(n)))-1 X dg(n) 

1 0 0 ~1 OJ 
dg(n.) = dg(n_) _ D.(dg(n_)) X (D.(dg(n)))-1 X dg(n) 

1,t O,t O,t 0,1 0,1 

De ces deux règles, il vient que d Ein), dgi:> ont des composantes éventuellement 
non nulles uniquement pour les éléments de base dont le produit est impair et 
le nombre de facteurs ne dépasse pas 3. Les autres composantes sont nulles. 

C b d " '1 " d d! d! E · e nom re e composantes ut1 es est one 1!(d _ 1)! + 
3
!(d _ 3)!' t amsi 
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de suite, à 
l'étape i: le nombre de composantes "utiles" est 

min(d,3i) dl 
L: "l(d ~ ")''Donc, le nombre de composantes "utiles" augmente à 

{i=O,iimpair} t. t · 
chaque étape. Ceci est vrai dans le cas général. Si l'on dispose des informa­
tions supplémentaires sur la nature de la suite, ce nombre peut être mieux 
déterminé. Ainsi par exemple, une suite qui verifie ( 4.1 ), à l'étape k, le nom-

min(d,3") dl 
brede composantes "utiles" est d et non pas ~ "l(d ~ ")l. 

{i=O, i impair} t. t · 

Exemple d = 5 
c-(V) = {E1, E2, E3, E4, Es, E1 x E2 x E3, E1 x E2 x E4, E1 x E2 x Es, E1 x 
E2 x E3,E1 x E2 x E3,E1 x E3 x E4,E1 x E3 x Es,E1 x E4 x Es,E2 x E3 x 
E4,E2 x E3 x Es,E2 x E4 x Es,E3 x E4 x Es,El x E2 x E3 x E4 x Es} 
dim(C-(V)) = 2<s-l) = 16., Vo =V= sapn{E11 E2,E3,E4,Es}, dE~n>,g(n). E 

V0 • Le nombre de composantes "utiles" de dE~n) ,9(n)i est 
1

5
(! )' = 5. ' 

1. 4 . 

VI = span{{E1, E2, E3, E4, Es} u {Ei1 x Ei2 x Ei3 1 :5< i1 < i2 < i3 :55}} 

dim \~ = 1 !~~)! + 3 !~~)! = 15 V0 c V1. Le nombre de composantes "utiles" de 

E~n), 9~~) est 15. la composante relative à E1 x E2 x E3 x E4 x Es est donc nulle. 

min(4,32) d! 
V2 = c-(v), dimV2 = ~ .,(d .), = 16. 

{i=O, i impair} t. - t · 

La suite des espaces vectoriels \~ est stationnaire à partir de l'indice i = 2. 
2) Le H -algorithme d'Henrici [7] se présente comme un cas particulier de dE­
algorithme. En effet, si l'on impose aux 9ï(n) d'appartenir à IR (IR c c-(V)), 
et aux ai d'appartenir à V (V c c-(V)) dans la relation (11), on peut alors 
modifier l'écriture de dE-algorithme: 
dE~n) =Sn EV n = 0,1, .. . 

ga~>= 9i(n) E IR i = 1,2, ... , n = 0,1, ... 
De la relation 

d (n) d (n) A(d (n) ) ( A(d (n) ))-1 d (n) 
9/,i = 91-l,i- u 91-l,i x u 91-1,1 x 91-1,/l 
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d 'd "t d (n) ID uk · D' ' ( A(d (n) ))-1 1 on e Ul que 91i E .m., v ,t,n. ou .:..1 9 1_ 11 = () . 
• • f!:.(d n ) 

91-1,1 
Comme les réels commutent avec tout vecteur de C(V), le dE-algorithme 
peut s'écrire 

d (n) S E0 = n EV n = 0, 1, ... 

9~~) = 9i(n) E Hl i = 1,2, ... , n = 0,1, ... 

Pour/=1,2, ... n=0,1, ... 

d (n) 
d E(n) = d E(n) _ D.(d E(n)) 91-1,1 E V 

1 1-1 1 A(d (n) ) 
"-1 91-1,1 

d (n) 
d (~) = d (n) . _ D.(d (n) ·) 91-1,1 E Dl 

91,1 91-1,1 91-1,1 A(d (n) ) 
"-1 91-1,1 

i = 1 + 1,1 + 2, ... 

qui est tout simplement le H-algorithme d'Henrici 

4.5 L 'E-algorithme vectoriel 

l'e:-algorithme de \Vynn [40] est l'un des algorithmes les plus puissants, les 
plus utilisés pour l'accélération de la convergence d~une suite vectorielle. 
Mais il a d'autres domaines d'applications aussi importants, en particulier, la 
résolution des systèmes d'équations linéaires [9,21], d'équations non linéaires 
[12], le calcul des valeurs propres d'une matrice [10]. 
Il intervient également dans la théorie d'approximation vectorielle (fractions 
continues vectorielles [42], interpolation vectorielle, approximants de Padé 
[23,24,25,26]). 
Il était l'objet de plusieurs recherches, mais il manque encore de résultats 
théoriques. 
Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que e:-algorithme vectoriel de 
Wynn, comme les autres algorithmes d'extrapolation connus, réalise une 
certaine extrapolation dans C(V), résoud un certain système d'équations 
linéaires dans C(V) et s'écrit comme "rapport" de deux désignants. 
Nous avons vu que ( C(V), +, x) est un anneau associatif unitaire. Il est non 
commutatif quand d > 1. 
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Nous avons vu également que V C C(V); IR C C(V). Pour tout X = 
l:f=1 x;E; de V non nul, nous avons vu que son inverse est x-1 = 11_.:112 où 

Il X Il= (Ef=1 xn112. 
L'e-algorithme vectoriel de Wynn s'écrit donc 
e~{ = 0 n = 0, 1, ... ; e~nl =SnE V n = 0, 1, ... 

(n) _ (n+1) ( (n+I) (n))-1 k _ O 1 . _ O 1 ek+I-ek-1 +ek -ek '-,, ... ,n-,, ... 
L'inverse considéré est l'inverse ci-dessus. 
Contrairement au Bd-algorithme, les quantités ein) appartiennent toujours 
à V. Ceci est dû au fait que la somme et la différence sont des opérations 
stables dans V, et l'inverse d'un élément de V est un élément de V. 
Le fait que ( C (V),+, x) soit une algèbre, nous permet de regarder les élments 
de C(V) comme scalaires de l'anneau (C(V), +,x) et comme des vecteurs 
de l'espace vectoriel (C(V), +, .). 
Soit Sn une suite de vecteurs de V (scalaires de ( C(V), +, x) telle que 

{ 
ao X Sn + a1 X Sn+I + . . . + ak X Sn+k - S 
a0 + a 1 + . . . + ak - 1 

où SE V; ao, a1 , ..• , ak E C(V)j. 
Pour exprimer S en termes de la suite, on résoud 

ao + ai + + ak 
ao X Sn + al X Sn+l + + ak x Sn+k 
ao X !:l.Sn + al X .6Sn+I + + ak X .6Sn+k 

ao X l::l.Sn+k-1 + a1 X !:l.Sn+k + ... + ak X 6.Sn+2k-1 

En supposant que le désignant de ce système soit inversible, on a 

1 
0 
0 

( 4.13) 

-
-
-

-

0 
-1 
0 

1 
s 
0 

0 
( 4.14) 

-1 

ÂSn+k-l ÂSn+2k-l 0 d ÂSn+k-1 ÂSn+2k-l 0 d 
(4.15) 

Pour une suite (Sn) qui n'a pas la forme (4.13), S dépendra de k et den. On 
notera t'2k(Sn) au lieu de S. 
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Nous avons vu que (4.15) (remarque 3 §6 ch.3) peut s'écrire 

ASn ASn+k-1 Sn ASn ASn+k-1 1 -
1 

ASn+k ASn+2k-1 Sn+k d ASn+k ASn+2k-1 1 d 

En appliquant le théorème 3.12 §6 du ch.3 pour lK = ( C(V), +, x), nous 
avons le 

Théorème 4.2 L 'e-algorithme vectoriel s'écrit comme "rapport" de deux 
désignants 

Asn As S As As 1 -1 
n+k-1 n n n+k-1 

.,.(n)­
"'2k -

ASn+k ASn+2k-t Sn+k a ASn+k 

e~~~~ = (e2k(ASn))- 1
• 

Ainsi ce théorème donne explicitement l'expression de e~n) en fonction des 
termes de la suite. 

Théorème 4.3 e~~> = S <==> 3 At, ... , Ak E C(V)I Sn = S + A1 x ASn + 
... + AkASn+k-t 

Démonstration 
C'est une conséquence directe de l'écriture sous forme d'un "rapport" de 
deux désignants. En effet 

A Sn ASn+k-t Sn A Sn ASn+k-1 
e~~> = S <==> = Sx 

ASn+k ASn+2k-t Sn+k d ASn+k ASn+2k-1 

D'après la propriété 2.4 §3 du ch.2 
A Sn ASn+k-1 Sn A Sn ASn+k-1 s 

e~~> = S <==> -
ASn+k ASn+2k-1 Sn+k d ASn+k ASn+2k-1 s 
A Sn ASn+k-1 Sn-S 

e~~) = S <==> =o. 
ASn+k ASn+2k-1 Sn+k- S d 

D'après la propriété 2.19 §3 du ch.2, 
3A1, ... , Akl Sn- S = A1ASn + ... + AkASn+k-1· • 
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Remarques 
1) Le problème d'intégrité ne se pose pas pour l'é-algorithme vectoriel, car 
toutes les quantités éi: appartiennent à V et tout élément non nul de V est 
inversible. 
2) Si l'on pose 9i(n) = .6.Sn+i-1 ; dEdn) =Sn, alors les quantités é~~) peuvent 
être calculées à l'aide du Bd-algorithme et l'on a é~~) = d Ekn ( E V). 
Cependant, il faut remarquer que les gt> correspondants n'appartiennent pas 
forcément à V (mais sûrement à c- (V)) 
3) On retrouve le résultat algèbrique fondamental de McLeod [32) comme cas 
particulier du théorème 2 en imposant aux Ai d'appartenir à IR ( c c-(V)). 
Du théorème 1, nous pouvons déduire encore des résultats intéressants et en 
retrouver d'autres comme cas particulier. 

Théorème 4.4 Soient e~~) les vecteurs obtenus en appliquant l'e-algorithme 
vectoriel à la suite de vecteurs Sn éléments de V. 
Soient A

2 
B deux éléments de C(V) inversibles, C un élément de V. 

Soient e~n) les vecteurs obtenus en appliquant l'é-algorithme à la suite A x 
Sn x B + C alors 

(n) A (n) B C (~) B-1 (n) A-1 
é2k = x é2k x + ' ê2k+l = x ê2k+l x 

Démonstration 
(n) 

é2k = 
A x .6.Sn x B 

A x .6.Sn+k x B 

A x .6.Sn x B 

A x .6.Sn+k-1 x B A x Sn x B + C 

A x .6.Sn+2k-1 x B A x Sn+k x B + C d 

A x .6.Sn+k-1 x B 1 -
1 

A x .6.Sn+k x B A x .6.Sn+2k-t x B 1 d 

D:après la propriété 2.7 du §3 du ch.2 
.,.(n)-
"'2k -

A x .6.Sn x B A x .6.Sn+k-1 x B A x Sn x B 

A x .6.Sn+2k-1 x B A x Sn+k x B d 
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A x !::&Sn x B A x !::&Sn+k-1 x B 1 

+ 
A x !::&Sn+k x B A x !::&Sn+2k-1 x B 1 

d 
A x !::&Sn x B A x !::&Sn+k-1 x B c 

A x !::&Sn+k x B A x 6Sn+2k-1 x B c 
d 

A x !::&Sn x B A x 6Sn+k-1 x B 1 

A x !::&Sn+k x B A x !::&Sn+2k-1 x B 1 d 

Notons E le premier terme de la somme, F le second terme de la somme. 
En appliquant la propriété 2.4 du §3 du ch.2, on a 

A x !::&Sn x B A x 6Sn+k-1 x B 1 

F=Cx 
A x !::&Sn+k x B A x !::&Sn+2k-1 x B 1 d 

A x !::&Sn x B A x 6Sn+k-1 x B 1 
-1 

=C. 
A x !::&Sn+k x B A x 6Sn+2k-1 x B 1 d 

En appliquant la propriété 2.3 du §3 du ch.2 on a 
A x !::&Sn A x 6Sn+k-1 A x Sn 

E= ; xB 
A x !::&Sn+k 

( 

A x !::&Sn 

A x !::&Sn+k 
A x !::&Sn 

E= ; 
A x !::&Sn+k 

A x !::&Sn 

A 
A :S6Sn+2k-B1 -~ x Sn+)k _1 
X~ n+k-1 

xB 

A x 6Sn+2k-1 B-1 
d 

A x 6Sn+k-1 A x Sn 

A x !::&Sn+2k-1 A x Sn+k d 

S B-1 -1 A X !::& n+k-1 

A x !::&Sn+k A x ÂSn+2k-t B-1 
d 

En appliquant la propriété 2.4 du §3 du ch.2, on a 
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A Sn ASn+k-1 Sn .(s-' x 

A Sn ASn+k-1 
E=Ax 

ASn+k ASn+2k-1 Sn+k ASn+k ASn+2k-1 
A Sn ASn+k-1 Sn A. Sn A.Sn+k-1 1 -1 

E=Ax x : x . 
ASn+k ASn+2k-1 Sn+k d A.Sn+k A.Sn+2k-1 1 d 

B 
d' ' (n) E F A (n) B C ou c2k = + = X e2k X + . • 
Comme cas particulier du théorème 4.3, nous avons le résultat déjà connu [5) 

Théorème 4.5 Soit M une matrice carrée de dimension d x d orthogonale 
(Mt M = 1). Soient e1Zes vecteurs obtenus en appliquant 1 'e-algorithme à la 
suite vectorielle M Sn où C un vecteur constant de V; M Sn le produit d'une 
matrice et d'un vecteur de V. alors 
e~k = Af c2k + C; c2;+1 = M c2k+1 

Démonstration 
Soit u l'endomorphisme de V dans V dont la matrice relativement à la base 
Eh ... , Ed est M. 

Soit x= Lf=, x;E;; X= ( ~: ) . 

Le vecteur image u( x) s'écrit en forme matricielle MX. 
Pour démontrer que le théorème 4.5 est un cas particulier du théorème 4.4, 
nous allons démontrer que tout isomorphisme orthogonal u : V --t V, il 
existe BE C(V) inversible tel que V x E V u(x) = eB x x x B-1 où ë = 1. 
Supposons avoir démontré cette assertion, e2k(M Sn+C) s'écrit donc e2k(cB x 
Sn x B-1 + C). 
D'après le théorème 4.4, on a donc ê2k(cB x Sn x B- 1 + C) =tB x ê2k(Sn) x 
B-1 + C qui est en écriture matricielle M é2k(Sn) + C. 
De même t 2k+l(MSn + C) s'écrit e2k+1(eB x Sn x B-1 + C) qui est égal 
d'après le théorème 4.4 à (B-1 )-1 x c2k+1 (Sn)(cBt1 qui est égal à cB x 
e2k+1 (Sn) x B-1 (puisque ê-1 = e; (B- 1 

)-
1 = B) qui est égal en écriture 

matricielle se traduit par M ê2k+1 (Sn)· 
Donc nous avons bien e~k = M t'2k + C; c'2;+1 = M c2k+1 pour toute matrice 
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orthogonale M. Il nous reste à démontrer l'assertion de départ qu'on a sup­
posée vraie. 

L ' 1. . C(V) ___. C(V) , '1, d C(V) app 1cation t to t _ 1 ou o est une ement e 
~ ___. ~ =ox~xo 

inversible, est un automorphisme de C(V) qui vérifie (eP)o = eax/3. Notons 
R(V) l'ensemble de tous les o inversibles qui appliquent dans lui même le 
sous-espace vectoriel V de C(V). C'est à dire pour lesquels X E V implique 
X 01 E V. Soit o un tel élément. Considérons l'égalité V X E V; V Y E 
V X x Y+ Y x X = 2(X.Y) où (X.Y) est le produit scalaire (élément de 
Dl c C(V)). Transformons paroles deux membres de cette égalité. Pour le 
membrededroite,nousavonsox(2X.Y)xo-1 = oxo-1 x2(X.Y) = 2(X.Y), 
(puisque 2(X.Y) E ut). 
Pour le membre gauche, nous avons a x (X x Y+ Y x X) x o-1 = a x X x Y x 
a-1+axYxX xo-1 =a xX xo-1 xaxYxo-1+oxYxo-1 x a xX xo-1 = 
Xo X yo + yo X Xo = 2(Xo.Yo). 
Nous obtenons donc (X.Y) = (X 01 .Y01

). Ceci montre que a induit une 
isométrie sur V (conservation du produit scalaire). 
Soient D, X E V et Il D Il# O. Nous avons 
D x X= 2(D.X)- X x D. Comme DE V, on a D-1 = 11~ 12. 
Donc xv= D xX xn-l = 2,fzj~D-X = -Tv(X) où Tv(X) =x -2~œD; 
l'application TD V ___. V est l'identité sur l'hyperplan orthogonal a D et 
rv(D) = -D. C'est donc la symétrie par rapport au plan orthogonal à D. 
Or nous savons que chaque isométrie u de V est un produit u = TB 1 ••• 'TB, 
de symétries [19] (on peut réaliser r $ d). 
Donc pour une isométrie u quelconque, il existe B1 ... Br E V tels que 
Vx EV u(x) = ('TB1 ••• TB,)(x) 
Vx EV u(x) = -('TB1 ••• TB,_ 1 )(BrxB;1

) 

Vx EV u(x) = (-1Y('TB1 ••• Br)x(TB1 ••• Brt1 

Vx EV u(x) = éBxB- 1 avec B = 'TB1 ••• Br et é = (-1Y. 
Pour plus d'informations sur le lien entre l'algèbre de Clifford et les groupes 
orthogonaux classiques, nous envoyons au [2]. • 
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4.6 Fractions continues non commutatives, 
approximants de Padé vectoriels, ... 

Dans ce paragraphe, nous revenons à la remarque 2 §6 ch.3. 
Il est connu qu'il y a un lien étroit entre les fractions continues scalaires, 
approximants de Padé scalaires et l'e-algorithme scalaire. Ces liens ont été 
developpés dans le cas vectoriel par Wynn (42,43], puis Graves-Morris a donné 
d'autres définitions, axiomes et résultats dans [23,24,25]. Roberts a étudié 
également la question en introduisant l'algèbre de Clifford [36,37]. Et recem­
ment, de nouveaux résultats ont été présentés par Graves-Morris et Roberts 
dans [26]. 
Ici, nous reprenons rapidement et sommairement chacun de ces travaux, et 
montrons que, comme au cas scalaire, il y a une parfaite analogie entre les 
résultats trouvés par ces auteurs et leurs formulations en terme de désignants. 
Sur des exemples, nous allons montrer que ces auteurs (Wynn, Roberts), sans 
le savoir, ont utilisé explicitement des désignants. 
Ce travail est limité ici uniquement à cette comparaison de "form". Une 
étude plus poussée sera faite ultérieurement pour tenter de répondre à un 
certain nombre de questions, parmi lesquelles: 
1) Comment, à l'aide de cette écriture sous forme d'un "rapport" de deux 
désignants, du lien entre les fractions continues vectorielles, approximants 
de Padé vectoriels, ... , peut-on avancer l'étude théorique de l'e-algorithme et 
vice-versa? 
2) Peut-on, par exemple, traiter les questions de break-clown, near-down, à 
l'aide de ces nouveaux résultats à notre disposition ( méthode de Bordage 
adaptée, ... )? 
1 Wunn [42,43] 
Etant donné une série entière en À - 1 

F(À) = E~o Ut À -t- 1 • Il est formellement possible de déterminer les coeffi-
• ( (J ) d 1 f t• t• ____Eil_ ~ f3r- 2 d t 1 "' ctents O't, /Jt e a rac ton con mue ~-a-o- ~-a-1 - ••• ~-a-r- 1 - • • • on e neme 

convergent est ~-u:o-~ ... ~~~~: 1 (qui est une fraction rationnelle en À) 
possède un développement en série entière en À- 1 qui coïncide avec FP) pour 
les 2r premiers termes. C'est la fraction continue associée à F(À). Le con­
vergent peut se mettre sous la forme!:~~~ où qr(À),pr(À) sont des polynômes 
de degrés respectifs r et r - 1. 
De même, nous pouvons faire exactement la même chose pour Fm(À) = 
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E:out+m_x-t-1. et nous obtenons les polynômes q':(.X),p:,n(.X). 
Ainsi Fm(.X) = E~oi ut.x-t-1 + .x-m 9[(<~>) coïncide avec F(.X) pour les 2r+m . ~ 
prerruers termes. 
Dans [43], Wynn a donné une large théorie des fractions continues non com­
mutatives. 
Si l'on se place dans une algèbre non commutative ( en l'occurrence ici 
l'algèbre de Clifford), il faut préciser l'ordre dans lequel se fait la multi­
plication d'un élément de l'algèbre par un inverse. 
Ainsi Wynn définit deux systèmes de fractions continues: 
le premier "the pre-continued fractions" qui correspond à la multiplication 
d'un élément par un inverse à gauche (pre~= B-1 A.) noté pre[Bo+ ~~ i~ .. . ] 
dont les convergents successifs {preCr} sont calculés par : 

preCr = n; 
D~ = Br, D;+l = Br-t-I + D';

1 
Ar-t t = 0 ... , r- 1 

le second "the post-continued fractions" qui correspond à la multiplication 
d'un élément par un inverse à droite (post~ = AB-1.) noté post[Bo + 
~~ ;.~ ... ] dont les convergents successifs {postCr} sont calculés par : 

preCr = n; 
" " n-1 

Do = Br, Dt+1 =Br-t-I+ Ar-tD t t = 0 ... , r- 1 

Il a été possible de développer la théorie des fractions continues des deux 
systèmes associés à une série F(.X) = :L:o Ut.x-t-I où l'argument .X est un 
scalaire et où les coefficients {Ut} obeissent à une multiplication non corn­
mu tative (exemple .X E IR, Ut E V, la multiplication étant celle de 1 'algèbre 
de Clifford (C(V))). 
Les coefficients de la fraction continue de chacun des deux systèmes provenant 
de la même série différent en général, mais les polynômes associés {prePrm}, {preQ;n(.X)} 
pour le premier système, {postPrm}, {post Q': (.X)} pour le second système 
vérifient: 
e2!- = :L~o1 Ut.x-t-1 + _x-mprePrm(.XtipreQ:,n(.X) 
e2r = 2:~01 Ut.x-t-I + .x-mpostQ':(.X)postPrm(.Xti (lemme 3 [42]) 
Ce qui donne 
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(relation 20 [42]) 
Si l'on pose Sn = L:~01 Ut>. -t-l, ce lemme 3, [42] s'exprime d'une manière 
équivalente à l'aide des désignants à travers le théorème 1 §4 de ce chapitre. 

Remarquons cette parfaite analogie entre cette forme et la relation 20 du [42] 
où 
le suffix d joue le rôle de post, 
le suffix g joue le rôle de pre. 
Wynn a en effet, sans le savoir, utilisé les désignants. Pour illustrer cela, 
considérons son exemple (relation 15 [42]. 
Il trouve: 
prePt = >. - Um+l U;;/ 
preQ'{" = Um qui sont tout simplement les désignants 

prePt = UUm ~ 1 , preQ'{" = 1 Um 1 
m+l A d d 

de même 
postPt = >.- U;_ 1Um+l 
postQ'{" = Um qui sont tout simplement les désignants 

postPr' = 1 g:+I ~ l,, postQ'{' = 1 Um 1, 

Mieux encore ê~m) = L:~01 Ut>.-t-l + >.-mum(>.- U;_ 1 Um+I) (lemme 3 [42]). 
Nous allons montrer que c'est le "rapport" de deux désignants comme indiqué 
ci dessus. 
Par simplicité, prenons m = 1; nous avons 
t~1 ) = U0 >.-1 + >.- 1Ut(>.- U1-

1U2). Montrons que 
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ne sont pas forçement dans V (par exemple postPtP,) = >.-U~ 1 Um+I, U~ 1 Um+l 
n'appartient pas forçement à V), mais les convergents successifs le sont (re­
marque déjà citée en [42]). Ceci a un parallèle dans ce que nous venons de 
faire tout au long de ce travail: pour les systèmes d'équations linéaires (dans 
C(V) ), qui ont servi à la construction de l'ê-algorithme, les coefficients ai 

n'appartiennent pas forçément à V (mais sûrement à C(V)) mais la solution 
appartient à V. 

2 Graves-Morris, Roberts [23,24,25,26,36,37] 
Dans [23,24,25], Graves-Morris définit et étudie extensivement les 
G 1 RF: "Generalised Inverse Rational Fraction" 
G 1 RI: "Generalised Inverse Rational Interpolant" 
GIPA: "Generalised Inverse vector-valued Padé Approximant" 
ainsi que d'autres définitions. L'inverse généralisé d'un vecteur au sens de 
Moore-Penrose est à la base de ces définitions. Aucun appel à l'algèbre de 
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Clifford n'est mentionné. 
Dans [36,37], Roberts se sert fondamentalement de l'algèbre de Clifford pour 
définir et étudier: 
V PA: "Vector-valued Padé approximant" 
V RI: "Vector-valued Rational Interpolant". Il établit, sous certaine condi­
tion, l'identification entre V PA et GI PA, entre V RI et GI RI. D'autres 
résultats sont obtenus dans [26]. 
Dans [37], les V PAs sont définis de la manière suivante: 
considèrons une fonction f(z) E q:d+I ayant le développement 
!( ) 2 k ' A'td+l . 0 1 A't Z =CQ+c1z+c2z + ... +CkZ + ... OUCiE~ t=, , ... Z€~. 
Il définit un "right-handed [M / N]V PA", s'il existe, par 
Pl}(z)[q~(z)J- 1 - f(z) = O(zM+N+l) où Pl}(z),q~(z) sont des polynônes de 
degrés respectifs M et N dont les coefficients appartiennent à Ad(Œ') ( en 
effet, en général, leurs coefficients n'appartiennent pas à C). 
De même il définit un "left-handed [M/N]V PA, s'il existe, par [qkr(z)]- 1 Pft(z)­
f(z) = O(zM+N+l). Dans [4], il est établi que les deux versions "gauche" et 
"droite" sont identiques: 

Plj(z )[q~(z )t 1 = [q~(z )t1 P~(z) 

Cette relation se traduit à l'aide des désignants (comme dans 1 \Vynn) sous 
forme llllalllld'1 = 1111; 1 11119 où 
l'indice d joue le rôle R: right 
l'indice 1 joue le rôle L: left. 
Mieux encore, Roberts donne une relation liant Pl}(z) et Pft(z), Qft(z) et 
Q:kf(z). Nous allons voir que cette relation se déduit facilement à partir des 
désignants. Elle traduit tout simplement la propriété 5 §2 ch.2. En effet soit 

-l'anti-automorphisme de Aa(C) défini par :- Ad(Œ') ---+ Aa(C) 
ej1 ••• eir ---+ eir ... eil 

On en déduit (u-v)= vù, fi= u. Ainsi on remarque que-a l'effet d'une trans­
position matricielle [26). 

Roberts établit { Pl}(z) = PÇ(z) 
q~ ( z) = q~ ( z) 

ceci se traduit, en utilisant les désignants, par la propriété 5 §2 ch.2. 

En effet on a 1 A L = 1 AT_ IL= 1 A IL 
(pour établir 1 AT IL = 1 A IL, une simple récurrence le permet). 
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Ces questions seront reprises avec beaucoup plus de détails ultérieurement, 
avançons juste un exemple pour éclaircir ces relations, et montrer encore que 
Roberts, a utilisé, sans le savoir les désignants. 

. { pR(z) =Co+ z(ct - eoc-1
1c2) Dans [36] la relation (3.9) donne A _1 q1 (z)=eo+zc1 c2) 

(où e0 l'élément de Ad(C) qu'on note aussi 1), ce qui donne "the right 
[1/1)V PA" (realation 3.10 [36]). 
[1/1] = [eo + z(ct- eocï1c2)][eo- zclc2]-1 • Nous remarquons tout de suite 
que P1R(z), qr(z) s'écrivent sous forme de désignants: Pf(z) = 1 Co L + 

Ct Co z 
c2 Ct d 

qr(z) = c1 z 
c2 eo d 

Mieux encore, posons Sm L:~o Ci ti, nous allons montrer: 

o 1 ~So So Il ~So 1 ~-I [1/1) = e2 = ~S S ~S 1 ; nous avons: 

0 1 CtZ Co 1 1 1 dCtZ ~ ~-1 d 
ê2 = 2 2 1 c2 Z Co + Ct Z d C2 Z d 

=(Co+ CtZ- eo(c1zt1c2z2) x (1- (c1zt1c2z2t 1 

=(Co+ CtZ- eo(c1zt1c2z2) x (1- zcï1c2t1 

=(Co+ z(ct- eocï1c2) x (1- zcï1c2t 1 = [1/1] • 

r R ) ~So ~So 1 R( ) 1 ~So 1 1 Nous avons en plus P1 (z = ~S ~S ; qi z = ~S 1 · 
1 1 d 1 d 

A L( ) 1 ~So ~So L( ) 1 ~So 1 1 de meme, nous avons P1 z = ~S ~S ; ql z = ~S 1 · 
1 1 g 1 g 

et [1/1] = ê~ = [qf(z))-1 PF(z); 
Appliquons la propriété 5 §2 ch.2: 

Pf'(z) = ~~: ~; d = ( ~~~ ~~ ] = ~~~ ~: 
9 

= P["(z). 

Nous pensons que ces résultats sont généraux. Ils feront l'objet d'un tra­
vail ultérieur. Tous les résultats du [36) peuvent alors être retrouvés à par­
tir des propriétés des désignants, mais en plus, nous aurons explicitement 
P1f(z),q~(z),Pl}(z),q~(z) sous forme dun désignant et également 

e~ = [M + k/k]VPA 
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Nous aurons le même genre de résultats pour les fractions continues du [36]. 

4.7 Nouveaux algorithmes 

Nous avons vu que le Bd-algorithme 
dE~n)=Sn EV; n=0,1, ... dgtl=gi(n) EV i=1, ... , n=0,1, ... 
pour l = 1, 2t ... , n = 0, 1, .. . 
d E(n) _ d E(nJ (d ~E(n) )(dg(n) )-1 X dg(n) 

1 - 1-1 - 1-1 1-1,1 1-1,1 
dg(~) = dg(n) . _ (d ~g(n) ·)(dg(n) )-1 X dg(n) 

l,t 1-1,t 1-1,, 1-1,1 1-1,1 
pour i = l + 1, l + 2, ... 
où les éléments d E1<n); d9~i appartiennent à c-(V), pose un certain nombre 
de difficultés, spécialement: 
- La complexité de l'algorithme (qui reste à étudier avec plus de détails) 
- Un élément non nul de c-(V) n'est pas forçément inversible, et si c'est le 
cas, nous n'avons pas une méthode pour calculer cet inverse. 
C'est pour ces raisons que l'on va intervenir directement sur les règles de 
calcul de l'algorithme pour donner d'autres algorithmes ne présentant pas 
ces inconvénients. 
Le F-algorithme Il est dérivé du Bd-algorithme de la manière suivante: 

à chaque étape, on calcule d Efn), d9~.7) avec les règles du dE-algorithme puis 

on projecte d E1(n), d91}nl sur l'espace vectoriel V ( c c-(V)). Il s'écrit donc 

dFJn) =Sn E V; n = 0,1, ... d9t) = 9i(n) E V i = 1, ... , n = 0,1, ... 
pour l = 1, 2, ... , n = 0, 1, .. . 

d Fln) = d F/~i - (d~FJ~i)(d9f:L)-1 X dgf~L 
d (n) _ d (n) (d~ (n) )(d (n) )-1 d (n) 
9/,i - 91-l,i - 91-l,i 91-l,/ x 91-l,l 

pour i = 1 + 1,1 + 2, ... 
F désigne la projection de !élément F de C(V) sur l'espace V c c-(V). 

A• · d (Ad (n) )-1 ~dg~':_)l k ms1 ans ce cas "'-1 9k-l,k = Il d (n) ' 12 • ~ 9k-1,k 1 

Nous allons expliciter un peu les calculs de cet algorithme: 

Propriété 4.9 Soient u, v, w E V; u = u1E1 + u2E2 + ... + udEd; 

v= v1E1 + v2E2 + ... + VdEd; w = w1E1 + w2E2 + ... + wdEd 
Uj E IR i = 1, ... 'd; Vj E IR i = 1, ... 'd; Wj E IR i = 1, ... 'd. 
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Soit (u.v) le produit scalaire; (u.v) = L:f=t u,v,. On a 
u x v= (u.v)Eo + Lt<i<i<a(u,vi- UjVi)E, x Ei 

d -- -
u xv x w = Li:d(u.v)wi+ Lt<i<d;#i(uïVj-UjVi)wi}Eï+ Lt<i<i<k<d rijkEi x 
Eix E~t. -- - -

avec 
Tijk = (UiVj- UjVï}Wk + (UkVi- UiVk)Wj + (UjVk- UkVj}Wi 

Démonstration 
u x v = (L:f=t uiEi) x (L:f=1 viEi) = (u.v)E0 + Lt<i<;<a(uivj- u;v,)Ei x 

--- d 
Ei u x v x w = (u.v)Eo + Lt<i<j<d(uivj - u;v,)Ei x E;) x (L:1=1 w,E1 

d 

L l:(u,v;- uivi)Ei x Eix E, 
l$i<j$d1=1 

= (u.v)(L:f=t w,E,+ D 
D = Lt$î<i$dU::::f=1,1#i,l#i(uivi- u;vi)w,E, xE; xE,+ (uivi- u;v,)w,Ei x 
E; x Ei + ( UjVj- u;·vi)w;Ei xE; x Ei} 
Ainsi nous avons D = A + B + C avec 
A= Ll$i<j$d L:f=l#i,/#j(UiVj- UjVi)W!Ei x Ej xE, 
B =- Lt<i<i<d(uiVj- u;vi)wiE; 
C = Lt<i;;<iuiv;- u;vi)w;Ei 
B peut s'écnre 
B =- Lt<j<d(L1#i<i(uiVj- UjVi)wi)Ej 
B = - LI~i~d(Lt#j<i( UjVi - UiVj )w; )Ei; 
on a alors 
B+C = Lt$i$d(L1#i<i( UiVj-Ujvi)wj )Ei+ LI$i$d(Li<i$d( uiv;-u;vi)w; )Ei = 
Lt<i<d(Lt<j<d(uivi- u;vi)w;)E,. 
Dé;eÏoppons-A 

L 2: (u,v;- UjVi)w1E1 xE; x E1 
1$i<j$d 1$i<j<l$d 

A= At 
L 2: (u,v;- u;vi)w,Ei x E1 x Ei 

1$i<i$d 1$i<l<j$d 

A2 
L L (uiVj- u;v,)w1E1 x E, xE; 

1$i<j$d 1$1<i<j$d 

A1 peut sécrire 
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At = Et<i<j<k<d(uiVj- UjVi)wkEi x Ei x Ek de même 
A2 = Et~i<l<j;d(ujvi -uivi)w,Ei xE, x Ei = Et<i<i<k<d(ukvi- uivk)wjEi x 
Ei x Ek de mêÏne - -

A3 = Et::;l<i<isiuivi -uivi)w,E, x Eix Ei = 'EtSi<i<kSd(uivk -ukvi)wiEi x 
Ei x Ek. Comme A = At + A2 + A3 
A = Et<i<i<k<d{(uivi- UjVi)Wk + (ukvi- UiVk)wi + (ujVk- Ukvi)wi}Ei x 
Ei x Ek- carre 
Ainsi on a donc -u-:-x-:--v..,..x.,...w- = Ef=t{(u.v)wi + 'Et<i<d(uivi- uivi)wj}Ei donc 

~F,~1 x (~9tL,)-t x 9tL =Il ~9~:L, u-2 ~F,~1 x (~9f:t,) x 9tL =Il ~9~:L u-2 

Ef=t riEi 
avec 
ri = (~Ft1.~9::Ll)H9tt,)i+ Etsisd{ (~FtlM~91:L,)j-(~F,~i)j(~9tL )d(9f:L,). 

de même 
( A (n) ) (A (n) )-t ( (n) )-t (n) ) Il A (n) 11-2 (A (n) ) (A (n) ) (n) ) 
~..J.91-t,i X ~..J.91-t,l X 91-t,/ X9r-t,l = ~..J.91-t,l ~..J.91-t,i X ~..J.91-t,l X 91-1,1 

=Il ~9J:L 11-2 Ef=t srEr; s1 s'obtient de l'expression de rr en remplaçant 
l:"(n) (n) 
rr-t par 9r-t,i· 

Sm= (~9tL.~9ti.r))(9f:L,)m+'Et:=;j:=;d{(~9J:LM~9J:i,r)j-(~9f:L)j(~9f:Lr)m}(9 
Le F-algorithme s'écrit donc 
FJn) =Sn E V n = 0, 1, ... 
9b~) = 9( n )i E V i = 1, 2, . . . n = 0, 1, ... 

Pour k = 1,... n = 0, 1, ... F~n) =Ft~- Ef=l rfE, 
(n) (n) ""d lE . k 1 k 2 ' 1 Il A (n) 11-2 1 Il 9k,i = 9k-1,i - L-1=1 s, 1 z = + ' + '· · · ou rr = ~..J.9k-t,k r,; sr = 

A (n) 11-2 
~..J.9k-t,k S/. 

Le F-algorithme nécessite encore l'étude de 
- la complexité 
- la convergence 
-expériences numériques 
- liens avec d'autres algorithmes. 
On peut cependant remarquer que si dans l'expression de r 1, sr, on se 
limite uniquement aux premiers termes rr = (~F~~~ .~9k~1 ,k)9k~1 ,k)l sr = 

(~9t!t,i·~9k~1 ,k)9k~u)r, on retrouve le E-algorithme vectoriel [6] 
E~n)=Sn n=0,1, ... 
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g~~>=g(n)i i=1,2, ... n=0,1, ... 
pour k = 1, 2,... n = 0, 1, ... 

En =En _ (y.ÂEk-t)9k~t,k 
k k-l ( A (n) ) 

Y·~k-t,k 

( 
A n ) (n) 

n n Y·~9k-l,i 9k-l,k 
9k,i = 9k-l,i - ( A (n) ) 

Y·~k-t,k 
i = k + 1, k + 2, ... 
avec un choix particulier de y E V mais variable y - (Âgk~l,k)· Avec ce 
choix der,, St l'algorithme s'écrit 
a-algorithme 

a&n) =Sn n = 0,1, .. . 
g~~) =g(n); i= 1,2, ... n=0,1, ... 
pour k = 1,2, ... n = 0,1, ... 

(~ (n) ~Gn ) (n) an - an gk-!,k" k-1 gk-l,k 
k - k-l - ll~(n) 112 

k-!,k 

n _ n (~g~':\,~c-~Br_l,i)g~:}l,k 
9k,i - 9k-l,i- ll~(n) 112 

k-l,k 

i = k + 1, k + 2, ... 
Comme pour le E-algorithme vectoriel [6), nous avons 

Propriété 4.10 Si Sn = algl(n) + ... + akgk(n); où g;(n) E V; a; E m 
alors an= s. g 

De même, nous avons le résultat plus général 

Propriété 4.11 Si Sn= a1g1(n) + ... + akgk(n) + ... 
l an S (n) (n) 

a ors k = + ak+19k,k+l + ak+29k,k+2 + · · · 
Pour la démonstration, c'est à peu près la même que celle dans [6]. 
Autres algorithmes 

Notre souci, pour éviter les invonvénients duE-algorithme est d'avoir ÂEt,\ x 

(Âgt_\,k)-1 x gt\.k E V; 

Âgk~t,i x (Âgk~l.kt1 x 9k~t,k E V; 
Ceci a été fait pour les algorithmes cités ci-dessus, mais on peut en "fabri­
quer" d'autres en intervenant directement sur le produit. 
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M -algorithme (Mélange de deux multiplications) 

L'idée consiste à prendre l'inverse (Agi~\ k)-1 égal à ~~~T1 '") 
2

• 
' ll~s,.-1,,.)11 

C'est l'inverse compatible avec la multiplication définie sur C(V), quand 
Agk':,\,k appartient à V, et on remplace la multiplication x par une autre 

:u1~::1~::~:~ ;a:eex::p::r:e. :u: le(~;~d)ui~ u( ~~ )reste (to~~~:r)s ~ans V. 

ud Vd udvd 

on obtient l'algorithme 
MJnl = Sn n = 0, 1, .. . 
gt'/=g(n)i i=1,2, ... n=0,1, ... 
pour k = 1, 2, ... n = 0, 1, ... 

(~ (n) t:J.G" ) (n) Mn _Mn _ s~c-1."• 1c-1 *B~c-1,1< E V 
k - k-1 llt:J.(n) 112 

k-l,k 

(A (n) /j, n ) (n) 

gn _ gn Bk-l,k* 9k-l,• *9k-l,k E V 
k,i - k-l,i- IIA(n) 112 

k-l,k 

i = k + 1' k + 2, ... 
Si V= IR, on retrouve tout simplement le E-algorithme scalaire. 
Aucune étude concernant la convergence, les applications, n'a été faite pour 
cet algorithme. 
Une autre manière d'obtenir d'autres algorithmes est la suivante: dans l'algorithme 
général 

{ 

E<nl = E(n) - AE<nl xl (Ag<nl )-1 x2 g<nl k k-1 k-1 k-l,k k-l,k 
(n) (n) A (n) 1 (A (n) )-1 2 (n) 

9k,i = 9k-l,i - 9k-1,i x 9k-l,k x 9k-l,k 
(n) 

Si l'on pose (At\ kt1 = A~:) 1 '~< 
2

, et si l'on remplace la multiplication 
' IIAgk-l,kll 

( 1) par le produit scalaire, on retrouve le G-algorithme ci dessus. Dans les 
égalités donnant ar et gt) la direction du second terme du second membre 

est imposée par gt\,k. Rien n'empêche de faire la même chose pour la mul­
tiplication 2. Ceci donne alors le N-algorithme suivant 
NJnl =Sn n = 0,1, .. . 
gt)=g(n)i i=1,2, ... n=0,1, ... 
pour k = 1,2, ... n = 0,1, ... 

(A (n) (n) )AN" ) Nn _ Nn _ s~c-J,k'g"_l,k 1c-1 E V 
k - k-1 IIA(n) 1!2 

k-l,k 
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(tl. (n) (n) tl. n ) 
n n 91c-l,lc"91c-l,lc glc-l,i E V 

9k,i = 9k-1,i- lltl.(n} 112 
lc-1,/r 

i = k + 1' k + 2, ... 
Si V = Dl, on retrouve le E-algorithme scalaire. Pour cet algorithme, la 
direction du second terme du second membre de 1 'égalité est imposée par 
AN(n) 
~ k-1' 

Le dernier choix qui reste donne le K -algorithme 
K~nl =Sn n = 0,1, .. . 
g~~>=g(n), i=1,2, ... n=O,l, ... 
pour k = 1,2, ... n = 0,1, ... 

(tl.K" (n) )tl. (n) Kn _ Kn lc-1·9~c-l,lc 9~c-l,lc EV 
k - k-1- lltl.(n) 112 

lc-l,lc 

(tl. (n) (n) )tl. n 

gn _ gn 9~c-l,i"glc-l,lc 9~c-l,lc E V 
k,i - k-1,1- lltl.(n) 112 

lc-l,lc 

i = k + 1, k + 2, ... 
De même, si V = IR, on retrouve le E-algorithme scalaire. 
Pour le K -algorithme, la direction du second terme du second membre de 
l'égalité est imposée par .6.gt!l,k' 
Aucune étude concernant la convergence, les applications, les propriétés des 
ces algorithmes n'a été faite. 
Nous pouvons faire évidemment la même chose pour leE-algorithme vecto­
riel [6]. Le premier choix est L~n) = Sn n = 0, 1, ... 

g~':/ = g(n), i = 1,2, ... n = 0,1, ... 
pour k = 1, 2, ... n = 0, 1, ... 

( (n) )tl.L(n) Ln _ Ln ll·9~c-J,Ic 1c-1 
k - k-1 - A(n) 

ll· .... lc-l,lc 

( 
(n) )A n 

n _ n ll·9~c-J,Ic .... glc-l,i 
9k,i - 9k-1,i- li A(n) 

..... lc-!,lc 

i = k + 1' k + 2, ... 
où y E V choisi une fois pour toute. 

::rii :;.~:o(Tj·r:~o:l::·:. on retrouve Ie H -~gorithme 
Si V= Dl, on retrouve leE-algorithme scalaire. 
Nous pouvons encore transformer ledE-algorithme pour donner 3 autres al-
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gorithmes 
1 I~n> = Sn n = 0, 1, .. . 
Bti = g(n)i i = 1,2, ... n = 0,1, ... 
pour k = 1, 2,... n = 0, 1, ... 

( ~1 t,nJ )( ~ (n) ) (n) 
1 In _ 1 In !1· k-1 !1· 9k-1,k 9k-1 1 /c 

k - k-1 - IIYII 2 11~9t:>11kll2 
( (n) ( n ) (n) 

n _ n !1·~9k-1 1 i !1·~9k-1 1 k 9k-1
1
k 

9k,i - 9k-1,i - 11!111211~~:>1 kll2 
i = k+ 1,k+2,... 

1 

2 I(n) - S n - 0 1 0 - n - ' , ••• 

g~~) = g(n)i i = 1,2, ... n = 0,1, ... 
pour k = 1,2, ... n = 0,1, ... 
2 r _ 2 r _ <Y·9~:!1~")(y.~g~:\,">~er":!1> 

k - k-1 IIYWII~9t:>11kll2 
(n) ( ~ n )~ n n _ n !1·9k-11i" !1· 9k-l 1 k 9k-1 1i 

9k,i - 9k-1,i- IIYIJ211~t:>l ~cll2 
i = k + 1, k + 2,... 

1 

Le dernier choix est 
3 I(n) - S n - 0 1 0 - n - ' , ... 

g~~) = g(n)i i = 1,2, ... n = 0,1, ... 
pour k = 1,2, ... n = 0,1, ... 

( (n) )( A3J(n) )A (n) 3 Jn _ 3 In !1·9k-l
1
k y.-.. k-1 -..gk-l 1 k 

k - k-l - IIYII 2 II~9~:\Ikll 2 

n _ n (!1·9k':L)(y.~gk-t 1 k)~9Lt 1 k 
9k,i - 9k-1,i- IIYII211~~:>11kiJ2 
i = k + 1, k + 2, ... 

Pour les trois algorithmes, si 1 'on se place dans le cas scalaire, on retrouve le 
E-algoritbme scalaire. 
Pour l'algorithme 1 I, si l'on prend y= ..6.~~1 ,k, on retrouve le G-algorithme. 
Comme pour les autres algorithmes nouveaux, aucune étude concernant la 
convergence, les applications, les propriétés, les expériences numériques, n'a 
été faite. Nous comptons bien traiter ces questions dans un travail ultérieur. 
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