Numéro d’ordre : 6_ 0 3';6
T 626 4993
4qq5 - 3£

USTL L L Laboratoire d’informatique % /
I F Fondamentale de Lille

présentée a
'Université des Sciences et Teclmologies de Lille

pour ’obtention du titre de
Docteur en Informatique
par

Pierre-André Wacrenier

Semi-Commutations
et
Reconnaissabilité

Soutenue le 12 {évrier 1993 devant la Commission d’Examen :

Président : Max Dauchet

Rapporteurs : Joffroy Beauquier
Volker Diekert

Examinateurs : Mireille Clerbout
Michel Latteux
Yves Roos

Jacques Sakarovitch
Wieslaw Zielonka

UNIVERSITE DES §Cl:i . .., —~~"">"~*AGIES DE LILLE
UFR JdLEEA B: = =} 3"' 'ASCQ CEDEX
Tél. .. =z



UNIVERSITE DES SCIENCES
ET TECHNOLOGIES DELILLE

--------------------------

YENS HONORAIRES DE L'ANCIENNE FACULTE D 1IEN

M. H. LEFEBVRE, M. PARREAU

PROFESSEURS HONORAIRES DES ANCIENNES FACULTES DE DROIT
T SCIENCES ECONOMIQUES. DES IENCES ET DES LETTRE

MM. ARNOULT, BONTE, BROCHARD, CHAPPELON. CHAUDRON, CORDONNIER, DECUYPER,
DEHEUVELS, DEHORS, DION, FAUVEL. FLEURY, GERMAIN, GLACET, GONTIER,
KOURGANOFF, LAMOTTE, LASSERRE. LELONG. LHOMME, LIEBAERT, MARTINOT-LAGARDE,
MAZET, MICHEL, PEREZ, ROIG, ROSEAU. ROUELLE. SCHILTZ, SAVARD, ZAMANSKI, Mes
BEAUIJEU, LELONG.

PROFESSEUR EMERITE
M. A.LEBRUN

ANCIENS PRESIDENTS DE L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE
MM. M. PARREAU, J. LOMBARD, M. MIGEON. J. CORTOIS. ADUBRULLE

PRESIDENT DE L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE

M. P. LOUIS

E - A PTIONN
M. CHAMLEY Hervé Géotechnique
M. CONSTANT Eugéne Electronique
M. ESCAIG Bertrand Physique du solide
M. FOURET René Physique du solide
M. GABILLARD Roben Electronique
M. LABLACHE COMBIER Alain Chimie
M. LOMBARD Jacques Sociologie

M. MACKE Bruno Phvsique moléculaire et rayonnements atmosphéniques



M. MIGEON Michel
M. MONTREUL Jean
M. PARREAU Michel
M. TRIDOT Gabriel

M. BACCHUS Pierre

M. BIAYS Pierre

M. BILLARD Jean

M. BOILLY Bénoni

M. BONNELLE Jean Pierre
M. BOSCO Denis

M. BOUGHON Pierre

M. BOURIQUET Roben
M. BRASSELET Jean Paul
M. BREZINSKI Claude

M. BRIDOUX Michel

M. BRUYELLE Pierre

M. CARREZ Christian

M. CELET Paul

M. COEURE Gérard

M. CORDONNIER Vincent
M. CROSNIER Yves

Mme DACHARRY Monique
M. DAUCHET Max

M. DEBOURSE Jean Pierre
M. DEBRABANT Pierre
M. DECLERCQ Roger

M. DEGAUQUE Pierre

M. DESCHEPPER Joseph
Mme DESSAUX Odile

M. DHAINAUT André
Mme DHAINAUT Nicole
M. DJAFARI Rouhani

M. DORMARD Serge

M. DOUKHAN Jean Claude
M. DUBRULLE Alain

M. DUPOUY Jean Paul

M. DYMENT Arthur

M. FOCT Jacques Jacques
M. FOUQUART Yves

M. FOURNET Bemard

M. FRONTIER Serge

M. GLORIEUX Pierre

M. GOSSELIN Gabriel

M. GOUDMAND Pierre

M. GRANELLE Jean Jacques
M. GRUSON Laurent

M. GUILBAULT Pierre

M. GUILLAUME Jean

M. HECTOR Joseph

M. HENRY Jean Pierre

M. HERMAN Maurice

M. LACOSTE Louis

M. LANGRAND Claude

EUDIL
Biochimie
Analyse

Chimie appliquée

SSEURS - l¢re CLASS

Astronomie
Géographie

Physique du Solide
Biologie
Chimie-Physique
Probabilités

Algéebre

Biologie Végérale
Géomérrie et topologie
Analyse numérique
Chimie Physique
Géographie
Informatique

Geéologie générale
Analvse

Informatique
Electonique
Géographie
Informatique

Gestion des entreprises
Geéologie appliquée
Sciences de gestion
Electronique

Sciences de gestion
Spectroscopie de la réactivité chimique
Biologie animale
Biologie animale
Physique

Sciences Economiques
Physique du solide
Specrroscopie henizienne
Biologie

Meécanique

Méullurgie

Optique atmosphérique
Biochimie structurale
Ecologie numérique
Physique moléculaire et rayonnements atmosphériques
Sociologie
Chimie-Physique
Sciences Economiques
Algebre

Physiologie animale
Microbiologie
Géométrie

Génie mécanique
Physique spatiale
Biologie Végéale
Probabilités et statistiques



M. LATTEUX Michel

M. LAVEINE Jean Pierre
Mme LECLERCQ Ginette
M. LEHMANN Daniel
Mme LENOBLE Jacqueline
M. LEROY Jean Marie

M. LHENAFF René

M. LHOMME Jean

M. LOUAGE Frangis

M. LOUCHEUX Claude
M. LUCQUIN Michel

M. MAILLET Pierre

M. MAROUF Nadir

M. MICHEAU Pierre

M. PAQUET Jacques

M. PASZKOWSKI Stéfan
M. PETIT Francis

M. PORCHET Maurice

M. POUZET Pierre

M. POVY Lucien

M. PROUVOST Jean

M. RACZY Ladislas

M. RAMAN Jean Pierre

M. SALMER Georges

M. SCHAMPS Joél

Mme SCHWARZBACH Yvette
M. SEGUIER Guy

M. SIMON Michel

M. SLIWA Henri

M. SOMME Jean

Melle SPIK Geneviéve

M. STANKIEWICZ Frangois
M. THIEBAULT Frangois
M. THOMAS Jean Claude
M. THUMERELLE Pierre
M. TILLIEU Jacques

M. TOULOTTE Jean Marc
M. TREANTON Jean René
M. TURRELL Georges

M. VANEECLOO Nicolas
M. VAST Pierre

M. VERBERT André

M. VERNET Philippe

M. VIDAL Pierre
M.WAILLART Frangis

M. WEINSTEIN Olivier
M. ZEYTOUNIAN Radyadour

Informatique
Paléontologie

Catalyse

Géométrie

Physique atomique et moléculaire
Spectrochimie
Géographie

Chimie organique biologique
Electronique
Chimie-Physique

Chimie physique
Sciences Economiques
Sociologie

Mécanique des fluides
Géologie générale
Mathématiques

Chimie organique
Biologie animale
Modélisation - calcul scientifique
Automatique

Minéralogie

Electronique

Sciences de gestion
Electonique
Spectroscopie moléculaire
Géométrie
Elecrrotechnique
Sociologie

Chimie organique
Géographie

Biochimie

Sciences Economiques
Sciences de la Terre
Géométnie - Topologie

Démographie - Géographie humaine

Physique théorique
Automatique
Sociologie du travail
Specrochimie infrarouge et raman
Sciences Economiques
Chimie inorganique
Biochimie

Génétique
Automatique
Spectrochimie infrarouge et raman

Analyse économique de la recherche et développement

Mécanique



M. ABRAHAM Francis
M. ALLAMANDO Etenne
M. ANDRIES Jean Claude
M. ANTOINE Philippe

M. BALL Steven

M. BART André

M. BASSERY Louis

Mme BATTIAU Yvonne
M. BAUSIERE Robent

M. BEGUIN Paul

M. BELLET Jean

M. BERNAGE Pascal

M. BERTHOUD Amaud
M. BERTRAND Hugues
M. BERZIN Robert

M. BISKUPSKI Gérard
M. BKOUCHE Rudolphe
M. BODARD Marce!

M. BOHIN Jean Pierre

M. BOIS Pierre

M. BOISSIER Daniel

M. BOIVIN Jean Claude
M. BOUCHER Daniel

M. BOUQUELET Stéphane
M. BOUQUIN Henri

M. BROCARD Jacques
Mme BROUSMICHE Claudine
M. BUISINE Daniel

M. CAPURON Alfred

M. CARRE Frangois

M. CATTEAU Jean Pierre
M. CAYATTE Jean Louis
M. CHAPOTON Alain

M. CHARET Pierre

M. CHIVE Maurice

M. COMYN Gérard

Mme CONSTANT Monique
M. COQUERY Jean Marie
M. CORIAT Benjamin
Mme CORSIN Paule

M. CORTOIS Jean

M. COUTURIER Daniel
M. CRAMPON Norbert
M. CURGY Jean Jacques
M. DANGOISSE Didier
M. DE PARIS Jean Claude
M. DECOSTER Didier

M. DEJAEGER Roger

M. DELAHAYE Jean Paul
M. DELORME Pierre

M. DELORME Robert

M. DEMUNTER Paul
Mme DEMUYNCK Claire
M. DENEL Jacques

M. DEPREZ Gilbert

PROFESSEURS - 2éme CLASSE

Composants €lectroniques
Biologie des organismes
Analyse

Généiique

Biologie animale

Génie des procédés et réactions chimiques

Géographie

Systemes électroniques
Meécanique

Physique atomique et moléculaire

Physique atomique, moléculaire et du rayonnement

Sciences Economiques
Sciences Economiques
Analvse

Physique de 1'état condensé€ et cristallographie

Algébre

Biologie végétale

Biochimie métabolique et cellulaire
Mécanique

Génie civil

Specochimie

Phyvsique

Biologie appliquée aux enzymes
Gestion

Chimie

Paléontologie

Meécanique

Biologie animale

Géographie humaine

Chimie organique

Sciences Economiques
Electonique

Biochimie soucturale

Composants électroniques optiques
Informatique théorique
Composants électroniques et optiques
Psyvchophysiologie

Sciences Economiques
Paléontologie

Physique nucléaire et corpusculaire
Chimie organique

Tectolique géodynamique

Biologie

Physique théorique

Analvse

Composants électroniques et optiques
Electrochimie et Cinétique
Informatique

Physiologie animale

Sciences Economigues

Sociologie

Physique atomique, moléculaire et du ravonnement

Informatique
Physique du solide - christallographie



M. LE MAROIS Henri

M. LEMOINE Yves

M. LESCURE Frangois
M. LESENNE Jacques
M. LOCQUENEUX Roben
Mme LOPES Maria

M. LOSFELD Joseph

M. LOUAGE Francis

M. MAHIEU Frangois

M. MAHIEU Jean Marie
M. MAIZIERES Christian
M. MANSY Jean Louis
M. MAURISSON Patrick
M. MERIAUX Michel

M. MERLIN Jean Claude
M. MESMACQUE Gérard
M. MESSELYN Jean

M. MOCHE Raymond

M. MONTEL Marc

M. MORCELLET Michel
M. MORE Marcel

M. MORTREUX André
Mme MOUNIER Yvonne
M. NIAY Pierre

M. NICOLE Jacques

M. NOTELET Francis

M. PALAVIT Gérard

M. PARSY Femnand

M. PECQUE Marcel

M. PERROT Pierre

M. PERTUZON Emile

M. PETIT Daniel

M. PLIHON Dominique
M. PONSOLLE Louis

M. POSTAIRE Jack

M. RAMBOUR Serge

M. RENARD Jean Pierre
M. RENARD Philippe

M. RICHARD Alain

M. RIETSCH Frangois
M. ROBINET Jean Claude
M. ROGALSKI Marc

M. ROLLAND Paul

M. ROLLET Philippe
Mme ROUSSEL Isabelle
M. ROUSSIGNOL Michel
M. ROY Jean Claude

M. SALERNO Frangis

M. SANCHOLLE Michel

Mme SANDIG Anna Margarette
M. SAWERYSYN Jean Pierre
M. STAROSWIECKI Marcel

M. STEEN Jean Pierre

Mme STELLMACHER Iréne

M. STERBOUL Frangois
M. TAILLIEZ Roger

M. TANRE Daniel

M. THERY Pierre

Mme TJOTTA Jacqueline
M. TOURSEL Bemard

M. TREANTON Jean René

Vie de la firme
Biologie et physiologie végétales
Algebre
Sysiemes €lectroniques
Physique théorique
Mathématiques
* Informatique
Electronique
Sciences économiques
Optique - Physique atomique
Automatique
Géologie
Sciences Economiques
EUDIL
Chimie..
Génie mécanique
Physique atomique et moléculaire
Modélisauicn.calcul scientifique,statistiques
Physique du solide
Chimie organique
Physique de I'état condensé et cristallographie
Chimie organique
Physiologie des structures contractiles
Physique atomique,moléculaire et du rayonnement
Spectrochimie
Systemes électroniques
Génie chimique
Mécanique
Chimie organique
Chinue appliquée
Physiologie animale
Biologie des populations et écosystémes
Sciences Economiques
Chimie physique
Informatique industrielle
Biologie
Géographie humaine
Sciences de gestion
Biologie animale
Physique des polymeres
EUDIL
Analyse
Composants électroniques et optiques
Sciences Economiques
Géographie physique
Modélisation,calcul scientfique,statistiques
Psychophysiologie
Sciences de gestion
Biologie et physiologie végérales

Chimie physique
Informatique
Informatique
Astronomie - Météorologie
Informatique '
Génie alimentaire
Géomémie - Topologie
Svsiemes électroniques
Muthématques
Informatque
Sociologie du travail



M. DERIEUX Jean Claude
M. DERYCKE Alain

M. DESCAMPS Marc

M. DEVRAINNE Pierre

M. DEWAILLY Jean Michel
M. DHAMELINCOURT Paul
M. D1 PERSIO Jean

M. DUBAR Claude

M. DUBOIS Henri

M. DUBOIS Jean Jacques
M. DUBUS Jean Paul

M. DUPONT Christophe

M. DUTHOIT Bruno

Mme DUVAL Anne

Mrme EVRARD Micheline
M. FAKIR Sabah

M. FARVACQUE Jean Louis
M. FAUQUEMBERGUE Renaud
M. FELIX Yves

M. FERRIERE Jacky

M. FISCHER Jean Claude
M. FONTAINE Hubert

M. FORSE Michel

M. GADREY Jean

M. GAMBLIN André

M. GOBLOT Rémi

M. GOURIEROUX Christian
M. GREGORY Pierre

M. GREMY Jean Paul

M. GREVET Patrice

M. GRIMBLOT Jean

M. GUELTON Michel

M. GUICHAOUA André
M. HAIMAN Georges

M. HOUDART René

M. HUEBSCHMANN Johannes
M. HUTTNER Marc

M. ISAERT Nogl

M. JACOB Gérard

M. JACOB Pierre

M. JEAN Rayvmond

M. JOFFRE Parmick

M. JOURNEL Gérard

M. KOENIG Gérard

M. KOSTRUBIEC Benjamin
M. KREMBEL Jean

Mme KRIFA Hadjila

M. LANGEVIN Michel

M. LASSALLE Bemard

M. LE MEHAUTE Alain

M. LEBFEVRE Yannic

M. LECLERCQ Lucien

M. LEFEBVRE Jacques

M. LEFEBVRE Marc

M. LEFEVRE Christian
Melle LEGRAND Denise

M. LEGRAND Michel

M. LEGRAND Pierre

Mme LEGRAND Solange
Mme LEHMANN Josiane
M. LEMAIRE Jean

Microbiologie

Informatique

Physique de I'état condensé et cristallographie
Chimie minérale

Géographie humaine

Chimie physique

Physique de 1'état condensé et cristallographie
Sociologie démographique

Spectoscopie henizienne

Géographie

Spectrométrie des solides

Vie de la firme

Génie civil

Algebre

Génie des procédés et réactions chimiques
Algebre

Physique de I'état condensé et cristallographie
Composants électroniques

Mathématiques

Tectonique - Géodynamique

Chimie organique, minérale et analytique
Dynamique des cristaux

Sociologie

Sciences économiques

Géographie urbaine, industrielle et démographie
Algebre

Probabilités et statistiques

ILA.E.

Sociologie

Sciences Economiques .

Chimie organique

Chimie physique

Sociologie

Modélisation.calcul scientifique, statistiques
Physique atomique

Mathématiques

Algebre

Physique de I'état condensé et cristallographie
Informauque

Probubilités et statistiques

Biologie des populations végétales

Vie de la firme

Specmoscopie hertzienne

Sciences de gestion

Géographie

Biochimie

Sciences Economiques

Algébre

Embryologie et biologie de la différenciation
Modélisation,calcul scientifique,statstiques
Physique atomique,moléculaire et du rayonnement
Chimie physique

Physique

Composants €lectroniques et optiques
Pérrologie

Algebre

Astronomie - Météorologie

Chimie

Algebre

Analyse

Spectroscopie henzienne



M. TURREL Georges

M. VANDUK Hendrik

Mme VAN ISEGHEM Jeanine
M. VANDORPE Bernard

M. VASSEUR Christian

M. VASSEUR Jacques

Mme VIANO Marie Claude

M. WACRENIER Jean Marie
M. WARTEL Michel

M. WATERLOT Michel

M. WEICHERT Dieter

M. WERNER Georges

M. WIGNACOURT Jean Pierre
M. WOZNIAK Michel

Mme ZINN JUSTIN Nicole

Spectrochimie infrarouge et raman

Modélisation,calcul scientifique,statistiques
Chimie minérale

Automatique

Biologie

Electronique

Chimie inorganique
géologie générale
Génie mécanique
Informatique théorique

Spectrochimie
Algebre






Remerciements

Max Dauchet me fait la joie de présider le jury de cette thése. Ses cours ont été pour moi
une véritable initiation a la recherche.

J’exprime également toute ma gratitude a :
Joffroy Beauquier qui a bien voulu rapporter cette thése,
Volker Diekert qui a accepté de lire cette these en francais et d’en étre l’un des rapporteurs,
Jacques Sakarovitch et Wieslaw Zielonka qui me font ’honneur de participer & ce jury,

Edward Ochmaiski dont je regrette ’absence dans ce jury, mais dont la collaboration a
été précieuse.

Michel Latteux, qui m’a transmis sa passion pour l'informatique théorique, et Yves Roos
ont dirigé mes travaux. C’est a leur bienveillance et a leur science que je dois de précieuses
suggestions et des corrections salutaires. Qu'’ils veuillent trouver ici I’expression de ma sincére
reconnaissance.

Je suis trés heureux de la participation de Mireille Clerbout a ce jury, son soutien et ses
conseils ont été un constant encouragement.

J’ai également une pensée pour

Dominique Gonzalez, Francois Denis et Alain Terlutte qui m’ont supporté pendant les
réunions de travail ou dans le bureau 336.

Jean-Frangois Méhaut, mon tuteur, pour ses conseils pédagogiques, entre autres.
les accoutumés des bureaux 304, 316, 322 et 332 pour leur accueil.

Merci a ceux qui contribuent a créer, jour et nuit, été comme hiver, I’ambiance chaleureuse
du LIFL et qui en font un lieu ou I'on a plaisir a travailler.

Il va sans dire que cette these n’aurait jamais vu le jour sans I’amour de mes parents. Qu’eux
méme et toute ma famille trouvent ici ’expression de mon affectueuse reconnaissance.

Henri Glanc a assuré la reproduction de cette thése avec la compétence et la sympathie
connues de tous.






Table des matieres

1 Introduction

2 Préliminaires

2.1 Eléments de la théoriedeslangages . . . . ... ... ... ... ... ...
2.1.1 Monoides et Morphismes . . . ... ... ... ... 000,
2.1.2 Quelquesnotations . . . . . . . . ... e e e e e
2.1.3 Parties rationnelles et régulieres . . ... ... ... ... ... ...
2.1.4 Langages du monoide libre . . ... .. ... ... e e e e e
2.1.5 Transductions rationnelles . . . . .. .. ... .. 0 0o

2.2 Graphes . . . . i e e e e e e e e e e e e e

2.3 RéseauxdePetri . . . . . . . e e

2.4 Semi-commutations. . . . . . ... e e e e e e e e e
2.4.1 Définitions . . .. . L. e e e e e e e e e e e
24.2 Lemmesdedérivation .. .. ... ... ... ...,
2.4.3 Semi-commutations atomiques . . . .. ... ... 0.,

2.5 Semi-commutations et langages réguliers . . . . ... ... ... ... .. R
2.5.1 Monoide de semi-traces . .. . ... .. ... ittt ..
2.5.2 Langages réguliers clos par une semi-commutation ... ... ... ..

3 Composition de deux semi-commutations
3.1 Présentation. . . . . . . v i i i e e e e e e e e e e e e e e e
3.2 Résultats préliminaires . . . . . . . . . . . e e e e

3.3 Une caractérisation décidable . . . . . . . . . . .. .. e e



4 Table des matiéres

3.4 Applications . . . . . .. e e e e e e e 4]
3.4.1 Synchronisation de deux semi-traces . . .. ... .. .. ........ 41
3.4.2 Caractérisation des semi-commutations confluentes . . . . ... .. .. 43
3.4.3 Semi-commutations 2 cOmpteur . . . . . . ...ttt e e e 44

3.5 Complexité . . . . . ... e e e e e e e e e e e 46

36 Conclusion . . . . ... e e e e 47

4 Semi-commutations régulierement compatibles 48

4.1 Présentation. . . . . v v vt it e e e e e e e e e e e e e e e e e 49

4.2 Une condition suffisante de régularité. . . . . . .. ... ... .. ... 50
4.2.1 Congruence k-syntaxique . ... ... ... ... .. 50
4.2.2 Rang d’un langage pour une semi-commutation . . . . ... ... ... 51
4.2.3 Condition suffisante . . .. ... ... ... ... L. 51

43 Leprobleme . . . . . . . . e e e e e 53

44 L’implication : borner lerangde fpr(L) . . . . .. ... ... ..., 55

4.5 La réciproque : construction d’un contreexemple . . . . . . ... ... .. .. 62
4.5.1 Caractérisation graphique . . .. .. .. ... ... L o L. 62
4.5.2 Simplificationde 8 . . . .. ... .. L 63
4.5.3 Définition d'unlangage . . ... .. . ... ... L. 63
4.54 Unlangagerégulier. . . . . ... ... . . . .o e 65
4.5.5 Calcul d’uneintersection. . . . . . . . . .. i i it 67

4.6 Corollaires & Complexité . . . . . ... . . . .. .. ... 77
46.1 Lecas@ inclusdans@~1. .. .. ... .. ... ... ... . ... T
462 Lecasfinclusdans @ ... ... ... ... .. ... .. .. . ..., 78
463 Lecas @ =0UB™ . . . ... .. e 80
46.4 Complexité . . .. .. . .. ... e 80

4.7 Conclusion . . . . e e e e e e e e e e 80

5 Morphismes 82

5.1 Présentation . . . v v v v i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 83



Table des matiéres 5

5.2

5.3

5.4

5.5

Morphismes Reg-compatibles . . ... ... .. ... ... ... ... ..., 87
5.2.1 Une condition nécessaire . . . . . ... ... .. ... ... 87
5.2.2 Morphismes conservant les dépendances . . . ... ........... 87
5.2.3 Décomposition de morphismes . .. ..... ... ... ... ..., 89
Morphismes et transductions rationnelles . .. ... .............. 90
5.3.1 Premiéreéquation: §=7. .. ... . .. 90
5.3.2 Deuxieme équation : $=7Tofs . . . .. ittt 94
Application . . . . .. . e e e e e e e e e e e e 109
5.4.1 Décider f,(u*) est Algébrique . . . . .. ... ... ... L. 109
5.4.2 Morphismes algébriquement compatibles . . . . ... ... ... ..., 114
Conclusion . . . . . . . . e e e e e e e 118






Introduction

Pour augmenter la puissance de traitement des ordinateurs, les informaticiens ont congu
des machines multi-processeurs qui permettent Pexécution de plusieurs instructions de fagon
simultanée. La programmation de ces machines n’est en rien évidente : en effet, pour traiter
un probléme avec efficacité, il faut faire coopérer un ensemble de processeurs. De nos jours
il existe deux grandes familles d’ordinateurs multi-processeurs :

— Les ordinateurs SIMD ol tous les processeurs exécutent la méme instruction sur des
données différentes.

— Les ordinateurs MIMD ol chacun des processeurs travaille sur son morceau de pro-
gramme avec des données propres ou partagées.

Pour tirer parti de telles machines on doit adapter, ou plutot repenser, les algorithmes séquen-
tiels déja connus. Pour les machines MIMD, il faut de plus répartir le travail en taches et
assurer la coordination entre les différentes taches, ce qui rend leur programmation tres ardue.
Cette génération de machines nécessite 1’élaboration de nouvelles méthodes de conception,
d’analyse et de validation des algorithmes.

L’un des buts de ’informatique théorique est de fournir des outils mathématiques permettant
une meilleure utilisation des ordinateurs et, naturellement, 'informatique théorique entend
répondre aux besoins de I'informatique paralléle en apportant un formalisme, des méthodes
de spécification et des outils de preuves de programmes.

C’est dans cette perspective qu’ont été introduits différents modéles formels. Parmi ces
modeles on peut distinguer les réseaux de Petri, introduits par C.A. Petri au début des années
60, et les systémes de transitions d’A. Arnold et M. Nivat [AN82]. L’étude des réseaux de
Petri a réellement commencé dans les années 70 et a dégagé des notions importantes de
la théorie des langages telles que les systemes d’addition de vecteurs (SAVE) et le fameux
théoréme sur Paccessibilité démontré par S.R. Kossaraju et E.W. Mayr [Kos82, May84].

C’est dans le but d’analyser le comportement des réseaux de Petri booléens (one safe) que
A. Mazurkiewicz ([Maz77]) a introduit la notion de monoide partiellement commutatif libre
dans le monde du parallélisme. L’idée est la suivante : exprimer le parallélisme a ’aide d’une
relation d’indépendance sur un alphabet A . Dans une premiére étape, on représente chaque
action par une lettre d’un alphabet A , un mot de A* représente alors un calcul (i.e. une
trace d’exécution d’un programme). Puis on définit une relation d’indépendance symétrique
@ entre les lettres, cette relation est appelée commutation partielle. Par définition de € nous
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savons que pour toutes lettres a et b indépendantes, les calculs mjabmg et mibam, sont
équivalents. Ainsi obtient-on une relation d’équivalence sur les mots du monoide libre qui
définit une congruence ~ sur le monoide libre :

la congruence ~ sur le monoide libre A* associée a la relation d’indépendance 6 est la plus
petite relation vérifiant “si (a,b) € 6 alors myabm, ~ mibamy” .

Le monoide partiellement commutatif libre, noté M(A, 6) , est défini par le monoide quotient
A™ /[~ . Les éléments de ce monoide sont appelés traces.

Un calcul en paralléle n’est donc pas représenté par un mot : une trace représente une classe
d’équivalence pour la congruence ~ , une trace correspond a I’ensemble de toutes les exécu-
tions séquentielles d’un méme calcul. Une trace est aussi un graphe acyclique correspondant
exactement au graphe de précédence d’un calcul : chaque noeud est étiqueté par une lettre
(une action), les arcs imposant un ordre d’exécution entre les lettres dépendantes.

En fait le monoide partiellement commutatif libre avait été introduit une dizaine d’années
auparavant par P. Cartier et D. Foata ({CF69, Lot83]) pour étudier en combinatoire des
problemes de réarrangement de mots. Ce monoide a été aussi utilisé par M. Fliess ([FLi74]) &
propos de séries rationnelles et de séries reconnaissables. Néanmoins, c’est a partir de ’article
révélateur d’A. Mazurkiewicz qu’a débuté I’étude du monoide partiellement commutatif libre.
Cette étude a été menée suivant différents angles d’approche :

— utilisation du monoide partiellement commutatif libre pour étudier les réseaux de Petri
[Die90, Maz87].

— étude des langages et des familles du monoide partiellement commutatif libre a l'instar
de celle qui existe pour les langages du monoide libre [AH89, AR88, CG93, CL85, CP85,
Dub86, GOPR92, GRS91, Mét86¢c, Och85, Pigd2, Per89, Sak92, Tho90, Zie87] ;

— étude des systemes de réécritures dans le monoide partiellement commutatif libre [Die90,
NO88, 0tt87, Ott89, WDO92) ;

— utilisation du monoide partiellement commutatif libre pour élucider des probléemes de
structures partiellement commutatives libres plus riches (algebre de Lie libre, par ex-
emple) [DK93a, DK93b, Lal91] .

Notons que les commutations partielles ne sont pas utilisées uniquement en informatique
théorique ! M.P. Flé et G. Roucairol [FR82, FR85] les ont utilisées comme outils pour des
problémes de bases de données réparties ; la base théorique du systéme COSY (voir [LTS79])
repose sur la théorie des traces, dans [JM90] R. Janicki et T. Mildner bénéficient de ce fait
pour transformer des spécifications séquentielles en spécifications paralléles.

Un certain nombre de généralisations (au moins 4 en 1991-1992 !) sont également apparues.
La plus aboutie est sans doute la théorie des langages de traces infinies qui permet de
représenter les processus paralleles qui ne terminent pas, comme par exemple les systémes
d’exploitation distribués (voir [DE92)).

Pour modéliser les processus paralleles de type producteur / consommateur, M. Clerbout et
M. Latteux ([Cle84, CL87}) ont introduit une généralisation naturelle des commutations par-
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tielles : la notion de semi-commutation. Une semi-commutation est une relation irréflexive
sur un alphabet A ; une commutation partielle est donc une semi-commutation symétrique.
L’idée de base est la suivante :

La régle du probleme du producteur / consommateur est “on ne peut pas consommer plus que
ce que l'on a produit” ; par contre on peut anticiper la production par rapport a la consom-
mation. Si les lettres p et ¢ représentent respectivement les actions produire et consommer,
alors pour tout calcul m;cpm; respectant la régle du producteur / consommateur, le calcul
mypcemy respecte lui aussi cette régle. Par contre ’inverse est évidemment faux : le calcul pc
respecte la regle contrairement au calcul ¢p . Il existe donc une dépendance non symétrique
entre le consommateur et le producteur : on a ¢p — pc mais pas pc — c¢p . Dans le
probleme du producteur / consommateur, la semi-commutation sous-jacente est définie par :

6= {(c,p)} -

Une relation de semi-commutation @ sur un alphabet A peut étre aussi vue sous la forme
d’un systéme de réécriture ol toutes les régles sont de la forme zy — yz , (z,y) étant un
couple de lettres appartenant a la relation 6.

Pour obtenir la cloture, transitive et réflexive, d’'un mot ou d’un langage par le systéme de
réécriture on utilise une application fp : 24° +— 24" appelée fonction de semi-commutation.

L’étude des semi-commutations s’est- développée suivant plusieurs axes :

— Etude des réseaux de Petri a 'aide des semi-commutations : un réseau de Petri est
un assemblage de producteurs et de consommateurs, les semi-commutations paraissent
donc mieux adaptées a I’étude des réseaux de Petri que les commutations partielles.

I est possible de définir, de fagon systématique, une relation de semi-commutation 6 a
partir d’un réseau de Petri : (y,z) appartient a 6 si et seulement si toute place en entrée
de z n’est pas en sortie de y . Il est alors facile de remarquer que le langage reconnu
par le réseau de Petri est toujours clos par la fonction de semi-commutation associée 4 6 .

e W
p ) c

Ici nous avons 6 = (c,p) (la lettre p ne dépend pas de ¢). Le langage reconnu par ce
réseau de Petri est L = FG(Dj*(p,c)), ’ensemble des facteurs gauches du langage de
semi-Dyck. Il est possible de montrer que le langage L est clos pour 8 (i.e. fy(L)= L),
de méme que L = fp((pc)*p*) -

L’étude des réseaux de Petri a I'aide des semi-commutations a réellement débuté en 1989
avec le papier de D.V. Hung et E. Knuth [HK89] ; depuis E. Ochmanski I’a poursuivie
[Och89a, Och90, Och92].

~ Décomposition des semi-commutations en objets plus simples. M. Clerbout et D. Gon-
zalez [CG90, Gon93] ont montré que toute fonction de semi-commutation pouvait étre
réalisée par une composition de fonctions de semi-commutation trés simples : les semi-
commutations atomiques. Cette étude a permis de démontrer, de fagon simple, des pro-
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priétés conservées par composition ; elle a également apporté une notion de complexité
pour les fonctions de semi-commutation : la longueur de la plus courte décomposition.

Etude de la famille Regy(A*) : la famille des langages réguliers (reconnaissables) et
clos pour la semi-commutation § . Le but de cette étude est de fournir des conditions
suffisantes ou (et) nécessaires pour que la cloture, par une fonction de semi-commuta-
tion, d’un langage régulier soit encore un langage régulier.

La principale question de ce domaine est le probléme de l’étoile : Soit L un langage
régulier et § une semi-commutation. Le langage fp(L*) est-il régulier ¢

Dans [CL87], M. Clerbout et M. Latteux ont établi une condition suffisante pour ce
probléme : le langage itéré doit étre fortement connexe (i.e. ne contenir que des mots
fortement connexes pour la relation de non-commutation). Ce résultat important a
été démontré de fagon indépendante par E. Ochmanski [Och85] et par Y. Métivier
[Mét86c, Mét86a) dans le cadre des commutations partielles.

Dans le méme papier, E. Ochmanski a proposé des opérations rationnelles pour les

- traces grace auxquelles il a démontré un résultat fondamental de la théorie des langages

traces : la généralisation du théoréme de Kleene.

L’autre résultat fondamental de cette théorie est la généralisation des automates du
monoide libre : dans [Zie87] W. Zielonka a introduit la notion d’automates asynchrones ;
ceux-ci reconnaissent exactement les langages traces réguliers.

Ces deux joyaux de la théorie des traces n’ont toujours pas d’équivalents pour les semi-
commutations. Il faut dire qu’a la différence des commutations partielles, il n’existe
pas de “monoide semi-commutatif libre” .

Dans [CLRZ92] M. Clerbout, M. Latteux, Y. Roos et W. Zielonka ont tenté de généraliser
le théoreme d’Ochmanski. A ’aide d’opérations rationnelles trés proches de celles
d’Ochmanski, ils ont défini, pour chaque semi-commutation (A, ), une famille de lan-
gages réguliers 6-clos : Rg(A*) . Cette construction, suffisante pour les commutations
partielles, s’est révélée trop grossiere pour les semi-commutations : dés que la semi-
commutation est non-symétrique, cette famille est strictement incluse dans Regg(A®),
la famille des langages réguliers #-clos.

Dans ce mémoire nous abordons deux de ces thémes : nous étudions la composition de deux
fonctions de semi-commutation et nous nous intéressons aux morphismes pour semi-com-

mutations transformant les langages réguliers clos par une semi-commutation en langages
réguliers clos pour une autre semi-commutation.

Nous commencons par exposer les résultats classiques de la théorie de langages concernant la
reconnaissabilité, puis présentons quelques familles de langages du monoide libre, le vocabu-

laire de base de la théorie des graphes et des réseaux de Petri.

Dans un second temps nous introduisons la notion de semi-commutation et énongons les prin-
cipaux résultats de base, résultats que nous utiliserons constamment dans ce mémoire.

La derniére partie des préliminaires rappelle les résultats obtenus sur le théeme “langages
réguliers et semi-commutations”.
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Partant du principe “savoir composer pour mieux décomposer”, nous consacrons le second
chapitre a I'étude de la composition de deux fonctions de semi-commutation réalisé en col-
laboration de Y. Roos [RW91]. Le probléme est le suivant :

Etant donné deur fonctions de semi-commutation f, et fy travaillant sur le méme alphabet
A, eziste-il une troisiéme fonction de semi-commutation fy telle que pour tout mot m de A*

on ait fo(m) = frof,(m) ¢

Nous donnons une caractérisation décidable des fonctions de semi-commutation “compos-
ables” reposant sur les graphes de non-commutation des deux semi-commutations. Puis nous
présentons quelques applications de ce résultat :

— Propriété de vérification locale de la synchronisation de deux semi-traces : la synchro-
nisation de semi-traces permet d’exprimer le parallélisme de fagon modulaire. Pour
vérifier si deux semi-traces se synchronisent, il faut tester une condition globale sur les
deux semi-traces. Grace a notre résultat sur la composition, nous caractérisons les cou-
ples de semi-commutations pour lesquels une condition trés simple permet de décider
de la synchronisation de deux semi-traces.

Cette application généralise, partiellement, un résultat de V. Diekert et W. Vogler
[DV89, Die90] ; elle est aussi présentée par K. Reinhardt dans [Rei92] ol ’auteur
étudie la synchronisation de semi-traces.

— Caractérisation des semi-commutations confluentes : la confluence d’un systéme de
réécriture est une propriété généralement indécidable. Nous montrons qu’une semi-
commutation (A4,6) est confluente si et seulement si la composition fgofs-1 est une
fonction de semi-commutation ; nous obtenons alors une condition nécessaire et suff-
isante décidable.

Notons que V. Diekert, E. Ochmanski et K. Reinhardt [DOR91] ont obtenu indépen-
damment une preuve directe de ce résultat.

— Dans [Gon93)], D. Gonzalez a caractérisé les fonctions de semi-commutation qui préser-
vent les langages multi-compteurs. La preuve présentée est relativement simple, no-
tamment grace a I'utilisation de notre critéere de “composition”. Nous présentons la
technique de cette preuve.

Nous terminons ce chapitre sur la complexité de la propriété “la composition de deux fonc-
tions de semi-commutation est une fonction de semi-commutation”. Celle-ci se révéle co-
NP-compléte, résultat entiérement fondé sur ’étude de la complexité de la confluence d'une -
semi-commutation réalisé dans [DOR91].

Le second théme de ce mémoire est I’étude des morphismes pour semi-commutations : soient
(A,0) et (B,7) deux semi-commutations et un morphisme ¢ : A* — B* | nous appelons
morphisme de semi-commutations ’opération @ = f.,op .

Les morphismes pour semi-commutations permettent de spécifier le parallélisme a différents
niveaux d’abstraction, permettant ainsi une analyse descendante des probléemes. Dans le
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Chapitre 5 nous donnons deux exemples de morphismes et montrons que l'utilisation de
morphismes permet de mieux exprimer le parallélisme de certains problémes, notamment
lorsque deux actions peuvent commuter sans, pour autant, pouvoir étre exécutées en parallele.

Dans ce mémoire nous nous intéressons plus particuliérement aux morphismes pour semi-
commutations conservant la régularité ; nous baptisons ce type de morphismes “morphismes
Reg-compatibles”. Un morphisme ¢ est Reg-compatible si et seulement si pour tout langage
L appartenant & Regy(A®) (L est un langage régulier et fo(L) = L) le langage ¢(L) est un
langage régulier.

Dans le Chapitre 4, réalisé en collaboration d’E. Ochmanski [OW93], nous traitons un cas
tres particulier de morphismes pour semi-commutations : 1’identité. Le probléme s’énonce
plus simplement, nous parlerons alors de semi-commutations Reg-compatibles : soient (A, )
et (A,~)deux semi-commutations, a-t-on f,(L) € Reg(A*) pour tout langage L de Reggz(A*)?

Dans le cas des commutations partielles la solution de ce probleme est triviale : il faut que
4 soit incluse dans # . Ce probleme est plus délicat dans le cadre des semi-commutations,
principalement pour trois raisons :

— l'inclusion de 4 dans 6 n’est plus une condition nécessaire.
— conserver les mots fortement connexes pour # n’est pas suffisant.

— la famille des langages réguliers et clos pour une semi-commutation est mal connue.

Nous obtenons une caractérisation décidable des couples de semi-commutations Reg-compatibles
relativement simple. Pour la démonstration, nous établissons une condition suffisante pour
que la cloture d’un langage régulier par une fonction de semi-commutation soit encore un lan-
gage régulier : nous généralisons la notion de rang de distribution définie par K. Hashigushi
[Has91] dans le cadre des commutations partielles.

Nous donnons ensuite des corollaires de cette caractérisation (établis dans [CGL*92]) : par
exemple “~! est toujours Reg-compatible avec ” ou encore “4 U =1 est Reg-compatible
avec @ s et seulement si 6 est confluente”. Ce dernier corollaire nous permet de conclure ce
chapitre sur la complexité : la propriété Reg-compatible se révele co-NP-complete.

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré a I’étude des morphismes pour semi-com-
mutations. Aprés avoir donné des exemples de morphismes, nous abordons le probléme des
morphismes Reg-compatibles. A nouveau, le cas des morphismes Reg-compatible se révéle
relativement simple dans le cadre des commutations partielles. Dans le cadre des semi-com-
mutations nous donnons une condition suffisante pour qu’un morphisme soit Reg-compatible :
si un couple de lettres (z,y) n’appartient pas a 6 alors ¢(z) X ¢(y) n’est pas inclus dans 5 .
Nous obtenons une condition suffisante plus large, en combinant cette condition et la carac-
térisation des semi-commutations Reg-compatibles. Cette condition est nécessaire pour les
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morphismes non-effacant et disjoints (deux lettres différentes ont des images par ¢ sur des
alphabets disjoints).

Nous abordons ensuite la simulation d’un morphisme pour semi-commutations par une trans-
duction rationnelle, outil fondamental de la théorie des langages. Pour ce faire nous résolvons
deux équations. La premiére demande au transducteur de faire tout le travail : 7= ¢ ; la
classe de morphismes définie par cette équation est trées restreinte. Pour simuler une classe
plus grande de morphismes nous étudions une seconde équation : 7 = @Pofy . Nous car-
actérisons la classe de morphismes ainsi définie et montrons notamment que cette équation
caractérise les morphismes du monoide de semi-traces qui peuvent étre simulés par une trans-
duction.

Nous concluons ce dernier chapitre sur deux applications de I’équation 7 = o fy :
— Une nouvelle preuve d’un résultat de M. Clerbout et Y. Roos [CR90] caractérisant les
mot u et les semi-commutations # tels que fs(u*) soit un langage algébrique.

— Une caractérisation des morphismes de monoide de traces (¢ : M(A,6) — M(B,0))
transformant les langages algébriques de M( A, 6) en langages algébriques de M(B,7) .






Préliminaires

2.1 Eléments de la théorie des langages

2.1.1 Monoides et Morphismes
Monoides

Un semigroupe est un ensemble S muni d’une loi de composition interne associative. Un
monoide est un semigroupe M muni d’un élément neutre, noté 1, pour la loi de composition
interne.

Etant donné deux sous-ensembles A, B d’un monoide M le produit AB est défini par
AB={ceM|3a€ A,be B:c=ab}.

Un sous-ensemble A d’un monoide M est un sous-monoide de M si A2C Aet1€ A.
Etant donné A un sous-ensemble d’un monoide M , I’ensemble

An____UAn

n>0
ol A% = {1} et A"*t! = A" A, est un sous-monoide de M . En fait A* représente le plus petit
sous-monoide, au sens de I’inclusion, contenant A .

Pour tout ensemble X , X* est le monoide libre engendré par X ; il est défini par :

— Les éléments de X* sont des n-uplets v = (zg,2),...,2,) n > 0 d’élémentsde X .

- Si v = (Yo, ¥1,---1¥m) est un élément de X* alors le produit uv est défini par la
concaténation : uv = (Zg,Z1,-- 3y Zn, Y0, Y15+« +sYm)

Ceci est un monoide avec 1 = () comme élément neutre. Nous écrirons z au lieu de (z) ainsi
que ¢ pour (). Un élément u = (zo,23,...,2,) de X* s’écrit alors u = zozy ...z, et est
appelé mot, les éléments de X sont des lettres et X est un alphabet, une partie de X* est
appelé langage.
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Morphismes et Congruences

Etant donnés deux semigroupes S et T , un morphisme de semigroupes est une application
de S dans T telle que pour tous z,y appartenant a S nous ayons ¢(zy) = ¢(z)e(y) .
Lorsque S et T sont deux monoides, ¢ est un morphisme de monoides si nous avons en plus

e(1) = {1} .

Une substitution ¢ de X* dans Y* est un morphisme de monoide de X* dans 2Y" . Ainsi
pour tout z de X , ¢(z) CY*,4(1) =1 et pour u,v dans X* , Y(uv) = ¢(u)y(v).

Une congruence ~ sur le monoide IM est une relation d’équivalence stable pour la loi de M,
ie:Vr,y,zeMiz~y=>z2~vyzet zz~2y.

Le monoide quotient de M par cette congruence, noté M/~ | est ’ensemble des classes
d’équivalence pour ~ muni de la loi induite par M .

L’application canonique ¢.. associant a tout élément de IM sa classe d’équivalence pour ~ est
un morphisme, appelé morphisme canonique de IM sur M/~ .

Le nombre de classes d’équivalences d’une congruence ~ est appelé indexr de ~ . L’index
d’une congruence est un entier naturel ou l'infini.

Soit P une partie de IM ; P est dite fermée pour la congruence ~ si P est une union de classes
modulo ~ . De maniére équivalente, P est fermée pour ~ si ¢~ sature P i.e. :

- soit il existe une partie N du monoide quotient M/~ telle que P = ¢Z}(N) .

— soit P = ¢=ledn(P) .

2.1.2 Quelques notations

Dans ce paragraphe nous utiliserons 1’alphabet A , u , v et w représenteront des mots de A* .

La longueur du mot w sera notée |w| et |w|, représentera le nombre d’occurrences de la lettre
z de A dans le mot w .

Nous noterons alph(w) Pensemble des lettres occurrant dans w i.e.
alph(w) = {z € A | |wlz > 0}
Nous appellerons mot de permutation tout mot u ne contenant pas deux occurrences d’une
méme lettre i.e. Vz € alph(u), |ul=1.
Nous noterons com(u) la cléture commutative du mot u :
com(v) = {w|Vz € 4, |wl|:=|ul}

Un mot v est un sous-mot de u s’il existe des mots wyp,..., Wy, v;1,...,0, de A™ tels que
U= WV W1...0pWp € vV=01...0, .
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Nous noterons FG(w) I’ensemble des facteurs gauches du mot w i.e.
FG(w)={u€ A*|Ive A* w=uv}
Cette définition est étendue pour tout un langage L de A :

FG(L)= |J FG(w)
weL

Nous désignerons par Ilg(w) la projection du mot w sur le sous-alphabet B de A , c’est
Pimage de w par ’homomorphisme IIg défini par :

r z€ B

v A =
TEA, IIB(I) { £ z ¢ B
Nous noterons II, la projection sur alph(u) i.e. Hapny) -

Le mot U signifiera le miroir de u i.e. si u = 207y ...2, alors ¥ = z,...232p ol les z; sont
des lettres de A .

Nous noterons u . v le produit de mélange (shuffle) des mots u et v i.e.
vwv={uyv ... Upty |u; € A0, €AY, U=U; ... U, V=V1...0p}
Nous utiliserons le produit de mizage de deux mots, um v, introduit par R. De Simone dans
[DS84] et défini par :
um v = {w € (alph(v) Ualph(v))* | D (w) = v, HO,(w)= v}

Le produit de mixage de deux langages est défini par

2.1.3 Parties rationnelles et réguliéres
Langages rationnels
Soit M un monoide, I’ensemble des parties de M est un monoide lorsqu’il est muni de

I’opération produit induite par M et de son élément neutre {1} .

L’opération étoile est définie pour toute partie P de M par

P = U P
n2>0

ol PO = {1} et P**1 = P"P .
L’opération plus est définie pour toute partie P de M par

pt=J P
n>1

Les opérations union, produit et étoile sont appelées opérations rationnelles .
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Définition 2.1.1 La plus petite famille de parties de M fermée pour les opérations ra-
tionnelles et contenant les parties finies de M est appelée famille des langages rationnels
de M et est notée Rat(M) .

Langages réguliers

Définition 2.1.2 Un langage R de M est régulier s’ eziste un monotide fini F et un mor-
phisme f: M — F saturant R .

Une définition équivalente est la suivante :

Définition 2.1.3 Un langage R de M est régulier s’il eziste une congruence d’indez fini
saturant R .

Nous noterons Reg(IM) la famille des langages réguliers de M .

La congruence la plus grossiére saturant un langage R est la congruence syntarique de R,
notée ~ et définie par :

Ry Vz,t €M, (zzt € R & zyt € R)

Proposition 2.1.4 Un langage R est régulier si el seulement si son monoide syntaxique
M/= est fini.

Proposition 2.1.5 Reg(M) est fermée par les opérations booléennes : union, intersection
et complémentation.

Définition 2.1.6 Soient R et L deuz langages de M | le quotient & gauche de R par L est
Pensemble L"'R={weM|LunR#0}.

Proposition 2.1.7 Soit L un langage de M . S5i R appartient ¢ Reg(M) alors L™ R appar-
tient aussi @ Reg(M) .

Automates

Définition 2.1.8 ([Lal79])) Un M-automate A =< @, qo, F, 6 > est donné par un ensemble
d’états QQ , un état initial g de Q, un ensemble d’états finauz F C Q el une fonction de
transition § : Q x M — @Q vérifiant : 6(q,e)=q 6(q,ur)= 6(q,6(u),z).

Un élément u de M est reconnu par un automate A =< {,qo, F,é > si et seulement si
8(go,u) € F . Le langage reconnu par automate A est L(A) = {u € M | é(qo,u) € F} .

Un M-automate A =< @, qo, F, 6 > est fini si et seulement si Q est fini.

Proposition 2.1.8 Soit R un langage de M . Les propositions sutvantes sont équivalentes :
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~ R est reconnaissable (i.e. régulier) .
— Il existe un automate fini A tel que L(A)= R .

— L’ensemble {w™'R | w € M} est fini.

2.1.4 Langages du monoide libre
Langages réguliers

Théoréme 2.1.10 (Théoréme de Kleene) La famille des langages réguliers de X* est
€gale a la famille des langages rationnels de X* .

Proposition 2.1.11 Les langages réguliers sont clos par union, produit, étoile, plus, inter-
section, complémentation, miroir, morphisme, morphisme inverse, substitution réguliére.

Langages Algébriques

Définition 2.1.12 Une grammaire algébrique G =< V, X, P > est constituée par un alpha-
bet V de variables, un alphabet X , disjoint de V , de lettres terminales et un ensemble fini
P CV x(VUX)" de régles de production .

L’ensemble des réegles de production pour la variable o sera notée a = Lil]... |1,

Soient G =< V, X, P > une grammaire algébrique et f,g € (VU X)* . Alors f se dérive en
g , ce que 'on note f — g, si et seulement si il existe des factorisations f = uav et g = ulv
tel]esquea—C?IEP.

;. * ~ ’ . sy
Nous désignerons par = la cloture réflexive et transitive de < -

Pour toute variable a de V le langage engendré par a pour G est défini par :

Lo(e) ={we X" |a — w}
Une grammaire algébrique G =< V, X, P > engendre un langage L C X* s’il existe une
variable a € V telle que L = Lg(a) .

Définition 2.1.13 Un langage L de X* est algébrique s’il eziste une grammatre algébrique
qut engendre L . La famille des langages algébriques de X* est notée Alg(X™) .

Nous noterons Dj(a,b) le langage de Dyck 'ensemble des mots m € (a+b)* vérifiant |m|, =
|m|p . C’est un langage algébrique car il est engendré par la grammaire suivante :
V={a} X={ab} P={e - | aacbe | abaaa} .
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Nous noterons Di*(a,b) le langage de semi-Dyck défini par D{*(a,b) = {mw | |mw|, =
|mwly |m|q > |m|s} . II est engendré par la grammaire algébrique suivante :
V=4{a} X ={a,b} P={a?£|aaba}.

Langages multi-compteurs

Un compteur est un mot sur un alphabet de deux lettres {yo,y} et appartenant au langage
y"yo . Les opérations sur un compteur consiste a empiler, dépiler et tester si la pile est vide
(tester le zéro) . Un automate & compteurs est défini par A = (X,Q,q0, F,Y, (%0,---,%),6)
ou X est un alphabet d’entrée, @ est un ensemble fini d’états, go € @ est ’état initial, F est un
ensemble d’états finaux, Y = {yo, y} est I’alphabet des compteurs (piles), (y0,--.,%0) € (Y*)"
est un n-uple de compteurset § C @ X (X Ueg)x (YUe)"xQ x(Y*)" est la fonction de transition
dont les éléments sont de la forme (g, u,2) — (¢, 2') avec deux conditions supplémentaires

si z;, la 1*™ composante de z, est égale a y ou a ¢ alors z] € y* et si z; = yp alors 2 € y*yo .

La famille des langages reconnus par les automates a un compteur est appelée OCL (One
Counter Languages) dont fait partie le langage de Dyck (D7). Si on s’interdit de tester le
zéro du compteur (les regles sont de la forme (g,u,2) — (¢’,z’) ol z € (yU €)™ on obtient
la famille ROCL (Restricted One Counter Languages) dont fait partie D" .

La famille des langages multi-compteurs est la famille des langages reconnus par les automates
a compteurs qui ne testent pas le zéro ; plus formellement :

Définition 2.1.14 La famille des langages multi-compteurs, notée MC, est la plus petile
famille contenant D" et fermée par intersection et transduction rationnelle.

Par exemple les langages Dj , {a"b"c™ | n > 0} sont des langages multi-compteurs, tandis

que {a™b" | n > 0} n’en est pas un.

2.1.5 Transductions rationnelles

Nous nous intéressons au monoide résultant du produit cartésien de deux monoides libres
X* et Y* ou l'opération interne est la concaténation de chacun des monoides libres, soit
(z,y)(z',¥') = (zz',yy’) et I’élément neutre est (e,€) . Ce monoide n’est pas libre, en effet
nous avons (z,y) = (z,€)(e,y) = (6, ¥)(z,€) .

Définition 2.1.15 Soient X et Y deur alphabets. Une transduction rationnelle T de X*xY*
est une partie rationnelle de X* x Y~ .

Proposition 2.1.16 L’ensemble Rec(X* x Y*) est strictement inclus dans Rat(X* xY*) .

Théoréme 2.1.17 ([Niv68]) Les condition suivantes sont équivalentes :

— 71 est une transduction rationnelle.
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— Il eziste un alphabet Z , un langage rationnel K de Z* el deuz morphismes ¢ : Z* — X*
et : 2" — Y™ tels que 7 = {(p(u),y¥(u)) | u € K} .

Corollaire 2.1.18 Toute transduction rationnelle T préserve la famille des langages réguliers
et la famille des langages algébriques i.e. T(L) est régulier (resp. algébrique) si L est régulier
(resp. algébrigue).

Le théoréme de Nivat permet aussi d’écrire une transduction rationnelle sous la forme suijv-
ante :

Vue X* 7(u)= ¢(¢'1(u) N K) = ¢o(ﬂK)o(p-l(u)

Enfin une transduction rationnelle peut se représenter par un automate fini avec sortie :

Définition 2.1.19 Un transducteur fini est un 6-uple A =< X,Y,Q,q0,F,6 > ot X et Y
_sont deuz alphabets, Q est un ensemble fini d’états, go € Q est Uétat initial, F C Q est
lensemble des états finauz et § est un sous-ensemble finide Q@ x X* xY* x Q .

2.2 Graphes

Définition 2.2.1 Un graphe orienté G est un couple (S, A) ou S est un ensemble fini de
sommets et A une partie de § x S dont les éléments sont appelés des arcs.

Un sous-graphe d’un graphe (5, A) est un graphe (S5',A') telque §'C Set A'= ANS' x §'.

Un chemin dans un graphe est une suite d’arcs telle que ’extrémité terminale coincide avec
I’extrémité du suivant.

Un cycle est un chemin dont I’extrémité terminale coincide avec ’extrémité initiale.

Un graphe (S, A) est conneze si pour tout couple de sommets (z,y) il existe un chemin de z
a ydans (S,AUA"T).

Un graphe (S, A) est fortement conneze si pour tout couple de sommets (z,y) il existe un
chemin de z a y dans (S, A4) .

Les composantes (fortement) connezes d’un graphe (S, A) sont les sous-graphes (fortement)
connexes maximaux de (S5, 4) .

Exemple 2.2.2 Considérons le graphe de la Figure 2.1. La suite d’arcs (f,e), (e, b),(b,d)
est un chemin.

La suite d’arcs (a,b),(b,c),(¢c,d),(d,a) est un cycle.

Le graphe n’est pas conneze et a fortiori pas fortement conneze.

Dans ce graphe, il eziste deuz composantes connezes dont les sommels sont {a,b,c,d,e, f} el
{g,h} ; il y a aussi quatre composantes fortement connezes : {a,b,c,d}, {e}, {f} et {g,h} .
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Figure 2.1 : un graphe

2.3 Réseaux de Petri

Définition 2.3.1 Un réseau de Petri est quadruplet R =< P, T, pré, post > ot :

— P est un ensemble fini de places ,

— T est un ensemble fini de transitions disjoint de P,

pré est Uapplication d’incidence avant définie de P x T dans IN

post est application d’incidence arriére définie de P x T dans IN .

Un réseau marqué est le couple N =< R, M > formé d’un réseau R et d’une application
M : P — IN appelée marquage. On notera M(p) le marquage de la place p i.e. le nombre de
marques contenues dans p .

Définition 2.3.2 Une transition t est franchissable pour un marquage M si et seulement si
Ype P M(p) > pré(p.t) .

On note M(1) cette relation dans INCord(P) T : c’est la précondition de franchissement de
1.

Si t est franchissable pour M , le franchissement de t permet d’obtenir le nouveau marquage
M’ tel que : Ype P M'(p) = M(p) — pré(p,t) + post(p,1) .

On note M(1)M' cette relation dans INC2rd(F) x T x N Card(P) |

Exemple 2.3.3 Considérons le réseau de Petri de la Figure 2.2.

Sont franchissables les transitions a, b, c .
Tout mot du langage (cbda)® est une séquence franchissable.



2.4. Semi-commutations 23

Figure 2.2 : un réseau de Petri

2.4 Semi-commutations

2.4.1 Définitions

Définition 2.4.1 ([Cle84, CL87]) Une relation de semi-commutation @ définie sur un al-
phabet A est une relation irréflezive : c’est un sous-ensemble de A X A .

Définition 2.4.2 Une relation de commutation partielle  définie sur un alphabet A est une
relation symétrique et irréflezive.

Définition 2.4.3 A toute semi-commutation (A,0) est associé un systéme de réécriture
S¢ =< A, P > , appelé systéme de semi-commutation, ot P désigne l’ensemble {zy —

yz | (z,y) € 6} .

Le mot u se dérive en v par Sy en un pas (noté u - v) s’il existe une régle zy — yz et

deux mots m et w tels que u = wzym et v = wyzm .
Nous noterons —:—» la cloture transitive de 7 et —;» la cléture réflexive et transitive de —€—+ .

Si u se dérive en v (u -—;‘-—» v) il existe des mots mg, m; ... m, tels que mg = u, m, = v et

Mi —> Miy1 PoUr tout indice i < n ; ’entier n désignera la longueur de dérivation . Enfin

n . . s s e .
v signifie que u se dérive en v en n pas de dérivation.
Nous désignerons par #~! la relation de semi-commutation inverse associée a 8 :

67 = {(z,9) | (,2) € 6}

Définition 2.4.4 A toute semi-commutation (A,8) est associé un graphe de commutation :
c’est le graphe dirigé < A,0 > ou A désigne l’ensemble des sommets et 8 ’ensemble des arcs.

Nous noterons 8 la relation de non-commutation associé a la semi-commutation (A4, 6) :
6={(z,v)|(z,9) ¢ 6}

Définition 2.4.5 A toute semi-commutation (A, ) est associ€ un graphe de non-commutation :
c’est le graphe dirigé < A,0 > oti A désigne Pensemble des sommets et @ ’ensemble des arcs.
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Définition 2.4.6 Soient (A,6) une semi-commutation el u un mot de A* . Le mot u est
connexe pour @ si le sous-graphe < alph(u),8 N alph(u) x alph(u) > est connexze.

Définition 2.4.7 Soient (A,0) une semi-commutation el u un mot de A* . Le mot u est
fortement connexe pour 8 si le sous-graphe < alph(u),8 N alph(u) x alph(u) > est fortement
conneze.

Exemple 2.4.8 Soit la semi-commutation (A, 8) avec pour alphabet A = {a,b, ¢, d} et comme
relation de semi-commutation 6 = {(a,d), (a,c), (b,a), (b,c), (¢,b), (c,a), (d,b)} .
Nous avons 67! = {(d,a) , (c,a), (a,b), (c,b), (b,c), (a,c), (b,d)} .

b c b c

graphe de commutation graphe de non-commutation

Pour une question de lisibilité nous ne représentons pas les arcs (z,z) dans le graphe de

non-commulation.

Les mots a, b, ¢,d, de, abe, abed sont fortement connezes pour 8 .
Le mot ab est conneze pour § matis n'est pas fortement conneze.

Définition 2.4.9 A toute semi-commutation (A,0) est associée une fonction de semi-com-
mutation fg: 24" — 247 définie par

VLC AT, fo(l)= Ufulw—=>u)
wel

Si fo,s fé,5- -, f4,, sont des fonctions de semi-commutation définies sur le méme alphabet A ,
nous noterons fy, o---ofg,0fg, la composition de ces fonctions :

Vw e A™  fo 0 -ofg0fe,(w) = fou (- (fo,(fo,(w)))-)

Exemple 2.4.10 Soient les semi-commutations (A,u) et (A,)) avec A = {a,b,c} , p =
{(a,b),(a,c)} et A = {(b,c),(c,d)} -

Nous avons f,(abca) = {abca , baca , bcaa} et

frofu(abea) = fr(abea) U fr(abea)U fi(abea) = {abca , acba , baca , bcaa ,cbaa} .
Remarquons qu’une fonction de semi-commutation est idempotente t.e. faofg = fg .

Nous avons aussi f,((ba)*) = Di*(b,a) ainsi que fi((bc)*) = Dj(b,c) . Ces affirmations
peuvent étre facilement vérifiées grace auzr lemmes de dérivation que nous présentons main-

tenant.
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abca ———— baca ————— bcaa

A A
acba cbaa

Figure 2.3 : fyof,(abca)

2.4.2 Lemmes de dérivation

Nous exposons ici quelques lemmes de dérivation que nous utiliserons tout au long de ce
mémoire.

Lemme 2.4.11 (Lemme de Projection [Cle84]) Soient (A,6) une semi-commutation et
u el v deuz mots de A* . Les propositions sutvantes sont équivalentes :

- v € fo(u) .

- V:c,y €A, Hab(v) € fg(nab(u)) .

Lemme 2.4.12 (Lemme de Levi pour les semi-traces) Soient (A,#) une semi-commu-
tation et u, v deuz mots de A et 2t € fy(uv). Il existe des mots u', v' , v, v" tels que :

— z € fo(u'V) et t € fg(u0") .
— v'u” € fo(u) et v'v" € fo(v) .

— alph(v”) x alph(v') C 8

Lemme 2.4.13 (Lemme de ’Equivalence [Och90]) Soient (4,6) une semi-commutation
et u el v deuz mots de A* . Les propositions sutvantes sont équivalentes :

= Jo(v) = fo(u) .
= foro=1(v) = forne-1(u) .
Lemme 2.4.14 (Lemme du Miroir [Lat92]) Soient (4,6) une semi-commulation et u et

v deur mots de A* . Alors v € fg(u) st et seulement si ¥ € fo-1(%) .

Lemme de Numérotation

Il est plus facile de vérifier le Lemme de Projection sur un mot de permutation que sur un
mot quelconque. Pour transformer tout mot en un mot de permutation Y. Roos a introduit
dans sa thése [Roo89] la notion de numérotation.

Définition 2.4.15 Pour une semi-commutation (A,6) nous posons :
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- An=AxNN
- On = {((z,1),(y,7)) € AN X AN | (z,¥) € 6}

Nous définissons inductivement 'application num : A* — A} par

- num(e)=¢

- Vu€ A®, Vre€ A, num(ua)= num(u)(a,|ual,) .
Le morphisme den : Ay — A est défini par
- V(z,?) € AN, den((z,i))=1z.

Remarquons que Ax un alphabet infini. En général nous noterons z; un élément (z,1) de
Apn . Nous utiliserons aussi d’autres fonctions de numérotations toujours compatibles avec
le résultat suivant :

Lemme 2.4.16 (Lemme de Numérotation [Roo89]) Soit (4, 8) une semi-commutation.

- n . .
— Pour tous les mots u, v de A™, u st et seulement si num(u) -6-”—> num(v) .
AY

~ Pour tous les mots u, v de Ay, u —;—» v st et seulement si den(u) -7;—> den(v) .
N

Distances entre deux mots

La distance entre deux mots commutativement équivalents représente le plus petit nombre
de dérivations élémentaires a effectuer, a P’aide de la commutation totale, pour passer d’un
mot a un autre :

Définition 2.4.17 Soit u un mot de permutation de X~ . Nous posons
E,={(z,y) € X x X | u = myzmayms, my,ma,m3 € X"} .

Définition 2.4.18 Soient u et v deuz mots commulativement équivalents. La distance entre
u est v est définie par : d(u,v) = Card(Equm(u) \ Eaum(v)) -

Lemme 2.4.19 (Lemme de Permutation) Soient (A,#) une semi-commutation et u un
mot de permutation de A* , v un mot de com(u) . Alors :

— v € fp(u) si et seulement si E,\ E, C#8 .

— Siv€ fo(u), d(u,v) est la longueur de la plus courte dérivation de u en v par 6 .

Lemme 2.4.20 (Lemme des distances (Gon93]) Soient (A, #) une semi-commutation et
u et v deur mots de A tels que v € fg(u). Siu Eb—; w avec d(w,v) < d(u,v) alorsv € fg(w).

¥
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2.4.3 Semi-commutations atomiques

M. Clerbout et D. Gonzalez ont introduit une nouvelle sous-classe de semi-commutations : les
semi-commutations atomiques, ce sont les semi-commutations qui ne peuvent étre obtenues
par composition d’autres semi-commutations.

Définition 2.4.21 Une semi-commutation (A, 6) est décomposable s’ existe des semi-com-
mutations (A,61),...,(A,0,) strictement incluses dans 6 telles que : fg = fo,0---ofs, .

Définition 2.4.22 Une semi-commutation (A,6) est atomique si et seulement si § = B x C
ou B et C sont des sous-alphabets de A disjoints.

Théoréme 2.4.23 ([CG90, Gon93]) Une semi-commutation (A, 8) est décomposable si et
seulement st (A, 0) n’est pas atomique.

Grace a ce théoréme, il est possible de définir une notion de complexité sur les semi-commuta-
tions fonction du plus petit nombre de fonctions de semi-commutation atomiques nécessaires
pour réaliser une fonction de semi-commutation.

M. Clerbout et D. Gonzalez ont donné un algorithme permettant de décomposer toute fonc-
tion de semi-commutation en une composition de fonctions de semi-commutations atomiques ;
cependant déterminer le nombre minimal de semi-commutations atomiques utiles est un prob-
leme ouvert dans le cas général (voir [Gon93)).

2.5 Semi-commutations et langages réguliers

2.5.1 Monoide de semi-traces

Par analogie aux monoides de traces nous définissons les monoides de semi-traces : soient
(A,6) une semi-commutation et sa fonction de semi-commutation associée f, . Le monoide
de semi-traces de (A,#6) est le triplet M(A,0) = (M,.,1)ou M = {fo(u) | u € A"}, la
concaténation est définie par fa(u).fo(v) = fo(uv) et I’élément neutre est 1 = fy(e) = {e} .

Un élément fg(u) de M(A, 6) est appelé semi-trace, nous le noterons [u)g . On notera [u]g un
élément du monoide de traces M(A4,6n671) .

Toujours par analogie aux monoides de traces, nous définissons les parties reconnaissables de
M(A,#6) : un sous-ensemble L de M(A, 8) est reconnaissable si et seulement si I’ensemble de
ses quotients & gauche {[u);'L | [u)s € M(A,6)} est fini.

Pour un langage de semi-traces E C M(A,0) nous désignerons par E le langage de mots
{ve A~ |3u)g € E, v € fo(u)} lui correspondant.

Dans [Och89a), et a I’aide du Lemme de I’Equivalence, E.Ochmanski donne une caractéri-
sation des parties reconnaissables de IM(A, 8) et montre a ’occasion qu’un langage de semi-
traces £ C M(A, ) peut étre régulier sans que E soit une partie réguliére de A* . Ceci
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provient du fait que, contrairement aux monoides de traces, les monoides de semi-traces
ne sont pas (en général) des monoides quotientés par la relation d’indépendance mais sont
seulement quotientés par la partie symétrique de la relation d’indépendance : 6, = # N 61 .

Nous présentons la caractérisation des parties reconnaissables de M(A,¥8) :

Théoréme 2.5.1 ([Och89a]) Un langage de semi-traces L de M(A, 8) est reconnaissable st
et seulement si U,y ez fo.(u) est un langage régulier de A .

Soient la semi-commutatjon (A4,0) ou A = {a,b} et 6 = {(b,a)} et le langage de semi-traces
R = {[(ab)")s | n 2 0} . D’une part R est un reconnaissable de M(4,6) : Upy,er fo.(v) =
(ab)* ; et d’autre part R = fo((ab)*) = Di*(a,b) n’est pas un langage régulier de A* .

Maintenant considérons la semi-commutation (A, 8) = ({a,b,c},{(a,b),(a,c),(b,a),(b,c)}) et
le langage de mots L = ¢(ab)*+ (a+b)*c. D’une part le langage f3(L) est un langage régulier
de A* puisqu'il est égal & (a +b)"c(a +b)" . Mais le langage Uy, ey fo,(u) ne fait pas partie
des langages reconnaissables de A™ : Uy er fo.(u) N c(a +b)* = c¢Dj(a,b) .

En résumé pour un langage de semi-traces E C M(A, #) nous n’avonsni F € Rec(M(A4, 8)) =
E € Reg(A*) , ni E € Reg(A*) = E € Rec(M(4,9)) .
Nous avons toutefois fo(L) € Reg(A*) = E = {[u)g | u € fo(L)} € Rec(IM(A,8)) .

2.5.2 Langages réguliers clos par une semi-commutation

Soit (A, 6) une semi-commutation. La famille des langages réguliers et 6-clos de A* est notée
Regg(A™) . 4
Regy(A”) = {R € Reg(4") | fo(R) = R}

Nous présentons ici les résultats principaux concernant la famille Regg(A*) .

Automate minimal déterministe de Regg,(A™)

D.Gonzalez a montré que l'automate minimal déterministe de tout langage de Regy(A*)
possede une propriété particuliere. Intuitivement, soit R un langage de Regy(A*) et un mot
myabm, dans R , si (a,b) appartient a 8 alors le mot m;bam; est lui aussi dans R . Sur
l’automate minimal déterministe associé a R cela se traduit par :

Proposition 2.5.2 ([Gon93]) Soient (A,0) une semi-commutation, R un langage régulier
de A* et A=< A.Q.qo0,6,T > son aulomate minimal déterministe.

Le langage R est 0-clos st et seulement si pour toul couple (a,b) de 6 et pour tout état q tels
que 6(g,ab) = ¢’ il existe un état ¢" tel que 6(g,ba) = ¢" et le langage associé ¢ l’automate
A" =< A,Q,q",6,T > contient celui associé a A" =< A,Q,q',6,T > . De plus si (b,a) est
ausst dans 6 alors ¢’ = ¢" .
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Cette caractérisation est bien utile : il est facile de décider, de fagon automatique, si un
langage régulier est clos par une fonction de semi-commutation. Parfois, elle permet de
faciliter la construction de la fermeture d’un langage régulier par une fonction de semi-com-
mutation.

Propriétés de cléture

Dans le monoide libre A* le théoréme de Kleene affirme que la famille des langages réguliers
est close par union, produit et étoile. Comme dans le cadre des commutations partielles, la
famille Reggy(A*) est close par union et produit mais n’est pas close par itération.

Proposition 2.5.3 ([CL87]) Soit (A,6) une semi-commutation. Si Ry et Ry sont deur
langages de Regy(A*) alors fo(Ry + R2) et fo(R1.R2) sont ausst des langages de Regg(A”) .

L’exemple suivant montre que la famille Regy(A*) n’est pas close par itération :
Soit (A,6) = ({a,b},{(b,a)}) une semi-commutation, le langage {ab} appartient a Regy(A*).
Nous avons fg((ab)*) = Dj*(a,b), un langage non régulier de A* .

Une condition suffisante pour que la cloture, par une fonction de semi-commutation, de I’étoile
d’un langage de Regy(A™) reste dans Regy(A*) a été établie par M.Clerbout et M.Latteux :

Proposition 2.5.4 ([CL87]) Soit (A, 8) une semi-commautation. Si R est un langage régulier
et fortement conneze pour @ alors fs(R*) est aussi un langage de Regy(A*) .

Cette condition n’est pas nécessaire :
Soit (A,8) = ({a,b},{(b,a)}) une semi-commutation, le langage {ab+ a + b} n’est pas forte-
ment connexe, cependant fp({ab+ a + b}*) = A*.

En fait, lorsque le langage & itérer est réduit & un seul mot on obtient une condition nécessaire
et suffisante :

Corollaire 2.5.5 ([CL87]) Soit (A, ) une semi-commutation et u un mot de A* . Le lan-
gage fo(u™) est dans Regy(A*) st et seulement st u est un mot fortement conneze.

La famille Ry4(A*) et les opérations quasi-rationnelles

Le probléme abordé dans cette partie est la construction des langages de Regy(A*) a laide
d’opérations rationnelles : il s’agit de trouver des opérateurs assez faibles pour que Regg(A”)
soit clos par ceux-ci, mais aussi assez puissants pour pouvoir décrire tout langage de Regy(A*).
Comme nous 'avons vu, il n’y a pas de réel probleme pour I’'union et la concaténation. Pour
Pitération, et dans le cadre des commutations partielles, E.Ochmanski a introduit une nou-
velle itération : la co-itération. Avant de présenter cette itération, naturellement généralisée
aux semi-commutations, nous définissons la version asynchrone d’un mot ou d’un langage,
un opérateur qui casse les mots en composantes fortement connexes :
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Définition 2.5.6 Soient (A,0) une semi-commutation et u un mot de A* . La version
asynchrone du mot u, notée AS(u), est définte par

AS(u) = {Ily,(u) | X; est une composante fortement conneze de (alph(u),8)}
La version asynchrone d’un langage L de A* est définie par

AS(L)= | AS(u)
uel

Voici les #-opérateurs pour les semi-commutations :

— @-union : Ry Ug Ry = fe(RiURy)=RiUR,
— @-concaténation : Ry.¢R; = fo(R1.R3)

— @-itération : R*® = fp[AS(R)”]
La famille Rg(A") est batie a 'aide de ces opérateurs :

Définition 2.5.7 La famille R4(A™) est la plus petite famille de langages contenant les lan-
gages €lémentaires - l’ensemble vide § et les singletons {€} et {z} ou z est une lettre de A -
et close par les 6-opérateurs : 0-union , §-concaténation et 6-itération .

E.Ochmanski a montré dans le cadre des commutations partielles un résultat trés important :
la généralisation du théoréme de Kleene au monoide partiellement commutatif.

Théoréme 2.5.8 ([Och85]) Soit (A,8) une commutation partielle. Alors

Ro(A”) = Regqy(A7)
De part la définition des §-opérateurs et grace a la Proposition 2.5.4, pour les semi-commu-
tations nous avons au moins :

Proposition 2.5.9 Soit (A,60) une semi-commutation. Alors

Rs(A™) C Regg(A*)

De la proposition précédente découle :

Proposition 2.5.10 ([Mét86b]) Soit (A,60) une semi-commutation. Si L est un langage
régulier de A* et si tous les facteurs ttérants de L sont foritement conneres alors fp(L) est

dans Regy(A™) .

Pour présenter une caractérisation de Ry , due a M. Clerbout, M. Latteux, Y. Roos et W.
Zielonka, nous introduisons les notions d’éléments maximaux, d’éléments minimaux d’un
langage et de forme normale lexicographique pour une semi-commutation donnée. Cette
derniére notion a été introduite par Anisimov et Knuth dand [AK79] et & été utilisée par
E.Ochmanski dans la preuve du Théoréme 2.5.8.
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Définition 2.5.11 Soient (A, @) une semi-commutation et L un langage de A* .
MAXg(L)={ue L|Vve L, ue fo(v) = ve fo(u)}

MINg(L)={u€e L|Vv € L, vE fo(u) = u € fo(v)}

Définition 2.5.12 Soient (A,#) une semi-commutation et u un mot de A"

— Lexg(u) représente le plus petit élément pour l'ordre lezicographique de fg,(u) .
— Le langage LEXy est représente Lexg(A*) .

— Pour un langage L de A* , Lexg(L) = {Lexy(u) | u€ L}=LNnLEX, .

Nous présentons quelques propriétés de MAXy(R) et de MINg(R) sur les langages 6-clos :
Lemme 2.5.13 Soient (A, 8) une semi-commutation et L un langage 8-clos.
MAXg(L) = f5,(MAXg(L)) = MINg-:1(L)

L = fs(MAXg(L)) = fo(Lexs(MAXs(L)))

Remarquons que lorsque L est un langage #-clos de A*

MINg(L)= L~ |J A%afs,(I3I})bA*
{(a,b)esng—1

ou I, représente I’ensemble des lettres indépendantes de z i.e I = {y | (z,y) € 6,5} .
Nous en concluons -

Lemme 2.5.14 Soient (A, 8) une semi-commutation et R un langage de Regy(A*) .
Le langage MINy(R) est un langage régulier de A* .

En travaillant sur ’automate minimal déterministe d’un langage régulier R de Regy(A*) , un
résultat similaire peut étre obtenu pour MAXy(R) :

Lemme 2.5.15 ([HK89, CLRZ92]) Soient (A,#) une semi-commutation et R un langage
de Regy(A*) . Le langage MAXg(R) est un langage régulier de A* .

Nous donnons maintenant un lemme illustrant 'utilité de la forme normale lexicographique
pour ’étude des langages de Regy(A*) . Tout d’abord remarquons que :

LEXg= A" — | A®bIaA"
{(a.b)€bula<b)

ou I, = {y | (z,y) € 65} . Par conséquent :

Lemme 2.5.16 ([Och85]) Soit (A, 8) une semi-commutation.
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— Le langage LEX; est un langage régulier de A™ .
— Tout facteur d’un mot de LEXy est aussi un mot de LEXy .

— Siu* est inclus dans LEXy alors u est un mot conneze pour 6 .

Maintenant nous pouvons énoncer la caractérisation de Ry :

Théoréme 2.5.17 ([CLRZ92]) Soient (A, 6) une semi-commutation et L un langage 6-clos
de A* . Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. R € Ry(A")

2. Le langage K = Lexg(MAXs(R)) est dans Reg(A*) et
tout facteur itérant de K est fortement connere pour @ .

3. Le langage K = MAXg(R) est dans Reg(A™) et
tout facteur itérant u de K , tel que u* C LEXy , est fortement conneze pour 8 .

Gréce a ce théoreme M. Clerbout, M. Latteux, Y. Roos et W. Zielonka ont montré un résultat
bien ennuyeux :

Théoréme 2.5.18 ([CLRZ92]) Soit (A,6) une semi-commutation.

Re(A") = Regy(A”) si et seulement si 6 est une relation symétrigue.

preuve : Dans le cas symétrique (A, 6) est une commutation partielle et le Théoréme 2.5.8
affirme I’égalité entre Ry(A*) et Regy(A*) .

Si (A, ) n’est pas symétrique, il existe deux lettres a et b telles que le couple (b, a) appartienne
a6nh-1 . Soit R le langage régulier (ba)*a(a + b)* . Clairement le langage R est #-clos.
Notons qu’ici Lexg ne nous est pas d’une grande utilité : (e + b) C LEXy . Le calcul de
MAXy(R) donne :

MAXg(R) = (ba)*a(a* + b+ bb + bba + bbb*a")

Le facteur itérant ba de MAXy(R) appartient a LEX mais n’est pas fortement connexe pour
6. D



Composition de deux
semi-commutations

3.1 Présentation

"Dans ce chapitre nous étudions la composition de deux fonctions de semi-commutation, il
s’agit, étant donné (A, u) et (A, A) deux semi-commutations sur le méme alphabet, de décider
de l’existence d’une troisiéme semi-commutation (A, @) telle que pour tout mot m de A* on
ait '

frofu(m) = fo(m)

Tout d’abord nous présentons, a I’aide d’exemples, les deux cas de figures :

Exemple 3.1.1 Soient A = {a,b} et u = {(a,b)} , A = {(b,a)} deuzr semi-commutations
sur A. La composition des fonctions de semi-commutation f, et f) est €gale a une fonction
de semi-commutation : la fonction de commutation totale.

Prenons un mot m de A* , nous avons f,(m)Nb*a* = bimlsglmle | 11 est facile de voir que
pour tout mot bPa? nous avons fy(b*a?) = com(bPa?) . Ainsi f(f,(m)Nbd*a*) = com(m) ,
par conséquent fyof, réalise la fonction de commutation totale.

A partir de I’exemple ci-dessus il apparait que, sur un alphabet de deux lettres, la composition
de deux fonctions de semi-commutation est toujours une fonction de semi-commutation, mais
sur un alphabet de trois lettres...

Exemple 3.1.2 Soient A = {a,b,c} et u = {(a,c)}, A = {(b,¢)} deuz semi-commutations
sur A. La composition des fonctions de semi-commutation f, et fy n’est pas une fonction de
semi-commutation :

Supposons qu’il ezxiste (A, 8) telle que pour tout mot m on ait fyof,(m) = fg(m) . Puisque
ca € frofu(ac) , 6 doit contenir le couple (a,c) et de fagon similaire 6 doit contenir (b,c) .
Considérons le mot abc : comme {(a,c),(b,¢c)} C 8 , nous obtenons cab € fg(abc) ; pour la
composition nous avons f,(abc) = {abc} et donc frof,(abc) = fr(abc) = {abc,ach} . Nous
aboutissons @ une contradiction : cab appartient a fs(abc) mais pas d@ frof,(abc) .

Dans une premiére partie nous proposons une propriété sur la composition d’un nombre
quelconque de fonctions de semi-commutation. A partir de cette propriété nous montrons
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que si fyof, est une fonction de semi-commutation alors I’ordre de composition n’importe pas
(les deux fonctions de semi-commutation commutent) et leur composée est égale a la fonction
de semi-commutation associée a leur union : (A,pUA).

Dans un deuxiéme temps nous établissons la décidabilité de ce probleme : il suffit de comparer
I’image de chaque mot de permutation par la composition des deux fonctions a celle obtenue
par la fonction associée & leur union. Nous donnons ensuite le principal résultat de ce chapitre:
une caractérisation graphique du probléeme reposant sur les graphes de non commutation des
semi-commutations (4, p) et (4,A71).

Nous appliquons ensuite notre résultat aux commutations partielles et obtenons ainsi une
nouvelle preuve d’un théoréme concernant la vérification locale de synchronisation de deux
traces, un résultat de V.Diekert et W.Vogler. Apres avoir présenté la notion de synchroni-
sation de semi-traces, nous généralisons le résultat de V.Diekert et W.Vogler au cas de deux
semi-traces.

En appliquant notre critere de composition au cas particulier fzofg-1 , nous établissons une
caractérisation graphique décidable des semi-commutations confluentes. Ce dernier résultat
a été obtenu indépendamment par V.Diekert, E.Ochmanski et K.Reinhardt. Nous présentons
la complexité de cette caractérisation, obtenue par ces méme chercheurs, et I’appliquons a la
composition de deux fonctions de semi-commutation.

Nous présentons aussi une utilisation de ce critére de composition : une caractérisation des
fonctions de semi-commutation préservant la famille des langages multi-compteurs, un travail
de D.Gonzalez.

3.2 Résultats préliminaires

Lemme 3.2.1 Soient les semi-commutations (A,6,),(A,62),...,(A,6r) .

St fo,ofe,_10-ofg, est €gale d une fonction de semi-commutation fg alors

f9n°f9n_lo--oof61 = f91°f92°' ..ofen

preuve : Puisque fg = fp,0fs,_ 0 -ofs, nous devons avoir (4,60) = (4, i=76,) . A partir
de 1a il est facile de voir que

fo,0f6,0...0f5, C fo

Il nous faut montrer fg C f,0fs,0...0f, . Pour cela considérons u et v deux mots de A™ tels
que u —;—» v . D’aprés le Lemme du Miroir nous avons u -—;—» V<= U e—‘—; v . Comme
-1 = [+ 0...90
f& 1 fg;l fg;l fg-nl

nous avons
~ = * » -~
U= Wy — W] = " — W =

[ LA

n-—1
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. . . * ~ . .
Ainsi pour tout 7 de [1,n] w; — Wi-1 , €t grace au Lemme du Miroir, nous obtenons, pour
‘N

1

tout ¢ de [1,n] , @; —;—+ wW;—; . Nous concluons :
1]

- ~ * * o~
U=Wy — Wy} — = W=V
(2% 9n—] 91

Malheureusement la réciproque du lemme précédent est fausse :

Exemple 3.2.2 Soient A = {a,b,c} et trois semi-commutations sur A :
6, = {(a,c)} , 62 = {(a,b)} et =6, .

Nous avons fg,ofs,ofs, = fo,0fs,0f6, . Par contre fg,ofs,ofs, ne représente pas une fonction
de semi-commulation :

fo,0f6,0f6,(abeb) = {abcb, bach, becab}
mais
(fo,0f8,0 18, )o( fo, 0 fo,0 fo, )(abeh) = {abcb, bach, beab, beba}

Une fonction de semi-commutation est idempotente, la composition fp, o fs,0fs, ne lest pas.

Néanmoins, lorsqu’on se restreint a deux fonctions de semi-commutation, la réciproque du
Lemme 3.2.1 est toujours vérifiée :

Proposition 3.2.3 Soient (A, u) et (A, X) deur semi-commutations. Les propositions suiv-
antes sont €quivalentes :

1. frof, est une fonction de semi-commutation.
2. rofu = fuola
8. Juofs € faefy
4. Ixefy = fuux
preuve : De facon évidente nous avons (2) = (3) et aussi (4) = (1) . Le Lemme 3.2.1 nous
assure que (1) = (2) . Reste a démontrer (3) = (4) :
(Snofu © fuofn) = (Ixofu = fuur)

Nous avons déja remarqué que fyof, T fuux . Pour I'autre inclusion considérons deux mots
u et v de A* tels que v € f,ux(u) . Nous allons faire un raisonnement par récurrence sur la
distance entre u et v : d(u,v).

Si d(u,v) =0, alors u = v et, évidemment, v € frof,(u) .

Si d(u,v) > 0 alors il existe un mot w tel que u — w avec v € fuur(w) et d(w,v) =
uy

d(u,v)— 1. L’hypothese de récurrence affirme v € fyof,(w) . Comme u ~— w , NOUs avous
(718

w e f(u)ouwe f(u):
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- we€ fu(u): v € faofuofu(u) = faofu(u) .
- we€ fa(u): v € frofuofr(u) . Comme fuofs C frof, , nous obtenons : fyofyofr(u) C
Jrofulu) , dot v € frofy(u).
O
Désormais, dans ce chapitre nous utiliserons ’alphabet A et les semi-commutations (A4, u) et
(A4,0).

Grace a la Proposition 3.2.3 nous savons que la composition de deux fonctions de semi-com-
mutation fiof, est une fonction de semi-commutation si et seulement si il n’existe pas deux
mots u et v de A* tels que v € firof,(u) et v € fyun(u) . Si de tels mots existent nous dirons
que le couple (u,v) satisfait la propriété P.

Le lemme suivant montre que s’il existe un couple de mots vérifiant la propriété P alors il
existe un couple de mots (u,v) satisfaisant la propriété P et tel que la dérivation de u en v
utilise au moins une régle de A et une seule régle de u N X .

Lemme 3.2.4 5’1l eziste un couple de mots de permutation (u,v) vérifiant la propriété P
alors il eziste un couple de mots (u',v') tel que :

— Le couple (u',v') satisfait la propriété P.

- ' — w; — wy — v avec d(wy,’) = d(v',v') - 1 = d(wy, w))+ 1.
a0 u und

— v’ appartient @ com(u) .

preuve : Le couple (u, v) vérifie la propriété P, écrivons une dérivation de u dans v par pU A :

U= U — U] — o= Uy — s = Up] — Uy = D
uUA uUA JTEDY uU uuUX U

Soit j le plus grand indice tel que le couple (u;,un) satisfait la propriété P. I est évident que
Jj # n . Supposons que u; — u;;; . D’apres la définition de j nous savons que le couple
m
’ e “ 1y 2 b3 . * * .
(u;4+1,un) ne vérifie pas la propriété P et c’est pourquoi nous avons u;4; — m — Un ; Ceci
m
nous méne  une contradiction : u; — m —:—» un donc (u;, u,) ne satisfait pas la propriété
u

P. Ainsi il possible de trouver une dérivation

U, =Wy — W} — ... W —— ... Wi 1 — Wpr=1U
J 0z ! u ) X N k= En

Avec pour tout indice @ compris entre 2 et | d(w;,w,) = d(wy, Wa-1)+1 .

Maintenant considérons h le plus petit indice tel que le couple (wo, wy) satisfait la propriété P.
Nous devons avoir h # 0. La définition de h impose au couple (wp, wy—1) de ne pas satisfaire
la propriété P, d'ott wg — m' —;—» wp-1 . Comme le couple (wp, w;) satisfait la propriété
I
P il est impossible d’avoir wy_y = Wk (sinon wyg —:7-» m' % wy) d’od wy-y — wy, et par
by

pun
conséquent h <1 .
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Nous avons montré qu'il existe un couple de mots (wp, wy) vérifiant la propriété P et tel que :

Wo = W} — Whoy — Wh
ani n un
Supposons maintenant que d(wy,wy) # d(wo, ws) — 1 : cela signifie d(w;, wr) = d(wo, wr) +
1 et donc qu’il existe un couple de lettres (a,b) tel que Hgp(wp) = Iap(ws) # I'Iab(wl),
autrement dit la premiere commutation est inutile ; clairement dans ce cas nous avons wg 7

w;, ce qui est impossible.

D’autre part pour tout indice a compris entre 2 et [ nous avons d(w;, w,) = d(w1, Wa-1) +1
d’ou d(wy, wy) = d(wo, wp) — 1 = d(wy, wh—y)+1. 0

3.3 Une caractérisation décidable

Nous allons voir que s'il existe un couple de mots (u,v) vérifiant la propriété P alors il
existe un couple de mots de permutation qui la vérifie. D’abord nous introduisons la notion
de graphe des occurrences pour les semi-commutations, un outil défini par A.Mazurkiewicz
[Maz87] dans le cadre des commutations partielles et utilisé par C.Duboc [Dub86] afin de
caractériser les familles quasi-reconstructibles qui sont reconstructibles :

Définition 3.3.1 Soient (A, #) une semi-commutation et u un mot de A* . Le graphe des
occurrences de u pour (A,8) , noté y(u,0) , est le graphe orienté dont les sommets sont les
paires (a,1) avec a € A et 1 < i < |u, et dont les arcs sont (a,i) — (b, j) si (a,b) € 8 et la
1*™¢ occurrence de a précéde la j*™° occurrence de b dans u .

Le propos du lemme suivant est une condition nécessaire et suffisante pour qu’un mot de
permutation ne soit pas dans I'image d’un autre mot par la composition frof, . Nous le
présentons d’abord sur un exemple.

Exemple 3.3.2 Soient A = {a,b,c} et p = {(a,¢)} , A = {(b,c)} deuz semi-commutations
sur A. Soient u = bac et v = cba ; nous avons :

y(u,p)={b—a, b—c} et y(v, A2 N)={b—a, c—a)
Il n’eziste pas de cycle dans le graphe y(u, ) U~y(v, A1) , le mot bea respecte l’ordre imposé

par 7(u, p) U v(v,A7Y) , nous avons bac - bea - cba.

Soientu =abcetv=cabona:
Yu,pm)=fa—b, boc) el (v,XY) = {c—a, a—b)

Le cycle a — b — ¢ — a est dans le graphe y(u,p)Uy(v,A71), ainsi f,(u) N fr-1(v) =0

Lemme 3.3.3 Soient u et v deuz mots de A* . Le mot v appartient 6 fyof,(u) st et seulement
st le graphe y(u,u)U (v, A"?) est sans cycle!.

]a démonstration de ce lemme est fortement inspiré de la preuve de la Proposition 2.2.2 de [Dub86]
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prevve : Posons T' = y(u,p)Uy(v,A71).

Nous savons que v appartient & fiof,(u) . I existe donc un mot m de A* tel qu’il
appartienne a f,(u) N fy-1(v) . Posons m = zozy...2, .

Supposons que I' contienne un cycle. Soit ¢ le plus petit entier tel que z; appartienne a un cy-
cle de T'. 1l existe une lettre z; , appartenant au méme cycle de I' que z; , tel que (z;,z;) € T'.
D’aprés la définition de T, le couple (z;,z;) appartient & 7(u, ) ou & y(v, A~1). Alors d’aprés
le Lemme de Projection nous devons avoir I,z ,(m) = z;z, , ceci contredit notre hypothese :
z; n’est pas la premiére lettre appartenant a un cycle de I .

Comme T est sans cycle, I définit un ordre partiel sur I’ensemble des sommets : (a,1) —
(b,7) = (a,7) > (b,7) . En étendant cet ordre partiel afin obtenir un ordre total (y;,4;) >
(y2,%2) > -+ > (Yn, tn) oOn obtient un mot m = y;y, ...y, respectant a la fois les contraintes
imposées par f,(u) et par fy-1(v) . O

En considérant un plus petit cycle de I' nous obtenons :

Lemme 3.3.4 Il eziste un couple de mots de A* vérifiant la propriété P si et seulement si
tl eziste un couple de mots de permutation de A* vérifiant la propriété P.

preuve : Bien entendu, seule la partie si est a démontrer : supposons qu’il existe un couple
de mots (u,v) ne vérifiant pas la propriété P. Posons T' = y(u, u) U y(v, A7) .

Grace au Lemme 3.3.3, nous savons que I' contient un cycle. Soit C un plus petit cycle de
I' . Comme C est un plus petit cycle, il est facile de vérifier que

si C = {((y05i0)7(y1ai‘1)) ’ ((ylvil), (yZaiZ)) sy ((ynain),(yO,iO))}

tous les (yx,7x) sont des sommets distincts deux a deux et, de plus, si ’arc ((y;,1;), (¥, %))
appartient a I alors il appartient aussi a C .

Supposons maintenant que (a,p) et (a,q) , deux occurrences d’'une méme lettre, apparaissent
dans le cycle. Posons p > ¢ . Comme (a,p) appartient au cycle C il existe un autre sommet
z tel que ((a,p),z) € C et alors :

- Soit ((a,p),z) € v(u, 1) et comme p > g nous avons, d’apres la définition de y(u,p),
((a,q),z) doit appartenira I .

— Soit ((a,p), z) € 7(v,A"?) et comme p > g nous avons, d’aprés la définition de y(v, A7?),
((a,q),z) doit appartenir a I' .

C’est pourquoi I'arc ((a,q), ) est dans I' et maintenant, puisque (a,g) et z sont tous deux
des sommets du cycle C et par minimalité de C, ((a, g), z) doit aussi étreun arc du cycle C .
Mais, d’aprés la définition de y(u, u) , I'arc ((a, q),(a,p)) doit appartenir & C d’olt z = (a, p)
. Ainsi Parc ((a,p),(a,p)) appartient a C et donc a I' mais ceci entre en contradiction avec
la définition des graphes des occurrences.
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Ainsi le cycle C= {((yo, iO), (yh 11)) ’ ((yls il)a (yZa 12)) 9ty ((ynain)a (y07 '0))} ne contient
pas deux occurrences d’une méme lettre.

Considérons les mots u’ et v’ ol 'on a effacé les occurrences des lettres n’appartenant pas a
C , nous allons montrer grace au Lemme de Numérotation et au Lemme de Projection que
le couple (', v') satisfait la propriété P :

Puisque v € f,ux(u) nous avons num(v) € f,_ .. Ui, (num(u)) et donc
n{z/ay (z,y)ec}(num(v)) € f#numUAnum(n{rlay (z,y)EC}(num(u)) .

Posons v’ = den(Il{z3y (z,y)ecy(num(u))) et v’ = den(Tl{z/3y (z4)ec)(num(v))) .

Nous avons d’une part v/ € f,ux(v') , et d’autre part le graphe y(v/,p) U (v, A71) est
isomorphe a C : le couple de mots de permutation (u/, v’) satisfait la propriété P. O

Grace au Lemme 3.3.4, nous pouvons décider si la composition de deux fonctions de semi-
commutation est une fonction de semi-commutation : il suffit de comparer I'image de chaque
mot de permutation obtenue par la composition des deux fonctions & celle obtenue par la
fonction associée a leur union. Le théoréme suivant propose une autre caractérisation plus
précise : elle repose sur les graphes de commutation de (A, ) et de (A4, A) et sur les graphes
de non commutation de (A4, u) et de (4, A_l);

Théoréme 3.3.5 Soient deur semi-commutations (A, u) et (A,)) . La composition des deur
fonctions de semi-commutation fyof, est une fonction de semi-commutation si et seulement
st il n'eriste pas de cycle {(20,21), (21,22)y- -5 (Zi, Tig1)s -+ (Tn,Z0)} tnclus dans g U A1
vérifiant :

® I, =T, & p=¢q.

o (zo,zn) ENA.

(zi,zip1) €ANQ .

{0y -y 2i} X {Zi41,.. T} CHUA .

preuve :
Supposons qu’il existe un cycle {(zo,21),(Z1,22),.- (%5, Zi4+1)s-.-5(Zn,Z0)} inclus
dans 1 U A~1 et tel que T, = Tg & p =g, (20,2s) € pnaA, (ZiyZis1) € AN [ et
{zoy..-, 2} X {Tig15--yTn} CHUA. ‘

Posons w; = zpzy...Z; et Wy = Zi41%i42...-Tp .

On vérifie immédiatement que wjw; “—;-; wow; . Considérons I'union des graphes des oc-
currences (w;w, étant des mots de permutation, nous allégeons la notation en oubliant le
numéro des occurrences) I' = y(wyws, p) U y(wawy, A1) :

Pour tout couple (zx,z4+1) avec k # 1 nous avons :

- s0it (zk,Zr+1) € Y(wiwe, p) lorsque (24, 2k41) € B

— s0it (Zk, ZTh41) € Y(wowy, A7) lorsque (zk,Zg41) € A1
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TARP)
z, K2 iy z; H 2 7y

=r

To ———> I, To ———— I,

pnNA (A, 2 U XY pnA
Figure 3.1 : Graphe de la caractérisation

Ainsi tout couple (zk,Zk4+1) , avec k # ¢ , appartient & I' . Nous avons aussi :

- (o, Zn) € LN X et Nzoz, (wawr) = 2pzo d’olt (z4,20) €T

- (zi,zip1) € AN g et Oppp,, (w1w2) = 2,744 donc (2;,2i41) €T

T contient un cycle et, d’apres le Lemme 3.3.3, wow; € faof,(wiw;) .

Supposons que la composition fyof, n’est pas une fonction de semi-commutation.

Gréace au Lemme 3.3.4 nous pouvons trouver un couple (v’,v’) de mots de permutation de
longueurs minimales vérifiant la propriété P. D’apres le Lemme 3.2.4 nous savons qu'il existe
un couple de mots (u, v) tel que :

~ le couple (u,v) satisfait la propriété P .

- 4 — u; — v; — v avec d(u3,v) = d(u,v) - 1 =d(u;,v;) + 1.
EOA s Pra))

~ u appartient a com(u’) .

Comme le couple (u, v) satisfait la propriété P nous savons, grace au Lemme 3.3.3, qu’il existe
un cycle dans I = y(u, g)Uy(v,A™?) . Puisque (u,v) vérifie la propriété P et que u appartient
a com(u’) , (u,v) est un couple de mots de longueurs minimales vérifiant la propriété P.

Remarquons que I' contient un seul cycle et que toutes les lettres de u y apparaissent :
autrement la projection des mots u et v sur le plus petit cycle nous donnerait un couple de
mots plus courts satisfaisant la propriété P (Lemme 3.3.3), ce qui est impossible.

C’est pourquoi I' = {(z0,21),.- -, (ZisZit+1)y---+(Tn,Zo)} €t u appartient & com(zoz;...2,) .
By s e . * N .
Revenons a la dérivation u — u; — v; — v : le mot v est obtenu & partir de v; en
frig)

H uni
utilisant une régle de u N A ; appelons a et b les deux lettres qui commutent en imposant
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My, 41(v) = ba . Le couple (b,a) appartient & A~? c’est pourquai (b,a) est dans v(v,A™?) .
Nous pouvons poser zg =a et z,, = b .

De l'autre c6té de la dérivation, u; est obtenu & partir de u en utilisant une réglede AN ,
appelons z; et z; les deux lettres qui commutent en imposant Il ;, - 3(u) = z;z; . Le couple
(zi,;) appartient & fi ce qui entraine l’appartenance du couple (z,,z;) & y(u,p) et, par
conséquent, 2 I' . 11 est impossible d’avoir {i,j5} = {0,n} car d(u,v) = d(u,v)-1 =
d(u;,v) + 1 ce qui impose I, (u) = Iz;z,(v1) = Izz,(v) - Ainsi nous pouvons poser
j=1+4+1et noussavonsquen > 1.

Pour résumer : T = {(z¢,71),...,(Zi,Zi41),- - -+ (Zn, To)} est inclus dans UA~? avec (2o, Z,)
dans py N X et (z;,Z,47) dans AU g . Nous allons maintenant montrer que {zo,...,z;} x
{Zi41,--.,2Zn} est inclus dans p U A :

D’une part nous avons u; —:» v : pour tout couple de lettres (z,y) de 7(u;, #) nous avons

N;y(v) = zy et, d’autre part, pour tout couple (z,y) de y(v, A~?) nous avons I, (v) = zy .
Ainsi pour tout couple (z,y) de v(v, A"?) U4 (u1, 1) nous avons I, (v) = zy . 1 est facile de
constater que '\ {(z;, z;41)} est inclus dans y(v, A\™?) U~(u;, 1) , c’est pourquoi nous devons
avoir v = Zi4y...ZpZg...Z; -

Pour conclure, supposons qu’il existe deux lettres z; de {zo,...,2;} et z; de {zi41,...,2;}
telles que (h,j) # (0,n) et (z4,z;) appartienne a A : le couple (z;,z;) est alors dans A~?
et comme I, ;. (v) = zjz; le couple (z;,z) est aussi dans y(v,A"!) . Comme (zj,z;) #
(zo0,z,) , T contient au moins deux cycles distincts, ce qui est impossible. De plus nous savons
que (zg,zy) est dans y et, ainsi, {zg,...,2;} X {Zi41,-..,2Z5} est inclus dans g U X . ]

3.4 Applications

3.4.1 Synchronisation de deux semi-traces

Comme une commutation partielle est une semi-commutation symétrique, nous pouvons
utiliser le théoréme 3.3.5 pour décider si la composition de deux fonctions de commutation
partielle est une fonction de commutation partielle. Nous obtenons :

Corollaire 3.4.1 Soient (A,p) et (A, ) deur commutations partielles. La composition des
deuz fonctions de commutation partielle fyof, est une fonction de commutation partielle si
et seulement si il n'eziste pas un sous-alphabet B de A tel que le graphe (B, N X) soit un
cycle n’appartenant pas a (B, i) , ni é (B,}) .

En fait ce résultat n’est pas vraiment nouveau : il apparait sous une forme plus générale dans
[DV89]. Afin de présenter leur résultat nous introduisons la notion de synchronisation de
traces introduite par A. Mazurkiewicz [Maz87] et généralisée aux semi-traces par K. Reinhardt
dans [Rei92]. La synchronisation de semi-traces permet de définir de fagon modulaire un
systéme parallele a 1’aide de plusieurs sous-systémes. L’obligation d’exécuter les actions de
méme nom au méme instant assure la synchronisation des sous-systémes. (Voir [JM90] pour
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une application pratique.)

Définition 3.4.2 Soient les alphabets A et B tels que A= A'UC , B=B'UCetANB' =9.
La synchronisation d’un couple de semi-traces ([t1),,[t2)x) de M(A, ) x M(B, A) est notée

[ta)u Il [t2)x -
[t ll [t2)x = {t|t € fu(t1)m fr(t2) et Vz € Cltylz = |t2]2} -

Nous dirons que le couple ([t1), ,[t2)x) est synchronisable si {t;), || [t2)» n'est pas vide.

Exemple 3.4.3 Soient A = {a,b,c} et les deur semi-commutations (A,p) et (A, ) avec

A= {(bac)} et = {(a7 C)} .
Le couple ([acb), ,[cab))) est synchronisable : [acd), || [cab) = cab .

Le couple ([abe),, [cab)y) n’est pas synchronisable : nous avons f,(abc) = abe, fr(cab) = cab
et abembac=0 .

Décider si deux semi-traces sont synchronisables nécessite une vérification globale au niveau
des semi-traces : vérifier la synchronisation sur les paires de lettres communes aux deux
alphabets des deux semi-traces ne suffit pas. Par exemple :

Exemple 3.4.4 Reprenons lezemple précédent - A = {a,b,c}, (A,p) = (A,{(a,c)}) et
(A, A) = (A,{(b,c)}) . Le couple ([abc),, [cab)y) n'est pas synchronisable. mais nous avons
[ab), || [ab)a = ab, [bc), || [cb)x = be et {ac), || [ca)s = ca .

Pour vérifier si deux semi-traces sont synchronisables on doit avoir recours au graphe d’occurrences
des deux semi-traces et vérifier qu'il ne contient pas de cycle. V.Diekert et W.Vogler ont défini
la notion de vérification locale de synchronisation, celle-ci autorise, sous certaines conditions,
de ne vérifier la synchronisation que sur les paires de lettres communes aux deux alphabets.

Définition 3.4.5 Soient (Aj,u), (A2, A) deur semi-commutations.

Un couple de semi-traces ([t1),,[t2)2) de A} x A3 estlocalement synchronisable si et seulement
si pour tout a,b € Ay N Ay le couple ([Iap(t1)) s [Tas(22))2) est synchronisable.

Dans le cadre des commutations partielles V.Diekert et W.Vogler ont montré? :
Théoréme 3.4.6 ([DV89, Die80]) Soient (A, p),(A2,A) des commutations partielles et

(A, 8) une commutation partielle défini par son graphe de non commutation : (A,8) = (A; U
Az, iU Q) . Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Tout couple de traces localement synchronisable est synchronisable.

2. Tout cycle sans corde C de (A, 8) appartient a (A1, ) ou @ (Az, ) .

On retrouve bien notre corollaire... et dans le cas de deux semi-commutations nous obtenons :

?La formulation originale de ce théoréme porte sur un nombre quelconque de traces.
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Corollaire 3.4.7 Soient A = A/UC et B= B'UC avec A N B =0 . Soient (A,u) et
(B, ) des semi-commutations, X = AU B , et les semi-commutations (X,py) ov iy =
XxX\(au{(z,z)]ze X et(X,Ap) 0ot Ay =X x X\ (AU {(z,2)|z € X}).

Les propositions sutvantes sont équivalentes :

1. Tout couple de M(A, u) x M(B, X) localement synchronisable est synchronisable.

2. La composition f,\.;: ofu, est une fonction de semi-commautation.

preuve : Posons (X,6) = (X,A3'Upu,) . Supposons que f,\:me =fo.
Soit ([t1),,[t2)») un couple de M(A,u) x M(B,A) . Si ([t1).,[t2)2) est localement synchro-
nisable, on a II¢(t;) —;—» M (12) et aussi £ 11 5/(12) —;—» I 40(ty) .

Comme f,\;: ofu; = J4 il existe un mot t tel que 111 5/(13) “—:-> t j\-:—; 1211 4¢(t1) : t synchronise

([t lt2)s) - !

Sif Agie fu, n’est pas une fonction de semi-commutation, alors il existe un mot de permutation
mym; de X~ tel que mom; € fo(mimy) et mom,; ¢ f,\:mf“+ (mimg2) . Soient t; = I 4(mym3)
et to = Ng(mym,) . Puisque mom; € fa(myimz), ([t1),,[t2)2) est localement synchronisable.
D’autre part comme f,, (1p:(12)) = fu,(mumaz) et fy—(tollg(momi)) = fy-3(mami)

nous concluons qu’il n’existe pas de mot t tel que mym; — t — mym; . O
p q 2 o 1
+

Remarque : Ce résultat est aussi présenté par K. Reinhardt dans [Rei92] ot Pauteur étudie
plus particulierement la synchronisation d’un nombre quelconque de semi-traces. Contraire-
ment aux traces, la synchronisation de deux semi-traces n’est pas toujours une semi-trace :

Soient (A,u) = (A4,{(a,b)}) et (4,)) = (A, {(b,a)}) nous avons [ab), || [ba), = {ab,ba} , cet
ensemble ne représente pas une et une seule semi-trace de (A,u N A).

K.Reinhardt a donné un critére, reposant sur le graphe des occurrences, pour décider si la
synchronisation d’un nombre arbitraire de semi-traces est encore une semi-trace (non vide).

3.4.2 Caractérisation des semi-commutations confluentes

La confluence d’un systéme de réécriture est une propriété généralement indécidable, en
particulier P. Narendram et F.Otto [NO88] ont montré que la confluence d’un systéme de
réécriture de traces, fini, noethérien et de longueur décroissante est indécidable. Ici nous
donnons un critére pour décider la confluence d’une semi-commutation généralisant, ainsi,
les travaux de Y.Métivier et E. Ochmanski [MO87] sur ce théme : une semi-commutation
antisymétrique est confluente si et seulement si elle est transitive. Le résultat que nous
présentons a aussi été obtenu, de facon indépendante, par V. Diekert, E. Ochmanski et K.
Reinhardt dans [DOR91], nous reprenons ici leur formulation. Commengons par un exemple :

Exemple 3.4.8 Soit (A, 8) défint par le graphe de non commutation suivant :
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a — b
7 !
d « ¢
Cette semi-commutation n'est pas confluente ;
acbd — cabd « cadb
“ N dérivations dans 6
abed cdab

Les mots abed et cdab ne peuvent pas étre réécrits a l’aide de 6.

Lemme 3.4.9 Un systéme de semi-commutation (A, 6) est confluent si et seulement st fgo fg-1
est une fonction de semi-commutation.

preuve : Voir Fig. 3.2

PN AN
AN

Figure 3.2 : fg-10fs = foug—1 < foofg—1 C fo-10f5 < (A,8) est confluente

Théoréme 3.4.10 Un systéme de semi-commulation (A, ) est confluent si et seulement si
tout cycle de 8 contenant au moins deuz arcs non dirigés est coupé par une corde non dirigée.

Remarque : Dans une approche plus combinatoire, V.Diekert a utilisé ce théoréme pour
montrer qu’il existe une bijection canonique entre les semi-commutations confluentes et les
extensions non ambigiies des fonctions de Mobius ([Die93]).

3.4.3 Semi-commutations & compteur

Dans [Gon93], D.Gonzalez définit la famille des fonctions de semi-commutation préservant
les langages multi-compteurs (MC). Une caractérisation simple de ces semi-commutations est
donnée. La preuve apportée repose sur le fait que, pour un alphabet donné, la famille des
semi-commutations a compteur est close par composition. Nous présentons cette famille de
fonctions, ainsi que le mécanisme de la preuve.
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Iy _o_no_—» ${+] zi_.e_r.l_—.» ${+]
— J
170(—_————- Tn zo(_——— Ty
6ne-? (A,8) 6ne-!

Figure 3.3 : Caractérisation des semi-commutations confluentes

Définition 3.4.11 Une semi-commutation (A, 6) est une semi-commutation ¢ compteur st
-et seulement si pour tout couple (a,b) de § on a {a} x (A\{a}) C O ou(A\{b})x{b}C@.

Il apparait clairement que, pour un alphabet donné, cette famille est close par union ; elle
I’est aussi par composition :

Théoréme 3.4.12 La composition de deuzr fonctions de semi-commutation a compleur est
une fonction de semi-commutalion a compteur.

La preuve proposée de ce théoréme est une application directe de notre critére de composition.
Maintenant sj I’on veut montrer que cette famille de fonctions préserve effectivement la famille
des langages a compteur, il faut d’abord trouver le noyau générateur (par composition) de la
famille des fonctions de semi-commutation & compteur : les semi-commutations atomiques &
compteur.

Les semi-commutations atomiques sont de la forme B x C ou B et C sont des sous-ensembles
de A disjoints. L’intersection de la famille des semi-commutations atomiques et de celle
des semi-commutations a compteur définit les semi-commutations atomiques & compteur i.e.
{a} x (A\{a})ou (A\{a}) x {a} . 1 est facile de voir qu’une semi-commutation & compteur
est égale a I'union de semi-commutations atomiques & compteur incluses dans celle-ci, ainsi
nous avons :

Corollaire 3.4.13 Toute fonction de semi-commutation @ compteur peut étre réalisée par la
composition de fonctions de semi-commutation atomique @ compteur.

Ainsi si toutes les semi-commutations atomiques a compteur préservent bien les langages
multi-compteurs alors toutes les semi-commutations a compteur préservent les langages multi-
compteurs. Le probléme est donc simplifié, il suffit de vérifier :

1. Si (A, 6) n’est pas une semi-commutation a compteur alors il existe un langage L € MC
tel que f3(L) ¢ MC .

2. Si (A,0)est égale a {a} x (A\{a})oud (A\{a})x {a} alors VL € MC , fg(L) € MC .
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3.5 Complexité

Prologue

[ — —————— b

Sont elles composables ¢

Résultat Dans [DOR91] V.Diekert, E.Ochmanski et K.Reinhardt ont analysé la complexité
du probleme de la confluence d’une semi-commutation. Nous présentons leur résultat :
Théoréme 3.5.1 Le probléme suivant est Co-NP-complet :

Soit (A,0) une semi-commutation, est-elle confluente ¢

Pour prouver ce théoréme, les auteurs ont montré qu’a toute expression booléenne de forme

normale conjonctive on pouvait associer un graphe tel que I'expression booléenne est satisfi-
able si et seulement si le graphe contient un cycle sans corde contenant au moins deux arcs

non dirigés.

Grace a la caractérisation graphique décidant de la composition de deux fonctions de semi-
commutation, il est facile de voir que ce probleme est Co-NP : il suffit de trouver (de fagon
non déterministe) les deux parties du cycle {zo,...,z:} et {Zi41,...,Zn} et de vérifier que :

— les deux parties du cycle sont incluses dans i U A~!

- (zo,zn) EpNA

— (zi,zimn)€ANH

- {z0,..,2;} X {Zi+1,..., 25} est inclus dans p U A
Cette vérification se fait en un temps polynomial : il faut vérifier I’appartenance (et parfois la
non appartenance) de 1’ordre de n? couples aux semi-commutations données en entrée alors

que 1'alphabet de départ contient au moins n+ 1 lettres. Comme vérifier la confluence d’une
semi-commutation n’est qu’un cas particulier de vérification de la composition, il apparait :
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Théoréme 3.5.2 Le probléme suivant est Co-NP-complet :

Sotent (A, u) et (A, A) deuz semi-commutations, est-ce que f,ofy est une fonction de semi-
commutation?

Epilogue
Sont elles composables ¢

Réponse : NON !afe 5 fae - fea mais f,(afe) = {afe} et fa(afe)=aew [

3.6 Conclusion

Il peut paraitre surprenant d’étudier le probleme de la composition de deux fonctions de
semi-commutation. De notre caractérisation découle la décidabilité de problémes théorique
(confluence) et pratique (vérification locale de synchronisation).

Notre caractérisation peut étre aussi vue comme un outil pour simplifier ’étude de propriétés
préservées par composition (semi-commutations & compteur) ou pour analyser la complexité
intrinseque d’une semi-commutation (obtention d’une composition de semi-commutations
atomiques équivalente a une semi-commutation par décompositions successives d’une semi-
commutation en deux semi-commutations).

Le probleme de la composition d’'un nombre arbitraire de semi-commutations reste ouvert :
nous ne savons pas borner la longueur des mots a tester. D’autre part, grice au Lemme 3.3.4
nous savons que le probléme de l'inclusion d’une fonction de semi-commutation dans la com-
position de deux fonctions (fs C f,of») est décidable : il suffit de tester cette inclusion sur les
mots de permutation ; cependant nous ne disposons pas de caractérisation graphique méme
dans le cas des commutations partielles.






Semi-commutations régulierement
compatibles

4.1 Présentation

Ce chapitre est consacré a I’étude des couples de semi-commutations (4, 6) et (A,#’) tels que
pour tout langage R régulier et #-clos, I'image par fzr de R est un langage régulier. Si cette
condition est vérifiée nous dirons alors que (A, 6’) est régulierement compatible avec (4, 6)
(en abrégé : @' est Reg-compatible avec 6 ).

De facon évidente si la relation de semi-commutation 6’ est incluse dans 6 alors 6’ est Reg-
compatible avec  : tout langage de Regy(A™) est clos par §' et appartient ainsi & Regg(A*) .
Tout aussi facilement nous pouvons résoudre ce probléme dans le cadre des commutations
partielles : si 6’ n’est pas incluse dans @ il existe un couple de lettres (a,b) appartenant
a @' sans appartenir a @ ; le langage fz((ab)*) = (ab)* est dans Regy(A*) mais le langage
for((ab)™) = Di(a,b) n’est pas régulier. Ainsi nous avons :

Fait 4.1.1 Soient (A,0) et (A,0') deuz commutations partielles.
(A,0') est Reg-compatible avec (A,8) si et seulement si 6’ est incluse dans 6 .

Nous nous intéressons donc aux cas des semi-commutations ou il existe des couples de semi-
commutations, non triviaux, Reg-compatibles ou non Reg-compatibles. Mais pourquoi cette
différence avec les commutations partielles ? Simplement parce qu’il est possible d’ajouter des
couples de lettres a une relation de semi-commutation sans casser les composantes fortement
conneres du graphe de non commutation original. De plus nous verrons que garder les
composantes fortement connexes ne suffit pas toujours ; cela est en relation directe avec le
fait que pour les semi-commutations tout reconnaissable de Regy ne peut s’exprinier a l'aide’
des f-opérateurs, comme le langage (ba)*a(a + b)* pour la semi-commutation {(b,a)} donné
dans la preuve du Théoreme 2.5.18.

Comme nous serons amenés a traiter des langages du type (ba)*a(a + b)* , nous ne pourrons
pas utiliser la caractérisation de Ry(A*) donné par le Théoreme 2.5.17. C’est pourquoi nous
donnons une nouvelle condition suffisante pour qu’un langage régulier de A* ait pour image,
par une fonction de semi-commutation, un langage régulier. Cette condition suffisante, basée
sur la notion de rang d’un langage, est une généralisation d’un travail de K.Hashigushi sur les
commutations partielles. Nous répondons aussi 2 une de ses interrogations : cette condition
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est seulement suffisante.

Ensuite, a 1’aide d’exemples nous cernons le probleme, et donnons une condition nécessaire
simple, mais non suffisante. Nous présentons alors une caractérisation décidable des couples
de semi-commutations Reg-compatibles.

Le reste du chapitre est consacré a la preuve et aux corollaires. Pour établir la suffisance de
notre caractérisation nous utilisons notre condition suffisante de régularité. Dans ’autre sens
nous batissons un contre-exemple général a ’aide de langages du type (ba)*a(a + b)* .

Nous refermons ce chapitre sur trois corollaires : nous montrons que si ' est incluse dans
6~ alors 6’ est Reg-compatible avec @ ; puis nous traitons le cas ot 6 est incluse dans ¢’ :
nous obtenons une caractérisation en terme de composition de deux fonctions de semi-com-
mutation. Bien que ces corollaires soient des conséquences directes du résultat principal de ce
chapitre, nous présentons des idées de preuves offrant, du moins nous ’espérons, une meilleure
vision du probleme. Enfin nous montrons qu’une semi-commutation 6 est Reg-compatible
avec sa cl6ture symétrique (6 U 6~!) si et seulement si 6 est confluente. Ce dernier résultat
nous permet de conclure sur la complexité : la propriété Reg-compatible est Co-NP-compleéte.

4.2 Une condition suffisante de régularité

4.2.1 Congruence k-syntaxique

Nous commencons par généraliser la notion de congruence syntaxique :

Définition 4.2.1 Soient k un entier et L un langage de A* . Soit X = (z1,...,2%) un
k-uplet de (A")k . Le quotient k-syntarique de L par X est la partie de (A')k'H définie par :

(20y21...,2k) € L/(Z1,...,2k) © 202121 ...Z2k € L
La congruence k-syntazique, notée zi, est définie par :

(I],...,Ik) zi (yla"'7yk)<:> L/(zlw"vzk): L/(ylw-'ayk)

Dans le cas k& = 1 nous retrouvons la congruence syntaxique, que nous noterons plus simple-
ment =, souvent utilisée pour caractériser les langages réguliers :

Théoréme 4.2.2 Un langage L de A™ est régulier si et seulement st x| est d’inder fini.
Grace a ce théoreme fondamental nous obtenons :
Lemme 4.2.3 Pour tout langage L de A™ et pour tout entier positif k :

L est un langage régulier si et seulement si zi est d’indez fini.

preuve : Le cas k = 1 est réglé par le Théoreme 4.2.2. Si des mots zy,...Zk,¥1,...,Ur
de A* sont tels que pour tout indice ¢ compris entre 1 et k nous avons z; =Xy y; alors
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(Z145 o5y %K) z,‘: (y1,---,¥x) - Ainsi, si n est index de =, I'index de zi est borné par n* .

Pour l'autre sens il suffit de remarquer que si (z,¢,...,6) =% (y,6,...,6)alorsz~ y. O

4.2.2 Rang d’un langage pour une semi-commutation

Nous rappelons d’abord le Lemme de Levi généralisé pour les semi-traces :

Lemme 4.2.4 Soient (A,6) une semi-commutation et u,v,w des mots de A* .
w -%o uv st et seulement si 1l eziste une factorisation de w = uptpUv; ... UV, telle que

=*
- uyo...uﬂ—‘?»u

- vovl...vn—%-»v

— alph(v;) x alph(u;) C @ pour tout i < j

Nous définissons la notion de rang :

Définition 4.2.5 Soient (A, ) une semi-commutation et L un langage de A* . Soient u,v,w
trois mots de A* tels que uv € fs(w) . Nous dirons que le rang de distribution de (u,v) dans
w pour 6, not€ rang, o(u,v), est €gal @ l'entier n si et seulement st w = VouV) ... Uy Ty,
Uy ... Uy, —;—» U, vovy ...Vn —;—v v et alph(v;) x alph(u,) C 6 pour tout i < j .

Pour un langage L de A* , le rang de distribution de (u,v) dans L pour @ est défini par

rang; ¢(u,v) = min{rang, ¢(u,v) | w € L}

Grace au Lemme de Levi généralisé pour les semi-traces nous savons que la fonction rang; 4(u,v)
est une fonction totale de {(u,v) | uv € fs(L)} dans IN ; la définition ci-dessus est donc bien
fondée.

Définition 4.2.6 Soient (A, 6) une semi-commutation et L un langﬁge de A* . Nous dirons
que le rang de L pour 6, not€ rangy(L), est born€ si il eziste un entier N tel que pour tout
uv € f¢(L) nous avons rang; g(u,v) < N .

Notons que la notion de rang borné a été introduite par K.Hashigushi pour les commutations
partielles sous le nom de finite block testability. La proposition suivante est, du reste, la
généralisation d’un résultat sur les commutations partielles présenté par ce chercheur dans
[Has91].

4.2.3 Condition suffisante

Proposition 4.2.7 Soient (A,0) une semi-commutation et L un langage régulier de A" .

Si rangg(L) est borné alors fg(L) est un langage régulier.
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preuve : Nous allons montrer que si le rang de L est borné pour 6 alors le nombre de quotients
& gauche de fp(L)est fini. Soit N la borne supérieure de {rang; 4(u,v) | uv € f5(L)} . D’aprés
le Lemme de Levi généralisé et comme pour tout uv € fo(L) nous avons rang; 4(u,v) < N,
nous pouvons caractériser I'ensemble des quotients a gauche de fg(L) pour un mot u donné:

(1) w=vouyvy...unvN
(2) vyy...uxn —u
veulfy(l)e uv € fo(L) ¢ 3w € L tel que 6

(3) wovy...vn —;—» v

(4) alph(v) x alph(u;) C 6 pour i < j

Pour tout mot m de A* nous définissons ’ensemble
Dg(m) = {w € A" | alph(w) x alph(m) C 6}
et pour tout n-uplet de mots (m;,...,mn) de A*N nous posons

D} (my,...,mn) = Dp(my...mn) x Dg(m,...mp)--- x Dg(mp) x A

N41 A

Nous définissons I’opération concat : 24 — 24" par

concat(P)= {w € A" |w=m;...mymn4; avec (my,...,mN,mN41) € P}

Nous reformulons la caractérisation de ’ensemble des quotients a gauche de fy(L) pour un

mot u donné :
v (L) = {fg (concat(L/(ul, ey UN) ﬂDQ’(ul,...,uN))) | uy...un —-;—» u}

Clairement la famille { Dg(m) | m € A*} est finie, de méme que la famille { D}’ (m;,...,mn) |
my,...,mn € A"} . Comme L est un langage régulier de A* et d’aprés le Lemme 4.2.3 la
famille {L/(m1,...,mn) | m,...,mn € A"} est aussi finie.

Ainsi la famille des quotients & gauche {u~?fy(L) | u € A*} est finie. D

Malheureusement cette condition n’est que suffisante, méme dans le cas des commutations
partielles :

Exemple 4.2.8 Soit (A,0) = ({a,b},{(a,b),(b,a)}) une commutation partielle. Consid-
€rons le langage L = (ab)"(a® + b") . Le langage fo(L) = A" est régulier, cependant la
fonction rang,(L) n’est pas bornée : rang; o(a”,b") = n pour tout n € N !

Ce contre-exemple apporte une réponse négative au premier probléeme posé dans [Has91].

1Y. Métivier présente dans sa these ([Mé187]) une idée de semi-algorithme pour décider si Ja cloture, par
~ une commutation partielle (4,6), d’un langage régulier est toujours régulier. Y. Métivier montre que cet
algorithme n’est pas satisfaisant i 'aide du méme exemple...
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4.3 Le probléme

Rappelons d’abord la notion de semi-commutations Reg-compatibles :

Définition 4.3.1 Soient (A,0) et (A,0') deuzr semi-commutations. La semi-commutation
(A, 0') est Reg-compatibles avec (A,8) si et seulement si pour tout langage R de Regy(A*) le
langage fo:(R) est régulier.

Nous avons déja vu que lorsque 6’ est incluse dans @ alors 8’ est Reg-compatible avec 6.
Cette condition suffisante s’est avérée nécessaire dans le cadre des commutations partielles.
Ce n’est plus le cas pour les semi-commutations :

Exemple 4.3.2
a — b a b

(4,6) (A,7)
Ici 8" est Reg-compatible avec 0 : soit R un langage de Regy(A*). Comme R est §-clos, pour
tout mot u de R le mot al“lebl®le fait partie aussi de R , ainsi R est inclus dans com(RNa*b*)
i.e. fo(R) = com(RNa*b*). D’autre part comme R est un langage régulier de A*, le langage
RNa*b* est régulier. De plus tous les facteurs itérants de R N a*b* sont fortement connezes
pour §' : la Proposition 2.5.4 nous affirme que com(R N a*b*) est un langage régulier.

Comme l'illustre I’exemple précédent, en ce qui concerne le probléme des semi-commutations
Reg-compatibles, la différence essentielle entre les commutations partielles et les semi-commu-
tations réside dans la possibilité d’ajouter des couples de lettres a la relation de semi-commu-
tation tout en conservant les composantes fortement connexes du graphe de non commutation,
cette condition est du reste nécessaire :

Lemme 4.3.3 Soient (A,8) et (A,0') deuz semi-commutations. Si ' est Reg-compatible
avec 8 alors tout mot fortement conneze pour @ est fortement conneze pour 6’ .

preuve : Supposons qu’il existe un mot u de A* qui soit fortement connexe pour 8 sans 1’étre
pour #'. Directement grace au Corollaire 2.5.5 nous savons que le langage fp(u*) est régulier
et que fg(u*) ne l'est pas. O

Une question naturelle se pose alors : suffit-il de garder les composantes fortement connexes
def?

Exemple 4.3.4

4,6 °© ‘ (A,0)

Ici encore @' est Reg-compatible avec 6, pour le montrer il suffit de procéder comme dans
Dezemple précédent : pour tout langage L de Regy(A*), nous avons for(LN(a+¢c)*b*) = for(L).
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Considérons les semi-commutations (A, u) = (A,{(a,c)}) et (A, X) = (A4, {{(a,b),(c,b)}).

Il est facile de voir que for(L N (a+ ¢)*b*) = faof, (L N(a+ ¢)*b*) - il suffit de commencer
par placer les a par rapport auz c et ensuite de faire remonter les b .
Nous avons f,(LN(a+¢)*d*) = LN(a+c)*d* et ainst for(LN(a+¢)*d*) = fr(LN(a+¢)*d*).

Maintenant tous les facteurs itérants de L N (a + ¢)*b* sont fortement connezes pour A et
d’aprés la Proposition 2.5.4 for(L) = fa(L N (a+ ¢)*b*) est un langage régulier.

En fait préserver les mots fortement connexes pour # ne suffit pas et, plus surprenant encore,
il existe une semi-commutation 6" incluse dans 8’ (8" = 6' — (c,b)) telle que 6" n’est pas
Reg-compatible avec 6 :

Exemple 4.3.5

(4.0 ° ‘ (4,87)
6" n’est pas Reg-compatible avec 6 . Soit R = fp[(abc)*acb(a + b + ¢)*], ce langage est dans
Regy(4®) :
R = fo|(abc)*acb(a + b+ ¢)*] = (abe)*(ac + cta)(a + ¢)*b(a + b+ ¢)"
Nous allons montrer que le langage for(R) N (be)*a™ach n’est pas régulier.

Prenons un mot m de R tel que fon(m) N (bc)*a*ach = (bc)Pa%ach, m appartient @ R et donc
il eziste n tel que m € (abc)*(ac + cta)(a+ ¢)*b(a+ b+ ¢)*.

Nous avons ((abc)®) ™ *m € (ac + cta)(a + ¢)*b(a + b + ¢)*, comme (c,b) € 8" nous avons
for((ac+ cta)a+ e)bla+b+e)")Nbe(a+b+c) =0 : ceci signifie qu’une fois sorti de
(abe)* on ne peut plus produire de bc, nous avons donc m € (abc)"(ac + ca)a*ba*.

De plus (c,a) € 8" et nous avons aussi fgn((ac+ ca)(a)*ba*) Na*ch = ach.

»*
Remarquons que abe - bca pour conclure :

for(R)N (be)*a*ach = {(be)"a"ach | n € IN}

Nous pouvons simplifier I’exemple précédent :

Tb : a /b
(4,0) ¢ ¢

Exemple 4.3.6

(4,6)
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@' n’est pas Reg-compatible avec §... Posons L = fg([abc + ach]*[cab + acadbbc)la + b + ]*) ,
nous verrons plus tard que ce langage est dans Regy(A™) et que nous avons :

for[L) N (be) a*ecab = {(bc)"a™cab | n < m}
Considérons le graphe (A, U 0—’_1) :
b

C’est un graphe fortement connexe !

Remarquons que abe %r bea contrairement a abc 7%» bea .

Nous énoncons, maintenant le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 4.3.7 Soient (A,0) et (A,8') deuz semi-commutations. ¢’ est réguliérement com-
patible avec 8 si el seulement si pour tout mot de permutation uv de A*, fortement conneze
pour (A, U 0-’-]) , NOUS avons : ‘

-
uv7vu=>uv——;—>vu

Notons que cette caractérisation est décidable : il suffit de tester les mots de permutation.
Nous concluons cette partie sur un exemple de semi-commutations non Reg-compatibles assez
différents des deux précédents et plus proche du cas général :

Exemple 4.3.8

a — b a b
1] T
d «— ¢ d ¢
(4,6) (4,0

Prenons u = da et v = bc, d’une part le graphe ({a, b, c, d},?)ué"’) est fortement conneze et
d’autre part nous avons dabc —;7> beda mais pas dabe —;—-» beda . D’aprés la caractérisation,

@' n’est pas Reg-compatible avec 6 .
Posons Loy, = (ab) aa*ba*b(a +b)* et Ly, = (dc)*ctd(d + ¢)*, ces deuz langages sont dans
Regy(A*) ainsi que leur shuffle. Mais

Jor(Lapw Lac) N (be)*(da)*aabbeedd = {(bc)P(da)?aabbeedd | ¢ < p+ 1}

Nous reviendrons sur cel ezemple pour illustrer la preuve de la réciprogue.

4.4 DL’implication : borner le rang de fp(L)

Pour montrer que la cloture d’un langage régulier L € Reg(A") par une fonction de semi-
commutation fp: est encore un langage régulier il suffit de borner la fonction rangg (L) . Nous
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allons utiliser cette technique dans la preuve de la proposition suivante :

Proposition 4.4.1 Soient (A,0) et (A,8') deuz semi-commutations. Si pour tout mot de
. - = 71 , . »
permutation uv de A* fortement conneze pour 8 U 6" " vérifiant uv = vu , nous avons

uv ——;7» vu alors la fonction ranggy (L) est bornée pour tout langage L de Regg(A*) .

Soit L un langage de Regy(A*) et uv un mot de fp/(L) . D’aprés le Lemme de Levi généralisé
nous savons qu'il existe un entier n et un mot w de L tels que :
1. w=vuv;... 0,0y

*
2. ul...un—?u

*
3. vovl...vn—e—»v

4. alph(v;) x alph(u;) C ¢ pour tout i < j

Notation : Par la suite u;, représentera un certain u; de méme que v;, représentera un v;.

Dans un premier temps, nous montrons que si nous n’avons pas toujours alph(v;) x alph(u;) C
¢’ pour tout 7 et tout j cette propriété est vérifiée trés souvent.

Lemme 4.4.2 Soit uj, vi, u;, vy, . .. %;, v, un sous-mot de w . Si pour tout k plus petit que p
nous avons alph(v;, ) x alph(u;,) ¢ €' alors p est majoré par |A|.

preuve : Soient k et ! des indices avec k < ! < p et tels que

— il existe un couple de lettres (zx, yx) de alph(v;, ) xalph(u;, ) tel que (z, yx) n’appartienne
pasaf’ .

— il existe un couple (z;,y;) de alph(v;,) x alph(u;,) tel que (z;,y/) appartienne 4 6’ .

Puisque k < [ nous devons avoir alph(v;,) x alph(uj,) C €' et donc y; est différent de yy.
Ainsi p est majoré par la cardinalité de A. )

Maintenant il nous reste a borner le nombre de blocs qui commutent dans les deux sens par
6’ . Nous introduisons la notion de factorisation (ir)réductible :

Définition 4.4.3 Soient (A,0) et (A,8') deur semi-commutations el u,v,w des mots tels
que w —i—» uv . Une factorisation w = voujv;...unv, de (u,v) est réductible dans 6 si et
seulement si il existe un mot w' tel que w -—;—» w' —;—,-» uv avec rang,, g (u,v) < rang, g (u, v) .

Une factorisation sera irréductible dans 6 si et seulement si elle n'est pas réductible.

L’ensemble des mots irréductibles forme une base suffisante pour calculer les quotients a
gauche d’un langage :
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Lemme 4.4.4 Soient (A,6) et (A,60') deuz semi-commutations, un langage L de Regy(A*)
et deur mots u,v de A* . Alorsv € u™ for(L) si et seulement si il eziste un mot m de L tel
que m '}:—,” uv el m est une factorisation irréductible de (u,v) dans 6 .

preuve : Nous avons :
veufp(Ll) & uv € fp(L) & (Buw)w %» uv
I suffit de prendre un mot m dans {w’ | w —;» w' %» uv} tel que rang,, o(u,v) soit minimal
i.e. rang,, ¢(u,v) = rangy ¢(u,v) puisque L est 6-clos. .
Nous allons étudier la forme des mots irréductibles :
Définition 4.4.5 Soient (A,6) et (A,8') deur semi-commutations. Soit w = Youjv; ... UnVy

une factorisation de (u,v). On appelle ballade un chemin de u; é u, dans § U 6" de la
forme :

g 3. bi— G-
bl——VC]—-oUe’l-dd]-i-)az——GUO’l——*bgi*Cz'“ """
~ — e Ny ~~ o’ &~
u3 v . uz v2
[ o al—1 (4
......... bn—l""'*cn—l .—0U0 _)dn_l——>a2
—~ j S o
Un-}) Un—1 Un

ou

- wnarczr - y signifie (z,y) €8 ;

-z —buf — v signifie un chemin, dans 6 U 0_'—1, de z d y dans le mot m ;

-~
m

tl est possible d’avoir ¢; = d; ou a; = b; pour tout i ;
po.

— la ballade passe par tous les u; et v; .

Voila ce que nous voulons démontrer :

Lemme 4.4.6 Soient (A,0) et (A,0') deur semi-commutations. Si w = vouv; ...UpV, est
une factorisation de (u,v) irréductible dans 6 telle que pour tous les indices ¢ et § nous avons
alph(v;) x alph(u;) C ' alors il existe une ballade de u; ¢ u,.

Pour la démonstration de ce lemme nous avons besoin de quelques définitions...
Pour une factorisation w = u;;...vn_1un?, de (u,v) nous définissons les ensembles suiv-
ants :

P,, = {a € u; | il existe une ballade de u; a2 a} pouri=2,...,n

X,, = {z € u; | il existe un chemin dans (v;,6 U8 ') de P, az} pouri=2,...,n
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Y,, = {y € v;] il n’y a pas de chemin dans (u;, 6 U@ ') de P,, 2y} pouri=2,...,n

Qu, = {b€u;|(b,c) € 6 pour un c € alph(v;)} pouri=1,...,n~1
Clairement, P,, C Xy, X\, NY,, =0, X,, UY,, = alph(w;), pour i = 2,...,n.

P,, = {c € v;| il existe une ballade de v; 4 ¢} pouri=1,...,n—1
Xy, = {z € u; | il existe un chemin dans (v;,U6'')de P,, az} pouri=1,...,n-1
Y,, = {v € v; | il n’y a pas de chemin dans (v;,§U@'"')de P,, ay} pouri=1,...,n—1

Q., = {d € v; | (d,a) € 8 pour un a € alph(u;4;)} pouri=1,...,n-1

Clairement P,, C X,,, Xy, NY,, =0, X,, UY,, = alph(v;),pouri=1,...,n— 1.

De par les définitions des ensembles nous avons directement les propriétés suivantes :

1. iln’y apas d’arc de f de X,, 2 Y,, pouri = 2,...,n
2.iln’yapasdarcdefde X,, aY, pouri=1,...,n—-1

3. il n’y a pas d’arc de f de u; & Y,

4.l n’yapasdarcde fde X, aY, pouri=2,...,n-1

5. il n’y a pas d’arc de § de X, & Yy, pouri=1,...,n-1

6. si Q. CY,, alorsiln’y a pas d’arcde § de X,, 4 Y,,,, pouri=1,...,n—1
7. si Qq CY,, alorsil n’y a pas d’arc de f de X, 4 Y, pouri=2,...,n—1

8. il n’y a pas d’arc de 8! de X,, 2 Y, <= il n’y a pas d’arc de §~? de ¥,,, a X, pour
t1=2,...,n

9. il n’y a pas d’arc de §~! de X,, 4 Y,, <= il n’y a pas d’arc de "~ de ¥}, 4 X,, pour
t=1,...,n—1
Nous noterons :
Uiy = qu'(u,') et uj, = Ilyu‘,(u,-) pouri=2,...,n.
viy = IIx, (vi) et v, = Iy, (vi) pouri=1,...,n—1

Reformulons les propriétés 1-9:

* .
1. w4 —9—» Uiy Uiy POUT 1 =2,...,m

*® .
2. v - ViyViy pourt=1,...,n-1
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3. ‘U.]’l)ly -%' ‘Uly'ltl

4. Ui,y —;» Viy Uiy Pouri=2,...,n-1

5. ViyUigry —;» UiplyViy pourt=1,...,n-1

6. si Qu, C Yy, alors v, uipqy, —;—v Uis1xVixy POUT t =1,...,m—1
7. 81 Qu, CY,, alors u;, v;, —%—» ViyUi, pouri=2,...,n—1

8. Uiy Ui —0-,—> U; 1= 2,...,72,

* .
9. v, viy - vyi=1,...,n—-1

Pour montrer le Lemme 4.4.6 nous allons démontrer un lemme un peu plus précis :

Lemme 4.4.7 Soient (A,0) et (A,0') deuzr semi-commutations. Si w = vou vy ... Uyv, esl
une factorisation de (u,v) irréductible dans 0 telle que pour tous les indices 7 et j nous avons
alph(wv;) x alph(u;) C ' alors il eziste une ballade de uy d u, et de plus

=
UIV1 ... Up—1Vn-1Up 7 D1y UL U2y V1 U2y U2 U3y V24 V3y « - - Un—1y Uny Un—1x Uny

preuve : par induction sur le rang de factorisation : n.

Premiere étape: w = uyv3u;. Nous avons :

U3 Uz (—4)- U1V, V1, U (—-—P) V1, U1V, U (——-)1) V1, U1V, U2, U2 (—>)' V1, UjU,, V1, U2
6 1Yy Y1x U2 P b} 1x %2 g y “1lV1x Y2y Y2 8 Y 2y Ylx “2x

. (6)=
e
Remarquons que si ., C Y,, alors nous avons vy, ujuz, v1, U2, > V1 U U2y U2y V) -

- (8+9)x
Et de plus nous obtenons vy, ujuz, uz, v1, — UIUZ, U2, V1, V1, — UjUD) .
(‘4 6

Ainsi si Q,, C Y,,, alors la factorisation w = u;vyu; est réductible dans § . Puisque w =
uy v ug est supposé irréductible dans 6, nous devons avoir @,, N X,, # 0.

Posons d € Q,, N X,, ; alors il existe b € w3, ¢,d € v;, a € uy et nous retrouvons la ballade

[ n nl—1 (7
b—¢ GU(L —d—a .

u) vy uz

Induction: w = vou1v1 .. Un—1Vn—1Un
D’aprés Phypothése d’induction, il existe une ballade de u; a u,_; et de plus

*
VUYL« s Un1Un—1Un = V1, UTU2,, V1, V2, U2, U3 V2, V3y, .. . U2, Un-1yUn~-2x Un-1xUn-1Upn
o .
m
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et ainsi

(1+2)= (4+45)
MUp—15xUnUn _0"’ MUn-1xVn—1yVUn-1xUnyUny ‘_e—’ MVUn—1yUn-1xUnyUn—1x Uny

Ceci correspond a dérivation attendue pour n, occupons-nous de la ballade :
Remarquons que si Q,,_, C Y, _, alors

(6)«
MVUp1y Un-1xUny VUn-1 Uny 7 MVUn—1yUn-1xUny Uny Vn-1x

MUpelylUn-15xUny Uny Vn-1y 7 UIU2y U2y + - o UnyUny Uiy Viy -« . Unely Un-1y

(8+9)=
UgU2y U2y + - Uny Uny V1yViyx +» « Un=ly Un—-1y -9_:) UIU2 . .. UpViV2... U1

Ainsi si Q.. _, C Y, alors la factorisation w = u3vjug...Un-1Vn_1U, est réductible dans
n—-1 1u2 1

Un-—1"9

6, comme elle est supposée irréductible nous avons @,,,_, N X,,_, # 0.

Prenons d € Q.,_, N X,,_, ;alors il existe c € P, _,, a € u, et finalement nous obtenons

Lg—éué"l —_— d-i»a
171:1 Un

Ainsi une ballade de u; a c est prolongée de u; 2 u,. o

Nous pouvons maintenant borner le nombre de blocs qui commutent dans les deux sens par
6 :

Lemme 4.4.8 Soient (A,0) et (A,60') deuz semi-commutations telles que pour toul mot de
permutation uv de A™ fortement connere pour 6 U 6" nous avons uv -i» vu implique

uv —;—-» vu .

Si w = vouyv; . ..UV, est une factorisation de (u,v) trréductible dans 6 et st upvi...w un
facteur de w tel que pour tous les indices i et j nous avons alph(v;) x alph(u;) C 8’ alors
I-k+1<|A4].

preuve : D’aprés le Lemme 4.4.6 il existe une ballade de up & u, passant par ujvi...w; ap-
pelons B le sous mot de u, vy ...u; Teprésentant un morceau de ballade: B = wymy ... wi_ym—qw; . -

Clairement aucun des m; et des w; n’est réduit au mot vide. Nous allons montrer que les
alphabets des m; sont disjoints.

Supposons qu'il existe i et j des indices, avec k < i < j < I, tels que m; = mjzm! et

m; = mjzm] . Remarquons que zmjwi...w;j—1m}z est un mot fortement connexe pour
g -1
gue .

x .
Prenons u = wiy; ... w; et v = zm{wg ... w;-1M;Z Nous avons uv —> vt puisque pour tout

indices 7’ et j' nous avons alph(vy) X alph(u;) C 6’ mais pas uv -—;—» vu puisque :
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alph(u) nalph(v) = @ car pour tout ', j' nous avons alph(v;) x alph(u;/) C ¢

— u # £ puisque pour tout ¢’ wy # €
— v # ¢ puisqu’il contient z

~ m; = md et w41 = aw avec (d,a) € @ puisque B est un facteur de ballade.

Remarquons que nous pouvons simplifier u et v afin d’obtenir des mots de permutation tout
en conservant les propriétés ci-dessus : il suffit de conserver une seule occurrence de chaque
lettre.

Ceci contredit notre hypotheése et ainsi tous les m; doivent avoir des alphabets disjoints.
Puisque aucun des m, n’est réduit a € nous concluons que mj ...m;_2m;_; contient au moins
I — k + 1 lettres différentes et ainsi I — k + 1 < |A] . 0

Maintenant nous avons tous les éléments pour conclure :

Proposition 4.4.1-bis Soient (A,6) et (A,60') deuzr semi-commutations telles que pour tout
mot de permutation uv de A* fortement conneze pour UG~ nous avons uv -gl—> vu smplique
uv -g—» vu alors la fonction rangy (L) est bornée pour tout langage L de Regy(A*) par |A|* +
2|A] .

preuve : Soit uv un mot de fp(L) . II existe un mot irréductible, dans 6, w de L tel que

1. w=vuv;...Un0yp

2. ’U]...’UHTU

»*
3. vov1...Tn v

4. alph(v;) x alph(u;) C 6’ pour tout i < j

5. rangy o(u,v) = n

Prenons le plus long sous-mot m = wuj v, ...u;v;, de w vérifiant pour tout indice k,
alph(u;, ) x alph(v;,) € €' et tel que pour tout u; et vy tels que alph(w;) X alph(vy) € 6
et [ <l il existe k tel que [ < jx <l'oul < <.

‘Remarquons que la deuxiéme condition est toujours satisfiable car s'il existe u; et vy n’appartenant
pas & m et tel que alph(u;) x alph(vy) € 6" avec jx < I <1’ < #; alors on remplace uj, par y
et v;, par vp .

Nous savons que p est majoré par |A4] .

Maintenant les u; et v] entre chaque u;, et v; commutent dans les deux sens par 6’, nous
savons donc qu’il existe au maximum |A| blocs de u;v; entre chaque u;, et v;, et entre chaque
Vi, et u;, .

Nous avons 2p 4+ 1 espaces libres pour les blocs ujv; et les p blocs de uj, v;,, ainsi n <
(2p+ 1)|A] + p = 2|4° + 2|4]
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4.5 La réciproque : construction d’un contre exemple

Nous avons vu une condition nécessaire : il faut préserver les mots fortement connexes. Nous
savons, grace a quelques exemples, que cette condition n’est pas suffisante. Dans cette partie
nous démontrons que s’il existe un mot de permutation uv fortement connexe pour 4 U §’ -1
tel que uv —;,-) vu mais pas uv ——;—» vu alors il existe un langage L de Regy(A™) tel que for(L)
ne soit pas un langage régulier.

Pour cela nous avons besoin de mieux connaitre les mots uv , nous donnons une caractérisation
graphique de ces mots.

4.5.1 Caractérisation graphique

Lemme 4.5.1 Soient (A,0) et (A, 8') deuz semi-commutations telles que tout mot fortement
conneze pour § l’est aussi pour @'

Si il eziste un mot uv de A tel que:

- uv est fortement conneze 6 U §'-1
- uv est un mot de permutation - ene
- uv —;—,+ vu mais vu ¢ fo(uv)

Alors il ezriste un sous-alphabet

{z0,71,...,25} de alph(uv) tel que : -1 3. g-1
6 eue
-n>3
- {(z0,21),.. . (zicy, )} C 071 o
- {(:CH—lsIH-Z)’ veey (:_En—lszn)} cou 0/—1
- (z0,2,) €0NE' NO? 7, S
- (:L‘;,.’CH.]) €efne ne? 6-1n¢

- {20y -y Zi} X {Zit1,..-Tn} C O

preuve : Comme uv est un mot de permutation, vu ¢ fs(vu) et vu € for(vu) il existe un
couple de lettres (z;,;41) € alph(u) x alph(v) dans 6 N @'. De plus 8 préserve les mots
fortement connexes de 6, nous avons (z;,z;41) € 6N 61 n¥.

Posons D(z;) = {y € alph(uv) | il existe un chemin de z; & y dans (alph(uv),8)} et I(z;) =
alph(uv) \ D(z;) . Posons v’ = Ip(¢,)(uv) et v' = My, )(uv) .

Puisque uv -%-» vu , D(z;) est inclus dans alph(u), remarquons alors que nous avons u'v’ —;—»
v'u' et v'u' ¢ fo(u'v’) (car zi4y est dans v') .

De plus u'v’ est fortement connexe pour § U 8'~! (car D(z;) U I(z;) = alph(uv)) et donc il

existe dans (alph(v'),8U@~!) un plus court chemin de z4; & une lettre, disons z,,, telle qu’il
existe un arc de § U 6! partant de z, et aboutissant & une lettre zq de alph(’) .

Comme u'v' %» v'u’ le couple (zy,, zp) doit appartenir 28N 6~ et donc 2 §NH-1 N car
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@' conserve les mots fortement connexes de 6 .

Pour conclure, comme zg est dans alph(u') zg est aussi dans D(z;) et nous savons qu’il existe
un chemin {(zo,23),...,(2i-1,%;)} inclus dans (alph(u’),61). O

4.5.2 Simplification de 6

Le fait suivant nous autorise & utiliser une semi-commutation plus grande que 8 :

Fait 4.5.2 Soient (A,7) et (A,6') deuz semi-commutations. Si(A,8') n’est pas Reg-compatible
avec (A,v) alors (A,8') n'est pas Reg-compatible avec toute semi-commutation tncluse dans

(4,7)

preuve : Tout langage L de Reg.(A*) est clos pour toute semi-commutation incluse dans
(A,7) . Maintenant si (4,6’) n’est pas Reg-compatible avec (A, ), il existe un langage L tel
que fg(L) n’est pas régulier.

Nous définissons la plus grande semi-commutation possible conservant les propriétés du mot
uv :

Définition 4.5.3 Soient (A,6) et (A,0') deur semi-commutations telles que :
- {(Io,l‘l), .. .(IC,‘-],.’E,’)} C 61
- {(zi-f-la zi+2)7 tevy (zn—lv z'n)} C é U é,—l
- (z0,20) €606 NG}
- (23,‘,13,‘+1) € é M 0’ n 0-1

- {.’L‘o,...,.’r,'} X {17,'+1,...,1L‘n} ceo

(A,7) est définie comme suit :

v = AXA- {(lk,2k+1) € 01_1} - {(ZnazO)s(zi,zi-f-l)} - {(:c,:z:) I zE€ A}

Désormais nous ne travaillerons plus avec 6.

4.5.3 Définition d’un langage

Nous définissons ici des petits langages réguliers sur un modele proche de (ab)*b(a + b)*. A
I’aide de ceux-ci nous construisons le langage £, de Regy(A") sur lequel se fonde notre preuve.

Définition 4.5.4 Soient (A,~) une semi-commutation el w un mot conneze de 5 .

- *
D) ={m|3m' telquew — m' — mouvw? — m' — m}
vy~ angT? Y=l 4ny?
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f+(w™) st w est fortement conneze pour ¥
L) =

Fy-i0” £ (DY falph(w)]")] autrement

Exemple 4.5.5 Reprenons l’ezemple 4.3.8 :

a — b a b
l T
d «— ¢ d c )
(A,%) (4,6)

Nous avons Dy, = {aabb} et Dy = {cd, cddc,dced, cedd} .
Dot Loy = fon,-1[(ab)” f1(aabb(a + b)*)] = (ab)*aa*ba*b(a + b)* ,
et Lac = fooeyms[(de)* £y ({cd + cdde + decd}(c + d)*)] = (de)ctd(d + )"

Maintenant nous sommes capables de définir le langage qui nous servira pour démontrer que
la condition sur uv est nécessaire, nous ’appellerons £ :

Définition 4.5.6 Soient A Ualphabet {zq,...,z,} et (A,7) une semi-commutation telle que
(zn’zO) €EyetyC {(zhzk-b-l) | k< Tl} U {(.’L’n,xo)} .

Notons mom; ...m, la factorisation de zoz; ...z, telle que {mem,} U {m; |0 < j < r} est
lensemble des composantes connezes de ({zo,z1,...,Zn},7)-

L estdéfinipar Ly w Ly, wi-.ow Ly !

Désormais mgom, et les autres m,; représenteront toujours la projection sur les composantes
connexes de zgrj...ZT, pOUr 7 .

Regardons un peu la structure des langage L7, , nous avons trois familles :

Premiére famille : m; = y est réduit a une lettre alors

Y e

Deuxiéme famille : m; est un mot yo...yx avec 0 < j < r et (alph(m;),7) = {(y,y+1 |1 <
k}:

L}, = fyr=s ((m5) £,(D3, alph(m;)"))

et par exemple pour k£ > 3
DY, = YoyoUr - Uk¥1.---Yk + Yoo Gk-1%0- .- Yk-1TkYk

+ U (To—Tmi¥o. - - Y1 T TRYL - - Yk)
1€2..k—-1
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Troisieme famille : le mot mom, (cf dc dans exemple 4.5.5)

Ly, = farn-1 ((momy)* £2( DY, alph(mom, )"))

D3 om, = memg + LY, mmez,moz, + Ly, m zom,zom,

4.5.4 Un langage régulier

Les langages L), n’appartiennent pas a Ry , la famille des langages construits a 1’aide des
opérations quasi-rationnelles. Dans cette partie nous démontrons que les langages L], sont
bien 7-clos et réguliers, et, ainsi, établissons que le langage £ appartient bien a Reg.(A") .
Donnons d’abord deux lemmes de dérivation sur les mots de permutation :

Lemme 4.5.7 Soit (A,8) une semi-commutation et un mot de permutation wyabw, sur A* .

. e ! ! s 1 !
s1 wyabw, - wyabw;, alors wybaw, - wibaw;

preuve : Supposons que w}baw} ne soit pas dans fy(wibaw,) , grice au Lemme de Projection
nous savons qu'il existe un couple de lettres (z,y) dans @ tel que Il (wibaw;) = zy et
.y (wibaws) = yz .

Comme pour tout couple (z,y) différent de (a,b) nous avons Il (wiabw;) = M, (wibaw,)
et Il (wjabwy) = Il (wibaw)) avec wyabw; —;—> wjabw) nous devons avoir (z,y) = (a,b) .

Mais nous avons Il s (wibaws) = Map(wibaws) . O

Lemme 4.5.8 Soit (A,6) une semi-commutation et un mot de permutation w sur A* . Si
w —;—» w' alors pour tous les mots u, m, v de A™ tels que w = umv nous avons : ull,(w')v —;»

w .

preuve : Comme u est un mot de permutation et grace au Lemme de Projection nous savons
que ' n’est pas dans fp(ull,(w')v) si et seulement si il existe au moins un couple de lettres
(a,b) n’appartenant pas a 6 tel que t Il (ull,,(w')v) = ab et Map(w’) = ba .

Si a ou b n’appartient pas a alph(m) alors nous avons Hgp(ulln(w')v) = Mgp(w) = ab , et
puisque w —;» w' et Ilg(w') = ba ce qui est impossible : (a,b) ¢ 6 .

Maintenant si a et b appartiennent a alph(m) nous aboutissons aussi a une impasse :I g (uIl, (w')v) =
Hep (M (w')) = Map(w') . 0

Proposition 4.5.9 Soit (4,6) une semi-commutation et v un mot de A* tel que (alph(u), 8)
est un graphe conneze.
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Le langage LS = fyrg-1 [u” fo(D8[alph(u)]*)] est dans Regq(A4™) .
preuve : Nous pouvons nous restreindre au cas “u est un mot de permutation” sans rien
perdre.
Lﬂ est un langage régulier car on peut le construire a I’aide des opérations quasi-rationnelles

définies pour la commutation partielle (4,6;) = (4,6N671):

u est connexe pour 6 , u est (fortement) connexe pour 6 ; Ly = fg,[u*] est un langage
de Reg, (A7) .
D¢ est un langage fini, L, = fo(DE[alph(u)]*)] est un langage de Regy (A7) .

L et L, sont dans Regy, (A7) , LY = fo,(L1L7) Pest aussi.

L% est 6-clos :
Dans ce paragraphe nous noterons L, le langage L? et D, le langage D? .

Supposons que L, n’est pas f-clos. Par définition, cela entraine ’existence d’un mot de L,
w = vabv' , avec (a,b) un couple de lettres de 6 , tel que le mot w’ = vbar' ne soit pas dans
L, . Puisque L, est 8,-clos (a,b) appartiennent § N -1 .

Comme w est dans L, , il existe un entier k et un mot t de D, alph(u)* tels que u*t € L,
avec t —;—» s et uks —;—» w' . Comme t appartient a D,alph(u)* il existe un mot t' tel que

s

=
ks = w' .
&

ut' —-;—» t . Ainsi nous avons u*+1¢/ —-;—-» u

Nous allons utiliser une numérotation classique, mais avec une semi-commutation adaptée au
langage L, : dans ce langage une partie est 6-close mais le langage est 6;-clos.

Soit An Valphabet numéroté: {z;|z € A,1<i< N =|w|}.

Posons wy = num(w) = vnab;vly , num(w’) = wh , num(u*+1t’) = Uiz .. Ukl O
U =2Zpl;...Zpet U =T I1,...Tn, -

Nous utiliserons la semi-commutation suivante :
Ov = {(zi95)|(2,9) €6, z: € AN, y; € AN, kK <5, k< 1)
U{(20,95) | (2,9) € b5, zi € AN, y; € AN}
Clairement, pour tout mot w de A* nous avons w € L, <= num(w) € num(L, ) , de plus :
Résultat : Sii< k et r € u'Dyalph(u*) avec |r| < |w| alors fp, [num(r)] C num(L,,) .
preuve : Soit P = alph(num(r))\ alph(u;...u;).

Supposons qu'il existe un mot wy dans fg, [num(r)] tel que w; ne soit pas dans num(L,) .
Comme num(r) est un mot de permutation nous pouvons appliquer le Lemme 4.5.8, nous

obtenons

num(r) — u; ...4 11 p[w;] — wy
Ox on
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Le mot u; ...u; Il p[w,] appartient & num(L,) puisque fp|D,alph(u*)] est 6-clos.

Maintenant si w; n’appartient pas a f, ~o-1(v1...uIlp[w;]) , cela signifie qu’il existe un
NUW

couple de letlrgs (zi,yx) tel que Mgy, (u; ..., 0lp[wy]) = ziye , Mgy fwi] = yezi et que

(z1,y1) € O N 6R' , mais c’est impossible :

nous devons avoir ! < i puisque IIp(y; ... w;lIp[w;]) = IIp[w1]) et la d’apres la définition de
fn nous obtenons (z;,yx) & On -

Maintenant nous sommes équipés pour montrer que L, est un langage 6-clos :

Premier cas : a, et b; appartiennent tous deux a la partie f-closei.e. 1 > ket j > k. D’apres
le résultat intermédiaire précédent wj, appartient a num(L,) et ainsi w’ est dans L, .

Deuzieme cas: i < kouj<k

-Comme (a,b) appartient a § N 6~ , le mot a;b; doit étre un sous-mot de wy et donc ¢ < j
c’est pourquoi a; n’est pas dans la partie f-close (i.e. 1 < k).

Supposons maintenant j > i + 1, cela signifie que b,y est devant a; dans num(w) ; cela
entraine I'appartenance de a; & la partie 6-close : pour obtenir num(w) il faut utiliser la regle
non symétrique a;b,+; — b,;41a; . Ainsi I'indice j vaut soit 7 soit 1 4+ 1 .

- »
Nous avons Uiligq —617 Myuiyy (WN) = myaibjm;
: / * '
et aussi Uz ... myabimy .. gty - wN = vnabjvy
N
Le Lemme 4.5.7 nous donne ... .mpbjaimy .. uppthy —Oil-» wiy = vnbjaivy

Le mot ujuz...mybja;ma. .. ug41ty est dans num(L,) car si nous oublions la numérotation
le mot m;b;a;m, appartient a D, .

»
Nous pouvons conclure : ujuz...mybja;ma ... uppthy . wjy et
N

Jon (uauz .. ujmymybjaimy .. ug4qtly) C num(Ly) ainsi wiy € num(Ly,) , d’out w' € Ly, .

Le langage L, est un langage régulier et §-clos . O

4.5.5 Calcul d’une intersection

Nous concluons la démonstration du Théoreme 4.3.7 par la proposition suivante :

Proposition 4.5.10 Soit A l’alphabet {zq,...,z,} avec n > 3 . Soient (A,v) et (A,8') deuz
semi-commutations telles que :

y=AxA-{(zk,2k41) € 0’—]} - {(zn,20),(2i, Zit1)} — {(z,2) | z € A}

el
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1. {(zo,21),...,(zi1,2)} C 61

2. {(Zi41,Tit2)s- - > (Tn-1,20)} CFU D

3. (zg,zn) €N NFT

4 (zizin) €706 Ny~

5 {z0y.-- 2} X {zi41,...,2,} CE .

for(L) n’est pas un langage régulier

Pour mettre en évidence la non régularité de fg:(£) nous calculons son intersection avec un
langage régulier I . Nous avons a considérer deux cas :

T, sit+l=n

Premier cas : i est supérieur a 1 alors nous posons u = zg...z; et v = .
Tit1-..-TnsSlNON

et pour l'intersection nous utiliserons le langage
— . * A* .2 2,2
I=(zi41...20)" (20T1...2:)% 2] ... 21 25

deuriéme cas: 1= 0 , nous avons « = zg et v = 27 ...Z, . Nous appellerons z; la premieére
lettre de m, .
Si m, contient au moins deux lettres i.e. k # n nous utiliserons pour 'intersection le langage
: g
_ . %, 2 2,22 2
I=(zy...20)"z02% ... 252027 .. - Ty
Sim, = z,, et n > 2 nous utiliserons
*_ 2 2 2 2

I'=(zy...2) 20252027 .. . T5i_y

Pour m, = z,, et n = 2 nous avons
2

I=(z1z; )‘zazz:png

En premier lieu nous établissons deux lemmes : le premier met en lumiere les contraintes
imposées aux mots de L ; le second celles des mots de f,-1(J) .

Exemple 4.5.11 (suite de 'ezemple 4..8)

a — b a b
! 7
d «— ¢ d c
(A,8) (A,8)

Nous avons vu que Lgy = (ab)*aatba*b(a+b)* et Ly, = (de)*ctd(d+c)*, sont deuz langages
de Regy(A*) . Nous calculons l’intersection

for(Lapws Lac) N (be)*(da)*a®bc?d?
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prog

Lemme 4.5.12
1. Soit {x;,z141} C alph(m;) avec 0 < j < r alors

Nz, (L) C (2} + iz i) (2 + T4 )

2. Soit {z;,z141} C alph(m,)(ou alph(my)) alors
Moz, (L) C (21 + 2041)"
De plus pour chaque mot m de L commengant par zo nous avons
ez, (m) € (1‘? + zizi i)z + Ti)”

el Hx,.:co(m) € J:0:1:11('7:0 + .’En)‘

preuve :
-1. Nous avons Ln,, C f,[m;m;(alph(m;))*] c’est pourquoi

Hrz.zz+;(Lm,) C f.,[.’r1x1+121:l:1+1(:t71 + Il+l)‘]
Comme (z,z;41) € 7 il est facile de voir

nz,z,+1(Lm,) - (112 + 21z )z + 2i41)"
2. Nous avons Lyym, C fy[mom.(alph(mem,))*] . Lorsque zo est la premiére lettre de
m nous avons I, m,.(m) € zof,[(z0~mom,mom,(alph(mem,))*] c’est pourquoi, comme

ci-dessus, Iz z,,,(m) € (3312 + ziz14121)(2; + 2141)" et puisque (z,,Zg) € 7 nous obtenons
My, z0(m) € ZoTn(zo + 2n)" - o

Le lemme suivant peut étre facilement montré avec le Lemme de Numérotation et le Lemme
de projection :

Lemme 4.5.13 Soient m et m’' des mots de A* tels que m —;7» m' et un couple de lettres
(z,y) de 6’ .

Si I, (m') € (yz)*y*z? alors Ny (m) € Di*(y,z) .

Si llzy(m’) € (yz)"zy? alors llzy(m) € Di*(y,z)(e + 7y + 29’z + 2%y%) .

Nous spécialisons ce dernier lemme pour les deux types d’intersection, pourle cas ¢ > 0 :
Lemme 4.5.13A Soit m un mot de L . Si fg(m)N I # 0 alors

1. Pour tout indice j différent de O et de i tel que (zj41,2;) € & nous avons O ,,z,(m) €
Dy*(z5,2541) -
2. Sii# 1 alors lI;;z,(m) € D{*(z1,2;) .

8. Nz, (m) € Dy*(20,21)(€ + 2120 + z12321 + 2323) .
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preuve : 1 et 3 proviennent directement du Lemme 4.5.13. Pour 2 nous avons :

Si II,p(m) € Di*(a,b)et I,(m) € Dy*(b,c) alors nous obtenons Il,.(m) € Di*(a,c). Comme
{(z1,22),...,(2i-1,%;)} est inclus dans ¢~ nous obtenons par 1, VI € 1..{ Vj € 1. avec
1>j I (m)€ Di*(z5,2;) . D'oli NIz, (m) € Dy*(21,2:) -

Pour le deuxiéme cas (¢ = 0) nous avons :
Lemme 4.5.13B Soit m un mot de L . Si fg(m)NI# 0 alors

1. Pour tout indice j différent de O tel que (zj41,2;) € @' nous avons Hgj,z;,(m) €
Dy (zj,2541) -

2. Nz, _,z,(m) € Dy™(Tho1, 7k )(€ + ThTho1 + Thzi_yzk + 2322_)) 0t 2 est la premiére lettre
de m,

Le premier cas

Nous décortiquons I’exemple 4.3.8, 1a (longue) preuve que nous donnons illustre le plus fidele-
ment possible la démonstration qui suivra.

Exemple 4.5.14 (suite de ’ezemple {.5.8)

a — b a b
! 7
d «— ¢ d c
(A, 6) (A,0)

Nous avons Ly, = (ab)"aatba*b(a + b)* et Lg. = (dc)*c*d(d + ¢)* , posons L = Loyw Ly, -
Calculons fp(L)NZI = (be)*(da)"a?b?c?d?® :

Remarquons que m = (dabe)™(da)ia?(bc)’b?c?d? —;—:—» (be)™ i (da)"tia?b?c?d? et qu’en partic-
ulier m est un mot de L si et seulement s11 < 2 :

nous avons L. = (ab)*aa*tba*b(a + b)* et I, (m) = (ab)"a’a®p’b?

et aussi Lgc = (de)*ctd(d + ¢)* et Mg (m) = (dc)*dic c2d?

si 1> 2 nous avons Hg.(m') € Lg. .

Ainsi le langage {(bc)"t(da) "+ a?b%c?d? | n,7 < 0 et i < 1} est inclus dans fo(L)NT .
Maintenant soit m un mot de L tel que f{(m)N I = (bc)?(da)?a?b?c*d>

Supposons que m ne commence pas par d , alors st la premiére letire de m est

- a : d’aprés le Lemme 4.5.13B il faut avoir 1 4,(m) € D1*(d,a)(¢c + ad + ad?a + a®d?)
et ainst st a est la premiére lettre de m nous avons ¢ =0 .

— b: alorsm n’est pas un mot de L : Mgp(m) € Loy = (ab)"aatba*b(a+b)* (Lemme 4.5.12) .
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~ ¢ : le Lemme 4.5.13B nous indique que I, € DY*(b,¢) et ainsi fy(m)NI =0 .

Ainsi st m ne commence pas par d nous avons ¢ = 0 (C’est le Lemme 4.5.15).

Maintenant st m a pour premiére letire d , nous allons montrer que le plus petit facteur
gauche de m , noté w , contenant c est égale é dabc ou sinon nous avons ¢ < 1 (c’est le
Lemme 4.5.16) :

Supposons qu’au moins une lettre n’appartienne pas @ w , alors si une de ces lettres est :

- b : le Lemme 4.5.13B nous indique que II,. € D*(b,¢c) et ainsi fp(m)NI = .
— soit a : si b apparait dans w nous avons : m n’est pas un mot de L : Myy(m) € Loy =

(ab) aatba*b(a + b)* (Lemme 4.5.12) .

Ainsi a,b,c,d, apparaissent dans w . Supposons que nous ayons au moins une lettre qui
apparaisse plus d’une fois, st cette letire est :

— d : nous avons Il 4(m) € ddtc(c+d)*, or Lg. = (dc)*ctd(d + ¢)* , m n’est pas un mot
de L .

— a : nous avons Ilgg(m) € daa*(a + d)* et d’aprés le Lemme 4.5.13B il faut avoir
Ngo(m) € Di*(d,a)(e + ad + ad®a + a®d?) et ainsi nous avons ¢ < 2 .

— b : st a apparait une seule fois dans w , nous avons l(m) € (abb+ bab + bba)(a+ b)*
mais Ly, = (ab)"aa*tba*b(a + b)* et doncm ¢ L .
Ainst sT w # dabe nous avons ¢ <1 .
Maintenant par récurrence nous montrons que nous avons toujours g <p+1:

Pour p = 0 : comme nous disposons que de deur b nous avons Ilp(m) € aatba*ba* ainsi il
n'eziste pas de mot m’ tel que m = dabcm’ ce qui entraine g <1 .

Pour p = k41 : comme ci-dessus si il neziste pas de mot m’ tel que m = dabcm' alors
g<l1.

Supposons que m = dabem’' ; maintenant si for(m') NI = (bc)*(da)?-a?b2c?d? nous ap-
pliquons Uhypothése de récurrence : ¢ —1<k+11ie g<p+1.

Pour conclure si fu(m')NT = @ alors nous devons avoir ¢ = 0 : si ¢ > 0 comme
dabem/ —;7* (be)**1(da)2*+a?b?c*d? nous avons dabem' —01,» dabc(be)k(da)?a?b?c?d? .

Nous avons montré

Jo(£)NT = {(bc)?(da)?a®b?c*d? | g < p+ 1}

Nous allons montrer que

fo(L)NT = {vPu2? ... 2222 |¢g<p+1} =K
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Tout d’abord montrons l'inclusion K C fe(L)N 1T :
Soit K7 le langage (uv)*(e + u)z?...z?v*z?,, ... 222 ; clairement K, est inclus dans £ .

Soit m = (uv)°v’z?...z2v°z% ...22z2 un mot de K, (i.e. a > 0,b € {0,1},¢ > 0). Comme
uy %» vu , nous avons fp(m) NI = vo*cus*bz2 . 2222, ...2222 ainsi nous obtenons

fo(L)NT = {vo¥euc+bs? 2222 ...2222 |a > 0, b€ {0,1}, c > 0} c’est le langage K .

Pour la preuve de ’autre inclusion nous considérons un mot m de L tel que for(m)NI =

vPu?z?...222% et nous montrons par récurrence sur pque g < p+ 1.

Le lemme suivant dit que si m ne débute pas par zo alors nous “arrétons la production des u”
(i.e. ¢ = 0). Ensuite nous exposons un second lemme montrant que si zo est la premiére let-
tre de m alors le plus petit facteur gauche de m contenant z, contient toutes les autres lettres.

Lemme 4.5.15 Soit m un mot de L tel que for(m) NI = vPulz?.. 2223 .

Si zg n’est pas la premiére lettre de m alors ¢ =0 .

preuve : Posons m = zm’ et supposons que z # zo alors si

— z =z;: comme (z,,%9) € ¢ , on ne peut plus produire de u et ainsi il existe p tel que

fo(m)nI = vPz 2. 2,%24% .

— T # z; et 7 est la premiére lettre d’un m; , posons r = ;41 . D’aprésle Lemme 4.5.134,
comme (Z141,2;) € 6’ , il faut que Iz ;,,, (m) € D1"(21,2141) : contradiction.

— Autre cas = z)4; est dans un m; mais n’est pas la premiére lettre. Nous avons encore
une contradiction : d’aprés le Lemme 4.5.12 il faut Iz, ,(m) € z)(z; + 2141)" d’00

m¢gL.
0
Lemme 4.5.16 Soit m un mot de L commengant par z et tel que fgr(m)NI = vPu%z?. . . z222 .

Soit w le plus petit facteur gauche de m contenant z,, .
Nous avons alph(w) = alph(uv) et |w|z, = 1. De plus si |w|# uv alorsg< 1.
preuve : Supposons que alph(w) # alph(uv). Soit I le plus grand indice tel que z; n’apparaisse

pas dans w . Alors si

— z; est la derniére lettre d’un m; : comme z;4; € alph(w) , nous avons Il ,;,,,(m) ¢
D}*(zi,zi41) mais (z;41,%;) appartient a 8’ , ceci entre en contradiction avec le Lemme 4.5.13A.

— z; n’est la derniére lettre d’aucun m; : cela est impossible comme z;4; € alph(w), nous
avonsll;z,,,(m) € zi(z1 4+ 2141)" et par le Lemme 4.5.12 nous obtenons : m ¢ L .
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Ainsi alph(w) = alph(uv) . De plus comme m commence par zg le Lemme 4.5.12 nous indique
que Iz ;. (m) € zoz,(zo + z,)* et donc w contient exactement une occurrence de zg .

Maintenant supposons que w # uv : en raison des contraintes imposées par £ et par I , uv

est un sous-mot de w et si w # uv alors w contient, au moins deux occurrences d’une méme
lettre. Soit ! le plus petit indice tel que z; apparaisse au moins deux fois dans w . Alors si

~ I =0 : nous venons de voir que |w|z =1.

— I =1: D’aprés le Lemme 4.5.13A nous devons avoir I, (m)D]*(zo,1)(€ + 120 +
z12321 + 2223) . Comme Il ;,(m) € zoz?(z1 + z0)* il existe au maximum trois
occurrences de zg dans m et donc ¢ < 1.

— z; est la premiére lettre d’un m; : nous avons |wl;,_, = 1 c’est pourquoi Iz z,_,(m) ¢
Di*(zi-1,2;) ; comme (z;,2;-1) appartient a 6’ nous obtenons une contradiction avec
le Lemme 4.5.13A.

~ z; est dans alph(m;) sans en étre la premiére lettre. Comme zg est la premiére lettre
de m , le Lemme 4.5.12 affirme que I;;5,_,(m) € z;-1(¢ + z1)zi-1(zi-1 + 21)* . Mais
nous avons |w|z,_, = 1 et |w|;, > 1, ainsi m n’est pas un mot de L .

Soit m un mot de £ tel que fa(m)NI = vPulz

a

2...z222 . Nous allons montrer par récurrence

sur p que ¢ < p+ 1. Commencons par le cas p=10:

— Soit m ne commence pas par zp le Lemme 4.5.15 affirme alors que ¢ =0 .

— Soit £g commence le mot m :

Soit w le plus petit facteur gauche de m contenant z,, . D’aprés le Lemme 4.5.16 nous
avons alph(w) = alph{uv) et zo apparait une seule fois dans m . Nous avons deux cas

a considérer :

Premier cas : z; appartient a alph(m;)et j #r .

Soit z; la derniére lettre de ce m; . Comme |m|,,, = 2 (car p = 0) et puisque j # r
nous avons Il,,,(m) € Dy, 2} c’est pourquoi nous avons Il (m) € z;zfzizizl .
Comme alph(w) = alph(uv) nous avons z; € alph(w) donc |w|;, > 2 d’¢‘u w # uv,

le Lemme 4.5.16 affirme, alors, ¢ <1.

Deuziéme cas : le mot v est un facteur droit de m, (i.e. z; € alph(m,)).

Si w # uv alors nous pouvons conclure comme dans le premier cas: ¢ < 1. sl w=
uv , comme |m|,, = 2, nous devons avoir Il m, (M) € 2oz, ... 2o fy(zi.. . Tozo(zi+
z0)*) Qo I, (M) € zoziz} zo(zi + 20)* -

Si i = 1 et d’apres le Lemme 4.5.13A.3 nous avons |{m|;, < 3 et par conséquent
g <1.Sii#1alors d’aprés le Lemme 4.5.13A.2 nous avons Il ;,(m) € D{*(z1,2;)
er c’est pourquoi Il ., (m) € zozlzi"zo(zl + zg)* , et nous retrouvons le cas i = 1.
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Conclusion: sip=0alors ¢<1.

L’hypotheése d’induction étant la suivante “¢ < p+ 1 pour p = k” nous devons prouver que
pour p=k+1nousavonsg<p+1:

— Soit zg n’est pas la premiére lettre de m : le Lemme 4.5.15 affirme alors ¢ = 0 .

~ Qu zg est la premiére lettre de m : soit w le plus petit facteur gauche de m contenant
z, . D’aprés le Lemme 4.5.16 nous avons alph(w) = alph(uv) . Nous avons

e Soit w # uv et dans ce cas le Lemme 4.5.16 dit que ¢ < 1.
e Sinon w = zoT; ...z, et il est facile de voir que w™lm € £ , de plus :
* Soit fo(w™tm) NI = vFut'z,2...2,%20% et nous appliquons I’hypothése
d’induction : nous avons¢— 1< k+letdoncg<k+2=p+1.
 sinon fp(w™'m)NI =0 . comme k+ 1 > 0 nous devons avoir ¢ = 0 : si
wom’ € L et fop(uvm') NI = o* 1w tig,2. | 2, 224? alors nous devons avoir
fo(m) NI = viukz,?.. 2,220 (Pour montrer cela, s'il en est besoin, nous

numérotons les différentes occurrences de chaque lettre de uvm’ , puis a I’aide

du Lemme 4.5.8 nous dérivons uvm’ afin d’obtenir uvviurz,2...2,%2¢2).
n

Doug<p+1.

Conclusion : Lorsque |u| > 1 nous avons montré que fg(L£)NJ n’est pas un langage régulier :
{vPuiz?.. 2222 | g<p+1}. '

Le deuxiéme cas

Le cas |u| = 1 est différent du précédent puisqu’on ne peut pas arréter la production de
% ... Pour mettre en évidence la non-régularité de £ nous utilisons une seconde intersection :
I=(zy...z5)a8al. . .22z3z? .. .22 _, o zj est la premitre lettre du mot m, .

NB : Pour simplifier les notations nous n’allons pas exposer la preuve pour les cas particuliers
k = n ou n = 2; du reste, la technique de la preuve est toujours la méme.

Posons K; = (uv)*(zo21...2n + To)2s...22z¢ 22 ...22_, , ce langage est dans L .

* -
Lorsque z...za 20 -~ ZoZk . ..Ty NOUS obtenons

fo(K1) NI = {vPzla?.. 222223 . .22 | |p<q+1}

Dans Pautre cas

fo(K) NI = {vPzdz? ... 222222 .. .22  |p=qoup=gx1}

Intuitivement, la lettre z; va tenir le rdle de la lettre z; du premier cas (ju| > 1) : soit m
un mot de £ , si 2. est la premiere lettre de m alors la production de v est arrétée, sinon, en
raison des contraintes imposées par L et fg-1(I) , cette lettre doit étre 2o . Plus précisément

nous avons :
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Lemme 4.5.17 soit m un mot de L tel que fpr(m)NI = vPulzi.. . zlz3z3...22_, .

Si Nz, (m) € zi23(z; + zk)* , pour un z; ¢ alph(m,) , alorsp< 1.
Si g,z (m) € zi(z; + 21)* , pour un z; € alph(m,) , alorsp=10 .

preuve : D’abord nous examinons le cas z; = 24— : supposons que II;,  »,(m) € zix(zp-1+
zr)* . D’aprés le Lemme 4.5.13B nous avons

Doy _,z,(m) € Di*(Th-1, Tk )(€ + TkTho1 + ThTk-1ZkTk-1 + TkTkTk—1Lk-1)

Comme zx(zx—y + 2x)* N Di*(zk-1,2k) = 0 nous obtenons |m|,;, <2 ,doup=0.
D’une maniére similaire nous obtenons |m|;, < 3 lorsque Il;,_,;,(m) € zk_lmz(:ck_l + )"
doup<l1.

Supposons, maintenant, que II;, _ 5, (m) € z}f__lzk(zk_l + zx)* et qu’il existe un plus grand
indice 1 différent de k — 1 tel que z; ¢ alph(m,) et Il;,;, (m) € zx(z; + zx)* .

— Soit z; est la derniére lettre d’un m; : nous avons Ilz,z;,,(m) € Di*(2i,Ziy1) ce qui
entre en contradiction avec le Lemme 4.5.13B.

— soit z; appartient a un m; sans étre sa derniére lettre : nous avons Il,,,(m) ¢ f,(mjalph(m;)*)
et donc m n’est pas un mot de £ .

Maintenant soit ¢ le plus grand indice différent de k — 1 tel que z; ¢ alph(m,) et Il (m) €
z;z(z; + )" . Supposons p > 1 : cela veut dire que

Hrk—l-‘fk(m) € (zk-lz;:—lzkx;-lzk + 1k—1-"3k$1f.1zk)(-’ck—1 + mk)*

Alors si

— z; est la derniére lettre de m; nous avons Il ., ,(m) € Dy*(2i,Zi41) et, comme i #
k — 1, ceci entraine une contradiction avec le Lemme 4.5.13B.

— Soit z; est une lettre de m; sans en étre sa derniére :
Si m; n’est pas mp alors comme m; n’est pas non plus m, le Lemme 4.5.12 nous impose
‘une contradiction : gz, (£) C (2 + 2iZip12:)(zi + Tig1)" . ‘

Ainsi I = 0 et puisque Il ., (m) € zo(zo+2z)* il nous faut avoir I, (m) € f,(mialph(mo)*)
et c’est pourquoi Il ,,,, (m) € (z? + z,7i412:)(z; + i41)* d’olt une contradiction. O

Lemme 4.5.18 Soit m un mot de L tel que fp(m)N 1 = vPutz? .. 222323 .. .22 | et com-
mengant par zo . Soit w le plus petit facteur gauche de m contenant z,, .

|wlz; <1 pour tout indice j avec 0 < j < k

Alors nous avons C g ,
|wlz; > 1 pour tout indice j avec (k < j < n)

De plus si ll;, _ ., (w) = Tx_124 alors w = uv , dans les autres cas nous avons p< 1.
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preuve : Comme Zg est la premiére lettre de m nous avons g m, (m) € fy[mom,mem,alph(mom,)*].

Nous savons que pour tout j , k < j < n, que (z;,Z;41) est dans ¥ ainsi Il , ,,(m) €
:cjxj“(zj + z;41)* c’est pourquoi pour tout j , k < j < n , nous avons |w|,, > 1.

Supposons maintenant qu’il existe une lettre, n’appartenant pas a alph(m,) , qui apparaisse
plus d’une fois dans w . Soit j le plus petit indice tel que |w|;; > 2 . Clairement, comme
(zn,20) € 7, j est différent de 0. De plus le Lemme 4.5.13B interdit & z; d’étre la premiére
lettre d’un m; puisque z;_; apparait une seule fois dans w . Maintenant si z; appartient a
alph(m,) sans étre la premiere lettre de m; alors le Lemme 4.5.12 nous indique que m n’est
pas un mot de £ puisque qu’il n’y a qu’une occurrence de z;_; dans w .

Ainsi pour tout j ,0 < j <k, nous avons |w|;, <1.

Le cas Iz, _, o, (w) # Tk_12k : comme pour chaque j,0 < j < k, nous avons |w|;; < 1 et pour
tout j,k < j < n, nous avons lez, > lilfaut que II,_, ., (w) € (zkt+zeTh-1+Tr-122) (2 )" .
Le Lemme 4.5.17 nous impose p< 1.

Le cas I, _,z, (w) = zg_124 : nous avons Il ;. (m) € zxzn(2k + 2,)* . Comme II,,, (m) €
f+[m,m,alph(m,)*] nous obtenons Il (w) = m, .

Supposons qu’une lettre n’apparaisse pas dans w . Soit j ,0 < 7 < k—1, le plus petit indice
tel que |w|;, = 0. Le Lemme 4.5.13 interdit & z; d’étre la derniére lettre de m; : en effet
T;4+1 apparait dans w . Maintenant si z; appartient a alph(m;) alors le Lemme 4.5.12 impose
que m n’appartienne pas a L puisque z;4+; n’est présent qu’une fois dans w . Ainsi pour tout
J»0<j<k,nousavons |w|,, =1.

1l est facile de conclure que si I, _,z, (w) = z4_12% alors w = uv . O

Soit m un mot de £ tel que fpr(m)NI = vPulz?

sur g que p < ¢+ 1. Commengons par le cas ¢=0:

...z%2z% . Nous allons montrer par induction

- Soit m ne commence pas par zg et donc z, doit étre la premiére lettre de m , et le
Lemme 4.5.17 impose p =0 .

- Soit zg est la premiére lettre de m : appelons w le plus petit facteur gauche de m
contenant z,, . D’apres le Lemme 4.5.18 nous savons que si w est différent de uv alorsp <1.
Supposons que m = uvm’ . Comme p = 0 nous devons avoir |m'|;, = 1 et c’est ainsi que
gm, (m) € mom, fa(m,me[alph(mom,) — zo*) d’0t I, ., (M) € zoz2z0Tn(zk)* . D’apres
le Lemme 4.5.17 nous obtenons p<1.

Grace a ’hypothése d’induction “p < g + 1 pour ¢ = o” nous allons montrer que pour
g = o+ 1 nous avons toujours p< g+ 1:

- Soit zg ne débute pas m : z; doit étre alors la premiére lettre de m et le Lemme 4.5.17

impose p=0.

- Ou z¢ est la premiere lettre de m : soit w le plus petit facteur gauche de m contenant
Z,, . Le Lemme 4.5.18 nous dit que si w est différent de uv alors p < 1. Supposons m = uvm’.
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Soit for(w™Im)NT = vP 128z, %, . 2,207 ..

pour obtenir (p—-1)< a+1lsoitp<g+1.

.z2_. : nous appliquons I’hypothése d’induction
k-1 q

Soit for(w™im)NJI = @ : comme a + 1 > 0 nous devons avoir p = 0 car sinon uvm’ € L et
for(uom/YNT = vyt 2 2,.2202. .22 | Aol fo(m/)NT = vIu®z?. . 2,%202 .. .22,

(on numérote les lettres du mot zovm' pour appliquer ensuite le Lemme4.5.8 afin d’obtenir

wovlu®zi?. . 22202 .. -“’12:-1)~

Ainsip<q+1.
Maintenant nous sommes capables de conclure :

2 2
Ky = (wo)*(zozy .. .20 + 20)zi...222fad .. .2l_,CL
et remarquons que

{viziz}.. . 22z222.. .22 , |ge N*}C fp(K1)NT

comme nous devons avoir p < ¢+ 1, le langage fg(K1) NI n’est pas régulier. O

NB: A P’aide d’une induction similaire sur p, il est possible de montrer que si
Tk ...TnZo 7‘6:’4 ToTk...Tn

alors
fo(L)NT = {vPzlz? .. .222222. .2k _|p=qorp=q=£1}

La démonstration du Théoréme 4.3.8 est terminée.

4.6 Corollaires & Complexité

Dans cette partie nous traitons de la Reg-compatibilité de couples de semi-commutations
particuliers. Les corollaires obtenus sont bien sir conséquences directes du Théoréme 4.3.7,
nous donnons de nouvelles preuves basées sur la caractérisation de Rg/(A*) .

4.6.1 Le cas ¢ inclus dans 6!

Tout d’abord remarquons que §~! est toujours Reg-compatible avec 6 : en effet si il existe un
mot de permutation uv fortement connexe pour 6, il est impossible d’avoir uv -0*—1» vu sans

avoir u ou v réduit au mot vide. On peut étendre cette remarque au cas ¢ inclus dans 67! .
Nous vous proposons ici une autre démonstration utilisant la famille Ry (A™) :

Corollaire 4.6.1 Soient (A,6) et (A,0') deuz semi-commutations. Si @' est incluse dans
67! alors @' est Reg-compatible avec 6 .
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preuve : Nous allons utiliser le Théoreme 2.5.17. Soit R un langage de Regy(A) . En premier
nous montrons que le langage ' = MAXy (fr(R)) est dans est un langage régulier :

Soit u un mot de K , comme K est inclus dans fp(R) il existe un mot v tel que v —i—» u .
D’apres la définition de MAXg ( for(R)) nous avons u —-3,—> v, et puisque @’ est incluse dans *

nous obtenons v —;> u d’ot l'inclusion de K dans R. Ainsi K = {u € R|v —;—+ U= u -—;7>

v} = MAXg(R) = MIN,-:(R). Comme 6’ est incluse dans 6! le langage R est clos par
9'~', d’aprés le Lemme 2.5.14 MIN,,-1(R) est dans Reg(A*) ainsi K est un langage régulier.

Maintenant nous devons montrer que tout facteur itérant u du langage K est fortement
connexe pour 6’ :

Supposons qu’il existe un facteur itérant » de K non fortement connexe et tel que u* soit
inclus dans LEXy . Il existe alors des mots uy et u, tels que :

* +
U > Ut Uy #Feetug # ¢ Uzl —> U1ty

Comme u est un facteur itérant de K , il existe deux mots z et y tels que le langage zu™y est
inclus dans K , ainsi le mot zuuy est dans K. A comme zususui 1y —(—:—» zuuy et §' C 671

nous obtenons zuuy —‘Z—» TusUguy Uy C’est pourquoi zususu3u1y est un mot de R.

Comme u* est dans LEXy, u est fortement connexe pour 6’ N ¢! ainsi Tusupuiyy €
for(zuuy) ce qui entraine une contradiction : zuuy € MAXg(R), zusuguiu;y € R et
TUUUI UL Y —5’—» Tuuy mais zuuau iy € for(zuuy).

Ainsi K satisfait les conditions du Théoreme 2.5.17 et par conséquent fp(R) appartient &
R . n]

4.6.2 Le cas 6 inclus dans ¢’
Maintenant considérons les semi-commutations 8 et 6’ tel que ' soit plus grande que 8 :

Corollaire 4.6.2 Soient (A,6) et (A, @) deuzx semi-commutations telles que 8 C ¢'.

6’ est REC-compatible avec 0 si et seulement si for = fprg-10f8

preuve :

Pour la partie si : nous avons pour tout langage R de Regg(A*) for(R) = fong-10fs(R) =
forng-1(R) ; le Corollaire 4.6.1 nous affirme que fyng-1(R) est un langage régulier.

Pour la partie seulement si : En premier lieu il faut remarquer que si fy = fgng-10f5 nous
devons avoir 8 C § U 1 ; clairement cela signifie que si zy est un mot fortement connexe
pour 0, zy 'est aussi pour @' .

Supposons que #' est incluse dans § U 8~ mais que nous n’avons pas fyr = fpng-10fs . En
tenant compte du fait (z,y) € & = (z,y) € 8 et grace au Théoréme 3.3.5 nous avons :
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1l existe un cycle {(zo,21),(Z1,22),. -, (i, Zis1)s- - +»(Zn, 20)} dans GU &~ tel que:

- (z0,2n)€ONE NG?
- (zi,2i41)€EONE NG

= {.’Dg,...,(L‘i} X {1‘,’+1...,$n} ce

Si pour tout indice j nous avons (z;, z;41) dans 6 alors zg. ..z, est un mot fortement connexe
pour ¢ mais pas pour 6’ .

Maintenant si il existe un indice j tel que (z;,z;41) soit dans 6 alors (z;,z;41) est aussi dans
-1 N 61 . Pour montrer que @' n’est pas Reg-compatible avec @ nous utilisons le langage
suivant :

L = w" fol(e + w) U wj Ajavecw =2¢...Zp et w — w;j
(z;,2,41)€0 {(IJvzj-H)}

Clairement L est un langage régulier. Soit uabv un mot de L avec (a,b) dans 8, pour prouver
que langage L est §-clos il suffit d’examiner les trois cas suivants :

u ab v

i e, e e, e e~
uabv = wP(zoz1...2;Tj41 ... Tn)wIm, m € folw wA”]

u a by
p - —_—
uaby = wk(:cozl...:cn_l Zn, ) m, me€ falww A

uabv = ujuzabv, upabv € fo[(e + w)w; A%

Pour montrer que L n’est pas un langage régulier nous utilisons le langage K = L N
for{w*w;A*] pour un j tel que (z;,z;41) soit dans 6. Suivant la valeur de j nous avons :

— Si ¢ > j alors
K = {(zi+1Zi42 .- . 2a)P(z021 ... 2:)w; | p 2 ¢}
- Sij>iet 2,41Zi42...TnZToT1 ... i % Zg...Ty alors
K = {(zi+1Zi42.. . 2n)P(zoT1 ... 2i)7w; | p < q}
—-sij>tetzg...2, € for(Tit1Zig2.. . TnZoZy ... 2;) alors
K = {(zis12i+2-- - 20 )P(To21 .. .2;)Pw;}
Pour calculer ces intersections il suffit de remarquer que toute commutation z;z;4; —

T;412; est irréversible : (zj41,2;) est dans 6’ N @, une fois “sorti de ’étoile ” par w; le couple
(z;,;41) est marqué a jamais. O

A partir de ce corollaire, en remplacant 8’ par # U 8! nous obtenons
p plag
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4.6.3 Lecasf =600

Corollaire 4.6.3 Soit (A,0) une semi-commutation.
La cloture symétrique de 6 est Reg-compatible avec 8

<~
Jouo-1 = fo-10f6
<~
0 est une semi-commutation confluente
A=

Tout mot fortement conneze pour § est fortement conneze pour 6N G~1 .

4.6.4 Complexité

Exactement comme dans le cadre de la composition deux de fonctions de semi-commutation,
nous concluons sur la complexité :

Théoréme 4.6.4 Le probléme suivant est Co-NP-complet :

Soit (A,0) et (A,0') deuz semi-commutations, §' est-elle Reg-compatible avec 6 ¢

4.7 Conclusion

Le probleme des commutations partielles Reg-compatibles est aussi trivial que possible ; pour
la version semi-commutation de ce probléme nous avons présenté des exemples non-triviaux
de couples de semi-commutations Reg-compatibles ou non-Reg-compatibles : contrairement
au cas des commutations partielles il ne suffit pas de préserver les mots fortement connexes.
Ce probleme fait partie, au méme titre que la confluence, de la catégorie des propriétés
“faciles” pour les commutations partielles qui deviennent “moins immédiates” dans les cadre
des semi-commutations.

Nous apportons une caractérisation décidable relativement simple. Pour la démontrer nous
avons utilisé la notion de rang de distribution d’un mot dans un langage pour une semi-com-
mutation ; cette technique n’est pas nouvelle (voir [Och85, Mét86b]), mais I'introduction de
la définition de rang de distribution ([Has91]) est éclairante. Pour la réciproque nous avons
construit un exemple sur mesure, notamment nous avons dii prouver que le langage utilisé
étajt @-clos : contrairement au cadre des commutations partielles (théoréme d’Ochmanski),
nous ne disposons pas de moyen automatique pour décrire les langages réguliers clos par une
semi-commutation.
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En examinant des cas particuliers, nous avons obtenu des corollaires simples comme “8 est tou-
jours Reg-compatible avec 71" ou encore “U ™! est Reg-compatible avec 6 si et seulement
si @ est confluente”. Pour conclure, mentionnons que le premier pas vers la caractérisation
générale fut le Corollaire 4.6.2, résultat qui utilise de fagon surprenante la caractérisation des
semi-commutations “composables”.






Morphismes

5.1 Présentation

Les morphismes, outils fondamentaux de la théorie des langages, permettent d’associer une
lettre d’un alphabet & un mot sur un autre alphabet. Dans la perspective ol un alphabet
représente le jeu d’instruction d’une machine, un morphisme permet la traduction de chaque
instruction d’une machine M, en une suite d’instructions du jeu d’une machine Mg de
niveau moins élevé. Réciproquement, un morphisme inverse permet de passer d’une machine
a une autre de plus haut niveau. Une telle traduction est appelée raffinement d’actions ;
mentionnons que I’étude des raffinements d’actions fait ’objet d’une attention soutenue dans
la communauté des réseaux de Petri.

Exemple 5.1.1

Py Pg = ¢(Pa)
a x:=x+1 a incx
b y==y+1 B incy
a x:=x+1 a incx
b y=y+1 B incy

Si M4 et Mg sont deuz machines séquentielles, un morphisme ¢ : A* — B* , traduisant les
instructions de M4 en suites d’instructions de Mp , permet d’obtenir, directement, la trace
d’un programme P4 sur la machine Mp : Pgp = ¢(P4) .

Dans un modele paralléle un méme programme peut avoir plusieurs déroulements : si (4, 6)
est la semi-commutation associée au jeu d’instructions de la machine M, , ’ensemble de
exécutions possibles du programme P4 est égale a fo(Py) .

Si nous disposons d’un morphisme ¢ : A — B* traduisant les instructions de M4 en suites
d’instructions de Mg , et si (B,~) est la semi-commutation associée au jeu d’instructions dela
machine Mp , ’ensemble des exécutions possibles de P4 sur Mp est défini par f,owofs(Pa) .
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Nous appellerons morphisme de semi-commutations ’opération g = wof, .
Y

Exemple 5.1.2 Continuonsl’ezemple précédent. A l’aide des conditions de Bernstein [Ber66]
nous obtenons les semi-commutations suivantes :

) a A
(4,) a—c—1b | | (B,7%)
b6 —— 69

Nous en déduisons le graphe de précédence des programmes P4 et Pp :

o

a b N

6 B
Nl /N
n/ \ (84 62

a b \ﬂ

Notons qu’il eziste une exécution de Pg ou est incrémentée deuz fois la variable z, sans que
soit incrémentée la variable y (ceci est tmpossible pour le programme Py ) :

Nous avons p(abcab) = afé 6,008 % abfabyf - abiaféf .

Remarquons que dans ’exemple ci-dessus, nous avons ¢ = Gofp , nous appelons ce type de
morphisme “morphisme continu” . Grossierement un morphisme est continu si deux actions
indépendantes pour M4 ont leur traductions indépendantes pour Mp . (Grace a ce type
de morphisme, il est possible d’observer, a différents niveaux d’abstraction, les multiples
exécutions d’un programme donné ; par exemple un observateur humain choisira un niveau
élevé, une analyse post-mortem automatisée se situera a un niveau plus fin.

Notons aussi que la machine Mg peut étre “plus parallele” que la machine M4 . Enfin
grace aux morphismes non continus, il est possible de modéliser un programme a mémoire
partagée : il se peut que l'ordre d’exécution de deux actions soit indifférent, sans qu’il soit
possible d’exécuter ces deux actions en parallele. Ceci signifie que les deux actions commutent
a haut niveau alors que leur traduction sur une machine de plus bas niveau sont dépendantes :

Exemple 5.1.3 Nous allons présenter le probléme du producteur / consommateur sur trois
machines de niveauz différents :

Machine A : nous disposons des instructions produire et consommer représentées par les
lettres p et ¢ . La relation d’indépendance sur A est la suivante 6 = {(¢,p)} . Rappelons
qu’un programme m respecte la régle du producteur / consommateur si et seulement si il

appartient @ Dy*(p,c) i.e. fo((pc)™) .

Machine B : supposons que, pour communiquer ces résultats au consommateur, le produc-
leur utilise une structure FIFO. Pour garantir l'intégrité des données il nécessaire de réaliser
dépéts et retraits en exclusion mutuelle. Afin de réaliser cette exclusion mutuelle nous util-
isons ’algorithme de Peterson [Pet81] :
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Producteur : Consommateur :
po produire ;
P Dp = vrai ; ¢; D, := vrai
p2 tour := cons ; ¢y tour := prod
p3 tant que (D, et tour = cons) c3 tant que (D, et tour = prod)
faire rien ; faire rien ;
py4 deposer ; ¢4 prendre ;
ps Dp := faux ; ¢cs D, := faux ;

Cg consommer ;

Les variables communes sont les booléens D, et D, initialisés d faux et tour initialisé d prod.

Dans cette deuriéme machine les actions de base sont B = {Po12, Ps, Pys,C12,C3,Cas6} -
Pour passer de la machine A a la machine B on dispose du morphisme ¢ : A* — B* défini

par p(p) = Poi2P3Pys et ¢(c) = C12C3Cys6 .
Les programmes du producteur et du consommateur sont séquentiels.
Voici la commutation partielle

(B,7) = {(Cus6, Por2) » (C3, Po12) , (Pas,Ch2) , (P3,C12) , (Pys,Cas6)}

qui respecte la sémantique du programme.
Remarquons que nous avons P012P3P4501203C456 —3> P012012P3P45C3C456 . Bien que les

conditions de Bernstein ne soient pas respectées, on autorise la commutation (Ps,C12) car
aprés lezécution de Pp1p nous avons D, = vrai et tour = cons, de plus :

— siD. = vrai alors C1, ne peut pas suivre directement Ppy5 : le programme du consom-
mateur est séquentiel et il faut d’abord exécuter Cyse .
— si D, = faux alors P3Cyy est équivalent @ C12P5 puisque l’évaluation de (D, et tour
= cons) est la méme dans les deuz cas.
De fagon symétrique on justifie (Cs, Po12) , remarquons enfin que nous avons autorisé la

commutation (Pys,Cys6) qui ne devrait jamais étre utile si Uexclusion mutuelle est établie.

Machine C : nous pouvons décomposer les actions P; et C3 en p;‘;’pér et cgcg pour représenter
Uentrée et la sortie du tant que. Nous définissons le morphisme ¢ : B* — C* par ¥(Po2) =

PopiP2 , Y(Ps) = pip] , ¥(Pas) = paps , $(Cr2) = cocrcz , $(C3) = c§c§ y Y(Case) = cacs¢6 .
Nous définissons la commutation partielle (C, 6) :

Le producteur et le consommateur sont deur programmes séquentiels i.e pour tout ¢ et tout j
nous avons (p;,p;) € 6 et (ci,¢;) €6 .

(C,6) = U{(Pf,Pj)} U U{(Can)}

U{(pl’ Cg)’ (pl, Cg)’ (p2’ C2)7 (PZ, C§)7 (pga cl)’ (Pg, cl)? (Pg, C2)v (pr 65), (Ps, c:{)}



86 Morphismes

Maintenant si nous partons du programme (pc)™ sur la machine M4 , l’ensemble des pro-
grammes realisables sur la machine Mc est €gal d@ oo fo((pc)™) qui représente l’ensemble des
observation séquentielles du programme du producteur consommateur sur la machine M¢ .

St nous nous conlentions de la machine Mp ou de la machine Mc , lordre des actions

deposer et prendre serait figé.

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux morphismes de semi-commutations transformant
les langages réguliers clos pour une semi-commutation en langages réguliers clos pour une
autre semi-commutation :

Définition 5.1.4 Soient (A,0) et (B,~) deuz semi-commutations et un morphisme ¢ : A* —
B* . Le morphisme ¢ est Reg-compatible si et seulement si pour tout langage L de Regy(A™)
le langage G(L) = f,op est un langage de Reg, (B*) .

Notre but est de généraliser aux semi-commutations les résultats d’E. Ochmanski sur ce
théme [Och89b, Och91] :

Théoréme 5.1.5 Soient (A,0) et (B,v) deur commutations partielles. Un morphisme ¢ :
A* — B* est Reg-compatible si et seulement si pour tout mot m conneze pour 8 le mot p(m)
est connezre pour v .

Il est & noter que si le morphisme  est I'identité, ¢ sera Reg-compatible si et seulement si 7 est
Reg-compatible avec § . La premiére partie de ce chapitre se fonde sur I’exploitation de ce fait.
Nous définissons la notion de morphisme fortement conneze sur les letires (pour toute lettre
a de A, ¢(a) est un mot fortement connexe pour 7), ainsi que les morphismes préservant les
dépendances ((a,b) € 8 = ¢(a) x ¢(b) ¢ 7). Puis nous montrons qu*un morphisme fortement
connexe sur les lettres et préservant les dépendances est toujours Reg-compatible. Enfin en
faisant intervenir une nouvelle semi-commutation entre § et @ a la fois Reg-compatible avec
6 et telle que ¢ préserve ses dépendances nous obtenons une condition suffisante, assez large,
pour qu’un morphisme soit Reg-compatible ; nous montrons que cette condition est nécessaire
pour les morphismes non-effacant et disjoint (alph(p(a)) N alph(p(b)) =0 = a=1).

Dans une deuxieme partie nous nous intéressons a la simulation d’un morphisme pour semi-
commutation par une transduction rationnelle. Nous étudions une premiére équation g = 7.
Les contraintes imposées par les propriétés des transductions rationnelles sont telles que la
classe des morphismes réalisables par un transducteur est trés réduite.

Pour pouvoir simuler une plus grande classe de morphismes nous faisons intervenir une fonc-
tion de semi-commutation devant la transduction, nous obtenons alors une seconde équation :
@ = 1ofg . Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une trans-
duction 7 solution de la deuxiéme équation : le morphisme doit étre fortement conneze sur
les lettres, continu et local. Pour cela, nous caractérisons les morphismes continus et les
morphismes locaux, ces derniers étant une sous-classe des morphismes préservant les dépen-

dances.

Nous concluons cette étude sur deux applications : nous exploitons le fait que la famille des
langages algébriques est fermée par transductions rationnelles. Nous caractérisons les mots
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u et les semi-commutations (B,7) tels que f,(u*) est un langage algébrique, donnant ainsi
une nouvelle preuve d’un résultat obtenu par M. Clerbout et Y. Roos dans [CR90, Roo89] .
Enfin, dans le cadre des commutations partielles, nous caractérisons les morphismes continus
préservant les langages algébriques 6-clos.

5.2 Morphismes Reg-compatibles

5.2.1 Une condition nécessaire

Fait 5.2.1 Soient (A,0) et (B,v) deuz semi-commutations et un morphisme ¢ : A* — B* .
Si le morphisme ¢ est Reg-compatible alors pour tout mot m , fortement conneze pour 8 , le
mot @(m) est fortement conneze pour v .

preuve : Supposons qu’il existe un mot m fortement connexe pour 8 tel que le mot ¢(m)
ne soit pas fortement connexe pour 5 . Posons w = ¢(m) ; nous avons g(m*) = f,(w*) .
D’apres le Corollaire 2.5.5 le langage fs(m*) est un langage régulier contrairement au langage

fg(’w‘) .

Remarquons que le fait ci-dessus impose aux morphismes Reg-compatibles d’étre fortement
connexes sur les lettres :

Définition 5.2.2 Soient (A, 6) et (B,~) deur semi-commutations et un morphisme ¢ : A*
B* . Le morphisme ¢ est fortement conneze sur les lettres si et seulement si I’tmage de toute
lettre de A par o est un mot fortement conneze pour v .

5.2.2 Morphismes conservant les dépendances

Définition 5.2.3 Soient (A, 0) et (B,~y) deur semi-commutations et un morphisme ¢ : A* —

B* . Le morphisme ¢ préserve les dépendances si et seulement si pour tout chemin a, LN

ay—-- -j—van il eziste un chemin dans (alph(p(a;a;...ay)),7) d’une letire de alph(p(a;))

@ une lettre de alph(p(ay,)) lorsque p(a;) # € et p(ay) # € .

Notons qu’un morphisme préservant les dépendances et fortement connexe sur les lettres
conserve les mots fortement connexes de A* : si m est un mot fortement connexe pbur 6 alors -
¢(m) est un mot fortement connexe pour ¥ .

Nous allons montrer que les morphismes fortement connexes sur les lettres et préservant les
dépendances sont toujours Reg-compatibles. Pour cela nous allons montrer que la fonction
rang,(p(L)) est bornée pour tout langage L de Regy(A*) . Pour commencer, nous proposons
un lemme de dérivation :

Lemme 5.2.4 Soient (A,0) et (B,v) deuz semi-commutations el un morphisme ¢ : A*
B* . 5i le morphisme ¢ préserve les dépendances alors pour tout ay,as,...,a, € A avec
z1 = p(a1),...,Tn = p(a,) nous avons :
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SiZ1...20-1Zn —:—» ZTpT1...Tn-1 €l alph(zy...zq-1) Nalph(z,) = @ alors il existe w €

fe(ay...an—10,) avec o(w) = 2,2y ... 291 -

preuve : Posons D = {a; | il existe un chemin de a; 4 a, dans ({a3,...,a,},0)} et
*

I={a1,...,epx}\ D ,u=11(a;...a,-1) et v=1p(a;...ay-1) . Clairement a;...a, >

va,u . Puisque ¢ conserve les dépendances et comme zy...Z,_1Zy —57 TpZy...Zp_y €t
alph(z1...zn_1) Nalph(z,) = 0 nous devons avoir ¢(v) = € ou p(a,) = £ . Ainsi si p(v) = ¢
nous avons @(Va,u) = TpT1...ZTn_1 €t si p(a,) = € nous avons ¢(a; ...ay) = TpT1...Tn-1 -

0

Proposition 5.2.5 Soient (A,6) et (B,7) deuz semi-commutations et un morphisme ¢ :
A* — B* . Sile morphisme ¢ préserve les dépendances et est fortement conneze sur les
lettres alors ¢ est un morphisme Reg-compatible.

preuve : Soit ¢ : A* — 2B la substitution définie pour toute lettre a de A par ¥(a) = F(a) .
Clairement @(L) = f,(¢¥(L)) .

Montrons que pour tout langage L de Regg(A*) , la fonction rang, (¢(L)) est bornée.

D’apres le lemme de Levi généralisé si nous avons uv € f,(¢(L)) alors :

l.w= VULV «+ » UpVy € ’(,b(L) .

*
2. uy... U, — U .
8

*
3. vov1... U — U .
v

4. alph(v;) x alph(u;) Cypouri<yj.

5. vg € Y¥(zg) , u1v1 € Y(Z1)y...,UnVn € P(zy,) Ol tous les z; sont des mots de A* et
Zg...Tn € L.

Nous dirons qu’un couple (u;,v;) satisfait la propriété L; s’il existe un mot z; = y;2; de B*
tel que u; € ¥(yi) et v; € ¥(2;) . Nous allons montrer qu’au maximum Card(B) couples
(i, v;) ne satisfont pas cette propriété 1, :

Supposons que (u;, v;) ne satisfait pas L; : il existe une lettre t de A telle que z; = y;t2; avec
hto € P(t) , i #£e,ta#Fe,u € Pyt et v; € tap(2) .

Comme ¢ est fortement connexe sur les lettres, il existe a; dans alph(u;) et b; dans alph(v;)
tels que (b;,a;) €7 .

Supposons qu’un autre couple (uj,v;) , avec ¢ < j , ne satisfait pas L; . Nous devons avoir
a; # a; puisque d’un c6té (b;, a;) € 7 et de Vautre (b;,a;) € v . Ainsi au maximum Card(B)
couples (u;,v;) ne satisfont pas 1, .

Maintenant, d’aprés le Lemme 5.2.4, si j + 1 couples consécutifs upvy (i.e. uiv;... uiy;0i45)
satisfont la propriété L; alors vouyvy...Uili41 ... Uig;ViVig1 ... Vitj...UnVy €St un mot de

¥(L).
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Pour conclure nous avons au plus Card(B) couples de mots (u;,v;) ne satisfaisant pas la
propriété L; et nous avons au maximum un couple de (ug,v;) entre chacun de ses couples,
ainsi la fonction rang, (L) est bornée par 2 * Card(B) + 1 ; la Proposition 4.2.7 affirme que
f+(¥(L)) = G(L) est un langage régulier. 0

5.2.3 Décomposition de morphismes

Nous venons de voir que les morphismes conservant les dépendances sont toujours Reg-
compatibles ; dans ce paragraphe nous allons donner une condition suffisante moins restric-
tive. Pour cela nous introduisons une semi-commutation intermédiaire entre (A, ) et & : il
s’agit de trouver une semi-commutation (A4,6') a la fois Reg-compatible avec (A4, 8) et telle
que ¢ préserve les dépendances de (A,6’) . Il faut toutefois une condition supplémentaire :
nous devons avoir @ofg = Pofgrofs .

Proposition 5.2.6 Soient (A,0) et (B,v) deur semi-commutations et un morphisme ¢ :
A* — B* fortement conneze sur les lettres. S’il existe une semi-commutation (A,6') telle
que :

— @' est Reg-compatible avec 6

— ¢ préserve les dépendances de (A, 6")

— @ofo = Poforofo
alors ¢ est un morphisme Reg-compatible.

preuve : Prenons un langage L de Regy(A*) .

Comme 6’ est Reg-compatible avec 8 , le langage L' = fp(L) est dans Reggy(A*) .

Comme le morphisme ¢ préserve les dépendances de ' , 5(L’) est un langage de Reg,(B*) .
Enfin puisque L est f-clos nous avons @(L) = Gofg(L) = vecyofo(L) . O

A P’aide de cette proposition nous pouvons donner une condition nécessaire et suffisante pour
une classe de morphismes : les morphismes non-effacant et disjoint.

Définition 5.2.7 Un morphisme ¢ : A* — B* est disjoint si et seulement si alph(p(z)) N
alph(p(y)) = 0 lorsque z # y .

Proposition 5.2.8 Soient (A,0) et (B,v) deuzr semi-commutations et un morphisme ¢ :
A* — B* fortement conneze sur les letires, non-effacant et disjoint.

Le morphisme ¢ est Reg-compatible si et seulement si la semi-commutation (A,0') , avec
0 = {(z,y) | o(z) x ¢(y) C 7} , est Reg-compatible avec 8 .

preuve : Tout d’abord remarquons que pour tout mot m de A* nous avons G(m) = Pofe(m)
et que d’autre part ¢ préserve les dépendances de (A, 8') . Ainsi, d’aprés la Proposition 5.2.6
si ' est Reg-compatible avec 6 alors ¢ est un morphisme Reg-compatible.
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Maintenant considérons un langage L €'-clos, nous allons montrer que L = ¢~ 1(F(L)) .

Clairement nous avons L C ¢~ (¢(L)) C ¢~ }(@(L)) . Soit m un mot de ¢~(F(L)) , il existe
un mot u tel que p(u) € F(L) et donc il existe un mot w de L tel que o(w) ——:—» w(u) .

Puisque ¢ est non-effacant et disjoint le Lemme 5.2.4 nous indique qu’il existe un mot v tel
que w —;—,> v avec ¢(v) = p(u) et comme ¢ est non-effacant et disjoint nous obtenons u = v ;

par hypothése L est un langage 6'-clos, ainsi u est un mot de L .

Soit R un langage de Regy(A*) en posant L = R et d’apres I’égalité @ = Fo fpr nous obtenons
fo(L) = ¢ Y (@ofor (L)) = ¢~ (F(L)) . Si @ est Reg-compatible (avec 8), le langage J(L) est
un langage régulier et par conséquent fp/(L) = ¢ 1(F(L)) l'est aussi : §' est Reg-compatible
avec 0 . 0

5.3 Morphismes et transductions rationnelles

Etant donné deux semi-commutations (A4, 6) et (B,v) , et un morphisme ¢ : A* — B* peut-
on réaliser @ = fyop par une transduction rationnelle ? Nous allons étudier deux équations,
la premieére, la plus simple, demande au transducteur d’effectuer tout le travail : ¢ = 7 .
Remarquons que I'existence d’un tel transducteur entraine la Reg-compatibilité de ¢ avec la
semi-commutation (A4,@) . Sous cette contrainte, la caractérisation des morphismes réalis-
ables par transduction rationnelle ne sera pas trés étonnante, néanmoins elle nous permettra
d’introduire un modele de transduction rationnelle qui nous servira pour la deuxiéme équa-

tion.

5.3.1 Premiére équation: g=171

Proposition 5.3.1 Soient un alphabet A , une semi-commutation (B,v) et un morphisme
¢ : A* — B* . Il eziste un transducteur 7 tel que T = & si et seulement si ¢ est fortement
conneze sur les lettres et si les images de deuzr lettres ne commutent pas par v i.e. p(z) X
@(y) ¢ v pour toutes lettres z,y de A* telles que p(z) # ¢ et p(y) # € .

preuve : Ces conditions sont clairement nécessaires : s’il existe un mot m tel que ¢(m)n’est
pas fortement connexe pour ¥ alors $g(m*) n’est pas un langage régulier (Proposition 2.5.5) .

Pour montrer qu’elles sont suffisantes nous exhibons une transduction rationnelle.

Le transducteur

Nous allons définir une transduction a ’aide d’un bimorphisme, pour cela nous utilisons un
nouvel alphabet et une substitution qui nous permet de distinguer la premiére et la derniére
de chaque mot de @(z) pour toute lettre z de A .
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Soit By, I'alphabet suivant

By = [J{ain |0 < n < Card(@(a)) et 0 <1 < |p(a)]}
a€A

Soit ¢ : A* — 284 1a substitution suivante :

{al,l} si |<p(a)| =1
Y(a) = U {an18nz2 ... an o)} si lp(a)] > 1

0<n<Card(%(a))
{¢} si pla) = ¢

Par définition il existe une bijection pour chaque lettre a de A entre ¥(a) et $(a) : nous
assOCiONSs @n,1Gn 2 - . . @y |4(a)| aVec le n*™* élément, dans I’ordre lexicographique, de @(a) .

Le morphisme IIg : (A + By)* — B* efface les lettres de A et transforme une lettre de B,
en une lettre de B en tenant compte de la bijection entre ¥(a) et @(a) :

esiz€e A
Ip(z) =< bsiz=ank oubestla k* e lettre du n*™¢ élément
dans ’ordre lexicographique de ¢(a)

Nous définissons aussi le morphisme Il4 : (4 + By )* — a* qui efface les lettres de By, :

z siz€A
€ siz € By

Na(z) = {

Le transducteur que nous allons utiliser va travailler sur des mots de (A + By)* et plus
précisément avec le langage

L=h (( U at/)(a))")

a€A

ol f) est la fonction de semi-commutation associée a la semi-commutation (AU By, ) :

A= {(an,k»bn',k’) € B1// x B'l’ | (HB(an'k)’HB(bn’,k’)) € 7} - {(a‘}l,k,bn',lgo(bﬂ) € Bd) X B'l’}
+A X By - {(a,an‘w(a)l) € A X By}
+By x A - {(an,l,a) € By x A}

En fait la semi-commutation (A U By, A)
— simule f, sur By saufl qu’une premiére lettre d’un ¥(a) ne peut commuter (vers la
droite) avec la derniére lettre d’un #(b) .

— interdit toute commutation d’un couple de lettres de A x A .

— empéche toute lettre a de A de commuter vers la droite avec la derniére lettre de tout
mot de 1(a) et vers la gauche avec la premiére lettre de tout mot de 3(a) rendant ainsi
fortement connexe pour A le mot ay)(a) et par conséquent le langage L est régulier.
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Nous pouvons définir le transducteur sur lequel se fonde notre preuve :

T = HBo(ﬁL)oH:‘1

A propos de numérotation

Pour faire des preuves (assez !) précises nous allons utiliser une numérotation qui marque la
position de chaque lettre du mot de départ.

Soit An Dalphabet numéroté {a; | a € A,i € IN} .

Soit By, l'alphabet numéroté {z; | z € By,i € IN} .

Soit N le morphisme ¢n : Ay — By tel que

on(a:) =1, .. Yx, avec @(a) = Y1 ... Yk

Soit ¥n la substitution N : Ay — By, telle que

’lﬁN(aj) = {fcn,lj .. 'xﬂyiﬂp(a)b | ZTn,1 -« Tnjp(a)l € ’(ﬁ(a)}

Nous noterons (An,0n) la version numérotée de (A4, 0):
On = {(zi,y;) € AN X AN | (2,y) € 6}

De fagon similaire nous définissons (ANUBy, , An) comme la version numérotée de (AUBy, A)
et (Bn,vn) celle de (B,v) .

Nous appellerons num le fonction de numérotation suivante :
num(e) = €
num(mz) = num(m)ri,, Vz € A,VYm € A”

Nous noterons den le morphisme effagant la numérotation défini par
den : (AN U By, )*— (AUBy)* et den(z;) =z

Enfin nous noterons denp le morphisme denpg : (An U By, )* — B* défini par
deng(z) = Hpoden(z) .

La puissance de 7

Définition 5.3.2 Soient u un mot de A* et w un mot de B* tel que w € F(u) . Le couple
(u, w) satisfait la condition C si et seulement si les images de deuz lettres n’ont pas compléte-
ment commuté dans w par rapport d ¢(u) i.e.

Il eziste un mot w' de By, tel que w' € Fn(num(u)), den(w’) = w et pour tout couple de lettres
z;,y; de alph(num(u)) avec i < j nous avons Il (;,,.\(v') € alph(en(y;)) alph(pn(z:))" .
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Lemme 5.3.3 Soient u un mot de A* et w un mot de B* tel que w € J(u) . Si le couple
(u, w) satisfait la condition C alors w appartient d T(u) .

preuve : Supposons qu’il existe un couple de mots (u,w) de A* x B* tel que w € J(u) , le
couple (u,w) satisfait la condition C et w n’appartient pas a 7(u) .
Posons uny = num(u) = go...yn -

Puisque ¢(u) ——:—» w il existe des mots wg, wy,...w, de By tels que :

1. on(un) = wo et denp(wy) = w
2. Wy — Wy — Wy - — wy, avec d(w;, wp) > d(wiy1,wp) pour tout ¢ < p
w U v

3. aucune dérivation inter-image de lettres n’a été effectuée de wo a w, i.e.
w1 € fyy(en(yo)) fan (on(91)) - - Fyn (N (¥n))

4. pour toute lettre y; de alph(un) les lettres de ,(y;) sont bien ordonnées les unes par
rapport aux autres dés w; i.e. pour tout j < N nous avons Il (y,)(w1) = Mo p (i) (wp)

Clairement, d’aprés la définition de w; , nous avons den(w;) € ¥(u) . Nous allons montrer
que la propriété C(u,w) n’est pas vérifiée.

Comme denp(w;) est dans ¢(u) , il existe un mot v; de (An U By, )* appartenant a
YoN(Y0) - - - ¥n¥N(yn) et tel que denp(w;) = deng(w;) . Puisque w n’appartient pas a 7(u),
il existe un plus petit indice ¢ tel que denp(w;) n’appartienne pas a 7(u) et, ainsi, il existe
un plus petit indice a tel que denp(w,) € deng(fa,(w1)) .

1l existe un mot v,_; tel que vo—1 € fi,(v1) avec deng(v,—1) = denp(wa-1) . Par définition
des wy , il existe deux lettres de By 21, 27 telles que wa_1 = My2122M — My2921My = Wy .
N

Cela signifie qu’il existe des mots mj, m/, mj de (ANU By, )* tels que vo_; = mia, s, m'b, o m}
avec deng(m}) = deng(m;) , denp(a,s,) = denp(z) , deng(m’) = ¢ , denp(b,,,) =
denpg(2;) et deng(m}) = denp(myz) .

Comme denp(m') = € , m' doit étre un mot de A} ; puisque denp(w,) ¢ deng(fi,(w1)) ,
le mot denp(z32;) ne doit pas appartenir a denp(fay(ars, m'bpq,)) - )

Considérons le mot m’ :
— Soit m' = ¢, cela signifie que le couple (a, s, , by o) n’appartient pas a Ay . Mais comme
(denp(ay,, ),denp(b,,q,)) appartient & v cela entraine s = 1 et g = |¢(b)] .

— Soit m' # € , 8’il existe des mots mj et mj de A} tels que mya,, by 4 my appartienne
a fay(ars, m'by g, ) alors nous retrouvons le cas m’ = ¢ et ainsi s =1 et ¢ = |p(b)] .
. . » kY a ’ .
Dans tous les autres cas, il existe un chemin dans A de a, s, a b, dans a, s, m'by, :

AN AN AN AN AN
Qrs, — Yo — Y — bp,ql ou Grs, — Y — bp,ql



94 Morphismes

La définition de (An U By, , AN) nous impose a nouveau s = 1 et ¢ = ()| .

Ainsi nous avons s = 1 et ¢ = |¢(b)| , autrement dit, d’aprés le point (4), pour atteindre w,
a partir de wy—; il faut faire commuter, vers la droite, la premiere lettre de alph(pn(ax))
apparaissant dans w,—3 avec la derniére de alph(on(b;)) apparaissant dans wq—1 .

Enfin, d’aprés le point (2), nous avons d(w;, w,) > d(w;41, w,) pour tout ¢ < p ce qui entraine
Iy (arb)(wp) € fr(eN(bk)) fr(on(ar)) et aussil<k.

Ainsi la condition C(u, w) n’est pas vérifiée. O

Dans cette partie nous avons vu que si ’équation ¢ = 7 est vérifiée alors ¢ est fortement
connexe sur les lettres et pour toutes lettres z,y de A* non-effacées par ¢ nous avons ¢(z) x
e(y) ¢ v . 1l est facile de voir que cette derniére condition impose & tout couple de mots
(u,w) , tel que w € P(u) , de vérifier la condition C . Ainsi, lorsque les deux conditions
nécessaires sont satisfaites, la transduction rationnelle 7 que nous avons construite donne
une solution de la premieére équation ¢ = 7 .

5.3.2 Deuxiéme équation : @ = 7ofy

Nous avons vu que notre premieére équation concernait un nombre tres restreint de fonctions
de semi-commutation. L’introduction de la fonction de semi-commutation f; devant la trans-
duction va nous apporter un peu plus de liberté, par exemple la condition ¢(z) X ¢(y) ¢ v
n’est plus nécessaire : prenons (A4,6) = (B,v) avec 8 # 0 ; si ¢ est le morphisme identité, il
existe une transduction 7 telle que & = Tofp : il suffit de poser 7 = ¢ .

Exemple 5.3.4 Prenons A = {a,b,c}, B = {a,b1,b2,¢} , p(a) = a,p(b) = byba, p(c) = c et
les semi-commutations définies par leur graphe de non-commutation :

a - b — ¢ a — b, — ¢

!

b 7

DI

Voici la transduction T

Nous avons g =Tofp .
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Conditions nécessaires

Deux nouvelles conditions nécessaires vont apparaitre : la premiére oblige J d’étre aussi
puissante que la fonction @o fp ; la seconde plus technique provient du caractére rationnel des
transductions : parfois fs n’est pas assez puissante pour ¢ , nous retrouvons alors, sous une
forme cachée, la condition ¢(z) X ¢(y) € 7 .

o doit étre continu

Définition 5.8.5 Soient (A, 8) et (B,~) deuz semi-commutations et un morphisme ¢ : A*
B* . Le morphisme ¢ est continu st et seulement si pour tout couple de lettres (a,b) de 6
nous avons ¢(ba) € F(ab) .

ab - ba = (ab) —:E—-» e(ba)

Montrons que cette condition est nécessaire :

Fait 5.3.6 Soient (A,60) et (B,v) deur semi-commutations et un morphisme ¢ : A* — B* .
St le morphisme ¢ n’est pas continu alors il n'existe pas de transduction rationnelle T telle

que g = Tofy .

preuve : Supposons que @ ne soit pas continu : il existe un couple lettres (a,b) de A x A
tel que : ab - ba et p(ba) ¢ F(ab) . Puisque @ = 7ofs nous avons @(ba) € 7ofg(ba) ;

d’autre part comme ab — ba nous avons Tofg(ba) C Tofs(ab) ainsi @F(ba) C F(ab) d’ol
p(ba) € G(abd) . u]

Si nous considérons les morphismes de semi-traces nous obtenons :

Proposition 5.3.7 Soient M(A4,0) et M(B,~) deur monoides de semi-traces. Un mor-
phisme ¢ : A* — B* est un morphisme de semi-traces si et seulement si ¢ est continu.

preuve : Si @ est continu alors nous avons pour toute trace [@([t1t2)4))y = [@([t1)6))r[@([t2)6))~ -

Supposons que ¢ ne soit pas continu : il existe un couple lettres (a,b) de A x A tel que :
ab — ba et p(ba) & §(ab) . Clairement [p([ab)e))- # [o([a)o))nle([6)o))- - 0

Cette derniére propriété valorise ’étude des morphismes continus, dans un paragraphe suiv-
ant nous donnerons une caractérisation des morphismes continus fortement connexes sur les
lettres.

¢ doit étre local

Pour illustrer la notion de morphisme local, nous donnons deux exemples. Le premier exemple
concerne deux commutations partielles, le second est plus spécifique aux semi-commutations :

Exemple 5.3.8 Soient (A,0) avec A = {a,b,c} et 0 = {(a,c),(c,a)},
(B) 7) avec B = {aablsb%c} ety = {(a, C)a (C’ a),(a3b1)a (bl,a),(bz,C),(C, bZ)}
et p: A"~ B* pa)=a @(b)=bby ¢(c)=c
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Remarquons que ¢ est continu et fortement conneze sur les lettres.
Le mot abe est rigide pour 6 : nous avons fg(abc) = {abc} d’autre part nous avons

p(abe) = abybac —i» biach, - bicab,

Supposons qu’il existe une transduction rationnelle T telle que @ = Tofy ; puisque abc est
rigide pour 6 nous devons avoir bycab, € T(abc) , et en général pour tous les entiers p,q :
b1c%aPb, € T(aPbc?) . Clairement nous avons 7(aPbe?) N byc*a*by = bycla”h; .

Remarquons que (Nbic*a*by)or est aussi une transduction rationnelle définie par son graphe
{(aPbc?, byc%aPby) | p,q € N} . Cependant {(aPbc?,byc?aPb,) | p,q € IN} n’est pas une partie
rationnelle de A* X B* , ainsi il n’eziste pas de transduction rationnelle T telle que 3 = Tofy .

Exemple 5.3.9 Soit (A,0) avec A = {a,b,c}, 0 = {(a,c),(a,b)},
(Bv 7) avec B = {aa bla b2, C} ety = {(a, C), (a‘a bl)’ (bh (1), (aa b2)a (b2’ C)}
et p: A" — B* pla)=a ¢(b)=biby ¢(c)=c

Remarquons que @ est continu et fortement conneze sur les lettres.
Contrairement a l’ezemple précédent le abe n’est plus rigide pour 6 : fs(abc) = {abc, bac , beca} .
Cependant nous avons

p(abe) = abybse —3—» biachy - bicab,

mais bycaby n’appartient ni @ J(bac) , ni @ @(bca) : le couple (by,a) n'est pas dans 7 .

Ainsi, comme dans Uezemple précédent, nous avons bycab, € T(abc) , et en général pour
tous les entiers p,q : bic%a®b, € T(aPbc?) . La transduction (Nbyc*a*by)ot est définie par son
graphe {(aPbcd, byc%aPby) | p,q € IN} , ce n’est pas une transduction rationnelle. Il n’existe
pas de transduction rationnelle T telle que @ = Tofs .

Nous distinguons la condition nécessaire pour le cas partiel de celle pour le cas semi-commu-
tation, cette derniére étant plus complexe.

Définition 5.3.10 Soit (A, 6) une semi-commutation. Un mot m de A* est rigide pour 6 si
et seulement si fg(m) = {m} .

Définition 5.3.11 Soient (A,0) et (B,v) deur commutations partielles et un morphisme
¢ : A" — B* . Le morphisme ¢ est rigide si el seulement si pour tout mot m = zy...z, de
A* rigide il eziste un sous-mot de p(m) zi ...z} rigide pour v tel que z; € alph(p(z1)) et
z,, € alph(p(zn)) - ‘

Fait 5.3.12 Soient (A, 8) et (B,~) deuz commutations partielles et un morphisme ¢ : A* —
B* . Si le morphisme ¢ n’est pas rigide alors il n’existe pas de transduction rationnelle T

telle que @ = 1ofp .

La preuve de ce fait est une simple généralisation de P’exemple 5.3.8, c’est aussi un cas
particulier de la preuve du lemme suivant.

Nous définissons maintenant les morphismes locaux : intuitivement ¢ sera local si et seule-
ment si pour tout couple de mots (m,v), tel que v € F(m), il existe un mot de fz(m) assez
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proche de v pour que f, n’ait pas besoin de faire commuter de gros blocs (les images de deux
lettres) pour atteindre v .

Définition 5.3.13 Soient (A,0) et (B,~) deuz semi-commutations et un morphisme ¢ :
A* — B* . Le morphisme ¢ est local si et seulement si pour tout mot m = zy...z, de A" el
pour tout mot v de g(m) tel que

— p(z1) #e et p(zn) # £
— alph(¢(z1)) N alph(p(zs)) = 0

- Hw(z;zn)(v) € a‘lph(so(zn))*alph(‘p(xl))*

il eriste un mot w de A* tel que m -—:—> wetv € @(w) .

Remarque : Soient (A,#) avec § = () et (A,v) avec v = {(a,b)} , le morphisme identité
@ : A® — A” n’est pas local : ba € @(ab) mais ab est un mot rigide pour 8 . En fait la classe
des morphismes locaux est strictement incluse dans la classe des morphismes préservant les
dépendances (les deux exemples de morphismes non locaux proposés ci-dessus préservent les
dépendances).

En fait nous n’allons pas montrer tout de suite que le morphisme doit étre local. Nous allons
montrer que si cette propriété n’est pas vérifiée pour certains mots, alors il n’existe pas de
transduction rationnelle 7 telle que & = Tofy . La caractérisation des morphismes locaux
établira I’équivalence entre les morphismes locaux et ’absence de mots de ’espece.

Lemme 5.3.14 Soient (A,0) et (B,7) deuz semi-commutations et un morphisme ¢ : A*
B* . Il n’existe pas de transduction rationnelle T telle que @ = Tofy si il existe deuz mots w
de A* et v de J(u) tels que

1. w est un mot de permutation.

2. p(z0) # €, p(2n) # € et alph(ip(20)) Nalph(p(2s)) = 0 .

8. Pour tout indice i de [0,i—1] le couple (2;, zi41) est dans QUGB et de plus si (2;,2i41) € 6
alors il existe deuz lettres a € alph(z;) et § € alph(zi41) telles que :

— o n'apparaitl que dans ¢(2;) i.e. U(p(w)) = Ma(p(2)) -
— B wapparait que dans p(zis1) i.c. Tp(9(w)) = Ta((zi41))
= Iap(v) € frollapop(zitri) -

4. v = v19(zn)p(20)v2 avec alph(p(2g)) x alph(vy) C v et alph(vy) x alph(p(2,)) C v .

preuve : Remarquons que pour tous entiers p et ¢ nous avons

e(2Dz0...2028) = v19(2n )7 p(20)P v,
R
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De plus, directement grace au point (3), pour tout mot w' tel que z5zg...2,23 —:—» w' nous
avons v1p(zn ) (20)P vy € G(w') .

Maintenant supposons qu’il existe une transduction rationnelle 7 telle que & = Tofp alors
nous avons
(2520 - - - 2 28) Nv1p(2n ) p(20) Y v2 = v19(2n) "+ (20)P 02

Puisque ¢(20) # € , p(2n) # € et alph(y(20)) # alph(¢(z,)) nous avons une contradiction :
{(z820- .. 2n28, v1p(2, )9 0(20)P 1 0;) | (p, @) € IN?} n’est pas une partie rationnelle de A* x
B* ; ainsi (Nv3¢(zn)* ¢(20)t v2)or n’est pas une transduction rationnelle. u]

Morphismes continus

Nous avons vu qu’un morphisme est continu si et seulement si ab — ba = p(ab) — ¢(ba).
¥

Pour caractériser les morphismes continus et fortement connexes sur les lettres nous allons
résoudre Dinclusion f,(vu) C f,(uv) . En fait cette étude est une généralisation du travail
de C. Duboc a propos de P’équation a deux inconnues uv = vu sur les traces, présenté dans
[Dub86], voici ce résultat sous sa forme générale :

Théoréme 5.3.15 ([Dub86]) Soient (4,6) une commutation partielle, et E = E' une équa-
tion d deur inconnues u et v de M(A,#6) .

Si E = E’' n’est pas équilibrée, alors les traces = et y de M(A,6) satisfont
l’équation si et seulement si il existe une trace t de M(A,8) et deuz entiers o
et B de IN tels que : 2 =1 , y = t* et o(|E|y — |E'\w) = B(E|v - |E']s) .

Si E = E' est équilibrée, alors les traces z et y de M(A, 8) satisfont I’équation si
et seulement si pour toutes composantes connezxes C de x et C' de y dépendantes,
on a les assertions suivantes :

-C=C
— 1l eziste une tracet de M(C, 0) et deur entiers o et 3 de IN tels que : o (z) =
t* et g(y) =t° .

Nous nous intéressons a 1’équation uv = vu , le théoreme précédent a pour conséquence (dans
nos mots) :

Corollaire 5.3.16 ([Dub86]) Soient (A,6) une commutation partielle et u et v deuz mots
de A* . L’équation fp(uv) = fe(vu) est vérifiée si et seulement si pour toute composante
fortement conneze C de (alph(u),8) et C' de (alph(v),8) telles que C x C' n’est pas inclus
dans 0 nous avons :

— soit alph(u) x alph(v) C 0
— soit il existe deux entiers o et et un mot t de A* tels que

fo(u) = fo(1%) et fo(v) = fo(tP)
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En fait la version semi-commutation de ce corollaire a exactement le méme énoncé : soient
(A, 0) une semi-commutation et §; = N8~ . Le Lemme 2.4.13 nous affirme que fo(z) = fo(y)
si et seulement si fg,(z) = fo,(y) . Ainsi fy(uv) = fs(vu) est équivalent & fy,(uv) = fo, (vu) .
Nous retrouvons la condition nécessaire du cas partiel, condition clairement suffisante.

Maintenant si nous considérons l’inclusion fp(vu) C fa(uv) , le corollaire devient trivialement
faux : prenons A = {a,b} et @ = {(a,b)}, posons u = a et v = b nous avons fy(vu) C fo(uv).

Ici nous nous limitons au cas u et v fortement connexes pour # . Tout d’abord nous présentons
un lemme obtenu par Y. Roos :

Lemme 5.3.17 ([Roo89]) Soient (A,8) une semi-commutation et u un mot de A* forte-
ment connexe pour 6.

Pour tout facteur m de fo(u*) tel qu’il existe une lettre y qui vérifie |m|, > 2|u|,#Card(alph(u)),
nous avons pour tout z de alph(u) |m| > 1.

Proposition 5.3.18 Soient (A, 6) une semi-commutation et deuz mots de A* | u et v forte-
ment connezes pour 6 . L’inclusion fs(vu) C fo(uv) est vérifie si et seulement si :

— soit alph(u) X alph(v) C 6 .
— soit il existe deux entiers a et 3 et un mot t de A* tels que
fo(u) = fo(1*) et fo(v) = fo(t”)

preuve : Seul le cas alph(u) x alph(v) ¢ 6 est a établir.

Puisque alph(u) x alph(v) ¢ @ il existe une lettre a de alph(u) et une lettre b de alph(v)
telles que (a,b) soit dans 6 . Si nous avons alph(u) N alph(v) = @ alors nous devons avoir
Map(uv) = a'd’ et Oap(vu) = ba’ : ceci est en contradiction avec le Lemme de Projection.

Puisqu’il existe au moins une lettre ¢ commune a u et v , il existe deux entiers strictement
positifs p et ¢ tels que |u?|, = |v9], .
Comme uv -%» vu nous obtenons uPv? % v9uP , et de plus le Lemme de Levi nous apprend
qu’il existe des mots uj,us, vy, v tels que : P —;—> ujtg , v7 -%» V1Vy , Uglp -—;—» vug ,
* *
UM - v9 et usvy - uP .
Puisque |u”|, = |v?|, nous devons avoir |uzv1|, = 0. Supposons que u; # ¢ :
* . . » . .
Nous avons uqv; %» viUp et ugvy - uP ceci signifie qu’il existe une lettre b de alph(u,)
telle que |uP, > |0y . Posons N = |uply = [uP|p — [v¥)s .
. * . .

aintenant pour tou e IN nous avon — vy il existe de S UL, , U, V1, , V2

Maintenant pour tout k de IN avons uPk vk p vi*uP* et il existe des mots uy, , uz, , v1,, V2,

k

. * k * * * k
tels que : u” 7 uy, ug, , v9 —;—) U1, V2, , U2, V1, 7 v, Uz, , U1, V1, 7 9% et

Uz, V2, —-3-> u”k .

Clairement nous devons avoir |uz,v;,|, = 0 ainsi que |ug,|s = k.N .
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En prenant k supérieur a 2|u|, * Card(alph(u)) nous obtenons une contradiction avec le
Lemme 5.3.17 : u est fortement connexe pour 6 , uP* —;—» uy, ug, avec |ugly > 2luly *

Card(alph(u)) et |ug, | =0 .
Ainsi uy = € et de fagon symétrique nous devons avoir v; = ¢ .

. * * A * .
C’est pourquoi nous avons u” - v? et 07 — u? d’oli uv — v . Maintenant nous
ong—

pouvons considérer ’équation sur les traces fyng-1(uv) = fyng-1(vu) et le résultat découle du
Corollaire 5.3.16. o

I est facile maintenant de caractériser les morphismes continus fortement connexes sur les
lettres :

Corollaire 5.3.19 Soient (A,0) et (B,v) deuzr semi-commutations et un morphisme ¢ :
A* — B* fortement conneze sur les lettres. Le morphisme ¢ est continu st et seulement si
pour tout couple (a,b) de 6 nous avons :

— soit alph(p(a)) x alph(p(b)) C v .

— soit il eziste un mot t de B* et deuz entiers a et § strictement positifs tels que

@la) = f,(1°) et @(b) = f,(t°)

Morphismes continus et locaux

Dans cette partie nous réutilisons la substitution ¢ et la semi-commutation A définies pour
I’équation ¢ = 7 : nous allons montrer que si le morphisme ¢ est fortement connexe sur les
lettres, continu et local alors nous avons @ = Ilgofyothofy . Il est intéressant de passer par fy
car, comme nous ’avons vu, cette semi-commutation peut étre réalisée par une transduction
7' . Ainsi lorsque ’égalité & = Ilgofyotbo fg est vérifiée, en posant 7 = IIgoT’0%) nous donnons
une solution de I’équation @ = 7ofy .

D’autre part au lieu de travailler d’un c6té sur B et de ’autre sur By nous allons raisonner
des deux c6tés sur By, : il suffit de simuler v sur By .

Nous (re)définissons d’abord (By, A)
A = {(@nk:burp) € By X By | (lp(ank) Mp(bar)) € 7}
—{(an ks bt jo(3))) € By x By}
—{(ank, ank+1) € By X By}
Remarquons qu’ici ordre des lettres d’un ¢(z) pour une lettre = ne pas étre changé par A .

Voici la semi-commutation qui simule v sur By :

v = {(@nk,bn i) € By x By | (IB(ank), IB(bnrxr)) € ¥} = {(@nk, @ pt1) € By X By}

Fait 5.3.20 <,5= HBoffylo'(b .
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preuve : 1l suffit de se rappeler de la démonstration du Lemme 5.3.3 :

Soient u un mot de A* et w un mot de g(u) . Posons uy = num(u) . Puisque (u) %» w il

existe des mots wg, wy,...w, de By, tels que :

— en(un) = wo et denp(w,) = w

* .
= Wo T Wy = Wyt —— Wy avec d(w;, wp) > d(wiy1,wp) pour tout i < p
N aIN N

aucune dérivation inter-image de lettres n’a été effectuée de wg a w; i.e.
wy € f'yN(‘PN(yO))f'VN(‘PN(yl)) .. -f'yn(‘PN(yn))

— pour toute lettre y; de alph(un) les lettres de ¢,(y;) sont bien ordonnées les unes par
rapport aux autres dés wy i.e. pour tout j < N nous avons Il (. (w;) = I,y (y,)(wp)

Il est bien clair que denp(w,;) appartient & deng(¥n(un)) , pour montrer que w, appartient
a f,y}voz/)N(uN) il suffit de suivre la dérivation pas a pas. D

Fait 5.3.21 Soientu = 2p...2z, un mot de Ay, et w un mot de B,J,;q tels que w € f,ijo’t/)Nofg(u) .
Si pour tous les indices1 et j avec i < j nous avons Iy, (;,.,)(v) & alph(¥n(2;))*alph(¥n(2i))*
alors w appartient d f,o¥n(u)

Si le couple (u,w) satisfait la condition C alors w appartient a fyoyp(u) .

preuve : Nous retrouvons la condition C du Lemme 5.3.3, la preuve est contenue dans la
démonstration de ce lemme.

Le cas alph(p(z)) x alph(p(y)) € v = (z,y) € 6

Maintenant il faut résoudre I’équation fyotpofs = firothofs . Dans un premier temps nous
allons nous aider d’une hypothése permettant de numéroter les mots en toute quiétude : nous
traitons le cas “ si alph(y(z)) x alph(¢(y)) ¢ 7 alors (z,y) € 8 ”. Grace & cette hypothése
nous avons :

Fait 5.3.22 Si pour toutes lettres z,y de A* telles que alph(p(z)) x alph(p(y)) ¢ v nous
avons (z,y) € 6 alors pour tous mots wy de A}y et v de By, tels que vn € fyrotpofo(wn) ,
s’il existe un € frotpofo(wn) avec Ilp(u) = Ilp(v) alors nous devons avoir uy = vy .

preuve : Posons wy = num(w) d’aprés le Lemme de numérotation il existe vy € Fyi o¥nefon (wn)
et uny € fiyo¥nofay(wn) tels que denp(un) = denp(vn) = IIg(v) . Supposons que upn soit
différent de vy , supposons qu’une *™ lettre differe i.e. u = u’ an,zpu” et v = v’bn:,pqv” avec
lu'f =[] .

Comme denpg(u) = deng(v) nous avons denB(an,lp) = denB(b,l:'yq) avec an, # bupr, (la
restriction de deng & By, est un morphisme alphabétique). Cette derniére égalité entraine
que (@n,bor ) € ¥ N5 et aussi (a,b)€ NGt .

Si p # g alors nous avons une contradiction : (ap,b,) € On NOY' et (any, burir) € T VAN



102 Morphismes

Maintenant comme p = g , d’aprés la définition de 1) on a une bijection entre {¢)(z)} et {F(z)}
pour toute lettre z de A ; ainsi si m € ¥(z) et m' € ¢(z) lp(m) = N g(m’) implique m = m'.
D’aprés les définitions des semi-commutations v’ et A nous devons avoir pour toute lettre z et
pour tout m de ¥(z), fa(m) = fy(m) =m . Sia,; # a, y nous devons avoir u = uy n,s, U2
et v = v1an 5 V2 aVec lug| = |v1| et I1g(an,s) # I(an s) et ainsi g(u) # lp(v) . O

Maintenant nous supposons que I'équation fyothofy = frotofy n’est pas vérifiée. Nous allons
chercher les mots m de A™ et v de By, les plus simples possible tels que v € fyrotofp(m) et

v & frotpofo(m) :
Lemme 5.8.23 Si fyrotpofg # frothofs alors il eziste un mot m = zp...2, de A}, et un mot
v de By tels que :

1. ve f’y}\,c’w]\mf@)q(m)

2. v ¢ fayonofoy(m)

3. m est de longueur minimal i.e.

vm' € ATjm'| <|m|  fyotpofo(m') = frotpofo(m')

4. Il eziste un mot v' € fryon(m) tel que v' — v .
N

5. Les images de 2o et de 2, ont commuté dans v t.e.
Myp(z0zm) € alPh(¥n(24))"alph(¥n(20))"

6. Si{z;,zi} est différent de {29, 2.} alors les images de z; et de z; sont mélangées dans
v e s1PN(z;) # € et Yn(zk) # € alors

Myp(z,20) € alPh(¥n(z;)) alph(¢n (2 )"
7. Pour tout j différent de 0 nous avons

alph(denp(¢n(20))) ¢ alph(denp(¢¥n(z;)))

8. Pour tout j différent de n nous avons

alph(denp(¥n(zn))) € alph(denp(¥n(z;)))
9. 51 m se décompose en m = myz;my avec my # € et alph(m) X {2} C On alors
v g f,y}\,o’l/JNong(ijlmg) .

10. Si m se décompose en m = myz;my avec my # € et {z} X alph(my) C On alors
v € fy 0¥nofoy(mimaz;) .
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preuve :

Si fyrotpofy #frothofo alors clairement il existe deux mots tels que m de A}y et vde Bj (1),

(2) et (3) .

Pour le point (4) il suffit de décrire une transformation de m en v ; nous avons v €
f,’,x'ot/)Nong(m) d’ou Pexistence d’un mot m’ dans fg, (m) tel que :

¢N(m' =V U Vg V%=
™ N N N
Clairement 1(m') € fiyo¥nefo,(m) et comme (2) il existe un indice ¢ tel que v; € fyyotn fo, (M')
et viy1 € Hryo¥n for (M) .
Comme v; € f,o¥N fo,(m') il existe un mot m” dans fs,, (m’) tel que v; € fiopn(m”) .
11 suffit de redéfinir m en m” | v en v;4; et v’ en v pour obtenir (4).
Nous noterons vg le mot de 9(m) tel que v; € fi,(vo) .

A partir de (4) il est facile de voir que

r
v = ulan,lpbn,|¢(b)]qu2 —-*q, ulbn,lw(b)lqan,lpu2
N

i.e. les images de a, et de b, ont commuté dans v et comme v’ € f),0¥)n(m) seules ces deux
images de lettres ont commuté complétement i.e.
si {2;, 2} est différent de {ap,b,} et ¥n(zj) # € et Yn(2zx) # € alors

Wy (z;2)(v) € alph(9n(2x)) alph(¥n(z;))” pour j < k.

Pour clarifier la preuve nous noterons Z; = Il (;;)(v) (= Iy (z;)(v0) ) -

Nous allons montrer que p= 0 et ¢ = n , c’est & dire le point (5) :

supposons que I'image de zp n’ait pas complétement commutée avec I'image d’un 2 , i.e pour
tout k nous avons Ilz,z, # ZxZ, .

Cette hypothése et le Fait 5.3.21 impliquent ZoIlz, .z, (v) /\—:: v . Comme m est de longueur

. e . * . .
minimale nous devons avoir Zy...Z, . Ilz,..z,.(v) nous obtenons une contradiction :
N

Zollz,. 7, (v) f—» v et ainsi vy ,\—*-r v . Clest pourquoi p=0.
N N

De maniére symétrique nous trouvons ¢ = n , le point (5) est ainsi démontré.

Pour le point (6) nous avons déja vu que si {zj, 2} est différent de {20, 2,} et Z; # € et
Zy # € alors 17,7, (v) # ZxZ; pour j <k . Il nous reste le cas k < j :

nous avons Iz z, (v) # ZxZo pour tout k avec 0 < k < n et Z; # €, ainsi la premiére lettre
de Zg est avant la derniére lettre de Z; dans v .

De méme, la derniére lettre de Z,, est apres la premiere lettre de Z; dans v .

Comme la premiére lettre de Zg est aprés la derniere lettre de Z, , il s’en suit : la premiére
lettre de tout Zj est avant la derniére lettre de Z,, qui se trouve avant la premiére lettre de
Zo qui elle méme est avant la derniere lettre de Z; dans v .

De 1a pour tout {z;, 2} différent de {z0,2,} et tel que Z; # c et Zy # ¢ : Iz 2,(v) # Z;2Z;
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Pour le point (7), il suffit de remarquer que la premiére lettre d’'un Z; avec k # 0 doit
commuter avec le mot Zy ; de méme pour le point (8) toute derniére lettre de Z; avec k # n
doit commuter avec le mot Z,, .

Il reste a montrer les points (9) et (10) : supposons que m se décompose en m = my2z;m;
avec my # € et alph(my) x {1} C 8N .
D’aprés le point (6) nous savons que Z; ne commute complétement avec aucun Z; . Il est
alors impossible d’avoir v € f,y;voz,lzNo fon(zjmimy) 1 si m est un mot de longueur minimale
le point (5) doit toujours étre respecté.

De fagon symétrique nous obtenons le point (10) . W]

Malheureusement ce lemme n’est pas assez précis, il nous faut montrer :

Lemme 5.3.24 Si fyothofy # frotpofe alors il eziste un mot m = zp...2, de A} et un mot
v de B, vérifiant les points (1-10) du lemme précédent et tels que :

a. den(m) est un mot de permutation et pour toutes lettres différentes z et y de m nous
avons alphopoeden(z) ¢ alphoypoden(y) lorsque yYn(z) # € .

b. ng(zo) ;é € et ¢N(20) # £

c. pour tout indice i (z;,2i41) appartient ¢ Oy UON' , de plus si (2i,zi41) appartient a Oy
alors il existe une lettre @ € B de ¢(denp(z;)) et une lettre § € B de ¢(denp(2i+1))
telles que

— Hyopeden(m) = Myopoden(z;)
— N gopoden(m) = Mgopoden(z;41)
— Hapoden(v) € fyIlygopoden(m)

d. v € v¥n(2,)¥N(20)v2 avec alph(¥n(20)) X alph(v1) C )y et alph(v;) x alph(¥n(2n)) C
N -

preuve :
Posons Z; = Iy (,,)(v)
Tout d’abord nous allons montrer le point (4) :

D’apres les points (5) et (6) du Lemme 5.3.23 nous avons Il z,z,(v) = Z,Z, , par contre pour
tout {z;, 2} différent de {29,2,} avec Z; # € et Zy # € nous avons llz,2,(v) # Z;Zy . Ainsi

vo = Zoﬂzl...z,,_l (D)Zn
AN

Puisque Ilz,z,(v) = Z,Z, il existe de décomposition de Iz z,_,(v) = wyw; telle que
alph(Zy) x alph(w;) C A et alph(wy) x alph(Z,) C A avec

%* * *
ZowiweZy — w1 ZoZn(v)wy — wy Zy Zogwy — v
AN TN AN



5.3. Morphismes et transductions rationnelles 105

Maintenant, supposons que le mot w, Z, Zow, appartienne a f), 0%no fgn (m) ; comme wy Z,, Zow; —;"—»
N

v nous aboutissons a une contradiction : v € fy,o¥nofgy (M) .

Nous allons maintenant raisonner par récurrence pour construire un mot respectant les points
(a,b,c,d) :

Voici notre hypothése de construction pour un sous mot wz; de m :

1. wz; contient 2g
2. Aucune lettre de wz; n’est effacée par ¢¥n

3. alph(denp(¥n(z))) est différent de alph(denp(¥n(y))) pour toutes lettres différentes
et y de alph(wz;) et non-effacées.

4. Si w # € alors alph(w) X alph(zi41...2,) C ON
5. Pour toute lettre z de alph(w) alors Il (z2,)(v) € f.,;voz/)(zj'a:) sij>1
6. Si wz; = wy z;zw; alors (25, 2x) € Oy U 5;,1 , de plus si (z;, 2;41) appartient a 6y alors
il existe une lettre @ € B* de p(denp(z;)) et une lettre 8 € B* de (denp(z)) telles
que
— Iyopoden(wyzg...2,) =€

— Igopoden(wy2j2k41...2n) = €
- Hagoden(v) ¢ f.,Haﬂocpoden(zkzj)

Pour |wz;| = 1 nous prenons wz; = zg .

Supposons que nous avons construit un sous-mot wz; vérifiant les points (1-6) . Si 2; = 2z,
alors nous avons le résultat.

Autrement considérons ! le plus grand indice tel que (z;,2) € Ox ou Iz,7,(v) ¢ Iy (212:)
La lettre z existe toujours d’apres les points (9 - 10) du Lemme 5.3.23 . Nous avons a traiter
deux cas :

Le cas Z; # £ : Souvenons nous que nous travaillons toujours sous I’hypothése : alph(¢n(z))x
alph(¥n(y)) € 'v = (z,9) €8

Nous allons montrer que si Z; # ¢ alors le mot wz;2; respecte les propriétés (1-6) :

Les points (1) et (2) sont respectés et les points (4) et (5) sont des conséquences directes de
la définition de z; . Pour le point (3) remarquons que, par construction de wz; , nous savons
que alph(denp(¥n(w))) N alph(denp(Z;)) =0 .

Maintenant supposons que alph(deng(Z;)) C alph(denp(Z;)) . D’aprés le point (7) du
Lemme 5.3.23 nous avons z; # 2z et donc wz; = w’'z,z; avec h # 0, de plus :

— Soit (zp,2;) est dans y alors nous obtenons une contradiction avec I’hypotheése (4)
de construction de wz; : nous avons alph(deng(Z;)) x alph(denpg(Z;)) ¢ vy et ainsi
alph(denp(Z1)) x alph(denp(Z)) £ v d’ott (zp,2) est dans Oy .
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— Soit (2,2) est dans Ox NG5! . D’aprés hypothese (6), il existe une lettre 3 € B de
@(denp(z;)) telle que Igowoden(w'zp2i41...2,) = € . Mais j > i et nous avons aussi
B € woden(z;) d’ou une contradiction.

Nous avons montré :

1. wz;z; contient zg

2. Aucune lettre de wz;2; n’est effacée par ¥y

3. Vz,y € alph(wz;z;)r # y = alph(denpg(¢n(z))) # alph(denp(¥n(y)))
4. alph(wz;) X alph(zi41...2,) C On

5. Vz € alph(wz) si k > 4 alors Iy (0, )(v) € fyr 0¥(2k2)

1 reste & démontrer le point (6). Si (2, z;) appartient & @y alors le point (6) est respecté.
Considérons le cas (z;, 2;) appartient a 6y N 5;,1 :

Comme Ilz,z,(v) € [y (Z1Zi) et d’apres le Lemme de Projection il existe une lettre & € B
de ¢(den(z;)) et une lettre § € B de ¢(den(z;)) telles que I geden(v) € fyIlygopeden(z;z;) .
Comme (z;, 2;) appartient a Oy nous avons alph(denp(Z;)) Nalph(deng(Z;)) =0 .

Supposons que I opeden(wz;...2,) # € :
D’apres la définition de 2; et comme (z;, ;) appartient & 6 nous avons Il opeden(z;...z,) =
€ . Maintenant s’il existe une lettre z; de w telle que a € alpho poden(z;) nous allons montrer

HZhZz(v) 4 f—y’N(ZIZh) :

Nous avons Ilygoden(v) € fyollagopoeden(zizy) ceci entraine (e, ) € 37! et l'existence de
deux lettres a € alph(Z;) et b € alph(Z;) telles que Ilo(v) = ab et @ = denp(a) et B =
deng(b) ; de méme il existe une lettre a' de alph(Z;) avec o = denp(a’) et I, (v) = @d'a
(puisque zj, est avant z; dans m et (a,a’) ne commutent pas par v’) .

1

Ainsi H,n(v) = a'b avec (a',b) € 7'y d’ot Uz,2,(v) € f11,(Z;Z1) -
De fagon symétrique nous pouvons obtenir Ilgopoden(wz;zj41...2,) =€ .

Remarquons que le mot obtenu par cette construction satisfait les points (a,b,c,d) de notre
lemme, notamment le point (3) indique que la version dénumérotée du mot construit est un

mot de permutation.
Lecas Z; = ¢ :

Remarquons que nous avons | # n . Supposons qu’il n’existe pas de sous-mot apq; ...a; de
Zo - ..2n tel que

—aqy=2z et a; = 2

— Yn(as.. .ak_l) =c¢ et "/’N(ak) £e
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- (ag,ay,-..,a;) est un chemin de Oy

~ den(a,) # den(a,) pour tout indice p et ¢

Puisque Z, # € , cela veut dire qu’il existe une lettre z; telle que Z; = € et {z;} x
alph(zj41...2,) C 6n . Ainsi nous avons v € f,y;vo’t,/)Nong(Zo ee.Zj-1Zj41...2n2]) CeCi con-
tredit le point (10) du Lemme 5.3.23.

D’aprés ’hypothese de construction, la définition de 2; et comme I < k nous avons (z;, zx) €
On . Le mot ap...ax respecte les points (a,b,c,d) du lemme. D

Le cas général
Maintenant nous levons ’hypothése alph(p(z)) x alph(p(y)) ¢ v = (z,y) € 8 :

Lemme 5.3.25 Si fyotpofy # frothofg alors il existe un mot m = z¢...2, de A* et un mot
v de By, tels que v € fyotpofo(m) , v & fropofo(m) et avec

a. m est un mot de permutation.

b. $(z0) # € et Y(zn) # €
c. pour tout indice i (z;,%;41) appartient @ Oy U 0% , de plus si (z;,2;41) appartient a 6
alors il eziste une lettre o € B de (z;) et une letire B € B de ¢(z41) telles que
— Igop(m) = Myop(z;)
= Tgop(m) = Hpop(zis1)
= Hop(v) € fyllapop(m)

d. v € v1P(2n)9(z0)v2 avec alph((zo)) X alph(v1) C 7' et alph(v;) x alph(y(zn)) C 7'

preuve : Supposons qu’il existe un mot un mot m = 2p...2, de Ay et un mot v de B}, tels
que v € for o¥nofoy(m) , v € fayohnofoy(m) .

Comme dans le Lemme 5.3.23 nous pouvons choisir 7 de longueur minimale et tel qu’il existe

un mot v’ € fyohn(m) tel que v’ — v .
IN

Posons Il () (v) = Z; .
Nous savons qu’il existe exactement deux lettres 2; et z; dont les images ont commuté dans

vie. Ilzz (v) = Z;Z; (pour i < j) , et pour tous les autres couples (zx,2) avec k <[ nous
avons Il z,z, (v) # Z1Zx .

Posons 8c = 0 — {(z,y) € A x A | alphop(z) X alphop(y) ¢ 7} . Notons f¢c, la version
numérotée de 6 .

Supposons qu’il existe un mot m’ de A} tel que m’ € focy (zi ... z;) et denpolly  (mn(v) €
frotpoden(m’) .
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Comme nous avons utilisé 6c,, pour obtenir m' et que alph(¢(z)) xalph(¢(y)) € v = (z,y) €
6c , nous obtenons, grace au Fait 5.3.22, Hyymn(v) € Fryotdno(m') .

Appelons m; = yo...yn le mot I, o, (m)m'Il, ;... (m) .

Remarquons que nous avons alors pour tout k > [

My (wze) (M) € alph(¥n (1)) alph(vn(ye))*
Et ainsi nous aboutissons & une contradiction : v € f)o¥yn(my) .

Ainsi il existe un mot m = 29...2, de A}, et un mot v de B:/)N tels que v € f.y;qo’(,bNofch(m) ,
v € fayoPnofse, (m) . Rappelons que f¢ vérifit alph(p(z)) x alph(e(y)) € 7 = (2,y) € bc -

Grace au Lemme 5.3.24, nous savons qu’il existe deux mots w de A} et u de B, vérifiant
les points (a,b,c,d) en version numérotée et utilisant ¢, a la place de § . Clairement les
points (a,b,d) sont conservés en effagant la numérotation.

Pour le point (c) il nous faut vérifier que pour tout couple (z;, z;41) de fg,, U 6_?5; , le couple
(den(z;),den(z41)) appartient §U -1 :

Supposons que (2, zi4+1) soit dans écN U 5511\, .
Si Z; = € ou Z;y; = ¢ alors, par définition de ¢ , (den(z;),den(z;41)) est dans §UG~1 .

Lecas Z; #ecet Zyyg #¢€:

Si (2i, 2i+1) appartient & fc,, (resp. & 0—5}\,) alors alphodeng(Z;) x alphoden(Z;41) ¢ + (resp.
77

Supposons que le couple (den(z;),den(z;41)) soit dans @ (resp. dans 671).

Le morphisme ¢ est supposé continu, ceci impose alphodeng(Z;) = alphoden(Z;4;) .

Mais le point (a) du Lemme 5.3.24 nous indique que pour toutes lettres différentes z et y de
w nous avons alphepoden(z) # alphopoden(y) lorsque ¥Yn(z) # € . O

caractérisation des morphismes continus locaux

Retournons sur les alphabet A et B, du lemme précédent découle :

Proposition 5.3.26 Soient (A,8) et (B,7v) deur semi-commutations et un morphisme con-
tinu ¢ : A* » B* . Le morphisme ¢ est local si et seulement si il n'existe pas de mot
permutation w = Zg...T, de A* et de mot v de G(w) tels que

1. ¢(z0) # € , p(en) # ¢ et alph(p(20)) Nalph(p(za)) =0 .
2. Pour tout indice i de [0,1—1] le couple (z;,2;4+1) est dans BUO~? et de plus si (ziyzi41) €
6 alors il eziste deur lettres a € alph(z;) et B € alph(zi41) telles que :
~ a napparait que dans p(z;) i.e. Ma(p(w)) = La(p(z:)) .
— [ n’apparait que dans o(zi41) i.e. Hp(p(w)) = p(p(zit1)) -
= Hap(v) € fyolapop(Tiz1zi) -

3. v = v1p(zn)p(zo)v2 avec alph(p(zo)) X alph(v;) C 7 et alph(vz) x alph(p(z,)) C v .
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Pour les commutations partielles nous obtenons :

Corollaire 5.3.27 Soient (A,6) et (B,~) deuzr commutations partielle et un morphisme ¢ :
A* — B* . Le morphisme ¢ est local si et seulement si ¢ est rigide.

Résolution de la deuxiéme équation

Théoréme 5.3.28 Soient (A,60) et (B,7) deuzr semi-commutations et un morphisme ¢ :
A* — B* . Il eziste une transduction rationnelle T telle que @ = Tofg si et seulement s le
morphisme ¢ est fortement conneze sur les lettres, continu et local.

preuve : Nous savons que ¢ doit étre fortement connexe sur les lettres (Fait 5.2.1), continu
(Fait 5.3.6) et local (Lemme 5.3.14) .

Si le morphisme est continu et local nous avons montré 1’égalité @ = Ilpofrothofy . La
Proposition 5.3.1 nous indique que la fonction de semi-commutation fy peut étre réalisée par
une transduction rationnelle 7/ . En posant 7 = IIgo7'0% nous donnons ainsi une solution de
I’équation @ = Tofs . O

Dans le cadre des commutations partielles nous obtenons :

Corollaire 5.3.29 Soient (A,0) et (B,v) deur commutations partielles et un morphisme
@ : A* — B* . Il existe une transduction rationnelle T telle que @ = Tofg si el seulement si
le morphisme ¢ est fortement conneze sur les lettres, continu et rigide.

5.4 Application

5.4.1 Décider f,(u*) est Algébrique

Le Théoréme 2.5.5 nous assure, pour une semi-commutation (B,~) et un mot u de B* donné,
que le langage f,(u*) est reconnaissable si et seulement si u est un mot fortement connexe
pour 7 . Une question se pose alors naturellement : pouvons nous aussi décider du caractere
algébrique d’un langage de type f,(v*) ? Une réponse positive a cette interrogation a été
apportée par M.Clerbout et Y.Roos dans [CR90] et [Roo89] :

Proposition 5.4.1 ([CR90]) Soient (B,v) une semi-commutation et u un mot de B* . Le
langage f.(u*) est algébrique si et seulement si le graphe (alph(u),%) posséde au plus deuz
composantes fortement connezes.

Nous donnons dans cette section une preuve plus simple de cette proposition, nous allons
utiliser notre résultat a propos de ’équation @ = 7of, . Avant tout vérifions que la condition
proposée est bien nécessaire : )

Fait 5.4.2 ([CR90]) Soient (B,~) une semi-commutation et u un mot de B* , si le graphe
(alph(u),¥) posséde plus deuzr composantes fortement connezes alors le langage f.(u*) n’est
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pas algébrique.

preuve : Soient {B;, Ba,. .., By} 'ensemble des composantes fortement connexes de (alph(u),¥) .
Clairement il existe une composante B; telle que B; x (B \ B;) C v . De méme il ex-
iste une autre composante fortement connexe B; telle que (B \ B;) x B; C v . Posons
ur = lp,(u), v = Ip,(u),us = lp\(8,uB;)(¢) , nous avons u —:—» UgU3U; avec Ujualy —E:—»
uguzuy . Ainsi fo(u*) Nujuiul = {ujulul | n € N}, ce langage n’est pas algébrique. 0
Bien siir, si (alph(u),%) ne comporte qu’une composante fortement connexe nous savons
(Théoreme 2.5.5) que le langage f,(u*) est reconnaissable. Il nous reste a traiter le cas
“(alph(u),¥) contient exactement deux composantes fortement connexes” . Nous noterons m
la projection de u sur une composante fortement connexe de u et w celle sur ’autre.

Grace au Lemme de Numérotation nous pouvons supposer que u est un mot de permutation :
dénuméroter le mot u se fait a I’aide d’un morphisme, la famille des langages algébriques est
close par morphismes. Nous allons examiner deux cas, commengons par le plus simple :

Le cas f,(u) = f,(mw)
Soit I’alphabet A = {a,b} . Nous allons utiliser le morphisme ¢ : A* — B* défini par :

pla)=m et @b)=w

Nous définissons la semi-commutation (4, 8) par
(a,b) appartient a @ si alph(m) x alph(w) C 7
(b,a) appartient a 6 si alph(w) x alph(m) C v

Remarquons que nous avons f,(u*) = f,((mw)*) = fyop((ad)*) = @((ab)*) .

D’autre part le morphisme ¢ est fortement connexe sur les lettres et, de par la définition de
@ , continu et local. C’est pourquoi il existe une transduction rationnelle 7 telle que g = 7ofg .
Pour prouver algébricité du langage @((ab)*) , il suffit de montrer que le langage fo((ab)*)
est algébrique :

Di(a,b) si (a,b) € 6N 6!
1l est connu que fo((ab)*) =< Dy (a,b)si(b,a)€bnf?
(Dy(b,a) + ab)* si (a,b) € 81 61

Ainsi lorsque f,(u) = f,(mw), le langage f,(u*) est algébrique.

Le cas f,(v) # fy(mw)

Posons 4 — mw avec wm —— mw . Remarquons que nous n’avons ni alph(m) x alph(w) C
'y v

. * . *
YAy~ niu ——> mw,niu — wm.
¥yt yry—?
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Il est impossible d’utiliser directement la construction précédente : nous n’avons ni f,(u”) =
S+((mw)*) , ni fy(v*) = fy((wm)*) . Nous allons contourner cette difficulté en utilisant plus
de lettres que dans ’alphabet A :

Posons A; 2 = {a1,a2,b1,b2} et Bio = By UB;ou B; = {z; |z € B} .
Nous appellerons Ilg : Bf ; — B* le morphisme défini par Np(z) = z,YVz € By 5 .

Soit ¢ : Al = Bi, le morphisme défini par p(a;) = m; et p(b;) = w; , ou m; € B} ,
g(m;) = m et aussi w; € B , Ip(w;)) = w.

Soit la semi-commutation (Bj 2, A) avec

A ={(2zi,y;) € B12 X B12 | (2,¥) € 7} U {(2i, %) € alph(m;) X alph(w;) | Izy(u) = ya}

Nous allons montrer que f,(u*) = Ilgofrop((aibiazbz)*(e + a1b;)) .
Soit alt : B* — 2P12 1a transduction suivante :
alt(e) = ¢

i=1si|v]=2p

Vve BVzeB.
i=2sifolp=2p4+1 " T 0 €

alt(vz) = alt(v)z; avec

Notons u; le mot de B tel que Ig(w;) = u .

Soit la semi-commutation (B 2,71,2) avec 11,2 = {(2i,y;) € B12 X B12 | (z,y) € v} . Gréce
au Lemme de Numérotation nous avons : Ilgof,, ,calt(u*) = f,(u*) .

En premier montrons que f,, ,oalt(u*) C frop((a1b1a2b2)* (e + a1by1)) :

Par définition de ¢ , nous avons ¢((aybyaszbz)*(e + a1b1)) = (Mmywymaws)*(e + mawy) ;

par définition de (Bj2,A) nous avons m;w; ,\-_}_)1 u; ; ainsi frop((@1biazbs)*(e + a1hy)) =
-

H(urug)*(e + u1)) .

Comme 72 est inclus dans A nous avons
f,n'zoalt(u'“) C f)\ocp((alblagbz)‘(e + albl))
Supposons maintenant qu’il existe un mot v de frop((@1b1a2b;)*(€ + a1b1)) qui n’appartienne

pas & f,, ,oalt(u") .

Nous avons v € fy((ujuz)*(e+u1)), par numérotation nous obtenons num(v) € numo fy((uiuz)*(e+
1)) et num(v) € numof,, ,calt(u*) . Notons vy le mot num(v) .

Ainsi il existe un mot ¢ de numoalt(u*) tel que ¢ ——v vN et oN € fy, , () . D’aprésle Lemme

de Projection, il existe un couple de lettres (z;, ,qu) de alph(vn) tel que :

1. Hz.-,,y,q(t) = Zi,Y;,

2. Hzi,,y,’q(vN) = YjgTip
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3. (24,5 95,) € AN D 71,2y

Il est facile de voir que, d’apreés le point (3) et les définitions de A et de 7;,2,, , nous avons
i=7.
Si p = ¢ nous obtenons directement une contradiction : d’apres le point (1) Il (u) = zy

(u est un mot de permutation) et par le point (3) (z,y) appartient & 7 ; la définition de A
impose alors (z,y) € X et ainsi (%ip,Y5,) € AN .

Maintenant si p # ¢ nous devons avoir p < ¢ . Puisque i = j et p < g et d’aprés la définition
de alt, il existe une lettre y;, avec k = |i—2|+1_et p < l< gtelle quell, y, 4, (1) = zi,yx, Yig -
Comme (z,y) € 4 nous devons avoir (z;, yx) € A, par définition nous avons aussi (yx,¥i) € A,
nous aboutissons & une contradiction : I, y, 4, (1) = zi ¥, ¥ig = Haoyyyy v, (v) - Alnsi

S z0alt(u”) = faop((arbrazbs)*(e + a1b1))
Nous avons montré f,(u*) = Hpgofrep((a1hazbz)*(e + a1d;)) .

Reprenons 'alphabet A et définissons la semi-commutation (A, @) par 6 = {(b,a)} , posons

612 = {(b1,a1) , (b1,a2) ,(b2,01) , (b2,a2)}.
Clairement nous avons altefg((ab)*) = fp, ,((a1b1a2b2)*(¢ + a1b1)) .

Comme fg((ab)*) = Di*(a,bd) est un langage algébrique, le langage f5, , ((a1b1a2b2)*(e +a161))
I’est aussi.

Maintenant montrons que ¢ : Ay 3 — Bj 3 est continu, fortement connexe sur les lettres et
local :

¢ Fortement connexe sur les lettres : les mots m et w sont fortement connexes pour %,
d’apres la définition de A, m; et w; sont aussi fortement connexes pour A .
e Continu : pour 6,2 nous avons seulement les regles de la forme b;a; P a;b; , comme
1,2

+ + L
mw — wm nous avons m;w; — w;m; et ainsi ¢(b;ja;) — (a;b;) .
¥ ¥ "2

e Local : supposons que alph(m;) x alph(w;) C A:
nous savons que alph(m) X alph(w) ¢ ¥~ ainsi alph(m,) x alph(w,) ¢ A lorsque i # j .
Reste le cas alph(m;) x alph(w;) C A : par définition de A , nous devons avoir II;,(u) =
yz pour tout (z,y) € ¥~ Nalph(m) x alph(w) . Si alph(m;) x alph(w;) C A nous avons

U —'—»1 wm ce qui est en contradiction avec notre hypothese.
e
Ainsi ¢ est local sur les mots de deux lettres de A], . Un mot de plus de deux lettres

contient forcément un a; et a; ou un b; et b; . Or pour tout z de alph(m,) (resp. w;)
nous avons m;x & f, ,(zm;) (resp. w;) il apparait clairement que ¢ est local.

Ainsi il existe une transduction rationnelle 7 telle que foop = @ = 7ofp, , d’oll lgo@ =
Ngotofs, , . C'est pourquoi

f(u") = po@((arbrazba)™ (e + a1b1)) = MpeTof, , ((a1b1a2b2)"(¢ + a1b1))

Le langage fg, ,((a1b1a2b2)*(e + a1by)) est algébrique, f,(u") ’est aussi.
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Le langage fs(u™) et les réseaux de Petri

Nous allons associer a chaque semi-commutation un réseau de Petri, et a 1’aide du mot u ,
définir le marquage initial du réseau.

Exemple 5.4.3

A
)

a b
%L %
1 |
d | c

Réseau de Petri associé au mot u = ebacd et a la semi-commutation (A,6) :

——()——

a — b — e
1 ol
d — ¢ (A,8)

Proposition 5.4.4 Soient (A,0) une semi-commutation et v un mot de permutation sur
A* . Il existe un réseau de Pelri admettant comme langage ’ensemble des facteurs gauches

de fo(u®) .

preuve : En premier lieu nous allons décrire le réseau de Petri P associé 4 la semi-commutation
et au mot u :

— alph(u) est I’ensemble des transitions .

— A tout couple (z,y) de 8 est associée de fagon bijective une place, notée p,, , en entrée
de la transition y et en sortie de z .

Le marquage initial, noté M , du réseau P est défini comme suit : une place p., est initiale-
ment vide si II;,(u) = zy , sinon elle contient une marque.

Montrons que L(P, M) contient FG( fo(u*)) :

Soit v un mot de FG(fy(u*)) . Supposons que v n’appartienne pas a L(P,M) . Le mot v
s’écrit alors v1yv, avec M(v;)M' et non M'(y) . Ceci signifie qu’il existe une place p, telle
que M'(pyy) = 0 et ainsi (z,y) appartient 3 8 .

— Si pgy est initialement vide, nous devons avoir |v;|, = |v1]y .
Par hypothése v appartient & FG(fg(u*)) et de plus II;,(u) = zy . Nous avons
. ,FG(fo(u*)) C fo((zy)*z*) et, par conséquent, Il ,(v) € FG(Dy(z,y)) . Mais
comme |v;|; = |v;1]y nous avons Il (vy) € FG(Dy*(z,y)) et ainsi v n’appartient pas &

FG(fo(u*)) -
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~ Si pzy contient initialement une marque, nous devons avoir |v1|; = |11}y — 1.
Le mot Il (v) doit appartenir a fp((yz)*(z* + yz*)) = FG((DY*(z,y) + yz)*) . Comme
|v1le = |nly — 1 nous avons M,y (v1) € fo((yz)*y) = fo((yz)*)y . Mais Hzy(v)y
n’appartient pas a FG((D*(z,y) + yz)*) .

Ainsi L(P, M) contient FG( fg(u*)) .

Montrons que L(P, M) contient FG( fo(u*)) :

Soit v un mot de L(P, M) . Supposons que v n’appartienne pas & FG(fs(u*)) . Le mot v
s’écrit alors v;yvy avec vy appartenant & FG(fp(u*)) et vy n’y appartenant pas. D’apreés le
Lemme de Projection il existe une lettre z telle que vy ¢ I, ((FG(fs(u*))) mais par contre
vz € I, ((FG(fe(u*))) , ainsi = et y ne commutent pas.

— Soit & apparait dans u avant y :
Comme Il (v1y) € FG(fo((zy)*)) et Myy(vi) € FG(fe((zy)*)) nous devons avoir
|v1ls = |vi1ly ; par construction nous avons M(psy) = 0 , comme |v;|; = |v1], nous
avons M(v;)M' avec M'(pzy) =0 ,d’o0 vy ¢ L(P,M).

— Soit y apparait dans u avant z :
Comme I (v1y) € FG(fo((yz)*)) et Mzy(v1) € FG(fe((zy)*)) nous devons avoir
lv1le = |v1ly — 1 . Par construction nous avons M(pzy) =1, comme |v;]; = |3y — 1
nous avons M (v1) M’ avec M'(p;,) =0, dot vy ¢ L(P, M) .

Le réseau de Petri P a bien pour langage I’ensemble des facteurs gauche de fp(u*) . 8

Remarque : Si le mot u est fortement connexe pour @ toutes les places du réseaux sont
bornées. Sile mot u est connexe pour 6 alors en imposant un marquage final égal au marquage
initial, le réseau reconnait exactement le langage fa(u*) .

Si u n’est pas un mot de permutation il n’existe pas toujours de réseau de Petri reconnaissant
Pensemble des facteurs gauche de fy(u*) , par exemple pour 6§ = () et u = abbab .

5.4.2 Morphismes algébriquement compatibles

Cette section s’adresse aux commutations partielles, tout d’abord définissons la notion de
morphisme algébriquement compatible :

Définition 5.4.5 Soient (A,0) et (B,~y) deuz commutalions partielles et un morphisme ¢ :
A* — B* . Le morphisme ¢ est Alg-compatible si et seulement st pour tout langage algébrigue
L 6-clos de A* le langage F(L) est algébrique.
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Le cas non connexe

1

Nous nous intéressons ici aux morphismes non connexes' sur les lettres. La proposition

suivante donne la solution pour un alphabet B de deux lettres :

Proposition 5.4.6 ([Lat79]) Soient l’alphabet B = {a.b} et (B,v) une commutation par-
tielle. Si L est un langage algébrique alors f.(L) est aussi algébrique.

De cette proposition et du Corollaire 5.3.29 découle :

Proposition 5.4.7 Soient (A,6) et (B,v) deur commutations partielles et un morphisme
@ : A* — B* . Sl eziste deur mots m et w connezes pour ¥ tels que pour tout z € A nous
ayons @(z) C fo(1313) alors ¢ est Alg-compatible.

preuve : Posons A = {a;,...,a,} ; pour tout a; nous avons @(z) = f,(m>w?) .

Soit I'alphabet X = {z,y} , et le morphisme % : A* — X* défini par ¥(a;) = 2*y” pour
touta; € A .

Soit (A, A) la commutation partielle défini par A = {(z,¥), (y,z)} si alph(w) x alph(m) C v,
A = { sinon.

Maintenant définissons le morphisme § : X* +— B* par é(z) =met é(y) =w .
De facon évidente nous avons pour tout mot u de A G(u) = fyoborp(u) .

Clairement le morphisme § est connexe, continu et rigide. Il existe une transduction 7 telle
que fyof = Tof) .

D’aprés la Proposition 5.4.6, pour tout langage algébrique L de A* le langage fyotp(L) est
algébrique. Ainsi, le langage Tofyotp(L) = F(L) est aussi algébrique. o

Lorsque le morphisme n’est pas connexe cette condition suffisante devient nécessaire :

Proposition 5.4.8 Soient (A,0) et (B,v) deuz commultations partielles et un morphisme
@ : A* — B* . Sip n'est pas conneze sur les lettres alors ¢ est Alg-compatible si et seulement
st il existe deur mots ty et to connezes pour ¥ tels que pour tout ¢ € A nous ayons @(z) C

H(tit3) -

preuve : 1l existe une lettre = de A* telle que ¢(z) n’est pas connexe pour 7 . Si (alph<p(z), ¥)
comporte plus de trois composantes connexes nous savons que @(z*) n’est pas algébrique.

Autrement il existe une lettre y telle que, pour tout mot #; et ¢, de B* , nous n’avons jamais
P(z) € fH(1113) et F(y) € f4(1313) .

Soient m et w les deux mots de A* tels que ¢(z) %» mw et wm ——;—-> mw . Posons u = ¢(y) .

Le langage L = fg({y"z" | n € IN}) est un langage algébrique quel que soit 4 .

rappelons que connexe équivaut a fortement connexe pour les commutations partielles
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Clairement si

alph(u) N alph(mw) = @
ou alph(u) ¢ alph(mw)
ou alph(m) ¢ alph(u) et alph(m) N alph(u) # 0
ou alph(w) ¢ alph(u) et alph(w) N alph(u) # 0

nous avons G(L) Nu*m*w* = {u"m"w" | n € N}, ce langage n’est pas algébrique.
Il nous reste les cas alph(u) = alph(mw) , alph(u) = alph(m) et alph(u) = alph(w) .

Commencgons par le cas alph(u) = alph(m) (ou alph(u) = alph(w)) : nous savons que m
est connexe pour J , de plus nous ne pouvons pas avoir f,(um) = f,(mu): d’apres le
Corollaire 5.3.16 il est nécessaire d’avoir un mot ¢ et deux entiers « et § tels que fy(u) = f,(t%)

et f,(m) = f,(t%).

D’apres le Lemme de Projection il existe un couple de lettres (a, b) de (alph(m),7) , ap(um) #
II,;(mu) remarquons alors que {Igp(u), Mqp(m)} est un code .

Calculons Mgpy(Fofe(L)) N (Map(u))*(Map(m))*w* : clairement up(@Fofo(L)) C (Myp(u) +
Hop(m))* . Comme {I p(u),I5(m)} est un code il existe une factorisation unique dans

{Mgp(u), ap(m)} de Myp(Pofe(L)) ainsi

ap(Fofo(L)) N (Tap(u))* (Map(m))”) = {Mlap()"Map(m)" | n € N}

Maintenant, comme alph(w) N alph(mu) = @ et w # € nous obtenons
Mapw (oo fo(L)) N (Tap(w))"(Tap(m)) w™ = {Ilap(u)" Map(m)"w™ | n € N}
ce langage n’est pas algébrique.

Si nous avons alph(u) = alph(mw) , nous savons que nous ne pouvons pas avoir a la fois
fy(um) = f,(mu) et f,(uw) = f,(wu) . D’une maniére similaire au cas précédent nous
obtenons : il existe un couple de lettres (a,b) de (alph(m) N alph(u),¥) ou de (alph(w) N
alph(u),7) tel que :

ap(Bofo(L)) N (Map(u))* (Map(m))”) = {Map(n) " Map(m)" | n € N}

ou bien
Hop(Pofo(L)) N (Man(w))"(Map(w))™) = {Mas(u) Map(w)" | » € N}

facilement nous obtenons
Mapw(o@ofo(L)) N (Mabw(w)) (Map(m)) w* = {Iapw(u) " Map(m) " w™ | n € IN}

Ce langage n’est pas algébrique. O
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Le cas connexe et continu

Proposition 5.4.9 Soient (A,0) et (B,v) deuz commutations partielles et un morphisme
@ : A* — B* . Si @ est conneze sur les lettres et continu alors ¢ est Alg-compatible si et
seulement si

— Soit il eziste deur mots t; et ta connezes pour ¥ tels que pour tout x € A nous ayons
@(z) C f(11t3)

— Soit le morphisme est local.

preuve : Si le morphisme ¢ est local, alors il existe une transduction rationnelle 7 telle que
@ = Tofy et ainsi ¢ est Alg-compatible.

Si il existe deux mots #; et t; connexes pour ¥ tels que pour tout z € A nous ayons @(z) C
f+(t7t3) alors le morphisme est Alg-compatible.

Supposons que le morphisme ne soit pas local et qu’il n’existe pas deux mots ¢; et 15 connexes
pour 7 tels que pour tout z € A nous ayons @(z) C f,(11t3) .

Comme le morphisme ¢ n’est pas local, il existe un mot de permutation rigide pour 6
m = z7...Z, tel qu'il n’existe pas de sous-mot de ¢(m) z} ...z, , avec zj € alph(p(z1))
et z, € alph(y(z,)) , rigide pour v . 1l existe alors un mot v = vyp(x,)w(z1)v2 avec
alph(p(z1)) x alph(vy) C 7 et alph(vz) x alph(p(zn)) C 7 -

Le cas n = 2 ou ¢(22...Zn—1) = € : par hypothese il existe une lettre y telle qu’il n’existe
pas deux mots t; et {5 tels que

— Soit F(z1) C f,(1713) et Fy) C fH(1]13) -

~ Soit F(zx) C f(1513) et §(y) C fr(8513) -

Définissons le morphisme ¢ : X* — B* avec X = {z,y},¥(z) = ¢(z0...2,) et P(y) = ¢(y) .

Pour tout mot v € y"(z¢...z,)" nous avons f,op(y"z") = Pofg(u) : ¢ est continu, nous
avons donc & = @ofy .

Comme (y) n’est pas connexe et d’apres les hypothéses sur y , la Proposition 5.4.7 nous
dit que ¥ n’est pas Alg-compatible et notamment le langage f,o9p({y"z" | n € IN} n’est pas
algébrique.

Maintenant il nous faut montrer que le langage fa({y"(2o...z,)" | n € IN}) est algébrique.
Si {y} x {zo...zn} C O fo({v"(z0...2x)" | n € N}) = {y"w(z0...24)" | n € IN} sinon il
existe m; et my tels que zg...2, = myz;my avec {y} x alph(m1) C @ et (y,z;) & 6 et alors
fol{y™(zo...z,)" | n € N}) = £ + {(y"w m1)z;ma(Z0...2,)" 1 | n € N*} .

Ainsi le cas n =2 ou p(x2...2,-1) = € est résolu.
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Supposons n > 2 et () # ¢ alors le langage L = zha? '2y...2,29 2% _, est algébrique et
6-clos.

Comme ¢(z;) # € et (z1,22) € 8 , il existe un couple de lettres (a,b) dans alph(p(z2)) X
alph(p(z1)) N7 . D’aprés le Lemme 5.3.24 nous avons ¢(z3) ¢ ¢(z1) et d’autre part ¢(z;)
est connexe nous pouvons prendre a dans alph(zs) \ alph(z,) .

De méme pour (2,-1,2,) il existe un couple (¢,d) € (alph(z,-1) \ alph(z,))N 7 .

Le mot abed est du reste un mot de permutation : v = v1¢(z,)p(zo)v, avec alph(p(2g)) X
alph(v1) C v et alph(vz) x alph(p(2a)) C 7 -

Calculons @(L) N p(z2)*v1((zn)e(z0))*v2p(zn—-1) : soit m un mot de cette intersection :
m = (22)P01(0(2n)¢(20)) v20(Tn-1)"

Puisque (a,b) € f nous devons avoir |v;], = 0 et ainsi p = ¢ de fagon symétrique nous devons
avoir g = r ainsi

G(L) N p(z2) v1(p(Tn)p(20)) v20(Tn-1) = {p(z2)Pv1(P(24)p(20)) v2p(zn-1)° | p € N}

Ce langage n’est pas algébrique. D

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mis en avant I'interét pratique des morphismes : spécifier le
parallélisme a des niveaux d’abstraction différents. Cette approche rend possible une anal-
yse descendante des problémes (morphisme continu), elle permet aussi de mieux exprimer
le parallélisme des programmes & mémoire partagée, programmes ou deux actions peuvent
commuter sans pour autant pouvoir étre exécutées en parallele.

Dans une premiére partie, nous avons défini les morphismes préservant les dépendances ;
ces morphismes sont toujours Reg-compatibles. Pour étendre ce résultat a une plus grande
classe de morphismes nous avons eu recours a une décomposition des morphismes ce qui
nous a permis d’utiliser la caractérisation des semi-commutations Reg-compatible du chapitre
précédent. Ainsi nous avons obtenu une condition suffisante pour qu’un morphisme soit Reg-
compatible et une condition nécessaire et suffisante pour les morphismes non-effagants et
disjoints.

Ensuite, nous avons abordé le probléme de la simulation d’un morphisme pour semi-commu-
tations par une transduction rationnelle. Nous avons résolu deux équations : si la premieére
équation n’appréhende qu’un nombre restreint de morphismes pour semi-commutations, la
seconde caractérise les morphismes continus (les morphismes des monoides de semi-traces)
réalisables par transduction rationnelle.

Griace a cette deuxiéme équation nous avons donné une preuve plus simple pour le probleme
fo(u*) € Alg(A*) , nous avons aussi caractérisé les morphismes continus pour les commu-
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tations partielles Alg-compatibles. Pour étendre ce dernier résultat au cas général nous
proposons 1’étude d’une troisiéme équation :

Pofo = Tofp

Si cette troisieme équation permet de caractériser les morphismes Alg-compatibles dans le
cadre des commutations partielles, un probleme se posera alors naturellement : résoudre ce
probléme dans le cadre des semi-commutations !
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