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Il 
Introduction 

Pour augmenter la puissance de traitement des ordinateurs, les informaticiens ont conçu 
des machines multi-processeurs qui permettent l'exécuti~n de plusieurs instructions de façon 
simultanée. La programmation de ces machines n'est en rien évidente : en effet, pour traiter 
un problème avec effica.cité, il faut faire coopérer un ensemble de processeurs. De nos jours 
il existe deux grandes familles d'ordinateurs multi-processeurs : 

Les ordinateurs SIMD où tous les processeurs exécutent la même instruction sur des 
données différentes. 

Les ordinateurs MIMD où chacun des processeurs travaille sur son morceau de pro­
gramme avec des données propres ou partagées. 

Pour tirer parti de telles machines on doit adapter, ou plutôt repenser, les algorithmes séquen­
tiels déjà connus. Pour les machines MIMD, il faut de plus répartir le travail en tâches et 
assurer la coordination entre les différentes tâches, ce qui rend leur programmation très ardue. 
Cette génération de machines nécessite l'élaboration de nouvelles méthodes de conception, 
d'analyse et de validation des algorithmes. 

L'un des buts de l'informatique théorique est de fournir des outils mathématiques permettant 
une meilleure utilisation des ordinateurs et, naturellement, l'informatique théorique entend 
répondre aux besoins de l'informatique parallèle en apportant un formalisme, des méthodes 
de spécification et des outils de preuves de programmes. 

C'est dans cette perspective qu'ont été introduits différents modèles formels. Parmi ces 
modèles on peut distinguer les réseaux de Petri, introduits par C.A. Petri au début des années 
60, et les systèmes de transitions d'A. Arnold et M. Nivat [AN82). L'étude des réseaux de 
Petri a réellement commencé dans les années 70 et a dégagé des notions importantes de 
la théorie des langages telles que les systèmes d'addition de vecteurs (SAVE) et le fameux 
théorème sur l'accessibilité démontré par S.R. Kossaraju et E.W. Mayr [Kos82, May84). 

C'est dans le but d'analyser le comportement des réseaux de Petri booléen~ (one safe) que 
A. Mazurkiewicz ([Maz77]) a introduit la notion de monoïde partiellement commutatif libre 
dans le monde du parallélisme. L'idée est la suivante : exprimer le parallélisme à l'aide d'une 
relation d'indépendance sur un alphabet A . Dans une première étape, on représente chaque 
action par une lettre d'un alphabet A , un mot de A'" représente alors un calcul (i.e. une 
trace d'exécution d'un programme). Puis on définit une relation d'indépendance symétrique 
(J entre les lettres, cette relation est appelée commutation partielle. Par définition de (J nous 
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savons que pour toutes lettres a et b indépendantes, les calculs m 1abm2 et m 1bam 2 sont 
équivalents. Ainsi obtient-on une relation d'équivalence sur les mots du monoïde libre qui 
définit une congruence "' sur le monoïde libre : 

la congruence "' sur le monoïde libre A .. associée à la relation d'indépendance 8 est la plus 

petite relation vérifiant "si (a, b) E 8 alors m1 abm2 "' m1 bam2 " . 

Le monoïde partiellement commutatif libre, noté .'M(A, 8) , est défini par le monoïde quotient 
A"' l"' . Les éléments de ce monoïde sont appelés traces. 

Un calcul en parallèle n'est donc pas représenté par un mot : une trace représente une classe 
d'équivalence pour la congruence "' , une trace correspond à l'ensemble de toutes les exécu­
tions séquentielles d'un même calcul. Une trace est aussi un graphe acyclique correspondant 
exactement au graphe de précédence d'un calcul : chaque noeud est étiqueté par une lettre 
(une action), les arcs imposant un ordre d'exécution entre les lettres dépendantes. 

En fait le monoïde partiellement commutatif libre avait été introduit une dizaine d'années 
auparavant par P. Cartier et D. Foata ([CF69, Lot83]) pour étudier en combinatoire des 
problèmes de réarrangement de mots. Ce monoïde a été aussi utilisé par M. Fliess ([Fli74]) à 
propos de séries rationnelles et de séries reconnaissables. Néanmoins, c'est à partir de l'article 
révélateur d'A. Mazurkiewicz qu'a débuté l'étude du monoïde partiellement commutatif libre. 
Cette étude a été menée suivant différents angles d'approche: 

utilisation du monoïde partiellement commutatif libre pour étudier les réseaux de Petri 
(Die90, Maz87]. 

- étude des langages et des familles du monoïde partiellement commutatif libre à l'instar 
de celle qui existe pour les langages du monoïde libre [AH89, AR88, CG93, CL85, CP85, 
Dub86, GOPR92, GRS91, Mét86c, Och85, Pig92, Per89, Sak92, Tho90, Zie87] ; 

étude des systèmes de réécritures dans le monoïde partiellement commutatif libre [Die90, 
N088, Ott87, Ott89, WD092] ; 

utilisation du monoïde partiellement commutatif libre pour élucider des problèmes de 
structures partiellement commutatives libres plus riches (algèbre de Lie libre, par ex­
emple) [DK93a, DK93b, Lal91] . 

Notons que les commutations partielles ne sont pas utilisées uniquement en informatique 
théorique ! M.P. Flé et G. Roucairol [FR82, FR85] les ont utilisées comme outils pour des 
problèmes de bases de données réparties; la base théorique du système COSY (voir [LTS79]) 
repose sur la théorie des traces, dans [JM90] R. Janicki et T. Müldner bénéficient de ce fait 
pour transformer des spécifications séquentielles en spécifications parallèles. 

Un certain nombre de généralisations (au moins 4 en 1991-1992 !) sont également apparues. 
La plus aboutie est sans doute la théorie des langages de traces infinies qui permet de 
représenter les processus parallèles qui ne terminent pas, comme par exemple les systèmes 
d'exploitation distribués (voir [DE92]). 

Pour modéliser les processus parallèles de type producteur 1 consommateur, M. Clerbout et 
M. Latteux ([Cle84, CL87]) ont introduit une généralisation naturelle des commutations par-
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tielles : la notion de semi-commutation. Une semi-commutation est une relation irréflexive 
sur un alphabet A ; une commutation partielle est donc une semi-commutation symétrique. 
L'idée de base est la suivante : 
La règle du problème du producteur 1 consommateur est "on ne peut pas consommer plus quc. 

ce que l'on a produit"; par contre on peut anticiper la production par rapport à la consom­
mation. Si les lettres p et c représentent respectivement les actions produire et consommer, 
alors pour tout calcul m1 cpm 2 respectant la règle du producteur 1 consommateur, le calcul 
m1pcm2 respecte lui aussi cette règle. Par contre l'inverse est évidemment faux : le calcul pc 

respecte la règle contrairement au calcul cp . D existe donc une dépendance non symétrique 
entre le consommateur et le producteur : on a cp --+ pc mais pas pc --+ cp . Dans le 

problème du producteur 1 consommateur, la semi-commutation sous-jacente est définie par : 
8 = {(c,p)}. 

Une relation de semi-commutation 8 sur un alphabet A peut être aussi vue sous la forme 
d'un système de réécriture où toutes les règles sont de la forme xy --+ yx , (x, y) étant un 
_couple de lettres appartenant à la relation 8. 
Pour obtenir la clôture, transitive et réflexive, d'un mot ou d'un langage par le système de 
réécriture on utilise une application /6 : 2A• ~ 2A• appelée fonction de semi-commutation. 

L'étude des semi-commutations s'est développée suivant plusieurs axes : 

Etude des réseaux de Petri à l'aide des semi-commutations : un réseau de Petri est 
un assemblage de producteurs et de consommateurs, les semi-commutations paraissent 
donc mieux adaptées à l'étude des réseaux de Petri que les commutations partielles. 
ll est possible de définir, de façon systématique, une relation de semi-commutation 8 à 
partir d'un réseau de Petri : (y, x) appartient à 8 si et seulement si toute place en entrée 
de x n'est pas en sortie de y . D est alors facile de remarquer que le langage reconnu 
par le réseau de Petri est toujours clos par la fonction de semi-commutation associée à 8 . 

Ici nous avons 8 = ( c, p) (la lettre p ne dépend pas de c ). Le langage reconnu par ce 
réseau de Petri est L = FG(D~•(p, c)), l'ensemble des facteurs gauches du langage de 
semi-Dyck. D est possible de montrer que le langage Lest clos pour 8 (i.e. fe(L) = L ), 
de même queL= fe((pc)"p") . 

L'étude des réseaux de Petri à l'aide des semi-commutations a réellement débuté en 1989 
avec le papier de D.V. Hung etE. Knuth [HK89] ; depuis E. Ochmanski l'a poursuivie 
[Och89a, Och90, Och92]. 

Décomposition des semi-commutations en objets plus simples. M. Clerbout et D. Gon­
zalez [CG90, Gon93) ont montré que toute fonction de semi-commutation pouvait être 
réalisée par une composition de fonctions de semi-commutation très simples : les semi­
commutations atomiques. Cette étude a permis de démontrer, de façon simple, des pro-



10 Introduction 

priétés conservées par composition ; elle a également apporté une notion de complexité 
pour les fonctions de semi-commutation : la longueur de la plus courte décomposition. 

Etude de la famille Reg 11 (A") : la famille des langages réguliers (reconnaissables) et 
clos pour la semi-commutation 0 . Le but de cette étude est de fournir des conditions 
suffisantes ou (et) nécessaires pour que la clôture, par une fonction de semi-commuta­
tion, d'un langage régulier soit encore un langage régulier. 

La principale question de ce domaine est le problème de l'étoile : Soit L un langage 
régulier et 0 une semi-commutation. Le langage fe(L *) est-il régulier ? 

Dans [CL87), M. Clerbout et M. Latteux ont établi une condition suffisante pour ce 
problème : le langage itéré doit être fortement connexe (i.e. ne contenir que des mots 
fortement connexes pour la relation de non-commutation). Ce résultat important a 
été démontré de façon indépendante par E. Ochmanski [Och85) et par Y. Métivier 
[Mét86c, Mét86a) dans le cadre des commutations partielles. 
Dans le même papier, E. Ochmanski a proposé des opérations rationnelles pour les 
traces grâce auxquelles il a démontré un résultat fondamental de la théorie des langages 
traces : la généralisation du théorème de Kleene. 

L'autre résultat fondamental de cette théorie est la généralisation des automates du 
monoïde libre : dans [Zie87) W. Zielcinka a introduit la notion d'automates asynchrones ; 
ceux-ci reconnaissent exactement les langages traces réguliers. 

Ces deux joyaux de la théorie des traces n'ont toujours pas d'équivalents pour les semi­
commutations. D faut dire qu'à la différence des commutations partielles, il n'existe 
pas de "monoïde semi-commutatif libre" . 
Dans [CLRZ92) M. Clerbout, M. Latteux, Y. Roos et W. Zielonka ont tenté de généraliser 
le théorème d'Ochmanski. A l'aide d'opérations rationnelles très proches de celles 
d'Ochmanski, ils ont défini, pour chaque semi-commutation (A, 0), une famille de lan­
gages réguliers 0-clos : 'Re(A*) . Cette construction, suffisante pour les commutations 
partielles, s'est révélée trop grossière pour les semi-commutations : dès que la semi­
commutation est non-symétrique, cette famille est strictement incluse dans Reg 11 (A"), 
la famille des langages réguliers 0-clos. 

Dans ce mémoire nous abordons deux de ces thèmes : nous étudions la composition de deux 
fonctions de semi-commutation et nous nous intéressons aux morphismes pour semi-com­
mutations transformant les langages réguliers clos par une semi-commutation en langages 
réguliers clos pour une autre semi-commutation. 

Nous commençons par exposer les résultats classiques de la théorie de langages concernant la 
reconnaissabilité, puis présentons quelques familles de langages du monoïde libre, le vocabu­
laire de base de la théorie des graphes et des réseaux de Petri. 
Dans un second temps nous introduisons la notion de semi-commutation et énonçons les prin­
cipaux résultats de base, résultats que nous utiliserons constamment dans ce mémoire. 
La dernière partie des préliminaires rappelle les résultats obtenus sur le thème "langages 
réguliers et semi-commutations". 
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Partant du principe "savoir composer pour mieux décomposer", nous consacrons le second 
chapitre à l'étude de la composition de deux fonctions de semi-commutation réalisé en col­
laboration de Y. Roos [RW91). Le problème est le suivant : 

Etant donné deux fonctions de semi-commutation fJJ et f>. travaillant sur le même alphabet 
A , existe-il une troisième fonction de semi-commutation fe telle que pour tout mot m de A .. 
on ait fe(m) = f>.ofJJ(m) ? 

Nous donnons une caractérisation décidable des fonctions de semi-commutation "compos­
ables" reposant sur les graphes de non-commutation des deux semi-commutations. Puis nous 
présentons quelques applications de ce résultat : 

Propriété de vérification locale de la synchronisation de deux semi-traces : la synchro­
nisation de semi-traces permet d'exprimer le parallélisme de façon modulaire. Pour 
vérifier si deux semi-traces se synchronisent, il faut tester une condition globale sur les 
deux semi-traces. Grâce à notre résultat sur la composition, nous caractérisons les cou­
ples de semi-commutations pour lesquels une condition très simple permet de décider 
de la synchronisation de deux semi-traces. 
Cette application généralise, partiellement, un résultat de V. Diekert et W. Vogler 
[DV89, Die90] ; elle est aussi présentée par K. Reinhardt dans [Rei92) où l'auteur 
étudie la synchronisation de semi-traces. 

Caractérisation des semi-commutations confluentes : la confluence d'un système de 
réécriture est une propriété généralement indécidable. Nous montrons qu'une semi­
commutation (A, 9) est confluente si et seulement si la composition feofe-l est une 
fonction de semi-commutation ; nous obtenons alors une condition nécessaire et suff­
isante décidable. 
Notons que V. Diekert, E. Ochmanski et K. Reinhardt (DOR91] ont obtenu indépen­
damment une preuve directe de ce résultat. 

Dans (Gon93], D. Gonzalez a caractérisé les fonctions de semi-commutation qui préser­
vent les langages multi-compteurs. La preuve présentée est relativement simple, no­
tamment grâce à l'utilisation de notre critère de "composition". Nous présentons la 
technique de cette preuve. 

Nous terminons ce chapitre sur la complexité de la propriété "la composition de deux fonc­
tions de semi-commutation est une fonction de semi-commutation". Celle-ci se révèle co­
NP-complète, résultat entièrement fondé sur l'étude de la complexité de la confluence d'une 
semi-commutation réalisé dans [DOR91]. 

Le second thème de ce mémoire est l'étude des morphismes pour semi-commutations : soient 
(A,B) et (B,')') deux semi-commutations et un morphisme 'P : A* ~--+ B* , nous appelons 
morphisme de semi-commutations l'opération tj = f-ro'f! . 

Les morphismes pour semi-commutations permettent de spécifier le parallélisme à différents 
niveaux d'abstraction, permettant ainsi une analyse descendante des problèmes. Dans le 
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Chapitre 5 nous donnons deux exemples de morphismes et montrons que l'utilisation de 
morphismes permet de mieux exprimer le parallélisme de certains problèmes, notamment 
lorsque deux actions peuvent commuter sans, pour autant, pouvoir être exécutées en parallèle. 

Dans ce mémoire nous nous intéressons plus particulièrement aux morphismes pour semi­
commutations conservant la régularité ; nous baptisons ce type de morphismes "morphismes 
Reg-compatibles". Un morphisme r.p est Reg-compatible si et seulement si pour tout langage 
L appartenant à Reg 11 (A •) ( L est un langage régulier et Jo ( L) = L) le langage rp( L) est un 
langage régulier. 

Dans le Chapitre 4, réalisé en collaboration d'E. Ochmanski [OW93), nous traitons un cas 
très particulier de morphismes pour semi-commutations : l'identité. Le problème s'énonce 
plus simplement, nous parlerons alors de semi-commutations Reg-compatibles : soient (A, 8) 
et (A, 1) deux semi-commutations, a-t-on f·r( L) E Reg(A '") pour tout langage L de Reg 11 (A '") ? 

Dans le cas des commutations partielles la solution de ce problème est triviale : il faut que 
1 soit incluse dans 8 . Ce problème est plus délicat dans le cadre des semi-commutations, 
principalement pour trois raisons : 

- l'inclusion de 1 dans 8 n'est plus une condition nécessaire. 

- conserver les mots fortement connexes pour 0 n'est pas suffisant. 

- la famille des langages réguliers et clos pour une semi-commutation est mal connue. 

Nous obtenons une caractérisation décida ble des couples de semi-commutations Reg-compatibles 
relativement simple. Pour la démonstration, nous établissons une condition suffisante pour 
que la clôture d'un langage régulier par une fonction de semi-commutation soit encore un lan­
gage régulier : nous généralisons la notion de rang de distribution définie par K. Hashigushi 
[Has91) dans le cadre des commutations partielles. 

Nous donnons ensuite des corollaires de cette caractérisation (établis dans [CGL +92]) : par 
exemple "8-1 est toujours Reg-compatible avec 8" ou encore "8 U e-1 est Reg-compatible 
avec 8 si et seulement si 8 est confluente". Ce dernier corollaire nous permet de conclure ce 
chapitre sur la complexité : la propriété Reg-compatible se révèle co-NP-complète. 

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré à l'étude des morphismes pour semi-com­
mutations. Après avoir donné des exemples de morphismes, nous abordons le problème des 
morphismes Reg-compatibles. A nouveau, le cas des morphismes Reg-compatible se révèle 
relativement simple dans le cadre des commutations partielles. Dans le cadre des semi-com­
mutations nous donnons une condition suffisante pour qu'un morphisme soit Reg-compatible: 
si un couple de lettres (x, y) n'appartient pas à 8 alors r.p(x) x r.p(y) n'est pas inclus dans 1. 
Nous obtenons une condition suffisante plus large, en combinant cette condition et la carac­
térisation des semi-commutations Reg-compatibles. Cette condition est nécessaire pour les 
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morphismes non-effaçant et disjoints (deux lettres différentes ont des images par 'P sur des 
alphabets disjoints). 

Nous abordons ensuite la simulation d'un morphisme pour semi-commutations par une trans­
duction rationnelle, outil fondamental de la théorie des langages. Pour ce faire nous résolvons 
deux équations. La première demande au transducteur de faire tout le travail : T = tP ; la 
classe de morphismes définie par cette équation est très restreinte. Pour simuler une classe 
plus grande de morphismes nous étudions une seconde équation : T = cpofe . Nous car­
actérisons la classe de morphismes ainsi définie et montrons notamment que cette équation 
caractérise les morphismes du monoïde de sem.i-traces qui peuvent être simulés par une trans­
duction. 

Nous concluons ce dernier chapitre sur deux applications de l'équation T = tPofe : 

Une nouvelle preuve d'un résultat de M. Clerbout et Y. Roos [CR90] caractérisant les 
mot u et les semi-commutations 9 tels que Je( u•) soit un langage algébrique. 

Une caractérisation des morphismes de monoïde de traces ('P: M(A,U)......,. :M(B,U)) 
transformant les langages algébriques de :M(A, 9) en langages algébriques de :M(B, ï) . 
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Préliminaires 

2.1 Eléments de la théorie des langages 

2.1.1 Monoïdes et Morphismes 

Monoïdes 

Un semigroupe est un ensemble S muni d'une loi de composition interne associative. Un 
monoïde est un semigroupe :M muni d'un élément neutre, noté 1, pour la loi de composition 
interne. 

Etant donné deux sous-ensembles A, B d'un monoïde JM le produit .AB est défini par 
AB = { c E 1M 1 3a E A, 3b E B : c = ab} . 

Un sous-ensemble A d'un monoïde 1M est un sous-monoïde de M si A2 CA et 1 E A . 

Etant donné A un sous-ensemble d'un monoïde :M , l'ensemble 

où A0 = {1} et An+l = A 11 A, est un sous-monoïde de JM . En fait A* représente le plus petit 
sous-monoïde, au sens de l'inclusion, contenant A . 

Pour tout ensemble X , X* est le monoïde libre engendré par X ; il est défini par : 

- Les éléments de X* sont des n-uplets U = ( Zo, %}, ••• , %11 ) n ~ 0 d'éléments de X . 

- Si v = (yo, YI' ... , Ym) est un élément de x· alors le produit uv est défini par la 
concaténation: uv= {zo,Zt,···,zn,Yo,Yt,· .. ,ym) 

Ceci est un monoïde avec 1 = () comme élément neutre. Nous écrirons x au lieu de (x) ainsi 
que E pour () . Un élément u = (xo, Zt, ... , X 11 ) de X* s'écrit alors u = XoXt •• • X 11 et est 
appelé mot, les éléments de X sont des lettres et X est un alphabet, une partie de X* est 
appelé langage. 
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Morphismes et Congruences 

Etant donnés deux semigroupes S et T , un morphisme de semigroupes est une application 

deS dans T telle que pour tous x, y appartenant à S nous ayons c.p(xy) = cp(x)c.p(y). 
Lorsque S et T sont deux monoïdes, c.p est un morphisme de monoïdes si nous avons en plus 

c.p( 1) = { 1 } . 

Une substitution .,P de x· dans y• est un morphisme de monoïde de x· dans 2y• Ainsi 

pour tout x de x' .,P(x) c y• '.,P(1) = 1 et pour u,v dans x·' t;!J(uv) = .,P(u)t;!J(v). 

Une congruence"' sur le monoïde 1M est une relation d'équivalence stable pour la loi de M , 
i.e.: "Vx,y,z E M: x""" y=> xz"' yz et zx "'zy. 

Le monoïde quotient de M par cette congruence, noté M/"" , est l'ensemble des classes 

d'équivalence pour "" muni de la loi induite par M . 

L'application canonique <P- associant à tout élément de M sa classe d'équivalence pour"" est 

un morphisme, appelé morphisme canonique de M sur M/"' . 

Le nombre de classes d'équivalences d'une congruence "' est appelé index de """ . L'index 
d'une congruence est un entier naturel ou l'infini. 

Soit P une partie de M ; P est dite fermée. pour la congruence "' si P est une union de classes 

modulo "" . De manière équivalente, P est fermée pour "' si <f;...., sature P i.e. : 

soit il existe une partie N du monoïde quotient M/"' telle que P = <f;:1 (N) . 

- soit P = r!J:1o<f;....,(P) . 

2.1.2 Quelques notations 

Dans ce paragraphe nous utiliserons l'alphabet A , u , v et w représenteront des mots de A* . 

La longueur du mot w sera notée \w\ et lw lx représentera le nombre d'occurrences de la lettre 

x de A dans le mot w . 

Nous noterons al ph( w) 1 'ensemble des lettres occurrant dans w i.e. 

alph(w) ={xE A llwl:r > 0} 

Nous appellerons mot de permutation tout mot u ne contenant pas deux occurrences d'une 

même lettre i.e. lrJx E alph(u), lu\x = 1. 

Nous noterons corn( u) la clôture commutative du mot u : 

com(u) = {w \lrfx E A, lwl:r = lulx} 

Un mot v est un sous-mot de u s'il existe des mots wo, ... , Wn, v1. ... , Vn de A* tels que 

U = WoVJ WJ ••• Vn Wn et V = V} ••• Vn • 
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Nous noterons FG( w) l'ensemble des facteurs gauches du mot w i.e. 

FG(w)={uEA*I3vEA* w=uv} 

Cette définition est étendue pour tout un langage L de A* : 

FG(L) = U FG(w) 
wEL 

Nous désignerons par llB(w) la projection du mot w sur le sous-alphabet B de A , c'est 
l'image de W par l'homomorphisme llB défini par : 

Vx E A, llB(x) = { : ::; 

Nous noterons llu la projection sur al ph( u) i.e. llalph(u) • 

Le mot ü signifiera le miroir de u i.e. si u = XoXt ••• Xn alors ü = Xn ••• XJ Xo où les Xi sont 
des lettres de A . 

Nous noterons uw v le produit de mélange (shuffie) des mots u et v i.e. 

Nous utiliserons le produit de mixage de deux mots, u m v, introduit par R. De Simone dans 
[DS84] et défini par : 

um v= {w E (alph(u) U alph(v))*l llu(w) = u, ll~(w) =v} 

Le produit de mixage de deux langages est défini par 

Ltm L2 = U um v 
uEL1 
vEL2 

2.1.3 Parties rationnelles et régulières 

Langages rationnels 

Soit M un monoïde, l'ensemble des parties de :M est un monoïde lorsqu 'il est muni de 
l'opération produit induite par M et de son élément neutre {1} . 

L'opération étoile est définie pour toute partie P de :M par 

où pO= {1} et pn+l = pnp. 

L'opération plus est définie pour toute partie P de :M par 

Les opérations union, produit et étoile sont appelées opérations rationnelles. 
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Définition 2.1.1 La plus petite famille de parties de :M fermée pour les opérations ra­

tionnelles et contenant les parties finies de M est appelée famille des langages rationnels 
de M et est notée Rat(M) . 

Langages réguliers 

Définition 2.1.2 Un langage R de M est régulier s'il existe un monoïde fini F et un mor­
phisme f : M ~ F saturant R . 

Une définition équivalente est la suivante : 

Définition 2.1.3 Un langage R de :M est régulier s'il existe une congruence d'index fini 

saturant R . 

Nous noterons Reg(M) la famille des langages réguliers de 1M . 

La congruence la plus grossière saturant un langage R est la congruence syntaxique de R, 
notée ~ et définie par : 

x~ y<::> 'Vz, tE JM, (zxt E R <=> zyt E R) 

Proposition 2.1.4 Un langage R est régulier si et seulement si son monoïde syntaxique 
M 1~ est fini. 

Proposition 2.1.5 Reg(M) est fermée par les opérations booléennes : umon, intersection 
et complémentation. 

Définition 2.1.6 Soient R et L deux langages de M , le quotient à gauche de R par L est 
l'ensemble L -t R = { w E M 1 Lw n R :f. 0} . 

Proposition 2.1.7 Soit L un langage de :M . SiR appartient à Reg(M) alors L- 1 R appar­

tient aussi à Reg(M) . 

Automates 

Définition 2.1.8 ([Lal79]) Un M-automate A=< Q,qo,F,li >est donné par un ensemble 
d'états Q , un état initial qo de Q, un ensemble d'états finaux F C Q et une fonction de 

transition li: Q x M ...... Q vérifiant: li(q,E) = q li(q,ux) = li(q,li(u),x). 

Un élément u de JM est reconnu par un automate A =< Q, q0 , F, li > si et seulement si 
li(q0 , u) E F . Le langage reconnu par l'automate A est L(A) = { u E M ili(qo, u) E F} . 

Un :M-automate A =< Q, qo, F, li > est fini si et seulement si Q est fini. 

Proposition 2.1.9 Soit R un langage de :M . Les propositions suivantes sont équivalentes : 
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- R est reconnaissable (i.e. régulier) . 

- Il existe un automate fini A tel que L(A) = R . 

- L'ensemble { w-1 R 1 w E M} est fini. 

2.1.4 Langages du monoïde libre 

Langages réguliers 

Théorème 2.1.10 (Théorème de Kleene) La famille des langages réguliers de X* est 
égale à la famille des langages rationnels de x· . 

Proposition 2.1.11 Les langages réguliers sont clos par union, produit, étoile, plus, inter­

section, complémentation, miroir, morphisme, morphisme inverse, substitution régulière. 
--

Langages Algébriques 

Définition 2.1.12 Unf. grammaire algébrique G =< V, X, P > est constituée par un alpha­
bet V de variables, un alphabéi X , disjoint de V , de lettres terminales et un ensemble fini 
P C V x (V U X)* de règles de production . 

L'ensemble des règles de production pour la variable osera notée o ---+ 11 ll2 1 ... lln . 
G 

Soient G =< V,X,P > une grammaire algébrique et f,g E (VU X)*. Alors f se dérive en 
g , ce que l'on note f-+ g , si et seulement si il existe des factorisations f = uov et g = ulv 
telles que a ---+ 1 E P . 

G 

Nous désignerons par __::_.. la clôture réflexive et transitive de - . 
G G 

Pour toute variable a de V le langage engendré par o pour G est défini par : 

La(o) = {w E X*l o __::_.. w} 
G 

Une grammaire algébrique G = < V, X, P > engendre un langage L C X • s'il existe une 
variable a E V telle que L = La( a) . 

Définition 2.1.13 Un langage L de X* est algébrique s'il existe une grammaire algébrique 
qui engendre L . La famille des langages algébriques de X* est notée AJg(X*) . 

Nous noterons Dj(a, b) le langage de Dyck l'ensemble des mots mE (a+ b)* vérifiant lmla = 
lmlb . C'est un langage algébrique car il est engendré par la grammaire suivante : 
V= {a} X= {a,b} P ={a---+ é 1 oaa:ba 1 oboaa}. 

G 
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Nous noterons D~*(a , b) Je langage de semi-Dyck défini par D~*(a., b) = {mw 1 !mw! a = 
lmwlb lmla 2: lmlb} 0 n est engendré par la grammaire algébrique suivante : 

V = {a} X = {a, b} P = {a --+ E 1 aa:ba} . 
G 

Langages multi-compteurs 

Un compteur est un mot sur un alphabet de deux lettres {y0 , y} et appartenant au langage 
y•yo . Les opérations sur un compteur consiste à empiler, dépiler et tester si la pile est vide 

(tester le zéro). Un automate à compteurs est défini par A= (X,Q,q0, F,Y,(yo, ... ,y0 ),6) 
où X est un alphabet d'entrée, Q est un ensemble fini d'états, q0 E Q est l'état initial, Fest un 
ensemble d'états finaux, Y= {y0 ,y} est J'alphabet des compteurs (piles), (y0 , •• • ,y0 ) E (Y*t 
est un n-uple de compteurs et 6 C Q x (X UE) x (YU.: )n x Q x (Y*t est la fonction de transition 

dont les éléments sont de la forme ( q, u, z) -- ( q', z') avec deux conditions supplémentaires 

si Zi, la i"m• composante de z, est égale à y ou à E alors zi E y• et si Zi = y0 alors zi E y*y0 • 

La famille des langages reconnus par les automates à un compteur est appelée OCL (One 
Counter Languages) dont fait partie Je langage de Dyck (Dj) . Si on s'interdit de tester le 
zéro du compteur (les règles sont de la forme (q,u,z)-- (q',z') où z E (yU Et on obtient 

la famille ROCL (Restricted One Counter Languages) dont fait partie D~· . 

La famille des langages rnulti-compteurs est la famille des langages reconnus par les automates 
à compteurs qui ne testent pas le zéro ; plus formellement : 

Définition 2.1.14 La famille des langages multi-compteurs, notée MC, est la plus petite 
famille contenant D~· et fermée par intersection et transduction rationnelle. 

Par exemple les langages Di , {a"b"c" 1 n 2: 0} sont des langages multi-cornpteurs, tandis 

que {a"b" 1 n 2: 0}* n 'en est pas un. 

2.1.5 Transductions rationnelles 

Nous nous intéressons au monoïde résultant du produit cartésien de deux monoïdes libres 
X* et y• où l'opération interne est la concaténation de chacun des monoïdes libres , soit 
(x,y)(x',y') = (xx',yy') et l'élément neutre est (E,E). Ce monoïde n'est pas libre, en effet 

nous avons (x , y)= (x,E)(.:,y) = (.:, y)(x,E). 

Définition 2.1.15 Soient x et y deux alphabets. Une transduction rationnelle T de x· x y• 
est une partiE rationnelle de X· x y• . 

Proposition 2.1.16 L'ensemble Rec(X* x Y*) est strictement inclus dans Rat( X* x Y*) . 

Théorème 2.1.17 ([Niv68]) Les condition suivantes sont équivalentes: 

- T est une transduction rationnelle. 
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Il existe un alphabet Z , tm langage rationnel K de Z* et deux morphismes t.p : z· ~--+ x· 
et '1/,: z· ~--+Y* tels que r = {(t.p(u),,P(u)) 1 u E K}. 

Corollaire 2.1.18 Toute transduction rationnelle r préserve la famille des langages réguliers 

et la famille des langages algébriques i.e. r( L) est régulier (res p. algébrique) si L est régulier 

(resp. algébrique). 

Le théorème de Nivat permet aussi d'écrire une transduction rationnelle sous la forme suiv­
ante: 

Enfin une transduction rationnelle peut se représenter par un automate fini avec sortie : 

Définition 2.1.19 Un transducteur fini est un 6-uple A=< X,Y,Q,qo,F,b > où X et Y 

sont deux alphabets, Q est un ensemble fini d'états, qo E Q est l'état initial, F C Q est 

l'ensemble des états finaux et b est un sous-ensemble fini de Q x X* x Y* x Q . 

2.2 Graphes 

Définition 2.2.1 Un graphe orienté G est un couple (S, A) où S est un ensemble fini de 

sommets et A une partie de S x S dont les éléments sont appelés des arcs. 

Un sous-grapht d'un graphe (S, A) est un graphe (S', A') tel que S'CS et A'= An S'x S'. 

Un chemin dans un graphe est une suite d'arcs telle que l'extrémité terminale coïncide avec 
l'extrémité du suivant. 

Un cycle est un chemin dont l'extrémité terminale coïncide avec l'extrémité initiale. 

Un graphe (S, A) est connexe si pour tout couple de sommets (x, y) il existe un chemin de x 

à y dans (S, AU A-1 ) • 

Un graphe ( S, A) est fortement connexe si pour tout couple de sommets (x, y) il existe un 
chemin de x à y dans (S, A) . 

Les composantes (fortement) connexes d'un graphe (S, A) sont les sous-graphes (fortement) 
connexes maximaux de (S, A) . 

Exemple 2.2.2 Considérons le graphe de la Figure 2.1. La suite d'arcs (f,e),(e,b),(b,d) 

est un chemin. 

La suite d'arcs (a,b),(b,c),(c,d),(d,a) est un cycle. 

Le grapht n'est pas connexe et a fortiori pas fortement connexe. 

Dans ce grapht, il existe deux composantes connexes dont les sommets sont {a, b, c, d, e,!} et 

{g,h}; il y a aussi quatre composantes fortement connexes: {a,b,c,d}, {e}, {!}et {g,h}. 
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c h 

Figure 2.1 : un graphe 

2.3 Réseaux de Petri 

Définition 2.3.1 Un réseau de Petri est quadruplet R =< P,T,pré,post >où: 

- P est un ensemble fini de places , 

- T est un ensemble fini dE transitions disjoint de P , 

- pri est l'application d1ncidence avant définie de Px T dans 1N , 

- post est l'application d1ncidence arrière difinie dE P x T dans 1N . 

Un réseau marqué est Je couple N =< R, .M > formé d'un réseau R et d'une application 
M : P ~--+Il'\ appelée marquage. On notera M(p) Je marquage de la place p i.e. le nombre de 
marques contenues dans p . 

Définition 2.3.2 Une transition t est franchissable pour un marquage .M si et seulement si 

'Vp E P M(p) 2:: pré(P: t) . 
On note M(t) cette relation dans lNCard(P) x T : c'est la précondition de franchissement de 

t . 
Si t est franchissable pour M , le franchissement de t permet d'obtenir le nouveau marquage 

M' tel que : 'Vp E P M'(p) = M(p)- pré(p, t) + post(p, t) . 
On notE M(t)M' cette relation dans INCa.rd(P) x T x JNCa.rd(P) . 

Exemple 2.3.3 Considérons le réseau de Petri de la Figure 2.2. 

Sont franchissables les transitions a, b, c . 

Tout mot du langage ( cbda )"' est une séquence franchissable. 
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Figure 2.2 : un réseau de Petri 

2.4 Semi-commutations 

2.4.1 Définitions 

Définition 2.4.1 ([Cle84, CL87]) Une relation de semi-commutation 9 définie sur un al­
phabet A est une relation irréflexive : c'est un sous-ensemble de A x A . 

Définition 2.4.2 Une relation de commutation partielle fi définie sur un alphabet A est une 
relation symétrique et irréftexive. 

Définition 2.4.3 A toute semi-commutation (A, 9) est assoc&e un système de réécriture 
Se =< A, P > , appelé système de semi-commutation, où P désigne l'ensemble {xy _____. 

yx 1 (x, y) E fi}. 

Le mot u se dérive en v par Se en un pas (noté u - v) s'il existe une règle xy _____. yx et 
6 

deux mots m et w tels que u = wxym et v = wyxm . 
Nous noterons....±..... la clôture transitive de -et~ la clôture réflexive et transitive de - . 

6 6 6 6 

Si u se dérive en v ( u ~ v) il existe des mots mo, m1 ••. mn tels que m 0 = u, mn = v et 
6 

mi __.... mi+l pour tout indice i < n ; l'entier n désignera la longueur de dérivation . Enfin 
e 

u ~ v signifie que u se dérive en v en n pas de dérivation. 
6 

Nous désignerons par fi- 1 la relation de semi-commutation inverse associée à fi : 

9-1 ={(x, y) 1 (y,x) E 9} 

Définition 2.4.4 A toute semi-commutation (A, 9) est associé un graphe de commutation : 
c'est le graphe dirigé < A, fi > où A désigne l'ensemble des sommets et 9 l'ensemble des arcs. 

Nous noterons ë la relation de non-commutation associé à la semi-commutation (A, fi) : 

ë ={(x, y) 1 (x, y)~ fi} 

Définition 2.4.5 A toute semi-commutation (A, fi) est associé un graphe de non-commutation : 
c'est le graphe dirigé< A, ë > où A désigne l'ensemble des sommets et ë l'ensemble des arcs. 
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Définition 2.4.6 Soient (A, 0) une semi-commutation et u un mot de A"' . Le mot tl est 
connexe pour ë si le sous-graphe < al ph( u ), ë n al ph( tl) x al ph( tl) > est connexe. 

Définition 2.4.7 Soient (A,O) une semi-commutation et u un mot de A"' . LE mot tl est 
fortement connexe pour ë si le sous-graphe < alph( tl), ë n alph( tl) x alph( tl) > est fortement 
connexe. 

Exemple 2.4.8 Soit la semi-commutation (A, 0) avec pour alphabet A = {a, b, c, d} et comme 
relation de semi-commutation () = {(a,d), (a,c), (b,a), (b,c), (c,b), (c,a), (d,b)}. 
Nous avons e-1 = {(d,a), (c,a), (a,b), (c,b), (b,c), (a,c), (b,d)}. 

b c 

graphe de commutation graphe de non-commutation 

Pour une question de lisibiliti nous nt représentons pas les arcs (x, x) dans le graphe de 
non-commutation. 

Les mots a, b, c, d, de, abc, abcd sont fortement connexes pour ë . 
Le mot ab est connexe pour ë mais n'est pas fortement connexe. 

Définition 2.4.9 A toute semi-commutation (A, 8) est associée unt fonction de semi-com­
mutation fe : 2A • .-. 2A • définie par 

~L CA*, fe(L) = U {tl 1 w 7 tl} 
wEL 

Si fe1 , fe2 , ••• , fen sont des fonctions de semi-commutation définies sur le même alphabet A , 
nous noterons feno · · · o fo2 o fe1 la composition de ces fonctions : 

Exemple 2.4.10 Soient les semi-commutations (A,Jl) et (A,>.) avec A = {a,b,c} , J.l = 
{(a,b),(a,c)} et>.= {(b,c),(c,b)}. 
Nous avons fA a bea) = {abc a , bac a , bea a} et 

f>, ofiJ( abca) = !>,( abca) U !>,( abca) U !>,( abca) = { abca , acba , ba ca , bcaa , cbaa} . 
Remarquons qu'une fonction de semi-commutation est idempotente i.e. feofe = fe . 
Nous avons aussi fiJ((ba)*) = D~"'(b,a) ainsi que !>,((be)"') = Di(b,c) . Ces affirmations 
peuvent être facilement vérifiées grâce aux lemmes de dérivation que nous présentons main­
tenant. 
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a bea ba ca 
J1 bea a 

Àl lÀ 
acba cbaa 

Figure 2.3: f>..of11 (abca) 

2.4.2 Lemmes de dérivation 

Nous exposons ici quelques lemmes de dérivation que nous utiliserons tout au long de ce 
mémoire. 

Lemme 2.4.11 (Lemme de Projection [Cle84]) Soient (A, 9) une semi-commutation et 

u et v deux mots de A* . Les propositions suivantes sont équivalentes : 

- v E fe(u) . 

- 'v'x,yEA, llab(v)E/e(llab(u)). 

Lemme 2.4.12 (Lemme de Levi pour les semi-traces) Soient (A, 9) une semi-commu­

tation et u, v deux mots de A* et zt E fe(uv). Il existe des mots u', v', u", v" tels que: 

z E fe( u'v') et t E fe( u"v") . 

u'u" E fe(u) et v'v" E fe( v). 

- alph( u") x alph( v') C 9 

Lemme 2.4.13 (Lemme de l'Equivalence [Och90]) Soient (A, 9) une semi-commutation 

et u et v deux mots de A" . Les propositions suivantes sont équivalentes : 

- fe(v) = fe(u). 

- fene-1 (v) = fene-1 ( u) . 

Lemme 2.4.14 (Lemme du Miroir [Lat92]) Soient (A, 9) une semi-commutation et u et· 

v deux mots de A* . Alors v E fe(u) si et seulement si v E fe-1Cii). 

Lemme de Numérotation 

TI est plus facile de vérifier le Lemme de Projection sur un mot de permutation que sur un 
mot quelconque. Pour transformer tout mot en un mot de permutation Y. Roos a introduit 
dans sa thèse [Roo89] la notion de numérotation. 

Définition 2.4.15 Pour une semi-commutation (A, 9) nous posons : 
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- AN = A x 1\' 

- (JN ={((x, i), (y,j)) E AN x AN 1 (x, y) E 8} 

Nous définissons inductivement l'application num :A* .......,. Aiv par 

- num(t:) = E: 

-'VuE A", 'Vx E A, num(ua) = num(u)(a, luala). 

Le morphisme den : A iv .......,. A est défini par 

- 'V( x, i) E AN, den((x, i)) =x . 

Remarquons que Al\· un alphabet infini. En général nous noterons xi un élément (x, i) de 
AN . Nous utiliserons aussi d'autres fonctions de numérotations toujours compatibles avec 
le résultat suivant : 

Lemme 2.4.16 (Lemme de Numérotation [Roo89]) Soit (A, 8) une semi-commutation. 

- Pour tous les mots u, v de A", u ~ v si et seulement si num( u) ~ num( v) . 
6 6N 

- Pour tous les mots u, v de A!v, u f; v si et seulement si den(u) .; den( v). 

Distances entre deux mots 

La distance entre deux mots commutativement équivalents représente le plus petit nombre 
de dérivations élémentaires à effectuer, à l'aide de la commutation totale, pour passer d'un 
mot à un autre : 

Définition 2.4.17 Soit u un mot de permutation de X" . Nous posons 

Définition 2.4.18 Soient u et v deux mots commutativement équivalents. La distance entre 

u est v est définie par : d( u, v)= Card(Enum(u) \ Enum(v)) . 

Lemme 2.4.19 (Lemme de Permutation) Soient (A, 8) une semi-commutation et u un 

mot de permutation de A" , v un mot de com(u) . Alors: 

- v E fe( u) si et seulement si Eu \ Ev c 8 . 

- Si v E fe( u) , d( u, v) est la longueur de la plus courte dérivation dt u en v par 8 . 

Lemme 2.4.20 (Lemme des distances [Gon93]) Soient (A, 8) une semi-commutation et 

u et v deux mots de A • tels que v E fe( u) . Si u --+ w avec d( w, v) < d( u, v) alors v E fe( w) . 
(b,a) 
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2.4.3 Semi-commutations atomiques 

M. Clerbout et D. Gonza1ez ont introduit une nouvelle sous-classe de semi-commutations: les 
semi-commutations atomiques, ce sont les semi-commutations qui ne peuvent être obtenues 
par composition d'autres semi-commutations. 

Définition 2.4.21 Une semi-commutation (A, 9) est décomposable s'il existe des semi-com­

mutations (A, 81), ... , (A, 9n) strictement incluses dans 9 telles que : fe = !en o • • • o /e1 • 

Définition 2.4.22 Une semi-commutation (A, 9) est atomique si et seulement si 9 = B xC 
où B et C sont des sous-alphabets de A disjoints. 

Théorème 2.4.23 ([CG90, Gon93]) Une semi-commutation (A, 9) est décomposable si et 
seulement si (A, 9) n'est pas atomique. 

Grâce à ce théorème, il est possible de définir une notion de complexité sur les semi-commuta­
tions fonction du plus petit nombre de fonctions de semi-commutation atomiques nécessaires 
pour réaliser une fonction de semi-commutation. 
M. Clerbout et D. Gonza1ez ont donné un algorithme permettant de décomposer toute fonc­
tion de semi-commutation en une composition de fonctions de semi-commutations atomiques ; 
cependant déterminer le nombre minima] de semi-commutations atomiques utiles est un prob­
lème ouvert dans le cas généra] (voir [Gon93]). 

2.5 Semi-commutations et langages réguliers 

2.5.1 Monoïde de semi-traces 

Par analogie aux monoïdes de traces nous définissons les monoïdes de semi-traces : soient 
(A, 8) une semi-commutation et sa fonction de semi-commutation associée fe . Le monoïde 
de semi-traces de (A,8) est le triplet M(A,8) = (M,.,l) où 1M = {fe(u) 1 u E A*}, la 
concaténation est définie par fe(u).fe(v) = fe(uv) et l'élément neutre est 1 = fe(E) = {E}. 

Un élément fe( u) de 1M(A, 8) est appelé semi-trace, nous le noterons [u)e . On notera [u]e un 
élément du monoïde de traces M(A, 8 n e-1 ) • 

Toujours par ana1ogie aux monoïdes de traces, nous définissons les parties reconnaissables de 
:M(A, 8) : un sous-ensemble L de :M(A, 8) est reconnaissable si et seulement si l'ensemble de 
ses quotients à gauche {[u)ë1 L 1 [u}e E M(A, 8)} est fini. 

Pour un langage de semi-traces E C M(A, 8) nous désignerons par Ë le langage de mots 
{v E A*l3[u)e E E, v E fe(u)} lui correspondant. 

Dans [Och89a), et à l'aide du Lemme de l'Equiva1ence, E.Ochmanski donne une caractéri­
sation des parties reconnaissables de M(A,B) et montre à l'occasion qu'un langage de semi­
traces E C :M(A,B) peut être régulier sans que Ë soit une partie régulière de A* . Ceci 
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provient du fait que, contrairement aux monoïdes de traces, les monoïdes de semi-traces 
ne sont pas (en général) des monoïdes quotientés par la relation d'indépendance mais sont 
seulement quotientés par la partie symétrique de la relation d'indépendance : es = en e-l 

Nous présentons la caractérisation des parties reconnaissables de M(A, 9) : 

Théorème 2.5.1 ([Och89a]) Un langage de semi-traces L de M(A, 9) est reconnaissable si 
et seulement si U[u)eEL Jo, ( u) est un langage régulier de A* . 

Soient la semi-commutation (A,9) où A= {a,b} et 9 = {(b,a)} et le langage de semi-traces 

R = {[(abt)o 1 n ~ 0} . D'une part Rest un reconnaissable de M(A,9): U[u)eeRfo.(u) = 
(ab)*; et d'autre part R = fo((ab)*) = Di"(a,b) n'est pas un langage régulier de A*. 

Maintenant considérons la semi-commutation (A, 9) = ( {a, b, c}, {(a, b ), (a, c ), (b, a), (b, c)}) et 
le langage de mots L = c( ab)*+ (a+ b )*c. D'une part le langage fo(L) est un langage régulier 

de A* puisqu'il est égal à (a+ b)"c(a + b)* . Mais le langage U[u)eEL fo,(u) ne fait pas partie 
des langages reconnaissables de A": U[u}eeLh.(u) n c(a + b)* = cDi(a,b). 

En résumé pour un langage de semi-traces E C M(A, 0) nous n'avons ni E E Rec(M(A, 9)) => 
Ë E Reg( A*) , ni Ë E Reg( A*)=> E E Rec(M(A, 9)). 
Nous avons toutefois fe(L) E Reg(A*) => E = {[u)o 1 u E fo(L)} E Rec(1M(A,9)). 

2.5.2 Langages réguliers clos par une semi-commutation 

Soit (A, 0) une semi-commutation. La famille des langages réguliers et O-dos de A* est notée 
Reg0(A*) . 

Reg11 (A") = {RE Reg(A") 1 fo(R) = R} 

Nous présentons ici les résultats principaux concernant la famille Reg0 (A") . 

Automate minimal déterministe de Reg11 (A*) 

D.Gonzalez a montré que l'automate minimal déterministe de tout langage de Reg8(A") 
possède une propriété particulière. Intuitivement, soit R un langage de Reg0 (A*) et un mot 
m 1 abm2 dans R , si (a, b) appartient à 9 alors le mot m1 bam2 est lui aussi dans R . Sur 
l'automate minimal déterministe associé à R cela se traduit par : 

Proposition 2.5.2 ([Gon93]) Soient (A, 0) une semi-commutation, R un langage régulier 
de A* et A=< A, Q, q0 , b, T > son automate minimal déterministe. 
Le langage R est 0-clos si et seulement si pour tout couple (a, b) de 0 et pour tout état q tels 
qut b(q,ab) = q' il existe un état q" tel que o(q,ba) = q" et le langage associé à l'automate 
A"=< A,Q,q",o,T >contient celui associé à A'=< A,Q,q',o,T > . De plus si (b,a) est 
aussi dans 0 alors q' = q" . 
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Cette caractérisation est bien utile : il est facile de décider, de façon automatique, si un 
langage régulier est clos par une fonction de semi-commutation. Parfois, elle permet de 
faciliter la construction de la fermeture d'un langage régulier par une fonction de semi-com­
mutation. 

Propriétés de clôture 

Dans le monoïde libre A* le théorème de Kleene affirme que la famille des langages réguliers 
est close par union, produit et étoile. Comme dans le cadre des commutations partielles, la 
famille Reg8(A*) est close par union et produit mais n'est pas close par itération. 

Proposition 2.5.3 ([CL87]} Soit (A, 8) une semi-commutation. Si R1 et R2 sont deux 

langages de Reg8(A*) alors fe(R 1 + R 2 ) et fe(R1.R2 ) sont aussi des langages de Reg6(A*) . 

L'exemple suivant montre que la famille Reg6(A*) n'est pas close par itération : 
Soit (A, 8) = ({a, b}, {(b, a)}) une semi-commutation, le langage {ab} appartient à Reg8(A*). 
Nous avons fe((abt) = D~*(a,b), un langage non régulier de A*. 

Une condition suffisante pour que la clôture, par une fonction de semi-commutation, de l'étoile 
d'un langage de Reg6(A*) reste dans Reg8(A*) a été établie par M.Clerbout et M.Latteux: 

Proposition 2.5.4 ([CL87]} Soit (A, 8) une semi-commutation. SiR est un langage régulier 

et fortement connexe pour ë alors fe(R*) est aussi un langage de Reg8(A*) . 

Cette condition n'est pas nécessaire : 
Soit (A, 8) = ( {a, b }, {(b, a)}) une semi-commutation, le langage {ab+ a+ b} n'est pas forte­
ment connexe, cependant fe( {ab+ a + b} *) = A* . 

En fait, lorsque le langage à itérer est réduit à un seul mot on obtient une condition nécessaire 
et suffisante : 

Corollaire 2.5.5 ([CL87)} Soit (A, 8) une semi-commutation et u un mot de A* . Le lan­

gage fe(u*) est dans Reg8(A*) si et seulement si u est un mot fortement connexe. 

La famille 'Re(A*) et les opérations quasi-rationnelles 

Le problème abordé dans cette partie est la construction des langages de Reg6(A*) à l'aide 
d'opérations rationnelles : il s'agit de trouver des opérateurs assez faibles pour que Reg6( A*) 

soit clos par ceux-ci, mais aussi assez puissants pour pouvoir décrire tout langage de Reg6(A*). 
Comme nous l'avons vu, il n'y a pas de réel problème pour l'union et la concaténation. Pour 
l'itération, et dans le cadre des commutations partielles, E.Ochmanski a introduit une nou­
velle itération : la co-itération. Avant de présenter cette itération, naturellement généralisée 
aux semi-commutations, nous définissons la version asynchrone d'un mot ou d'un langage, 
un opérateur qui casse les mots en composantes fortement connexes : 
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Définition 2.5.6 Soient (A,O) une semi-commutation et u un mot de A* . La version 
asynchrone du mot u, notù AS(u), est définie par 

AS( u) = { llx, ( u) 1 Xi est une composante fortement connexe de (al ph( u), Ô)} 

La version asynchrone d'un langage L de A* est définie par 

AS(L) = U AS(u) 
uEL 

Voici les 8-opérateurs pour les semi-commutations : 

- 8-union : R1 Ue R2 = fe(Rl U R2) = R1 U R2 

- 8-concaténation : R1.eR2 = fe(RJ.R2) 

- 8-itération : R*e = fe[AS(R)*] 

La fàmille 'R.e(A*) est bâtie à l'aide de ces opérateurs: 

Définition 2.5. 7 La famille 'R.e(A *) est la plus petite famille de langages contenant les lan­
gages élémentaires - 1 'ensemble vide 0 et les singletons { E} et {x} où x est une lettre de A -
et close par les 8-opérateurs : 8-union , 8-concaténation et 8-itération . 

E.Ochrnanski a montré dans le cadre des commutations partielles un résuitat très important : 
la généralisation du théorème de Kleene au monoïde partiellement commutatif. 

Théorème 2.5.8 ([Och85]) Soit (A, 8) une commutation partielle. Alors 

De part la définition des 8-opérateurs et grâce à la Proposition 2.5.4, pour les semi-commu­
tations nous avons au moins : 

Proposition 2.5.9 Soit (A, 8) une semi-commutation. Alors 

'Re(A*) C Reg8(A*) 

De la proposition précédente découle : 

Proposition 2.5.10 ([Mét86b]) Soit (A, 8) une semi-commutation. Si L est un langage 
régulier de A* et si tous les facteurs itérants de L sont fortement connexes alors fe(L) est 

dans Reg8(A*) . 

Pour présenter une caractérisation de 'Re , due à M. Clerbout, M. Latteux, Y. Roos et \V. 
Zielonka, nous introduisons les notions d'éléments maximaux, d'éléments minimaux d'un 
langage et de forme normale lexicographique pour une semi-commutation donnée. Cette 
dernière notion a été introduite par Anisimov et Knuth dand [AK79] et à été utilisée par 
E.Ochmanski dans la preuve du Théorème 2.5.8. 
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Définition 2.5.11 Soient (A,8) une semi-commutation et L un langage de A'" . 

MAXe(L) = {u EL 1 "''v EL, u E fe( v)=> v E /e(u)} 

MINe(L) = {u EL 1 "''v EL, v E fe(u) => u E fe(v)} 

Définition 2.5.12 Soient (A,8) une semi-commutation et u un mot de A'" 

- Lexe( u) représente le plus petit élément pour l'ordre lexicographique de fe, ( u) . 

- Le langage LEXe est représente Lexe(A'") . 

- Pour un langage L de A'" , Lexe(L) = {Lexe(u) 1 u EL}= Ln LEXe . 

Nous présentons quelques propriétés de MAXe(R) et de MINe(R) sur les langages 8-clos : 

Lemme 2.5.13 Soient (A, 8) une semi-commutation et L un langage 8-clos. 

MAXe(L) = fe,(MAXe(L)) = MIN6-t(L) 

L = /e(MAXe(L)) = fe(Lexe(MAXe(L))) 

Remarquons que lorsque L est un langage 8-clos de A'" 

MINe(L) = L- U A'"afe,(J;Jb)bA'" 
(a,b)eenë-1 

où I:r représente l'ensemble des lettres indépendantes de x i.e I:r = {y 1 (x, y) E 8.} . 
Nous en concluons :· 

Lemme 2.5.14 Soient (A, 8) une semi-commutation et R un langage de Reg6(A'") . 
Le langage MINe(R) est un langage régulier de A'" . 
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En travaillant sur l'automate minimal déterministe d'un langage régulier R de Reg6(A*) , un 
résultat similaire peut être obtenu pour MAXe(R) : 

Lemme 2.5.15 ([HK89, CLRZ92]) Soient (A,8) une semi-commutation etRun langage 

de Reg11 (A*) . Le langage MAXo(R) est un langage régulier de A* . 

Nous donnons maintenant un lemme illustrant l'utilité de la forme normale lexicographique 
pour l'étude des langages de Reg6(A'") . Tout d'abord remarquons que: 

LEXe =A'"- U A'"bi;aA'" 
{(a,b)EB,Ia<b} 

où I:r = {y 1 (x, y) E 85 } • Par conséquent : 

Lemme 2.5.16 ([Och85]) Soit (A, 8) une semi-commutation. 
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- Le langage LEXe est un langage régulier de A* . 

- Tout facteur d'un mot de LEXe est aussi un mot de LEXe . 

- Si u* est inclus dans LEXe alors u est un mot connexe pour iJ • 

Maintenant nous pouvons énoncer la caractérisation de 'Re : 

Théorème 2.5.17 ([CLRZ92]) Soient (A,(}) une semi-commutation et L un langage lJ-clos 
de A* . Les trois propositions suivantes sont équivalentes : 

1. RE 'Re(A*) 

2. Le langage K = Lexe(MAXe(R)) est dans Reg(A*) et 
tout facteur itérant de K est fortement connexe pour iJ . 

3. Le langage K = MAXe(R) est dans Reg(A*) et 
tout facteur itérant u de ]{ , tel que u* C LEXe , est fortement connexe pour iJ . 

Grâce à ce théorème M. Clerbout, M. Latteux, Y. Roos et W. Zielonka ont montré un résultat 
bien ennuyeux : 

Théorème 2.5.18 ([CLRZ92]) Soit (A, lJ) une semi-commutation. 

'Re(A*) = Rege(A") si et seulement si(} est une relation symétrique. 

preuve : Dans le cas symétrique (A, 8) est une commutation partielle et le Théorème 2.5.8 
affirme l'égalité entre 'Re(A") et Regg(A*) . 
Si (A,(}) n'est pas symétrique, il existe deux lettres a et b telles que le couple ( b, a) appartienne 
à(} n i}-l . Soit R le langage régulier (ba)*a(a + b)* . Clairement le langage Rest 0-clos. 
Notons qu'ici Lexe ne nous est pas d'une grande utilité : (a+ b)"' C LEXe . Le calcul de 
MAXe(R) donne : 

MAXe(R) = (bata(a* + b + bb + bba + bbb+a*) 

Le facteur itérant ba de MAXe(R) appartient à LEXe mais n'est pas fortement connexe pour 
ë. 0 



3.1 Présentation 

Composition de deux 
semi-commutations 

13 

-Dans ce chapitre nous étudions la composition de deux fonctions de semi-commutation, il 
s'agit, étant donné (A,p) et (A,~) deux semi-commutations sur le même alphabet, de décider 
de l'existence d'une troisième sem.i-commutation (A,8) telle que pour tout mot m de A* on 
ait 

f>.ofJ.L(m) = fe(m) 

Tout d'abord nous présentons, à l'aide d'exemples, les deux cas de figures : 

Exemple 3.1.1 Soient A= {a,b} et 11 = {(a,b)}, ~ = {(b,a)} deux semi-commutations 
sur A. La composition des fonctions de semi-commutation fJ.L et f>. est égale à une fonction 
de semi-commutation : la fonction de commutation totale. 
Prenons un mot m de A* , nous avons fJJ(m) n b*a* = blmlbalmla . n est facile de voir que 
pour tout mot bPa9 nous avons f>..(bPa9) = com(bPa9) . Ainsi f>..(JJ.L(m) n b*a*) = com(m) , 
par conséquent f>..of!J réalise la fonction de commutation totale. 

A partir de l'exemple ci-dessus il apparaît que, sur un alphabet de deux lettres, la composition 
de deux fonctions de semi-commutation est toujours une fonction de semi-commutation, mais 
sur un alphabet de trois lettres ... 

Exemple 3.1.2 Soient A= {a,b,c} et 11 = {(a,c)}, ~ = {(b,c)} deux semi-commutations 
sur A. La composition des fonctions de semi-commutation fJ.L et!>.. n'est pas une fonction de 

semi-commutation : 
Supposons qu'il existe (A,8) telle que pour tout mot m on ait f>.ofJ.L(m) = fe(m) . Puisque 
ca E f>..ofJ.L(ac) , 8 doit contenir le couple (a,c) et de façon similaire 8 doit contenir (b,c). 
Considérons le mot abc: comme {(a,c),(b,c)} C 8, nous obtenons cab E fe(abc); pour la 

composition nous avons f 11 (abc) = {abc} et donc f>.ofJ.L(abc) =!>.(abc)= {abc,acb}. Nous 
aboutissons à une contradiction : cab appartient à fe(abc) mais pas à f>..ofJ.L(abc) . 

Dans une première partie nous proposons une propriété sur la composition d'un nombre 
quekonque de fonctions de semi-commutation. A partir de cette propriété nous montrons 
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que si f>..of11 est une fonction de semi-commutation alors l'ordre de composition n'importe pas 
(les deux fonctions de semi-commutation commutent) et leur composée est égale à la fonction 
de semi-commutation associée à leur union : (A, JL U À) . 

Dans un deuxième temps nous établissons la décidabilité de ce problème: il suffit de comparer 
l'image de chaque mot de permutation par la composition des deux fonctions à celle obtenue 
par la fonction associée à leur union. Nous donnons ensuite le principal résultat de ce chapitre: 
une caractérisation graphique du problème reposant sur les graphes de non commutation des 
semi-commutations (A,p) et (A,>.- 1). 

Nous appliquons ensuite notre résultat aux commutations partielles et obtenons ainsi une 
nouvelle preuve d'un théorème concernant la vérification locale de synchronisation de deux 
traces, un résultat de V .Diekert et W .Vogler. Après avoir présenté la notion de synchroni­
sation de semi-traces, nous généralisons le résultat de V.Diekert et W.Vogler au cas de deux 
semi-traces. 

En appliquant notre critère de composition au cas particulier feofe-1 , nous établissons une 
caractérisation graphique décidable des semi-commutations confluentes. Ce dernier résultat 
a été obtenu indépendamment par V.Diekert, E.Ochmanski et K.Reinhardt. Nous présentons 
la complexité de cette caractérisation, obtenue par ces même chercheurs, et l'appliquons à la 
composition de deux fonctions de semi-commutation. 

Nous présentons aussi une utilisation de ce critère de composition : une caractérisation des 
fonctions de semi-commutation préservant la famille des langages multi-compteurs, un travail 
de D.Gonzalez. 

3.2 Résultats préliminaires 

Lemme 3.2.1 Soient les semi-commutations (A, 81 ), (A, 82), ••• , (A, Bn) . 

Si fen ofen_1 o · · • ofe1 est égale à une fonction de semi-commutation fe alors 

preuve: Puisque fe= fenofen_1o···ofe1 nous devons avoir (A,O) = (A,U~fOi). A partir 
de là il est facile de voir que 

D nous faut montrer Je Çfe1 ofe2 o ... ofen . Pour cela considérons u et v deux mots de A* tels 
que u ~ v . D'après le Lemme du Miroir nous avons u ~ v {:::::} Ü ~ v . Comme e e e-1 

nous avons - . . . -
u = w -- w _1 - · · · ___. wo = v n 1 n 1 1 e;. e;;_1 e; 
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Ainsi pour tout ide [1, n] Wi ~ Wi-l , et grâce au Lemme du Miroir, nous obtenons, pour 
trl 

1 

tout i de [1, n] , Wi ~ Wi- 1 • Nous concluons : 
8, 

- • - * * -
'Il = Wn - Wn-1 - • • · - Wo = V 

Bn Bn-1 81 

Malheureusement la réciproque du lemme précédent est fausse : 

Exemple 3.2.2 Soient A = {a, b, c} et trois semi-commutations sur A : 
81 = {(a,c)}, 82 = {(a,b)} et 83 = 81 • 

0 

Nous avons /63 o/o2 o/o1 = /o1 ofo2 o/63 • Par contre /e3 o/62 o/o1 ne représente pas une fonction 
de semi-commutation : 

mazs 

(fo1 o /62 o fo3 )o(fo1 o fo2 o /o3 )( abcb) = { abcb, bacb, bcab, bcba} 

Une fonction de semi-commutation est idempotente, la composition fe1 ofe2 ofo3 ne l'est pas. 

Néanmoins, lorsqu'on se restreint à deux fonctions de semi-commutation, la réciproque du 
Lemme 3.2.1 est toujours vérifiée : 

Proposition 3.2.3 Soient (A,Jl) et (A,>.) deux semi-commutations. Les propositions suiv­
antes sont équivalentes : 

1. f>.of11 est une fonction de semi-commutation. 

2. f>.ofll = f11of>. 

3. f 11 of>, Ç f>.o/11 

4· f>.ofll = f11u>.. 

preuve: De façon évidente nous avons (2) => (3) et aussi (4) => (1). Le Lemme 3.2.1 nous 
assure que (1) => (2). Reste à démontrer (3) => (4): 

(f>.ofll C Jllof>.) => (f>.ofll = fllu>..) 

Nous avons déjà remarqué que f>.ofll C fllu>.. . Pour l'autre inclusion considérons deux mots 
u et v de A• tels que v E f 11u>..(u). Nous allons faire un raisonnement par récurrence sur la 
distance entre u et v : d( u, v) . 

Si d(u,v) = 0, alors 11 =v et, évidemment, v E f>.of11 (u). 

Si d( u, v) > 0 alors il existe un mot w tel que u - w avec v É fllu>..( w) et d( w, v) = 
!JUÀ 

d(u,v)-1. L'hypothèse de récurrence affirme v E f>.of~-'(w). Comme u--+ w, nous avons 
!JUÀ 

w E f 11 (u) ou w E f>.(u): 
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w E f 11 (tl): v E f>.of11 of11 (tl) = f>.of11 (tl). 

w E f>.(tl): v E f>.of11 of>.(tl). Comme f 11 of>. C f>.of11 , nous obtenons: f>.of11of>..(tl) C 

f>.of11 (tl), d'où v E f>..of11 (tl). 

0 

Désormais, dans ce chapitre nous utiliserons l'alphabet A et les semi-commutations (A, 11) et 
(A,>.) . 

Grâce à la Proposition 3.2.3 nous savons que la composition de deux fonctions de semi-com­
mutation f>..of11 est une fonction de semi-commutation si et seulement si il n'existe pas deux 
mots u et v de A• tels que v~ f>.of11(u) et v E f 11u>.(u). Si de tels mots existent nous dirons 
que le couple ( u, v) satisfait la propriété P. 

Le lemme suivant montre que s'il existe un couple de mots vérifiant la propriété P alors il 
existe un couple de mots ( u, v) satisfaisant la propriété P et tel que la dérivation de tl en v 

utilise au moins une règle de >. et une seule règle de 11 n >. . 

Lemme 3.2.4 S'il existE un couple de mots de permutation ( u, v) vérifiant la propriété P 

alors il existe un couple de mots ( u', v') tel que : 

Le couple ( tl1
, v') satisfait la propriété P. 

- tl 1 appartient à corn( tl) . 

preuve : Le couple ( u, v) vérifie la propriété P, écrivons une dérivation de tl dans v par 11 U >. : 

tl = Uo ___.... tl 1 ----> • • . ___.... tl i ___.... . . . ___.... Un -1 ----> Un = V 
~-tUÀ ~-tUÀ ~-tUÀ ~-tUÀ t.J.UÀ t.J.UÀ 

Soit j le plus grand indice tel que le couple ( Uj, un) satisfait la propriété P. TI est évident que 
j =f n . Supposons que tlj - tlj+l . D'après la définition de j nous savons que le couple 

J.L 

( Uj+b un) ne vérifie pas la propriété Pet c'est pourquoi nous avons Uj+1 ~ m ~ Un ; ceci 
J.L ).. 

nous mène à une contradiction : Uj ~ m ~Un donc (uj, un) ne satisfait pas la propriété 
t.J. ).. 

P. Ainsi il possible de trouver une dérivation 

Avec pour tout indice o compris entre 2 et 1 d(whwo:) = d(wbwo:-1) + 1. 

Maintenant considérons h le plus petit indice tel que le couple ( wo, wh) satisfait la propriété P. 
Nous devons avoir h =f 0 . La définition de h impose au couple ( wo, wh-1) de ne pas satisfaire 

la propriété P, d'où w0 ~ m' ~ wh-1 . Comme le couple ( wo, wh) satisfait la propriété 
t.J. ).. 

P il est impossible d'avoir Wh-1 ---+ Wh (sinon wo ~m'~ wh) d'où Wh-l ----! Wh et par 
).. J.L ).. ~n>-. 

conséquent h S 1 . 
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Nous avons montré qu'il existe un couple de mots (w0, wh) vérifiant la propriété Pet tel que: 

• Wo --+ W1 --+ Wh-1 --+ Wh 
~n~ ~ ~nÂ 

Supposons maintenant que d( WJ. wh) =f d( w0 , wh) - 1 : cela signifie d( WJ. wh) = d( wo, wh) + 
1 et donc qu'il existe un couple de lettres (a,b) tel que llab(wo) = llab(wh) =f llab(wi), 

autrement dit la première commutation est inutile ; clairement dans ce cas nous avons wo __:_. 
~ 

Wh ce qui est impossible. 

D'autre part pour tout indice o compris entre 2 et 1 nous avons d( WJ. wQ) = d( WJ. WQ-1) + 1 
d'où d( Wt, Wh)= d( WQ, Wh)- 1 = d(wb Wh-1 ) + 1 . 0 

3.3 Une caractérisation décidable 

Nous allons voir que s'il existe un couple de mots (u, v) vérifiant la propriété P alors il 
existe un couple de mots de permutation qui la vérifie. D'abord nous introduisons la notion 
de graphe des occurrences pour les semi-commutations, un outil défini par A.Ma.zurkiewicz 
[Maz87) dans le cadre des commutations partielles et utilisé par C.Duboc [Dub86) afin de 
caractériser les familles quasi-reconstructibles qui sont reconstructibles : 

Définition 3.3.1 Soient (A, 0) une semi-commutation et u un mot de A• . Le graphe des 
occurrences de u pour (A, 0) , noté -y( u, 0) , est le graphe orienté dont les sommets sont les 

paires (a, i) avec a E A et 1 $ i $ lula et dont les arcs sont (a, i)-+ (b,j) si (a, b) E ë et la 
i•m• occurrence de a précède la lm• occurrence de b dans u . 

Le propos du lemme suivant est une condition nécessaire et suffisante pour qu'un mot de 
permutation ne soit pas dans l'image d'un autre mot par la composition ho/~ . Nous le 
présentons d'abord sur un exemple. 

Exemple 3.3.2 Soient A= {a,b,c} et JI= {(a,c)} , À= {(b,c)} deux semi-commutations 

sur A. Soient tl = bac et v= cba ; nous avons : 

-y(u,JI)={b-+a, b-+c} et -y(v,À-1)= {b-+ a, c-+ a} 

Il n'existe pas de cycle dans le graphe -y( u, JI) U -y( v, À -l) , le mot bea respecte l'ordre imposé 

par -y( u, JI) u -y( v,>. - 1) , nous avons bac --+ bea --+ cba. 
~ ). 

Soient u = abc et v = cab on a : 

-y(u,JI)={a-+b, b-+c} et -y(v,À-1) = {c-+ a, a-+ b} 

Le cycle a -+ b-+ c-+ a est dans le graphe 1'( u,JI) U 1'( v, À - 1) , ainsi J~( tl) n h-1 (v)= 0 . 

Lemme 3.3.3 Soient u et v deux mots de A•. Le mot v appartient à />.of~( tl) si et seulement 

si le graphe ')(u,p)U-y(v,À-1) est sans cycle1 • 

1la démonstration de ce lemme est fortement inspiré de la preuve de la Proposition 2.2.2 de [Dub86) 
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preuve : Posons r = ï( u, IL) U ï( v, À-1) . 

1 ~ 1 Nous savons que v appartient à b.ofiJ.(u) . D existe donc un mot rn de A* tel qu'il 
appartienne à / 11 ( u) n f>. -1 (v) . Posons m = xox1 ... Xn • 

Supposons que r contienne un cycle. Soit i le plus petit entier tel que Xi appartienne à un cy­

cle de r . D existe une lettre x j ' appartenant au même cycle de r que Xi ' tel que (x j'Xi) E r . 
D'après la définition de r 'le couple (x j'Xi) appartient à ï( u, J1) ou à ï( v' À - 1 ) . Alors d'après 
le Lemme de Projection nous devons avoir Ilx,.:~:)m) = XjXi, ceci contredit notre hypothèse: 
Xj n'est pas la première lettre appartenant à un cycle de f . 

1 ::== 1 Commer est sans cycle, r définit un ordre partiel sur l'ensemble des sommets: (a, i)-. 
(b,j) :::::> (a,i) > (b,j). En étendant cet ordre partiel afin obtenir un ordre total (y1,i1) > 
(Y2, i2) > · · · > (Yn, in) on obtient un mot rn = Y1 Y2 ... Yn respectant à la fois les contraintes 
imposées par fjJ.( u) et par i>,-1 (v) . D 

En considérant un plus petit cycle de r nous obtenons : 

Lemme 3.3.4 n existe un couple de mots de A* vérifiant la propriété P si et seulement si 
il existe un couple de mots de permutation de A* vérifiant la propriété P. 

preuvt : Bien entendu, seule la partie si est à démontrer : supposons qu'il existe un couple 
de mots (u, v) ne vérifiant pas la propriété P. Posons r = ï(u,p) u ï(V, ~- 1 ) . 

Grâce au Lemme 3.3.3, nous savons que r contient un cycle. Soit C un plus petit cycle de 
r . Comme C est un plus petit cycle, il est facile de vérifier que 

tous les (Yk. ik) sont des sommets distincts deux à deux et, de plus, si l'arc ((yj, i,), (Yk. ik)) 
appartient à r alors il appartient aussi à c . 
Supposons maintenant que (a, p) et (a, q) , deux occurrences d'une même lettre, apparaissent 
dans le cycle. Posons p > q . Comme (a, p) appartient au cycle C il existe un autre sommet 
x tel que ((a,p), x) E Cet alors : 

- Soit ((a,p),x) E ï(u,IL) et comme p > q nous avons, d'après la définition de ï(u,p), 
((a,q),x) doit appartenir à r. 

- Soit ((a, p), x) E ï( v, À - 1) et comme p > q nous avons, d'après la définition de ï( v, À - 1 ), 

((a,q),x) doit appartenir à r. 

C'est pourquoi l'arc ( (a, q ), x) est dans r et maintenant, puisque (a, q) et x sont tous deux 
des sommets du cycle C et par minimalité de C, ( (a, q ), x) doit aussi être un arc du cycle C . 
Mais, d'après la définition de ï(u,Jl), l'arc ((a,q),(a,p)) doit appartenir à C d'où x= (a,p) 
. Ainsi l'arc ((a,p), (a,p)) appartient à Cet donc à r mais ceci entre en contradiction avec 
la définition des graphes des occurrences. 
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Ainsi le cycle C = {((yo,io),(yhii)), ((y,i1),(y2,i2)) , ... , ((yn,in),(yo,io))} ne contient 
pas deux occurrences d'une même lettre. 

Considérons les mots u' et v' où l'on a effacé les occurrences des lettres n 'a.ppartenant pas à 
C , nous allons montrer grâce au Lemme de Numérotation et au Lemme de Projection que 
le couple ( u', v') satisfait la propriété P : 

Puisque v E fllu>.(u) nous avons num(v) E fllnumUÀnum(num(u)) et donc 

n{.:r/3!1 (.:r,y)eC}(num(v)) E fllnumUÀnum(ll{.:rl3!1 (.:r,y)EC}(num(u)). 

Posons u' = den(ll{.:rj3y (.:r,y)EC}(num(u))) et v'= den(ll{.:rf3y (.:r,y)ec}(num(v))). 

Nous avons d'une part v' E fllu>.(u') , et d'autre part le graphe -y(u',J1) U -y(v',>.-1) est 
isomorphe à C : le couple de mots de permutation ( u', v') satisfait la propriété P. 0 

Grâce au Lemme 3.3.4, nous pouvons décider si la composition de deux fonctions de semi­
commutation est une fonction de semi-commutation : il suffit de comparer l'image de chaque 
mot de permutation obtenue par la composition des deux fonctions à celle obtenue par la 
fonction associée à leur union. Le théorème suivant propose une autre caractérisation plus 
précise: elle repose sur les graphes de commutation de (A, 11) et de (A,>.) et sur les graphes 
de non commutation de (A,11) et de (A,>.-1): 

' 
Théorème 3.3.5 Soient deux semi-commutations (A, Jl) et (A,>.) . La composition des deu:r 

fonctions de semi-commutation />.ofll est une fonction de semi-commutation si et seulement 

si il n'existe pas de cycle {(xo,xt),(x1,x2), ... ,(xt,xi+I), .. . ,(xn,io)} inclus dans p. U >.-1 

vérifiant : 

• Xp = Xq <=? p = q . 

• (xo,Xn) E Jl n).. 

• (xi,Xi+d E >.nP . 

• {xo, ... ,xi} X {xi+l, ... ,xn} C Jl U >.. 

preuve: 

1=*1 Supposons qu'il existe un cycle {(xo,xi),(x1,x2), ... ,(xi,Xi+1), ... ,(xn,Xo)} inclus 
dans p. u >.-1 et tel que Xp = Xq <=? p = q ' (xo,Xn) E 11 n >. ' (xi,Xi+1) E >.np. et 
{xo, ... ,xi} x {xi+ll ... ,xn} C Jl U >.. 
Posons w1 = xox1 ... Xi et w2 = Xi+JXi+2 .. . Xn . 
On vérifie immédiatement que w1 w2 ~ w2w1 . Considérons l'union des graphes des oc­

llu>. 
currences ( w1 w2 étant des mots de permutation, nous allégeons la notation en ou bliaut le 
numéro des occurrences) f = -y( w1 w2, 11) U -y( w2wh >. -l) : 

Pour tout couple (x k. Xk+l) avec k =/: i nous avons : 

- soit (xk,Xk+I) E -y(w1w2,Jl) lorsque (xk,Xk+I) E ji 

-soit (xk,Xk+I) E -y(w2w1,>.-1) lorsque (xk,XJc+1) E ).-l 
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Xi 
p,n>.. 

Xo Xo 

Figure 3.1 : Graphe de la caractérisation 

Ainsi tout couple (xk, xk+I) , avec k ::f. i , appartient à r . Nous avons aussi : 

r contient un cycle et, d'après le Lemme 3.3.3, W2WJ ~ f>..ofll(w1w2). 

1 <=== 1 Supposons que la composition f>..ofll n'est pas une fonction de serni-cornmutation. 

Grâce au Lemme 3.3.4 nous pouvons trouver un couple (v', v') de mots de permutation de 
longueurs minimales vérifiant la propriété P. D'après le Lemme 3.2.4 nous savons qu'il existe 
un couple de mots ( u, v) tel que : 

- le couple ( u, v) satisfait la propriété P . 

u-:--' u1 _:_. v1 ~v avec d(u1, v)= d(u, v)- 1 = d(u1, vi)+ 1 . 
~'-n.x IL ~'-n.x 

u appartient à corn( u') . 

Comme le couple ( u, v) satisfait la propriété P nous savons, grâce au Lemme 3.3.3, qu'il existe 
un cycle dans f = -y( u, J.l) U-y( v,). -l) . Puisque ( u, v) vérifie la propriété Pet que u appartient 
à corn( u') , ( u, v) est un couple de mots de longueurs minimales vérifiant la propriété P. 

Remarquons que r contient un seul cycle et que toutes les lettres de u y apparaissent 
autrement la projection des mots u et v sur le plus petit cycle nous donnerait un couple de 
mots plus courts satisfaisant la propriété P (Lemme 3.3.3), ce qui est impossible. 

C'est pourquoi r = {(xo, xi), ... , (x,, Xi+I), ... , (xn, xo)} et u appartient à com(xox1 ... Xn) . 

Revenons à la dérivation u __. u1 _:_. v1 ~ v : le mot v est obtenu à partir de v1 en 
~n.x Il !ln>. 

utilisant une règle de J.l n >. ; appelons a et b les deux lettres qui commutent en imposant 
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ll{a,b}(v) =ba. Le couple (b,a) appartient à ~-l c'est pourquoi (b,a) est dans "Y(v,>.-1) . 
Nous pouvons poser xo = a et Xn = b . 

De l'autre côté de la dérivation, u1 est obtenu à partir de u en utilisant une règle de >. n Ji , 
appelons Xi et Xj les deux lettres qui commutent en imposant II{:r;,.:ri}(u) = XiXj. Le couple 
(x,,xj) appartient à P., ce qui entraîne l'appartenance du couple (x,,x;) à !(U,IJ) et, par 
conséquent, à r . D est impossible d'avoir {i,j} = {O,n} car d(ubv) = d(u,v)- 1 = 
d(u1!v1) + 1 ce qui impose II.:r;.:ri(ut) = II.:r;.:ri(vt) = II.:r;.:r,{v) • Ainsi nous pouvons poser 
j = i + 1 et nous savons que n > 1 . 

Pour résumer : r = {( xo, x1 ), ••• , (xi, Xi+I ), ... , (xn, x0)} est inclus dans P.,U~ -l avec (x0 , xn) 
dans J1 n ~et (x,,xi+I) dans>. U Ji . Nous allons maintenant montrer que {xo, ... ,x,} x 
{xi+I, ... ,xn} est inclus dans J1 U >.: 

D'une part nous avons u1 __:_.v: pour tout couple de lettres (x, y) de "Y(UhJL) nous avons 
~ . 

II:ry(v) = xy et, d'autre part, pour tout couple (x, y) de "Y(v,>.-1) nous avons II.:ry(v) = xy. 
Ainsi pour tout couple (x, y) de "Y(v,>.-1)U"Y(u1,JL) nous avons II:ry(v) = xy. D est facile de 
constater que r \{(xi, Xi+I)} est inclus dans "Y( v,>. -l) U "Y( ub JL) , c'est pourquoi nous devons 
avoir v= Xi+l ... XnXo ... Xi . 

Pour conclure, supposons qu'il existe deux lettres Xh de {xo, .. . ,xi} et x; de {xi+1, ... ,xi} 
telles que (h,j) ::1 (O,n) et (xh,x;) appartienne à~: le couple (xj,xh) est alors dans ~-l 
et comme II.:rh.:rJ(v) = XjXh le couple (xj,Xh) est aussi dans !(v,>.-1). Comme (xh,Xj) ::1 
(xo, Xn) , r contient au moins deux cycles distincts, ce qui est impossible. De plus nous savons 
que ( xo, Xn) est dans J1 et, ainsi, { xo, ... , xi} x { Xi+b ... , Xn} est inclus dans JL U >. . 0 

3.4 Applications 

3.4.1 Synchronisation de deux semi-traces 

Comme une commutation partielle est une semi-commutation symétrique, nous pouvons 
utiliser le théorème 3.3.5 pour décider si la composition de deux fonctions de commutation 
partielle est une fonction de commutation partielle. Nous obtenons : 

Corollaire 3.4.1 Soient (A, Il) et (A,>.) deux commutations partielles. La composition des 
deux fonctions de commutation partielle f>.of~ est une fonction de commutation partielle si 
et seulement si il n'existe pas un sous-alphabet B de A tel que le graphe (B,JL n >.)soit un 
cycle n'appartenant pas à (B,Ji), ni à (B,~). 

En fait ce résultat n'est pas vraiment nouveau : il apparaît sous une forme plus générale dans 
[DV89). Afin de présenter leur résultat nous introduisons la notion de synchronisation de 
traces introduite par A. Mazurkiewicz [Maz87] et généralisée aux semi-traces par K. Reinhardt 
dans [Rei92]. La synchronisation de semi-traces permet de définir de façon modulaire un 
système parallèle à l'aide de plusieurs sous-systèmes. L'obligation d'exécuter les actions de 
même nom au même instant assure la synchronisation des sous-systèmes. (Voir [JM90) pour 
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une application pratique.) 

Définition 3.4.2 Soient les alphabets A et B tels que A= A'uC, B = B'UC et A' nB'= 0. 
La synchronisation d'un couple de semi-traces ([t 1 )~J, [t2).>.) de M(A,p) x M(B, >.) est notée 

[ti)jj Il [t2).>. . 

Nous dirons que le couple ([ti) 11 ,[t 2 ).>.) est synchronisable si [t 1 )~J Il [t2).>. n'est pas vide. 

Exemple 3.4.3 Soient A = {a, b, c} et les deux semi-commutations (A, J.L) et (A,>.) avec 

>. = {(b,c)} et J.L ={(a, c)} . 

Le couple ([acb) 11 , [cab).>.) est synchronisable: [acb)~J- Il [cab).>.= cab. 

Le couple ([abc) 11 , [cab).>.) n'est pas synchronisable: nous avons f 11 (abc) =abc, f.>.(cab) =cab 

et abc m bac = 0 . 

Décider si deux semi-traces sont synchronisables nécessite une vérification globale au niveau 
des semi-traces : vérifier la synchronisation sur les paires de lettres communes aux deux 
alphabets des deux semi-traces ne suffit pas. Par exemple : 

Exemple 3.4.4 Reprenons l'exemple précédent- A= {a,b,c}, (A,J.l) = (A,{(a,c)}) et 

(A,>.)= (A, {(b, c)}) . Le couplt ([abc)~J, [cab).>.) n'est pas synchronisable. mais nous avons 

[ab) 11 Il [ab).>.= ab, [bc)~J Il [cb).>. =be et [ac) 11 Il [ca).>.= ca . 

Pour vérifier si deux semi-traces sont synchronisa bles on doit avoir recours au graphe d'occurrences 
des deux semi-traces et vérifier qu'il ne contient pas de cycle. V.Diekert et W.Vogler ont défini 
la notion de vérification locale de synchronisation, celle-ci autorise, sous certaines conditions, 

de ne vérifier la synchronisation que sur les paires de lettres communes aux deux alphabets. 

Définition 3.4.5 Soient (A1 , 11), (A 2 , >.) deux semi-commutations. 

Un couple de semi-traces ([ti) 11 , [tz) .>.) de Ai x Ai est localement synchronisable si et seulement 

si pour tout a, bE A1 n A 2 le couple ([Tiab(ti)) 11 , [Tiab(tz)).>.) est synchronisable. 

Dans le cadre des commutations partielles V.Diekert et \V.Vogler ont montré2 : 

Théorème 3.4.6 ([DV89, Die90]) Soient (Ab 11), (A2, >.) des commutations partielles et 

(A, 8) une commutation partielle défini par son graphe de non commutation : (A, ë) = (AI U 
A 2 , fi U >.) . Les propositions suivantes sont équivalentes : 

1. Tout couple de traces localement synchronisable est synchronisable. 

2. Tout cycle sans corde C de (A,ë) appartient à (At,ji) ou à (A2,>.). 

On retrouve bien notre corollaire ... et dans le cas de deux semi-commutations nous obtenons : 
2La formulation originale de ce théorème porte sur un nombre quelconque de traces. 
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Corollaire 3.4.7 Soient A = A' U C et B = B' U C avec A' nB' = 0 . Soient (A,p) et 
(B,>.) des semi-commutations, X = AU B , et les semi-commutations (X,J.l+) où ïi+ 
X x X\ (ïi U {(x, x) 1 xE X}) et (X,>.+) où>.+= X x X\ {J. U {(x, x) 1 xE X}). 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

1. Tout couple de M(A, p) x M(B, >.) localement synchronisable est synchronisable. 

2. La composition f.A-1 of tt+ est une fonction de semi-commutation. 
+ 

preuve: Posons (X,(})= {X,>.:j:1 UJ.l+). Supposons que f>..-1ojtt+ =Jo. 
. + 

Soit {[t 1 )~-',[t 2 )>..) un couple de I\1{A,JL) x M(B,>.). Si {[tt),_0 [t2}>..) est localement synchro­
nisable, on a IIc(tl) ~ 1Ic(t2) et aussi itiiB'(t2) ~ t2IIA•(t1) . e e 
Comme f>.-l oftt+ =fe il existe un mot t tel que t1IIB•(t2) ~ t ~ t21IA•(tt): t synchronise 

+ 1-L+ .>.:;1 

{[tl)ll, [t2)>.) . 

Si f>. -1 ofll+ n'est pas une fonction de semi-commutation, alors il existe un mot de permutation 
+ . 

m1m2 de x· tel que m2m1 E Je(m1m2) et m2m1 fi f>.-1oj~-'+ (m1m2). Soient t1 = llA{m1m2) 
+ 

et t2 = IIB(m2mt). Puisque m2m1 E Je(m1m2), ([t1)1l, [t2)>..) est localement synchronisable. 
D'autre part comme fll+(tliiB•(t2)) = ftt+(m1m2) et f>.-1(t2IIA'(m2mt)) = f>..-1(m2mJ), 

+ + 
nous concluons qu'il n'existe pas de mot t tel que m1 m2 ~ t ~ m2m1 . 0 

1-'+ >. -1 
+ 

Remarque : Ce résultat est aussi présenté par K. Reinhardt dans [Rei92] où l'auteur étudie 
plus particulièrement la synchronisation d'un nombre quelconque de semi-traces. Contraire­
ment aux traces, la synchronisation de deux semi-traces n'est pas toujours une semi-trace : 
Soient (A,Jl) = (A,{(a,b)})et (A,>.)= (A,{(b,a)})nous avons [ab)llll [ba)>.= {ab,ba}, cet 
ensemble ne représente pas une et une seule semi-trace de (A, J.l n >. ). 
K .Reinhardt a donné un critère, reposant sur le graphe des occurrences, pour décider si la 
synchronisation d'un nombre arbitraire de semi-traces est encore une semi-trace (non vide). 

8.4.2 Caractérisation des semi-commutations confluentes 

La confluence d'un système de réécriture est une propriété généralement indécidable, en 
particulier P. Narendram et F.Otto [N088] ont montré que la confluence d'un système de 
réécriture de traces, fini, noethérien et de longueur décroissante est indécidable. Ici nous 
donnons un critère pour décider la confluence d'une semi-commutation généralisant, ainsi, 
les travaux de Y.Métivier et E. Ochmanski [M087] sur ce thème : une semi-commutation 
antisymétrique est conftuente si et seulement si elle est transitive. Le résultat que nous 
présentons a aussi été obtenu, de façon indépendante, par V. Diekert, E. Ochmanski et K. 
Reinhardt dans [DOR91], nous reprenons ici leur formulation. Commençons par un exemple: 

Exemple 3.4.8 Soit (A, 8) défini par le gmphe de non commutation suivant : 
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a -+ b 

i l 
d +- c 

Cette semi-commutation n'est pas conftuente ; 

acbd +----+ cabd +----+ cadb 

/ dérivations dans 8 

abcd cdab 

Les mots abcd et cdab ne peuvent pas être réécrits à l'aide de 8. 

Lemme 3.4.9 Un système de semi-commutation (A, 8) est confluent si et seulement si feofe-1 

est une fonction de semi-commutation. 

preuve : Voir Fig. 3.2 

m m 

/~ /~ 
u v u v 

~/- ~/ 
w w 

Figure 3.2 : fe-1 o/e = feue-1 <=> /eofe-1 Ç fe-1 ofe <=> (A, 8) est confluente 

Théorème 3.4.10 Un système de semi-commutation (A, 8) est confluent si et seulement si 

tout cycle de 8 contenant au moins deux arcs non dirigés est coupé par une corde non dirigée. 

Remarque : Dans une approche plus combinatoire, V.Diekert a utilisé ce théorème pour 
montrer qu'il existe une bijection canonique entre les semi-commutations confiuentes et les 
extensions non ambigües des fonctions de Mobius ([Die93]). · 

3.4.3 Semi-commutations à compteur 

Dans [Gon93], D.Gonzalez définit la famille des fonctions de semi-commutation préservant 
les langages multi-compteurs (MC). Une caractérisation simple de ces semi-commutations est 
donnée. La preuve apportée repose sur le fait que, pour un alphabet donné, la famille des 
serni-cornrnutations à compteur est close par composition. Nous présentons cette famille de 
fonctions, ainsi que le mécanisme de la preuve. 
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ë n e-1 
Xi ----t~ 

Xo Xn 

ë n e-1 
(A,ë) 

ë n e-1 
Xi---~ 

Xo~ Xn 

ë n e-1 

Figure 3.3 : Caractérisation des semi-commutations confiuentes 
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Définition 3.4.11 Une semi-commvtation (A, 8) est une semi-commutation à compteur si 

.et seulement si pour tout couple (a,b) de 8 on a {a} x (A\ {a}) C (Jou (A\ {b}) x {b} C (J. 

TI apparaît clairement que, pour un alphabet donné, cette famille est close par union ; elle 
l'est aussi par composition : 

Théorème 3.4.12 La composition de deux fonctions de semi-commutation à compteur est 
une fonction de semi-commutation à compteur. 

La preuve proposée de ce théorème est une application directe de notre critère de composition. 
Maintenant si l'on veut montrer que cette famille de fonctions préserve effectivement la famille 
des langages à compteur, il faut d'abord trouver le noyau générateur (par composition) de la 
famille des fonctions de semi-commutation à compteur : les semi-commutations atomiques à 
compteur. 
Les semi-commutations atomiques sont de la forme B xC où B et C sont des sous-ensembles 
de A disjoints. L'intersection de la famille des semi-commutations atomiques et de celle 
des semi-commutations à compteur définit les semi-commutations atomiques à compteur i.e. 
{a} x (A\ {a}) ou (A\ {a}) x {a} . TI est facile de voir qu'une semi-commutation à compteur 
est égale à l'union de semi-commutations atomiques à compteur incluses dans celle-ci, ainsi 
nous avons: 

Corollaire 3.4.13 Toute fonction de semi-commutation à compteur peut être réalisée par la 
composition de fonctions de semi-commutation atomique à compteur. 

Ainsi si toutes les semi-commutations atomiques à compteur préservent bien les langages 
multi-compteurs alors toutes les semi-commutations à compteur préservent les langages multi­
compteurs. Le problème est donc simplifié, il suffit de vérifier : 

1. Si (A, 9) n'est pas une semi-commutation à compteur alors il existe un langage L E MC 

tel que fe(L) rf MC. 

2. Si (A,fJ) est égale à {a} x (A\ {a}) ou à (A\ {a}) x {a} alors VL E MC ,Je(L) E MC. 
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3.5 Complexité 

Prologue 

a b a b 

JI \ fi \ 
c c 

\~ dl \ dl e 

(A, ji) (A,).) 

Sont elles composables ? 

Résultat Dans [DOR91] V.Diekert, E.Ochmanski et K.Reinhardt ont analysé la complexité 
du problème de la confluence d'une semi-commutation. Nous présentons leur résultat : 

Théorème 3.5.1 Le problème suivant est Co-NP-complet : 

Soit (A, 8) une semi-commutation, est-elle confiuente ? 

Pour prouver ce théorème, les auteurs ont montré qu'à toute expression booléenne de forme 
normale conjonctive on pouvait associer un graphe tel que l'expression booléenne est satisfi­
able si et seulement si le graphe contient un cycle sans corde contenant au moins deux arcs 
non dirigés. 

Grâce à la caractérisation graphique décidant de la composition de deux fonctions de semi­
commutation, il est facile de voir que ce problème est Co-NP : il suffit de trouver (de façon 

non déterministe) les deux parties du cycle {xo, ... ,xi} et {xi+l•· .. ,xn} et de vérifier que: 

- les deux parties du cycle sont incluses dans jiU X-l 

{xo, . .. ,xi} x {xi+l•· .. ,xn} est inclus dans J1 U >. 

Cette vérification se fait en un temps polynomial: il faut vérifier l'appartenance (et parfois la 
non appartenance) de l'ordre de n2 couples aux semi-commutations données en entrée alors 
que l'alphabet de départ contient au moins n +liettres. Comme vérifier la confluence d'une 
semi-commutation n'est qu'un cas particulier de vérification de la composition, il apparaît : 
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Théorème 3.5.2 Le problème suivant est Co-NP-complet : 

Soient (A,J.t) et (A,>.) deux semi-commutations, est-ce que f 11 of>. est une fonction de semi­
commut.ation? 

Epilogue 
Sont elles composables ? 

Réponse: NON ! afe----+ fae----+ fea mais JJ.L(afe) = {afe} et J>.(afe) = aew f 
>. J.l 

3.6 Conclusion 

n peut paraître surprenant d'étudier le problème de la composition de deux fonctions de 
semi-commutation. De notre caractérisation découle la décidabilité de problèmes théorique 
(confluence) et pratique (vérification locale de synchronisation). 

Notre caractérisation peut être aussi vue comme un outil pour simplifier l'étude de propriétés 
préservées par composition (semi-commutations à compteur) ou pour analyser la complexité 
intrinsèque d'une semi-commutation (obtention d'une composition de semi-commutations 
atomiques équivalente à une semi-commutation par décompositions successives d'une semi­
commutation en deux semi-commutations). 

Le problème de la composition d'un nombre arbitraire de semi-commutations reste ouvert : 
nous ne savons pas borner la longueur des mots à tester. D'autre part, grâce au Lemme 3.3.4 
nous savons que le problème de l'inclusion d'une fonction de semi-commutation dans la com­
position de deux fonctions (fe C / 11 o/>.) est décidable : il suffit de tester cette inclusion sur les 
mots de permutation ; cependant nous ne disposons pas de caractérisation graphique même 
dans le cas des commutations partielles. 





Semi-commutations régulièrement 
compatibles 

4.1 Présentation 

14 

Ce chapitre est consacré à l'étude des couples de semi-commutations (A, 8) et (A, 8') tels que 
pour tout langage R régulier et 8-clos, l'image par fe• de Rest un langage régulier. Si cette 
condition est vérifiée nous dirons alors que (A, 8') est régulièrement compatible avec (A, 8) 
(en abrégé : 8' est Reg-compatible avec () ). 

De façon évidente si la relation de semi-commutation 8' est incluse dans 8 alors 8' est Reg­
compatible avec 8: tout langage de Reg6(A*) est clos par 8' et appartient ainsi à Reg8.(A*). 
Tout aussi facilement nous pouvons résoudre ce problème dans le cadre des commutations 
partielles : si 8' n'est pas incluse dans 8 il existe un couple de lettres (a, b) appartenant 
à 8' sans appartenir à 8 ; le langage fe((ab)*) = (ab)* est dans Reg6(A*) mais le langage 
fe•((ab)'") = Di(a,b) n'est pas régulier. Ainsi nous avons: 

Fait 4.1.1 Soient (A, 8) et (A, 8') deux commutations partielles. 

(A,8') est Reg-compatible avec (A,8) si et seulement si 8' est incluse dans(). 

Nous nous intéressons donc aux cas des semi-commutations où il existe des couples de semi­
commutations, non triviaux, Reg-compatibles ou non Reg-compatibles. Mais pourquoi cette 
différence avec les commutations partielles ? Simplement parce qu'il est possible d'ajouter des 
couples de lettres à une relation de semi-commutation sans casser les composantes fortement 
connexes du graphe de non commutation original. De plus nous verrons que garder les 
composantes fortement connexes ne suffit pas toujours ; cela est en relation directe avec le 
fait que pour les sem.i-commutations tout reconnaissable de Reg8 ne peut s'exprimer à l'aide· 
des 8-opérateurs, comme le langage (ba)*a(a + b)* pour la semi-commutation {(b,a)} donné 
dans la preuve du Théorème 2.5.18. 

Comme nous serons amenés à traiter des langages du type (ba)*a(a + b)*, nous ne pourrons 
pas utiliser la caractérisation de 'Re(A*) donné par le Théorème 2.5.17. C'est pourquoi nous 
donnons une nouvelle condition suffisante pour qu'un langage régulier de A* ait pour image, 
par une fonction de semi-commutation, un langage régulier. Cette condition suffisante, basée 
sur la notion de rang d'uulangage, est une généralisation d'un travail de K.Hashigushi sur les 
commutations partielles. Nous répondons aussi à une de ses interrogations : cette condition 
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est seulement suffisante. 

Ensuite, à l'aide d'exemples nous cernons le problème, et donnons une condition nécessaire 
simple, mais non suffisante. Nous présentons alors une caractérisation décidable des couples 

de semi-commutations Reg-compatibles. 

Le reste du chapitre est consacré à la preuve et aux corollaires. Pour établir la suffisance de 
notre caractérisation nous utilisons notre condition suffisante de régularité. Dans l'autre sens 
nous bâtissons un contre-exemple général à l'aide de langages du type (ba)"a(a + b)" . 

Nous refermons ce chapitre sur trois corollaires : nous montrons que si 8' est incluse dans 
8- 1 alors 8' est Reg-compatible avec 8 ; puis nous traitons le cas où 8 est incluse dans 8' : 
nous obtenons une caractérisation en terme de composition de deux fonctions de semi-com­
mutation. Bien que ces corollaires soient des conséquences directes du résultat principal de ce 
chapitre, nous présentons des idées de preuves offrant, du moins nous l'espérons, une meilleure 
vision du problème. Enfin nous montrons qu'une semi-commutation 8 est Reg-compatible 
avec sa clôture symétrique (BU e-1 ) si et seulement si 8 est confiuente. Ce dernier résultat 
nous permet de conclure sur la complexité: la propriété Reg-compatible est Co-NP-complète. 

4.2 Une condition suffisante de régularité 

4.2.1 Congruence k-syntaxique 

Nous commençons par généraliser la notion de congruence syntaxique : 

Définition 4.2.1 Soient k un entier et L un langage de A* . Soit X = (xh ... , xk) un 

k-uplet de (A"/ Le quotient k-syntaxique deL par X est la partie de (A*)k+ 1 définie par: 

(zo , z1 · ··,zk) E Lf(xJ , . . . , xk) <=? ZoXJZJ ... XkZk EL 

La congruence k-syntaxique, notée :::::i , est définie par : 

Dans le cas k = 1 nous retrouvons la congruence syntaxique, que nous noterons plus simple­
ment :::::L, souvent utilisée pour caractériser les langages réguliers : 

Théorème 4.2.2 Un langage L de A* est régulier si et seulement si :::::L est d'index fini. 

Grâce à ce théorème fondamental nous obtenons : 

Lemme 4.2.3 Pour tout langagE L de A* et pour tout entier positlj k : 

L est un langage régulier si et seulement si :::::i est d'index fini . 

preuve: Le cas k = 1 est réglé par le Théorème 4.2.2 . Si des mots x 1 , • •• xk,y1 , ... ,yk 

de A* sont tels que pour tout indice i compris entre 1 et k nous avons Xi :::::L y; alors 
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{xt. ... , x ~o.) ~1 (YI, ... , Yk) . Ainsi, si n est J'index de ~L. J'index de ~1 est borné par r/ . 
Pour l'autre sens il suffit de remarquer que si (x,E, ... ,E) ~1 (y,E, ... ,E) alors x ~L y. 0 

4.2.2 Rang d'un langage pour une semi-commutation 

• Nous rappelons d'abord Je Lemme de Levi généralisé pour ]es semi-traces : 

Lemme 4.2.4 Soient (A , 8) une semi-ccmmutation et u, v, w des mots d€ A• 
w ......:..... uv si et seulement si il existe une factorisation de w = u.ovou1 v1 ••• Un Vn telle que 

9 

.. 
Uo .•• Un ~ u 

9 

alph(v,) x alph(u;) C 8 pour tout i < j 

Nous définissons la notion de rang : 

Définition 4.2.5 Soient (A, 8) une semi-ccmmutation et L un langage de A'" . Soient u, v, w 

trois mots dE A· tels que uv E fe( w) . Nous dirons que le rang de distribution de ( u, t') dans 
u· pour 8, noté rangu.,e(u , v) , est égal à l'entier fl si et seulement si w = v0 u1v1 ••• UnVn, 

t11 •• • Un_:._. u, VoVI ••• Vn......:..... v et alpb(vi) x alpb(uj) C 8 pour tout i < j. 
11 9 

Pour un langage L de A • , le rang dE distribution de ( u, v) dans L pour 8 est défini par 

rangL,e(u,v) = min{rangw,e(u,v) 1 w EL} 

Grâce au Lemme de Levi généralisé pour les semi-traces nous savons que la fonction rangL,e( u, v) 
est une fonction totale de { ( u, v) 1 uv E fe(L)} dans IN ; la définition ci-dessus est donc bien 
fondée . 

Définition 4.2.6 Soient (A, 8) une semi-commutation et L un langage de A• . Nous dirons 
quE le rang dE L pour B, noté rang11 (L ), est borné si il existe un entier N tel que pour tout 
uv E fe(L) nous avons rangL,e( u, v)$ N . 

Notons que la notion de rang borné a été introduite par K.Hashigushi pour ]es commutations 
partielles sous Je nom de finite block testability. La proposition suivante est, du reste, la 
généralisation d'un résultat sur les commutations partielles présenté par ce chercheur dans 

[Has91]. 

4.2.3 Condition suffisante 

Proposition 4.2.7 Soient (A,O) une semi-commutation et L un langage régulier de A• 

Si rang 11 (L) est borné alors fe(L) est un langage régulier. 
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preuve : Nous allons montrer que si le rang de Lest borné pour 8 alors le nombre de quotients 

à gauche de fe(L) est fini. Soit N la borne supérieure de {rangL,e(u, v) 1 uv E fe(L)}. D'après 

le Lemme de Levi généralisé et comme pour tout uv E fe( L) nous avons rangL,e( u, v) $ N, 
nous pouvons caractériser l'ensemble des quotients à gauche de fe(L) pour un mot t1 donné: 

(1) 
(2) 

v E u-1 fe(L) ~uv E fe(L) ~ 3w EL tel que 
(3) 

(4) 

Pour tout mot m de A* nous définissons l'ensemble 

W = VoUtVJ ••• UNVN 
• 

Ut • •• tiN- tl 
8 

• 
VoVt···VN- V e 
alph(~i) x alph(u;·) C 8 pour i < j 

De(m) = {w E A*l alph(w) x alph(m) C 8} 

et pour tout n-uplet de mots (m1, ..• ,mN) de A*N nous posons 

Nous définissons l'opération concat : 2A""'+
1 

...... 2A" par 

Nous reformulons la caractérisation de l'ensemble des quotients à gauche de fe(L) pour un 

mot u donné: 

Clairement la famille {De(m) 1 m E A*} est finie, de même que la famille {D~' (m 1 , ..• , mN) 1 

m11 ... , mN E A·} . Comme L est un langage régulier de A • et d'après le Lemme 4.2.3 la 

famille {L/(m11 ... ,mN) 1 m11 .. . ,mN E A*} est aussi finie. 
Ainsi la famille des quotients à gauche { u-1 fe(L) 1 u E A*} est finie. 0 

Malheureusement cette condition n'est que suffisante, même dans le cas des commutations 

partielles : 

Exemple 4.2.8 Soit (A,8) = ({a,b},{(a,b),(b,a)}) une commutation partielle. Consid­
érons le langage L = (ab)"'(a* + b*) . Le langage fe(L) = A* est régulier, cependant la 
fonction rang8(L) n'est pas bornée: rangL,e(a",b") = n pour tout nE 1N .1 

Ce contre-exemple apporte une réponse négative au premier problème posé dans [Has91]. 

1Y. Métivier présente dans sa thèse ([Mét87]) une idée de semi-algorithme pour décider si la cloture, par 
une commutation partielle (A, 9), d'un langage régulier est toujours régulier. Y. Métivier montre que cet 
algorithme n'est pa.s satisfaisant à l'a.ide du même exemple ... 
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4.3 Le problème 

Rappelons d'abord la notion de semi-commutations Reg-compatibles : 

Définition 4.3.1 Soient (A, 9) et (A, 8') deux semi-commutations. La semi-commutation 

(A, 8') est Reg-compatibles avec (A, 8) si et seulement si pour tout langage R de Reg11 (A*) le 

langage fe•(R) est régulier. 

Nous avons déjà vu que lorsque (J' est incluse dans (J alors (J' est Reg-compatible avec 8. 

Cette condition suffisante s'est avérée nécessaire dans le cadre des commutations partielles. 
Ce n'est plus le cas pour les semi-commutations : 

Exemple 4.3.2 
a--+b a b 

(A,B) (A,B') 

Ici (J' est Reg-compatible avec (J : soit R un langage de Reg11 (A*). CommeR est 8-clos, pour 
tout mot u deR le mot alulablulb fait partie aussi deR, ainsi Rest inclus dans com(Rna*b*) 

i.e. fe·(R) = com(Rna*b*). D'autre part commeR est un langage régulier de A*, le langage 
Rn a*b* est régulier. De plus tous les facteurs itérants de Rn a*b* sont fortement connexes 

pour ë' : la Proposition 2.5.4 nous affirme que com(R n a*b*) est un langage régulier. 

Comme l'illustre l'exemple précédent, en ce qui concerne le problème des sern.i-commutations 
Reg-compatibles, la différence essentielle entre les commutations partielles et les semi-commu­
tations réside dans la possibilité d'ajouter des couples de lettres à la relation de semi-commu­
tation tout en conser\'ant les composantes fortement connexes du graphe de non commutation, 
cette condition est du reste nécessaire : 

Lemme 4.3.3 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations. Si (J' est Reg-compatible 

avec 8 alors tout mot fortement connexe pour ë est fortement connexe pour ë' . 

preuve: Supposons qu'il existe un mot u de A* qui soit fortement connexe pour ë sans l'être 
pour ë'. Directement grâce au Corollaire 2.5.5 nous savons que le langage fe( u*) est régulier 
et que fe•(u*) ne l'est pas. 0 

Une question naturelle se pose alors : suffit-il de garder les composantes fortement connexes 
de ë? 

Exemple 4.3.4 

V\ 
b 

(A, ë) 
c c 

(A,B') 

Ici encore 8' est Reg-compatible avec 8, pour le montrer il suffit de procéder comme dans 

l'exemple précédent: pour tout langage L de Reg8(A*), nous avons fe•(Ln(a+c)*b*) = fe•(L ). 
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Considérons les semi-commutations (A, J.L) =(A, {(a, c)}) et (A,>.)= (A, {(a, b), (c,b)} ). 

n est facile de voir que fe•(L n (a+ c)*b'") = f>.ofJ.L(L n (a+ c)'"b*) : il suffit de commencer 
par placer les a par rapport aux c et ensuite de faire remonter les b . 
Nous avons fJ.L(Ln(a+c)'"b'") = Ln(a+c)'"b'" et ainsi fe•(Ln(a+c)'"b'") = f>.(Ln(a+c)'"b'"). 

Maintenant tous les facteurs itérants de Ln (a+ c)'"b'" sont fortement connexes pour ). et 
d'après la Proposition 2.5 . ../ fe•(L) = f>.(L n (a+ c)'"b'") est un langage régulier. 

En fait préserver les mots fortement connexes pour ë ne suffit pas et, plus surprenant encore, 
il existe une semi-commutation 9" incluse dans 9' ( 9" = 8' - ( c, b)) telle que 9" n'est pas 
Reg-compatible avec 9 : 

Exemple 4.3.5 

(A, 0") 

9" n'est pas Reg-compatible avec 9 . Soit R = fe[(abc)'"acb(a + b + c)'"], ce langage est dans 
Reg11 (A'") : 

R = ill[( abc )*acb( a+ b + c)*) = (abc)*( ac+ c+ a )(a+ c)'"b(a + b + c)'" 

Nous allons montrer que le langage fii~~(R) n (bcta*acb n'est pas régulier. 

Prenons un mot rn deR tel que feu(m) n (bc)*a*acb = (bc)Paqacb, m appartient à Ret donc 
il existE n tel que mE (abc)n(ac + c+a)(a + c)*b(a + b + c)'". 

Nous avons ((abc)nf 1 m E (ac+ c+a)(a + ctb(a + b + c)*, comme (c,b) E é" nous avons 
fe,(( ac+ c+a)(a + c)*b(a + b +ct) n be( a+ b + c)'" = 0 : ceci signifie qu'une fois sorti de 
(abc)* on ne peut plus produirE de be, nous avons donc mE (abc)n(ac + ca)a•ba*. 

De plus ( c, a) E ë" et nous avons aussi fe"( (ac+ ca)( a )'"ba*) n a*cb = acb. 

Remarquons que abc~ bea pour conclure : 
8" 

Nous pouvons simplifier l'exemple précédent : 

Exemple 4.3.6 

a 

1 c 
(A, 0') 
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8' n'est pas Reg-compatible avec e ... Posons L = !8([abc + acb]*[cab + acabbc][a + b + c]*) , 
nous verrons plus tard que ce langage est dans Reg8( A •) et que nous avons : 

!8'[L] n (bcta'"eab = {(bctameab 1 n $ m} 

Considérons le graphe (A, ë U ë'-1
) : 

v 
c 

C'est un graphe fortement connexe! 

Remarquons que abc __:_. bea contrairement à abc 1:+ bea . 
8' 8 

Nous énonçons, maintenant le résultat principal de ce chapitre : 

Théorème 4.3. 7 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations. 8' est régulièrement com­
patible avec 8 si et seulement si pour tout mot de permutation uv de A'", fortement connexe 

- - 1 pour (A, 8 U 8'- ) , nous avons : 

• • uv - vu ::.:::? uv - vu 
6' 8 

Notons que cette caractérisation est décidable : il suffit de tester les mots de permutation. 
Nous concluons cette partie sur un exemple de semi-commutations non Reg-compatibles assez 
différents des deux précédents et plus proche du cas général : 

Exemple 4.3.8 

a ---+ b 

d ~ c 

(A, 0) 

a 

! 
d 

b 

i 
c 

(A,O') 
- - 1 

Prenons u = da et v = be, d'une part le graphe ( {a, b, e, d}, eu 8'- ) est fortement connexe et 
d'autre part nous avons dabc ~ beda mais pas dabc __:_. beda . D'après la caractérisation, 

61 6 
8' n'est pas Reg-compatible avec e . 
Posons Lab = (ab)*aa+ba'"b(a + b)* et Ldc = (dc)*c+d(d + c)*, ces deux langages sont dans 
Reg8(A'") ainsi que leur shu./fie. Mais 

fe,(Labw Ldc) n (bct(da)*aabbccdd = {(bc)11(da) 9aabbccdd 1 q $ p + 1} 

Nous reviendrons sur cet exemple pour illustrer la preuve de la réciproque. 

4.4 L'implication : borner le rang de fo,(L) 

Pour montrer que la clôture d'un langage régulier L E R.eg(A*) par une fonction de semi­
commutation fe' est encore un langage régulier il suffit de borner la fonction rang6,(L) . Nous 
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allons utiliser cette technique dans la preuve de la proposition suivante : 

Proposition 4.4.1 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations. Si pour tout mot de 
permutation uv de A* fortement connexe pour ë U ë,-l vérifiant uv ~ vu , nous avons 

8' 

uv--!... vu alors la fonction rang8,(L) est bornée pour tout langage L de Reg8(A*). 
8 

Soit L un langage de Reg6(A*) et uv un mot de fe,(L). D'après le Lemme de Levi généralisé 
nous savons qu'il existe un entier n et un mot w de L tels que : 

• 2. U}···Un- U 
8 

• 3. VoVJ ... Vn- V 
8 

4.- alph( vi) x alph( Uj) C 8' pour tout i < j 

Notation : Par la suite Ujk représentera un certain u; de même que v;k représentera un Vj. 

Dans un premier temps, nous montrons que si nous n'avons pas toujours alph( vi) x alph( Uj) C 
8' pour tout i et tout j cette propriété est vérifiée très souvent. 

Lemme 4.4.2 Soit Uj1 Vi1 Uj2 Vi2 ••• Ujp Vip un sous-mot de w . Si pour tout k plus petit que p 

nous avons alph(vi~<) x alph(ujk) rt 8' alors pest majoré par lAI. 

preuve : Soient k et 1 des indices avec k < l < p et tels que 

- il existe un couple de lettres (x k. Yk) de alph( v;k)xalph( Ujk) tel que (xk, Yk) n'appartienne 
pas à 8'. 

- il existe un couple (x~, YI) de alph( v;1 ) x al ph( Uj1) tel que (x~, YI) appartienne à ë' . 

Puisque k < 1 nous devons avoir alph(vi~t) x alph(uj1) C 8' et donc YI est différent de Yk· 

Ainsi p est majoré par la cardinalité de A. 0 

Maintenant il nous reste à borner le nombre de blocs qui commutent dans les deux sens par 
8' . Nous introduisons la notion de factorisation (ir )réductible : 

Définition 4.4.3 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations et u, v, w des mots tels 

que w ~uv. Une factorisation w = VoUJVJ···UnVn de (u,v) est réductible dans 8 si et 
8' 

seulement si il existe un mot w' tel que w 7 w' ;, uv avec rangw',8,( u, v) < rangw,ll' ( u, v) . 

Une factorisation sero irréductible dans 8 si et seulement si elle n'est pas réductible. 

L'ensemble des mots irréductibles forme une base suffisante pour calculer les quotients à 
gauche d'un langage : 
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Lemme 4.4.4 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations, un langage L de Reg8(A"') 
et deux mots u, v de A"' . Alors v E u-1 /8•(L) si et seulement si il existe un mot m de L tel 

que m ~ uv et m est une factorisation irréductible de ( u, v) dans 8 0 

8' 

preuve : Nous avons : 

v E u-1 fe•(L) {:}uv E f8·(L) {:} (3w)w ~uv 
8' 

ll suffit de prendre un mot m dans { w' 1 w "7 w' ;, uv} tel que rangm,8,( u, v) soit minimal 

i.e. rangm,8'( u, v) = rangL,8'( u, v) puisque L est 8-clos ... 

Nous allons étudier la forme des mots irréductibles : 

Définition 4.4.5 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations. Soit w = vou1 v1 ... Un Vn 

une factorisation de ( u, v). On appelle ballade un chemin de U} à Un dans ë u ë'-1 
de la 

Jorme: 

ë - -, 1 ë - -, 1 ë 
bi ---+CI -8 U 8 - ---+ di ---+ a2 -8 U (J - ---+ b2- C2 · · · -.....-- ......_.,_.. 

U] tl] U2 t/2 

b ë 0- 8-,-1 d ë 
..•. · • "". n-1---+ Cn-1 - U - n-1---+ a2 ___.. ..........,_. 

Un-1 tln-1 Un 

où 

ë -
- tm arc x -+ y signifie (x, y) E 8 ; 

- x -ë u ë'-I ---+ y signifie un chemin, dans ë u o,-1
' de x à y dans le mot m ; 

m 

il est possible d'avoir Ci= di ou ai = bi pour tout i ; 

la balladt passe par tous les Ui et Vi 

Voilà ce que nous voulons démontrer : 

Lemme 4.4.6 Soient (A,8) et (A,fJ') deux semi-commutations. Si w = vou1v1 ••• UnVn est 

une factorisation de ( u, v) irréductible dans (J telle que pour tous les indices i et j nous avons 

al ph( Vi) x al ph( Uj) C 8' alors il existe une ballade de u1 à Un. 

Pour la démonstration de ce lemme nous avons besoin de quelques définitions ... 

Pour une factorisation w = u1 v1 ..• Vn-l Un Vn de ( u, v) nous définissons les ensembles suiv­
ants: 

Pu, = {a E 'Ui 1 il existe une ballade de u1 à a} pour i = 2, ... , n 

Xu, ={xE Ui 1 il existe un chemin dans (ui,ëuë'-1
) de Pu, à x} pour i = 2, ... ,n 
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Yu, = {y E Ui 1 il n'y a pas de chemin dans ( Ui, ë U ë'-1
) de Pu; à y} pour i = 2, ... , n 

Qu, ={bE Ui 1 (b,c) E ë pour un cE alph(vi)} pour i = 1, .. . ,n -1 

Clairement, Pu, c Xu,, Xu, nYu, = 0, Xu, UYu, = alph(ui), pour i = 2, .. . ,n. 

Pv, = { c E Vi 1 il existe une ballade de v1 à c} pour i = 1, ... , n- 1 

X v, = {x E ui 1 il existe un chemin dans (v;, ë U ë'-1 ) de Pv; à x} pour i = 1, ... , n - 1 

Yv, ={y E Vi 1 il n'y a pas de chemin dans (vi,ë U ë'-1 ) de Pv; à y} pour i = 1, ... , n- 1 

Qv, ={dE Vi 1 (d, a) E ë pour un a E alph(ui+l)} pour i = 1, ... , n- 1 

Clairement Pv, c Xv,, Xv, n Yv, = 0, Xv, U Yv, = alph( vi), pour i = 1, ... , n- 1. 

De par les définitions des ensembles nous avons directement les propriétés suivantes : 

1. il n'y a pas d'arc de ë de Xu, à Yu, pour i = 2, ... , n 

2. il n'y a pas d'arc de ë de Xv, à Yv, pour i = 1, ... ,n-1 

3. il n'y a pas d'arc de ë de u1 à Yv1 

4. il n'y a pas d'arc de ë de X u, à Yv, pour i = 2, ... , n - 1 

5. il n'y a pas d'arc de 6 de X v, à Yu,+ 1 pour i = 1, ... , n- 1 

6. si Qv, C Yv, alors il n'y a pas d'arc de ë de Xv, à Yu,+ 1 pour i = 1, .. . ,n- 1 

7. si Qu, C Yu, alors il n'y a pas d'arc de ë de Xu, à Yv, pour i = 2, ... , n- 1 

8. il n'y a pas d'arc de 6'-1 de Xu, à Yu, <==> il n'y a pas d'arc de ë'-1 de Yu, à Xu, pour 
i = 2, . .. ,n 

9. il n'y a pas d'arc de ë'-1 de Xv, à Yv, <==> il n'y a pas d'arc de ë'-1 de Yv, à Xv, pour 
i=1, ... ,n-1 

Nous noterons : 

et Uiy = lly .. (ui) pour i = 2, ... ,n. 
1 

Vix = II xv, (vi) et Vi y = lly"• (vi) pour i = 1, ... , n- 1. 

Reformulons les propriétés 1-9: 

• 1. Ui __, UiyUix pour i = 2, .. . ,n 
6 
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4. u;x Vi y ....:._. Vi y Uix pour i = 2, ... , n - 1 
6 

• . 1 5. Vix'lli+I 1,---; Ui+IyVix pour t = 1, ... ,n-
6 

6. si Qv, C Yv, alors VixUi+lx ~ Ui+JxVix pour i = 1, .. . ,n -1 
8 

• . 2 8. UjyUix-;;+ Uj l = , ... ,n 

Pour montrer le Lemme 4.4.6 nous allons démontrer un lemme un peu plus précis : 
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Lemme 4.4. 7 Soient (A, 9) et (A, 9') deux semi-commutations. Si w = vou1 v1 ... Un Vn est 

une factorisation df ( u, v) irréductible dans 9 telle que pour tous les indices i et j nous avons 

al ph (v;) x al ph ( u j) C 9' alors il existe une ballade de u1 à Un et de plus 

preuvf : par induction sur le rang de factorisation : n. 

Première étape: w = u1 v1 u2• Nous avons : 

(2)· (3)• (1)• {5)• 
UJVJ'Il2 7 'll}VJyVlx'll2 7 VJ},UJVJxU2 B VJyU}VJx'll2y'll2x 7 VtyUJ'Il2yVJx'll2x 

Ceci correspond à dérivation attendue pour n = 2, occupons-nous de la ballade : 

Ainsi si Qv1 C Yv1 , alors la factorisation w = u1 v1 u2 est réductible dans () . Puisque w = 
u1 v1 u2 est supposé irréductible dans 9, nous devons avoir Qv1 n Xv1 =1- 0. 

Posons d E Q v
1 

n X v1 ; alors il existe b E ub c, d E v1 , a E u2 et nous retrouvons la ballade 
ë - -, 1 ë b---;c-9u9- ---; d---;a . 

~ ._,_. 
tl] V] 

D'après l'hypothèse d'induction, il existe une ballade de 111 à Un-I et de plus 

m 
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et ainsi 

Ceci correspond à dérivation attendue pour n, occupons-nous de la ballade : 

Remarquons que si Qv"_1 C Yvn- 1 alors 

(6)• 
mVn-ly Un-lx UnyVn-1x Un x --+ mVn-1)'Un-1x Un y Un x Vn-1x e 

Ainsi si Qvn_ 1 C Yvn_ 1 , alors la factorisation w = u1 v1 u2 .•. Un-1 Vn-1 Un est réductible dans 
8, cÇ>mme elle est supposée irréductible nous avons Qvn-1 n Xvn_ 1 =1 0. 

Prenons dE QIJn-1 n Xvn-1 ; alors il existe cE PVn-1' a E Un et finalement nous obtenons 

é ii U ÏÏI-} d é --+c-u u ---+ ---+a --.-
Vn-1 ILn 

Ainsi une ballade de u1 à c est prolongée de u1 à Un. 0 

Nous pouvons maintenant borner le nombre de blocs qui commutent dans les deux sens par 
(}' : 

Lemme 4.4.8 Soient (A, 0) et (A, 8') deux semi-commutations telles que pour tout mot de 
- - 1 • 

permutation uv de A • fortement connexe pour (} U 8'- nous avons uv - vu implique 
9' .. 

uv-- vu. 
e 

Si w = v0u1 v1 ••• Un Vn est une factorisation de ( u, v) irréductible dans (} et si UkVk ... Ui un 

facteur de w tel que pour tous les indices i et j nous avons al ph (v;) x al ph ( u j) C 8' alors 

1- k + 1 ~lAI. 

preuve : D'après le Lemme 4.4.6 il existe une ballade de uo à Un passant par UkVk ... u1 ap-

pelons Ble sous mot de UkVk ... u1 représentant un morceau de ballade: B = Wkmk ... wl-l m1-I w1 . 

Clairement aucun des m; et des Wj n'est réduit au mot vide. Nous allons montrer que les 

alphabets des mj sont disjoints. 

Supposons qu'il existe i et j des indices, avec k ~ i < j ~ l, tels que m; = m~xm~' et 
mj = mjxm;' . Remarquons que xm~'wk ... Wj-1 mjx est un mot fortement connexe pour 

ë u ii'-1
• 

P Il 1 .. • renons u = Wi+I ••• Wj et v = xm; Wk ... W;-1 mjx nous avons uv 7 vu pu1sque pour tout 

indices i' et j'nous avons alph( v;') x alph( u;') C 8' mais pas uv _:_. vu puisque : 
e 
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- alph(u) n alph(v) = 0 car pour tout i',j' nous avons alph(vi') x alph(u;•) C (J' 

- u :f. E puisque pour tout i' Wi' :f. E 

- v :f. E puisqu'il contient x 

- mi = md et Wi+l = aw avec ( d, a) E 9 puisque B est un facteur de ballade. 

Remarquons que nous pouvons simplifier u et v afin d'obtenir des mots de permutation tout 
en conservant les propriétés ci-dessus : il suffit de conserver une seule occurrence de chaque 
lettre. 

Ceci contredit notre hypothèse et ainsi tous les m.i doivent avoir des alphabets disjoints. 
Puisque aucun des mi n'est réduit à E nous concluons que mk ••• m.1-2ffi1-1 contient au moins 
1- k + 1 lettres différentes et ainsi 1- k + 1 $ lAI . 0 

Maintenant nous avons tous les éléments pour conclure : 

Proposition 4.4.1-bis Soient (A, fJ) et (A, 8') deux semi-commu.tations telles que pour tout 

mot de permutation uv de A* fortement connexe pour ëuë'-1 nous avons uv~ vu implique 
8' 

uv ~ vu alors la fonction rang 11 , ( L) est bornée pour tout langage L de Reg8( A •) par IAI2 + 
e 

2IAI. 

preuve: Soit uv un mot de fe•(L). D existe un mot irréductible, dans 8, w deL tel que 

2. U] .. . 'Un~ U 
Il 

3. VQVJ .. • Vn ~V 
Il 

4. alph( vi) x alph( u;) C 0' pour tout i < j 

5. rangL,II'( u, v)= n 

Prenons le plus long sous-mot m = u;1 Vi1 ••• u;P Vip de w vérifiant pour tout indice k, 
al ph( u Jk) x al ph( Vi~c) ~ (J' et tel que pour tout u1 et vi' tels que al ph( ul) x al ph( VJ') ~ 8' 
et l $l', il existe k tel quel$ ik $l'ou 1 $ Îk $l'. 

Remarquons que la deuxième condition est toujours satisfiable cars 'il existe u1 et v1, n'appartenant 
pas à m et tel que al ph( u1) x al ph( VJ') ~ fJ' avec ik $ 1 $ l' $ Îk alors on remplace uik par u1 

et Vi~c par VJ' . 

Nous savons que pest majoré par lAI . 

Maintenant les u1 et v; entre chaque u;~. et Vi~c commutent dans les deux sens par 8', nous 
savons donc qu'il existe au maximum lAI blocs de tl/VI entre chaque uik et Vi~c et entre chaque 

Vi~c_ 1 et u i~r . 

Nous avons 2p + 1 espaces libres pour les blocs UJVI et les p blocs de u;k Vi~c, ainsi n < 
(2p + 1)IAI + p = 2IAI2 + 2IAI 
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4.5 La réciproque : construction d'un contre exemple 

Nous avons vu une condition nécessaire : il faut préserver les mots fortement connexes. Nous 
savons, grâce à quelques exemples, que cette condition n'est pas suffisante. Dans cette partie 
nous démontrons que s'il existe un mot de permutation uv fortement connexe pour ë U ë'-1 

tel que uv ~ vu mais pas uv ~ vu alors il existe un langage L de Reg9( A •) tel que /9, ( L) r 9 
ne soit pas un langage régulier. 

Pour cela nous avons besoin de mieux connaître les mots uv , nous donnons une caractérisation 
graphique de ces mots. 

4.5.1 Caractérisation graphique 

Lemme 4.5.1 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations telles que tout mot fortement 

connexe pour ë l'est aussi pour ë' 

Si il existe un mot uv de A• tel que: 

- uv est fortement connexe ë U IJ'- 1 

- uv est un mot de permutation 

-uv~ vu mais vu~ /9(uv) 
9' 

Alors il existe un sous-alphabet 

{xo,xh· . . ,x11 } de alph(uv) tel que: 

-n2::3 
- {(xo,XJ), ... (Xi-hXi)} C jj'-1 

- -,-1 
- {(Xi+J 1 Xi+2), .. . ,(Xn-I,Xn)} C 8 U 8 
- (xo,xn) E 8 n 8' n ë-1 

- (xi,xi+1) E ë n 8' n e-1 

- {xo, ... , xi} X {xi+ li ... , Xn} C 8' 

Xi 
ë n 8' 

Xo Xn 
ë- 1 ne' 

preuve : Comme uv est un mot de permutation, vu ~ f9(vu) et vu E /9~(vu) il existe un 
couple de lettres (xi,Xi+1) E alph(u) x alph(v) dans ën8'. De plus ë' préserve les mots 
fortement connexes de ë, nous avons (xi, Xi+1) E ë n 8-1 n 8'. 

Posons D(xi) ={y E alph(uv) 1 il existe un chemin de Xi à y dans (alph(uv),O')} et !(xi)= 
alph(uv) \ D(xi). Posons u' = TID(x;)(uv) et v'= TII(x,)(uv). 

Puisque uv~ vu, D(xi) est inclus dans alph(u), remarquons alors que nous avons u'v' __:_. 
9' 8' 

v'u' et v'u' ~ /9(u'v') (car Xi+1 est dans v'). 

De plus u'v' est fortement connexe pour ë U iï'-1 (car D(xi) U !(xi)= alph(uv)) et donc il 
existe dans (alph( v'), jj U ë'-1 ) un plus court chemin de Xi+1 à une lettre, disons x 11 , telle qu'il 
existe un arc de ë U jj'- 1 partant de Xn et aboutissant à une lettre x0 de alph( u') . 

Comme u'v' ~ v'u' le couple (xn, x0) doit appartenir à ë n 8'-1 et donc à ë n 8-1 n e'-1 car 
9' 
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ë' conserve les mots fortement connexes de ë . 

Pour conclure, comme xo est dans alph( u') x0 est aussi dans D(xi) et nous savons qu'il existe 
un chemin {(x0 ,xJ), . .. ,(Xi-hxi)} inclus dans (alph(u'),ë'-1 ). 0 

4.5.2 Simplification de {) 

Le fait suivant nous autorise à utiliser une semi-commutation plus grande que (J : 

Fait 4.5.2 Soient (A, ï) et (A, 9') deux semi-commutations. Si (A, 9') n'est pas Reg-compatible 

avec (A, ï) alors (A, 8') n'est pas Reg-compatible avec toute semi-commutation incluse dans 

(A,ï)· 

preuve : Tout langage L de Reg-r(A*) est clos pour toute semi-commutation incluse dans 
(A, ï) . Maintenant si (A, 8') n'est pas Reg-compatible avec (A, ï ), il existe un langage L tel 
que fe,(L) n'est pas régulier. 

Nous définissons la plus grande semi-commutation possible conservant les propriétés du mot 
uv: 

Définition 4.5.3 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations telles que : 

- -,-1 
- {(x1+1,x1+2), ... ,(xn-hxn)} C BuB 

- (xo,Xn) E ene'në-1 

- (xi, xi+1) E ë nB' n e-1 

(A, ï) est définie comme suit : 

Désormais nous ne travaillerons plus avec 9. 

4.5.3 Définition d'un langage 

Nous définissons ici des petits langages réguliers sur un modèle proche de (ab t' b( a + b t'. A 
l'aide de ceux-ci nous construisons le langage C, de Reg6(A*) sur lequel se fonde notre preuve. 

Définition 4.5.4 Soient (A,ï) une semi-commutation et w un mot connexe de ;y. 
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J"~( w*) si w est fortement connexe pour .:y 

Exemple 4.5.5 Reprenons l'exemple 4.3.8: 

a --+ b 

d- c 

(A, 1') 

a 

! 
d 

Nous avons Dab = { aabb} et Ddc = {cd, cddc, dccd, ccdd} . 

b 

i 
c 

(A,ë') 

D'où Lab = f"~n"~-d(ab)*j"'(aabb(a + b)*)] = (ab)*aa+ba*b(a + b)* , 

et Ldc = f'rn'r-1 [(de)* J'Y( {cd+ cddc + dccd}( c + d)*)] = (de )*c+ d( d + c )* . 

Maintenant nous sommes capables de définir le langage qui nous servira pour démontrer que 
la condition sur uv est nécessaire, nous l'appellerons C : 

Définition 4.5.6 Soient A l'alphabet {x0 , ••• ,xn} et (A, -y) une semi-commutation telle que 

(xn,xo) E 'Yeti C {(xk,Xk+I) 1 k < n} U {(xn,xo)}. 

Notons mom1 ... mr la factorisation de xox1 ... Xn telle que { momr} U {_m j 1 0 < j < r} est 
l'ensemble des composantes connexes de ( { xo, x1, ... , Xn}, ;y). 

Désormais momr et les autres mi représenteront toujours la projection sur les composantes 
connexes de xox1 ... Xn pour i . 

Regardons un peu la structure des langage Lin , nous avons trois familles : 
J 

Première famille : m;· = y est réduit à une lettre alors 

LJ =y* 

Deuxième famille: mj est un mot Yo· .. Yk avec 0 < j <ret (alph(mj),i') = {(YI.YI+I Il< 
k}: 

et par exemple pour k > 3 

D7nJ = YoYoY1 · · ·YkY1 · · ·Yk + Yo · · ·Yk-1Yo · · ·Yk-lYkYk 

+ U (Yo···YI-lYO···YI-IYI···YkYI···Yk) 
IE2 .. k-1 
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Troisième famille : le mot momr (cf de dans l'exemple 4.5.5) 

4.5.4 Un langage régulier 

Les langages Lin n'appartiennent pas à 'Re , la famille des langages construits à l'aide des 
opérations quasi-rationnelles. Dans cette partie nous démontrons que les langages L'in sont 
bien ')'-clos et réguliers, et, ainsi, établissons que le langage C appartient bien à Reg"Y( A •) . 
Donnons d'abord deux lemmes de dérivation sur les mots de permutation : 

Lemme 4.5.7 Soit (A,8) une semi-commutation et un mot de permutation w1abw2 sur A* . 

preuve : Supposons que w~ baw~ ne soit pas dans fe( w1baw2) , grâce 'au Lemme de Projection 
nous savons qu'il existe un couple de lettres (x, y) dans 8 tel que llxy(w1baw2) = xy et 
Dry( w;baw;) = yx . 

Comme pour tout couple (x,y) différent de (a,b) nous avons D:ry(w1abw2) = D:ry(w1baw2) 

et Dx31 (w;abw~) = Dr31 (w;baw~) avec w1abw2 ...:._. w;abw~ nous devons avoir (x, y)= (a,b). 
9 

Mais nous avons Dab(w1baw2) = Dab(w~baw~). 0 

Lemme 4.5.8 Soit (A, 8) une semi-commutation et un mot de permutation w sur A* Si 

w ...:._. w' alors pour tous les mots u, m, v de A* tels que w = umv nous avons: uDm( w')v ...:._. 
8 8 

w'. 

preuve : Comme u est un mot de permutation et grâce au Lemme de Projection nous savons 
que w' n'est pas dans fe(ullm(w')v) si et seulement si il existe au moins un couple de lettres 
(a, b) n'appartenant pas à 8 tel que t TI ab( ullm ( w')v) = ab et Dab( w') = ba . 

Si a ou b n'appartient pas à alph(m) alors nous avons llab(ullm(w')v) = llab(w) =ab, et 
puisque w ...=.... w' et Dab( w') = ba ce qui est impossible : (a, b) ~ () . 

8 

Maintenant si a et b appartiennent à al ph( m) nous aboutissons aussi à une impasse :llab( ullm ( w')v) = 
llab(llm(w')) = llab(w'). 0 

Proposition 4.5.9 Soit (A,8) une semi-commutation et u un mot de A* tel que (alph(u),ë) 
est un graphe connexe. 
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Le langage L~ = /one-l[u•Je(D~[alph(uW)J est dans Reg8(A"'). 

preul'e : Nous pouvons nous restreindre au cas "u est un mot de permutation" sans rien 
perdre. 

L~ est un langage régulier car on peut le construire à l'aide des opérations quasi-rationnelles 
définies pour la commutation partielle (A, es) = (A, en e-1 ) : 

u est connexe pour ë, u est (fortement) connexe pour Bs ; L1 = Je,[u"'] est un langage 
de Reg8,(A"'). 

D~ ~st un langage fini, L2 = /e(D~[alph(u)]•)] est un langage de Reg8,(A•). 

L1 et L2 sont dans Reg8, (A*) , L~ = fe.(L 1L2) l'est aussi. 

L~ est e-clos : 

Dans ce paragraphe nous noterons Lu le langage L~ et Du le langage D! . 

Supposons que Lu n'est pas e-clos. Par définition, cela entraîne l'existence d'un mot de Lu 
w = v ab v' , avec (a, b) un couple de lettres de e , tel que le mot w' = vbav' ne soit pas dans 
Lu . Puisque Lu est es-clos (a, b) appartiennent e n ë-1 . 

Comme w est dans Lu , il existe un entier k et un mot t de Dualph( u )* tels que ukt E Lu 
avec t ~ s et uk s ~ w' . Comme t appartient à Dualph( u )* il existe un mot t' tel que 

8 8, 

ut'~ t . Ainsi nous avons uk+1t' ~ uks ~ w'. 
B 8 ~ 

Nous allons utiliser une numérotation classique, mais avec une semi-commutation adaptée au 
langage Lu : dans ce langage une partie est e-close mais le langage est es-clos. 

Soit AN l'alphabet numéroté: {xi 1 x E A, 1 $ i $ N = lwl} . 

Posons WN = num(w) = VNaibjv}v , num(w') = w]v , num(uk+1t') = u1u2 ... uk+1t]v où 
U = XoX1 ••• Xn et Uj = Xo, X1, ••• Xn, • 

Nous utiliserons la semi-commutation suivante : 

eN = {(xi,Yj)l(x,y)Ee, XjEAN, YjEAN, k5,j, k$i} 

U{(xi,Yj) 1 (x, y) E e., Xj E AN, Yj E AN} 

Clairement, pour tout mot w de A• nous avons w E Lu Ç:::::> num( w) E num(Lu) , de plus : 

Résultat: Si i $ k et rE u'Dualph(u*) avec lrl5: lwl alors feN[num(r)] C num(Lu). 

preuve : Soit P = alph(num( r )) \ alph( u1 ... ui) . 

Supposons qu'il existe un mot w1 dans /eN[num(r)) tel que w1 ne soit pas dans num(Lu). 
Comme num(r) est un mot de permutation nous pouvons appliquer le Lemme 4.5.8, nous 

obtenons 
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Le mot u1 ... UjTip[w1) appartient à num(Lu) puisque fe[Dualph( u*)] est e-clos. 

Maintenant si w1 n'appartient pas à J,8 ne-l(Ut ... Ujllp[wi]), cela signifie qu'il existe un 
N N 

couple de lettres (x~,yk) tel que TI.ri!lk(ui···uillp[wi]) = XiYk, TI.r1yk[wt) = YkXt et que 
(xz, yk) E eN n ë}/ , mais c'est impossible : 

nous devons avoir 1::; i puisque llp(u1 ••• Ujllp[w1]) = llp(w1]) et la d'après la définition de 

eN nous obtenons (xz, Yk) f/. eN . 

Maintenant nous sommes équipés pour montrer que Lu est un langage e-clos : 

Premier cas: a, et b3 appartiennent tous deux à la partie e-close i.e. i > k et j > k . D'après 
le résultat intermédiaire précédent w/v appartient à num(Lu) et ainsi w' est dans Lu . 

Deuxième cas : i ::; k ou j ::; k 
-Comme (a,b) appartient à en ë-1 , le mot aibj doit être un sous-mot de WN et donc i::; j 
c'est pourquoi ai n'est pas dans la partie e-close (i.e. i::; k). 
Supposons maintenant j > i + 1 , cela signifie que bi+I est devant ai dans num( w) ; cela 
entraîne l'appartenance de ai à la partie e-close : pour obtenir num( w) il faut utiliser la règle 

non symétrique aibi+I ---+ bi+Iai . Ainsi l'indice j vaut soit i soit i + 1 . 

Nous avons 

et aussi 

Le Lemme 4.5.7 nous donne 

Le mot u1 112 ... m 1 bjaim2 ..• uk+1 t/v est dans num(Lu) car si nous oublions la numérotation 
le mot m1 b;aim2 appartient à Du . 

Nous pouvons conclure: u1u2 ..• m1bjaim2 .• • Uk+tt/v ~ w/v et 
BN 

feN(u1u2 . .. ui-1m1bjaim2 •• . uk+It~,) C num(Lu) ainsi w/v E num(Lu), d'où w' ELu. 

Le langage Lu est un langage régulier et e-clos . 

4.5.5 Calcul d'une intersection 

Nous concluons la démonstration du Théorème 4.3.7 par la proposition suivante : 

0 

Proposition 4.5.10 Soit A l'alphabet {xo, ... ,xn} avec n ~ 3. Soient (A, -y) et (A,e') deux 
semi-commutations telles que : 

et 
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1. {(xo,xi), ... ,(xi-l,xi)} C ê'-1 

2. {(xi+b Xi+2),. ·.,(X n-b Xn)} C 1' U {}'-l 

3. (xo,xn) E 1 nB' n ')-1 

4. (xi,Xi+I) E 1 nB' n ,-1 

5. {xo, ... ,xi} x {xi+b···,xn} C 8'. 

fe,(C) n'est pas un langage régulier 

Pour mettre en évidence la non régularité de j 6,(C) nous calculons son intersection avec un 
langage régulier I . Nous avons à considérer deux cas : 

{ 
Xn si i + 1 = n 

Premier cas : i est supérieur à 1 alors nous posons u = x0 ••• Xi et v = 
Xi+l ... XnSinon 

et pour l'intersection nous utiliserons le langage 

I = (xi+l· . . xn)*(xoxl ... xi)*x~ ... x~x5 

deuxième cas: i = 0 , nous avons u = xo et v= x1 •• • Xn . Nous appellerons Xk la première 
lettre de mr . 

Si mr contient au moins deux lettres i.e. k -:f n nous utiliserons pour l'intersection le langage 

Si mr = Xn et n > 2 nous utiliserons 

Pour mr = Xn et n = 2 nous avons 

En premier lieu nous établissons deux lemmes : le premier met en lumière les contraintes 
imposées aux mots de C ; le second celles des mots de j 6,-l (J) . 

Exemple 4.5.11 (suite de l'exemple 4.3.8) 

a--+b 

d ~ c 
(A,O) 

a 

l 
d 

b 

i 
c 

(A, 0') 

Nous avons vu que Lab = (abtaa+ba*b(a+bt et Ldc = (dctc+d(d+ct, sont deux langages 
de Reg6(A*) . Nous calculons l'intersection 

fe,(Labw Ldc) n (bc)*(da)*a2b2c2d2 
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Lemme 4.5.12 

1. Soit {xl,Xi+I} C alph(mj) avec 0 < j < r alors 

Dx1x1+1 (C) C (x?+ XiXI+JXi)(xl +xl+!)* 

2. Soit {x/,Xi+d C alph(mr)(ou alph(mo)) alors 

De plus pour chaque mot m de C commençant par x0 nous avons 

et 

preuve : 

Dx1xl+ 1 (m) E (x?+ XiXi+JXi)(xl + Xi+J)* 

llxnx0 (m) E XoXn(Xo + Xn)"' 

--1. Nous avons Lm; C f..r[mjmj(alph(mj))*] c'est pourquoi 

flx,x 1+1 (LmJ) C f-r[XiXi+IXiXi+l (xl+ X1+1 )*) 

Comme (xz, xz+I) E i' il est facile de voir 
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2. Nous avons Lmomr C /-y[momr(alph(momr))*] . Lorsque Xo est la première lettre de 

m nous avons IImomr(m) E xof-y[(xo-1momrmomr(alph(momr))*] c'est pourquoi, comme 

ci-dessus, Dx1x1+1 (m) E (x?+ xzxi+Ixz)(xl + X1+1)* et puisque (xn,Xo) E i' nous obtenons 

IIxnx0 (m) E XoXn(Xo + Xn)'" . 0 

Le lemme suivant peut être facilement montré avec le Lemme de Numérotation et le Lemme 

de projection : 

Lemme 4.5.13 Soient m et m' des mots de A* tels que m ~ m' et un couple de lettres 
9' 

(x, y) de 8'. 

Si lixy( m') E (yx)*y2x 2 alors Dxy(m) E D~*(y,x). 

Si lixy( m') E (yx)"'x 2 y2 alors IIxy(m) E D~*(y,x)(ë + xy + xy2x + x2y2). 

Nous spécialisons ce dernier lemme pour les deux types d'intersection, pour le cas i > 0: 

Lemme 4.5.13A Soit rn tm mot de C . Si fe•(m) n 1 =f 0 alors 

1. Pour tout indice j différent de 0 et de i tel que (x i+l, x j) E 8' nous avons Dx
1
+1 x; ( m) E 

D~"(xj,Xj+I). 

2. Si i =f 1 alors nXjX] (rn) E D; "(xb Xi) . 

9. Dx0x1 (m) E D;*(xo,xi)(ë + XJXo + x1xÔx1 + x~xÔ). 
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preuve : 1 et 3 proviennent directement du Lemme 4.5.13. Pour 2 nous avons : 

Si llab(m) E D~ *(a, b) et llbc(m) E D~ *(b, c) alors nous obtenons lla.c(m) E D~ *(a, c). Comme 
{(x1,x2), ... ,(Xi-bxi)} est inclus dans ë,-l nous obtenons par 1, "tl E l..i 'Vj E l..i avec 

1 > j llx,x1(rn) E D~"'(xj,Xl). D'où llx1xi(m) E D~*(xJ,Xi). 

Pour le deuxième cas ( i = 0) nous avons : 

Lemme 4.5.13B Soit rn un mot de[, . Si fe•(m) nI# 0 alors 

1. Pour tout indice j différent de 0 tel que (xH17 xj) E ë' nous avons ll:z:i+1x
3
(m) E 

n;·cxi,xi+d. 

2. nZk-JXk(m) E D~*(xk-I,Xk)(é+XkXk-1 +xkxL1xk+xzxL1) où Xk est la premièrt lettre. 
de mr 

Le premier cas 

Nous décortiquons l'exemple 4.3.8, la {longue) preuve que nous donnons illustre le plus fidèle­
ment possible la démonstration qui suivra. 

Exemple 4.5.14 (suite de l'exemple 4.3.8) 

a--+b 

d+--c 

(A, 0) 

a 

l 
d 

b 

i 
c 

(A,O') 

Nous avons Lab = (ab)*aa+ba"'b(a + b)"' et Ldc = (dc)*c+d(d + c)* , posons[,= Labw Ldc . 
Calculons fe•(C) ni= (bc)"'(da)*a 2b2c2d2 : 

Remarquons que m = (dabc)n(da)ia 2(bc)ib2c2d2 ~ (bc)n+i(da)n+ia2b2c2d2 et qu'en partic-
9' 

ulier m est un mot de [, si et seulement si i < 2 : 
nous avons Lab = (ab)"'aa+ba*b(a + b)"' 
et aussi Ldc = (dc)"'éd(d + c)"' 
si i > 2 nous avons lldc( m') ~ Ldc . 

et 
et 

llab(m) = (ab)na'a 2bib2 

lldc(m) = (dc)ndicic2d2 

Ainsi le langage {(bc)n+i(dat+ia2b2c2d2
1 n,j $ 0 et i $ 1} est inclus dans fe•(L) ni. 

Supposons que m ne commence pas par d , alors si la première lettre de m est 

- a : d'après le Lemme 4.5.13B il faut avoir llda(m) E D~*(d,a)(é +ad+ ad2a + a 2d2 ) 

et ainsi si a est la première lettre de m nous avons q = 0 . 

- b: alors m n'est pas un mot de[, : llab( rn) ~ Lab = (ab )"'aa+ba'"b(a+b )* (Lemme 4.5.12} . 



4.5. La réciproque : construction d'un contre exemple 71 

c: le Lemme .j.5.13B nous indique que llbc E D;*(b,c) et ainsi fe,(m) ni= 0. 

Ainsi sim ne commence pas par d nous avons q = 0 (C'est le Lemme .j.5.15). 

Maintenant si m a pour première. lettre d , nous allons montrer que le plus petit facteur 

gauche de m , noté w , contenant c est égale à dabc ou sinon nous avons q ::::; 1 (c'est le 

Lemme .j.5.16} : 

Supposons qu'au moins une lettre n'appartienne pas à w , alors si une de ces lettres est : 

- b: le Lemme .j.5.13B nous indique que llbc E D~*(b,c) et ainsi frJ'(m) ni= 0. 

- soit a : si b apparaît dans w nous avons : m n'est pas un mot de C : llab( m) tt Lab = 
(ab)*aa+ba*b(a + b)* (Lemme ./.5.12}. 

Ainsi a,b,c,d, apparaissent dans w . Supposons que nous ayons au moms une lettre qui 

apparaisse plus d'une fois, si cette lettre est : 

- d : nous avons Dca( m) E dd+c( c + d)* , or Ldc = (dc)*éd(d + c)* , m n'est pas un mot 

de C. 

a : nous avons ITaa( m) E da a+ (a + d)* et d'après le Lemme 4. 5.13B il faut avoir 

llda(m) E D~·(d,a)(E +ad+ ad2a + a2d2) et ainsi nous avons q < 2. 

b : si a apparaît une seule fois dans w , nous avons llab( m) E ( abb +bab+ bba )(a+ b )* 
mais Lab = (ab)*aa+ba•b(a + b)'* et donc m ttC . 

Ainsi si w =f dabc nous avons q ~ 1 . 

Maintenant par ricurrence nous montrons que nous avons toujours q ~ p + 1 

Pour p = 0 : comme nous disposons que de deux b nous avons ITab( m) E aa+ ba*ba* ainsi il 

n'existe pas de mot m' tel que m = dabcm' ce qui entraîne q ~ 1 . 

Pour p = k + 1 : comme ci-dessus si il n'existe pas de mot m' tel que m = dabcm' alors 

q~l. 

Supposons que m = dabcm' ; maintenant si fe,( m') nI = (bc)k(da)9-1a 2b2c2d2 nous ap­

pliquons l'hypothèse de récurrence : q- 1 ~ k + 1 i.e. q ~ p + 1 . 

Pour conclure si fe,( m') n I = 0 alors nous devons avoir q = 0 : si q > 0 comme 
dabcm' ~ (bc)k+1(da) 0 +1a2b2c2d2 nous avons dabcm' ~ dabc(bc)k(da) 0 a2 b2c2d2 • 

r r 
Nous avons montré 

Nous allons montrer que 
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Tout d'abord montrons l'inclusion K C fe•(!) n 1 : 

Soit /{1 le langage (uv)*(€ + u)x~ ... x~v·x~+I ... x~xô; clairement K 1 est inclus dans[,. 

Soit m = (uv) 0 ubx~ ... x~vcx:+I ... x~xô un mot de K 1 (i.e. a~ 0, bE {0, 1}, c ~ 0). Comme 
uv ~ vu , nous avons fe•(m) n 1 = va+cua+bx~ ... x~x~+I .•• x~x6 ainsi nous obtenons 

8' 

fe•(!) n 1 = { va+cua+bx~ ... x~x~+I ... x~x6 1 a~ 0, bE {0, 1}, c ~ 0} c'est le langage K . 

Pour la preuve de 1 'autre inclusion nous considérons un mot m de [, tel que fe• ( m) n 1 = 
v"u9x~ ... x~xô et nous montrons par récurrence sur p que q $ p + 1 . 

Le lemme suivant dit que sim ne débute pas par x0 alors nous "arrêtons la production des u" 

(i.e. q = 0). Ensuite nous exposons un second lemme montrant que si x0 est la première let­
tre de m alors le plus petit facteur gauche de m contenant Xn contient toutes les autres lettres. 

Lemme 4.5.15 Soit m un mot de[, tel que fe,(m) n 1 = v"u9 x~ ... x~xô . 

Si x0 n'est pas la première lettre de m alors q = 0 . 

preuve : Posons m = xm' et supposons que x ::/; x0 alors si 

x= x1 : comme (xbxo) rf. 8', on ne peut plus produire de u et ainsi il existe p tel que 

fe•(m) n J = vPx1 2 ••• Xn 2Xo 2 • 

x::/; x1 et x est la première lettre d'un mj, posons x= Xl+I . D'après le Lemme 4.5.13A, 

comme (xl+bxl) E ë' ,il faut que llx1x1+1 (m) E Di"(xJ,Xl+I): contradiction. 

Autre cas x= Xi+I est dans un mj mais n'est pas la première lettre. Nous avons encore 

une contradiction: d'après le Lemme 4.5.12 il faut nX!Xl+l(m) E XJ(Xt +Xl+! Y d'où 
m rf.[,. 

0 

Lemme 4.5.16 Soit mun mot de C commençant par x0 et tel que fe•(m)n/ = vPu9x~ ... x~xô. 
Soit w le plus petit facteur gauche de m contenant Xn . 

Nous avons alph( w) = alph( uv) et lwlxo = 1 . De plus si lwl ::/; uv alors q $ 1 

preuve : Supposons que alph( w) ::/; alph( uv). Soit Ile plus grand indice tel que x1 n'apparaisse 

pas dans w . Alors si 

- x1 est la dernière lettre d'un mj : comme Xl+I E alph(w) , nous avons llx1x1+1 (m) rf. 
Di *(xl, XJ+I) mais (xl+b x1) appartient à B', ceci entre en contradiction avec le Lemme 4.5.13A. 

- x1 n'est la dernière lettre d'aucun mj: cela est impossible comme Xl+I E alph(w), nous 

avonsllx1xl+ 1 ( m) rf. Xt(Xt + x1+ 1 )* et par le Lemme 4.5.12 nous obtenons : m rf. L . 
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Ainsi alph( w) = al ph( uv) . De plus comme m commence par xo le Lemme 4.5.12 nous indique 
que llxoxn(m) E xoxn(Xo + Xn)"' et donc w contient exactement une occurrence de Xo . 

Maintenant supposons que w f= uv : en raison des contraintes imposées par C et par I , uv 
est un sous-mot de w et si w f= uv alors w contient, au moins deux occurrences d'une même 
lettre. Soit l le plus petit indice tel que Xi apparaisse au moins deux fois dans w . Alors si 

- l = 0 : nous venons de voir que lwlxo = 1 . 

- l = 1 : D'après le Lemme 4.5.13A nous devons avoir llx0x 1 (m)D~*(xo,x1)(E + x1xo + 
x1x6x1 + xix6) . Comme llx0x1 (m) E xoxi(x1 + xo)* il existe au maximum trois 
occurrences de x 0 dans m et donc q :::; 1 . 

- Xi est la première lettre d'un mi : nous avons lwlx1_ 1 = 1 c'est pourquoi Ilx1x1_ 1 {m) f/. 
n; *(xt-b Xt) ; comme (xt, x,_1 ) appartient à B' nous obtenons une contradiction avec 
le Lemme 4.5.13A. 

- x1 est dans alph( mi) sans en être la première lettre. Comme x 0 est la première lettre 
de m , le Lemme 4.5.12 affirme que Ilx1x1_ 1 (m) E Xi-t(E + Xi)Xi-1(Xi-1 +Xi)* . Mais 
nous avons lwlx1_ 1 = 1 et lwlx1 > 1 , ainsi m n'est pas un mot de C . 

0 

Soit mun mot de C tel que fe•(m)nl = vPuqxi ... x~x6. Nous allons montrer par récurrence 
sur p que q =:; p + 1 . Commençons par le cas p = 0 : 

Soit m ne commence pas par xo le Lemme 4.5.15 affirme alors que q = 0 . 

Soit x 0 commence le mot m : 

Soit w le plus petit facteur gauche de m contenant Xn . D'après le Lemme 4.5.16 nous 
avons al ph( w) = al ph( uv) et x0 apparaît une seule fois dans m . Nous avons deux cas 
à considérer : 

Premier cas : Xi appartient à al ph( mi) et j =/= r . 

Soit Xl la dernière lettre de ce mi . Comme lmlx,+1 = 2 {car p = 0) et puisque j f= r 

nous avons 1Im
3
(m) E Dmixi c'est pourquoi nous avons Ilx1x;(m) E Xixtxlxlx'; . 

Comme alph(w) = alph(uv) nous avons Xl E alph(w) donc lwlx,;::: 2 d'!1l'u w f= uv, 
le Lemme 4.5.16 affirme, alors, q :::; 1 . 

Deuxième cas : le mot v est un facteur droit de mr (i.e. Xi E al ph( mr) ). 
Si w f= uv alors nous pouvons conclure comme dans le premier cas : q :::; 1 . si w = 
uv , comme lmlxn = 2, nous devons avoir llxomr(m) E XoXi ... xnfr(Xi ... XnXo(Xi + 
xo)*) d'où llxox;(m) E xoxixtxo(xi + xo)* . 

Si i = 1 et d'après le Lemme 4.5.13A.3 nous avons lmlxo :::; 3 et par conséquent 
q =:; 1. Si if= 1 alors d'après le Lemme 4.5.13A.2 nous avons llxp·:;(m) E D~*(xl,xi) 
er c'est pourquoi Ilx0 x1 (m) E xox1xtxo(x1 + xo)*, et nous retrouvons le cas i = 1. 
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Conclusion: si p = 0 alors q :::; 1 . 

L'hypothèse d'induction étant la. suivante "q :::; p + 1 pour p = k" nous devons prouver que 

pour p = k + 1 nous avons q :::; p + 1 : 

Soit xo n'est pas la première lettre de m: le Lemme 4.5.15 affirme alors q = 0 . 

Ou x0 est la première lettre de m : soit w le plus petit facteur gauche de m contenant 
Xn. D'après le Lemme 4.5.16 nous avons alph(w) = alph(uv). Nous avons 

• Soit w # uv et dans ce cas le Lemme 4.5.16 dit que q :::; 1 . 

• Sinon w = xox1 ... xn et il est facile de voir que w-1m E .C , de plus : 

* Soit fe'( w-1m) n I = vkuq-l x1
2 ••• Xn 2x0

2 et nous appliquons l'hypothèse 

d'induction : nous avons q - 1 :::; k + 1 et donc q :::; k + 2 = p + 1 . 

* sinon fe,(w- 1m) nI = 0 . comme k + 1 > 0 nous devons avoir q = 0 : si 
uvm' E .Cet fe,(uvm') nI= vk+lui+1x12 ••• xn 2xo2 alors nous devons avoir 
fe,( m') nI= viukx1 2 ••• xn 2xo 2 (Pour montrer cela, s'il en est besoin, nous 
numérotons les différentes occurrences de chaque lettre de uvm' , puis à l'aide 
du Lemme 4.5.8 nous dérivons uvm' afin d'obtenir uvviukx12 ••• Xn 2x0

2 ). 

D'où q:::; p + 1 . 

Conclusion :Lorsque lui> 1 nous avons montré que fe,(.C) ni n'est pas un langage régulier: 

{vPu9x~ ... x;x51 q:::; p + 1}. 

Le deuxième cas 

Le cas lui = 1 est différent du précédent puisqu'on ne peut pas arrêter la production de 
u ... Pour mettre en évidence la non-régularité de .C nous utilisons une seconde intersection : 

I =(xl .. . xn)*xôx% ... x;x5xi .. . xL1 où Xk est la première lettre du mot mr. 

NB : Pour simplifier les notations nous n'allons pas exposer la preuve pour les cas particuliers 
k = n ou n = 2 ; du reste, la technique de la preuve est toujours la même. 

Posons K1 = (uv)*(xoxl ... Xn + xo)x% ... x;xtxi .. . xL1 , ce langage est dans .C. 

Lorsque Xk ... XnXo ~ XoXk ... Xn nous obtenons 
8' 

Dans l'autre cas 

fe,(Kl) nI= {vPxôx% ... x~x6xi .. . xL1 1 p = q ou p = q ± 1} 

Intuitivement, la lettre Xk va tenir le rôle de la lettre x1 du premier cas (lui > 1): soit m 

un mot de .C , si Xk est la première lettre de m alors la production de v est arrêtée, sinon, en 
raison des contraintes imposées par .C et f 8,-1 (!) , cette lettre doit être x0 • Plus précisément 

nous avons: 
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Lemme 4.5.17 soit m un mot deL tel que fo,(m) n 1 = vPuqxk ... x~x5xi .. . xLI 
Si II:~:;zk(m) E XiXk(Xi + Xk)"' , pour un Xi~ alph(mr) , alors p ~ 1 

Si II:~:,zk(m) E xk(Xi + Xk)*, pour un Xi~ alph(mr), alors p = 0. 
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preuve: D'abord nous examinons le cas Xi= Xk-I : supposons que II:~:k_ 1 xk(m) E Xk(Xk-I + 
xk)"' . D'après le Lemme 4.5.13B nous avons 

Comme xk(Xk-I + xk)"' n D~*(xk-t.Xk) = 0 nous obtenons lmlzk ~ 2, d'où p = 0. 

D'une manière similaire nous obtenons lmlxk $ 3 lorsque II:r:k_1:r:k(m) E Xk-IXk(Xk-I + Xk)* 
d'où p ~ 1. 

Supposons, maintenant, que 1Ixk_1 zk(m) E xt_1 xk(Xk-I + xk)* et qu'il existe un plus grand 
indice i différent de k- 1 tel que Xi~ alph(mr) et IIx;xk(m) E Xk(Xi + Xk)*. 

-Soit Xi est la dernière lettre d'un m1 : nous avons II:r:,:r:,+1 (m) ~ D~*(xi,Xi+I) ce qui 
entre en contradiction avec le Lemme 4.5.13B. 

- soit Xi appartient à un m1 sans être sa dernière lettre : nous avons IIm1 ( m) ~ f,-y( m1alph( m1 )*) 
et donc m n'est pas un mot de L . 

Maintenant soit i le plus grand indice différent de k- 1 tel que Xi ~ alph( mr) et II.x;xk ( m) E 
XiXk(Xi + xk)* . Supposons p > 1 : cela veut dire que 

Alors si 

Xi est la dernière lettre de m1 nous avons II.x;:r:;+l (m) ~ D~ "'(xi, Xi+I) et, comme i =J 
k- 1 , ceci entraîne une contradiction avec le Lemme 4.5.13B. 

Soit Xi est une lettre de m1 sans en être sa dernière : 

Si m1 n'est pas mo alors comme m1 n'est pas non plus mr le Lemme 4.5.12 nous impose 
·une contradiction : II.x;.x,+ 1 (l) C (x~+ XiXi+Ixi)(xi + Xi+I)* . 

Ainsi l = 0 et puisque II.xoxk(m) E xo(xo+xk)* il nous faut avoir 1Im0 (m) E f,y(m5alph(mo)"') 
et c'est pourquoi Ilx;.x;+1 (rn) E (x~+ XiXi+Ixi)(xi + Xi+I)* d'où une contradiction. 0 

Lemme 4.5.18 Soit mun mot deL tel que fo,(m) n 1 = vPuqx% ... x~x5xi .. . xLI et com­
mençant par x0 • Soit w le plus petit facteur gauche de m contenant Xn 

Al 
lwl.x ~ 1 pour tout indice j avec 0 ~ j < k 

ors nous avons J 
lwlx1 ? 1 pour tout indice j avec (k $ j < n) 

De plus si II.xk_ 1.xk(w) = Xk-IXk alors w =uv, dans les autres cas nous avons p ~ 1 . 
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preuve : Comme Xo est la première lettre de m nous avons IImomr ( m) E f-r[ momrmomralph( momr )*] . 

Nous savons que pour tout j, k::; j < n, que (xj,Xj+1) est dans t ainsi IIxixJ+ 1 (m) E 

xjxj+J(Xj + Xj+J)* c'est pourquoi pour tout j, k::; j < n, nous avons lwlxJ;::: 1. 

Supposons maintenant qu'il existe une lettre, n'appartenant pas à alph( mr) , qui apparaisse 
plus d'une fois dans w . Soit j le plus petit indice tel que lwlxJ ;::: 2 . Clairement, comme 
(xn,xo) Et, j est différent de O. De plus le Lemme 4.5.13B interdit à Xj d'être la première 
lettre d'un mi puisque Xj-1 apparaît une seule fois dans w . Maintenant si Xj appartient à 
alph(mi) sans être la première lettre de mi alors le Lemme 4.5.12 nous indique que m n'est 
pas un mot de[, puisque qu'il n'y a qu'une occurrence de Xj-l dans w . 

Ainsi pour tout j , 0 ::; j < k , nous avons lwlxJ ::; 1 . 

Lecas1Ixk_ 1xk(w) ::/:- Xk-1Xk: commepourchaquej ,0 :s;j < k,nousavonslwlxJ::; 1etpour 
tout j, k::; j < n, nous avons lwlxJ ;::: 1 il faut que 1Ixk_1xk( w) E (xk+XkXk-1 +xk-1XÜ(xk)*. 

Le Lemme 4.5.17 nous impose p ::=; 1 . 

Le cas IIxk-lxk(w) = Xk-1Xk : nous avons IIxkxn(m) E XkXn(Xk + Xn)* . Comme IIm.(m) E 

/"'Y[mrmralph(mr)*] nous obtenons IIm.(w) = mr. 

Supposons qu'une lettre n'apparaisse pas dans w. Soit j, 0 ::=; j < k- 1 , le plus petit indice 
tel que lwlxJ = 0 . Le Lemme 4.5.13 interdit à Xj d'être la dernière lettre de mi : en effet 
Xj+1 apparaît dans w. Maintenant si Xj appartient à alph(mi) alors le Lemme 4.5.12 impose 
que m n'appartienne pas à[, puisque Xj+ 1 n'est présent qu'une fois dans w. Ainsi pour tout 

j , 0 ::; j < k , nous avons lwlxJ = 1 . 

n est facile de conclure que si IIxk-lXk(w) = Xk-1Xk alors w =uv. 0 

Soit mun mot de[, tel que frF(m)ni = vPuqxi ... x~x6. Nous allons montrer par induction 
sur q que p ::; q + 1 . Commençons par le cas q = 0 : 

- Soit m ne commence pas par x 0 et donc Xk doit être la première lettre de m , et le 
Lemme 4.5.17 impose p = 0 . 

- Soit x0 est la première lettre de m : appelons w le plus petit facteur gauche de m 
contenant Xn . D'après le Lemme 4.5.18 nous savons que si west différent de uv alors p ::=; 1 . 
Supposons que m = uvm' . Comme p = 0 nous devons avoir lm'lxo = 1 et c'est ainsi que 

1Im0 m.(m) E momrf>.(mrmo[alph(momr)- xo]*) d'où 1Ixkx0 (m) E xox~xoxn(xk)*. D'après 
le Lemme 4.5.17 nous obtenons p::; 1 . 

Grâce à l'hypothèse d'induction "p ::=; q + 1 pour q 
q = a: + 1 nous avons toujours p ::; q + 1 : 

a:" nous allons montrer que pour 

- Soit x 0 ne débute pas m : xk doit être alors la première lettre de met le Lemme 4.5.17 

impose p = 0. 

- Ou x0 est la première lettre de m : soit w le plus petit facteur gauche de m contenant 
Xn . Le Lemme 4.5.18 nous dit que si west différent de uv alors p ::; 1 . Supposons m = uvm'. 
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Soit Je~(w- 1 m)nl = vP- 1x 0xk 2 •• • xn 2x0
2 ••• xL1 : nous appliquons l'hypothèse d'induction 

pour obtenir (p - 1) ~ a + 1 soit p ~ q + 1 . 

Soit j 9,(w-1m) nI= 0 : comme a+ 1 > 0 nous devons avoir p = 0 car sinon uvm' E [,et 
r ( ')nI_ i+l o+l 2 2 2 2 d' , r ( ')nI _ i a 2 2 2 2 JB' uvm -v u Xk •• • Xn Xo ... xk-l ou JB' m -vu Xk .. • Xn xo .. • xk-l 

(on numérote les lettres du mot x0vm' pour appliquer ensuite le Lemme4.5.8 afin d'obtenir 
ja 2 2 2 2) uvv u Xk •• • Xn Xo •• • xk_1 • 

Ainsi p ~ q + 1 . 

Maintenant nous sommes capables de conclure : 

et remarquons que 

comme nous devons avoir p ~ q + 1 , le langage fe, ( K 1 ) n I n'est pas régulier. 

NB: A l'aide d'une induction similaire sur p, il est possible de montrer que si 

alors 

Xk ••• XnXO h XoXk ••• Xn 
9' 

La démonstration du Théorème 4.3.8 est terminée. 

4.6 Corollaires & Complexité 

0 

Dans cette partie nous traitons de la Reg-compatibilité de couples de semi-commutations 
particuliers. Les corollaires obtenus sont bien sûr conséquences directes du Théorème 4.3. 7, 
nous donnons de nouvelles preuves basées sur la caractérisation de ne,(A*) . 

4.6.1 Le cas 0' inclus dans e-1 

Tout d'abord remarquons que 8-1 est toujours Reg-compatible avec 8: en effet si il existe un 
mot de permutation uv fortement connexe pour 8, il est impossible d'avoir uv ~ vu sans 

e-1 
avoir u ou v réduit au mot vide. On peut étendre cette remarque au cas 8' inclus dans 8-1 

Nous vous proposons ici une autre démonstration utilisant la famille ne,(A*) : 

Corollaire 4.6.1 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations. Si 8' est incluse dans 
8-1 alors 8' est Reg-compatible avec 8 . 
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preuve : Nous allons utiliser le Théorème 2.5.17. Soit R un langage de Reg0(A) . En premier 
nous montrons que le langage ]( = MAXo'Uo,(R)) est dans est un langage régulier : 

Soit u un mot de K , comme K est inclus dans !fp(R) il existe un mot v tel que v ~ u . 
0' 

D'après la définition de MAXo,(fo,(R)) nous avons u ~v, et puisque 8' est incluse dans e-1 

6' 

nous obtenons v ~ u d'où 1 'inclusion de K dans R. Ainsi K = { u E R 1 v ~ u ==> u ~ 
0 61 0' 

v} = MAX6'(R) = MIN6,-1(R). Comme 8' est incluse dans e-1 le langage Rest clos par 
8'-1

, d'après le Lemme 2.5.14 MIN6,-1 (R) est dans Reg( A*) ainsi K est un langage régulier. 

Maintenant nous devons montrer que tout facteur itérant u du langage K est fortement 
connexe pour Ô' : 

Supposons qu'il existe un facteur itérant u de K non fortement connexe et tel que u"' soit 
inclus dans LEXo, . TI existe alors des mots u1 et u 2 tels que : 

Comme u est un facteur itérant de K , il existe deux mots x et y tels que le langage xu"'y est 
inclus dans ]( , ainsi le mot xuuy est dans K. A comme xu2u2u1 u1 y ~ xuuy et 8' C 8-1 

0' 

nous obtenons xuuy ~ xu2u2u1 u1 y c'est pourquoi xu2u2u1 u1 y est un mot de R. 
0 

Comme u"' est dans LEXo•, u est fortement connexe pour (J' n e'-1 ainsi XU2U2UJUJY ft 
J6'(xuuy) ce qui entraîne une contradiction : xuuy E MAXe,(R), xu2u2u1 u1y E R et 
xu2u2u1 UJY ~ xuuy mais xu2u2u1 u1y ft Je'(xuuy). 

6' 

Ainsi K satisfait les conditions du Théorème 2.5.17 et par conséquent J6,(R) appartient à 

1(61 • 0 

4.6.2 Le cas e inclus dans 0' 

Maintenant considérons les semi-commutations 8 et (J' tel que (J' soit plus grande que 8 : 

Corollaire 4.6.2 Soient (A, 8) et (A, 8') deux semi-commutations telles que 8 c 8'. 

8' est 1(f:C-compatible avec 8 si et seulement si Je' = fe'n0-1 ofe 

preuve : 

Pour la partie si : nous avons pour tout langage R de Reg6(A"') Je,(R) = Je,ne-1oJe(R) = 
Je'nB-1 (R) ; le Corollaire 4.6.1 nous affirme que Je•ne-1 (R) est un langage régulier. 

Pour la partie seulement si : En premier lieu il faut remarquer que si Jo' = Je'nB-1 oJe nous 
devons avoir 8' C 8 U e-1 ; clairement cela signifie que si xy est un mot fortement connexe 
pour ii, xy l'est aussi pour Ô' . 

Supposons que 8' est incluse dans (J u e-1 mais que nous n'avons pas Jo• = Je'n6-1oJe . En 
tenant compte du fait (x, y) E ô'=> (x, y) E Ô et grâce au Théorème 3.3.5 nous avons: 
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(xo, Xn) E (J n (J' n ë-l 

(xi,Xi+t) E ë ne' n e-1 

{xo, ... ,xi} X {xi+l···,xn} C 0' 
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Si pour tout indice j nous avons (x j'x j+1) dans e alors Xo . .. Xn est un mot fortement connexe 
pour e mais pas pour (J' • 

Maintenant si il existe un indice j tel que (xj,Xj+I) soit dans (J alors (xj,Xj+1) est aussi dans 
ë'-1 n ë-1 Pour montrer que (J' n'est pas Reg-compatible avec (J nous utilisons le langage 
suivant : 

Clairement L est un langage régulier. Soit uabv un mot de L avec (a, b) dans (J, pour prouver 
que langage L est O-dos il suffit d'examiner les trois cas suivants : 

u ab v 
~...---. 

uabv = wP(xoXt ... XjXj+l ... xn)wqm, mE fe[w*w/A*] 

u a bv 
~----~----~~ ~ 

uabv = u_,k(xoXt ... Xn-1 Xn ) m , mE fe[w*w/A*] 

Pour montrer que L n'est pas un langage régulier nous utilisons le langage K = L n 
fe~[w*wjA*] pour un j tel que (xj,Xj+t) soit dans O. Suivant la valeur de j nous avons: 

- Si i > j alors 

- si j > i et xo .•. Xn f/. fe,(xi+tXi+2 ... XnXoXt ... Xi) alors 

K = {(xi+1Xi+2 ... xn)P(xoXt ... xi)Pwj} 

Pour calculer ces intersections il suffit de remarquer que toute commutation XjXj+l -

Xj+tXj est irréversible: (xj+t,Xj) est dans Ü'në, une fois "sorti de l'étoile" par w3 le couple 

(xj, Xj+t) est marqué à jamais. 0 

A partir de ce corollaire, en remplaçant (J' par (J U e-t nous obtenons 
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4.6.3 Le cas ()' = () U ()- 1 

Corollaire 4.6.3 Soit (A, 0) une semi-commutation. 

La clôture symétrique de 0 est Reg-compatible avec 0 

feu e-l = fe-1 o fe 

e est une semi-commutation confluente 

Tout mot fortement connexe pour 0 est fortement connexe pour 0 n o-1 

4.6.4 Complexité 

Exactement comme dans le cadre de la composition deux de fonctions de semi-commutation, 
nous concluons sur la complexité : 

Théorème 4.6.4 Le problème suivant est Co-NP-complet: 

Soit (A, 0) et (A, 0') deux semi-commutations, 0' est-elle Reg-compatible avec 0 '? 

4. 7 Conclusion 

Le problème des commutations partielles Reg-compatibles est aussi trivial que possible ; pour 
la version semi-commutation de ce problème nous avons présenté des exemples non-triviaux 
de couples de semi-commutations Reg-compatibles ou non-Reg-compatibles : contrairement 
au cas des commutations partielles il ne suffit pas de préserver les mots fortement connexes. 
Ce problème fait partie, au même titre que la confluence, de la catégorie des propriétés 
"faciles" pour les commutations partielles qui deviennent "moins immédiates" dans les cadre 
des semi-commutations. 

Nous apportons une caractérisation décidable relativement simple. Pour la démontrer nous 
avons utilisé la notion de rang de distribution d'un mot dans un langage pour une semi-com­
mutation ; cette technique n'est pas nouvelle (voir [Och85, Mét86b]), mais l'introduction de 
la définition de rang de distribution ([Has91]) est éclairante. Pour la réciproque nous avons 
construit un exemple sur mesure, notamment nous avons dû prouver que le langage utilisé 
était O-dos : contrairement au cadre des commutations partielles (théorème d'Ochmanski), 
nous ne disposons pas de moyen automatique pour décrire les langages réguliers clos par une 
semi-commutation. 
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En examinant des cas particuliers, nous avons obtenu des corollaires simples comme "8 est tou­
jours Reg-compatible avec 8-1" ou encore "8 U 8-1 est Reg-compatible avec 8 si et seulement 
si 8 est confluente". Pour conclure, mentionnons que le premier pas vers la caractérisation 
générale fut le Corollaire 4.6.2, résultat qui utilise de façon surprenante la caractérisation des 
semi-commutations "composables". 





15 
Morphismes 

5.1 Présentation 

Les morphismes, outils fondamentaux de la théorie des langages, permettent d'associer une 
lettre d'un alphabet à un mot sur un autre alphabet. Dans la perspective où un alphabet 
représente le jeu d'instruction d'une machine, un morphisme permet la traduction de chaque 
instruction d'une machine MA en une suite d'instructions du jeu d'une machine MB de 
niveau moins élevé. Réciproquement, un morphisme inverse permet de passer d'une machine 
à une autre de plus haut niveau. Une telle traduction est appelée raffinement d'actions ; 
mentionnons que l'étude des raffinements d'actions fait l'objet d'une attention soutenue dans 
la communauté des réseaux de Petri. 

Exemple 5.1.1 

PA PB= <p(PA) 

a x:= x+ 1 a mc x 

b y:= y+ 1 (3 mey 

c z :=x+ y 
til mov z, x 

82 add z, y 

a x:= x+ 1 a mc x 

b y:= y+ 1 (3 mey 

Si MA et MB sont deux machines séquentielles, un morphisme <p : A* 1-+ B* , traduisant les 
instructions de MA en suites d'instructions de MB , permet d'obtenir, directement, la trace 
d'un programme PA sur la machine MB : PB= <p(PA) . 

Dans un modèle parallèle un même programme peut avoir plusieurs déroulements : si (A, 8) 
est la semi-commutation associée au jeu d'instructions de la machine MA , l'ensemble de 
exécutions possibles du programme PA est égale à fe(PA) . 
Si nous disposons d'un morphisme <p : A ~---+ B* traduisant les instructions de MA en suites 
d'instructions de M B , et si ( B, 1) est la semi-commu tati on associée au jeu d'instructions de la 
machine MB , l'ensemble des exécutions possibles de PA sur MB est défini par f'"Yo<pofo(PA) . 



84 Morpllismes 

Nous appellerons morphisme de semi-commutations l'opération lj = t..pof'Y • 

Exemple 5.1.2 Continuons l'exemple précédent. A l'aide des conditions de Bernstein [Ber66} 
nous obtenons les semi-commutations suivantes : 

(A,Ô) a-c- b (B,;y) 

Nous en déduisons le graphe de précédence des programmes PA et PB 

Notons qu'il existe une exécution de PB où est incrémentée deux fois la variable x, sans que 

soit incrémentée la variable y (ceci est impossible pour le programme PA) : 

Nous avons<p(abcab) = o:f3o182o:f3 _2_.. o:81(3o:82f3--+ o:81o:f382(3. 
'Y 'Y 

Remarquons que dans l'exemple ci-dessus, nous avons cp= cpofo , nous appelons ce type de 
morphisme "morphisme continu" . Grossièrement un morphisme est continu si deux actions 
indépendantes pour MA ont leur traductions indépendantes pour MB . Grâce à ce type 
de morphisme, il est possible d'observer, à différents niveaux d'abstraction, les multiples 

exécutions d'un programme donné ; par exemple un observateur humain choisira un niveau 
élevé, une analyse post-mortem automatisée se situera à un niveau plus fin. 

Notons aussi que la machine MB peut être "plus parallèle" que la machine A1A . Enfin 
grâce aux morphismes non continus, il est possible de modéliser un programme à mémoire 
partagée : il se peut que l'ordre d'exécution de deux actions soit indifférent, sans qu'il soit 
possible d'exécuter ces deux actions en parallèle. Ceci signifie que les deux actions commutent 

à haut niveau alors que leur traduction sur une machine de plus bas niveau sont dépendantes : 

Exemple 5.1.3 Nous allons présenter le problème du producteur/ consommateur surtrois 

machines de niveaux différents : 

Machine A : nous disposons des instructions produire et consommer représentées par les 

lettres p et c . La relation d'indépendance sur A est la suivante () = { ( c, p)} . Rappelons 

qu'un programme m respecte la règle du producteur / consommateur si et seulement si il 

appartient à D~*(p, c) i.e. fe( (pc)*) . 

:Machine B : supposons que, pour communiquer ces résultats au consommateur, le produc­

teur utilise une structure FIFO. Pour garantir l'intégrité des données il nécessaire de réaliser 

dépôts et retraits en exclusion mutuelle. Afin de réaliser cette exclusion mutuelle nous util­

isons l'algorithme de Peterson [Pet81} : 
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Producteur : Consommateur 

Po produire 

Pt Dp := vrai Ct De .- vrai 

P2 tour := cons C2 tour := prod 

P3 tant que (De et tour = cons) C3 tant que (Dp et tour = prod) 
faire rien ; faire rien ; 

P4 deposer ; C4 prendre ; 

Ps Dp := faux cs De := faux 
Ct) consommer ; 

Les variables communes sont les booléens Dp et De initialisés à faux et tour initialisé à prod. 

Dans cette deuxième machine les actions de base sont B = {Po12, P3, P45 , C12, C3, C4ss} . 
Pour passer de la machine A à la machine B on dispose du morphisme <p : A* .....,... B* défini 

par c.p(p) = Po12P3P4s et ~.p( c) = Ct2C3C4ss . 
Les programmes du producteur et du consommateur sont séquentiels. 

Voici la commutation partielle 

qui respecte la sémantique du programme. 
2 

Remarquons que nous avons Pot2P3P4sCt2C3C4ss - Pot2C12P3P45C3C4s6 . Bien que les 
"Y . 

conditions de Bernstein ne soient pas respectées, on autorise la commutation (P3, C12) car 
après l'exécution de P012 nous avons Dp = vrai et tour = cons, de plus : 

si De = vrai alors C12 ne peut pas suivre directement Po12 : le programme du consom­
mateur est séquentiel et il faut d'abord exécuter c456 . 

si De = faux alors P3C12 est équivalent à C12P3 puisque l'évaluation de (De et tour 
= cons) est la même dans les deux cas. 

De façon symétrique on justifie (C3, Po12) , remarquons enfin que nous avons autorisé la 
commutation (P45 , C456) qui ne devrait jamais être utile si l'exclusion mutuelle est établie. 

Machine C : nous pouvons décomposer les actions P3 et C3 en pgp~ et cgc~ pour représenter 
l'entrée et la sortie du tant que. Nous définissons le morphisme c.p : B* ~--+ C* par ,P(Po12) = 
PoP1P2 , ,P(P3) = pgp~ , 1/J(P4s) = P4P5 , 1/J(Ct2) = eoc1c2 , ,P(C3) =cgc~ , ,P(C4ss) = c4cscs . 

Nous définissons la commutation partielle ( C, b) : 

Le producteur et le consommateur sont deux programmes séquentiels i.e pour tout i et tout j 

nous avons (pi,Pi) E b et (ci, Cj) E b . 
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Maintenant si nous partons du programme (pet sur la machine MA , l'ensemble des pro­
grammes réalisables sur la machine Mc est égal à ;forpo fe( (pc )n) qui représente l'ensemble des 
observation séquentielles du programme du producteur consommateur sur la machine Mc . 

Si nous nou.s contentions de la machine MB ou de la machine Mc , l'ordre des actions 
deposer et prendre serait figé. 

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux morphismes de semi-commutations transformant 
les langages réguliers clos pour une semi-commutation en langages réguliers clos pour une 
autre semi-commutation : 

Définition 5.1.4 Soient (A, B) et (B, 1) deux semi-commutations et un morphisme r.p: A* ~--+ 

B* . Le morphisme <p est Reg-compatible si et seulement si pour tout langage L de Reg8(A*) 
le langage rj(L) = f-yo<p est un langage de Reg-y(B*) . 

Notre but est de généraliser aux semi-commutations les résultats d'E. Ochmanski sur ce 
thème [Och89b, Och91] : 

Théorème 5.1.5 Soient (A,B) et (B,1) deux commutations partielles. Un morphisme r.p: 
A* ~--+ B* est Reg-compatible si et seulement si pour tout mot m connexe pour ë le mot r.p( m) 
est connexe pour 1' . 

ll est à noter que si le morphisme r.p est 1 'identité, r.p sera Reg-compatible si et seulement si 1 est 
Reg-compatible avec B . La première partie de ce chapitre se fonde sur l'exploitation de ce fait. 
Nous définissons la notion de morphisme fortement connexe sur les lettres (pour toute lettre 
a de A, r.p(a) est un mot fortement connexe pour 1), ainsi que les morphismes préservant les 
dépendances ( (a, b) E ë => r.p( a) x r.p( b) ~ 1 ). Puis nous montrons qu'un morphisme fortement 
connexe sur les lettres et préservant les dépendances est toujours Reg-compatible. Enfin en 
faisant intervenir une nouvelle semi-commutation entre 0 et ~ à la fois Reg-compatible avec 
0 et telle que r.p préserve ses dépendances nous obtenons une condition suffisante, assez large, 
pour qu'un morphisme soit Reg-compatible ; nous montrons que cette condition est nécessaire 
pour les morphismes non-effaçant et disjoint (al ph( r.p( a)) n al ph( r.p( b)) = 0 => a = b) . 

Dans une deuxième partie nous nous intéressons à la simulation d'un morphisme pour semi­
commuta.tion par une transduction rationnelle. Nous étudions une première équation r.p = r . 

Les contraintes imposées par les propriétés des transductions rationnelles sont telles que la 
classe des morphismes réalisables par un transducteur est très rédrute. 
Pour pouvoir simuler une plus grande classe de morphismes nous faisons intervenir une fonc­
tion de semi-commutation devant la transduction, nous obtenons alors une seconde équation : 
r.p = rofe . Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une trans­
duction r solution de la deuxième équation : le morphisme doit être fortement connexe sur 
les lettres, continu et local. Pour cela, nous caractérisons les morphismes continus et les 
morphismes locaux, ces derniers étant une sous-classe des morphismes préservant les dépen­
dances. 

Nous concluons cette étude sur deux applications : nous exploitons le fait que la famille des 
langages algébriques est fermée par transductions rationnelles. Nous caractérisons les mots 
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u et les semi-commutations (B,!) tels que lr(u*) est un langage algébrique, donnant ainsi 
une nouvelle preuve d'un résultat obtenu par M. Clerbout et Y. Roos dans [CR90, Roo89] . 
Enfin, dans le cadre des commutations partielles, nous caractérisons les morphismes continus 
préservant les langages algébriques 9-clos. 

5.2 Morphismes Reg-compatibles 

5.2.1 Une condition nécessaire 

Fait 5.2.1 Soient (A,9) et (B,!) deux semi-commutations et un morphisme cp: A*.....,.. B* 

Si le morphisme cp est Reg-compatible alors pour tout mot m , fortement connexe pour 0 , le 

mot t.p( m) est fortement connexe pour ;y • 

preuve : Supposons qu'il existe un mot m fortement connexe pour 0 tel que le mot t.p(m) 
ne soit pas fortement connexe pour ;y • Posons w = cp( m) ; nous avons cp( m*) = f'"'l( w*) . 
D'après le Corollaire 2.5.5le langage fe( m*) est un langage régulier contrairement au langage 
fe(w*) . 

Remarquons que le fait ci-dessus impose aux morphismes Reg-compatibles d'être fortement 
connexes sur les lettres : 

Définition 5.2.2 Soient (A, 9) et (B, 1) deux semi-commutations et un morphisme cp: A* .....,.. 

B* . Le morphisme t.p est fortement connexe sur les lettres si et seulement si l'image de toute 

lettre de A par t.p est un mot fortement connexe pour ;y . 

5.2.2 Morphismes conservant les dépendances 

Définition 5.2.3 Soient (A, 9) et (B, 1) deux semi-commutations et un morphisme t.p: A* .....,.. 

B* . Le morphisme t.p préserve les dépendances si et seulement si pour tout chemin a1 ~ 

a2 ~ · · ·~an il existe un chemin dans (al ph( t.p( a1 a2 ... an)), i') d'une lettre de al ph( t.p( a1)) 

à une lettre de alph(t.p(an)) lorsque cp(ai) =/= E et cp(an) =/= E • 

Notons qu'un morphisme préservant les dépendances et fortement connexe sur les lettres 
conserve les mots fortement connexes de A* : si m est un mot fortement connexe pour 0 alors · 
cp( m) est un mot fortement connexe pour ;y • 
Nous allons montrer que les morphismes fortement connexes sur les lettres et préservant les 
dépendances sont toujours Reg-compatibles. Pour cela nous allons montrer que la fonction 
ran~( t.p( L)) est bornée pour tout langage L de Reg8( A*) . Pour commencer, nous proposons 
un lemme de dérivation : 

Lemme 5.2.4 Soient (A,9) et (B,!) deux semi-commutations et un morphisme cp: A*.....,.. 

B* . Si le morphisme cp préserve les dépendances alors pour tout a1 , a2, ... , an E A avec 

X1 = t.p( a1 ), ••• , Xn = cp( an) nous avons : 
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Si X}· . . Xn-1Xn ~ XnX1· .. Xn-1 et alph(xl .. . Xn-1) n alph(xn) 
'Y 

fo(a1 ... an-lan) avec c.p(w) = XnX1· .. Xn-1 . 

Morphismes 

0 alors il existe w E 

preuve : Posons D = {ai 1 il existe un chemin de ai à an dans ( { a1, ... , an}, ë)} et 

I = {at, ... , an} \ D , u = ll1( a1 ... an-d et v = llv( a1 ... an-d . Clairement a1 ... an ~ 
0 

van u . Puisque cp conserve les dépendances et comme Xt ... Xn-tXn ~ Xnx 1 ... Xn-1 et 
0' 

al ph( x1 ... Xn-1) n al ph( xn) = 0 nous devons avoir cp( v) = E ou c.p( an) = E • Ainsi si cp( v) = E 

nous avons cp(vanu) = XnXt .. . Xn-1 et si c.p(an) = E nous avons c.p(al·· .an)= XnXl·· .Xn-1. 
0 

Proposition 5.2.5 Soient (A, 0) et (B, 1) deux semi-commutations et un morphisme c.p : 
A* t-t B* . Si le morphisme cp préserve les dépendances et est fortement connexe sur les 
lettres alors cp est un morphisme Reg-compatible. 

preuve : Soit tf;: A* ~---+ 2B• la substitution définie pour toute lettre a de A par tf;( a)= <;?(a) . 
Clairement <;?(L) = j-y(tf;(L)). 

Montrons que pour tout langage L de Reg8(A*), la fonction rang-y(tf;(L)) est bornée. 

D'après le lemme de Levi généralisé si nous avons uv E /-y( tf;( L)) alors : 

* 2. Ut ... Un ---"" U . 
-y 

.. 
3. VoVt ... Vn- V. 

'Y 

4. alph( vi) x alph( Uj) C 1 pour i < j . 

5. vo E tf;(xo), UtVt E tf;(x1), . .. ,unvn E tf;(xn) où tous les Xi sont des mots de A* et 

Xo ... Xn EL. 

Nous dirons qu'un couple (ui,vi) satisfait la propriété .li s'il existe un mot Xi= YiZi de B* 
tel que Ui E t/J(Yi) et Vi E tf;(zi) . Nous allons montrer qu'au maximum Card(B) couples 
( Ui, vi) ne satisfont pas cette propriété .li : 

Supposons que ( Ui, Vi) ne satisfait pas .li : il existe une lettret de A telle que Xi = Yitzi avec 

t1t2 E 1/J(t) , t1 #- E, t2 =/: E , Ui E 1/J(Yi)tl et ViE t2tf;(zi) . 
Comme cp est fortement connexe sur les lettres, il existe ai dans alph( ui) et bi dans alph( vi) 
tels que (bi, ai) E "Y • 
Supposons qu'un autre couple ( Uj, Vj) , avec i < j , ne satisfait pas .l j . Nous devons avoir 

ai#- ai puisque d'un côté (bi, ai) E ;y et de l'autre (bi,aj) E 1. Ainsi au maximum Card(B) 
couples ( Ui, vi) ne satisfont pas .li . 

Maintenant, d'après le Lemme 5.2.4, si j + 1 couples consécutifs UkVk (i.e. UiVi ... Ui+jVi+i) 
satisfont la propriété j_k alors vou1 Vt ... UiUi+l ... Ui+jViVi+l ... Vi+j ... Un Vn est un mot de 

1/J(L) . 
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Pour conclure nous avons au plus Card(B) couples de mots ( ui, vi) ne satisfaisant pas la 
propriété .li et nous avons au maximum un couple de ( Uk, Vk) entre chacun de ses couples, 
ainsi la fonction rang..,.(L) est bornée par 2 * Card(B) + 1 ; la Proposition 4.2.7 affirme que 
f..,.( 'lj;( L)) = cp( L) est un langage régulier. 0 

5.2.3 Décomposition de morphismes 

Nous venons de voir que les morphismes conservant les dépendances sont toujours Reg­
compatibles ; dans ce paragraphe nous allons donner une condition suffisante moins restric­
tive. Pour cela nous introduisons une semi-commutation intermédiaire entre (A, 0) et cp: il 
s'agit de trouver une semi-commutation (A, O') à la fois Reg-compatible avec (A, 0) et telle 
que r.p préserve les dépendances de (A, 0') . TI faut toutefois une condition supplémentaire : 
nous devons avoir cpofe = cpofe,ofe . 

J>roposition 5.2.6 Soient (A, 0) et (B, 'Y) deux semi-commutations et un morphisme r.p : 
A* ~--+ B* fortement connexe sur les lettres. S'il existe une semi-commutation (A,O') telle 
que: 

- (}' est Reg-compatible avec (} 

- r.p préserve les dépendances de (A, O') 

alors r.p est un morphisme Reg-compatible. 

preuve : Prenons un langage L de Rege(A*) . 
Comme(}' est Reg-compatible avec(}, le langage L'= fe,(L) est dans Rege,(A*) . 
Comme le morphisme r.p préserve les dépendances de (}' , cp(L') est un langage de Reg..,.(B*) . 
Enfin puisque L est O-dos nous avons cp( L) = cpo fe' ( L) = vecr.po fe ( L) . 0 

A l'aide de cette proposition nous pouvons donner une condition nécessaire et suffisante pour 
une classe de morphismes : les morphismes non-effaçant et disjoint. 

Définition 5.2.7 Un morphisme r.p: A*~--+ B* est disjoint si et seulement si alph(r.p(x)) n 
al ph( r.p(y)) = 0 lorsque x ::/:- y . 

Proposition 5.2.8 Soient (A,O) et (B,!) deux semi-commutations et un morphisme r.p : 
A* ~--+ B* fortement connexe sur les lettres, non-effaçant et disjoint. 

Le morphisme r.p est Reg-compatible si et seulement si la semi-commutation (A, 0') , avec 
8' = {(x, y) 1 r.p( x) x r.p(y) C 1} , est Reg-compatible avec (} . 

preuve: Tout d'abord remarquons que pour tout mot m de A* nous avons cp(m) = cpofe,(m) 
et que d'autre part r.p préserve les dépendances de (A, O') . Ainsi, d'après la Proposition 5.2.6 
si 8' est Reg-compatible avec (} alors r.p est un morphisme Reg-compatible. 
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Maintenant considérons un langage L 0'-clos, nous allons montrer queL= <p- 1(0(L)). 

Clairement nous avons L C <p- 1(<p(L)) C <p-1(0(L)). Soit mun mot de <p- 1(0(L)), il existe 
un mot u tel que <p( u) E $( L) et donc il existe un mot w de L tel que <p( w) ~ <p( u) . 

'Y 

Puisque <p est non-effaçant et disjoint le Lemme 5.2.4 nous indique qu'il existe un mot v tel 
que w ~ v avec <p( v) = <p( u) et comme <p est non-effaçant et disjoint nous obtenons u = v ; 

9' 
par hypothèse Lest un langage fi'-clos, ainsi u est un mot de L . 

Soit R un langage de Reg9(A*) en posant L = Ret d'après l'égalité 0 = 0ofe, nous obtenons 
fe,(L) = <p-1 ($ofe,(L)) = <p-1(0(L)). Si <pest Reg-compatible (avec 0), le langage 0(L) est 
un langage régulier et par conséquent fe,(L) = <p- 1(0(L)) l'est aussi : (}'est Reg-compatible 
avec(} . 0 

5.3 Morphismes et transductions rationnelles 

Etant donné deux semi-commutations (A, 0) et ( B, 1) , et un morphisme <p : A* ~--+ B* peut­
on réaliser $ = f"'lo<p par une transduction ra.tionnelle ? Nous allons étudier deux équations, 
la première, la plus simple, demande au transducteur d'effectuer tout le travail : $ = T • 

Remarquons que l'existence d'un tel transducteur entraîne la Reg-compatibilité de <p avec la 
semi-commutation (A, 0) . Sous cette contrainte, la caractérisation des morphismes réalis­
ables par transduction rationnelle ne sera pas très étonnante, néanmoins elle nous permettra 
d'introduire un modèle de transduction rationnelle qui nous servira pour la deuxième équa­
tion. 

5.3.1 Première équation : rp = T 

Proposition 5.3.1 Soient un alphabet A , une semi-commutation (B,/) et un morphisme 
<p : A* ~--+ B* . Il existe un transducteur T tel que T = $ si et seulement si <p est fortement 
connexe sur les lettres et si les images de deux lettres ne commutent pas par 1 i.e. <p(x) x 
<p(y) ri 1 pour toutes lettres x, y de A* telles que <p( x) =P E et <p(y) =P E • 

preuve : Ces conditions sont clairement nécessaires : s'il existe un mot m tel que cp( m) n'est 
pas fortement connexe pour .:y alors 0(m*) n'est pas un langage régulier (Proposition 2.5.5). 

Pour montrer qu'elles sont suffisantes nous exhibons une transduction rationnelle. 

Le transducteur 

Nous allons définir une transduction à l'aide d'un bimorphisme, pour cela nous utilisons un 
nouvel alphabet et une substitution qui nous permet de distinguer la première et la dernière 
de chaque mot de $(x) pour toute lettre x de A . 
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Soit B'l/1 l'alphabet suivant 

Bt~; = U {az,n 1 0 < n ~ Card(<P(a)) et 0 < 1 < l~(a)l} 
aEA 

Soit tf; :A* ~--+ 28 ; la substitution suivante : 

Par définition il existe une bijection pour chaque lettre a de A entre tf;( a) et <P( a) : nous 

associons an,I an,2 ... an,lc,o(a)l avec le n~m. élément, dans l'ordre lexicographique, de tP( a) . 

Le morphisme nB : (A+ B.p)* ~--+ B* efface les lettres de A et transforme une lettre de B.p 
en une lettre de B en tenant compte de la bijection entre tf;( a) et <P( a) : 

{ 

t:sixEA 
nB( x) = b si x = an,k où b est la k~me lettre du nème élèment 

dans l'ordre lexicographique de <P(a) 

Nous définissons aussi le morphisme nA :(A+ B.p)* ......,.. a* qui efface les lettres de B.p : 

nA (x) = { x s~ x E A 
é SI xE B.p 

Le transducteur que nous allons utiliser va travailler sur des mots de (A+ B.p)* et plus 
précisément avec le langage 

L = f>. (( U at/;( a))*) 
aEA 

où f>. est la fonction de semi-commutation associée à la semi-commutation (AU B.p, À): 

À = {(an,k,bn',k') E B.p x B.p 1 (ITB(an,k),nB(bn',k')) E 1}- {(a~,bbn',lc,o(b)l) E B.p x B.p} 

+A x B.p- {(a, an,lc,o(a)i) E A x B.p} 

+B.p x A- {(an,t,a) E B.p x A} 

En fait la semi-commutation (A U B.p, À) 

- simule J"! sur B~ sauf qu'une première lettre d'un tf;(a) ne peut commuter (vers la 
droite) avec la dernière lettre d'un tf;(b). 

- interdit toute commutation d'un couple de lettres de A x A . 

- empêche toute lettre a de A de commuter vers la droite avec la dernière lettre de tout 

mot de ,P(a) et vers la gauche avec la première lettre de tout mot de tf;( a) rendant ainsi 
fortement connexe pour>. le mot atf;(a) et par conséquent le langage Lest régulier. 
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Nous pouvons définir le transducteur sur lequel se fonde notre preuve : 

A propos de numérotation 

Pour faire des preuves (assez !) précises nous allons utiliser une numérotation qui marque la 
position de chaque lettre du mot de départ. 

Soit AN l'alphabet numéroté {ai 1 a E A, i E IN} . 

Soit B.pN l'alphabet numéroté {Xi 1 x E Bt/J, i E IN} . 

Soit 'PN le morphisme 'PN : AN ~---+ BN tel que 

'PN(ai) =YI; ···Yk; avec c.p(a) = YI···Yk 

Soit '1/JN la substitution '1/JN : AN ~---+ Bt/JN telle que 

Nous noterons (AN, ON) la version numérotée de (A,O): 

De façon similaire nous définissons (ANUBt/JN' ÀN) comme la version numérotée de (AUB.,v, >.) 
et (BN, /N) celle de (B, 1) . 

Nous appellerons num le fonction de numérotation suivante : 

num(E) = E 

num(mx) = num(m)xlmxl Vx E A, Vm E A* 

Nous noterons den le morphisme effaçant la numérotation défini par 
den: (AN U B.,vN)* ~---+(AU B,v)* et den(xi) =x 

Enfin nous noterons denB le morphisme denB : (AN U B.,vN )* ~---+ B* défini par 

denB( x) = llBoden( x) . 

La puissance de r 

Définition 5.3.2 Soient u un mot de A* et w un mot de B* tel que w E 0( u) . Le couple 
( u, w) satisfait la condition C si et seulement si les images de deux lettres n'ont pas complète­
ment commuté dans w par rapport à c.p( u) i.e. 
Il existe un mot w' de B'N tel que w' E 0 N( num( u)) , den( w') = w et pour tout couple de lettres 
Xi,Yj de alph(num(u)) avec i < j nous avons IT'PN(x;yj)(w') ft alph(c.pN(Yj))*alph(c.pN(xi))*. 
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Lemme 5.3.3 Soient u un mot de A"' et w un mot de B"' tel que w E tp( u) . Si le couple 

( u, w) satisfait la condition C alors w appartient à r( u) . 

preuve : Supposons qu'il existe un couple de mots ( u, w) de A"' x B"' tel que w E tp( u) , le 

couple ( u, w) satisfait la condition C et w n'appartient pas à r( u) . 

Posons UN= num( u) = Yo ... Yn . 

Puisque cp( u) ~ w il existe des mots w0 , w1, ... Wp de B'N tels que : 
')' 

2. wo ~ w1---+ w2 · · · ---t Wp avec d(w;,wp) > d(wi+l,wp) pour tout i < p 
'YN ')'~ ')'~ 

3. aucune dérivation inter-image de lettres n'a été effectuée de wo à w1 i.e. 

4. pour toute lettre Yi de alph( UN) les lettres de 'Pn(Yj) sont bien ordonnées les unes par 

rapport aux autres dès w1 i.e. pour tout j :SN nous avons IT<PN(yi)(wi) = IT<PN(yi)(wp) 

Clairement, d'après la définition de w1 , nous avons den( w1) E tf;( u) . Nous allons montrer 
que la propriété C( u, w) n'est pas vérifiée. 

Comme denB( w1) est dans 1/J( u) , il existe un mot v1 de (AN U BI/JN )"' appartenant à 
YotPN(Yo) .. ·Ynt/W(Yn) et tel que denB(wi) = denB(vi). Puisque w n'appartient pas à r(u), 
il existe un plus petit indice i tel que denB( w;) n'appartienne pas à r( u) et, ainsi, il existe 

un plus petit indice a tel que denB(wa) ~ denB(J.xN(wi)). 

ll existe un mot Va-l tel que Va-I E f.xN (vi) avec denB( Va-I) = denB( Wa-1) . Par défirûtion 
des Wk, il existe deux lettres de BN z1,z2 telles que Wa-1 = m1z1z2m2 ---t m1z2z1m2 = Wa. 

'YN 

Cela signifie qu'il existe des mots m~, m', m~ de (ANUBI/JN )*tels que Va-l = m~ ar,sk m'bp,q1 m~ 

avec denB(mD = denB(mi) , denB(ar,sk) = denB(zi) , denB(m') = é , denB(bp,q
1

) = 
denB(z2) et denB(m~) = denB(m2). 

Comme denB(m') = é , m'doit être un mot de Ajy ; puisque denB(wa) ~ denB(J.xN(wi)), 
le mot denB(z2zi) ne doit pas appartenir à denB(J.xN(ar,skm'bp,q1)). -

Considérons le mot m' : 

Soit m' = é , cela signifie que le couple ( ar,sk, bp,q
1

) n'appartient pas à ÀN . Mais comme 

(denB(ar,sk),denB(bp,q
1
)) appartient à 1 cela entraînes= 1 et q = l<tJ(b)l. 

Soit m' =f: é , s'il existe des mots m~ et m~ de A iv tels que m~ ar,sk bp,q1 m~ appartienne 
à f.xN(ar,skm'bp,q 1 ) alors nous retrouvons le cas m'= é et ainsi s = 1 et q = lr.p(b)l. 
Dans tous les autres cas, il existe un chemin dans ~ de ar,sk à bp,q1 dans ar,sk m'bp,qz : 

).N ).N ).N b ).N ).N b 
ar,sk ---t Yh ---+ Yh' ---'--+ p,q1 ou ar,sk ---+ Yh ---+ p, 91 
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La définition de (AN U B,pN, ÀN) nous impose à nouveau s = 1 et q = !If'( b) 1 . 

Ainsi nous avons s = 1 et q = !If'( b) 1 , autrement dit, d'après le point ( 4 ), pour atteindre Wa 

à partir de Wa-I il faut faire commuter, vers la droite, la première lettre de alph(l.f'N(ak)) 
apparaissant dans Wa-1 avec la dernière de alph(i.;?N(bl)) apparaissant dans Wa- 1 • 

Enfin, d'après le point (2), nous avons d( Wi, wp) > d( Wi+b wp) pour tout i < p ce qui entraîne 

n<PN(akbz)(wp) E f"!(l.f'N(bk)) J"!(l.f'N(al)) et aussi l <k. 
Ainsi la condition C( u, w) n'est pas vérifiée. 0 

Dans cette partie nous avons vu que si l'équation lj = T est vérifiée alors r.p est fortement 
connexe sur les lettres et pour toutes lettres x, y de A* non-effacées par if' nous avons ~.p(x) x 
~.p(y) ct 1 . TI est facile de voir que cette dernière condition impose à tout couple de mots 
( u, w) , tel que w E lj( u) , de vérifier la condition C . Ainsi, lorsque les deux conditions 
nécessaires sont satisfaites, la transduction rationnelle T que nous avons construite donne 

une solution de la première équation lj = T • 

5.3.2 Deuxième équation : rf= rofo 

Nous avons vu que notre première équation concernait un nombre très restreint de fonctions 
de semi-commutation. L'introduction de la fonction de semi-commutation Jo devant la trans­
duction va nous apporter un peu plus de liberté, par exemple la condition r.p( x) x ~.p(y) ct 1 
n'est plus nécessaire : prenons (A, 0) = (B, 1) avec 0 =1= 0 ; si r.p est le morphisme identité, il 

existe une transduction T telle que lj = rofo : il suffit de poser T = r.p . 

Exemple 5.3.4 Prenons A= {a,b,c}, B = {a,b1.b2,c}, ~.p(a) = a,r.p(b) = b1b2,r.p(c) =cet 
les semi-commutations définies par leur graphe de non-commutation : 

Voici la transduction T 

Nous avons lj = rofo . 
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Conditions nécessaires 

Deux nouvelles conditions nécessaires vont apparaître : la première oblige ,P d'être aussi 
puissante que la fonction ,Po fe ; la seconde plus technique provient du caractère rationnel des 
transductions : parfois fe n'est pas assez puissante pour ,P, nous retrouvons alors, sous une 
forme cachée, la condition <p( x) x <p(y) rt 1 . 

<p doit être continu 

Définition 5.3.5 Soient (A, 8) et (B, 1) deux semi-commutations et un morphisme <p: A* t-t 

B* . Le morphisme <p est continu si et seulement si pour tout couple de lettres (a, b) de 8 
nous avons <p( ba) E $(ab) . 

ab ---+ ba => <p( ab) ~ <p( ba) 
8 ~ 

Montrons que cette condition est nécessaire : 

Fait 5.3.6 Soient (A,O) et (B,1) deux semi-commutations et un morphisme <p: A* t-t B* 
Si le morphisme <p n'est pas continu alors il n'existe pas de transduction rationnelle r telle 
que tj = rofe . 

preuve : Supposons que <p ne soit pas continu : il existe un couple lettres (a, b) de A x A 
tel que : ab --+ ba et <p(ba) ~ tj(ab) . Puisque ,P = rofe nous avons <p(ba) E rofe(ba) ; 

8 
d'autre part comme ab ---+ ba nous avons rofe(ba) C rofe(ab) ainsi tj(ba) C ,P(ab) d'où 

8 
<p( ba) E $(ab) . 0 

Si nous considérons les morphismes de semi-traces nous obtenons : 

Proposition 5.3.7 Soient M(A,O) et M(B,1) deux monoïdes de semi-traces. Un mor­
phisme <p : A* t-t B* est un morphisme de semi-traces si et seulement si <p est continu. 

preuve: Si <pest continu alors nous avons pour toute trace [<p([t1t2)e))~ = [<p([ti)e))~[<p([t2)B ))~. 

Supposons que <p ne soit pas continu : il existe un couple lettres (a, b) de A x A tel que : 

ab--+ ba et <p(ba) ~ tj(ab). Clairement [<p([ab)e))~ i [<p([a)o))~[<p([b)e))~ . 0 
8 

Cette dernière propriété valorise l'étude des morphismes continus, dans un paragraphe suiv­
ant nous donnerons une caractérisation des morphismes continus fortement connexes sur les 
lettres. 

<p doit être local 

Pour illustrer la notion de morphisme local, nous donnons deux exemples. Le premier exemple 
concerne deux commutations partielles, le second est plus spécifique aux semi-commutations : 

Exemple 5.3.8 Soient (A,8) avec A= {a,b,c} et 0 = {(a,c),(c,a)}, 

(B,1) avec B = {a,bt,b2,c} et 1 = {(a,c),(c,a),(a,bl),(bba),(b2,c),(c,b2)} 
et <p: A*~--+ B* <p(a) =a <p(b) = b1b2 <p(c) = c 
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Remarquons que c.p est continu et fortement connexe sur les lettres. 
Le mot abc est rigide pour iJ : nous avons fe( abc) = {abc} d'autre part nous avons 

2 
c.p( abc) = ab1 b2c -- b1 acb2 -- b1 cab2 

'Y 'Y 

Supposons qu'il existe une transduction rationnelle T telle que t7 = To fe ; puisque abc est 
rigide pour 0 nous devons avoir b1 cab2 E r( abc) , et en général pour tous les entiers p, q : 
b1cqaPb2 E r(aPbcq) . Clairement nous avons r(aPbcq) n b1c"'a"'b2 = b1cqaPb2 • 

Remarquons que (nb1c"'a"'b2)or est aussi une transduction rationnelle définie par son graphe 
{(aPbcq,b1cqaPb2) 1 p,q E lN}. Cependant {(aPbcq,b1cqaPb2) 1 p,q E IN} n'est pas une partie 
rationnelle de A"' x B"' , ainsi il n'existe pas de transduction rationnelle T telle que$= rofe . 

Exemple 5.3.9 Soit (A,O) avec A= {a,b,c}, 0 = {(a,c),(a,b)}, 
(B,1) avec B = {a,b1,b2,c} et 1 = {(a,c),(a,b1),(bi,a),(a,b2),(b2,c)} 
et c.p : A"' t-+ B"' c.p( a) = a c.p( b) = b1 b2 c.p( c) = c 

Remarquons que c.p est continu et fortement connexe sur les lettres. 
Contrairement à l'exemple précédent le abc n'est plus rigide pour 0 : fe( abc) = {abc, bac , bea} . 
Cependant nous avons 

c.p( abc) = ab1 b2c _2.. b1 acb2 -- b1 cab2 
'Y 'Y 

mais b1cab2 n'appartient ni à t7(bac), ni à t7(bca): le couple (b2,a) n'est pas dans 1 

Ainsi, comme dans l'exemple précédent, nous avons b1cab2 E r(abc) , et en général pour 
tous les entiers p, q : b1c9aPb2 E r(aPbcq) . La transduction (nb1c"'a"'b2)or est définie par son 
graphe {(aPbcq,b1cqaPb2) 1 p,q E lN} , ce n'est pas une transduction rationnelle. Il n'existe 
pas de transduction rationnelle T telle que $ = ro/r; . 

Nous distinguons la condition nécessaire pour le cas partiel de celle pour le cas semi-commu­
tation, cette dernière étant plus complexe. 

Définition 5.3.10 Soit (A, 0) une semi-commutation. Un mot m de A"' est rigide pour 0 si 
et seulement si fe( m) = { m} . 

Définition 5.3.11 Soient (A, 0) et (B, 1) deux commutations partielles et un morphisme 
c.p : A"' t-+ B"' . Le morphisme c.p est rigide si et seulement si pour tout mot m = x 1 ... Xn de 
A"' rigide il existe un sous-mot de c.p( m) xi ... x~ rigide pour 1 tel que xi E al ph( c.p( x1)) et 

x~ E al ph( c.p( Xn)) . 

Fait 5.3.12 Soient (A, 0) et (B,1) deux commutations partielles et un morphisme c.p: A"' t-+ 

B* . Si le morphisme c.p n'est pas rigide alors il n'existe pas de transduction rationnelle r 

telle que t7 = rofe . 

La preuve de ce fait est une simple généralisation de l'exemple 5.3.8, c'est aussi un cas 
particulier de la preuve du lemme suivant. 

Nous définissons maintenant les morphismes locaux : intuitivement c.p sera local si et seule­

ment si pour tout couple de mots ( m, v), tel que v E t7( m ), il existe un mot de fe( m) assez 



5.3. Morpl1ismes et transductions rationnelles 97 

proche de v pour que f-r n'ait pas besoin de faire commuter de gros blocs (les images de deux 
lettres) pour atteindre v . 

Définition 5.3.13 Soient (A, 8) et (B, 1) deux semi-commutations et un morphisme cp : 
A • t-t B* . Le morphisme cp est local si et seulement si pour tout mot m = x 1 ••• Xn de A* et 
pour tout mot v de cp( m) tel que 

- c.p(xi) # ê et c.p(xn) # ê 

- alph(c.p(xi)) n alph(c.p(xn)) = 0 

- 1Ic,c(x1xn)(v) E alph(c.p(xn))*alph(c.p(xi))* 

il existe un mot w de A • tel que m --±... w et v E cp( w) . 
(J 

Remarque : Soient (A, 8) avec 8 = 0 et (A, 1) avec 1 = {(a, b)} , le morphisme identité 
cp: A* t-t A* n'est pas local: ba E cp( ab) mais ab est un mot rigide pour 8. En fait la classe 
des morphismes locaux est strictement incluse dans la classe des morphismes préservant les 
dépendances (les deux exemples de morphismes non locaux proposés ci-dessus préservent les 
dépendances). 

En fait nous n'allons pas montrer tout de suite que le morphisme doit être local. Nous allons 

montrer que si cette propriété n'est pas vérifiée pour certains mots, alors il n'existe pas de 
transduction rationnelle T telle que cp = rofe • La caractérisation des morphismes locaux 
établira l'équivalence entre les morphismes locaux et l'absence de mots de l'espèce. 

Lemme 5.3.14 Soient (A,8) et (B,1) deux semi-commutations et un morphisme <p: A* t-t 

B* . n n'existe pas de transduction rationnelle T telle que cp= Tof(J si il existe deux mots w 

de A* et v de cp( u) tels que 

1. w est un mot de permutation. 

2. c.p( zo) # t: , cp( Zn) # t: et al ph( c.p( zo)) n al ph( c.p( zn)) = 0 . 

3. Pour tout indice ide [0, i-1] le couple (zi, Zi+d est dans ëuë-I et de plus si (zi, Zi+I) E 8 
alors il existe deux lettres a E alph(zi) et {J E alph(zi+I) telles que : 

- a n'apparaît que dans c.p(zi) i.e. II0 (cp(w)) = II 0 (c.p(zi)) . 

- {J n'apparaît que dans c.p(zi+I) i.e. II,g(c.p(w)) = II,g(c.p(zi+I)). 

- lla,g( V) f/. /-yolla,gocp( Zi+I Zi) . 

preuve : Remarquons que pour tous entiers p et q nous avons 
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De plus, directement grâce au point (3), pour tout mot w' tel que Zbzo ... ZnZ~ ~ w' nous 
(} 

avons Vt cp( Zn )q+ 1 cp( zo )P+ 1 v2 ~ 0( w') . 

Maintenant supposons qu'il existe une transduction rationnelle r telle que 0 = rofe alors 
nous avons 

Puisque cp(zo) -:f. E, cp(zn) -:f. E et alph(cp(zo)) -::j:. alph(cp(zn)) nous avons une contradiction: 
{(zbzo ... ZnZ~, v1cp(zn)q+1cp(zo)P+lv2) 1 (p, q) E 1N 2 } n'est pas une partie rationnelle de A" x 
B* ; ainsi (nv1cp(zn)+cp(zo)+v2)or n'est pas une transduction rationnelle. 0 

Morphismes continus 

Nous avons vu qu'un morphisme est continu si et seulement si ab -- ba => cp( ab) ~ cp( ba) . 
(} ~ 

Pour caractériser les morphismes continus et fortement connexes sur les lettres nous allons 
résoudre l'inclusion f~( vu) C f .... / uv) . En fait cette étude est une généralisation du travail 
de C. Duboc à propos de l'équation à deux inconnues uv = vu sur les traces, présenté dans 
[Dub86], voici ce résultat sous sa forme générale : 

Théorème 5.3.15 ([Dub86]) Soient (A,O) une commutation partielle, etE= E' une équa­
tion à deux inconnues u et v de M(A, 0) . 

Si E = E' n'est pas équilibrée, alors les traces x et y de M( A, 0) satisfont 
l'équation si et seulement si il existe une trace t de M(A, 8) et deux entiers a 

et (3 de IN tels que : x= ta , y= tf3 et a(IEiu- IE'Iu) = f3(1Eiv- IE'Iv) . 

SiE = E' est équilibrée, alors les traces x et y de M(A, 8) satisfont l'équation si 
et seulement si pour toutes composantes connexes C de x et C' de y dépendantes, 
on a les assertions suivantes : 

- C=C' 

- il existe une trace t de M ( C, 0) et deux entiers a et (3 de 1N tels que : ITc (x) = 
ta et ITc(Y) = tf3 . 

Nous nous intéressons à l'équation uv = vu , le théorème précédent a pour conséquence (dans 
nos mots) : 

Corollaire 5.3.16 ([Dub86]) Soient (A, 0) une commutation partielle et u et v deux mots 
de A* . L'équation fe(uv) = fe(vu) est vérifiée si et seulement si pour toute composante 
fortement connexe C de (alpb(u),ë) etC' de (alph(v),ë) telles que C xC' n'est pas inclus 
dans 8 nous avons : 

- soit al ph( u) x alph( v) C 8 

- soit il existe deux entiers a et (3 et tm mot t de A" tels que 

fe(u) = fe(ta) et fe(v) = fe(tf3) 
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En fait la version semi-commutation de ce corollaire a exactement le même énoncé : soient 
(A, 0) une semi-commutation et Os = ene-1 • Le Lemme 2.4.13nous affirme que fe(x) = fe(y) 
si et seulement si fe. (x) = fe. (y) . Ainsi fe( uv) = fe( vu) est équivalent à fe. (uv) = fe. (vu) . 
Nous retrouvons la condition nécessaire du cas partiel, condition clairement suffisante. 

Maintenant si nous considérons l'inclusion fe( vu) C fe( uv) , le corollaire devient trivialement 
faux: prenons A= {a,b} et (J = {(a,b)}, posons u =a et v= b nous avons fe( vu) C fe( uv). 

Ici nous nous limitons au cas u et v fortement connexes pour ë. Tout d'abord nous présentons 
un lemme obtenu par Y. Roos : 

Lemme 5.3.17 ([Roo89]) Soient (A, 0) une semi-commutation et u un mot de A* forte­
ment connexe pour ë . 
Pour tout facteur m de fe( u*) tel qu'il existe une lettre y qui vérifie lmly > 2luly*Card( al ph( u)) , 
nous avons pour tout x de al ph( u) lm lx ~ 1 . 

Proposition 5.3.18 Soient (A, 0) une semi-commutation et deux mots de A* , u et v forte­
ment connexes pour 8 . L'inclusion fe( vu) C fe( uv) est vérifiée si et seulement si : 

soit al ph( u) x al ph( v) C (J • 

soit il existe deux entiers a et (3 et un mot t de A* tels que 

fe(u)=fe(t 0
) et fe(v)=fe(t 13 ) 

preuve : Seul le cas al ph( u) x al ph( v) ct (J est à établir. 

Puisque al ph( u) x alph( v) ct (J il existe une lettre a de al ph( u) et une lettre b de al ph( v) 
telles que (a, b) soit dans 8 . Si nous avons al ph( u) n al ph( v) = 0 alors nous devons avoir 
llab(uv) = aiiJi et llab(vu) = IJiai: ceci est en contradiction avec le Lemme de Projection. 

Puisqu'il existe au moins une lettre a commune à u et v , il existe deux entiers strictement 
positifs pet q tels que luPia = lvqla . 

Comme uv~ vu nous obtenons uPvq ~ vqup , et de plus le Lemme de Levi nous apprend 
e e 

1 * * * qu'il existe des mots ull u2, Vt, v2 tes que : uP --+ u1 u2 , vq --+ v1 v2 , u2v1 --+ v1 u2 , 
e e e 

* * UJ VJ --+ Vq et u2v2 --+ uP . 
e e 

Puisque luPia = lvqla nous devons avoir lu2v1la = 0 . Supposons que u2 f. E : 

Nous avons u2v1 ~ v1u2 et u2v2 ~ uP ceci signifie qu'il existe une lettre b de alph(u2) 
e e 

telle que luPib > lvqlb . Posons N = lu2lb = luPib- lvqlb . 

Maintenant pour tout k de IN nous avons uPkvqk ~ vqkupk et il existe des mots u1", u2", v1", v2" 
e 

tels que : uPk ~ UJk u2k , Vqk ~ VJk V2k , U2k VJk ~ VJk U2k , UJk VJk ~ Vqk et 
e e e e 

* pk u2" v2"--+ u . e 

Clairement nous devons avoir lu2" VJ" la = 0 ainsi que lu2" lb = k.N . 
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En prenant k supérieur à 2lulb * Card(alph(u)) nous obtenons une contradiction avec le 

Lemme 5.3.17 : u est fortement connexe pour iJ , uPk ~ u1k u2k avec iu2klb > 2iulb * 
(j 

Card( al ph( u)) et iu2k la = 0 . 

Ainsi u2 = E et de façon symétrique nous devons avoir v1 = E: • 

C'est pourquoi nous avons uP ~ vq et vq ~ uP d'où uv ~ vu . Maintenant nous 
0 o ono-1 

pouvons considérer l'équation sur les traces fono-1 (uv) = fono-1 (vu) et le résultat découle du 
Corollaire 5.3.16. D 

TI est facile maintenant de caractériser les morphismes continus fortement connexes sur les 
lettres : 

Corollaire 5 .3.19 Soient (A, 9) et ( B, 1) deux semi-commutations et un morphisme <.p : 

A" t-t B" fortement connexe sur les lettres. Le morphisme <.p est continu si et seulement si 
pour tout couple (a, b) de () nous avons : 

soit alph(cp(a)) x alph(<.p(b)) C 1 . 

soit il existe un mot t de B* et deux entiers a et f3 strictement positifs tels que 

Morphismes continus et locaux 

Dans cette partie nous réutilisons la substitution 'lj; et la semi-commutation >. définies pour 
l'équation rp = T : nous allons montrer que si le morphisme cp est fortement connexe sur les 
lettres, continu et local alors nous avons rp = ITBof>..o'lj;ofo . TI est intéressant de passer par f>.. 
car, comme nous l'avons vu, cette semi-commutation peut être réalisée par une transduction 
T

1 
• Ainsi lorsque l'égalité rp = ITBof>..o'lj;ofo est vérifiée, en posant T = ITBoT 1o1/i nous donnons 

une solution de l'équation rp = rofo . 

D'autre part au lieu de travailler d'un côté sur B et de l'autre sur B..p nous allons raisonner 
des deux côtés sur B..p : il suffit de simuler 1 sur B..p . 

Nous (re)définissons d'abord (B..p, >.) 

>. = {(an,bbn',k') E B..p x B..p 1 (ITB(an,k),ITB(bn',k')) E /} 

-{(a~,bbn',lcp(b)l) E B..p x B..p} 

-{(an,k,an,k+l) E B..p X B..p} 

Remarquons qu'ici l'ordre des lettres d'un 'lj;( x) pour une lettre x ne pas être changé par À • 

Voici la semi-commutation qui simule 1 sur B..p : 
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preuve : ll suffit de se rappeler de la démonstration du Lemme 5.3.3 : 

Soient u un mot de A • et w un mot de rp( u) . Posons UN = num( u) . Puisque <p( u) ~ w il 
'Y 

existe des mots w0 , w1, ... Wp de B'N tels que : 

wo ~ w1 ---+ w2 · · · ---+ Wp avec d( Wi, wp) > d( Wi+b wp) pour tout i < p 
'YN 'YN 'YN 

aucune dérivation inter-image de lettres n'a été effectuée de w0 à w1 i.e. 

- pour toute lettre Yj de alph( UN) les lettres de <t'n(Yj) sont bien ordonnées les unes par 

rapport aux autres dès w1 i.e. pour tout j ~ N nous avons II<PN(yi)( w1) = II<PN(Y;)( wp) 

ll est bien clair que denB( wt) appartient à denB ( V'N( UN)) , pour montrer que Wp appartient 
à /-y~ o'I/JN( UN) il suffit de suivre la dérivation pas à pas. 0 

Fait 5.3.21 Soient u = zo ... Zn un mot de AN et w un mot de B,pN tels que w E /-y~ o'I/JNofe( u) . 
Si pour tous les indices i et j avec i < j nous avons II1PN(z;zi )(v) ft al ph( '1/JN(Zj) )"'alph( '1/JN( Zi) )"' 
alors w appartient à f>.No'I/JN(u) 

Si le couple ( u, w) satisfait la condition C alors w appartient à f>..o'tj;( u) . 

preuve : Nous retrouvons la condition C du Lemme 5.3.3, la preuve est contenue dans la 
démonstration de ce lemme. 

Le cas alph( cp( x)) x alph( cp( y))</. 1:::} (x, y) E 8 

Maintenant il faut résoudre l'équation j-y'o'I/Jofo = f>..o'I/Jofo . Dans un premier temps nous 
allons nous aider d'une hypothèse permettant de numéroter les mots en toute quiétude: nous 

traitons le cas " si al ph (cp( x)) x al ph( cp( y)) </. 1 alors (x, y) E 8 ". Grâce à cette hypothèse 
nous avons: 

Fait 5.3.22 Si pour toutes lettres x, y de A • telles que al ph( <p( x)) x al ph( cp( y)) f/_ 1 nous 
avons (x, y) E e alors pour tous mots WN de AN et v de B;N tels que VN E /-yto'I/Jofo(wN)' 
s'il existe UNE f>.o'lj;ofo(wN) avec IIB(u) =liB( v) alors nous devons avoir UN= VN . 

preuve: Posons WN = num(w) d'après le Lemme de numérotation il existe VN E /-y~oT/wofoN( WN) 
et UNE f>.No'I/JNofoN(wN) tels que denB(uN) = denB(vN) = IIB(v). Supposons que UN soit 
différent de VN , supposons qu'une ièm• lettre diffère i.e. u = u' an 1 u" et v = v'bn' l' v" avec 

'p ' q 

lu'l = lv'l · 

Comme denB(u) = denB(v) nous avons denB(an,IP) = denB(bn',l'q) avec an,IP # bn',l'q (la 
restriction de denB à B1PN est un morphisme alphabétique). Cette dernière égalité entraîne 

que (an,t,bn',l') E t'n;y'-1 et aussi (a,b)E ënë-1 . 

Si p # q alors nous avons une contradiction: (ap, b9 ) E BN nB}/ et (an,t, bn',l') E t}v n t;;1 
• 
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Maintenant comme p = q , d'après la définition de 'lj; on a une bijection entre { tj;( x)} et {$(x)} 
pour toute lettre x de A; ainsi sim E 'lj;(x) et m' E 'lj;(x) ITB(m) = ITB(m') implique m =m'. 
D'après les définitions des semi-commutations 1' et>. nous devons avoir pour toute lettre x et 

pour tout m de 'lj;(x), f>..(m) = f.,•(m) =m. Si an,/# an',l' nous devons avoir u = u1an,sP'Il2 
et v= v1an',s'Pv2 avec lu1l =lvii et ITB(an,s) # ITB(an',s') et ainsi ITB(u) # IlB(v). 0 

Maintenant nous supposons que l'équation 1-r•otPo1e = f>.o'lj;ofe n'est pas vérifiée. Nous allons 
chercher les mots m de A* et v de B~ les plus simples possible tels que v E 1-r•o'lj;o1e(m) et 
v f/. f>.o'lj;o1e(m) : 

Lemme 5.3.23 Si 11.•o'I/Jofe # f>.o'lj;o1e alors il existe un mot m = zo ... Zn de A:N et un mot 
v de B~N tels que : 

3. m est de longueur minimal i.e. 

\:lm' E A*lm'l < lml 1-r•otPo1e(m') = f>.o'lj;ofe(m') 

4. Il existe un mot v' E f>..NotPN(m) tel que v'--+ v. 
-r.N 

5. Les images de zo et de Zn ont commuté dans v i.e. 

6. Si { Zj, Zk} est différent de { zo, zn} alors les images de Zj et de Zk sont mélangées dans 
v i.e. si V'N(Zj) # E et tPN(zk) # E alors 

7. Pour tout j différent de 0 nous avons 

8. Pour tout j différent de n nous avons 

9. Si m se décompose en m = m1z3m2 avec m1 # E et alph(m1) x {zi} C ON alors 

v f/. 1-r,NotPNofeN(zjmlm2) . 

10. Si m se décompose en m = m1zjm2 avec m2 # E et {zi} x alph(m2) C ON alors 

v f/. f-r,NotPNo1eN(mlm2Zj) . 
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preuve : 

Si f'Y•ot/Jofe =f:.•f>..o'I/Jofo alors clairement il existe deux mots tels que m de A:N et v de B;N (1), 
(2) et (3) . 

Pour le point ( 4) il suffit de décrire une transformation de m en v nous avons v E 

f'YJ.votPNofeN(m) d'où l'existence d'un mot m'dans feN(m) tel que: 

tPN( m') = Vo --+ V1 - • • • - Vk-1 - Vk = V 
'Y/v 'Y!v 'Y/v 'Y!v 

Clairement .,P(m') E f>.Not/JNofoN(m) et comme (2) il existe un indice itel que ViE f>.Not/JNfeN(m') 
et Vi+I ft f>.Not/JNfeN(m'). 
Comme ViE />.No'I/JNfeN(m') il existe un mot m" dans feN(m') tel que ViE f>..Not/JN(m"). 
TI suffit de redéfinir men m", v en Vi+I et v' en v pour obtenir (4). 
Nous noterons vo le mot de t/J( m) tel que Vi E f>..N ( vo) . 

A partir de ( 4) il est facile de voir que 

i.e. les images de ap et de b9 ont commuté dans v et comme v' E f>.Not/JN(m) seules ces deux 
images de lettres ont commuté complètement i.e. 
si {zj,Zk} est différent de {ap,bq} et tPN(Zj) =f:. E et tPN(Zk) =f:. E alors 

Pour clarifier la preuve nous noterons zi = n111N(z;)( v) ( = n111N(z;)( vo) ) . 

Nous allons montrer que p = 0 et q = n , c'est à dire le point (5) : 
supposons que l'image de z0 n'ait pas complètement commutée avec l'image d'un Zk , i.e pour 

tout k nous avons llz0 zk =/:- ZkZo . 
Cette hypothèse et le Fait 5.3.21 impliquent Zollz1 ... z" (v) >.: v . Comme m est de longueur 

minimale nous devons avoir Z1 ... Zn >.: llz1 ... Zn (v) nous obtenons une contradiction : 

Zollz1 ... Zn (v) >.: v et ainsi vo >.: v . C'est pourquoi p = 0 . 

De manière symétrique nous trouvons q = n , le point (5) est ainsi démontré. 

Pour le point (6) nous avons déjà vu que si {zj, Zk} est différent de {zo, zn} et Zj =f:. E et 
Zk =/:- é alors llz,zk (v) =j:. zkzi pour j < k . TI nous reste le cas k < j : 
nous avons llz0 zk (v) =f:. ZkZo pour tout k avec 0 < k < n et Zk =f:. é , ainsi la première lettre 
de Z0 est avant la dernière lettre de Zk dans v . 
De même, la dernière lettre de Zn est après la première lettre de Zk dans v . 
Comme la première lettre de Zo est après la dernière lettre de Zn , il s'en suit : la première 
lettre de tout Zk est avant la dernière lettre de Zn qui se trouve avant la première lettre de 
Zo qui elle même est avant la dernière lettre de Zk dans v . 
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Pour le point (7), il suffit de remarquer que la première lettre d'un Zk avec k # 0 doit 
commuter avec le mot Z0 ; de même pour le point (8) toute dernière lettre de Zk avec k # n 
doit commuter avec le mot Zn . 

ll reste à montrer les points (9) et (10) : supposons que m se décompose en m = m1zjm2 

avec m1 =f é et alph(mi) X {zi} C eN . 
D'après le point (6) nous savons que Zj ne commute complètement avec aucun Zk . ll est 

alors impossible d'avoir v E f-y~o'I/JNofeN(zjm1 mz) : si m est un mot de longueur minimale 
le point (5) doit toujours être respecté. 

De façon symétrique nous obtenons le point (10) . 0 

Malheureusement ce lemme n'est pas assez précis, il nous faut montrer : 

Lemme 5.3.24 Si f-y•o'I/Jofo =/: f>,o'lj;ofe alors il existe un mot m = zo ... Zn de AN et un mot 
v de B~N vérifiant les points {1-10) du lemme précédent et tels que : 

a. den( m) est un mot de permutation et pour toutes lettres différentes x et y de m nous 
avons alpho'f'oden(x) ct alpho'f'oden(y) lorsque '1/JN(x) =/: é. 

b. '1/JN(zo) # é et '1/JN(zo) # é 

c. pour tout indice i (zi, Zi+d appartient à ONu 8-;/ ' de plus si (zi, Zi+J) appartient à eN 
alors il existe une lettre a E B de 'P(denB(zi)) et une lettre {3 E B de <p(denB(Zi+I)) 
telles que 

- llo:o'f'oden( m) = llo:o'f'oden( Zj) 

- ll;Jo'f'oden(m) = ll;Jo'f'oden(zi+I) 

- llo:;3oden( v) rf. j-yllo:;Jo'f'oden( m) 

d. v E vl~JN(zn)'I/JN(zo)vz avecalph('I/JN(zo))xalph(vi) C 1N etalph(vz)xalph('I/JN(zn)) C 
1 

lN· 

preuve : 

Posons zi = ll,pN(z;)(v) 

Tout d'abord nous allons montrer le point (4): 

D'après les points (5) et (6) du Lemme 5.3.23 nous avons llz0 zn(v) = ZnZo, par contre pour 

tout {zj,Zk} différent de {zo,zn} avec Zj # E et Zk # é nous avons llzizk(v) # ZjZk. Ainsi 

Puisque llzoZn (v) = Zn Zo il existe de décomposition de llz1 ... Zn-l (v) 
alph(Zo) x alph(wi) C >.et alph(wz) x alph(Zn) C >.avec 

wl wz telle que 
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Maintenant, supposons que le mot WtZnZow2 appartienne àf>.No?/JNofoN(m); comme w1ZnZow2 ~ 
ÀN 

v nous aboutissons à une contradiction : v E f>..No?/JNofoN(m). 

Nous allons maintenant raisonner par récurrence pour construire un mot respectant ]es points 
(a,b,c,d) : 

Voici notre hypothèse de construction pour un sous mot wz; de m : 

1. wz; contient z0 

2. Aucune lettre de wz; n'est effacée par 1/JN 

3. alph(denB(?/JN(x))) est différent de alph(denB(?/JN(y))) pour toutes lettres différentes x 
et y de alph( wzi) et non-effacées. 

4. Si w =/: é alors alph(w) X alph(zi+l ... zn) CON 

5. Pour toute lettre x de al ph( w) alors ITIPN(:rz,) (v) E f-r~ o?/J( ZjX) si j > i 

6. Si wz; = WIZjZkW2 alors (zj, zk) E iJN U if"i/ , de plus si (zi, Zi+I) appartient à ON alors 
il existe une lettre a E B* de cp(denB(Zj)) et une lettre f3 E B* de cp(denB(zk)) telles 
que 

- IT 0 o<poden( WJZk ... Zn) = é 

- IT,eo<poden(wiZjZk+l· .. zn)= é 

- IT 0 ,eoden( V) ~ /-yiT 0 ,eocpoden( ZkZj) 

Pour lwz;l = 1 nous prenons wz; = zo . 

Supposons que nous avons construit un sous-mot WZi vérifiant les points (1-6) . Si Zi = Zn 
alors nous avons le résultat. 

Autrement considérons 1 Je plus grand indice tel que (zi,zz) E iJN ou ITz;zz(v) ~ f-r~(ZzZi). 
La lettre zz existe toujours d'après les points (9- 10) du Lemme 5.3.23. Nous avons à traiter 
deux cas: 

Le cas Z1 =/: é :Souvenons nous que nous travaillons toujours sous l'hypothèse: alph( 1/JN( x)) x 

alph( 1/JN(Y)) rt. IN=> (x, y) E iJ 

Nous allons montrer que si Z1 =/: é alors le mot WZiZI respecte les propriétés (1-6) : 

Les points (1) et (2) sont respectés et les points (4) et (5) sont des conséquences directes de 
la définition de ZJ . Pour le point (3) remarquons que, par construction de wz; , nous savons 
que alph(denB(?/JN(w)))nalph(denB(ZI)) = 0. 

Maintenant supposons que alph(denB(Zi)) C alph(denB(Zz)) . D'après le point (7) du 
Lemme 5.3.23 nous avons z; =/: Zo et donc wzi = w' ZhZi avec h =/: 0 , de plus : 

- Soit (zh, zi) est dans iJN alors nous obtenons une contradiction avec J'hypothèse ( 4) 
de construction de wz; : nous avons alph(denB(Zh)) x alph(denB(Zi)) rt,. IN et ainsi 
alph(denB(Zh)) x alph(denB(ZI)) iiN d'où (zh,zi) est dans iJN. 
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- Soit (zh, Zi) est dans ON n ë},? D'après l'hypothèse (6), il existe une lettre {3 E B de 

<p(denB(Zi)) telle que ll13o<poden(w'zhZi+l ... zn)= E. Mais j > i et nous avons aussi 
{3 E <poden(z1) d'où une contradiction. 

Nous avons montré : 

1. WZiZI contient z0 

2. Aucune lettre de WZiZI n'est effacée par tPN 

3. Vx,y E alph(wziz1)x ::J y=> alph(denB(tPN(x))) ::J alph(denB(tPN(Y))) 

ll reste à démontrer le point (6). Si (zi, z1) appartient à ëN alors le point (6) est respecté. 
Considérons le cas (zi, z1) appartient à (}N n ë-;/ : 

Comme llz,zJv) E f,~(ZIZi) et d'après le Lemme de Projection il existe une lettre a E B 
de <p(den(zi)) et une lettre {3 E B de <p(den(zi)) telles que ll0 13oden(v) ~ j-ylla.Bocpoden(ziZi). 
Comme (zi, z1) appartient à (}N nous avons alph(denB(Zi)) n alph(denB(Zi)) = 0. 

Supposons que Ilo:ocpoden(wzl ... zn) ::J é: 

D'après la définition de Zl et comme (zi, z1) appartient à (}N nous avons ll0 ocpoden(zj ... Zn)= 
é . Maintenant s'il existe une lettre Zh de w telle que a E alpho cpoden(zh) nous allons montrer 

llzhz1(v) ~ f-y~(ZLZh): 

Nous avons llo:13oden( v) ~ /-yollo:.Bocpoden( ZiZh) ceci entraîne (a, {3) E -y-1 et l'existence de 
deux lettres a E alph(Zi) et b E alph(ZL) telles que llab( v) = ab et a = denB(a) et {3 = 
denB(b) ; de même il existe une lettre a' de alph(Zh) avec a = denB(a') et lla'a(v) = a'a 

(puisque Zh est avant Zi dans m et (a, a') ne commutent pas par -y') . 

Ainsi lla'b(v) = a'b avec (a', b) E -r'i/ d'où llzhzJ(v) ~ f'Y;.(ZjZh). 

De façon symétrique nous pouvons obtenir ll.eocpoden( WZiZj+l ... Zn)= é . 

Remarquons que le mot obtenu par cette construction satisfait les points (a,b,c,d) de notre 
lemme, notamment le point (3) indique que la version dénumérotée du mot construit est un 

mot de permutation. 

Le cas Z1 = é: 

Remarquons que nous avons l ::J n. Supposons qu'il n'existe pas de sous-mot aoa1 ... ak de 

zo ... Zn tel que 

- ao = Zi et a1 = Zl 
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- den(ap) # den(aq) pour tout indice pet q 

Puisque Zn 'f; E , cela veut dire qu'il existe une lettre Zj telle que Zj = E et {zj} x 
alph(Zj+J .. . zn) C eN . Ainsi nous avons v E /-y]vo'I/JNo/r;N(zo ... Zj-tZj+J ... ZnZj) ceci con­
tredit le point (10) du Lemme 5.3.23. 

D'après l'hypothèse de construction, la définition de z1 et comme l < k nous avons (zi, Zk) E 

eN . Le mot ao ... ak respecte les points (a,b,c,d) du lemme. 0 

Le cas général 

Maintenant nous levons l'hypothèse alph(cp(x)) x alph(cp(y)) f/_ 1 =>(x, y) E 0: 

Lemme 5.3.25 Si /-y•o'I/Jofe # f>.o'I/Jofe alors il existe un mot m = Xo ... Xn de A* et un mot 
v de B; tels que v E /-y•o'I/Jo/e(m) , v fi. f>.o'I/Jofe(m) et avec 

a. m est un mot de permutation. 

c. pour tout indice i (xi,Xi+J) appartient à ONu Bi/ 'de plus si (xi,Xi+I) appartient à e 
alors il existe une lettre a E B de cp( xi) et une lettre f3 E B de <p( Xi+l) telles que 

- Ilcro<p( m) = Ilcro<p( xi) 

II,eo<p(m) = Il,eo<p(Xi+l) 

- Ilcr,e( V) ~ J'Y IIa,eo<p( m) 

d. v E Vt'I/J(xn)'I/J(xo)v2 avec alph(,P(xo)) X alph(vt) C "( 1 et alph(v2) X alph(,P(xn)) C "( 1
• 

preuve: Supposons qu'il existe un mot un mot m = zo ... Zn de A!v et un mot v de B;N tels 

que v E /-y]vo'I/JNofeN(m) , v~ f>.No'I/JNofeN(m). 

Comme dans le Lemme 5.3.23 nous pouvons choisir m de longueur minimale et tel qu'il existe 

un mot v' E f>.No'I/JN( m) tel que v' --;-t v . 
'YN 

Posons Il,pN(z;)(v) = zi . 

Nous savons qu'il existe exactement deux lettres Zi et Zj dont les images ont commuté dans 
v i.e. Ilz,z

1
(v) = ZjZi (pour i < j), et pour tous les autres couples (zk,zi) avec k < l nous 

avons IIz,zk(v) # Z1Zk. 

Posons Be = 8- {(x, y) E A x A 1 alphocp(x) x alphocp(y) f/_ 'Y} . Notons BeN la version 
numérotée de Be . 

Supposons qu'il existe un mot m'de Aiv tel que m' E fBcN(Zj ... zj) et denBoll,pN(m')(v) E 
f>.o'I/Joden( m') . 
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Comme nous avons utilisé BeN pour obtenir m'et que al ph( <p(x)) x al ph( <p(y)) i- 1 ::} (x, y) E 

Oc, nous obtenons, grâce au Fait 5.3.22, II,pN(m')(v) E f>.Not/wo(m'). 

Appelons m1 = YO···Yn le mot llz0 ... z,_1 (m)m'llz;+ 1 ••. zn(m). 

Remarquons que nous avons alors pour tout k > 1 

Et ainsi nous aboutissons à une contradiction : v E f>.No?/JN( m1) . 

Ainsi il existe un mot m = Zo ... Zn de AN et un mot v de B;N tels que v E f-r'r.otPNofoc)m), 
v tt f>.N o?/J No fe eN ( m) . Rappelons que Oc vérifit al ph( <p( x)) x al ph( <p(y)) rf_ 1 ::} (x, y) E Oc . 

Grâce au Lemme 5.3.24, nous savons qu'il existe deux mots w de AN et u de B;N vérifiant 

les points ( a,b,c,d) en version numérotée et utilisant BeN à la place de () . Clairement les 

points (a,b,d) sont conservés en effaçant la numérotation. 

Pour le point ( c) il nous faut vérifier que pour tout couple (zi, Zi+l) de ifcN U ifë~ , le couple 

(den ( Zi), den( Zi+ 1)) appartient 0 U o-1 : 

- - 1 
Supposons que (zi,Zi+l) soit dans BeN U OëN. 
Si zi = [ou Zi+l = E alors, par définition de Oc' (den(zi),den(zi+t)) est dans ifu o-1 • 

Le cas Zi =f. E et Zi+1 =f. E : 

Si (zi, Zi+l) appartient à ifcN (resp. à ifë~) alors alphodenB(Zi) x alphoden(Zi+t) rf_ 1 (resp. 
~-1) . 

Supposons que le couple (den(zi),den(zi+I)) soit dans 0 (resp. dans o-1 ). 

Le morphisme <pest supposé continu, ceci impose alphodenB(Zi) = alphoden(Zi+l). 

Mais le point (a) du Lemme 5.3.24 nous indique que pour toutes lettres différentes x et y de 

w nous avons alpho<poden(x) =f alpho<poden(y) lorsque 1/JN(x) =f. é. 0 

caractérisation des morphismes continus locaux 

Retournons sur les alphabet A et B, du lemme précédent découle : 

Proposition 5.3.26 Soient (A, 8) et ( B, 1) deux semi-commutations et un morphisme con­
tinu <p : A* t-t B* . Le morphisme r.p est local si et seulement si il n'existe pas de mot 
permutation w = xo ... Xn de A* et de mot v de cp( w) tels que 

1. r.p(xo) =f [ '<p(xn) =f. [et alph(<p(xo)) n alph(<p(xn)) = 0. 

2. Pour tout indice ide [O,i-1] le couple (xi,Xi+I) est dans ifuif-l et de plus si(xi,Xi+1) E 

() alors il existe deux lettres a E al ph( Xi) et {3 E al ph( Xi+l) telles que : 

- a n'apparaît que dans <p(xi) i.e. llil'(r.p(w)) = llil'(<p(xi)) . 

- f3 n'apparaît que dans <p(xi+l) i.e. IT13(r.p(w)) = IT13(r.p(xi+1)). 

- flil'/3( V) tt /-yollil'/3o<tJ( Xi+l Xj) . 

3. v= v1<p(xn)r.p(xo)v2 avec alph(r.p(xo)) x alph(vi) C 1 et alph(v2) x alph(r.p(xn)) C 1. 
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Pour les commutations partielles nous obtenons : 

Corollaire 5.3.27 Soient (A,9) et (B,1) deux commutations partielle et un morphisme <p: 

A* ~--+ B* . Le morphisme <p est local si et seulement si <p est rigide. 

Résolution de la deuxième équation 

Théorème 5.3.28 Soient (A,O) et (B,1) deux semi-commutations et un morphisme <p : 

A* ~--+ B* . Il existe une transduction rationnelle T telle que lj = Tofe si et seulement si le 
morphisme <p est fortement connexe sur les lettres, continu et local. 

preuve : Nous savons que <p doit être fortement connexe sur les lettres (Fait 5.2.1), continu 
(Fait 5.3.6) et local (Lemme 5.3.14). 

Si le morphisme est continu et local nous avons montré l'égalité lj = TIBof>.o'I/Jofe . La 
Proposition 5.3.1 nous indique que la fonction de semi-commuta.tion f>. peut être réalisée par 
une transduction rationnelle r' . En posant T = TIBoT1o'lj; nous donnons ainsi une solution de 
l'équation lj = rofe . D 

Dans le cadre des commutations partielles nous obtenons : 

Corollaire 5.3.29 Soient (A, 9) et (B, 1) deux commutations partielles et un morphisme 
<p : A* ~--+ B* . Il existe une transduction rationnelle T telle que <P = rofe si et seulement si 
le morphisme <p est fortement connexe sur les lettres, continu et rigide. 

5.4 Application 

5.4.1 Décider J-y(u*) est Algébrique 

Le Théorème 2.5.5 nous assure, pour une semi-commutation ( B, 1) et un mot u de B* donné, 
que le langage /-y( u•) est reconnaissable si et seulement si u est un mot fortement connexe 
pour')' . Une question se pose alors naturellement : pouvons nous aussi décider du caractère 
algébrique d'un langage de type /-y( u*) ? Une réponse positive à cette interrogation a été 
apportée par M.Clerbout et Y.Roos dans [CR90) et [Roo89] : 

Proposition 5.4.1 ([CR90]} Soient (B,1) une semi-commutation et u un mot de B* . Le 
langage /-y( u•) est algébrique si et seulement si le graphe (al ph( u ), ')') possède au plus deux 

composantes fortement connexes. 

Nous donnons dans cette section une preuve plus simple de cette proposition, nous allons 
utiliser notre résultat à propos de l'équation <P = To /-y . Avant tout vérifions que la condition 
proposée est bien nécessaire : 

Fait 5.4.2 ([CR90]} Soient (B,1) une semi-commutation et u un mot de B* , si le graphe 
(alph(u),i') possède plus deux composantes fortement connexes alors le langage /-y(u*) n'est 
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pas algébrique. 

preuve: Soient {Bb B2, ... , Bn} l'ensemble des composantes fortement connexes de (alph( u), "Y). 
Clairement il existe une composante Bi telle que Bi x (B \ Bi) C "( . De même il ex­
iste une autre composante fortement connexe Bj telle que (B \ Bj) x Bj C "( . Posons 

U1 = flB;(u),u2 = flBJ(u),u3 = flB\(B;UBj)(u), nous avons U --:7 U2U3U1 avec U1U3U2 ~ 
u2u3u1. Ainsi fo(u*) n uïu3ui = {uïu3uï 1 nE IN}, ce langage n'est pas algébrique. 0 

Bien sûr, si (alph( u), "Y) ne comporte qu'une composante fortement connexe nous savons 
(Théorème 2.5.5) que le langage /-y( u*) est reconnaissable. ll nous reste à traiter le cas 
"(alph(u),"Y) contient exactement deux composantes fortement connexes". Nous noterons m 

la projection de u sur une composante fortement connexe de u et w celle sur l'autre. 
Grâce au Lemme de Numérotation nous pouvons supposer que u est un mot de permutation : 
dénuméroter le mot u se fait à l'aide d'un morphisme, la famille des langages algébriques est 

close par morphismes. Nous allons examiner deux cas, commençons par le plus simple : 

Le cas /-y(u) = f"~(mw) 

Soit l'alphabet A= {a, b}. Nous allons utiliser le morphisme <.p: A*~--+ B* défini par: 

<.p(a) = m et <.p(b) = w 

Nous définissons la semi-commutation (A, 8) par 

(a,b) appartient à e si alph(m) x alph(w) c "( 

(b,a) appartient à e si alph(w) x alph(m) c "( 

Remarquons que nous avons J"~(u*) =!"~((mw)*)= /-yo<.p((ab)*) = Ç?((ab)*). 
D'autre part le morphisme <.pest fortement connexe sur les lettres et, de par la définition de 
e 'continu et local. C'est pourquoi il existe une transduction rationnelle T telle que <P = To/o • 

Pour prouver l'algébricité du langage Ç?((ab)*) , il suffit de montrer que le langage Jo(( ab)*) 
est algébrique : 

{ 

Dj(a, b) si (a, b) E 8 n e-1 

ll est connu que fo((ab)*) = Di*(a,b) si (b,a) E 8 n ë-1 _ 

(D~*(b,a)+ ab)* si (a,b) E en e-1 

Ainsi lorsque J"~(u) = f"~(mw), le langage f"~(u*) est algébrique. 

Posons u ~mw avec wm ~mw. Remarquons que nous n'avons ni alph(m) x alph(w) C 
"1 "1 

"1 n "1-1 , ni u ~ mw , ni u ~ wm . 
-yn-y-1 -yn-y-1 
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TI est impossible d'utiliser directement la construction précédente: nous n'avons ni /-y(u*) = 
/-y( (mw)*) , ni /-y( u*) = /-y( ( wm )*) . Nous allons contourner cette difficulté en utilisant plus 
de lettres que dans l'alphabet A : 

Nous appellerons llB : Bi,2 1--t B* le morphisme défini par llB(xi) = x, Vx E B1,2 . 

Soit <p : Ai,2 ~-t Bi,2 le morphisme défini par <p(ai) = mi et <p(bi) = Wi , où mi E Bi , 
ITB(mi) =met aussi Wi E Bi , ITB(wi) =w. 

Soit la semi-commutation (B1,2, >.)avec 

Soit alt : B* 1--t 28 ;,2 la transduction suivante : 

alt(é) = é 

1 

i = 1 si lvlx = 2p 
alt(vx) = alt(v)xi avec . 

2 
. l l VvE B*Vx E B. 

f = Sl V x = 2p + 1 

Notons Ui le mot de Bi tel que llB( Ui) = u . 

Soit la semi-commutation (Bt,2,/t,2) avec /1,2 = {(xi,Yj) E B1,2 x B1,2l (x, y) E 'Y}. Grâce 
au Lemme de Numérotation nous avons: llBo/-y1 ,2 oalt(u*) = /-y(u*). 

En premier montrons que /-y1 ,2 oalt(u*) C f>.o<p((a1b1a2b2)*(E + a1bi)) : 
Par définition de <p, nous avons <p((a1b1a2b2)*(E + a1bi)) = (m1w1m2w2)*(E + m1wi) 
par définition de (B1 2, >.) nous avons miWi ~ Ui ; ainsi f>.ot.p((atbta2b2)*(E + a1bt)) = 

' ÀnÀ-1 

f>.(u1u2)*(E +Ut)). 

Comme 11.2 est inclus dans >. nous avons 

Supposons maintenant qu'il existe un mot v de f>.ot.p((atbta2b2)*(E+a1bt)) qui n'appartienne 
pas à /-y1,2 oalt(u*). 

Nous avons v E f>.(( u1u2)*(E+ut)), par numérotation nous obtenons num( v) E numof>.(( Ut u2)*(E+ 
u1 )) et num(v) f/. numo/-y1 ,2 oalt(u*). Notons VN le mot num(v). 

Ainsi il existe un mot t de numoalt( u*) tel quet ~ VN et VN ft /-y1 2 ( t) . D'après le Lemme 
ÀN • N 

de Projection, il existe un couple de lettres (xi,,Yj
9

) de alph(vN) tel que: 
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ll est facile de voir que, d'après le point (3) et les définitions de >. et de 11,2N , nous avons 
t=). 

Si p = q nous obtenons directement une contradiction : d'après le point (1) llxy(u) = xy 
(u est un mot de permutation) et par le point (3) (x, y) appartient à ;y; la définition de>. 
impose alors (x,y) E .À et ainsi (xip,Yj

9
) E .ÀN. 

Maintenant si p =/= q nous devons avoir p < q . Puisque i = j et p < q et d'après la définition 

de alt, il existe une lettre Yk1 avec k = ji- 21 + 1 et p ::::; 1 ::S q telle que llx,pyk
1 

y;
9 
(t) = XipYk1 Yi 9 

• 

Comme (x, y) E 1' nous devons avoir (xi, Yk) E .À, par définition nous avons aussi (yk, Yi) E .À, 

nous aboutissons à une contradiction: llx;pYk
1
y,

9
(t) = XipYk1Yi9 = llx;pY~o 1 y; 9 (v). Ainsi 

f-r12 oalt( u"') = />.o<,o((atbla2b2)*(E + a1b1 )) 

Nous avons montré f-r( u"') = liBof>.o<p((atbla2b2)*(E + a1bt)) . 

Reprenons l'alphabet A et définissons la semi-commutation (A, 0) par(}= {(b, a)} , posons 

(}1,2 = {(b1,ai), (bha2) ,(b2,a1), (b2,a2)}. 
Clairement nous avons altofe((ab)*) = fo12 ((alb1a2b2)"'(é + a1bi)). 

Comme fe( (ab)*) = D~*( a, b) est un langage algébrique, le langage fe1 2 (( a1 b1 a2b2)"'(E + a1 b1)) 
l'est aussi. 

Maintenant montrons que <p : A1,2 ~---* B1,2 est continu, fortement connexe sur les lettres et 
local : 

• Fortement connexe sur les lettres : les mots m et w sont fortement connexes pour ')', 
d'après la définition de >., mi et Wi sont aussi fortement connexes pour .À • 

• Continu : pour (}1,2 nous avons seulement les règles de la forme biai --+ aibi , comme 
81,2 

mw...±.., wm nous avons miWj ~ Wjmi et ainsi <,o(biai) --+ <,o(aibi) . 
'Y '"Y "'Yl ,2 

• Local: supposons que alph(mi) x alph(wj) C >.: 
nous savons que alph(m) x alph( w) rj_ ,-l ainsi al ph( mi) x al ph( Wj) rj_ >. lorsque i =/= j . 

Reste le cas al ph( mi) x alph( wi) C >. : par définition de >. , nous devons avoir lixy( u) = 
yx pour tout (x, y) E ;y-1 nalph(m) x alph(w). Si alph(mi) x alph(wi) C >.nous avons 
u ~ wm ce qui est en contradiction avec notre hypothèse. 

"'Yn-r-l 

Ainsi <p est local sur les mots de deux lettres de Ai 2 . Un mot de plus de deux lettres 
' 

contient forcément un ai et aj ou un bi et bj . Or pour tout x de alph(mi) (resp. wi) 

nous avons mjx rf. f-r1,2 (xmj) (resp. Wj) il apparaît clairement que <pest local. 

Ainsi il existe une transduction rationnelle T telle que f>..o<p = cp = rofo1 2 d'où liBo<P = 
ITBoTofe1 2 

• C'est pourquoi 



5.4. Application 113 

Le langage fe( u*) et les réseaux de Petri 

Nous allons associer à chaque serni-commutation un réseau de Petri, et à l'aide du mot u , 

définir le marquage initial du réseau. 

Exemple 5.4.3 

Réseau de Petri associé au mot u = ebacd et à la semi-commutation (A, 8) : 

a ----+ b ----+ e 

i l 
d - c (A,B) 

Proposition 5.4.4 Soient (A, 8) une semi-commutation et u un mot de permutation sur 

A* . Il existe un réseau de Petri admettant comme langage 1 'ensemble des facteurs gauches 

de fe( u*) . 

preuve : En premier lieu nous allons décrire le réseau de Petri P associé à la semi-commutation 
et au mot u : 

- al ph( u) est 1 'ensemble des transitions . 

- A tout couple (x, y) de 0 est associée de façon bijective une place, notée Pxy , en entrée 
de la. transition y et en sortie de x . 

Le marquage initial, noté M , du réseau P est défini comme suit : une place Pxy est initiale­
ment vide si II:ry( u) = x y , sinon elle contient une marque. 

Montrons que L(P, M) contient FG(!e( u*)) : 
Soit v un mot de FG(!e(u*)). Supposons que v n'appartienne pa.s à L(P,M). Le mot v 
s'écrit alors v1yv2 avec M(v1)M' et non M'(y) . Ceci signifie qu'il existe une place Pxy telle 
que M'(Pxy) = 0 et ainsi (x, y) appartient à ë. 

Si Pxy est initialement vide, nous devons avoir lv1lx = lvlly . 
Par hypothèse v appartient à FG(!e(u*)) et de plus Ilxy(u) = xy . Nous avons 
IlxyFG(fe(u*)) C fe((xy)*x*) et, par conséquent, Ilxy(v) E FG(D~*(x,y)). Mais 
comme lv1lx = lv1ly nous avons Ilxy(vly) rf. FG(D~*(x,y)) et ainsi v n'appartient pas à 
FG(fe(u*)). 
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- Si Pxy contient initialement une marque, nous devons avoir lvtlx = lv11y- 1. 
Le mot lixy( v) doit appartenir à fo((yx )"(x*+ yx*)) = FG((D~*(x, y)+ y x)") . Comme 

lvtlx = lvtly- 1 nous avons IIxy(vi) E fe((yx)*y) = ]9((yx)*)y . Mais IIxy(vt)y 
n'appartient pas à FG((D~*(x, y)+ yx)*). 

Ainsi L(P,M) contient FG(Jo(u*)). 

Montrons que L(P,M) contient FG(Je(u*)): 
Soit v un mot de L(P,M). Supposons que v n'appartienne pas à FG(Jo(u*)). Le mot v 
s'écrit alors v1 yvz avec v1 appartenant à FG(Jo(u*)) et v1 y n'y appartenant pas. D'après le 
Lemme de Projection il existe une lettre x telle que v1y rf. IIxy((FG(Je(u*))) mais par contre 
VtX E lixy( (FG(fo( u*))) , ainsi x et y ne commutent pas. 

-- Soit x apparaît dans u avant y : 

Comme IIxy(VtY) rf. FG(Jo((xy)*)) et IIxy(vi) E FG(Jo((xy)")) nous devons avoir 

lviix = lviiy ; par construction nous avons M(Pxy) = 0, comme lv1lx = lvtly nous 
avons M(vi)M' avec M'(Pxy) = 0, d'où VtY rf. L(P,M). 

- Soit y apparaît dans u avant x : 

Comme IIxy( VJY) rf. FG(Je((yx )*)) et lixy( vi) E FG(Je((xy)*)) nous devons avoir 

iv1ix = iv1iy- 1 . Par construction nous avons M(Pxy) = 1 , comme iv1ix = lvtly- 1 
nous avons M( Vt)M' avec M'(Pxy) = 0, d'où VtY rf. L(P, M) . 

Le réseau de Petri P a bien pour langage l'ensemble des facteurs gauche de ]9( u*) . 0 

Remarque : Si le mot u est fortement connexe pour 8 toutes les places du réseaux sont 
bornées. Si le mot u est connexe pour 8 alors en imposant un marquage final égal au marquage 
initial, le réseau reconnaît exactement le langage fe( u*) . 

Si u n'est pas un mot de permutation il n'existe pas toujours de réseau de Petri reconnaissant 
l'ensemble des facteurs gauche de ]9( u"') , par exemple pour 8 = 0 et u = abbab. 

5.4.2 Morphismes algébriquement compatibles 

Cette section s'adresse aux commutations partielles, tout d'abord définissons la notion de 

morphisme algébriquement compatible : 

Définition 5.4.5 Soient (A, 8) et (B, 1) deux commutations partielles et un morphisme cp: 
A* ~--+ B* . Le morphisme cp est Alg-compatible si et seulement si pour tout langage algébrique 

L 8-clos de A* le langage cp( L) est algébrique. 
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Le cas non connexe 

Nous nous intéressons ici aux morphismes non connexes1 sur les lettres. La proposition 
suivante donne la solution pour un alphabet B de deux lettres : 

Proposition 5.4.6 ([Lat79]) Soient l'alphabet B = { a.b} et (B, 1) une commutation par­

tielle. Si L est un langage algébrique alors 1-r(L) est aussi algébrique. 

De cette proposition et du Corollaire 5.3.29 découle : 

Proposition 5.4.7 Soient (A,O) et (B,1) deux commutations partielles et un morphisme 

r.p :A* t-t B* . S'il existe deux mots m et w connexes pour ;y tels que pour tout x E A nous 

ayons rj(x) C 1-r(titi) alors r.p est Alg-compatible. 

preuve: Posons A= {a1 , ••• ,an}; pour tout ai nous avons rp(x) = f-r(maiwfii). 

Soit l'alphabet X= {x,y} , et le morphisme tf;: A* t-t X* défini par tf;(ai) = xaiyfii pour 

tout aiE A. 

Soit (A,>.) la commutation partielle défini par>.= {(x,y),(y,x)} si alph(w) x alph(m) C 1, 

>. = 0 sinon. 

Maintenant définissons le morphisme é: X* t-t B* par é(x) =met é(y) =w. 

De façon évidente nous avons pour tout mot u de A* rp( u) = f-roéo'ljj( u) . 

Clairement le morphisme é est connexe, continu et rigide. ll existe une transduction r telle 
que f'Yoé = Tof>. . 

D'après la Proposition 5.4.6, pour tout langage algébrique L de A* le langage f>.otf;(L) est 
algébrique. Ainsi, le langage rof>.ot/J(L) = rp(L) est aussi algébrique. 0 

Lorsque le morphisme n'est pas connexe cette condition suffisante devient nécessaire : 

Proposition 5.4.8 Soient (A,O) et (B,/) deux commutations partielles et un morphisme 

r.p: A* t-t B* . Si cp n'est pas connexe sur les lettres alors r.p est Alg-compatible si et seulement 

si il existe deux mots t1 et t2 connexes pour ;y tels que pour tout x E A nous ayons rj( x) C 

1-r(titi) . 

preuve: ll existe une lettre x de A* telle que r.p(x) n'est pas connexe pour ;y. Si (alphr.p(x),;y) 
comporte plus de trois composantes connexes nous savons que rj(x*) n'est pas algébrique. 

Autrement il existe une lettre y telle que, pour tout mot t1 et t2 de B* , nous n'avons jamais 

~(x) E !"~(titi) et rp(y) E 1-r(titi). 

Soient met w les deux mots de A* tels que r.p(x) ~mw et wm ~mw. Posons u = r.p(y). 
"Y "Y . 

Le langage L = fe( {ynxn 1 n E lN}) est un langage algébrique quel que soit 8 . 

1 rappelons que connexe équivaut à fortement connexe pour les commutations partielles 
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Clairement si 

alph(u) n alph(mw) = 0 

ou alph(u) rj_ alph(mw) 

ou al ph( m) rj_ al ph( u) et al ph( m) n al ph( u) =f 0 

ou al ph( w) rj_ al ph( u) et al ph( w) n al ph( u) =f 0 

Morphismes 

nous avons tj(L) n u*m*w* = {unmnwn 1 nE lN}, ce langage n'est pas algébrique. 

ll nous reste les cas alph(u) = alph(mw), alph(u) = alph(m) et alph(u) = alph(w). 

Commençons par le cas alph(u) = alph(m) (ou alph(u) = alph(w)) : nous savons que m 
est connexe pour i' , de plus nous ne pouvons pas avoir f-r( um) = f-r( mu) : d'après le 

Corollaire 5.3.16 il est nécessaire d'avoir un mot tet deux entiers a et j3 tels que f-r( u) = f-r( ta) 
et f-r(m) = f-r(tf3). 

D'après le Lemme de Projection il existe un couple de lettres (a, b) de (al ph( m ), ;y) , llab( um) =f 
llab( mu) remarquons alors que {llab( u ), llab( m)} est un code . 

Calculons llabw($ofe(L)) n (ITab(u))*(ITab(m))"'w* : clairement llab(tpofe(L)) C (ITab(u) + 
llab( m) )* . Comme {llab( u), llab( m)} est un code il existe une factorisation unique dans 

{ITab(u),ITab(m)} de llab(tpofe(L)) ainsi 

Maintenant, comme al ph( w) n al ph( mu) = 0 et w =f t: nous obtenons 

ce langage n'est pas algébrique. 

Si nous avons alph( u) = alph( mw) , nous savons que nous ne pouvons pas avoir à la fois 

f-r(um) = f-r(mu) et f-r(uw) = f-r(wu) . D'une manière similaire au cas précédent nous 
obtenons : il existe un couple de lettres (a, b) de (al ph( m) n al ph( u ), i') ou de ( alph( w) n 
alph(u),;;y) tel que: 

ou bien 

llab(tpofe(L)) n (ITab(u))*(ITab(w))*) = {llab(utiTab(wt 1 nE lN} 

facilement nous obtenons 

Ce langage n'est pas algébrique. D 
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Le cas connexe et continu 

Proposition 5.4.9 Soient (A, 8) et ( B, 'Y) deux commutations partielles et un morphisme 
r.p : A* ~ B* . Si r.p est connexe sur les lettres et continu alors r.p est Alg-compatible si et 
seulement si 

- Soit il existe deux mots t1 et t2 connexes pour i' tels que pour tout x E A nous ayons 
<;?(x) C J-r(tit2) . 

- Soit le morphisme est local. 

preuve : Si le morphisme r.p est local, alors il existe une transduction rationnelle r telle que 

<P = roJo et ainsi r.p est Alg-compatible. 

Si il existe deux mots t1 et t2 connexes pour i' tels que pour tout x E A nous ayons <;?(x) C 

J-r(tit2) alors le morphisme est Alg-compatible. 

Supposons que le morphisme ne soit pas local et qu'il n'existe pas deux mots t1 et t2 connexes 

pour i' tels que pour tout x E A nous ayons rp(x) C J-r(tit2) . 

Comme le morphisme r.p n'est pas local, il existe un mot de permutation rigide pour () 

m = x1 .. . xn tel qu'il n'existe pas de sous-mot de r.p(m) x~ ... x~ , avec x~ E alph(r.p(x1 )) 

et x~ E alph(r.p(xn)) , rigide pour 'Y . ll existe alors un mot v = vlr.p(xn)r.p(x1 )v2 avec 

alph(r.p(x1)) x alph(vi) C 'Y et alph(v2) x alph(r.p(xn)) C 'Y. 

Le cas n = 2 ou r.p( x2 ... Xn-l) = E : par hypothèse il existe une lettre y telle qu'il n'existe 
pas deux mots t 1 et t2 tels que 

- Soit rp(xi) C J-r(tit2) et rp(y) C J-rCtit2) . 

- Soit rp(xn) C J-rCtit2) et <;?(y) C J-r(tit2) · 

Définissons le morphisme '1/J: X*~ B* avec X= {x, y}, 1/J(x) = r.p(xo ... xn) et .,P(y) = r.p(y). 

Pour tout mot u E yn(xo ... xn)n nous avons J-ro'I/J(ynxn) = rpoJo(u): r.p est continu, nous 

avons donc <P = rpoJo . 

Comme .,P(y) n'est pas connexe et d'après les hypothèses sur y , la Proposition 5.4.7 nous· 

dit que '1/J n'est pas Alg-compatible et notamment le langage J-ro'I/J( {ynxn 1 nE IN} n'est pas 
algébrique. 

Maintenant il nous faut montrer que le langage Jo( {yn(xo ... Xn)n 1 n E lN}) est algébrique. 

Si {y} X {xo ... xn} C 8 Jo({yn(xo ... xn)n 1 nE lN})= {ynw(xo ... xn)n 1 nE lN} sinon il 

existe m1 et m2 tels que xo ... Xn = m1xim2 avec {y} x alph(mt) C ()et (y, xi)~() et alors 
Jo( {yn(xo ... xn)n 1 nE lN})= E + {(ynw mi)xim2(xo ... xn)n-l 1 nE lN*}. 

Ainsi le cas n = 2 ou r.p( x2 ... Xn- t) = E est résolu. 
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Supposons n > 2 et ~.p(xi) # E alors le langage L = x~xi-1 x1 ... xnx~-1 x~_1 est algébrique et 
8-clos. 

Comme <p( xi) 'f::. E et ( x 11 x2) E 0 , il existe un couple de lettres (a, b) dans al ph( <p( x2)) x 
alph(<p(x1)) ni'. D'après le Lemme 5.3.24 nous avons ~.p(x2) ct <p(xl) et d'autre part cp(xi) 
est connexe nous pouvons prendre a dans alph(x2) \ alph(xl) . 

De même pour (xn_1,xn) il existe un couple (c,d) E (alph(xn-1) \ alph(xn)) n')'. 

Le mot abcd est du reste un mot de permutation : v= v1cp(xn)<p(xo)v2 avec alph(cp(zo)) x 
alph(v1) C -y et alph(v2) X alph(cp(zn)) C -y. 

Calculons cp(L) n cp(x2)*v1(cp(xn)<p(x0))*v2cp(xn-l) soit mun mot de cette intersection : 
m = <p( x2)Pv1 (cp( Xn)l.f'( Xo) )9 v2cp( Xn-1 Y 

Puisque (a, b) E 0 nous devons avoir 1 v1 la = 0 et ainsi p = q de façon symétrique nous devons 
avoir q = r ainsi 

Ce langage n'est pas algébrique. 0 

5.5 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons mis en avant l'interêt pratique des morphismes : spécifier le 
parallélisme a des niveaux d'abstraction différents. Cette approche rend possible une anal­
yse descendante des problèmes (morphisme continu), elle permet aussi de mieux exprimer 
le parallélisme des programmes à mémoire partagée, programmes où deux actions peuvent 
commuter sans pour autant pouvoir être exécutées en parallèle. 

Dans une première partie, nous avons défini les morphismes préservant les dépendances 
ces morphismes sont toujours Reg-compatibles. Pour étendre ce résultat à une plus grande 
classe de morphismes nous avons eu recours à une décomposition des morphismes ce qui 
nous a permis d'utiliser la caractérisation des semi-commutations Reg-compatible du chapitre 
précédent. Ainsi nous avons obtenu une condition suffisante pour qu'un morphisme soit Reg­
compatible et une condition nécessaire et suffisante pour les morphismes non-effaçants et 

disjoints. 

Ensuite, nous avons abordé le problème de la simulation d'un morphisme pour semi-commu­
tations par une transduction rationnelle. Nous avons résolu deux équations : si la première 
équation n'appréhende qu'un nombre restreint de morphismes pour semi-commutations, la 
seconde caractérise les morphismes continus (les morphismes des monoïdes de semi-traces) 
réalisables par transduction rationnelle. 

Grâce à cette deuxième équation nous avons donné une preuve plus simple pour le problème 
fe(u*) E Alg(A*) , nous avons aussi caractérisé les morphismes continus pour les commu-
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tations partielles Alg-compatibles. Pour étendre ce dernier résultat au cas général nous 
proposons l'étude d'une troisième équation : 

ljofe = rofe 

Si cette troisième équation permet de caractériser les morphismes Alg-compatibles dans le 
cadre des commutations partielles, un problème se posera alors naturellement : résoudre ce 
problème dans le cadre des semi-commutations ! 
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