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Introduction

Le modéle de la calculabilité que constitue le A-calcul, introduit par Church dans les années
30 [Church] n’a plus aujourd’hui & faire la preuve de sa fécondité dans le domaine de la
programmation fonctionnelle.

Ce modele a eu en effet une nombreuse descendance: il est a la source de la conception
de langages de programmation comme LISP, ML, CAML, ses affinités avec la théorie de
la démonstration se sont illustrées dans des systémes tels que AUTOMATH, le calcul des
constructions de T.Coquand et G.Huet, et dans la logique linéaire de J.Y.Girard, etc...

Pour conclure ce bref panorama, nous pouvons noter que son étude s’est notamment avérée
devoir étre reliée avec celle des algébres combinatoires et avec la théorie des catégories, et
certains travaux ont notamment permis de souligner I'intérét de ces deux aspects (cf par
exmple[Curien et alt.]).

Parmi les divers problemes auxquels le A-calcul permet de donner une formulation, ceux
qui vont plus particuliérement nous intéresser sont ceux de la terminaison et de ’équivalence
ou (de la transformation) des programimes.

Le A-calcul comme langage de programmation

Le A-calcul est un modéle de la calculabilité qui est hautement non-déterministe. Il n’y a
en effet qu’une seule régle de calcul (ou réduction), la régle 8 : (Az.M)N — M[N/z], mais
un méme terme peut contenir diverses occurences ou celle-ci peut s’appliquer, d’ot il résulte
qu’il y a beaucoup de facons d’effectuer le calcul que représente un terme.

Néanmoins la propriété de Church-Rosser signifie notamment que le résultat d’un calcul
(c’est-a-dire la réduction itérée d’un terme jusqu’d ce qu’il n’y en ait plus de possible) ne
dépend pas de l'ordre dans lequel on a procédé.

Un langage de programmation fonctionnel correspond lui au choix d’une stratégie d’éva-
luation (par exemple, par I'intermédiaire d’une machine abstraite qui définit la maniére dont
un terme est évalué), ce que ’on peut ramener au choix d’un ordre dans lequel les réductions
seront effectuées.

11 existe dans le A-calcul une réduction plus naturelle que les autres, la réduction gauche,
en ceci qu’elle découvre toujours le résultat d’un calcul, c’est-a-dire un terme normal (i.e.
dans lequel plus aucune réduction ne puisse étre effectuée) si celui-ci peut étre trouvé par
une stratégie quelconque.

Ceci permet de définir une fonction partielle Eval de ’ensemble des termes du A-calcul
dans I’ensemble des termes normaux, qui & un terme associe sa forme normale (soit le résultat
qui lui correspond), et est indéfinie si celle-ci n’existe pas (c’est-a-dire que le calcul ne termine
jamais).
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La notion la plus naturelle d’équivalence de programmes que ’on puisse définir est ’équi-
valence observationnelle, qui énonce que deux termes définisssent des programmes équivalents,
si dans n’importe quel contexte, la substitution de I’un & ’autre ne modifie pas le résultat du
calcul. Ce qui s’énonce:

M =45 N <= pour tout contexte C, Eval(C[M]) = Eval(C[N]).

Cependant cette notion se préte mal a la vérification que deux programmes sont effectivement
équivalents. Néanmoins toute notion raisonnable d’équivalence de deux programmes M = N
doit impliquer leur équivalence observationnelle (i.e. M = N => M =,; N) et sera dite
alors correcte. A cet égard, la B-équivalence du A-calcul est correcte au regard de 1’évaluation
par réduction gauche.

Si maintenant nous modifions la stratégie adoptée, on aimerait également pouvoir disposer
d’un cadre commun ou représenter la stratégie et ’outil qui nous permet d’etablir I’equivalence
des programmes. Nous allons voir que c’est ce qui est rélisé par le A-calcul par par valeur au
regard de la stratégie d’évaluation la plus communément adoptée dans les implantations des
langages fonctionnels.

A,~calcul et équivalence des programmes évalués par un mé-
canisme d’appel par valeur

Le mécanisme dont nous parlions est celui qui est dit mécanisme d’appel par valeur. Plotkin,
selon ce point de vue que les programmes qui nous intéressent concrétement utilise ce mécan-
isme, a été amené 3 introduire le A,-calcul, qui a le double avantage de permettre de représen-
ter la stratégie d’évaluation par valeur (qui correspond dans le A,-calcul & une stratégie de
réduction gauche et paresseuse) et d’offrir en méme temps un outil de raisonnement sur
I’équivalence des programmes.

Dans le A,-calcul 'unique régle permettant d’établir I’équivalence des programmes, 3
savoir la régle 3, est relativisée 3 ce mode d’évaluation!.

Pour étre plus précis, supposons que ’on a distingué une classe de termes comme étant des
valeurs, c’est-a-dire qu’on les considére comme constituant un résultat suffisamment évalué
(au moins en tant que résultat intermédiaire d’un calcul), alors la régle 8 devient la suivante:

By :(Az.M)N = M[N/z], si N est une valeur

Plotkin avait choisi de prendre pour valeurs les abstractions, les constantes et les variables.
En effet, la stratégie d’évaluation de la machine abstraite SECD correspond ici a la réduction
gauche par valeur, qui est paresseuse, c’est-a-dire qu’on ne réduit pas sous une abstraction.
Les termes clos normaux par rapport a cette réduction sont donc les abstractions et les
constantes, et de ce point de vue il faut les considérer comme valeurs. I faut également y
adjoindre les variables pour avoir un calcul qui puisse se formuler simplement tout en ayant
de bonnes propriétés. L’essentiel étant que les valeurs closes sont les termes clos normaux
par rapport a cette réduction.

1Le Ay-calcul demeure un modele de calculabilité, toutes les fonctions récursives y étant représentables.
Notons que ce mode d’évaluation est tout d’abord apparu dans 'implémentation du langage ISWIM par
lintermédiaire de la machine abstraite SECD donnée par Landin, et dont Plotkin a montré 1’étroite relation
de la sémantique opérationnelle avec le A,-calcul et comment son mécanisme s’y traduisait par une stratégie de
réduction gauche et paresseuse. Cette approche est générique de la plupart des implémentations des langages
fonctionnels et semble pouvoir s’adapter sans trop de mal aux mécanismes définis par d’autres machines
abstraites.



Nous allons voir, et c’est un des aspects de ce travail, que ce n’est pas le seul choix
raisonnable qui puisse étre envisagé et qu’il est également possible et tout aussi raisonnable
de supposer que les valeurs soient des formes normales de téte?.

Cependant ce calcul dégoit 1’espoir de fournir une notion satisfaisante d’équivalence de
programmes pour les termes dont I’évaluation ne se termine pas, ceux que nous appellerons
les indéfinis (les autres, par opposition, seront baptisés tout naturellement les définis). Moggi
a proposé un calcul, le lambda calcul partiel ou A,-calcul, issu de considérations sémantiques,
qui respecte ’esprit du A-calcul par valeur, mais dont la plus grande expressivité s’avere
permettre d’identifier les programmes qui ne terminent pas, mais ont moralement le méme
comportement algorithmique dans une stratégie d’évaluation par valeur.

Le Ap-calcul

Le formalisme du A,-calcul est relativement simple, du moins dans la simplification qu’en a
proposée Ramon Pino Pérez. Grosso modo, il s’agit d’adjoindre a un terme un certain nombre
de mémoires & ses sous-termes. Lors de la réduction d’un sous-terme qui est un rédex,
la trace de cette réduction, c’est-a-dire ’argument du rédex, vient s’ajouter a la mémoire
correspondant au sous-terme considéré.

Laréduction 3, consiste a réduire et en outre a mémoriser ’argument dans cette réduction,
3 savoir:

B, : (A\z.M)N = M[N/z][N

On a donc un nouveau constructeur de termes [, et M[N est le terme M étiqueté par une
mémoire contenant le terme N. De plus on s’autorise a effectuer un certain nombre de
manipulations de ces mémoires (c’est 'objet de la Théorie de la restriction. cfle chapitre 1).
Les égalités prouvables dans )\, le demeurent dans ),>.

Les résultats présentés dans cette these

Le A,-calcul reste encore relativement peu étudié. Différentes approches ont étés ici menées
pour en clarifier certains aspects et pour obtenir des caractérisations de classes intéressantes
de termes. Nous nous sommes également interessés au A,-calcul dont 1’étude parallele s’avere
indispensable et en avons étudié une variante (Ayp).

La confluence n’a pas encore pu étre démontrée, bien que des résultats partiels de conflu-
ence aient étés établis par Moggi (cf [Moggi 88]). Nous nous sommes tout d’abord & nouveau
penchés sur ce probléme et obtenu un résultat comparable par d’autres méthodes pour un
Ap-calcul paresseux (Ap).

Nous avons ensuite chercher & caractériser par des systémes de types les termes remar-
quables: normalisables, fortement normalisables, réductibles ou égalisables a une valeur pour
différents calculs (Ay,Auh,Ap,Apl..)-

Moggi a formulé une conjecture sur ’existence d’un formalisme équivalent au Ap-calcul
qui serait fourni par une notion adéquate d’algébre combinatoire. Nous répondons ici a
cette conjecture, tout en montrant 1’équivalence avec des formalismes issus de la théorie des
catégories.

?D’autres variations sur la notion de valeur ont été envisagées dans [Dezani& alt.86, FH-SRDR 87]. Notre
approche syntaxique mériterait sans une plus grande investigation pour &tre fondée plus concrétement, no-
tamment en la corrélant avec la sémartique opérationnelle de machines abstraites, ce qui parait étre tout a
fait viable.

3et les égalités entre termes purs qui se prouvent dans A, se prouvent dans ), comme tout terme de X, est
égal i un terme pur, la situation se résume ainsi: Ay € Ap € A.
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L’élaboration d’une sémantique dénotationnelle du Ap-calcul n’est pas encore entiérement
satisfaisante (cf [Pino 92]). En effet la construction de graph-modeéles ou modeéles fonction-
nels, suivant une construction analogue & celle de Krivine (¢f [Krivine 90]) fonctionne & con-
dition d’identifier tous les indéfinis, mais remédier a cette imperfection est resté une voie
inaboutie de ce travail. Nous ouvrons enfin diverses perspectives de recherche.

Nous prouvons au chapitre 2, que pour un Ap-calcul paresseux et par suite plus simple
(Apt), dans lequel il n’y a en quelque sorte qu’une restriction par un ensemble de termes, la
réduction jouit de cette propriété de confluence pour les termes fortement normalisables, ce
qui laisse présager que cela puisse étre vrai de tout le A,-calcul.

En effet, dans ce cas auquel nous nous sommes intéressés, on peut faire de la théorie de la
restriction un systéme de réécriture ncethérien et confluent, ce qui n’apparait pas possible dans
le cas du calcul tout entier (¢f[Pino 89]), or on ne connait pour ce probléme, qui est celui de la
confluence modulo une relation d’équivalence, de solutions que sous des hypothéses restrictives
et notre étude d’ailleurs fournit une technique nouvelle lorsque la relation d’équivalence est
présentée par un systéme de réécriture ncethérien et confluent.

Nous montrons également au chapitre 3 que, par un systéme de types, on peut caractériser
certains termes fortement normalisables du Ap-calcul.

Le chapitre 4 a but de caractériser les termes qui sont égalisables & une valeur du A,-
calcul, Une valeur y est un terme égal par la théorie de la restriction & une abstraction , une
variable ou une constante.

Nous présentons une variante du A,-calcul dans lequel les valeurs sont des termes en forme
normale de téte et nous prouvons la confluence de ce calcul et un théoréme de standardisation,
ce qui montre que ce calcul est tout aussi viable - du moins quant & étre pourvu de bonnes
propriétés syntaxiques - que le A,-calcul originellement introduit par Plotkin. Nous proposons
un systéme de types qui permet de caractériser pour ces deux calculs les termes qui peuvent
se réduire & une valeur et montrons comment ce résultat caractérise les termes égalisables
a une valeur dans le Ap-calcul et les termes clos du Aycalcul qui le sont également. Nous
prouvons du méme coup que les termes clos du Ajégalisables a une valeur sont aussi fortement
normalisables (en une valeur).

Dans l'introduction de sa thése, dont les thémes sont étroitement liés & ceux du présent
travail, R.Pino Pérez nous explique pourquoi la notion d’équivalence qu’offre le A,-calcul est
plus raisonnable que les équivalences opérationnelle ou observationnelle: celles-ci identifient
des programmes qui divergent alors que leur comportement algorithmique sont sensiblement
différents. Le Ap-calcul n’a pas ce défaut et une de nos préoccupations a été de montrer qu’on
peut trouver des modeles du A,-calcul qui ont cette méme propriété de ne pas identifier tous
les termes indéfinis, et nous proposons une construction de tels modéles.

Nous montrons au chapitre 5 en effet qu’il existe une équivalence entre le A,-calcul (trés
légérement modifié) et certaines algebres combinatoires qui sont des modéles de A, - nous pré-
cisons cette notion d’algébre combinatoire - et que nous avons baptisées A,-algebres, de méme
qu’il existe une équivalence entre le A-calcul pur et les algebres combinatoires introduites par
Curry, résolvant ainsi la conjecture de Moggi. Nous montrons que ces A,-algébres sont les
algébres combinatoires qui vérifient un ensemble fini d’équations, et qui correspondent aux
équations de Curry pour le A-calcul pur.

Nous montrons dans le chapitre 6 comment une catégorie cartésienne fermée partielle
muni d’un objet réflexif fournit une A,-algébre. Nous montrons enfin que ce résultat admet
en partie une réciproque: la sous-Ap-algebre engendrée par S, K et I d’une A,-algebre permet
de construire une catégorie cartésienne fermée partielle muni d’un objet réflexif.

Nous terminons en prouvant un théoréme analogue a celui de Koymans pour le A-calcul



pur, a savoir que la A,-algébre que fournit cette derniere catégorie est isomorphe a celle qui
a servi a la construire.

Enfin, nous montrons comment, & modifier de fagon négligeable les axiomes du Ap-calcul,
et corrélativement celle de A,-algébre et d’interprétation catégorique, cette réciproque se
généralise & toute A, -algebre.

Nous conluons et tentons de dégager des développements ultérieurs de ce travail.






Préliminaires sur le Lambda-Calcul
Partiel

1.1 le A,-calcul

Le MA,-calcul représente un cadre théorique pour étudier 1’équivalence des programmes dont
I’éxécution se fait par un mécanisme d’appel par valeur. Plotkin a introduit dans son article
Call by name, call by value and the A-calculus [Plotkin 75] un formalisme, le A,-calcul ou
A-calcul par valeur, qui est opérationnellement équivalent a ce mécanisme.

Comme nous P’avons dit, le Ap-calcul a été introduit par E.Moggi pour répondre a certaines
insuffisances du A,-calcul quant & offrir un formalisme satisfaisant pour étudier I’équivalence
des programmes. De fait, Moggi a découvert le MA,-calcul par des considérations modéle-
théoriques, comme étant le seul calcul cohérent et complet au regard d’une certaine classe
d’interprétations dans les catégories cartésiennes partielles fermées. En fait le formalisme
qu’il a adopté était différent que celui que nous allons utiliser. Il ne considérait en effet que
certains termes du Ap-calcul que nous considérons, ceux qu’il a baptisés les pA-termes. R.Pino
Pérez a montré que ce formalisme est équivalent & celui que nous présentons. Nous allons
ultérieurement montrer comment ce formalisme se lie aux interprétations catégoriques et a
certaines algébres combinatoires, le tout donnant lieu a une harmonisation de ces différentes
approches.

Pour ce que nous avons dit concernant ’équivalence des programmes, considérons par
exemple les termes

Py = (Azy.c)(QQ)Q et Py = (Azy.c)Q(QQ).

La confluence du A,-calcul prouve qu’il ne sont pas équivalents. Or leur comportement
algorithmique est le méme, au sens ou les calculs infinis que ces termes engendrent sont
les mémes. Nous souhaiterions donc les identifier. C’est ce que nous va nous permettre le
Ap-calcul.

La syntaxe du A,-calcul est la suivante:

terme = variable z
= constante c
= abstraction Az. M
= application (MN)
= restriction d’un terme par un terme M[N

par un ensemble de termes M[D

Nous noterons Ap (resp. Ap®) I’ensemble des termes (resp. termes clos) du A,-calcul.

M N représente le terme M sous réserve que N soit une valeur (autrement dit cette condi-
tion est notée explicitement), sinon cette “réserve” ne s’élimine pas, mais peut se transformer
par réduction, ce qui va s’expliquer de la suite. M[N se lit “M restreint par N”.
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Les termes sont considérés modulo une théorie T'[ qui décrit les manipulations qu’on
s’autorise a faire sur les mémoires, dite théorie de la restriction. Celle-ci est constituée des
axiomes suivants:

M[® = M: si la mémoire est vide, on peut lignorer.
M[z=M,M[c=M,M[(Az.P)= M: sion aune valeur en mémoire, on peut la décharger
M[{M} = M: le calcul de M comprend la vérification que M est une valeur.

(M[D)N =(MN)[D,M(N[D)= (MN)[D: la vérification des conditions mémorisées peut
étre retardée lors d’une application.

(M[D)[E=M[(DUE),M[{N[D} = M[({N}U D): on peut compacter les mémoires qui
étiquetent un méme terme.

(Az.M[N)[N = (Az.M)[N: si une condition est & vérifier hors d’une d’une abstraction, il est
inutile de la vérifier a I'intérieur. Ce que nous exprimerons en disant qu’une information
globale peut se déduire 4 un niveau local (elle y est déja présente implicitement).

Les régles d’inférence sont les suivantes:

MRN

(W) PR NP 0) 2=
MRN MRN
V) PR PN @) Fmu
MRN MRN NRP
) DR NTD (7) MRP
NRP MRN
) 3 TDu{NT & MDL{P} &) MR =P

En fait il est possible de se limiter & ne restreindre les termes que par des termes et non
par des ensembles de termes et dans certains cas cela simplifie agréablement le formalisme.
Dans ce cas la théorie de la restriction T'[ s’écrit:

M[z=M

Mle=M
M[(Az.P)= M
M[M=M

P(Q[N) = (PQ)[N
(P[N)Q = (PQ)[N
P[(Q[N) = PI(N[Q)
PIQIN) = (P[N)[Q.
(Az.M[N)[N = (A\z.M)[N
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les regles d’inférence devenant alors:

() —MRN _ (p) —e——
K "MPR NP Pl R M
() MRN () MRN
PM R PN NRM
() M RN () MRN NRP
V) "M[PR NP MRP
(6)_— NRP (6 —MRN
M[N R M[P Az.M R Az.P

Il est facile de passer d’un formalisme & ’autre, M[{Ny,---, N} peut se traduire dans
la deuxiéme présentation par (---(M[Ny)---N,) et il est aisé de montrer ainsi Péquivalence
de ces deux formalismes.

La réduction 3, s’écrit:

Bp: (Az.M)N = M[N/z][N

Si les termes M et N sont équivalents par la relation d’équivalence engendrée par les
axiomes et les régles de la théorie de la restriction, on le notera T[-F M = N

Si les termes M et N sont équivalents par la relation d’équivalence engendrée par les
axiomes et les regles de la théorie de la restriction et I’axiome B,, on le notera A, - M = N

Les valeurs ( que nous nous dirons encore termes définis ou totauz) du A,-calcul sont les

termes M tels qu’il existe un terme N qui est une abstraction, une variable ou une constante
tel que T[F M = N.

Les termes sans restriction seront appelés termes purs.

Maintenant nous sommes en mesurée d’identifier les termes

Py et Py, en effet Pyf3,c[Q0,Q et P2f,c[Q,0Q, donc A, + P, = P,. Rien ne nous dit
que nous ayons ainsi identifié tous les programmes qu’il serait souhaitable d’identifier!, mais
nous avons du moins progressé dans cétte voie et obtenu un langage plus expressif.

1.2 Petit panorama des résultats existant sur le )\, -calcul

Le formalisme plus délicat de Moggi lui avait néanmoins permis de définir une réduction
parallele —; qui est une sorte de réduction par niveau en ceci qu’elle ne vérifie pas la regle xi,
dont il a prouvé la confluence pour les pA-termes fortement normalisables. Nous verrons que
le formalisme que nous avons adopté et qui consiste & considérer un calcul paresseux conduit
A un résultat qui peut &tre mis en parallele 3 celui de Moggi, mais par des techniques toutes
différentes.

lun souhait plus exigeant resterait i formuler. Remarquons A cet endroit que la structure des termes

du A-calcul dont la réduction de téte ne termine pas, peuvent étre distingués selon leurs propriétés: termes
récurrents, h-cycliques, faciles, etc...(cf par exemple C.Szylberach [Szylberach].) Il semble probable qu’on
puisse identifier davantage de programmes, y ¢compris dans un mécanisme d’appel par valeur, mais la syntaxe
de ces identifications reste i élaborer.
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Si divers résultats de caractérisation des termes remarquables de A, existaient déja (et
nous les réévoquerons plus tard), rien n’avait & ma connaissance élaboré de tel pour le A,-
calcul, ni bien siir pour le A,;-calcul que nous introduisons et qui nous a servi de contrepoint:
peut-on lui appliquer les mémes constructions qu’au A,-calcul, est-il associé a un Ap-calcul
qui ait des liens non moins naturels avec d’autres formalismes et modéles: question que nous
n’avons a vrai dire fait qu’effleurer.

Moggi a développé une étude de diverses logiques portant sur les fonctions partielles et
les modeles correspondants, notamment dans le cadre du A-calcul. R.Pino Pérez a sa suite
a construit divers modéles et développé certaines notions d’algébres combinatoires, mais un
certain nombre de difficultés ont perduré concernant cette notion d’algebre combinatoire et
des logiques partielles ou elles trouvent leur cadre. Nous montrons qu’il est tout a fait possible
de se placer dans une logique classique pour dégager une notion d’algebre combinatoire qui
soit sans doute plus maniable que les précédentes.

Enfin notons que R.Pino Pérez a défini une notion de C-monoide partiel qui est le con-
trepoint du cas classique et qui est & rapprocher de Pinterprétation catégorique que nous
définissons (les deux approches reposent sur la présentation équationnelle des PCCC ). Celle-
ci reforme le lien entre les interprétations dans catégories cartésiennes fermées partielles sous
un jour nouveau (rappelons que c’est de la qu’était parti Moggi). Je n’ai eu qu'une connais-
sance indirecte de la thése de Luke Ong dont certains résultats sur le Az, o-calcul semblent &
rapprocher de ceux qui sont ici présentés (cf [Ong]).



Confluence

2.1 Introduction

Jusqu’a présent les résultats de confluence dans le lambda calcul partiel sont restés lacu-
naires et nous avons déja évoqué a cet égard le résultat de Moggi au chapitre précédent (cf
[Moggi 88]). Or cette propriété est évidemment souhaitable si I’on veut non seulement avoir
un outil efficace et raisonnable pour étudier I’équivalence de progammes - ce qui est un des
premiers intéréts présenté par le lambda calcul partiel - mais aussi avoir un mode de calcul
qui puisse s’implémenter. Ici nous définissons un A-calcul partiel paresseux. La notion de
réduction considérée permet d’avoir une stratégie moins restrictive que celle du calcul par
valeur tout en gardant I’heuristique (ce fait sera davantage explicité au chapitre 4). En effet,
dans le calcul que nous considérons- et que appelerons A,- les restrictions n’apparaissent pas
sous une abstraction, et peuvent étre regroupées en une seule restriction en quelque sorte
accolée & un terme pur. Ainsi un terme de la forme (M[(NV[R))(P[Q) s’égalera au terme
MP[{P,N,R}.

Ce calcul correspond 3 une stratégie d’évaluation paresseuse: aucune réduction n’est
effectuée sous une abstraction, et la réduction est définie de telle sorte que les restrictions
qui sont produites par les réductions n’apparaissent pas sous une abstraction (cf 2.4). Ainsi
nous construisons une sorte de calcul faible intermédiaire entre le A,-calcul et le A,-calcul, et
qui est au A,-calcul paresseux ce que le Ap-calcul est au A,-calcull.

Nous sommes repartis de la version simplifiée proposée par Pino Pérez dans [Pino 87,
Pino 89], mais en éliminant une des régles qu’il proposait (larégle (Az.M[N)[N = (Az.M)[N,
qui vaut si ¢ ¢ VL(N), régle qui s’élimine ici naturellement, puisqu’elle n’a plus lieu de
s’appliquer) et en substituant la régle M[M = M par deux autres qui lui sont équivalentes
mais qui éliminent des paires critiques.

D’autre part nous nous sommes inspirés d’un article de G.Huet [Huet 80] pour trouver
une nouvelle technique qui nous permette d’établir la confluence de notre calcul modulo 1’é-
quivalence des termes. Nous avons étés amenés 3 considérer ce calcul restreint, eu égard a la
difficulté d’établir le méme résultat pour le calcul tout entier, ce qui est lié a I’équation:

(Az.M[N)[N = (A\z.M)[N

qui interdit d’orienter les autres équations: elle suscite des paires critiques qui semblent
inéliminables. Ceci est a rapprocher de la difficulté que présente la décidabilité de la théorie
équationnelle de la restriction (cf [Pine 89, Pino 92]).

1¥n fait, il est possible d’imaginer des calculs qui se rapprochent davantage du Ap-calcul tout en restant
paresseux, ici encore voir le chapitre 4. Mais ceci n’auriat fait que renforcer la difficulté technique sans pour
autant fournir un résultat substantiellement plus intéressant. Nous considérons les résultats de ce chapitre
plutét comme une approche, loin d’étre pleinement satisfaisante, des techniques & mettre en ceuvre pour
prouver la confluence de A,.
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D’autre part, nous avons dii légérement modifier la syntaxe, les restrictions se faisant non
plus par des ensembles, mais par des multi-ensembles de termes. Ceci est nécessaire pour
avoir un contrdle de la la taille de réduction d’un terme. Nous expliquerons dans la section
2.5 le pourquoi de cette modification.

Nous montrons tout d’abord que les régles de la théorie de la restriction peuvent s’orienter
en donnant un systéeme de réécriture confluent et ncethérien et ceci d’autant plus facilement
que la forme normale d’un terme relativement a ce systéme de réécriture peut se définir
directement (mais moyennant un certain nombre de notions préalables) par induction sur ce
terme.

Nous définissons ensuite plus précisément la réduction — g, de notre calcul et étudions
diverses propriétés qui prépare la preuve de la proposition 1 qui énonce que le systéme de
réécriture issu de la théorie de la restriction préserve la normalisabilité forte.

A cette étape nous sommes dans des hypothéses ou savons prouver la confluence de la
réduction modulo cette théorie de la restriction pour les termes fortement normalisables.
Nous montrons en effet qu’une sorte de locale confluence (qui se dédouble en deux propriétés
a et v1) est vérifiée. La confluence en résulte pour les termes fortement normalisables par
induction noethérienne.

2.2 La syntaxe du calcul

Definition 1 Les termes

Le lambda calcul partiel contient un constructeur supplémentaire par rapport au lambda
calcul pur, le constructeur [, appelé restriction. Ici nous considérons une variante A, du
lambda calcul partiel dans laquelle les restrictions ne peuvent se trouver sous une abstraction.
Plus formellement, on se donne deur ensembles prédéfinis V et C, lun de variables, I’autre
de constantes. Alors:

terme partiel = valeur pure? construit ¢ partir de V et de C,
MN, oi M et N sont des termes partiels,
M[D, oi M est un terme partiel et D un

multi-ensemble fini de termes partiels.

L’ensemble des termes sera noté Ay . Il est 4 remarquer que tous les termes purs sont
également des termes partiels: A C Ay.

Rappelons qu’un multi-ensemble est un ensemble ou les éléments sont comptés avec mul-
tiplicité. Cette autre divergence vis-a-vis du lambda calcul partiel usuellement considéré est
nécessitée pour avoir un bon comportement par rapport a la taille de réduction des termes
fortement normalisables (cf infra 14). Le multi-ensemble D augmenté d’un élément N sera
dénoté par DUN.

On notera Pps(Apt), Uensemble des multi-ensembles finis dont les élément appartiennent
d Ay, SiR est une relation sur Ay, alors celle-ci sétend ¢ Ppg(Apr) en posant DRD', D et
D' étant deuz multi-ensembles finis, si D = EU{M} et D= EU{M'}, avec MRM'.

On identifiera M et M[0.

Remarque 1 Il n’y a pas de restriction sous les A\. En particulier, si \e.M € A, alors
Az.M € A. '

Definition 2 Contexte factoriel
Intuitivement, un contezte est un terme construit sur V augmenté d’une variable parti-
culiére [ ], qui est -si Uon veut- un trou. Un contezte sera dit factoriel s’il n’y a aucune
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occurence de ce trou sous une abstraction. Un contexte factoriel sera dit propre s’il y a au
moins une occurence de [ ], simple s’il y en a une et une seule, multiple sinon.
Plus formellement:

Contezte factoriel =[],
M, ot M est un terme partiel,
CC', ou C et C' sont des contextes factoriels,
C[D, ou C est un contexte factoriel et D un
multi-ensemble fini de conteztes factoriels.

C[M/[]] sera noté plus simplement C[M].

Remarque 2 Cette notion de contexte factoriel est appropriée a notre calcul puisque on a
la propriété suivante, qut se monire trés simplement par induction sur C:
Si C est un contexte factoriel et M € Ay alors C[M] € Ay,.

Definition 3 Relation passant au contezte factoriel
On dira qu’une relation R sur A, passe au contexte factoriel si pour tout contezxte factoriel
simple C[ ], on a:

z R y=Clz] R Cly]

Remarque 3 Si R est transitive, on peut ometire la mention simple dans la précédente
définition. Pour le vérifier, il suffit de remarquer qu’un contezte factoriel multiple dans lequel
on substitue une des occurences de [ | par n’importe quel terme reste un contecte factoriel; il
suffit dés lors d’appliquer récursivement la propriété précédente pour s’assurer du bien-fondé
de cette remarque. ' o

Proposition 1 Une relation R passe au contexte factoriel si et seulement si, pour tout terme
M et pour tout multi-ensemble D de termes:

zRy => MzR My
= M R yM
= z[D R y[D
= M[DU{z} R M[Du{y}

Preuve: Par induction sur le contexte factoriel C. a]

Remarque 4 La plus petite relation (resp. relation d’équivalence) R passant au contexte
factoriel et vérifiant une liste d’axiomes peut étre vue comme ce qui est dérivable dans le
systéme formé par ces axiomes et les régles suivantes:

() —LRN__ [ () ——
FI"MPRNP ' P)"MRM
MRN si R est MRN
) Fumr PN une relation 4 (o) —go—3r—
d’équivalence.
() — M RN (r) MRN NRP
7 "M[DR N[D k MR P

. NRP
@) DUV R MDU{P)
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Definition 4 Nous définissons deuz fonctions qui vont nous étre trés utiles: h : Ay — Ay
et r: Api — Prg(Apr) comme suit:
h(z) ==z r(z) =0
h(e)=c¢ r(c)=10
h(Az.M) = Az. M r(Az. M) =10
h(MN)=h(M)h(N) r(MN)=r(M)Ur(N)
h(M[D) = h(M) r(M[D)y=r(M)uD
Exemple: Soit M = (y(z[{zz[(Ay.yy)z2}))[{zy, (Ay.y)z}. Alors
h(M) = y=
(M) = {=zy,(Ay.y)z,zz[(Ay.yy)zz}
Remarque 5 Si M est un terme pur alorsh(M) =M et r(M) = 0.

Definition 5 On définit inductivement comme suit ’ensemble des facteurs d’un terme M,
noté Fact(M):

Fact(z) = {z},
Fact(c) = {c},
Fact(Az.M) = {lz.M},
Fact(MN) = Fact(M)U Fact(N)U {h(M)h(N)},

Fact(M[D) = Fact(M)U ] Fact(N),
NeD

Il est facile de vérifier que Fact(M) est un ensemble fini de termes purs.
L’ensemble des facteurs propres de M, Factp(M), est défini comme Fact(M) — {M}.
Pour un ensemble D, on posera:
Fact(D)= | ) Fact(N) et Factp(D)= | J Factp(N).
NeD NeD
(On peut remarquer qu’on n’a pas Factp(D) = Fact(D)— D, puisqu’il se peut que d,d’ € D
soient tels que d € Factp(d') ).

Lemme 1 Soit A un ensemble fin:.
S% B C Factp(A) alors Factp(A — B) = Factp(A).

Preuve: La seule difficulté est de prouver Factp(A) C Factp(A — B). Munissons Fact(A)
de la relation R définie comme suit:

MRN & (M € Factp(N) ou M = N).

R est une relation d’ordre. Pour le vérifier, il suffit de prouver la transitivité en remar-
quant que M € Factp(N) implique Fact(M) C Fact(N), ce qui se prouve par induction sur
N. L’antisymétrie résulte de ce que - si MRN et NRM avec M # N - alors M € Factp(N)
et N € Factp(M), d’ott M € Factp(M) par transitivité, ce qui est par définition exclu.

Soit M € Factp(A). Considérons l’ensemble des majorants de M, celui-ci étant fini,
admet nécéssairement un élément maximal P, qui est donc tel que P ¢ Factp(A) (et en
particulier P # M), d’ou P ¢ B et enfin, en remarquant que les éléments de Fact(A)
qui ne sont pas dans Factp(A) sont dans A on en déduit P € A — B. Par conséquent
M € Factp(P) C Factp(A - B). a

Lemme 2 Si M est un terme pur alors: N € Fact(M) si et seulement si il existe un contexte
factoriel C, tel que M = C[N].

Preuve: Par induction sur M. a
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2.3 La théorie de la restriction 7.,

Les termes du calcul sont & considérer modulo une théorie que nous précisons maintenant.

Definition 6 T,., est la théorie constituée des ariomes suivants:

1. M[{z}u D= M[D,

2. M[{c}uD = M[D,

3. M[{dz.N}uD = M[D,

4. M(N[D)= MN[D,

5. (M[D)N = MN[D,

6. (M[D)[E=M[DUE,

7. M[{N,N}uD = M[{N}uD,

8 M[{N[D}JUE=M[{N}UDUE,

9. M[{C[N],N}uD = M[{C[N]}uD, si N est un terme pur et C un contezte factoriel,

10. C[N][{N}U D = C[N][D, si N est un terme pur et C un contezte factoriel,

Au cas, ou plusieurs régles peuvent s’appliquer, on peut supposer avoir appliquer la pre-
miére d’entre elles, dans Uordre ou elles sont écrites, et ceci sans ambiguité puisqu’elles
fournissent alors le méme résultat.

Tres

£ est la plus petite relation d’équivalence = passant au contexte factoriel et vérifiant les
aziomes de Tyes.

La plus petite relation passant au contezte factoriel et vérifiant ces mémes ariomes sera
notée —g, celle-ci peut étre vue comme une relation de réécriture.

Lemme 3 Si M —s M’ (ou mieuz si M Tz M') alors h(M) = h(M') .

Preuve: Par induction sur la dérivation de M —g M’ (ou de M Tees pp ) (¢f la remarque
4). a

Lemme 4 M Z° h(M)[r(M).
Preuve: Une simple induction sur M (en appliquant les axiomes 4,5 et 6). a

Definition 7 On définit le simplifié d’un terme M comme le terme S(M) = S1(M)[S2(M),
ot Sy(M) est un “vrai” ensemble, qu’on identifiera ¢ un multi-ensemble dont les éléments
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sont tous de multiplicité 1, défini inductivement comme suit:

Si(z) ==z S2(z) =0
Si(c)=¢ Sa(c)=10
Sl(/\:l:.N) =Az.N S2(Az.N) = 0
Sa(M) Fact(S51(M)S1(N))
S1(MN)=51(M)S1(N) S2(MN)= U - U
S2(N)) Factp(S2(M) U Sz(N))
[ Fact(51(M))
S2(M) U
u Sa(M)
S1(M[D) = $1(M) So(M[D)=| Si(D)* | - U
u Factp| S2(D)
S2(D) U

\ 51Dy /)

ot D* est 'ensemble D privé de tous les termes qui sont des variables, des constantes ou
des abstractions.

Il est aisé de vérifier par induction que S1(M) n’est autre que h(M) et que So(M) est un
ensemble de termes purs tel que So(M)* = SH(M).

Lemme 5 S(M) est normal relativement d la relation —g.

Preuve: Le fait que S1(M) est un terme pur et que Sy(M) est un ensemble de termes
purs tel que S(M)* = S2(M) permet de s’assurer que les régles de 1 & 8 ne peuvent plus
s’appliquer. Lelemme 2 et une induction sur M permettent de vérifier que S2(M) = So(M)*—
(Fact(S1(M)UFactp(S2(M)), ce qui exclut que les deux derniéres régles puissent s’appliquer.
Ceci signifie que toutes les suppressions possibles ont déja été effectuées. o

Remarque 6 Si M est un terme pur et D un ensemble de termes purs alors:
M[D S5 M[(D — (Fact(M) U Factp(D))

Preuve: le lemme 2 permet de voir qu’il suffit d’appliquer les régles 9 et 10. o
Lemme 6 Pour tout terme M , M =5 S(M).
Preuve: Ceci se prouve par induction sur M.

Si M = z,coulz.N, c’est immédiat.

Si M = NP alors par induction:

NP S5  ($i(N)[S2(N))(S:(P)[S2(P))

induction

dot: NP S5 §1(N)S1(P)[S2(N) U Sy(P)
régles 4,5,6,7
Enfin la remarque 6 permet d’obtenir:
Sz(N) Fact('SI(N)Sl(P))
NP Lg Sl(N)Sl(P)[- u - U
$2(P)) Factp(Sy(N)U S3(P))
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Si M = N[D, alors:

N[D =5 (S1(N)[S2(N))[{51(Q)[52(Q),Q € D}

induction et regle 7
*

-Ss S](N)[(S2(N) U Sl(D)* U Sz(D))

régles 1 3 8

La remarque 6 permet de voir que:

([ Fact(51(N)) \
Sz(N) U
u S2(NV)
N[D 55 5i(M[| $i(D)* | - U
U Factp| Si1(D)*
Sz(D) U

\ S2(D)) ] )

D’ou le résultat.

Lemme 7 Si M 2* M’ alors S(M) = S(M').

’ . . . . ;. . T,
Preuve: La démonstration se fait par induction sur la dérivation de M "=° M'.

ePour les axiomes:

Pour les axiomes 1, 2 et 3 c’est élémentaire.

Pour ’axiome 4: M(N[D) Teee MN [D, par définition de S:

S(M{(N[D)) =
S2(M) Factp U
51(M)51(N)[( U - S2(N[D)
(A-B) U
Fact(51(M)S1(N))

A= S,(N)U Sy (D)* U 55(D)

B = Fact(51(N))U Factp(S2(N) U So(D) U S1(D)*)

19

comme Fact(S1(N)) C Fact(51(M)S1(N)), on peut conserver 1’égalité en supprimant

Fact(S1(N)) et d’autre part le lemme 1 permet de constater que:

S2(N)
)
Factp| S2(D) | C Factp(S2(N[D))U Fact(S1(M)S1(N))
u
51(D)*)

et
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S(M[(N[D))=
([ Fact(51(M)51(N)) \
( Sz(M) \ U
U [ Sa(M)
52(N) U
Si(M)S(N)[] U - S2(N)
S1(D)* Factp U
U } Sl(D)*
\ Sz(D) U
\ \ 52(D) ) /

et un calcul analogue prouve qu’on trouve le méme résultat pour S(M N [P).

Pour les axiomes de 5 & 8: ces cas sont analogues au précédent et leur résolution tiennent
au lemme 1.

pour V’axiome 9: M[{C[N],N}uD Tree M[{C[N]}U D, si N est un terme pur et C un
contexte factoriel, alors on peut supposer N # C[N] (sinon on peut appliquer la régle
7) et le lemme 2 nous dit que N € Factp(C[N]), ce dont il est facile de déduire I’égalité
des simplifiés.

pour Paxiome 10: C[N][{N}u D Tree C[N][D, si N est un terme pur et C un contexte
factoriel, ici le lemme 2 nous dit que N € Fact(C[N]), ce dont il est facile de déduire
Pégalité des simplifiés.

ePour les régles: L’hypothése d’induction donne immédiatement le résultat. o

Théoréme 1 La relation —g est noethérienne et confluente, de plus la forme normale d’un
terme M est S(M). Par conséquent Tys est décidable (M T ¥ & S(M) = S(N)).

Preuve:

¢ —g est noethérienne, une mesure qui le prouve est le couple formé par la taille du terme
(nombre de caractéres de son écriture) et la somme des profondeurs des restrictions, considéré
dans ’ordre lexicographique. Il est facile de voir que les regles qui suppriment quelque chose
diminuent la taille, les autres laissent celle-ci inchangée mais font remonter les restrictions.

¢ —g est confluente et n’admet qu’une unique forme normale. En effet si M 55 M, et
M %5 M,, alors on a M; Trss M,, d’ou par le lemme 7 S(M;) = S(Mz) et par le lemme
6M; 55 S(M;) pour i = 1,2.

Tres

oeEnfin "=° n’est autre que la cloture réflexive,transitive et symétrique de —g. a

2.4 La réduction —g,
P

Comme nous I’avons indiqué dans 'introduction de ce chapitre, la notion de réduction de
notre calcul tient sa définition un peu particuliere a la double exigence de garder ’heuristique
du lambda calcul par valeur, mais toujours dans 1’esprit du Ap-calcul - soit en gardant en
mémoire les termes dont on aura & vérifier qu’ils sont des valeurs - et d’&tre cohérent avec ’idée
qu’aucune restriction ne peut se trouver sous une abstraction. Dans la réduction de notre
calcul restreint Ay, les restrictions qui figurent dans ’argument d’un rédex ne peuvent passer
sous la portée d’une abstraction, on doit donc les garder comme restrictions du contractum
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et c’est ce que permet la fonction r. Ceci n’est pas nécessaire lorsque le corps de la fonction
est un contexte factoriel de la variable & substituer.

Definition 8 La relation —g,, est la plus petite relation passant au contezte factoriel vérifi-
ant:

Sih(M) = Az.P alors:

MN —g, Ph(N)][((M)U{N}) si N est une valeur, c’est-d-dire h(N) est une abstrac-
tion, une variable ou une constante ou bien si P est un contezte factoriel en z (i.e. P[[ ]/z]
est un contexte factoriel).

On vérifie aisément que les conditions imposées sur cette réduction en font bien une relation
définie sur A,y
Exemple:

1. h((Az.2)[u) = Az.z est une valeur, d’ot:

(Ozyy(h0.2))[ab)((A2.2)[4) =, (Aw-y(v.(Az.2))) [{ab, (Az.2)[w)}

2. yz est un contexte factoriel en z, d‘ou:
((Az.yz)[a)(v(w[c)) =g, y(vw)[{a,c}

Remarquons en particulier que les termes Py et P, de notre introduction sont bien égalés par

Apt-

Remarque 7 Si nous notons A,y F M = N la relation d’équivalence engendrée par Tres o4
~g,, alors il est facile de montrer que si Ayy = M = N alors Ay, = M = N. En effet les
termes obtenus par l’une ou Uautre des réductions d’un méme rédezx sont équivalents par T.
En effet, si M —p, P alors il existe P' € Ap tel que T[+ P = P'.

Soient D et D’ deux multi-ensembles, on notera D —g,, D'si D = {M}UEetD' = {M'}UE,
avec M —p, M'.

Lemme 8 Si M —p, M' et h(M) est normal alors (M) —g, r(M') et h(M) = h(M').
Preuve: Par induction sur la dérivation de M = B M, a

Definition 9 Nous appellerons taille de réduction d’un terme M € A, et nous noterons
v(M) la longueur mazimale ( et éventuellement infinie) d’une réduction partant du terme
M, et v(D) la somme des v(M) pour M parcourant le multi-ensemble fini D

Il est a noter que v(D U E) = v(D) + v(E), puisque v(M) est compté autant de fois que
M figure dans le multi-ensemble considéré.

Voici une remarque aussi simple qu’utile:
Remarque 8 v(M[D) = v(M)+ v(D)

Preuve: Il suffit de remarquer que si M[D —, P alors soit P = M'[D avec M —5, M’,
soit P = M[D' avec D —g, D'. a

Lemme 9 (M est normal pour —p, ) < (h(M)[r(M) est normal pour —p,,)
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Preuve: Montrons ce résultat par induction sur M :

e Si M est une valeur, alors c’est évident, puisque M = h(M)[r(M).

e Si M = PQ, alors s’il y a un rédex dans M, soit il se trouve dans P ou dans @, et alors
par hypothése d’induction il y en a un dans h(M)[r(M) = h(P)h(Q)[r(P) U r(Q), soit
PQ est un rédex en vertu du fait que h(P) est une abstraction, mais alors h(P)h(Q)
est aussi un rédex.

Réciproquement, si il existe un rédex dans h(M)[r(M) il est soit dans h(P) ou r(P),
auquel cas il en existe un par hypothése d’induction dans P et donc dans M, soit dans
h(Q) ou r(Q) auquel cas il en existe un dans @, soit h(P) est une abstraction et alors
M est lui-méme un rédex.

e Si M = P[D, alors ¢’il y a un rédex dans M, soit il se trouve dans P et alors par hypo-
thése d’induction , il en existe un dans h(P)[r(P), et par conséquent dans h(M)[r(M) =
h(P)[r(P)U D, soit il se trouve dans D, et c’est évident.

Réciproquement, si il existe un rédex dans h(M)[r(M) il est soit dans h(P), soit dans
r(P), soit dans D, et dans les deux premiers on conclut par hypothése d’induction et le
troisieme est un évidence. o

Remarque 9

v(h(P)[r(P)) < v(h(PQ)[r(PQ))
v(h(Q)[r(@)) < v(h(PQ)[(PQ))
v(h(N)[r(N)) < v(h(N[D)[(N[D))

Preuve:

Pour les deux premiéres assertions: h(PQ)[r(PQ) = h(P)h(Q)[r(P) U r(Q), et par la
remarque 8 v(h(PQ)[(PQ)) = v(h(P)h(Q)) + v(r(P)) + v(r(Q)), v(h(P)[r(P)) =

v(h(P)) + v(r(P)) et idem pour Q. Il suffit pour conclure de remarquer que v(h(P)) et
v(h(Q)) sont tous deux plus petits que v(h(P)h(Q)).
Pour la derniére : la remarque 8 montre que v(h(N[D)[r(N[D)) = v(h(N)[r(N)) + v(D).
a
Lemme 10 Soit un terme M tel que M ou h(M)[r(M) soient fortement normalisable, alors:

v(M) = v(h(M)[r(M))

Preuve: Nous allons en fait montrer par induction lexicographique sur le couple (n, M) la
propriété Py, s :
Si inf{v(M),v(h(M)[r(M))} < n, alors:
v(M) = v(h(M)[r(M)) et de plus
1. si M —g, U, alors il existe V' tel que h(M)[r(M) —g,, V avec:
h(V) = h(U), v(r(V)) = v(r(V)) et v(U) = v(V).

2. si h(M)[r(M) —p, Q, alors il existe U tel que M —g,, U avec :
h(U) = h(V), v(r(U)) = v(r(V)) et v(U) = »(V).
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Le lemme est manifestement vérifié si la propriété P, pr est vraie pour tout couple
(n,M) € IN x Ay, la premiére partie de cette propriété donnant le résultat souhaité.

eLe cas n = 0 a été en fait 'objet du lemme 9.

sPour n 4+ 1

Il suffit alors de montrer les points 1 et 2. En effet, v(M) = v(h(M)[r(M)) apparait
comme une conséquence de ces deux points associés 3 ’hypothése d’induction : les points
1 et 2 permettent de constater qu’au plus long chemin de réduction de M, quelqu’en soit
la premiére étape, répond un chemin de réduction de méme longueur de h(M)[r(M), et
réciproquement.

On utilisera ici le fait que si N = Pou N = Q, et M = PQ, ou encore si M = N[D,
alors le couple (v(N), N) est strictement plus petit que le couple (v¥(M), M), et de méme le
couple (v(h(N)[r(N)), N) est strictement plus petit que le couple (v(h(M)[r(M)), M) (cfla
remarque 9). Il en ressort que I'un des couples (¢(N), N) et (v(h(N)[r(N)), N) est strictement
plus petit que le couple n, M. Mais alors ’hypothése d’induction nous dit qu’ils sont égaux.
Ce couple (v(N),N) = (v(h(N)[r(N)), N)est donc plus petit que les deux couples (v(M), M)
et (v(h(M)[r(M)), M), et donc plus petit que leur inf, c’est-a-dire que n. Ce qui fait qu’on
peut appliquer Phypothése d’induction sur N, sans se soucier de savoir si on se place sous
I’hypothése que v(M) < n ou sous ’hypothése que v(h(M)[r(M)) < n.

Montrons I et 2 par induction sur M:

e Dans tous les cas, si M est une valeur, alors M = h(M)[r(M) et c’est immédiat.

e Si M = PQ:
Pour 1:
Si on réduit P en P’ dans M (U = P'Q), alors par hypothése d’induction sur M,

il existe Py et Dy tels que h(Py) = h(P'), r(P1[Dq) = r(P1) U Dy = r(P') et vérifiant en
outre h(P')[r((P") —p, P1[D;.
Posons V = Pth(Q)[D, Ur(Q)
Alors h(PQ)[r(PQ) = h(P)N@Q)[(P)UK(Q) —p, V,
h(V) = h(P)h(Q) = h(P)h(Q) = h(P'Q),
r(V)=r(P)UDur(Q)=r(PHYUr(Q)=r(U), dou v(U)=v(V).

Si on réduit @ en Q' dans M (U = PQ’), alors le raisonnement est similaire & celui
que nous venons de voir, I’hypothése d’induction s’appliquant cette fois & Q.

Si PQ est un rédex que ’on réduit, soit h(P) = Az.R et U = R[h(Q)/z][r(P)U{Q}.
Alors h(P)h(Q) est aussi un rédex, dont la réduction conduit & V = (R[h(Q)/z][{h(Q)})

[r(PYur(Q). h(U) et h(V') sont manifestement identiques et v(r(U)) = v(r(P)) + v(Q).
Par hypothése d’induction sur @ on a v(Q) = v(h(Q)[r(Q)), d’ott ¥(r(U)) = v(r(V)).

Pour 2:

Si on réduit h(P)h(Q)[r(P) U r(Q) en réduisant 'un des sous-termes parmi h(P),
h(Q), r(P), r(Q), pour le terme V. Alors il suffit d’appliquer I’hypothése d’induc-
tion sur P ou sur (. Traitons par exemple le cas ol l'on a réduit r(Q) en D. Alors
V = h(P)h(Q)[r(P)UD et h(Q)[r(Q) —p, h(Q)[D, d’oli par hypothése d’induction sur
Q, il existe W tel que @ —p, W, h(W) = h(Q) et (W) = D. Alors PQ —g, PW = U.
h(V) = h(U) va de soi et r(U) = r(PW)=r(P)U D =r(V)

Si on réduit le rédex h(P)h(Q), alors de ’autre c6té on réduit le rédex PQ), et on
déja vu dans le cas de 1 que les termes U et V vérifient les relations souhaitées.
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e SiM=P[D
Pour I:

Si on réduit P en P' (U = P'[D), alors on sait par hypothése d’induction sur P
que h(P)[r(P) —p,, Pi[D; avec h(Py) = h(P’) et r(Py) Ur(D,) = r(P'). Vérifions que
V = Pi[D, U D convient:

h(V) = h(U) = h(P')

r(V)=r(P)Ur(D1)Ur(D)=r(PYur(D)=r)

Si on réduit D en D' (U = P[D'), alors D = EU{N} et D' = EU {N'}. Alors
h(M[EU{N})[f(M[EU{N}) = h(M){r(M)UEU{N} —g,, h(M)[{(M)UEU{N'} = V.
On vérifie alors aisément que h(U)[r(U) = V = h(V)[r(V), & partir de quoi on conclut
aisément.

Pour 2: Remarquons que h(P[D)[r(P[D) = h(P)[r(P)U D, d’ot :

Si h(P)[(PYU D —p, Pi[DyuUD =V, alors par hypothése d’induction sur P,
comme h(P)[r(P) —p,, P\[D1, P —p, Uy tel que h(Uy) = h(Py) et «(Uy) = r(P)U Dy,
d’ott P[D —p,, U1[D =U et on a:

h(U) = h(U1) = h(F1) = h(V)
r(U)y=r(U1)uD =r(P)UuDyUD =rV)

Si on réduit D, alors on réduit un certain terme N € D en N'. 1l suffit de faire la
méme chose dans P[D et nous avons déja vu dans le cas de 1 que les termes U et V
vérifient les relations souhaitées. o

2.5 Stabilité par ¢ de la normalisabilité forte

Nous allons maintenant prouver la proprosition suivante, qui exprime que la classe des termes
fortement normalisables est stable par simplification (par =5):

Proposition 1 Si M 55 M’ et si M est fortement normalisable, alors M’ est fortement
normalisable.

Cette proprosition va apparaitre comme un corollaire immédiat du lemme suivant :

Lemme 11
Soit U un terme fortement normalisable et U’ tel que U S5 U’, alors v(U) > v(U') et

v(r(U)) 2 v(r(U"))-

Preuve: Nous allons démontrer ce résultat par induction lexicographique sur le couple
formé par n = »(U) et par la preuve de U =5 U’ (cf la remarque 4).

Sin =0, il s’agit de vérifier que si U est normal et que U g U’, alors U’ est également
normal. Il suffit donc de considérer les différents axiomes et régles d’inférences pour constater
que si il existe un rédex dans U, alors il en existe également un dans U’. Nous laissons au
lecteur le soin d’effectuer ce rapide examen (il faut également utiliser la remarque 3, par
laquelle on sait que h(U) = h(U’)).

Si n > 0, Considérons la dernidre régle appliquée dans la dérivation de U S5 U":
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o Pour tous les axiomes autres que 4 et 5, la remarque 8 permet de constater que v(U)
s’exprime comme la somme des tailles de réduction de certains de ses sous-termes,
expression dans laquelle il suffit de supprimer certains termes pour obtenir I’expression
de v(U’). 1l devient alors évident que v(U) > v(U").

Dlustrons ceci par le cas de ’axiome $:
v(U) = v(M[{C[N]}u{N}uD)=uv(M)+v(C[N])+ v(N)+ v(D)
v(U') = v(M[{C[N]}uD)=v(M)+v(C[N])+v(D)

e Pour tous les axiomes, et pour toutes les régles d’inférence (en utilisant I’hypothe-
se d’induction sur la preuve de U =5 U’), la remarque 8 et la définition de r(M)
montrent qu’on passe de méme de v(r(U)) & »(r(U’)). 1l devient alors évident que
v(r(U)) > v(r(U").

IMustrons ceci par les cas de 'axiome & et de la régle (6):
axiome & U= M[{N,N}UD=M[{N}uD=U
v(r(U)) = v((M[{N,N}uD))
= v(r(M))+v({N,N}uD)
= v(r(M))+v(N)+v(N)+v(D)
v(r(U")) = w(r(M[{N}u D))
Y(r(M)) + v({N}U D)
= v((M))+v(N)+v(D)
©) N s
U=M[DU{N} 5s M[DU{P}=0'
Alors, par hypothése d’induction v(P) < v(N) et on a:
v((M[DU{N})) = wv(r(M))+v(D)+v(N)
v((M[DU{P})) = wv(r(M))+v(D)+v(P)

¢ Pour les axiomes 4 et 3, il reste & vérifier que v(U) > v(U’) et nous allons alors nous

servir de ’hypothése d’induction sur n:

oPour les axiomes 4 et 5: On vérifie aisément que h(U)[r(U) = h(U")[r(U’). Par la
remarque 10, il s’ensuit que U’ est fortement normalisable et que v(U’) = v(U).

Il

Il nous reste & vérifier que v(U) > v(U’) pour les régles d’inférence:
. )
U=MP 5g NP=U'
Par hypothése d’induction et par la remarque 10 »(M) = v(h(M))+v(r(M)) > v(N) =
v(h(N) + v(r(N)), d’ott par la remarque 3: v(r(M)) > v(r(N)).
Or h(NP)[¢(NP) = h(NP)[r(N)Ur(P). La remarque 3 montre que h(NP) = h(MP).
Ainsi

v(h(U)[HU)) = v(h(NP)[r(N)Ur(P))
v(h(NP)) + v(r(N)) + v(r(P))
v(h(MP)) + v(r(M)) + v(r(P))

v(U)

i

VAN
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h(U)[r(U) est ainsi fortement normalisable pour une taille < »(U), il en va donc de
méme de U en vertu de la remarque 10.
M 55 N
o (v) - -
U=PM —s PN=U

Se résout par un raisonnement tout a fait similaire au cas précédent.

M 55 N
U=M[D %5 N[D=U'

e (7)

Idem
) N 55 P
U=M[DuU{N} 55 M[Du{P}=10'

Conséquence immédiate de la remarque 8 et de ’hypothese d’induction .

() M L3 N N 55 P
U=M 5S¢ P=U'

Par transitivité appliquée a 1’hypothése d’induction . a

Il est a remarquer qu’il est nécessaire de restreindre les termes par des multi-ensembles et
non par des ensembles pour espérer avoir le résultat du lemme précédent et donc la proposition
1.

En effet, supposons que nous ayons opté pour la restriction par des ensembles. Nous ne
changeons rien a la théorie de la restriction, ni a la définition de la réduction, si ce n’est que
les réunions disjointes (U) deviennent des réunions ensemblistes (U).

Voici deux contrexemples qui interdisent d’espérer dans ce cadre un résultat analogue a
celui de la proposition 1:

U= ((Ae.R)[{Ay-P[Q})(\y-P[Q)  —s ((Az.R)[{Ay.P, Q1) (Ay.P[Q) = U’

V = RMy.P/z][{}y.P[Q)} R[Ay.P/z][{\y.P,Q, y.P[Q} = V'

On constate ici que la technique que nous avons employée et qui s’impose naturellement,
a savoir de réduire le rédex de U qui correspond 3 celui qui a été réduit dans U’ pour obtenir
V’, conduit & un terme V, mais alors il suffit de choisir un terme @ qui ne soit pas normal
pour que l'on ait (V') < »(V'). On pourrait se dire qu’il est possible de modifier la définition
de la réduction, de sorte de faire remonter toutes les restrictions a un seul et méme niveau,
mais un deuxiéme contrexemple® vient y objecter:

3En fait, ce contrexemple montre quelque chose de plus profond: le fait que nous avons orienté les axiomes
M(N[D) —»s (MN)[D et (M[D})N —s (MN)[D & “rebrousse poil” de la réduction. C’est en effet dans
le terme (M[D)N que Pinformation que constitue la restriction par D permet au mieux d’anticiper sur les
simplifications et, si on avait pris l'orientation (M N)[D —s (M[D)N, on aurait tenu compte du caractére
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U=(((Az.R)[Ay.P)[Q)(Ay-P[Q)  —s5 ((A=-R)[{My-P,Q}(Ay-P[@))[Q=T"
V = R[Ay.P/<][{}y.P[Q), Q} (R[Ay.P/z][{}y.P,Q})[Q =V’

2.6 Confluence modulo une relation d’équivalence
Nous empruntons les notions qui suivent & la présentation qu’en donne Huet ([Huet 80]).
Definition 10 Soit un ensemble £ muni d’une relation de réduction — et d’une relation

d’équivalence ~, alors nous dirons que la relation — est confluente modulo ~ si et seulement
st la propriété suivante est satisfaite:

Ve,y,2 0 e~yetzS 2’ ety > ¢

* *
am//, y” xl i zll et y/ il yll et zll ~ y”'
TV * * ~
On notera la propriété Az" ,y"' ' > z" ety — y" et 2" ~y' par =’ | .

Ceci est illustré par la figure suivante:

VAN
N

local du calcul. Le défaut de cette option est que la syntaxe des manipulations s’en serait sensiblement alourdie,
et c’est la raison pour laquelle nous ne ’avons pas adoptée ici, et ce, bien qu’on puisse alors en obtenir des
propriétés plus fortes, notamment la commutation de la simplification 2 s et de la réduction. Cette remarque
ne devrait pas étre négligeable, s’agissant du méme probléme pour A, que celui que nous résolvons dans ce
chapitre pour Ap;. Les multi-ensembles ne semblent finalement nécessités que du fait d’avoir adopté un point
de vue qui va contre la nature locale du calcul.
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2.7 Plusieurs propriétés du calcul Ay

Lemme 12 Soit R un contezte factoriel en = et deuz termes P et P' tels que P = B P,
alors il existe un terme T tel que T Tees R[h(P")/z][{P'} et R[h(P)/z][{P} _*)ﬁpl T.

Preuve: C’est trés simple si h(P) = h(P’). Supposons donc h(P) # h(P’). Alors le redex
que Pon réduit est dans h(P). Si on réduit le rédex correspondant dans h(P) alors on trouve
un terme U tel que h(U) = h(P’). D’autre part r(U) = {N} oi N est argument dans le
rédex de h(P), autrement dit {N} est la seule restriction qu'il y a dans U. Comme R est un
contexte factoriel, on peut transporter cette restriction a I’extérieur de R par les axiomes 4,5
et 6, on a ainsi:

RINP)/|[{P} —p, RIU/zI[{P}
~p, RIU/<I[{P}
T R[n(P')/s][{P', N}

Enfin il est aisé de vérifier que N € Fact(P') et peut donc étre éliminé par 'axiome 10. ©

Lemme 13 —g, vérifie la propriété o
Celle-ci s’énonce comme suit:
Si M —p, My et M —p, My alors il eziste M| et M} tels que M; S, M/ pour i = 1,2

La figure suivante illustre cette propriété:

Preuve: Par induction sur M:
M = z,cou Az.N: Ce cas est évident puisqu’alors M est normal.
M = P[D, trois cas se présentent:

M; = P;[D pour i = 1,2 avec P —g,, P2 alors par hypothése d’induction il existe P’
tels que P; —’;ﬁp, P’ pour i = 1,2 . 11 suffit de prendre M] = M} = P'[D pouri =
1,2.

M; = P[EU{R;}, avec M; = P[EU{R} et R —g, R;, pour i = 1,2. Immédiat par
induction comme dans le cas précédent .

M; = Pi[D et My = P[EU{P,}, avec P —p, P, D = EU{R} et R —p, P, alors
il suffit de prendre M{ = Mj = P, [E U {P2}.

M = N P Plusieurs cas se présentent:
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M; = NP; avec P —p,, P; pour i = 1,2 ou M; = N;P avec N —g, N; pour i = 1,2
.Alors c’est immédiat par induction.

My = NiP et My = NP,, avec N —p, N1 et P —g, Py, alors il suffit de prendre
M| = M} = N P,.

Sinon on a un “vrai” chevauchement: h(N) = Az.R et on peut supposer M; =
R[h(P)/z][(r(N)U {P}). Alors ici deux cas se présentent:

oMz = N'P avec N —p, N':
Alors par le lemme 8, ptisque h(N) = Az.R est normal, on a r(N) —p,, r(N’)
et h(N) = h(N') = Az.R. D’oli: My = N'P —p,, R[h(P)/z][(r(N')uU{P}) =
Q et d’autre part My —g, R[h(P)/z][(r(N")u {P}) = Q.1 suffit de prendre
M| =M;=Q.
oM, = NP' avec P —p, P':
¢Si P est une valeur alors le lemme 8 nous dit que h(P) = h(P') d’ot
M; = NP' —p, R[h(P)/z][((N)U{P'}) = Q, comme d’autre part My —g,
R[h(P)/z][((N)U {P}) —p, Q, il suffit de prendre M] = M; = Q.
¢Si P n’est pas une valeur. Alors soit h(P) = h(P’) et le raisonnement
est exactement le méme que ci-dessus, soit h(P) # h(P’) et R est un con-
texte factoriel en z, d'ou par le lemme 12 il existe un terme Mj tel que

Tres p *
M "= Rh(P)/][((M)U{P'}) = M; et R[h(P)/a][(r(M)U{P}) =z, M;.
Remarquons que c’est 1¢ seul cas pour lequel on a pris M| # Mj. o

Remarque 10

Soit C un contezte factoriel simple et un terme N. Alors si C[N] —p, P, P est de I'une
des formes sutvantes:

C[N'] avec N =g, N',
C'[N] ot C' est un contezte factoriel et C —g, C',

C[N] = D[N M], ot D est un contezte factoriel et NM est un rédex h(N) = Az.R) que l'on
réduit d’ot P = D[R[h(M)/z][({(N)u {M})].

C[N] = D[MN]), o D est un contexte factoriel et MN est un rédex avec h(M) = Az.Q) et
P = D[Q[h(N)/z][(M) U {N}].

Preuve: Par induction sur C. a

Lemme 14 propriété v Celle-ci s’énonce comme suit:
Soient trois termes M1, Ny et P tels que My —g N1 et My —g, P alors il eriste deuzx

termes My et Ny tels que M Tres N, P —35‘,, M, et Ny —tﬁp, N,.

La figure suivante illustre cette propriété:
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M, N

P vt +
\

M, T N,

Cette propriété ne serait pas vérifiée si ’'on avait choisi de restreindre les termes par des

ensembles plutét que par des multi-ensembles.

En effet la régle 3 de T..;, donnerait par exemple M [Az.P —g M. Supposons que M soit

normal et que P —g,, P', alors M[Az.P —g, M[Az.P’, et comme on ne peut plus réduire
M, on voit que la propriété vt ne peut pas étre vérifiée.
Preuve: Par induction sur la dérivation de M —g¢ N:

Pour les axiomes:

axiomes 13 3: My = M[{z}UD,M[{c}uD,M[{Az.N}uD —g MUD = Ny, alors
nécessairement on téduit M en M’'ou D en D' , et le méme axiome s’applique
toujours apres avoir réduit M ou D des deux cotés.

axiome 4: My = M(N[D) - MN[D = Ny, si on réduit M, N ou D alors c’est
évident. Sinon c’est que M (N [D) est un rédex avec h(M) = Az.R que 'on réduit
donc en M3 = R[h(N)/z][((M) U N[D), d’autre part M N [D se réduit donc en
N, = (R[h(N)/z][(r(M)U {N}))[D. Les axiomes 4,6 et 8 permettent de vérifier
M, = N,

axiome 5: My = (M[D)N —gs MN[D = Ny, si on réduit M, N ou D alors c’est
évident. Sinon c’est que (M [D)N est un rédex avec h(M) = Az.R que I’on réduit
donc en My = R[h(N)/z][((M[D)U{N}), or par définition r(M[D) =r(M)U D
et d’autre part M N[D se réduit donc en Ny = (R[h(N)/z][(r(M)u N))[D. Les
axiomes 4, 6 et 8 permettent ici encore de vérifier M, Tree N,.

axiome 6: M; = (M[D)[E -»s M[D U E = Ny, On ne peut réduire que M, D ou E
et c’est alors évident. ‘

axiome 7: My = M[{N,N}UD —g M[{N}U D = Ny, Cest évident si on réduit M
ou D. Si on réduit N en N’ , alors Py = M[{N,N'} -5, M[{N',N'} = M; et
N, = M[{N'}, il suffit de réappliquer le méme axiome.

axiome 8: M; = M[{N[D}UE —s M[{N}u DU E = Ny, On ne peut réduire que
M, N, D ou E et c’est alors évident.

axiome 9: My = M[{C[N],N}u D —s M[{C[N]}uU D = Ny, si N est un terme pur
et C un contexte factoriel,
¢Si on réduit M ou D, c’est évident.

*Si on réduit N en N’, alors puisque C est un contexte factoriel C[N] —g, C[N']
et par conséquent P = M[{C[N],N}uD —p, M[{C[N'],N'}u D = M; et on
a Ny =g, M[{C[N']}u D = N;. 1 suffit alors de réappliquer le méme axiome.
¢Si on réduit C[N] alors la remarque 10 nous dit que celui-ci se réduit
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o Soit en C[N'] (et alors il suffit de prendre My = MoM [{C[N'], N'} U D et
Ny = M[{C[N']} U D comme dans le cas précédent),

o Soit en C'[N] ou C’ est encore un contexte factoriel et par conséquent P; =
M[{C'[N],N} U D = M; et il suffit de prendre N; = M[{C'[N]} U D et de
réappliquer le méme axiome.

o Soit en S = D[R[h(Q)/z][(r(N)U {Q})] avec C[N] = D[N M], ot D est
un contexte factoriel et NM est un redex h(N) = Az.R) que l'on a réduit. Alors
Ni —p, M[{S}U D = N,. D’autre part posons M, = M[{S,N} U D et re-

marquons que S est un contexte factoriel en r(N), alors le lemme 4 et ’axiome 8
Tres

nous montrent que My =° M[{S,h(N)} Ur(N)U D. h(N) est une abstraction
donc peut étre supprimé par ’axiome 1 dans ce dernier terme et comme S est un
contexte factoriel en r(N), celui-ci peut aussi étre supprimé par 1’axiome 9. D’oit
enfin M2 Tg" Ng.

o Soit en S = D[Q[h(N)/z][r(M)U {N}], ot MN est un rédex avec h(M) =
Az.Q et C[N] = D[MN]. Or D est un contexte factoriel, d’ou il apparait que
S = E[N], avec E contexte factoriel, et par conséquent P = M[{E[N],N} U D.
11 suffit de prendre My = P et N; = M[{E[N]}uD = M[{S}u D.

axiome 10: ce cas se déduit mutatis mutandis du précédent.

Pour les régles : c’est immédiat par induction. a

2.8 La confluence de A, pour les termes fortement normal-
isables

Nous allons maintenant montrer que le calcul que nous avons considéré est confluent pour
les termes fortement normalisables, que nous savons constituer une classe stable par —g. Le
bénéfice de ne considérer que des termes fortement normalisables est de permettre 'utilisation
du principe d’induction noethérienne (cf [Huet 80]).

Definition 11 preuve standard

Nous avons vu que la relation —g est noethérienne et confluente, il en résulte que si deux
termes M et N sont équivalents par la théorie T,..s alors il existe un terme P,et deux entiers
n et m tel que M55P et NDgP. Sin+m est de plus minimal alors on dira que P fournit

une preuve standard de M Tres N de taille n + m.

Lemme 15 Si M "= M’ et M est normal pour —p,, alors M' est aussi normal pour —p,,.

Preuve: Si M X M !, soit P en donnant une preuve standard de taille n > 1 (pour n = 0,
le résultat est évident). Alors le lemme 14 montre que si M’ n’est pas normal, P ne l’est pas
non plus. Or le lemme 11 permet d’affirmer que »(M) > v(P), d’ott contradiction. o

Théoréme 2 La réduction —p,, est confluente modulo la théorie T, ;.
Preuve: 1l s’agit de prouver la propriété suivante:

Tre

Tres
’P(a:,y) tx Ey = Vo' y(z —-’:ﬁp, z ety -—tﬁpl )= (' | ¥)

Elle est évidemment vérifiée si on n’a pas « Tree y. Il suffit donc de la prouver pour les couples
de termes équivalents par la théorie T,.
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Si g Tze y alors prouvons la propriété P(z,y) par induction lexicographique sur le couple

(sup(v(z),v(y)),d(z,y)), ou d(z,y) est la taille d’une preuve standard de z Tres Y.

ec’est trivial si sup(v(z),v(y)) =0.
oSi sup(v(z),v(y)) > O:
Si la taille d’une preuve standard de z Treo y est égale a 0, c’est que z = y, alors si z = 2
ou si y = ¢/, le résultat cherché est évident, sinon c’est qu’il existe z” et y" tels que
z —p, ¢ Sp, @' et y —p, ¥ Sp, ¥ et d’aprés le lemme 13 il existe donc u et v

!

res

tels que z” "*’ﬁpz u et y” Jﬁp, v avec u Z£° g, L’hypothése d’induction nous montre,
puisque le sup des tailles de réduction est plus petit, qu’on a les propriétés suivantes:
P(z",2") et P(y",y"), d’ol il s’ensuit si on réduit z’, u, v et y' jusqu’d des formes
normales fn(z'), fn(u), fn(v) et fn(y’) on a: fn(z’) Tres fn(u) Teee fn(y'), ot enfin

res

"1 ¥, ce qui montre P(z,y). Tout ceci est illustré par la figure suivante:

T

Si la taille d’une preuve standard de z Tree y est égale 3 1, alors ¢ —g5 y.

Si 2’ = z, on peut supposer y' # y, et soit fn(z), fn(y’) des formes normales de
z et y'. Alors le lemme 15 prouve que ¢ # fn(z). Soit par conséquent z” tel que
z —p, = —:;ﬁpl fn(z). le lemme 14 permet d’affirmer qu’il existe u et v tels que

Tres

g S5, u, 0y —tﬁpl v avec u Z=* v. Soient v” et y” tels que y —p, V" Sp, v et
Y —p, Y _*’ﬁpt ¥, alors le lemme 13 assure l’existence de w et de 2 tels que v” -—3;;?, w

res

et y' —:ﬂpl z, avec w Tees . L’hypothése d’induction montre - puisqu’alors le sup des
tailles de réduction est plus petit - qu’ en ayant réduit u, v, w, z et ¥’ jusqu’a une forme
normale, on a:

Fa(z) T2 fr(u) = fa(v) 2 fo(w) 2= fo(z) 2 fa(y)
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=z .Y
S
xll ,y+ ,v” a yll
* ‘ k / \
T, T,
u = w Lee z y
* * * * * *

P(e",2") | Pu,0) | PQ"0") | P(w,2) P(y",y")

4

1
fr(@)E fr(u) = fo(v)= fa(w) = faz) = fa(y)

Si ¢’ # z et y' = y. La figure suivante indique le raisonnement & suivre:

r ——  — Y=Y
/ S
z" 7+ +
* *
Y
z! U Tres v

Siz’ # z et y' # y. La figure suivante indique le raisonnement 2 suivre:

33
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T
S
w/ ,y+ ,v” a yll
z’ w Tz oy w Tres z y
* * * * * *
P(z",2") P(u,v) | P, 0") P(w, 2) P(y",y")

fa(a) = )™= fa(v) = fa(w) = fa(w) = fa(y)

Tres

Si d(z,y) > 2, alors considérons une preuve standard de z "=° y qui est de la forme suivante
(quitte & échanger z et y qui jouent un rdle symétrique):

T —s Zis’w S (q—y

Si 2’ = z, on peut supposer y’ # y, et soit fn(z), fn(y') des formes normales de
z et y'. Alors le lemme 15 prouve que z # fn(z). Soit par conséquent z” tel que
¢ —p, ¢ 3, fn(z). le lemme 14 permet d’affirmer qu'il existe u et v tels que

Ies

z" —*’ﬁpz U, z iy B ¥ Avec u Tres P(z,y) est vrai par hypotheése d’induction puisque le
lemme 11 montre que sup(v(z),v(y)) < sup(v(z),v(y))

d(z,y) < d(z,y), la taille de la preuve standard a diminuée et la figure suivante montre
comment se conclut le raisonnement:

=0 ., Z Tres Y
S —_
z’ vt + *
*
U Tree v yL'

P(z",z") |

h;
—~~
B

<
~—

¥*

)
~~
X
<
—

*

*

fr(@)=* fa(w) E fo()  E fa(y)
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Si z # 2/, c’est qu'il existe z” tel que z —p, 2" Sg, z'. Appliquons alors le

es

lemme 14: il existe u et v tels que u T v, 2 —’;ﬁp, uetz —";ﬁp, v. Le lemme 11 prouve

que sup(v(u),v(v)) < sup(v(z),v(y)). La figure suivante montre comment se conclut
le raisonnement, analogue au précédent:

T ____S__..__. z Tres )
z" .7+ + *
* *
z’' u Teee 1; ?}
* P(z", ") * P(u,v) *  P(z,y) *
'






Normalisation

Nous allons maintenant définir un calcul typé Ay, qui n’est autre que le A,-calcul simplement
typé. Nous allons ensuite montrer qué tout terme de ce calcul est fortement normalisable
en y adaptant la technique de réductibilité due & Tait, et revisitée par Girard, qui est un
renforcement de ’hypothése d’induction nécessaire & démontrer la normalisabilité forte des
termes.

La terminaison des calculs n’est pas aussi immédiate qu’il peut paraitre, puisque dans ce
calcul, et & la différence du cas classique, si on a une réduction d’un terme typable de la forme
(Az.(P[Q))R — P[R/z][Q[R/z][R il faut que le typage assure notamment la terminaison du
calcul de Q[R/z] et c’est ce qui va présenter une difficulté nouvelle de cette démonstration
par ailleurs standard (que résolvent les lemmes 20 et 21).

Remarquons que la notion de terme fortement normalisable différe de celle considérée au
chapitre suivant de terme réductible a une valeur. Par exemple le terme zy, pour n’étre pas
une valeur, n’en est pas moins sous forme normale.

On établit ici que si les restrictions qu’on introduit sont représentées par des termes ty-
pables (et donc fortement normalisables), alors les termes typés obtenus demeurent fortement
normalisables.

Nous présentons les regs de typages et quelques lemmes de cohérences. Nous allons ensuite
prouver la préservation du typage pour deux notions de réductions, ’'une qui correspond
au Ap-calcul et P’autre qui englobera la réduction —g, du précédent chapitre ce qui nous
permettra de considérer ultérieurement les termes de A, qui sont typables, ce qui permettra
d’appliquer les résultats du précédent chapitre & cette classe de termes.

Nous suivons pour le reste la technique classique si ce n’est que le lemme 21 est nécessaire
a l’adapter aux termes partiels.

3.1 Syntaxe de A;

Les termes de A; sont les termes de A, qui sont typables dans le systéme que nous allons
présenter.

Les types sont les formules construites avec des constantes de type « et le connecteur —,
chaque constante ¢ de ), étant associée a un type constant a..

Une déclaration de variable est, par définition, un couple (z, A), ol z est une variable du
Ap-calcul et A un type; elle sera notée x : A.

Un contexte I' est un ensemble fini (éventuellement vide) de déclarations de variables
distinctes.

T,z : A représente le contexte I' augmenté de la déclaration x : A.
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3.2 Les regles de typage

Etant donnés M un terme du Ap-calcul, 4 un type et ' un contexte, on définit les régles qui
permettent de dériver le jugement “¢ est de type A dans le contexte I'"” (jugement que ’on
notera I' ¢ : A ou simplement ¢ : A si I' est vide) comme suit:

(var) I'tz:T,
(const) T oo
Ilz:A]J-M:B

IT'tA2.M:A— B

( ) '-FM:A— B T'FN:A
app TFMN:B

'-M:A pour tout N € D I'N:Ax
I'FM[D:A

(abs)

(restr)

Tous ces jugements sont & considérer modulo a-conversion. On dénotera I’ensemble des
termes typables dans ce calcul par A;.

3.3 Quelques lemmes

Nous donnons a présent quelques lemmes utiles.
Lemme 16 affaiblissement: SiT® + M : T et st TA® est un contexte alors TA®+ M : T.

Preuve: Ceci se prouve sans difficulté par induction sur la dérivation de I'é - M : T (en
effectuant éventuellement une a-conversion des variables liées de M).

Lemme 17 substitution: SiT[z: AJAFN:B, T+ M:A alors: TA+ N[M/z]: B.

Preuve: Comme précédemment, par induction sur la dérivation de I'[z : A]JA + N : B.
L’hypotheése d’induction résout aisément tous les cas a ’exception de:

(var)—

INz:A]JAFz: A

Mais alors, de I’hypothese I' - M : A, on déduit par le lemme 16 TAF M : A, ce qui est
le résultat cherché. a

Lemme 18 SiI'F M[N : A (respT'+- M[D : A) alorsT + M : A et il existe Ay tel que
' N : Ay (resp. pour tout N € D).
SiI'+ MN : B alors il existe A tel queTFM :A— BetT'F N : A

Preuve: Trivial, la structure du terme déterminant toujours la derniére régle appliquée . o

3.4 Préservation du typage par réduction

Definition 12 Soit > une relation binaire sur A;. Nous dirons que > passe au contexte si
elle est réflexive et si les conditions suivantes sont satisfaites

1. Mo N = MP>NP
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2. Mo M' = PM©>PN

8. Mo N = Az.MvAz.N.

4 Mo N = M[DoN[D.

5. M>N = P[DU{M}>P[DU{N}

Definition 13 Nous pouvons étendre les deuz fonctions (cf definition 4) h et r ¢ A; pour
avoirh: Ay — A etr: Ay — A;.

h(z) =z r(z) =10

h(c)=c¢ re)=10
hOz.M)=Ae. M r(Aa.M) =0
h(MN)=h(M)h(N) r(MN)=r(M)ur(N)
h(M[D)=h(M)  «(M[D)=r(M)uD

Lemme 19 SiT' F M : A alors T+ h(M) : A et pour tout N € r(M), il existe AN tel que
I'tN:An.

Preuve: C’est immédiat par induction sur M moyennant le lemme 18. o
Nous allons & présent munir ce calcul de deux réductions, 'une —p, qui correspond a la
réduction usuelle du A,-calcul et la seconde qui en est une variante et qui présente I'intérét de

coincider avec la relation —g, du précédent chapitre pour les termes communs aux calculs
Apl et At.

Definition 14 Nous définissons la relation binaire —g, sur A, comme la plus petite relation
qui passe au contezxte et telle que si h(P) = Az.M alors PQ —p, M[Q/z][{Q}U r(P) La
relation —:‘51 est la plus petit relation binaire sur A¢, qui est transitive et qui contient —g, .

Théoréme 3 SiTHFM: A et M —5 M alorsT+ M': A.

Preuve: Remarquons que —g, peut é&tre vue comme ce qui est déductible des clauses
suivantes:

1. h(P) = Az.M = PQ —p, M[Q/=z][{Q}ur(P)
2. M -3 N => MP —g NP

M —p M' = PM —p PN

M —g, N = Az.M —p5 Az.N.

M —p N = M[D —p N[D.

A

M—->ﬁ1 N = P[DLJ{M} -0, PI-DU{N}
On prouve alors le résultat en regardant la derniére clause appliquée:

On a appliqué la clause 1: T + PQ : B provient de (app),donc ' P: A - BetT+Q : A.
D’aprés le lemme 19 T + h(P) : A — B et pour tout N € r(P), il existe Ay tel
que T' - N : Ay. Si h(P) = Az.M alors la derniére régle appliquée est (abs), d’olt
I'lz : AJ+ M : B. On peut appliquer le lemme 17 pour en déduire I' - M[Q/z]: B, il
suffit dés lors d’appliquer (restrens) pour obtenir I' F M[Q/z][{Q} U r(P): B.
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les autres cas sont tous immédiats par induction sur le nombre de clauses appliquées. On
connait toujours la derniére régle appliquée , il suffit de la réappliquer aprés I’hypothése
d’induction .

o

Definition 15 Nous définissons la relation binaire —g, sur Ay comme la plus petite relation
qui passe au contexte et telle que si h(P) = Az.M alors PQ —g, M[h(Q)/z][{Q}Ur(P)

La relation =, est la plus petite relation binaire sur A;, qui est transitive et qui contient
B

Théoréeme 4 SiTHM:Aet M —g, M alorsT HM': A.

Preuve: Tout a fait similaire & celle du théoréme 3. La seule différence est qu’il faut
appliquer une nouvelle fois le lemme 19 pour déduire I' - h(Q) : A. a

Lemme 20 Si M = P[(DUFE) € redr a alors N = P[E € redr 4.

En particulier, si M = N[D € redr,a, nous aurons N € redr 4.

Preuve : Le point (CR1) du lemme 22 montre que M est fortement normalisable. Nous allons
par conséquent pouvoir prouver le premier point du lemme par une induction lexicographique
sur le couple (4,n), avec n = v(M):

e A est atomique: il s’agit alors simplement de s’assurer que N est fortement normalisable,
ce qui résulte immédiatement du fait que M est fortement normalisable.

¢A = § — T: Par définition, on voit qu’il s’agit de vérifier que, si v € redr g, alors
Nu € redr 7. Nous prouvons ce résultat par induction sur »(u), Nu ne peut se réduire
qu’en:
oNu/, alors v(u) # 0 et il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction sur v(u) pour
obtenir Nu' € redr T.

oN'u, alors soit N' = P'[E avec PGP/, soit N'= P[FU{Q'} avec E = FU{Q} et
QBQ’, alors dans le premier cas, posons M’ = P'[(DUE) et M' = P[(DU(FU{Q'})
dans le second. Alors MBM', et par le lemme 22 M’ € redr 4 Appliquons maintenant
le lemme par hypothése d’induction sur n, il s’ensuit que N’ € redr s_,r et donc que
N'u € redr .

oR[u/z][{u} U r(N), avec h(N) = Az.R et § = B'. Or, par hypothése sur M,
(P[DU E)u € redrr et (CR2) nous dit alors que R[u/z][{u}Ur(P[DU E) € redrr,
comme r(P[D U E) = ¢((P)U DUE et que r(P[D) = r(P)U D, on voit qu’il suffit
d’appliquer I’hypothése d’induction , T' étant moins complexe que A, pour obtenir
Rlu/z][{u}Ur(N) € redr 1
(si B = B2, la démonstration est identique, mutatis mutandis, soit en remplaant R[u/z]
par R[h(u)/c]).
1l apparait ainsi que Nu est un terme neutre dont toutes les réductions en une étape
conduisent a un terme de redry, donc Nu € redrr, et ainsi N € redrs_r, par
définition des termes réductibles d’un type fleche. a

Le lemme suivant est le résultat qui permet de lever la difficulté particuliéere que nous
avons soulevé dans l'introduction de ce chapitre.
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Lemme 21 Si M € redr 4 et si tous les termes N appartenant a Uensemble fini D sont
fortement normalisables et sont typables dans le contexte T' d’un type Ay, alors M[D €
redr 4.

Preuve : Par induction lexicographique sur (4,n), avec n = »(M[D) = v(M)+ Y v(N).
NeD
Remarquons que, sous les hypotheses du lemme, T' F M[D : A se déduit immédiatement par

la régle (restr).

osi A est un type atomique, alors M [D est fortement normalisable et M [D € redr 4 s’ensuit
de la définition des termes réductibles de type atomique.

si A n’est pas un type atomique, A= 5 — T,
I’étude se divise en deux cas:
eM est neutre, alors
si n =0, M[D est neutre et normal et il suffit d’appliquer le corollaire 1.

si n > 0, alors M[D est neutre, puisque M 1’est, ce qui va nous permettre
d’utiliser le point (CR3) du lemme 22. Or M[D ne peut se réduire qu’en:

oM'[D, avec M se réduisant en M’ et donc, par le point (CR2) du lemme 22,
M' € redr, 4 et par hypothése d’induction sur n, on en déduit que M'[D € redr 4.

oM[EU{N'}, avec D = EU {N}, N se réduisant en N’, et N’ demeurant un
terme fortement normalisable de méme type que N.

On a décrémenté n dans les deux cas, ce qui nous permet d’appliquer I’hypotheése
d’induction , celle-ci montrant alors que M[D ne peut se réduire qu’en des termes
réductibles de méme type. Il ne reste plus qu’a appliquer (CR3).

M n’est pas neutre, alors h(M) = Az.P. 1l s’agit donc de prouver que pour tout
u € redr,s, (M[D)u € redry. (M[D)u étant neutre, nous allons ici encore utiliser
(CR3). Procédons par induction sur v(u):

(M [D)u ne peut se réduire qu’en:

o(M[D)v, avec ufv’ et donc par (CR2), u' € redr s. Par hypothése d’induction
sur v(u), on obtient (M [D)u' € redrr.

o(M'[D)u avec MBM' | alors cette fois I’hypotheése d’induction sur n nous dit
que M'[D € redr s 7. Par définition des termes réductibles de type S — T, il apparait
que (M'[D)u € redr .

ol M[EU{N'})u avec D = EU{N} et NBN', alors cette fois I’hypothése d’in-
duction sur » nous dit que M[EU{N'} € redr s_,1, puisque v(EU{N'}) = v(D) - 1.
Par définition des termes réductibles de type S — T, il apparait que (M[EU{N'}u €
redr T.

oDans ce dernier cas (M [D)u est un rédex que ’on réduit, et la suite de ’étude
se divise en deux cas, suivant que la réduction considérée est 5’ ou B, mais qui se
résolvent de fagon toute similaire, aussi nous traitons que le premier:
Avec f = f', (M[D)u peut se réduire en Plu/z][{u} U r(M)U D. Par hypothése
M € redr s_,T et puisque u € redr,gs, il s’ensuit que Mu € redr. Or ceci montre,
par (CR2), que P[u/z][{u}Ur(M) € redrr. (CRI) nous indique maintenant que u et
Plu/z][{u}Ur(M) sont fortement normalisables, et par suite que r(M) I’est également.
Le lemme 21 montre que r(M) est typable. Par suite {u} Ur(M)U D est un ensemble
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de termes typables fortement normalisables. Le lemme 20 montre que P[u/z] € redr t.
On peut maintenant appliquer le lemme par hypothése d’induction sur le type pour
obtenir Plu/z][{u} Ur(M)U D € redrr.

Toutes les réductions en une étape du terme neutre (M[D)u conduisent 3 des termes
de redr T, (CR3) nous indique alors que (M [D)u € redr 1, quelque soit u € redr,s. 1l
s’ensuit, par définition des termes réductibles de type fleche, que M[D € redr 4. o

3.5 Normalisabilité forte des termes typables

Dans cette partie nous allons considéé une réduction 8 et nous prendrons indifféremment
B =—p, ou B =—g,. Ici nous appliquons la méthode due & Tait et revisitée par Girard
[Girard 90] avec la notion de réductibilité.

Definition 168 On définit par induction sur le type d’un terme la notion de réductiblité.
SiT + M : A, M sera dit réductible de type A relativement au contexte I' (ce qu’on notera
M € redr, 4) s’il vérifie Pune des propriétés suivantes:
ea;) A est un type constant (atomique) et M est fortement normalisable.
eas) A est de la forme B — C et pour tout U € redr g, MU € redrc.
Plus simplement un terme M sera dit réductible s’il existe I' et A tel que M € redr 4.

Definition 17 Un terme M est dit neutre si h(M) n’est pas une abstraction.
Autrement dit,M est neutre, si et seulement si, pour tout terme N, MN n’est pas un
rédez.

Lemme 22

o (CR1) Si T € redr a alors T est fortement normalisable.
e (CR2) SiT € redr,a et TBT', alors T' € redr 4.

¢ (CR3) Si T est neutre I T : A et est tel que pour tout T' tel que TBT', T' € redr a,
alors T € redr 4.

Preuve:
Celle-ci se fait par induction sur le type A.

¢ Si A est un type constant (atomique) alors:

o( CR1) est vraie par définition.

o( CR2) est vérifiée puisque toute réduction d’un terme fortement normalisable conduit
a un terme également fortement normalisable et conserve le type (théorémes 3 et
4).

o(CR3) SiTBT' et T +T': A, on sait par les théorémes 3 et 4 que ' +T': A donc T
est bien de type A et il est fortement normalisable puisque toutes ses réductions
en une étape conduisent a des termes fortement normalisables, donc T € redr 4.

¢ Si A est de la forme B — C:

o(CR1) Soit T € redr g—.c. Si U € redr,p, alors par définition TU € redr ¢, or C est
un type moins complexe que B — C donc ’hypotheése d’induction nous dit que
TU est fortement normalisable, donc a fortiori T'.
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O(CR?) SiT e Ted[‘,B._,c et TAT'. Soit U € ’I’edr,B, alors TU € ’I‘edr,c et TUBT'U,
mais le type C étant moins complexe que B — C vérifie (CR2), d’ou T'U € redr ¢,
ce qui prouve que T’ € redr g—c.

o(CR3) Soit T un terme neutre vérifiant les hypothéses de (CR3). Soit U € redr B,
par hypothése d’induction on sait par (CR!) que U est fortement normalisable.
Soit ¥(U') la longueur maximale des dérivations partant de U et conduisant 3 une
forme normale. Démontrons par induction sur »(U) que TU € redrc:

Si ¥(U) = 0 alors toute réduction de T'U est de la forme TUBT'U ou TBT', de
plus T'U € redr ¢ par hypothése. Comme TU est neutre, (CR%) s’appliquant au
type C permet de déduire que TU € redrc.

¢Si ¥(U) = n+ 1 alors toute réduction de TU est soit de la forme TUST'U ol
TBT' auquel cas T'U € redrc , soit de la forme TUBTU' avec v(U’) = n auquel
cas par hypothése d’induction sur »(U) on a TU’ € redrc.

Par conséquent si U € redp,p, TU est un terme neutre dont toutes les réductions
en une étape conduisent a des termes de redr ¢, (CR3) étant vraie pour le type C
nous en déduisons que T'U € redr ¢, ce qui permet d’affirmer que 7" € redr p_,c.

o
Corollaire 1 SiT'F M : A et M est rieutre et normal alors M € redr 4.

Preuve: ceci résulte immédiatement du point (CR3) du lemme précédent. o
Lemme 23 les variables sont réductibles

Preuve: Ceci n’est qu’un cas particulier du corollaire précédent. a

Lemme 24
S% pour tout N réductible T[N/z][{N} est réductible alors:
Az T est réductible

Preuve:

L’hypothése et le lemme 23 nous disent que T'[z/z][{z} = T[{z} est réductible donc
fortement normalisable, et par conséquent T est lui-méme fortement normalisable.

Soit Az.T : llz € A.B.

On veut démontrer que pour tout U € redr,4, (A2.T)U € redr p[y/;}. La démonstration
se fait par induction sur v(U) + v(T):

¢ Si y(U) 4+ v(T) = 0 alors (Az.T)U ne peut se réduire qu’en T[U/z][{U} qui est rédu-
ctible, et donc, en vertu du point (CR3) du lemme 22, Az.T est réductible.

e Siv(U)+v(T)=n+1

(Az.T)U peut se réduire soit en T[U/z][{U} qui est réductible, soit en (Az.T')U avec
v(T') = v(T) - 1, soit en (Az.T)U’ avec v(U’) = v(U) — 1 qui sont 'un et "autre réductibles
par hypothése d’induction. Le point (CR3) du lemme 22 permet alors de conclure. a

Lemme 25 Pour tout terme T ayant pour variables libres z1, .., z, et pour tous Uy,..,U,
réductibles:

T[U1r/z1,.., Unf2s] est réductible.
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Preuve: Par induction sur T*
¢ Si T = z, c’est évident.
¢ Si T = (MN), par hypothése d’induction

M1 = M[Ul/:vl, Uz/wg, “ey Un/wn]

et
Nl = N[Ul/wla U2/.’E2, 3] U’n/m'ﬂ]

sont réductibles

Le lemme 18 montre que M; et Ny sont de types respectifs A — B et A, donc par
hypotheése d’induction ils sont réductibles de ces mémes types et enfin M;N; - & savoir
(M N)[U1/z1,Uz/22, .., Un/2y] - Vest aussi.

e Si T = M[{N} par hypothése d’induction:

My = M[Uy/z,,Uz/22,..,Up/xn] et Ny = N[Uy/21,..,Un/z,] sont réductibles, en par-
ticulier par (CR!) N; est fortement normalisable, donc T[U1/z1,..,Upn/zn] = Mi[Ny est
réductible.

¢SiT=M\z.N

Posons Ny = N[U1/z1, .., Un/ ]

Par hypothése d’induction pour tout U réductible (donc a fortiori fortement normalisable
selon (CR1)), M[U/z] = N[U/z,U1r/z1,.., Un/2ys] est réductible tout comme N;[U/2z][U =
N[U/z,U1/z1,..,Upn/2,][U il s’ensuit par le lemme 24 que Az.N; est réductible, 3 savoir
Az.N[Ul/a;l, .y Un/mn] = M1 er.

Théoréme 5 tous les termes typables sont réductibles et donc fortement normalisables.

Preuve: Le lemme 23 nous dit que les variables sont réductibles. 1l suffit de particulariser
le lemme précédent en prenant U; = x; pour tout :. a

3.6 Caractérisation d’une classe de termes de A, fortement
normalisables

Remarque 11 Il est aisé de remarquer que si un terme est a la fois dans Ay et dans A,
alors réduire ce terme selon —g, ou selon —g, donne le méme résultat. En effet les rédex
de —g,, le sont aussi selon —g, et les réduits sont les mémes. a

Lemme 26 Soit M un terme de Ay qui est aussi dans A¢ tel que '+ M : A et un terme N
tel que M —g N, alorsT - N : A.

Preuve: Par induction sur la dérivation de M —g N, le lemme 19 suffit & prouver le
résultat. o

Remarque 12 Ce dernier lemme va nous permettre de considérer le sous-ensemble de Ay
des termes typables dans A; que nous noterons Ay, sachant que celui-ci est donc stable par
—p, €t —5 et qu'on peut donc lui appliquer les résultats du chapitre 2.

Notons que les r’esultats du chapitre précédent montrent que les termes clos de A, sont
en particulier des termes fortement réductibles & une valeur, qui est d’ailleurs unique modulo

Tres
=



Typage

Le but de ce chapitre est la caractérisation des termes égalisables & une valeur dans le \,-
calcul et des termes clos qui sont réductible a une valeur dans A,;. Ce résultat s’obtient via
le typage des termes égalisables (ou réductibles) & une valeur dans le A,-calcul, résultat déja
obtenu par d’autres méthodes par L.Egidi, Furio Honsell et S.Ronchi Della Rocca en 1991
(cf [Egidi& alt.91]). Néanmoins notre démonstration est nouvelle et nous montrons qu’elle
s’adapte & une variante du A,-calcul que nous envisageons, le Lambda-calcul par valeur de
téte (Ayn).

Nous étudions tout d’abord ce calcul et montrons qu’il jouit d’un théoréme de standard-
isation en suivant pour P’essentiel la démonstration analogue de Plotkin pour le A,-calcul (cf
[Plotkin 75]). Nous rappelons quelques résultats sur le A,-calcul. Ensuite nous caractérisons
par un systéme de types les termes réductibles en une valeur pour les deux calculs A, et Ayp.
Nous montrons que ce résultat permet de caractériser les termes clos du A,-calcul égaux a une
valeur. Nous montrons enfin que ce systéme de type nous permet également de caractériser
les termes clos réductibles a valeur de A,;.

4.1 Le Lambda-calcul par valeur de téte

Nous allons dans cette partie proposer une nouvelle forme de A,-calcul et montrer qu’il
posséde de bonnes propriétés, notamment en ce qu’il admet un théoreme de standardisation.
Ensuite nous caractériserons par un systéme de types les termes réductibles a une valeur dans
le A,-calcul de Plotkin et dans celui que nous proposons.

Le lambda-calcul par valeur a été d’abord considéré par Plotkin [Plotkin 75]. I consiste
a distinguer une classe de lambda-termeés qui seront appelés les valeurs, et la nouveauté, par
rapport au A-calcul usuel, réside dans la notion de réduction (—g, ), les rédex n’étant cette fois
que les termes de la forme (Az.M)N, ot N est une valeur, le réduit ( ou contractum) restant
le méme. Ceci correspond aux implémentations usuelles du A-calcul, ou I'application d’un
terme - considéré comme un programme - appliqué & un autre - considéré comme argument
du précédent - suppose que cet argument est pour le moins partiellement évalué.

Plotkin n’avait considéré qu’une seule forme de valeur, a savoir les termes qui ne sont
pas une application, c’est-a-dire ceux qui sont, soit une abstraction, soit une variable, soit
une constante. Or nous nous sommes apercu qu'’il existe des variations possibles pour cette
notion!, notamment celle-ci que nous allons étudier ( et que nous avons baptisé \,p-calcul),

!Celle que nous considérons est issue d’une reflexion sur la sémantique dénotationnelle du Ap-calcul (et de
ses variations conjointes avec la notion de valeur) et de la question du réle que pourraient y jouer les formes
normales, a l'instar de celui qu’elles jouent dans les graph”-modéles. Ici la notion de réduction gauche par
valeur dépend de la notion de valeur considérée et ’on sait I'importance de celle-ci dans ces sémantiques
dénotationnelles. Ce sujet reste & explorer.
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dans laquelle les valeurs sont certains termes en forme normale de téte (néanmoins les termes
clos en forme normale de téte coincideront avec les valeurs closes).

A vrai dire, cette variation mériterait une étude plus approfondie que détudier ses as-
pects syntaxiques, ce 3 quoi nous nous bornons ici. En particulier d’autres variations sur la
notion de valeur ont déja été envisagées par M.Dezani, F.Honsell et S.Ronchi Della Rocca,
en relation avec la sémantique opérationnelle qui ressort des machines abstraites associées a
ces variations. Il semble néanmoins possible de définir une machine abstraite appropriée et
d’étudier ainsi des fondements plus pragmatiques du A,p-calcul.

Quelques soient les variations que I’on peut envisager, il demeure que pour obtenir de
bonnes propriétés syntaxiques, les valeurs doivent constituer une classe stable par substitu-
tion, c’est-a-dire que si P et @ sont des valeurs, alors P[Q/z] doit étre encore une valeur,
puisque dans le cas contraire la confluence du calcul (propriété de Church-Rosser) n’est pas
vérifiée, comme il se voit aisément (les rédex avant et aprés substitution ne seraient plus les
“mémes”).

Nous verrons dans la suite de chapitre comment on peut typer de fagon analogue les termes
réductibles en une valeur par un systéme de type quasiment identique pour le A,-calcul et le
Auh-calcul.

4.2 Deéfinitions et Propriétés du )\, ;-calcul.

Les termes considérés comme des valeurs dans le \,;-calcul sont les termes en forme normale
de téte

¢ dont la variable de téte est lide , i.e. les termes de la forme
Azy - T2 My - M,

¢ ou encore de la forme
AZy - Ty,

ol y est une variable libre ou une constante.

A prendre n» = 0 dans ce dernier cas, nous pouvons reconnaitre que les variables et les
constantes sont notamment considérées comme des valeurs.
Remarquons qu’a l'inverse, les termes qui ne sont pas des valeurs sont de la forme

AZ1 - Tn. MMy - M,

our > 1et ou M est une variable libre, une constante ou une abstraction.

La proposition suivante établit un résultat qui est manifestement exigible de toute notion
de valeur, et qui constituent la contrepartie dans le A p-calcul d’une proposition analogue
établies par Plotkin pour le A,-calcul. Cette exigence conduit tout naturellement a la notion
de valeur exposée ci-dessus, a partir du moment ou ’on souhaite que les valeurs soient des
termes en forme normale de téte.

Proposition 2 Soit V lensemble des termes de A qui sont des valeurs. Alors VP,Q € V
PlQ/z]e V.

Preuve :

Si P est de la forme (Azy:--2n.2;M; - -M,;) ou de la forme Azy---z,.c, ol ¢ est une
constante; alors P[Q/z] est aussi de cette forme et c’est donc aussi une valeur.
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Si P est de la forme Az; ---2,.y, ol y est une variable libre , alors il se voit aisément que
si @ est de cette méme forme, il en est de méme pour P[Q/z], et si @ est d’une des
formes précédentes, il en va de niéme pour P[Q/z]. o

Le Ayp-calcul se définit par le systéme formel constitué par les régles suivantes:
(o) (Az.M) = (Ay.M[y/x]), si y & VL{M).
(B) (alias Byr) (Az.M)N = M[N/z],si N est une valeur.

) P =NF (o) M = M
:N =

) pR=PN ) =it

O e =en (7) M=P

On notera A\yp W M = N si la formule M = N se dérive dans le systéme précédent,
Avh F M—g,, N sielle se dérive sans utiliser les régles o et 7, et A, - M —**ﬁ«h N si elle se
dérive sans utiliser la régle o.

Nous allons dans la suite considérer (abusivement) que nous travaillons sur des termes
modulo a-équivalence. De fait, les éventuels problemes que pourrait soulever ’a-conversion
se résolvent aisément et ne sont pas essentiels, puisqu’ils pourraient se contourner aisément
par une notation a la de Bruijn. Mais cette derniére présenterait le défaut sensible d’obscurir
la compréhension des démonstrations.

Théoréme 6 Si A\, - M = N et si L est une valeur alors A\, - M[L/z] = N[L/z]

Preuve : Par une simple induction sur la preuve de A,y F M = N, selon la derniére régle
appliquée , nous ne traiterons ici que le seul cas intéressant de la régle 3:

Avec une éventuelle a-conversion pour s’assurer que z # y, on a:

Ao b (Ay.P)Q = P[Q/y], @ étant une valeur. Par définition de la substitution, on a
(Ay.P)Q[L/z]) = (Ay.P[L/z])Q[L/z] et d’autre part la proposition 2 montre que Q[L/z] est
une valeur, d’ou par (8):

(Ay-P)Q[L/x] = (Ay.P[L/z])Q[L/x] = P[L/][Q[L/]/y].
Enfin, il reste & voir P[L/z][@Q[L/z]/y] = P[Q/z][L/z] qui résulte d’un lemme classique

sur la substitution. o
4.3 Le théoréeme de standardisation

Definition 18 La réduction gauche — g consiste d réduire le rédex le plus a gauche dans un
terme. En d’autres termes, c’est la plus petite relation sur A vérifiant les clauses suivantes:

1. (Az. M)N— g M'[N'/z], si N est une valeur.
2. si Mg M' et si M nest pas une abstraction, alors MN— 4, M'N.

3. st M=y, M' et si N est une abstraction, alors NM— g, NM'.
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4. i M—g, M', alors Az. M —gpdz.M'.
Nous noterons la cléture réflezive et transitive de cette relation —>gp.

Nous allons montrer dans ce chapitre que cette réduction est munie de bonnes propriétés
(sans étre compléte, comme c’est le cas de la réduction gauche dans le A-calcul), au sens
elle permet de réduire un terme a une valeur, si on peut égaler ce terme & une valeur dans
le Ayp-calcul. Un outil intéressant notamment pour étudier la confluence du calcul est la
réduction parallele. Pour la définir, nous allons utiliser un systéme formel dont les formules
sont de la forme M >>M' et dont les régles sont les suivantes:

@) M>M'  N>N'
vh! (Az.M)N>M'[N'/z]

si N est une valeur.

(0) M>M

M>M
&) e a> a1

(a )M>M' N>N'
PP MN>M'N’

Remarque 13 si M € V et M>M/', alors M' € V, et idem en substituant > par —g,, ou
—gh.

Preuve : Toutes ces réductions sont incluses dans la réduction 8* du lambda-calcul, or il
est facile pour cette derniére d’établir qu’un terme qui a une forme norme normale de téte
AZ.RMy---M,, ou R est une variable ou une constante, ne peut se réduire qu’en un terme
de la forme AZ.RN;---N,. On conclut en notant que ces deux formes sont simultanément
des valeurs. a

Lemme 27 —g,, C > et > C5p,,, et par conséquent —p,, = (>)*.

Preuve: —g , C > est évident.
> C5p,, se démontre en vérifiant M>M' => M g, M', par induction sur la preuve
de M>M'. o

Théoréme 7 La réduction paralléle > est fortement confluente. La réduction —g, , est
confluente.

Preuve:

Montrons que la réduction paralléle > est fortement confluente, soit la propriété suivante:
VM e A M>M; et M>My = AM3 M;>M; et My>>M3. Prouvons cette propriété par
induction sur M

oM = z ou M = ¢ ne sont pas des cas possibles.

oSi M = Az.P alors My, = Az.P, et M; = Axz.P; avec P> P, et P> P,. D’ou par hypo-
these d’induction , il existe P53 tel que Py>> Ps et P;>>P;. 1l suffit alors de prendre
M3 = A:E.P3.
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eSi M = PQ, alors plusieurs sous-cas sont & distinguer selon la derniére régle appliquée
dans les preuves de M >M; et de M >>M; (en éliminant les cas symétriques et celui
de la régle p, dont la résolution est immédiate), la régle £ étant exclue, il ne reste &
examiner que les cas suivants:

oM>M; et M>M; résultent de la régle app. Alors M; = P1Q et My = PoQq,
P> P; et Q>Q; pour ¢ = 1,2. Par hypothése d’induction il existe P3 et Q3 tels que
P> P3 et Q;>Q3 pour ¢ = 1,2, et il suffit de prendre Mz = P3Q3.

oM = (Az.R)Q>R1[Q1/z] = M, résulte de la régle 8/, et d’autre part M =
(Az.R)@>(Az.R;3)Q2 = M, de la régle app, on sait alors que R>R;, Q@>Q;, et Q est
une valeur. Par hypothése d’induction , il existe R3 et Q3 tels que R;>R3 et Q;>0Q3
pour ¢ = 1,2, et puisque @ est une valeur, il en va de méme pour ¢3. Par conséquent,
par le lemme 28 My = R1[Q1/2]> R3[Q3/z] et par B, Mz = (Az.R2)Q2>R3[Qs/z]. il
suffit donc de prendre M3 = R3[Q3/z].

oM = (Az.R)Q>R;[Q:/z] = M;, pour i = 1,2 résultent de la régle §/,, @ étant
une valeur. Comme précédemment on déduit R3 et une valeur @3, et le lemme 28
montre qu’il suffit de prendre M3 = R3[Q3/z].

> est fortement confluente, et par conséquent est confluente. Par le lemme 27, on conclut &
la confluence de —g,,. 5]

Dans le systéme qui nous a servi a définir la réduction paralléle >, il va nous étre utile de
définir aussi la taille de la preuve d’une formule M>>M’, que nous noterons p(s, ), Ou encore
plus simplement pps, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, comme étant ’entier qui représente le
nombre implicite d’étapes nécessaires pour réduire M en M’ par la réduction —g,,. Nous
notons n(z, M) le nombre d’occurences libres de z dans M. La taille d’une preuve se définit
inductivement selon la derniere régle appliquée comme suit:

(Ben) Poe.M)N = oM + n(z, M )pn + 1
(p) pm =0
é) POw.M) = PM

(app) PMN = PM + PN

Definition 19 Une suite de termes Ny,---, N, est dite une séquence de réduction standard
(en abrégé: s.r.s.) si chaque terme de cette séquence (excepté le premier) s’obtient en ef-
fectuant une réduction dans le précédent (N;—p,, Niy1), de sorte qu’d chaque étape le redex
réduit soit se trouve d droite de ceuxr que l'on a réduit avant lui, soit n’ezistait pas aupara-
vant, parce que le terme en position de fonction ne se trouvait pas étre une abstraction ou
parce que, quotque le terme en position de fonction fit bien une abtraction, ’argument ne se
trouvait pas étre une valeur. Il est fort utile de constater que les s.r.s. peuvent se définir par
le systéme des régles suivantes:

1. toute constante ¢ ou toute variable z constitue une s.r.s.

2. 51 Ny,---, N, est une s.r.s. et Ny— g4 N;, alors:

Ny,---, N, est une s.r.s. .

8. Si Ny,--+, N, est une s.r.s. , alors

(Az.Ny),--+,(Az.N,) est une s.r.s.
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4. SiMqy,---,M; et Nq,---, N, sont des s.r.s. , alors
(MiNy),-++,(M;Ny),- -, (MsN;) est une s.r.s. .

Lemme 28
S’il existe une preuve de M >M' de taille ppr et de N>N' de taille py, ot N est une
valeur, alors il existe une preuve de M[N/z}>>M'[N'/z] de taille < ppr + n(z, M )pn .

Preuve : Par induction lexicographique sur (par, M), selon la derniére régle appliquée:

(8,,) Alors M = (Ay.My)My, M' = M{[M}/y].
On a une preuve de taille pys, de My>>M{, une autre de taille ppg, de My>M; et
Py = pu, + n(y, Mi)pag, + 1.
Par une éventuelle a-conversion on peut supposer z # y.
Par hypothése d’induction, on sait qu’il existe une preuve de
M[N/z]>M{[N'/z], de taille < ppr, + n(z, M{)pnN,

et de My[N/z]>Mj[N'/z], de taille < ppr, + n(z, M3)pN, et le lemme 2 nous indique
que M,[N/z] est une valeur, d’oll en appliquant maintenant a ces deux prémisses la
régle B, , on obtient une preuve de

(Ay-M1[N/z]) My[N/z]> M [N’ [z][M3[N' /] /4],

formule qui, en vertu d’un lemme classique sur la commutation de la substitution ( on
peut supposer que y ne figure ni dans =, ni dans N'), n’est autre que

((Ay-M1)MR)[N/z]>M; [M;/y][N'/x]

et la taille p de cette preuve est donc telle que:

P < Py N/a) + (Y, Mi[N'/2])pay[nyz) + 1 y ne figurant pas dans N, il s’ensuit que
n(y, M{[N'/z]) = n(y, M;), et d’autre part:

PMy[N/<) S Pry + (2, M{)pn et pagyiN/2] < PM, + (2, M3)pn
d’ou

My + 'n(:v, M{)pN + n(ya M{)(pMz + ’n(.’l?, Mé)pN) +1
oM, +n(y, M{)pa, + 1+ n(z, M)pn + n(y, My)n(z, M3)py
pm + pn(n(z, M7) + n(y, My)n(z, My))

3
ihIA

remarquons enfin que:
n(z, M') = n(z, Mi[M3/y]) = n(z, M{) + n(y, M{)n(z, M),
et par conséquent p < ppr + pyn(z, M').

(p) M>M = M’ ( et ppr = 0). Ici s’impose l’inducfion sur M:
M =z #x M = ¢, c’est alors immédiat.

M = z, alors n(z, M) = 1, et c’est non moins immédiat puisque on a une preuve
de N> N' de taille py par hypothese.

M= (M1M2):“
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Par hypothése d’induction , on sait qu’il existe des preuves de M;[N/z]>>M;[N'/z] et
de M,[N/z]>M;[N'/z] de tailles respectivement plus petites que n(z, M7)pn et que
n(z, M2)pN.

D’ou, en réappliquant app on en déduit une preuve de taille plus petite que:
n(z, M1)pn + n(z, M2)pn = n(z, M)pn.

M = Xz.M;, on peut supposer z # z. Par hypothése d’induction il existe une
preuve de M [N/z]>>M;[N'/z] de taille plus petite que n(z, My)pn, et en réappliquant
la reg £, on en déduit une preuve de M>>M de taille plus petite que n(z, My)py =
n(a:,M I)pN .

() M = (Ay.My) et M' = (Ay.M]), on peut supposer y # z. Il existe par hypotheése
d’induction une preuve de M;[N/z]>M{[N'/z] de taille plus petite que

Py + n(z, M1)pN = par + n(z, M )py,
ce dont on déduit la preuve cherchée en réappliquant £.

(app) Alors M = (M; M3) et M' = (M]M3}).
Par hypotheése d’induction , il existe une preuve de
M[N/z]>>M{[N'/z], de taille < ppg, + n(z, M{)pN
et une de M,[N/z]>MJ[N'/z], de taille < par, + n(z, M})pN.
On en déduit donc une preuve de M[N/z]>M'[N'/z] de taille inférieure &
pum, + Pas, + (n(z, M{) + n(z, M3))pN = pumr + n(z, M )pn. a

A partir d’ici la démonstration diverge sensiblement de celle de Plotkin, puisqu’il devient
désormais nécessaire de tenir compte de la forme particuliere des termes que nous considérons
étre des valeurs.

Lemme 29 1. Si M>M\y.P' = M' posséde une preuve de taille pp, et si M n’est pas une
abstraction ( auquel cas M = Ay.P et P> P'), c’est-d-dire - comme il se voit aisément
- st M est une application, alors il existe P tel que M '-t)gh R=My.P>\y.P' =M, et
la preuve de R = Ay.P>Ay.P' = M' a une taille < pps.

2. SiM>Nj.NP{--- P, =M (§=w1,--+,yr, 1 2>0), posséde une preuve de taille pps,
ot N est une variable ou une constante, et si M n’est pas de la forme A\G.NPy - -- P,
alors il existe Py,-- -, P, tels que:

MZE , R=Aj.NP,---P,>Mj.NP|.--P. = M,
et la preuve de R>M' a une taille < ppy.

Remarquons en particulier que cette deuxiéme partie du lemme implique le fait suivant:

Si M>M', ol M’ est une valeur et M n’est pas une, alors il existe une valeur R telle que
M igh R>M' et pr < pMm.

En effet, les valeurs se trouvent &tre des termes qui sont de la forme Ay.NP;---P., o0 N
est une variable ou une constante.
Preuve : Montrons simultanément les deux points du lemme par une induction lexicogra-
phique sur (par, M):
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1 La derniére régle appliquée est nécessairement g, ,, d’ot:

M = (Az.My))My>M{[M}/z] = M,

sachant que M; est une valeur et que d’autre part M;>> M.

Alors M = (Az.Mq1)My— g, M1[M;/z] et d’autre part le lemme 28 nous fournit une
preuve de M;[M,/z]>>M{[M;/z] = M’ dont la taille est < pps. Si M;[M3/z] est une
abstraction alors il suffit de prendre R = M;[M;/z] et on a bien pr < par, sinon il suffit
d’appliquer I’hypothése d’induction pour trouver R de la forme requise et qui soit tel
que My[M;/z] i>gh R>M' et ainsi par transitivité M igh R>M' avec pr < pm-

2 11 va nous falloir distinguer plusieurs cas:

eSi M’ = A§j.NP{ .- - P! est une abstraction (c’est-a-dire si § n’est pas de dimension
nulle), alors différents cas se présentent:
osoit M n’est pas une abstraction, alors en appliquant le point 7 du lemme, on
trouve un terme @), tel que M i’»gh Q>M' avec pg < pym. Si @ est de la forme
requise (@ = A§.NP;---P,), il suffit de prendre R = @, sinon appliquons maintenant
le deuxiéme point du lemme & @), on trouve ainsi un terme R de la forme requise, tel
que M igh Q $gh R>M', pr < pp et qui par conséquent convient.
osoit M est une abstraction,i.e. M = Ay;.P. Alors, dans la preuve de M>M' on
a nécessairement appliqué la régle £ 4 la prémisse P>Ayy - -y, .NPj--- P, et pp = ppr.
P étant moins complexe que M et n’étant pas de la forme Ayy---y,.N Py - -+ P,,, on peut
lui appliquer ’hypothése d’induction sur le point 2 du lemme: il existe donc R’ tel que
P i;gh R'>Myy+--y,.NP|---P] avec prr < pp. Ul suffit dés lors de réappliquer la régle
&, pour vérifier que R = Ay;.R’ convient.
eSi M’ n’est pas une abstraction ,soit M’ = NPj---P.. Deux cas peuvent se
présenter:

oLa derniére régle appliquée est app.

Alors M = PQ et P>NP{---P/_;, Q> P!, P étant moins complexe que M et n’étant
pas de la forme NP, --- P,_,, on peut lui appliquer ’hypothése d’induction sur le point
2 du lemme:

il existe donc R’ = NP;---P,_; tel que P —i)gh R'>NP{-.-P!_,, tel que ppr < pp.
On en déduit que PQ '—tgh R'Q>NP|---P]_, P! (remarquer que dans la séquence
de réduction P i>gh R', aucun terme ne peut étre une abstraction, ce qui autorise a
appliquer la clause 2 de la définition de —41) et prig = pr' +pg < pP +pg = pm. Par
conséquent R = R'Q) convient

oLa derniére régle appliquée est 3.,. La résolution de ce cas est tout & fait
similaire a celle du point / du lemme. o

Remarque 14 Dans les deuz points du lemme précedent, on peut exiger que le terme R
recherché soit le premier terme rencontré dans la réduction gauche issue de M qui ait la
forme requise.

Preuve : 1l suffit de remarquer, en suivant la preuve du lemme précédent, que, si cette
propriété est exigée du terme R, elle se conserve a chaque pas de I'induction. a

Lemme 30 Si M>M'—M" et M # M’ alors il existe un terme P tel que M 5,

P>M" et pp < pum.
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(%) De plus, si M' n’est pas une abstraction alors que M" en est une, alors il n’y a aucune
abstraction précédant P dans la séquence de réduction M i>gh P.

Preuve : Par induction lexicographique sur (par, M), selon la derniére régle appliquée:

(Blp) Alors M = (Az.My)My>M{[M}/z] = M', My>M] My>Mj, M, étant une

valeur. Alors M — g, M1[M,/z].

esi M1[M;/z] = M', alors il suffit de poser P = M", puisqu’alors M — g M'— gy M".
A supposer en outre que M’ n’est pas une abstraction, le point (*) s’ensuit immédiate-
ment.

osi M1[Mz/z] # M', alors d’apreés le lemme 28, il existe une preuve de M;[Ms/z]>
M]{[M}/z] = M’ dont la taille est plus petite que pas, +n(x, M{)par,, et donc strictement
plus petite que par = par, +n(z, M{)pm, +1. 11 s’ensuit par hypothése d’induction qu’il
existe P tel que M = (Am.Ml)MzeghMl[Mz/:c] igh P>M", ce P convient. (*)
s’ensuit alors de Phypothése d’induction sur ce méme point (*) et du fait qu’on ne
rajoute dans la séquence que le terme M, qui n’est pas une abstraction.

(p) ce cas est impossible puisque M # M'.

(€) Alors M = (Az.M;)>(Az.M}) = M'. Par conséquent M" = (Az.MJ'), et d’autre part
My>M{— g M{ avec My # M{. Par hypothése d’induction sur M cette fois, il existe P

tel que M i)_qh P> My et pp, < ppr,. 1 suffit d’appliquer € pour conclure (remarquer
PP = PP, < PM; = PM)-

(app) Ici M = MyMy>M{M} = M’, on dispose d’une preuve de M;>>M] de taille ppy, et
PM = PM; + PM,-
Analysons la preuve de M'—,, M":

o M'— g, M" 1ésulte de la clause 1.
Dans ce cas M’ = (Az.M3)My— g M3[M3/z] = M", et Mj est une valeur et
M;>(Az.M3) deux cas:
oM; est une abstraction: M; = (Az.M3).

Alors il est facile de constater que M3>> M}. Deux cas se distinguent:

oM, n’est pas une valeur. Alors, par le lemme 29, il existe une valeur
R,, telle que M, i’»gh R2>> MY et qui est la premiére valeur rencontrée dans la
séquence de réduction M, i)gh Ry. D’ou (Az.M3)M, j:)gh (Az.M3)Ry>M", avec
P(rz.M3)R;, < PM. Il ne reste plus qu’a appliquer I’hypothese d’induction pour trou-
ver P. Pour satisfaire (%), il suffit de remarquer que la séquence (Az.M3)M; igh
(Az.M3)R; ne contient aucune abstraction.

oM, est une valeur. Par le lemme 28, on a:

M = (Az.M3)My— g1, M3[ M3 /x> M3 M3 /2] = M"

et il suffit de prendre P = M3s[M,/z]. () est alors évidente.

oM; n’est pas une abstraction. On a Mi>Az.M4, d’ol par le lemme 29,
il existe R = Az.R' tel que M, i’yh R>\z. M} avec pr < pum,- De plus la
remarque précedente permet d’affirmer que parmi les termes de la séquence de
réduction M, 5 gh R, seul R est une abstraction, ce qui nous autorise a en déduire



54 Chap. IV TYPAGE

maintenant que M; M, i)_qh RM;. Remarquons que RMy>>M' et que pry, <
PM, ce qui par hypothese d’induction garantit I’existence d’un terme P tel que
RM; 5, P>M?" et on constate par transitivité que P convient. (x) résulte alors
du fait que M, M, i’gh R M, est une séquence qui ne comporte aucune abstraction.
¢Si M'— , M" résulte de la clause 2, alors on a M’ = M{M;—,, M{'Mj = M" avec
M{—gnM{, M] n’¢tant pas une abstraction. Alors les prémisses des régles appli-
quées nous disent que M;>M{—,, M{'. On peut ainsi appliquer ’hypothése d’in-
duction puisque pps, < papr et que My est moins complexe que M. 1l existe donc
P; tel que M, —tgh P;>M{. Or on peut supposer qu’il n’y a pas d’abstraction
précédant P; dans la séquence M, 5 gh P1, puisque, soitM{' n’est pas une abstrac-

tion, auquel cas c’est évident, soit My est une abstraction, et c’est précisément
Phypothése d’induction faite sur le point (*).

Ce dont nous déduisons que My Mz 5, PLMy> MM} = M" et il suffit de poser
P = P, M3 pour conclure.

oSi M'— 4, M" résulte dela clause 3, alors: M' = M{Mj— MMy = M", M}j— g, MY,
M} n’étant pas une valeur, M{ = Ay.Mj.
Les prémisses des régles appliquées nous disent cette fois que Ma>>Mj— M7 et
d’autre part que M;>Ay.M;3. Par le lemme 29, il existe donc Ry = Ay.R3 tel
que M, 1>gh Ri>Ay.M3, avec Pr, < Pp, et Ry étant la premiére abstraction
rencontrée dans la séquence M; —"—39;, R;, et par hypothése d’induction il existe
R, tel que M, igh R2> M3/, et comme M n’est pas une valeur, il n’y a aucune
valeur dans la séquence M, i)gh R,. D'ou:
M = MyM; 5, (\y.Rs)My 505 (Ay.Ra)Ry> M MY = M”,
et on peut donc poser R = (Ay.R3)R3. () est évidente. a

Lemme 31 Si My,---, M; est une s.r.s. et M>M,, alors il existe une s.r.s. Ny,---,Ng
avec Ny = M et Ny = M;.

Preuve : Par une induction lexicographique sur (7, ppr, M) et selon la derniére régle appliquée
pour dériver M > M;:

(Blp) Alors M = (Az.P)Py, My = P{[P;/z], P, est une valeur et P;>>P]. M—,,P\[P;/x],
ce dont on par le 1¢mme 28 Py[P;/z]>P{[P;/z] = M, avec pp (p,/z] < PM, d’ott par
hypothése d’induction sur pyy, il existe une s.r.s. Ry,---,R; avec Ry = Py[P;/z] et
R; = M;. Mais comme M — Ry, M, Ry,- -+, R; est une s.r.s. qui convient.

(p) Ce cas est immédiat.

(&) Alors M = (Az.P), My = (Az.P1), P> P;. En examinant la derniére régle appliquée pour
montrer que My, -+, M; est une s.r.s. , on constate que M; = (Az.P;) pour 1 <i < j,

et que Py, --, P; est une s.r.s. Par hypothése d’induction sur M, il existe une s.r.s.
@1, +, @k, telle que Q1 = P et Qi = P; et il apparait quelas.r.s. (Az.Q1),*+,(Az.Q%)
convient.

(app) Alors M = PQ, My = PyQ1, P> P;, @>Q;. Deux cas apparaissent selon la derniére
régle appliquée pour montrer que My, - -, M; est une s.r.s. .
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oSi c’est la clause 2, alors M >My— 4, My et My,---, M; est une s.r.s. Par le lemme
30, il existe P tel que M i)gh P> M,;. Par hypothése d’induction sur j, il existe

une s.r.s. dont les extremes sont P et M;. Comme M ‘tgh P, appliquer plusieurs
fois la clause 2 montre qu’il existe une s.r.s. dont les extrémes sont M et M;.

oSi c’est la régle 4. Alors j=r+s—1et
Ml, ‘e ’MJ = (PIQI), N (PsQl), ' (PsQ'r)7 P>>P1, Q>>Q1 Pl, %y Ps et Qla y Q'n
étant des s.r.s. , Par hypothése d’induction il existe deux s.r.s. P = Pj,---, P/, =
Pyet Q = Q4,---,QL = @, et il suffit maintenant de réappliquer la clause 4. o

Théoréme 8 (théoréme de standardisation) Ay - M 1>ﬁ”h N si et seulement si il existe
une s.1.8. My,---, M; telle que My = M et M; = N.

Preuve : Une s.r.s. est en particulier une séquence de réduction par —g,,, ce dont s’ensuit
I'une des implications.

Réciproquement, si A,y H M —*m‘,h N, par le lemme 27 il existe Py,---, P, tels que
Py>»--->P,,M = P, et N = P,. Montrons alors le résultat cherché par induction sur n. Si
n = 1, alors il est facile de voir que M = N constitue une s.r.s. , sinon il existe par hypothése
d’induction une s.r.s. @1, -,@Qy avec @1 = P et @, = P,,. Comme M > P;, il ne reste
plus qu’appliquer le lemme 31. o

Corollaire 1 A\, F M—p,, N, ou N est une valeur, si et seulement si il existe une valeur
N’ telle que M 5, N'.

Preuve : Si M 5,5 N, ot N est une valeur, alors Ay, - M—g,, N et cela conclut 'une
des implications. Pour P’autre, remarquons que si A,z - M —g,, N, alors par le théoréme de
standardisation, il existe une s.r.s. My, -+, M; telle que M; = M et M; = N. Soit N’ la
premiére valeur rencontrée dans cette séquence. Il reste a vérifier que le début de cette s.r.s.
jusqu’a N’ consiste en une séquence de réduction gauche. Supposons que ce ne-soit pas le
cas, alors il y aurait un rédex de téte qui n’aurait pas été réduit, celui-ci ne pourrait plus
étre réduit par la suite et par conséquent tous les termes ultérieurs possederaient un rédex
de téte, ce qui est contradictoire. a

4.4 Quelques rappels sur le )\,-calcul

Dans le A,- calcul, la réduction gauche consiste a réduire le rédex par valeur le plus & gauche
dans un terme.

Plotkin a montré la proposition suivante, dont notre corollaire 1 est la contrepartie pour
le Ayp-calcul, et qui est de méme un corollaire immédiat de son théoréeme de standardisation:

Proposition 3 il existe une valeur N telle que M A N si et seulement si il existe une valeur
N’ telle que M =, N'.

Si M vérifie la deuxiéme propriété, il sera dit réductible a une valeur. La proposition énonce
donc que tout terme égalisable & une valeur est réductible a une valeur.

Nous rappelons que la proposition suivante vaut aussi pour les deux calculs (pour Ayp,
c’est la proposition 6):

Proposition 4 Soit V l’ensemble des valeurs. AlorsVP,Q € V P[Q/z] € V.

A partir de maitenant, sauf précision, ce que nous faisons vaut pour les deux calculs.



56 Chap. IV TYPAGE

Proposition 5 Soit N l’ensemble des termes réductibles ¢ une valeur.

AlorsVP,Q e N P[Q/z] e N.

Preuve : Le théoreme 28 pour le A, p-calcul et un théoréme qui est son homologue pour le
Ap-calcul montrent que, si P S5, P/ et Q@ Sg, Q', alors P[Q/z] 54, P'[Q'/z], puisque, de
méme que dans le A-calcul, la cloture transitive de la réduction paralléle est égale a celle de
—g,. i choisissons P/,Q" € V, P'[Q'/z] € V s’ensuit de la proposition précédente et par
conséquent P[Q/z] € N.

Lemme 32 Si P[Q/z] XE V alors P €V

Preuve : Par absurde: Pour le A,-calcul:

Si P n’était pas une valeur, alors P serait une application et il en irait de méme pour
P[Q/z].

Pour le Ayp-calcul:

Si P n’était pas une valeur, alors P serait de la forme Azy..z,,.M M;..M,, avec r > 1 ol
M serait une variable libre y, une constante ou une abstraction. Il est évident dans les deux
derniers cas, et dans le premier si y # z, qu’il en irait de méme pour P[Q/z] qui ne saurait
appartenir a V, d’ou contradiction.

Si M = z, c’est évident aussi sauf si @} est une application. Mais alors @ s’écrit @1..Q,
ou @1 n’est pas une application. Il en ressort que P[Q/z] = A\21..2,.Q1..QnM1.. M, et Q; ne
saurait bien évidemment pas étre une variable liée dans ce terme, d’ou P[Q/z] € V. a]

4.5 Le systéme Dx

Nous allons construire un systéme de types qui va nous permettre de caractériser les termes
réductibles 3 une valeur. Ce systéme est voisin du systéme D introduit par Coppo et M.
Dezani-Ciancaglini (¢f [Coppo et alt.78] et voir aussi [Krivine 90]) qui a constitué notre source
d’inspiration. Ce dernier sert i typer les termes normalisables du A-calcul. Nous considérons
indifféremment A, ou A,;. Un résultat similaire pour le A,-calcul a été démontré par des
techniques sémantiques par L.Egidi, F.Honsell, S.Ronchi della Rocca (cf [Egidi& alt.91]). La
démonstration suit celle de Coppo et M. Dezani-Ciancaglini, mais il faut évidlemment adapter
la notion d’ensemble saturé et le théréme de standardisation s’avere ici capital. Il est & noter
également que c’est le fait que I'interpretation de tout type est non vide qui permet d’assurer
que les termes typables sont réductibles 3 une valeur. Le lemme 38 représente la complication
essentielle de la réciproque.
Les types sont les formules construites avec:

une constante %, représentant le type des valeurs;

des variables X,Y,..;

les connecteurs — et A .

Une déclaration de variable est, par définition, un couple (z, A), olt « est une variable du
Ay-calcul et A un type; elle sera notée z : A.

Un contexte I' est un ensemble fini (éventuellement vide) de déclarations de variables
distinctes.

I,z : A représente le contexte I' augmenté de la déclaration = : A.

Etant donnés M un terme du A-calcul, A un type et I un contexte, on définit les regles
qui permettent de dériver le jugement “t est de type A dans le contexte I'” (jugement que
l’on notera I' F ¢ : A ou simplement ¢ : A si I' est vide) comme suit:

!
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(var) z variable (app) TFM:A—- B THFN:A
T,z:AFz:4 PP TFMN:B

(abs) Fz:A+M:B (A '+M:A THM:B
T'tXxz.M:A—- B T''FM:AAB

TEM:AANB TFM:AAB
TFM: A (\E2) — 3778

Les derniéres régles vont légérement différer selon que ’on considére le A,-calcul ou le
Aup-calcul:
Pour le A,-calcul:

(AE1)

(1) z n’est pas déclaré dans T’
! F'Fz:«

(+2) M constante ou abstraction
2 THFM:*

Pour le Ay,-calcul:

(1) z n’est pas déclaré dans T’
! Thaz:*

( ) ¢ est une constante
2 Thre:x*

r>0etn>1
AN Yn W M. .M, 2 %

(a) 5

(4) THN %
YV TF My N o %

Remarque 15 Si M € V alors T'+ M : x sauf dans les cas suivant:

pour le Ay-calcul, lorsque M =z etz € T.

pour le Ayp-calcul, lorsque M = Ayy..5,.¢ et z € T.

Néanmoins, on constate que toutes les valeurs peuvent étre typées dans un certain contexte
par l'une des régles x et notamment dans le contexte vide.
4.6 Les termes typables sont réductibles a une valeur
Etant donnés deux parties X' et ) de A, on définit la partie notée X — Y comme suit:
ueEX ->YaVieX (ute)

Une partie A" de A sera dite saturée si, pour tout terme N réductible & une valeur et pour
tous termes P, Ny, .., N, on a:

P[N/z)Ny..N, € X => (Az.P)NNy..N,, € X.
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L’intersection de deux parties saturées est également saturée.
Rappelons que N représente ’ensemble des termes réductibles & une valeur.

Proposition 6 N est saturé.

Preuve: Si N est réductible a une valeur V, alors par la proposition 5:
Ay(resp.Agp) b (Az.P)NN1..N,, = (Az.P)VN;y..N,

P[V/z]V Ny..N,
= P|N/z]NNy..N,

Donc si P[N/z]N N1..N,, € N, il est égal une valeur et (Az.P)N N1..N,, D’est aussi. La
proposition 3 montre alors que (Az.P)NNy..N, € N a

Proposition 7 Si Y est saturée alors X — Y est saturée

Preuve : Supposons que (M[N/z])N1..N, € X — Y, ol N est réductible & une valeur.
Si P € X, alors (M[N/z])N1.N,P € ), donc (Az.M)NN;..N,P € Y et par conséquent
(Az2. M)NNy.N, e X - ). g

Proposition 8 SiY C N alors ¥ — Y C N.

Preuve : Soient t et u tels que ut € A/. Ceci implique que la réduction gauche de u se termine
et forcément sur une abstraction et le résultat est donc évident s’agissant du A,-calcul. Pour le
Avh-calcul: si ut a une forme normale de téte alors il en va de méme pour u (c’est vrai dans le
A-calcul et a fortiori dans le Ayp-calcul) et celle-ci s’obtient par réduction gauche. Supposons
que u soit indéfini, c’est-a-dire ne soit pas une valeur, alors 4 = Azy..2,.2M1..M, ol z est
une variable libre et » > 1,7 > 0, le cas n = 0 est impossible et ¢ doit étre réductible 3 une
valeur t', par conséquent ut se réduit 3 gauche par valeur en Azy..z,.2Mq[t'/z1].. M, [t [24]
qui n’est pas réductible a une valeur, d’ott contradiction. o

Nous allons maintenant définir interprétation [A] d’un type A, comme un sous-ensemble
saturé de N, par induction sur le type A:

si A = % ousi A= X (variable de type), alors [A] = N/;
si A= B — C,alors [A] = [B] — [C];
si A= B AC,alors [A] = [B] n [C].
Lemme 33 Pour tout type A, [A] C N et [A] est saturée.
Preuve : Induction immédiate sur la complexité du type en utilisant la proposition 8. a

Lemme 34 Soit ¢ une constante. Pour tout type A, IngVm > ng Cp = Azy1..2,.c € [A].
En particulier pour tout type A, [A] # 0.

Par induction sur le type A:
A= X ou A = x: il suffit de prendre n4 = 0.

Si A = B — C alors par hypothése d’induction np et n¢ existent. Pour tout ¢t € [B],t e N
et donc (AZ1..Zp.c)t se réduit & gauche en (Azz..z,,.¢) qui est dans [C] pourvu que
m > nc + 1. Par conséquent, par définition, Az;..zpn.c € [B — C]lpour m > ng+1=
n4.
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Si A= B AC: il suffit de prendre ng = sup(ng,nc). o

Lemme 35 Lemme d’adéquation Sizi : A1,..,2n: An b M : A et Ny € [A1], .., N, € [4,]
alors M[Ny/z1, .., Nu/z,) € [A].

Par induction sur la preuve de z7 : Ay,..,2,: Ay b M : A, selon la derniére regle utilisée:
Si c’est la régle var, alors A = A; et M[Ny/zy,..,No/z,] = N; et on a bien N; € [A;].

Si c’est la regle abs, alors A = B — C et M = Az.P et on peut supposer modulo a-
conversion que z n’est pas une variable libre de N;. Par hypothése d’induction, on a
P|Q/z, Ny/z1,.., No/zs] quelque soit @ € [B]. L’hypothése faite sur = permet de
voir que P[Q/z,Ni/z1,..,Npfzn} = P[Nyi/z1,.., Np/2,)[@Q/z]. Comme Q € N et
que [C] est saturée, on en déduit VQ € [B](Az.P[N1/z1,..,Nn/z,])Q € [C], A0t
(Az.P)[N1/21,.., Npfzy) € [B] = [C] = [A])

Si c’est la regle app, alors M = PQ, P étant de type B — A et ) de type B. Par hypo-
thése d’induction P[Ny/zq,..,Nn/xy) € [B] — [A4] et Q[N1/z1, .., Nu/z,] € [B], d’olt
PQ[N1/(I:1, "’Nn/m'n] € [AB

Si c’est la régle A |, alors A = B AC, alors par hypothése d’induction M[Ny/zq,.., N,/2,] €
[B1n[C] = [A]

Si c’est la régle A E1 ou la régle A E2, hypothése d’induction donne immédiatement le
résultat, puisque [A A B] = [B A A] C [A].

Pour le A,-calcul:

Si c’est la régle #1, Alors M = z et A = % et il s’agit de voir que z;{N1/z1,..,Nn/2,] =z €
[*], ce qui est évident puisque [+} = N.

Si c’est la régle #, alors M est nécessairement une abstraction ou une constante. Mais alors,
il en va de méme pour M[Ny/z1,.., Npn/z,] qui est donc un terme de N =-«].

Pour le A p-calcul:

Si c’est 'une des regles *; ou #3, le raisonnement est le méme que pour la régle *; dans le
cas du A,-calcul.

Si c’est la régle #3 alors M = Ayy..yn.91 M1..M,., d’ou
M[Nl/:vl, . Nn/:vn] = Ayl..yn.ylMl[Nl/:cl, . Nn/fbn]..Mr[Nl/.’Bl, . Nn/a;n]
est donc un terme de A = [], puisque c’est une valeur.

Si c’est la régle %4, alors M = Ay;..y,.N (aucune des variable y; n’etant libre dans N)
et Phypi nous dit que N[Ny/zy,..,Nn/z,] € [+] = N, d’ott M[Ny/z1,..,Np/20] =
AY1--Yn.N[N1/21, .., Nuf2,] €N = [+]. a

Théoreme 9 Si M est un terme clos typable dans D+ou encore si M est typable dans le
contexte vide, alors M est réductible a une valeur.

Preuve : Soit z; : Ay,..,2, : A, F M : A. Nous avons vu que l'interprétation de tout type
est non vide, appliquons le lemme d’adéquation 4 des N; quelconques choisis dans [4;]. On
en déduit M € [A], dou M e N. o
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4.7 Les termes réductibles 4 une valeur sont typables

Proposition 9 Soient I' un contexte et z1,..,z, des variables non déclarées dans T'.
StT,zy : A1,y : A W M : A et siT F N; ¢ A;, pour 1 <1 < n, alorsT +
M[N1/z1,..,Np/z,] ¢ A.

Preuve : Par induction sur la preuve de I', z1 : Ay,..,2,: Ay F M : A:

Si c’est la régle var, alors soit M = z;, auquel cas c’est immédiat, soit M = y, M # z;, et
alors y : A est déclarée dans I et var donne le résultat.

Pour le A,-calcul:

Si c’est la régle *;, alors M = z et M[Ny/zy,.., Ny/z,] = « et alors la conclusion n’est autre
que ’hypotheése faite sur N;, soit M # z, la conclusion s’obtient en appliquant la regle
*1.

Si c’est la régle x5, M est une abstraction ou une constante et évidemment il en est de méme
pour M[Ny/z1,.., Ny/z,). On conclut en lui appliquant la régle *,.

Pour le A p-calcul:

Si c’est la régle x;, M = z et M[Ny/z1,.., Nn/2,] = . Or par hypothése I' F N; : %, la
conclusion s’obtient en appliquant la régle *;.

Si c’est la régle 3, M = ¢, ¢ étant une constante, donc M[Ny/z1,.., No/zn] = M, on conclut
par une application de la regle *;.

Si c’est la régle 3, M = Ayy..yn.v1 M1..M,, d’ou
M[Nl/:vl, .ey Nn/a:n] = /\yl..yn.ylMl[Nl/xl, .oy Nn/mn]..M,-[Nl/:El, ooy Nn/fl)n],
on conclut en appliquant la régle *3.

Dans les autres cas ( en particulier pour *4) appliquer ’hypothése d’induction aux prémisses
de la régle, puis réappliquer cette derniére. o

Un type est dit premier s’il n’est pas une conjonction. Tout type est une conjonction de types
premiers qui seront dits les facteurs premiers de ce type.

Lemme 36 SiT F Az.P : A, ou A est un type premier # x, alors A= B — C etT',z: B+
P:C.

Preuve : La premiere fois que 'on a ' - Az.P : A’ avec A facteur premier de A’ dans la
preuve de T' - Az.P : A, on a appliqué une régle qui ne peut étre que abs, d’od A= A’. o

Lemme 37 SiT'H MN : A, ot A est un type premier, alorsT'H M : B — A’ avec A facteur
premier de A" e¢T' - N : B.

Preuve : La premiére fois que 'on a I' F M N : A’ avec A facteur premier de A’ dans la
preuve de I' - M N : A, on a appliqué une régle qui ne peut &tre que app, d’ott le résultat. a

Lemme 38 1. Sizy:Ay,z9: Agy...,2nt Ay b M : A alors

21: A1 ANB,z9: Ay,...,2,: A F M Al
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2. Sixy: Ay, 29:Ag,..., 20t A F M : A alors
21:AiABy, 23 : A3 A By, ...,z A, AB, - M : A.

3. SiTky:Aetyd{zihici<n alors
F,zy: Ay, .,2,: A byt Al
Preuve :

1. Par une induction sur la preuve du typage.
2. résulte directement du point précédent.

3. La derniére régle appliquée pour dériver I' + y : A est soit var, et alors on dérive
I'yzy : Ay, ..,z : Ay b y 1 A par cette méme regle , soit *; et ’hypothése faite sur y
permet a nouveau d’appliquer *; pour obtenir le résultat. a

Proposition 10 Soient I' un contexte et z1,..,%, des variables non déclarées dans T'. S
I' - M[Ny/21,..,Nufz,] : A et siles N; sont typables dans T' pour 1 < i < n, alors il existe
des types A; tels que T'F N; : A; et T,y : Ay, sz A F M A

Preuve : D’abord par induction sur la taille de M, puis sur le type A.

Eliminons en premier lieu le cas ot A = B A C, alors I' v M[Ny/z1,..,N,/z,] : B
etl' H M[N1/z1,..,Np/zy,] : C et par hypothése d’induction il existe des types B; et C; tels
que ' N; : B;et ' N; : C;. Posons A; = B; A C;. Le point 2 du lemme 38 permet alors
de voir que TI',z1 : Ay,.., 2, : Ap b M :BetT',zy: Ay,..,2,: Ay F M : C, il suffit dés lors
d’appliquer la régle Al.

Nous pouvons dés lors supposer que A est un type premier. Examinons les formes possibles
de M:

Si M = z;, alors N; = M[Ny/z1,.., Nn/z,] est de type A dans T' et on peut donc prendre
Ai=AetT,zy: Ay,..,2,: Ay F z; : A résulte de la regle var.

Si M =y # z; ou ¢ (constante), pour 1 < i < n, alors on peut choisir A; quelconque. On
conclut par le lemme 38.

Si M = Ay.P, alors d’aprés le lemme 36, soit A = #, soit A = B - C et I',y: B |
P[Nl/:vl,..,Nn/(l:n] :C.

Si A = *, on conclut par la régle *; dans le cas du A,-calcul.

Dans le cas du Ayp-calcul, remarquons tout d’abord que la premiere fois que I’on ren-
contre I' b M[Ny/zy,..,N,/xy,) + A" avec * facteur premier de A’ dans la preuve de
I'+ M[Ny/z1,..,Npn/2ys] : %, on ne peut avoir appliqué que 'une des régles *3 ou *4,
d’ou A’ = xet T+ M[Ny/z1,.., Np/z,] : * résulte donc de I’une de ces régles . On peut
éliminer le cas de la régle 4 qui se résout en appliquant I’hypothése d’induction a la
prémisse de la régle, puis en réappliquant cette derniere.

Reste le cas ot on a appliqué la régle *3. Alors, en posant ¥ = y, M[Ny1/z1,.., Np/2y)
est de la forme Ayy..yr.y1 My..M,, et M est nécessairement aussi de cette méme forme,
on peut donc choisir les A; quelconques et ', z; : Ay,..,z, : A, b M : % s’obtient par
*3.

Si A # *, par hypothése d’induction il existe des types A; telsque ',y : B+ N; : A;
et I'y:B,z;: Ay,..,zn : Ay b P : C, comme on peut supposer, par alpha-conversion,
que y n’est pas une variable libre de N;, la proposition 9 montre que I' - N; : A;. 1l
suffit maintenant de réappliquer la régle abs pour conclure.
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Si M = PQ, d’aprés le lemme 36, T' - Q[Ny/zq,.., Np/2,) : B et T + P[N1/zy,..,Np/20] ¢
B — A’, ou A’ est un facteur premier de A. Par hypothése d’induction il existe Af, AY
tels que :

TFN;:AletT,2qy: A,z ALFQ:B
T'FN;:A'etTyzy: A, .y2n: Al FP:B— A

D’ou en posant A; = A: A AY, le point & du lemme 38 montre que ' + N; : A;,
Tzt Ay, ozt Ay FQ i Bet que I'yzq: Ay, .yzn: Ay B P2 B — A, et il ne reste
plus qu’a appliquer abs puis Al. a

Corollaire 2 SiT F M[N/z]: A et si N est typable dans T, alors T+ (Az.M)N : A.

Preuve : Appliquer la proposition précédente, puis abs. o

Corollaire 3 SiT'F M[N/z]Ny---N,, : A et st N et si les N; sont typables dans T, alors
T+ (Az.M)NNy---N, : A.

Preuve : Par induction sur n. C’est le corollaire précédent si n = 0, sinon:
Si A est pas premier, alors le lemme 37 permet alors de déduire que

't (Az.M)NN;y---N,_1:B— A" et T+ N, : B,

d’otu par app:
T+ (Az.M)NNy---N,: A,
ce dont on déduit aisément le résultat.
Si A n’est pas premier alors A = Aj A...A A,, alors T' + M[N/z]N;y--- N, : A;, pour
chaque 7, d’ou T F (A2.M)NN;---N, : A; et il ne reste plus alors qu’appliquer la régle Al
autant de fois que nécessaire. o

Corollaire 4 SiT + Azq -2, .M[N/z]Ny---N, : A et si N et les N; sont typables dans T',
alors

TFAzy - T (M. M)NNy---N,, : A,

Preuve : Par induction sur m: Si m = 0, c’est le corollaire précédent, sinon:
Si A est premier. Par le lemme 36 A =B — C et

I'yzy: Bt Azg -+ 2. M[N/z)Ny---N,, : C,
d’ol, par hypothése d’induction :
I''zy: BF Azg -+ 2 (Az. M )Ny - Ny, : C,

il ne reste plus qu’ & appliquer abs.
Si A n’est pas premier, on raisonne comme dans le corollaire précédent. a

Théoréme 10 Si M est un terme réductible a une valeur alors M est typable dans le contexte
vide.

Preuve: Par la proposition 3, nous savons que M se réduit & gauche en une valeur et nous
allons donc raisonner par induction sur la longueur de cette réduction et prouver de plus que
siM—, MetTHM :AalorsTHM : A:

Si celle-ci est nulle, alors M € V et il suffit d’appliquer I'une des régles *.

Si cette longueur est non nulle:
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Pour le A,-calcul, considérons le terme M’ dans lequel M se réduit & gauche en une étape
(M est alors de la forme (Az.P)N Ny...N,). Deux cas sont alors & distinguer:

Si N est une valeur alors M’ = P[N/z]Ny...N,. Par hypothése d’induction M’ est
typable - ainsi que N et les N; - de type * dans le contexte vide. Il ne reste plus qu’a
appliquer le corollaire 3.

Si N n’est pas une valeur, alors N —;, N’ et M’ = (Az.P)N’N;..N,,. Par hypothé-
se d’induction M’ est typable de type A dans le contexte vide, de méme que N’ et les
termes N;. La proposition 10 montre qu’il existe alors un type B tel que - N’ : B avec
y:BF (Az.P)yNy..N,, : A. L’hypothése d’induction montre que + N : B et il ne reste
plus qu’a appliquer la proposition 9.

Pour le A,p-calcul, le raisonnement est le méme, si ce n’est qu’il faut utiliser cette fois le
corollaire 4. a

1l en ressort que les termes réductibles a une valeur sont exactement les termes typables

( ou encore de type %) dans le contexte vide.

4.8 Caractérisation des termes égaux a une valeur dans le
Ap-calcul

Le but de cette section est de montrer comment on peut caractériser les termes égaux a une
valeur par 'intermédiaire du systéme de type Dx.

Definition 20 A tout terme M € Ap on peut associer inductivement un terme cod(M) € A
de la fagon suivante:

cod(z) = =,
cod(c) = ¢,
cod(PQ) = cod(P)cod(Q),
cod(P[Q) = (Az.cod(P))cod(Q), ot z est une nouvelle variable,
cod(Az.P) = Az.cod(P).

Remarque 16 On vérifie aisément que Ay - M = cod(M).
Lemme 39 Soient P,Q € Ap, alors cod(P[Q/z]) = cod(P)[cod(Q)/z].
Preuve : Par une induction immédiate sur P. o

Definition 21 La relation binaire ~ sur les termes de A® considérés modulo )\, se définit
comme suit: M ~ N &V contezte clos C[ ],C[M] <= C[N]}

R.Pino.Pérez a montré dans [Pino 91} ( voir aussi [Pino 92]) le résultat suivant qui s’avérera
fort utile pour la démonstration du lemme suivant:

M~N<%® (VP ,P, €A, MPy---P, )< NP,---P, |)).
Remarque 17 Si M ~ N alors pour tout contexte clos C[ ], C[M] ~ C[N].

Preuve: C’est évident, puisque si D[ ] est un contexte clos, D[C[ ]] en est un aussi, d’ou

D[C[M]]§ <= DI[C[N]}4. a
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Lemme 40 [Pino?]
Soient M et N € A°.
SidApF M =N, ou N est égal a une valeur, alors cod(M) ~ cod(N).

Preuve: Prouvons ce résultat par induction sur la taille » de la preuve de A\, - M = N:
Sim =0, c’est un axiome, soit I’un des cas suivants:

(p) et M = N et c’est trivial.

(Bp) A\p b M = (A2.P)Q = P[Q/][Q = N: cod((Az.P)Q) = (\z.cod(P))cod(Q), et donc,
si cod((Az.P)Q)P,---P, |, alors cod(Q) |, et par conséquent, en vertu du lemme
39 et par fy-réduction, A, F cod((Az.P)Q)P;---P, = cod(P)[cod(Q)/z|P,--- P, =
cod(P[Q/z][Q)P1 -+ Py, d’0ou cod((Az.P)Q) ~ cod(P[Q/z][Q).

Si on rajoute a A, la regle (np):

(np) A\p b M = (Az.Pz)[P=Xz.P=N.

Puisque N est égal a une valeur, il s’ensuit que P 1’est aussi, d’ou:

Ay b cod((Az.P)[P) = (Az.Az.cod(P))cod(P) = A\z.cod(P)

Sinon, examinons la derniére régle appliquée :

La régle de symétrie (o) et la régle de transitivité (7) sont immédiates par hypothese d’in-
duction .

(W) AMpFP=Q = Ay F M =PR=QR= N: []cod(R) est un contexte clos, et il suffit
d’appliquer ’hypotheése d’induction et la remarque 17.

¥) A FP=Q = ApF M =PR=QR= N: analogue au cas précédent.

(¢) immédiat par hypothese d’induction .

MANpEP=Q = M FM=PR=CQ[R = N: cod(P[R) = (Az.cod(P))cod(R),
si cod(P[R)P; --- P, |, alors cod(R) |}, d’ou cod(P[R)P;---P, = cod(P)P,---P, et

donc, puisque par hypothése d’induction cod(P) ~ cod(Q), on a cod(Q)P; - - P, |, d’ol
cod(P[R) ~ cod(Q[R).

()M FP=Q =N FM=R[P=R[Q = N: (Ax.cod(R))[] est un contexte clos, et il
suffit d’appliquer ’hypothése d’induction et la remarque 17.

Théoréme 11 Soit M € Ap°,
(M est égal a une valeur dans le A,-calcul.)

=

(cod(M) est égal ( ou réductible) a une valeur dans le \,-calcul.)

2En fait, R.Pino Pérez a montré un résultat plus fort puisqu’il montre ce résultat pour tous M et N € Ap.
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(=) 1l est immédiat de s’assurer que cod(N) est une valeur lorsque N est une valeur et
donc cod(N) {}. Or, d’aprés le lemme 40, cod(M) ~ cod(N). [] est un contexte clos, et donc
on déduit par la definition de ~ que cod(M) |}, et donc cod(M) est réductible & une valeur
dans le \,-calcul.

(<) Si cod(M) est réductible en une valeur dans le A,-calcul, alors M Dest dans le Ap,-
calcul, puisque d’une part,toute égalité prouvable dans A, 1’est aussi dans A,, toute valeur de
Ay étant une valeur de A, et que d’autre part A, F M = cod(M). o

Corollaire 5 Soit M € Ap°,
(M est égal ¢ une valeur dans le Ap-calcul.)

&
(cod(M) est typable dans le systéme Dx)

Il est vraisemblable que le théoréme 11 puisse se conserver si ’on remplace “M est égal a
une valeur dans le Aj-calcul” par “M est réductible & une valeur dans le A,-calcul”. En effet
la réduction de cod(M) en une valeur dans A, semble pouvoir se relever en une réduction de
M en une valeur dans Ay, mais la démonstration doit étre assez technique.

4.9 Caractérisation des termes clos (fortement) normalis-
ables de ),

Le but de cette partie est de montrer que dans Ay, un terme clos est normalisable si et
seulement si il est fortement normalisable et que c’est équivalent au fait que cod(M) soit
typable dans le systéme D*. Comme tout terme de A, est un terme de Ap, et que nous
avons vu que cette propriété caractérise les termes égalisables 3 une valeur et que d’autre
part la restriction de T'[ & A, n’est autre que Tre;.

Nous allons tout d’abord introduire des variantes du A,-calcul, le Ay-calcul (le A,-calcul
paresseux (ou lazy)) et le A,i4-calcul (dont l'intérét est sa parenté avec le Ay-calcul), et
montrer notamment que dans la premiére de ces deux variantes les termes clos normalisables
et fortement normalisables coincident, puis montrer que tout terme A,-fortement normalisable
est Ay4-fortement normalisable, avant d’en déduire la propriété annoncée pour Ay.

le Ay-calcul est le A,-calcul moins la régle (§). Le Ay-calcul se définit ainsi par le systéme
formel constitué par les régles suivantes:

(@) (Az.M) = (Ay.M[y/z]),siy ¢ VL(M).
(Buw) (Az.M)N = M[N/z],si N est une valeur.

(1) Mﬂzl? = JJ:ITP (p) M =M ) PL/I ZI}TN
.

On notera A\yy F M = N sila formule M = N se dérive dans le systéme précédent;
Aon b M 4 N, si elle se dérive sans utiliser les régles o et 7, et Ay F M 5 N si elle se
dérive sans utiliser la régle o.

De méme qu’au chapitre 2, nous définirons un contexte factoriel (un contexte factoriel
étant toujours un terme avec une nouvelle variable qu’on représente par un trou ([ ]) et ol
aucune occurence de cette variable-trou ne se trouve sous la portée d’un M) inductivement
comme suit:
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Contexte factoriel = [ ],
M, ou M est un terme quelconque,
CC’, ol C et C' sont des contextes factoriels.

Rappelons qu’un contexte factoriel sera dit propre s’il y a au moins une occurence de [ ],
simple s’il y en a une et une seule, multiple sinon. Un terme u sera dit factoriel en z si u[[ ]/z]
est factoriel; en particulier ce sera le cas si ¢ € V L(u).

Une variante du A,j-calcul qui s’avere trés proche de A, et que nous baptisons A4 est
celui o on remplace la régle (8,1) par la régle (Byiy): (Az.M)N = M[N/z], si N est une
valeur, ou® si M est un conterte factoriel en .

On définit de fagon analogue les notations Ay W M = N, — 14 et ——*n,z.,..

Il est également & noter que nous aurions pu tout aussi bien définir —,; (resp. —yiy)
comme la plus petite relation passant au contexte factoriel contenant S, (resp. Byt ).

Remarque 18 Il est a noter que la réduction gauche du A,-calcul coincide avec celle du
Ayi-caleul, puisque Uon ne pratique aucune réduction sous un A. Les termes clos et normauz
pour (B,1) coincident avec ceuz qui le sont pour =, , et les termes réductibles en une valeur
dans A, coincident avec ceuz qui le sont dans A, par le théoreme de standardisation.

La réduction gauche de A4, par contre, différe de —, puisque les fB,-rédex et B, ne
coincident plus.

Théoréme 12 Les termes clos normalisables sont fortement normalisables dans A, Plus
précisément, si M est normalisable en une valeur V' en n étapes alors toutes les séquences
de réductions en n étapes conduisent a la méme valeur V.

Preuve: La remarque 18 nous montre que nous pouvons raisonner par induction sur la
longueur de la réduction gauche de M.
Si M est normal alors il est une abstraction ou une constante et le résultat va de soi.
Sinon M est la forme (Az.U)V4...V,. 1l faut distinguer deux cas selon que V; est une
valeur ou non:

e si V; est une valeur, alors M—,M' = U[Vy/z]V,..V,. 1l va s’agir premiérement de
montrer que toute autre réduction diminue la longueur de la rlocal.lifl.systeméduction
gauche d’une unité.

Supposons que nous ayons réduit V; en V; dans M (V] étant une valeur on a ¢ > 2), soit
M -y M" = (A2.U)V1..V]..V,. Alors la réduction gauche de M’ consiste d’abord &
réduire U[V1/2]V>..V;_1 en une valeur V (en p étapes), tandis que celle de M"” consiste
d’abord & réduire (Az.U)V1..Vi—1 en U[Vy/z]V32..V;_; puis de réduire ce terme en V,
donc en p + 1 étapes. Ensuite dans la réduction de M’, il s’agit de réduire V; en une
valeur W;, tandis que celle de M" il s’agit de réduire V; en une valeur W/. Mais par
hypothése d’induction comme la longueur de réduction gauche de V; est strictement

311 est & noter que nous aurions pu également considérer un calcul ol la régle de de réduction aurait été
la régle (Bui4+): (Ae.M)N1..Nn = M[N1/z1,..,N2/z2], si pour tout i, N; est une valeur ou bien M est
un contexte factoriel en z;. Mais celui-ci se serait apparenté a un autre )\pl-ca,lcul que celui que nous
avons considéré, et que le lecteur pourra d’ailleurs facilement extrapoler, et qui aurait été
d’ailleurs plus expressif que celui que nous considérons, en ce qu’il permettrait d’identifier
plus de termes indéfinis et apparaitrait intermédaire entre le Ay-calcul et le A,-calcul. Mais
tous les résulats que nous obtenons ne devraient présenter aucune difficulté particuliere a se
relever & cet autre calcul. Ce calcul pourrait faire 1’objet d’une étude ultérieure au présent
travail. :
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plus courte que celle de M, il s’avére que W; = W/ et que si la réduction de V;/ en W;
se fait en g étapes, celle V; en W se fait en ¢ + 1 étapes.

Il apparait ainsi, qu’apreés p+ ¢ + 1 étapes, les séquences de réduction gauche de M’ et
de M" coincident et conduisent donc & la méme valeur.

e si V4 n’est pas une valeur, la réduction gauche de M consiste a réduire d’abord V; et le
raisonnement est tout a fait analogue. o

Dans tout ce qui suit nous ne considérerons plus que des termes clos.

L’étape que nous voulons maintenant franchir est de montrer que les termes (fortement)
normalisables pour A, le sont aussi pour A,4. La difficulté est de prouver que ’on ne peut
pas faire une infinité de réductions —,;4 dans un terme A,-(fortement) normalisable, alors
qu’il est vrai cependant qu’une réduction —,;+ donne certes un terme qui est a nouveau
Ayi-(fortement) normalisable, mais dont la longueur des chemins de A,-normalisation est
plus grande que celle du terme dont nous sommes partis. Nous allons tout de méme pouvoir
définir une mesure qui garantit la finitude du processus.

Soit un terme M normalisable. Il existe donc une unique valeur (close: c’est-a-dire une
abstraction) telle que M SaV.

Nous allons introduire un systéeme de preuves dans lequel on déduit des formules de la

b Av
forme M l—ulV, ou V est une valeur; et nous montrerons en particulier que M I—IV implique
M3,V (en fait, il est possible dre montrer que c’est équivalent).

Nous allons proposer un systéme comprenant essentiellement deux régles et montrer qu’en
fait une seule de ces deux régles peut toujours étre préférée a I’autre au cas ou les deux peuvent
s’appliquer, ce qui présentera 1’agrément de nous fournir une preuve unique, standard, du
fait que le terme M est réductible a une valeur V. Nous montrerons enfin que la réduction
—y14+ fait décroitre la taille de cette preuve ce qui garantira le résultat annoncé.

Voici le systéme de preuves:

V est une abstraction (valeur close)

(aziome) Aot
ViV
Avi At /\ul
(1) MFXauw NEV  wV/z]FW
Ay
MN¥'wW

Ay Ay Ao
M¥azuw NFEV u factoriel en z u[N/z] F'w
Ay
MNF'w
Aull Aul2
On notera M F V si on n’a pas utilisé la régle 2 et M + V si on n’a pas utilisé la régle

(2)

Aul Aot Avi
MbFXzw NEV  uV/z]FW

(1) Aui
MN W
avec u un contexte factoriel en . Nous verrons alors ultérieurement que dans ce cas on
peut toujours utiliser la régle 2.

CAwl
Lemme 41 M 5,V < M & V.

Preuve:
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Prouvons M S5,V = M I\IV—IIV par induction sur la longueur de la réduction M 5, V.
Si M est Ay-normalisable alors soit M est une valeur, d’ot M = V, soit M est une
application et par conséquent M = N P, or cette application doit pouvoir s’éliminer, d’olt
N 5, Vn =Xz.Q et P35, Vp avee Q[Vp /z] S V, qui sont trois réduction strictement

Ao A
plus courte que M =,; V. Donc par hypothése d’induction N I—IVN = Az.Q) et P I-le et
Ay
Q[Vp/z] F'V et nous pouvons appliquer la régle 1.

Dans ’autre sens, raisonnons par induction sur la preuve de M >|‘:EV. L’axiome ne pose
aucun probléeme.

Si on a appliqué la régle 1 alors par hypothése d’induction M Sy Az.u, N 5, V et
u[V/z] Sy W; ot MN 5 (Az.u)V S u[V/z] 5y W, puisque 5,; passe au contexte

factoriel. \ \ a]
vl ol2
L’idée est maintenant de transformer toute preuve de M +V en une preuve de M + V,

c’est-a-dire en une preuve ot 'on n’a pas utilisé la régle 1 lorsqu’on aurait pu utiliser la régle
2 ( et nous verrons que c’est toujours le cas si u était factoriel en z dans 1’utilation de la régle
1). Ce processus tend & accroitre la taille de la preuve, et tout le probléme serait de voir que
cet accroissement est borné si 'on voulait définir un systéme de réécriture des preuves, dont
il s’agirait alors de prouver la confluence et la ncethérianité. Mais il s’avére que I’on peut
directement définir la forme normale par induction sur la preuve et obtenir ainsi une preuve
standard. C’est 'objet des deux lemmes suivants:

Lemme 42 Soit C un contezte factoriel, un terme N et deuz valeurs V et W tels que

Avi2 A2 Avi2
CI[V]+ W et N -V, alors il est possible de dériver C[N] + W.

Preuve:

A2
Nous allons prouver ce fait par induction sur la preuve de C[V] F W en distinguant les
cas selon la structure de C:

Avi2
esiC =[ Jalors C[V] =V d’ou V = W et dans ce cas C[N] E'W nest autre que
A2
NFV.

e siC=M([ ]¢VL(C))alors C[N] = C[V] et C[N]AI‘J-IZW n’est autre que C[V]/\ul-ﬂW.

Avi2
e si C = C1C,, considérons la derniére régle appliquée pour dériver C[V] F W.

si c’est la regle 1:

Avi2 Avi2 Avi2
(1) Ci[VIF dzau Co[VIE V' wV'/z]F W
Xoi2
cvl Ew

Api2
ol u n’est pas factoriel en z. Alors par hypothése d’induction on dispose de C1[N] F Az.u

A2
et de C3[N] v , ce qui fournit en réappliquant la régle 1:

/\vl2 Avi2 Aei2
Ci[N]F Az.u  Co[N] F V' ulV'[z) - W

Avi2
CIN|F'w

(1)

si c’est la régle 2:
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Avlz Avi2 ’\012
C1[V] F Az.u Co[V] F V! u factoriel en = u[Co[V]/z] F W

Avi2
cviEw

(2)

Avi2 Avi2
Cette fois on dispose par induction de C;[N] EAz.u et C,[N] v , mais aussi de
Aoi2
u[C2[N]/z] Ew puisque u[C3[ ]/z] est un contexte factoriel (comme il se voit aisé-

Aoi2 Api2
ment) et la preuve de u[Cy[V]/z] FW est plus courte que celle de C[V] E'W. 1 suffit
dés lors de réappliquer la regle 2:

Aui2 Avr2 Apl2
C1{N] F Az.u C3[N] F V' u factoriel en z u[Cy[N]/z] F W
W)
CIN|F'w

(2)

)‘ul )\012
Lemme 43 SIiMFV alors M F V.,

Preuve: Le seul cas intéressant est évidemment celui ol la derniere régle appliquée est la

regle 1:
Aq.vl Avl Aul
(1) MtFXzuw NEV  wV/z]FW
Ay
MNEwW
avec u un contexte factoriel.

Au12 Avi2 A2
Alors par hypothése d’induction on sait que M r Az, N FV et que u[V/z] Fw.

Aui2
Or T’hypothése d’induction sur ! nous permet d’en déduire u[N/z] F'w. 1 suffit alors

d’appliquer la regle 2. o
Api2
11 se voit aisément que la preuve de M F V est unique. Ainsi chaque terme A,-normali-
Api2
sable se voit asssocier une unique preuve de M + V.

Lemme 44 Les termes A,-normalisables sont fortement normalisables dans A4 .

Preuve: Nous allons de fait prouver que si M est un terme A -normalisable et que M — 14
M',alorsona M = C[(Az.u)N]et M’ = C[u[N/z]], avec N étant une valeur ou » un contexte
factoriel en z et C[ ] un contexte factoriel simple.

Si N est une valeur, alors on a M —,; M’ et si u est factoriel en z alors comme N est un
facteur de M on a nécessairement N 5,; V ot V est une valeur et ainsi M’ =,; C[u[V/z]].
De méme M 5, C[(Az.u)V] =, C[u[V/z]]. Le théoreme 12 montre que si M —,; W alors

Ao bW Aor2
M' 5, W. Le lemme 41 montre que Ml—lW et M’ I-IW et le lemme 43 que M }-l W et
Avi2
MEFW.

Aui2 Api2
Nous allons prouver que la preuve de M’ + W est plus courte que celle de M + W.
Nous allons en fait prouver que pour tout contezte factoriel propre C[ ], la preuve de

Avi2 ) Aoi2
Cl(Az.u)N] Ew (si elle existe) est plus longue que celle de C[u[N/z] Ew (qui alors existe),
Aui2
d’abord par induction sur la preuve de C[(Az.u)N] E"W et selon le contexte C [ ]

e SiC=[ ]alors M = (Az.u)N,

Avi2
osi la preuve de M + W se termine par le régle 1, alors u n’est pas factoriel en =

et N =V, on a donc:
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Avi2 Avi2 Aui2
Azau b Az VRV u[V/el v W

Aol
Azw)VEW

(1)

Aui2 Aoi2
et ainsi la preuve de M' = u[V/xz] EW est Plus courte que celle de M “w.

Avi2
osi la preuve de M + W se termine par le régle 2, alors u est pas factoriel en z on

a donc:
Aoi2 A2 Avi2
Azu k- dzu NFV  wufactorielen z u[N/z]F W
X2
(Az.u)N Ew

()

Avi2
et la preuve de M’ = u[N/z] W est donc encore cette fois plus courte.

o Le dernier cas C' = C;C se résout simplement par induction. Nous laissons au lecteur
le soin de cette vérification?. a

Remarque 19 Si M € A est un terme clos Ap-normalisable, alors Ay F M = V, d’ou
ApF M =V et cod(M) est un terme clos typable dans le systéme D* (dans le contexte vide)
et est donc A,-réductible a une valeur, soit encore A,;-normalisable et par suite A4 -fortement
normalisable. Nous allons montrer que M est alors A,-fortement normalisable.

Appelons pour les distinguer v,/(M) et v (M) les longueurs respectives éventuellement
infinies des plus longs chemins de réduction de M par les réductions —g,, et —y14.

Lemme 45 Si M est un terme pur \,-(fortement) normalisable (M € A), alors M est
Api-fortement normalisable et v, (M) < 2+ M)y, (M).

Preuve: Nous allons le prouver par induction sur la longueur du chemin de normalisation
de M par —,4. Si celle-ci est 0, alors M est une abstraction et le résultat est évident.
Sinon, 1l se vérifie aisément que, si M —g,, M', alors M —y4 h(M') et r(M') = {N} ol
N un facteur propre de M, d’ot vy (h(M')) < vy(M)—-1et vy (N) <vy(M)—1. Or par le
lemme 10 vp(M') = vpi(h(M')) + vpi(r(M')) et par hypothése d’induction on a vp(h(M')) <
24+M)=1(y (M) = 1) et vu(r(M")) < 2+M=1(y (M) - 1), &0 vy(M')2+ M)y (M). @

Lemme 46 Soit M un terme clos de Ay, alors il existe M' € Ay tel que cod(M) _*’ﬁpz
M' et h(M') = h(M), vu((M')) = vp(r(M)). En particulier le lemme 10 montre que
vpi(cod(M)) 2 vpi(M)

Preuve:

o si M = PQ alors cod(M) = cod(P)cod(Q) =, P'Q', avec h(P') = h(P), vu(r(P")) =
vpi(r(P)), H(Q') = h(Q), (@) = vu(r(@))-

Alors il se vérifie immédiatement que M’ = P'Q’ convient.
e M = P[Q, alors
cod(M) = (Az.cod(P))cod(Q) —p,, cod(P)[cod(Q) _**ﬁpz PQ =M

et ce M’ convient.

At
*Notons que c'est ici que Pon pourra voir l'intérét de garder trace dans la régle 2 de N F V', ot N est
Pargument dans le terme. En effet si u est un contexte ol ne figure pas z, la taille de la preuve n’aurait alors
pas forcément diminuée.
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o M = Az.P Ce cas est évident puisqu’alors M = cod(M). o

Corollaire 6 Les termes clos M € Ap Ap-normalisables et Ay-(fortement) normalisables
coincident avec les termes clos M € Ay tels que cod(M) soit typable dans le systeme D+.
Comme ceci caractérise les termes égalisables en une valeur, il s’ensuit que pour un terme clos
de A, les notions de réductible a une valeur, de normalisable et de fortement normalisable
coincident.

Si cod(M) est typable dans le systéme D+ alors par le lemme 45 cod(M) est A,-fortement

normalisable et donc par le lemme 46 M est lui-méme fortement normalisables.
Réciproquement, si M est un terme clos, nous avons vu par la remarque 19 que cod(M)

est typable dans le systeme Dx. o






Algebres combinatoires avec
éléments partiels

Le but de cette partie est de résoudre la conjecture de Moggi en caractérisant par un nom-
bre fini d’équations les algébres combinatoires qui correspondent au Ap-calcul. La tech-
nique est inspirée de celle du résultat homologue dans le cas total que nous devions & Curry
(cf [Barendregt]). Les résultats de cette section ont été en partie exposés a la 12°™¢ Con-
férence internationale de la Société Chilienne d’Informatique Théorique & Santiago du Chili
(cf [Even& Pino 92]) et complétés depuis. Les algébres combinatoires avec éléments par-
tiels trouvent leur cadre dans une logique partielle qui offre certaines complications et nous
préférons présenter cette logique sous forme d’un systéme formel. Nous verrons d’ailleurs
ultérieurement qu’a modifier trés légéerement le A,-calcul tous les résultats que nous sont
conservés mais avec une notion d’algébre combinatoire qui se laisse définir dans un cadre
classique. La technique suit celle de Curry pour le cas total. Nous définissons les A,-alge-
bres et montrons que celles-ci peuvent s’axiomatiser par un nombre fini d’équations. Nous
formulons enfin un théoréme d’équivalence entre la logique des algébres combinatoires avec
éléments partiels et le Ap-calcul.
Nous considérons le lambda calcul partiel A(V, C') construit sur V et C.

5.1 Lien entre le A\ -calcul et les algebres combinatoires

Definition 22 Considérons les termes du premier ordre construits sur la signature (-, S, K, I)
ot - est un symbole de fonction binaire. Soit || un symbole de prédicat unaire.

u[v dénotera Kuv.

Nous appellerons Logique combinatoire avec éléments partiels (en abrégé LCEP ), l’en-
semble des formules atomiques dérivables dans le systéme! suivant:

t, u,v dénotent des termes, © dénote une variable.

Schémas d’axiomes:

z S| K Il Stuv = to(uv) Iu=u tft=t

(t[w)[v = CE[v)[ve  t[(u]v)=(Cu)[v  t(ul[v) =tulv thu=tulv uwu=u

1Une autre solution serait de considérer une logique partielle dans ’esprit de celles introduites par Scott et
Beeson (cf [Scott79, Beeson81, Beeson85]). Celle de Scott semblerait plus proche de celle qu’il nous faudrait
formuler, par le fait que la quantification est bornée au termes totaux. Néanmoins aucune de ces deux
approches ne convient ici, parce qu’elles identifient tous les termes indéfinis. Cette approche reste a formuler.
Quoiqu’il en soit, il est ici plus pratique de raisonner sur un systéme formel. Nous montrerons ultérieurement
comment on peur se ramener a une logique classique et obtenir des résultats similaires.
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é régles d’inférence:
Schémas de régles d’infére

tl tl t{ u tu | tul t=u td

St Kt | Stu | u ty u
ul t=u v=w t=u U= t=u
tlu=t tv = uw t=v u=t

Soit A =< A,S,K,I,-,{>.

Nous dirons que A |= (%), si pour toute valuation p : V — A, telle que Vz € V,p(z) |
AL 8(p).

Un modele de LCEP sera dit une algébre combinatoire avec éléments partiels .

Il est & noter tout d’abord qu’on n’a pas, pour tout élément a de A, a |.

Remarque 20 Sit = u est dérivable dans ce systéme alors il ne présente aucune difficulté
de prouver, par induction sur la preuve de t = u, que pour tout terme v tel que v |}, ’équation
t{v/z] = ulv/z] se dérive également dans ce systéme.

On peut remarquer par ailleurs que le prédicat || peut se définir a partir de ’égalité par
w <= I[u = I, comme il se voit aisément.

Definition 23 Soit 7 l’ensemble des termes construit sur la signature <-,8, K,1> d partir
d’un ensemble de variables V et d’un ensemble de constantes totales C' (i.e. c€ C = c ).
Pour chaque variable =, nous définissons une application [z]: T — T comme suit:

[z]z =1,

[z]e = K,

[z]y= Ky, siy #z,
[z]uv = S([z]u)([z]v).

Nous définissons deuz applications ()or, :Ap — T et () : T — Ap comme suit:

ToL =2 Ty=12
cocL =¢ cy=c
MNc¢r = McLNeL (uv)y = uprvy
(M[N)cL = Mcr[Ner Sy = Azyz.zz(yz)
Az.Nep = [z]NeL K) = Azy.z

Iy = Az

Remarque 21 Il est facile de constater que ces traductions conservent les variables libres.
L’ensemble des variables d’un terme M € Ap (resp. u € T ) sera noté VL(M) (resp. VL(u)).

Notation 1 Soient M, N € A, alors on écrira LCEP F M = N pour LCEP + Mgy, = Ny

Lemme 47
YueT /\p F ([x]u))‘ = Az.1u).

Preuve : Par induction sur u:

v=z,([z]e)y =1\ = Az.z
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u = ¢, alors ([z]c)x = (K¢)x = Kxe, or Ay F Kxe = (Az.c)[e = Az.c, puisque les constantes
sont totales.

u=S,K,1,y# =z, similaire au cas précédent.

u = vw,
([zlow)r = Si([z]lo)a([=]w)a
indyction Az.((Az.vy)z)(Az.wy)z
= Az.(vawy) = Az.uy o
Lemme 48 On a, pour tout M € A, : ApFMcop =M.

Preuve : Par induction sur M:
M = z,c¢, évident.
M = NP, immédiat par induction.

N[P, en utilisant ’hypothése d’induction et les régles de la restriction; on a (N[P)cp ) =
KxNopaPery = KANP = N[P.

M = Az.N: alors (Az.N )¢, = ([2z]NcL)a, et par le lemme précédent:

Ap F ([z]New)a = Az.Ngg a, et il suffit dés lors d’appliquer ’hypothése d’induction et
la régle £. a

Definition 24 \,-algébre
Une algébre combinatoire avec éléments partiels A sera dite une \,-algébre si on a la
propriété suivante:
Yu,v €T Mhuy=vy=AEu=n.

Lemme 49 Une algébre combinatoire avec éléments partiels A est une Xy-algébre si et seule-
ment si les deuz conditions suivantes sont vérifiées:

1. .A|=S,\,CL=S et Kxcr = K.
2. 0FM=N= A M¢L = N¢ci
Preuve :

(=1 ) Remarquons que le lemme 48 dit en particulier que pour tout v« € 7 LCEP F
ux,oL = ux. A étant une A -algeébre, il s’ensuit que A = uy oL = u.

(=2)SiAp b M = N, alors, par le lemme 48 et par transivité, A\, - M¢r » = Ncg,a. Ainsi,
puisque A est une A,-algébre A = ML, = Nef.

(<) 11 est aisé de montrer par induction sur u € 7 que si A |= Shicr =S5 et Khor = K
(remarquons que Iy ¢r, = I est toujours vrai) alors A = uycr = u, donc:
MFus=v = AEFwcor=v,oL
= Aku=wv a
Nous allons maintenant caractériser équationnellement les algébres combinatoires avec
éléments partiels qui sont des A,-algebres et pour cela nous allons établir un certain nombre
de lemmes préparatoires:
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Lemme 50 Vi€ 7,[z]t | .
Preuve : Par une induction immédiate sur ¢. a
Lemme 51 Vt,ue€ 7T LCEP + ([z]t)u = t[u
Preuve : Par induction sur t:

t=2z,([z]z)u=Tu=u=ufu,

t=y,y#c:(zly)u= Kyu=y[u,

t=c,pour c€ C,oucé€ {S,K,I}: ([z]lc)u= Kcu = c[u,

t = v, ([alow)u = S(lelv)([elw)u = (alo)u(([elw)u) 2 (ofu)(wlu) = vwlu. @
Lemme 52 §i nous enrichissons le systéme avec le schéma d’axiome suivant:
(5.1) S(Ku)(Kv)[uv = K(uv)

alorsVu € T y ¢ VL(u), le schéma d’ariome ([y]u)[u = Ku est dérivable dans le nouveau
systéme.

Preuve : Nous allons montrer ce résultat par induction sur u:
Si u = z, alors z # y et c’est évident.
Siu=c¢>95,K,I, cest tout aussi simple.

Si v = vw , alors

(ow)[w = S([ylv)([y]w)
par induction = S(Kv)(Kw)[vw
par le schéma = K(vw)[ow o

Corollaire 2 Dans le nouveau systéme, siVt € T t | alors [z]t = K1, et par conséquent

[z]t §.

Lemme 53 Maitenant, si nous enrichissons le systéme avec les schémas d’aziome suivants:

(5.2) S(S(KK))(Ka) = Ifa
(5.3) S(S(KK)(Kz))(Ka) = Kz[a
(5.4) S(S(KK)(Sab))(Kc) = Sab[c

alorsVv,w € T y & VL(w) le schéma d’aziome ([ylv[w)[w = ([y]v)[w est dérivable dans
le nouveau systéme.

Par induction sur v:

v=1,
(wly[w)[w = ([y]Kyw)[w
= (S(S(KK)I)([y]w))[w
par les régles = (S(S(KK)I)(([y)w)[w))[w
par le lemme 52 = (S(S(KK)I)(Kw))[w

parle schéma 52 = I[w
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(Be[w)[w = ([y]Kzw)[w
= (S5(S(KK)(K2))([y]w))[w
par les regles = (S(S(KK)(Kz))(([ylw)[w))[w
par le lemme 52 = (S(S(KK)(Kz))(Kw))[w
par le schéma 5.3 = Kz[w

v=c¢, S, K, ]I, analogue au cas précédent.

v = ut,

([yJut[w)[w

(WK (ut)w)[w
(S(S(KK)S([ylu)(lyIN)(ylw)) [w
par les régles = (S(S(KK)(S([y]u)([¥]))(([y]w)[w))w
par le lemme 52 (S(S(KK)S([ylu)([y])))(Kw))[w
par le schéma 5.4 = (S([y]u)([y}t))[w

Lemme 54 Soientt et u deuz termes de Ay, tels que z & V L(u), alors on peut dériver dans
le dernier systéme le schéma d’aziome suivant:

tlu/z]cLfucr = torlucr/z)[ucL
Preuve : Par induction sur ¢:
sit=uz,0out=y,y#z, cest élémentaire.

sit = MN ou M[N,il suffit d’appliquér ’hypotheése d’induction et les régles de manipulation
des restrictions.

sit = Ay.N. On peut supposer y # z - sinon on ne fait aucune substitution et c’est immédiat
- et aussi y € V L(u) (pour effectuer les substitutions sans avoir a faire d’a-conversion).
Procédons par induction sur N:

N =z,

(Xy-z)[u/m]CL = ()\y.u)(;L
= [yluce
(M\y.z)cLlucr/z] = Kuer

Ce que ’on cherche a montrer a fait ’objet du lemme 52.
N =y ou N = z, on ne fait aucune substitution et c’est immédiat.
N = PQ,

((Ay-PQ)[u/z])oLlucL (Ay.Plu/z]Q[u/z])cLlucL
([y]Plu/2]cLQ[u/z]cL) [ucL
S(ly]Plu/=lcL)([y]Qlu/z)cL) [ucL
S((Ay.P)[u/zloL)((My.@)lu/z]or) [ucL

par les regles = S((Ay.P)[u/z]crluct)((Ay.Q)[v/z)cr)[ucL)

A0
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par induction = S(([y]Por)[vcr/z][vcL X([y]QcL)ucL/][ucL)
par les régles = S(([y]Por)[uce/z))(([y]QcL)ucL/z])[vcL
S([ylPer)([¥]QoL)ucL/=][ucL
([v)PoLQcL)ucL /] [ucL
(Ay.PQ)crlucL/z][ucL

]

N = P[Q, similaire au cas précédent.

N = Xz.P, comme Az.Plu/z]cr § et Az.Por[ucr/z] § et que y ¢ VL(ucr) on va
pouvoir utiliser le lemme 53:
(Ayz.Plu/z])crlucr = ([g](Az.Plu/z])or)[ucL
par le lemme 53 [¥)((Az.Plu/z))cLucL)[ucL
par induction [W]((Az.P)crlucr/=][ucL)[ucL
par le lemme 53 ([y}(Az.P)cr[ucr/x])[ucL)
(Ayz.P)orlucL/z][ucL o

T

it

Lemme 55 Dans le dernier systéme le schéma d’aziome suivant (3) est dérivable:

(Az.M)N = M[N/z][N

Preuve : d’aprés le lemme 51 on a:

LCEP F ([¢)JMcL)Ncr = McL[Nci/z][Ner,

((Az.M)N)cr, = ([z]McL)NeL
= Mci[Ncr/x][NeL
par le lemme 54 = (M[N/z])cr[NcL
= (M[N/z][N)cL o

Lemme 56 Soit le dernier systéme enrichi par les schémas d’aziome suivants:

(5.5) S(S(KK)DNI = I
(5.6) S(S(KK)(Ku))l = Ku
(5.7) S(S(KK)(Stu))Il = Stu

alors, pour tout terme u € T, le schéma d’aziome [z](u[z) = [z]u est dérivable dans le
nouveau systéme.

Preuve : On a pour tout terme u € T, [z](u[z) = (S(KK)([z]u))I et le résultat se montre
aisément selon la forme de u:

u = z se résout par 5.5.
u=9y#z,¢,5 K,I,par 5.6.
u = vw, par 5.7

Ainsi (Az. M [z)cr = [z](KMcrz) = S(S(KK)([z)McL))] = [z]McrL = (Az.M)cL. a
On dira qu’un systéme satisfait la €-régle pour un schéma d’axiome de la forme t = u, si
le schéma d’axiome [z]t = [z]u est dérivable dans ce systéme.
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Lemme 57 Soit le systéme du lemme précedent enrichi par les schémas suivants:

(5.8) S(S(KK)(Sab))(Sab) = Sab

(5.9) S(S(KKY(S(S(KK))u))v = S(S(KK)(S(S(KK)t)v))u
(5.10) S(S(KK)(S(S(KK)u)) = S(S(KK)(S(S(KK)t)u))w
(5.11) SHS(S(KK)u)w) = S(S(KK)(Stw))w

(5.12) S(S(S(KK)tyw)u = S(S(KK)(Stu))w

Alors ce systéme satisfait la €-régle pour les schémas d’ariome suivants:
tt=t
(t)fv = (t[0)[u
t(ufv) = (t[u)fo
t(ulv) = tufv
(t[v)u = tufv
Preuve:

o t[t =t : Il s’agit de prouver que [z]t[t = [z]t. Or [z]t[t = S(S(K K)([z]t))([z]t), et en
examinant la forme de ¢, on constate que:

t = z se résout par 5.5.
t=y #z,c¢,5,K, I, par 5.3 et les regles .

t = vw, par 5.8
o (t[u)[v = (t[v)[u: il s’agit de vérifier [x]K(Ktu)v = [z]K(Ktv)u soit
S(S(KK)(S(S(KK)[z]t)[z]u)))[z]v = S(S(K K)(S(S(K K)([]t))[z]v))[z]u
ce qui est donné par le schéma 5.9.
o t[(u[v) = (t[u)[v est donné de méme par le schéma 5.10
o #(u[v) = tu[v est donné par le schéma 5.11.

o (t[v)u = tu[v est donné par le schéma 5.12. a
Lemme 58 Si nous ajoutons maintenant le schéma d’axiome suivant:
(5.13) S(S(S(KS)a)b)e = S(Sac)(Sbe)
alors le systéme obtenu satisfait la régle € pour le schéma d’aziome Stuv = tv(uv).

Preuve : On a

[z]Suvw = S(S(S(K S)([z]u))([]0))([z]w)

et
[z]uw(vw) = S(S([z]u)([=]w))(S([z]v)([z]w)),

il est donc suffisant d’avoir le schéma (5.13). o
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Lemme 59 Soient le schéma suivant:
(5.14) S(S(KK)(Stv))(Ku) = Stv[u

Soit SCHEM Vensemble des schémas de (5.1) a (5.14). Alors si LCEP F u |}, alors LCEP +
SCHEM F [z]t[u = [z]t

Preuve :
[z](t[w) = [](Ktw)
= S(S(KK)([=]t)([z]u)
puisque u § = S(S(KK)([]t)(([z]u)[x)
par le lemme 52 = S(S(KK)([z]t)(Ku)

Afin de prouver S(S(K K)([z]t)(Ku) = [z]t, il suffit d’examiner la forme de ¢:
t = z se résout par 5.2 en utilisant le fait que » |}.
t=y#z,cS,K,I,par 5.3 et les régles .

t = vw, par 5.15. a

Lemme 60 Tout ce qui est dérivable dans LCEP +SCHEM est dérivable dans LCEP enrichi
par Pensemble des équations closes suivantes:

(5.1) (o] S(Ku)(Ko)[wv = [ulo]K (uv)
(5.2) [WIS(S(KK)D(Ku) = [ul(ITu)
(53) [ul[0]S(S(K K)(Kv))(Ku) = [u][v]Kv[u
(54) [u][o][w]S(S(KK)(Suv))(Kw) = [u][v][w]Suv[w
(5.5) S(S(KEK)DI = I

(5.6) [w]S(S(KK)(Ku))I [u] Ku

(5.7) [u][t]S(S(K K)(Stu))I [u][t]Stu

(5.8) [][v]S(S(K K)(Suv))(Suv) [u][v]Suv

(5.9)  [AlulelS(S(KK)(S(S(KK)t)u))v
(5.10)  [t][«][e]S(S(K K)t)(S(S(KK)u)v)

[tl[u][0}S(S(KK)(S(S(K K)t)v))u
[[u]lo]S(S(K K)(S(S(K K)t)u))o

1 | | | | | | [ (| I [

(5.11) [t)[u][v]St(S(S(K K)u)v) [t][u][v)S(S(K K)(Stu))v
(5.12) [)[u][v]S(S(S(K K)t)v)u [t][u][v]S(S(K K)(Stu))v
(5.13) [][v][w] S(S(S(K S)u)v)w [u][v][w] S (Suw)(Svw)
(5.14) [t][u][v]S(S(K K)(Stv))(Ku) [t)[u][v]Stv[u

Preuve : 1l suffit de montrer que chaque schéma d’axiome de SCHEM se dérive dans LCEP
enrichi par ’ensemble des equations closes précédentes.

Souvenons-nous que le lemme 51 énonce que Vt € 7 LCEP | ([z]t)u = ulu/z][w.

Ainsi pour dériver une équation close A(u,v,w)= B(u,v,w), ol A et B sont des termes
dépendant par exemple des variables u,v,w, il suffit d’avoir I’équation close

(o)) A, v, ) = [u][o]2] B(x, v, w),
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puisqu’il suffit alors d’appliquer ces termes aux variables u,v,w, et d’obtenir ainsi ( via le
lemme 51)

A(u,v,w)[u[vfw = B(u, v, w)[u[v[w,

les schémas d’axiome concernant la restriction conduisant alors aisément & A(u,v,w) =
B(u,v,w). o
Soient les schémas suivants:

(5.15) Lliylilex(vz) = S
(5.16) lyle = K
(5.17) S(KDI = I

On notera EQ ’ensemble des équations closes numérotées de (5.1) a (5.17).
Lemme 61 L’ensemble EQ est vérifié dans toute \p-algébre .

Preuve :
La définition d’une Ap-algebre nous montre qu’il est suffisant de prouver A\, F Ay = By
pour toute équation A = B de EQ.

Pour abréger cette vérification, il est utile de remarquer que pour une équation de la
forme [z1][z2] - - -[2n]C = [21][22] - - - [zn] D de EQ, il suffit de vérifier A, F Cy = Dy, puisque
d’une part A, verifie la régle £, d’oti:

Ap B AT Tg - 2 Ay = Azy2g - - 20 By,
et que d’autre part le lemme 47 montre que

Ap b ([z1]{z2] - - - [znlu)r = Azq2g - - zpun
La satisfaction de I’équation close s’ensuit par la définition des A,-algebres et par transitivité
de Pégalité.
A partir de ces constatations la vérification n’est plus qu’une excursion relativement
monotone dans le lambda calcul partiel, ce pourquoi nous la renvoyons en annexe. o

Lemme 62 YM,N ¢ Ap°, M FM =N = LCEP +EQ} Mcy = Ngy1,

Preuve : Prouvons le par induction sur la preuve de A\, - M = N.
Pour les axiomes:

Mz = M résulte de l'axiome z |}.
M{c = M, résulte de c |}, puisque les constantes ont étés choisies totales,
M{([Xz.P, résulte du lemme 50.

M[M = M, M(N[P) = MN[P, (M[P)N = MN[P, M[(N[P) = (M[N)[P,
(M[N)[P = (M[P)[N, résultent des régles qui sont leur contreparties dans
LCEP .

B:(Az.M)N = M[N/z][N a fait I'objet du lemme 55.
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Pour les regles d’inférence: Toutes les régles, & ’exception de £, ne posant aucun probléme,
nous n’étudierons que ce cas:

Or il suffit de montrer que, si LCEP + EQ F » =t alors LCEP + EQ F [z]u = [z]t, ce
que nous faisons par induction sur la preuve de LCEP + EQF u = t:

Les lemmes 57 et 59 réglent la plupart des cas

Le cas de ’axiome u = u est évident, aussi bien que le cas de I« = u qui résulte direc-
tement du schéma (5.17). Le cas de la régle d’inférence t = v u =w => tu = vw se
résout par une simple induction. Pour les équations de EQ: elles n’impliquent que des
termes clos et totaux (cfle lemme 50). Ainsi, Si ¢{; = ¢ est un équation de EQ, par le
lemme 52 [z]t; = K;, d’ou [z]t; = [z]t,. a]

Théoréme 13 Une algébre combinatoire avec éléments partiels est une Ap-algébre si et seu-
lement si elle est un modéle de LCEP + EQ.

Preuve : Que toute Ap-algébre soit un modéle de LCEP + EQ est conséquence immédiate
du lemme 61.

Voyons maitenant que tout modéle de LCEP + EQ est une A,-algébre :

Remarquons tout d’abord que LCEP +EQ + Sy cr = S et que LCEP +EQF Kyop = 5,
puisque ce sont les schémas (5.15) et (5.16). Par le lemme 62 A\, H M = N => LCEP +EQ I
M¢y1, = Nci, il ne reste plus qu’a appliquer le lemme 49. o

Théoréme 14 A, et LCEP 4 EQ sont équivalentes au sens suivant:
1. Ap Moy =M.
2. LCEP +EQF upcr = u.
3 AptM=N <& LCEP + EQ F Meop = Net.
4. LCEP +EQFu=v& A Fuy =)
5. \pFI[N=1=>LCEP +EQFNgz |.

6. LCEP +EQFul=> A,k I[uy = I.

Preuve :
1. objet du lemme 48.
2. par induction en utilisant les équations (5.15) et (5.16).
3. (=) Cest le lemme 62.
4. (=), par induction sur la preuve de LCEP + EQFu=1v
3. (<), par 4 (2) Ap F Mopa = Nop, dotipar £ A, - M = N.
4 (<), par 3(=) LCEP. + EQF M) cr = NycL, doupar 2LCEP + EQ-M =N

5. et 6. résultent de 3. et 4. puisque LCEP + EQ F u <= LCEP +EQF I[u=1I. o
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Remarque 22 La n,-régle est la régle suivante: (\z. Mz)[M = M, siz ¢ VL(M)). Remar-
quons que celle-ci peut s’aziomatiser de la méme fagon. En effet, pour que s’assurer que celle-
ci sott satisfaite, il faut vérifier dans l’algébre combinatoire avec éléments partiels que l’on a
bien S([z)McL)I[Mcr = Mcyr. Or S([z)Mcr)I[Mcr = S(([z]MceL)[Mcr)I = S(K Mcr)I
se vérifie par le lemme 52 pour tout terme clos M et il suffit par conséquent d’ajouter aux
équations la cléture du schéma S(Ka)l = a, qui est vraie dans toute \,+1np-algébre puisque
Ap F SA(Krax)In = (Az.(arz))[ay. Soit donc EQ’ l’ensemble EQ augmenté de léquation close
[¢]S(Ka)I = [a]a.

Théoréme 15 LCEP + EQ’ et A\, +n, sont équivalentes au sens du théoréme précédent.
La preuve en est identique.

Théoréme 16

Soit A = Ap[Xp, (resp. A' = Ap/Ay + 1p) muni des constantes S = Azyz.zz(yz), K =
Azy.z, I = Az.z et de Uapplication définie par Uapplication des A, -termes. Alors A est une
Ap-algébre (resp. A’ est une A, + 1,-algébre).

Preuve: Remarquons que [Mcr]Ja = Mcr,» Nous allons utiliser le lemme 49:

1. [STa = Sy, I[S/\,CL]A = Sycr,a- Or, d’aprés le lemme 48, A, F S\ = Sycor», d’ou
AE S = S\cL, et de méme pour K.

2. Nous devons prouver que si A, F M = N alors A  M¢r = Ngg, soit [Mcr]a =
[Ncrla. Or [Mcr]a = Mcp,a et le lemme 48 prouve donc que [Mcr]a = M, et de
méme pour N. Mais alors A, F M = N donne le résultat souhaité.

Le raisonnement est exactement identique pour prouver que A’ est une A, + 7,-algébre. o

Conclusion

Le théoréme d’équivalence que nous avons prouvé montre que les termes clos du Ap-calcul
constituent une A,-algébre avec plusieurs éléments indéfinis (cf [Pino 91] pour des exemples
de )p-algébres avec un un seul point indéfini). Remarquons également que toute A-algebre
est un cas particulier et dégénérée de A,-algebre. Les “vraies” équations de Curry impliquent
donc les équations qui caractérisent les A,-algébres.

Une question qui demeure ouverte serait de construire une autre A,-algebre que P’algebre
des termes ayant au moins deux éléments indéfinis distincts, question qui pourrait sans doute
étre abordée par des techniques issues de la sémantique dénotationnelle.






Approches catégoriques

Nous allons montrer que la donnée d’une catégorie cartésienne fermée partielle munie d’un
objet réflexif permet de construire un modéle du A,-calcul en ce qu’elle fournit une Ap-algebre.
Nous montrons ensuite que, réciproquement la donnée d’une A,-algébre permet de construire
une telle catégorie. Nous montrons enfin comment partant d’une A,-algebre , construisant
la PCCC associée et extrayant de cette derniére une A,-algébre , a quelle condition cette
Ap-algébre est isomorphe 3 la premiére. Ceci est & rapprocher de résultats analogues pour
le A-calcul (cf [Scott80, Koymans 82, Barendregt], et de I’interprétation catégorique dans les
C-monoides partiels PCCL de [Pino 87].
Pour les notions catégoriques nous renvoyons a [Mac Lane, Lambek& Scott].

6.1 Les catégories cartésiennes fermées partielles

La notion de catégorie cartésienne fermée est issue de l'observation de la catégorie PSET,
dont les objets sont les ensembles et les fleches les applications partielles.

C’est une structure de catégorie enrichie d’une structure d’ordre, puisque les “Hom” sont
munis d’un ordre: si f,g € Hom(a,b)

(f < 9) & (Dom(f) C Dom(g) et f[Dom(f) = g[Dom(f))

Cet ordre sera appelé (ordre de la) restriction.
On observe dans PSET les faits suivants:

Les applications totales correspondent aux fleches maximales dans Hom(a,b) pour l'ordre
de la restriction,

Les identités sont totales,
La composition est croissante dans ses deux arguments et conserve la “totalité”.

Le singleton {*} est un objet terminal, et la fleche terminale !, (!, = Az.x : a —> {x})
associée & tout objet a est totale,

Si f:a— b, alors la fleche !30 f représente le domaine de définition de f,

Soient les applications partielles f : a — b,g : @ — ¢, alors application partielle: < f,g>:
a — b X ¢ est définie si et seulement si f et g le sont. On a ainsi un produit partiel
ou les projections sont totales. De plus Fsto < f,g > correspond a la restriction de
f au domaine de g, ce qui nous fournit un autre moyen de parler du domaine d’une
application.

Les applications partielles d’un ensemble dans un autre forment un nouvel ensemble, et
on dispose ainsi d’une exponentielle partielle. Ses propriétés different du cas total,
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puisqu’une exégese catégorique de PSET montrerait qu’il s’agit ici de lax-limites, et
non de limites et de méme les adjonctions qui expriment les relations entre produit
et exponentielle demanderaient & étre formulées dans un cadre différent que celui des
adjonctions entre foncteurs. Nous ne développerons pas cet aspect. Remarquons seule-
ment que la donnée d’une application partielle de @ X b — ¢ correspond & une fleche
totale de a dans I’ensemble des fleches partielles de b dans ¢. L’abstraction par rapport
a la premiére composante est totale, autrement dit “les abstractions sont totales”, d’oit
s’apercoit une affinité avec le Ap-calcul.

6.2 Définition

Les considérations précédentes conduisent ainsi a généraliser la structure rencontrée dans
PSET, et c’est ce qu’ont proposé P.L. Curien et A.Obtuléwicz [Curien-Obtu.89]. Une caté-
gorie C enrichie d’une structure d’ordre sera dite une catégorie cartésienne fermée partielle
(en abrégé PCCC) si elle a en outre la structure suivante:

1.
2.
3.

10.
11.
12.

Il existe un objet distingué T et, pour tout objet a, une fleche !, maximale dans a — T'.
Les fleches f : a — b qui vérifient o f =!,; (et qui sont dites totales) sont maximales.

Les identités sont totales, la composition est croissante dans ses deux arguments:

f<g= foh < goh et hof < hog.

.Sif,fl,g:a— bvérifient f, f' < g et lyof <hof!, alorsf < f'.
. Si h,h':a — b vérifient h < A/, alors pour tout g: b =T  goh = (goh’) N (Yoh).

. Pour tous objets a,b, un objet a X b est donné et est dit produit partiel de a et de b,

ainsi que des fleches totales Fst,3 : a X b — a et Snd,3 : a X b — b et une opération
binaire associant la fleche < f,g>: a — b X ¢ aux fleches f: ¢ - b, g:a — ¢. On
posera f[g = Fsto < f,g>. f[g est donc une expression croissante en f et en g.

. < > est croissante dans ses deux arguments:

f<g=><f,h><<g,h> et <h,f><<h,g>.

.VYh:a—-bxe, <Fsty.oh,Sndycoh>=h.

Vfia—bg:ia—c,Fstapo <f,g>< fet Sndypo <f,9><yg.

Vfi:a—=b,g:a—c,h:d— a,<f,g>oh =< foh,goh>.
Vf:a—b,g:a— ¢, pxco < f,9>= (loh) N (I.09).

Il existe une opération binaire (ezponentiation partielle) —p telle pour tous objets
a,b, ¢, il existe des bijections A, 4 (que nous noterons plus simplement A s’il n’y a pas
d’ambigiiité) de @ X b — ¢ vers a =71 (b —p ¢) (a —7 b dénotant le sous-ensemble des
fleches totales de a — b), telles que, pour tous f:d — a,g:a X b— ¢,

A(g)of < A(go < foFst,Snd>).

On peut alors définir une nouvelle fleche evyp = Ag p axp(idaxs)-
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6.3 Présentation équationnelle

Curien et Obtulowicz ([Curien-Obtu.89]) ont montré qu’une catégorie enrichie d’une structure
d’ordre et munie d’opérations de méme signature que les précédentes est une PCCC si et
seulement si les équations suivantes sont satisfaites (lorsqu’elles ont un sens):

(6.1) flIf = f

(62) fitalh) = fI(hlg)

(63) flglh) = (fTo)lk

(6.4) flglh) = fi<g,h>
(6.5) (fog)[h = folglh)

(6.6) <f,g>[h = <f[h,g>
(6.7) <f,g>[h = <f,g[h>
(6.8) <f,g>oh = < foh,goh>
(6.9) <Fst,Snd> = Id

(6.10) Fsto<f,g> = Sndo<g,f>
(6.11) d[' = Id

(6.12) Wf = f (f:ra—1t)
(6.13) 1oA(f) = !

(6.14) evo <A(f)oFst,Snd> = f

(6.15) A(evo < foFst,Snd>)[f = f

On notera f X g =< foF'st,goSnd>, ce qui permet de reformuler ’équation (6.14) par:
(6.14)  evo(A(f)xId)=f

et I’équation (6.15) par:
(6.15) A(evo(f x Id))[f = f.

6.4 Propriétés

Nous allons ici établir un certain nombre de propriétés qui vont nous étre utiles pour la suite.
Nous nous appuierons sur un certain nombre de résultats de [Curien-Obtu.89] que nous ne
redémontrons pas ici.

Nous admettrons notamment que af[b = Fsto <a,b>= Sndo <b,a>, que a[<b,c>=
a[b[c = a[c[b et qu'un crochet de fleches totales est est une fleche totale.

Lemme 63 (f X g)o <a,b>=< foa,gob>
Preuve:

(fxg)o<a,b> < foFst,goSnd> o <a,b>

< foF'sto <a,b>,goSndo <a,b>>

I T T

< fo(a[b),go(b[a)>
par 6.5, 6.6 et 6.7 < foa,gob> [b[a
idem = < fo(afa),go(b[b)>
par 6.1 = < foa,gob> o
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Lemme 64 (f x g)o(f' x ¢') = (fof') x (gog’)

Preuve :

(f x g)o(f' x g')

(f X g)o < floFst,g'oSnd>
flofoFst,gog'oSnd
(Fof') x (god’) o

Lemme 65 A(g)of = A(go(f X td))[f
Preuve : Par 12 (A(g)of)[f < A(go < foFst,Snd>)[f, d’ou:

o

A(g)of < A(go < foF'st,Snd>)[f.

Pour voir I’inégalité dans I’autre sens, nous pouvons utiliser la propriété 4:
loA(g)of =lof et loA(go(f x id))[f =![f, par 2, puisque A(h) est totale pour toute
fleche h. Nous sommes donc ramenés & vérifier lof <![f. Utilisons cette fois la propriété 5:

Ido(lof) = (Ido(![f)) N (lolof), soit lof = (}[f) N (Yof), c’est-a-dire lof <![f. a
Lemme 66 A(f[(goFst))[g = A(f)[g
Preuve : Remarquons tout d’abord que f[g = (fold)[g = fo(Id[g), d’ou:

ADlg = Af)o(Idlg)]s
par le lemme 65 A(fo(Id[g) x Id)[g
A(fo(Fsto <1d,g>) x Id)[g
A(fo < Fsto <Id,g> oFst,Snd>)[g
A(fo < Fsto < Fst,goFst>,Snd>)[g
A(fo < Fst[(goFst),Snd>)[g
A(fo < Fst,Snd> [(goFst))[g
A(fold[(goFst))[g
A(f[(goFst))[g :

Lemme 67 evo <A(f),9>= fo<Id,g>

Preuve :

evo <A(f),g>
par le lemme 63 = evo(A(f) x Id)o <Id,g>
par 6.14 = fo<lId,g> o

Lemme 68 57 FoG est totale alors G est totale.

Preuve : lyuoF <!y, d’ou lyvoFoG =!yvoldyv =!yv <!lyoG, ce qui par maximalité de !;v
montre que ;v =!yoG, ce dont on déduit par 2 que G est totale. o
Remarquons également que si g est totale alors f[g = f (utiliser 4).

6.5 Interprétation des termes

Soit une PCCC muni d’un objet réflexif U, c’est-a-dire un objet U tel qu’il existe deux fleches
F:U - UV et G:UY - U vérifiant FoG = Idyv.

Remarquons que la remarque 68 montre que G est une fleche totale,

Soit la fleche App = evyyo(F x Idy): U2 - U.
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Soient f,g: A — U, on notera f.4g = Appo < f,g>.

.1 fait de |U| une structure applicative.

Posons U® = T,U™*! = U™ x U. Soit A = zy, ..., T, une suite de variables distinctes. On
posera U2 = U™,

7r$A'. : U2 5 U est la i®™¢ projection canonique. C’est une fleche totale.

Remarquons que 7r_,ﬁ. = SndyioFstyisi0...0Fstyn.

Sifiyeeey fu: A— U, alors < fi,..., f> est défini par induction:
< >=ly,
<fiy oo a1 >=<< fry ooy fo >, fap1 >
Lemme 69 Soient fy,..., fn: A — U, alors

7['20 <f1’---afn>= fir<fl,"'7fn>

Souvenons-nous que par définition h{g = Fsto < h,g >= Sndo < g,h > et que go(f[h) =
(gof)[h.

Wﬁo <f1, oooy fn>
= SndyioFstyir10...0Fstyno << f1, ey 1>, fu>
(SndyioFstyig10...0 < f1yeeey fne1>)[ fa

(-..(Sndyio << f1yeeey fic1>, [i>) [ fi1)e- ) [ f-
= (fil<fiseeos fic1>)[fix1)-) [ foe

Il suffit alors de se rappeler que f[f = f et d’utiliser les diverses régles concernant la restric-
tion dans une PCCC pour conclure. o
Soit deux contextes I' = y1,...,¥m €t A = 21, ..., Z, tels que {y1,..., 90} C {z1,..., Zn}, o0
définit alors II2 par:
Hlé =<7r;‘1,...,7ryAm>: v - Ut
Cette fleche correspond a ’affaiblissement (partiel):

A <&,y Bn> <Y1y Yn> [<Z1,emyn>: US - UT
et c’est un crochet de fleches totales, donc une fleche totale.

Remarque 23 Les relations suivantes nous seront fort utiles:

1. HII:’:B = Fstyns1

2. Ip7 = TP x Id

Preuve :
1.
Hg‘z = <7rf‘$,..,7r,1:’””>
= < SndgioFstyisi10..0Fstynt1 >i=1, . n
par I’équation 6.8 = (< SndyioFstyit10..0Fstyn >i=1, n)oFstynt
‘ HII:OFStUn+1

= IdoFstyn+1 = Fstynn
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Ip? = <<O47,., 057> Iae>

<IIR" T2 >

<H140Fst,Snd>

A x Id o

Posons |U|lr = T —71 U, on suppose s’étre donné pour chaque constante ¢ du lambda
calcul partiel un élément a, de |U|r.

L’interprétation d’un terme M relativement & un contexte A est une fleche [M]a : U2 —
U définie inductivement comme suit:

[2la = 2
[cla = acolya

[PRla = [Plaval@la;
[Az.P]la = GoA([Plas),x & A;

[P[Qla = [PlaflQ]a-

Nous allons maintenant préciser ’interprétation des termes relativement & une valuation
comme un élément de |U|. Notons que les variables libres, de méme que les constantes,
représentent implicitement des termes totaux, il convient de les interpréter par des termes
totaux, c’est-a-dire dans |U|7.

Soit une valuation p : V — |U|r, définissons l'interprétation d’un terme M relativement
a p comme P’élément de |U|r défini par [M], = [M]aop?, avec:

p2 = p"r T =< p(@1), ey P(ER) > -
Lemme 70
1. Soient ADT D VL(M). Alors
[M]a = [M]rollf

2. Soient A = {z1,...,z,} D VL(M) et des termes Ny,..., N, dont toutes les variables
libres sont dans un contexte I'. Alors

[M[F/Z)]c[<[N]r>= [M]ae <[N]r >,
[M[N1/z1..., Nof 2] [{N1, oy No}r = [M]ao <[N1]r, ..., [N >
3. Soient A D VL(Az.M),T D VL((Az.M)N) et tels que A C T. Alors
[MIN/2][N]r = [M]aqo <If, [Nr>

Preuve : (1) Par induction sur M:

M=z
A r A A
[zlrollf = mpo<my,,..., 7, >
Aro . A A
T [Ty eens Ty, >
A 4 = A _
les m,; étant totales = n7 = [z]a
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M =c,
[cJroll® = aolyroll?
N2 étant totale = acolya = [c]a
M = PQ,
[PQIreTif = ([Plr-yr[QIr)olf
= Appo <[P]r,[QIr> olIf
= Appo < [P]lpoII?, [Q]poﬂlé >
par hypothése d’induction = Appo <[P]a,[@]a>=[PQ]a
M = P[Q,
[P[QIrell® = Fsto <[P]r,[Q]r> olIf
par hypothése d’induction = Fsto <[P]a,[Q]a>=[P[Q]a
M = Az.P,

[Az.P]roll? = Go(A([P]rzo(If x Id))[TIA
M2 étant totale [Az.Plroll? = Go(A([Plrzo(TIR x Id))
par la remarque 23 = Go(A([Pﬂp,x)oHﬁ )
par hypothése d’induction = Go(A[P]az) = [Az.P]a

(2) Par induction sur M:

M = z;:
[=:(N/Ac[<[N]r> = [NIc[<[N]r>
parle lemme 69 = 720 <[M]r,--., [Nu]r>
= [:L‘,']IAO <|[N]|r>
M=c
[c]A[<ﬁN.]r> = acolyal< [[N]I[‘>
par Dégalité lyof =!,[f, pour f:a > b = acolyro <[N]r>
= [N /Z]lro <[N]r>
M = PQ:

[PQIN/Zr[<[Nlr> = ([P[N/ ﬂi"]]lr‘-urJ[Q[J\7 /2lkr)[< N> 3
= (App o <[P[N /]I, [Q[N/&]Ir >)[< [N ]r>
parles régles = Appo< [P[ﬁ/i:’]]lr [< I[N]r >, [Q[ﬁ/i;’]]]r [< I[J\7]|r >>
par induction = App o <[PJac <[N]r>,[@]ac <[N]r>>
= App o <[P]a,[Q]a> o <[N]r>
= [PQlac <[N]r>
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M = P[Q:
[(PIQ)N /& [<[N]r>

par les regles

([PIN /&I [[QIN /Z]Ir) [< [Nl >

([PIN /&I [< [N]e >) [([QIN /Z]Ir) [< [N]r>)
([Plac <[N1r>)[([Q1a)e <[N]r>)

Fsto <[P]ac <[N]r>,[@]ac <[N]r>>
Fsto <[P]a,[Q]a> o <[N]r>

[P[Qlac <[N]r>

par hypotheése d’induction

1 T | I T |

M = Xz.P:

[(Az.P)[N /&< [N]r> [(A\z.P[N /ZDIrl< ¥ Ir>
GoA([P[N /Z]]r2) [<[N]r >
par le lemme 66 = GoA([P[N/]lrz[<[NIr> oFst)[<[N]r>,

[z]r = Snd étant totale (GoA([PIN/Zr o [< [N I 2, [e]r o > ) [< [N ]r >
(GoA([P[N/Z,2/2]Irz[< [N, 210, >)) [<[N]r >
par induction = (GoA([P]aq0 <[N,z]rz>))[<[N]r>

= (GoA([Plago <[Nlr> xId)[<[N]r>

= GoA([Plag)o <[NTr>

= [Az.P]aoc <[N]r>

(3) 1 suffit d’appliquer (2) 4 A’ = A,z et 3 T (avec {A} = {Za}):

[M[N/<][N]r = [M[N/z]lr[[N]r
par définition de < >: = [M[Za/Za,N/z]lr[<[N]r>
par (2) = [M]aoc <[Zalr,[N]r> [[N]r

par définition de II, et par les régles sur [ [M]ao <IIL, [N]r>

a

Remarque 24 [M], se définit par [M], = [M]acp?® = [M]ac < p(z1),...,p(2s) > in-
dépendamment de A pourvu que VL(M) C A.

Preuve : En effet d’aprés le point (1) du lemme 70, si VL(M) C {T'} C {A}, alors

[M]acp® = [M]rollfop®
= [Mlro(p"[p®)
p® étant totale = [M]pop"

Théoréme 17 SiVL(M)UVL(N) C {A} alors \y - M = N = [M]a = [N]a
Si de plus GoF = Idy, alors A\p + np + M = N => [M]a = [N]a

Preuve : Par induction sur la preuve de A, - M = N:

Mz = M, [z]a = 72 est totale, d’oll [M[z]a = [M]a[r2 = [M]a.
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Mlec = M, [c]a = acolya est la composée de deux fleches totales et est donc totale, on
conclut donc comme ci-dessus.

M{(Az.P) = M, [XAz.P}a = GoA([P]az) est totale puisque G et A([P]a,) le sont, on
conclut comme dans les deux cas précédents.

M[M = M, résulte directement de I’équation (6.1).

P(Q[N) = (PQ)[N, résulte directement de I’équation (6.7).
(P[N)Q = (PQ)[N, résulte directement de 1’équation (6.6).
P[(Q[N) = P[(N[Q), résulte directement de 1’équation (6.3).
P[(Q[N) = (P[N)[Q, résulte directement de I’équation (6.2).
8: (e.P)@ = PlQ/][@,

[(Az.P)Q]a = GoA([Plaz)valQla
Appo <GoA([Pla ), [Q]a>
evo( F x Idy)o < GoA([Pla,), [Q]a>
evo < FoFst,Snd> o <GoA([P]a ), [@]a>
= evo <(FoGoA([P]a,2))[[Qla,[Qa[GoA([P]az)>
par les régles = evo < FoGoA([Pla ), [@la>
= evo <A([P]az)old, Ido[Q]a >
= evoA([Plae) x Id)o <Idya,[Q]a>
par (6.14) [Plaz0 <11}, [Q1a> 4
par le lemme 70.(3) = [P[Q/z][Q]a

Les régles d’inférence se vérifient sans probleme.

Si de plus GoF = Idy, alors

GoA([Mz]az)[[M]a
E GOA(IFM]IA,x.UA,zl[m]A,x)I-[M]A
= GoA(evo(F x Id)o <[M]az, [z]az>)[[M]a

[(Az.Mz)[M]a
Remarquons que [M]a . = [M] AoHﬁ’w par le lemme 70, et Hﬁ’”” = Fst par la remarque 23,
d’ot < [M]a gz, [z]ae>= [M]a X Id, donc:

[(Az.Mz)[M]a
par le lemme 64

GoA(evo(F x Id)o([M]a x Id))[[M]a

GoA(evo(Fo[M]a) x Id)[[M]a

GoA(evo(Fo[M]a) X Id)[GoFo[M]a

GoA(evo(Fo[M]a) x Id)[GoFo[M]a[Fo[M]a
GoA(evo(Fo[M]a) x Id)[[M]a[Fo[M]a

GoA(evo( Fo[M]a) X Id)[Fo[M]a

GoFo[M]a

[Mla o

par I’équation 6.15

1 A [ A
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6.6 Une PCCC avec un objet réflexif fournit une \,-algébre

Le but de cette partie est de montrer qu’on peut extraire d’une PCCC munie d’un objet
réflexif non seulement une structure applicative, mais mieux encore, une A,-algébre .
Rappelons que si FoG = Idyu alors G est totale.

Théoréme 18 Soit C une PCCC munie d’un objet réflexif U, avec F : U — UV et G :
UY — U telles que FoG = Idyv. Alors C fournit une algébre combinatoire avec éléments
partiels , que nous noterons M(C,U, F,G), en posant:

o S =[\zyz.z2(y2)]C.
o K =[lzy.z]°.
o I =[)z.z]C.

o ab=a.yb=evyyo(F x Idy)o <a,b>.

al ssia€ Ur.
Nous allons d’abord établir quelques lemmes utiles pour la démonstration de ce théoreme:

Lemme 71 Soit h: U2 — U, alors (a.yab)oh = (aoh).y(boh)

Preuve:
(a.yad)oh = evyyo(F x Idy)o <a,b> oh
= evyyo(F x Idy)o <aoh,boh>
= (aoh).y(boh) a

Lemme 72 La restriction dans M(C, U, F, G), coincide avec la restriction dans la catégorie;
a savoir t{pmu = (K.pt).gu = t[cu

Preuve:
(Kout)wu = ([Azy.z]zo <Id,t>)yu
= [z]sy0 <<Id,t>,u>
= SndoFsto <<Id,t>,u>
= tlcu o

Lemme 73 1. [Az.P]a.yau = [Plazo <Idya,u>
2. ((([Pz1-zn-Plat1)t2).)tn = [Pl 2,0 <<.. <<Id,t1>,12>,..>,1t,>
Preuve:
1.
[Ae.Pla.pau = evyyo(F x Idy)o < GoA([Plas),u>
evgyo < FoGoA([P]az), u>
evyyo <A([Plaz),u>

evuuo(A([Plae) X Idy)o <Idya,u>
= [P]A,a:o <IdUA,u>

2. Généralisation évidente de 1. a
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Preuve du théoréme 18:
Vérifions que les axiomes et les régles d’inférence d’une algebre combinatoire avec éléments
partiels sont satisfaites.

o Les régles concernant 1’égalité sont évidemment satisfaites.

e SU,K 1,1} [Az.P]a = GoA([P]a,z) est une fleche totale puisque c’est la composée
de deux fleches totales. Ceci garantit que les axiomes S |, K |,I | sont satisfaits,
puisque par définition S, K, I sont de la forme [Az.P]a.

o Stuv = tv(uv):

((S.t).u)w
= (AQley2)lag,)t)0)0

par le lemme 73
= [z2(y2)]lsy,.0 <<<Id,t>,u>,v>
= (([z)ey,z-12lo ) -(W)o .2 [2lo g 2))0 <<<1d,t>,u>,v>

par le lemme 71
= (([)ey,.0 <<<Id,t>,u>,v>).([2]e,y,.0 <<<Id,t>,u>,v>))

((Wloy,z0 <<<Id,t>,u>,v>).([#)sy,.0 <<<Id,t>,u>,v>))

= ((t[{u, 0})-(o[{t, u}))-((ul{t, 0})-(oT {2, 0}))

par les équations portant sur la restriction

= (tw).(u.v)

o Ju=u:

[Az.z]a.vu
par le lemme 71 = [z],0 <Id,u>
= Sndo <Id,u>

u

e Axiomes et regles d’inférence portant sur la restriction:
Le lemme 72 montre que la restriction dans ’algébre combinatoire avec éléments par-
tiels coincide avec la restriction dans la catégorie. Du coup toutes les régles concernant
la restriction sont quasi-évidentes, traitons par exemple la régle t.y(u[v) = (t.ou)[v:
tu(u[v) = evo(F x Id)o <t,ufv>
= evo(F x Id)o <t,u> [v
= (toyuw)fv

o tl,ull= Kt|,St|,Stul le lemme 73 permet de vérifier les égalités suivantes:

Kyt = [lzyz]zo <Id,t>
Sut = [Myz.zz(yz2)].o <Id,t>
(Swut)vu = [Pzez(yz)]s o <<Id,t>,u>

Or, si t et u sont des fleches totales, il en va de de méme de < Id,t> et de << Id,t>,u>.
Enfin la composée de fleches totales étant totales, il s’ensuit que Kt |}, St |, Stu {.
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e tull=t{,u:
t.yu = evyyo(F x Idy)o <t,u>, d’olt

P=lo(t.yu) =lo evyyo(F x Idy)o <t,u>

Or lo evppyo( F x Idy) <! par maximalité de !, et ainsi, la composition étant croissante:
'<lo <t,u>.

<t,u> est donc une fleche totale, et il en va donc de méme pour ¢ et u (cf 77). a

Théoréme 19 A = M(C,U, F,G) est une A,-algébre .
Si de plus GoF = Id alors A est une An,-algébre.

Preuve: Pour éviter toute confusion, notons [M ]I,(,:, Iinterprétation de M telle que nous
l’avons définie dans la section 6.5 et [M¢1,] 4 U'interprétation de M dans ’algébre combinatoire
A.

Utilisons le lemme de caractérisation 49:

Le premier point de ce lemme est immédiat a vérifier puisque les égalités Sy cr = 5 et
K) cr = K résultent de la définition de K et de S dans notre algeébre.

Nous avons constaté dans le théoréme 17 que, pour tous termes clos M et N:

MM =N = [M]S = [N]

(resp. si GoF = Id, A + m, F M = N = [M]S = [N]S).

Pour vérifier le deuxiéme point du lemme 49, il nous suffit par conséquent de montrer
que, pour tout terme clos M, I[M]]/(,: = [Mcr]%.

Or, d’apres le lemme 48, A\, - M¢cp\» = M et, d’autre part, en vertu du théoréme 17,
M ]],(,3 = I[MCL,/\]I,(;:- 11 nous suffit donc de vérifier que [Mcr]y = I[MCL,,\]I,? et nous allons
montrer en fait quelque chose de plus fort, & savoir que pour tout terme u dans ’algébre com-
binatoire avec éléments partiels engendrée par S, K, I,on a [u]% = [u ,\]I?. Nous le montrons
par induction sur u:

c’est évident par définition pour u = §, K, I, puisque l’interprétation ne dépend pas de p.

Si u = vw,

W = Dol
mdtg_twn [”A]?-U[w)\]?
[valace® ulwr]acp®
e'vU,Uo(F X IdU)O < [v,\]AOpA, ['w,\]IAopA >
evpyo(F x Idy)o <[v\]a, [wr]a > 0p?
[ualacp®
[“X],? o

6.7 PCCC construite a partir d’une )j,-algebre

Soit A une A,-algébre. Nous appellerons U la sous-Ap-algébre de A engendrée par §, K, I.
Comme tout terme clos du Ap-calcul se traduit en un terme de cette algébre, nous adopterons
une A-notation: un terme de Y sera désigné par le terme dont il est la traduction. Remarquons
que dans une telle A\p-algébre tous les termes sont traductions d’un terme clos de A,. Ainsi
I pourra étre noté Az.z, puisque (Az.z)cr = I. Comme nous sommes dans une A,-algébre,
nous serons fondés a effectuer les calculs comme si nous travaillions dans le A,-calcul.
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Une intuition utile pour comprendre ce qui suit est de penser qu’un terme a va servir
a représenter implicitement ’ensemble des termes M vérifiant aM = M, ce qui permet
d’exprimer que ces termes M sont d’une certaine forme. Cette intuition permet de reconstru-
ire ce qui suit, aussi bien que de comprendre la technique qui a di vraisemblablement inspiré
Scott pour obtenir un résultat analogue dans le A-calcul pur (ce que nous appelons aussi “le
cas total”), dont Barendregt attribue la paternité & Karoubi. Pour cette construction, une
bonne référence est [Lambek& Scott].

Lemme 74 Pour a,b € U, posons aob = Az.a(bz).
U permet de construire une catégorie C(U) comme suit:

les objets de C(U) sont les termes idempotents a € U, & savoir ceur qui vérifient aoa = a.
Remarquons que a idempotent = a |}, puisqu’alors a est la traduction d’un terme total.

o Les fleches de a — b sont les termes f tels que bofoa = f.

e La composée de deuz fléches représentées par f et g est représentée par le terme fog
(d’0i la notation).

e Id, = a.

Preuve: Il ne s’agit ici que de vérifications immédiates et que nous omettons, elles ne
different pas du cas total. =

Remarque 25 Remarquons que si f est un terme tel que bofoa = f, alors f = Az.b(f(az)),
et donc At.ft = At.(A2.b(f(az2)))t = At.b(f(at)) = f.

Le théoreme suivant est ’homologue de celui établi par Scott dans le cas du A-calcul pur
([Scott79]).

Théoréme 20 On définit une PCCC C(U), en posant:
e T=KI=2AzlI
o T = Au.u(Avw.v)
o T3 = Auau(Avw.w)
o .= AyI[ay
¢ [a,b] = (A\y.yad)[a,b
e <f,g>=Az.[fz,97]
o Fstyp = aom
o Sndyp = bomy
e a X b= Az[a(m 2),b(722)]
¢ b* = Az.bozoa
e evyp = Az.b((m12)(a(m22)))
o Aapo(f) = A2.(Ay.flz, ) [az
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Preuve: Les vérifications nécessaires pour s’assurer que les fleches que nous venons de définir
appartiennent aux “Hom” ol elles doivent se trouver sont directes, vérifions par exemple
Agpo(f)€Ea— c, en effet:

oA po(floa = Az.(Az.cozob)(Az.(My.flz,¥])[az)az)
= Az.(Az.cozob)(Ay.flaz,y])[a(az))
= Az.co(Ay.flaz,y])ob[az
= Az.(Az.c((Ay.flaz, y])(b2)))[az
= Az.(Az.c(flaz,bz])[az

enfin fu = (cofo(a x b))u = ¢(fla(min),b(7u)]), ot f[z,2] = ¢ flaz,bz]), et par con-
séquent:

Az Az.c( flaz,bz])[ax = Az.(Az.flz, 2])[az = Aqgp o (f).

Rappelons que f[g = Fsty30 < f,g>.

Etablissons quelques lemmes et résultats qui vont simplifier la suite:

mla,b] = Au.u(Avw.w)((Ay.yad)[a,b)
= (Ay.yab)(Avw.v)[a,bd
(Avw.v)ab[a,b
= (Avw.v)ab
= afb

De méme on prouve m1[a,b] = b[a.
Lemme 75 Si f:c— a,g:c— b, alors f[g = At.ft[gt

Preuve:

flg = (aodu.u(Avw.v))o(Az.[fz,gz])
At.(aodu.u( Avw.v))[ft, gt]
Mt.a([ft, gl (wwo) [{ft, 9t

= Ma((yy(F) (g Avwo))[{ft,9t)
= At.a(ft)[gt

Remarquons enfin que par hypothése f = aofoc, d’ou ft = a(f(ct)) et donc a(ft) =
a(a(f(ct)) = (aca)(f(ct)) = a(f(ct)) = ft, puisque a est idempotent. a
Soient f:a — ¢,g:b— d, alors:

< foFstyp,g05ndg >
Az.[f(Fstz),g(Sndz)]
Az.[f(a(mz)), 9(b(m22))]

fxg

Pour établir le théoréme 20, nous allons utiliser la présentation équationnelle des PCCC
établie par Curien et Obtuléwicz que nous avons déja introduite dans la section 6.3.
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6.8 Vérification de la présentation équationnelle:

L fif=f
flf Aa.falfa
par les régles Aa.fa

par la remarque 25 = JXa.fa=f

2. f[(g[h) = f[(n[g)
fl(gfh) = Az.fz[(gz[h2)
= Az.(fz[gz)[hz
= fl(hlg)
3. f[(g[h) = (f[g)[h Analogue au cas précédent.
4. f[(g[h) = fl<g,h>
fl<g,h> Az.fz[[gz, hz]
Az.fz[((Ayy(g2)(h2))[{g2, hz}
Az.fz[{gz, hz}
fl(g[h)

T ||

5. (fog)[h = fo(g[h)
(fog)[h

il

Az.f(gz)[hz
Az.f(gz[hz)
= fo(g[h)

6. <f,g>[h=<f[h,g>

<flh,g> = Az[fz[hz,gz2]
Az.My.y(fz[hz)(g2)[{fz[hz,97}
= Az)y.y(fz[hz)(92)[{fz 92, hz}
Az xy.y(f2)(92)[{fz g2} [hz
Az.[fz,9z][hz

= <f,9>[h

7. <f,9> [h =< f,g[h> Analogue au cas précédent.
8. < f,g> oh =< foh,goh>

<f,9>oh = Az(M[fy,9y])(hz)
= Az.[(foh)z,(goh)z]
= < foh,goh>
9. < Fst,Snd>= Id. Soit < Fstgp,Snd,p>= Id, X b

< Fsta,b, Sndyp> = Az[a(mz),b(my2)]
= axb=1Id, xb
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. Fsto < f,g>= Sndo <g, f> D’aprés le lemme 75, Fsto < f,g>= f[g = Afz[gz. Un
calcul analogue 3 la preuve de ce lemme montre que ’on trouve la méme chose pour
Sndo <g,f>.

Id[!' = Id. Soit Id,[!s = Id,

Id.[!a = a[(My.I[ay)
= Az.az[({[az)
= Az.az

par la remarque 25 = a = Id,

Nf=7

fia— tetdonc f = Klofoa d’ou f = A.KI(f(at)) = At.I[f(at) et donc ft =

I[f(at), il s’ensuit donc:

f = AKI(y.Ifay)))[ft

= A.KI(I[at)[ft
= At.I[{at, ft}

= At.I[{at,I[f(at)}
= AtI[f(at)= f

loA(f) =! Comme A(f) : a — ¢, il s’agit plus précisément de vérifier lpeo A(f) =!4

heoA(f) = Azla((A(S)2)

= eI )OOy flaz, byl) [a2)2)
= Az.(Ay.I[{(Az.bozoc)y)(Ay. f[2,v]),az}
= Az.(Ay.I[{boyoc)(Ay.f[z,¥y]), az}

= Az I[{bo(Ay.f[2,y])oc, az}

bo(Ay.f[z,y])oc étant total = Az.I[az

evo(A(f)x Id)=f

= 1

= a

[ : (a xb) = c et il s’agit plus précisément de vérifier evy 0(Aqspc(f) X Idy) = f.
Remarquons que f : (a X b) — ¢ entraine fz = (cofo(a x b))z = ¢( fla(m12), b(7e2)].

evp,cO(Agpo(f) X Idy) =

1l

Az.evp,c[(Ay. fla(m12), y]) [a(712), b(722)])
Az.(Az.e(m12)(b(722)))[(Ay. fla(m12), y]) [a(7m12), b(722)]

= Az.e((Ay-fla(mz), y])(b(r22))) [a(712)

. Aeve(f x Id))[f = f

Az.c( fla(m12), b(7e2)]
Az.fz
f

f:a— ¢ et il s’agit plus précisément de vérifier Agpclevpco(f x Idp))[f = f.

evb,co(f X Idb)

Az.(Az.c(mz(b(maz)))[f(a(r12)), b(722)]
Az.c( f(a(m12))(b(722)))
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evpco(f X Idy)[z,y] = (Az.c(f(a(m12))(b(m22))))(z, ]
= ¢(f(az)(by))

d’ot
Aspclevpco(f x Idy)) = Az.(Ay.(evpco(f X Idy))[x,y])[az

= o.(ye(f(az)(by)))faz
= Az.(Ay.fzy)|az

puisque f :a — ¢®, f = c®ofoa, et que, par conséquent, f = Azy.c(f(az)(by)). Enfin

Alevo(f x Id)[f = At.(Az.(Ay.fzy)[az)t]ft
= A.(Ay.fty)[at]ft
= Az.(Ay.fzy)[fz[at

Or f = Azy.c(f(az)(by)), d’olt ft = Ay.c(f(at)(by)) et par la remarque 25 \y. fty = ft

Alevo(f x Id))[f = M.ft[at
= At.c®(f(at))[at
= M.c’(f(at))
= At.ft
par la remarque 25 = f o

Remarque 26 f:t — I est totale si xz.I[fz=1.

Preuve: t = KI,donc f :t — I est totale si !jof =, or !y = My I[ly = KI et
Yt = My Ity = My I[KIy = I, c’est-a-dire f est totale si Az.KI(fz)= AzI[fz=1. a
Posons 1 = Azy.zy

Lemme 76 I est un objet réflexif dans C(U) via F = G = 1.

Remarquons que FoG = GoF = 1. D’oli FoG = Idq. De plus, si A est une ), + 7,-algébre,
alors 1 = Azy.zy = Az.z =1 = Id;
La vérification en est sans probléme, remarquons:
IT = MAz.Jozol
Az Ay I(z(1y))
Azy.zy
1 a

il

6.9 D’une )\,-algébre 4 une PCCC et retour

Nous allons & présent établir des résultats qui relévent au cas partiel ceux de Koymans dans
le cas total (cf [Barendregt, Koymans 82]), & savoir qu’une A,-algébre permet de construire
une PCCC avec objet réflexif, qui & son gour fournit une A -algebre qui n’est pas sans rapport
avec celle dont nous sommes partis. Donnons tout d’abord une définition préliminaire:

Definition 25 Un morphisme ¢ d’algébre combinatoire avec éléments partiels est un mor-
phisme de structure applicative qui envoie les définis sur des définis (a = $(a) |} ).

Le lemme et le théoréme suivants sont les homologues dans le cas partiel de ceux établis
par Koymans dans le cas classique (cf {Koymans 82]).
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Lemme 77 Soit M € ), alors [M]g(u) = Az.M[zy, -,z =72 2, -, 7]

Preuve: Par induction sur M:

o M=z
[M]If = Wf.’
7rf'. étant une abstraction = Az.rf‘z
= Az.zi[zy, e, 2y = Wflz, <o ,ﬂflz]
o M= PQ:
Mz = [Pley:=[Qls
= Az[P]zz([Q]z2) .
par induction = Az.Plzy,---,2, =75 2, °,7rflz]Q[a:1,- R Trflz,---,ﬁ:lz]

= AzMzy, Ty 1= T 2,00, Ty 2]

e M = )y.P:

M}z = GoA([Plzy)
[Pley : I"x I -1 = 1o(Aa.(Ab.[P)zy[a,b])[I"a)
(Auv.uv)o(Aa.(Ab.[ Pzy[a, b]) [I"a)

1l se vérifie aisément que la restriction par I™z se simplifie en une restriction par a,
laquelle s’élimine puisque a est liée:

[M]z = Az.(Auv.uv)(Aa.(Ab.[Plzy[a, b))z
= Az (Av.(Ab.[P)zy(2, 8] )v)
induction Azv.(Abz. P[z1,+y Zp, Y i= ”f{yz’ e ’”fnn #][z,b])v

= Auv.(Az. Py, 3 Ty, ¥ := wf;yz, N wf’yz])[u, ]
Auv.Plzy, -+, Tp,y 1= 7rf1 oFst{u,v],- -, rfﬂoF.st[u, v], mofu, v]]
Auv.Pzy, -+ Tp, Yy 1= rfl(f"u), ey an(I"u), v]
Auy.Plzy, +, Tn,y 1= wflu, ceey anu, Y]

= Au(Ay.P)[z1, -y &y := rfl Uy - ;, wf"u]

Z

£ : 1" — I et que par conséquent 7rf'.(I "u) = wf‘u.

puisque 7

¢ M = P[Q: immédiat par hypothése d’induction . " S o
Théoreme 21 M(C(U),1,1,1) = U

Remarque 27 Ceci montre en particulier que la PCCC C(U) n’est pas dégén;frée ( foute CcCC

étant une PCCC dégénérée), est vraiment “partielle”, au sens ot elle contient au moins autant
de fléches non totales qu’il y a d’éléments indéfinis dans la sous-algébre U.
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Preuve du théoréme 21: Soient z une nouvelle variable et ¢ : & — M, a — ¢(a) = [z]a
(= Az.a en A-notation), alors ¢ est un morphisme d’algébre combinatoire avec éléments par-
tiels :

¢(8) = [2]§
par définition de [z] = KS
U étant une Ay-algébre = KS)crp
= K(\zyz.zz(yz))
d’apres le lemme 77 = [Azyz.zz(y2)]m
par définition de Spmq = Sum

et il en va de méme pour K, I.
Pour a,b: T — I, nous avons:

a.rb evy ro(F x Idr)o <a,b>
(Az.m12(me2))o(Az.[1(m 2), m22)])o( Az.[az, bz2])
Az.(Azy.zy)(az)(bz)

= Az.az(bz)

il

d’oti: a.rb = Sab, a et b étant totales. Il s’ensuit que @(uv) = [zluv = F([z]u)([z]v) =
#(u).16(v).

On peut remarquer que c’est la définition de [z] dans le cas partiel qui fait que tout
marche bien ici.

D’autre part, ¢ préserve les définis; Les définis de M sont les fleches totales de T' — I,
c’est-a-dire celles qui sont représentées par un terme F' tel que !j0F =!7, or:

IroFF = (Ay.I[Iy)oF
= Az.(My.I)(Fz)
= Mz2I[Fz
et lr = )\Z.IfKIZ‘—: A2I=KI=T
Or !ro¢(a) = Az.I[(Az.a)z = Az.Ifa, et si a ||, comme U vérifie la régle £, on a donc
Azd[a =T, dou ¢(a) .
¢ admet un morphisme inverse 9 : M — U, a — 1(a) = al:
En effet

P(Sm) = Spml = KSI = S et de méme pour K, 1.
P(a.mb) = (Az.az(bz))I = aI(bI) = vp(a).g9(b)

si a est défini dans M alors Az.I[az = KI, d’out (Az.I[az)] = KII, et par conséquent
Ifal = I, soit al {.

enfin ¢ et 1 sont bien inverses I'un de Vautre: ¥(#(a)) = ([z]a)] = a et ¢(¥(a)) = [z](al) =
S(Az.a)I = Xz.az = a puisque a ést une abstraction. a

6.10 Une possible construction de modéles du A-calcul par-
tiel

Il peut paraitre décevant que toutes les A -algebres ne puissent apparaitre comme résultant
de la, donnée d’une PCCC munie d’un objet réflexif. En effet, dans le cas classique on obtient
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un tel résultat: toutes les A-algébres ( et par suite tous les modéles du A-calcul) résultent
de la donnée d’un objet réflexif dans une CCC et ceci fournit d’ailleurs une technique pour
construire des modéles, dont le modeéle de Scott D,.

Nous pouvons nous apercevoir a reprendre notre démonstration que ceci tient au fait que
nous pouvons pas enrichir le A,-calcul de nouvelles constantes qui représenteraient tous les
termes d’une A,-algebre A donnée de maniére a obtenir une A-notation pour tous les éléments
de A, car nous avons supposé que les constantes étaient totales lorsque nous avons défini les
Ap-algebres . Or ceci ne tenait qu’a permettre d’obtenir le lemme 47.

Nous allons voir qu’une autre issue peut étre donnée a ce probléme :

Considérons un nouveau Ap-calcul, que nous noterons A,1, qui ne differe de A, que par
les modifications suivantes:

¢ Les termes considérés doivent étre explicitement restreints par les variables libres et les
constantes qui figurent dans ce terme (c’est-a-dire que si z € VL(M) alors z € r(M),
ol r est définie comme au chapitre 3).

Par exemple, le terme (Azy.zc)[{z,c}, ol z est une variable et ¢ une constante, sera un

terme que nous considérerons, mais pas le terme Az.zy puisque y n’apparait pas dans

r(Az.zy) =10

Autrement dit, la régle de formation d’une abstraction peut &tre exprimée comme suit:
M el

Az.M[{VL(Az.M)} U {constantes figurant dans M} € A,1

¢ Les variables libres, ni les constantes ne seront plus considérées comme totales. Autre-
ment dit, ’axiome M[c = M est supprimé et ’axiome M [z = M est remplacé par
Az.M[z = dz. M.

La réduction de notre nouveau calcul reste inchangée, puisque il se voit aisément qu’elle
laisse stable A,1.

Si c’est au prix de modifier le A,-calcul, il n’en demeure pas moins que cela va simplifier
un certain nombre de choses. Remarquons d’ailleurs que pour les termes clos sans constantes,
c’est-a-dire les plus intéressants, le calcul va demeurer inchangé.

Voyons maintenant quels sont les bénéfices obtenus en reprenant notre démonstration au
chapitre 5. Nous allons devoir modifier un certain nombre de définitions, mais la trame reste
la méme. Supprimons dans la logique combinatoire I’axiome z |} et ne supposons plus que
les constantes soient totales. Les modeéles seront dés lors des modeles au sens classique (les
valuations sont quelconques).

Le lemme 47 est conservé grace a la condition que nous avons portée sur la formation
d’une abstraction et & partir de 13, tous les résultats de ce chapitre 5 demeurent valides.

L’interprétation catégorique des termes doit maintenant se reformuler un peu différem-
ment (section 6.5):

Une valuation n’a plus a étre supposée totale, autrement dit c’est une application p: V —
|U|.

Soit un terme M tel que VL(M) = {z1,..,25}.

Nous allons interpréter M comme nous aurions fait du terme M|cg, /21, .., €z, /Zx], C’est-a-
dire en considérant que les variables libres se comportent comme des constantes c;, associées
aux éléments p(z;). Les mémes démonstrations montrent que pour toute valuation p, A, F
M = N = [M], = [N],.

Il ne nous reste plus qu’a vérifier que nous obtenons bien 1’amélioration annoncée du
théoréme 21.
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Si A une A, 1-algebre, alors elle le demeure si ’on enrichit le A,1-calcul considéré d’autant
de constantes qu’il y a d’éléments de A (ou plus précisément si on associe a chaque élément
a de A une nouvelle constante ¢,, en posant (¢,)cL = a, c’est ce que nous ne pouvions pas
faire auparavant). Deés lors chaque élément de a admet une A-notation (au moins la notation
¢,). 11 s’ensuit que tout ce que nous avions fait pour une sous-algebre U est cette fois valable
pour l’algébre A. D’ot le

Théoréme 22 Soit A une A, I-algébre alors: M(C(A),1,1,1)= A

Ceci nous laisse espérer pouvoir construire des modéles du A,l-calcul en trouvant des
catégories cartésiennes fermées partielles munies d’un objet réflexif.
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Annexe: Fin de la dém?nstrati n
du lemme

Ici on fera les calculs dans A, et on écrira § pour S, etc...pour simplifier. On donnera
seulement les étapes essentielles des calculs sans autrement préciser les régles utilisées.
5.1: [u][v]S(Ku)(Kv)[uv = [u][v]K(uv)

S(Ku)(Kv)[uv (Az.Kuz(Kvz))[{Ku, Kv,uv}
(Azuv[z)[{Az.u, Az.v,u, v, uv}

(Az.uv)[{uv}
K (uv)

muwu W

5.2: [a]S(S(K K)I)(Ka) = [a)I[a
S(S(KK)I)(Ka) (Az.S(KK)Iz(Kaz))[{S(KK)I,Ka}

(Az.KKz(Iz)a)[{\z.a,a}

(Am.K:va) [a

(Az.z[a)[a

(Az.z)[a

Ifa

1 T T T TR |

5.3: [a][b]S(S(K K)(Kb))(Ka)= [a][b])Kb[a

S(S(KK)(Kb))(Ka) (Mz.S(KK)(Kb)z(Kaz))[{S(KK)(Kb), Ka}
(Az(KKz)(Kbz)a)[{KK, Kb,a}
(Az.Kba[z)[{K,b,a}

(Aa.b[a)[{b, a}

(Aa.b)[{b, 0}

Kbla

1 T I A I 1

5.4: [t][u][v]S(S(KK)(Stv))(Ku) = [t][u][v]Stv[u
S(S(KK)(Stv))(Ku) (Az.(S(KK)(Stv)z)(Kuz))[{u,v,t}

(Az.(K Kz)(Stvz)(Kuz))[{u,v,t}

(Az.K(Stvz)u[z)[{u,v,t}

(Az.Stvz)[{u,v,t}

(Aa(t2)(v2)) [, 0,2}

Stv[u

LS | | 1 I

5.5: S(S(KK))I =1

S(S(KK)DI = (Ze.S(KK)Iz(I2))[{S(KK)I,T}
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(Az(KKz)(Iz)x)[{\z.KKz(Iz), KK, I}
(Az.Kzz)[{\z.K, K}
(Az.z)=1

5.6: [u]S(S(KK)(Ku))I = [u]Ku
S(S(KK)(Ku))I

(Az.S(KK)(Ku)z(Kuz))
[{S(KK)(Ku), Ku)
(Az.S(KK)(Ku)zu)[{KK, Ku,u}
(Az (K Kz)(Kuz)u)[u
(Az.Kuu)[u

(Az.u)[u

Ku[u=Ku

1 T T R |

5.7: [u][t]S(S(K K)(Stu))I = [u][t]Stu
S(S(KK)(Stu))]

f

(Az.S(KK)(Stu)z(Iz))
[{S(KK)(5tw), I

(Az.K Kz(Stuz)z)[{K K, Stu}
(Az.Stuz)[{t, u}
(Az.te(uz))[{t,u}

Stu
5.8: [a][0]S(S(K K)(Sab))(Sab) = [a][b]Sab

S(S(KK)(Sab))(Sab) (A2.5(K K)(Sab)z(Sabz))[{a,b}
(Az.(KKz)(Sabz)(Sabz))[{a,b}
(Az.Sabz)[{a,b}

(Az.az(bz))[{a,b}
Sa

5.9: [t)[u][v]S(S(K K)(S(S(K K)t)u))v = [t][u][v] S(S(K K)(S(S(K K)t)v))u

S(S(KK)S(S(KK)t)u))v (Az.S(KK)(S(S(K K)t)u)z(vz))

[{S(KK)(S(S(KK)t)u), v}

= (Az.8(KK)(S(S(KK)t)u)z(vz))
[{S(S(K K)t)u, v}

= (Az.KKz(S(S(KK)t)uz)(vz))
[{S(KK)t, u, v}

= (A2.K(S(KK)tz(uz))(vz))
[{t,u, v}

= (M2 (KKz)(tz)(uz)[vz)
[{t,u, v}

= (Az.K(tz)(uz)[vz)
[{t,w, v}

= (Aztz[{uz,vz})
[{t,u, v}

ce qui donne bien une expression symétrique en u et v.

5.10: [£][u][v]S(S(K K )t)(S(S(K K )u)v) = [t][u][v]S(S(K K)(S(S(K K )t)u))
S(S(KE)Y)(S(S(KK)u)) = (Az.S(KK)tz(S(S(K K)u)vz))

(T T



[{S(KK)t,S(S(KK)u)v}
(Az(KK2)(tz)(S(KK)uz(vz)))
[{KK,t,S(KK)u,v}
(Az.K(tz)((K K z)(uz)(vz))
[{KK,t, S(K K)u, v}

({2, ,v)
(Az.K(tz)( K (uz)(vz)))
[{t,u, v}

(Az.tz[uz[vz)

[{t,u, v}

(Az.tz[{uz,vz})

[{t,u, v}

S(S(KK)(S(S(KK)w)w = (Az.S(KK)(S(S(KK)t)u)z(vz))

[{S(KK)(S(S(KK)t)u),v}

= (A2.KK2(S(S(KK)t)uz)(vz)))
[{S(S(K K)t)u, v}

= (Az.K(S(KK)tz(uz))(vz))
[{S(KK)t,u, v}

= (Az.K(K(tz)(uz))(vz))
[{t, u, v}

= (Aztz[{uz,vz})
f{t,u,v}

5.11: [t][u][v]St(S(S(K K)u)v) = [t][u][v]S(S(K K)(Stu))v

St(S(S(KK)u)v)

S(S(KK)(Stu))v

(F | T R | T A TR

(Az.22(S(S(K K)u)v2))[{t, S(S(K K)u)v}
(Az.tz(S(K K)uz(v2)))[{t, S(K K )u, v}
etz K (uz)(02))) [{t, 4,0}
(Az.tz(uz[vz))[{t, u, v}

(Az.S(K K)(Stu)z(v2))[{S(K K)(Stu),v}
(Az.K(tz(uz))(vz))[{Stu, v}
(Az.tz(uz)[vz)[{t, u, v}

Or tz(uz[vz) = tz(uz)[vz et il suffit d’appliquer £.
5.12 [t][u][v]S(S(S(K K)t)v)u = [t][u][v]S(S(K K)(Stu))v

S(S(S(KK)t)v)u

(Az.5(S(K K)t)vz(uz))[{S(S(K K)t)v, u}
(Az.S(K K)tz(vz)(u2)) [{S(KK)t, v, u}
(Az.K(tz)(vz)(u2))[{t, v, u}
(Ae(t2[02)(u2) [{t, v, 1)
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de méme que dans le cas précédent on conclut en remarquant que (tz[vz)(uz) = tz(uz)[vz.

5.13: [a][b][c]S(S(S(K S)a)b)c = [a][b][c]S(Sac)(Sbc)

S(S(S(KS)a)b)e

il

(Az.S(S(K S)a)bz(cz))

[{S(S(KS)a)b,c}

= (Az.5(KS8)az(bz)(cz)
[{S(KS)a,b,c}

= (Az.(KSz)(ax)(bz)(cz))
[{KS,a,b,c}

= (Az.S(az)(bz)(cz))



110 Chap. VII ANNEXE: FIN DE LA DEMONSTRATION DU LEMME 61

[{S,a,b,c}
= (Az.(az)(cz)((bz)(cz)))
({a,b,c}
S(Sac)(Sbe) = (Az.Sacz(Sbez))
[{Sac, Sbe}

= (Az.(az)(cz)((bz)(cz)))[{a,b,c}
5.14: [a][b][c]S(S(K K)(Sab))(Kc) = [a][b][c]Sab[c

S(S(K K)(Sab))(Kc) (Az.S(K K)(Sab)x(Kcz))[{S(K K)(Sab), Kc}
(Az.K Kz(Sabz)(Kex))[{KK, Sab,c}

(Az.K (az(bz))c)[{a,b,c}
(Az.az(bz)[c)[{a,b,c}

(Az.az(bz))[{a,b,c}

Sab[c

1 | | A T A

5.17: S(KD)I = I

S(KDI = (Az.KIz(Iz))[{KI,I}
(Az.Iz[z)[Az.

(Az.z)=1



Conclusion et perspectives de
travail

8.1 Conclusion

Nous avons essayé de porter quelques lumiéres sur ’outil de raisonnement sur 1’équivalence
de programme que représente le A-calcul.

Nous avons donc exploré le probleme de la confluence de A, en montrant comment le
résoudre dans un calcul simplifié, ceci nous a permis d’éclaicir les difficultés soulevées par ce
probléme dans toute sa généralité.

Nous avons dégagé une variante du A,-calcul et montré ainsi que difféntes approches
raisonnables (au moins les deux que nous avons considérées) peuvent étre faites de cette
notion, et notamment qu’un certain nombre de résultats sont simultanément vérifiés pour ces
calculs, notamment celui que les termes réductibles & une valeur peuvent &tre caractérisés
par un systéme de types.

Enfin nous avons défini des algébres combinatoires (Ap-algébre ) qui répondent a D’esprit
du Ap-calcul, & savoir de discerner les termes indéfinis.

Nous avons pour finir montré quels étaient les liens de ces structures avec les catégories
cartésiennes fermées partielles munies d’un objet réflexif.

8.2 Perspectives de travail

Confluence

Notre résultat de confluence pour un calcul oit il n’y a en fait qu’une seule restriction nous
a laissé apercevoir quels sont les problémes que souléve la recherche d’un tel résultat pour le
calcul tout entier:

1l semble absolument indispensable de trouver une forme normale par rapport a la théorie
de la restriction, puisqu’il s’avére que nous ne disposons que peu de techniques pour des ré-
ductions modulo une relation d’équivalence. Néanmoins la recherche de cette forme normale,
a supposer que toutes les informations globales soient aussi disponibles a un niveau local,
impose de saturer le terme des informations qu’on peut déduire a partir de lui. Ce processus
de saturation a déja été utilisé par Pino-Pérez pour prouver la décidabilité de la théorie de
la restriction. Nous pensons qu’a considérer les objets infinitaires qu’engendre ce processus,
nous serions susceptibles de prouver la confluence de tout le calcul.
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Etude du \,-calcul

Le lambda-calcul paresseux que nous avons étudier au chapitre 2 mériterait une étude plus
approfondie. Ne serait-il un calcul au moins aussi pertinent que Ay, voire dans ses amliorations
que nous avons évoquées. Ce serait a examiner par des méthodes sémantiques. Il semblerait
que dans ce calcul les termes réductibles & une valeur le soient fortement. Peut-étre des
connexions sont a examiner avec les réseaux de preuves issus de la logique linéaire.

Etude du A ;-calcul

Le lambda calcul par valeur de téte que nous avons proposé mériterait d’étre exploré. Il est
évidemment associé & un autre A,-calcul que celui que nous avons considéré ici. Il serait in-
téressant de savoir si on peut lui appliquer les constructions d’interprétation standard comme
celle de Pino-Pérez (cf [Pino 92]), aussi bien que celles des interprétations catégoriques (cf
[Pino 87], ou celle du chapitre 6).

Il serait également intéressant de définir une machine abstraite appropriée au A p-calcul
en relation avec la sémantique opérationnelle qui ressort des machines abstraites associées a
ces variations et d’étudier ainsi des fondements plus concrets du A, p-calcul.

Construction de )\, -algébres

Le probleme qui se pose naturellement est celui de la construction d’une Aj,-algébre non
dégénéée (avec plusieurs indéfinis) qui soit non syntaxique, ce qui revient i construire une
PCCC avec un objet réflexif. Pourrait-on, par exemple, reprendre la démarche que Scott a
adopté pour construire D, comme un objet réflexif dans la catégorie des CPO. Les formes
normales de téte jouent-elles ici le méme réle que dans le cas classique.

Il semblerait également possible d’établir un lien de ces A,-algébres avec les modeles
algorithmiques proposés par Pino-Pérez (cf [Pino 92)).

Logique partielle

Nous avons évoqué la formulation d’une logique partielle qui pourrait donner un cadre aux
algebres combinatoires avec éléments partiels, et qui serait dans ’esprit de celle qu’a proposée
Scott (cf [Scott79]), a la différence que ’égalité de deux n’implique pas qu’ils soient définis.
Il reste 3 montrer que les deux formulations sont équivalentes.

Sémantique dénotationelle

L’élaboration d’une sémantique dénotationnelle, notamment de modeéles fonctionnels suivant
une construction analogue & celle de Krivine (¢f [Krivine 90]) reste a explorer.
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