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INTRODUCTION 

En programmation mathématique, motivée par les applications en optimisa- 

tion, l'étude des systèmes différentiables non linéaires permet de résoudre effica- 

cement de nombreux problèmes majeurs. Notre propos est d'étudier la régularité 

des solutions de tels systèmes. 

Soient F et G deux espaces de Banach, U un ouvert de F, f une application 

de U dans G, B un convexe fermé de F tel que B n U ne soit pas vide, Ii un cône 

convexe fermé non vide, de G et b un point de B n U .  

Michel [l] a considéré le système des inégalités suivant : 

et a montré que si f est strictement différentiable au point b et si l'hypot,lii.se 

suivante est vérifiée 

(H.M) l'adhérence de l'ensemble A = D f (b)[B~(b;  1) Ti B - b] + I< est un voisinage 

de O dans G 

alors, pour tout voisinage V de b, il existe un voisinage W de f ( b )  tel que le syst6me 

(M) ait une solution dans V quelque soit z de W. 

Robinson [2] a reformulé l'hypothèse de Michel sous la forme équivalcnt,e 

(H.R) O E int[f(b) + Df(b)(B - b) + Ii] 
puis, pour le système des inégalités perturbé 

tel que pour une valeur donnée a du paramètre x le système (Ra) vérifie la condition 

(H.R), il a donné un contrôle sur la taille des solutions de (Rx) pour x voisin de 

a. 

Quant à Penot [3], il étudie le système plus général 

où C est un convexe de G vérifiant C - K c C. 



Il interprète la condition de régularité de Robinson en termes d'une condition 

de transversalité de l'application f au point b sur C : 

et montre que les deux conditions (H.R) et (H.P) sont équivalentes dans le cas où 

l'un des deux convexes B ou C est d'intérieur non vide. 

Enfin, Zouaki [4] a repris l'étude du système des inégalités perturbé (Rx) dans 

le cas particulier où B = b + H avec H un cône convexe fermé et d'intérieur relatif 

non vide [cf. Annexe 11 et il a prouvé que si le système (Ra) vérifie la condition 

de transversalité (H.P) qui s'écrit sous la forme : 

il existe alors une application 6' continue, définie sur un voisinage R de (a, f ( a ,  6)) 

à va,leiirs da.ns F ,  telle que, 6' (x ,  z) soit solution de (Rx) pour tout (x, z) dans R. 

Da.ns un premier temps, nous montrons qu'on peut construire une application 

O lipschitzienne (resp. lipschitzienne et admettant des dérivées directionnelles) telle 

que pour tout (x, z) dans 52, B(x, z) soit solution du système (Rx) avec B = F, si 

on suppose que le système linéarisé au point b de (Ra) suivant : 

(R'a) D2f (a, b)(y) E z + K ,  Y E F . 

admet une solution possédant les mêmes propriétés de régularité. 

Nous donnons au paragraphe 1.1 une condition de régularité portant sur 

Dz f (a, b) qui assure l'existence d'une solution lipschitzienne (resp. lipschitzienne 

et admettant des dérivées directionnelles) pour le système (R'a). Cette condition 

de régularité sera aussitôt vérifiée sur trois exemples. 

Dans un deuxième temps, nous montrons que ce premier résultat s'étend au 

système suivant qui généralise les précédents : 

où B et C sont deux convexes d'intérieur relatif non vide. 

Et plus généralement encore, étant donnée une fonction multivoque l' définie 

au voisinage du point (a, b) à valeurs dans G, on supose qu'il existe un cône convexe 



fermé K dans G tel qu'il soit contenu dans r(x,  y) pour tout (x, y) d'un voisina.ge 

du point (a, b) et tel que le système des inégalités (Rx) associé à ce cône ait une 

solution O ,  il est alors évident que 6J est une solution du système. 

Nous montrons au chapitre II que la construction d'un tel cône est possible si 

la fonction multivoque î possède une propriété de semi-conti~liiité inférieure a.u 

point ( a ,  b )  et si le système linéarisé (R'a) associé au cône Tf(,,b)r(a, b)  a.it ilne 

solution lipschitzienne (resp. lipschitzienne et admettant des dérivées direction- 

nelles). Quoiqu'utile cette première extension du résultat précédent ne s'applique 

pas aux fonctions multivoques à graphe convexe qui en généra.1 ne vérifient pas 

la propriété de semi-continuité inférieure. Nous établissons alors un second résul- 

tat pour de telles fonctions multivoques et plus spécialement pour les processus 

convexes. 

Nous consacrons enfin l'Annexe 2 à l'étude de cette propriété de semi- 

continuité inférieure pour les fonctions multivoques qui fa.it intervenir l'intérieur 

relatif d'un convexe. Au préalable, nous établissons dans l'Annexe 1 quelqiies résul- 

tats concernant l'intérieur relatif d'un convexe dans un espace de Baaach. 

Ce travail est réparti en deux chapitres (1 et II) et deux Annexes (1 et 2). La. 

notation proposition 1.1.3, par exemple, renvoie à la proposition 3 di1 para.graphe 

1.1 et la proposition 1.3 à la proposition 3 de l'Annexe 1. 

On désignera par BX(xO,&) la boule fermée de centre xo et de rayon E dans 

l'espace normé X ,  BQ(xo; E) l'intersection de cette boule avec une partie Q de X 
et Vx(xo) l'ensemble des voisinages du point xo dans X. 





Chapitre 1 

REGULARITE DES SOLUTIONS DE SYSTEMES 

DIFFERENTIABLES NON LINEAIRES. 

Introduction. 

Soient E ,  F et G, trois espaces de Banach, U un ouvert de E x F ,  f une 

appliction de U dans G différentiable au voisina.ge d'un point (a, b) de U et B 

(resp. C) un convexe fermé de F (resp. de G) tel que b soit dans B (resp. f (a ,  b) 

soit dans C). On considère le système perturbé 

On dit que le système (Sx) admet une solution localement au point b si pour tout 

voisinage V de b dans F ,  il existe un voisinage R de (a, f (a, b)) dans E x G et ilne 

application @ de R dans F telle que : 

1) V(x, Z)  E R, 0(x, z) E V (7 B. 

2) V(x,z) E R, f(x,@(x, z)) E z + C. 

On appelle système linéarisé au point b du système (Sa) associé à. une valeur 

donnée a de x le système 

où TbB désigne le cône contingent au point b de la partie B en sens dc Bouligand, 

c'est-&dire l'ensemble des éléments v de F vérifiant 

qui coïncide puisque B est convexe avec l'adhérence de l'ensemble UA,,, $(B - B )  

dans l'espace F .  

Nous allons montrer que la régularité (caractère lipschitzien et existence des 

dérivées directionnelles) des solutions du système (S'a) passe aux solutions du 

système (Sx) lui-même pour x voisin du point a. Nous commençons d'abord par 

établir ce résultat dans le cas où B = F et C = K. L'étude du système (Sx) dans 

son ca.dre le plus général en résultera. 



La démonstration s'inspire de celle du théorème de submersion de Antoine 

[5] qui correspond au cas K = {O). Nous remarquons que les deux conditions 

suivantes sont équivalentes : 

i) le système 

admet une solution localement au point b. 

ii) la fonction multivoque y H f (x, y )  - Ii' est localement surjective au point 

b. 

Et nous démontrerons alors que la surjectivité de la fonction multivoqiie 

y H D2f ( a ,  b ) ~  - 1 -  

entraîne celle de la fonction multivoque 

Ceci nous conduit ainsi à étudier l'existence et la régularité du système linéarisé 

(R 'a ) .  

1.1. Condition de régularité pour le système linéarisé : 

Soient F et G deux espaces de Banach, u une application linéaire continue de 

F dams G, I< un cône non vide de G et b un point de F. On considère le système 

linéaire suivant : 

Pour un tel système nous avons le théorème suivant d'existence de soliitions et de 

leurs régularités : 

Théorème 1.1.1. (Cond i t i on  de  régularité). 

U n e  C.N.S pour que le s y s t ème  ( L )  ait u n e  solu t ion  (resp. u n e  solu t ion  continu-e) 

(resp.  u n e  solu t ion  l ipschitzienne) (resp. u n e  so lu t ion  l ipschitzienne e t  admettanet 

des  dérivées directionnelles) localement a u  point b e t  qu'il existe u n e  application 

(resp.  u n e  application cont inue)  (resp. u n e  application l ipschitzienne) (resp. u n e  

appl ic t ion  l ipschitzienne e t  adme t tan t  des dérivées directionnelles) (v ,w)  de G 

d a n s  F x Ii', posi t ivement  homogène telle que : 



Démonstration : 

Condi t ion nécessaire : Supposons que (L) ait une solution localement au point 

b. 

En particulier, pour V = BF(b; 1) il existe un nombre positif p  et une 

application v de BG(u(b); p )  dans F telle que : 

Soit Z un élément non nul de G. L'élément z = & . Z + u(b) étant 

dans la boule B G ( u ( ~ ) ;  p) on en déduit que v(z) est dans la boule BF(b; 1), 

w(z)  = u o v(z) - z est dans le cône Ii et qu'on a 

Soit 

Posons pour tout Z dans G, 

On voit facilement que (ü,W) est une application de G dans F x R, positive- 

ment Iioiilogène et qu'on a 

En prenant A = max(L, 1 + $ . HuII), il résulte de (1.1) et (1.2) que (ü,tij) est 
P 

l'application recherchée. Il est clair que si l'application v est continue il en est 

de même pour l'application (6, w). Supposons maintenant que l'application v est 

lipschitzienne de rapport k et montrons que l'application ü est lipschitzienne de 

rapport (t + 2k) .  On a 



Donc 

Q(Z, 20) E (G \ {o ) )~ ,  
1 11~011 P P 

l/ü(Z) - ü(Zo)l\ 5 -112 - Zoll + - . k - Il-. Z - -. 
P P IlZll IlZoll 

zo Il 

OU encore 
IlZoll liZOll 112 - ZolI . II-.Z-ZoII 5 2 . - .  
IlZll IlZll 

Soit enfin 

Ou bien llZoll 5 llZll dors JJv(Z) - ü(Zo)ll 5 ($  + 2k) . 112 - 2011. 

Ou bien llZll 5 llZo 11 et alors Ilü(Zo) - ü(Z)IJ < (1 + 2k) . llZo - 211. 

Ce qui montre que l'application ü est lipschitzienne de rapport ($  + 2 k ) .  

On en déduit d'après (1.1) que l'application w est lipschitzieniie de rapport 

1 + ($ + 2k). ~ ~ u ~ ~ .  

Enfin, si on suppose de plus que l'application v admet des dérivées direction- 

nelles en un point Zo de G alors l'application (ü, w) admet des dérivées direction- 

nelles au point Zo. En effet, on distingue deux cas : 

1) Si Zo = O on a. alors pa+ définition d'une dérivée directionnelle. 

1 
~ ' (0 ,  X )  = lim -(ü(XX) - ~ ( 0 ) )  = ü(X) 

XHO+ X 

Cette limite existe quel que soit X élément de G. 

2) Si Zo # O, on considère les applications 

On peut vérifier que 



et que 

V X  E G, (v O h)'(Zo; X) = vf(h(Zo); hl(Zo; X)) 

On en déduit que l'application v admet des dérivées directionnelles au point Zo. 

L'existence des dérivées directionnelles pour l'application w au point Zo résultc 

d'après (1.1). 

Condi t ion s u f i s a n t e  : Soit V un voisinage du point b dans F ,  il existe un 

nombre positif p tel que la boule B ~ ( b ; p )  soit contenue dans V. Fixons une 

application (v, w) vérifiant les conditions du théorème 1.1.1, il vient que 

OU encore 

Vz E G, z = u(v(z - ~ ( b ) )  + b) - w(z - u(b)) 

En prenant S1 = B ~ ( u ( b ) ;  p/A) on voit que l'application 6 dkfinie sur R par : 

Vz E R, G(z) = v(z - ~ ( b ) )  + b 

vérifie 

On vérifie aisément que si (v, w) est une application continue (resp. lipscl~it- 

zienne) (resp. lipschitzienne et admettant des dérivées directionnelles) alors l'ap- 

plication ü possède les mêmes propriétés. 

Définitioii 1.1.2. Soient F e t  G deux espaces de Banach,  u u n e  application 

linéaire continue de F dans G et Ir' u n  cône n o n  vide de G .  O n  appelle K-sélect ion 

bornke de u, un,e application (v, w) de G dans F x I<, p ~ s i t i v e m e n ~ t  homogén,c telle 

que : 

Une  K-sélect ion bornée (v, w) de u sera dite une  Ii-sélection. continue (resp. 

u n e  K-sélect ion lipschitzienne) (resp. une K-sélect ion régulièrement dérivable) s i  

l'application v est  continue (resp. l ipschitzienne) (resp. lipschitzienne et admet tant  

des dérivées directionnelles). 

U n e  I<-sélection bornée (v,w) de u sera dite à valeurs dans  un cône H de F 

s i  l'application v prend ses valeurs dans  le cône H .  



Lorsque Ii' est réduit à {O), on retrouve la définition d'une sélection au sens 

de Michael [6] .  

La proposition suivante montre qu'il suffit d'étudier les K-sélections lipschit- 

ziennes (resp. régulièrement dérivables). 

Proposition 1.1.3. Les notations étant celles de la définition I.1.2, les pro- 

priétés suivantes sont équivalentes : 

a) u admet une IC-sélection lipschitzienne (resp. régulièrement dérivable) Ù 

valeurs dans H .  

b) l'application (u, idF) de F dans G x F admet une IC x H-selection lipschit- 

zienne (resp. régukièrernent dérivable). 

Dénionstration : 

Soit (v,  w)  une K-sélection li~schitzienne (resp. régulièrement dérivable) dc IL 

ct à valeurs dans H .  On considère les applications suivantes : 

V : G x  F H  F , ( z , y ) ~ - y + v ( z - u y )  

Wl : G x F H  Ii',(z,y) H W(Z-uy) 

Wz : G X F H H ,  (z, Y) H V(Z - UY) 

On voit facilement que l'application (V,(Wi, W2)) définie de G x F dans 

F x (Ii' x H )  est une Ii' x H-sélection lipschitzienne (resp. régulièrement déri- 

vable) de l'application (u, idF). 

Soit (V, ( t q ,  W2)) une K x H-sélection lipschitzienne (resp. réguliCremriit 

dérivable) de l'application (u,  id^). On considère les applications suivantes : 

V : G H  H , Z H  V(z,O) 

w : G H I(,z H Wl(z,O) 

On vérifie a.isément que l'application (v, w) définie de G dans H x K est une 

K-sélection lipschitzienne (resp. régulièrement dérivable) de l'application ?I ct à 

valeurs dans le cône H .  

La construction d'une K-sélection régulièrement dérivable d'une application 

linéaire continue u est possible si on suppose que le cône K est convexe et vérifie 

la propriété suivante : 



Définition : Soient  G u n  espace de Banach  et C u n  convexe n o n  vide de G. 

O n  appelle enveloppe a f i n e  fermée de C et o n  note [Cl ,  le plus petit sous-espace 

a f i n e  f e rmé  contenant  C .  

O n  dira que C est d' intérieur relatif n o n  vide de G s i  l'intérieur w(C) de C 

dans [Cl est n o n  vide [cf. Annexe 11. 

En effet, Zouaki [4] en supposant que I< est un cône convexe fermé d'int4rieur 

relataif non vide, a montré qu'une condition nécessaire et suffisante pour que IL 

admette une IC-sélection continue et que l'une des deux conditions siiivanhes soit, 

vérifiée : 

1. Irnu - I C  = G 

2. Imu n w(I-) f 0 et Imu + [I{] = G 

Il construit la Ii-sblection continue de u SOUS la forme (uo + VI O ulo, -ZPI O 100) 

où 

(vo, wo) est une sélection continue, au sens de Michael [6], de l'application 

linéaire continue ü : F x [Ii] H G, (y, z )  ++ U(Y) + z 
(v, , wl ) est une Ksélection régulièrement dérivable de l'application lin&- 

airc continue U I  : F ++ [Ii], y H ~ ( y ) ,  qu'il construit explicitement. 

Une condition suffisante pour que la K-sélection construite par Zoiiaki soit 

régulièrement dérivable est que l'application ù admette une sélection linéaire 

continue c'est-à-dire une section. En particulier, on a : 

Proposition 1.1.4 : Soit  I( un cône connexe f e rmé  de G d'intérieur relatzf 

n o n  vide. Une application linéaire continue u de F dans G admet  u.ne I i -sé lect ion 

régulièrement dérivable s i  Imu - Ii = G et s i  l 'une des conditions suivantes est 

vérifiée : 

1) G est de dimension finie. 

2) [KI est de codimension finie. 

3) u admet  u n e  quasi-section (i.e. une  application linéaire continue s de G 

dans F telle que u o s o u  = u )  et I m u  est de codimension finie. 

Démonstration : 

L'hypothèse Irnu - Ii = G entraîne que I m u  + [Ii] = G, donc l'application 



linéaire continue ü : F x [KI H G, (y, z) H u(y) + z est surjective. 

1. Si G est de dimension finie, il est clair que u admet une section. 

2. Supposons que la condition (2) soit vérifiée. On pose G, = G/[K] et on 

consiclère la surjection canonique de G sur Gi. Alors l'application O 11 est 

surjective : tout élément ai de Gl est l'image par x d'un élément z de G. Il existe 

donc y dans F et zo dans [Ii] tels que z = u(y) + zo. D'où 

ZI = x(z) = x(u(y) + zo) = X 0 U(Y) + ~ ( ~ 0 1  = X 0 "(Y) 

Corilnie Gl cst de dimension finie, l'application ou admet alors irnr section a dc 

Gl dans F et on a 

x o u o a o X ' = X '  

D'autre part, 

donc l'élément (lG-uax)(z) appartient à [KI et, par suite, l'applicatiori (1~-z ia; \ )  

se factorise en une application linéaire continiic vo de G dans [ICI ct dc l'injection 

canonique 3 de [KI dans G. D'où 

ce qui exprime que l'application G H F x [Ii], z H (aX(z),  vo(z)) est une section 

de l'application 6. 

3. Siipposons que la conditJion (3) soit vérifiée et consid6roiis n la. siirjectiori 

canonique de G sur cokeru. Alors, .rrl[K] la restriction de n à [KI cst surjective : 

tout élément Z de cokeru est 1'ima.ge par n d'un élément z de G. Il exist,e donc y 

dans F et zo da.ns [KI tels que z = u(y) + zo. D'où 

Comme cokeru est de dimension finie, l'application T ~ [ ~ C I  admet une section S de 

cokcru da,ns [Ii] et on a 



donc l'élément (-6rz + z) appartient à Imu et comme par hypothèse u admet une 

quasi-section s,  on a 

OU encore 

V ~ E  G , z = u o s ( - 6 r z + z ) + S a z  

Ce qui exprime que l'application G H F x [KI, z H (s(-saz + z ) ,  6azf est iinc 

section de l'application iï. 

Exemple 1 : Si G est de dimension finie et si I< est uii cône convexe, alors K 

est d'intérieur relatif noii vide. Il suffit donc que Ii soit ferillé et qur Iinu - IC = G 

pour que u adinette une K-sélection régulièrement dérivable. 

Exemple 2 : Si Ii est iin cône polyédral, alors I< est un cônc convexe f(~rm6 

d'intérieur relatif non vide et la condition (2) est vérifiée : il suffit donc cilcore cluc 

Imu - I< = G pour que u admette une K-sélectiori régulièrement dbrivable. 

Exemple 3 :Si u est llapplicat,ion associée à une équation d'évoliition liiibaire : 

avec I = [O, 11, (a,/3) E L(RP x RP x Rr) ,  a E LD"(I, L(Rp,Rp))  et 

b E LDO(I, L(Rq, Rp)) 

alors, u vérifie la condition (3) : il suffit donc que I< soit un cône convexe fcriné 

d'intérieur relatif non vide et que Imu-IC = G pour que u admette une Ii-sblection 

régulièrement dkrivablc. 

Les exemples 1 et 2 sont immédiats, nous donnons la démonstration de 

l'exemple 3. 

Démonstration : 

On considère les deux applications suivantes : 

uo : W1'"(~, R ~ )  x Lm(I, R B )  H Rr, (X7 Y) H aX(0) + P-Y(l) 

U I  : W1'"(I, RP)  x LCo(I, Rq) H Lm(I, RP), ( X ,  Y) H X' - QX - bY . 

On voit que u = (uo, ui). La condition (3) de la proposition 1.1.4 résiilt,cra. 

iinmédia.tement des deux lemmes suivants : 



Lemme 1. Toute application linéaire continue uo d 'un  espace de Banach E 

dans R r  admet  une  quasi-section. 

Démonstration : 

On choisit {el , .  , . , e n )  une base orthonormée de Imuo que l'on complète 

en une base orthonormée {el,. . . , en ,  en+i, .  . . , er] de Rr. Soient x i , .  . . , x, des 

éléments de E tels que uo(xi) = ei pour i E 11,. . . , n) .  

On pose 

Alors so est une a.pplicat,ion linéaire continue de R' dans E et on a. 

doilc su est une quasi-section de uo. 

lemme 2 : Soient  E et  F deux espaces de Banach  et u = (uo,ul) une  

application linéaire continue de E dans R' x F .  S i  ul admet  u n e  section alors 

u admet  une  quasi-section et Imu est de  codimension inférieure ou  égale ri r .  

Démonstration : 

Soit (A, y) un élément de R r  x F. On cherche à résoudre dans E le système 

Soit sl  une section de ui.  La solution générale de l'équation (2) est de la forme 

x = s l y + z  avec zEke ru l  

ou comme kerul = I m ( 1 ~  - slul) ,  x = s1y + ( 1 ~  - slu1)X avec X E E. 

En substituant x par son expression dans l'équation ( l ) ,  on obtient 

Ce qui exprime que (A - uosi y) est un élément de I m u o ( l ~  - si ul ). L'application 

uo( iE  - s lu l )  est définie de E à valeurs dans Rr, son image est donc caractérisée 



par l'annulation de n-formes linéaires linéairement indépendantes (1, . . . , En où 

n < r. On en déduit que le système initial a une solution si et seulement si 

Donc la codimension de Imu est égale à n. D'autre part, d'après le lemme 1 

précédent, l'application uo(lE - slul)  admet une quasi-section so de R' dans 

E. Posons alors 

Ainsi s est une aplication linéaire continue de Rr x F dans E et on a 

Comme so est une quasi-section de uO(1~  - slul) ,  on a 

Par ailleurs, ker ul = Im(1 25 - slul) donc 

Ce qui montre que s est une quasi-section de u. 

Il suffit, d'après le lemme 2, de vérifier que u1 admet une section. Pour cela, 

on considère R la résolvante de l'équation différentielle X' = aX et on dkfinit 

l'application sl par : 

Alors, si  est une section de ul .  



1.2. Régularité des solutions du système des inégalités : 

En considérant un cône convexe fermé K au lieu d'un convexe C dans le 

système ( S x )  et en prenant B = F ,  on obtient le système des inégalités perturbé 

suivant : 

Nous démontrons dans le théorème suivant qu'on peut construire une soliition 

y = O(x, z )  lipschitzienne (resp. lipschitzienne et adinettant des dérivées direction- 

nelles) pour un tel système si on suppose que le système linéarisé 

(E la )  D2f ( a ,  b)(y)  E z  + IC, Y E F  

admet une solution possédant les mêmes propriétés. 

Tliéorènie 1.2.1. : (Théorème  de ~ u b m e r s i o n  modulo u.n cône.)  

Soient  E ,  F et  G trois espaces de Banach,  U un ouvert de E x F ,  f 7rne 

application de U dans G, ( a ,  b) u n  point de U et I{ u n  cône convexe ferme' n o n  

vide de G .  O n  suppose que : 

i )  f  est de classe C1 et  sa différentielle est lipschitzienne azs ~iois inage du 

point ( a ,  b) 

i i )  Dz f ( a ,  b) admet  une IC-sélection lipschitzienne. 

Il existe alors un voisinage R de ( a ,  f (a ,  b))  = ( a , c )  et u n e  application 

lipschitzienne O de R dans F telle que : 

1 )  O(a, c )  = b  

2)  Y(,, z )  E 0, f ( x ,  O(x, z ) )  E z  + K .  

S i  de plus, Dz f ( a ,  b) admet  une  I<-sélection régulièremen,t de'riaable ( 1 1 ,  IO), 

o n  peut imposer à Q d'admettre des dérivées directionnelles e n  tout  point de  R et 

de  vérijier : 

3) V ( X ,  2) E E x G ,  O1((a, c); ( X ,  Z ) )  = v(Di  f ( a ,  b)X - Z )  

4) 31; > O,  Y ( X ,  Z )  E R, V ( X ,  Z )  E E x G, I I O I ( ( ~ ,  2 ) ;  (x ,  Z ) ) I I  S- 1; . I I ( X ,  Zjll. 

La démonstration du théorème 1.2.1 repose sur le théorème de fonctions 

implicites suivant : 



Proposition 1.2.2. : Les hypothèses é tant  celles d u  théorème I.t.1, il existe 

u n  voisinage V de a e t  une  application lipschitzienne S, de V dans F telle que : 

1) + ( a )  = b 

2) v x  '. VV, f ( x ,  S,, E f ( a ,  b) + K 

Si ,  de plus, Dz f ( a ,  b) admet  u n e  I<-sélection régulièrement dérivable (v, T I , ) ,  

o n  peut imposer à $ d'admettre des dérivées directionnelles e n  tout  point de V et 

de vérifier : 

3)  VX E E, $'(a;  X )  = v O Dl f ( a ,  b ) X  

Démoiistration d e  la proposition 1.2.2. : 

La déinoilst,ration se décompose en trois étapes : 

i è r e  étape : Cette première partie de la démonstration s'inspire de celle du 

corollaire 1.2. de Zouaki [4]. 

Soient ( v ,  w) une Ii-sélection lipschitzieilne de Dz f ( a ,  b )  de rapport A ct S la 

valeur de la somme CF $. U étant un ouvert de E x F, f étant dc classe Cl et 

sa différentielle étant lipscliitzienne au voisinage du point (a, b) ,  il existe r > O et 

s > O tels que : 
S 

v x E B ~ ( a ; . ) ,  l l f ( x , b ) - f ( a , b ) l l 5 ~  (2 .1)  

D f soit lipschitzienne de rapport B sur B E ( u ;  r )  x B F ( ~ ;  s )  (2 .2)  

1 1 
A B ( r  + s )  5 - et A B S s  5 - 

2 3 
(2 .3)  

On définit la suite de follctions ( $ n ) n E ~  sur la boule B E ( a ;  r )  à valcurs dans 

F, par les relations de récurrence suivantes : 

On va montrer que la suite ( S > n ) n E ~  possède les propriétés suivantes : 

i) Pour tout n E N, 4, est bien définie et à valeurs dans la boule B F ( ~ ;  s )  



ii) Pour tout n E N ,  $,(a) = b 

iii) Pour tout n E N* et pour tout x E  BE(^; r )  

iv) $, converge uniformément sur la boule BE(a;r) vers une application 

(continue) 1C, telle que : 

1) *(a) = b 

2) Vx E BE(% r),  f (x, $(x)) E f (a, b) + Ii-. 
i) Pour n = O, = b donc est bien définie et à valeiirs dans BF(b; s). 

Pour 12 = 1, on a 

donc $1 est bien définie et, de pliis, on a d'après (2.1) 

S S 
E B ~ ( a ; r ) ,  II$l(x) - 611 5 A .  Ilf(x,b) - f(a,b)ll I A .  - = - 2A 2 

$1 est donc à valeurs dans la boule BF(b, s). 

Supposons que pour tout entier k 5 n, Sk soit définie et à valeurs dans 

BF(b; s) et montrons qu'il en est de même pour $,+1 

Pour tout k 5 n, on définit l'application hk par : 

Il vient que 

1 

hk(x) = JO ( ~ z f  (2, r$k(x) + (1 - r)$k-i(x)) - ~ z f  (a, b)) . ($k(x) - $k-l(x))dr . 

Comme s E BE(a; T )  et, par hypothèse de récurrence, 



il résulte d'après (2.2) que 

D'où 
V x  E B ~ ( a ; r ) ,  v k  5 n, ) )$k+i(x)  - $k(x)ii -< A .  Iihk(x)ii 

On en déduit d'après (2.3) que 

et par itération, on a 

Alors 
n 

'dx E B ~ ( a ; r ) ,  II$n+l(.) - bll = 11 $ k + i ( ~ )  - $k(x) / l  
k=O 
n 

r C I I W ~ + I ( X )  - $ k ( ~ ) l l  
k=O 

Sn+1 est donc bien définie et à valeurs dans Bp(b ;  s ) .  

ii) se montre facilement par réccurence. 

iii) Pour n = 1, on a 

f ( x ,  b) + D ,  f  ( a ,  b ) ( $ l ( ~ )  - b) = f ( x ,  b) + D 2 f ( a 1  b) v ( - f  ( ~ 7  b, + f b ) )  

( 7 1 ,  u))  étant une I<-sélection bornée de D2 f ( a ,  b) ,  on a, par définitior~ 

- f  ( x ,  b )  + f ( a ,  b )  = D z f ( a ,  b) 0 v(-f ( x ,  5) + f ( a ,  b ) )  - w ( - f  ( 2 ,  b) + f (01 b))  

Donc 

f ( x ,  b) + D z f  ( a ,  b ) ( $ ~ ( x )  - b) = f ( a ,  b) + w(-f ( x ,  b) + f ( a ,  b) E f ( a1  b) + Ic 

Ce qui montre que la propriété est vraie pour n = 1. 



Supposons que pour tout entier k 5 n, la propriété soit vraie. On a. 

f (z, $k(x) + D2f (a, b)(St+i(x) - +k(x)) = f (x ,  Sk(x)) + D2f (a, b) hk(z) 

= f (x, $ ' k (~ ) )  + hk(5) + W O hk(x) 

= f (x, S>~-I(X)) + D z ~  (a, b)($k(x) - S ~ - I ( X ) )  + w hk(z) 

Comme w o hk(x) E Ii et par hypothèse de récurrence, 

f (x, $k-~(x)) + Dzf(a, b)($k(x) - $k-i(x)) E f (a ,  b )  + I< 

Alors 

f (x, $jk(5)) + D2 f (a, b)(Sk+i(x) - Sk(x)) E f ( a ,  b) 4- Ic + = f (a, b, f Ic 

la Iwopriété est donc vra.ie pour ( n  + 1). 

iv) D'après (2.5)) la série de teriue général (Sn+] - 4,) est normalciilent 

convergente sur la boule BE(a; r ) ,  donc la suite converge uiliforiï~i.n~ent 

sur la boule BE(a; r )  vcrs uilr application (continiie) et eil faisant tcildrc IZ vers 

l'infini dans ii) et iii), on obtient : 

(1) *(a) = b 

(2) Qz E  BE(^; y), f (x, (Sr(x)) E f (a, b) + Ic. 

2ème étape : Caractère lipschitizieiï des applications 4, et 4. 

011 pose : 

Vn E N*, On = $n - $n-l . 

Alors, polir toiit i z  E N*, l'applicatioiï 4, (resp. O,) est lipschitzic~ïnc. 

le caractère lip~chit~zien de SIl (resp. de el)  résulte de celui des applications î> et f 

Supposons que pour tout k _< n, l'application +hk (resp. Ot) soit lipschitzienne de 

rapport a k  (resp. Pk). On a 



D'autre part, la formule de Taylor d'ordre 1 pour f donne 

v(x, Y )  E B ~ ( a ; r ) ?  

où on a posé xk ( r )  = ( rx  + (1 - r)y, rSk(x)  + (1 - r ) G k ( ~ ) )  pour b E {n - 1,n) .  

Par construction de l'application gr, (resp. Bk), pour tout x E I i ~ ( a ;  r ) ,  

I'élénient Sk(x)  (resp. Ok(x)) est dails la boule B*(b; s) (resp. BF.(O, &)), on en 

déduit d'après (2.2) que : 

lID2f ( x n - l ( ~ ) )  - D2f (a, b)ll 

< B(1lrx + (1 - Y) - a / /  + ((r$n-l(x) + (1 - 7)Sn- i i~ )  - bII - 

5 B(r + s) . 

Cela étant, on a 

D'après l'hypothèse de récurrence, (resp. On) est lipschitzienne de rapport a,, 

(resp. P,), il en résulte que 

Soit 



Ce qui montre que est lipschitzienne et de rapport 

Comme $,+I = 6,+1 + Sn, alors est lipschitzienne et de rapport 

D'aut)re part, étant donné que = b, on peut choisir a0 = O et pi = a l .  

Alors pour tout n E N*, a, 5 3a1 + 1. 

Polir 17, = 1, al < 3al + 1 

Supposoils que pour tout k 5 11, l'inégalité soit vraie. D'après (2.3) et (2.7), on a 

Par itérat,iori, OII obtieiit : 

Il en résulte que 

Ce qui montre que l'illégalité <le récurrerice est vraie pour (n+l )  et, par consi.qircnt, 

la lirriite $ des applications 4, est lipschitzienne sur BE(a;r)  et de rapport 

k = + 1. 

3ème étape : Si, de plus, l'application v admet des dérivées directiorinelles 

alors 011 peut imposer à $ d'admettre des dérivées directionnelles en tout point de 

BE(a; r )  et de vérifier les ~ropriétés suivantes : 

(3) 'dX E E ,  $'(a; X )  = v 0 DI f (a, b)X ; 

(4) 3k > 0, Vz E B ~ ( a , r ) ,  \dX E E ,  11S)'(z;X)II < kllXII. 

On commence par montrer que, pour tout n E N*, 4, admet des dérivées 

direction~ielles en tout point de BE(a, r). 



Pour n = 1, on a :  

l'application 7) est supposé lipschitzienne et admettant des dérivées directionnelles 

et f est de classe C1 au voisinage du point (a, b), on peut donc dériver leur composé 

et, par suite, $1 admet des dérivées directionelles en tout point de BE(a; r). 

Supposons que pour tout k < n, l'aplication $k admet des dérivées direction- 

nelles cn tout point de BE(a; r).  L'existence des dérivées directionnelles pour $),+l 

résulte, d'après (2.4) et de la définition de hk de celle des applications v, f ,  S>,-l 

et 4,. On en déduit que 

Vz E BE(a; r ) ,  VX' E E ,  $k+l(x; X )  - &(x; X) = v ' ( ~ , ~ ( x ) ;  h',(x; X')) 

ct conime v est lipschitzicnne de ra.pport A, on a : 

vx E  BE(^; r) ,  vx E E,  ll$fi+l(x; X )  - $fi(x; x ) l [  5 A .  llh,k(x; x ) l \  

En ~t~ilisant (2.6)' on obtient 

Soit enfin 

'Jx E  BE(^; r),VX E E,  
1 1 

ili;.fi+l(x;X) - i;.:i(~;X)l( < iABZni3ai + 2) + % D I ) .  IlXII . 

la série de fonctions ~ ~ = . = , ( $ ~ + ,  - $:) converge normalement sur lc produit de la 

boule BE(a; r )  avec chaque partie bornée de E. Donc la suite ($;),E~ dcs dérivées 

directionnelles converge uniformément sur le produit de la boule BE(a; r )  avec 

chaque partie bornée de E et il en résulte d'après le théorème dc la convergence 

uniforme que la limite $ admet des dérivées directionnelles sur la boule BE(a; r).  

Il est clair que d'après (2.4), on a : 

Vn E N*, VX E E,  $L+l(a;X) = $:(a;X) 

Par passage à la limite, on obtient 
P 



(3) VX E E ,  $'(a; X) = $:(a; X) = v 0 Dlf (a, b ) X .  

Comme l'application $ est k-lipschitzienne sur BE(u; r), on a. alors 

(4) Vx E &(a; r ) ,  VX E E,  Il$'(x;x>ll 5 k .  llXll 

Ceci démontre la proposition 1.2.2. 

Déiiioiistration d u  tliéorème 1.2.1 : 

On considère l'application 

Cette applicat,ioil est définie, de classe C1 et sa différentielle est lipschitzicnne au 

voisinage du point ((a, c), b). Il résulte de la proposition 1.1.3 que D~ f ( (a ,  c), b) = 

( D L  f (a, b), l F )  a.dmet une II' x F-sélection lipschitzienne (resp. régulièrcmcnt, 

dérivable) si Dz f ( a ,  b) adinet une II'-sélection lipschitzicnne (resp. régulièrements 

dériva.blc). 011 pcut donc a.ppliquer la proposition 1.2.2. précFdcnt,c a ,f : il csist,e 

iin voisina.ge R dc (a, c) dans E x G et une application lipscliit~zienne O de 12 dans 

F t>clle que : 

1) O(a, c) = b 

2) V(x,z) E 0, f((x,z),O(x,z)) E f((a,c), b) + I{ x F 

La rela.tion (2) se traduit ainsi : 

Si, rilfin, la K-sél~ct,ion de Dz f(a,  b) est régulièrement dbrivnblr, on pciit iriipo~cr 

à B tl'atlmcttrc cles d6rivi.e~ directionnelles en tout point de R ct dc v6iific.r: 

3 V(X, Z )  E E x G, Bf((u, c); (X; 2) )  = v 0 Dlf((a ,  c) ,  b ) ( X ,  2 )  

= .(Dl f(a,  b)X - 2 )  

1.3. Régularité des solutions d u  système sans coiitraintes : 

Dans cette seconde étape, nous allons montrer qu'on peut étendre le résultat 

pri>ci.dent au systEme (Sz) avec B = F et C un convexe fermé d'intérieur rcIatif 

non vide si la condition de régularité est vérifiée pour le syst,&n~e linéarisi. 



Théorème 1.3.1. : (Théorème de submersion modulo u n  convexe) 

Soient E ,F et G trois espaces de Banach, U u n  ouvert de E x F ,  f une 

application de U dans G, C u n  convexe fermé d'intérieur relatif n o n  vide de G et 

( a ,  b) u n  point de U n f - ' (C) .  O n  suppose que : 

i )  f est de classe C1 et sa diflérentielle est lipschitzienne au voisinage du 

point ( a ,  b). 

i i )  Dz f ( a ,  b) admet une T f ( , ,b )C-  sélection lipschitzienne (resp. régulièrement 

dérivable). 

Il existe alors u n  voisinage R de ( a ,  f ( a ,  b ) )  = ( a , c )  et une  application 

lipschitzienne (resp. ~égulièremen~t  dérivable) 6 de S1 dans F telle que : 

1 )  B(a, c )  = b 

2 ) V ( x , z )  E 0, f ( x , @ ( x , z ) )  E z + C - f ( a , b ) .  

a) Lenime 1.3.2 : (Lemme de transoersalité su,r u n  convexe) 

Soient F et G deux espaces de Banach, u une application linéaire c o ~ t i n u e  

de F dans G, C u n  convexe fermé d'l:ntérieur relatif n,on vide de G et e un point 

de C .  S i  71 admet une  Tee-sélect ion lipschitzienne (resp. régulièrement dériva.ble), 

alors, il existe u n  cône convexe fermé d'intérieur relatif non  vide I< de G et u n  

nombre positif E tels que : 

i )  u adm,et une K-sélection lipschitzienne (resp. réguliérernen,t dérivable) 

ii) c + BxjO; E )  c w ( C )  

u admettant  u n e  T,C-s6lection lipschitzienne (resp.régulii.rcmeilt dkrivnblc), 

o n  a c n  particulier 

Iinz~ n w ( T e C )  # 0 . 

En appliqiiaiit le corollaire 1.13 avec L = F ,  on  eii déduit cpe  

( e  + Imu) n w ( C )  # 0 . 

Si e E w ( C )  alors T,C = [Cl - e et o n  choisira donc I< = [Cl - e .  



Si e 4 w(C) ,  on fixe alors un élément xi dans F tel que e + u ( z l )  soit dans w(C). 

Comme u(x1) ne peut être nul, il existe donc un nombre positif p tel que 

Posons K = R +  . B [ c l ( u ( ~ l ) ;  p). On voit que K est un cône convexe d'intérieur 

relatif non vide de G. Montrons qu'il est fermé. Soit ( Z n ) n E ~  une suite d'éléments 

de I< tendant vers Z .  Si Z est l'élément nul, alors Z appartient à I<, sinon on pose 

Vn E N,  Zn = Xnyn avec An E B[c l (u (z l ) ;p )  

Il vient que 

Par ailleurs, la suite ( Z n ) n E ~  étant convergente vers Z # O, 

m 
V12 2 no, - M 

~ l ~ n l l  ' A n  - IIynII 

Ce qui exprime que la suite ( A n ) n E ~  prend ses valeurs dans un compact de R+, 

on pcut cn extraire une sous-suite (Xn')n>EN convergente vers A. Il en résiilte que 

la suite y,, = . Zn, converge vers y = . Z dans la boule fermée Blc1 (u(xl  ); p) 
A"( 

ct par suite l'élément Z = X .  y est dans le cône K. Ceci prouve que Ii: cst fermé. 

Etarit tloriné que 

\JY E B [ c ] ( ~ ( x I ) ;  P),  R I  L llyll 

On choisit un nombre positif e tcl que E 5 R I  et on considère un élérncnt non niil 

Z de K. Il est de la forme Z = X . y avec X E R; et y E B [ c l ( ~ ( x ~ ) ;  p). On en 

diduit que si Z est dans Bn(0 ,6 )  alors A = < //# ( < 1 et il résult,era 

dc la proposition 1.3 que 1'élCment e + Z = e + Xy = (1 - X)e + X(e + Y) est dans 

o ( C )  car C est convexe, e est dans C et (e + y) est dans w(C). 

Soit enfin, 



D'autre part, posons Go = [Cl - e et considérons y dans Go \ { -e ) .  L'élément 

~ ( z i )  + & . (y + e) est dors dans la boule B~cl(u(zl); P )  et pa.r suite l'élément 

- . u(z1) + y + e est dans le cône IC. Posons, 
P 

l u  + "1 5 1  et tui(y) = - . VY E GO, vi(y) = --- ' l u  + e l  u(xl) - y + e . 
P P 

On voit que (vl, wl) est une application régulièrement dérivable définie de Go dans 

F x I< et qu'on a : 

Vy E Go, Y = u 0 vi(y) - wi(y) + e . 

Soit (v2, w2) une T,C-sélection lipschitzienne (resp.régulièrement di.rivablr) de I L  

et posons 

'dy E G, v(y) = vz(y) - VI o wz(y) et w(y) = -WI 0 wz(y) + e . 

On vérifie facilenlent qiie (v ,  w )  est une IC-sélection lipscliitzieniie (resp. régiilii,re- 

ment dérivable) de u. Ceci démontre le lemme 1.3.2. w 

b) Démoiistration du Théorème 1.3.1. : 

D2 f (a, b) admettant une Tf(,,b)C-sélection lipscliitzienne (resp. régil1ii.rement 

dérivable), il existe d'après le lemme 1.3.2 un cône convexe fermé d'intérieur relatif 

non vide IC de G et un nomlîrc positif E tels que : 

i) Dzf (u ,  b) admet une IC-sélection lipschitzienne (resp. régulièrement déri- 

vablc). 

ii) f (a, b) + BK(O; e )  C w(C) .  

On applique le théorème 1.2.1 à l'applicatioil f relativement au cône I< : il 

~x is te  un voisinage Ri dc (a, c )  et une application lipschitzieni~e (rcsp. régiilii~rc- 

~ncnt  dérivable) O de CLl dans F telle que : 

Les a.pplicat,ions f et 0 étant continues, il existc un voisina.ge Q2 de ( a ,  c )  da.ns 

E X  G tel que:  

On en déduit que 

V ( Z , Z ) E Q = O ~ ~ R , ,  ~ ( X , ~ ( X , ~ ) ) - ~ E B K ( O ; E ) C C - ~ ( ~ , ~ ) .  



1.4. Régularité des solutions du système avec contraintes : 

En posant g(y) = f ( a ,  y) pour une valeur donnée a du paramètre ir et en 

considérant un cône convexe fermé Ii' dans le système (Sx), on obtient le système 

des inégalités suivant 

Sous l'hypothèse 

(H.M) l'adhérence de l'ensemble Dg(b)[BF(b; 1) n B - b] + Ii est iiii voisinage de 

O dans G 

qui assure l'existence d'iine Ii-sélection continue pour l'application Dy(b), Michel 

[l] a inontré l'existence de solutions pour le système (M). Rohii~son [Il en donnant 

une condition de régularité équivalente 

parvient à préciser ce résultat pour le systèilic des inégalités pcrturbé 

(XS) f ( x , y ) ~ z + I i ,  ~ E B  

tel que, le système (Ra) vérifie la condition (H.R) et il a ajouté iin contrde siir la 

taille des sol~itions de (Rx) pour x voisin de a. 

Penot [3] a repris l'étude du systèine (M) sous la forme plus générale 

où C est un convexe de G vérifiant C - Ii c C.  

Il a refornlulé la condition de régularité de Robinson en termes d'iinc condition 

dc transversalité de l'application g au point b sur le convexe C soiis la forme : 

et a inontré que les deux conditions (H.R) et (H.13) sont éqiiivalentes dans le 

cas où l'un des deux convexes B ou C est d'intérieur non vide. Sa. condition de 

tra.nsversalité (H.P) assure l'existence d'une Tg(*)C-sélection cont,iniie à valeurs 

dans TbB pour l'application Dg(b) et lui perinet de donner un cont,rôle sur la taille 

cies soiiitions du système (P). Enfin, Zouaki [4] a étudié le système des inégalités 



perturbé (Rx) dans le cas particulier oii B = b + H avec H un cône convexe fermé 

d'intérieur relatif non vide de F et a montré que si la condition de tra.nsversalité 

(H.P) qui s'écrit sous la forme : 

(B.  P )  D2 f ( a ,  b ) ( H )  - Ic = G 

est vérifiée, il existe alors une application continue 0, définie sur un voisinage R dc 

(a, f (a, b ) )  à valeurs dans F, telle que, O(x, z )  soit solution de (Rx) pour tout (x, 3 )  

dans R. Sa démonstration repose sur la constructiori d'une IC-sélection continiic 

à valeurs dans H de l'application D2 f(a ,  b) .  Sous nous proposons d'i.tendre ce 

résultat au système (Sx) et nous démontrons par application de nos rbsult ats 

précédents que si D2 f(a ,  b)  admet une Tf(,,b)C-sélection lipschit7icnile (rcsp. 

régiilièrenient dérivable) à valeurs dans TbB alors l'application B vbrific le? in6rncs 

propriétés et qiie B(x,z) cst solution de (Sx) pour tout (x,  z)  daris (2. 

Tliéorème 1.4.1. : (Théorème  de transversalité). 

Soient  E ,  F et G trois espaces de Lianach, U u n  ouvert de E x F ,  f 7rn.c application 

de U dans G, B (resp. C) u n  convexe fermé d'intérieur relatif non, vide de F  esp. p. 
de G )  et ( a ,  b )  u n  point d e  U tel que b soit dans B et f (a , ,  b) dans  C .  O n  su.ppose 

que : 

i) f est de classe C' et sa diflérentielle et lipschitzienne au  voisinmge d u  point 

(a,  h ) .  

i i )  D2f (a ,  b) admet  une  T f ( , , b~C-sé lec t zon  lipschitzienne (resp.réguliérern.en,t 

de'riaable) à valeurs dans TbB. 

Il existe alors u n  voisinage R de (a,  f (a ,  b ) )  = (a,c) et w.n,r: application, 

lipschitzienne (resp.rég~~lièremen,t  déri?iable) 0 de da.n,s F telle qux : 

2) V(x, z )  E R, f (x, O(x, z ) )  E z + C - f (a,  b).  

Démonstrat ion : 

On considère 1'a.pplication 



Cette application est définie, de classe Cl et sa différentielle est lipschitzienne a,u 

voisinage di1 point (a, b). Il résulte de l'hypothèse ii) et de la proposition 1.1.3 que 

D212(a, b) = (Dz f (a, b), IF)  admet une Th(e,b)C x B-sélection lipschitzienne (resp. 

régulièrement dérivable). On peut donc appliquer le théorèmc 1.3.1 à h relativement 

au convexe C x B : il existe un voisinage fi de (a, C) = (a, h(a, b)) dans E x (G x F )  

et une a.pplication lipschitzienne (resp.régulièrernent dérivable) i? de a dans F telle 

que : 

La rela.tion 2) se traduit ainsi 

On écrit = R x V où R est un voisinage de (a, f (a ,  b)) dans E x G et V 1111 

voisinage de b dans F et on définit l'application 0 sur R par : 

Alors 0 est une application lipschitzienne (resp. régulièrement dériva.ble) de C2 dans 

F telle que : 

1) 0(a,c) = b et V(x, z) E 52, 0(x,z) E B 

2) V(x, 2) E Q, f (x, @(x, 2)) E 2 + C - f (a, b). 



Chapitre II 

THEOREMES DE SUBMERSIONS POUR DES 

FONCTIONS MULTIVOQUES. 

Soient E ,F  et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E x F ,  f une 

a.pplication de U dans G, l? une fonction multivoque de U dans G et B un convexe 

fermé de F. Nous allons appliquer les résultats obtenus au chapitre 1 à l'étude de 

la. régularité des solutions du système suivant qui généralise les précédents : 

dans deux cas : le premier pour les fonctions inultivoques vérifiant une propriété 

de semi-continuité inférieure et le second pour les fonctions inultivoques à graphe 

convexe. Il suffit d'étudier la régulasité des solutioils du système (Cs) dans le cas 

où B = F, le ca.s général en résultera comme précédemment. 

11.1. Théorèine de subi-i-iersion pour les fonctions n-iultivoques ii-if- 

coiltii-iues : 

Etant donné E, F et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E x F, f 

une application de U da.iis G, r une fonction multivoqiie de U dans G et (a, b) un 

point de U, on considère le système perturbé suivant : 

Sous les hypothèses suivantes : 

a )  f est de classe Cl et sa différentielle est lipscl-iitzicnne ai1 voisinage di1 point 

( a ,  h l .  

p)  il existe un cône convexe fermé K non vide de G tel que : 

/3 - 1) Dz f ( a ,  6) admet une I<-sélection lipschitzienne (resp.régulièrement 

dérivable). 

/3 - 2) Il existe un voisinage U' de (a, b) dans E x F et un nombre positif e 

tels que : 

V(X, Y )  E U', BK(O;&) C r(x,  Y) 

Il existe un voisinage Q de (a, f (a, b)) = (a, c) dans E x G et une application 

lipschitzienne (resp. régulièrement dérivable) 8 de S1 dans F telle que : 



1) @(a, c )  = b 

2) V(x, z) E R, f (x, O(x, z)) E z + r(x,  O(x, z)) c'est-à-dire que 

V(x,z) E 0 ,  O(x, Z) est solution de (Ex) . 

En effet, appliquons le théorème 1.2.1. à la restriction de f à U' relativement 

au cône Ii : il existe un voisinage Cli de (a, c )  dans E x G et une application 

lipschitzienne (resp. régulièrement dérivable) O de RI dans F telle que : 

1) @(a, c )  = b 

2) V(x, z) E 01, f (x, 0(x, z)) E z + Ii 
les applications f et O étant continues, il exist,e un voisinage C l 2  dc ( n , c )  dans 

E x G tel que : 

Dans ce qui suit nous nous proposons de donner dcs conditions soiis lesquelles 

l'hypothhse /?) sera vérifiée : 

1) Une condition de régularité pour le système linéarisé 

assurant l'existence d'un cône convexe fermé d'intérieur relatif non vide IC de G 

qui soit inclus dans r ( a ,  b) ct tel quc le système linkarisi: (R'a) associé à ce cône 

ait une solution lipschitzienne (resp. régulièrement dérivable). 

2) Une condition de semi-continuité inférieure au point ( a ,  b) pour la fonction 

multivoque l? assurant l'existcnte d'un voisinage U' du point ( a ,  b) dans E x F et 

d'un nombre positif E tels que pour tout (x, y) dans U' la trace de Ii sur la boule 

Bc(O; E) soit contenue dans r ( x ,  y). 

Définition : Soient  X et Y deux espaces de Banach,  R u n  ouvert de X, 

r u n e  fonction multivoque de S2 dans Y et xo u n  point de R. O n  dit que î est 

inf-continue a u  point xo si : 

1) I'(x0) est u n  convexe d'intérieur re latq  non vide de Y .  



Par exemple, les fonctions multivoques constantes et les fonctions inultivoques 

à valeurs convexes et à gra.phe ouvert sont inf-continues en tout point de leur 

domaine de définition [cf. Annexe 21. 

Cela étant, on peut énoncer : 

Tliéorème 11.1.1. So ien t  E , F  et G trois espaces de Banach,,  U un o ~ ~ v e r t  

de  E x F ,  f u n e  application de  U dans  G, ï u n e  f onc t ion  m ~ ~ l t i v o q u e  de U d a m  

G et  (a, b )  u n  point  de U te l  que f ( a b )  so i t  dans  I'(a., b ) .  O n  su.ppose que : 

i )  f est  de classe C' e t  sa  différentielle es t  l ipschi t z ienne  a.u voisinage du 

poin,t (a,  b) .  

ii) r(a., b) est  compa.ct. 

i i i )  I' est  in f -cont inue  a u  poin t  (a, b) .  

i v )  D2 f (a, b)  a d m e t  u n e  Tf(,,$'(a, b)-sélection l ipschi t z ienne  (resp.  régir1i;re- 

m e n t  dérivable) 

I l  ex is te  alors un voisinage R de (a, f(a,b)) = (a,c) d a n s  E x G e t  u n e  

application lipschitzienn,e (resp.  régulièrement d ir ivable)  8 de i 2  d a n s  F tel le que : 

1)  @(a, c )  = b 

Démoiistration : 

Il suffit là de 1nontrt.r qiic lcs conditions p - 1) et ,LI - 2) précbdcntcs sont 

vérifiées pour la fonction multivoclue : 

On applique le lemme 1.3.2. de t,ra.nsversalité sur un convexe avec u = Dz.f(a, b) ,  

C = r ( a ,  b)  et e = f (a ,  b)  : il existe un cône convexe fermé d'int,Crieur relatif 1-1011 

vide I i  de G et un nombre positif E tels que : 

i) D2 f (a, b)  admet une Ii-sélection lipschitzienne (resp. régulihrement déri- 

vable). 

ii) f (a, b )  + BK(@ E )  c w((I'(a, b ) )  = @'(a, b ) )  



l'ensemble f (a, b) + BK(O; e )  étant fermé, il est donc compact d'après l'hypothèse 

ii). Il résulte de la proposition 2.8 appliquée à A = f (a, b) + BK(O; E )  que 

3Q' E VE,F((~,  b)), V(x, Y) E a', f (a, b) + BK(O;E) C r (x ,  Y). 

En prenant dans le théroéme 11.1.1. une fonction multivoque consta.nte, on 

peut s'affranchir de l'hypothèse de compacité faite sur r (a ,  b)) et on retrouve le 

théorème 1.3.1. précédent. 

Ce résultat quoiqu'utile ne s'applique pas aux fonctions multivoques à graphe 

convexe. En effet, une fonction multivoque dont le gra.phe est un convexe d'intérieur 

relatif non vide n'est pas en général inf-continue sur son domaine de ddfinition 

comme le montre l'exemple siiivailt : 

Exenlple : Si ro est la fonction multivoque définie de R da.ns R2 par : 

alors le graphe de ro est un convexe d'intérieur relatif non vide ri1a.i~ ro n'est pas 

iiif-continue en O. 

En effet, le graphe de Po est l'ensemble 

graph(r0) = {{s} x [-1, +1] x {r) ,  r E R} 

qui est non vide. 

D'a.utre part, pour y0 = (i, O) élément de w(ro(0)) =] - 1, + l [x  {O) on a 

VE > O, > 0, 3x0 = 5 € ] - ~ , + ~ [ t e l  que] i -7 ,  i+r/[x{O) (f [-1, +1] x { e / 2 )  = 

ro(xo). Ceci montre que ro n'est pas inf-continue en O. 

11.2. Tliéorème de subnlersion pou r  les fonctions multivoques à graphe 

convexe. 

Nous rappelons la définition classique suivante : 

Définition : Soient  X et Y deux espaces de Banach, u n e  fonct ion muktivoqzre 

r de X' dans Y est appelée processus sz s o n  graphe est  u n  cône dans  X' x Y. O n  

di t  que ka fonction muh!ivoque r est u n  processus conveze fermé sz s o n  graphe est 

u n  cône convexe fermé de X x Y .  



Un processus I' de X dans Y est caractérisé par : 

1) VA > O, vxl E X, vxz E X ,  r(x1)  + ~ ( x z )  c r (x l  + x2) 

Ce processus est convexe si de plus 

2) VA > O,VX E X, r(Ax) = Ar(x). 

Pour un processus convexe r, le théorème 1.2.1. donne le résultat suivant : 

Tliéorème 11.2.1. : Soaent E,  F et  G troas espaces de Banach,  U u n  ouvert 

de E x F ,  f u n e  appkicatzon de U dans G, (a, b) u n  poznt de U et  I' u n  processus 

convexe fermé de 52 dans G. Sozi le graphe de r et supposons que : 

z )  f est de classe c1 et sa dzfférentzelle est  lzpschztzzenne a u  vozsznage d u  

poznt (a, b) .  

zz) l'applzcatzon (Da f (a, b), I F ,  O E )  de  F dans G x F x E admet  une  A-sélectzon 

lzpchztzzenne (resp. régulzèrcment dérawable). 

Il existe, alors, u n  voisinage R de (a, f(a,b)) = (a,c) dans E x G et u n e  

application lipchitzienne (resp. régulièrement dérivable) 8 de R dans F telle que : 

Dénioiistration : 

On considère 1'a.pplication 

Cette application est définie, de classc C1 et sa diffkrentiellc st lipschitzienne ail 

voisinage du point (a, b). De plus, D2g(a, b) = (D2 f(a ,  b), IF, OE) admet une A- 

sélection lipchitzienne (resp. régulièrement dérivable). On peut donc appliquer le 

theorème 1.2.1 à l'application g relativement au cône A : il existe un voisinage Ri 

de (a, cl) = (a, g(a, b)) dans E x G x F x E et une application lipchitzienne (resp. 

régiilitremnt dérivable) O1 de Ri dans F telle que : 

1) 81(a,c1) = b 

2)V(x, 2, t ,  u) E 01, g(x, @i(x, Z, t, u ) )  E (z, t, U) + A 

On écrit RI sous la forme SZ1 = R x V x W avec R un voisinage de (a, c), V 

un voisinage de O et W un voisinage de O dans E x G, F et E respectivement et 



o n  définit l'application 6 sur Cl par : 

V ( x ,  Z )  E Cl, 6 ( x ,  z )  = O S ( X ,  z ,  0,O) 

O n  voit facilement que 8 ainsi définie est une  application lipchihzienne (resp. 

régulièrement dérivable) sur Cl et à valeurs dans F et que : 

1 )  @(a,  c )  = Oi(a, c l )  = b 

2 )  V ( x ,  z )  E Q,  g ( x ,  81(x, 2 ,  O ,  0 ) )  E ( z , 0 , 0 )  + A 

la relation 2 )  se traduit ainsi 

2 )  V ( X ,  Z )  E 0,  f ( x ,  O ( X ,  2 ) )  E z + r ( x  - a ,  O ( X ,  Z )  - b). 

Reiiiarque 1 : Si O appartient à r ( a ,  b) alors la relation 2 )  de ce thi.ori.me 

s'écrit sous la forme 

Q(x ,  2 )  E 0, f ( x ,  O(x, z ) )  E + q x ,  @ ( x ,  z ) )  . 

Remarque 2 : La condition i i )  d u  théorème 11.2.1, peut être remp1aci.c par 

une  aut,re condition équivaleiite plus facile à vérifier dans la pratique. C'est l'objet 

de la  proposition suivante : 

Proposition 11.2.2. : Soient E ,  F et G trois espaces de Banach, U un  ouvert 

de E x F ,u une application linéaire continue de F dans G et ï u n  proce.ssus de 

U dans G de graphe A.  Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i )  l'application ( u ,  l F , O E )  de F dans G x F x E admet une A-sélection 

lipchitzienne (re3p. régulièrement dérivable). 

i i )  Il existe une application (6, w) de G x  E dans F x G,  positivem,en,t hom,ogène 

et l ipchitz ie~n~e (resp. régulièrement dérivable) telle que : 

Q ( z ,  x )  E G x E ,  z = u O Ü ( z ,  x )  - w ( z ,  x )  et ( x ,  v(z, x ) ,  w ( z ,  x)) E A . 

Démonstration : 

i )  + i i )  

Soit V,  (Wl , W2, W3))  une A-sélection lipchitzienne (resp. régulièrement déri- 

vable) de l'application ( u ,  I F ,  O B ) .  O n  a 

V ( z , y , x ) ~ G x F  x E , x = - W ~ ( z , y , x )  

Y = V ( ~ > Y , X )  - W z ( z , Y , x )  

Z = u O V ( z ,  y, 2 )  - W ~ ( Z ,  y ,  x )  



et ( W I ( ~ ,  Y,  $1, WZ(Z, Y, x), W3(z, Y, x)) E A. 
En particulier, 

la condition ii) est vérifiée en posant 

ii) + i) 
Soit (6, w) une application de G x E dans F x G vérifiant la condit,ion ii). On 

considère les applications suivantes : 

V : G x F x E H F,(z, y , ~ )  H y + ü(z - u(y),  x) 

W 1 : G x F x E ~ E , ( z , y , x ) ~ x  

W2 : G x F x E H F,(z, y, X) H ü(z - u(y), x) 

W3 : G x F x E H G,(z, y,x) H w(z - u(y),x) 

On vérifie aisément que l'application (V'(W1, Wz, W3)) définie de G x F x E 

dans F x A est une A-sélection lipchitzieilile (resp. régulièreme~it dérivable) de 

l'application (u, I F ,  OE). rn 

Dans le cas particulier où A = E x F x I< avec If un cône non vide de G, la 

condition (ii) de la proposition 11.2.2. est équivalente à la condition suivante : 

iii) u admet une K-sélection lipchitzienne (resp. régulièrerncnt dbrivable). 

En effet, soit (6, w) une application de G x E dans F x G vérifiant la condition 

(ii). On coiisidCx-e les appli~at~ioils suivantes : 

v : G H F,z H V(Z, 0) 

u) : G H I<,z +-+ w(z,0) 

On voit que l'application (v, w) définie de G dans F x I< est iine I<-sélcction 

lipcl~itzienne (resp. régulièrerncnt dérivable) de TL.  

Inversemcnt, soient ( 1 1 ,  w) unc K-sélect,ion lipchitziennc (resp. réguliCrerncnt 

dérivable) de u et p la projection de G x E sur G. On pose 

l'application (6, w) définie de G x E dans F x G vérifie la condition (ii) 8 



En suivant une démarche similaire à la démonstration du théorème II.2.1., on 

peut donner un résultat analogue pour une fonction multivoque à graphe convexe. 

Tliéorèiiie 11.2.3 : Soient E ,F  et G trois espaces de Banach, U u n  ouvert 

de E x F ,  f une  application de U dans G ,  l? une fonction multivoque de U dans 

G à graphe convexe fermé d'intérieur relatif n o n  vide A de E x F x G et ( a ,  b) u n  

point de U tel que ( a ,  b, f ( a ,  b ) )  soit dans A. O n  suppose que : 

i )  f est de classe Cl et sa différentielle est lipschitzienne a u  voisinage du 

point ( a ,  b).  

i i )  l'application (DZ f ( a ,  b ) ,  I F ,  O E )  admet une T(,,b,f(,,b))A-sélection lipch,it- 

zienne (resp. régulièrement dérivable). 

Il existe, alors, u n  voisinage R de ( a ,  f ( a ,  b))  = ( a ,  c )  et une application 6 

lipch,itzienne (resp. régulièrement dérivable) de f i  dans F telle qu.e : 

9) V ( X , Z )  E f i ,  f ( x ,  B ( X ,  z ) )  E z + r ( x ,  6 ( x ,  z ) )  - f ( a ,  b). 



Annexe 1 

INTERIEUR RELATIF D'UN CONNEXE 

Certains résu1ta.t~ dont nous aurons besoin sont démontrés pa.r Rockafel1a.r [7] 

da.ns le ca.s des espaces de dimension finie et s'étendent tout naturellement à un 

cspa.ce de Ba.nach quelconque. Par contre, nous donnons à l'usage des a.nalystes, 

une démonstration autonome pour d'autres résultats où nous aurons à établir 

dans chaque cas que l'intérieur relatif du convexe considéré est non vide, ce qui est 

toujours vérifié dans un espace de dimension finie. Ces résultats peuvent découlcr 

d'énoncés plus larges valables dans tout espace vectoriel de dimension quelconque 

[SI. 

Définition 1.1. Soient  A' u n  espace de Banach,  C u n  convexe n o n  vide de 

X. O n  appelle enveloppe a f i n e  fermée de C et o n  note  [Cl le plus petit solra espo.ce 

$ f i n e  f e rmé  contena.nt C. 

O n  dira qu.e C est d' intérieur relatif n o n  vide de X s i  l7intérie?~.r w(C) de C 

dan,s [Cl est n,on vide. 

Proposition 1.2. : S'il existe u n  sous-espace a f i n e  fermé Xo contenant C 

tel  que l ' intérieur Co de C dans xo soit n o n  vide, alors C est d7intérieu.r relatif 

n o n  vide. De plus, Xo et Co coïncident respectivement avec [Cl et w(C). 

Soit Xo un sous-espace affine fermé contenant C tel que l'intérieur Co de C 

dans Xo soit non vide, on a alors 

L'int,érieur du sous-espace affine [Cl dans & est donc non vide. Ceci entraine que 

[Cl coïncide avec & et pas suite C est d'intérieur relatif non vide de X et on a 

w(C) = Co. 

Exemples : 

1) Si M est un sous-espace &ne fermé de X ,  alors M est d'intérieur relatif 

non vide ct w(M) = M. 

2) Si X est un espace de dimension finie, dors tout convexe non vide est 

d'intérieur relatif non vide ([4],[7]). j 
t 

"p 



Ce résultat n'est pas vrai dans le cas où l'espace X est de dimension infinie 

(1411. 

Un ensemble convexe possède les propriétés fondamentales suivantes : 

Proposition 1.3. : [7] Soient  X u n  espace de Banach et C u n  convexe de 

X .  S i  w(C) est n o n  vide alors 

a )  V A  E [O,  1[, V x  E w(C), V y  E C, ( 1  - X ) x  + Xy E w(C). 

b)w(C)=C 

Corollaire 1.4. : [7] Soient X u n  espace de Banach, Cl et C2 d e î ~ x  con,vezes 

d'intérieur relatif n o n  vide de A'. Les conditions suivantes sont  éqîiivalenrtes : 

a)  Cl = C2 

b )  w(C1) = w(C2) 

Corollaire 1.5. : [7] Soient  X u n  espace de Banach  et C u n  convexe de X .  

S i  w(C) est n o n  vide, tout  ouvert de X rencontrant C ,  rencontre aussi u,(C). 

11 est parfois plus pratique d'utiliser la caractérisat,ion suivantac de l'int,érieiir 

relatif d'un convexe : 

Propositioii 1.6 : [7] Soient  X u n  e s p u e  de Banach, C u n  con,vexe de X et 

xg u n  point de X .  S i  w(C) est n o n  vide, pour que x0  soit dans w(C) il fa.îct ct il 

s u f i t  que : 

v x  E C, 3p > 1, (1 - (p)x + pxg E C 

Nous cffcctuons les deux opérations classiques (intersection et produit carté- 

sien) sur les ensembles convexes d'intérieur relatif non vide et nous donnons les 

hypot,hèses sous lesquelles l'ensemble convexe obtenu est d'intérieur relatif non 

vidc. 

Proposition 1.7. : (Intersection) 

Soient X u n  espace de Banach, Cl et C2 deux convexes de X tels que 

w(Ci) n w(C2) soi t  n o n  vide, alors Cl n C2 est  un convexe d'intérieur relatif n o n  

vide et o n  a : 



Démonstration : 

a.) Fixons un élément xo dans w(Cl) n w(C2) et considérons un élément x da,ns 

Cl n C2. Il résulte de la proposition 1.3. que 

Par passage à la limite, on obtient 

On en déduit que 

D'où 

cl n C2 = cl n c2 = w(C1) n w(C2) 

b) les intérieurs w(Ci) et w(C2) étant non vides, il existe dcux noinbres positifs 

pl et pz tels que 

En posant p = min(pi, pz), on voit que : 

Donc l'intérieur de Ci n Cg da.ils le sous-espace affine fermé [Cl] n [C*] est non vide 

et il résulte de la proposition 1.2 que Cl n C2 est d'intérieur relatif non vide et on 

a 

,(CI n 4c2) c w ( c 1  n ~ 2 )  

D'autre part, Ci n C2 et w(Cl) nw(C2) étant deux convexes d'intérieur relatif non 

vide de X vérifiant 

11 résulte du corollaire 1.4 que 

D'où 

Ceci démontre b). 



Dans le cas particulier où l'un des deux convexes de la proposition 1.7 est un 

sous-espace affine, cette proposition donne le résultat suivant : 

Corollaire 1.8. Soient X u n  espace de Banach, C u n  convexe de X 

et M u n  sous-espace a f i n e  f e rmé  dans X.  Si M n w(C) est n o n  vide alors 

w(M n C) = M n  w(C). 

Proposition 1.9. : (Produit  cartésien) 

Soient  Xi et  Xz deux espace de Banach et Cl,C2 deux convexes d'intérieur 

relatif n o n  vide de  Xi et Xz respectivement. Alors Cl x C2 est u n  convexe 

d'intérieur relatif n o n  vide de Xi x X2 et o n  a w(Cl x C2) = w(C1) x w(C2). 

Démonstration : 

Il est clair que Cl x C2 est convexe. 

Soit (xi ,  x2) un élémeiit de w(C1) x w(C2), il existe donc deux nombres posit,ifs 

pl ct pz tels que 

En posant p = min(pl, pz), il vient que 

B[c,l .[cz]((x1 ' 22); P) C B[ci](x1; Pl) X B[c2](x2; p2) C Cl X C2 C [Cl] X [C2] 

donc l'intérieur de Cl x Cz dans le sous-espace affine fermé [Ci] x [C2] est non 

vide et il résulte de la proposition 1.2 que CI x C2 est d'intérieur rela.tif non vide 

de X1 x X2 et qu'on a 

Pour montrer l'inclusion inverse, on considère un élément (zl, z2) dans w(Cl x C2). 

Pour tout élément (xi,  x2) dans Ci x C2, il existe d'après la proposition 1.6 un 

nombre p > 1 tel que 

c'est-à-dire que 



Soit 

(1 - p ) x i +  pzi E Cl et (1 - p)x2 + pz2 E c2 
D'où 

( ~ 1 ~ ~ 2 )  E w(Ci) x w(C2) , 

m 

la non vacuité de l'intérieur relatif d'un convexe se conserve également par 1'ima.ge 

réciproque d'une application affine continue et on peut énoncer : 

Proposition 1.10 : Soient  X et  Y deux espace de Banach,  C un convexe de 

Y et  u u n e  application a f i n e  cont inue de  X dans Y telle que Imu nw(C) soit  n o n  

vide. Alors, u-'(C) est un convexe d'intérieur relatif nn vide de X et o n  a 

Démonstration : 

u étant une application affine, il en résulte que u-'(C) est convexe. D'a.utre 

part, en posant w(C) = R n [Cl où R est un ouvert de Y on a 

qui est un ouvert non vide dans le sous-espace affine fermé Xo = u-' ([cl)  et qui 

vérifie 

u-'(w(C)) C u- l (c )  C Xo 

donc l'intérieur de u-'(C) dans Xo est non vide et il résulte de la proposition 1.2 

que u-'(C) est d'intérieur relatif non vide de X et qu'on a 

Pour montrer l'inclusion inverse, considérons un élément x dans w(u-'(C)). Pour 

y élément dans Imu n C  on fixe xo dans u-'(C) tel que y = u(xo). Il existe d'après 

la proposition 1.6 un nombre p > 1 tel que 

(1 - p)xo + p z  E u-l(C) 
-. 

ou encore comme u est affine 



Ce qui montre, d'après la proposition 1.6 toujours, que u(x) est dans w(Imu n C). 

Or Imu est un sous-espace affine fermé rencontrant w(C) par hypothèse, il résulte 

donc du corollaire 1.8 que w(1mu n C )  = Imu n w(C) et par suite u(x) appartient 

à Imu n w(C). D'où l'inclusion 

En particulier, si u est une translation, la proposition 1.10 donne : 

Corollaire 1.11. Soient X u n  espace de Banach,  C u n  convexe de X et e u n  

point de X. S i  w(C) est n o n  vide alors (C - e) est u n  convexe d'intérieu.r r e l ~ t i f  

nmn vide et w(C - e) = w(C) - e. 

w Il suffit d'appliquer la proposition 1.10 à l'application affine coilt,iilue I L  : 

Enfin, on peut exprimer l'intérieur relatif du cône tangent à une partie convexe 

en fonction de l'intérieur relatif de cette partie et plus précisément on a : 

Proposition 1.12. Soient  X un espace de  Banach, C un convexe d ' i ~ t é r i e ~ ~ r  

relatif n o n  vide de X et e u n  point de C .  Alors, le cône tangent T,C est d'intérieur 

relatif n o n  vide dans X et o n  a : 

Comme C est convexe, on a évidemment 

( C -  e) c TeC c [Cl - e 

Il résulte du corollaire 1.11 que l'intérieur w(C - e) est non vide dans le sous- 

espace vectoriel fermé Xo = [Cl - e et que w(C - e) = w(C) - e. On en dCduit de 

la proposition 4.1.7 [9] que : 

-- 1 1 
W ( T ~ )  = w(To(C - e)) = U -(w(C - e)) = U -(w(C) - e) . 

h>O 
h h>O h 

Cela étant on a : 



Corollaire 1.13. : Soient X et  Y deux espaces de Banach, u une  application 

linéaire de X dans Y ,  C (resp. L )  u n  convexe d'intérieur relatif n o n  vide de Y 

(resp. u n  cône non  vide de X )  et e u n  point de C. Les dezlz conditaons suivantes 

sont équivalentes : 

Démonstration : 

Supposons que u ( L )  0 w ( T e C )  soit non vide et fixons un élément x l  dans 

L tel que u ( x l )  soit dans w(T,C). Il existe donc uil nombre positif h tel que 

e + h . u ( x 1 )  soit dans w ( C ) .  L'application u étant linéaire et L un cône, l'élénlrnt 

e+h.u(x l )  = e+u(h.xi)  appartient à ( e + u ( L ) ) n w ( C )  et par suite ( e + u ( L ) ) n w ( C )  

est non vide. 

Réciproquement, supposons que ( e  + u ( L ) )  n w ( C )  soit non vide et fixons un 

élément x i  dans L tel que e + u(x1 )  soit dans w ( C ) .  Il résulte de la proposition 

1.12 que 

 XI) E w ( C )  - e c w(T,C) 

donc u ( L )  n w(TeC)  est non vide. 





Annexe 2 

SEMI-CONTINUITE INFÉRIEURE POUR LES 

FONCTIONS MULTIVOQUES 

Rappelons la définition donnée incidemment au paragra.phe 11.1. 

Définition 2.1. : Soient X et Y deux espaces de Banach, 0 u n  ouvert de 

A', ï une fonction multivoque de S1 dans Y et xo u n  point de 0. On dit que ï est 

inf-continue au point xo si : 

1) ï (xo)  est u n  convexe d'intérieur relatif n o n  vide de Y .  

2) VYO E w(r(x0)),3U E Vx(xo),3V E Vpyz,)l(yo),Vz E U, V c I'(x). 

Exemple 1 : (Fonction multivoque étagée inf-continue) 

Soient X et Y deux espaces de Banach. Si (Ai)iEr est une partition localement 

finie de U un ouvert de A' ct si (Ci)2GJ est une famille de convexes d'intérieur relatif 

nori vide de Y vérifiant la conditioi~ 

V )  € 1 ,  (Ai n A j  f 0) =+ (Ci c Cj) 

Alors la fonction multivoque ï définie de U dans Y par : 

Vz E 1, VX E Ai, ï ( x )  = Ci 

est inf-continue en tout point de U 

En effet, soit xo dans A', il existe un voisina.ge U de xo dans X tel que 

l'ensemble J = { i  E I / U  n A, # 0) soit fini. On considère l'ensenlble 

JO = {i E J/XO E Ai) et J* son complémentaire dans J .  Alors J* est iin en- 

semble fini. On voit que Lio = U n [niEp Ui] est un voisina,ge de xo dans X et que 

JO = { i  E I/Ai n Uo # 0). On en déduit que 

En particulier pour xo 

3i0 E JO, xo E A;, 

Or 

Vi E 30, i # i o ,  Aio n ~ i  # 0 



Donc 

Soit enfin 

En particulier, la fonction niultivoque constante l? définie sur U par : 

Vx E U, r ( x )  = C où C est un convexe d'intérieur relatif non vidc de 1' 

est inf-continiie en tout point de U .  

Exemple 2 : La fonction nlultivoque r définie dc R dans R2 pal : 

QX E R ,  r ( x )  = [-1,+1] x [-x,+x] 

est inf-continue en O. 

Eii effet, on a I"(0) = [-1, +1] x {O), [r(O)] = R x {O) ct w(r (0 )  =] - 1, + l [ x  {O). 

Pa.r a.illeurs 

D'où 

On signale dans cet exemple que l'intérieur de r(0) dans R2 est vide. 

Exeiiîple 3 : Lcs not,atioiis étant cellcs de la définition 2.1. Soit & lin soiis- 

espace affine fcriné da.ns Y et siipposoils que : 

1) Pour taout x E R, r ( x )  est convexe dans Yo. 

2) le graphe de r est ouvert non vide dans X x Yo. 

Alors, la foilctioil niultivoque r est inf-continue en tout point de R. 

En effet, soit xo dans R, pour tout y0 da.ns r (xo) ,  l'élé~ncnt (xo, yo) est dans le 

graphe de l? qui est ouvert, ; 



On peut à partir de fonctions miiltivoques inf-continiies coil~t~riiire d'autres 

fonctions multivoques inf-continues en effectuant les opérations cla.ssiques sur les 

ensembles qui conservent la convexité. C'est l'objet des propositions suivantaes : 

Proposition 2.2. : (Intersection) 

Soient  X et Y deux espaces de Banach, R u n  ouvert de X ,  ri et î2 deux fonctions 

multivoques de R dans Y et xo u n  point de 52. O n  suppose que : 

1) rl et rz sont  inf-continues e n  xo. 

2) w(r l (xo))  n w(r2(50)) # 0 

Alors,  la fonct ion multivoque î définie sur ER par : 

est in$-con,tinue e n  xo. 

Par hypothèse, w(r i (zo))  n w(r2(xo))  est non vide, il résulte donc de la. 

proposition 1.7 que r ( z o )  est un coilvexe d'intérieur relatif non vide de Y et que 

Pour tout y0 dans w(r(xg)), on a donc 

En Ccriwiit Wi = U1 n [ r l (xo)]  et W, = U2 n [ r2(xo)]  où U1 et Uz sont dciix 

voisinages de yo dans Y, on voit que W = Wl n W2 est uii voisinage de y. dans 

[ r l ( ~ ~ > l  n [rz(xo)l .  

Posons enfin RI = Ri  n ER;, il vient que : 



Proposition 2.3 : (Produit cartésien) 

Soient  X,lT et Z des espaces de  Banach, R u n  ouvert de X ,  ri et ï2 deux 

 fonction,^ m,ultivoques de R dans Y et  Z respectivement et xo u n  poin,t de Q. O n  

sli.ppose que : 

1) F I  et ïz son t  inf-continues e n  xo 

Alors,  la fonction multivoque î définie de R dans Y x Z par : 

Il résiilte de la propositioii 1.9 que r ( x o )  est un convexe d'iiitéricur rclatif noil 

vide de Y x Z ct que w ( r ( x o ) )  = w(l?l(xo)) x w(rz (xo) ) .  

Pour tout (y l ,  y2) dans w(r (xo) ) ,  

Posant Cl' = 62; n 0; et W = Wi x W2, il vient que 

On peut composer à droite une foi~ction multivoque inf-continue et une 

nl>plicatioil continue et on obtient : 

Proposition 2.4. : Soient A7,Y et Z des espaces de Ba.n,ach, fi u n  ouvert de 

X, I'o une fonction multivoque de Y dan,s 2, f 7rne application de 0 dan,s 1' et zo 

u n  point de fi. 

O n  suppose que : 

1 )  f est continue au  poin,t xo 

2) ro est inf-continue e n  f (x0) .  

Alors,  la fonction m u l t i v o q ~ ~ e  F définie sur Q par : 



V x  E 52, r ( x )  = ï o ( f  ( 2 ) )  est inf-continue e n  xo 

Démonstration : 

1 )  ï ( x 0 )  est par hypothèse un convexe d'intérieur relatif non vide de 2. 

2) Pour tout zo dans w ( ï o (  f  ( x o ) ) ) ,  

L'application f étant continue au point xo, 

3R' E Vy.(xo), V x  E R', f ( x )  E V 

Soit 

vx E RI ,  w c r o ( f ( x ) )  = r ( x )  . 

La propriété de scini-cont,inuité inférieur se conserve également par l'image 

réciproque d'une application affine continue et on a. le résultat suivant : 

Propos i t io i~  2.5 : Soient X ,  Y et 2 trois espace de Banach, R u n  ouvert de 

X ,  H une  fonction multivoque de dans Z et O u n e  application de R  x I7 dans 

Z .  Soi t  xo u n  point de R  et supposons que : 

1 )  H  est inf-continue e n  zo. 

2) Il  existe y0 dans Y tel que O(x0, yo) E w(H(x0) ) .  

3) l'application O,, : Y I+ 2, y  i-, B(x0, y)  est a f i n e .  

4) 8 est  contin,îre e n  tout  point de { x o )  x Y .  

Alors, la fonction multivoque ï définie sur R par : 

est inf-continue e n  xo. 

Démonstration : 

Par hypothkse, H ( x o )  est un convexe d'intérieur relatif non vide de Z et O,, 

est une application affine continue de Y dans Z telle que B z ( w ( H ( x o ) ) )  soit non 

vide, il résulte donc de la proposition 1.10 que I'(xo) = B ~ ~ ( H ( x o ) )  est un convexe 

d'intérieur reltif non vide de Y et que w ( ï ( x 0 ) )  = O&lw(H(xo)). 



Pour tout y. dans w(l?(xo)), l'élément B(xo, yo) est dans w(H(x0)). Par ail- 

leurs, la fonction multivoque H étant inf-continue au point xo, 

et de même l'application 0 étant continue au point (xo, yo), 

3w' E Vy(yo), 352; E Vx(xo), Vx E 02, Vy E W', B(s, y) E V . 

Posons R' = Ri n Rk et W = W' n [B,o'(H(xo))], il vient que 

Vx E RI, Vy E IV, 0(x, y) E H(x) 

c'est-à-dire 

vx E fi1, w c q x )  . 

En combinant les propositions 2.2 et 2.5, on obtient : 

Proposi t ion 2.6. : Soient  x,Y et Z trois espaces de Banach, R u n  ouvert 

de  X ,  Q et H deux fonctions multivoques de R dans Y et Z respectivem.en,t et 0 

u n e  application définie sur R x Y et à valeurs dans 2.  Soit  2 0  u n  point de R et 

supposons que : 

1 )  Q et H sont  inf-continues e n  xo. 

2 )  11 existe y. d a ~ s  w(Q(.ro)) tel  que O(x0, yo) E w(H(x0)). 

3) l'application O,, : Y H 2, y H O(xo, y) est a f i n e  con,tin,ue. 

4 )  0 est continue e n  tout  point de {xo) x w(Q(x0)). 

Alors,  la fonction multivoque l7 définie sur R par : 

est  inf-continue e n  xo. 

On peut facilement vérifier les hypothèses de la proposition 2.5 dans le cas 

simple suivant : 



Corollaire 2.7. : (cône linéarisant) 

Soient  X ,  Y et  Z trois espaces de Banach,  R un ouvert de X ,  H u n e  fonction 

multivoque de R dans Z et f une application de R x Y dans 2. Soit  (xo, yo) lm 

point de R x Y et supposons que : 

1 )  H est inf-continue e n  xo. 

2) Dzf (XO, YO) existe 

3) Il existe YI E Y tel que f (xo, YO) + D2f (20, YO)(YI - YO) E u(H(x0)). 

Alors,  la fonct ion multivoque I" définie sur  R par : 

est inf-c0ntinu.e e n  xo. 

Il sufit d'appliquer la. proposition 2.5 à 1'applicatioilQ définie sur R x Y par : 

r f ( x )  est appelé cône linéarisant de l'eiisemble r ( x )  = {y E Y/ f (a ,  y) E H(z)).  

Enfin, la notion de semi-continuité inférieure possède la. propriété suivant.e : 

Proposition 2.8. : Soient X et Y deux espaces de Banach, R un, o7~oert de 

X ,  I' u n e  fonct ion multivoque de 52 dans Y ,  xo u n  point de 52 et A u n e  partie de 

Y .  O n  suppose que : 

1 )  r est inf-continue e n  xo 

2)  A est u n  com.pact de [I'(xo)] tel  q ~ i c  A C w(r(x0)). 

Il eziste alors u n  voisinage Rr du point xo dans X te l  qu.e 

Démonstration : 

Soit ( W y ) y E ~  un recouvrement ouvert de A dans [r(xo)], on a alors 



11 existe donc un recouvrement fini (Wi)iEI de A dans [I'(xO)] tel que 

Pour tout z dans A, il existe i dans I et ni dans Vx(xo) tels que 

Vx E Ri, z E Wi C K(x) . 

Posoils 0' = ni&&, il vient que 

c'est-à-dire 

Vx E R', A c U W; c I'(x) . 
i € I  

Remarque 2.9 : Si r est la foiiction multivoque constante, on peut s'affran- 

chir de l'hypothèse de compacité fa.ite sur A. 

Au terme de cette annexe, nous rappelons les deux notions de semi-~ont~iniiité 

classiques pour une fonction inultivoque suivantes : 

Définition : ([9], [IO]) les notations étant celles de la définition 2.1. 

1 )  l7 est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) a u  point xo s i  et seulement 

s i  

V V ouvert dans Y ,  I'(xo) n V # 0, 3 U  E V,y(xo), V x  E U, F(x) Ti V # 0 

2 )  r est dite semi-con,tinue supérieurement (s.c.3) a u  point xo si et seulement 

s i  

V V 0uvert dans Y, I'(xo) c V ,  3U E Vx(xo), V x  E EU, r(x) c V 

et nous les comparons avec l'inf-continuité. 

Proposition 2.10. : Les notations étant celles de la définition 2.1. 

1 )  S i  î est inf-continue en, xo alors l" est s .c . i .  e n  xo. 

La réciproque est fausse. 

2)  E n  général u n e  fonction multivoque inf -cont inue e n  xo n'est pas s.c.3 en 

xo e t  réciproquement. 



Démonstration : 

1) Soit V un ouvert de Y tel que V ri r(xo)  soit non vide. r (xo)  étant convexe 

d'intérieur relatif non vide, il résulte du corollaire 1.5 que V n w(r(x0)) est non 

vide. 

Soit y0 dans V n w(r(xo)), il existe d'après l'inf-continuité de I' au point xo 

un voisina.ge U de xo dans X tel que : 

D'où 

V X E U ,  v n r ( ~ ) # o  

Ceci niontre que r est s.c.i au point xo. 

La réciproque est fausse comme le montre l'exemple suivant : 

Soit la fonction ro définie de R dans R2 par : 

On sait d6jà (cf. pa.ragraphe 11.1) que ro n'est pas inf-continue en O. Montrons que 

ro est s.c.i. en O : soit V un ouvert de R2 tel que V n [-1, +1] x {O) # 0. 

Fixons to dans l'intervalle [-1, +1] tel que ( to,  O)  soit dans V. Il existe donc iin 

noiiibre positif E tel que le produit cartésien ]to - E ,  to + ~ [ x ]  - E, +e[ soit contenu 

da.ils V. En particulier, pour tout x dans ] - a, +E[, l'ensemble ]to - E, to + ~ [ x  {z)  

est contenu da.ns V et par suite 

2) On considère les deux fonctions nlultivoques ri et r2 définies de R dans 

R wax : 

On voit aisément que ri est inf-continue en O mais n'est pas S.C.S. en O et que 

rz est S.C.S. en O mais n'est pas s.c.i en O donc I'2 n'est pas inf-continue en O. 
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Réaumé 

Soient E,F et G trois espaces de B a n d ,  f une app 

f ( z , ~ ) ~ z + C , y  E R 

Sous des hypothèses de rrkgulnrité appmgwiées faisant ihiervenir la pwsibilit& 

de résoudre &gulièSernent le système jinéarisé, on montre 19existeil& &ne solution 

d i r e c k i a k )  pour le. rJrstCmc (1). Ca ris 
des solutions du systéme plus génkal : 

semi-continuité inférieun ou I" est une fon7tion mdti!voque à gpaphe convexe. 
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