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INTRODUCTION

En programmation mathématique, motivée par les applications en optimisa-
tion, ’étude des systémes différentiables non linéaires permet de résoudre effica-
cement de nombreux problémes majeurs. Notre propos est d’étudier la régularité

des solutions de tels systémes.

Soient F' et G deux espaces de Banach, U un ouvert de F', f une application
de U dans G, B un convexe fermé de F tel que BNU ne soit pas vide, K un cone

convexe fermé non vide, de G et b un point de BN U.

Michel [1] a considéré le systéme des inégalités suivant :
(M) fyez+K, yeB

et a montré que si f est strictement différentiable au point b et si hypothese

suivante est vérifiée

(H.M) I'adhérence de l'ensemble A = D f(b)[Bp(b; 1)NB — b] + K est un voisinage
de 0 dans G

alors, pour tout voisinage V' de b, il existe un voisinage W de f(b) tel que le systéme

(M) ait une solution dans V quelque soit z de W.

Robinson [2] a reformulé I’hypothése de Michel sous la forme équivalente
(H.R) 0 € int{f(b) + D f(b)(B — b) + K]
puis, pour le systeme des inégalités perturbé
(Rz) flz,y)ez+K, yeB

tel que pour une valeur donnée a du parameétre x le systéme (Ra) vérifie la condition
(H.R), il a donné un contréle sur la taille des solutions de (Rz) pour z voisin de

a.

Quant a Penot [3], 1l étudie le systéme plus général

(P) fly)ez+C, yeB

ot C est un convexe de G vérifiant C -~ K ¢ C.
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Il interprete la condition de régularité de Robinson en termes d’une condition

de transversalité de ’application f au point b sur C' :
(H.P) D(5)(TeB) ~ TyC = G
et montre que les deux conditions (H.R) et (H.P) sont équivalentes dans le cas ou

'un des deux convexes B ou C est d’intérieur non vide.

Enfin, Zouaki [4] a repris '’étude du systéme des inégalités perturbé (Rz) dans
le cas particulier ot B = b+ H avec H un c¢bne convexe fermé et d’intérieur relatif
non vide [c¢f. Annexe 1] et il a prouvé que si le systéme (Ra) vérifie la condition

de transversalité (H.P) qui s’écrit sous la forme :
(H.P) Dyf(a,b)- H-—K =G
il existe alors une application 6 continue, définie sur un voisinage 2 de (a, f(a, b))

a valeurs dans F, telle que, 6(z, z) soit solution de (Rz) pour tout (z, z) dans Q.

Dans un premier temps, nous montrons qu’on peut construire une application
# lipschitzienne (resp. lipschitzienne et admettant des dérivées directionnelles) telle
que pour tout (z,z) dans , 6(z, z) soit solution du systéme (Rz) avec B = F, si

on suppose que le systéme linéarisé au point b de (Ra) suivant :
(R'a) Dyf(a,b)(y) €2+ K, y€eF.

admet une solution possédant les mémes propriétés de régularité.

Nous donnons au paragraphe 1.1 une condition de régularité portant sur
D, f(a,b) qui assure l'existence d’une solution lipschitzienne (resp. lipschitzienne
et admettant des dérivées directionnelles) pour le systéme (R'a). Cette condition

de régularité sera aussitdt vérifiée sur trois exemples.
Dans un deuxiéme temps, nous montrons que ce premier résultat s’étend au
systéme suivant qui généralise les précédents :

(Sz) fz,y)€z+C, yeB

ou B et C sont deux convexes d’intérieur relatif non vide.

Et plus généralement encore, étant donnée une fonction multivoque I' définie

au voisinage du point (a, b) a valeurs dans G, on supose qu'il existe un cone convexe
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fermé K dans G tel qu’il soit contenu dans I'(z, y) pour tout (z,y) d'un voisinage
du point (a,b) et tel que le systéme des inégalités (Rz) associé a ce cone ait une

solution 6, il est alors évident que 8 est une solution du systéme.

(Zz) flz,y) € 2+T(z,y), y€B

Nous montrons au chapitre II que la construction d’un tel cone est possible si
la fonction multivoque T' posséde une propriété de semi-continuité inférieure au
point (a,b) et si le systéme linéarisé (R'a) associé au cone Ty, 3)T(a,b) ait une
solution lipschitzienne (resp. lipschitzienne et admettant des dérivées direction-
nelles). Quoiqu’utile cette premiére extension du résultat précédent ne s’applique
pas aux fonctions multivoques a graphe convexe qui en général ne vérifient pas
la propriété de semi-continuité inférieure. Nous établissons alors un second résul-
tat pour de telles fonctions multivoques et plus spécialement pour les processus

convexes.

Nous consacrons enfin ’Annexe 2 a ’étude de cette propriété de semi-
continuité inférieure pour les fonctions multivoques qui fait intervenir 'intérieur
relatif d’un convexe. Au préalable, nous établissons dans ’Annexe 1 quelques résul-

tats concernant ’intérieur relatif d'un convexe dans un espace de Banach.

Ce travail est réparti en deux chapitres (I et II) et deux Annexes (1 et 2). La
notation proposition 1.1.3, par exemple, renvoie a la proposition 3 du paragraphe

1.1 et la proposition 1.3 & la proposition 3 de I’Annexe 1.

On désignera par Bx{zq,¢) la boule fermée de centre zy et de rayon ¢ dans
Pespace normé X, Bg(wo;¢) intersection de cette boule avec une partie Q de X

et Vx{xo) I'ensemble des voisinages du point z¢ dans X.
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Chapitre I

REGULARITE DES SOLUTIONS DE SYSTEMES
DIFFERENTIABLES NON LINEAIRES.

Introduction.

Soient E,F' et @, trois espaces de Banach, U un ouvert de E x F, f une
appliction de U dans G différentiable au voisinage d’un point (a,b) de U et B
(resp. C) un convexe fermé de F (resp. de G) tel que b soit dans B (resp. f(a,b)

soit dans C'). On considére le systeme perturbé
(Sz) flz,y)ez+C, ye€B

On dit que le systéme (Sx) admet une solution localement au point b si pour tout
voisinage V de b dans F), il existe un voisinage € de (a, f(a, b)) dans E x G et une

application 8 de Q dans F telle que :
1) V(z,z) €, 6(z,2z) e VNB.
2)Y(z,z) € Q, f(z,0z,2))€z+C.

On appelle systéme linéarisé au point b du systeme (Sa) associé a une valeur

donnée a de z le systéme
(S5'a) D2 f(a,b)(y) € 2+ Tf@p)C: y € T,B

ot Ty B désigne le cone contingent au point b de la partie B en sens de Bouligand,

c’est-a-dire ensemble des éléments v de F vérifiant
Ya > 0,¥e > 0,3u € Br(v;a),3X €]0,¢],b+ du € B

qui coincide puisque B est convexe avec I'adhérence de 'ensemble |, (B —b)

dans Pespace F.

Nous allons montrer que la régularité (caractére lipschitzien et existence des
dérivées directionnelles) des solutions du systéme (S’a) passe aux solutions du
systéme (Sz) lui-méme pour z voisin du point a. Nous commengons d’abord par
¢tablir ce résultat dans le cas ot B = F et C = K. L'étude du systéeme (Sz) dans

son cadre le plus général en résultera.



8

La démonstration s’inspire de celle du théoréme de submersion de Antoine
[5] qui correspond au cas K = {0}. Nous remarquons que les deux conditions

suivantes sont équivalentes :

i) le systéme
(Rz) flz,y)€ez+ K, yeF

admet une solution localement au point b.

ii) la fonction multivoque y — f(z,y) — I est localement surjective au point
b.

Et nous démontrerons alors que la surjectivité de la fonction multivoque
y > Dyf(a,byy — K
entraine celle de la fonction multivoque

y+— flz,y) - K

Ceci nous conduit ainsi a étudier 'existence et la régularité du systéme linéarisé
(R'a).

I.1. Condition de régularité pour le systéme linéarisé :

Soient F' et G deux espaces de Banach, u une application linéaire continue de
F dans G, K un cone non vide de G et b un point de F. On considére le systéme

linéaire suivant :
(L) u(ly) €z+ K, yeF

Pour un tel systéme nous avons le théoréme suivant d’existence de solutions et de

leurs régularités :

Théoréme I.1.1. (Condition de régularité).
Une C.N.S pour que le systéme (L) ait une solution (resp. une solution continue)
(resp. une solution lipschitzienne) (resp. une solution lipschitzienne et admettant
des dérivées directionnelles) localement au point b et qu’il eziste une application
(resp. une application continue) (resp. une application lipschitzienne) (resp. une
appliction lipschitzienne et admetlant des dérivées directionnelles) (v,w) de G

dans F x K, positivement homogéne telle que :



1)Vze G, z=uov(z)—w(z)
2)3A>0,Vz € G, |v(z)[| £ A-[z] et [w(z)]| < A-|lz||.
Démonstration :

Condition nécessaire : Supposons que (L) ait une solution localement au point

En particulier, pour V = Bp(d;1) il existe un nombre positif p et une

application v de Bg(u(b); p) dans F telle que :
1) Vz € Bg(u(b);p), wv(z) € Br(b;1)
2) Vz € Bg(u(b);p), uov(z)€z+ K

Soit Z un élément non nul de G. L’élément z = ||Z[| - Z + u(b) étant
dans la boule Bg(u(b);p) on en déduit que v(z) est dans la boule Bp(b;1),

w(z) = uowv(z) — z est dans le cone K et qu'on a

z=uov(z) —w(z)

Soit
—u HZH 2l HZH "
st 2w - S0 - Bla e 240y @
Posons pour tout Z dans G,
2.0 = 121 _ ;
(v(Z,0(Z)) = —(v (HZ” -Z 4 u(b)) — b, w( Mz -Z4ub))si Z#0

(8(0),w(0)) = (0,0)

On voit facilement que (v,w) est une application de G dans F' x K, positive-

ment homogéne et qu’on a
VZ e G, |[5(2)] < l 2] et lo(2)Il < (1 + % el - 121 (1.2)

En prenant 4 = ma,x(1 1+ 2 L), il résulte de (1.1) et (1.2) que (3,w) est
Vapplication recherchée. 11 est clair que si I'application v est continue il en est
de méme pour l'application {7, w). Supposons maintenant que lapplication v est
lipschitzienne de rapport k et montrons que application © est lipschitzienne de

rapport (% +2k). On a

Y(Z, Zo) € (G\0)*, 5(Z) — 5(Z,) = l(IIZH - ||Z0“)(”(”—§,W "7+ u(b)) - b)
1ol

(ol Z (b)) -

+ 2]

P
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Donc

Y(Z,Zo) € (G\ {0},

5 5 1 ”ZOH _ P
152 - 5(zo)l < 212 = zol + L2 ez - 2l
L elZil
” 1% 12
2l 22, ALz 20+ 0200 - 120
ou encore ”Z “ |Z “
Pizy 2~ 7l <2 gy 12 =20
Soit enfin
W(Z,20) € GVIO, 19(2) ~ o 20 < G + 26 420 -2 - 20

Ou bien || Zofl < [|Z]] alors f[o(2) — 8(Z0) < (% +2k) - |1 Z — Zo|!
Ou bien ||Z]] < || Zol et alors [[5(Za) — 8(2)]| < (& +2k) - |20 — 2|.

Ce qui montre que 'application v est lipschitzienne de rapport (% + 2k).
On en déduit d’aprés (1.1) que l'application w est lipschitzienne de rapport
14 (5 +2k) - flull.

Enfin, si on suppose de plus que application v admet des dérivées direction-
nelles en un point Zg de G alors 'application (¥, w) admet des dérivées direction-

nelles au point Zy. En effet, on distingue deux cas :

1) Si Zy = 0 on a alors par définition d'une dérivée directionnelle.
1
» ETI - v
0'(0,X) = )&E{ﬁ /\(v(/\X) v(0)) = v(X)
Cette limite existe quel que soit X élément de G.

2) Si Zg # 0, on considére les applications

h:G\{0}—» G\ {0}, Zw— IIZII - Z + u(b)

N:GwRy, Zm|2|

On peut vérifier que

VX € G, W(Zo; X) = 5 (1 2olt - X = N'(Z0; X) - Zo)

NZ |
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et que
VX € G, (voh)(Zo;X)=1'(R(Z); ¥ (Z0; X))
On en déduit que V’application v admet des dérivées directionnelles au point Z,.
L’existence des dérivées directionnelles pour ’application w au point Zy résulte
d’aprés (1.1).
Condition suffisante : Soit V un voisinage du point b dans F, il existe un

nombre positif p tel que la boule Bp(b;p) soit contenue dans V. Fixons une

application (v,w) vérifiant les conditions du théoreme 1.1.1, il vient que
Ve €6, z-u(b)=uou(z— u(b)) - u(z — u(b))
ou encore
V€ G, z=u(v(z—u(b)+0b)—wlz—u(b))

En prenant © = Bg(u(b); p/A) on voit que application © définie sur € par :
VzeQ, v(z) =v(z —u(b))+b
vérifie

1) Vz € Q, ©(2) € Br(b;p)

2)VzeN, uod(z) €2+ K

On vérifie aisément que si (v, w) est une application continue (resp. lipschit-

zienne) (resp. lipschitzienne et admettant des dérivées directionnelles) alors I’ap-

plication ¢ posséde les mémes propriétés. u

Définition 1.1.2. Seient F et G deuzr espaces de Banach, u une application
linéaire continue de F dans G et K un cine non vide de G. On appelle K -sélection
bornée de u, une application (v,w) de G dans F x K, positivement homogéne iclle

que :
1JVze G, z=uov(z)—w(z)
2)3A>0,9z€G, o)l S A-llz]| et Jlw(z)] < A- 2|

Une K-sélection bornée (v,w) de u sera dite une K -sélection continue (resp.
une K -sélection lipschitzienne) (resp. une K -sélection réguliérement dérivable) si
Uapplication v est continue (resp. lipschitzienne) (resp. lipschitzienne et admettant

des dérivées directionnelles).

Une K-sélection bornée (v,w) de u sera dite 4 valeurs dans un céne H de F

st Lapplication v prend ses valeurs dans le cone H.
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Lorsque K est réduit & {0}, on retrouve la définition d’une sélection au sens
de Michael [6].

La proposition suivante montre qu’il suffit d’étudier les K-sélections lipschit-

ziennes (resp. réguliecrement dérivables).

Proposition 1.1.3. Les notations étant celles de la définition 1.1.2, les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

a) u admet une K-sélection lipschitzienne (resp. réguliérement dérivable} d

valeurs dans H.

b) Uapplication (u,idp ) de F' dans G X F admet une K x H-selection lipschit-

zienne (resp. régulierement dérivable).

Démonstration :
a) = b)
Soit (v, w) une K-sélection lipschitzienne (resp. réguliérement dérivable) de u
et a valeurs dans H. On considére les applications suivantes :
V:Gx F F,(z,y) — —y+v(z —uy)
W1:G x F— K,(2,y) = w(z — uy)
Wa:G X Frs H,(2z,y) > v(z —uy)
On voit facilement que Papplication (V,(W;,W;)) définie de G x F dans

F x (K x H) est une K x H-sélection lipschitzienne (resp. réguliérement déri-

vable) de l'application (u,idp).
b) = a)

Soit (V, (W1, W;)) une K x H-sélection lipschitzienne (resp. réguli¢rement
dérivable) de Vapplication (u,idp). On considére les applications suivantes :
v:Gw H z V(z,0)
w:G e K,z Wi(z,0)
On vérifie aisément que D'application (v,w) définie de G dans H x K est une

K-sélection lipschitzienne (resp. réguliérement dérivable) de lapplication u et a

valeurs dans le cone H. ]

La construction d’une K-sélection réguliérement dérivable d’une application
linéaire continue u est possible si on suppose que le cone K est convexe et vérifie

la propriété suivante :
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Définition : Soient G un espace de Banach et C un convere non vide de G.
On appelle enveloppe affine fermée de C et on note [C], le plus petit sous-espace

affine fermé contenant C.

On dira que C est d’intérieur relatsf non vide de G si Vintérieur w(C) de C

dans [C] est non vide [cf. Annexe 1].

En effet, Zouaki [4] en supposant que K est un cone convexe fermé d’intérieur
relatif non vide, a montré qu’une condition nécessaire et suffisante pour que u
admette une K -sélection continue et que 1'une des deux conditions suivantes soit
vérifiée :

lL.Imu—K =@G

2. ImuNw(K) # @ et Imu+ [K] =G

1l construit la A-sélection continue de u sous la forme (vg + v1 0 wp, —wy 0wy)

o (vg,wy) est une sélection continue, au sens de Michael [6], de I'application

linéaire continue @ : F x [K]— G, (y,2) — u(y) + =

e (vy,w;) est une K-sélection réguliérement dérivable de application liné-

aire continue uy : F' — [K}, y — u(y), qu'il construit explicitement.

Une condition suffisante pour que la K-sélection construite par Zouaki soit
réguliérement dérivable est que l'application % admette une sélection linéaire

continue c’est-a-dire une section. En particulier, on a :

Proposition I.1.4 : Soit K un céne conneze fermé de G d’intérieur relatif
non wide. Une application linéaire continue u de F dans G admet une K -sélection
réguliérement dérivable si Imu — K = G et st Uune des conditions suivantes est

vérifide :
1) G est de dimension finie.
2) [K] est de codimension finie.

8) u admet une gquasi-section (i.e. une application linéaire continue s de G

dans F telle que uo sou = u) et Imu est de codimension finie.

Démonstration :

L’hypothese Imu — K = G entraine que Imu + [K] = G, donc I'application
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linéaire continue @ : F x [K] — G, (y,2) — u(y) + 2z est surjective.
1. Si G est de dimension finie, il est clair que u admet une section.

2. Supposons que la condition (2) soit vérifié¢e. On pose Gy = G/[K] et on
considere x la surjection canonique de G sur G4. Alors Papplication x o w est
surjective : tout élément z; de G est 'image par x d'un élément z de G. Il existe

donc y dans F et zy dans (K] tels que z = u(y) + zo. D’ou

z1 = x(2) = x(u(y) + 20) = x 0 w(y) + x(z) = x 0 u(y)

Comme G est de dimension finie, I’application y c u admet alors une section o de
Gy dans F et on a

XOUuUoOogoOyx =Y
D’autre part,
Vz € G, x(lg —uox)(z) = x(z — uox(z))
= x(z) — xuox(z) = x(2) — x(2) = 0.

donc 'élément (1g—uoy)(z) appartient & [K] et, par suite, I'application (1g—uox)
se factorise en une application linéaire continue vy de G dans [[{] et de Vinjection

canonique j de [K] dans G. Dot
Vz € G,(1g —uox)(z) = j o ve(2)
Vr € G,z = uox(z) + j ovg(z)

ce qui exprime que application G +— F' x [K], z + {ox(2),v0(7)}) est une section

de 'application .

3. Supposons que la condition (3) soit vérifiée et considérons 7 la surjection
canonique de G sur cokeru. Alors, mjg] la restriction de m a [K] est surjective :
tout élément Z de cokeru est 'image par n d*un élément z de G. Il existe donc y

dans F et zp dans [K] tels que 2z = u(y) + zp. D’ott

Z =n(2) = n(u(y) + 20) = 7(u(y)) + 7(20) = 7(20) = mx(20) -

Comme cokeru est de dimension finie, application mj[x] admet une section é de

cokeru dans [K et on a

i

Yz € G, n(=6n(2) + 2) = ~wén(2) + 7(z) = —myryd(w(2)) + 7(2)

I

—n(z)+x(2)=0



15

donc 1’élément (~é7z + z) appartient 4 Imu et comme par hypothése v admet une

quasi-section s, on a

Vz € G,—brz+z=uos(—brz+z)
ou encore

Vze G,z=uos(—bnz+2z2)+ébnz.

Ce qui exprime que Uapplication G — F x [K), z + (s(~s7z + 2),07z) est une
q P ;

section de Papplication 4. n

Exemple 1 : Si G est de dimension finie et si K est un coéne convexe, alors X
est d'intérieur relatif non vide. 11 suffit donc que K soit fermé et que Imu — K = G

pour que u admette une K-sélection régulierement dérivable.

Exemple 2 : Si K est un cone polyédral, alors K est un cone convexe fermdé
d’intérieur relatif non vide et la condition (2) est vérifiée : il suffit donc encore que

Imu — K = G pour que u admette une K-sélection régulierement dérivable.

Exemple 3 :Si u est 'application associée & une équation d’évolution linéaire :
WHe(I,R?) x L®(I,R7) — R" x L=(I,R”)

(X,Y) s (aX(0) + BX(1), X' — aX ~ bY)

avec I = [0,1], (a,8) € L(R? x R? x R"), a € L*(I,L(R",RP)) et
be L°(I, L(R%, R))

alors, u vérifie la condition (3) : il suffit donc que K soit un cone convexe fermé
d’intérieur relatif non vide et que Imu—K = G pour que u admette une K-sélection

régulierement dérivable.

Les exemples 1 et 2 sont immédiats, nous donnons la démonstration de

I'exemple 3.
Démonstration :
On considére les deux applications suivantes :
ug : WHe(IL,RP) x L®(I,RY) — R", (X,Y)— aX(0)+ BX(1)
wy : WH(ILRP) x L®(I,R9) = L®([,R?), (X,V)r X' —aX — DY .

On voit que u = (ug,uy). La condition (3) de la proposition 1.1.4 résultera

immédiatement des deux lemmes suivants :
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Lemme 1. Toute application linéaire continue ug d’un espace de Banach E

dans R™ admet une quasi-section.

Démonstration :

On choisit {e;, --,e,} une base orthonormée de Imug que l'on complete
en une base orthonormée {€1,- -, €n,€nt1, - €r} de R™. Soient zy, - -,z, des
éléments de E tels que uo(x;) = ¢; pour ¢ € {1, ,n}.

On pose

VAERT, so(d) =) Az
=1
Alors sg est une application linéaire continue de R"™ dans E et on a
n T n n
Ve € B ugsous(z) = uoso(Y_ &ies) = uo(Y_ &izi) = Y _ Luo(wi) = Y _ ies
i=1 i=1 i=1 i=1

donc sg est unc quasi-scction de ug.

lemme 2 : Soient E et F deuzr espaces de Banach et u = (ug,u;) une
application linéaire continue de E dans R” x F. S u; admet une section alors

u admet une quasi-section et Imu est de codimension inférieure ou égale d r.

Démonstration :

Soit (A, y) un élément de R” x F. On cherche & résoudre dans E le systeme

ui(z) =y (2)

Soit s; une section de uy. La solution générale de I’équation (2) est de la forme
z =s1y+ 2z avec z€keruy;

ou comme keru; = Im(1lg — s1u1), = 51y + (1g — s1u1)X avec X € E.

En substituant r par son expression dans I’équation (1), on obtient
A —ups1y = uo(lp — 8141 )X .

Ce qui exprime que (A — ups1y) est un élément de Imuo(1g — syu1). L’application

up(1p — s1u1) est définie de E a valeurs dans R”, son image est donc caractérisée
, g
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par I'annulation de n-formes linéaires linéairement indépendantes £, --,&, ou

n < r. On en déduit que le systéme initial a une solution si et seulement si
vk e {l,---,n}, &(A—ups1y)=0.

Donc la codimension de Imu est égale & n. D’autre part, d’apres le lemme 1
précédent, 'application ug(lp — sjuy) admet une quasi-section s, de R" dans

E. Posons alors
V()‘a y) € R x F, 3()\,11) =sy+(lg - Slul)so()\ —UugS1Y) .

Ainsi s est une aplication linéaire continue de R” x F dans E et on a
Vr € B, usu(z) = us(ug(z),ui(z))
=usyuy(z) + (1p — s1u1)so(uo{z) — ugsiu; (z))
Comme s¢ est une quasi-section de ug(lg — syu1), on a
Ve € E, uolsiur(z) + (1g — sru1)se(uo(z) — vosiui(e))]
= ugs1ui(z) + uo(lg — s1u1)souo(lp — s1u1)(z)

= ugsjui(z) + uo(z) — upsiui(x)

= uo(z)
Par ailleurs, ker vy = Im(1g — s1%1) donc
Vz € E, ul[slul(x) + (lE' — slul)so(uo(z) - uoslul(.r))]

= uys1us(z) + ui(lg — s1ug)so(ue(x) — wpsiuy(z))

= u(z)
Ce qui montre que s est une quasi-section de u.

Il suffit, d’aprés le lemme 2, de vérifier que u; admet une section. Pour cela,
on considére R la résolvante de ’équation différentielle X' = aX et on définit

Papplication s; par :
Vh € L0, 1, R?), s1(h) = ( / R(-, 2)h(z)dz, 0)
0

Alors, s est une section de u;. ]
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1.2. Régularité des solutions du systéme des inégalités :

En considérant un cone convexe fermé K au lien d'un convexe C dans le
systéme (Sz) et en prenant B = F', on obtient le systéme des inégalités perturbé

suivant :

(Rz) flz,y) €2+ K, yeF

Nous démontrons dans le théoréme suivant qu’on peut construire une solution
y = 6(z, z) lipschitzienne (resp. lipschitzienne et admettant des dérivées direction-

nelles) pour un tel systéme si on suppose que le systéme linéarisé
(R'a) Dyf(a,b)(y) €2+ K, yeF

admet une solution possédant les mémes propriétés.

Théoréme 1.2.1. : (Théoréme de submersion modulo un cone.)

Sotent E F et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E x F, f une
application de U dans G, (a,b) un point de U et K un céne conveze fermé non

vide de G. On suppose que :

i) f est de classe C et sa différentielle est Lipschitzienne aw woisinage du

point (a,b)
i) Do f(a,b) admet une K -sélection lipschitzienne.

Il existe alors un woisinage Q de (a, f(a,b)) = (a,c¢) et une application
lipschitzienne 6 de Q dans F telle que :

1) 8(a,c)=1b
2)V(z,2) € Q, f(z,8(z,2)) € z + K.

S1 de plus, Dyf(a,b) admet une K-sélection réguliérement dérivable (v, w),
on peut tmposer ¢ 6 d’admetire des dérivées directionnelles en tout point de Q et

de vérifier :
IY(X,Z)e ExG, #{(a,c);(X,2)) =v(D1f(a, )X — Z)
4) 3k >0,Y(z,2) € Q, VX, 2) € ExG, ||¢((z,2); (X, Z2))]| < k- (X, 2)].

La démonstration du théoréme I.2.1 repose sur le théoréme de fonctions

implicites suivant :
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Proposition 1.2.2. : Les hypothéses étant celles du théoréme 1.2.1, il existe

un voisinage V de a et une application lipschitzienne 3 de V dans F telle que :
1) ¢(a)=10
2)Vz €V, f(z,4,(z) € f(a,b) + K

81, de plus, Dyf(a,b) admet une K-sélection réguliérement dérivable (v, w),
on peut imposer d¢ Y d’edmettre des dérivées directionnelles en tout point de V et

de vérifier :
S)VX € E, ¥'(a; X) =voDf(a,0)X
4) Ik >0, Ve eV, VX € E, |[¢'(z; X)|| < k- ||X].

Démonstration de la proposition 1.2.2. :
La démonstration se décompose en trois étapes :

lere é¢tape : Cette premiére partie de la démonstration s'inspire de celle du
corollaire 1.2. de Zouaki [4].

Solent (v, w) une K-sélection lipschitzienne de Dj f(a, b) de rapport 4 et S la
valeur de la somme 3 o° 5’“; U étant un ouvert de E x F, f étant de classe C1 et
sa différentielle étant lipschitzienne au voisinage du point (a,b), il existe r > 0 et

s > 0 tels que :

s
Ve € Bp(air),  |If(2,8) = fla,b)]l < 5% (2.1)
Df soit lipschitzienne de rapport B sur Bg(a;r) x Bp(b;s) (2.2)
AB(r+s)<y o ABSs< % (2.3)

On définit la suite de fonctions (¢n)nen sur la boule Br(a;r) a valeurs dans

F, par les relations de récurrence suivantes :

Yo =10
Vz € Bp(a;r), ¢i(z)=>b+ v(—f(z,b) + f(a,b))

Vz € Be(a;r), Vn€N*, thup1(2) = ¢hu(2) + o[ f(2,%u(2)) + f(z, Pn-1(z))
+ D2 f(a,b)(¥n(z) — thn-1())]
On va montrer que la suite (1, )nen posséde les propriétés suivantes :

i} Pour tout n € N, ¢, est bien définie et a valeurs dans la boule Bp(b; s)
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ii) Pour tout n € N, ¢,(a) = b

iii) Pour tout n € N* et pour tout ¢ € Bg(a;r)
f(@,%n-1(2)) + D2 f(a,0)(¥pn(2) = Yn-1(z)) € fla,8) + K

iv) 1, converge uniformément sur la boule Bg(a;r) vers une application

(continue) ¢ telle que :
1) ¥(a) = b
2) Vz € Be(a;r), f(z,¢(z)) € f(a,b) + K.
i) Pour n = 0, 19 = b donc ¢, est bien définie et a valeurs dans Bp(b; s).

Pourn=1,0na
Ve € Bg(a;r), t¢i(z)=b+v(—f(z,b)+ f(a,b))

donc v est bien définie et, de plus, on a d’apres (2.1)

8

Vo € Br(air), I (2) ~ bl < A-[f(2,8) — (D) S A- 5y ==

¥y est donc a valeurs dans la boule Bp(b, s).

Supposons que pour tout entier k < n, 1 soit définie et a valeurs dans

Bp(b;s) et montrons qu’il en est de méme pour ,41

Pour tout k < n, on définit 'application hy par :

Vz € Bg(a;r),
hi(x) = = f(z, ¥u(2)) + f(2, Ye-1(2)) + D2f(a, 0)(¥r(z) — Pr-1(2)) -

Il vient que

Ve € Bg(a;r), Vk<n, ¢rpi(z)= () +voh(z) (2.4)

On a

1
hi(z) = ]0 (D2 f(z, r(e) + (1= 7)p-1(2)) — D2f(a, b)) - (¥r(2) ~ Yr—1(z))dr .
Comme s € Bg(a;r) et, par hypothese de récurrence,

(1 = 7m)¢k-1(z) + Tx(z) € Br(b;s) ,
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il résulte d’aprés (2.2) que

D2 (2, 7oi(2) + (1 = T)r—1(2)) — D2 f(a, B
< B(llz — all + [[r¢e(e) + (1 = T)dbe— () — bl})
< B(r+s).

Vz € Be(a;r), Yk <, [lget1(z) — ¢u(z)[| < A - |[hx(2)]
< A-B(r + s)lle(z) — e—1()]f -
On en déduit d’apres (2.3) que

Ve € Bp(air), Vi < n, e (@) = $e(@)] < 3 l16e(0) ~ s @)

et par itération, on a

Ve € Bp(ar), Yk < n, [dra(e) — i)l < G (25).
Alors "
Vo € Bu(air), [hnsa(@) = bl = | Y basa(z) = ()]
k=0
< Z Nbks1(z) — ()l
= n 1 k+1
< g- — < 8
< ;4(2 <

try1 est donc bien définie et & valeurs dans Bp(b; s).
il) se montre facilement par réccurence.

iii) Pourn=1,0n a

F(z,b) + Dy f(a,b)(¢p1(z) — b) = f(z,b) + Dy f(a,b) o v(—f(z,b) + f(a,b))

(v, w) étant une K-sélection bornée de Dy f(a,b), on a, par définition

~f(2,b) + f(a,b) = Dy f(a,b) 0 v(=f(z,b) + f(a,b)) — w(—f(z,b) + f(a,))

Donc
f(z,b) + D2 f(a,b)(4h1(z) — b) = f(a,b) + w(—f(x,b) + f(a,b) € f(a,b) + K

Ce qui montre que la propriété est vraie pour n = 1.
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Supposons que pour tout entier k < n, la propriété soit vraie. On a

flz,dr(z) + D2 f(a,b)($rt1(x) — i(2)) = f(2,%1(2)) + D2f(a,b) 0 v o hx(z)
= f(z,Yr(x)) + hi(z) + w o he(z)
= f(2,%r-1(2)) + D2f(a, b)(r(z) — Yr-1(2)) +w 0 hi(7)
Comme w o hi(z) € K et par hypothése de récurrence,

f(@, e-1(2)) + D2f(a,0)(¥u(z) — Yr-1(2)) € f(a,0) + K

Alors

flz, i) + D2 f(a,b)($uy1(z) — ¥u(2)) € fla,b) + K + K = f(a,b) + I
la propriété est donc vraie pour (n + 1).

iv) D’apres (2.5), la série de terme général (pn+1 — ¥p) cst normalement
convergente sur la boule Bg(a;r), donc la suite (1, Jnen converge uniformément
sur la boule Bg(a;r) vers une application (continue) ¢ et en faisant tendre n vers

Pinfini dans ii) et 1ii), on obtient :
(1) $(a) = b
(2) Vz € Br(a;r), f(z,(¥(2)) € f(a, ) + K.
2¢éme étape : Caractére lipschitizien des applications ¢, et .

On pose :
VHGN*, 01}. :d)n'—wn-—l .

Alors, pour tout n € N*, Vapplication 1), (resp. 6,,) est lipschitzicnne.

Pour n=1,0on a

Ve € BE(GJ 7')7 (4 (T) =b+ v(f(a7 b) - f(]), b))
01(1') - v(f(a, b) - f(.’t,b))

le caractére lipschitzien de v (resp. de 8, ) résulte de celui des applications v et f.

Supposons que pour tout k& < n, Papplication vy (resp. ) soit lipschitzienne de
PI p. P

rapport a (resp. fi). On a

Y(z,y) € Bp(a;r), Onp1(2) = bnta(y) = v 0 halz) — v 0 haly)
V(z,y) € Be(air), [0n41(2) = Ont1 (@)l < 4 [|ha(2) = ha(y)]
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D’autre part, la formule de Taylor d’ordre 1 pour f donne
V(z,y) € Bg(a;r),
Iha(z) = hn()l £ sup [1D1f(xn-1(7)) = Daf(xn(TD - llz = vl
+ sup [1D2f(xn-1(7)) = Daf Ol (@) = da(W)

+ sup |[D2f(xn-1(7)) — D2 f(a, D) - 16n(z) — Oa(¥)l|
0<r<1

olt on a posé xx(7) = (rz + (1 — 7)y, T¢(z) + (1 — 7)¢x(y)) pour k € {n —1,n}.
Par construction de Vapplication i (resp. i), pour tout ¢ € Bg(a;r),
Pélément i () (resp. Ox(x)) est dans la boule Br(b;s) (resp. Br(0,5%)), on en
déduit d’apres (2.2) que :
D1 f(xa-1(7) = Dif(xnlr | < Blirn{z) + (1 — 7)8n ()l
< Blea(@) + (1= )f6a))

S
SB"z—,;

1D2f(xn-1(7)) = D2 f (xn(r)I| < B - Ir0n(z) + (1 — 7)6a(y)| < B - 535

1D2f(xn-1(7)) — D2f(a,b)|l
< B(llrz + (1 —y) — all + Ir¥pa—1(2) + (1 = 7)¢n-1(y) — b
< B(r+s).
Cela étant, on a
¥(z,y) € Bp(a,r),
th(l‘) - hn(?f)” S
B(sxlle =yl + 5 l¥a(@) = val)ll + (r + £)6a(z) = 8u(w)]])
D’aprés Uhypothése de récurrence, 1, (resp. 8,) est lipschitzienne de rapport a,

(resp. 3,), il en résulte que
¥(r,p) € Bo(r), () ~ ha(y) < Blas(1+ an) + (¢ +5)8al -2~ vl (2)
Soit

V(l‘, y) € BE(a; f‘), Han—l—l(x) - 0n+1(y)” S A- B{’zs;(l +an)+ (T +5)ﬂn] ) “.11 _y”
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Ce qui montre que 8,41 est lipschitzienne et de rapport
Bat1 = AB-(1+an) + AB(r + )8, (2.7)

Comme 41 = Ony1 + Pn, alors 9piq est lipschitzienne et de rapport
n
Qns1 = Boyr1 +an = z Br+1 (2.8)
0

D’autre part, étant donné que ¥, = b, on peut choisir ag = 0 et f) = 3.

Alors pour tout n € N*, ap < 3ay + 1.
Pourn=1, a3 < 3a; +1

Supposons que pour tout k < n, I'inégalité soit vraie. D’apres (2.3) et (2.7), on a

1 1
Bryr < ABE;C‘(?)CH +2)+ —2-[3L .
Par itération, on obtient :
k 1
Yk S n, ﬂk-{—l S ABS(3CYl ~+ 2) . ?c— + —2—k‘ . ﬂl

11 en résulte que

n

Qpyy = Zﬂk-}-l < ABs(3ay +2)'z§“g+ﬂl Zz_k
k=0 k=0 k=0

2
SABS‘S(-?)O(I +2)+2ﬂ1 §C€1+—3—+251 33(11 +1.
Ce qui montre que l'inégalité de récurrence est vraie pour (n+1) et, par conséquent,

la. limite 1 des applications 1, est lipschitzienne sur Bg(a;r) et de rapport
]C = 3011 + 1.

8éme étape : Si, de plus, Papplication v admet des dérivées directionnelles
alors on peut imposer a 1 d’admettre des dérivées directionnelles en tout point de

Bg(a;r) et de vérifier les propriétés suivantes :
(3)VYX € E, ¢¥'(a;X)=voDif(a,b)X;
(4) 3k > 0, Vz € Bg(a,r), VX € E, ||¢'(z; X)|| < k|| X

On commence par montrer que, pour tout n € N*, 9, admet des dérivées

directionnelles en tout point de Bg(a,r).
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Pourn=1,0na:

Vz € BE(a;T)v '/’1(1:) =b+ v(f(ﬂ‘vb) - f(:l:, b))

Papplication v est supposé lipschitzienne et admettant des dérivées directionnelles
et f est de classe C'! au voisinage du point (g, b), on peut donc dériver leur composé

et, par suite, ¢; admet des dérivées directionelles en tout point de Bg{a;r).

Supposons que pour tout k < n, 'aplication 1}, admet des dérivées direction-
nelles en tout point de Bg(a;r). L’existence des dérivées directionnelles pour 544
résulte, d’apres (2.4) et de la définition de ki de celle des applications v, f, ¥na—1
et ¥,. On en déduit que

Vz € Bp(a;r), VX €E, oh (2 X)— ¢r(z; X) = v'(ha(2); AL (2; X))
et comme v est lipschitzienne de rapport A, on a :

Vz € Bp(air), VX €E, [¢p4i(2:X)—¢n(z; X)|| < 4 [|h(z; X))

En utilisant (2.6), on obtient
Yz € Bg(a;r),VX € E,
s 23 X) = (s X)) < AB[S(1+ ) + (r + 5)8a] - 1 X
Soit enfin
Vz € Bp(a;7),VX € E,

1 1
041 (2 ) = (5 Ol < (AB gz Bas +2) + 51) 1]

la série de fonctions Y, (1h41 — ¥} ) converge normalement sur le produit de la
boule Bp(a;r) avec chaque partie bornée de E. Donc la suite (3!, )pen des dérivées
directionnelles converge uniformément sur le produit de la boule Bg(a;r) avec
chaque partie bornée de E et il en résulte d’apres le théoréme de la convergence

uniforme que la limite 1 admet des dérivées directionnelles sur la boule Bg(a;r).

11 est clair que d’apres (2.4), on a :
VneN*, VX eE, o,,,(a;X)=1vi(a;X)

Par passage a la limite, on obtient

T
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(3) VX € E, ¢'(a; X) = ¢¥{(a; X) = v o Dy f(a,0)X.
Comme Vapplication ¢ est k-lipschitzienne sur Bg(a;7), on a alors
(4) Vz € Bg(a;r), VX € E, ||[9'(z; X)|| < k- || X ||

Ceci démontre la proposition 1.2.2. -

Démonstration du théoréme 1.2.1 :

On considére 'application
FHEXG)xFwGxF ((g,2),y)— (flz,9) — 2,9)

Cette application est définie, de classe C'! et sa différentielle est lipschitzienne au
voisinage du point ((a, ¢), b). Il résulte de la proposition 1.1.3 que Dy f((a,¢),b) =
(Dyf(a,b),17) admet une K x F-sélection lipschitzienne (resp. régulierement
dérivable) si Dj f(a,b) admet une K-sélection lipschitzienne (resp. régulierement
dérivable). On peut donc appliquer la proposition 1.2.2. précédente a f : il existe
un voisinage §2 de (a,¢) dans E x G et une application lipschitzienne 6 de @ dans

F telle que :
1) 8(a,c) = b
2) Y(z,2) € Q, f((z,2),8(z,2)) € f((a,c),b) + K x F
La relation (2) se traduit ainsi :
Y(z,2) €, f(z,8(z,2))€z+ K.

Si, enfin, la K-sélection de D, f(a, b) est régulicrement dérivable, on peut imposcr

a 8 d’admettre des dérivées directionnelles en tout point de Q et de vérifier:
3) ¥(X,Z) € ExG,8'((a,c);(X;2)) =voDif({a,e), b)(X, Z)
= oDy fa,b)X - 2)
4) 3k > 0, V(z,2) e Q, V(X,Z) € E x G, ||'((z,2); (X5 2D < k- (|[(X, Z)|] =
1.3. Régularité des solutions du systéme sans contraintes :

Dans cette seconde étape, nous allons montrer qu’on peut étendre le résultat
précédent au systeme (Sz) avec B = F et C un convexe fermé d’intérieur relatif

non vide si la condition de régularité est vérifiée pour le systéme linéarisé

(5'a) Daf(a,b)(y) € 2+ TyupC, y€F
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Théoréme 1.3.1. : (Théoréme de submersion modulo un conveze)

Sotent EF et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E x F, f une
application de U dans G, C un conveze fermé d'intéricur relatif non vide de G et

(a,b) un point de U N f~1(C). On suppose que :

i) f est de classe C! et sa différenticlle est lipschitzienne au voisinage du

point {a, b).

1) Dy f(a,b) admet une Ty, 3)C- sélection lipschitzienne (resp. réguliérement
dérivable).

Il eziste alors un voisinage Q0 de (a, f(a,b)) = (a,c) et une application

lipschitzienne (resp. réguliérement dérivable) § de Q dans F telle que :
1) 8(a,c)=b
2)W(2,2) €, f(,6(z,2)) € 2+ C ~ f(a,b),
Démonstration :

a) Lemme 1.3.2 : (Lemme de transversalité sur un convezre)

Sotent F' et G deuz espaces de Banach, u une application linéaire continue
de F dans G, C un conveze fermé d’intérieur relatsif non vide de G et ¢ un point
de C. Siu admet une T, C-sélection lipschitzienne (resp. réguliérement dérivable),
alors, il eziste un cone conveze fermé d’intérieur relatif non vide K de G et un

nombre positif € tels que :
t) u admet une K -sélection lipschitzienne (resp. réguliérement dérivable)
) ¢ + Bi(0;¢) C w(C)
Démonstration :

u admettant une T,C-sélection lipschitzienne (resp.réguliérement dérivable),

on a en particulier

ImuNw(Z.C)#0.

En appliquant le corollaire 1.13 avec L = F, on en déduit que

(e+Imu)Nw(C)#0.

Sie € w(C) alors T,C = [C] — ¢ et on choisira donc K = [C] —e.
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Si e ¢ w(C), on fixe alors un élément z1 dans F tel que e + u(x;) soit dans w(C).

Comme u(1) ne peut étre nul, il existe donc un nombre positif p tel que
u(z1)>p et Biglu(zi)ip) CC.

Posons K = Ry - Bicj(u(z1); p). On voit que K est un cone convexe d’intérieur
relatif non vide de G. Montrons qu'il est fermé. Soit (Z,)nen une suite d’éléments

de K tendant vers Z. Si 7 est ’élément nul, alors Z appartient a I, sinon on pose
VneN, Z,=Ayn avec Ap € Big(u{z1);p)
Il vient que

Yn €N, By < lyall SRe ol Ry =Jju(z)) —p et Rp=Jlu(zi)li+p.

Par ailleurs, la suite (Zn)nen étant convergente vers Z # 0,
IJm >0, IM >0, 3ngeN, VYn>no, O0<m<|Z,| <M

Soit,
U SNp.

Ce qui exprime que la suite (Ap)nen prend ses valeurs dans un compact de Ry,

Yn > ng,

on peut en extraire une sous-suite (An/ )nren convergente vers A. Il en résulte que
la suite y,r = _}\_1;’_ - Zyp converge vers y = '1X - Z dans la boule fermée Bicy(u(z1); p)

ct par suite 'élément Z = X - y est dans le cone K. Ceci prouve que K est fermé.

Etant donné que

Yy € Bigy(u(z1); ), Ru < |lyl|

On choisit un nombre positif ¢ tel que ¢ < Ry et on considére un élément non nul
Z de K. Il est de la forme Z = X -y avec A € R} et y € Bigj(u(zy);p). On en
déduit que si Z est dans By (0,¢) alors A = -lflh%lll- < H% < ﬁil- < 1 et il résultera
de la proposition 1.3 que Vélément e + Z = e+ Ay = (1 — N)e + Ae 4+ y) est dans

w(C) car C est convexe, e est dans C et (e + y) est dans w(C).

Soit enfin,

VZ € Bk(B;e), e+ Z ew(C).



29

D’autre part, posons Go = [C] — ¢ et considérons y dans Gop \ {—e}. L’élément
u(z1) + &ey - (y + ¢) est alors dans la boule Bicj(u(z1); p) et par suite I'élément
Jfutelf

— u(z1) + y + e est dans le cone K. Posons,

[[u + ell

‘v’yEGg, vl(y): --—p-——.m1 et wl(y): ||u+6H ‘U

(z1)—y+e.

On voit que (v, w; ) est une application régulierement dérivable définie de G dans

F x K et qu’on a:

Yy € Go, y=uov(y)—wily)+e.

Soit (ve,ws) une T,C-sélection lipschitzienne (resp.réguliérement dérivable) de u

et posons

Vye G, v(y)=uve(y) —vioway) et w(y)=-—wiows(y)+e.

On vérifie facilement que (v,w) est une K-sélection lipschitzienne (resp. régulicre-

ment dérivable) de u. Ceci démontre le lemme 1.3.2. ]

b) Démonstration du Théoréme 1.3.1.:

D, f(a,b) admettant une T's(, ) C-sélection lipschitzienne (resp. régulicrement
dérivable), il existe d’apres le lemme 1.3.2 un cone convexe fermé d’intérieur relatif

non vide K de G et un nombre positif € tels que -

1) Dy f(a,b) admet une K-sélection lipschitzienne (resp. réguliérement déri-

vable).
it) f(a,b)+ Bx(0;¢) C w(C).

On applique le théoréme 1.2.1 & I'application f relativement au cone K : il
existe un voisinage {; de (a,c) et une application lipschitzienne (resp. régulicre-

ment dérivable) 8 de §; dans F' telle que :
1Y b(a,c)=b
2) V(’L‘Z) € (U, f(fC,O(l',Z)) €z+ K.

Les applications f et 8 étant continues, 1l existe un voisinage 22 de {o,c) dans

E x G tel que :

Y(z,z) € Qa, f(z,6(z,2)) — 2z € Bg(0;¢) .

On en déduit que

V(z,2) e Q= NNy, f(z,6(z,2))— 2z € Br(0;¢) C C — f(a,b). »
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1.4. Régularité des solutions du systéme avec contraintes :

En posant g(y) = f(a,y) pour une valeur donnée a du paramétre z et en
considérant un coéne convexe fermé K dans le systeme (Sz), on obtient le systéme

des inégalités suivant
(M) gy)€2+K, yeB

Sous 'hypotheése

(H.M) Padhérence de 'ensemble Dg(b)[Bp(b;1) N B — b] + K est un voisinage de
0 dans G

qui assure Vexistence d'une I{-sélection continue pour I'application Dg(b), Michel
[1] a montré I'existence de solutions pour le systeme (M). Robinson [2] en donnant

une condition de régularité équivalente

(H.R) 0 € intg(b) + Dg(b)}{ B — b) + K]

parvient a préciser ce résultat pour le systéme des inégalités perturbé
(Rz) fle,y)ez+ K, yeB

tel que, le systeme (Ra) vérifie la condition (H.R) et il a ajouté un controle sur la

taille des solutions de (Rz) pour  voisin de a.

Penot [3] a repris I'étude du systeme (M) sous la forme plus générale
(P) g(y)ez+C, yeB

ol C est un convexe de G vérifiant C — K C C.

11 a reformulé la condition de régularité de Robinson en termes d’une condition

de transversalité de ’application g au point b sur le convexe C sous la forme :
(H.P) Dg(b)TyB) — Ty C' =G .

et a montré que les deux conditions (H.R) et (H.P) sont équivalentes dans le
cas ou 'un des deux convexes B ou C est d’intérieur non vide. Sa condition de
transversalité (H.P) assure 'existence d’une Ty, C-sélection continue a valeurs
dans Ty B pour I'application Dg(b) et lui permet de donner un controle sur la taille

des solutions du systéme (P). Enfin, Zouaki [4] a étudié le systéme des inégalités
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perturbé (Rxz) dans le cas particulier ot B = b+ H avec H un cone convexe fermé
d’intérieur relatif non vide de F et a montré que si la condition de transversalité

(H.P) qui s’écrit sous la forme :

(H.P) Daf(a,b)(H) — K = G

est vérifiée, il existe alors une application continue 6, définie sur un voisinage Q de
(a, f(a,b)) a valeurs dans F, telle que, §(z, z) soit solution de (Rz2) pour tout (z, 2)
dans Q. Sa démonstration repose sur la construction d’une K-sélection continue
a valeurs dans H de Vapplication D, f(a,b). Nous nous proposons d’étendre ce
résultat au systeme (Sz) et nous démontrons par application de nos résultats
précédents que si Dj f(a,b) admet une Ty, 5)C-sélection lipschitzicnne (resp.
régulicrement dérivable) a valeurs dans 7, B alors ’application § vérifie les mémes

propriétés et que 6(z, z) est solution de (Sz) pour tout (z,z) dans Q.

Théoréeme 1.4.1. : (Théoréme de transversalité).
Soient E,F et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E X F, f unc application
de U dans G, B (resp. C) un conveze fermé d’intérieur relaiif non vide de F' (resp.
de G) et (a,b) un point de U tel que b sott dans B et f(a,b) dans C. On suppose

que :

i) f est de classe C! et sa différentielle et lipschitzienne au voisinage du point
(a,b).

i) Dy f(a,b) admet une Tyq ) C-sélection lipschitzienne (resp.régulicrement

dérivable) d valeurs dans T, B.

1l eziste alors un voisinage Q0 de (a, f(a,b)) = (a,c) et une application

lipschitzienne (resp.réguliérement dérivable) 6 de Q dans F telle que :
1) 6(a,c)=betV(r,z) €Q, 8(z,2) € B
2)V(z,2) € Q, f(z,0(z,2)) € 2+ C — f(a,b).
Démonstration :

On considere 'application

h:ExF GxF, (z,9) (f(z,y),y)
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Cette application est définie, de classe C! et sa différentielle est lipschitzienne au
voisinage du point (a, b). Il résulte de 'hypothese ii) et de la proposition 1.1.3 que
Dyh(a,b) = (D2 f(a,b), 1) admet une T, 3)C x B-sélection lipschitzienne (resp.
régulierement dérivable). On peut donc appliquer le théoréme 1.3.1 & h relativement
au convexe C x B : il existe un voisinage Q de (a, ¢) = (a, h(a, b)) dans E x (G x F)
et une application lipschitzienne (resp.régulierement dérivable) 8 de 2 dans F telle

que :
1) 6(a, &) = b
2) ¥(z,2,9) €Q, h(z,0(z,2,y)) € (2,y) — h(a,b) + C x B
La relation 2) se traduit ainsi
V(z,2,y) €Q, 6z,2,y)Ey—~b+ B
{‘v’(m,z,y) €, f(z,6(z,2,y)) € z— f(a,b})+ C

On écrit 2 = Q x V ol  est un voisinage de (a, f(a,b)) dans E x G et V un

voisinage de b dans F et on définit 'application @ sur € par :
Y(z,2) € Q, 6(x,2)=6(z,2,b)

Alors 6 est une application lipschitzienne (resp. régulierement dérivable) de Q dans
F telle que :
1) (a,c) =bet V(z,z) €, 6(z,2z) € B

2)V(z,z) € Q, f(z,8(z,2)) € 2+ C — f(a,b). ]
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Chapitre 11

THEOREMES DE SUBMERSIONS POUR DES
FONCTIONS MULTIVOQUES.

Soient E,F et G trois espaces de Banach, U un ouvert de £ X F, f une
application de U dans G, T’ une fonction multivoque de U dans G et B un convexe
fermé de F. Nous allons appliquer les résultats obtenus au chapitre I & I'étude de

la régularité des solutions du systéme suivant qui généralise les précédents :

(Xz) fz,y) € z+T(z,y), yeB

dans deux cas : le premier pour les fonctions multivoques vérifiant une propriété
de semi-continuité inférieure et le second pour les fonctions multivoques a graphe
convexe. Il suffit d’étudier la régularité des solutions du systéme (Xz) dans le cas
ot B = F, le cas général en résultera comme précédemment.

II.1. Théoréme de submersion pour les fonctions multivoques inf-

continues :

Etant donné E. F et G trois espaces de Banach, U un ouvert de E x F, f
une application de U dans G, I" une fonction multivoque de U dans G et {a, ) un

point de U, on considére le systéme perturbé suivant :

(Zz) flz,y) € 2+ T(z,y), yeF

Sous les hypothéses suivantes :

a) f est de classe C1 et sa différentielle est lipschitzienne au voisinage du point
(a,b).
) il existe un cone convexe fermé K non vide de G tel que :

B8 — 1) Dyf(a,b) admet une K-sélection lipschitzienne (resp.réguliérement
dérivable).

B8 — 2) 1l existe un voisinage U’ de (a,b) dans E x F et un nombre positif ¢

tels que :

V(li,y) € Ulv BK(O,E) - F(.’L‘, y)

11 existe un voisinage Q de (a, f(a,b)) = (a,c) dans F x G et une application

lipschitzienne (resp. réguliérement dérivable) 8 de Q dans F telle que :
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1) 6(a,c)=b

2) Y(z,2) € Q, f(z,0(z,2)) € 2+ T'(z,8(z, 2)) c’est-a-dire que

Y(z,z) € Q, 6@(z,z) estsolutionde (Xz).

En effet, appliquons le théoréme 1.2.1. a la restriction de f a U’ relativement
au cone K : il existe un voisinage ; de (a,c) dans F x G et une application

lipschitzienne (resp. régulicrement dérivable) 8 de Q; dans F telle que :
1) 6(a,c) = b
2) V(z,z) € Oy, flz,0(z,2)) € z+ K

les applications f et 6 étant continues, il existe un voisinage {2, de (a,c) dans

E x G tel que :
Y(z,2z) € Qq, f(z,6(z,z)) — z € Be(0;¢)
On en déduit que :

Y(z,2) € Q=01 N Q2, [f(z,8(z,2)) — z € Bk(0;¢) C I'(z,8(, 2)) n

Dans ce qui suit nous nous proposons de donner des conditions sous lesquelles

I'hypothese () sera vérifiée :

1) Une condition de régularité pour le systéme linéarisé
(R'a) Dy f(a,b)(y) € 2z + Tiapyl'(ab), y€F

assurant I’existence d’un cone convexe fermé d’intérieur relatif non vide K de G
qui soit inclus dans I'(a,b) et tel que le systeme linéarisé (R a) associé & ce cone

alt une solution lipschitzienne (resp. régulierement dérivable).

2) Une condition de semi-continuité inférieure au point (a, b) pour la fonction
multivoque I’ assurant 'existence d’un voisinage U’ du point (e,b) dans E x F et
d’un nombre positif ¢ tels que pour tout (z,y) dans U’ la trace de K sur la boule

B(0;€) soit contenue dans I'(z, y).

Définition : Soient X et Y deuz espaces de Banach, Q un ouvert de X,
T’ unc fonction multivoqgue de Q dans Y et 2y un point de Q. On dit que T’ est

inf-continue auw point xg St :

1) T(zq) est un conveze d’intérieur relatif non vide de Y.
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2) Yyo € w([(z0)), U € Vx(20), IV € Virzo))(v0), Yo €U, V C I'(x).

Par exemple, les fonctions multivoques constantes et les fonctions multivoques
a valeurs convexes et a graphe ouvert sont inf-continues en tout point de leur

domaine de définition [cf. Annexe 2).

Cela étant, on peut énoncer :

Théoréme I1.1.1. Soient E,F et G trois espaces de Banach, U un ouvert
de E x F, f une application de U dans G, I" une fonction multivoque de U dans
G et (a,b) un point de U tel que f(ab) soit dans I'(a,b). On suppose que :

i) f est de classe C! et sa différentielle est lipschitzienne au voisinage du

point (a,b).
ii) T'(a,b) est compact.
1) ' est inf-continue au point (a,b).

iv) Dy f(a,b) admet une Ty, (0, b)-sélection lipschitzienne (resp. régulicre-

ment dérivable)

Il eziste alors un wvoisinage Q de (a, f(a,b)) = (a,c) dans E x G et unc

application lipschitzienne (resp. réguliérement dérivable) 8 de Q2 dans F telle que :
1) 8(a,c)=10

2) V(ZJ,Z) € Q: f(xve(xaz)> €z+ F(I,G(.’I:, 2)) - f(av b)
Démonstration :

Il suffit la de montrer que les conditions 8 — 1) et # — 2) précédentes sont

vérifiées pour la fonction multivoque :
UHG» (mvy)HF(Tay)‘f(avb)

On applique le lemme 1.3.2. de transversalité sur un convexe avec u = D f(a,b),
C =T(a,b) et e = f(a,b) : il existe un cone convexe fermé d’intérieur relatif non
vide K de G et un nombre positif ¢ tels que :

i) Dy f(a,b) admet une K-sélection lipschitzienne (resp. régulicrement déri-
vable).

ii) f(a,b) + Bk (0;¢) C w((T(a, b)) = w(T'(a, b))
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Pensemble f(a,b) + Bi(0;¢) étant fermé, il est donc compact d’apres ’hypothese
ii). Il résulte de la proposition 2.8 appliquée a A = f(a,b) + Bx(0;¢) que
Q' € Vexr((a, b)), ¥z, y) € ¥, f(a,b) + Bx(0;e) C T'(z,y). =

En prenant dans le théroeme I1.1.1. une fonction multivoque constante, on
peut s’affranchir de P'hypothése de compacité faite sur I'(a, b)) et on retrouve le

théoréme 1.3.1. précédent.

Ce résultat quoiqu’utile ne s’applique pas aux fonctions multivoques a graphe
convexe. En effet, une fonction multivoque dont le graphe est un convexe d’intérieur
relatif non vide n’est pas en général inf-continue sur son domaine de définition

comme le montre ’exemple suivant :

Exemple : Si Ty est la fonction multivoque définie de R dans R? par :

Ve e R, To(z)=[-1,41] x {z}
alors le graphe de I'y est un convexe d’intérieur relatif non vide mais I'g n’est pas
inf-continue en 0.

En effet, le graphe de Ty est ’ensemble
graph(Tq) = {{x} x [=1,41] x {e}, z¢ R}

w(graph(T'y)) = {{:c}x] -1, 4+1{x{z}, ze€ R}
qui est non vide.

D’autre part, pour yo = (3, 0) élément de w(Io(0)) =] — 1,+1[x{0} on a
Ve > 0,Vn > 0,329 = § €] —¢,+¢[ tel que |3 —n, 3 +7[x{0} ¢ [-1,+1] x {¢/2} =

Tg(zo). Ceci montre que I'g n’est pas inf-continue en 0.

I1.2. Théoréme de submersion pour les fonctions multivoques a graphe

convexe.

Nous rappelons la définition classique suivante :

Définition : Soitent X et Y deuz espaces de Banach, une fonction multivoque
T' de X dans Y est appelée processus si son graphe est un cone dans X xY. On
dit que la fonction multivoque T est un processus conveze fermé si son graphe est

un cone conveze fermé de X x Y.
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Un processus I' de X dans Y est caractérisé par :
DVYA>0, Vri€X, VYrz6€X,T(z1)+T(zy) CT(21 +22)

Ce processus est convexe si de plus
2)¥A>0,Vr € X, T(Az) =AI(z).

Pour un processus convexe I, le théoreme 1.2.1. donmne le résultat suivant :
Théoréme 11.2.1. : Soitent E, F et G trois espaces de Banach, U un ouvert

de E x F, f une application de U dans G, (a,b) un point de U et I’ un processus
conveze fermé de ) dans G. Soit A le graphe de ' et supposons que :

i) f est de classe C' et sa différentielle est lipschitzienne au voisinage du
point (a,b).
11) Uapplication (D, f(a,b),1r,0E) de F dans Gx Fx E admet une A-sélection

lipchitzienne (resp. réguliérement dérivable).

1l eziste, alors, un voisinage Q de (a, f(a,b)) = (a,c) dans E x G et une

application lipchitzienne (resp. régulicrement dérivable) 0 de Q dans F telle que :
1) 0(a,c)=15
2)V(z,2) € Q, f(z,0(z,2)) € 2+ T(z — a,8(x,z) — b)
Démonstration :

On considere 'application
g:EXFHGXFXE7 (x,y)*—*(f(z,y),y—b,xﬂa)

Cette application est définie, de classe C! et sa différentielle st lipschitzienne au
voisinage du point (a,b). De plus, Dzg(a,b) = (D3 f(a,b),1p,0g) admet une A-
sélection lipchitzienne (resp. régulierement dérivable). On peut donc appliquer le
theoréme 1.2.1 a 'application ¢ relativement au cone A : il existe un voisinage 2,
de (a,c1) = (a,g(a,b)) dans E x G x F x E et une application lipchitzienne (resp.

régulieremnt dérivable) 8; de §; dans F' telle que :
1) 61(a,c1) =b
2W(x, z,t,u) € Y, g(z,01(z, 2, t,u)) € (z,t,u) + A

On écrit Q4 sous la forme 3 = Q@ x V x W avec Q un voisinage de {a,c), V

un voisinage de 0 et W un voisinage de 0 dans E x G, F et E respectivement et
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on définit Papplication 6 sur § par :
Y(z,2) € Q, 6(z,z)=0i(x,2,0,0)
On voit facilement que 8 ainsi définie est une application lipchitzienne (resp.
réguliérement dérivable) sur ) et & valeurs dans F et que :
1) 8(a,c) = bi{a,c;) = b
2) Y(z,2) € Q, g(z,0:(z,2,0,0)) € (2,0,0) + A
la relation 2) se traduit ainsi

2) Y(z,2) € Q, f(z,0(z,2)) € 2+ T(x — a,0(x,2) — b). ]

Remarque 1 : Si 0 appartient 3 I'(a,b) alors la relation 2) de ce théoreme

s’écrit sous la forme
V(e,2) €9, f(z,0(z,2)) € =+ T(x,6(z,2))

Remarque 2 : La condition ii) du théoréme I1.2.1, peut étre remplacée par
une autre condition équivalente plus facile & vérifier dans la pratique. C’est I'objet

de la proposition suivante :

Proposition 11.2.2. : Soient E, F et G trois espaces de Banach, U un ouvert
de E x F ,u une application linéaire continue de F dans G et T’ un processus de

U dans G de graphe A. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Dapplication (u,1p,0g) de F dans G x F x E admet une A-sélection

lipchitzienne (resp. réguliérement dérivable).

i1) Il eziste une application (0, w) de GX E dans F'x G, positivement homogéne

et lipchitzienne (resp. réguliérement dérivable) telle que :

V(z,2) € G x E,z =uot(z,z) —w(z,z) et (z,9(z,z),w(z,2))€A.

Démonstration :
i) = i)
Soit V,(Wy, Wy, W3)) une A-sélection lipchitzienne (resp. régulierement déri-

vable) de Papplication (u,1f,0g). On a
Y(2,y,2) € G x F x B,z = -Wi(z,y,2)

y= V(Z, yam) - W2(27y,.'12)
Z=uo V(Z7 y7w) - W3(27yam)
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et (Wl(zy y>$)7 Wz(Z, y,x), Wg(Z, y,f)) € A

En particulier,
V(z,z) € G X E, V(z,0,z) = Wy(z,0,z) et z=uoV(z,,0,z)— W;s(z,0,z)
la condition i1) est vérifiée en posant

Y(z,z) e G x E, ¥(z,z)=V(z,0,z) et w(zz)=W;(z0,z)

i) = 1)
Soit (v,w) une application de G x E dans F x G vérifiant la condition ii). On
considére les applications suivantes :
V:GxFxEw Ffz,y,z)— y+0(z —uly),z)
Wi:GxFXEw E(z,y,z)— 1
We:G xFxEwr Ffzy,z) - 0z —u(y),z)
W3 :G x FxEw— Gfz,y,2) - 0wz —uly),z)

On vérifie aisément que V'application (V, (Wi, Wy, W;)) définie de G x F x E
dans F' X A est une A-sélection lipchitzienne (resp. réguliérement dérivable) de

l'application (u,1p,0g). =
Dans le cas particulier ou A = E X F' x K avec K un cone non vide de G, la
condition (ii) de la proposition I1.2.2. est équivalente a la condition suivante :
ii1) u admet une K-sélection lipchitzienne (resp. régulierement dérivable).

En effet, soit (v, w) une application de G x F dans F x G vérifiant la condition

(ii). On considere les applications suivantes :
v:G— Fzeo 9(z,0)
w:G— Kz w(z,0)

On voit que Vapplication (v,w) définie de G dans F x K est une K-sélection
q PP. )

lipchitzienne (resp. régulierement dérivable) de w.

Inversement, soient (v,w) une K-sélection lipchitzienne (resp. régulierement

dérivable) de u et p la projection de G x E sur G. On pose
V(z,z) € G X E, o(z,z)=vop(z,z) et w(z,z)=wop(z1)

Papplication (9, w) définie de G x E dans F' x G vérifie la condition (ii) ]
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En suivant une démarche similaire a la démonstration du théoréeme 11.2.1., on

peut donner un résultat analogue pour une fonction multivoque a graphe convexe.

Théoréme 11.2.3 : Soient E, F et G trois espaces de Banach, U un ouvert
de E x F, f une application de U dans G, T une fonction multivoque de U dans
G d graphe conveze fermé d’intérieur relatif non vide A de E x F x G et (a,b) un
point de U tel que (a,b, f(a,b)) soit dans A. On suppose que :

i) f est de classe C' et sa différentielle est lipschitzienne au voisinage du
point (a,b).

i) Uapplication (D, f(a,b),1p,0g) admet une T(qy f(ap))A-sélection lipchit-

zienne (resp. réguliérement dérivable).

1l eziste, alors, un voisinage Q de (a, f(a,b)) = (a,c) et une application 8

lipchitzienne (resp. réguliérement dérivable) de Q dans F telle que :
1) 8(a,c)=b

2)Yz,z) € Q, f(z,0(z,2)) € 2+ (z,6(z, 2)) ~ f(a,b).
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Annexe 1

INTERIEUR RELATIF D’UN CONNEXE

Certains résultats dont nous aurons besoin sont démontrés par Rockafellar [7]
dans le cas des espaces de dimension finie et s’étendent tout naturellement & un
espace de Banach quelconque. Par contre, nous donnons & 'usage des analystes,
une démonstration autonome pour d’autres résultats ou nous aurons a établir
dans chaque cas que Pintérieur relatif du convexe considéré est non vide, ce qui est
toujours vérifié dans un espace de dimension finie. Ces résultats peuvent découler

d’énoncés plus larges valables dans tout espace vectoriel de dimension quelconque

[8].

Définition 1.1. Soient X un espace de Banach, C un conveze non vide de
X. On appelle enveloppe affine fermée de C' et on note [C] le plus petit sous espace

affine fermé contenant C.

On dire que C est d'intérieur relatif non vide de X si Uintéricur w(C) de C
q

dans [C] est non vide.

Proposition 1.2, : §7%l existe un sous-espace affine fermé Xy contenant C
tel que Uintérieur Cy de C dans Xy soit non vide, alors C est d'intérieur relatif

non vide. De plus, Xy et Cy coincident respectivement avec [C] et w(C).
Démonstration :

Soit Xy un sous-espace affine fermé contenant C tel que P'intérieur Cy de C

dans X soit non vide, on a alors
CoCcCcClClC Xa.

L’intérieur du sous-espace afline [C] dans X est donc non vide. Ceci entraine que
|C] coincide avec Xy et par suite C est d’intérieur relatif non vide de X et on a

w(C) = C(). n
Exemples :

1) Si M est un sous-espace affine fermé de X, alors M est d’intérieur relatif
non vide ct w(M) = M.

2) Si X est un espace de dimension finie, alors tout convexe non vide est
d’intérieur relatif non vide ([4},[7]).  {
¥
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Ce résultat n’est pas vrai dans le cas ol 'espace X est de dimension infinie
([4D)-

Un ensemble convexe posséde les propriétés fondamentales suivantes :

Proposition 1.3. : [7] Soient X un espace de Banach et C' un conveze de
X. §i w(C) est non vide alors

a) VA € [0,1], Yz € w(C), Yy € C, (1 — Nz + Ay € w(C).

b) w(C)=C

¢) w(C) = w(C).

Corollaire 1.4. : [7] Soient X un espace de Banach, Cy et Cy deux convezes

d’intérieur relatif non vide de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Cl = éz
b) w(Cy) = w(Cy)

Corollaire 1.5. : [7] Soient X un espace de Banach et C un conveze de X.

Si w(C) est non vide, tout ouvert de X rencontrant C, rencontre aussi w(C).

11 est parfois plus pratique d’utiliser la caractérisation suivante de Uintérieur

relatif d’un convexe :

Proposition 1.6 : [7] Soient X un espace de Banach, C un conveze de X et
x9 un point de X. §i w(C) est non vide, pour que zg soit dans w(C) il faut et il
suffit que :
VeeC, Ju>1, (I~(xz+pzeC

Nous effectuons les deux opérations classiques (intersection et produit carté-
sien} sur les ensembles convexes d’intérieur relatif non vide et nous donnons les
hypotheses sous lesquelles 'ensemble convexe obtenu est d’intérieur relatif non

vide.
Proposition 1.7. : (Intersection)

Sotent X un espace de Banach, C; et Cy deuz convezes de X tels que
w(C1) Nw(Cs) seit non vide, alors C; N Cy est un conveze d’intérieur relatif non

vide et on a :
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a)CiNCr=C10GC,
b) w(C1 N Cs) = w(Cy) Nw(Ca)
Démonstration :

a) Fixons un élément zo dans w(C1)Nw(Cy) et considérons un élément r dans
C, N C,. T} résulte de la proposition 1.3. que
YA E]O, 1], (1 — /\).’E + dzg € w(Cl) N w(Cz)
Par passage & la limite, on obtient

z = lim(1 — A)z + Azg € w(C1) Nw(Ch)

A0

On en déduit que
01 n Cg C UJ(C]) ﬂw(02) C C1 002 C C'l nég

D’ou

él N 02 = Cl N C2 = W(Cl) ﬁw(Cg)

b) les intérieurs w(C1 ) et w(C?) étant non vides, il existe deux nombres positifs
p1 et ps tels que
Bic,(zo;01) C C1 C[C1] et Bic,y(@o;p2) C Co C[Ch]
En posant p = min(py, p2), on voit que :
Bic,jrica)(To; p) C C1 0 Cy C[G1]0[Cy]

Donc lintérieur de C; NC, dans le sous-espace affine fermé [C1]N[C»] est non vide
et il résulte de la proposition 1.2 que C; N C; est d’intérieur relatif non vide et on
a

w(C1) Nw(Cs) Cw(CyNCy)

D’autre part, C; N Cy et w(Cy) Nw(C,) étant deux convexes d’intérieur relatif non
vide de X vérifiant

C1 NGy = w(C1) Nw(Cy)
11 résulte du corollaire 1.4 que
w(C1 N Cy) = w(w(C1) Nw(C2))
D’ou
w(C1 N Cy) C w(Cy) Nw(Cy)

Ceci démontre b). n
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Dans le cas particulier oit 'un des deux convexes de la proposition 1.7 est un

sous-espace affine, cette proposition donne le résultat suivant :

Corollaire 1.8. Soient X un espace de Banach, C' un conveze de X
et M un sous-espace affine fermé dans X. St M Nw(C) est non vide alors
wMnC)=Mnw(C).

Proposition 1.9. : (Produit cartésien)

Sotent X1 et Xy deuc espace de Banach et Cy,Csy deus convezes d’intérieur
relatif non vide de X; et X, respectivement. Alors Cy x C; est un conveze
d’intérieur relatif non vide de X; x Xq et on a w(Ch x C2) = w(Cy) x w(Cs).

Démonstration :
1l est clair que C; x C; est convexe.

Soit (z;,74) un élément de w(Cy) xw(C?), il existe donc deux nombres positifs

p1 ot py tels que
Bicy)(z1;01) CCL C[Ch] et Bie,y(z2;p2) C C2 C[Co)
En posant p = min(py, p2), il vient que
Bic,ix(ca}((z1,22); p) C Bioy)(z15 p1) X Bicy) (225 p2) C C1 x C2 C [C1] x [C]

donc Vintérieur de €y x Cy dans le sous-espace affine fermé [Cy] x [C3] est non
vide et il résulte de la proposition 1.2 que C7 x Cy est d’intérieur relatif non vide

de X; x X, et qu’on a
w(C;) X UJ(CQ) C W(Cl X CQ) .

Pour montrer l'inclusion inverse, on considére un élément (21, z2) dans w(C4 x Cy).
Pour tout élément (z,,z2) dans C; x Cy, il existe d’apres la proposition 1.6 un

nombre p > 1 tel que
(1 —p)(@1,22) + plz1,22) € Cy x C
c’est-a-dire que
(1= pas +pz1, (1= oz + piza) € Cr x C

1
>

]
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Soit
(1-—pzri+un €C et (1—plxs+puz € Cy
D’olr
(21,22) € w(Ch) x w(Cy) .

la non vacuité de P'intérieur relatif d’un convexe se conserve également par 'image

réciproque d'une application affine continue et on peut énoncer :
proq

Proposition 1.10 : Soient X et Y deux espace de Banach, C un conveze de
Y et u une application affine continue de X dans Y telle gue Imu Nw(C) soit non

vide. Alors, u™1(C) est un conveze d’intéricur relatif nn vide de X et on a

w(u™H(C)) = uTH(W(0)) .

Démonstration :

u étant une application affine, il en résulte que u™1(C) est convexe. D’autre

part, en posant w(C) = QN [C] ou  est un ouvert de ¥ on a
uHw(C) = v (@) NuT([C])

qui est un ouvert non vide dans le sous-espace affine fermé Xy = u~([C)) et qui
vérifie
uI(w(C)) CuTH(C) C Xo

donc lintérieur de u™1(C) dans X, est non vide et il résulte de la proposition 1.2

que u~1(C) est d’intérieur relatif non vide de X et qu’on a

u™ (w(C)) € (vH(C)) -

Pour montrer l'inclusion inverse, considérons un élément z dans w(u™'(C)). Pour
y élément dans ImuN C on fixe z; dans u™1(C) tel que y = u(zg). Il existe d’aprés

la proposition 1.6 un nombre p > 1 tel que
(1= w)zo + pz € u™(C)
ou encore comme u est affine

(1~ py+pu(z)eC
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Ce qui montre, d’aprés la proposition 1.6 toujours, que u(z) est dans w(Imu N C).
Or Imu est un sous-espace affine fermé rencontrant w(C) par hypothese, il résulte
donc du corollaire 1.8 que w(Imu N C) = Imu Nw(C) et par suite u(z) appartient

a Imu Nw(C). D’ou Pinclusion

w(u™H(C)) Cu M w(C)) .

En particulier, si u est une translation, la proposition 1.10 donne :

Corollaire 1.11. Soient X un espace de Banach, C un conveze de X et e un
point de X. §i w(C) est non vide alors (C' — €) est un conveze d’intérieur relatsf
non vide et w(C —¢) = w(C) —e.

m [l suffit d’appliquer la proposition 1.10 a 'application affine continue u :
XX, z—2z+e.
u

Enfin, on peut exprimer 'intérieur relatif du céne tangent a une partie convexe

en fonction de lintérieur relatif de cette partie et plus précisément on a :

Proposition 1.12. Soient X un espace de Banach, C' un conveze d’intérieur
relatif non vide de X et e un point de C. Alors, le cone tangent T.C est d’intéricur

relatif non vide dans X et on a :

W(T.C) = | J %(w(C) —e).

h>0
Démonstration :

Comme C est convexe, on a évidemment

(C-e)cT.CC[Cl—e

1l résulte du corollaire 1.11 que lintérieur w(C — €) est non vide dans le sous-
espace vectoriel fermé Xg = [C] — e et que w(C — e) = w(C) — e. On en déduit de
la. proposition 4.1.7 [9] que :
Sy oy b, 1 ‘
W(T.0) = w(To(C —e)) = (J 3@(C~e) = | 7(«(C) —¢).
B>0 E>0

Cela étant on a :
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Corollaire 1.13. : Soient X et Y deuz espaces de Banach, u une application
linéaire de X dans Y, C (resp. L) un conveze d’intérieur relatif non vide de Y
(resp. un céne non vide de X ) et e un point de C. Les deus conditions suivantes

sont équivalentes :
a) () Nw(T.CY#£ 0
b) (e+ (L) Nw(C)# 0

Démonstration :

Supposons que u(L) N w(T.C) soit non vide et fixons un élément z; dans
L tel que u(z;) soit dans w(T.C). Il existe donc un nombre positif A tel que
e+ k- u(z1) soit dans w(C). L'application u étant linéaire et L un cone, 'élément
e+hu(zy) = e+u(h-z,) appartient & (e+u{L))Nw(C) et par suite (e+u{L))Nw(C)
est non vide.

Réciproquement, supposons que (e + u(L)) Nw(C) soit non vide et fixons un
élément z; dans L tel que e + u(zy) soit dans w(C). 1l résulte de la proposition
1.12 que

u(z1) € w(C) — e C (T.C)

donc u({L) Nw(T.C) est non vide. n
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Annexe 2

SEMI-CONTINUITE INFERIEURE POUR LES
FONCTIONS MULTIVOQUES

Rappelons la définition donnée incidemment au paragraphe I1.1.

Définition 2.1. : Soient X et Y deuz espaces de Banach,  un ouvert de
X, T une fonction multivoque de Q dans Y et o un point de . On dit que I’ est

inf-continue ay point xo $i :
1) T(zg) est un conveze d’intérieur relatif non vide de Y.
2) Yyo € w(I(20)), U € Vx(20),3V € Vir(zo)(%0),Vz € U, V C I'(z).
Exemple 1 : (Fonction multivoque étagée inf-continue)

Solent X et Y deux espaces de Banach. Si (A;);¢s est une partition localement
finie de U un ouvert de X et si (C;)icr est une famille de convexes d’intérieur relatif

non vide de Y vérifiant la condition
Y(i,j) € I, (AinA; #0)= (C:CCy)
Alors la fonction multivoque I définie de U dans Y par :
Viel, Vzed;, T(z)=C;

est inf-continue en tout point de U.

En effet, soit zo dans X, il existe un voisinage U de zy dans X tel que
Pensemble J = {¢ € I/UN A; # 0} soit fini. On considére Pensemble
Jo = {i € J/zo € A;} et J* son complémentaire dans J. Alors J* est un en-
semble fini. On voit que Uy = U N{N;e s+ U] est un voisinage de zg dans X et que
Jo={ieI/A;NUp # 0}. On en déduit que

Yeely,, Fedy, z€A; et F(.T)ZC,'.

En particulier pour zq

37:0 S Jo, g S A,’o

Or
Vi€ Jo, i#ig, A, NA;#D
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Donc

Vieldo, i#iy, CiyCCi

Soit enfin

Yyo € w(T(z0)) = w(Ci,), Yz €Us, w(Ci)CT(z).

En particulier, la fonction multivoque constante I' définie sur U par :
Yz € U, T(z) = C ou C est un convexe d’intérieur relatif non vide de Y

est inf-continue en tout point de U.

Exemple 2 : La fonction multivoque I’ définie de R, dans R? par :
vz e R, T(z)=[-1,41] x |-z, +<]

est inf-continue en 0.
En effet, on a I'(0) = [-1,41] x {0}, [['(0)] = R x {0} et w(I(0) =] — 1,+1{x{0}.

Par ailleurs
Vyo € w(T(0), IV =w([(0)) € Vir@oy(Y), V CT(0)
D’ou
Ve >0, Vze]—g+ef, VCI(0)C[-1,41] x [z, +a] =T(z) .

On signale dans cet exemple que l'intérieur de T'(0) dans R? est vide.

Exemple 3 : Les notations étant celles de la définition 2.1. Soit Y, un sous-

cspace affine fermé dans Y et supposons que :
1) Pour tout z € €2, I'(z) est convexe dans Yj.
2) le graphe de I" est ouvert non vide dans X x Y.
Alors, la fonction multivoque I' est inf-continue en tout point de 2.
En effet, soit z¢ dans €2, pour tout yo dans I'(zg), I'élément (zg,yo) est dans le

graphe de T' qui est ouvert;

U € Vx(zo), IV €Vy(yo), VzelU, WyeV, yel(z).
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On peut a partir de fonctions multivoques inf-continues construire d’autres
fonctions multivoques inf-continues en effectuant les opérations classiques sur les

ensembles qui conservent la convexité. C’est ’objet des propositions suivantes :

Proposition 2.2. : (Intersection)

Soient X etY deux espaces de Banach, 2 un ouvert de X, I’y et 'y deuz fonctions

multivoques de Q dans Y et zg un point de ). On suppose que :
1) Ty et 'y sont inf-continues en xo.
2) w(T'1(z0)) Nw(T2(z0)) # 0

Alors, la fonction multivoque I définie sur S par :
Ve €, I(z)=T4(z)NTy{z)

est inf-continue en zo.

Démonstration :

Par hypothese, w(I'1(zg)) N w(Fa(xq)) est non vide, il résulte donc de la

proposition 1.7 que I'(zg) est un convexe d'intérieur relatif non vide de Y et que

w(l(20)) = w(F1(20)) Vw(Ta(xo)) -
Pour tout yo dans w(I'(zo)), on a donc

39'1 € VX(.’Eo),an [S V[Fl(zo)](yﬂ), Vr € Qll, W, C Fl("ﬂ)
et HQ; < VX(ZE()),EVVQ [S V[]‘,(IO)](yo), VIK S QIZv W2 C FQ(CI‘)

En écrivant Wy = U; N [Ty(zo)] et Wy = Uy Y [Ta(zo)] oht Uy et Uy sont deux
voisinages de yo dans Y, on voit que W = Wy N W, est un voisinage de yy dans

[T1(zo)] N [F2(20))-

Posons enfin Q' = Q] N Q) il vient que :

VzeQ, WcI(z).
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Proposition 2.3 : (Produit cartésien)

Soient XY et Z des espaces de Banach, Q un ouvert de X, 'y et I'y deus

fonctions multivoques de Q dans Y et Z respectivement et zo un point de Q. On

suppose que :
1) Ty et Iz sont inf-continues en xq

Alors, la fonction multivoque T' définie de §2 dans' Y x Z par :
Vze®, [(z)=Ti(#) x Da(a)
cst inf-continue en xg.

Démonstration :

1l résulte de la proposition 1.9 que I'(24) est un convexe d’intérieur relatif non

vide de Y X Z et que w(I'(zp)) = w(T'3(x0)) X w(T2(x0)).
Pour tout (y1,y2) dans w(T'(zy)),

39’1 S Vx(xo),3W1 S V[pl(xo)](yl), Vz € Q’l, Wy C Pl(T)
et 39’2 S VX(.’K(]),BWQ € V[[‘z(xo)](y2), Vz [ Q,2, ‘Vg C FQ(CL‘)

Posant ' = Q] N QL et W =W; x Wy, il vient que

Qe Vx(io), W e V[T‘x(zo)]X[I‘z(zo)]((ylvy2)) et Vz € Q', W C F(m) .

On peut composer & droite une fonction multivoque inf-continue et une

application continue et on obtient :

Proposition 2.4, : Soient X,Y et Z des espaces de Banach, Q0 un ouvert de

X, Ty une fonction multivoque de Y dans Z, f une application de 2 dans 'Y et xq

un point de Q.
On suppose que :
1) f est continue au point xg

2) Ty est inf-continue en f(zo).

Alors, la fonction multivoqgue T' définie sur Q par :
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Vz € Q, I'(z) = To(f(2)) est inf-continue en x4
Démonstration :

1) T'(z) est par hypothese un convexe d’intérieur relatif non vide de Z.

2) Pour tout zp dans w(T's( f(zy))),
IV e Vy(f(z0)), 3IW € Viro(szoni(26), Yy eV, W CTo(y).
L'application f étant continue au point zo,
Q' € Vx(zo), Yz e, flz)eV
Soit
Vo e @, W CTo(f(2)) = I(z) .
u

La propriété de semi-continuité inférieur se conserve également par l'image

réciproque d’une application affine continue et on a le résultat suivant :

Proposition 2.5 : Soient X,Y et Z trois espace de Banach, @ un ouvert de
X, H une fonction multivoque de Q dans Z et 6 une application de Q x Y dans

Z. Soit xy un point de ) et supposons que :
1) H est inf-continue en xp.
2) Il existe yo dans Y tel que 8(zo,y0) € w(H(zo)).
8) Uapplication 05, : Y — Z, y — 6(z0,y) est affine.
4) 8 est continue en tout point de {zo} x Y.

Alors, la fonction multivoque I’ définie sur ) par :
Ve €Q, T(z)={y€Y/b(z,y) € H(z)}
est inf-continue en zg.

Démonstration :

Par hypotheése, H(zq) est un convexe d’intérieur relatif non vide de Z et 6,,
est une application affine continue de Y dans Z telle que 8, (w(H(z))) soit non
vide, il résulte donc de la proposition 1.10 que I'(zg) = 8, }(H(zo)) est un convexe
d’intérieur reltif non vide de ¥ et que w(I'(z0)) = 07 w(H (z0)).



54

Pour tout yp dans w(T'(zg)), I’élément 8(zo,y0) est dans w(H(zo)). Par ail-

leurs, la fonction multivoque H étant inf-continue au point zg,

AV € Vino)(8(zo,90)), I € Vx(z0), Vz €y, V C H(z).
et de méme Papplication # étant continue au point (xo, o),

IW’ € Vy(y), I € Vx(zo), Vz e, Vye W', 6(z,y) e V.
Posons ' = Q) NQY et W = W' N [6;]}(H(zo))], il vient que

VeeQY, YyeW, 6(z,y)€ H(z)

c’est-a-dire

Vz e, WcT(z).

En combinant les propositions 2.2 et 2.5, on obtient :

Proposition 2.6. : Soient X,Y et Z trois espaces de Banach, Q un ouvert
de X, Q et H deuz fonctions multivoques de 2 dans Y et Z respectivement et 6
une application définie sur @ XY et a valeurs dans Z. Soit xo un point de Q et

supposons que :
1) Q et H sont inf-continues en rq.
2) Il existe yo dans w(Q(zo)) tel que 8z, y0) € w(H(zo)).
3) UVapplication 6, : Y v Z, y— 8(zg,y) est affine continue.
4) 0 est continue en tout point de {xg} X w(Q(x9)).

Alors, la fonction multivoque I' définie sur Q par :
VeeQ, I(z)={yeQ(z), 6(z,y)€ H(a)}

est inf-continue en zg.

On peut facilement vérifier les hypotheses de la proposition 2.5 dans le cas

simple suivant :
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Corollaire 2.7. : (cdne linéarisant)

Soient X,Y et Z trois espaces de Banach, Q un ouvert de X, H une fonction
multivoque de § dans Z et f une application de Q x Y dans Z. Soit (zg,Y0) un
point de Q XY et supposons que :

1) H est inf-continue en xo.
2) Dy f(zq,y0) existe

) Il eziste yy € Y tel que f(zo,y0) + D2f(z0,y0)(y1 — yo) € w(H(o))-

Alors, la fonction multivogue T définie sur Q par :

Ve eQ, T'(z)={y€Y/f(z,y0)+ Da2f(zo,y0)(y — vo) € H(z)}
est inf-continue en xy.

11 suffit d’appliquer la proposition 2.5 a I’application 8 définie sur §2 x ¥ par :

V(.'E., y) € Q X Yv 9(1‘,?/) = f(xv yO) + DZf(manO)(y - y()) .

'(z) est appelé cone linéarisant de Vensemble I'(z) = {y € Y/ f(z,y) € H(a)}.

Enfin, la notion de semi-continuité inférieure posséde la propriété suivante :

Proposition 2.8. : Soient X et Y deuz espaces de Banach, 0 un ouvert de
X, T une fonction multivoque de §2 dans Y, o un point de 2 et A une partie de

Y. On suppose que :
1) T est inf-continue en zg
2) A est un compact de [I'(zo))] tel que A C w(T(zg)).

Il eziste alors un voisinage ' du point xg dans X tel que

Ve, AcCI{z).
Démonstration :

Soit (W, )yea un recouvrement ouvert de A dans [I'(zo)], on a alors

Ac |J W, cI(zo)
y€EA
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Il existe donc un recouvrement fini (W;);es de A dans [['(zo)] tel que

Ac | Wi c ()
i€l

Pour tout z dans A, il existe ¢ dans I et ; dans Vx(zg) tels que
VreQ;, zeW;,CK(z).
Posons 2 = N8, il vient que
VeeQ', Viel, W;cCI(z)
c’est-a-dire

Vee @, Ac|JWicT(a).
el

Remarque 2.9 : 5i T est la fonction multivoque constante, on peut s’affran-

chir de ’hypothése de compacité faite sur A.

Au terme de cette annexe, nous rappelons les deux notions de semi-continuité

classiques pour une fonction multivoque suivantes :

Définition : ([9], [10]) les notations étant celles de la définition 2.1.

1) T est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point xo st et seulement

81

VYV ouvert dans Y, T(zo) NV # 0, 3U € Vx(z0), V2 €U, T(z)NV # 0

2) T est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au point zo st et seulement

81

YV ouvert dans Y, I(zo) C V, AU € Vx(z9), V2 € U, I(z) C V

¢t nous les comparons avec l'inf-continuité.

Proposition 2.10. : Les notations étant celles de la définition 2.1.

1) Si T est inf-continue en zo alors I’ est s.c.i. en zq.

La réciproque est fausse.

2) En général une fonction multivoque inf-continue en zo n'est pas s.c.s en

zg et réciproquement.
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Démonstration :

1) Soit V un ouvert de Y tel que VNTI'(xy) soit non vide. I'(zq) étant convexe
d’intérieur relatif non vide, il résulte du corollaire 1.5 que V Nw(I'(xo)) est non

vide.

Soit yo dans V Nw(I'(zg)), il existe d’apres l'inf-continuité de I' au point ¢

un voisinage U de zg dans X tel que :

Ve eU, yo€w(l(z)).
D’ou

VeelU, Val(z)#90.

Ceci montre que I" est s.c.l au point zg.

La réciproque est fausse comme le montre 'exemple suivant :

Soit la fonction I’y définie de R dans R? par :
Ve € R, To(e)=[-1,+1] x {z}

On sait déja (cf. paragraphe I1.1) que I'y n’est pas inf-continue en 0. Montrons que
) grap q

Tq est s.c.i. en 0 : soit V un ouvert de R? tel que V N [~1, +1] x {0} # 0.

Fixons 5 dans Vintervalle {—1,+1] tel que (25,0) soit dans V. Il existe donc un
nombre positif £ tel que le produit cartésien |ty — ¢,tp + [ x] — €, +¢[ soit contenu
dans V. En particulier, pour tout = dans | — ¢, +¢[, Pensemble Jtq — ¢, tq + &[x{z}

est contenu dans V et par suite
o) NV = ([-1,+1] x {z}) NV £ 0.

2) On consideére les deux fonctions multivoques I'; et T'; définies de R dans

[-1,+1] st z=0
Li(e) = { .
[—2,+2] si z#0

R par :

(-2,+2] si z=0
[—1,41] si 250

On voit aisément que T est inf-continue en 0 mais n’est pas s.c.s. en 0 et que

T'; est s.c.s. en 0 mais n’est pas s.c.i en 0 donc I'; n’est pas inf-continue en 0.
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Résumé

Soient E, F et G trois espaces de Banach, f une application d’un ouvert U de
E x F dans G, différentiable en un point (a, b) de U, B et C deux convexes fermés

de F et de G respectivement. On considére le systéme perturbé :

(1) f(z,y)ez+C,ye B

Sous des hypothéses de régularité appropriées faisant intervenir la possibilité
de résoudre réguliérement le systéme linéarisé, on montre ’existence d'une solution
y = 6(z,z) localement lipschitzienne (éventuellement admettant des dérivées
directionnelles) pour le systeme (1). Ce résultat permet d’étudier la régularité

des solutions du systéme plus général :

(2) f(z,y) € z+ I(z,y),y € B

Dans le cas ou I' est une fonction multivoque vérifiant une certaine propriété de

semi-continuité inférieure ou I' est une fonction multivoque a graphe convexe.

Mots clés : Cone convexe, application lipschitzienne, dérivée directionnelle,

submersion, fonction multivoque.




