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Introduction 

Il s'agit de comprendre la thèse de G.H. Halphen, Sur les invariants différentiels, 1878, 
[4]. Dans un travail de 1873, c.f. la thèse de Belghiti et l'article de Colley et Kennedy, 
[2], Halphen décrit (essentiellement) la variété des points infiniineilt voisins d'ordre n de 
points du plan projectif, P, qu'on not1e Sn dans la suite. C'est iine compactificatioi~ du 
sous-schéma S: du schéina de Hilbert de P paramétrant les points épais d'ordre n sur une 
courbe lisse de P. Il s'agit ici de décrire un quotient convenable de Sn sous l'action clu 
groupe G = PGL(3, @) des autoinorphismes de P. 

On décrit un "bon quotient" d'un ouvert G-stable de Sg, explicit,é au $5, sous G, c'est 
une surface projective, rationnelle, à singularités isolées et rationnelles, dont le groupe des 
classes de diviseurs de Weil est de rang 2 (N.B. "Geometric invariant theory " ne semble 
pas s'appliquer directement ici, c,f. $2). 

On montre auparavant que le corps des fonctions rationnelles G-invariantes sur Sn est 
une extension transcendante pure de C. 



1 Action d e  G sur Sn 

1.1 Soient V un @-espace vectoriel de dimension 3, P = P(VV) = Proj  Sym V ,  
G = PGL(VV) le groupe des aiitomorphismes de P. 

Rappelons ([l], [2]) la définition de la variété Sn des points infiniment voisins d'ordre 
n. de points de P : par récurrence sur n ,  on pose Si - -  P, Sn+] = ProjsnSymEn, où En 
est le quotient de rang 2 de S2kn défini par le "carré cocartésien" : 

(p : Sn + Sn-1 désigne provisoireinent lu projection t-t @'s,(l) tlésigile le quotient taiit,o- 
logique de p* (En-1 )). 
Les points de Sn correspoiident aiix "points ii~finiinent voisins d'ordre n" de P. 

Le groupe G opère sur Sn ([2]), ail a une G-linéarisation i~aturelle de En (par exemple 
en remarquant, avec les notations de [l], que En est le fibré conorinal à s(S,) dans Xn et 
que G opère sur ces variét,és). 

011 ilote Sn l'ctiivert G-stable (le Sn formé des points iilfiiliinent voisins sur un germe 
de courbe lisse de P, ciiii est isomorplie au soiis-schéma de Hilb(P) formé des points épais 
d'ordre n sur iine coiirbe lisse [Il. 

1.2 Définition d'une car te  locale d e  S: 
011 choisit iine base tle V, i.e. une identification de P au "complété projectif" dii plan 

affine C2. 011 definit iiiie inimersion ouverte de Cn+' dans 2, le point (x, ao, . . . , an-l) 
est. transforiné en le point (2, (10) épaissi n fois sur la coiirbe lisse de C2 d'équation : 

L'image de cette immersion est formée de poirits épai; "à distiilice finie" et de ùirect,ion 
tangentielle "non verticale". 
Les images de cet oiivert par action (les 4léinents de i; recoiivrent SE. 

1.3 Pour d > 1, définissons une hypersurface Wd cte Sn (n = Cd+,), le d-ième wronskien. 
Le d-ième plongeincnt de Véronèse de P dans ;.!duit un plongemelit de Sn dans !e 
schéma de Hilbert dr points épais d'ordre n sur une courbe lisse de Pd-l. La condition 
d'être situé dans iin hyperplan définit une hypersurface de ce dernier schéma. Le d-ième 
wronskien est l'adhérence dans Sn de l'image réciproque dans SR de cette hypersurface. 
Son équation dans la carte locale de 1.2 est le déterminant à Cd+, lignes et colonnes 
obtenu comme suit : soit 9 = Cz12 a & l e  développei~lcnt de Taylor d'un germe de courbe 



en (0,O) à tangent,e horizontale paramétrée par l'abcisse. Ecrivons le développemet de 
Taylor de sous la forme - afxt .  On a : 

Remarque : Plus généraleiiie~it si in > C!i+,, on peut coiisidérer la matrice : 

w,~ = 

la eoiis-variét,é de Szz definie par les rniiieurs rnaxirnaix tle cette matric~ est le lieu des 
points épais d'ordre nz sur une courbe dc degré d. Elle est invariante par G et on la note 
wd,m. 

Exemple : m > 3 est définie par l'idéal (a2 , .  . . ,  i ~ . ~ - l ) .  

W2,9 est définie par les iiliiïeurs inaximaux de : 

ad+l ad+2 . . . . . .  a,-1 
ad ad+l . . . . . .  an-2 

a2 a3 . . . . . .  an-d 
ad ad+l . . . . . .  an-, 

a: a3 . . . . . .  an-d+l 2 

ad+2 . . . . . .  I j an-1 cd' 

Exenipie : On pose U = KTl = a2 



1.4 Soit S:' (n > 6) l'oiivert cle S: défini par l'inéquation UV # O. 

Théorème 1.1 - ( i )  est le quotient de G par un  sous-groupe y d'ordre 3. 
(ii) Pour n 2 8 ,  S;O est G-isomorphe au fibré vectoriel de m,ng n - 7 sur StO, quotient 

de G x (où l'action de G sur le second facteur est triviale) par l'action (à droite) 
de y définie sur le second facteur par la matrice diagonale 

(où x est u n  cumcti:re non trivial d e  y). 

Démonstration - Soit X l'hypersurface G-invariante de go, lieu du noeud d'une ciibique 
nodale variable de P, épaissi 8 fois sur une des braiiciies. Son équation A dans les coor- 
données ci-(lrssiis est ohteniir eii élimiilant les coefficients de l'écluatiori de la cubique, 

 LX + by) + CX' + 11x~y + fry2 -1 fY3 

dans le systèrrie qui traduit la niillité dii développenient liiilité d'ordre 8 résiiltant de la 
substitution 

2 y = a2x + . . . + a7x7 
daiis cette équnt,iori. On trouve 

C'est un polynôme tle degré 1 en a7 de coefficient clon~inant U4V ; on en déduit d'abord que 
tout point de StO est siir une branche nodale de cubique. Le groupe G agit transitivement 
sur ces branches, fixons l'une d'elles, par exemple la brailclie infinie parabolique de la 
ciibique y = x2 - z-l dii plan affine C2, et notons In le point base de correspondant. 
Le stabilisateur y rle nz dans C: est d'ordre 3' il agit iinéaireinent sur @"par !a matrice 
diagonale ( x ,  x2) où x est un caractère non trivial d ï  7 ,  et daiis la cart,i: locale ci-dessus 
par la matrice diagonale 

(x, X2, . . . ' X2-i . . .). 
On obtient donc (i). 

D'après [2], le quotient E, de fl:, factorise flknlsn_l. Ce dernier définit l'hypersurface 
Zn+1 de Sn+l, "nouvelle composante" de Y,+, = S,,+l - S:+, (les autres constituent 
l'image réciproque de Y, par la projection). 
D'autre part, on a une suite exacte : 



qu'on restreint à S: : 

Comme S:+, est le coiiipléinentaire, dans l'image réciproque de S: daris Sn+l, du fermé 
défini par le quotient Ok,,/sI_I de (En),s,-, il s'identifie au fibré en droites affines siir Sn, 
torseur sous le fibré tangent. relatif Tsnlsn-, défini par l'élément de H1(Ts2/sn-l) déduit 
de (1). 

Posons SL = G xs,wSn, on va montrer par récurrence sur n > 8 que SA est G-isomorphe 
au fibré trivial G x 

Pour n = 8, on reinarque que E7 et sont des quotients C;-équivariant,~ de OS,. 
Leurs images réciproques sur G sont donc des fibrés G-équivariants du fibré trivial de 
fibre (S1(VV))" (diid de l'algèbre de Lie de G) ils sont eux-mêmes triviaux. Remarquons 
d'ailleiirs que l'liypersiirface X fournit iin sciiidage naturel de l'image réciproqiie de la 
suite (1) siir G pour rL = 7. Soit A l'ailneau des sections de @G (faisceau structurai 
de G). 011 vient de voir que l'anneau des sections globales de SA est .4[<], où [ est iine 
indéterminée invariante par G. L'image réciproque X' (le A' daiis Si clCfiilit un idéal 1 de 
A[<] t,el que A -". A [ J ] / I  (localement, 1 est engendré par un polynôme iiilitaire de degré 
1). Qiiitte à remplacer < par 6 - a, a E A, on peut doiic supposer que < est un générateur 
de I ,  ce qui ie caractérise (à hoinc>t,liétie prcs). 011 pose alors J = is. 

Supposons inaiiiteiîaiit n > 8 : tout revient à coiistriiire ilne section G-iiivariant,e de 
l'image réciproque tle E,,-i, E:,-, siir S:,-, qiii scinde la silitje exacte (1). Il siifit, pour 
cela de prendre I'iinage clans EL-, de din-, oii inTl est le dernier génCrateur construit de 
l'anneau des sections globales de S:L-,. 

Identifions Si, et C: x Cn-7; alors S,O,O est le qiiotieilt de Sn par y opérant (à droite) 
par : 

s:, x ;/ 4 s;L 
(($71 u ) ,  hr) (gh,, dh3)?l) 

où p est une représerit,at,ioil tle y dans CnP7. 
Poiir identifier p, iitilisoiis le diagrairime ~omiiiiit~atif : 

Soit p un point de SzO fixé par l'action (à gaiiche) de y, par exemple le point (O, O) de C2 
épaissi sur y = x2 + x5, et soit T l'espace tangent en p à Sgo. On a une suite exacte : 



où T' est l'espace tangent à SfOO en l'irnage de p. On voit alors que p(h) est la restriction 
à (~n-7 de la dérivée en p de z H h-lx. Celle-ci a été identifiée plus haut conformément 

à l'énoncé du théorkine. 

2 L'anneau bigradué de Halphen 

011 se propose d'expliciter l'anneau des fonctions G-invariantes sur dans la carte locale 
de 1.2 (identifiée au spectre de @[x, a0,. . . ,an-,]). 
Commençons par identifier Pic(,!?!). 
On note A, l'aiineaii @[t]/(tn), Vn le C-espace vectoriel V @@ A:, G' le groupe algébrique 
produit semi-direct de Gi et Gk où Gi est le groupe des automorphisnles de la C-algèbre 
A, (il opère à tlroit,e sur A, ou sur VIV par composition de développements limités lors- 
qu'on itlcntifie ses él6ineilts ailx dévelopl>einents 1iriiiti:s sans terme constant et de terme 
linéaire non niil), G; est le groupe imiltiplicatif An tlc A , ,  sur leqiiel G{ agit par compo- 
sition. Alors G' agit ( B  droite) sur V,V par : 

cette action coini~~iite avec l'action évidente de SL(VV). 
Soit Un l'oiivcrt de l'espace af i i~e V,V forillé cles v := + vit. + . . . + vn-~tn.-' tels que 

i:o A iil f O. 011 a 1111 iiiorphisil~e nn : 11, -, Si qui transfr)rme v en le point épais t = O 
sur la courbe de P ile représentatioii paranlétrique t t-+ .i:(t). 

Proposition 2.1 - IIn est un,e jibmtion principale (nu sens (le h topologie de ZarisXi) de 
groupe str7~ctt~ro.l Gr. 

La dén~onstrat~ion est directe. Si l'on remarclue qu'une section de II, au clessus de la carte 
locale cle 1.2 existe : elle est definie clails GrT, par l'itlénl des coeficieilt,s ile .-c - t et 2 - 1 
(x, y,  z désigilrilt les trois fonctions coortloi~nées sur i -"'). 

Corollaire 2.1 - Pic($:) est antl~relleinent isom.ory::,c (LU grcjcLpe des cmrnctère., x(G') 
de G' (i.e. x(G;) x x(G2) = 2'). 

Cela résiilte de [Fi], p.32, compte tenu ilii fait que Ho((?,, . ohn) = C* et H l  (Un, #Lm) = {1} 
(correspondant au fait que Un est un oiivert de C3" tit~nt le ft>rriié complémentaire est de 
codimensioii 2). 

Introdiiisons niaiiîtenant les invariants différentiel> d'Halphen : Les invariants d'ordre 
< n sont les polyi~ônles P E C[x, a", . . . . qui rléfinissent une hjpersurface dont 
l'adhérence dans Sn est G-invariante. 

Proposition 2.2 - Soit P 71n inliariant dimentiel d'ordre < n 
1) P est indipendant des ~iarinbles (x, no, al).  



2) p est bihomogène pour les gmdt~ations suivantes de @[x, ao, . . . , a,-l] : 

(degré) : x est de degrc' O, les ni sont de degré 1 
(poids) : x est de poids O, a, est de poids i. 

3) Le Bs:-module inuersible dont une section est l'adhérence de l'hypersurface d'équa.tion 
P est ds2 (d + p, 3d). 

On ne recopiera pas ici la démonstration d'Halphen ([4], III, Th. 1-IV). 
Notons A?', le sous-anneau, bigradué par (degré, poids), de @[x, no, . . . , a,-l] formé 

des invariants différentiels d'ordre < n et f l  la réunion des A?,t. Nous appellerons 2 
"l'anneau bigradué d'Halphenn . 

Les bidegrés de U,  V, A dans A?' sont respectivement (1,2), (3,9), (8,241. La proposi- 
tion 2.2 montre qiie l'anneau AG(S:O) des fonctions réguliéres G-invariantes siir Sn0 est la 
partie hoinogène de bidegré (0,O) de z,[CT-lV-l 1. Explicitons inairitenant Ic t,héorème 
1.1 dans ces ilot,atioris : 

Soit d la dérivation de l'anneau C [ x ,  no, . . . , a,, . . .] cl4finie par dn: - 1 et, 
dai = ( i  + I ) U , + ~  

Lemme 2.1 - 1) L 'applica.lion d envoie (2ff,[CT-'V-' 1) 0 dans [i/-'V-lj)ol. 
2) Soit C le modèle lisse d'une courbe à branches lis.ses de P. On a 117. diayminme com- 
mutatif : 

0.ù. les colonnes sont les restrictions 2. C (K(C)  rlé.iigne le corps des fractions mtionnelles 
sur C).  

Démonstration - 1) r&siilte d'une reiliarclue d'IIalplieil : si A et B sont cleiix invariants 
différentiels de même bidek~é ((1, p) et. d'ordre < n,  AdR - BdA est ilil invariant différentiel 
d'ordre < n + 1, tléfinissant l'hypersiirface S,O,+, fc)rinée de points épais p trls qii'il existe 
X E O: tel que le développement linlit4 tle A k  AB eii 11 (qui existe & l'or<lre 1 en la variable 
t )  soit nul. 
2) la deuxième assertion est claire, une fois remarqiié que la restriction à C d'un élkment 
de (Zk[U-'V-'])ol est naturellement une section de w@', ce qiii est une version de 141, 
III, Th. IV. 

Proposition 2.3 - L'o.nneau A(G) des donctions  régulière.^ sur G est isom,orphe à 
A($') [el. 
Démonstration - On a un diagramine cominiitatif : 



A(G) - 4 % )  --> A(Si)/(is) 

et on a vu qiie ii E A(S:O). Il s'identifie donc à A$, A E @, puisque i8 et A ont les 
mêmes zéros et que $ est une fonction G-invariante sur Si0. 

Corollaire 2.2 - Dans @.[x, no,. . . ,a,, . . .][U-'V-'][.I!], (v est défini par v3 = VU-3 et 
& muni du bidegré (0, l)), posons is = &, ik+i = , alors (,Tk[U-l V-'])oo est le SOUS- 

anneau de l'anneau @.[&, . . . , ih,  . . .] f o m é  des éléments invariants par L'automoryhisme : 

On souhaite construire 1111 <liiot,ient projectif d'un oiiïi,rt G-stable de Sn. Poiir cela, "Geo- 
metric invariant tlieory" préiscrit la reclierclie d'un modiile inversible, ample et G-équiva- 
riant sur Sn vis-à-vis diiqiiel I'oiivert des points semi-hiables soit non vide. Montrons que 
c'est impossible : en effet, si C est le niotlkle lisse d'une courbe à branches lisses de P, le 
morphisme de C dans P se relève naturellement à 5'2 et la restriction à C de d q ( a ,  b) 
est w p ( b ) .  Si C est une droite de P, c'est. donc @'p,(b - 2a). En particulier, si I est un 
invariant de bidegré (d, p), il déifillit une section de B ' p ( d  + p ,  3 4  dont le nombre d'inter- 
section avec 1 (droite) est d - 2y < O (en ftiit on a toujoiirs p 2 2 4 .  A fortiori, il n'existe 
pas de section invariante ilon niille d'iiii faisceau ample siir Sn (car celle-ci devrait couper 
positiveilierit le relèverilent naturel de L). 

3 Quotient de S8 sous G 

C]ommençons par décrire .z8 : 

Proposition 3.1 

le bidegré de H &tant (20: 64). 

Démonstration - Reinarqiions d'abord que Es est factoriel et que (zs[U-'V-'])~~ = 

@.[$]. Cherchons les éléments premiers de 3 8  : ce sont U ,  V, A et (&A3 + bVs débar- 
rassés éventuellement d'un facteur puissance de U ( t a  effet, quitte à multiplier par un 
monome UaVhAc, on peut ramener tout élément premier bihomogène en bidegré (0,O) 
dans 88[U- '  V-'1, et les éléments de a[$] sont linéaires). 

Il existe au plus une valeur de (a, b) (dans Pl ! ) telle que l T  divise aA3 + bVs. Prenons 
la courbe particulière y = x3, on a V = 2 et A = 3, donc il s'agit nécessairement de la 



combinaison 2'A3 - 33V8. On ne répètera pas la vérification faite par IIalphen du fait 
que l'exposant de U dans cette combinaison est 4. 

Explicitons maintenant différemment le morphisme de SgO dans Al déduit de l'iiiclu- 
sion : 

A3 
CiVB] -+ Cjz, (JO, . . . , a l ]  [u-' V-'1. 

Avec les notations di1 théorème 1.1, à un point m de SgO de projection ,ml dans S,OO, 
est associé un quotient de rang 1 de la fibre de E7 en ml, donc par l'interinédiaire du 
revêtement 

G+S,00 

g C, g.ml> 

une droite de l'algèbre cle Lie S1(VV). 

Proposition 3.2 - Il e:clste un. élé~rr.cn,t de cette riroite (ion:. lc polynô~ne camctéri.stiqve 
est 

A" 28AX + 10V4 

(ét~ulué en  m supposé dans la carte de 1.2) 

Démonstration - Notons A iin élérneiit non nul quelconque de la droite ci-dessus et mon- 
trons d'abord que in est sur le grrine de courbe paraniétrée 

où mo est la project,ioil de ln daiis P (et où t est voisin de O).  Pour cela remarquons que 
l'orbite de m soiis G est ilne hypersurface dont l'éqiiatiori (dans la carte locale de 1.2) 
peut être interprétée (au voisinage de rn) coinme une équation différentielle d'ordre 7 en 
y vue comme fonction de x,  dont les courbes intégrales sont G-invariantes. On écrit le 
système différent,iel tl'orclre 1 associé à cette équation d'ordre 7 : 

% = Ga6 
d a -  
dz - f (z, m,. . . ; (LÛ) 

Ecrivons le cliainp cle vecteurs correspondant, ( l , ' ~ , .  . . , ne, f (x, clo,. . . , u ü ) )  dans un 
petit ouvert de la carte locale de 1.2 de 5':. II est (à Iioinothbtie près) G-invariant "en ger- 
me", donc multiple d'une fonction par un cliamp G-invariant correspondant à lin élément 
de SL(V) qui, par construction. est sur la droite définie dans l'énoncé. L'assertion en 
résulte aussitôt. 



Soient eo, el, e2 les valeurs propres de A, pour X = E, la courbe y = xX est une 
solution de l'équation différentielle précédente. On c~lcule les valeurs de V et de A sur 
cette courbe : 

X(X - 1) (A - 2)(X + 1):2X - 1) ,A-, v =  - ( 2 ) 2 ~ 3 ~ x 5  
x 

La proposition en résulte. 
Pour "compactifier" ce morphisme, considérons le sous-anneau Z-gradué de Zs formé 

des éléinents de bide& (d, 3d) (d E Z), i.e. @[V, A] avec deg(V) = 3, deg(A) = 8. Son 
spectre homogène est Pl. Les fonctions V, A sont des sections de @sn(12, 9) respective- 
ment bsZ(32, 24). L'ensemble de leurs zéros communs est un fcrm4 G-invariant de S: de 
codirnensioil 2. 

Lemme 3.1 - Dans la. carte locale de 1.2, ce fermé n dcu:c corn,po.snntes irréductibles 
définies par les rniBei~:rs ~nn:r/i~n,ilzc~ (de matrices worr~hiennes : (a2, (13) et 

Démonstration - Soit en effet (x, no,. . . , n7) lin point de la carte locale annulant V et A. 
S'il ile vérifie pas n3 = O, il existe iine coriitlue contenant l'image tle ce point dans Ss. 
Si or1 écrit cette coniqiie sous la forme y = z2 (après cllangenient tle la carte locale), on 
obtient iiii poii~t tel cjue il3 = (24 = (15 = O. Alors A = O (16 = O ce tliii signifie que la 
coiiicliie contient la projection titi poiiit tlaiis S7. 

Soit S:O0 1'c)livert G-stable de SI  coinplémeiltaire tle ce fernlC: (il contient S,Oo. Les 
sectioils V et A tléfiiiissent un inorphisrne de 5'8'' dans Pl qui prolonge le inorphisme 
prkcédent de SgO dails hl et qiii roiitracte les G-orbites. Le se111 point. de Pi dont la fibre 
contient pliis d'iine orbite est (W = 0) avec 3 orbites : 

- point courant d'une ciibiclue cuspidale, 
- point d'iilflexiori non sur iiiie ciibiqiie cuspitlale, 
- point d'inflexion d'iine cilbique cuspidale. 

On remarque que la 3-ikme orbitje est, fermée et conten~e dans I'atiliérence tles detu orbites. 
De plus, Pl est iin bon qiiotient de S:OO soiis G cl'apri~s le lemiiie siiivailt : 

Lemme 3.2 - Soient C: un groupe linéaire sur C, f S -+ 1' !Ln m.orphisme de ~:ariétés 
algéb7iques normales sur C, a une action de G sur X telle que f contracte les fibres de 
a .  Supposons que F inrl~~ise une liijection de l1ensemb6e des orbites ferm6e.s de X sous G 
avec Y, et que toutes les composa~tes irr6ductibles des fibres de f aient même dimension. 
Alors Y est un bon quotient de X sow G.  

(c.f. [5], proposition 0.2, dont la dénlonstration s'adapte ici). 



4 Etude birationnelle du quotient de Sg sous G 

La correspondance d'incidence entre Sg et la "cubique universelle" de P (graphe de la 
correspondance d'incidence entre P et P(Sym3V)) est birationnelle, plus précisément tout 
point de S: tel que UVA # O est sur une unique branche lisse de cubique. Cela résult,e 
du fait que le coefficient de a9 dans le wronskien W3 est -UA. 
On veut expliciter le quotient soiis G de cette correspondance. 

Tout d'abord, avec les notations du théorènie 1.1, on a : 

U4T o ù i i =  $ et 29 - T, avec T =  3V";:Adv (qui est un invariant différeiitiel d'ordre 8 
et de bidegré (8,28). 

Soit C iine cubiqiie lisse de P représentée parambtriqiiemcrit soiis la farine standnrd 
de Weierstrass : 

u ( P U ' P ' ~ ,  1) 

(71 E CIO, Cl réseau tle @). 

Lemme 4.1 - L1éll~~lll(~tio'n SILT C (le 5, respecti~ienreilt 6, est 10, section ~ c / z r R " d e  

wC3, respectivement $$c1trca8 de WC' ( oli l ion nwte w la ~iaritrblc '?cl,cobienne1' 3u). 

Remarque - L'atltlition d'un tiers de pkriode à 71 est iin autoiziorpiiisme de C q i i  se 
prolonge à P, donc les invariants diff'érentiels sont "naturellei~~ent" des foilctioils de u i .  

On remarque que les poii~t~s de C tels que V = O (respectiveinent A = O j  sont les point,s 
d'ordre 6 (respectiveineizt d'ordre 9) pour la loi du groiipe tle C (après excliision des points 
d'inflexion qui sont les zéros de Ti). Le reste suit. 

On en dédiiit que le restrict,ii,n <le ii B C est, X - ( p u ~ ~ : ~ ) 3  ii'aprls les formiiles 
classiqiies. 
On a d'autre part : 

ci" u 
-- = -(3VdA - 8AdV) 
3 v 4  3v4  

U4T CTA 3dA 8d1.f - - 
3 ~ 4  - 3v3 (a - 7) 

On calcule cette fonct,ion en 1'6valiinilt en IÜ - y oii ii est iine période non divisible par 
2. 011 trouve -1. d'oii : 

avec Y = $$ sur C. 



On renvoie à [3] pour l'expression des "fonctions elliptiques homogènes de degré 0" 
fondamentales, & et %, en fonction de X, Y. En p,articulier on a : 

5 Etude birégulière du quotient de 5': sous G 

On ignore si Zn est une @-algèbre de type fini pour n > 10. Grâce A des relations de 
divisibilité remarquées par Halphen pour 2 9 ,  on va i-iiontrer que 3 9  est de type fini. Ces 
relations de divisibilité sont : 

- Cr divise V4T - G ,  le cliiot,ieiit est noté Tl et es! :le bidegré (19,62j. 
- V 2  tlivise Ii4T" 9H le qiiotient G est <le bidegré (14,46). (c.f. [4], pages 234 et 236). 

Eialplien inontre égalenlent (1111. 238-239) que l'incl~sion QI [L-. V, A ,  H, T, Ti, G] c z9 

devielit un isomorpilisme après localisatioii par 17-1 oii V-'. 
Il en résulte yile pour k assez grand, (U, V)" XS c @[U, V, A, H, T, Tl, G] comme 

(U, V) est ilne suite ré~gilière (au sens gradué) dans la clôtiire intégrale du deuxième 
anneau (@[U, V, A, H ,  T, TL, G]) celle-ci est kgale R Kfs, qui est donc (le t,ype fini. 

Introtliiisons inaiilteriant iiii sous-ailrieau Z-gratiiié rle z9. Parmi les invariants différen- 
tiels (le bitlegr4 (5k, iGk) (k E Z) figiirent : 

1 = H (k = 4) 
b = G U  ( k = 3 )  
c = T U 2  ( k = 2 )  
d =  TUV2 (k = 3) 
e = TV2 (k = 4) 
f = Ti\f"k = 5 )  

Ces générateurs anniilent. les 2-iniileiirs de la inat,rice 2 x 4 : 

(la seconde ligne est le prodiiit tle la première par $ 
Lemme 5.1 - Dans 1'annen.v des polynômes (non gradués) @[a. 5 ,  C :  d ,  e ,  f!. les 2-m.ineurs 
de la matrice précédente définissent un idéal de h , ( ~ ~ t ~ t e t ~ r  3. Le quotient est intégralement 
clos. 

Démonstratioil - L'idéal des 2-mineiirs de 



est de hauteur 2 et le quotient est un anneau de Cohen-Macaulay régulier hors de a = c = 

d = e = f = O. Le rapport des deux lignes est une fonction rationnelle indépendante de 
b, sur cette variété. La fonction rationnelle en est donc différente d'où la première 
assertion du lemme. 

Le lieu singulier est contenu dans la réunion du lieu où cette fonction rationnelle n'est 
pas définie (qui est de codimension > 2) et  du point a = c = d = e = f = O. La deuxième 
assertion s'en déduit par iin critère célèbre : 

(intégralement clos) * (RI) et (S2) 
(RI) : codimension du lieii singiilier > 2 
(5'2) : Cohen-Macaulay en profondeur 5 2. 

Soit R c 3 9  l'anneau Z-gradué précédent (en fait c'est le sous-anneau de A?9 formé 
des éléments de bidegré (5k, lGk), k E Z, mais cela ne nous servira pas). On peut poser 
S = ProjR. Soit Sio0 l'ouvert de S9 où les sections a, b, c, d.  e ,  f de Bsg(21k. lak).  
k = 4,3,2 ,3 ,4 ,5  ne s'annulent pas simultanéinent. 

Leinme 5.2 - Le jenné corn,r)lém.en.tu.ire de S'Po a brois coinpos~n~tc.~ irréiluctibles : 
1) ii2 = (13 = O 
2) rang(W3,!)) < 2 (j)oint.s éyuis sur une conique) 
3) V # O, H = O = T  oints épais sur une cubique cusyitlnle). 

Déiiionst,ratioii - 011 inoiitre (l'abord qiie If s'annule sur (12 = = O (tléveioppement 
limité cie U ,  V, et A sur tine coiirbe y = x4 + O(x5) au voisiriagc: tle x = 0) doiic toutes 
les sections (L, b, cl c i ,  e, f s'y aiiniilent. Hors (le ce lieil, on 116c(:ssaireil1eiit T = O (car 
TU2 = O = TV4) doiic le point est épais siir iiiie courbe y = xX, coiiirne H =-= O oii a 
nécessairement X = 2 ou 3, d'où les deiix tlerni6res coinposant,es (le 1'6nonc 6. 

On dispose maintenant tl'tiii inorpliisine 

qui contract,e les orbitaes. 
Pour vérifier que c'est un bon quotient-, il faut montrer que 9 cst équidirnerisioniiel et 

établit une bijection entre les points de S et les orbites ferinées (le S;", et ceci Iiors de 
S:' où c'est clair. Le fermé 5':'' - S;O est réiinion de deux hypersurfaces disjci~it~es. Il = O 
et V = 0. 

Une "forme norinale" de point,s de la première h'ipersiirface est y = x3 + nx7 + bxR 
avec (a, b) # (0,O). En effet l'image tl'iin tel point dans S7 coïncide avec l'image d'un 
point d'inflexion tlr la cubique ciispitlale dont on petit choisir iine éqiiatioil de la forine 
y = x3. On peut y remplacer (a, b) par (aa4 ,  ba". 

De même on petit écrire iine forine normale d'iin point vérifiant V = O. On peut en 
effet supposer que sa projection siir S6 est sur la conique y - x2. Le point est alors sur 
une courbe y = x2 + ax6 + bx7 + cx8. 
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